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RESUMEN

FACULTAD DE CIENCIAS

Licenciatura en Matematicas

SUPERTAREAS Y LA TOPOLOGIA DEL ESPACIO-TIEMPO
por

Lorena Yunes Arriaga

Una supertarea se define como una sucesién numerable de operaciones secuencia-
les que ocurren un un tiempo finito. La demostracion de la veracidad (o falsedad)
de cualquier proposicién en teoria de ntimeros puede obtenerse a través de su ve-
rificaciéon para cada ntmero natural. Dicha tarea es un ejemplo de una sucesion
numerable de operaciones. La imposibilidad de verificar una infinidad de posibi-
lidades en un tiempo finito estéd anclada a la nocién Newtoniana del espacio y
del tiempo, i.e. una operacién precede a la siguiente y el termino de cada opera-
cion define un evento temporal universal. Sin embargo, con el surgimiento de la
teoria de la relatividad, la nocién de tiempo universal tuvo que ser abandonada
por la idea colectiva de espacio-tiempo [II, 2]. Bajo esta perspectiva, se abre la
posibilidad de estudiar la clase de espacios-tiempo para los cuales el resultado
de una infinidad de pasos temporales puede ser accesible para algin observador
en un tiempo propio finito [3]. El estudio de la topologia de los espacios-tiempos
relativistas que admiten la realizacién de supertareas ha sido objeto de estudio
durante los tltimos anos.

En esta tesis estudiaremos las condiciones de causalidad suficientes y — de ser
posible — necesarias para que un espacio-tiempo admita una familia de observado-
res para la cual el resultado de una tarea que demande una infinidad numerable
de pasos sea accesible en un tiempo propio finito. Tal situacién fue concebida
por Hogarth [4] y estudiada por Norton y Earman [5], [3]. Estos trabajos forman
el nucleo de una nueva area de investigacion interdisciplinaria en areas de Mate-
méticas puras (teoria de nimeros), ciencias de la computacion (computabilidad)
y fisica-matemaética (topologia del espacio-tiempo).

El programa a desarrollar en este trabajo consiste en un reporte acerca de las
ideas recientes en computo relativista y el estudio de las condiciones de causalidad
suficientes [2] para la realizacion de una supertarea. En particular, se estudiara el
caso de espacios-tiempos relevantes desde el punto de vista fisico para argumentar
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Resumen

que la posibilidad de obtener el resultado de una supertarea es realizable en una
clase de soluciones a las Ecuaciones de Einstein en el vacio compatibles con las
observaciones acerca del universo.
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Introducciéon

A principios del Siglo XXI, Michael Atiyah present6 en un articulo publicado
en el Boletin de la Sociedad Matemética de Londres un compendio sobre lo
que, a su vision, habian sido las Matemdticas del Siglo XX [6]. Ahi, presento
diversos temas como la transicion de lo local a lo global, de lo conmutativo a
lo no-conmutativo, o de lo lineal a lo no-lineal. Sin embargo, es el apartado
Algebra versus Geometria el que sirve como motivacion del presente trabajo. En
ese apartado, Atiyah presenta la dicotomia clésica en términos precisos. Por un
lado, argumenta, la Geometria es acerca del espacio mientras que, por otro lado,
el Algebra se trata del tiempo. La primera afirmacion pareciera obvia, mientras
que la segunda resulta desconcertante. Sin embargo, elabora, todo procedimiento
algebraico consiste en una secuencia ordenada de pasos para llegar a un resultado.
En ese sentido, la naturaleza algoritmica del Algebra es quien le otorga su caracter

temporal y la hace una pieza central para la teorfa de computacion.

De manera general, un algoritmo es tutil inicamente cuando la secuencia de
pasos termina, es decir, solo cuando se requiere un ntmero finito de pasos para
llegar al resultado final. Esta restriccion obedece (en parte) a que si el namero
de pasos fuera infinito, seria necesario esperar una eternidad para conocer el
resultado. Por tanto, la idea de poder realizar un trabajo que requiere de una
infinidad de pasos en un tiempo finito es, al menos, intrigante. A esta idea se le

conoce como supertarea.

De ser realizables, las supertareas serian suficientes para demostrar o refutar



1.1. Mé&quina de Turing Introduccion

cualquier proposiciéon o conjetura que pudiera ser formulada en términos algorit-
micos. Tal es el caso de las conjeturas en teoria de nimeros, donde necesitariamos
realizar una infinidad de pasos para garantizar que un contraejemplo no existe y
de esta forma verificar directamente cada conjetura.

Decir que una infinidad de pasos requiere un tiempo infinito es un enunciado
incompleto. Esto es debido a que ahora sabemos que el tiempo no es absoluto.
Es decir, lo que para un observador es un tiempo muy largo, puede no serlo tanto
para otro. Asi pues cabe preguntarse si es posible extender esta idea y encontrar
situaciones en las cuales un observador es capaz de obtener el resultado de una
tarea que a otro observador le tomaria un tiempo infinito conocer.

El objetivo de este trabajo es analizar espacios-tiempo donde sea posible rea-
lizar estas supertareas haciendo uso de una maquina conocida como Maquina de
Turing. Se exploraré cuéles son las implicaciones fisicas, filos6ficas y matematicas
que tienen dichos espacios que se conocen como espacios-tiempo de Malament-
Hogarth.

1.1. MaAquina de Turing

David Hilbert (1862-1943) ide6 una serie de 23 problemas de los cuales, hasta
la fecha, algunos siguen sin ser resueltos. Uno de esos problemas es conocido como
Entscheidungsproblem. El cual se traduce del alemén como problema de decision.
El problema trata sobre si es posible encontrar un algoritmo el cual podria ser
aplicado a cualquier problema y obtener como respuesta la veracidad o falsedad
de dicho problema. Es decir, al aplicarse a cualquier féormula de calculo de primer
orden éste podria decirnos si es un teorema.

Al Entscheidungsproblem lo describe Sieg como sigue:

Este problema fue considerado como el problema central de la logica
matematica y se suplicaba por una definicién rigurosa de un proce-

dimiento mecanico o procedimiento de decision finita. [7]

Este problema se ha estudiado en el marco de la teorfa de la computabili-
dad, la cual tiene como objetivo estudiar problemas de decisién que pueden o
no ser resueltos algoritmicamente. Aquellos problemas que no pueden ser resuel-

tos mediante algoritmos se les llama indecidibles. Los resultados presentados en
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este trabajo tendrén relevancia en dos problemas indecidibles: El Entscheidungs-
problem y el problema de la parada o detencién, el cual consiste en decidir si
un programa con una entrada dada, eventualmente, se detendra 6 continuaré
corriendo indefinidamente.

Alan Turing ided una méquina la cual podria resolver este tipo de problemas
de manera mecanica. Llamé a esta méAquina simplemente como mdquina auto-
mdatica [§]. Inicialmente, debido a la época, pensé a la computadora simplemente
como una persona que seguia una serie se instrucciones dadas y realizaba una ta-
rea. Como estas tareas eran realizadas por personas, debian ser operaciones que
un ser humano comin y corriente pudiera realizar con lapiz y papel siguiendo una
serie de pasos sin necesidad de imaginacion ni entendimiento. Mas adelante se le
llamé6 a dicha maquina Mdquina de Turing y se llevé la analogia a un dispositivo
mecénico el cual realiza esa serie de operaciones.

Una méquina de Turing, m, consta de una cinta infinita, de una fila, la cual
estd dividida en casillas donde se escribiran las operaciones. El siguiente frag-
mento es una traduccion del articulo escrito por Turing en 1936. El describe su

maquina de la siguiente manera

Podemos comparar a un hombre en el proceso de computar un ntme-
ro real con una méquina la cual es solo capaz de un ntmero finito de
condiciones q1, qo, ... qr las cuales seran llamadas m-configuraciones.
La méaquina estara equipada con una cinta (el analogo al papel) co-
rriendo a través de ella, y dividida en secciones llamadas casillas, cada
una capaz de soportar el simbolo &(r) el cual estd en la maquina.
Llamaremos a esta casilla casilla escaneada. El simbolo en la casilla
escaneada lo llamaremos simbolo escaneado. El simbolo escaneado es
el tinico del cual la maquina esta, por decir, directamente consciente.
Sin embargo, al alterar su m-configuraciéon la maquina puede eficaz-
mente recordar algunos de los simbolos los cuales ha escaneado an-
teriormente. El posible comportamiento de la maquina en cualquier
momento estd determinado por la m-configuracién ¢, y el simbolo
escaneado S(r). Al par g, S(r) se le llamara configuracion: asi la

configuracion determina el posible comportamiento de la maquina.

18]
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La maquina esta equipada con un dispositivo el cual leera lo que esta escrito
en la casilla correspondiente. Este solo puede leer e interactuar con una tnica
casilla a la vez. Dependiendo del algoritmo que tiene predeterminada la méquina,
este dispositivo, al leer lo escrito sobre la casilla lo borraréd cambiando por otra
cosa escrita o lo dejard intacto. Después, segin el algoritmo, el dispositivo se
moverd hacia la derecha o hacia la izquierda una sola casilla y repetira el mismo
proceso hasta que al llegar a un estado final, dado por el algoritmo, entonces se
detendré y dara aviso al observador que el céalculo ha finalizado.

Cabe destacar que existen muchas variaciones de la maquina de Turing. Por
ejemplo, la cinta es quien se mueve y el dispositivo que lee la cinta estéi fijo.
También se tiene que la cinta no es necesariamente de una sola fila. Pero, sin
importar las variaciones en la estructura fisica del dispositivo, el funcionamiento
de la maquina es el mismo. En el presente trabajo sblo trabajaremos con la
estructura de la maquina que se describié al principio.

La dificultad del algoritmo dependeré de lo que queremos obtener. Por ejem-
plo, podemos resolver alguna operacién aritmética simple o se puede buscar un
contraejemplo para alguna conjetura de teoria de nimeros, donde se requieren

de operaciones mas complejas.

1.1.1. La mAaquina universal de Turing

De forma breve, una méquina universal de Turing es una maquina de Turing
la cual imita a una maquina de Turing.

Una maquina universal de Turing funciona mediante la lectura de la configu-
raciéon de la maquina que esta simulando y la entrada de la cinta de la maquina
que imita. Es decir, si estd simulando a una maquina de Turing m con entrada n,
la maquina universal de Turing para esa maquina esta definida por el par (m, n)

Penrose la explica de la siguiente manera:

La idea bésica es codificar la lista de instrucciones para una maquina
de Turing T' en una cadena de Os y Is que pueden ser representados
en una cinta. Esta cinta es usada en la parte inicial de la entrada
de una maquina U de Turing particular llamada méquina universal
de Turing la cual acttta como recordatorio de la entrada tal como

T lo hubiera hecho. La maquina de Turing universal es una mimica
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universal. jLa parte inicial de la cinta le da a la maquina universal la
informaciéon completa que necesita para imitar cualquier maquina 1'

dada exactamente! [9]

Este concepto fue usado por Turing para poder resolver el Entscheidungs-
problem. Pues con ésta demostré que no podia ser posible la existencia de dicho
algoritmo.El problema de la parada, o de la detencién, también puede ser resuel-
to haciendo uso del concepto de la maquina de Turing Universal. Pues con ésta
se podria imitar una maquina de Turing y observar si efectivamente, para una
entrada dada, se detendra o seguira corriendo indefinidamente. La demostracion
de que no se puede resolver el problema se logra por medio de una reduccién al
absurdo.

El problema con las maquinas de Turing, al igual que con el dlgebra, es que son
esencialmente temporales. En efecto, si el tiempo es universal y si a la méquina
de Turing més eficiente le toma un tiempo comparable con la edad del universo
encontrar un contraejemplo a una conjetura falsa, entonces el uso de este tipo de
razonamientos para resolver problemas computables directamente es muy poco
practico. Sin embargo, sabemos a través de la Teorfa de la Relatividad que el

tiempo no es universal.

1.2. Supertareas

Una supertarea es la realizacion de una infinidad de operaciones en

un tiempo finito [10].

Existen ejemplos muy interesantes de supertareas ideados por distintos fil6-
sofos. Un ejemplo interesante es la lampara de Thompson [3]. Imaginemos que
tenemos una ldmpara que en un minuto permanece encendida y al llegar al mi-
nuto ésta se apaga. Después de medio minuto se vuelve a prender. Un cuarto de
minuto después se vuelve a apagar. Un octavo de minuto después es encendida
de nuevo. Y asi contintia el proceso encendiendo y apagandose cada 1/2" minu-
tos. Asi, al cabo de 2 minutos se encendié y apag6é una infinidad de veces. Una
pregunta interesante que surge sobre el comportamiento de esta lampara es si
la lampara estard encendida o apagada al finalizar los dos minutos. ;Cémo po-

driamos saberlo? Si tratamos de pensar qué es lo que pasa cuando estan apunto
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de transcurrir los dos minutos es muy confuso. Si pensamos que se encuentra
apagada casi al llegar a éste tiempo, entonces se volvera a encender y apagar de
nuevo una infinidad de veces antes de completar el tiempo. Y si nos "acercamos”
aun mas al minuto dos, tratando de forzar la imaginacién, sigue sucediendo lo
mismo una y otra vez. No podemos saber cémo es que se encuentra la lampara
en el minuto dos. Mas adelante al hablar de las Maquinas de Turing Aceleradas
abordaremos con més detalle éste tipo de comportamientos.

Una cuestion importante sobre la lampara de Thompson es que no es posible
su realizacion fisica, pues — como consecuencia de la Teoria de la Relatividad —
existe un limite para la velocidad con la que algo puede moverse. Asi, si se quisiera
realizar una lAmpara que funcione de la manera en la que Thompson lo plantea,
aunque disenaramos un dispositivo que funcione a una velocidad increiblemente
rapida, el cual encienda y apague la luz de la lampara, nos encontrarfamos con
que no es posible realizar ésta supertarea pues después de cierto punto necesi-
taria funcionar més rapido que la velocidad de la luz para seguir acelerandose y
cumplir con lo que se desea. Mas atin, si quitaramos la restriccién impuesta por
la Fisica, seguiriamos enfrentando un problema matematico acerca de la conver-
gencia de una sucesion alternante, en este caso no hay un “estado final”. Es asi
que la lampara de Thompson no es fisicamente realizable, pero surgen preguntas
interesantes al plantearse este tipo de comportamientos.

Otro ejemplo interesante es la méquina de Platon [5]. Dicha maquina tiene
como objetivo resolver una conjetura de teoria de ntimeros. Esta maquina intenta
sustituir uno por uno todos los enteros positivos para tratar de encontrar un con-
traejemplo. Esto lo realiza en 2 segundos, siguiendo un patrén temporal parecido
al de la lampara de Thompson. En el primer segundo intenta con el ntiimero “1”
y comprueba si es cierta o no para éste. Le queda un segundo. Para el siguiente
medio segundo lo hace para el namero “2”. Luego, a la mitad del tiempo restante
prueba para el “3”. Y asi sucesivamente sigue probando con todos los enteros
positivos de forma que al terminar el tiempo habra tratado con todos. Asi, si
no encontré un contraejemplo queda demostrada la conjetura, y en caso de que
haya encontrado un contraejemplo se comprobd que es falsa.

Notemos que esta méaquina, conceptualmente, es parecida a la maquina de
Turing. Pero en un tiempo finito puede resolver un problema que requiere una

infinidad de tiempo. A este tipo de maquinas se les llama maquinas aceleradas

6
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(cf. seccion abajo).

Es facil que el lector se pregunte entonces para qué nos sirve pensar en las
supertareas si su realizacién fisica al parecer no es posible. Pero no hay que caer
en ese error, pues las ciencias, en gran parte, se han fundamentado y han brotado
ramas de la ciencia que nacieron a partir de hacerse preguntas que no podemos
resolver. Pero el simplemente pensarlas, analizarlas y entenderlas nos han abierto
muchos caminos para comprender nuestra realidad.

En el presente trabajo supondremos que el tiempo no es absoluto, sino que
esta intrinsecamente ligado al espacio, formando asi un solo ente al que llama-
remos espacio-tiempo. Mas adelante mostraremos ejemplos de espacios-tiempo

donde la realizacién de supertareas es posible.

1.2.1. Maquina de Turing acelerada (MTA)

Definicién 1.2.1 (Maquina de Turing Acelerada). Una maquina de Turing ace-
lerada (MTA) [11] es una mdquina que puede realizar una tarea que requiere una

infinidad de operaciones en un tiempo finito. Es decir, realiza una supertarea.

Esto se logra haciendo que después de realizar una operacién tarde menos
tiempo para realizar la siguiente, el que procede sea atin mas corto y asi sucesi-
vamente de forma que el tiempo que tarda en realizar cada operacién es menor al
anterior. Un ejemplo seria que la cinta de la maquina, la cual est4 en movimiento,
acelere de forma que el dispositivo pueda realizar una supertarea. Pero se debe
hacer énfasis en algo, una MTA no es mas que una maquina de Turing comun
y corriente, la cual sufre de una aceleracion para realizar su objetivo en un tipo
muy corto.

Copeland [I1] fue el primero en introducir este concepto. Y dio un ejemplo
de una MTA la cual puede computar la funcién de parada. La funciéon de parada
acepta como argumento al par (m, n) y regresa un ”1” si la m-ésima maquina de
Turing se detiene en la entrada n, y regresa a ”0” de lo contrario. Esta funcién es
un ejemplo de algo que no puede ser computable por una maquina universal de
Turing. Y de hecho, en caso de ser cierta la tesis de Church-Turing, explicada méas
adelante, dicha funcién no puede ser computable por medio de ningtun algoritmo.

Para poder resolver el problema de la computabilidad de la funcién de de-

tencion, Copeland ide6 una méquina universal de Turing acelerada (MUTA). Asi
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como una maquina universal de Turing cualquiera, ésta puede computar todo lo
que sea computable por una maquina de Turing, pero sufre de una aceleraciéon
asi como la MTA.

1.2.2. Maquina Universal de Turing Acelerada (MUTA)

La MUTA ideada para resolver el problema de la parada funciona de la si-
guiente forma [I1I]. El programa de la maquina de Turing es finito, por lo que
podemos codificar el cdédigo en una fila de 0’s y 1’s y asi podemos alimentar el
codigo que esta pareado con todos los datos binarios como entrada de la méquina
universal [10]. Asi, la MUTA puede escanear este codigo y simular las operacio-
nes que realizaria la maquina de Turing, m, a la cual estd imitando. Entonces
cuando tenga un par de argumentos (m, n), como entrada, la MUTA simula las
operaciones de la maquina de Turing en la entrada n, siguiendo todos sus pasos.
Y revisa después de cada operacion que simula si la maquina, m, se detuvo. Para
poder decir si se detiene o no la méquina de Turing, tiene como instruccién que
en cierta celda en la cinta se escriba un 0", lo que significa que no se detiene
nunca. Y si al realizar la simulacién, la méaquina de detiene, la MUTA cambia
el 70” por un ”1” y asi avisa al programador que efectivamente la maquina de
Turing simulada se detuvo y termina su proceso. En caso que no se detenga el
”0” se mantiene sin ser modificado y sigue simulando las operaciones de m. Al
ser una maquina que realiza una supertarea es, en mi opinién, lo que Copeland
estaba buscando con ésta méaquina. Pues al ser una méaquina acelerada no debe-
mos esperar mucho tiempo a que simule todas y cada una de las operaciones de
la méquina de Turing, pues podemos hacer que en un tiempo finito realice una
infinidad de operaciones y ver si se detuvo o no la méquina simulada, todo en un

tiempo muy corto.

Hay que notar algo muy importante, la MUTA no computa la funcién de
detencion [I0]. Simula a una maquina de Turing la cual computa la funcion y
avisa cambiando el valor de “0” de la celda por un “1” si la maquina simulada
se detiene. Pero como tal ésta no la computa. Es muy importante hacer esta
aclaracion, pues si realmente la MUTA pudiera computar la funcién de detencién

irfa en contra de la tesis de Church-Turing.
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1.2.3. Hipercomputabilidad

Definicion 1.2.2 (Hipercomputadora). Una hipercomputadora es cualquier md-
quina que procese informacion, puede ser solo la nocion de ella o la mdquina
fisicamente, la cual es capaz de realizar mds trabajo que el que un ser humano

podria realizar usando simplemente su memoria [11].

La hipercomputabilidad tiene como uno de sus objetivos argumentar la exis-
tencia de méquinas que puedan computar funciones no computables. Normal-
mente algunos autores que debaten sobre la no existencia de estos dispositivos
se basan en la idea de infinitos encajados, o en la idea de una méquina que su
funcionamiento no es descrito de forma clara. Estos dos conceptos se conocen
como el argumento de infinitos encajados y el argumento de la vaguedad fisica
[12].

Hasta ahora se han descrito distintos modelos de maquinas de Turing o de dispo-
sitivos los cuales, pareciera, que nos acercan cada vez mas a una respuesta sobre
si una maquina podria resolver o no el problema de la parada o si algtn dispositi-
vo nos ayudaria a encontrar un contraejemplo para alguna conjetura matemética
en un tiempo propio finito y suficientemente corto para que el mismo observador

que configura la méquina pueda saber la respuesta.

Para dar un panorama hacia donde se esté dirigiendo este trabajo, considere-
mos el siguiente ejemplo. Supongamos que un observador, ya sea un matematico
o alguien con la curiosidad de saber si una conjetura de teorfa de nimeros es
cierta o no, configura una maquina para buscar una respuesta. Este observador
sblo cuenta con una cantidad finita de tiempo, es claro que en algiin momento
va a morir. ;Seré posible modificar la topologia del espacio y el tiempo de forma
que, en un tiempo finito pueda la computadora realizar una infinidad de célculos
y darle una respuesta al observador? La respuesta es que si. Pero como todo, se
tendra que pagar algtin precio para poder lograrlo. En los siguientes capitulos
se realizardn propuestas de modificaciones en la topologia del espacio-tiempo y
las implicaciones que estas tendran en el determinismo y la causalidad de los

eventos.
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1.3. Principios de la Relatividad Especial

La Relatividad FEspecial surgié de observar que la velocidad de la luz en el
vacio es la misma sin importar el sistema de referencia inercial y de suponer
todas las consecuencias asociadas al principio de relatividad de Galileo, i.e. que
ningin observador inercial puede distinguir el reposo del movimiento a velocidad
uniforme.

La Teoria de la Relatividad Especial (TRE) elimina la posibilidad que el
tiempo y el espacio sean absolutos. Esto implica que las mediciones asociadas a
la distancia entre dos puntos o el tiempo entre dos sucesos pueden ser distintas
para distintos observadores. Sin embargo, como veremos mas adelante, es posible
encontrar cantidades en las que todos los observadores pueden estar de acuerdo.
En adelante consideraremos la unién del espacio y el tiempo en un solo objeto
matemético al que llamaremos espacio-tiempo.

Tenemos los siguientes postulados dentro de la TRE:

1. Principio especial de la relatividad: Las leyes de la fisica son las mismas sin

importar el sistema de referencia inercial en donde se encuentre.

2. Invariancia de la velocidad de la luz: La velocidad de la luz en el vacio
es constante. Eis una constante universal representada por la letra c. Esta

constante es independiente del movimiento de la fuente de la luz.

El primero de los postulados es un principio de simetria. Nos dice que las
leyes de la fisica son iguales para cualquier observador, sea cual sea su marco de
referencia inercial. Dicho de otro modo, existe un grupo de transformaciones del
espacio y el tiempo que no cambian la forma de las leyes de la fisica entre marcos
de referencia que satisfacen alguna propiedad determinada. Galileo definié6 un
marco de referencia inercial como aquel que tiene un movimiento sin cambios de
velocidad o direccion. Esto llevo a Galileo a concluir que no se puede distinguir
la fisica de un estado en movimiento uniforme a uno que se encuentra en reposo.
El usaba un ejemplo conocido ahora como el bote de Galileo. Segtin la traduccion

de Stillman Drake, Galileo decia lo siguiente:

Encerraos con un amigo en la cabina principal bajo la cubierta de

un barco grande, y llevad con vosotros moscas, mariposas, y otros
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pequenos animales voladores. Colgad una botella que se vacie gota
a gota en un amplio recipiente colocado por debajo de la misma.
Haced que el barco vaya con velocidad que queréis, siempre que el
movimiento sea uniforme y no haya fluctuaciones en un sentido u
otro. Las gotas caeran en el recipiente inferior sin desviarse hacia la
popa, aunque el barco haya avanzado mientras las gotas estédn en el
aire. Las mariposas y las moscas seguirdn su vuelo por igual hacia
cada lado, y no sucedera que se concentren en la popa, como si se

cansaran de seguir el curso del barco. [13]

Lo que Galileo queria hacer ver en este texto es que las leyes de la fisica no
cambian si el sistema de referencia se encuentra en movimiento uniforme.

Llevando esta analogia a la Tierra es que podemos entender porqué la hu-
manidad tard6 tantos afios en descubrir que la Tierra esté girando sobre su eje
y que giramos alrededor del Sol. Pues para nosotros la Tierra, de forma local,
es un marco de referencia inercial segin la definicién de Galileo. Ahora sabemos
que efectivamente estamos girando y moviéndonos a grandes velocidades a tra-
vés del espacio. Un ejemplo formulado por Norton [14], donde queda clara esta
situacioén, es cuando un atleta corre en una pista de atletismo ovalada. La pista
al ser tan grande, respecto al tamano del atleta, su curvatura no es percibida por
el corredor de forma significativa, pues para él la pista es practicamente recta
debido a que para su marco de referencia los intervalos que recorre son, de forma
local, rectos.

De hecho cada instante que pasa estamos en un lugar diferente del espacio,
pues la Tierra no sélo esta rotando sobre su eje, esté girando alrededor del Sol,
el sistema solar esta girando alrededor del centro de la galaxia, la galaxia se es-
td4 moviendo a través del espacio. jEstamos moviéndonos todo el tiempo en el
espacio! Y ni siquiera lo notamos. Pero al ser uniformes y locales todos estos
movimientos es que no nos percatamos de ellos [13]. También por lo que pode-
mos considerar a la Tierra como un marco de referencia localmente uniforme es
porque las distancias que podemos medir y los tiempos que normalmente usamos
al realizar un experimento son muy pequenas comparadas con las grandes velo-
cidades a las que se mueve nuestro planeta y con las distancias que ésta recorre.

Y so6lo en tiempos y medidas considerablemente mayores podemos observar el
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efecto del movimiento de la Tierra. Un ejemplo clésico es el péndulo de Foucault.
Esto nos lleva a concluir que no importa si estamos en un tren en movimiento
a velocidad constante o en un aviéon viajando cuando no estd sufriendo una
aceleracion. Las leyes de la fisica serdn las mismas en todos los sistemas de
referencia inerciales.
Respecto al segundo postulado, éste nos definird una forma invariante de
medir magnitudes para todos los observadores. Esta serd la motivacion para

introducir un tensor métrico indefinido sobre el espacio-tiempo.

1.4. Principios de la Relatividad General

La relatividad general, como se puede intuir a partir de su nombre, es la
generalizacion de la Teorfa de la Relatividad Especial. En la TRE se considera
un espacio plano, donde la trayectoria que siguen las particulas es recta. En la
Teoria de la Relatividad General (TRG) se considera que el espacio puede ser
curvo y las trayectorias que siguen las particulas estan determinadas por caminos
no necesariamente rectos conocidos como geodésicas. Las particulas ahora se ven
afectadas por la gravedad, por ende sus trayectorias también.

Esta generalizacién se encuentra de forma més clara en el principio de equi-

valencia.

Los principios generales que definen a esta teorfa son los siguientes:

1. Principio general de covariancia: En cualquier sistema de coordenadas las

leyes de la fisica son las mismas.

2. Principio de equivalencia o invariancia de Lorentz: Las leyes de la TRE se

aplican localmente de igual manera a todos los observadores inerciales.

3. La curvatura del espacio tiempo: Es lo que se observa como resultado de
la presencia de materia en el campo gravitacional. Pues la geometria del
espacio tiempo se modifica con la densidad de dicha materia. Es asi que las

particulas en movimiento libre inercial siguen una trayectoria geodésica.

La visiéon de Einstein considera que los movimientos inerciales son aquellos

que siguen las particulas cuando las fuerzas totales, que no tienen un origen
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gravitacional, que actiian sobre ellas son cero. Es decir, estan en caida libre. Algo
que para la visiéon de Newton es revolucionario, pues Einstein no consideraba que
algo estatico tuviera un movimiento inercial, pues se encontraria afectado por la

fuerza gravitacional.

1.4.1. Historia de la TRG

Antes de Descartes se consideraba que las reglas de la naturaleza estaban
regidas por fuerzas que influenciaban a los objetos desde la distancia [15]. Des-
cartes modifico esta idea. Para él, las interacciones fisicas sélo podian suceder si
habia contacto entre los objetos.

Una generacién después Newton introdujo la idea que la gravedad podia
violar la idea que tenia Descartes. Para Newton esta fuerza era instantanea y
podia actuar a distancia. Durante mucho tiempo por el hecho que esto iba en
contra de lo que Descartes decia, Newton se sinti6 disgustado por su propia
idea. Pero mientras paso el tiempo y comenzaron a descubrir la certeza de esta
nueva teoria, poco a poco se fue difuminando y perdiendo el desprecio del mismo

Newton.

Dos siglos después Faraday introdujo el concepto de campo. Para Faraday
un campo era un conjunto de lineas que conformaban el espacio. Cada linea
comienza y termina en una carga, si no hay una la linea se cierra formando
un “loop”. Fue Maxwell quien formaliz6 las ideas de Faraday con la teoria del
campo electromagnético, cuya consecuencia fundamental es que la interaccion
no es instanténea, sino que ocurre en un tiempo finito. En la teoria del campo
electromagnético una carga q; que se encuentra a una distancia d de una carga

g2, produce una fuerza en un tiempo t = % en afectar a ¢s.

Einstein, a partir de la idea de Maxwell, dedujo que la gravedad debia de
estar regida por una teoria de campos. Por lo que la gravedad tampoco actuaba
de manera instantanea. Asi fue que Einstein le dio vida a lo que hoy conocemos
como Teoria de la Relatividad General.

Un problema con el que Einstein se enfrenté fue con la nociéon de espacio
y movimiento absoluto que Newton utilizaba. Antes Newton consideraba que el
espacio era absoluto. Los movimientos de los objetos eran, para él, la interacciéon

de éstos con un espacio absoluto que los rodeaa. Para Newton el espacio era una
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“entidad”. Dentro de la misma idea del espacio absoluto, Newton tenia la misma
nocién sobre el movimiento. Como el espacio era una entidad, el movimiento se
puede definir como el desplazamiento de un punto en el espacio a otro. Asi es
que para Newton el concepto de movimiento también era absoluto.

Para explicar esto Newton usaba un ejemplo, conocido hoy como la cubeta de
Newton. Newton decia que si se tiene una cubeta llena de agua colgada con una
cuerda larga y se hace girar la cubeta, primero sélo la cubeta girara y el agua se
mantendra estatica. Una vez que la fricciéon de la cubeta comienza a afectar el
agua, el agua empieza a rotar junto con la cubeta y ahora la superficie del agua
ya no plana como lo era antes sino céncava.

Newton argumentaba que la rotacion del agua es respecto al espacio absoluto
que la rodea. Decia que la concavidad del agua era el efecto del movimiento
absoluto de la misma respecto al espacio absoluto, no a los cuerpos que la rodean.

Aunque el argumento anterior parezca convincente, la explicacion a dicho
fenémeno llegd tiempo después con la TRG. El agua no esta rotando respecto
al espacio absoluto, esta rotando respecto al campo gravitacional que la rodea.
Por lo que en efecto, el agua esta rotando respecto a una entidad fisica, pero no
como Newton lo pensaba.

La dindmica de los cuerpos esté regida por la interaccién de los objetos con
el campo gravitacional. Esto lo explicé Einstein y en su publicaciéon "On the
Electrodynamics of Moving Bodies” [16] introdujo el principio de relatividad.
Fue en ese trabajo donde asegurd que las leyes de la mecanica, electrodindmica y
optica mantienen su forma en todos los marcos inerciales [14]. Los principios de
la TRE y la TRG han sido verificados con asombrosa precision a lo largo de los
dltimos 100 afios. De este modo, la idea de Newton donde habia que considerar

un espacio inmovil y un tiempo absoluto fue abandonada.
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2

Tesis de Church-Turing

Hemos hablado de supertareas y sobre algunos conceptos de computabilidad
que nos han ayudado a comprender el camino que se seguira en este trabajo.

En el presente capitulo se presentaran algunas definiciones y tesis propuestas
por el mismo Turing y algunos autores que han trabajado sobre este tipo de
problemas. Se discutird un poco sobre las posibilidades que se tienen respecto a
problemas incomputables y se abordaran algunos problemas que podrian presen-
tar al tratar de realizar una supertarea con un dispositivo como una méquina de

Turing.

Definicion 2.0.1 (Tesis de Church-Turing). Cualquier dispositivo o experimen-
to fisicamente realizable disenado por cualquier ciwilizacion futura debe de ser

simulable, siempre, por una mdquina de Turing. [17].

2.1. Tesis de Turing

Tesis 2.1.1 (Tesis de Turing). Aquello que es efectivamente calculable es compu-
table.

Definiciéon 2.1.1 (Funcion efectivamente calculable). Una funcion f: A — B
es efectivamente calculable si existe un procedimiento efectivo L que nos permita,

dado cualquier a € A obtener el valor de f(a).
Definicion 2.1.2 (Numero computable). Los nimeros computables se definen
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como los nimeros reales tales que su expresion decimal es calculable mediante un

nimero finito de operaciones. Es decir, puede ser escrito por una mdquina [8] .

2.1.1. ;Es realmente la Tesis de Turing una tesis?

La palabra tesis viene del griego "thésis” que significa’algo que se propone”. Se
refiere a algo que puede ser puesto en debate y que se mantiene por razonamiento.
18]

Una tesis no es equivalente a un teorema o una proposicién que se puede de-
mostrar. Entonces por qué si Turing demostroé su "tesis” es que se sigue llamando
tesis. Para poder responder esto hay que conocer un poco de la historia detras
de ésta. No entraremos mucho en detalle sobre esta cuestion, sélo se mencionaré
de forma breve.

El hecho de si el trabajo de Turing era o no una tesis fue controversial en su
época pues para algunos, como Godel, Gandy o Church, era claro que Turing la
habia demostrado [I8]. Pero para otros, como Kleene, no era tan evidente. Es asi
que Kleene en uno de sus libros otorgd el nombre de tesis al trabajo de Turing,
calificaAndolo como una hipétesis debatible. Gandy defendi6 el trabajo de Turing

diciendo que de hecho se esta probando un teorema.

2.2. Tesis de Church-Turing (PhCT)

Tesis 2.2.1 (Tesis de Church-Turing). Una funcion de enteros positivos es efec-
tivamente calculable si y sdlo si es recursiva. Se dice que un problema de decision
es recursivamente resoluble si existe un procedimiento efectivo, es decir un algo-

ritmo, para resolver el problema de decision [19].

La PhCT fue ideada y aceptada alrededor de los afios 30. Esta tuvo una gran
importancia para la elaboraciéon de los fundamentos en la computacion teorica,
logica y otras areas relacionadas. Es una equivalencia entre ambas tesis, la tesis de
Church y la de Turing. Al restringir ambas tesis a funciones de enteros positivos
[12] es que se obtiene la equivalencia entre ambas y se tiene la tesis de Church-
Turing.

Hoy en dia lo que en esos anos era la fisica en pleno auge, para nosotros es

ahora sentido comun. Es por eso que muchos pensadores consideran que PhCT
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es una tesis basada en matemaéticas y sentido comun.

De hecho Turing siempre tuvo la idea que algo lo cual pudiera ser calculable es
computable. Turing nunca estuvo muy interesado en la parte de computabilidad
como tal. El se referia mas bien a lo que la mente del ser humano podia calcular,
y eso era su nocién de "computabilidad”. Es por eso que las nociones de Turing
son un tanto intuitivas, pues de cierta forma estén ligadas a lo que esta al alcance

de la mente humana.

2.3. Realizaciéon de una hipercomputadora

Una maquina en el sentido de Turing, como se definié anteriormente, es un
dispositivo que tiene un ntmero finito de estados, tiene una cinta lineal la cual
estéd dividida en casillas, es determinista y opera de forma de secuencia, y Turing
la comparaba con "un humano en el proceso de computar un nimero real [si es
lo que es] solo capaz de un nimero finito de condiciones.”

Estas pueden computar funciones las cuales resuelven problemas que rebasan
el poder de una maquina universal de Turing.

El enfoque de Turing siempre fue més hacia lo que un ser humano podia
realizar, pues en su época la nocién de computadora era muy diferente a la que

tenemos hoy en dia.

Tesis 2.3.1 (Tesis T). Lo que puede ser calculado por un ser humano abstracto

trabajando en una rutina es computable [por una mdquina de Turing|

Esta tesis no puede ser demostrada al no tener un fundamento matemético,

pero una demostraciéon informal para Turing se basaba en argumentos intuitivos
[8]:
1. Un recurso directo es la intuicion.

2. Una demostracion de la equivalencia de dos definiciones (en caso que la

nueva definicion tenga un recurso mayor a la intuicion).

3. Dar ejemplos de una gran cantidad de clases de ntimeros que fueran compu-
tables.

Si es que el Entscheidungsproblem tenfa solucion, para Turing, debia de poder

ser computado por un ser humano. Asi es que sus argumentos estdn basados en

17



2.3. Realizacion de una hipercomputadora Tesis de Church-Turing

la capacidad de una persona. Por ejemplo, para el primer argumento se toma
en cuenta que un humano, en nuestro caso una maquina, tiene una capacidad
limitada para recordar y distinguir un ntimero de simbolos finito en un momento
dado.

Las limitaciones con las que se encontraba el ser humano para poder computar
fueron formalizadas por Sieg [7]. Supone a un computador como una persona que

realiza las operaciones.

1. Estar acotada. Es decir, un computador puede reconocer inmediatamente

unicamente un nimero finito de configuraciones.

2. Localidad. Un computador puede modificar sélo un ntimero finito de con-

figuraciones por vez.

Gandy fue quien logré unir las capacidades de abstracciéon humana con lo
que una computadora podria realizar. Para esto tomé en cuenta dos condiciones
que las leyes de la fisica tienen y se hacen ciertas restricciones. Una de ellas es
que hay un limite inferior para las dimensiones espaciales. Y la otra es que nada

puede viajar mas rapido que la velocidad de la luz.

2.3.1. Tesis de Gandy
Gandy propuso la siguiente tesis:

Tesis 2.3.2 (Tesis M). Lo que puede ser calculado por una computadora es

computable.

De nuevo, no existe una prueba para la tesis anterior al no ser un argumento
matematico [20]. Pero su sustento se basa en las restricciones que Gandy tenia
para dispositivo mecénico y sus posibilidades fisicas basandose en que la velocidad
de las luz tiene un limite y que las medidas de un dispositivo tienen un limite
inferior.

Tomaremos dispositivos como sinénimo de méquina, cualquier dispositivo que
cumpla con los principios de los axiomas siguientes se considera una méaquina de
Gandy. Estas consisten en clases de estados con una operacién de transicion.

Estas estan dadas por operaciones restringidas de estado en estado, llamadas
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“operaciones estructurales”. Los estados se representan por subclases de conjun-
tos finitos hereditarios (FH) construidos por un conjunto infinito de dtomos, los
cuales conforman a la maquina, cerrados bajo estructuras isomorfas. Dichas sub-
clases se conocen como “clases estructurales”. Aran Nayebi aproxima los cuatro

principios de Gandy de la siguiente manera:

1. La Forma de Descripciéon. Una maquina de Gandy M puede ser descrita por
el par (S, F'), donde S es una clase estructural y F' una operacion de S en S.
Asi, si zgp € S es un estado inicial de M, se tiene que F(zo), F'(F(zo)), ..

son los estados subsecuentes.

2. El Principio de la Limitaciéon de Jerarquia. El rango del conjunto teérico
de los estados esta acotado. Es decir, cada estado de S puede estar armado
por partes, y esas partes de otras partes, etc., pero la complejidad de la

estructura esté acotada.

3. Principio de Armado Unico. Cada estado en S puede ser armado por partes

basicas de un tamafio acotado, y existe una tnica forma de juntarlos.

4. Principio de Causalidad Local. Para cualquier estado x € S, F(z) es arma-

do de partes acotadas de x. La superposicién se incluye en este principio.

Asi, con lo anterior, Gandy "probd” el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. Lo que puede ser calculado por un dispositivo que satisfaga los

principios I - IV es computable.
Y asi llega a una version mas definitiva de la Tesis M.

Tesis 2.3.3 (Tesis P). Un dispositivo determinista discreto satisface los princi-
pios I - IV.

La diferencia entre una maquina de Gandy y una de Turing yace en que la
de Turing puede modificar inicamente una parte limitada del estado, mientras
que la de Gandy no, pues él considera las maquinas que trabajan paralelamente

dentro de sus opciones.
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2.3.2. Realizacion fisica de una hipercomputadora

Piccinini describi6 la limitacion de usabilidad de la siguiente forma [21]:

Definicién 2.3.1 (Limitacion de usabilidad). Si un proceso fisico es una compu-
tacion, éste puede ser usado por un observador finito para obtener los resultados

deseados de una funcion.

Por observador finito Piccinini se referia a un ser inteligente con capacidades
con las mismas limitaciones que las humanas. Por lo que en si esta limitaciéon a lo
que se refiere es que la informacién pueda ser leida e interpretada por, digamos,
el ser humano.

Piccinini formulé 6 sub-limitaciones para poder entender lo que significa que
un proceso fisico sea usable para un observador finito. Nayebi los resume de la

siguiente forma:

1. Entradas y salidas legibles. Deben de poder ser leidas las entradas y salidas;
en el sentido que éstas pueden ser medidas con el grado de aproximacion

deseado.

2. Regla del Proceso Independiente. En una computacion genuina, el problema
que esta siendo resuelto debe de estar definido independientemente del
proceso para resolverlo. Esta sub-limitacién implica que la modelacion de

un sistema fisico usando otro no es suficiente para la computacion.

3. Repetibilidad. Para un proceso fisico en una computaciéon genuina, debe
de poder ser reproducido por un observador finito competente que quiera
obtener sus resultados, en el sentido que la misma secuencia de estados
ocurre tanto en el mismo sistema fisico en diferentes tiempos o en dos

sistemas suficientemente similares.

4. Configurabilidad. Un sistema de computacién ordinario puede computar
cualquier valor para una o mas funciones, dentro de sus limites. Es méas, un
sistema es configurable si un usuario puede elegir qué valor de la funcion

va a ser generada en dicho caso.

5. Constructibilidad fisica. Si un sistema no puede ser fisicamente construido,
puede ser considerado que realiza la nocién de cémputo, pero son irrele-

vantes para fines fisicos.
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6. Confiabilidad. La maquina debe cumplir que su tiempo de funcionamiento
es suficiente como para dar resultados aunque sea alguna vez. Una compu-

tadora que no puede completar su proceso no vale la pena ser construida.

2.3.3. Maquina de Turing Acelerada (MTA)

Definiciéon 2.3.2 (Division temporal de Russell-Blake-Weyl). A la division del
tiempo en la cual se sigue el patron de realizar una accion en la mitad del tiempo
que llevd el paso anterior, realizando esta particion una infinidad de veces en un

tiempo finito, se le llama division temporal de Russell-Blake- Weyl.

Anteriormente se dio una definiciéon para la Maquina de Turing Acelerada.
Se dara una definicién analoga, pero ahora de manera mas precisa, haciendo uso

del patrén temporal mencionado anteriormente.

Definicion 2.3.3 (Maquina de Turing Acelerada). Una Mdquina de Turing Ace-
lerada (MTA) es una mdquina de Turing la cual realiza sus operaciones con el
patron de tiempo de Russell-Blake-Weyl [11).

Es importante hacer una aclaraciéon. En los libros se suele utilizar el término
de Méquina de Turing Acelerada para dos tipos de maquinas diferentes. La dife-
rencia entre ambas maquinas estd en que una incluye el final del segundo estado
en la especificacion de la maquina y la otra no. Nosotros hablaremos del tipo de
maquina que no incluye el final del segundo estado en su especificacion.

Llamemos a nuestra méquina de Turing acelerada H. La especificacion de
H esta solo definida para el intervalo semi-abierto de tiempo [0, 2). No podemos
saber qué pasa en el momento 2, ni lo que pasa después. Esto debido a la configu-
racion de nuestra maquina. El problema para saber qué sucede en ese momento
es el mismo con el que se encuentra la ldampara de Thompson. Ocurre lo mismo
con nuestra maquina realizando cualquier operacién. No podemos conocer el es-
tado final de ésta pues deberiamos de conocer cual fue su dltima operacién, por
ende deberiamos de conocer la anterior y asi sucesivamente.

Para las maquinas que incluyen su estado final, se tiene que el segundo mo-
mento esta definido por la especificaciéon de la maquina. Este tipo de méquinas
se definieron por primera vez de forma explicita por Steinhart. El decia que una

MTA, de éste tipo, es una méaquina de Turing clasica con un limite incluido. A

21



2.4. ;Una MTA puede computar lo incomputable? Tesis de Church-Turing

éstas le llamaremos MTA™. Y la denotaremos como H™'. La manera en como
Hamkins explica la salida de la maquina MTA™ es que en el estado limite el
valor que se encontraré en la casilla seré el limite de los estados anteriores.

Hay que resaltar algo, las maquinas MTA™ no son maquinas de Turing pues
no tienen la estructura computacional de una maquina de Turing. El final del
estado en el segundo momento no es parte de la especificaciéon de una méquina
de Turing. Una maquina de Turing en cada estado esta determinada por la con-
figuracion de dicho estado. Turing lo explicaba de la siguiente manera: El posible
comportamiento de la méquina en cualquier momento esti determinado por la

m—configuracion g, y el simbolo escaneado C(r) [§].

Asi, la maquina con el limite agregado no estd completamente determina-
da por la configuracién. Y debido a que la maquina en el estado final no esta
determinada por su estado anterior, tampoco estd determinada la configuraciéon
en el limite. Esto se debe a que existen una infinidad de estados anteriores al
estado final entre cualquier estado anterior al mismo y el final. Entonces, aunque
para todos los estados la configuraciéon de la maquina esta determinada por los
estados anteriores, esto no sucede para el estado limite. Por lo que H™ no es una
maquina de Turing. Por lo que las maquinas de Turing aceleradas que tienen su
limite incluido no cuentan como tal con la estructura de una méquina de Turing

y la aceleraciéon con la que cuentan no deriva en su poder hiper-computacional.

Recordemos que H es una maquina de Turing, sélo que su tiempo de ac-
ciéon es finito y sigue el patron temporal que definimos anteriormente. Pero nos
encontramos con algunos problemas con dicha maquina. El primero es que si su-
ponemos que H puede resolver el problema de la parada nos encontraremos con
una contradiccion. Y el segundo es que en caso de tener un problema computable,
como es que el observador podria leer el resultado sin morir en el intento. Ambos

problemas se abordaran a continuacién.

2.4. ;jUna MTA puede computar lo incomputable?

Una super tarea no incrementa el poder computacional, pues aunque éstas
puedan computar mas alla del limite de Turing, el poder computacional estéa
relacionado con su estructura computacional. Esto no quiere decir que éstas no

sean hiper-computadoras, sino que el hecho que puedan realizar una supertarea
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esta ligado con la estructura de la misma [10].

El poder computacional se refiere a la clase de funciones que pueden ser
computadas por un dispositivo.

El poder computacional de esta maquina de Turing no rebasa el poder de
una maquina de Turing que no realiza una supertarea.

Hermann Weyl, en 1927, consider6 una maquina que realizaba una secuencia
infinita de operaciones diferentes en un tiempo finito. La maquina, que no espe-
cifica como es su estructura, obtiene el primer resultado en medio minuto, luego
encuentra el segundo resultado en el siguiente cuarto de minuto y asi continua
realizando las operaciones en la mitad del tiempo que le tomé la accién anterior.
Asi, en dos minutos pudo realizar una infinidad de operaciones y podria resolver
algin problema de decisién cuya respuesta sea si o no.

La primera persona en proponer este tipo de "divisién” temporal para realizar
una actividad fue Bertrand Russell en 1914 [I1]. En 1926 Ralph Blake propuso la
misma idea del patron del tiempo que Russell y Weyl, pero él propuso aprovechar

esta idea para poder resolver un problema matemético.

2.4.1. Paradoja del problema de la parada

La paradoja sobre si una MTA puede resolver el problema de la parada es la
siguiente. Si H puede computar el problema de la parada, esta contradiciendo el
"Teorema de la parada” el cual nos dice que ninguna maquina de Turing puede
computarlo.

Sin importar que nuestra maquina puede realizar una supertarea y arrojar un
resultado en un tiempo finito, no deja de ser una maquina de Turing y contintia
cumpliendo con el "Teorema de la parada’”.

Para resolver dicho problema algunos trataron de argumentar que una MTA
no era una maquina de Turing pues no operaba en intervalos de tiempo discretos
[22]. Pero este no es un buen argumento pues aunque podria parecer que las
operaciones dejan de realizarse de forma discreta debido a la aceleracion, esto no
sucede pues la méquina sigue operando de forma discreta.

Otro argumento con el que se trata de resolver este problema es decir que en
general una MTA no puede resolver el problema de la parada. Es muy facil creer

que por que puede realizar una infinidad de acciones en un tiempo finito, al final
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nos va a arrojar un resultado incuestionable. Pero no necesariamente es cierto
esto. Segtn la definiciéon de una méquina de Turing, una maquina de este tipo
es aquella que computa valores definidos de una funcion f si es que la méquina
comenz6 con una entrada z y alcanza un estado final con el valor f(x). Es decir,
para una entrada dada z y una funcién f determinada, en la casilla donde se
marca el estado de salida se puede leer el resultado f(z) cuando la maquina
llega a su estado final y pare. Asi, si la médquina nunca para y no muestra el
estado final, la computadora sigue corriendo y realizando una infinidad de pasos.
Y aunque en un tiempo finito se detendrd H no necesariamente significa que
haya alcanzado un estado final y parado. Por lo que H no computa el problema
de la parada.

Supongamos que H esté definida con una funcién g la cual arroja un ”1” si en
su estado final si la maquina para y un ”0” si no lo hace. Como H nunca alcanza
ese estado final, nunca marca ni "0” ni ”1”. Por lo que el hecho que nuestra
méquina de Turing esté acelerada no tiene ninguna diferencia computacional
para tratar de resolver el problema de la parada en contraste con una méaquina
de Turing no acelerada.

Una tercera forma para resolver este problema esta relacionado con la compu-
tabilidad externa e interna. Primero debemos comprender a lo que cada una de

estas nuevas definiciones se refiere.

Definicion 2.4.1 (Funcién computable en el sentido interno). Una funcion f es
computable en el sentido interno si puede producir f(n) para cualquier argumento
n en el dominio, indicando que el valor f(n) fue producido parando una vez que

éste se tiene.

La tnica restricciéon que se tiene para la computabilidad interna, es que para
indicar que el valor ha sido obtenido no se puede contar con algin dispositivo

que sea externo a la especificacion de la maquina.

Definicion 2.4.2 (Funciéon computable en el sentido externo). Una funcion f es
computable en el sentido externo si puede producir f(n) para cualquier argumento
n en el dominio, al hacer o fallar en hacer alguna accion preespecificada durante
un intervalo de tiempo preespcificado que estd delimitado con referencia a la

actividad de alguna entidad externa a la mdquina.
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Para la computabilidad externa la méquina solo debe de producir f(n) y
marcarlo, no importa cuando lo haga, mientras lo haga en un nimero finito de
pasos. Es s6lo asi que H puede computar la funcién de la parada, pero sélo en el
sentido externo. El valor de la funcién es ”1” si hay un corrimiento en el contenido
de la casilla de salida antes del final del segundo momento. Y si no hay el valor

de la funcién es 70”.

2.4.2. Interpretacion del resultado

Supongamos que nuestra maquina logra resolver el problema de la parada.
Surge la pregunta de como es que el observador puede leer el resultado final.

Uno pensaria que simplemente saca el papel de la maquina y lee "0” 6 717,
pero en realidad no se especifica qué hace la maquina una vez que tiene el pro-
ducto de la funcién. Este podria desaparecer una vez que se tenga y el observador
nunca podria leer el resultado. Pero imaginemos que la tinta se mantiene en el
papel. ;Qué importancia tiene la fisica de donde se encuentra la méaquina para
que aunque se mantenga el resultado final, el observador en verdad pueda leerlo?
Notemos que éste tipo de cuestiones ya no se encuentran dentro de la especi-
ficacién de la maquina, y nos encontramos con problemas que pueden ser tan
complicados como nos los propongamos. Podemos imaginar que la maquina se
encuentra muy lejana al observador y ésta le envia una senial desde lo lejos. Pero,
[ qué pasa si el observador se encuentra en alguna regién del espacio tiempo como
un agujero negro? La senal de la maquina podria quemarlo y éste morir. Pues
aumentaria cada vez mas la frecuencia de la senal al entrar al agujero negro, por
lo que al llegar al observador llegaria en forma de calor y lo quemaria. Asi, éste

moriria y, claramente, no podria leer el resultado.

Ya que contamos con suficientes bases computacionales, en el siguiente capitulo
nos concentraremos en explicar todo lo necesario para comprender el espacio-
tiempo, para después poder hacer las modificaciones necesarias en su topologia

para la realizaciéon de una supertarea.
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3

Eispacio-Tiempo

En este trabajo consideramos las siguientes hipotesis:

1. El espacio y el tiempo conforman una variedad de Hausdorff de cuatro
dimensiones reales, diferenciable y orientable denotada por M. A los puntos

de M los llamamos eventos.

2. Todo proceso dinamico es una solucién a un conjunto de ecuaciones dife-

renciales definidas sobre M.

3. [Principio de Relatividad| Las leyes de la Fisica definen un producto interior
dnico e invariante en cada punto de M para todos los observadores, i.e.

define un tensor métrico g sobre M (cf. Definiciones y abajo).

Al par (M, g) le llamamos espacio-tiempo.

3.1. Causalidad y cronologia

Las definiciones y proposiciones en esta seccion estdn basadas principalmente
en [I].

Definiciéon 3.1.1 (Tensor métrico). Sea M una variedad diferenciable. Un ten-

sor métrico sobre M es un mapeo bilineal y diferenciable
g: Ty MxTM —R, peM (3.1)
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tal que
(a) es simétrico, i.e. g(X,Y)=g(Y,X) y
(b) positivo definido, i.e. g(X,X) >0y g(X,X)=0 < X =0.

Aqui, TyM denota el espacio tangente a M en el punto p. Decimos que un tensor

métrico g es de signatura indefinida cuando en lugar de (b) se tiene que
(b’) 3X € T,M, X # 0 tal que g(X,X) =0.

Por ejemplo, la ecuaciéon de onda en coordenadas cartesianas {t,z,y, z} es

[1 9?2

Lo - v2] 6=0, (3.2)

donde c es la velocidad de propagacion. La ecuacion (3.2)) esté escrita en la forma
canoénica de una ecuacion diferencial parcial hiperbolica cuya estructura define al

tensor métrico

3
n=—dz’®da’ + Z dz' ® da’, (3.3)
i=1

donde {20, 21, 2% 23} = {t,z,y, z}. Llamamos a 7 tensor métrico de Minkowski.

Lema 3.1.1. Sea (M,n) el espacio-tiempo equipado con el tensor métrico de

Minkowski. n no es positivo definido.
Demostracion. Consideramos al vector

o 0

Entonces
0 0 0 0
n(X’X)_n<3t+az’8t+8,z> (3.5)
g 9 g 0
:n(at,at) +n<8z’82) (3.6)
0 0 0 0
(DY (D) () (D) 6o
=—-1+1 (3.8)
=0. (3.9)
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Con lo que se tiene X € )M, X #0y n(X,X) =0. O]

En este trabajo tomaremos como postulado empirico a las ecuaciones de
Maxwell. Se puede mostrar que estas se pueden llevar a la forma dada por (3.2))
y por lo tanto, de acuerdo con nuestra tercera hipdtesis, el tensor métrico del
espacio-tiempo es de signatura indefinida.

Todo X € T, M puede entenderse como un vector tangente a un curva que

pasa por el punto p € M en la direccién X. De este modo, tenemos la siguiente

Definiciéon 3.1.2. Sea (M, n) el espacio-tiempo de Minkowski, X € T, M. De-
C1mos que
X es tipo tiempo st g(X, X) < 0

X es tipo espacio si g(X, X) > 0 (3.10)

X es tipo luz si g(X, X) =0

En este trabajo consideramos tinicamente curvas cuyo conjunto de vectores

tangentes pertenecen a una sola de las clases de la definicién [3.1.2

Definicion 3.1.3 (Curvas tipo-tiempo). Sea (M, n) el espacio-tiempo de Min-
kowski. Consideremos una curva v : I C R — M. Decimos que v es una curva
tipo-tiempo st para todot € I C R

dy

N(Xp Xp) <0, Xl|p = - e LM, (1) =p. (3.11)

T=To

La definicién anterior es analoga para curvas tipo espacio y tipo luz, respecti-
vamente. En un espacio-tiempo (M, g) las curvas tipo-tiempo definen a la clase
de observadores referida en la hipotesis 3.

Con la definicion [3.1.3] podemos decir que pares de eventos en el espacio-
tiempo estan temporalmente relacionados si existe una curva tipo-tiempo que
los une. Sin embargo, esto no es suficiente para determinar el orden en el que

ocurren. Para esto, necesitamos introducir la idea de orientaciéon temporal.

Definicion 3.1.4 (Orientabilidad temporal). Sea (M,g) un espacio-tiempo,
X,Y € TyM dos vectores tipo-tiempo sobre p € M. Decimos que Y ~ X si
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y solo si g(X,Y) < 0. En este caso, Y € [X] indica que Y tiene la misma

ortentacion temporal que X en el punto p.

Es evidente que sblo existen dos clases de equivalencia temporal posibles en
cada punto. Debido a que hay 3 coordenadas espaciales y s6lo una temporal.
A los vectores en cada clase los llamamos orientados al futuro y orientados al

pasado, respectivamente.

Definicion 3.1.5 (Espacio-tiempo temporalmente orientable). Decimos que un
espacio-tiempo (M, g) es temporalmente orientable si y sdlo si es posible hacer
una eleccion continua de vectores tipo-tiempo con una orientacion temporal defi-
nida sobre todo M.

Lema 3.1.2. El espacio-tiempo de Minkowski (M, n) es temporalmente orienta-
ble

Demostracion. Consideremos el espacio-tiempo de Minkowski junto con el par

de vectores X,Y € T, M

0
X=—
ot

0

) Y= ——
» ot

(3.12)

P
Es inmediato verificar que X y Y son vectores tipo tiempo para cada p € M, sin

embargo

g 0 0 0
e = asar(2-2) = a(2)a(-2) = oy =10
(3.13)
Por tanto, X y Y apuntan en direcciones temporalmente opuestas en cada evento
p € M. Mas aiin, se puede extender directamente la definicién de X a un campo
vectorial sobre todo M. Como X es continuo, podemos escoger a la clase [X] en

cada evento de manera continua. Por tanto (M, n) es temporalmente orientable.

O

Ahora, podemos introducir relaciones temporales entre eventos en el espacio-

tiempo.

Definicion 3.1.6 (Relacion cronologica). Sea (M, g) un espacio-tiempo, p € M.

El futuro cronoldgico de p es el conjunto de puntos g € M para los cuales existe
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una curva tipo-tiempo orientada hacia el futuro con punto inicial p y punto final

q, i.e.

I*(p) = {g € M| 3y :[0,1] — M tipo-tiempo, tal que, ¥(0) =p y v(1) = ¢} .
(3.14)
El pasado cronoldgico de p € M se define de manera andloga. Decimos que dos

eventos p y q € M estdn cronoldgicamente relacionados si y solo si

I(p)nI(q) #0. (3.15)

Usaremos la notacion p < q para decir que el evento p precede cronoldgicamente

al evento q.

Definicion 3.1.7 (Distancia Temporal). Sean p,q € M cronoldgicamente rela-

cionados con q € I (p). Sea
I'={~:[0,1] — R | 7 es tipo-tiempo, v(0) =p y v(1) = ¢} . (3.16)

yl: T — R el funcional longitud de arco definido por
d
()= [ V=gEX) dr, X = S0 (317)
v

La distancia temporal entre p y q es

d(p,q) =sup £(7) (3.18)
yel’

A la curva vo € T tal que d(p, q) = £(0) se le llama geodésica.

Notamos que el signo en el argumento de la rafz cuadrada en garantiza
que la distancia sea real. También, observamos que la definicién nos
dice que la distancia temporal entre dos eventos cronolégicamente relacionados
es el supremo del funcional longitud de arco tomado sobre todas las curvas tipo-
tiempo que conectan p con q. Esto se debe contrastar con la definicion de distancia
entre dos puntos en geometria Euclidea, donde se toma el infimo. La definicion
tiene sentido pues en una variedad con un tensor métrico indefinido se puede

aproximar una curva tipo-tiempo con una curva nula diferenciable a trozos cuya
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longitud de arco es idénticamente cero [IJ.

Proposicion 3.1.1. Sea (M, g) un espacio-tiempo, p,q,r € M eventos crono-
logicamente relacionados tal que r € I (p) N1~ (q). La distancia temporal entre

Py q satisface
(a) d(p,q) = d(q,p)
(b) d(p,q) =0 <= p=gq
(c) d(p,q) = d(p,r) +d(r,q).

Demostracion. La prueba de (a) y (b) es directa de la definicion. Para probar (c)

notemos que r € I (p) y ¢ € I'"(r), entonces existen 71,72 : [0,1] — M tales
que 71(0) = p, y1(1) =7, 92(0) =7,y 32(1) = ¢ Sea

N m(2t), 0<t<1/2
y(t) =
1(2t—1), 1/2<t<1

Por construccion, 4 € I' (cf. definicion (3.16])), de donde se sigue que

d(p,q) = L() = SHIF)E(’V) > 4(F) = L(71) + £(72), (3.19)
ve

Consideremos a su vez que 71 y 72 tienen longitud de arco méxima, i.e £(y;) =
d(p,7) y £(y2) = d(r,q). Entonces (3.19)) implica que

d(p,q) = d(p,r) + d(r, q). (3.20)
U

Notemos que el paso que precede a no es arbitrario pues cualquier
otra eleccién de curvas tendria una longitud de arco combinada menor. Tam-
bién usamos el hecho que el funcional longitud de arco es invariante bajo
re-parametrizaciones afines de las curvas, i.e. cuando hacemos un cambio de pa-
rametro de la forma ¢ — at + b donde a y b son constantes arbitrarias y a # 0.
Notemos también que la curva 7 es tipo tiempo en todos lados excepto quizé en

el punto r, donde la derivada puede no estar definida. Para solucionar eso, basta
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notar que, por construcciéon

limg(§1,91) <0 y  lmg(y2,%2) <0 (3.21)
t—1 t—0
por lo que podemos considerar a 4 como una geodésica tipo-tiempo a pedazos.

Definicion 3.1.8 (Viaje). Sea (M, g) un espacio-tiempo, p,q € M eventos cro-
noldgicamente relacionados. Definimos un viaje entre p y ¢ como una geodésica

a pedazos y orientada hacia el futuro donde cada segmento es tipo-tiempo.

Con lo anterior es que se explica la llamada paradoja de los gemelos. Esta
consiste en el hipotético caso de dos gemelos para los cuales existe un evento p
en el que se separan y otro evento posterior g en el que se vuelven a encontrar.
Uno de los gemelos viaja por el espacio-tiempo siguiendo una trayectoria - tipo-
tiempo arbitraria mientras que el otro se queda en reposo a esperar el retorno de
su hermano, es decir, sigue la trayectoria 9. Debido a que la longitud de arco
de la trayectoria seguida por el gemelo en reposo es justamente d(p, q), se sigue
que el gemelo viajero registra una distancia temporal menor y, por lo tanto, sera

més joven que su hermano al re-encontrarse en el punto ¢ (cf. figura |3.1)).

Definicién 3.1.9 (Estructura nula). Sea (M,n) el espacio-tiempo de Minkowski.
Consideremos un punto p € M. El cono nulo o cono de luz sobre p es el sub-
conjunto de vectores nulos de T, M. Al conjunto de conos nulos sobre M se le

llama la estructura nula de (M, n).

Notemos que la estructura nula de (M,n) es un invariante conforme. Esto

es, la estructura nula se preserva bajo re-escalamientos del tensor métrico.

Lema 3.1.3. Sea (M,n) el espacio-tiempo de Minkowski, Q : M — R una
funcion que no se anula en ningin punto p € M. Consideremos el espacio-tiempo
conforme a Minkowski (M, 1), con 7 = Q%n. La estructura nula de (M, 1) es la
misma que la de (M,n).

Demostracion. Sea p € M. X € T, M un vector nulo de (M, n). Entonces,
A(X, X) = 0*n(X,X) =0. (3.22)
Por tanto, X es un vector nulo de (M, 7). O
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3.1. Causalidad y cronologia Espacio-Tiempo

Figura 3.1: Desigualdad del triangulo.

Figura 3.2: Cono de luz. Las dimensiones espaciales R? se representan en un
plano y la dimensién temporal en otra componente.
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3.1. Causalidad y cronologia Espacio-Tiempo

Figura 3.3: (a) Esta curva en un espacio de Minkowski es localmente del tipo
tiempo, pero no es un conjunto acronal pues contiene pares de puntos con una
separacion tipo tiempo. (b) Incluso una hipersuperficie tipo tiempo suave en
el espacio de Minkowski puede no ser acronal. (c) En este espacio-tiempo (Un
pedazo de 2-espacio de Minkowski con dos identificaciones) no hay viajes causales
cerrados, pero existe una hipersuperficie .S suave del tipo espacio que es compacta
(y sin "borde”) pero el cual no es un conjunto acronal.

Definicién 3.1.10 (Subconjunto acronal). Un conjunto S C M se le llama acro-
nal si no existen dos puntos de S relacionados cronoldgicamente (i.e. six,y € S

entonces r K Y

Notemos que un conjunto puede ser localmente del tipo tiempo sin ser acronal.

La figura [3.3] ilustra distintos ejemplos.

Definicién 3.1.11 (Dominios de dependencia). Sea S un subconjunto acronal de
M. Se definen los dominios de dependencia pasado y futuro de S respectivamente
COmo Sigue:

DT (S) = {x | todo viaje pasado sin final que contiene a x llega a S}

D=(S) = {z| todo viaje futuro sin final que contiene a x llega a S}

D(S) = {x | todo viaje sin final que contiene a z llega a S}

Claramente D(S) = D*(S)U D~ (S)
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3.1. Causalidad y cronologia Espacio-Tiempo

El horizonte futuro de Cauchy H*(S) de S es el limite del dominio futuro de
de dependencia DT (S) de S

Definicion 3.1.12 (Horizonte de Cauchy futuro). El horizonte de Cauchy futuro,
pasado y total de un subconjunto cerrado S se define respectivamente como:
H*(S) = {z|x € DT(S) pero I'T(x)Nn D*(S) = 0}
H=(S) ={x|x € D(S) pero I ()N D~(S) = 0}
H(S) = HT(S)UH(S)

3.1.1. Condiciones de causalidad

Definicion 3.1.13 (Viaje causal). Un viaje causal se define de la misma manera
que un viaje, definido anteriormente, a excepcion que las geodésicas temporales
son reemplazadas por geodésicas causales. Se denota como x < y st y sdlo si

existe un viaje causal de © a y.

En un espacio-tiempo (M, g) se puede hacer una clasificacion jerarquica glo-
bal de acuerdo a las condiciones de causalidad [I]. A continuacion las enumeramos

ordenadas de la mas débil a la méas fuerte.

1. No totalmente viciosa: Para algunos puntos p € M se tiene que p £ p

2. Cronoldgica: No existen curvas tipo tiempo cerradas. i.e. la relacion crono-

logica es irreflexiva: ¢ 4 p para todo p € M

3. Causal: No hay curvas cerradas causales. i.e. Sean p, ¢ € M p < qy

q < pentonces p = ¢q

4. Distinguible:
a. Pasado distinguible: Si dos puntos p, ¢ € M comparten el mismo pasado
cronologico son el mismo punto. i.e. Si I~ (p) = I~ (gq) entonces p = q.
Para toda vecindad U de p € M existe una vecindad V- C U, p € V tal
que ninguna curva no espacial pasado dirigida de p intersecta a V' maés de

una vez.

b. Futuro distinguible: Si dos puntos p, ¢ € M comparten el mismo futuro
cronolégico son el mismo punto. i.e. Si I (p) = I (q) entonces p = q.
Para toda vecindad U de p € M existe una vecindad V. C U, p € V tal
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que ninguna curva no espacial futuro dirigida de p intersecta a V mas de

una vez.

5. Fuertemente Causal: Para cualquier p € M existe una vecindad U de p
donde existe una curva no temporal que pasa a través de U mas de una
vez.

Para cualquier vecindad U de p € M existe una vecindad V. C U, p € V

tal que V' es causalmente convexa es M, por lo tanto también en U.

6. Establemente Causal: Una variedad la cual cumpla con las condiciones de
causalidad méas débiles mencionadas anteriormente tendréan fallas si se rea-
liza una perturbacion.

Un espacio-tiempo es establemente causal si no se puede lograr que con-
tenga curvas cerradas causales por medio de pequenas perturbaciones ar-

bitrarias de la métrica.

7. Globalmente hiperbolica: Esta es la més fuerte de todas las condiciones.
M se dice ser globalmente hiperbolica si para todo conjunto J*(z)NJ ™ (y),

con z,y € M, es compacto.

3.2. Espacios-tiempo aptos para supertareas

En esta seccién se mostraran diferentes espacios-tiempo donde se puede rea-

lizar una supertarea.

3.2.1. Supertareas

Si quisiéramos verificar una conjetura de teoria de niimeros, que aiin no esté
resuelta, y configuraramos una computadora para intentar con cada uno de los
enteros positivos para dicha conjetura, podria llevarnos una infinidad de tiem-
po que ésta encontrara un contraejemplo o quizd nunca lo encuentre. La idea
de usar espacios-tiempo convenientes para resolver un problema como este es
interesante pues podriamos hacer que la maquina tenga tiempo propio infinito.
Mientras verifica para cada n € ZT pueda permitirse a si misma prolongar su
tiempo para seguir tratando con todos los nameros. El observador, teniendo un

tiempo propio finito, encontrarse en el cono pasado que contiene toda la linea de

37



3.2. Espacios-tiempo aptos para supertareas Espacio-Tiempo

mundo de la computadora. Asi, el observador podria conocer toda la informacion
necesaria y en un tiempo finito obtener una respuesta. Es asi que el observador y
la computadora estarian realizando una supertarea, aunque no sea el observador
quien realiza la infinidad de operaciones, el par de observador junto con méquina
realizan una supertarea.

También si se desea resolver el problema de la parada o de la decisién, po-
demos aprovechar las propiedades de algunos espacios para tratar de conocer la
respuesta. Pues al contar con una infinidad de tiempo, configurando el dispositivo
de forma conveniente, suena convincente que podriamos obtener un resultado.

En seguida mencionaremos espacios-tiempo en los cuales podria ser realizable

una supertarea de la forma que se explicd anteriormente.

3.2.2. Espacio-tiempo de Pitowski

Este espacio-tiempo fue el primero en ser pensado para la realizaciéon una
supertarea [5]. Como su nombre lo dice, fue ideado por Pitowski y lo defini6 de

la siguiente forma:

Definicion 3.2.1 (Espacio-tiempo de Pitowski). M, gap €s un espacio-tiempo

de Pitowski si existen curvas tipo tiempo futuro dirigidas 1, v2 € M tal que
/ dT:OO,/ dr < coyy1 C I (72) (3.23)
71 Y2

Pitowski cuenta una historia que ejemplifica la definicion anterior [23]. Trata
sobre un profesor, con linea de mundo -9, que esta en el espacio orbitando. Su
tiempo propio pasa mucho mas lento que el tiempo propio de los que viven
en la Tierra. Sus alumnos se encuentran trabajando en la conjetura de Fermat
buscando un contraejemplo. Cuando dichos alumnos envejecen, le transfieren la
tarea a sus respectivos alumnos y asi muchas generaciones de alumnos estan en
bisqueda de un contraejemplo. Si se encuentra un contraejemplo, se envia una
senal al profesor con un mensaje diciendo que se ha demostrado que la conjetura
no es cierta .

Pitowski dice que al recibir este mensaje el profesor pisara el freno y regre-
sard a casa. Pero que, si nunca se encuentra un contraejemplo, el profesor se

desintegrara con una sonrisa sabiendo que la conjetura es cierta después de todo.
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Maés alla de lo triste que suene la historia, son muy interesantes las implica-
ciones fisicas del relato anterior.

Aunque no sea como tal una maquina lo que esta buscando un contraejemplo,
la idea de la realizacién de una supertarea es la misma de la que se hablé al
principio en la seccién de supertareas. El profesor, en un tiempo finito, descubrira
si la conjetura es cierta o no. Tomando como su tiempo propio finito a sus anos
de vida.

Existen algunos problemas con la historia anterior. Uno es que para que la
historia tenga sentido el profesor debe de sobrevivir, pero si se espera que vaya a
una velocidad suficientemente rapida y con una aceleracién constante el profesor
morird por las fuerzas g que debe alcanzar la nave para cumplir el objetivo.

También puede suceder que el profesor siga y siga viajando a través del espa-
cio y nunca recibir una senal de los alumnos y esto conlleva a un problema, pues
no puede estar seguro que no ha recibido nada debido a que no existe un contra-
ejemplo, no lo han encontrado atin y debe seguir esperando indefinidamente, o
que efectivamente encontraron un contraejemplo pero simplemente nunca recibi6
la senial por alguna falla técnica.

Malament y Hogarth idearon un espacio-tiempo donde, por su estructura, no

ocurrieran los problemas del ejemplo anterior.

3.2.3. Espacio-tiempo de Malament-Hogarth

Definicién 3.2.2 (Espacio-tiempo de Malament Hogarth). (M, g,5) es un espacio-
tiempo de Malament-Hogarth (MH) si eziste una curva tipo tiempo v1 C M y
un puntop € M tal que f% dr =00y~ C I~ (p). A p sele conoce como punto
de Malament-Hogarth.

Notemos que para esta definicion no existe un observador que reciba la
informacion. Lo importante aqui es que si (M, gq) es un espacio-tiempo de
Malament-Hogarth, entonces existe una curva tipo tiempo futuro dirigida ~» de
un punto g € I~ (p) a p tal que f'yz(q,p) dr < oo, donde ¢ puede ser elegida de
forma conveniente, haciendo que esté en el futuro causal del punto final del pasa-
do de ;. Esto funciona, pues al tener ¢ ubicado de esa forma el observador que
se mueve sobre 2, al llegar a p, puede estar totalmente seguro que si no recibi6é

ninguna senal del dispositivo, con linea de mundo ;, avisando que encontré un
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contraejemplo, puede tener la certeza que la conjetura es verdadera. Esto resol-
viendo el problema que se tenia en el ejemplo de Pitowski sobre la certeza de la
solucién ante una falta de respuesta por los alumnos.

Un ejemplo serfa el siguiente.

Ejemplo 3.2.1. Sea (R% 1) Minkowski-2 consideremos @ C R? y q¢ € Q.
Sea p € M tal que @ C I~ (p). Y sea X : %2} — R* tal que A = 1 para
toda r € I~ (p) N Q° y lim,—q\ — o0o. El espacio-tiempo (R* — g, \’n) es de

Malament-Hogarth.

Un espacio-tiempo contiene curvas cerradas tipo tiempo si existe p € M tal

quep € I*(p)

Proposicion 3.2.1. Si un espacio-tiempo contiene curvas tipo tiempo cerradas,

entonces es un espacio-tiempo de MH.

Proposicion 3.2.2. Sea (M, g) un espacio-tiempo de Malament-Hogarth con
una curva tipo tiempo ~y.. Entonces (M, g) no es globalmente hiperbélico. Mas
ain, sip € M es un punto de MH y S C M es una hipersuperficie conectada
tipo espacio tal que Im(vy.) C JT(S) entonces p estd en o sobre HT(S), el
horizonte futuro de Cauchy de S.

Demostracion. Consideremos el punto ¢ € M tal que 7.(0) = ¢. Si (M, g) es
globalmente hiperbdlico entonces(M, g) sera fuertemente causal y, en particular,
J=(p) N J*(q¢) € M compacto. Sabemos que Im~vy. C J (p)()J(q). Como
consecuencia su punto final futuro (y pasado) estan contenidos en J~ (p)NJ*(q).
Pero, 7, es una curva causal con ||7.|| = co. Asi, es que es futuro inextendible,
i.e., no tiene punto final futuro. Pero esto es imposible pues J~(p) N J*(g) no
puede ser compacta o la causalidad fuerte debe ser violada por lo que es una
contradiccion.

Luego, para el segundo punto, asumimos que p € DT (S)UdDT(9), i.e., p es
un punto interior del dominio de dependencia futuro de S. Asi, existe r € D*(.9)
cronologicamente precedido por p (con respecto a alguna funcion tiempo asignada
a la foliacion de Cauchy DT (S)) Haciendo que N := J~(r) N J*(S) entonces
N C D*(S) por lo que (N, g|x) es un espacio-tiempo globalmente hiperbélico
que contiene al punto de Malament-Hogarth p y la curva ~.. Y por consecuencia

llegamos a una contradiccion [24]. O
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Lema 3.2.1. Un espacio-tiempo MH no es globalmente hiperbdlico.

Una demostracion informal, por contradiccion, esta dada por [5] como sigue.

Como un espacio-tiempo globalmente hiperbolico (M, g,p) contiene una su-
perficie de Cauchy y como un espacio-tiempo con una superficie de Cauchy puede
ser partida por una familia de superficies de Cauchy. Supongamos que (M, gap)
es globalmente hiperbodlica y contiene un punto de MH, p € M, tal que , existe
una curva futuro dirigida del tipo tiempo 7 tal que v C I~ (p) y que f7 dr = oo.
Elegimos una superficie de Cauchy S a través de p, y extendemos v de forma
maximal en el pasado. Esta 7' esta también contenida en I~ (p). Como 4 no
tiene punto final tanto en el pasado como en el futuro, intersecta a S. Pero como
hay una curva tipo tiempo del punto de interseccion a p, S no es acronal y no
puede ser una superficie de Cauchy como se supuso en un principio.

El regreso del lema no es necesariamente cierto. algunos espacios-tiempo que
no son globalmente hiperbélicos pueden no ser espacios-tiempo de MH. Un ejem-
plo seria el espacio-tiempo de Minkowski al quitarle un conjunto cerrado de
puntos. Este no contiene una superficie de Cauchy, pero tampoco es un espacio-
tiempo de MH.

El problema de que un espacio-tiempo no sea globalmente hiperbélico es
que, debido a su estructura, no podemos determinar el futuro. Esto pues existen
puntos en el espacio-tiempo los cuales no pueden ser conectados de manera causal.

A partir de ahora sblo se hablara de espacios-tiempos que son establemente
causales, los cuales conllevan a la existencia de una funcién de tiempo global.

Los espacios-tiempo de MH tienen, desafortunadamente para nuestro propo-
sito, la caracteristica fisica de corrimiento azul divergente. El dispositivo mediré
durante todo su tiempo propio una cantidad infinita de vibraciones, las cuales
tomaran la misma cantidad de su tiempo propio. Asi, el observador recibira una
infinidad de sefiales para una cantidad finita de su tiempo propio, correspondien-
tes a las senales de la computadora. Por lo que el observador estara percibiendo
que la frecuencia de la fuente de la maquina crece sin limite. Esto claramente
es un problema para el matemético o quien esté realizando las observaciones
pues si esto ocurre podria ser quemado. El hecho de que un espacio de MH da
un corrimiento azul tan grande para un foton implica que la estructura de este

espacio-tiempo es equivalente a un amplificador de energia muy poderoso. Esto
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siendo muy peligroso para nuestro observador pues la amplificaciéon del sonido

térmico podria destruirlo.
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4

Geometria y gravedad

En este capitulo argumentamos que algunos espacios-tiempos que se con-
sideran fisicos satisfacen la condiciéon de ser de Malament-Hogarth. Por tanto,

admiten la realizacién de supertareas.

4.1. Ecuaciones de Einstein

Para Einstein la gravedad era una entidad geométrica. Un cuerpo en movi-
miento inicamente bajo el efecto de la gravedad se mueve sobre una geodésica.
Esto se puede contrastar con la idea de Newton, pues para él un cuerpo en
movimiento bajo la accién de ninguna fuerza se mueve sobre una linea recta.

Existen dos tipos de fuerzas, diferenciales y universales. Un ejemplo claro de
una fuerza diferencial es aplicar calor a un cuerpo, pues dependiendo del material
al que se le aplique, éste se vera afectado de diferente manera a comparacion de
otro. Las fuerzas universales no funcionan asi, no importa a que material se le
aplique ni si existe alguna barrera fisica, las fuerza es la misma siempre. Einstein
noté que la gravedad cumplia con ser una fuerza universal.

Para que una fuerza pueda ser considerada universal debe cumplir dos pro-

piedades:

1. Afectar a todos los materiales en la misma manera.

2. No existir paredes aislantes.
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Es asi que cualquier fuerza que no cumpla con estas propiedades se considera
una fuerza diferenciable |25].

FEinstein se dio cuenta que la gravedad cumple con ambas caracteristicas por
lo que es una fuerza universal.

Las ecuaciones de Einstein que determinan al tensor métrico del espacio-

tiempo a partir de la distribucién de energia que hay en él son

&rG

1
Rab - 7gab(R - 2A) = CT

5 Top, (4.1)

donde:
1. Rgp es el tensor de Ricci (tensor cero - dos, simétrico).
2. g es la métrica del espacio-tiempo.
3. R es el escalar de curvatura.

4. A es la constante cosmoldgica. La cual se interpreta como la densidad de

energia del vacio.

5. Typ es el tensor energia momento. El cual especifica la densidad y los flujos

de energia y momento.

Estas son ecuaciones diferenciales parciales, no lineales, no homogéneas y de
segundo orden acopladas para g.

Para poder encontrar una solucién a dichas ecuaciones, debido a su compleji-
dad, debemos de hacer algunas suposiciones para simplificarlas y encontrar una

solucion.

4.2. Diagramas de Carter-Penrose

La primera soluciéon fue pensada por Schwarzschild unas semanas después
de que Einstein propusiera sus ecuaciones. Para lograrlo tuvo que hacer varias
suposiciones. Primero supuso que la constante cosmolégica A era igual a cero.
Supuso que el sistema se encontraba en el vacio i.e. Ty = 0 y que el sistema
tenia simetria esférica y era estatico. A su vez supuso que era independiente del

tiempo por lo que gup = ¢gap(r). Aunque esto no era necesario pues segun el
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teorema de Birkhoff las ecuaciones de Einstein, debido a su construccién, ya son
independientes del tiempo. Tenia simetria de inversiéon temporal ¢ — —t. Por lo
que la métrica quedaba reducida a una métrica diagonal y después de algunos

célculos llego a la siguiente solucién:

2
L2

2
g=—(1— Tm)dt®dt + (1= =5 Ndredr + P df@dd + sen’fdpwdg] (4.2)

Donde m es la masa de la fuente. Aqui ya se supone que se estan usando
coordenadas geométricas por lo que G = ¢ = 1. Esta soluciéon describe el
campo gravitacional externo generado por cualquier masa esférica estéatica. Esta
definidapara0 < 0 < 71,0 < o < 27,0 < r < 2menlaregion Il yr > 2m
en la region [

Notemos que esta métrica tiene dos singularidades:

1. »r = 2m

4.2.1. Coordenadas de Kruskal

Para la méxima extensiéon del espacio-tiempo se usan estas coordenadas para

compactificar.

;] _ 2m

ds® = —( )dv dw + r*[df? + sin*0dy] (4.3)

r

r # 2m esta determinado por (v — w) = v + 2mlog(r — 2m) y cuando es

conformalmente plano ds?> = —dv dw

La transformacion de coordenadas mas general que deja este dos espacio

expresado de esta forma es

2m. dv dw
2 _ I Yk A / 2 2
ds* = —(1 . )dv’ dw’dv dw’ 4+ r*(dQY*) (4.4)
con v = v'(v) yw = uw(w).
Definamos 2/ = 3(v/ — w') y t' = 3(v' + w').

Asi, tenemos que ds? = F2(t', 2')(—dt"? + dz'?) + r2(t', 2')dQ?
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Figura 4.1: Diagrama coordenadas Kruskal

Por lo que v' = exp({%) v w' = ;exp(%), entonces (t')? — (2)? =
—(r — 2m)exp(s%) v F? = exp(52)167-.
Asi para la variedad M* con coordenadas (t', 2/, 6, ) se tiene lo siguiente
1. ()% — (2/)? < 2m conr y F positivas y analiticas. en la region I 2/ >| ¢ |
es isométrica a r > 2m.
2. 2/ > —t' Regiones I y II son isométricas a extensiones avanzadas de

Finkelstein.

3. ' > t' Region I y II' isométricas a retardadas de Finkelstein.

4. 2/ < — | t'| Region I’ isométrica a r > 2m
— o explgm) v w t
t = cte tal que ;; = Wﬁﬁ) = —exp[;% + =] = —exp[5-]
Entonces v'aw’, asi @/ = jav' y t' = B0 por lo que v = 22’y

t = %(%)Bm’ la cual es una linea a través del origen.

4.2.2. Compactificacion

/
v = arctan(—=) -7 < V" + " < 7w

¥

"no__ w’ 1 " 1 1 " 1
w—arctan(m) T <V < gmy —sm<w < gm
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4.3. Agujeros negros de Malament-Hogarth

Para poder realizar una supertarea no es necesario que todo el espacio-tiempo
sea de MH, puede ser que s6lo una regién lo sea y nos es ttil para el objetivo
de este trabajo. Es logico que el lector se pregunte si existen regiones en nuestro
universo que cumplen con ser de MH. Y la respuesta es que si. Los agujeros

negros son un ejemplo de ello.

4.3.1. Reissner-Nordstrom

El espacio-tiempo de Reissner-Nordstrom tiene la caracteristica de ser una
soluciéon para las ecuaciones de campo de Einstein, siendo la tinica simétricamente
esférica con vacio electromagnético, con A = 0. El razonamiento para encontrar
la solucién es muy parecido al espacio-tiempo de Schwarzschild y ademés cumple
con ser de MH. En este espacio-tiempo una perturbacién, por pequenia que sea,
en un valor inicial en la hipersuperficie S puede producir un efecto infinito en
el horizonte de Cauchy futuro H*(S) de S. Asf es que es, aunque en el minimo
sentido, una posibilidad fisica realizable para nuestro proposito.

Un punto interesante es que este espacio-tiempo tiene una infinidad de puntos
de MH debido a su construcciéon, ver

Asi que si pensamos en un espacio-tiempo de MH que nos pueda servir para
realizar una supertarea seria éste. Suponiendo que p tiene como linea de mundo
a vy O a . Haciendo que O se vaya a la singularidad en r = 0 y que P
se vaya a la secciéon II. Aunque nos enfrentamos con algunos problemas para la
realizacién de una supertarea en este espacio-tiempo. Un aspecto que debemos
considerar es que la aceleracion de O debe estar acotada. Pues podria destrozarse
debido a las fuerzas g de no ser asi. En un espacio-tiempo de Reissner-Nordstrém
podemos seleccionar una geodésica tipo tiempo donde o pueda empezar en el
trazo temporal S e ir hacia el futuro tipo tiempo i*. Y asi 7o C I™(p) para un
punto apropiado p € HT(S).

Otro problema con el que nos enfrentamos no es la falta de tiempo por parte
de O para realizar todos los calculos para probar una conjetura, la de Fermat
por ejemplo, sino por la falta de materia en el universo. No sblo para la infinita
cinta o combustible que requiere, sino porque el hardware en general requerira

de una infinidad de recursos materiales para cumplir su misién y esto contradi-
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Figura 4.2: Diagrama de Penrose para espacio-tiempo de la solucién de Reissner-
Nordstréom maximal (e? < m?). Una cadena infinita de regiones asitéticamente
planas I (co > 7 > r4) son conectadas por regiones II (ry > r > r_)y
IIT (r— > r > 0); cada region esta acotada por una singularidad temporal en

r =02
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ce aspectos de la fisica. Esto pues atn usando cada particula del universo, nos
terminariamos quedando sin hardware para realizar los cilculos necesarios. Para
solucionar este problema podriamos intentar tener softwares, parte de la compu-
tadora O, encargados de ir borrando la informacién y dejando espacio para los
nuevos resultados. El problema de esto es que necesitamos suficientes softwares

que se encarguen de esta tarea y se regresa al mismo problema del principio

A su vez, algo que debemos de tomar en cuenta es que, debido a la estructura
de nuestro espacio-tiempo, podria emerger una senal falsa de una singularidad
dando una respuesta errénea al observador. Esto pues, si S es una hipersuperficie
de valor inicial donde se especifican valores iniciales, cualquier punto p € 7 de
MH estara mas alla de H*(S) para cualquier S apropiada [3]. En un espacio-
tiempo de Reissner-Nordstrom los rayos nulos pasan muy cerca de un punto
p € H'(S) y terminan en la direccién pasada de la singularidad. Y esto puede
llevar a que una senal falsa salga de la singularidad y engane al observador con
una respuesta que no es correcta. Claro que si el observador estd esperando
una respuesta a la conjetura de Fermat, puede simplemente sustituir los valores
recibidos y comprobar que la senal era falsa. Y asi con todas las senales que
reciba y si ninguna funciona y llega al momento, en su tiempo propio, donde él
sabia que O ha tratado con todos los posibles valores y todas las senales que él
recibi6 fueron falsas, puede concluir que efectivamente la conjetura de Fermat
es cierta. Vale la pena notar que si es un ntmero considerablemente grande de
sefiales falsas las que recibe P podria ser un problema pues deberd de probar
con todas esas combinaciones de nimeros que recibid, y podria llevarle mucho
tiempo en verificar si alguna de éstas fue una senal verdadera. Es por eso que
por ahora supondremos que se configura la méquina de la forma que C' envia una
sefial suficientemente compleja para que el observador, al recibirla, pueda saber

que proviene del dispositivo.

4.3.2. Kerr-Newman

Como los objetos astrondémicos rotan no podriamos esperar que la soluciéon
fuera de ellos sea simétricamente esférica de forma exacta. Las soluciones de Kerr
son las tinicas que pueden representar un campo asintéticamente plano estacio-

nario y axisimétrico fuera del cuerpo masivo. Seran las soluciones exteriores s6lo
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Figura 4.3: En la solucién de Kerr con 0 < a? < m?, la ergosfera se encuentra
entre la superficie de limite estacionario y el horizonte en r = ry. Particulas
pueden escapar al infinito de la region I (fuera del horizonte r = r1) pero no de
la region II (entre r =r_ y r =r_) y la region III (r < r_; esta region contiene
al anillo de singularidades) [2].

para cuerpos masivos que roten con una combinacién particular de momentos
bipolares. Asi, debido a que considera todos los parametros de los que pueden
depender las soluciones: masa, carga y momento angular, éstas parecen ser las
tnicas soluciones exteriores posibles para agujeros negros [2]. Por lo que a su
vez, es la mas general al corresponder al estado final de equilibrio de un agujero
negro.

Los agujeros negros de Kerr tienen dos horizontes de eventos, uno interno y
otro externo. Dentro del horizonte interno se encuentra un anillo de singularida-

des en el plano ecuatorial de los ejes X, Y. Como se muestra en [4.3.2

Imaginemos que tenemos dos observadores sobre el horizonte externo. Se en-
cuentran a una distancia constante entre ellos haciendo uso de los motores de sus
naves. Supongamos que uno de los observadores O se encuentra suspendido méas
arriba que el otro observador, P. Asi, P ve por encima de él a O. Por la dilatacion
temporal se tendra que el reloj de O vaya més rapido que el reloj de P. Este

efecto ambos lo notan pues se tiene que mantienen comunicacién via fotones. Si
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mantenemos la altura de O constante y comenzamos a descender a P hacia el
horizonte interno, mientras méas baje este observador, su reloj correra mas lento
ante la perspectiva de O. Si P llegara a colocarse en el horizonte interno, O veria
como si el reloj del otro observador estuviera completamente detenido. En cambio
para P el reloj de O iria infinitamente rapido. Es justo esto lo que nos permitira
la realizacién de una supertarea. El problema de este plan es que es imposible
mantener al observador O suspendido en el horizonte externo. Este problema se
resuelve colocando al observador suficientemente cerca del horizonte externo de
eventos, pero no sobre él. Y para lograr el efecto que el tiempo pase infinitamen-
te rapido ante la perspectiva de P, hariamos descender a P lentamente hacia el
horizonte interno de tal forma que exista una frontera finita de tiempo b, tal que
en toda la historia del universo de P los relojes siempre tengan un valor menor
que b. Asf cuando O envie un foton a P, P recibird dicho foton antes del tiempo

b ante el reloj de P.

Otro problema que se tiene es que mientras méas se acerca P al horizonte in-
terno, la aceleracion gravitacional tiende a infinito. Si no se logra que se acerque
de forma suave, podria suceder que no le lleguen algunos fotones enviados por
O. Para esto es que se pide que el agujero negro esté rotando lentamente. Pues,
al tener esta peculiaridad en la estructura de nuestro espacio-tiempo, podemos
lograr que esta "caida” sea lenta aprovechando la fuerza centrifuga del agujero.
Asi también se evita que P muera debido a la aceleracién gravitacional.

El horizonte interno de eventos marca el lugar donde la fuerza repulsiva supera
a la gravitacional. Dentro de éste es posible que el observador P se mantenga
suspendido a una distancia constante del centro del agujero negro. Etesi muestra
la posibilidad que si O envia un mensaje a P es posible construir una trayectoria
de P de tal forma que el foton enviado por O llega a P antes que éste llegue al
horizonte interno de eventos, esto en un tiempo b segun el reloj de P [24].

Asi es como logramos tener una aceleracion infinita del tiempo para realizar
nuestra supertarea.

Vale la pena notar que como el horizonte internos de eventos de un agujero
negro de Kerr es un horizonte de Cauchy para observadores externos, se tiene que
este espacio no es globalmente hiperbélico lo cual, como se vio anteriormente, es

una propiedad esencial de los espacios de MH.
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Figura 4.4: Fragmento de diagrama de Penrose de un agujero negro que rota
mostrando miultiples universos.
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5

Computabiliad en el Espacio-Tiempo

Anteriormente se menciond que existen regiones del espacio-tiempo las cuales
cumplen con ser de Malament-Hogarth. Recordemos que (M, gq) es un espacio-
tiempo de Malament-Hogarth (MH) si existe una curva tipo tiempo v C M y un
punto p’ € M tal que f“/z dr =00y v2 C I~ (p'). Es decir, si existe un punto p’
en la variedad para el cual en su pasado cronolégico se encuentre completamente

contenida una curva tipo tiempo con tiempo propio infinito, extendible.

Este tipo de espacios-tiempo son importantes para el objetivo de este trabajo
pues, si contamos con una méaquina C la cual tenga como linea de mundo a
~9, un observador P puede configurar la méquina en un punto r y mandar a
C a alguna regiéon del espacio-tiempo donde el tiempo propio del dispositivo
pase infinitamente més rapido que el del observador. Por lo que P puede tener
certeza que al llegar al punto de MH, p’, la maquina realiz6 todos los céalculos
posibles para el problema algoritmico para el cual él configuré al dispositivo. Y
al estar 7o C I~ (p'), P cuenta con toda la informacion que C' obtuvo en una
infinidad de tiempo. Por ejemplo, si se configurara a la computadora para buscar
un contraejemplo a una conjetura en teoria de niimeros, si el observador llega al
punto de MH y no obtiene respuesta de C' es que no existe un contraejemplo, por
lo que la conjetura es cierta. Y si llegara a encontrar alguno le puede enviar una
senal a P con el nimero, para el cual el problema falla, y asi antes de llegar a p’

tendria la respuesta a su pregunta.

De igual manera, para el problema de la parada y el problema de decision.
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Recordemos que el problema de la parada consiste en decidir si un programa con
una entrada dada, eventualmente, se detendra 6 continuara corriendo indefinida-
mente. Y el problema de decisiéon trata sobre si es posible encontrar un algoritmo
el cual podria ser aplicado a cualquier problema y obtener como respuesta la ve-
racidad o falsedad de dicho problema. De igual manera, en este tipo de regiones
del espacio-tiempo se podrian resolver estos problemas pues contamos con una

infinidad de tiempo para realizar operaciones.

Se trat6 con anterioridad el hecho que una méaquina universal de Turing puede
imitar una maquina de Turing la cual computa la funciéon de detencion. Asi,
podemos llevar este anélisis a pensar que C' es una méaquina de Turing universal
con una configuracion tal, que nos dara respuesta a nuestra pregunta. ;j Realmente
se detendré la maquina con una entrada dada? C se configura de tal forma que

si se detiene, envie una senal a P.

De igual forma si se configura a C para que resuelva el problema de decision,

si encuentra que es verdadero, enviard una senal a P.

Es obvio que surgen preguntas sobre la posibilidad de que P reciba senales
falsas provenientes de singularidades causadas por el punto de MH. Pero eso se
trato anteriormente y se propuso el hecho de "confiar ciegamente” en que la sefial
recibida por C' esta configurada de tal forma que el observador, al recibirla, puede
estar seguro que proviene de la maquina que envié a resolver el problema. Claro
que esto causa un poco de incomodidad por lo que, enseguida, para los espacios-
tiempo que propondremos analizaremos la forma de eliminar este problema o

minimizarlo de la forma mas conveniente.

En esta secciéon se propondran diversos tipos de espacios-tiempo que cumplen
ser de MH, en los cuales se podria realizar una supertarea y cumplir con el

objetivo de este trabajo.

5.0.1. Retirar un punto

Sea (R?, 1) una variedad donde un punto g es retirado y se cumple que ¢ € U,
donde U C R2. Asi, p’ es un punto de MH. Observar . La meétrica g en esta
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Figura 5.1: Se retira un punto ¢ en el pasado de p’, en DT [X]. Haciendo a p’ un
punto de MH.

region se define como

n, si pe M—-U
9 = 9 . (5.1)
Qn, si pelU
Donde Q2 : M — R tal que
lIimQ — o0 y lim Q= 1. (5.2)

p—q p—p’ €002

Asi, en el punto ¢ hacemos diverger las trayectorias, por lo que al acercarse
lo suficiente, una maquina podria quedarse ahi por una infinidad de tiempo,
cumpliendo con la condicién que este sub-espacio es de MH, pues p’ es un punto
de MH.

El observador P sigue la linea de mundo ~; y las posibles trayectorias de la
computadora C son y2 y 3.

Asi, como se muestra en [5.1], en el punto r, Py C estan juntos. Por lo que ese
serfia el momento donde el observador configura la maquina. La maquina podria

seguir 72 o 3. Podemos hacer que la trayectoria de C' se prolongue lo suficiente
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para buscar respuesta a nuestra pregunta al acercarse a ¢q. Pero en realidad seria
conveniente que su linea de mundo sea 7y3 para que ésta cuente con una infinidad
de tiempo propio. Entonces, tratando el problema de la parada, si la maquina se
detiene puede mandar una senal a P donde le indique que lo hizo. Por lo que al
llegar a p el observador sabria si se detiene o no, pues si llega a este punto y no

recibié una senal, puede estar seguro que no paré nunca.

Es légico, como se mencioné anteriormente, que el lector se pregunte sobre la
posibilidad de que broten senales de la singularidad g. De hecho no hay forma
de saber qué podria salir de dicho punto. Por ende surge la pregunta de cémo
el observador puede asegurarse que la senal que obtiene es de hecho de C' y no
es producto de alguna interaccion extrana de la singularidad. Anteriormente se
habl6 sobre las formas de resolver este problema. Si se tratara de buscar un
contraejemplo a alguna conjetura serfa relativamente sencillo pues bastaria con
que P intentara con el ntimero que recibié en la senal y si efectivamente sirve
como contraejemplo realmente no importaria si lo envié C o proviene de la sin-
gularidad, pues el objetivo del experimento se cumple al encontrar alguno. En
caso de que al probar con ese entero no sea un contraejemplo puede descartar
que la respuesta proviene de la singularidad y continuar esperando una respuesta
de C'. Se dice que es relativamente facil descartarlo, porque claro, también estéa
la posibilidad que salgan una cantidad muy grande de respuestas absurdas de la
singularidad y el observador necesitaria mucho tiempo para tratar con todas, por
lo que se pierde el sentido de lo que se trataba de lograr.

Si trataramos de quitar méas puntos para asi mandar otras maquinas para
ayudar al observador a interpretar el resultado, seria absurdo, pues lo tinico que
lograriamos seria aumentar el tamano de las regiones donde se pierde el deter-
minismo. Pues los conos futuros de todos estos puntos serian regiones donde la

informacién es desconfiable.

Pero entonces jcomo puede P asegurarse que realmente pard la maquina o que la
respuesta al problema de decision la obtuvo la maquina? Pues lo més facil seria
configurar la computadora de forma tal que nos envie un ”1” si es que la respuesta
es positiva a cualquiera de éstas preguntas. Pero si emerge de la singularidad un

”1” el observador podria ser engafiado y pensar tiene una respuesta. Algo que
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viene a la mente es pensar que podria configurar a C de forma que al tener una
respuesta positiva a cualquiera de los problemas envie una secuencia de nimeros
suficientemente compleja para que la posibilidad de que salga de la singularidad
un arreglo de ntimeros parecidos sea muy baja, pero de nuevo, no sabemos qué
podria salir de ahi. Es més, podriamos configurarla de forma que la senal sea el
nombre del observador en binario, pero no importa qué tan complejo lo hagamos,
estamos de vuelta al mismo problema. De la singularidad puede salir cualquier
cosa y no lo podemos predecir. El determinismo dado por la superficie acronal
de nuestra regiéon pierde todo el sentido al retirar un punto y contar con una
singularidad. Es un precio que, por tener un punto de MH, debemos pagar. Pero

un poco mas adelante hablaremos de una forma de resolver este problema.

5.0.2. Identificar dos secciones

De nuevo supongamos que el observador P sigue la linea de mundo ~; y la

trayectoria de la computadora C' es 9. 3 es la superficie acronal.

En elongamos un punto, siendo topolégicamente equivalente a una la linea
« y la identificamos con 3. Ambas secciones estéan identificadas por lo que C
al llegar a « se identifica con 8 y podemos modificar el angulo de su trayecto-
ria haciendo que quede completamente vertical durante una infinidad de tiempo
propio para C' y mantenerla atrapada. Al detenerse el célculo, si es que lo hace,
modificar su dngulo y enviar una senial al observador, P. De esta forma si el
observador llega a p’ y no recibi6 la senal que la maquina concluy6 los calculos
sabra la respuesta del problema de la parada con certeza. Pues si la recibe seré

en un punto p anterior a p’.

Para esta region se tiene una ventaja a comparaciéon del ejemplo anterior. Es
que podemos contar con que la maquina no se “atrapa’” en un punto como antes.

Pero la desventaja es que se pierde la causalidad.

Lo tnico que hay que cuidar es que la ubicaciéon de la computadora, al tener
una posicién donde se identifica de manera "vertical”, es tal que la senal pueda
salir para interceptar la trayectoria de P sin que « esté en su camino y la senal

se quede atrapada.
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Figura 5.2: Se retira un punto el cual se identifica con otra region y se extiende en
lineas, topolégicamente equivalente a retirar dos secciones a y 8. Donde «, 8 €
DF[x) c I-(p).

5.1. Implicaciones filos6ficas en los espacios-tiempo de MH

Segun Popper toda teoria cientifica puede ser aceptada, pero no ser verificada.
Esto pues segin su ideologia, basada en el falsacionismo, no es posible demostrar
un hecho cientifico el cual no puede ser refutado mediante un contraejemplo [26].
El falsacionismo es uno de los pilares del método cientifico. Un ejemplo que se
hace cominmente para ilustrar esta ideologia es el argumento sobre el color de
los cuervos. Uno podria pensar que todos los cuervos son negros, pero esto se
basa simplemente en el hecho que no se ha visto uno de otro color. No es hasta
que alguien ve un cuervo de otro color que toda esa "teoria” sobre el color de los
cuervos deja de ser verdadera. Justamente la relevancia de esa teoria se basa en
el hecho que no contamos con una infinidad de tiempo para verificar todas las
posibilidades existentes para poder fundamentar una teoria.

Una pregunta interesante debido a la estructura que nos brindan los espacios-
tiempo de M-H, es si justamente esta forma de verificabilidad sigue teniendo
relevancia cuando contamos con una infinidad de tiempo para demostrar la ve-
racidad de una teorfa cientifica. Pues, regresando al ejemplo de los cuervos, en

un espacio-tiempo de M-H podemos verificar cualquier teoria sin necesidad de
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recurrir al falsacionismo. Claro que para motivos de este trabajo necesitamos que

sea un problema computable para poder resolverlo con una maquina de Turing.

5.1.1. Determinismo

El determinismo es un concepto que para diversos autores ha sido motivo de
debate. Para algunos, como Popper, el determinismo era algo inconcebible. Pues
para ellos la libertad humana y la epistemologia entran en juego. Para otros,
como Laplace, la realidad esté regida por él [27].

El determinismo consiste en la teorfa en que todo lo que nos rodea esta ligado
de forma causal a eventos que les anteceden. En espacios-tiempo "comunes” el
determinismo es algo que se podria poner sobre la mesa, pues si contamos con
una superficie acronal ¥ podriamos conocer todas las condiciones iniciales, pues
ponemos las condiciones iniciales en ella. Y asi darnos una idea de lo que va a
suceder en un futuro. Pero, en espacios-tiempo como el de Malament-Hogarth, a
mi punto de vista, el determinismo deja de estar de nuestro lado al momento de
tener singularidades de las cuales pueden emerger "cosas” las cuales desconoce-
mos. Por lo que de los puntos que retiramos perdemos todo sentido determinista
en el cono futuro que se forma a partir de él. Es por eso que mientras mas puntos
retiremos para realizar nuestro objetivo, perdemos seguridad en que la respues-
ta que recibe el observador es veridica si no se plantea el problema de forma
conveniente desde el principio.

Laplace defendia el determinismo. Para él, si un "demonio” pudiera conocer
absolutamente todas las condiciones que son parte del universo. Este podria
conocer todo lo que ha sucedido y sucedera a ciencia cierta. Hace referencia a un
ente no humano, pues somos seres finitos y no somos capaces de conocer en su
totalidad al universo. Para él, las leyes de Newton rigen todo en la naturaleza, por
lo que mediante el conocimiento y dominio de dichas leyes, todo en la naturaleza

esta determinado.

"Una inteligencia que en un momento determinado conociera todas
las fuerzas que animan a la Naturaleza, asi como la situacién respec-
tiva de los seres que la componen, si ademas fuera lo suficientemente
amplia como para someter a andlisis tales datos, podria abarcar en

una sola féormula los movimientos de los cuerpos mas grandes del uni-
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verso y los del Atomo més ligero; nada le resultarfa incierto y tanto

el futuro como el pasado estarian presentes ante sus ojos.” [2§]

Justamente el par (Computadora, observador) en un espacio-tiempo de MH
podria hacer alusion al demonio al que Laplace se referia. Aunque claro, es pro-
bable que este tipo de ejemplos no pasaran por su cabeza debido al contexto
historico.

Popper, en cambio, defendia que el determinismo no era cierto. Algunos au-
tores alegan que el sustento en el que se basaba Popper para este argumento era
que confundia predictibilidad con determinismo.

Para Popper el determinismo no podia ser cierto, pues entonces iria en contra
del falsacionismo. Pues al aceptar que estan determinadas algunas cosas y pue-
den ser demostrados algunos resultados segtiin las condiciones iniciales, estaria
contradiciendo el hecho de que nada puede ser probado. Y estaria aceptando el
hecho que podemos conocer con certeza de forma experimental las condiciones

iniciales de un sistema.

”...mantengo que el determinismo Laplaciano es insostenible y, ade-
més, que no lo requieren ni la fisica clasica ni la contemporanea. Este
es un cometido serio, que no tiene nada que ver con subterfugios
verbales. Mi argumentacién, pues, serd mas en un plano cosmolégico:
hablaré del caricter de nuestro mundo en vez de hablar del significado
de las palabras.” [29]

El contexto historico de cada autor es fundamental para comprender el por-
qué de la ideologia de cada uno. Laplace vivié en los afios 1800’s, en ese momento
las leyes de la fisica seguian regidas al cien por ciento por la mecanica Newtonia-
na. No era siquiera posible creer que podia existir algo més que lo que Newton
describié en su momento. Pues lo que era la realidad para ese entonces es lo
observable. Laplace s6lo pensaba en la parte tedrica y respaldaba su ideologia en
eso. En cambio, Popper vivié la época del nacimiento de la mecanica cuantica
y relativista. El principio de incertidumbre ya estaba presente, los agujeros ne-
gros y singularidades del espacio-tiempo comenzaban a entrar en el juego de la
ciencia. Y aunque si, las ecuaciones de movimiento son deterministas como defen-

dia Laplace, debido al teorema de existencia y unicidad, al plantear el problema
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Figura 5.3: Se retira un punto ¢ € DT (X). De esta forma se observa que la region
sombreada I (r) es la region donde se pierde el determinismo.

practico no se pueden conocer las condiciones iniciales a ciencia cierta, pues no
importa que tan precisos sean nuestros instrumentos de medicién, siempre habra
un error a considerar por lo que el determinismo no tiene sentido al llevarlo a la
practica.

Laplace consideraba simplemente el determinismo en la fisica teorica, pero al
llevarlo a la experimentacion, tal como Popper defendia, el determinismo deja de

tener sentido.

5.2. Evitar el indeterminismo: Retirar un punto en el horizonte
de Cauchy

En el presente trabajo tenemos que el determinismo se pierde en algunas re-
giones al retirar puntos, pues como se observa en|[5.3]se pierde toda la informacién
que contiene el cono futuro de ¢. Ya que al entrar en I~ (p') N I"(q), puede salir
algo desconocido de ¢ y perdemos conocimiento de las condiciones iniciales de lo
que pueda suceder ahi, por lo que el determinismo se pierde. Es asi que lo méas
conveniente es que ¢ se encuentre en el horizonte de Cauchy H™[3] para que la

region no determinista sea la menor posible y asi asegurar que la informacién
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Figura 5.4: Se retira un punto ¢ € H'(X). Se observa que la regiéon indetermi-
nista se reduce al méaximo.

que recibe el observador sea confiable. Asi, con la misma idea que se planted al
inicio de este capitulo pero ahora ¢ € HT[X], como se muestra en Por lo
que tomando este panorama en cuenta podemos confiar en la informaciéon que
recibe P al llegar a p’. Siendo asi que esta propuesta es la mas conveniente para el
objetivo de este trabajo. Pues en el tnico lugar donde P podria dudar del origen
de un resultado es justamente en el punto p’ pues ahi, en caso de salir un fotén
de g le llegaria en ese momento. Entonces, en caso de recibir una senal falsa en
el punto p’, al ser s6lo un instante, podria solo comprobar si este cumple con la
condicién de ser un contraejemplo en caso que no haya recibido otra senal de C.

Y asi podria demostrar su conjetura.

Es asi que esta tltima propuesta es la mas conveniente para poder realizar
una supertarea minimizando las regiones del indeterminismo. El problema de la
parada puede ser resuelto en este tipo de espacios-tiempo. Se consideran estos,
pues al ser un problema algoritmico con una infinidad de pasos, requeriamos de
una infinidad de tiempo para conocer la verdad. Con espacios-tiempo de MH
contamos con esa infinidad de tiempo y podemos, aunque sacrificando el deter-

minismo, realizar calculos que normalmente no podriamos realizar.

Los seres humanos no pueden lidiar con la ambigiiedad por lo que siempre estan
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buscando formas de axiomatizar lo que les rodea. Un ejemplo claro es Descar-
tes con el método cientifico. El determinismo es una forma de respaldarse para
hacerse creer que comprendemos lo que nos rodea y nos domina. Por eso el falsa-
cionismo duele tanto, pues no poder comprender lo que nos rodea a ciencia cierta
es como si nos quitaran el piso y dejaramos de saber donde estamos parados.

A Popper no le dio miedo admitir que no sabemos nada, que no podremos
conocer nunca en su totalidad. La ignorancia duele, pero duele mas el hecho de
que no somos capaces de conocer. Y de hecho, en el fondo, ese es el propésito
de este trabajo. Es un intento por conocer respuestas que en el mundo real no
podriamos saber. Por lo que todo en la ciencia y la naturaleza humana siempre
se reduce a tratar de comprender lo que nos rodea y salir de las tinieblas de la

ignorancia.
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6

Conclusiones

En el presente trabajo se abordaron temas de computacion, fisica, matemé-
ticas y un poco de filosoffa. De manera que se integraron diversas ramas de la
ciencia para lograr el objetivo de este trabajo. El cual consistié6 en proponer y
analizar modificaciones a la topologia del espacio-tiempo para la realizacién de
supertareas.

El objetivo del trabajo se cumple, pues pudimos observar que es posible
modificar la topologia del espacio-tiempo para elaborar una supertarea. Y que
en el universo existen regiones ya conocidas donde podriamos realizarlas, siendo
éstas los agujeros negros. Claro, las propuestas que se dan, aparte de los agujeros
negros, tienen implicaciones desfavorables en algunos sentidos, por lo que esta
idea se debe seguir desarrollandose.

Probablemente el lector no quede convencido que regiones como estas puedan
ser de utilidad. Esto pues, podria pensarse que no se conocen en el universo
observado lugares donde las particularidades que se manejan en este trabajo se
cumplan, a excepcidon de agujeros negros. Es decir, regiones del espacio-tiempo
que sean de Malament-Hogarth. Pero justamente es por eso que tiene sentido
pensarlo. No sabemos, atn, si algin lugar desconocido del universo cumple con
las caracteristicas que se proponen en esta tesis.

Las modificaciones en la topologia del espacio-tiempo que se plantean y se
analizan a lo largo de la tesis son casos anteriormente pensados por otros autores,

algunos con el objetivo de realizar supertareas. Las implicaciones computaciona-
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les y fisicas de la ejecucion de supertareas en agujeros negros no es muy novedosa,
pero la modificacion de la topologia del espacio-tiempo para dicho propésito es
reciente.

Este trabajo, por ser de licenciatura en matematicas, no entra a fondo en
cuestiones fisicas o computacionales. Y da pie a seguir desarrollando ideas sobre la
realizaciéon de supertareas. En la actualidad, propuestas de espacios-tiempo como
la que se dan en este trabajo estédn siendo estudiadas en el area de computacion
cuantica.

Esta tesis puede servir como introduccién a proyectos méas enfocados en la
teoria de la complejidad computacional. Por ejemplo, el problema de P contra
NP. Esto pues, es posible que este problema tenga solucién en espacios-tiempo

de MH. Siendo un seguimiento especifico para este trabajo.

66



A

Definiciones Generales

Definicion A.0.1 (Variedad diferenciable). M es una variedad diferenciable

m-dimenstonal si
1. M es un espacio topoldgico;
2. M esta provista por una familia de pares {(W;, vi)};

3. {W;} es una familia de conjuntos abiertos que cubren M, esto es |J; W; =

M. p; es un homeomorfismo de W; a un subconjunto abierto U; de R™ ?7;

4. dados W; y W; tales que Wy NW; £ 0, el mapeo pij = @i oc,oj_1 de o;(W;N
W;) a pi(W; N W;) es infinitamente diferenciable.

Al par (W;, ¢;) se llama carta, cuya definicion formal esta mas adelante. A la
familia {(W;, ¢;)} se le llamara atlas. A W; le llamaremos la vecindad coordenada

y a ¢; la funcién coordenada o, simplemente coordenada.

Definicién A.0.2 (Mapeo diferenciable). Sea f : M — N un mapeo de una
variedad m-diemnsional M a una variedad n-dimensional N'. Si un punto p € M
es mapeado a un punto f(p) € N, digamos f : p — f(p). Tomamos una carta
(U, o) en My (V,v¥) en N, donde p e U y f(p) € V. Asi, f tiene la siguiente

presentacion coordenada:
pofop l:R™ —R" (A1)
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Figura A.1: Un homeomorfismo ¢; mapea W; a un subconjunto abierto U; C R™,
otorgandole coordenadas a un punto p € W;. Si W;NW; # 0, la transicion de un
sistema de coordenadas a otro es suave.
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Definicién A.0.3 (Mapeo diferenciable alternativa). Una funcion real f eva-
luada en una n-variedad diferencial M es diferenciable en un punto p € M si es
diferenciable en cualquier carta coordenada definida alrededor de p, i.e. si (W, @)
es una carta donde W es un conjunto abierto alrededor dep en M yp : W — R

es el mapeo que define la carta, entonces f es diferenciable si y sdlo si
fo go_lz e(W)CR" >R (A.2)
es diferenciable en p(p)

Definicion A.0.4 (Carta). Una carta es un dominio U C R"™ junto con un
mapeo biyectivo ¢ : W — U de un subconjunto W en una variedad M en U.
Llamamos a ¢(z) la imagen del punto x € W C M en la carta U.

Definiciéon A.0.5 (Cartas consistentes). Dos cartas ¢; : Wy — U; y ¢; -

W; — U; son consistentes si:

1. Los conjuntos U;; y Uj; son abiertos (posiblemente vacios);

2. Los mapeos i; y @ji (los cuales estin definidos si Wy N W; # (1) son

difeomorfismos en dominios de R"

Definicién A.0.6 (Atlas). Una coleccion de cartas p; : W; — U; es un atlas
en M si

1. Clalesquiera dos cartas son consistentes;
2. cualquier punto x € M tiene su itmagen en por lo menos una carta.

Definicion A.0.7 (Atlas equivalentes). Dos atlas en M son equivalentes si su
union es de nuevo un altas (i.e., si cualquier carta del primer atlas es consistente

con cualquier carta del sequndo.)

Proposicion A.0.1. La estructura de una variedad diferenciable en M es una

clase de equivalencia de atlas.

Definicion A.0.8 (Cartas analiticamente compatibles). Una carta de coorde-

nadas compleja en M es una pareja (U,¢), donde U C M es un abierto y
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¢ : U — V C Ces un homeomorfismo. Dos cartas (U1, ¢1), (Ua, ¢2) son anali-
ticamente compatibles si la composicion ¢g o qﬁfl :01(Up NU2) — ¢2(Ur N @)

es un biholomorfismo.

Definicion A.0.9 (Vector tangente). Un wvector tangente vy a una variedad
diferenciable X en el punto x es una funcion lineal de un espacio de funciones
definido y diferenciable en algunas vecindades x € X a R las cuales satisfacen la
regla de Leibniz:

ve(af + Bg) = avy(f) + Pue(g) con a, B € R, f, g funciones en X dife-

renciable en x;

vr(fg) = F(@)valg) + g(x)vs(f) Regla de Leibniz

Estas dos propiedades juntas implican que v, () = 0.
Un mapeo lineal que satisface la regla de Leibniz se le llama derivacién. Asi,

vz (f)es la derivada direccional de f a lo largo de v,

Definiciéon A.0.10 (Espacio vectorial tangente T, X ). El espacioT, X de vectores

tangentes a X en x junto con una suma y multiplicacién definida por

(quy + Bug)(f) = aus(f) + Boa(f)

es un espacio vectorial llamado el espacio vectorial tangente.

Definicion A.0.11 (Homeomorfismo). Sean X,Y espacios topoldgicos. Un ma-
peo f tal que f: X — Y es un homeomorfismo si es continuo y tiene inversa

1Y — X también continua.

Definicion A.0.12 (Difeomorfismo). Sea f: M — N un homeomorfismo y v

1

y ¢ funciones coordenadas. Si o foe™" es invertible (esto es, existe un mapeo

po foyp™) yambasy = o fop l(x) yx = pofloyT (y) son C*, a f
se le llama difeomorfismo y M se dice ser difeomorfo a N y vice versa, denotado
por M = N

Definicion A.0.13 (Atlas complejo). Un atlas complejo en M es una coleccion
de cartas de coordenadas U = {(Un, ¢o) @ o € I}, donde {Uy}acr es una
cubierta abierta de X. Dos atlas complejos son analiticamente equivalentes si

toda carta de U es analiticamente compatible con toda carta de U’
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Definicién A.0.14 (Estructura compleja). Una estructura compleja en M es
una clase de equivalencia de atlas analiticamente equivalentes en M, de acuerdo

con la relacion de equivalencia definida en la def anterior.

Definicion A.0.15 (Superficie de Riemman). Una superficie de Riemann X es
una pareja (X, v) donde X es una superficie tipoldgica real conexa y v es una

estructura compleja en X.

Definiciéon A.0.16 (Espacio topologico). Sea X cualquier conjunto y T = {U; |
i € I} denota una cierta coleccion de subconjuntos de X. El par (X, T) es un

espacio topoldgico si T satisface las siguientes condiciones:
1. 0, X eT

2. ST es cualquiera (puede ser infinita) subcoleccion de I, la familia {Uj |

j € J} satisface que UjEJ UjeT.

3. Si K es cualquier subcoleccion finita de I, la familia {Uy | k € K} satisface
que Npeg Ur €T

A X se le conoce a veces como espacio topologico. Los U; se llaman conjuntos

abiertos y T le da la topologia a X

Definicion A.0.17 (Métrica). Una métrica d es una funcion d : X ¢ X — R

que satisface las siguientes condiciones:
1 d(z, y) = d(y, ©)
2. d(z, y) >0 donde la igualdad se satisface si y solo si x =y
3. d(zxy) + d(y, z) > d(z, z)

para cualesquiera z, y, z € X. St X es dotado por una métrica d, X es convertido

en un espacio topoldgico cuyos conjuntos abiertos estds dados por discos abiertos,
Ue(X) = {ye X |d(z,y) < ¢} (A.3)

y todas sus posibles uniones. Asi, la topologia T se define como la topologia mé-

trica determinada por d. El espacio topoldgico (X, T) es llamado espacio métrico.
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Definicién A.0.18 (Vecindad). Supongamos que T nos da una topologia para
X, N es una vecindad del punto x € X st N es un subconjunto de X y N
contiene algunos (cuando menos uno) conjuntos abiertos U; al cual x pertenece.
(El subconjunto N no es necesariamente abierto. Si N es abierto en T, se le

llama vecindad abierta.)

Definicién A.0.19 (Espacio de Hausdorff). Un espacio topoldgico (X, T) es
un espacio de Hausdorff si, para cualquier par arbitrario de puntos z, ' € X,

existen siempre vecindades U, de x y Uy de x' tales que U, N Uy = ()

Definiciéon A.0.20 (Cubiertas). Sea (X, T') un espacio topoldgico. Una familia

{A;} de subconjuntos de X es una cubierta de X si

UA,-:X

iel

Si todas las A; son conjuntos abiertos de la topologia T, la cubierta se le llama

cubierta abierta.

Definiciéon A.0.21 (Compacidad). Considere un conjunto X y todas las posibles
cubiertas de X. El conjunto X es compacto si, para casa cubierta abierta {Uj; |
i € I}, existe un subconjunto finito J de I tal que {U; | j € J} es también una
cubierta de X.

Definiciéon A.0.22 (Tensores). Un tensor del tipo (q, r) es un objeto multilinear

que mapea elementos de Ty M y r elementos de Ty M a un nimero real.

T:1,(M) denota al conjunto del tipo (g, r) tensores en p € M. Un elemento

de T;1,(M) se escribe en términos de las bases como:

0 0

V1. Up m ax“q

Definiciéon A.0.23 (Campo vectorial). Si un vector es asignado de forma suave

T — THi-Hq

dx"...dz"" (A.4)

a cada punto de M, se le llama campo vectorial sobre M. En otras palabras, V
es un campo vectorial si V[f] € F(M) para cualquier f € F(M).

Claramente cada componente de un espacio vectorial es una funcién suave
de M a R- Un campo vectorial X en p € M se denota como X |,, el cual es un

elemento de T}, M. De forma similar podemos definir un campo tensorial.
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Definicion A.0.24 (Campo tensorial). Definimos un campo tensorial de tipo
(g, ) con una asignacion suave de un elemento de T;1,(M) en cada punto p €

M. Al conjunto de campos tensoriales del tipo (q, r) en M se le denota como

T (M)

Definiciéon A.0.25 (Diagramas de Penrose). Son también conocidos como dia-
gramas de Penrose-Carter. Son diagramas en R? que preservan la informacion
sobre las relaciones causales entre los eventos del espacio-tiempo y representan
regiones infinitas en diagramas finitos. Por lo que sacrifican informacion sobre
las distancias entre eventos del espacio-tiempo. La métrica de los diagramas de
Penrose es conformemente equivalente con una restriccion bidimensional de la
métrica real del espacio-tiempo que representan. El factor conforme es elegido de
forma que se pueda representar todo el espacio-tiempo en un diagrama finito. La

frontera no forma parte del espacio-tiempo original.

Definicién A.0.26 (Campos o cuerpos). Un campo es un anillo de division
conmutativo, es decir, un anillo conmutativo y unitario en el que todo elemento
distinto de cero es invertible respecto del producto. Asi, un campo es un con-
junto K en el que se han definido dos operaciones, + y -, llamadas adicion y
multiplicacion respectivamente, que cumplen las siguientes propiedades:

1. K es cerrado para la adicion y la multiplicacion:

Para todoa, be K,a +be K ya-be K

2. Asociatividad de la adicion y la multiplicacion:
Para toda a,b,ce K,a+ (b+c¢) =(a+b) +cya-(b-c) = (a-b)-c.
3. Conmutatividad de la adicion y la multiplicacion:

Para todaa,be K, a +b=b+aya-b=2>-a.

4. Ezistencia de un elemento neutro para la adicion y la multiplicacion:
Existe un elemento 0 € K, tal que para todo a € K, a + 0 = a.

Existe un elemento 1 € K, diferente de 0, tal que para todoa € K, a-1 = a.

5. Emistencia de elemento opuesto y de inversos:

Para cada a € K, existe un elemento —a € K, tal que a + (—a) = 0.
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Para cada a # 0 en K, existe un elemento a™' € K, tal que a-a~' = 1.

6. Distributividad de la multiplicacion respecto de la adicion

Para toda a, b, ¢, € K, a-(b+ ¢) = (a-b) + (a-c).

Definicion A.0.27 (Grupo). Las condiciones necesarias y suficientes para que
el par (G, ®) sea un grupo son: Sia, b€ G, a®b € G, con c € G. La operacion

® debe cumplir con lo siguiente:
1. Ser cerrado bajo esa operacion
2. Existir un neutro a € G tal que a®b = b
3. Existir un inverso b’ € G tal que bV ® b = a
4. Ser asociativo

Y en caso de ser conmutativo es un grupo abeliano.
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Geometria Diferencial

B.1. Transporte paralelo, conexién y derivada covariante

Un vector X es una derivada direccional que actia en f € F(X) como
X : f — X]|f]. Pero notemos que no hay ninguna derivada direccional ac-
tuando sobre un campo tensorial del tipo (p, ¢), el cual surge de la estructura
diferenciable de M. Para resolver este problema necesitamos una estructura ex-
tra la cual no dependa de la derivada de los vectores en M, la cual llamaremos
conexién. Dicha conexién nos dice como se transportan los tensores a través de
una curva y asi podemos comparar unos con otros.

Para lograr definir esta estructura, primero debemos entender el concepto de

transporte paralelo y derivada covariante.

B.1.1. Conexiones lineales

Cada vector es tangente a la variedad en un punto p y dicho vector genera
una espacio tangente diferente para cada punto. Por lo que necesitamos definir

una estructura la cual nos diga como comparar dos vectores en una variedad.

Definiciéon B.1.1 (Conexion lineal). Sean X, Y espacios vectoriales. Una cone-

zion lineal es un mapeo V que satisface (X, Y) — VxY tal que

1. Vx(aY + Z) = aVxY + VxZ es lineal en el sequndo argumento para

funciones constantes pero
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2. V. [fY] = fVxY + X[f]Y no es lineal en el seqgundo argumento pero si

lo es en el primero.

3. VixY = fVxY

y actia en funciones de la siguiente forma

4. Vxf = XI[f]

Definicion B.1.2 (Derivada covariante). La derivada covariante de un campo

vectorial VY es un campo tensorial (1, 1), pues es un mapeo lineal.

vYy : TuM — T,M
Consideremos una base para T)M {é(4)} entonces
1. Vé(4) es un tensor (1, 1)

2. Veé(4)€(p) es un elemento de T, M asi existen 'y, escalares tal que Ve, €y =

Ce- Xi6m.
I’} ,éc. Donde I'y, son las componentes de la conexion

Notemos que la conexién esta completamente determinada por la eleccion de
to v la base para T, M.

Asi, la componente sobre la direcciéon O de VxY es

(VXY = X% (V) + T5, XY = [6Y* + T5, Y| X° (B.1)
en una base coordenada. i.e. €y = %
Asi 5
[VxY]* = [V + s ybxe (B.2)

Y asi tenemos que
VY) = VS + IEYP = v (B.3)

Definicion B.1.3 (Transporte paralelo). Si VxY = 0 entonces se dice que Y

se transporta paralelamente con respecto a X.

Definicion B.1.4 (Geodésicas). Sea X un campo vectorial tal que VxX = 0

entonces las curvas integrales de X se llaman geodésicas.
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Teorema B.1.1. FExiste una unica geodésica a través de un punto dado p € M

en una direccion dada X,

Demostracion. Elijamos coordenadas locales x%. X las componentes del vector
tangente a la misma curva .

420(5) = X[a(r)], 2%(i) = ¢

La curva es geodésicasiy solosi0 = [VxX]% = X%, X? = [X, +T¢ X]Xb =
X, X0 + I'¢ X°Xb

d ] . d2

Pero f,, X® = X[f] = L oasi X X0 = LX0 = —T¢ XXt 6 L 00(r) =
—I'g (z¢ (T))%%. Esta es una ecuacion diferencial ordinaria para z%(7) sujeta
i dzt
P’ dr
ecuaciones diferenciales ordinarias tenemos que la solucién existe localmente y

a los datos iniciales 2(0) = x = x;) y por el teorema fundamental de

es unica. Asi la ecuacion de la geodésica es, en coordenadas locales,
z¢ + Tpabze (B.4)
O]

Corolario B.1.1. Localmente existe una unica geodésica que une dos puntos

Vecinos.

Notemos que el corolario anterior falla globalmente.

B.2. Torsién y curvatura

Recordemos que V no es un tensor pero hay dos objetos centrales relacionados

con él.

Definiciéon B.2.1 (Torsion). La torsion es un campo tensorial (0, 2) T definido
por
T(X,Y) = VxV — VyX — [X, Y] (B.5)

Notemos que T(XY) = —T(X,Y) por lo que se muestra linealidad en el primer
argumento. Asi, T(X + Z,Y) =T(X,Y) + T(Z,Y)

Definicion B.2.2 (Curvatura de Riemann). La curvatura de Riemman es un

campo tensorial (1, 3) donde
R(X, Y)Z = VxVyZ — VyVxZ + V[)Qy]Z (B6)
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en cada punto.

Definicion B.2.3 (Base coordenada). Sea {€(4} una base para T, M si [é(q), €p)] =

0 Va, b de todos los puntos p € M entonces {é,} = {aga} es una base coorde-

nada.

En una base coordenada R(X, Y)Z se reduce a VxVyZ — VyVxZ.

Ahora, consideremos R(, )X = VVX. Sean Y, Z campos vectoriales con
componentes Y, Z° {aga} entonces R(Y, Z)X = VyVzX —VzVyz [V X} =
(X%, + T X 20 = X% Z¢

[VIy[VzX]* = [X%. Z% Y] = X% Z°Y" + Z¢, X% Y" Ahora, [Vy X]* =
X% Ye
[VZzVyX]* = [X%.Y ) 20 = X% YOZP 4+ Yo X 2°

X% [ZYP = YOI 4+ Z YO X% =Y 20X %0 = ZY VX% — X e ] +
X%.{[Y, Z]} entonces tenemos que X% — X%y = RS, X?

Definicion B.2.4 (Vector conector). Sea X un vector tangente a una congruen-

cia. A cualquier campo vectorial tal que [X, Z] = 0 se le llama vector conector.

Teorema B.2.1. Sea X un vector tangente a una congruencia y Z un vector
conector. Suponemos que T = 0. La aceleracion de Z VxVyZ satisface la
ecuacion de derivacion geodésica VxVxZ = —R(X, Z)X

Demostracion. [X, Z] = 0 = T(X, Z) entonces VxZ = VzX, asi tene-
mos que VxVxZ = VxVzX = V;zV.X + R(Z, X) ie. R(Z, X)X =
—R(X, Z)X. La forma de la componente es ez —R¢  XPXcZz4 O

dr?

Definiciéon B.2.5 (Tensor de curvatura de Ricci). Al tensor de curvatura obte-
nido por la traza del tensor de Riemman Ric = Tr[Riemman] se le llama tensor

de curvatura de Ricci. El cual en componentes se ve como Ryg = R}, ;.

Teorema B.2.2. (Teorema fundamental de la geometria Riemanniana) Si una
variedad estd equipada con una conexion y una métrica tal que la torsion asociada
se anula y la compatibilidad métrica existe i.e. Vg = 0, entonces V es unica y
estd dada por

1
gc = §gad[gdb,c + 9deb — gbc,d] (B7)

en una base coordenada. A 'y, se les conoce como simbolos de Christoffel.
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Una variedad con una conexion tal que T(V) = 0 tiene una curvatura que
satisface Rfl;, = 0y las identidades de Bianchi R}[cd;c] = 0

Definiciéon B.2.6 (Escalar de Ricci). El escalar de Ricci se define como
R = ¢®R,, = Tr(Ric) (B.8)

el cual es la traza del tensor de Ricci.

Definicion B.2.7 (Tensor de Einstein). El tensor de Einstein se define como

1
gab = Rab - iRgab (BQ)

En este caso las identidades de Bianchi contraidas son 0 = G%
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