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Resumen 

En el presente trabajo s• describe, usando un modelo m&tem~tico el 
f•nomeno cooperativo que se ori9tna an una malla bidimensional de 
enzimas monosustrato. Se considero q~1e cad& una d.a las moléculas da 
enz1•• s~1fre el efecto del promedio de todas las inte.-acciones 
1nt•rmoleculares que ocurren en el sistema (aproximación de 
Bra99-Williams> v que estas sólo afectan a uno de los pasos elementales 
c:M:l ciclo catal1tico (el Paso de isomeri:aci6n entre los dos 
int•r~ed1ar1os estables). 

Pa.-& detQrm1nar las ~ondiciones que deben satisfacer los distintos 
p11r&111etros definidos en el sistema de ecuaciones dife,-enciales 
ordinarias qua describe la dinámica del sistema enzimático fue 
n~cesario reali:ar un estudio da la estabilidad local v estructural de 
las soluc1on•s del sistema da ecuaciones diferanc1a1es, lat> cuiillle¡¡ so 
obtuvieron Por ~edlo d• slmul•cion~s numortcas. El mod4lo sa estudió 
bajo dos distintas condicioness Primero como un sistema cerrado1 baJo 
estas condiciones el modelo presenta transiciones abruptas d• actividad 
catal1tica por arriba de un valor Ulllbral para la const.ant.e de 
interacción F>.-Ollledlo. Pos.tertormente, el modelo se estudió como un 
sistema abiertoJ bajo estas condiciones el modelo Presenta 
c001port~•ientos •XCitables. 

La tesis estJt. est.ructurada de la st<;JUiente manera1 En la 
introducc1on se describen los principales antacad~ntes. ~eOr1~os v 
experimentales que dan orl9en a los. modelos de malla y su importancia 
en la enzi•olo91a modernat en el capitulo uno se descr1be con detalle 
el proceso CS. construcciOn del •Odelo matem•tico1 en et capitulo dos sa 
describen las Principales caracter1sticas del m•todo num•rico Para 
desarrollar las simulacion .. s1 en el cap1t.ulo tres se des<:r-it>ett lo'!!i 
resultados obtenidos de las sirnulacipones num•ricasJ en el capitulo 
cuatro se interpretar1 los resultados m&tem..lticos en termines 
btociu1m1cos. Se t"cluvan dos a~dicest En el primero se describe la 
forma an que son afectadas las constantes CS. velocidad de reacción por 
la presencia de interacciones intermoleculares no esp~c1ficas. En el 
se9undo s• incluye un• breve descrtpcton de l&s Princtpa)~á 
caracteristicas de los an•llsis de estabilidad local v da •~tab1lidad 
estructural para un sistema de ecuaciones difderenciales ordinar""1.as. 



I:ntroduccLón 

En QSt~ parte del trab•Jo describo los principales; antecedentes 
ti&:ór1cos v experimentales "'IU• dan ori9an 11.l ~1so de los modeloli. de mc.lla 
tipo Isin9 ¡:o•r• el estudio de los f'oenomenos cooperativos q~1a se hiiln 
otiser.vad<:ii en diversos siste1nas bioqu!.micos, as1. como los objetivos q~1a 
•• pei-si9uen en el presoente trabaJo. 

Antecadent.-
Se dice que una m....Orana es excitable si, bajo la acc1én de un 

estimulo externo (C1ue puede ser de naturaleza •l•ctrica o por medio de 
sustancias quLmtcas), su permeabilidad cambia de acuerdo a la fuerza 
del es;timulo aPlicado <Y. Ta9amt, 1979>. Una mem~rana excit~ble muestra 
tma 91·lon diversidad de comportamientos dln.a..Rltcos no lineale~ como son 
la aP•riciórl de oscilaciones sos.tenidas v las resopuestas del tipo "todo 
o ne.da" ante estimulo• peq1,.1al"!os. Adema.s, una membran• exc1tabl4' m~1estra 
la capacidad de a111pl1ficar v extend•r a toda su suP•rf1cie estLmulos 
que inici•lmente se encontraban localizados •n regiones espec1.ficas de 
su suparficie <R. Blumenthal, 1975>. 

La respuesta de una membrana excitable se expresa va •~a como 
cambios en el potencial de la membrana o i:omo cambios ein el flujo de 
'-"'ª especie qu1mica ~~1• es transportada a trav•s de le, membr•n•. La.s 
curvas de respuesta contra estimulo muastr•n en muchos c•sos una forma 
s1gmoide, por lo que se ha espaculado C1ue la respuesta tiene un 
car.a..cter cooperativo respecto a la fuerza del e~t1.mulo. Sin embargo, 
•~tsten casos donde Gl mecanismo de excitac16n ea independiente del 
potencial de aembrana aunC1ue las curvas de respuasta siguen mostrando 
una forina s19m0tde. La respuest.a cooperativa q•.1e muestran aste último 
tipo de Membranas no es causada Por un fluJo de tones a trav•s de l• 
l'lembrana sino que es causada por tnteracc1ones i.1-.terinolecule.res "!ntr• 
protei.t'as r>!'ceptora~ o entre complejos rec.aptor-ionóforo o entre 
subunidades de las prote1nas rEtceptor·as; <H. Ki.Jima v s. Kijlma, 1978). 

Se ha trat.edo de explicar al origen de la respuesta cooperativa 
causada por la interacción de los co~ponentes proteicos de la m•~brana 
por dos distintos ac@rcamientos1 

1) Uno de ellos es a través da interacciones cooperativas entre las 
su~unida~es de una prot~tna oli9om•rlca, bas~ndose en el modelo 
alost•rico de Monod, Witman v Chan;teu)(, acopl11das con procesos de 
difusión <R. Blumenthal, 197:5 v v. Tagaml., 1978>. =1 El oti·o es • trav•s de interacciones de lar9o alcance entre un 
nó~ero de protomeros que forman un• m~lla bid1mens1onal tipo Isl.n9 
P. Chan9eux v colaboradore'S, 1967 v H. t<iJim• v S. Kijlma, 19781. 

•;wan 
(J. 

Este ultill'l<:o 11'1<:.<d•lo !>lipone ciue la ast:r•.1ct.ura de tina m"'=mbranr.. 
biol09i.ca 'lle ¡:.uede tdeal izar como ur.a 1na.l la b1d1men~101u:11l de •.1ni.:::l,;,.:::l<J¡¡ 
l1P0Prot•icas. Puesto que di~ersos m•todos d• an~lssis biofisico han 
1nostl".11do C1~1e lilll estructura b•si.:.¡,, da las membr¡o_nas b1.olO•;nc2'S as 1.11-.a. 
b1.:.apa de l1p1dos donde t.anto l<:11i l1p1dos como 11o.s Prote1n,a.-s 
1ntriT1stoCioS mu..i:str1on. en muchos casos, <.•na 11ltl' movilidad en el pl&1i•' 
d~ la. ln<ilk1brana lB. Alc.ert~ y ..:ol•bO .. ador~!i.. t·36:J), R. Bl~1ment.hc.l 
~r9v1n .. ntao ""ll1e 41 •.1:;;eo de '-ln modelo de n1ai.lla Piara describir el 



comPOrtamiento dinAmico ~e las membranas excitables no es apropiado 
PUas implica un c.rreglo 'i'SPacial fiJo pare la= prote1t"'li"S tntr1ns;:ec¡.s de 
m•mbrana CR. Blumenthal, 19751. 

Sin embergo, se han r•portado diversos sistemas btolOgicos qo.1e 
muestran regiones espac1ficas de la membrana donde se pre;entan ~ltas 
concentraciones da protatn;as intr1nsacas CA. s. l<aprelyants, 19901. Son 
an estas regiones de alta concentraciOn de prote1nas donde un modelo de 
malla puede ser útil como una Primera aproKimacion. Adam~s. es posible 
que se Presenten interacciones de largo alcance en un sistema 
bidimensional co11puesto por unidad•s ol igom•ricas discretais 
distribuidas de manara hataro96naa CP. R. Blanquet, 19791. La manera en 
la que se estaiblecen las interaccione~ en esto~ ;tstemas es a tr&v•s de 
la fusion de las capas de 11pidos de fronr,era, es decir, ~l dominio 
lipldico cuyas propiedades f1sicoqu1m1cas son alteradas por la 
presencik da una pr~telna 1ntr1nseca <G. Vandarkooi, 19781. Esto da 
ol" i'ilen a los modal os de Isin<oi decor•dos (P. t.:. Gho11h v [l, Sen9upta. 
19791 donde las interacciones entre las ~1nidad.es que forman a la mal la 
•• d1v1den en int11tr11ccion•s directas e lt°lter•ccion~s indtracta• 
med1ad11s Por un factor que no Pertenece directamente a la malla. 

De leo ant.E:r1or ~e haca avidente qo.1e lo:=: m~~elo'!S de m.,.l la prov<;!en o.in 
medio ütil para otl estudio d• sistemas biolOgicos que muastran un 
coniport••iento cooperativo. De hecho, los modelos de malla son 
amplia•ente usados •n las ciencias ~lsicas y quimicas para modelar 
f'enomenos cooperativos corno son las transicion•s d• fas• IS. G. Brl111h, 
J9671. Pero, a pesar de qve •• conocet". algunos sistemas b1oqu1111icos quE"o 
presentan 11rr~glos de en%imas •n forma de mallas bidirnensionale~ y 
tridimensionales CM. Ve.nhuis y colaboradores, 1961 y H. Kirsten y 
colaboradores, 1983>. T. L. Hlll indica que no sa ha demostrado qu• 
tAles sistE:mas presenten fenomenos cooperativos pu•sto que no se ha 
observado c:iua sufran. por eJe111plo. transiciones de f'asa IT, L. Ht 11. 
198~>. Por otro lado, an los mlcrotúbulos se ha encontrado una clar~ 
transición da fase Cla actividad da GTPasa en el a.-ctr•mo termin•lJ, 
pero no es un s1stema que sa PU•da estudiar por "'•dio de modelos de 
malla <T. L. Hill y V. Chen. 1994). 

Por lo tant.o, T, L. Hill ll•'Sila a la conclus1on da que l¡i, inclusi-!<n 
de interacc1one11 de largo alcance entre 111acromel&culas btol091cas en 
los modelos de malla tiene un car~cter especulativo. bebido a lo 
•nterior, T. L. Hill no realiza un .an;i.lisis, desd<a un punt..:i ~e .,.1-¡t.o. 
bioqu1m1co, a los resultados matem.a..ttcos que se han c:·bt.en1do d.., los 
modelos de y los utiliza, en cOllmbio. como ejernplo"i conceptual6S para al 
desarrollo de m•todos de anAlists en la descriPcaon molecular de 
sast .. as f'1sicoqu1mico11 en estado estacionario CT, L. Hill. 1985J. 
Adem~s. no analiza los comportamientos din~micos no lineales, como son 
las respuestas tranaitortas da alt.a a.ctividilld c11talit..1ca ant• 'llstlm~1los 
mayores a un v-.lor umbral y la¡; respueat.as de act.1,,1dad cat.al.1.t1<:• 
oscilatoria, que pued-en a.parecer "'"estos modelos. En est.e sentido. L. 
V.. l<" • .,.c::marek pres..-.to un mod•lo de meill• bajo la apreo.-1mac1on de 
&ra9-a-Will1.ams (L, K. kd.CZmir.r,..1-;, 1376> ..Jeond.:. ftu,,..:.::;;t.r• l;. ¡,pc;.t .. c1ci·1 dlil: 
sC'IJucic:.nes pe,.-10dtcas. S1n e111bar90, no realiza un estudio s.1st .• rn.a.t1co 
d• 1-:is distinto"i comportanuent.os din..,.m1cos qu-a puo.td• g.nerar s•.1 modelo 
.::onc•ntr~ndo'ii:e, en cambio, •n est.udtal" Eol •coplfomiento de la~ 
solucaones peric!>d1cas con un campo oscaluont.e E,,.t.er,,c.. 
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Objetivo 0. La TQS~S 
El obJetivo del presiente trilbaJo es e:studiar de manef'• sistematica 

los comportamHtntos ciin,.m1cos no lineales que se 'il•neran en una mall• 
bid1mensional cie moléCulas de ~nztma bajo la aproximaciOn de 
Elra99s-Willia1ns to de campo Promeciio>. En P•t·ticular, se 1111studia .::on 
detet.1 le el efecto que causa l• fuerz• <Je tntef'e<:.ctén entre las 
mol~ulas de enzima sobre la din•mica de la reac:.::ión enzim•tica. 
Considero que este tipo de •n&lisis y su interpretación en t•rminos 
bioquimtcos constituye un• alternattv• v~lida par• explicar los 
comportamientos dtn.;,.micos no lineales que se han rec;aistrado en diversos 
sistemas biológicos. 

Se debe aclarar qu~ el Pf'4111ente tr•bajo no es el 1..1ntco :¡uoi! e')(tste en 
la liter·atur-a q1.141 1.ntente describir los pos;ibles efectcos que causan las 
inter-acctones tnt•rmolec:ul•res ...., la din•mt.::a de una rea.::c1ón 
enz:irn~t.1ca • .J, Ricard v colaboradoras han es.tudiado los efectos. que 
causan las intef'accionas entre l•s mol6culas d• •nzima y las distint•s 
est.-uctur•s subcelulares en "'ª teorl• que han denominado como Cindt.ica 
Eatf'Uctural CJ. Ricar-d V G. Noat, 1984). A P•f'tir de este tf'abaJo, (i. 
R. Welch estudia las interacciones Moleculares que ocur-ren en los 
CO•Pl•J~s o a9re9ados MUlt1anzi .. ticos CG. R. Walch y colaboradores, 
1989). Conceptua1 .. nte, el modelo final que obtuvo Welch es una 
e~tension del modelo de Koshland, N•methv y Ftl1119r que des.::ribe el 
coaiporta•iento de enlace de sustratos qua muestran las enzimas 
alostericas CJ. Rica.-d v A. Cot"n1sh-Bowde11, 1987). Se debe aci•rar que 
nin-siuno de estoa modalo!i involucrill l• pr-asencta de mal las de protatnas. 

El presente trabaJo se dist1ngue da los dos anteriores en que se 
suPone que la 1nteracc1~n q""e s•..ifr-e un• lfl0l•c~1l• del sistema depende 
del estilldo d1n~1111co Pt"Orn.i.dto que mue-¡;tf'an las f'estante11: mol•culas del 
s1stema1 en cambio, en el model~ de J. Ric~td se supone que la 
1nterac.::1on entre las lllOl~ulas dot enzima v las 1nol•cula5 de las 
est.-uctur•• subcelular-•• son siempre l•s mismas 1no::lepandlantemente doal 
est .. do din.11.mir:o de las mol~ulas de enzima. Por otr-a parta, se. supone 
que al sistema enzi•~tico se comporta ~omo un sistema espa.::talmente 
snfsn1to, mientras que el modelo de G. R. Welch considera sistemas de 
agrupam1.,,ntos mult.;.i.enzlmii.ticos finitos. 

4 



Caplt.ulo 1 

Const.ruccldn Del Modelo Mat.eJMlt.ico 

A continuación presento la construccl.:.n da un modelo matem~tico que 
d•scrib• la din4mlca d• un• r••cciOn •nzim~tica dond• S• presentan 
interaccionas d• largo ~lcanca entre las mol.-Culas de enzima. El 
obJ•tlvo que s• persigue con al estudio de este modelo ~s dQtermtnnr en 
~ aw.pectos se alteran los coeapor-tamientos din4111icos descritos por la 
enzt•ol091a cl&sica debido • la presencia de las interacciones entre 
las mol~ulas de enzi•a. 

El modelo •at•m•tico se estudiará bajo dos condicion~s din4m1cas 
distintas• 

IJ Prl••ro co•o un sistema cerrado~ intercambios de •ateria con los 
alred•dores. debido • que asta es la situacion qua se presenta en los 
•~perimantos realizados in vtlro. 
2> Poaterior,..nte cotn0 un siste .. abierto a interca•bios de •atería con 
los alra<Mdoras. debido a que asta as la situac1on que impera dentro de 
l• c•lula viva. 

l • l Modelado 0-1 Si•t.•- C.rrado 
Cot110 punto da partida para la construccion del modelo corisidero al 

S19'Jl•nte ... canismo da reacción para la transfor•ac16n de un sustrato S 
al producto P por .. dio de la enz1•a E1 

5 + E •. SE •• EP •. 
E ' p ( 1). -· -· 

En astas ecuaciones s. E v P representan las concantraclon~s da 
sustrato. enzt•a v producto en su forma libre respecttvam1tnte. Mientras 
qUe SE v EP representan las ccmcentraciones d• los COlllPleJos 
sust.rato-enzi•• v enziMa-producto raspectiva1M1ntei ~ •• k_

1 
ka• k.

2 
v 

k 9 son las constantes de velocidad Par• cad~ una de 1-• reacciones 
•1•.-ntales. 9• supone que el sist .. a se puede modelar como una malla 
bidi••ns1onal t:ipc- Istng donde er1 cad• nodos• •ncuantra localizada una 
nK>l~ula de enz1Ma. 

Las interaccio~• entre las MOl•culas de enztaa dan ori99t"' a un. 
•nar9la libre de interacción que pert.urba las _.,..1tudes tanto de las 
ener91as libres de Gibbs da cada una de las especies MOieculares 
involucradas en el •ecanis.o de la reacc1dn c0l90 del la ener9la libre de 
actavacton da cada uno de los pasos elententa:es del mecanis•o da 
reacción. Estas Parturbillciones altaran los valor•• de las ~onstantas da 
v•locidad de cada uno de los pasos •le...ntales v. par lo tanto. la 
velocidad total de la reaccion es perturbada. Los afectos de las 
interacciones entre las •ol•culas da enztaa daban ser incorporados d• 
Manara explicita en las constintes d• velocidad d~ cada uno de los 
pasos •1....,tal•• de la r•acca~. corr1'ili•ndo lii enargla libr• de 
actavacson -<•n el aP6ndica 1 s• describe con detall., como se dab-. 
r•alizar t.al correccs~n>. 



El si9u1•nte paso en la construcc1cn del modalo cons1ste en ~upc:•ner 
las s1guienta5 hipOtes1s de tra.baJo: 

1) SG S:\.IPOn• que el oJfec:to 1nas 11nportc.nt:.e ~ue provocan las 
1nt•racciones 1nt•rmotaculare~ ocurre en la segunda etc.P~ d~l 
mecanismo, el proceso reverso101 .. de isc:omer1:ac1on er.trP- leos compleJ·:>s 
SE Y EP, mientras que el efecto sobre las. r-es.tantes etopas es peq~11ii1i"IO y 
puede ser despreciado. 
2> Se supon• q\.M: las interacciones <entre les molVcula.s de o;,n.;!.i1n<1 pueden 
ser- descritas b~jo la •proxi~acion de campo promedio. 

Pu.soto que el paso de isomartzacion es •l ~n1co que es. afectado p~r la 
presencia d• las tnteraccioneis. Efli! I• pueda considarnr- como un p¡,_'li:o 
autocatal1tico en •1 ~entido de qua las moléculas del compl~Jo E~ 
interact~an unas con otras de for-ma tal que cat~lizan su producc10n a 
partir del complejo se. 

Como se realiza la aproximaciOn de campo pro•edio en el siut~ma, la 
.,...r91a libr• d• activación se Puede tomar como un t•rmino que dep~nde 
de maner-a lineal de l• concentración del coMPleJo EP tS. Strassler v C. 
Kitt-1. l96Sl. De esta for~a. la en.r91a libre de activac:ior-. de cada 
uno de los proc~sos de tsom•rizac16n toma la for-ma: 

~: . ~. 11tEPJ e::.;.>; 

qlEPI (:!bl • 

donde 611:. 611: son las ener9ias libres de •ctiv•ción de los procesos de 

i&oaer-izilc1on da SE a EF' 'l de EF a SE r-esp•ctivam<11nte1 < .. ., .i: sor, la~ 

.-ner91as libr•5 d4 activación de los mis~os pr-ocas:.os en 1• ~ituaclon 
donde no ti.,...n lwaar- interacciones entre l&s •nzimas1 IEPI •• la 
concentración del cot11PleJo enzi111a-prodl..•cto1 11 es tina constflnte 
rela~tonada con la fuerza de interaccion Proiaedio entr-e las. enzimas' el 
t•r1111no -11IEPI corresponde a 1111 ener91• libre d• inter-accion. 

roara calcular las constar1tes d• velocidad pr.ra los proc .. so~ ..Je 
i11om•r1z~c1on se hac:e uso de la t:eorl• d•l •stado de tr-ans1c1ón Cl. H. 
S.'iM!l. 197SI. Esta teor1a permite r-el•c1onar la ener-o;ilfl libr-e de 
act1vac16n de una r•acc:ton elemental con st1 constante de velocid•d 
s•9°" la ror ..... 1aa 

k T ~· ,. • + exp{ - rrr-1 1 ~I, 

donde i. es. l• constante de velocidad o. l• r•;!lcc1ót' oirl0iment.a1, '·• •S 1& 

o:-onst:.ant• de B<:olt::m•nn, h "i!S la constl!'nte de Planc:,:. R e"S; 1• <=•:>n-:-t.fontEr 
1.wuversa. d• los 9•••s ideal•s. y T e.s la tErinper·atura absolut¡, <1•1 
a1ste11a. Sustittw•ndo en la ec•.~act~n C:JJ las o1rxpres1ones P<t .. r. l•u! 
ener91as. libre$ de act.1vaci~n de li:i:1. ¡:.ro-:e~o• d"ill 1Se>ll"'!tr1:::a0:1•.:.r. lZJ ~ot 
o:ibtl<l:no!rn las. si9~1ioentes •'<Pl"•slOr"tes pi;.ra la~ .::onstant:.es de '·"aloc1.:l..,d1 

• 
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·+ le . - nlEPl l 
k • axp[- l 

k T le nlEPl l 
k .. + axP{-

Al raarra9lar los términos axponancialas en 
antarioras, sa obtianan las Si9uiantas expresiones: 

k • 
•., 

o exp(etEPI l 
f1 axp( & tEPI ) .. •• def1nen o. (l 

k T < 
o • -f¡- axP{- l!Tl 

k• T < 
(l • -n a>.p(- !!TI 
& .. n!RT 

y a comoz 

l4al i 

l4b) • 

••• 
(:ia) l 

(!5b 1. 

t6all 

(6bl l 

\6c>. 

Como puade obsarv•rsa an las axprastones anteriores. las constantes da 
valocidad para los procesos da isomarizacton incluyan los afectos 
provocados por l•s interaccionas entra la~ enzimas en un factor 
a><ponancial. 

Por oltimo, la constante de aqUiltbrio para la reacción de 
1sot11ertzaci6n toma la for•aa 

K •• 
&IEPI 

Ola •q o 
-"':..9~.~.~.~¡-- • -¡;,.. .. 171, 

la cual 1nd1c~ que la: in~er8cc1ones entra las enzim•~ no afectan a la 
constante da equilibrio da la reacción da lsomeri:z:~ci6n. 

Para dascrioir la dtn~tca dal 1r1teantsmo de reacción 111 sa haca uso 
da la Ley da Accion da Masas, con la cual sa obtiene al st9u1anta 
saste«1a da acuaciorwis dtferanc1alas ordinarias d• primar ordan1 

dS • k SE - ~ S•E dt _, • 

~ • k_,sE + k 9EP - k,S•E (6bl. 

~ • •·,S•E + ,~.&EF'EP - 11<_, • oe*P15e 19cl, 
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dEP 

"" dP 
;;-¡: 

.:.o.e&EF'SE (1<
3 

+ (1eeEP>EP (8d), 

CSe)J 

donde 5, E, SE, EP y P representan 1.r.s c:oncentr~t.e:1ones del sustrato 
11br•, de la •nzim;11 en s•..1 forrna libr111, de los compleJos &ustrato-en:ima 
y •nz1ma.-prod~1cto y derl producto l 1br-e re5pectivD.menter, t:odas el las 
como funciones deP•ndientes del tiempo t. El sistema de ec:uac1onez 
difer•nc1•les 18) deb• cumplir adam.lo.s con las cond1clones inici•lei.1 

5101 • S
0 

•O, EIOI • E
0 

• O, SEIOJ a EPIOI • PCOI • O l'Si'), 

D~1rante •l transcurso de un exPerimernto c1nvt1co, 11111 •nzima no ~• 
d•9rada de manera apreciable. D• esta manera, se establece la condic:1on 
de balance de masa par• la concentraclon total de enzima E

0
i 

E
0 

• E + SE + EP (10) •. 

La igualdad anterior" indica que solo es necesairlo conocer la 
evolucion teMPor•l de laa concentraciones de las •sP•cies s. P Y 
cu•lesqutar• dos de entre E, SE o EP p•r• tener caracterizada toda la 
dtnamtca d• l• r•acc1ón. Si se to~•n •n consideracion a las especies SE 
~ tP P~r• la caracterizacion d• la din•mica, el sist•m• de ecuaciones 
difare"ciales. ordinarias reducido que se debe resolver es1 

dS 
;;-¡: -k E S + 11~ + k S) SE + .. S•EP 

• o -· • • 

~ • k
1

E
0

S - <l·,_
1 

+ k/• + .,..ttEP)SE + l(?e&EP - k 1 S>E'P 

~ ~ oeé*EPSE - C(?e&EP + k•1EP 

~ • k•Ef-' 

e 1 la). 

Cllb). 

( 1 lc;) • 

1110:11. 

Para simplificar el an•l1z1~ m•temat1co del sistema dQ ecuaciones 
d1ferénciales 111>, es conven1~nte expresarlo en form• adimens1onal 
pues de estilo maner• se puede reducir el nt:.imero de P•r•metros ajustable~ 
que lo definen CC, C. Ltr1 y L. A. Se9el, 1974>. Para hac•r adimensional 
el sistema de ecu•cton•s diferenciales se introducen l•s si9u1ent~s 
variables adt~ensionalesr 

<t:.::aJ 1 

• • .. . 11::-::>t 

e 



-
p 

EP 
-~ o 

p 

~ 

(\2dl 1 

l l:?el. 

Ll•vando a cabo el cambio da variables, el sistema de ecuaciones 
diferenciales ordinarias adimensional tome la forma1 

~ • -s + CK _ 1. + s> s• + s•ep 

d~~ • s - Is + K_1. + K2 a.¡f)c1pJsa + CK_ 2eGN:P - slep 

~ = K2e4'8Pse - (K9 + K_
2
e.pap)ep 

dp 
aT K•ep 

donde 1011 par.lmatros Y._ 1 • t<. 2 , t~.z K• y 1' se han dlliitfintdo co11101 

·-· K • -· ~ 
"• - o 

~ 
K - n -· ~ • • K• ~ .. ••• 
y las condiciones iniciales toman la forma: 

s. 
• ~ • O, seCOI • eplOl 

o 
plOI • O 

<13a). 

l13bl. 

( l:Jd). 

ll4al, 

e l4b11 -

t 14cl 1 

114dl' 

C14el1 

1151. 

Nótese que si la funcion eplTl •s conocida entonces es posible 
conocer la funcion PIT) por inta9raci6n directa de la ecuaclOn ll3dJ. 
Por lo tanto, solo es n.casario conocer la soluc1on del sistema 
reducido for•ado por las acuaciories ll:Ja), 113bl v ll3cl para t.aner 
totalm•nt.• c•r•ct.eriz•d• la dinA.mica del mecan1srno d• r•acc16n (11. 

s.a Mod•l•do 0.1 Sl•t•.a Abl•rto 
En la 'S~Cc:ión ant.•r1or S• c:onst.ruvo •1 mod•lo maeemll.tlc..:> SttPoni•ndo 

que •l s15t.e•• •nz1m.a..t1cc.-baJo •stt1d10 li.fil .. r1c:~•er.t.ra an u"' t:(•mP•rt.1ment.o 
donde' no oc:urr•n 1nt.erc:i1mbio~ de 1not.tff 111 con sus alredado.)r'es. En es.t• 
situac:1'!:tn. las l•ves de l• t.•rmo1:hn~m1ca indtc:an ct~lEI '""" "•:: u•11c:1adc. 
l<t r•ac:c:1on, •St.• llWiotrA. ill e<=1u1lit:>r10 t•rmod1r1.aomtc:o Pll'!V no •><1StG 
man•r'a de ror.zar al ztst;.•ma a p.iir1nanecer 1ol.tJad.,;o .jel •n1~mo. La Unic:¡, 
~orma posible de mantener a un Sl&tema •l•J•do d~l equtltt:>r10 
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ter1nod1ti~m1co e!i. mantoen1endo constante la P•rturb~c1ón qua inicialmente 
lo alejÓ' de dicha sitl..1aci6n <G. Nicolls e I. Prl·';iog1n111. 1977). 

En e1 caso ant111rior, la P•rtvrbacion consist.i6 en modificar la• 
concentracionea de equilibrio tanto del reactivo como del prodt.lct.o de 
la reaccion. Asi entonces. la forma de hacer que el sistema siempre s• 
encuentre Uf"la l..1na slt.uaciÓ'f'l al ajada del aquí 1 ibr10 es manteniendo las 
concent.ractones de reactivo v de producto dtstititas a las que toman en 
el equ1l1br10. Esto s~lo as posible si el E1stema es capaz de 
intercambl~r materia con los alrededores. 

Para al 1110d•l•clo del sistema abierto, el mecanismo de reacc1on para 
la. transform11c:1on ae un sustrato S en el producto P por medio de la. 
en:;:1ma E se rnod1 f1ca de la s19u1ente formai 

S(a + E SE + 116>. -· 
donde 9 0 es la c:oncantracion constante de sustrato en el medio d• 

reaccionJ E, SE. EP v P representan las concant.rac:tones de la enz1•• en 
su forma libr.•, del cot9Pl•jo sustrato-enzima, del complejo 
anzi•a-producto v del producto en su forma libr• respec:tivam•nte1 k 1 • 

k.,. k •• k_ 1 , k• y k• s~n las constantes d• velocidad de las reacciones 
elementales. Debido a qu• •• •st• al'ladiendo continuamente sustrato •1 
m•d10 de reac:cion, •s v•l tdo s~.,poner que 1• conc:entrac:ion de sustrato 
•n •l ·se Mantiene constante independient.-ente d• la dur•c:ion del 
e>(per imento. 

La din4mlca de este nuevo ~ec:anismo d• reaccion e$t~ desc:rita por el 
si~uiente sist•m• d• ecuaciones diferenc1ales1 

~ ,. k_
1

SE t- k 8EP - k
1 

S(a •E 

k 1S(a•E + (Je&EPEP - 11<_ 1 
dSE 
-¡¡;: 

~ ~ ~•8EPSE - Ck 1 t- O•&ePIEP 

dF'•l<Ef'-l<P at • • 

( l 7a). 

t- c<e8Ef'l6E e 17b>. 

<t7c>, 

(17d)' 

donde E. SE, EP v P son las conc:•ntrac1ones de la oanzima en su forma 
libre. del complejo sustrato-enzima, d•l complejo enzima-producto Y del 
Producto en ~u tor•• libre respectivamente como func:1on del tiempo t v 
S

0 
es la conc:•ntraci6n r.i:i•""l't"'nt:e -::f~ '!"U:ttrnto en al rn•d10 d• r4l•cc10nJ 

ad•mllt.s, el sist••• de ecuaciones d1f-erenciales 117> debe C:l..l111Plir ceon 
tas cond1c1ones ini~iales1 

F.CO> • E • O. SEIOI • EPIOI • Pfnl • O o 
1181. 

A co1""1tlnuac16r\ z• suPon¡;. que loY i1""1ter·camb1oa d& mat•r 1a s.:> lo !:e dan 
:o 



entre el sustrato y el producto d-= 1& reaccsi:=n 1n1entr"as que las 
rast11ntas esF-eCies molecula,.es no fl1.1yen hacia los alrededor">!ts. De esta 
maner"a, se establece la cond1ci0t1 dq balance de masa Par"a 1& 
concentr•cion tot.•l de en:imil d4it 19ual form& a como .:>curr.i; en t<l caso 
anterior. Por lo tanto. et sistema de ecuaciones diferenc1&lE1s que en 
realidad s• debe r"esolve,- es el siguientes 

~ = k,EºSº - <k_, + k,So + ~e~p>SE + <ne&EP - klSO>EP 

~"' caeeEPSE - Cf)e&EP + k•IEP 

~ • k•EP - k•P 

sujeto a las condiciones in1ciales1 

SE<O> • EP<OI • P<OI • O 

<t9al. 

(19bl. 

<19cl. 

<20). 

Tal cOMo se hi:;:o en el caso anterior, para facilitar al e'!ltudio del 
sist.•m• <19, es conveniente expr•s•r"lo en forma adtmensional. Para esto 
se r•aliza. un cambio de variables en et ststema usando las mismas 
variables •di•ansionalas que s• definieron an al caso del siste~• 
cerrado <v6ase la ecuacion no. 121. Despu•s de realizar el cambio de 
variables, se obtiene el sistema adimans1onal1 

<:!la1 , 

deF • ¡..: a4'11Pse -ar • (:!lbl. 

~ • K•ep - K•p <2lcl 1 

donde K_ 1 Ka' K_a• K• y ~ ttan•n el mismo significado que en el caso 

anterior (vease la ecuacton no. 14l mi~ntras que los parámetros s 0 y K• 

se h•n definido comos 

•• 
s. 

• ir; (22flt.)I 

k . -..+-
• o 

(22bl1 

Y• por último. las condic1ones 1n1ci•le~ toman ta forma 1 

Como pu•d• obs•rvars• .. n wl ais.ter11a do ~c•.1ac1on-.!'5 dtfer~1"1o:i•l.aii. 
<21>, l" ecuac1ó11 C21c> est"- desacoplada d• laa!i. •:los r•st1ontas, i:>or lo 
que se puede resolver de manera 1n111ediata 1.1na v~= que searo conoc1di1S. 
las funciones seer> v <1:plrl, lo cual haco& ~ue .;il problema rnatem.a.tico s~ 
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1 

l 
1 

reduzca a 1& bUsqueda da las soluciones da las ecuaciones diferenciales 
C2ta, y <21bl. Las soluctones que son de ~articular inter•s ·para el 

p1•esent-e traba.Jo son las soluc:ionoa:s exc:i tables ten t•rmtnoz 
biO"'IU.&.P11cos, estas soluciones constit~1ven comportamientos dinJunlc:os 
donde el :¡¡fstema es c:ar:>•z d• ampl 1 f'lc:Ar- un pequel'lo est.Lmulo •><terno 
mostrando durante un cierto instante de tiempo una alta actividad 
catal1t1ca) y les soluciones periódicas len t~rminos btoqulmicos. estas 
soluciones constituyen comportamientos din~micos donde las 
concentraciones da los c:omplajos enzima-sustrato y anzime-producto y 
del producto da la reacción oscilan en el t.tampo dtt r11anera autónoma!. 

12 



Caplt.ulo 2 

.W:todo O. Solucidn 

En est• capitulo describo los m•todos matem~ticos que deben ser 
•llPl•ados en el an•lisis del modelo mat•m•tico construido @n el 
capitulo anterior. 

2. t Cur••• De Vel.ocidad Inicial 
L• da~lca da una reacción catalizada por una enzi•• monosustrato 

que •• ajusta a un ..canlsao de reaccton que involucra la presencia do 
dos tnterm9dlarios e:&tables atraviesa por tras distir1tas oeta1=>as CL. A. 
$e991. 1989). Dichas atapas 1=>rasentan las sl9utentes caracteristicass 

11 En la pri111ara atapa se observa que la concentracion de sustrato casi 
no se alt•ra aientras que las concentraciones de los dos intaraediarios 
aurnentiilln hasta alcanz;i,r un valor m:..Ximo. Estiill etapa es muy corta y sólo 
P'Uede ser re9istrada usando t~ntcas especiales de mediclon. 
21 En la S99Unda etapa se observa qua las concentraciones de los 
1ntar .. diarios •• ~antienen casi constantes •iantras ~ las 
concentraciones del sustrato y del producto cambian de •anera 
apraciabl•. 
~I En la Oltiaa etapa se observa que las concentraciones da los 
intermediarios decaen rAPidamente y, JIM"lt~ con la concentración de 
sustrato, alcanzan su valor minimo •ientras qua las concentraciones de 
producto y de enzima libre alcanzan su valor 1111.ximo. 

En los •~pert..ntos realizados '" vttro sólo se ra9istra el 
c~rta•i•nto din.U.ico del siste•• anzi••ttco durant• la se91,Wlda etapa 
J'UeS con tal informacion se pueden determinar las caractaristtcas M~S 
llflPOrtantes de la enzima cont0 catalizador bioló9ico. 

Debido a lo ant•rior. para la dascripe16o 
reacción ienziaA.t.ic• •• razonable suponer que 
coi.piejos SE y EP no cambian en al tle•POo 
t•r•inos •ate.,.t.acos de la si91,,.fiant• forMat 

de la dinAm1ca ~ una 
las concant.raciones da los 
lo cual se e~prasa en 

~., s
0 

- Cs0 + K_& + K••<leP>se + CK_•a'lf.>e? - s0 Jep • o 

~. "•e"6ePse - CK .... ~_.e!l'eP)ep • o 

< lal, 

(lb). 

Puesto qu• en la pri .. ra etapa de la reacción la conc.•ntracion da 
sustrato casi no caMbi•. se sust.ituve. en lugar da la concentracton 
sfTI, la concentración lntclal de ~'~trato s 0 i asta aproxtmacton se 

conoce corRo suposicton da pseudo estado estactonar10. Como ?Yeda 
obs.arv•rs• en •l sistama de ecuaciones no lineales (11, las 
conc:antractones .n el pseudo •stado ast.acionar10 de los COfflPl•~os SE ~ 
EP (se0 y ep0 raSPectiva111antal son función de la con-:::ent.-ac:ién 1n1cial 

de sustrato. 

Ahora sólo r-esta calcular la concent;.rac1on del 5•.fstr¡rot;.o slT'I para 
deter•inar le. din.t•ica c01111=>lata de lil raacclónt la. fun.::1or. s ITI es lill 
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í 

~ • -s + O<_,+ slse • s•ep <2J, 

l• cu•l pfMtde ser inte9r•d• de ••nara direct• puesto que l•s funciones 
se(T) Y eP<T> ya son conocidas <corresponden a las concentraciones de 
pseudo astado estacionarlo). 

L• caract..r1stica cin6tica _.s ifftPOrtant• que se registra durant.u la 
etapa 0.- ps.-udo astado estacionario de la reacción es la velocidad 
inicial. Esta velocidad es la velocidad instant•nea que se re9istra ,..... 
el mo•anto en que las concentraciones de los inter••diarios alcan:an su 
valor maximo CPreclsaniente las concentraciones de pseudo estado 
estacionario). L• velocidad inicial pu.da s•r calculada por medio de 
las si-auilllH"ltAS ecuacion••1 

"o - ~ • - l-s • o< + s J se • s - 1 • ~ • K •P 
OT" O -.. O O o• O OT • O 

(3). 

CQ-.o se puad• ot>s•rvar en l•~ ~•clan.• anteriores, la ..,.1ocidad 
inicial de la r•acci6n •• funcion cM la concentraciOn inicial de 
sustrato. As1. ~ 9r•fica d9 la veloc:idad inicial cM: la reacción 
contra la concentración inicial d9 sustrato conti•,.._ la gran •avor1a de 
la infor..,,ción cin•tica interesant;e de la reacclón •nzi•6tica. 

Para calcular la velocidad inicial da l• reaccion •S necesario 
conocer las conc41ntraciones en •l pscaudo estado estacionario de los 
complejos SE y'EP. Tales conc•ntracion.• son las solucionas d•l sistema 
~ecuaciones no lineal•• <J). 9in ..tJar•;JCh no as factible encontrar 
....,. solución exacta para este sistema <debido a la presencia d~ los 
t•rminos expe¡nenciales) salvo en al caso donde no s• presentan 
interacciones entra las enzl~•s Cal caso con ~ • 0). 

Las expresiones Para las conc.entrac1ones sa
0 

y ep
0 

en este último 
caso son las siguientas1 

+Ki +K R a - t -a 
t4a) • 

t'4bl. 

con la9 cual•• la ecuaciót'1 para la velocidad in1cial toMa la for•a 
cl•s1ca d• Mich••lt•-M•nt•n• 

V • 
'"'o 1so 1 ª s"'<>: k 

o • 
151. 

•• 



KU<+Kl+KK 
• - • • - l -· 

K + k + R . -· . l6•11 

(6b). 

Oba...-v•5e en la acuaci6n l51 qUe confor1111e la concentración in1c1al de 
sustrato s• hace MUY 9rande: ls0 » K.,.•• la velocidad 1ntctal se acerca 
as1ntoticamenta a \..w"I valor ll•lte tVM0.>. Este comPQrtamiento de la 
velocidad inicial se observa experi..,.ntal••nte para reacciones 
enz.i••ticas donde la concentraci6n d• en=ima es .uy baja y, por 1~ 

tanto. s• espera q\.MI' no s• pres•nt.en 1nt:.raccion•s entre las mol~ulas 
c:M enzi•a oc. Hayaahi y N. Sak.-oto, 19961. 

Oebi.do al resultado ant•rlor, se e~pera que cuando se tengan 
int•raccione's entre las molo6culas de en~ima l~ - 01 aparezca uno de 
tres pasibe:s cocaportamientoat 

1> Que la 9C.U•ción para la V•loc:idad inicial si9a lltOstrando la forma de 
M1chaelis-"9n~n, P•ro qua las constantes K.,. y v.,.

0
• se vean alteradas. 

21 Que la v•locidad inicial 111Uestre una for•• si~lde respecto de la 
concentración tnlclal de sustrato~ 
31 Qu. la velocidad 1n1clal muestre un calllbto abrupto al alcanzarse un 
valor critico para la concentración tnlctal de sustrato. 

COfllo .n •ste caso no se pu.O., obtemir una expres1on exacta para la 
velocidad inicial, ... ~ recurrir a los .. t.odos ~ricos para 
obtener una soluc:16n aproxt•ada para las curvas de velocidad 1n1c1al 
C~ el api*ndlce 2 se muestra el m•todo num•r1co Qtf!Pleado en este 
trabaJol. 

e:. 2 Curvas O. Mor .. 
Pera datar•1nar la pos1bl• •x1stianc1a de comportamientos exc1tables 

en el .ade:1o •• necesario resolver el sist .. a de ~uac1ones 
diferenc1ale51 

~ • s 0 - Cs.0 + K_ 1 + Ka•4'8P>se t IK_ .... ~P - s 0 >ep C7a) • 

~ • Ka•~'Se - U<_.•'lfie:P + Ka>•P C7bl. 

Sin .-bargo, no •• p0slble obtener una soluci6" exacta para este 
stst .. a debido • la prc~encta de los t•rminos exponenc:::iales, por lo qu• 
•• hit.ca necesario consi~rar una •stret991a ~ involucr~ •I uso da 
,..todos num4Jricos para obt.ner, por lo aenos. soluciones aproxi•adas. 

Para el diseno da un _.todo num•rico ~fic~z se debe tomar •n cuanta 
~ .,.. el sist.e•• del ecuaciones diferencial•• 17) •• encuantrar1 
doaftnados s•is par....,.tros aJustables 1s0 , K_ 6, Ka' KMz• K9 Y ~l. Sólo 
al-aunes pocos conJuntos de valore• p.:u·a estos par.lni•tro• corre11p0nder1 a 
las condiciones necesarias que originan comporta•i•ntos exc1tables. 

"' 



As1. un• búsquad• da soluciones d• menara aleatoria 9•nerar1a. con toda 
!IQ>9Urtdad, un gran nUJnero de soluciones par• el s1st.emilá que no 
corraspond9r~an a COIRPQrtemlentos e~citabl•s. 

Debido a lo enterlor, 1• estrategia para la búsqueda da solucionas 
debe consistir en calcular printoaro los estados estacionarlos (y sus 
caractar1sticas de estabilidad loca11 dal slst..a de ecuaciones 
diferenciales para un clart.o conjunto da valoras para los par~ .. tros y, 
pastaraor~enta, realizar un an•lisls de la estabilidad estructural da 
los astados estacionarios para limitar las zonas del espacio de 
par .... tros que puedan dar origen a con1Port .. ientos e~citables Cen el 
apokldica 2 se describa •n qua consista el an•ltsis de estabilidad local 
v estructural). Una vez qua se ha enc:uantrado avld•nc:ia da la Presencia 
de Ul'l comporta~ientO excitable .mtonces se procede a realizar el 
c•lculo nlMM>rico da las soluciones no astactonar1as. 

Por-o r-epr-esentar- de maner-a grá.rlca los r'lsultados obtenidos se har-~ 

uso da gr•ficas donde se relacionan, de manar·• si•ultá.nea, las dos 
co~ponentas del astado estacionario con al par• .. tro libref lo anterior 
•s pasible debido a que cada cornPQnante del estado estacionario es 
runc&ón da los distintos par•,..tros. Para esto sa toma la nor•a 
euclidiana de los astados estacionarlos• 

{8). 

El an.\lisis de •stabilidad estructural <aener• un conjunte:» da pareJaS 
(par6 ... tro libr•, nor•al con el cual es PO~ible 9en•rar un• curva de 
nor .. contra P•r• .. tro libre. La curva de norma contiene toda lk 
infor••cion sobre la for•• ca.o d~ los estados estacionarios y su 
ast•bilidad local del par,...tro libre <E. Doedel, l'jS.41. 

Cuando •l si~t••• de ecuaciones d1ferenc1"les Presenta multlples 
•stados estacionarios para un ciert.o conjunto da valores para el 
par• .. tro libre ent<:»nc:es la curva da nor•• debe 1J10strar una forma de 
"9''• Una caractar1 stica ~tr lea iMPortante de las curvas de norma 
bajo estas condiciones 5on aquellos puntos donde la curv• cambia de 
dirección o puntos llmite1 estos puntos se c~racter1zan porque en ellos 
la derivada de la curva de norraa respecto del par~•etro libre se h~ce 
vertical. Es muv imPortante caracterizar estos puntos pues su relación 
con los puntos de bifurcación de HoPf Cver defintc16n en el a~ndice 2> 
indican la presencia de comporta•ientos excitables. 
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Cap!t.ulo 3 

Si.u.J.•ciones N~ricas 

Una vez construido •1 mo~elo matem~t1co qu4 d•scrsbe la dsn~mica de 
una r••cc1on enzi••tsca donde se incluyen interacciones d• largo 
alcance ttntre las .ol6c:ulas da enzima y determinada la estrategia para 
la b~squada de co111POrtamientos MateN•ticos de inter•s bioqu1m1co, se 
proc:ediO • realizar las •iMUlaciones n...-•ricas. En esta capitulo ·~ 
describan los resultados _.. iW1Portantes qua se obtuvieron de tales 
ss...ulaclones. 

3.1 Sisla.a Cerrado 
Los valores para los par•metros relacionados con las con~tantes de 

velocidad sa eli9ieron de for•a tal ~ en las si•ulaciones num•rica$ 
se obtuvieran fen~s COOPerativos. I>aspu6s da haber re<11lizado varias 
si•ulacione• de prueba, los par•metros se ajustaron a los valore~i 

( 1). 

Para det.r•lnar el intervalo de V•riactón para la conc:entr•ciOn 
inicial de s.ustrato s

0 
se tomo co.o referencia la din•mlca donde: no se 

presentan interacciones (es decir, el caso donde al par ... tro • to•a el 
valor de o.oo unida<MisJ. En este caso, la din••ica de la reacci6n ~st• 
caracterizada por las constantes K y V (constantes d& ... ... ... 
Michaells~Ment.nl. Un intervalo de varlacion aprapiado para s

0 
co.prende 1.11'\ai longitud de aproxl•adamente IOK.., unidades (X. H. Sa9el, 

197SJ. As1. con los valores que se eligieron para los par.._tros, y las 
•~~resio,...s definidas •n en el capitulo anterior, las constantes de 
M1chaelis-Menten tOMan los valores: 

0096725 Y VrflaM • 0.05524 (2) 

so. (0.00.10.00) 

SOlo resta d•ter•inar •l conjunto de valores que pUede t0111ar el 
parAIMltro • o constant.a de interacción pra.nedio. Debido a que ,;a est• 
considerando que las interacciones entre las mol~ulas de en:irna 
favorec:..-. la velocidad de la reacción de cada ...,. de las •o16c:ulas da 
anzi•a que componen al sist•ma enton~e$ ~1 p~r~!Mltro • solo puede tomar 
valores Mayores a cero. 

En la• fl9Ur•• 1A y 18 se muestran las curvas de velocidad 1n1cial 
contra concentracton inicial da .. ustrato ~e se obtuvieron de las 
sitMJlacionas nu~•rtcas. Como pued• observarse en las fi~uras, las 
din•intcas con valores de.¡, co111Prendidos er1tre 10.00 Y 41J.OO ur11d1tdes 
muestran un CO!flPOrtamiento similar al de la dtn•mica d• referenc1• 
Ccurva AJ. Al analizar los r•sultados num*T"icos, -.e .... nc~1antr~ ~u'!'! \¡os 
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constantes da 1'1ich•el is.-Mentqn aumentan !!.US valores r•i;pecto de los que 
se encontraron en la dil".aim1c:a de referanc1a1 los valoras calc~ilado$ por 
el mot.odo 9r•f1co de L1nawaaver-Bur~ para l•s const.antes da 
Mtc:hael1s-Manten se muestran en la tabla no. Is 

TABLA No. 1 

~ K . V ... 
o.oo 0.98733 o.oss24 

10. 00 •• 08091 0.06013 

20.00 1.21714 0.0665~ 

30.00 l.42968 0.07:57S 

40.00 1.84929 0.0909S 

En callbto. para las din6micas con valores para • mavores o iguales a 
:50.00 unidades se observa la aparic1on de int.ervalos CS. conc:antrac16n 
inicial da sustrato ck.nde existen tres valores distintos para 1• 
velocidad inicial asociados a un valor i:mtco CS. s

0
• Ad~s. las 

sinM.llacion9s iauestran que para valores 9ran~s de i;
0 

todas las curvas 

se acercan, de manera a$1ntottca, a un valor 11m1t• l~st• valor limite 
se hace constante conforme~ •U111enta1. Esta últ1n10 cos.porta•i•nto es 
imPOrtant• parque 1ndtca una saturación en la respuesta da la enzima a 
altas conc:.ntrac1ones de sustrato. tal cOMO era de esperarse. 

Nótese que el inic:io da I• zona da multiplicidad para la din~mtca 
con el valor da :50. 00 urlldades Para r1' sa encuent.-a cas1 al final del 
intervalo de variación para s

0
• Debido a asto, se tnvest1gO la posible 

axtst.•1"tCta de zonas da multiplicidad para las din•mtcas con v•loras 
para • manoras a 50.00 unidades paro para valores para •u en •l 

sivutante lntarvalo1 

s
0 

• [to~oo,100.001 (41, 

Lo• resultados obtenidos se .uastran en las. figuras :ZA v 28. Como P~1eda 

obs•rvarsa an astas fi9Uras sólo la curva F Cla din••lca con al valor 
de 50.00 unidad•• para •' 11KA•stra una :ona d* fl!Ultiplicid•d m1entrai; 
que las curvas rastant*S mu•str•n un comporta•ianto casi constante qua 
corr•spond• a la ra916n de saturac:16n de l~ curva de velocidad inicial. 
De ast.os resultados sa pt.1ede concluir· que, de e"'ist1r zonas de 
rnulttpltc1dad para las dtn.1o11111cas con valor•s. para <t> 11:;11r1<:•1·..r.s o i.;,ual•s"' 
-40, 00 unidades, estas sa deben Presentar para valoras de s 0 inavorvs 1< 

100.00 unidades. 

La apar1c16n d~ intervalos da concentrac:aon 1n1•:1al d• 
donde sa presentan t.r•s dtst.antas velocidades tntctaloiis 
r••c:c1ón enzilfl~ttc:a es un resultado extraf'io desde un punt-o 
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bioqu1mico. por lo que es necesario dar una e~Plicaci~n alternativa a 
<QSt<e resultado mat.em~tico. El an.llisis detalladc• doe la ºdin.;i.mica 
co111plata de 111 reacción debe proveer los. datos necesarios que permtt.;;in 
realizar una corrección a las curvas de velocidad inicial. 

En este mo111ento es conveniante recordar que las curvas de velocidad 
inicial fueron calculadas supenlendo qua la hlPót~sls da pseudo estado 
estacionario tamDl•n es v .. lada cuando hay int.racc1ones 
lnt.ermolaculal"es Pl"esentes en el sistema. Las concer.t.rac1ones m.l>Cimas 
de los int•rmedial"ios ilos cOll'IPleJos SE v EPl son calculadas suponiendo 
que la concentl"ación inicial et. sustrato no ha ca~b1ado durante el 
intervalo de tie!llPo ~ transcul"re desde el inicio de la reacción hasta 
que los complejos alcanzan sus concentraciones •~xtmas. Sin embargo. en 
~•n sii;;t .. a real, la concentraciOn de sustrato que se re••uatra en ~1 
sistem;;, en el momento en que los complejos han al~anzado sus 
concentraciones m~~i•as siempre es ...,or que la concentración inicial 
de sustratot este hecho puede constituirse en una fuente de error en el 
c.llculo de las curvas de velocidad inicial. 

Para deter~1n•r el comportamiento real del modelo en las zonas donde 
se present...n •~ltiPles velocidades iniciales se real azo un estudio de 
la din~ica con el valor para - de 60.00 unidades por lfted10 de 
si.ulaciones l"M.A96ricas del sisteiaa de ecuaciones dlfer•ncieles usando 
el _.,todo de 'Run904t-Kut~a semi-i9Pl~cito de tercer orden IM. L. 
Michelson. 1976). Tal coao puede observarse en la figura 28 lcurva GJ, 
en este caso la zona de multiplicidad aparece entre los valores de 3.50 
v 6.0o unidades para la concentración inicial da sustrato. 

En •l estudj.o de la din•mica de la reacci~ se considera.ron valortts 
para la concentracion inicial de sustrato que se ancuentran cerca de la 
zona donda aparece 1• multiplicidad de velocidades iniciales, 
estudiando con detalle lo qtlt ocurre en las conc•ntraciones inicii'll~s 
de sustrato donde d•sapar•ce la multiplicidad. En las figuras 3A. 38, 
3C y 3~ se muestran los ca•bios temporales que sufren la~ 
concentraciones de las distintas especies que intervi•nen en la 
reaccton cuando la conc•ntracion inicial de sustrato toma los valores 
de 3.~o. 1.00, a.oo y 10.00 urudades respectivamente. 

T•l co110 se menciono en el capitulo anterior, la veloc1d11d in1c1al 
de una reacción enzim•ttca corr•sPQf'lde & la velocidad instant~nea de l• 
reacc1on cuando la concentración de los 1ntermediar1os estables 
alcanzan su valor ••~i..a. L•s simulaciones num•rtcas muestran que la 
coricontración de sustrato que •"iste en el ••dio de reacción cuando los 
complejos alcanzan su concentración n.l>Cima es alrededor de un 20~ menor" 
que la concentración inicial de austrato1 de esta .. nera, los valores 
de las concentl"aciones _.xi•••• Para lo& complejos Cen .. pecial la del 
~o.-PieJo EP) •• •ncuwn~r•n ~or dGbaJo dg lo~ cAlculAdo~ baJo la 
hlPOt.asis de P••~1do estado estacionario .. En la tabla no. 2 se muestr1on. 
a manera de eJ.-plo, algunos valores da las ~oncentrac1ones mlxim•• de 
los coMPl•JOS (el suPer1ndice ''pe.e•• indica que ~-e trata d<11t la 
concentracion calculada usa11do la hip6ta~is de pseudo estado 
estacionar 10) s 



TABLA No. 2 

so SEº EP
0 

SEP•• 
o 

EpP•• 
o 

3.50 o. 714664 0.011166 0.75846'5 0.013241 

s.oo 0.787-444 O.Ol-4629 0.808184 0.017338 

6.00 0.818118 0.017172 o.725290 o. Ct77319 

7.00 0.040905 0.021277 o. 743671 0.001130 

7.50 0.050306 0.078620 0,751547 0.08Z639 

a.oo o.a5'362e o. 081924 0.758681 o.oa395$ 

lo. 00 o.884104 0.086646 0.781459 0.08792'3' 

Pu-asto ~ la V•locidad inici•l deo le r••ccic!ln •• proporcion•l • la 
Cot'lcentrac16n _..M.i .. del c~lejo EP (1• constante d• proporcionalid•d 
•• •l par4-etro K•) etitOhc:•s la v•locidad in1ci•l real ..._.. •Uttstra •l 

fllOC:le.lo debll •99Uir la ais•a t91ld4tncia qu., MWCstr• l• concentr•ClOn 
~•x1•• de EP. En l• t•bla no. 3 •• ll!IUeStrBrt, • ••n•r• d• eje-.plo. 
al9'M'l0s valor•• de la V•locidad lnicial1 

TABLA No. 3 

•o u uP•• 
o o 

3.50 o. 0725~1 0,086oJ6<;f' 

s.oo o. 095088 0.112696 

6.00 0.111621 0.502574 

7.00 0.138301 o.!i27342 

7.So o.!i1232S o.537154 

a.oo o.532504 o.545720 

10.00 o.56319'9 o.5715"1 

Como •• puad• observar en las taola• ant•riores, la con<:•ntración 
Mj.xi•~ del CofftPlaJo EP (y, por lo tanto, talllb1•n la ve10~1d•d inicial 
de l• reacción) sufr• un ca~oio abruPto cu•ndo la concat'ltrac16n inicial 
cMI sustrato c•mbia dflo 7.00 • 7.50 ...n1dad.s. Talllb14on l•s concentraciones 
calculados baJO la h1pOtes1s de pseudo esta.do ast.a.ci(lnar 10 1nues.tran Un• 
transición •brupta pero • una concet"ltrac1<1in inicial de $UStrato ~•nori 
.n e-&t.e caso 1• t.rans1c16n se .:>b.,t1rY111 4nt.r• 5,50 v 6.00 u1ud11d•" P•r• 
50 , En I• fi9ura 4 11.e J111.1es.tre lr. curva de veloc.1d1r.d u01c1&ol calculada 
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por l•.aproxiNación de pseudo 
l• curva de velocidad inicial 
de la din•~ica Cen este caso 
.. rcados por cruces). 

estado estacionario <en tr11:zo continuoJ y 
qUe resulta de las simulaciones numéricas 
s6lo se indican unos cuantos puntos 

Por Oltimo, para las din••icas que co.ienzan con valores mayores a 
7.~o unidades para la concentración inicial de sustrato se observa que 
la velocidad de la r•acci6n ca!Klia despuff de' que se ha consumido ~1n 

POCO ••s CS. la •itad óe la concentración inicia) de sustrato Cesto se 
obs-rva CDl90 un ca.Oio de ~tente en la curva de cambio para la 
conc.ntracion de sustrato). El valor de la concentrac16n de sust1·ato 
para el que ocurre este cambio en la velocidad es si•ilar al valor de 
la concentrac16n inicial de sustrato donde ~e comienzan a re9istrar 
NOlttples velocidades iniciales en la curva de velocidad tn1c111l 
l•lrededor de '3. 60 unidades!. Adem~s. la relac1011 entre las 
concentraciones de los co~Plejos es muy simtlar en todos estos casos 
<EP/SE ~ o.oeo unidacMtsJ. 

3.2 Sist• .. Abierto 
A continuación muestro los resultados obtenidos 4tf'l la búsqUed11 de 

co.s:>orta•tentos excitables en el modelo •a~ttco, habiendo esco~1do + 
co.a el pri,..r par•-tro libre y estudiando el efecto que producen s 0 y 

K_ 8 c090 sevundos par• .. tros libras. Puesto qye el pre5ante estudio •• 
una •~tension da la situación qUe ocurra en •l caso del s1st .. a 
cerrado, se eli9iO el mismo conjunto da velor•s para los par~metros 
relecionados con las constantes de velocidad que sa u~o en el caso 
anterior <v•ase la ecuaci6n no. i). 

Pri .. ro se estudió al efecto q\M produce s
0 
c~o segundo par• .. tro 

libre. En las fi9uras 5A, ~e. 5C y 5D se •Uestran amplificaciones de 
los intervalo1ii0 para <t> que S11uestran los c°'71portamientos din•IJlicos 1n•5 
interesantes. Las zonas que •Parecen con trazo discontinuo an las 
9r•fscas anteriores corresponden a los estados estacionarios qua son 
local.anta inestables. 

A continuaci6n ~escribo los resultados qua se obtuvieron an ~•te 
estud101 

IJ Para la din;.1111ca con al para s 0 Yiolor de O.lo ·~nsdadas trs9ura 5AI 

se obtuvieron lo5 si9',l1ent•s resultados• 
a) No se encontr6 1T1Ult1pl1c1dad de estados estacionarios. 
bl Aparaco un sub1ntarvala para • donde el antco estado estac1onar10 

del s1st.9a es local.ant. inestable. 
c) El catlbio de estabilidad da los ••tados estacionarios est• 

asociado con valoras praptos compl•Jos Para al ststeMa, as decir, se 
prasoilntan dos puntos de bifurcacion da Hopf en el siste•a Clos P'-•ntos 
de bifurcac1on de HoPf aparecen ••rcados colQO 8H en la t'1-aura1. 

d) Debido a lo anterior, para cada astado estacionario inestable debe 
asta'· asociado un -::iclo ll."'it•. 

~I Para la~ dtn~micas con valoras para s~ de o.so unidades v da 1.00 
unidades !figuras 58 y 5C re5p4c•~1vilinenta) 1'fl obt.uvi•ror> los si9u1ent'l!s 
resultados1 
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•) Aparece un subintervalo parit 1> dond'l!t e>:aste multiplic:idad d6' 
estados estac:1onartos. es decir, el sist~mit presenta dos puntd~ llm1te 
(estos puntos aparecen marcados cornc· PL Ern la fagural. 

bl Existe un subintervalo para <b dentro de la regtón de multiplicidad 
donde dos de los t.r•s ast.ados est.acioner101. aon loc:alrnente inest.ables. 

el El c:ai.b10 de estabilidad del estado est.ac.1onar10 qua s~ locala~a 
en la rama Inferior de la c:urvk de nor1na est• asociado con valore~ 
prop1ow complejos, es decir, se prasEntCi un p~1nto de b1furcac:100 de 
Hopf Cinarc•do como BHJ en la r¡ufta 1nf'ertor d.a. la curva de norma. 

d) El pUnto de bl furcación de Hopf s.e encuentra dentro de la :z:ona dEr 
J11Ult1pl1cidad, por lo que al s1st.elfta debe mostrar una raina de 
s.oluc:aones P•r1ócUcas que parte de una travact.or1a homoclina asociada a 
un estado estacionario da la ra•a 1ntarmad1a Cesta punto aparece 
1n11rc:ado como THI v ter•1na en al Pl.rlto de bifurcación de Hopf. 

el Ambas din.l111tcas presentan al 111ts1110 co111Portamiento d1n.lmico 
cu111litativament.• h•blando. La din.tr.m1c111 con el valor p111r• s 0 da l.00 

unid•das muast.ra el punto de bifurcación da Hepf muy cerca del primer 
P'Unto 11m1t.e. por lo qua la .:ona donde coel<isten dos est.ados 
111stac:ic>n•r1os inestables es muv corta. 

3> Para l• d1n••ic• con •l valor para s 0 de 5.oo unidades (f19ura 501 

•• obtuvieron los siguientes c:0111PQrta•ientos1 
aJ Aparee• un·subintervalo par• • dond• existe J11Ultiplic1dad de 

estados ••t•cion•rlos, es decir. •l sist.e.a presenta dos puntos limit.e 
c .. rcados COMO PL •n l• ri9ura) • 

b> No hay puntos da bi f'-1rcec1ón de Hopr. 

La Pr•senc:ia ~ •Oltiples ast.ados estacion•r1os donde dos de •llos ~on 
localllanta 1nestabl•• es de vr•n unport.anc:ia pues se ha observado en 
otros s1sta.as de ecueciones diferanc:1ele~ de dos d1mens1ones que, bajo 
astes rnism111s condiciones, i;e originan comportarnianto~ d1n.lt1ucos 
excitables cont0 resPU•st.a • ur1a pert.urt:.<11c1ón Qn los vo11lor.;is .je estado 
est•c1onario cv. An•n y N. GO, 1~78J. 

A continuac::1ón -•tro cuatro series de c•lculos, obtenido~ con el 
~•todo da Rl.ll"'t9•-kut.ta semi-impllc1to de terc:er orden CM. L. M1chelsen, 
1976). donde •J•111Plit1c:o los distintos comport;ii.mlantos excitables q'-1• 
pyede mostrar el modelo matam.ltico. 

En la fi'ilur• 6 muestro el comportaMiento dinarnico d'll sist11rna 
Creprasentado PQr el plano fase SE-EP> c:uando el Pbr~m~tro libre 
princiP•l ~to•• el valor da 161.00 unidades y el seoaundo P•r~metro 
libre &0 to•• el valor de 0.50 unidades1 ba~o estas condiciones el 

sist .. • presenta dos astados estacionarios inestables <A v e en la 
fi9Ur•> y uno estable <C en la fi9ural. Tamlbi..., se llM..lestran tres 
distintas trayec:torias1 nos d• ellas (las nos. t y 2) parten del estbdo 
estacionario central ~1•ntras que la ultima tr•Y•cto,.1a <l• no. 31 •• 
in1c1a en los alrededores del estado estacionario ~uportor. Como •• 
F>Ueda observar en Ja f'i9ur•, toda• estas trayectorias se d1r19en hacia 
el estado est.ac:1or.ar10 tnrer10,., •1 est•do estacJonar1.:i astoiible. 

El ten61neri0 de exc1tab1l1C1ad ~~ deba Ernt.nd•r de IR ~l9Ul"!!tnt ... 
maner·1or 



lJ :Inic.talment<it las concentraciones 
encuentran en los valores del estado 
2J El sistema sufre una perturbaciOn 
sustrato. 

de los c.ompleJos SE y EP 
estactonar10 estable. 

•• 
en el valor de la concentraci6n de 

3) Al terminar la perturbacion, las concentraciones de los 
Y EP se encuentran •n la parte superior del estado 
central. 
4l El sistema evoluciona hasta que alcanza nuevamente las 
del estado estacionario estable. 

.:OfllpleJos SE 
estac1onar10 

condiciones 

En la fi9Ur• 7 inuestro •l co111Portamiento t .. poral de la concantracion 
da producto conforme ocurre •1 fen6-eno de excitabilidad que se acaba 
de describir Cla flecha indica el mo111ento en el cual el sistema sufre 
la perturbaciOOl. 

En las f19uras 8A, ee y ac •uastro el comportamiQnto d1nlm1co d~l 
sistema lta•bt<lkt representado par el plano fase SE•EP> cuando ~l 
P~r~metro 11br• pr1nc1pal • toMa los valoras de 161.011 unidades, 
161.040 unidades v 161.0~0 unidades v para el valor de o.so unidades 
para el par~me~ro s 0 i baJo todas astas c.ond1c1one~ •l s1st&ma s1e~pr& 

presenta dos estados estac1onar1os 1ne~tables (~arcados C°'1io A y B en 
tod•s las figura•> y uno estable (Marcado como C en todas las flgur•s). 

En todas las fi9Uras se ~tran cuatro di•tintas trayectorias en el 
Plano fase. Notes• qU9 en todos los casos sa pr•senta una travectori• 
cerrada alr~or del estado ••t•cionario suPar1or (astas trav~ctorias 
ast~n marcadas como l en todas las f1guras> que corre•Ponden a los 
ciclos 11•ite asociados a los astados e5tacionar1os 1r1estables qua se 
ancuenlran en la curva de nor•a entre Ja solucion h0111oclina asociada a 
la raMa intarmadia v al punto da bifurcación de Hopf tv•ase la figura 
SB>. De manara sa•tlar al caso anterior, dos de las restantas 
trayectorias (marcadas como 2 Y 3 en todas l•• f19uras> parten del 
es.tado estacionario intermedio 81 la trayectoria 2 se dirige hacia el 
ciclo 11mlte, es decir, al Ciclo 11•ite se comporta como un atractorJ 
por el contrario, la trayactoraa 3 se diri9a hacia al astado 
es.tacionario inferior lel cual sigue s1...,do el estado estacionario 
estable). La última trayectoria <••re.ad• como 41 muestra que no todas 
las tr~yactorias ~ue se encuentren carca del ciclo l1m1te se dirigen 
hacia .0.1. 

El cacto 1111\ate qua aparece en ta fi9ura SA ª" p.-.rt.ic~1lannente 
interesarite. Como puede obsarvar'Se an la figura, el ciclo l1mito!t se 
acarea bastante al estado estac1onario intermedio e. Esto qu1are decir 
qua dicho ciclo limite corresponde a un valor para el parA.metro 1 ibre 
que se ancuontra •UY cerca del valor donde debe •Piilrecé::r la travfKtoria 
homocl1na. Una ~ravac:tor1a hoinoc::lana e~ aqU•lt• trayector1• cerr~d• qua 
1cluya un astado astacionar10 laste estado estacionario pos•• l• 
caracterlst;ica de ser localllllltnte inestable ~n una ciEi:rta di recc16r1 
m1•ntras que en la direcc:1on opuesta es localmente estabt•>. Como pi.1ede 
deducirse de la fi9Ura, la travectoraa ho.-oclina s• forma cuando el 
ciclo llmit• ~5 de tal ta~ano qua alcanza al e~t•do ~stac1onar10 
intoilr-d10. 

Debido ill l.11.s caract•rlsticas ante1·iores. o:il fc.nOflleno dEi 
•>ec1ti1b1l1dad F>r•s•nta ahora las s1-;u1entes caract..e:rL<;;:t.1c.as1 
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1) Sa •l sast.ama •st~ •n las cond1c1ones del estado estacionario 
1n•st..ibl• y la ma9nitud de la parturbacton no es muy 9rande entonces al 
sist ... aMOrt191.1a la perturbación y r~p1dar"ente r•'iilresa a la situación 
inicial. 
2> Si la ~a'iilnitud de la perturbación es mayor a un valor umbral 
entonces el s1ste1na evolucionar~ hac.ia el ciclo llmtt.a. 

En la fivura 9 inuestro el CC*Portam1anto temporal de la concentracJón 
de producto cu~ndo la perturbación •• mayor al valor umbral. Como puede 
obserY•r- en la fivur•. la concentración oscila d9 manera autonoma tal 
C<*O •• esperaba. 

Por ~ltimo sa realizo el estudio del comportamiento d1n~mico del 
sistetna tomando como se9undo par•metro libre a k_ •• Est~ estudio t1en& 

ca.o obJat1Yo analizar como~ ltlOdlfican los comportamientos dtn•micos 
no lineal•• que presenta el siste•a cuando se modifica el valor de la 
constante de equilibrio del paso de isomerizaci~n. • 

En l• figura 10 .uestro las curvas de nor•a contra el par~IMltro 
libre principal -· De la f1'ii1ura s• P\Jadan deducir las siguientes 
caracter~sticas del siste.ar 

11 Confor .. au.enta al valor para K_a• la zona de .ultiplicidad 

deaapar.ce. mientras que para valor•s bajos para K_
2

• la zona de 

ntUltfplicicHod •• hace ••• amplia. 
2J Para valor•• bajos para K_a s• presentan catnb1os de estab1l1dad 

asociados con soluc•~• per10d1cas dentro de la zona de mult1plic:1dad. 
m1entr•• qUa par• valor•s alt.os para K_•• se ob~arv• que e~t• tipo de 

ca9lb10 de: ••tabilidad desapar.ce. 

Los r•sultados anterior•s iRiPlican que. tomando un valor constant• para 
l• norme, la r•lac1ón d• las concentrac1ont1s de estkdO •stac1onar10 
para· los coaplejos SE y EP se al•J•n del valor de la const~nt• d• 
equilibrio para valores bajos de K_a Yo por lo tanto. se dab4t! •sperar 
la aparición de comp0rta•tentos din~micos no lineal••• colltO en ~'acto 
sucede. 
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C•plt.ulo 4 

Dlscus1c5n 

En este capitulo realizo 
importantes que se obtuvieron y 
qua se daban re•liz•r al modelo 
~til P•ra la descripción de 
enzt .. tico ••s coW1PleJo. 

4.1 Slsle..a Cerr•do 

un resumen de los resultados m~s 
discuto las modificaciones v an~lisis 
para convertirlo en una herra•i•nta 
efectos coopar•t1vos en un sistema 

Los result•dos obtenidos en el estudio muastr•n qua, baJo las 
suPosiciones usadas en la construcci6n dal modelo matem•tico, se 
pr .. entan dos tipos distintos c:M din••lcas P•r• la reaccion dependiendo 
da st el valor ~ Presenta la constante da interacción entre l•s 
enzi~as se encuentr• por dab~Jo o por ~rriba de un valor labral. Asi, 
cuando el sist.e•• enzim•tico presenta una constant~ de interacción por 
ciabaJO dal valor U111bral se obtiene la ecuación da M1cnael1s~Manten para 
la velocidad inlcialr en cambio, cuando la constant~ de interaccion 
presenta valores mayores o l'i1\.lales al valor u~bral, la din.t.m1ca 
anzi~•tica muestra una transtc1on abrupta en lM ~eloc1dad 1nic1al de la 
reacción. Dab1do a esto, las curvas da velocidad 1n1c1al contra 
concentración inicial da sustrato Muestran una forma de escalon. 

De lo anterior se puede concluir que en un sistema enz1m•~ico donde 
las interacciones entre las nt0l~ulas de ~nzimas Predominan sobre otro 
tipo de interacciones. se debe encontrar qua para fuerzas deo 
interacción .aderact.s la din••ica no pre..nta cambios cual1tat1vos 
iMPOrtantes r•SPecto de la que se re9istran en un ,n.stat.a donde las 
interacciones no predoniinan. En cembio, cuando la t'uerza de interacción 
entre las ~ol•cul•• de enzima es 9rande, se presantan trans1c1ones 
abr1.M>tais de actividad catal1tica a partir de •M"I valor umbral para la 
concentracién inicial da sustrato. 

Puesto que para los sist.einas enzi~•ticos con constantes de 
interacción por dabaJo del valor umbral se obtuvo la ecuaclón de 
Michaelis-Menten para la velocidad inicial entonces fue posible 
calcular las constantes ~ y V hac1endo uso de las 9r•ftcas de 

... '"Golf 

1nvarsos o 9r•f1cas da Lineweaver-Burk. Analizando lo• r~sultedos 
nu••ricos obtenidos. se cibserva que las c:onst¡,ntes dis"'1r1uven su val.,r 
cont'or111e la constante de inter11cctón dis•ir•uve. 

En los sist .. as de enzi•as a50ciadas a .... 111branas 111odelo se ha 
obs•rvado que conforflle se altera el .. dio l1pidico que rodea a las 
niol6c.ulas de enzima las constantes de Machael1s-f'konten d1•m1nuyen su 
valor lll. Lllinaz. 19761. Lm w..i.pl1cac1<!>n que na s1d,.., dad~~., t:.illl<1s c.r.•os 
es que la d1sm1nuc16n en et valor da V'"a.• and¡ca ~ue la velocidad da~ 

for ... c1on del c0111PleJo enz1ma-procJuc.t.o ha d1sminu1do por afecto de lil 
rewtOCión de los liPJdos mientras que la d1s11unuc.1on <en •1 Yalo.- doi! !il 
k~ 1nd1ca que se ha 1ncreMantado la accesibilidad del sustrato hacia la 
en;r.1ma o que el cQMPleJo 4'nz1111a-sustrat;o:o ha u·.c1·&111ent•do:o ,_u 
estabilidad. En al presente cas.o se puede dar una expl1cac10t-1 si1r1l11r 
ar9\Mllentando ~ cuar1do au"'enta la fuer::a de interacc16n entré las 
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l'llOleculas da enzima se provoca que, por un lado, aumente l~ ~eloc1dad 

de form•ci6n del comple~o EP (lo que ocasiona el aumento de Vm~• v 
que, por otro lado, aumenta la estabilidad 
l1beran l•s restricciones e5~r1ca-a entre al 
libra (lo que d• por resultado el autnento da 

del complejo SE y/o se 
sustrato l 1bt·& v lia en:tma 
K'"I. 

En las membranas plasm~tic•s da sistemas co~o DLcty~st•ttum 
dLscotdeum duranta aJ proceso de a9re9ac16n <A. Ha5e, 19821 v de hu•vos 
da erizo da mar daspu~ del fen6meno de far~il1zac16n <D. E, Wolf y 
colaboradoras, 1981) se ha observado un cambio en las Propiedades 
fisicoqu1•icas de la ..-lftbrana <recalllb10 de la compos1c16n do lip1dos en 
el caso de O, d\sco(deum V rearr"9los en la or9an1zac16n de llpidos en 
~1 caso del huevo de erizo de marl asociados con calllb1os en las 
actividades catal1ttcas de divarsas enz1~as membranales. El pr~sente 
modelo puede explicar los fen&aenos ant&r1ores argumentando que la 
m..Orana constituye un soparta anert~ qua perm1te a las diversas 
lliilnzi111as mambranales qua se mnnten'i1an a una distancta t;..al ant;..rQ ella5 
qua se establecen int9:raccion.s int.rmoleculares de largo alcance. Asl, 
el caiabio en las prapiedadea fis1coqu1Micas de la membrana modifica le 
distancia antre las moléculas de enzima, con lo cual cambia l& fuar:z:a 
de lnteracc1ón entre ellas, es el cambio en la fuairza de interacci6n 
entre las ~llk:ulas de en:z:1ma lo que or19ina el cambio da actividad. 

•.1.1 Perspec:~lva• 
Considero que los si9Uientes aspectos deben ser estudiados para 

co.ple-.ntar el estudio d91 sistema cerrado& 

11 Puesto que no es posible deter•tnar una f6rMula •~acta para la 
concentr11ci6n en el pseudo estac:to estacionario del coriipleJo 
enzima-producto en los casos donde 1• constante de int.eraccJ6n es mavor 
que el valor umbral, $• deti. intentar obtener for1nulas apro><.lmildas Para 
ellas por M•todos de pert.urbac16n simple <J. ~. Murrav, 19771. 
21 Estudiar co•o se af*Cta la dtn.t.1111ca de la reacción cuando las 
interacciones entre las mol~ulas de enzima afE<Ctan & t.odas las 
constant.s de velocidad involuc!"ildas en al mecanismo de la re.:accion. 

Una vez reali:;:ados e~tos <i1Stud1os se puede proc111der en dos dlst.1ntas 
dt r.cciones1 

tJ Se puedan E1tstud1&r los afectos que causan las interacciones sobre la 
dinar.rn1ca da la raac:c:16n en el caso de mecanismos de reacc16n mi.s. 
rr,.Dl••n~ D~r~ 4"Ti•as monosustrato v de mecanismos de reac:c1on Para 
enzimas blsustrato. 
2> S. pueden estudiar los efectos combinados de interac:ciones entre 
nt0l'6culas da enziea v factores estructurales en Modelos que tntenten 
dtoscribir 1t1•s c<ilrCionamG:nto l;i ~ituacl~n pre-zent~ -en lB c•l~1la viv&. 

4.G Si5te..a Abierto 
Los resultkdos obtien1dos muestran intervalo$ para 1• constante d@ 

anteraccion donde coexisten tre5 dist1nto11. estados estac1or1arios en el 
11.1st•••· El an•lisis de estab1lidad local muestrk que~• pueden generar 
los si9u1ent•s cocnportemientos dir.•mlcoT; corno l"EISP\1est¡, a un• 
perturbaci<!:ir. e..cterna1 
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11 91 la perturbac:1on ~s menor que un valor um~rnl ~ntonces el s1stem¡, 
amor-tiguar.i. la pi&rturbac:ic:in v r;\pJdamente re9resar.i. a las co11d1c:1ot1es 
de1 astado vstilcionario. 
21 91 la pertur-bac1on es mavor- que el v;;1lor urnbral -=ntonc:es !iie pueden 
presentar- dos dis.tintos c:ompor-tam1ent.os1 

al Si el sistema se encuentra baJo las cond1c1onea donde no apareo::er1 
ciclos limite entonces se produce una r-e!ipuesta tr-ans1tor1a de alt.a 
ac:tivldad catal1tic:a. 

bl Si el sistema se encuentra baJo las cond1c:1onas conde se pre~entan 
ciclos l1•ite entonces sufre una tran1i1ción hacia un r-agimen de: 
actividad catalitica oscilatoria. 

Un s1stem111 biolo.gico que muestra e-ste t;.1po de c:omP•::>rt:.am1ento5 lo 
c:onstttuve el proceso de agr~'dac1ón que s;ufre Dí.ct}!ostel~í.m. dí.scoideum. 
al agotar-se su fuente de al imento11.c1on. En estudio:=> independientes se ha 
observado que. durante al proceso de agregación, la composic:1or. de los 
Pr"incipales constituyentes de la membrana plasm,,.tic:a de estas c•lulas 
surr-e calrlbios cuantitat1vos importantes CA. Hase. 198211 otros estudios 
muestran que al inicio del pr-oceso de a91"'eg111c1on distintas en:;:t1nas 
asociadas a la membrana plas~t1ca muestr-.a.n compor-tainiflntos excitables 
mientras que, al f'inal del proceso de agr-e9ación, las 1nisma!!> en:;:unas 
muestran 11hor"a un co111porta111iento osci lator10 CA. Goldbeter- v L. A. 
S.9•1, 19801. 

Es 1mpo1"'tante mencionar" los siguientes Factores relacionados con la 
apar-ic1on de ciclos lilÍlite en el pres.erot• modEtlo • .J. J. Tyson v .J. c. 
Light demostr"ar-ón, en un tr-aba~o publicado en 1973. que la Cn1ca manera 
posible en la que un s1ste111a de r-•acc1ón q~11m1ca que pr-esent;s dos 
intermediar-tos puede dar- or-i9en a comPOl"'tan1entos din•mtcos P•r10dicos 
es que este sea abierto v que se presente un paso autocatal1t1co en el 
mecan1sMO d• la reacción que involucre. por- lo menos, a Yno da los 
1nter-mediar-ios Cel Pr"asenta lllOdelo tamb1otn cumpl~ c:on esto~ requ1sit~s 
qu11111cosl. Los pasos autoc:atal1ticos han sido modelados por- medio de 
reacciones trimolecular-es de la formas 2X + V --- 3X1 sin embargo, se 
ha deiaostrado que este tipo de reac:iones ocurren con una muv ba~a 
probabilidad • .J • .J. Tvson y J. C. L19ht mencionan en su trabajo que 
tal•s r"•acc:iones puede ser interpretadas como una descomposición de la 
espec1e V, for"mada por" la unión de las especies X y B, que as 
catalizada por- una "enzima" hipot•t1ca 2X da la ror-m;11 Z~ + 'f - 2X + 
B + )(, 

En el presente modelo se inc:Juve un• f'or-ma alt-=r-nat1v~ de m~delar 
una r-eaccion •utocatal1tica por- medio de interaccionas a tr"av•s de 
fuer-zas disper-siv•s entre los int•rniediar"ios. Lo anterior pueda ser
i:it.il par-a e)(Plicar- f'enómanos autocat.aliticos an sist.ernas biolO-;¡iicos 
par-a los cuales no se ha Podido encontrar- un mecanismo de reacción 
como, por e.>•mplo, an al Pr"ocaso da 1 iber-ac1on de 101~es ca!cto dur-ant'9' 
l• pr-opa9111c1on de ondas de activ1d1od cortu:•l en Jos hu111vos. de NedaJo.a 
despuff da \ill fert.il1zac16n CA. Ch.,~r y r.:<:>l!'llbo1·PdOl"''!!:'5., t9J::r7). 

4.2.l P•r•pec~ivas 
En cuanto a los estudios qoe se dE!ben rlfilal1:;;:ar al "ts:terr.,;,, .::on~1d•r·t.o 

qua los m~s importantes son los ~19u1entE!~1 

11 Complatar- el analis1s de. bifurcac:ion del ~1~t~1oio d~ .a.cuio<.:1•:>noa1r-
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difer,enciales no lineales. 
2> Det41rminar •1 tipo de COfl!Portamientos no lineal•• q~«t se obt•ndrLe.n 
al acaplar la dln..,.tca de ree.cc1on astudiada con un esque•• de difusión 
simPl• y sus implicaciones b:l.oqy.1micas. 

Por lo qu• ras~acta al an•tisis de bifurcación, se debe determinar 
la for•a COlllo dftpandan los PlMltos limite y los puntos de bifurcac1on de 
Hopf resFHteto de los restantes par~•tros que caracterizan al lltOdelo. 
Ade ... s. •• deben det•r~lnar las r•~•• de soluc:1ones per10d1cas y la 
for•a en la que ca.t>ia la amplitud y la fr.c:uet"te1a de los ciclos 11Mlte 
a lo lar90 de ellas. Puesto que el sistema do ecuaciones diferenciales 
ordinarias que se necesita analizar no s• F>Uede resolver de manera 
exacta •• necesario reali:ar el an•l1sis da bifur~acion de manera 
nuiiiér1ca haciendo uso da los ••t.odos d• cont1nuac16n Cuna referencia 
i91PQrtante Para estos estudios lo constituve el trabaJo de E. Ooedel y 
J. P. Kernevez de t9S5J. 

Al acoPlar ..., sist.e- d• reaccton quL•lca con cornportarn:íentos 
din~lcos excitables con procesos de difusión •lfllPle se presentan 
fanQaenos no lineales cc:-o son la 9anerac16n de ondas qut11111cas 
solit..rias y trenas de ond.ms qU1•:1.cas tY. Anan y N. G&. 1979>. por lo 
qu.e- se debe esperar la aparlc:l.on de fenC:.eroos si•ilar•s en el 90delo. 
S. ~ t..ner cuidado en cuanto a las interpretaciones bioqui•icas en 
este caso puttS •• debe considerar la difusión de los complejos SE v EP. 
Diversos estudios en sist•••• !n ~!voy en sistetaas modelo Ln ~\tro han 
mostrado que la difusión de m•crCNl'Oléculas bio109icas ••~• restrln9ada 
••P•cial-nte o:.. Jacobson y colaborador•s• 1'997J. Est.o l1npl lea c:iue se 
deban consideran t•r•:l.nos •atem6ticos ••s COIN>l•Jos para describir el 
proceso d• difusión de dichas •sPeeies v. por lo tanto, sa d.btt 
.. tudiar pri-ro ca.o •• afectan las soluciones de onda en los esqu•••• 
de reaccion-difusión con t•r•inos no lineales. 
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Apéndice- 1 

La Pl'esencie de int.e1'acc1on'!l'5 1ntennolecula.1'-es e.ntl'e los componenteis 
de un s1ste.ma de l'ellCCi.On ~""1m1c1E1. tcatal1:ada f:'OI' una en::i:.1111al genliitl'iln 
un• arier91a libl'e de tntel'ac:c16n que P•l'ta-'l'ba las enel'g1as libras de 
ac:t1vac1on de c:ada uno de los pasol&; elementillles del mec:an1smo tnolofiilc::ular 
d• la reac::c:ion. En este ap....,dic::e l'ealizo una bl'eve dascl'ipcion, en 
t•rminos de la teol'ia del estado de transición, de la forma en q~~e si& 
daban cuantificar las perturbaciones en las c::onstantes da ~eloc::1dad de 
un pa:;o elemental de l'eac::c::i.:.n. Esto5 c::onceptos fueron tomados del 1 ibro 
"Co0Pel'at.iv1t;.y thaol'y 1n bsoc::hamistri. .Steady-st.ate and equilibrn11n 
syst.ems .. de T. L. Hi 11. 

Cons1d•rense dos estados 1 v ~ de un ciclo c::atal1t.ic:o enzim~t.1c:o 

cualquiera c:onec:tados POI' las tra1-.sic:1on.a.s 1 - :<! Y 2 - 1. SEian 
eo0 y (1

0 
las c:onstant.-s de velocidad da pr 1mel' orden F>lill'll cada un;i, de 

las transiciones, G y G las anergia.s libl'e5 de Gibbs POI' mol&cula 

para los est.ados 1 ; 2 ~espec:tivamente y Gº• la enel'91a libre de 
act1vac1on o altura de la barrel'Et enal'o;•tsc:a hac::1a el .aste.do ac:t1vado 
cuando los ef•ctos de las intel'acc:iones 1ntermolec:ulal'es no son 
apl'eCiables cv•as• la figura Al. 

En el mo1n•nto en q""e los estadoli 1 v :i? alcanzan l& condic10n de 
eq•.ul1br10 termodtn~msc:o Cla constant• de equ1l1br10 t.oma la forma 1~0 
eo0 /~0 1, las cdnc::entrac:1ones an el equ1l1br10 p~• V P:• de los e~t.ados 1 

y 2 se l'elo11u::1onan por 1ned10 det 

ad•m~s. se debe cumplir la condic:ión de balanc::e detallado1 

D& ei>t.g m•r•el'a, l• cc..n:ot;;antc de e-=1\.1ilibrio soa rela<:tona con 1111s 
enel'glas l tbl'"eS de Gtbbs de cada uno d.a los dos estados por 1nedlo det 

p~· 
pº• • e)(p( CG 1 - G2 1 IRT) 

• 
,3) • 

L& presen.::1a d.a 1r·1t'iilracc1.:it1es 1l"'!t<E:r'mol~cvlar411. e•• el t:lstem& 
pl'ovocan, en -el c:asr.> mJ..s 9•ne,..,.1. que t1:1nt.o las m.,9n1tud@ .. d.., lc.z 
•n11tl'91as 1 tbres ae Gtt.>bs ~ill'it r.:.._da uno d@ los e'-t.¡,do~ soitan pert.~1rbc.da~ 
1por cant.1di.d•S .., v ... 1·•sp-...::t.ivament..~I 0:.0100 ta alt•.11·1t de 11- c1or r""1·a . . . 
""'''~r9•t1.::a h11c:1<1 ~I @st:.flde. ;;oct1,,11do lpe>r '-'''"" •. 1:1nt.1dao v 1. 



Las altura~. de las barr•r•s enarg•ticas perturbada caª) v no 
perturbada ca J se relaciona.n Por- medio de1 

• -. donde .,,• ,. Cl - /)•
1 

+ f•1 
(4). 

El par~metr-o adtmensional f descr-1ba la manera en la cual se 
distribuyan las perturbaciones •

1 
v •. para cada uno de los estados 1 v 

2 v es caract.er-1sttco d• la natur-alaza de la perturbacion cv•ase la 
figura A). 

Una vez que s• conoce la altura hacia el astado acttvado, es posible 
conocer la constante da velocidad asociada por madio da la ecuación de 
Eyrtn9. En •I caso donde no son aprectablYs los efectos de las 
interacciones, las constantes de valocidad da cada una de las 
tr-anstc1on•s toman la formal 

Q • 
o 

k•T 
-¡:¡- axp(-IGº• - G1 >1RT) 

15b>. 

Por- otro lado, en el caso doncMo son apreciables los efectos de las 
inter-acciones, las constantes da velocidad Ca V n> toman la forma1 

k T • 
Q • +•MP(-CG - m, + •,>>IRT) 16aJ 1 

" . k T . • + e)(p(-CG m, + •
1

J>IRT) (6b). 

De esta man.ra, •• obtittn• las Sl9Uientas relac1on.s entre las 
constantes d• velocidad p•rturbadas v no perturbadasr 

Q • o
0

a>CP[/C•1 - • 1 }/RT) 17aJJ 

(1 • n
0

e>ep( (/ - lJ 1•
1 

- •
1

}/RT) (7bl. 

El caso donde ¡ 11 O corresponde 11 la situa.c1on donde la const&nte de 
v•locid•d para la trans1c1órl d•l estado 1 hacia el astado 2 no •• 
•lt•rada POr las tnt•r•cciones «es decir, se ti•"* ctU• a• a 0 11 por el 

contrario, cuando / a 1 •ntonces •s la constante de velocidad P~ra la 
tr•nsic16n del est•do 2 hacia el estado 1 la que no es nt0d1f1cada por
la• 1nter-acc1cin.s les decir. tililn• qu• (1 ., (J0 l. En cualquiera de o:ootos 

caso~. la constionte de velocidad de la r-eacc1on opuest• suft·e todo:- el 
ef..cto de la •ner91a l 1br• de 1nter11cc16n (•., - •:11). 

La r11lacion •nt.r• las const•ntes de equilibrio Ferturbad• <k'J v no 
Perturbad• <K0 > est• dada porr 
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1 

1 
1 
l· 

. 
P, • 

• P, 

e>o:P{-lG2 + • 8 J/f;T) 

exp(-iá, + •;rrnTJ 
• k

0
•XP[ <•1. - • 8 1/RT) 

<SJ • 

doftde p: y p: son l•• concentracion•s en •l •qu1l1br10 de: los estados 
y 2 reSPeetiva.ente. Es decir. la enar9i• librad• intaracciOn C•

1 •.> artodifica la relación ~0/~0 para producir la relación a/~. 

Tambi6n as factible considerar q1.H1 las 1nt8racc1orMts no Modifican 
las ma.gnitudas de las en9r91as libres G

1 
y G8 da los astados l y 2 Cpor 

lo tanto. la constante de equilibrio para la transición no •• altera> y 
~ sólo 90difican la altura ~ la bar-rara ener9•tlca hacia el astado 
de transición en la cantidad • <en asta caso, la r•lac1ón 9'\tra las 
constantes de velocidad perturbada y no perturbada sigue siendo dada 
por la acuacion no. 7J. Este caso corrasPOride a la sit.uación donckt 
taht.o •a co.o •. son .uy pequeflas pero al Pat"A-tro I ••• en valor 

absoluto, MUY grande. De ••t.• ••ner•. si en 1• ecuación no. 4 s• cun1Pl• 
que 111 •• MUY 9rand• _...tonces la pw:rturbac16n .. p\.Mtd9 e)(pr•sar C01Ro: 

-· • f<•. - •,> (9). 

C:O.O •• PUieCht observar _, 1• •XPr•st.6n anterior. ·~ •, y •. sean 
lllUY P•<nM"os en •ac;¡nltud, como 111 es •uy 9rande, • puede tomar un 
valor ft.nlto cv .. se la fi9Ur• BJ. 

Esta Olt.i111a sit.uact.ón •• 1• ~ s11 'louPOne que ocurre _,tr11 los 
co.pl•Jos SE y EP en el IM>delo <l• •n•r91• libr• da int.racc1on -
calc:Ula por Medio da la aproxi••ci6n de Bra99•Will1 .. s para un sistema 
tipo Ist.n9>. Sólo resta introducir l•• constantes d• veloct.dad 
r.odificadas en al sist.-•• da ecuaciones direrenct.al•s que dascrlbe la 
dt.n6.•ica de la reacción para dater•t.nar la 1nfluenc1a da las 
int•raccionas an •l cotnpOrt•~iento dtn••ico dal sistema. 
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Ap9ndiee 2 

Anllilisis Loe•l Y Estructural O. Est•bilidad 

Par• deter•inar si es posible que un sist.ema de ecuaciones 
d1ferenc:1alas Presenta solucionas excitables primero se deben calcular 
los estados estacionario5 del mts•o P•ra un cierto conjunto tnicial de 
valores para los par•11tetros. En el caso particular del modelo, los 
est•dos estacionarios son las soluciones del sisteftla de ecuaciones no 
line•les1 

(lid. 

(lb). 

Obs6rvese que el siste.a <11 •• 19UBl al que se obtiene en el c•lculo 
de las concentraciones de pseudo estado estac1onar10 de los complejos 
SE y EP dml sistema cerrado. 

un _.todo •ctecuado para resolver el sistema Cll es el de 
sustituciot'\es sucesivas tJ. R. Rice. 1983) que consiste. en este caso. 
de despejar la variable se

0 
de la ecuación CID> y •~1stituirla en la 

ec:uac1on <la>. obteni•ndose .ntoncas las S19Ui•ntes ecuac1ones1 

(s
0

CK
2 

+ K_al + K_.K_ 1 + K1K.Jep0 1 

K• ts0 + K_, )ep0 • O 

~Po </ltePO 
se • CK• + K_ 1e Jep0 /k1• 

C2iiil • 

(2bl. 

Puesto que la variable ep0 no se p~Mtde despejar en t•r•inos de los 

par.6.ltletros. debido a la presencia del término exponencial, se debe 
recurrir a los m•todos nUM•ricos para obtener una solución aproximada. 
El m•tc.do nu••rico que se el iJa deoe ser capaz de encc.ntrar el nomero 
del raices que Po••• la func1on C2a> en ~ cierto t.ntervalo para Ja 
variable andePendiente y d.t>e poder apro~irn•r• hasta una Frecis16n 
d•f1n1da de ant•Mano, el valor """"'•rico O. cada una de las raices. 

La estrate9i• usada en este trabajo fue la dm local1zacion por 
aproximaciones sucesivas tA. Carnah•n ~ colaborador•s, 19é31, la cu&I 
cons~st• cs. las s191.11entes •tapast 

11 Se •l 19e un in•ArValo <denowianado lnt•rvalc. da estudiol dondd s• 
sospech• qu• •xist• '-M'ta r•lz P•r• la funcaón C2al, auoque s• d~sconc.:c• 
.,.~, local1zaci6n exacta. Est.., intervalo s• caract&riza porq•-'• .,.. los 
uKtr•111os del mismo la funcion cembia de •igno. 
21 El intervalo de estudio •• divide •n sub1nt.-ervale>'J. de igual lon91t,ud 
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(en este caso s• us•ron 500> y la función es •valuada nuevamente en los 
eMtremos de c•dai uno de •1 los, So!P•rando aquel los de>nde la" funcJ.on 
CaMbia de signo. La division tiene por obJeto rastrear de manera m~s 
~in• el intervalo de estudio para localizar todas las posibles ratees. 
3> En aquellos subintervalos donde la runc1on caJabla ~ s1'9no, l• raiz 
ex1•tente se apro~l•• a la prec1s1ón que se desee usando al~no de los 
m•todos nuin•ricos da conver'ilencia r.lipldi!I des•rrol lados i::iara f'1.1nc1onoas 
no lineales de una sola V•riable. En este caso se usó el m•todo de 
Re91 .. da-Falsi NOdific•doc:> CJ. R. Rice, 198~). 

Para deter•inar el intervalo de estudio se ta.ó en cuanta qua la 
variable indepencUent• ep0 representa una concentración y si:tlo PU•de 

tomar valores po~ttivos. As1, al evaluar la función l:2•1 en ep0 O, 

esta to•a el valora fCOI • K•s
0

, el cual siempre as positivo o cero 

puesto que K•' por dafinic16". es wia constante positiva y s 0 , al ser 
una concentración, talllbi*' es p0sittva. NOtes• que la expresion que se 
encueritra encerrada entre los par..,tesis rect.11"9Ul•res en la expresión 
l2a> es la que deter•ina el signo que tOflla la función, por lo qua si ae 

CUIJIPle ques 

Ka so 
8P o • 99 l • :.c

0
't"k>-,-:o+-.k".-,"l""•°"l!,...._-,•K"_-,....,,;:--;k.,.-,•k-, 15>. 

entonce• la flM'K:lOn t.oni• él valor• fC•Pll • - k:•Cs0 + 1<_,J•P1, •1 cu•l 

es nega,tivo PU.sto que •o• k_,• K8 Y •Pl son pos1~1vo~. De lo anterior, 
s• t1•n• que entre los e~tr••os del intervalos 

(6), 

la función tCep0 > cfllmbia Por lo menos una vez de signo v. Por lo tar1to. 
dentro •1 debe existir por lo Menos una rtoiz para la tl.lnc1on. Este es 
el intervalo de estudio. 

L.lr.a v•z que se han calculado los est•dos •stacionar&os, el sigui~nte 
pa50 consista •n deter1ninar l•s caracterist.icas de ••t•bi l 1dad loo::al de 
cada uno de ellos, esto••• se d.0. deter•1nar la dirección que tienen 
las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales en una vecindad 
centrada en cada uno de Jos estados estacionarios enc0t1trados1 si estflls 
soluciones se dirigen h•cia el estado estacionario entonces se dice que 
este es localmente estable v si, por el contr•rio. s• aleJan de ~l 
entonces se dice que es local•ente inestable. 

Si se derin~n las vecindades centradMs en los est•dos es~ao::tonari?s 

d• la si-;iuiente forfflal 
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(3b). 

donde se0 , eP0 son los valor•s de los estados estacionarios y o~. ~~ 

represantan valor•• arbitraria .. nt• peq1.te~os, entone•• el sist.ema de 
ec:uacion•s dif•reocial•s que se deba resolver as de la formaz 

Las. runciot'MIS 
apreciable ~n el 
alrededor de los 

Sl9Uient.e1 

f y 9 pu.den 
c.¡¡.lculo, por 
valores ••o y 

ser aprox1madas, sin comet~r 
sus desarrollos en series 
ep0 CG. M. Odell, 1980J en 

f'Cseo:!:o-.,apo:!:llfl.) =t: fC••a••PoJ + (~J •• ep oc + 
o' o 

• [t•rm1nos de orden sup•r-1or) 

"" do 

•• 

'"ª'· 
C4bJ. 

er-r-or
Tavlor 

forma 

• ( ··1 he se ,ep 
o o 

o• • ( ••J 
<Je;;' se ,ep 

o o 

.,. 

• [ t•r11unos de orden •UP•r- ior J (~). 

Puesto que sólo s• •st• int.eresado en •1 comporta•iento del sistema de 
ec:uacion•s dif'ertrncial•s deritro de la vecindad C3J •• pued~n 19norer 
los t4>r•inos de orden superior en el desarrollo puas s•.t contribución al 
valor t.ot.el da l• fW"lción •• pequefto. Esto de por resultado el 
Si9Ui•nt.e stst .. a de ecuaciones dlf•r•ncialest 

do• '*Po 
""QT =-s (-Cs

0 
+ K_t +Ka• ) )..,• + -(• ºl~CK_.•Po - Kase0 J + K_al - s.0 )Cf\. 

f!iepo .,_Po * [1<' 8e J<0• +[e l~CK8 10e0 - 1:_."P0 J - K_ 8 J - K• Jcn. 

Co.o Puede observara.e, •• 
diferenciales lineal•• Clos 
rec:t~9ulareli son constant.es) 
su soluc16n como f~1ones de 

~·. 

.,, . 

ha obtenido un sisteMa de 
t•r•in~s enc::erredos por 

pera el cual se pu~de ootener 
la f"or111a1 
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Al sustituir estas f"'ciones en el s:l.stem• <6> se obt.iene oel ·s1g1,.1iente 
s:l.ste111a de ecuaciones lineales homogét'leo1 

(Sa>, 

(E!bl' 

dond•1 

<9c>, 

(9dJ. 

El s:l.st..tl• ta> d.t.e satisfacer la •cuacion1 

>..8 -T>..•b•O ( 10) l 

cona T • a 11 + ªzz v ¿ a ª••ª•• - ª••ª•• ( 11) • 

para tener soluciones no triv:l.alas .. Pu.asto qua la •cuaci6n tlO> es 
c:uadr6.tica. sus ®- solucionas son de la t"or••• 

< l:?e>, 

<l2bl. 

L6s soluc:::1ones del sistema l1neatizado <6> son funciones 
axpon.nciales donde ~ determ1n111 el si91io del •r91-1 ... nto. Entonces •l 
si'ii)l"'IO de la parte real de A det..-r•1na si la func1ón crece o d~crece y, 
por lo tanto. detara1na que dtrecc16n t.o~an las soluciones del slstama 
da ecuaciones difarenc::ialas ordinarias dentro da la vac:1nddd del astado 
estacionario .. Un caso IMIV i111POrt111nta se Preser•ta cuando los valores que 
t.,.an los distintos par~tros del siste•a hacen que >.. 1 y ~. sean 
no.aros t-vtnarios PUros. Esto indica qua ... pos1bla qu-. a partir de 
talas condicionas •• 981'"18ren solucionas periódicas para el sist..a.a .. Los 
valorg~ parn el parA,...tro libre que cU111Plan con estas últi••• 
condicionas ... denominan puntos da bifurcación de Hopf, 

Una vaz raalt=ado al an.\.lisls d9 estabilidad local para los astados 
estacionarios del stst_. de ecuaciones d:l.feranc1alas, sa procede a 
realizar •1 •~lisis de estabil1dad .structural o •ni.lisis de 
btt"urcacion, Para asto se asc:o99, de •anara arbitraria, a al9IA'"'t0 da los 
par .. etros que d9finen al sistefll• (el par~rne~ro libre, v se •odific• 
li-aeramente su valor r•~pecto del qt..M se l• asi.¡¡nO in1ciat,..nt•. L~ 
anterior ort9ina un nuevo conJunto da ~•lores para los par•matros cot1 



el cual s• calculan nuevament~ los e5tados •~t~c1onar1os del s1~tem~ v 
5U •sta~iltdad local. 

El ob'•tavo del ~lisis de estab\lidad estructural e5 determinar 1~ 
forma co.o dependan tant.o •1 no.aro d• astados a•tacionarios d•l 
sistema de ecuaciones diferencial•• como su estabilidad local del 
par.,..tro libre. Con esta infor•actón es posible predecir el tipo de 
soluciones no estacionarlas que pasea al sistema. 
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FIGl.JtAS IA Y 18. 
CURVAS DE VELOCJI>AI• INICIAL CONTRA CONi.ENTRACI~ INICIAL DE SUSTRATO. 

Los valoras P•ra los p,¡r~-t;.ro• relacionados con las c:onst.antas da 
"eloc:ld•d sonr K_ 1 ., 0.94. k 2 • 0.06, "--:r • Cl.:50 v k:• • 6.:>0 ~irud•des. 

Los vaJQres par• aJ par~metro libre ~ s~nr A> o.ou. BI 10.00, CI 20.00, 
l•I 30.00. El 40,00, FI '50.00, lll 60.00, HI 70.llO, I> eo.oo, J) 90.00, 
KI IQ0.00 V LI 200.00 Ullld•das. 
N<.~t..~ que todas l•s curvas con valoras mavores o 19U•I•~ a :50.0Q 
un1d•des po:&r.ra </> prasanta11 ::.onios dor¡de apiu·ecen mult1pJes valoc:tdad"'s 
1nic:iales. La c:orva con el vo.lor de 200.00 unidad~• ,,.ara </> pre:a:inta un•• 
:o:ona de 1t1ult.ipl1cidud 111uv estrecha. 
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~lGURAS 2A V 28. 
CURVAS l>E VELOC!tlAt> lNlCIAL COHlRA COHCENlRAClON INlC'IAl. t>E SUSTRATO. 

Los Y•lor•1i Para 101' ~ar"•etro1i r•l-ctonack>s cr,..n las constantes de 
velocidad~°"'' K_ 1 • 0.94. K• ~ o.o&. K_, • o.5o v ~. • b.~o Ul')tdad~~
Lo5 velor41S P••-¡,, el p11r.a.metr.-. 11br<f<.,. s.on1 A) o.oo, BI 10.00. Cl 20.00. 
l•I '30,0o. El 40,00 y FI ~o.oo ,.-. 1dadas. 
Not•se ~~ s61o la curv• c,.~n el volc-r de 50.00 unldades par~• 111U.astrf!I 
•uttl.pl tcad11d de- v~loctdades io-.icla\or.s an est& 111t. .. rv11\o de "<1ariac16n 
P•ra la co1\C"'nt.rr.c:i.:..n 1n1ci~I de 1iUJ.trEoto. 
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FIGURAS 3A. 30, 3C V 3D. <PAGINA ANTERIOR). 
DIN.tMIC~ DE LA REACClON ENZlM~TICA, SISTEMA CERRADO. 

Los valores para los P•rám•tros rel•cion•dos con l•s constant•s de 
v•locidad son1 K_& • o.94. K• • o.06. K_ 8 • o.~o v K• 6,5~ untdadas. 
El V•lor para el pará111e:tro ~ es1 60.00 unidades. 
Los valor•• para l• concantraciOn inicial de s.ustrato s 0 sorH 1'i<;1. 3A) 

3.50, r19. 3BI 7.oo, 1'1<;1. 3C) 7.50 v fi<;1. 3D) 10.00 unidades. 
61mbolosi 61 concetitr•CiOn d8tl sustr•to, SEt ce>nc•ntracion del complejo 
~ustrato-anzim•, EP1 ce>ncentración del comPleJo enztma-~roducto, Pt 
concentr•cion del producto y s 0 1 concentración in1ctal de sustrato. 

--
.-

- \ 

' ' - ...... 

' • .... 

-
"" .. .. .. .. .. .. •• .. ., . 

CDNC. INIC. SUIT. 

FlGLIRA 4. 
CURVA DE VELOCl[JAD ltllCIAL CONTRA C0r.tCEl•TRAC16N INICIAL DE SUSTRATO. 

Los valores P•ra los p•r,.!Mltros r•lflcionados con las constantes de 
veloc1dad son1 K_ 1 • Q,94, K8 • O.IJE., K_• • 0.50 V 1:• "6.50 urald:!odes. 

El valer para •1 P•r~•tro ~ es1 60.00 unidades. 
L• c~1rv• con tf'a~o cont1rouo repre11ant• I• curv• d-ii v<1loc1dad intctal 
0:11lcul•d• b111Jo l• h1pOt;es1s da pseudo GSt•dO est;;.c1onario. 
Las cruces r•presentan lios velocidades tn1ctale• q~o• se calcularon da 
l• stmu1ae1"°" num•rie• de la dtr"l~1111ea • 
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FIGURAS SA. se. se V SD. tP.leilNA ANTERIOR). 
CU~VA9 DE NORMA CONTRA PARIJ'IETRO LIBRE. 

Los valor•s J.>&rif. los par·~mQtros relacion•do-.: con las constant•s de 
velocidad son1 '~-• • O.S'4, K• • 0.06, K_z • o.50 v K• 6.so untdade-.:. 
Los. valores para la conce"tracton constant• de sustrato s

0 
son1 fi~. 

'!5A) o.to, ft9, !>B> 0.50, ft9. se> t.oo v fi<a, St\I s.oo ~jnid•d•s. 
Las :onas qu9 aparecen con trazo dtsconthiuo corresPondan a los est11dos 
•St11ctonarios qua son localmente il"9stables. 
Slm.bolos1 BH1 punto d• Difurcac:tón de Hopf, PL1 Punto limita, TH1 
trayactorta homoclina, 

,,.. 
""" 

•• ·- - -
CONC. SE 

FIGURA 6. 
DlNÁl"llCA t>E LA ~EACCIGN EtlZIMJ:.TICA. Sl~TEf'IA ABIERTO. 
PLANO FASE1 CONCENTRACl~ [>E SE CONTRA CONCENTRACION DE EP. 

LQs v•1or•s para los par~metros 
v•locidad sonl K. 1 • 0.94, K• • 
El valor para la conc•ntracicn 

untdades. 

relac:1onados con las 
0.06. K •• • o.~o v K• • 
~onstante d• sustrato 

El valar para el par~Metro libre~ es1 161.00 unidlld•S· 

c0f\st11nto1s d• 
6.50 untdad•s.. 

•• ... l).'!50 

Las cr•.ices marcan las posiciones d• los •stados •ati<Ctonartos. Los 
estados estaclonartos A y B son localmente tnestabl•S· mientras quQ •l 
estado es.tac1onar1., C '!IS locatu1•nt• establ41, 

" 
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FIGURA 7. 
DINl.MICA DE LA REACCI~ ENZIMÁTICA, SI6TEl'IA ABIERTO. 
EVOLUCION TEMPORAL DE LA CONCENTRAClóN DE PRODUCTO, 

Los valores P•ra los par~~•tros 
v•loc1dad sona t~ •• • o.~4. K• • 
El valor p;;i.ra la c:onc:entr .. c:i.:.n 

unidades, 

r•l•c:ionados con la• constantes de 
0.06, K_• O.SO v K• a 6.SO unidades. 

conli.t.•nt.w d• w.ust.rMtO s 0 '"'"' O. 50 

El valor para •l par...,tro libre ~ es1 161.00 unidades. 
La flecha s•l'l•l• el mo111ento en •1 que ,. llPl it:a la perturbac:10ti al 
sistema, 
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FIGURAS SA. ea y ec • 
OlN.&.MICA ~E LA REACCION ENZIMÁTICA, 
SISTEMA ABIERTO • 
PLANO FA5Et CONCENTRACION [•E 51! 
CONCENTRACION PE EP • 

ca~c. 11 

CONTRA 

Los valores para los parA••tros re1aciono1.d<>s con 
las conntarit.es de velocidad ..ona t:_ 1 • o.~14, 1< 8 
• 0.06,K. 11 •. 0.50 v K:t • 6.50 t1nid11dfls, El valor 

para 111 coneenl-r .. caón cr.in:;t1uitf!: d"' ,-;u-.trato • 0 
••• 0.50 trntd~d••· Los valores para •1 parA .... tro 
libre <fl Sm": rtv. 8A) 161.0lt, fiv. 881 · 161.040 
v rig. SCI t6t.050 unidades. 
Las cruces man:an lo1.s PO~ictones. d4 lof> flStiidoS 
estac1onar1os. Los ~stados ostaciQnartos A v 8 
son Joealnh!lnte inestables, mientra,. que el 
a'!l.tddo est,ac1onarto C en tocal••nt.e lil'!l.t.tobla. L• 
tr•vect.orl~ cerr~da l~arcnd• como 11 'orr~sPOrtde 
•l c1cto 11mihh 
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F1C.URA·9. 
DIN.tMICA ~E LA REACCION ENZIMATICA. SISTEMA ABIERTO. 
EVOLUCleN TEMPORAL DE LA CONCENTRACION t•E PROl•UCTO. 

Los valores para los par~'"tros 
velocidad son1 K_, • 0.94, K• • 
El valor para la concentraclort 

\11"tidaMs. 

relacionado• con las constantes de 
0.06. K_a • o.~o v K1 • 6.50 unidades. 
constante dflo sustrato s

0 
••• o.50 

El valor para •1 parA .. tro libre ~ •• i 161.040 unidad9s. 
La flecha sena1a el moMento en •I cual se aplica la perturbact~n al 
s1ste111a. 
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PHI tPAAAW. LIBAEI 

CURVAS DE NORMA CONTRA PARoU1ETRO LIBRE. 

Los valora5 para los par4=-etros 
v•locidad aon1 ~ • 0.9~. K • -· . El valo~ para la concentración 

unidades. 

relacionados con las constantes da 
o.06 y 1(8 • 6.~0 unidades. 

constante de sustrato s
0 

as1 1.00 

Lo~ valorea para al par,...tro K_• son1 Al o.70, BJ0.60, CI 0,50, ~10.40 

y El 0,30 lWlidadea. 
Las :onas qua aparecen con tra~o discontinuo corraspor'ld•n ~ los astados 
astactonarios qua son 1ocal111411nta tnestablas. 
SL1nbolos1 BHI punto de bif'urcacion <M: Hopf, 
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FIGUÁAS A Y B, 
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