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IX

Resumen

Los sistemas micro y nano-electromecénicos (MEMS y NEMS) son limitados por el colapso
de sus partes movibles provocado por las fuerzas presentes, como fuerzas electrostaticas,
de Van der Waals, Casimir u otras. Dispositivos como éstos de materiales bidimensionales,
como grafeno, prometen ser una gran alternativa a dispositivos hechos de materiales como
el silicio. En esta tesis, se consideré un sistema general de un dispositivo MEMS/NEMS
de este tipo de materiales bajo un potencial electrostatico y se analizé el comportamiento
dinamico y estatico de estos sistemas y las condiciones necesarias para su colapso utilizando
distintos diagramas de bifurcacion y de espacio fase calculados. Para el anélisis, se considerd
un modelo de masa resorte y un modelo electrostatico-elastico mas completo. Los resultados
obtenidos de ambos modelos coinciden salvo por diferencias minimas. Los calculos muestran
que MEMS y NEMS de varias capas de estos materiales requieren de potenciales similares
a dispositivos de silicio mas gruesos antes de colapsar. Se considerd también un dispositivo
bajo un potencial general de tipo Yukawa, se analizé el comportamiento dinamico y estatico
del sistema de manera analoga al caso electrostatico. Se calcularon condiciones de colapso
con una variacion en los pardmetros del potencial, se determiné en qué casos el dispositivo
es mas estable frente al colapso.



Objetivos

Determinar si dispositivos MEMS/NEMS de materiales bidimensionales podrian tener ven-
tajas sobre otros de dispositivos de esta clase fabricados a partir de materiales mas comunes
como el silicio. En particular, como se compara el voltaje de salto a contacto de dispositivos
como éstos a los de silicio.

Comparar los modelos de masa-resorte y electrostatico-elastico utilizados y analizar hasta
que grado coinciden y en qué difieren.

Entender el comportamiento dindmico de sistemas bajo potenciales de Yukawa segin los
valores de sus parametros. A partir de esto, determinar cuando el sistema puede hacerse mas
o menos estable segiin los parametros del potencial.
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1. Introduccion

Los sistemas micro-electromecanicos (MEMS) son dispositivos microscépicos, en particular,
aquellos con partes movibles; en escalas nanométricas reciben el nombre de sistemas nano-
electromecanicos (NEMS). Debido a la alta superficie en relacién al volumen que existe en
estos dispositivos, los efectos de superficie (como cargas electrostaticas, momentos magnéti-
cos y tensién superficial) son mas importantes que en otros dispositivos de mayor escala y
deben ser considerados en su diseno. El trabajo experimental en el area de MEMS comenzo en
1967 [15] con el trabajo de Nathanson et. al. [13] En su articulo, Nathanson y sus companeros
describen la manufactura, experimentacion, y modelado de un resonador de dimensiones mi-
limétricas. Este dispositivo MEMS utilizaba componentes mecanicos y eléctricos en el mismo
sustrato resultando en alta eficiencia, bajo costo y tamano reducido del sistema. Nathan-
son incluso introdujo un modelo simple de masa-resorte de actuacion electrostatica. Casi al
mismo tiempo, G.I. Taylor también investigaba la actuacién electrostatica [17]. Aunque él
estaba mas interesado en la dinamica de peliculas de jabén que en el desarrollo de dispositi-
vos MEMS, su trabajo produjo literatura de interés para el desarrollo de MEMS y NEMS.
Existen diferentes tipos de MEMS/NEMS, como transductores, sensores o actuadores. Algu-
nos dispositivos de actuacion electrostatica como micro-véalvulas, micro-interruptores, micro-
motores, entre otros, son limitados por un voltaje de salto a contacto, por lo que corresponden
a la clase de dispositivos estudiados en este trabajo.

La mayoria de MEMS actualmente son fabricados con materiales como el silicio o polimeros;
sin embargo, MEMS y NEMS hechos de materiales como el grafeno parecen ser grandes
candidatos para la siguiente generacién de dispositivos mas pequenos, ligeros y sensibles; el
grafeno y otros materiales bidimensionales poseen propiedades mecdanicas y electromecanicas
excepcionales. Dispositivos de esta clase pueden utilizarse como resonadores de alta frecuen-
cia, sensores de presion y tension ultra sensibles, entre otras prometedoras aplicaciones, por
lo cudl resultan ser dispositivos de gran interés actualmente. Cualquier dispositivo MEMS /-
NEMS debe ser modelado antes de su fabricacién por los altos precios y tiempo necesarios
para hacerlo. Por ello, el estudio tedrico de estos sistemas es necesario para conocer sus
posibilidades y limitaciones y asi proponer dispositivos ttiles y eficientes.

En este trabajo se presentan resultados de las limitaciones de sistemas de grafeno y otros
materiales bidimensionales en comparacion con dispositivos de silicio utilizando calculos
analiticos y numéricos. En el capitulo 2, se definen conceptos importantes en el disenio de
MEMS/NEMS, como el voltaje de salto a contacto. Se utiliza un modelo de masa-resorte
representando un dispositivo general bajo un potencial electrostatico para describir el com-



portamiento estatico y dinamico de estos sistemas a partir de diagramas de bifurcacién y de
espacio fase calculados en este capitulo. En el capitulo 3 se utiliza la teoria desarrollada en el
capitulo anterior y un célculo de la frecuencia natural de una membrana, para encontrar los
voltajes de salto a contacto de dispositivos de grafeno, siliceno y fosforeno y compararlos con
uno de silicio en un rango muy amplio de dimensiones. En el capitulo 4 se hacen los mismos
calculos que los descritos en el capitulo 3, esta vez usando un modelo electrostatico-elastico
mas completo que el de masa-resorte utilizado en ese capitulo. Se comparan los resultados
de ambos modelos. En el capitulo 5 se considera un potencial de tipo Yukawa en lugar del
potencial electrostatico considerado antes y se calculan potenciales criticos o de salto a con-
tacto usando diagramas de bifurcacién, también se muestran diagramas de espacio fase con
la variacion de algunos pardmetros, describiendo en cada caso si el sistema se vuelve més o
menos estable segin el parametro variado. Finalmente, el capitulo 6 presenta las conclusiones
y recomendaciones del trabajo.



2. Modelo de masa-resorte en
MEMS /NEMS

2.1. Planteamiento del problema como un condensador
de placas paralelas

En este capitulo se presentan conceptos importantes en el diseno de MEMS/NEMS como el
salto a contacto del sistema y diagramas de bifurcacién; que permiten conocer condiciones en
las cuales el sistema permanecera estable. Para este fin, se utiliza un modelo de masa-resorte,
que permite ignorar las complicaciones geométricas de un modelo mas preciso y enfocarse en
el balance de las fuerzas elastica y electrostatica. Se considera un sistema simplificado para
entender su comportamiento estatico y dinamico consistente de un condensador hecho de dos
placas conductoras paralelas entre las cuales se aplica un voltaje V' (figura 2-1). La placa
superior es sujeta por un resorte de constante k£ y puede moverse, la placa inferior esta fija,
separado a una distancia d de la posicién de equilibrio de la placa superior. Por simplicidad,
se considera que las placas son infinitas debido a su gran tamano comparado con la separacién
entre ellas, esto permite ignorar los efectos de borde del campo eléctrico. Esta aproximacién
implica ignorar la deformacién de la placa y considerar que todas sus partes permanecen
paralelas, definiéndose su estado dinamico con una sola variable de desplazamiento. Este
problema representa una cantidad importante de MEMS/NEMS como micro-interruptores.
[16]

Se analiza el balance de fuerzas del sistema, de la segunda ley de Newton se tiene:

d2
md_tf = X fuerzas. (2-1)

Donde z es el desplazamiento de la placa superior con respecto a la placa inferior y m es
la masa de la placa superior. Las fuerzas presentes en el sistema son: la fuerza del resorte,
F, una de amortiguamiento, Fy, y la electrostatica entre las placas debido a la diferencia
de voltaje V entre ellas, F,. Suponiendo que el resorte es lineal y que cumple con la ley de
Hooke, se tiene:

Fy = —k(x —d). (2-2)
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Figura 2-1.: Esquema del sistema. Un condensador de placas paralelas. La placa superior
estd sujeta a un resorte amortiguado. Figura tomada de [16].

La fuerza de amortiguamiento es proporcional a la velocidad, se tiene:

F, d = —CLZ—:;‘. (2—3)
Con a constante. El inverso de a es conocido como el factor de calidad () del dispositivo,
por lo que siempre se desea tener factores de calidad altos ya que ésto implica reducir el
amortiguamiento del sistema y por lo tanto que éste sea mas estable. Ademas, se sabe que

la fuerza electrostatica debida al potencial entre las placas es:

1 eAV?
2 g2
donde €y es la permitividad eléctrica del vacio y A el area de la placa. Insertando las ecua-
ciones (2-2), (2-3) y (2-4) en (2-1) se obtiene la ecuacién dindmica del sistema:

F, =

(2-4)

d’*x dx 1 egAV?
mﬁ+k(x—d)+aa——§ 332 .

(2-5)

2.2. El problema de salto a contacto

De la ecuacion (2-5) puede verse que el comportamiento dindmico del problema depende de
la diferencia de voltaje entre las placas V, si aumenta, las placas se acercan. Existe un voltaje
critico para el cuédl la fuerza electrostatica es igual a la fuerza de restitucién del resorte (si
se ignora el amortiguamiento) y el sistema colapsa al juntarse ambas placas. Este voltaje
critico es llamado wvoltaje de salto a contacto y la distancia en la que esto sucede, distancia
de salto a contacto. Tomando como cero las derivadas temporales, se obtiene la ecuacion
estatica del sistema:
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VSC ]

Inestable Estable \

|
|
dSC

Figura 2-2.: Diagrama de bifurcacion del sistema. Se muestran las posiciones de equilibrio

en funcion del voltaje aplicado V', se tienen dos posiciones de equilibrio por

cada valor de V' hasta el valor critico o voltaje de salto a contacto. Se muestra
una division entre posiciones de equilibrio estable e inestable.



2.3 Comportamiento dindmico 7

1 €0AV2
2 22
Los valores de = que cumplen con la ecuacién (2-6) son las posiciones de equilibrio del
sistema en funcién del voltaje aplciado V, la figura 2-2 obtenida usando MATLAB (A.1),
muestra una grafica de estas posiciones. De la figura se observa que existen dos posiciones de

k(x —d) =

(2-6)

equilibrio para cada voltaje hasta el voltaje de salto a contacto, donde solo existe una. Para
voltajes mayores a este, no existe ninguna posiciéon de equilibrio. Este diagrama se conoce
como diagrama de bifurcacion. Encontrando el méaximo de la funciéon mostrada en la gréfica,
puede encontrarse que los valores para el voltaje de salto a contacto V. y la distancia de
salto a contacto d,., son:

8 kd3 2
Vsc = o> A dsc ==d 2-7
\ 2704 7 3 (27)

A partir de la ecuacién 2-5, anulando el amortiguamiento, se obtiene:

(5_F i 60AV2 _
or a3

y sustituyendo la ecuacion estatica 2-6 en esta tltima, se obtiene que en un punto de equili-

k. (2-8)

brio:

Ll = 22Dy 29)

‘Z—i(xeq) es negativo para r > %d, por lo cudl estos puntos de equilibrio son estables, es decir,

un cambio en el desplazamiento provoca una fuerza en sentido contrario a este, por lo que

el sistema tendera a estabilizarse. Para z < %d, %(weq) es positivo, por lo que se tiene un

comportamiento opuesto y estas posiciones se consideran de equilibrio inestable. Esto puede
observarse en la figura 2-2 donde se divide el dominio en dos regiones: estable e inestable.

2.3. Comportamiento dindmico

2.3.1. Sin amortiguamiento

Retomando la ecuacién dindmica del sistema (2-5), sin amortiguamiento y escribiéndola en

2

forma adimensional [16] tomando k = w?m, se obtiene:

dQZE* 0 4 ) V*2
gz T =) = e

m (2-10)
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V=12V
se

V=0

(d)

Figura 2-3.: Comportamiento dindmico del sistema no amortiguado. (a) Diagrama de fase
con V=0. (b) Diagrama de fase con V = 0.5V,.. La cantidad de condiciones
iniciales que no llevan al colapso del sistema es reducida respecto al caso an-
terior. (¢) Diagrama de fase con V = V.. Todas las condiciones iniciales del
sistema llevan a su colapso. (d) Desplazamiento del sistema con dos condiciones
iniciales distintas, mostrando el colapso del sistema en uno de los casos.
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con:

x *

v V= Vo (2-11)
Se encontraron soluciones numéricas de la ecuacién (2-10) utilizando MATLAB (A.2), a
partir de estas, se obtienen diagramas de fase para distintos valores de V*. En las figuras
2-3a, 2-3b y 2-3c se muestran tres comportamientos dinamicos del sistema para distintos
valores de V*. En 2-3a se tiene V* = 0 y se observa el comportamiento del sistema puramente
mecanico. En 2-3b, V* = 0.5. El sistema es estable cerca del punto de equilibrio y oscila al
rededor de este. Si el desplazamiento o la velocidad inicial son suficientemente grandes, la
fuerza electrostatica es mayor a la fuerza de restitucién del resorte y ambas placas colapsan.
Entonces, incluso para voltajes menores al voltaje de salto a contacto, el sistema puede
hacerse inestable si se tiene el suficiente desplazamiento o velocidad inicial, a este voltaje
se le denomina wvoltaje de salto a contacto dindmico. Finalmente, en la figura 2-3c se tiene
que V* =1, por lo que el sistema se hace inestable para cualquier condicion inicial. En los
calculos para estas tres figuras se tomé w = 1, para distintas frecuencias la forma de los
diagramas son similares, solo las magnitudes en las velocidades varian.

Se incluye también una figura (2-3d) mostrando el desplazamiento para igual frecuencia y
voltaje pero distintas condiciones iniciales para ilustrar lo descrito sobre la figura 2-3b. Se
observa que en un caso el sistema se mantiene oscilando, mientras que en el otro se vuelve
rapidamente inestable.

2.3.2. Con amortiguamiento

Los resultados de la ecuacion dindmica (2-5), esta vez considerando el término de amortigua-
miento, se muestran como diagramas de fase para 3 voltajes distintos (figuras 2-4a, 2-4b y
2-4c) y tomando a = 1 Ns/m. También se muestra el desplazamiento para tres condiciones
iniciales distintas con un voltaje de V = 0.7« V,. y a = 0.2 Ns/m (figura 2-4d), en el tercer
caso se observa que el sistema colapsa .
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Figura 2-4.: Comportamiento dindmico del sistema amortiguado. (a) Diagrama de fase del
sistema amortiguado con V=0. (b) Diagrama de fase del sistema amortiguado
con V = 0.5V,.. La cantidad de condiciones iniciales que no llevan al colapso
del sistema es reducida respecto al caso anterior. (c¢) Diagrama de fase del
sistema amortiguado con V' = V.. Todas las condiciones iniciales del sistema
llevan a su colapso. (d) Desplazamiento para tres condiciones iniciales distintas,
colapsando en uno de los casos.



3. MEMS/NEMS de materiales
bidimensionales

3.1. Materiales considerados, sus propiedades y
aplicaciones

El grafeno es un alétropo del carbono en la forma de una red hexagonal bidimensional, donde
cada atomo forma un vértice. El grafeno tiene muchas propiedades interesantes. Es varias
veces mas resistente a esfuerzos mecanicos que cualquier metal de iguales dimensiones, es
un excelente conductor de calor y electricidad, es transparente, entre otras caracteristicas.
Por estas propiedades, el grafeno parece ser un material con aplicaciones prometedoras como
pantallas electrénicas ligeras, flexibles y resistentes; como material utilizado en dispositivos
espintrénicos, puntos cuanticos, varios procesos quimicos, médicos e industriales y mas [15].
En el drea de MEMS/NEMS en particular, el grafeno parece ser una alternativa con mucho
potencial. Resonadores de grafeno de alta frecuencia y alto factor de calidad podrian ser uti-
lizados para mediciones de masa o de carga de alta precision o para medir fuerzas muy bajas.
Sensores piezoresistentes de grafeno pueden realizar mediciones de presiéon mas sensibles y
ser considerablemente mas pequenos que sus analogos de silicio. Durante la realizacion de
esta tesis, Khan et al. publicaron una recopilacion de las propiedades y posibles aplicaciones
de MEMS de grafeno [6] que incluye éstas y otras mas para estos dispositivos.

Similarmente al grafeno, el siliceno y fosforeno son alétropos de silicio y fésforo, respectiva-
mente, con propiedades y posibles aplicaciones similares. Se consideraron estos tres mate-
riales, ademas del silicio por ser un material comtun en esta clase de dispositivos. Para los
calculos mostrados en este capitulo, se necesitaron las propiedades mecanicas de los materia-

Tabla 3-1.: Propiedades mecédnicas de los materiales considerados en los calculos de este

capitulo.
Moédulo de Young (TPa) C. Poisson Grosor (nm) Densidad vol g/m?
Grafeno | 1000 0.186 0.345 2200
Siliceno 178 0.30 0.262 2329
Fosforeno | 105 0.66 0.549 2690
Silicio 7 0.22 - 2329
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les mencionados. Para el grafeno se considera un moédulo de Young de 1 TPa, un coeficiente
de Poisson de 0.186 [7], un grosor de 0.345 nm y una densidad volumétrica de 2200 g/m?
(grafito), la densidad de masa por area se obtiene multiplicando esta cantidad por el grosor.
Para el siliceno se toma un moédulo de Young de 178 GPa, un coeficiente de Poisson de 0.30
[11], un grosor de 0.262 nm [12] y una densidad volumétrica de 2329 g/m?. Para el fosforeno,
un médulo de Young de 105 GPa (ya que el fosforeno es anisotrépico, se toma un promedio
en ambas direcciones), un coeficiente de Poisson de 0.66 [7], un grosor de 0.549 nm [7] y una
densidad volumétrica de 2690 g/m?>. Finalmente, para el silicio se consideré un médulo de
Young de 77 GPa [12], un coeficiente de Poisson de 0.22 [12] y una densidad volumétrica de
2329 g/m3. Todos los valores usados se muestran el la tabla 3-1.

3.2. Modo vibracional fundamental de una placa circular

En este capitulo se considera el problema de calcular las condiciones de salto a contacto para
MEMS/NEMS que consisten en una placa de cierto material suspendida sobre otro electrodo
entre los cuales se aplica un voltaje. Para ésto, se utiliza el modelo descrito en el capitulo 2
(masa-resorte). A la placa superior se le asigna una constante de resorte efectiva dependiendo
del material considerado. Se considera que la placa superior es circular con radio R y to-
talmente sujeta en su circunferencia. Para estas consideraciones, la frecuencia de resonancia
angular fundamental puede ser aproximada por distintos métodos [9, 5]. Considerando una
funcion de desviacion de la forma:

z=(R*— r2)2r”cosn9, (3-1)

donde n es el nimero de nodos diametrales. En conjunto con el método de Rayleigh, calcu-
lando los maximos para las energias cinética y potencial, como se explica en [18], se obtienen
cotas superiores de las frecuencias de los modos:

1 2 4 D TR?
W < 8(n+1)(n+2)(n+4)(n+5) 1+ R ) (3.2)
3 pR* 2(n+2)(n+4)D
donde D es la rigidez flexural definida por:
EhR?
D= _—_—"" _
12(1 — v2)’ (3-3)

p es la densidad de masa por unidad de area de la placa, h su grosor, E' el médulo de Young
del material de la placa, v su coeficiente de Poisson, y T' la tensién por unidad de longitud
en el borde.
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Figura 3-1.: Frecuencias de resonancia natural para una placa de grafeno calculadas con
métodos de Rayleigh y Southwell para un rango amplio de valores del radio de
la placa. Se toma T = 1%.
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En este caso n = 0 ya que se considera el modo de vibraciéon fundamental, por lo que se
obtiene:

2
230D TR

3 Rt 6p) (3-4)

Ademas, del método de Southwell, como se explica en [8], se obtienen cotas inferiores de las
frecuencias de los modos:

w? > w,,Q + th, (3‘5)

donde w, es la frecuencia de resonancia tomando en cuenta solo la rigidez de la placa y w;
tomando en cuenta solo la tension en el borde y ambas partes son dadas por:

w,? = 104.36 57, (3-6)
y
w® = 5.783- 1. (3-7)

Estas expresiones se usaron para calcular las frecuencias de resonancia de una placa de
grafeno (figura 3-1) tomando 7' = 1& (A.3). Se observa que los valores calculados por
ambos métodos tienen una diferencia despreciable, por lo que ambos son igualmente fiables
para estimar las frecuencias de resonancia. Se muestran nuevamente los resultados obtenidos
con el método de Southwell (figura 3-2), esta vez mostrando las contribuciones de w, y w;
por separado. En esta ocasién se consider6 a T' = 0.0564% para ajustarlo con los resultados
reportados por Chen et al. para un resonador de grafeno con un radio de 2um [2].

De los resultados obtenidos para esta figura, se concluye que para radios menores a cierto
valor (en este caso, aproximadamente 107%m), la parte debida a la rigidez (w,) es la que més
contribuye, siendo w; despreciable. En cambio, a partir de cierto valor (10~ "m en este caso), el
contribuyente despreciable es w,.. Para radios que se encuentren en el rango intermedio, ambas
contribuciones deben ser consideradas, dependiendo de la precision deseada. Los radios de
la placa en los que cierta contribucion serd despreciable respecto a la otra, dependen de los
valores de la rigidez flexural D y la tensién en el borde 7' como se ve en las ecuaciones (3-6)
y (3-7). Considerando una tensién fija, estos radios dependerdn tnicamente de D y por lo
tanto del grosor h del material considerado. Se realizaron los mismos célculos considerando
placas de siliceno y fosforeno de donde se obtienen graficas con comportamientos similares.



3.2 Modo vibracional fundamental de una placa circular 15

Frecuencia de resonancia (Hz)

108
10°"°

Figura 3-2.:

10° 108 107 10¢ 10°% 104 102 102 10" 10°
Radio (m)

Frecuencias de resonancia de una placa de grafeno calculada con el método de
Southwell mostrando ambas contribuciones por separado. w, corresponde a la
parte debido unicamente a la rigidez de la placa y w; la que corresponde a la
tension, w toma en cuenta ambas contribuciones.
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3.3. Voltajes de salto a contacto de MEMS/NEMS de
materiales bidimensionales

En la seccién anterior se mencionaron los cédlculos de frecuencias de modos fundamentales
de placas circulares de distintos materiales, con estas frecuencias se asocian constantes de
resorte a las placas correspondientes segin

k= w’m (3-8)

siendo w la frecuencia angular de resonancia y m la masa de la placa. A partir de ésto y
utilizando la ecuacién (2-7), pueden obtenerse los valores del voltaje de salto a contacto
para cada uno de los materiales. Se muestran estos resultados calculados para una capa de
grafeno, siliceno, fosforeno comparados con una membrana de silicio con grosor de 10 nm
(figura 3-3) tomando la distancia entre las placas d como un veinteavo del radio de la placa
(A.3). La figura muestra un rango muy amplio de radios considerados, pero al referirnos a
MEMS y NEMS en este trabajo, el rango relevante corresponde a radios del orden de micras
y menores, en estas dimensiones se observa que los voltajes de salto a contacto calculados
para placas de materiales bidimensionales son menores que los obtenidos para silicio, mate-
rial que es comtinmente usado en muchos MEMS.

De las ecuaciones (2-7), (3-5) y (3-8), puede verse que el voltaje de salto a contacto es
proporcional a VE y a h2, por lo que a pesar de tener médulos de Young mayores, el voltaje
de salto a contacto de materiales bidimensionales es menor por sus bajos grosores, por lo
que dispositivos basados en estos materiales son mas inestables. Xiang et al [19] reportan
el valor del médulo de Young de hasta ocho capas de grafeno con un valor de 1.16 TPa y
Partoens [14] reporta que hasta diez capas de grafeno mantienen sus propiedades sin llegar
a ser grafito. Se muestra nuevamente el calculo anterior, esta vez considerando diez capas
de grafeno, siliceno y fosforeno (figura 3-4). En el caso de grafeno, se supuso que el valor
del médulo de Young permanecia igual que para 8 capas; en los dos materiales restantes,
se considerdé que su modulo de Young aumentaba de 1 a 10 capas en la misma razon que
en el grafeno. Como se observa, al menos para el grafeno y fosforeno, los voltajes de salto a
contacto son comparables a los de silicio aunque un poco menores, a pesar de ser el conjunto
de capas varias veces mas delgado que la membrana de silicio considerada. Por lo tanto, es
posible tener dispositivos de materiales bidimensionales tan como otros similares de silicio,
ademas, siendo estos tultimos de dimensiones mayores.
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Figura 3-3.: Comparacién del voltajes de salto a contacto en funcién del radio de membra-
nas de 3 materiales bidimensionales (una capa) y una de silicio con un grosor
de 10 nanémetros.
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Figura 3-4.: Comparacién del voltajes de salto a contacto en funcién del radio de membra-
nas de 10 capas de 3 materiales bidimensionales y silicio con un grosor de 10
nandémetros. Ademds se muestra una separacién entre dimensiones correspon-

dientes a MEMS o NEMS.



4. Modelo electrostatico-elastico de la
membrana

4.1. Descripcion del modelo

4.1.1. EIl problema electrostatico

El modelo de masa-resorte no captura la geometria real del problema. En esta seccién se
desarrolla una teorfa general de sistemas electrostatico-eldsticos (figura 4-1), en los que la
deformacién de la placa se toma en cuenta, asi como los efectos del campo eléctrico entre
esta y la placa aterrizada.

Se considera a ) como la regién ocupada por la placa superior y R la longitud de la misma.
Se considera una placa elastica a un potencial V, mientras que otra placa fija estd a potencial
V=0. Ademas, el potencial electrostatico ¢ satisface la ecuacion de Laplace:

V24 =0, (4-1)

en la regién entre las placas y alrededor de estas. Las condiciones de frontera son:

¢ =V en la placa elastica (4-2)

¢ = 0 en la placa fija. (4-3)
Por lo que el problema electrostatico esta acoplado al problema elastico a través de las

condiciones de frontera, ya que dependen de la deformacion de la placa elastica.

4.1.2. EIl problema elastico

Para modelar la placa elastica se utiliza la ecuacién para la deformacién de una placa en un
potencial eléctrico. La desviacién w’ de la placa satisface [15]:
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Figura 4-1.: Esquema de un sistema electrostatico-elastico general. Figura tomada de [16]

Pw' ow' 5 4 €0 9
phW—I—aW—uVL w ‘I‘DVL w :—§|V¢’ . (4—4)
Donde p es la densidad de la placa, h su grosor, u la tensiéon por unidad de longitud en su
borde, a un pardmetro de amortiguamiento, D la rigidez flexural y ¢, la permitividad del

vacio. El operador V| corresponde a diferenciaciéon unicamente en las direcciones x’ y y'.

4.2. Considerando unicamente tension en la placa

4.2.1. Escalamiento

En este seccion se considera el problema descrito considerando que la rigidez flexural es
despreciable en comparacién a la tension, como se vio con el modelo de masa-resorte, esta
suposiciéon es valida cuando el radio de la placa es grande comparado a su grosor.

Es util reescalar el sistema para escribir las ecuaciones en forma adimensional. Se escala el
potencial electrostatico con el voltaje aplicado, el tiempo con una escala del sistema, las
variables 2’ y ¢/ con una longitud caracteristica del sistema, 2’ y w’ con la distancia entre
ambas placas d. Se define:

W' b ' Y o ut!
w d Y w V? T R? y R? z d ? a,R2 ( )
Sustituyendo esto en las ecuaciones (4-1) - (4-4), se obtiene:
o2
eV 1% + Yy (4-6)

922
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1 =1 en la placa elastica (4-7)
1 = 0 en la placa fija (4-8)
1 0*w  Ow ) o 2

—— 4+ = - 6V 1w = —)\[é? (=) . 4-
a26t2+8t Vi "w+ oV, "w [6 |VL@/J| —f-(az)] ( 9)

El parametro « es el inverso del factor de calidad del sitema. Es definido por

aR
Vohp
El parametro § mide la importancia relativa de la tensién y rigidez y se define como:
D
= —. 4-11
o (4-11)
El parametro € es la razéon de forma del sistema y es definido por:
d
= —. 4-12
== (112)

El parametro A es la razon entre una fuerza electrostatica y una elastica de referencia y es
definido por:

- 60V2R2

4.2.2. El limite de razén de forma pequeno

Se considera a € << 1. Fisicamente, esto significa que las dimensiones laterales del sistema
son grandes comparadas con la separaciéon entre ambas placas (figura 4-1). Para muchos
MEMS esta es una aproximacion valida. Si se toma el limite en el que € es cero, el problema
electrostatico se reduce a :

9%
W — O, (4—14)
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la cual puede resolverse para obtener el potencial aproximado:

Y~ Az + B. (4-15)

Se requiere el potencial entre las placas, por lo que se aplica a v las condiciones de frontera:

Y(z,y,w,t) =1, (4-16)

Y(z,y,0,t) = 0. (4-17)

Con lo que se obtiene:

b (4-18)

Esta aproximacion es equivalente a ignorar los efectos de borde eléctrico. Finalmente se
toma a € como cero en la ecuacién (4-9) ya que R >> d y se usa el potencial aproximado
encontrado para obtener:

1 Pw  Ow 9 4 A
EWJrE—ijL(SVw——E. (4—19)

Esta ecuacion esta desacoplada de la ecuacién del potencial eléctrico y puede ser resuelta de
manera independiente. Se deja la notacion V| por solo V, debe recordarse que el operador
actia unicamente en x y y. El término 0 se toma como cero por la suposicion de la rigidez
flexural despreciable.

4.2.3. Diagrama de bifurcacién del sistema considerando tinicamente
tension

. Tomando como cero las derivadas respecto al tiempo de la ecuacién (4-19), se obtiene:

Viw = = en Q (4-20)

w =1 en 0f) (4-21)
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Figura 4-2.: Diagrama de bifurcacion considerando tinicamente la tensién en la membrana.
La rama superior, hasta la primer bifurcacién, corresponde a las soluciones de
equilibrio estable.

Se toma a L como el radio de la membrana. Eligiendo coordenadas cilindricas debido a la
simetria del problema, la ecuacién (4-20) se reduce a:

— + - =—enf) (4-22)

Una solucién detallada de esta ecuacién puede encontrarse en [15]. Se muestran resultados
calculados de A comparados a w(0), el mayor desplazamiento en la membrana (figura 4-2).
Ya que A es proporcional al cuadrado de V, la figura muestra que existe un voltaje maximo
a partir del cudl no existen més posiciones de equilibrio, al igual que lo concluido a partir
del modelo de masa-resorte. Unicamente la primer rama de la figura, hasta el valor maximo
de A, corresponde a puntos de equilibrio estables [15]. También se muestra una simulacién
de la dindamica de la membrana para 4 tiempos distintos, obtenida de la resolucién numérica
de la ecuacion (4-19) (figura 4-3) con la utilizacién de MATLAB (A.4).



24 4 Modelo electrostatico-elastico de la membrana

t=0 t=1.05

2 1
09
1 1
1
0 0.8 0
o T T T -1 07 T T T -1
-1 -0.5 0 05 1 -1 -0.5 1] 0.5 1
t+=2.63 t=3.68

0.9
0.9
1 1
0.8
08
0.7 0 0
0.6 1 T T T T -1 0.7 T T T T -1
-1 -0.5 1] 0.5 1 -1 -0.5 o 0.5 1

Figura 4-3.: Simulaciéon de la dindmica de la membrana en cuatro tiempos distintos con
valores de A = 0.75 y o = 10, el tiempo se toma en segundos.
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4.3. Considerando unicamente la rigidez de la placa

4.3.1. Escalamiento

Ya que se tiene interés en MEMS/NEMS, el rango més importante para el radio es cuando son
relativamente pequenos, por lo que en esta seccién se considera que la tension es despreciable
en comparaciéon a la rigidez flexural, esta suposicion es valida en el rango mencionado.

Se reescala el sistema al igual que en la seccién anterior para obtener la ecuacién de éste en
su forma adimensional. Se define:

) z
_ 4 _ X = y=ZL =" += . 4-23
w d Y w V’ x R’ y R’ z d Y a/R4 ( )
Sustituyendo esto en las ecuaciones (4-1) - (4-4), se obtiene:
eV %+ Py _ 0 (4-24)
+ 022
1 =1 en la placa elastica (4-25)
1 = 0 en la placa fija (4-26)

1w ow 1 o 2
T g VA Ve = ARV + () ] (wam)

Con:
aR?
b= N (4-28)
VIR
- )

0 v € iguales a la seccién anterior, igualmente se considera la aproximacion de razén de forma
pequena, por lo que se obtiene la ecuacién dindmica del sistema:

1 Pw  Ow 4 A
Eﬁ—f—g-i-v w——ﬁ. (4—30)

Donde se ha tomado % = 0 por considerarse que la tension es despreciable.
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Figura 4-4.: Diagrama parcial de bifurcacion del sistema considerando tinicamente la rigidez
del material de la membrana en el que se muestra tinicamente una rama del
diagrama de bifurcacién completo, que corresponde a las soluciones estables.

4.3.2. Diagrama parcial de bifurcacién del sistema considerando
unicamente la rigidez

Tomando como cero las derivadas respecto al tiempo de la ecuacién (4-30), se obtiene la
ecuacion estatica:

Viw = A en €2, (4-31)

w2

en coordenadas cilindricas, considerando que w solo depende de r:

Hw 20w  10%w 10w A

o ol e T By T ut (+32)
con condiciones de frontera:
1 3
w(1) =1 owll) _, w0 _,, Ow0) _ (4-33)
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Figura 4-5.: Comparacién de los voltajes de salto a contacto calculados con dos modelos

distintos, se tomé a d = 5.
Se resolvié numéricamente la ecuacién (4-32) utilizando MATLAB (A.5), con condiciones de
frontera (4-33) para una serie de valores de A, encontrandose igualmente que existe un valor
maximo a partir del cudl, la ecuacién no tiene solucién. Se muestran los resultados hasta
este punto, mostrandose todos los valores de equilibrio estable del sistema (figura 4-4).

4.4. Comparacion con el modelo de masa-resorte

En esta secciéon se comparan los resultados de las secciones 4.2 y 4.3 con los obtenidos
usando el modelo de masa-resorte. A partir de los valores de A y A maximos obtenidos,
puede encontrarse el voltaje de salto a contacto de cada uno de los casos. En los calculos
realizados ignorando la rigidez, se encontré un valor maximo de X\ es 0.7885, a partir de
esto y la ecuacién (4-13), pueden encontrarse los valores del voltaje de salto a contacto para
distintos radios de la membrana. Andlogamente, de los calculos hechos sin considerar tensién,
se obtuvo un valor de A de 15.6, y usando la ecuacién (4-29) se encuentran facilmente los
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valores del voltaje de salto a contacto para distintos radios. Se puede observar que, con
estos céalculos mas precisos, los voltajes de salto a contacto calculados son mayores a los
obtenidos con el modelo anterior, llegando a diferir en un 4 % aproximadamente para el caso
sin rigidez, y tan solo en un 0.5 % en el caso sin tensién. Estos resultados se muestran en la
figura 4-5 para el caso de una capa de grafeno, como un ejemplo (A.3). Puede observarse
que los célculos usando este modelo electrostatico-elastico se ajustan a los obtenidos por
el modelo de masa-resorte, excepto cuando tanto la tensiéon como la rigidez del material es
importante; sin embargo, en un rango apropiado para MEMS/NEMS, la rigidez suele ser
mas relevante. Ademads, de la figura 4-2, se observa que el valor minimo de una posicion
de equilibrio es en w(0) = 0.56, y de la figura 4-4 se obtiene que es w(0) = 0.54, mientras
que con el modelo de masa-resorte se habia encontrado que esta posicion era de % ~ 0.66.
Finalmente, se compara un calculo de voltaje de salto a contacto considerando un dispositivo
de silicio usando ambos modelos descritos con un resultado experimental reportado en [4].
En este caso se considera que la placa tiene un grosor de 800 nanémetros, un radio de 1.2
milimetros, una separacién entre ambas placas de 3 micras y una tension residual de 20
MPa. El resultado reportado es de 6.75 Volts, mientras el obtenido a partir de los calculos
usando estos modelos fueron 8.5 Volts y 8.1 Volts utilizando los modelos de masa-resorte y
electrostatico-elastico, respectivamente. De lo anterior es claro que el modelo electrostatico-
elastico es mas cercano al resultado experimental. La diferencia en resultados también puede
relacionarse con la distinta geometria considerada a pesar de tratarse de dispositivos con las
mismas dimensiones, en el experimento descrito en [4] las placas consideradas son cuadradas
mientras que los calculos realizados consideran placas circulares. La comparacion de los
resultados descritos se muestra en la figura 4-6.
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Figura 4-6.: Comparacién entre el voltaje de salto a contacto de un dispositivo de silicio
medido experimentalmente reportado en [4] y célculos realizados considerando

un dispositivo similar utilizando el modelo de
elastico.

masa-resorte y electrostatico-



5. Modelo de masa-resorte con
potenciales de Yukawa

5.1. Ecuacidon dinamica del sistema

En esta seccién se considera un modelo de masa-resorte como en el capitulo 2, Se considera
el mismo esquema que en aquel capitulo, es decir, la figura 2-1. Esta vez no se considera
un potencial electrostatico como en aquel capitulo sino un potencial de tipo Yukawa de la
forma:

2t (5-1)

Viuk = —9 ot
donde g es una constante de magnitud, n y & son niimeros reales. Un potencial tipo Yukawa
puede ser considerado como una generalizacién de potenciales que puedan ser descritos por
esa expresion con cierto n y @. El potencial electrostatico se encuentra incluido como un
caso particular con @ = 0 y n = 1. El efecto Casimir entre dos placas conductoras separadas
por vacio [3], el potencial de Lennard-Jones [10], el potencial Buckingham [1] y otros de tipo

Van Der Waals forman parte de este grupo. La ecuacién dindmica del sistema es, entonces:

d’z  dx o _ax@T+M

mw + a% = —k($ - d) —ge PONS (5'2)

Definiendo:
k

523,7':15 p a=da (5-3)
y sustituyendo en la ecuacién (5-2), se obtiene la ecuacién adimensional del sistema:

d*¢ d§ et @+

P‘l—ﬁgz—(f—l)—)\e ¢ €n+1 , (5-4)

con:
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(b)

Figura 5-1.: Diagramas de bifurcacién con distintos valores de n y a. (a) Diagrama de
bifurcacién con n=1 y distintos valores de a. Se observa que al aumentar «,
los valores de A de salto a contacto aumentan, por lo que el sistema es mas
estable con valores mayores de «. (b) Diagrama de bifurcacién con o« = 0 y
algunos valores de n. Se observa un comportamiento opuesto al caso anterior,
al aumentar el valor de n el sistema se vuelve mas inestable al disminuir el
valor de A\ de salto a contacto.
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Figura 5-2.: )\ de salto a contacto para n = 1, 3 al variar a.. En esta figura puede verse como
al aumentar «, el valor del A de salto a contacto aumenta considerablemente,
por lo que fuerzas de Yukawa mayores seran necesarias para que el sistema
colapse. Ademas, el sistema es ligeramente mas estable para n = 1 que para

n=3.

2
a g
= A= 2 5-5
n Sk Ldn2 (5-5)
A es una razén adimensional entre la fuerza provocada por el potencial de Yukawa y la fuerza
de restitucion del resorte, en el caso electrostatico:

EoAV2

Sh (5-6)

)\elec =

5.2. Diagramas de bifurcacidn y espacio fase del sistema

De la ecuacién (5-4) se obtiene la ecuacion estética del sistema:

(1-€) = s ottt (5-7)
con la cudl puede graficarse £ en funcion de A, obteniéndose diagramas de bifurcacion, las
figuras 5-1a y 5-1b muestran estos diagramas para variaciones de a y n, respectivamente,
con el otro parametro constante en cada caso. De los resultados mostrados en estas figuras,
se observa que con n fija, al aumentar «, el valor maximo de A\, o A de salto a contacto,
aumenta, por lo cudl la fuerza de Yukawa necesaria para que el sistema colapse incrementa.
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n=0, A=0.01, =0, =0

Figura 5-3.: Diagrama de espacio fase para cuatro valores de n y otros parametros cons-
tantes. Se observa que la cantidad de soluciones sin colapso disminuye cuando
n aumenta, es decir, el sistema se hace mas inestable.

En el caso en el que « es fijo y n aumenta, pasa lo opuesto. Por lo tanto, valores menores de
n y mayores de a representan sistemas mas estables. Para ilustrar lo anterior, se muestran
célculos de A de salto a contacto realizados con dos valores fijos de n al variar a (figura
5-2) Las figuras 5-3, 5-4, 5-5 y 5-6 muestran diagramas de espacio fase calculados a partir
de soluciones numéricas de la ecuacién (5-4) calculadas utilizando MATLAB (A.2), cada
figura muestra una variacion en algiin parametro manteniendo al resto constantes. De estos
diagramas de espacio fase se observa que el nimero de soluciones donde el sistema no colapsa
aumentan con el aumento del valor de « y la disminucién del valor de n. Esto coincide con
la informacion obtenida del diagrama de bifurcacion pero en este caso se tiene un resultado
mas completo, ya que no se consideran tinicamente posiciones de equilibrio sino un amplio
conjunto de condiciones iniciales.
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a=0, A=0.5, n=1, =0

Figura 5-4.: Diagrama de espacio fase para cuatro valores de v y otros parametros constan-
tes. Se observa que contrario al caso anterior, cuando a aumenta, el niimero
de soluciones sin colapso aumentan y el sistema se hace més estable.
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7=0, A=0.1, n=1, a:=0 7=0.1
| 1
1 1
wn we 0
-1 -1
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
£
=3
w \
us 0
A\
0 0.5 1 1.5 2
£ £

Figura 5-5.: Diagrama de espacio fase para cuatro valores de 1 y otros parametros cons-
tantes. Al aumentar 7 (disminuye el factor de calidad), el sistema se hace més
amortiguado, por lo que el sistema llega al reposo més rapidamente.
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7=0, A=0.1, n=1, a=5

7=0.1

0 0.5 1 15 2

3
7=3
1 \
up
-1
0 0.5 1 1.5 2
£

Figura 5-6.: Diagrama de espacio fase para cuatro valores de 7 y otros parametros cons-

tantes. Se tienen los mismos parametros que en el caso anterior a excepcién de

« que en este caso tiene un valor de 5. Se observa que el comportamiento del

sistema es mas estable al anterior ya que « es mayor.



6. Conclusiones

En este trabajo se estudiaron las condiciones en las cudles un dispositivo MEMS/NEMS
colapsa y la dindamica de estos sistemas considerando potenciales de distintos tipos utili-
zando métodos numéricos y analiticos. En el caso del potencial més sencillo (electrostatico)
se consideraron dispositivos basados en materiales bidimensionales como grafeno, siliceno y
fosforeno y se presentaron resultados de voltajes criticos que limitan a estos dispositivos en
comparacion con otros de silicio.

En escalas de importancia para los MEMS/NEMS, en érdenes de micras o menores, dis-
positivos hechos a partir de varias capas de materiales bidimensionales como el grafeno y
fosforeno pueden mostrar voltajes de salto a contacto similares a los hechos con materiales
comunes como silicio, por lo que pueden ser dispositivos igualmente estables ante potenciales
electrostaticos a pesar de seguir siendo considerablemente mas delgados. Dispositivos de una
sola capa de estos materiales son mas inestables que sus andlogos de silicio. Es importante
considerar que los voltajes de salto a contacto dinamico son menores que los de salto a con-
tacto estatico, por lo que estos dispositivos podrian colapsar bajo potenciales menores a los
considerados en el sistema en equilibrio.

Los modelos de masa-resorte y electrostatico-eldstico mostraron en general resultados muy
similares, particularmente en el calculo de voltajes de salto a contacto, donde las diferencias
resultan ser muy pequenas. El modelo de masa-resorte, a pesar de ser muy simple y consi-
derablemente mas sencillo que el modelo mas completo, predice resultados correctos y ttiles
a considerar en el diseno de MEMS/NEMS. Sin embargo, el modelo electrostatico-elastico
si muestra ciertos resultados, como diagramas de bifurcacion, de manera mas precisa. Como
posibles recomendaciones en el diseno de esta clase de dispositivos, se menciona que el factor
de calidad @) en esta clase de dispositivos es mayor en disefios de tipo tambor (membranas
circulares ancladas en toda su circunferencia, como la considerada en este trabajo), que en
dispositivos con disefios como tiras ancladas en dos extremos y otros similares [6]. También
debe considerarse que en esta clase de dispositivos, se ha reportado que el factor de calidad
es inversamente proporcional a la temperatura y proporcional al didmetro de la membrana
y a la tension en el borde de ésta. Tener estas consideraciones en cuenta es importante para
conocer las condiciones para un funcionamiento més eficaz en el dispositivo, ya que para
factores de calidad altos, el amortiguamiento sera minimo.

Al considerar potenciales de tipo Yukawa, el aumento en el parametro o provoca también
un aumento considerable en la magnitud del potencial critico, por lo que dispositivos bajo
un potencial de este tipo con un valor de o grande, representan sistemas mucho mas estables
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que sus analogos con o = 0 o valores pequenos. El aumento en el pardmetro n en potenciales
de este tipo provoca un efecto opuesto. Por ésto es importante considerar ciertos potenciales
en el diseno de MEMS/NEMS que pueden hacer al sistema considerablemente mas inestables
a ciertas distancias cuando se traten de potenciales con un valor de n mayor al del potencial
electrostatico, como el efecto Casimir (n=3, a = 0).

Los célculos presentados en este trabajo utilizando el modelo mas completo (electrostético-
eldstico), se realizaron considerando dos rangos de dimensiones del dispositivo distintos.
Ignorando la rigidez del material considerado y tomando en cuenta tnicamente la tension
sobre este, en un caso; y considerando tnicamente la rigidez del material e ignorando la
tension, en otro caso. Se propone resolver la ecuacién dindmica completa del sistema en
un trabajo posterior, sin despreciar ningin término, para obtener soluciones de un sistema
completo validas para dispositivos de cualquier dimension.



A. Anexo: Codigo de programas
utilizados

Este anexo adjunta algunos de los programas utilizados en MATLAB para los célculos de los
resultados mostrados en esta tesis. Cada seccién incluye una descripcion breve de la funcién
del programa seguida del codigo de éste. Después de las lineas mas relevantes se incluye
una breve descripcién de ésta. No se describen las lineas mas comunes o simples como la
inclusion de figuras, nombramiento de los ejes o definiciones de variables o funciones. Algunos
programas utilizados no se muestran por ser variaciones de otros dentro de este anexo, en
tales casos, se incluye una mencion a estos en la seccion correspondiente.

A.1l. Programal

A.1.1. Descripcion

Calcula los resultados del diagrama de bifurcacién mostrado en la figura 2-2. El programa
realiza un célculo de V' usando la ecuacion (2-6) para un conjunto de valores de x y muestra
los resultados en una gréfica. Los diagramas de bifurcaciéon mostrados en la 5-1 se obtienen
de manera similar, en ese caso utilizando la ecuacién (5-7) variando los pardmetros n y a en
cada caso.

A.1.2. Coadigo

figure ('Color’ [1 1 1]);
xlabel ("x ")

ylabel ("V")

title (’Diagrama de bifurcacion )
X=linspace (0,1,40);

Lesart ((X)."(2)~(X) " (3))

plot (X,L)

A.1.3. Descripcion de algunas lineas

(5) Crea un vector de 40 elementos con valores del 1 al 40.
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(6) Calcula los valores del voltaje segin la ecuacién (2-6) a partir del vector anterior, se
tom6 como 1 el valor de todas las constantes.

A.2. Programa 2

A.2.1. Descripcion

Calcula los resultados del diagrama de espacio fase mostrado en la figura 2-3a. El programa
calcula soluciones numéricas de la ecuacién (2-10) para un conjunto de condiciones iniciales
dentro de un intervalo de tiempo, grafica las soluciones de la posicién y velocidad. El cédigo
para los resultados mostrados en 2-3b y 2-3c es analogo. Para los resultados del comporta-
miento dindmico de la placa mostrados en la figura 2-3d el cdédigo es andlogo, en este caso
se muestra la posicion respecto al tiempo para tunicamente dos condiciones iniciales. Los
resultados mostrados en la figura 2-4 se realizaron con un programa similar a este pero sin
ignorar el término de amortiguamiento. Los programas utilizados para obtener las figuras
5-3, 5-4, 5-5 y 5-6 son andlogos a este, en esos casos la ecuacién a resolver fue (5-4) y se
variaron distintos parametros en cada caso.

A.2.2. Cddigo

function programa?2
figure (’Color’ ,[1 1 1]);
title ("V=0")

xlabel ('x/d")

ylabel ("v/d")

for k=0:20
x0=[2—kx0.1;0];
[t,x]=o0dedb (Qdxdt,[0 8],x0);
hold on

plot (x(:,1),x(:,2),'k")
end

end

function d=dxdt(t,x)

v=0;

d=[x(2); —0.1481x(v"2/(x(1))"2)—=x(1)+1 ];
end
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A.2.3. Descripcion de algunas lineas

(8) Usa la funcién ode45 de MATLAB para resolver la ecuacién diferencial de la funcion
dxdt (definida abajo) para t de 0 a 8 y condiciones iniciales definidas con el vector z0

(16) Define la ecuacién (2-10) como un vector para ser resuelta numéricamente como un
sistema de dos ecuaciones diferenciales.

A.3. Programa 3

A.3.1. Descripcion

Calcula los resultados mostrados en las figuras 3-1, 3-2, 3-3 y 4-5. El programa calcula
frecuencias de resonancia y voltajes de salto a contacto de placas de distintos materiales
usando distintos modelos como se describe en los capitulos 3 y 4.

A.3.2. Cédigo

Y=[1E12, 0.178E12, 0.105E12, 0.077E12];
H=[3.45E-10, 2. 62E 10, 5. 49E 10, 100E—10];
V=[0.186, 0.3, 0.66, 0.22];

P=[2200, 2329, 2690, 2329];

D=[0, 0, 0, 0];

n=0.05643;

epsilon=8.854E—-12;

L=0.7885;

L2=15.6;

for m=1:4

D () =(¥ (m) <H(m) 3) /(12+(1—V(m) "2)) ;
for k=1:1000

R(k,m)=(1E—10) (10" (k/100));

F(k,m)=(10.21/(2+pi*R(k,1) "2))*sqrt (D(m) /(P(m)*H(m))) ;

F2(k,m)=2.404/(2xpi*R(k,1))*sqrt (n/(P(m)*H(m)));

F3(k,m)=(1/(2+pi))*sqrt ((D(m) /(P (m)+H(m)+R(k,1) "4))
*(104.364+5.783*((nxR(k,1) "2)/D(m))));

F4(k>m)=(1/(2*pi))*sqft(( 20/3) % (D(m) /(P (m)*H(m) «R(k,1) "4) ) * (14 ((
*R(k,1)"2) /(16«D(m)))));

d=R(k,m) /20;
U(k,m)=sqrt ((8/27) «(((2*xpi*F3(k,m)) "2%P(m)*H(m)*d"3) /epsilon));
U2(k,m)=sqrt ((2+«Lx(d"3)*n) /(epsilonx(R(k,m)"2)));
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U3(k,m)=sqrt ((2«D(m) x(d"3)«L2) /(epsilon*(R(k,m)"4)));

end
end

figure ('Color’ [1 1 1]);

loglog (R(:,1) ,F3(:,1),": k")

hold on

loglog (R(:,1) ,F4(:,1),— k")

xlabel (”

ylabel (’Frecuencia de resonancia (Hz) ')
(’Southwell”, "Rayleigh )

Radio (m) ")
legend

figure (' Color’ ,[1 1 1]);
loglog (R(:,1) ,F(:,1),— b")

hold on

loglog (R(:,1),F2(:,1),": ")

loglog (R(:,1) ,F3(:,1),"k")

xlabel ("Radio (m) ")

ylabel (’Frecuencia de resonancia (Hz) ')
legend ("\omega_r’, ’\omega_t’, \omega’)

figure (' Color’ ,[1 1 1]);
loglog (R(:,1) U(:,1), k")

hold on

loglog (R(:,2) ,U(:,2),'b")

loglog (R(:,3) ,U(:,3),g")

loglog (R(:,4) ,U(:,4),’r’, 'LineWidth’,2)
xlabel ("Radio (m) ")

ylabel (’Voltaje de salto a contacto (Volts)’)
legend ( ’Grafeno’, ’Siliceno’, ’'Fosforeno’,

figure ('Color’ ,[1 1 1]);

loglog (R(:,1),U(:,1), k")

hold on

loglog (R(:,1),U2(:,1), ' r’, "LineWidth',2)
loglog (R(:,1),U3(:,1),’b", "LineWidth " ,2)
xlabel ("Radio (m) ")

ylabel (”

"Silicio )

Voltaje de salto a contacto (Volts)’)
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legend ( 'masa—resorte ', electrostatico—elastico sin rigidez’,

electrostatico—elastico sin tension’)

A.3.3. Descripcion de algunas lineas
(14-17) Se calculan las frecuencias de resonancia segin las ecuaciones (3-6), (3-7), (3-5) y

(3-4), respectivamente

(19) Se calculan los voltajes de salto a contacto para una variedad de dimensiones segin la
ecuacién (2-7) utilizando las frecuencias de resonancia calculadas antes.

(20-21) Se calculan los voltajes de salto a contacto para una variedad de dimensiones segin
la ecuacién (2-7), esta vez utilizando los valores de A y A (L y L2 en el cédigo) dados por
las ecuaciones (4-13) y (4-29). Los valores de estas constantes se obtuvieron a partir de los
diagramas de bifurcacién calculados con programas presentados mas adelante en este anexo

A.4. Programa 4

A.4.1. Descripcion

Realiza los cédlculos de la dinamica de la membrana bajo un potencial mostrados en la figura
4-3 resolviendo la ecuacién diferencial (4-19) para algunos valores especificos de tiempo.

A.4.2. Cédigo

function programa4

x = [0.001 0.005 0.01 0.05 0.1 0.5 0.95 1];
t = linspace (0,10,20);
sol = pdepe(1,@pdefun, @icfun ,@bcfun ,x,t);

phi=linspace (0,2%pi,10);
[R PHI|] = meshgrid(x,phi);

figure ('Color’,[1 1 1]);
hold on

subplot (2,2,1)
hold on
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title ("t=0")

j=1;

Z:[sol( c,1) 580l (j,:,1) 580l (j,:,1);80l(j,:,1);5801(j,:,1);s0l(j
yiu,1)5sol(j,:,1) s0l(j,:,1)5s0l(j,:,1);s0l(j,:,1)];

surf (R.*xcos (PHI) , R.*sm(PHI), Z);

view (0,30)

subplot (2,2,2)

hold on
title ("t=1.05")

—3:

=[sol(j,:,1);s0l(j,:,1); sol(J, ,1)ssol(j,:,1);s0l(j,:,1);s0l(]
yiol)ssol(j,:,1)80l(j,:,1)580l(j,:,1);s0l(j,:,1)];

surf (R.*cos (PHI) , R.*sm(PHI), Z);

view (0,30)

subplot (2,2,3)

hold on
title ("t=2.63")

J=6;

Z=[sol(j,:,1);s0l(j,:,1); Sol(J, ,1)5sol(j,:,1);s0l(j,:,1);s0l(]
yiol)ssol(j,:,1) 80l (j,:,1)580l(j,:,1);s0l(j,:,1)];

surf (R.*cos (PHI) , R.*mn(PHI), Z);

view (0,30)

subplot (2,2 ,4)

hold on
title (7t=3.68")

—8;

=[sol(j,:,1);s0l(j,:,1);s0l(j,:,1);s0l(j,:,1);s0l(j,:,1);s0l(]
yiol)ssol(j,o,1)s0l(j,:,1)580l(j,:,1);s0l(j,:,1)];

surf(R.*xcos(PHI), R.xsin (PHI), Z);

view (0,30)

function

[1;

CcC =

pdefun (x,t,u,DuDx)



52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

1

2

3

A.5 Programa 5 45

f = [0; DuDx(1)];

1=0.75;

s = [u(2); =1/(u(1)"2)—u(2)];

function [pl,ql,pr,qr| =bcfun(xl,ul ,xr ur,t)
pl = [0; 0],

ql = [1; 1];

pr = [ur(l)—1; ur(2)];

qr = [0; 0];

function u0 = icfun (x);

u0 = [1; 0];

A.4.3. Descripcion de algunas lineas

(5) Se utiliza la funcién pdepe de MATLAB para resolver una ecuacién diferencial parcial con
condiciones iniciales y de frontera definidas. La funcién utiliza las funciones pdefun, bcfun y
icfun definidas en las lineas 50, 56 y 62 como definiciones de la ecuacién a resolver (4-19),
condiciones de frontera y condiciones iniciales, respectivamente.

(18) Crea un vector con las soluciones de la ecuacién para un tiempo especifico. Las lineas
26, 34 y 42 hacen lo mismo para otros tiempos.

(19) Muestra una grafica de las soluciones haciendo un cambio a coordenadas cilindricas
usando las definiciones de las lineas 7 y 8. Las lineas 27, 35 y 43 hacen lo mismo para otros
tiempos.

A.5. Programa 5

A.5.1. Descripcion

Calcula los resultados del diagrama de bifurcacién mostrado en la figura 4-4. El programa
obtiene valores de A al resolver numéricamente la ecuacién diferencial de cuarto grado (4-32)
con condiciones de frontera (4-33). La figura 4-2 se obtiene a partir de un programa similar
pero més simple (la ecuacion diferencial a resolver es de segundo grado en este caso (4-22)) .

A.5.2. Cddigo

function programab
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mesh=linspace (0.0001,1,10);
solinit = bvpinit (mesh,[2; 0; 0; 0]);

syms y (x)

for k=1:26;
L(k)=k0.6;

[V] = odeToVectorField (diff(y, 4) + (2/x)xdiff(y,3) — (1/x"2)xdiff
(v,2) + (1/x73)+diff (y) = —(L(k))/y"2);

M = matlabFunction (V, 'vars ', {'x",’Y'})
sol = bvpd4c(M, @bifurcationrbe, solinit);

xint = linspace (0.0001, 1, 10);
yint = deval(sol, xint);

w(k)=yint (1,1);

end

figure (' Color’ ,[1 1 1]);
xlabel ( 7\ Lambda )
ylabel ("w(0) ")

hold on

plot (L,w)
end

function res = bifurcationrbe (ya,yb)

res = [ yb(1)-1; yb(2); va(2); va(4) [;
end

A.5.3. Descripciéon de algunas lineas

(5) Se usa la funcion de MATLAB bupinit que establece una primera aproximacién a la
solucion.

(9) Convierte la ecuacion (4-32) en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en for-
ma de vector.

(11) Se transforma el vector definido en la linea 9 como una funcién definiendo sus variables.

(13) Se utiliza la funciéon de MATLAB bup4c para resolver la ecuacién (4-32) definida por
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la funcién M con condiciones de frontera definidas por la funcién bifurcationrbc y con solinit
como una primer aproximacion a la solucion.

(28-31) Funcién que define las condiciones de frontera del problema ((4-33)).
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