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Introducción

La presente tesis tiene como objetivo dar una presentación clara, ordenada y com-
prensiva de la teoría concerniente a los llamados procesos de Wishart. De este mismo modo
se busca dar soluciones y pruebas simples y poco obscuras a los resultados que planteare-
mos al respecto, motivando las ideas exploradas. Contrario a lo que se acostumbra en la
literatura disponible, pretendemos evitar mandar al lector a buscar pruebas relacionadas en
otros textos, volviendo al trabajo relativamente autocontenido salvo por un conocimiento
básico de probabilidad, procesos estocásticos, álgebra lineal y demás.

Los procesos de Wishart son relativamente nuevos comparados con otro tipo de
procesos, principalmente porque se requirió de muchos resultados modernos sobre semi-
martingalas en tiempo continuo y sobre distribuciones matriciales para que se diera su
motivación histórica. No obstante, estos procesos han resultado de gran interés para una
gran cantidad de disciplinas. Principalmente porque en algún sentido son generalizaciones
matriciales de otros populares e importantes procesos, como el proceso cuadrado de Bessel
y el modelo de Cox-Ingersoll-Ross (CIR).

Se han explorado aplicaciones del tema, principalmente a finanzas y a física. En
el primero usualmente se plantean modelos de volatilidad de varios activos riesgosos no
independientes, mientras que en el segundo se exploran sus valores propios y se modelan
partículas repulsivas que viajan a una misma velocidad constante horizontalmente en un
plano. También se tienen algunos métodos de estimación de parámetros y simulación en la
bibliografía disponible (e.g., [1, 2, 3]).

Se estudiará la existencia de las distribuciones y procesos de Wishart con una di-
versidad de técnicas y resultados del cálculo estocástico y otros resultados avanzados sobre
el cono de las matrices simétricas y positivas semidefinidas. Se investigarán los diversos
procesos escalares asociados, las distribuciones límite e invariantes de los procesos de Wis-
hart.
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Las diferentes secciones están dedicadas al estudio de los procesos de Wishart como

procesos de Markov, como semimartingalas y movimientos brownianos cambiados de tiempo
y mezclados. Se presentarán los pocos casos en los que se tienen construcciones explícitas
de procesos de Wishart.

De manera general, seguiremos el planteamiento de [1, 3, 4, 5, 6, 7, 8], recopilando
sus ideas principales, tomando también técnicas y resultados importantes de [2, 9]. Sin
embargo, en la medida de lo posible daremos pruebas distintas y más detalladas, corrigiendo
los posibles errores encontrados en los mismos. El último capítulo está dedicado a concretar
algunos resultados generales, para poder darle forma explícita a los mismos y vislumbrar
la complejidad con la que se tiene que enfrentar el interesado, al buscar representaciones
concretas en los casos generales. También se hablará un poco sobre cómo simular dichos
procesos con bastante precisión, a costa de una alta carga computacional.



Capítulo 1

Preliminares y notación

Notación 1.1. Seguiremos la notación usual en probabilidad, específicamente, la que sigue
[10]. En particular, consideramos que ı́nf ∅ = ∞ = − sup ∅. Denotamos por Sd al conjunto
de todas las matrices simétricas de d × d con valores reales. También consideramos a S̄+

d ,
S+
d y Ŝ+

d como los conjuntos de matrices en Sd que son positivas semidefinidas, positivas
definidas y positivas definidas con valores propios distintos respectivamente.

En lo que sigue ∂A denota la frontera de una conjunto A, con lo que definimos
∂S+

d = S̄+
d \S

+
d . Los conjuntos S̄+

d y S+
d son conos, es decir que son convexos y cerrados

ante multiplicación por reales positivos, donde S̄+
d también es cerrado ante multiplicación

por el 0 y si a ∈ S̄+
d y b ∈ S+

d , entonces a+ b ∈ S+
d .

Denotemos por λi (x) al i-ésimo valor propio de x ∈ Sd, donde

λ1 (x) ≤ · · · ≤ λd (x) .

Más aún, en Md,d consideraremos el producto interior de Frobenius 〈·, ·〉 : (x, y) 7→ tr (x′y)
donde tr es el funcional traza y cuyo valor coincide con tr (xy) en Sd. Este producto interior
induce una norma ‖·‖F , conocida norma de Frobenius o norma de Hilbert-Schmidt, la cuál
es equivalente a la norma de operadores ‖·‖ y además es invariante ante multiplicación por
matrices ortogonales: si R′ = R−1, entonces

‖AR‖F = tr
(
R′A′AR

)
= tr

(
RR′A′A

)
= tr

(
A′A

)
= ‖A‖F

‖RA‖F = tr
(
A′R′RA

)
= tr

(
A′A

)
= ‖A‖F .

El producto interior también induce una noción de ortogonalidad enMd,d, donde U⊥ denota
el anulador de un conjunto U , U denota su cerradura y U◦ su interior. De este modo notamos
que justamente S̄+

d es la cerradura de S+
d . También consideramos a

{
cij : i ≤ j ≤ d

}
como

1



2
la base canónica de Sd, donde

cijkl = δikδjl + δjkδil (1− δij) =

1 si {k, l} = {i, j}

0 e.o.c.
,

y en ocasiones también usaremos a la base
{
eij : i ≤ j ≤ d

}
dada por

eijkl = δikδjl,

donde δij es la delta de Kronecker. Mn,m es el espacio de matrices de n×m mientras que Id
denota la matriz identidad en Md,d. Para todo x ∈ S̄+

d , denotaremos por
√
x = x

1
2 la única

matriz y ∈ S̄+
d tal que y2 = x. De manera general, también podemos definir σ (A) como el

espectro de A, es decir, el conjuntos de valores propios de una matriz A ∈Md,d.

Para un espacio localmente compacto segundo numerable y de Hausdorff S, deno-
tamos por S = B (S) su σ-álgebra de Borel, en tanto que b (S) es el espacio de Banach de
funciones reales Borel medibles y acotadas sobre S con la norma ‖·‖ : f 7→ supx∈U |f (x)|.
Por otro lado C (S) es el espacio de funciones continuas, Cb (S) es el espacio de funciones
continuas y acotadas, CK (S) denota el espacio de funciones continuas con soporte compacto
y C0 (S) es el espacio de funciones continuas que se desvanecen al infinito.

Cuando además S ⊂ Sd es medible, entonces definimos por Ck (S) al espacio de
funciones k veces diferenciable en S◦, tal que todas sus derivadas parciales de orden ≤ k

pertenecen a C (S). Finalmente definimos C∞ (S) =
⋂
k≥1C

k (S) y similarmente se definen
Ckb (S), CkK (S) y Ck0 (S) para 0 ≤ k ≤ ∞.

Uno de los resultados de importancia sobre estos espacios es que S̄+
d es su propio

dual, i.e.,
S̄+
d =

{
x ∈ Sd : 〈x, y〉 ≥ 0, ∀y ∈ S̄+

d

}
,

mientras que S̄+
d y S+

d inducen un orden parcial en Sd, donde denotamos x � y o x ≺ y si
y − x ∈ S̄+

d o y − x ∈ S+
d respectivamente.

Esta característica es especialmente útil puesto que nos ayudará a poder defi-
nir la transformada de Laplace, tomando la esperanza de una exponencial de una forma
exp (−〈·, u〉). Gracias a esto, no tendremos que preocuparnos, en principio, por problemas
de integrabilidad de las distribuciones de Wishart.

También se le recomienda al lector que se familiarice con el cálculo matricial,
especialmente el cálculo diferencial. Muchos de los resultados usados al respecto se pueden
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encontrar en [11, 12, 13, 14, 15]. Para amortiguar este problema, en la medida de lo posible y
cuando se tenga una prueba rápida de esta clase de resultados, se presentará la misma en este
trabajo. Esto tiene como objetivo el evitar que el lector tenga que recurrir constantemente
a textos que son, relativamente, ajenos al tema.

Como preparativo, presentaremos una manera de calcular la derivada de
√
·, la

única raíz cuadrada simétrica y positiva semidefinida en S̄+
d . Para esto, definamos a la

función vectorización vec, que toma una matriz y devuelve un vector con las columnas de la
matriz apiladas una sobre la otra iniciando con la de el extremo izquierdo; explícitamente,

vec :


a1,1 a1,2 · · · a1,m

a2,1 a2,2 · · · a2,m
...

... . . . ...
an,1 an,2 · · · an,m

 7→
(
a1,1 · · · an,1 a1,2 · · · an,m

)′
.

En repetidas ocasiones usaremos el producto de Kronecker, dado por

⊗ : Mn,m ×Mp,q → Mnp,mq

(A⊗B)p(w−1)+y,q(x−1)+z := AwxByz.

Este producto usualmente va de la mano con la vectorización, puesto que tienen varias
propiedades deseables y compatibles entre ellos. Para ejemplificar este fenómeno, tomemos
A,B,C ∈Mn,n, entonces podemos conseguir con algunas manipulaciones de índices

(
ACB′

)
ji =

d∑
k,l=1

AjkBilCkl

=
d∑

k,l=1
(A⊗B)i+n(j−1),l+n(k−1)Ckl

=
n∑

k,l=1
(A⊗B)i+n(j−1),l+n(k−1) vec

(
C ′
)
l+n(k−1)

=
(
(A⊗B) vec

(
C ′
))
i+n(j−1) ,

lo que también se puede escribir como

(
ACB′

)
ji

=
d∑

k,l=1
(B ⊗A)j+n(i−1),k+n(l−1)Ckl

= ((B ⊗A) vec (C))j+n(i−1) .

Esto es útil si queremos despejar a C de un producto ACB′. Los cálculos anteriores en
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particular implican que

vec (ACB) =
(
B′ ⊗A

)
vec (C) .

También haremos uso del operador binario ⊕, la suma de Kronecker, para facilitar los
cálculos, donde para A ∈Mn,n y B ∈Mm,m tenemos

A⊕B := A⊗ Im + In ⊗B.

Lema 1.2. La función
√
· es continuamente diferenciable en S+

d y tenemos la siguiente
representación para el jacobiano,

D
√
A =

(√
A⊕
√
A
)−1

,

donde para una función F : Mp,q →Mm,n, el jacobiano está dado por DF (A) = ∂vec(F (A))
∂vec(A)′ .

Demostración. Derivando la ecuación
√
A
√
A = A, obtenemos una ecuación de Sylvester(

d
√
A
)√

A+
√
A
(
d
√
A
)

= dA,

cuya solución está dada por

vec
(
d
√
A
)

=
(√

A
′
⊕
√
A
)−1

vec (dA) .

Cabe aclarar que como A ∈ S+
d , entonces

√
A
′ ⊕
√
A =

√
A ⊕

√
A es positiva definida (y

por lo tanto no singular).

Finalmente, la regla de identificación del jacobiano (ver p. 198, capítulo 9, sección
5 en [15]) nos permite obtener el resultado deseado. En particular tenemos

∂

∂aij

(√
A
)
kl

=
((√

A⊕
√
A
)−1

vec
(
eij
))

k+d(l−1)

=
((√

A⊕
√
A
)−1

)
k+d(l−1),i+d(j−1)

=
(√

A
−1
⊕
√
A
−1)

k+d(l−1),i+d(j−1)

=
(√

A
−1)

l,j

(√
A
−1)

k,i
,

que nos será de gran utilidad más adelante.

En preparativo para el lector en lo que se refiere a los cálculos matriciales, recor-
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demos que

tr
(
A1 · · ·An

)
=

∑
r1,...,rn

A1
r1r2A

2
r2r3 · · ·A

n
rnr1 ,

y por lo tanto, cuando nos encontremos con sumas como estas, en las que los índices de
alguna manera forman un ciclo (inician y terminan en el mismo índice, o se puede llevar a
este caso con algunas transposiciones), hemos de identificar trazas.

Si no es el caso, entonces seguramente se trata de la entrada (i, j) de algún producto
de matrices. Es muy importante identificar apropiadamente a cuál de los dos casos nos
enfrentamos en cada suma, puesto que la cantidad de índices puede confundir con facilidad
a muchos lectores.
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Capítulo 2

Procesos de Wishart

2.1. Distribución Wishart

En 1928, Wishart introdujo la distribución de las matrices de covarianza mues-
trales (estimadores de las matrices de covarianza) de las muestras de variables aleatorias
independientes con distribución normal en su texto Biometrika. Las distribuciones actual-
mente conocidas como distribuciones de Wishart son múltiplos escalares de las que Wishart
presentó en su trabajo.

Su introducción y estudio inicial detonaron un gran interés por su estudio en una
variedad de disciplinas, entre ellas, estadística multivariada, finanzas, matemáticas finan-
cieras, economía y teoría de la probabilidad. Una forma simple de construir distribuciones
Wishart es a través de vectores aleatorios normales, tal y como lo hizo Wishart en su
trabajo.

Esta construcción es completamente análoga al caso real unidimensional, en donde
surgen las distribuciones χ2. En el transcurso de la tesis, es posible que el lector reconozca
un parecido entre la transformada de Laplace (2.1), de las distribuciones de Wishart, y la
de un las distribuciones χ2 y gamma no centrales. Este resultado es completamente natural,
y se junta con otras similitudes entre ambas distribuciones y los procesos asociados, que en
este caso son el proceso cuadrado de Bessel o el modelo Cox-Ingersoll-Ross (CIR), con el
proceso de Wishart.

Estas son algunas de las razones por las cuales se puede considerar a las distri-
buciones de Wishart como una generalización matricial de las distribuciones gamma no
centrales, mientras que los procesos de Wishart son generalizaciones matriciales del modelo
Cox-Ingersoll-Ross.

7
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En esos casos, es fácil probar que se puede tomar cualquier parámetro de forma

k ≥ 0. Se puede conjeturar que el lado derecho de (2.1) corresponde a la transformada de
Laplace de una distribución, también llamada Wishart, para d ≥ 2 y cualquier elección
de parámetros con p ≥ 0, ω, σ ∈ S̄+

d . No obstante, esta conjetura es falsa; de hecho, si
consideramos al conjunto de Gindikin

∆d =
{

0, 1
2 , . . . ,

d− 1
2

}
∪
(
d− 1

2 ,∞
)
,

se puede probar que el lado derecho de (2.1) es una transformada de Laplace de una dis-
tribución si y sólo si p ∈ ∆d y rank (ω) ≤ 2p, donde rank (A) es el rango de una matriz A.
Este es uno de los principales objetivos de esta tesis.

Denotemos por Nd (µ,Σ) a la distribución normal en Rd con media µ y matriz de
varianza Σ ∈ S+

d y por x′ a la transpuesta de la matriz x. Sean ξ1, . . . , ξk vectores columna
aleatorios independientes con distribución ξi ∼ Nd (µi,Σ) para i ≤ k; entonces

Ξ =
k∑
i=1

ξiξ
′
i,

es una matriz aleatoria con distribución Wishart con parámetro de escala p = k
2 , parámetro

de forma σ = 2Σ y parámetro de no centralidad ω =
∑k
i=1 µiµ

′
i. Denotamos porWd (k, ω, σ)

a la distribución de Ξ. Notemos que Ξ es semidefinida positiva al igual que ω y σ.

Con un cálculo simple podemos obtener la transformada de Laplace de una dis-
tribución Wishart. Este cálculo, como es común en esta clase de problemas, se basa prin-
cipalmente en sacar todos los términos que se puedan de las integrales y posteriormente
completar densidades conocidas. En este caso, tendremos que «completar el cuadrado» pa-
ra reconocer una densidad normal en la integral.

Para el siguiente resultado, y en lo que sigue, denotaremos por det (A) al determi-
nante de una matriz cuadrada A.

Lema 2.1. Sean ξ1, . . . , ξk independientes con distribución ξi ∼ Nd (µi,Σ) para i ≤ p. Sea
Ξ =

∑k
i=1 ξiξ

′
i, entonces la transformada de Laplace de Ξ es

E exp {− 〈u,Ξ〉} =
exp

{
−tr

(
u (Id + σu)−1 ω

)}
det (Id + σu)p , u ∈ S̄+

d , (2.1)

donde p = k
2 , σ = 2Σ y ω =

∑k
i=1 µiµ

′
i.

Demostración. Consideremos u ∈ S̄+
d y notemos que los vectores ζi = Σ−

1
2 (ξi − µi) son iid
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con distribución N (0, Id) donde tomamos a Σ

1
2 como la única raíz cuadrada en S+

d . Luego,
como la traza permite rotaciones y la transpuesta de un real es él mismo,

〈u,Ξ〉 = tr
(
u

k∑
i=1

(
Σ

1
2 ζi + µi

) (
Σ

1
2 ζi + µi

)′)
=

k∑
i=1

tr
((
ζ ′iΣ

1
2 + µ′i

)
u
(
Σ

1
2 ζi + µi

))

=
k∑
i=1

tr
((
ζ ′iΣ

1
2 + µ′i

)
u
(
Σ

1
2 ζi + µi

))
=

k∑
i=1

ζ ′iΣ
1
2uΣ

1
2 ζi + 2ζ ′iΣ

1
2uµi + µ′iuµi

=
k∑
i=1

ζ ′ivζi + 2
k∑
i=1

µ′iuΣ
1
2 ζi + tr

(
u

k∑
i=1

µiµ
′
i

)
=

k∑
i=1

ζ ′ivζi +
k∑
i=1

w′iζi + tr (uω) ,

donde v = Σ
1
2uΣ

1
2 ∈ S̄+

d y wi = 2Σ
1
2uµi. De aquí, por independencia obtenemos

E exp {− 〈u,Ξ〉} = exp {− 〈u, ω〉}
k∏
i=1

E exp
{
−ζ ′ivζi − w′iζi

}
.

Para calcular la esperanza de la derecha, supongamos que z = (zi)di=1 y v = (vij)di,j=0 y
escribamos

E exp
{
−ζ ′ivζi − w′iζi

}
=
∫
Rd

(2π)−
d
2 exp

{
−1

2z
′z − z′vz − w′iz

}
dz

= e
1
2w
′
i(Id+2v)−1wi√

det (Id + 2v)

∫
Rd

√
det (Id + 2v)

(2π)d
e−

1
2 (z+(Id+2v)−1wi)′(Id+2v)(z+(Id+2v)−1wi)dz

= exp
{1

2w
′
i (Id + 2v)−1wi

}
det (Id + 2v)−

1
2 ,

ya que el integrando en la segunda línea es la densidad de una distribución normal de media
(Id + 2v)−1wi y varianza (Id + 2v)−1. Ahora usemos la fórmula de Sylvester para ver que

det (Id + 2v) = det
(
Id + 2Σ

1
2uΣ

1
2
)

= det
(
Id + 2Σ

1
2 Σ

1
2u
)

= det (Id + σu) ,

de la misma forma, como la traza de una matriz y su transpuesta es la misma, tenemos

k∑
i=1

1
2w
′
i (Id + 2v)−1wi

=
k∑
i=1

tr
(1

2w
′
i (Id + 2v)−1wi

)
=

k∑
i=1

tr
(

2µ′iuΣ
1
2
(
Id + 2Σ

1
2uΣ

1
2
)−1

Σ
1
2uµi

)

= tr
(

2u
(
Σ−

1
2 Σ−

1
2 + 2u

)−1
u

(
k∑
i=1

µiµ
′
i

))
= tr

(
2u
(
Σ−1 (Id + 2Σu)

)−1
uω

)
= tr

(
u (Id + σu)−1 σuω

)
= tr

(
u (Id + σu)−1 (Id + σu− Id)ω

)
= tr

(
u
(
Id − (Id + σu)−1

)
ω
)

= tr
(
uω − u (Id + σu)−1 ω

)
.
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Finalmente tenemos

Ee−〈u,Ξ〉 = e−tr(uω)+tr(uω−u(Id+σu)−1ω)
det (Id + σu)p = e−tr(u(Id+σu)−1ω)

det (Id + σu)p .

Observación 2.2. Del mismo modo es posible probar que Ee〈u,Ξ〉 existe, es finito e igual a
det (Id − σu)−p etr(u(Id−σu)−1ω) en tanto Id − σu sea invertible y positivo semidefinido, i.e.,
los valores propios de uσ son menores a 1. En particular, Ξ tiene momentos de todos los
órdenes.

En general, se podría pensar que existen matrices aleatorias cuya transformada de
Laplace tiene la misma forma que la de estas distribuciones Wishart.

Definición 2.3. Decimos que una matriz aleatoria Ξ con valores en Sd tiene distribución
Wishart no central de parámetros de escala p ≥ 0, forma σ ∈ S̄+

d y no centralidad ω ∈ S̄+
d y

lo denotamos por Ξ ∼Wd (p, ω, σ), si su transformada de Laplace, cuando existe, está dada
por

Ee−〈u,Ξ〉 =
exp

{
−tr

(
u (Id + σu)−1 ω

)}
det (Id + σu)p , u ∈ S̄+

d .

Por supuesto, es necesario probar que (Id + σu)−1 siempre está definido para u, σ ∈
S̄+
d , de este modo, tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.4. Si A,B ∈ S̄+
d , entonces su producto tiene todos sus valores propios no negativos

e iguales a los de
√
AB
√
A. En particular, Id +AB es invertible.

Demostración. Sea At = A + tId para t ≥ 0 y notemos que es invertible si t > 0. Veamos
ahora que AtB es similar a

A
− 1

2
t (AtB)A

1
2
t = A

1
2
t BA

1
2
t =

(
A

1
2
t

)′
BA

1
2
t ∈ S̄+

d ,

luego, AtB tiene valores propios no negativos e iguales a los de
√
AtB
√
At. Como At es

continua, sus valores propios dependen continuamente de t también, así que conforme to-
mamos t→ 0, obtenemos que los valores propios de AB son todos no negativos e iguales a
los de

√
AB
√
A como queríamos probar.

Daremos algunas propiedades importantes de la distribución Wishart que nos per-
mitirán hacer simplificaciones más adelante, pero requeriremos de unos resultados técni-
cos.
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Definición 2.5. Sea A ∈ Mn,m, una pseudoinversa de Moore-Penrose de A es una matriz
B ∈Mm,n que satisface:

(i) ABA = A,

(ii) BAB = B,

(iii) (AB)′ = AB,

(iv) (BA)′ = BA.

Observación 2.6. Es conocido que existe una única pseudoinversa de A denotada Ag y
que si A es invertible, entonces Ag = A−1. Podemos notar que P = AAg y Q = AgA son
proyecciones ortogonales sobre Im (A) y ker (A)⊥ respectivamente porque, de las primeras
dos propiedades obtenemos

P 2 = AAgAAg = AAg = P, Q2 = AgAAgA = AgA = Q

y porque de las últimas dos propiedades obtenemos que P ′ = P y Q′ = Q. Además, podemos
verificar que (Ag)′ satisface las propiedades de una pseudoinversa para A′, lo que implica
que (Ag)′ = (A′)g:

(i) A′ (Ag)′A′ = (AAgA)′ = A′,

(ii) (Ag)′A′ (Ag)′ = (AgAAg)′ = (Ag)′,

(iii)
(
A′ (Ag)′

)′
= AgA = (AgA)′ = A′ (Ag)′,

(iv)
(
(Ag)′A′

)′
= AAg = (AAg)′ = (Ag)′A′.

En particular, si n = m y A es simétrica, entonces Ag también lo es, en cuyo caso, la tercer
propiedad implica que AAg = (AAg)′ = AgA, i.e., conmutan. En el otro caso particular en
que m = 1, entonces una multiplicación directa muestra que Ag = 1A 6=0

A′

A′A . Del mismo
modo, para el caso general de n y m, se ve que (Ag)g = A y que bajo cualquiera de las
siguientes condiciones se tiene que (AB)g = BgAg, para A ∈Mn,m y B ∈Mm,k,

(i) A′A = Im,

(ii) BB′ = Im,
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(iii) rank (A) = m = rank (B),

(iv) B = A′.

Además, si tenemos una sucesión de matrices Ak → A, entonces rank (Ak) → rank (A)
(constante a partir de un punto) si y sólo si Agk → Ag (ver [16]). En particular, si tenemos
Σ : R+ →Mn,m es continua, entonces sus valores singulares (i.e., la raíz de los valores propios
de ΣΣ′) son funciones continuas (ver [13]). Luego, el conjunto de puntos donde cada valor
singular se anula es un conjunto cerrado. Por lo tanto, la unión de estos conjuntos sigue
siendo cerrado y así, su complemento es un abierto.

Como todo abierto en R es unión numerable de intervalos abiertos disjuntos, enton-
ces existe una cantidad de puntos a lo más numerable N donde algún valor propio se anula
o deja de ser 0. Esto hace que t 7→ Σ (t)g = Σg (t) tenga a lo más una cantidad numerable
de discontinuidades y entonces podemos definir a Σ̃ (t) := ĺım sups↓t Σ (s)g (donde el límite
se toma entrada a entrada) es càdlàg. En particular, si Σ es adaptado, entonces podemos
argumentar como en [17] para ver que Σ̃ es predecible y progresivamente medible.

Para nuestras aplicaciones, el conjunto de tiempos t donde Σ̃ (t) 6= Σ (t)g tiene
medida de Lebesgue 0 y por lo tanto cuando integremos respecto de semimartingalas con-
tinuas, no tendremos problemas si asumimos que en realidad son iguales (y por lo tanto,
cumple las propiedades de la pseudoinversa de Moore-Penrose).

De hecho, es posible probar que el mapeo A 7→ Ag es medible. Para ver esto, sim-
plemente notemos que si nos restringimos a los subespacios correspondientes a cada rango,
el mapeo es continuo. Como estos subespacios son medibles, entonces podemos ver que
la imagen inversa de cualquier abierto es entonces unión finita de conjuntos relativamente
abiertos en cada uno de los subespacios medibles considerados. Esto hace que cada uno de
dichos conjuntos sea medible y prueba que A 7→ Ag efectivamente es medible. Luego, si
Σ (t) es progresivamente medible, entonces Σg (t) también lo es.

Lema 2.7. (identidad de Woodbury) Supongamos que B ∈ Mm.m es invertible y sean A ∈
Mn,n, U ∈Mn,m y V ∈Mm,n. Si B−1 + V A−1U es invertible, entonces

(A+AAgUBV AgA)g = Ag −AgU
(
B−1 + V AgU

)−1
V Ag,

además, si Cg es el lado izquierdo, entonces CCg = AAg y CgC = AgA. Si A es invertible,
entonces podemos reemplazar todas las pseudoinversas por verdaderas inversas y la expresión
se simplifica.
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Demostración. Realicemos la multiplicación por la izquierda:

(A+AAgUBV AgA)
(
Ag −AgU

(
B−1 + V AgU

)−1
V Ag

)
= AAg −AAgU

(
B−1 + V AgU

)−1
V Ag

− AAgUBV AgU
(
B−1 + V AgU

)−1
V Ag +AAgUBV Ag.

Agregando un BB−1 = Im apropiadamente y agrupando los términos adecuados, obtenemos

AAg −AAgUBB−1
(
B−1 + V AgU

)−1
V Ag

− AAgUBV AgU
(
B−1 + V AgU

)−1
V Ag +AAgUBV Ag

= AAg −AAgUB
(
B−1 + V AgU

) (
B−1 + V AgU

)−1
V Ag +AAgUBV Ag

= AAg −AAgUBV Ag +AAgUBV Ag = AAg.

La multiplicación por el otro lado da un resultado análogo:(
Ag −AgU

(
B−1 + V AgU

)−1
V Ag

)
(A+AAgUBV AgA)

= AgA−AgU
(
B−1 + V AgU

)−1
V AgA

− AgU
(
B−1 + V AgU

)−1
V AgUBV AgA+AgUBV AgA

= AgA−AgU
(
B−1 + V AgU

)−1
B−1BV AgA

− AgU
(
B−1 + V AgU

)−1
V AgUBV AgA+AgUBV AgA

= AgA−AgU
(
B−1 + V AgU

)−1 (
B−1 + V AgU

)
BV AgA+AgUBV AgA

= AgA−AgUBV AgA+AgUBV AgA = AgA.

De las propiedades de Ag se siguen las que buscamos.

Observación 2.8. El uso más común de la fórmula anterior es para B = Im, en cuyo caso,
se le conoce como la identidad de Kailath. También lo usaremos casi exclusivamente para
cuando A es invertible.

Otra transformación de gran importancia nos ayudará a poder manipular simetri-
zaciones de la forma

SA,B : X 7→ AXB +B′X ′A′, A,B,X ∈Md,d.

De hecho, las propiedades del producto de Kronecker nos ayudan a obtener

SA,B (X) =
(
B′ ⊗A

)
vec (X) +

(
A⊗B′

)
vec

(
X ′
)
.
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Considerando las siguientes funciones auxiliares inducidas por vec y vec−1 respectivamente:

υ (i, j) 7→ i+ d (j − 1) , i, j ∈ {1, . . . , d}

υ−1 (i) 7→
(
i− d

(⌈
i

d

⌉
− 1

)
,

⌈
i

d

⌉)
, i ∈

{
1, . . . , d2

}
,

podemos usar los cálculos hechos en el primer capítulo, los que implican que si definimos la
matriz

(SA,B)υ(i,j),υ(k,l) =
(
B′ ⊗A

)
υ(i,j),υ(k,l) +

(
B′ ⊗A

)
υ(j,i),υ(k,l)

= BljAik +BliAjk,

entonces tenemos
SA,B (X) = SA,Bvec (X) .

También se puede deducir fácilmente que(
S′A,B

)
υ(i,j),υ(k,l)

= (SA,B)υ(k,l),υ(i,j)

=
(
B ⊗A′

)
υ(i,j),υ(k,l) +

(
A′ ⊗B

)
υ(j,i),υ(k,l)

= BjlAki +BjkAli,

y por lo tanto,

S′A,B (X) = A′
(
X +X ′

)
B′

= A′SId,Id (X)B′.

Es evidente que si A y B son invertibles, entonces

rank
(
S′A,B

)
= rank

(
S′Id,Id

)
= d (d+ 1)

2 ,

puesto que este último tiene imagen Sd y por kernel tiene a las matrices antisimétricas. De
hecho, la proyección ortogonal sobre Sd es claramente 1

2SId,Id puesto que tiene imagen Sd,
es idempotente y autoadjunto.

Consecuentemente, las siguientes deducciones, aunque aparentemente intuitivas,
son falsas:

SA,B
(
A−1

)
= B +B′ =⇒ SgA,B

(
B +B′

)
= A−1

SA,B
(
B−1

)
= A+A′ =⇒ SgA,B

(
A+A′

)
= B−1.

Esto se debe a que SgA,BSA,B 6=
1
2SId,Id en general. No obstante, podemos conseguir con-
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clusiones similares en otro contexto. Notemos que SA,BS′A,B = SAA′,B′B + SB′B,AA′ cuya
imagen nuevamente está en Sd y desde luego preserva su rango, de donde concluimos que(

SA,BS
′
A,B

)g
SA,BS

′
A,B =

(
SA,BS

′
A,B

(
SA,BS

′
A,B

)g)′
= 1

2S
′
Id,Id

= 1
2SId,Id .

Aquí sí se siguen las siguientes implicaciones:

SA,B
(
S′A,B (X)

)
= AA′

(
X +X ′

)
B′B +B′B

(
X +X ′

)
AA′

SA,B
(
S′A,B

((
AA′

)−1
))

= 4B′B =⇒
(
SA,BS

′
A,B

)g
vec

(
B′B

)
= 1

4
(
AA′

)−1

SA,B
(
S′A,B

((
B′B

)−1
))

= 4AA′ =⇒
(
SA,BS

′
A,B

)g
vec

(
AA′

)
= 1

4
(
B′B

)−1
. (2.2)

Estas relaciones nos serán de utilidad en el último capítulo.

A continuación probaremos un resultado importante que usaremos en una sección mucho
más adelante, pero cuya prueba se puede dar desde ahora y cuya idea en sí es bastan-
te interesante. Para esto, recordando lo probado de la transformada de Laplace de una
distribución Wishart, definamos para ν = Wd (p, ω, σ),

D (ν) =
{
u ∈ Sd : Lν (u) :=

∫
S̄+
d

e−〈u,ξ〉ν (dξ) <∞
}
,

cuya forma está perfectamente descrita en 2.2. En particular, cuando σ ∈ S+
d , tenemos que

D (ν) = −σ−1 + S+
d . Para cada u ∈ D (ν) le podemos asociar la distribución exponencial

F (ν, u) dada por

F (ν, u) (A) =
∫
A

exp {− 〈u, ξ〉} ν (dξ)
Lν (u) ,

la cuál es claramente una medida de probabilidad con dF (ν,u)
dν = exp{−〈u,·〉}

Lν(u) > 0.

Proposición 2.9. Sean p ≥ 0, ω, σ ∈ S̄+
d y supongamos que existe Ξ ∼ Wd (p, ω, σ).

Supongamos que rank (σ) = d0 ≤ d y sea Id0,d la matriz diagonal que tiene en sus primeras
d0 entradas de la diagonal un 1 y 0 en el resto. Entonces existe ρ ∈Md,d tal que

ρΞρ′ ∼Wd

(
p, ρωρ′, Id0,d

)
,

en consecuencia, si σ ∈ S+
d , una distribución existe si y sólo si la otra existe. En general,

tenemos para todo ρ ∈Mn,d que

ρΞρ′ ∼Wn
(
p, ρωρ′, ρσρ′

)
.

Si existe Wd (p, ω, I) y σ ∈ S+
d , entonces Wd (p, σωσ, σ) también existe y la implicación

inversa también es cierta. En el caso en que σ ∈ S+
d , si Wd (p, ω, σ) existe, entonces
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Wd (p, ω, tσ) también existe para todo t > 0.

Demostración. Probemos primero la tercer afirmación. Para esto, analicemos la transfor-
mada de Laplace de ρΞρ′ usando la propiedad cíclica de la traza y la fórmula de Sylvester.
Con esta idea, algunas manipulaciones algebraicas y matriciales podemos deducir que para
todo u ∈ S̄+

n ,

Ee−〈u,ρΞρ′〉 = Ee−tr(uρΞρ′) = Ee−tr(ρ′uρΞ) = Ee−〈ρ
′uρ,Ξ〉

= e−tr(ρ′uρ(Id+σρ′uρ)−1ω)
det (Id + σρ′uρ)p

= e−tr(uρ(Id+σρ′uρ)−1ωρ′)
det (In + ρσρ′u)p .

Usando ahora la identidad de Kailath (lema 2.7) para A = Id, U = σρ′u y V = ρ

y obtengamos, gracias a la invertibilidad de Id + Id0,du,(
Id + σρ′uρ

)−1 = Id − σρ′u
(
In + ρσρ′u

)−1
ρ,

de dónde

uρ
(
Id + σρ′uρ

)−1
ωρ′ = uρ

(
Id − σρ′u

(
In + ρσρ′u

)−1
ρ
)
ωρ′

= uρωρ′ − uρσρ′u
(
In + ρσρ′u

)−1
ρωρ′

= uρωρ′ + u
(
In −

(
In + ρσρ′u

)) (
In + ρσρ′u

)−1
ρωρ′

= uρωρ′ + u
((
In + ρσρ′u

)−1 − In
)
ρωρ′

= u
(
In + ρσρ′u

)−1
ρωρ′.

Al juntar esta igualdad con la expresión que encontramos para Ee−〈u,ρΞρ′〉 obtenemos la
última afirmación.

Para probar la segunda afirmación, sólo hace falta multiplicar por ρ−1 (la cuál
existe porque σ es invertible) de ambos lados y seguir el proceso de vuelta, notando que en
este caso el parámetro de no centralidad es ρ−1ρωρ′

(
ρ−1)′ = ω. Para la primera afirmación,

como
√
σ
√
σ
g =
√
σ
g√
σ es una proyección ortogonal simétrica, tiene un1a diagonalización

R
√
σ
√
σ
g
R′ = Λ.

Aquí debemos tener Λ = Id0,d porque como proyección ortogonal, todo elemento
en su imagen (la cuál tiene dimensión rank (

√
σ) = rank (σ) = d0) es vector propio del valor

propio 1, y todo elemento en Im (
√
σ)⊥ = ker (σ) (de dimensión d − d0) es vector propio
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del valor propio 0. Si tomamos ρ = R

√
σ
g, entonces obtenemos la primera afirmación de la

proposición.

Ahora notemos que σ−1 − Id + u ∈ D (ν) donde ν = Wd (p, ω, I) para cualquier
u ∈ S̄+

d . Si tomamos v = σ−1 − Id entonces Id + u + v = u + σ−1 = σ−1 (Id + σu), por lo
que

∫
S̄+
d

e−〈u+v,ξ〉ν (dξ) = e−tr((u+v)(Id+u+v)−1ω)
det (Id + u+ v)p = e

−tr
(
(−Id+u+σ−1)(u+σ−1)−1

ω

)
det (σ)−p det (Id + σu)p

,

donde el exponente se simplifica a

−tr
(
ω −

(
u+ σ−1

)−1
ω

)
= −tr

(
(Id − σ)ω −

((
u+ σ−1

)−1
− σ

(
u+ σ−1

) (
u+ σ−1

)−1
)
ω

)
= −tr

(
(Id − σ)ω − (Id − σu− Id)

(
u+ σ−1

)−1
ω

)
= −tr ((Id − σ)ω)− tr

(
σu (Id + σu)−1 σω

)
= −tr ((Id − σ)ω)− tr

(
u (Id + σu)−1 σωσ

)
.

Por lo tanto,
LF (ν,σ−1−Id) (u) ∝ LWd(p,σωσ,σ) (u) ,

lo que prueba la cuarta afirmación puesto que el regreso se sigue de que la derivada de Radon-
Nikodym dF(ν,σ−1−Id)

dν sea estrictamente positiva, lo que hace que ambas medidas sean
equivalentes. Para la última afirmación deberemos usar repetidamente la tercera y cuarta,
concretamente, sólo debemos seguir la siguiente cadena de existencias distribucionales para
t > 0 en el caso en que σ ∈ S+

d ,

Wd (p, ω, σ) ∃ =⇒

Wd

(
p, σ−1ωσ−1, Id

)
∃ =⇒

Wd

(
p,
σ

t
σ−1ωσ−1σ

t
,
σ

t

)
∃ =⇒

Wd

(
p, tId

ω

t2
tId, tId

σ

t
tId

)
∃ =⇒

Wd (p, ω, tσ) ∃ ,

como queríamos probar.

Observación 2.10. Una característica interesante de las distribuciones Wishart es que sí son
consistentes en el sentido siguiente: si Ξ ∼ Wd (p, ω, σ), entonces Id0,dΞId0,d es distribución
Wishart. Esto es, si nos restringimos a las primeras d0 dimensiones, sí recuperamos la
distribución Wishart. De hecho, los parámetros corresponden a p y a las submatrices de
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ω y σ que consisten en las primeras d0 entradas. Esta propiedad no se preserva para los
procesos de Wishart en general, como veremos más adelante.

También cabe aclarar que más adelante daremos una caracterización para las dis-
tribuciones Wishart cuando σ ∈ S+

d , pero si σ no es de rango completo, entonces tiene
rango d0 < d. En este caso, podemos encontrar ρ ∈Md0,d tal que ρσρ′ = Id0 y σ = ρg (ρ′)g,
por lo que en cierto sentido podemos reducir el problema a un contexto en el que σ es de
rango completo. El único problema es que sólo caracterizaríamos a las distribuciones donde
la imagen de ω está contenida en la imagen de σ.

Corolario 2.11. Cualquier distribución Wishart Wd (p, ω, σ) tiene soporte en S̄+
d .

Demostración. Basta ver que para toda x ∈ Rd tenemos que x′Ξx tiene soporte R+. Para
esto, usemos la proposición 2.9 para ver que para todo u ≥ 0, tenemos

Ee−uxΞx′ = e−tr(u(1+x′σxu)−1x′ωx)
det (1 + x′σxu)p =

(
1 + x′σxu

)−p exp
{
− x′ωxu

1 + x′σxu

}
,

que es la transformada de Laplace de una distribución χ2 no central con 2p grados de
libertad, y parámetro de no centralidad dado por 2x′ωxx′σx evaluado en 1

2x
′σxu. Es decir que

x′Ξx es una variable aleatoria con distribución χ2 no central y escalada, lo que en particular
implica que tiene soporte en R+ como queríamos.

Los procesos de Wishart se pueden entender en muchos sentidos. Su construcción
original fue a base de resolver EDE (ecuaciones diferenciales estocásticas), sin embargo
recientemente han surgido otros enfoques de semimartingalas o procesos afines. Como es de
esperarse, se verá que sus distribuciones marginales son Wishart.

2.2. Construcción de los procesos de Wishart

A lo largo de este capítulo, supondremos que nuestros procesos y variables alea-
torias están todos definidos en un espacio de probabilidad filtrado (Ω,F ,F ,P) donde
F = (Ft)t≥0 es continuo por la derecha y completo. La notación y los resultado aquí usados
de la teoría general de procesos estocásticos deben entenderse de acuerdo a sus versiones
en [17, 18, 10], a donde referimos al lector ante cualquier complicación en la lectura de este
trabajo. Denotaremos por Id al mapeo identidad en R, i.e., Id : t 7→ t.

Nuestro principal objetivo es construir los procesos de Wishart más elementales.
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Esto se logra al contruir semimartingalas a base de movimientos brownianos matriciales.
Posteriormente, calculamos su transformada de Laplace en el teorema (2.42), ecuación (2.15)
y la EDE que satisface en los lemas (2.26) y (2.28), lo que motiva la definicion más general
de procesos de Wishart.

Para un proceso con valores matriciales X, denotaremos por Xij a su entrada
(i, j), mientras que para una matriz constante a las denotaremos por aij . Para todo proceso
de variación finita en compactos A en R, denotamos por L (A) al conjunto de procesos
predecibles y progresivamente medibles V tal que (V ·A)t :=

∫ t
0 VsdAs existe en el sentido

de la integral de Stieltjes. Si B = M + A es una semimartingala continua con M una
martingala local y A un proceso de variación finita en compactos, denotamos por

L (B) =
{
V ∈ L (A) : V 2 ∈ L ([M ])

}
.

De este modo V · U denota la integral (V · U)t =
∫ t

0 VsdUs (estocástica o no) siempre que
V ∈ L (U) mientras que [V,U ] y [U ] son la covariación cuadrática de dos semimartingalas
U y V y la variación cuadrática de U . También adoptamos la notación dUdV = d [U, V ]
cuando sea necesario.

Cuando U , V y B toman valores en Mn,m, Ml,k y Mm,l respectivamente, diremos
que B es semimartingala si lo es por cada entrada y entenderemos que (U, V ) ∈ L (B) si
U irV sj ∈ L (Brs) para todo i ≤ n, r ≤ m, s ≤ l y j ≤ k. También lo denotaremos a
veces por U ∈ lL (B) cuando (U, Il) ∈ L (B) y V ∈ rL (B) cuando (Im, V ) ∈ L (B). Así,∫ t

0 UudBuVu es un proceso con valores en Mn,k dado por

(∫ t

0
UudBuVu

)ij
=

m∑
r=1

l∑
s=1

∫ t

0
U iru dB

rs
u V

sj
u , i ≤ n, j ≤ k.

Intuitivamente, lo que sucede es que estamos tratando a dB como la matriz
(
dBij

)
ij y

realizamos las integrales de acuerdo al producto matricial. Mientras tanto, si hablamos de
vectores, podemos entender a Rk como el espacio Mk,1 o como M1,k de acuerdo a como sea
conveniente para evitar problemas de dimensionalidad.

De esta forma, cuando integremos respecto de Id, lo que interpretamos es que a
cada entrada la integramos con respecto a la medida de Lebesgue, en este sentido, es como
integrar respecto de InId para alguna n ∈ N.

Si B y C son semimartingalas con valores en Rn y Rm respectivamente, conside-
raremos a [B,C], su covariación cuadrática, como el proceso con valores en Mn,m dado por
[B,C]ij =

[
Bi, Cj

]
para i ≤ n y j ≤ m.
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Una noción similar se puede entender para matrices, sin embargo, nuestra covaria-

ción ya no toma valores matriciales y evitaremos a toda costa darle alguna interpretación
más allá del proceso multidimensional que a cada entrada de B y C le asigna su covariación
usual. Por ejemplo, si B y C son semimartingalas en Rk y Rl mientras que U ∈ lL (B) y
V ∈ lL (C) toman valores en Mn,k y Mm,l, entonces para i ≤ n y j ≤ m,

[UdB, V dC]ij =
[
k∑
r=1

U irdBr,
l∑

s=1
V jsdCs

]
=
∑
r,s

U ird [Br, Cs]
(
V ′
)sj =

(
Ud [B,C]V ′

)ij
.

Como en la situación anterior, en ocasiones es más conveniente usar la notación diferencial
que la integral.

De este modo se pueden extender nociones y resultados que ya se conocen bastante
bien en el caso real e incluso vectorial. Usaremos constantemente la fórmula de integración
por partes y la fórmula de Itô, por lo tanto, vamos a enunciarlas para el caso matricial.

Teorema 2.12. (integración por partes y fórmula de Itô) Sean A y B semimartingalas
continuas con valores en Mn,k y Mk,m respectivamente y sea f una función real de clase C2

sobre Mn,k. Si A ∈ lL (B) y B ∈ rL (A), entonces tenemos

d (AB) = AdB + dAB + dAdB.

Además,

df (A) = tr
(
Df (A)′ dA

)
+ 1

2

n∑
i,j=1

k∑
r,s=1

∂ir∂jsf (A) d
[
Air, Ajs

]
,

donde D = (∂ij).

Demostración. La primera fórmula se sigue de la fórmula de integración por partes usual:
para todo t ≥ 0, i ≤ n y j ≤ m tenemos precisamente

d (AB)ij =
k∑
l=1

d
(
AilBlj

)
=

k∑
l=1

AildBlj + dAilBlj + dAildBlj .

Para la segunda fórmula, usemos la fórmula de Itô usual. Con esto, sólo hace falta
notar que

tr
(
Df (A)′ dA

)
=

n∑
i=1

k∑
l=1

(Df (A))il dAli =
n∑
i=1

k∑
l=1

∂lif (A) dAli,

para obtener el resultado deseado.
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También resultará conveniente usar la integral estocástica de Stratonovich porque

la fórmula de Itô y la de integración por partes adquieren formas más simples. Para esto,
consideramos semimartingalas U y V en Mk,n y Mn,m respectivamente, entonces definimos
a la integral de Stratonovich dada por la forma diferencial

Ut ◦ dVt = UtdVt + 1
2dUtdVt,

dUt ◦ Vt = dUtVt + 1
2dUtdVt,

dUt ◦ dVt = dUtdVt.

Con esta consideración, la fórmula de integración por partes establece simplemente que
d (UtVt) = Ut ◦ dVt + dUt ◦ Vt. Asimismo tenemos para una semimartingala W en Mm,l,

dUt ◦ (VtWt) = (dUt ◦ Vt) ◦Wt, (dUt ◦ Vt)′ = V ′t ◦ dU ′t ,

y otras relaciones análogas se pueden concluir con facilidad.

De ahora en adelante, denotaremos por B ∼ BMn,m a un proceso B a tiempo
continuo con valores en Mn,m cuyas entradas son movimientos brownianos estándar inde-
pendientes. El interés en los procesos de Wishart surgió con [5], cuando Marie-France Bru
por primera vez construyó procesos de Wishart a través de movimientos brownianos matri-
ciales. Ella inició proponiendo a los procesos de Wishart como generalizaciones matriciales
de los procesos cuadrado de Bessel. Posteriormente, el problema se llevó al estudio de pro-
cesos matriciales que satisficieran una EDE particular. No obstante, en años más recientes
se ha encontrado una manera alterna de ver el problema, que en ocasiones es más sencilla
de manejar.

A los procesos cuadrado de Bessel se les puede construir (para dimensiones enteras)
como el cuadrado de la norma euclidiana de un movimiento browniano, i.e., si B ∼ BMn,1,
entonces B′B = ‖B‖F es un proceso cuadrado de Bessel n-dimensional. Su extensión natural
sería considerar ahora al producto de tal forma que nos resultara una matriz en vez de un
real. De esta manera, iniciemos considerando S ∼ BMd,p, una matriz arbitraria s ∈ Md,p

y construyamos al proceso X = (ΣS + s) (ΣS + s)′, conocido como proceso de Wishart de
dimensión d, índice p, forma Σ ∈ S̄+

d y estado inicial ss′ ∈ S̄+
d .

Algo inmediato es que X siempre es positivo semidefinido. Además, este proce-
so satisface una variedad de EDEs bastante importantes, en tanto que su distribución a
cada tiempo es Wishart, como probaremos próximamente. Antes de probar esta propie-
dad, requerimos de un resultado técnico necesario que vincula a las variaciones cuadráticas
absolutamente continuas y al movimiento browniano.
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Lema 2.13. (representación integral de Doob) Supongamos que M es una martingala local
continua en Rn con M0 = 0 y con variación cuadrática dada por [M ] = A · InId donde A =
σσ′ para un proceso progresivamente medible σ en Mn,m. Entonces existe, posiblemente en
una extensión del espacio de probabilidad, un movimiento browniano B en Rm que satisface
M = σ ·B.

Demostración. Extendamos el espacio de probabilidad para incorporar un movimiento brow-
niano independiente W en Rn. De acuerdo al hecho 2.6, podemos definir un proceso σg pro-
gresivamente medible en Mm,n, el cuál nos ayudará a encontrar a B. Con este fin, tomamos
ρ = Im − σgσ y definimos

B = σg ·M + ρ ·W,

lo que resta es probar que B es un movimiento browniano y que M = σ · B. Para esto,
notemos que B es una martingala local por construcción, gracias a que M y W lo son;
además, su variación cuadrática está dada por (gracias a la independencia entre M y W ),

[B] = (σg, ρ)
(
A · Id 0

0 Id

)(
(σg)′

ρ′

)

=
(
σgσ (σgσ)′ + (In − σgσ) (In − σgσ)

)
· Id

= (σgσσgσ + In − 2σgσ + σgσσgσ) · Id

= (σgσ + In − 2σgσ + σgσ) · Id = ImId.

Luego, el teorema de caracterización de Lévy muestra que B es un movimiento browniano
y además,

σ ·B = σσg ·M + σ (Im − σgσ) ·W = σσg ·M + (σ − σσgσ) ·W = σσg ·M.

Así que sólo resta probar que la martingala local M −σσg ·M se anula idénticamente. Para
esto, calculemos su variación cuadrática

[M − σσg ·M ] = A− 2σσg ·A+ σσgσσg ·A

= σσ′ · Id− 2σσg ·
(
σσ′ · Id

)
+ σσg ·

(
σσ′ · Id

)
= σσ′ · Id− 2σσgσσ′ · Id+ σσgσσ′ · Id

= σσ′ · Id− 2σσ′ · Id+ σσ′ · Id = 0,

lo que prueba que es constante, y como ambos procesos inician en 0, debe anularse idénti-
camente. Por lo tanto concluimos que σ ·B = M como se quería.

Observación 2.14. Es importante notar que la extensión del espacio de probabilidad sólo fue
necesaria para introducir a W , que a su vez sólo fue necesario para completar la variación
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cuadrática de un browniano por parte de B. Si supiéramos, por ejemplo, que σ es c.s.
invertible en toda t fuera de un conjunto de medida de Lebesgue 0 (posiblemente aleatorio),
entonces podríamos prescindir de W del todo y no sería necesario extender al espacio de
probabilidad para definir a B. Además, una forma de verificar la condición sobre A y σ es
probando que [σ ·N ] = A · Id para algún movimiento browniano N en Rm (posiblemente
en alguna extensión del espacio de probabilidad). Esta forma de verificar la condición es
mucho más sencilla de visualizar cuando lidiamos con matrices en vez de vectores.

Algo que nos ayudará a traducir estos resultados para el caso matricial es tener
algunas consideraciones que nos lleve del espacio de matrices Md,d a Rn con n = d2. Como
amos espacios tienen la misma dimensión, a cada elemento de Md,d le podemos asociar uno
de Rn a través de la función vec, la cuál acomoda las columnas de una matriz en Md,d

una encima de la otra, colocando iniciando por la izquierda. Esta función es entonces una
isometría (bajo la norma euclidiana en Rn y la de Frobenius en Md,d).

El teorema de Knight nos permite representar a martingalas locales continuas fuer-
temente ortogonales (con covariación nula) como movimientos brownianos independientes
cambiados de tiempo. El siguiente resultado nos permitirá extender ligeramente ese resulta-
do, pero primero debemos lidiar con algunas consideraciones para obtener una función me-
dible πd que a cada A ∈ Sd le asigne alguna matriz πd (A) tal que πd (A)Aπd (A)′ = Λd (A),
la matriz diagonal con los valores propios de A ordenados de forma no decreciente.

Una vez que tengamos eso, para un arreglo A ∈ Rd × Rd × Rd × Rd, le podemos
asignar una matriz en Mn,n donde n = d2 (también denotada por A) de tal forma que para
todo i, j, k, l ∈ {1, . . . , d}, su coordenada (i+ (j − 1) d, k + (l − 1) d) está dada por Aijkl. Si
esta nueva matriz es simétrica o incluso un elemento de S̄+

n (por ejemplo, A podría ser el
proceso de covariación cuadrática de una semimartingala enMd,d), entonces podemos definir
a Λn (A) como antes. Si reacomodamos las entradas diagonales de Λn (A) a través de vec−1

(la rama inversa que nos regresa matrices cuadradas), podemos obtener a Λd,d (A) ∈Md,d.

Consideremos A ∈ S̄+
d , entonces la resolvente R (A, ζ) = (A− ζId)−1 es conjunta-

mente continua en sus dos argumentos cuando hacemos R (A, ζ) = ∆ (el punto al infinito
en S̄+

d , donde la continuidad se da con respecto a la topología del espacio compactificado).
Así, para cada valor propio λ, podemos calcular las proyecciones propias (proyecciones al
espacio de vectores propios asociados al valor propio correspondiente) a través de la integral∫

Γλ R (A, ζ) dζ, donde Γλ se puede tomar como un pequeño círculo en C que encierre a λ
y no contenga a ningún otro valor propio. Luego, podemos considerar a los subespacios
Tn ⊂ S̄+

d donde tenemos exactamente 1 ≤ r ≤ d valores propios distintos ordenados cre-
cientemente µ = (µ1, . . . , µr) con multiplicidades n = (n1, . . . , nr) (donde n1 + . . .+nr = d)
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respectivamente.

Como en [13], podemos ver que si nos restringimos a cada Tn, entonces podemos
tomar un mapeo A 7→ P tal que PAP ′ = diag (λ1, . . . , λd) de manera localmente continua.
Podemos tomar una colección de subconjuntos {Tmn } de Tn tal que cada Tmn es compacto
en Tn, su unión es todo Tn y sus interiores son ajenos. En cada uno de dichos compactos, la
continuidad de los valores propios como función de A, nos dice que de hecho tienen gráficas
compactas y por lo tanto están a distancia positiva unas de otras. Luego, existe δm > 0
tal que podemos tomar a los círculos Γλ (obviamente dependientes de A) centrados en λ

y de radio δm de forma que estos no se toquen para ninguna A y los cuáles van a variar
continuamente respecto de A.

Consecuentemente, la continuidad de la resolvente en la unión de las gráficas de los
Γλ prueba que podemos conseguir a las proyecciones propias como funciones continuas de
A. Por lo tanto podemos construir un mapeo fmn : A 7→ P continuo. Definiendo fn = fmn en
Tmn \

⋃
k≤m T

k
n , obtenemos el mapeo medible con las condiciones deseadas en Tn. Definiendo

finalmente πd = fn en Tn, obtenemos una rama el mapeo A 7→ P como función medible.

Este mismo resultado se puede probar de una manera más limpia usando fuertes
resultados de geometría algebraica real. Con esto podríamos definir a πd de manera que
sea, no sólo medible, sino además semialgebraica. De hecho, para notar esto, basta ver que
S̄+
d es un subconjunto semialgebraico del espacio vectorial de matrices simétricas. Podemos

definir al conjunto

P =
{

(S, λ, v) ∈ S̄+
d × R× Rd : Sv = λv, |v| = 1

}
,

el cuál también es semialgebraico y tiene una proyección natural π : P → S̄+
d . Luego, un

resultado no trivial de geometría algebraica muestra que S̄+
d admite una estratificación cuyos

estratos son variedades topológicas semialgebraicas contráctiles X1, . . . , XN ⊂ S̄+
d tales que

el mapeo inducido π−1 (Xk) → Xk es localmente un haz fibrado trivial. El fibrado de π
en una matriz específica A, consiste en una unión de esferas disjuntas, a saber, las esferas
unitarias de los espacios vectoriales asociados a cada valor propio de S. Estos haces fibrados
son triviales puesto que tienen una base contráctil. De esta forma obtenemos justamente
diagonalizaciones semialgebraicas, en particular, medibles. Al lector interesado con esta
teoría se le refiere a [19].

De ahora en adelante, cuando tengamos un proceso X en Rn y un proceso Y

diagonal en S̄+
n (o bien, un proceso en Rn+), definimos al proceso X ◦ Y en Rn dado por

(X ◦ Y )i =
(
Xi ◦ Y ii

)
. Si por otro lado, ambos toman valores en Mn,n y las entradas de Y

son todas no negativas, entonces definimos al proceso X ◦ Y en Mn,n dado por (X ◦ Y )ij =
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Xij ◦ Y ij .

Lema 2.15. (representación como cambio de tiempo) Supongamos que M es una martin-
gala local continua en Rn con variación cuadrática dada por [M ] = A · V donde A es un
proceso progresivamente medible en S̄+

n y V es un proceso progresivamente medible con va-
lores diagonales en Mn,n cuyas entradas son no decrecientes. Entonces existe, posiblemente
en una extensión del espacio de probabilidad, un movimiento browniano B en Rn tal que

M = πn (A)′ · (B ◦ (Λn (A) · V )) ,

donde Λn (A) = πn (A)Aπn (A)′ es la matriz diagonal que contiene a los valores propios A
(podemos suponer que están en orden ascendente de ser necesario).

Demostración. La idea principal es justamente transformar el problema a un contexto en el
que podamos hacer uso del teorema de Knight. Considerando a πn como antes, podemos ver
que la medibilidad de πn implica que πn (A) es progresivamente medible (y de hecho toma
valores en el espacio de matrices ortogonales y por lo tanto es acotado). Entonces podemos
definir a la martingala local continua

N = πn (A) ·M,

y ver que
[N ] = [πn (A) ·M ] = πn (A)Aπn (A)′ · V = Λn (A) · V.

Luego, las entradas de N son fuertemente ortogonales y podemos usar el teorema de Knight
para encontrar, posiblemente en una extensión del espacio de probabilidad (dependiendo de
si
[
N i
]
∞ es infinito para toda i = 1, . . . , n o no), n movimientos brownianos independientes

Bi tales que
N i = Bi ◦

[
N i
]
, i = 1, . . . , n,

o lo que es equivalente, N = B◦[N ]. Dado que πn (A)′ πn (A) = In, entoncesM = πn (A)′ ·N
de donde se sigue que

M = πn (A)′ · (B ◦ [N ]) = πn (A)′ · (B ◦ (Λ (A) · Id)) ,

como se quería probar.

Observación 2.16. Uno podría, en principio, definir a N como el producto πn (A)M (o
con alguna expresión similar) para que podamos recuperar a M de una manera sencilla.
No obstante, esto es poco útil, porque N no necesariamente sería una martingala local,
y al calcular su variación cuadrática, tendríamos que usar la fórmula de integración por
partes, donde no conocemos la relación directa entre πn (A) y M , ni sabemos si πn (A) es
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de variación finita en compactos o no.

Luego, la representación anterior no es la más explícita, sobre todo porque desco-
nocemos la forma precisa de πn (A). No obstante, este puede resultar de utilidad porque
nuestros problemas de EDE se pueden traducir a un contexto de cambio de tiempo, que en
ocasiones es más fácil de resolver.

Por ejemplo, uno puede verificar que si M = U ·W para algún proceso progre-
sivamente medible U ∈ L (W ) y un movimiento browniano W en Rn (como en el lema
anterior), entonces se cumplen las condiciones del presente lema. Así, si estuviera en duda
la existencia de una solución débil para M , podríamos traducir este problema a encontrar
una solución débil a la formulación equivalente respecto de cambios de tiempo.

De hecho, como en el caso del lema 2.13, el principal uso que le daremos al lema es
cuando V = InId. Además, es fácil notar que los valores propios se encargarán de «eliminar»
toda información en exceso, es decir que no usaremos a todos los movimientos brownianos,
sino sólo los necesarios.

Por ejemplo, en el caso de matrices simétricas en Sd, a lo más requerimos d(d+1)
2

movimientos brownianos distintos, porque habrá d(d−1)
2 valores propios idénticamente nulos.

Esto también complicará ligeramente los cálculos en el modelo de estimación que se presenta
en el capítulo que sigue.

Lema 2.17. Sea 2p ∈ N, consideremos S ∼ BM2p,d, s ∈ M2p,d, Q ∈ Md,d y definamos
X = (SQ+ s)′ (SQ+ s). Entonces X satisface

dXt = Q′dS′t (StQ+ s) +
(
Q′S′t + s′

)
dStQ+ 2pQ′Qdt, X0 = x = s′s.

Más aún, existe B ∼ BMd,d, posiblemente en una extensión del espacio de probabilidad, tal
que

dXt =
√
XtdBtQ+Q′dB′t

√
Xt + 2pαdt,

donde α = Q′Q.

Demostración. Veamos que la primera fórmula se obtiene de usar la fórmula de integración
por partes y el que

Q′dS′tdStQ = 2pQ′IdQdt = 2pQ′Qdt.

Para probar la segunda EDE, vamos a usar el lema 2.13, para lo cuál basta calcular la
variación cuadrática de X y probar que coincide con la de Yt =

∫ t
0
(√
XsdBsQ+Q′dB′s

√
Xs
)

para algún B ∼MBd,d.
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En este sentido, estamos considerando al mapeo lineal y simétrico (también referido

como la simetrización S√Xt,Q en el lema 2.2)

σt : A 7→
√
XtAQ+Q′A′

√
Xt,

como una matriz en Mn,n multiplicando a un vector A ∈ Rn para n = d2. σ es continuo y
adaptado porque

√
X lo es y gracias a la continuidad de la multiplicación matricial.

En este contexto, Y = σ ·B, donde B se piensa como en un movimiento browniano
en Rn y sólo hace falta comparar la variación cuadrática deX (en realidad, de su componente
martingala local) y Y . Así, para 1 ≤ i, i′, j, j′ ≤ d, podemos calcular,[

Y ij , Y i′j′
]

=
∑

k,l,k′,l′≤d

[√
X
ik
Qlj ·Bkl +Qki

√
X
lj
·Blk,

√
X
i′k′

Ql′j′ ·Bk′l′ +Qk′i′
√
X
l′j′

·Bl′k′
]

=
∑

k,l,k′,l′≤d

√
X
ik
Qlj
√
X
i′k′

Ql′j′ ·
[
Bkl, Bk′l′

]
+
√
X
ik
QljQk′i′

√
X
l′j′

·
[
Bkl, Bl′k′

]
+ Qki

√
X
lj√

X
i′k′

Ql′j′ ·
[
Blk, Bk′l′

]
+Qki

√
X
lj
Qk′i′

√
X
l′j′

·
[
Blk, Bl′k′

]
.

Aquí debemos ahora separar por los que se anulan o no en los casos (k, l) = (k′, l′)
y (k, l) = (l′, k′) y usar la simetría de

√
X, obtenemos finalmente∑

l≤d

√
X
ik√

X
ki′
∑

k≤d
QljQlj′

 · Id+

∑
l≤d

√
X
jl√

X
lj′
∑

k≤d
QkiQki′

 · Id
+

∑
l≤d

√
X
jl√

X
li′
∑

k≤d
QkiQkj′

 · Id+

∑
l≤d

√
X
ik√

X
kj′
∑

k≤d
QljQli′

 · Id
=

(
Xii′ (Q′Q)jj′ +Xij′ (Q′Q)ji′ +Xji′ (Q′Q)ij′ +Xjj′ (Q′Q)ii′) · Id.

Por otro lado, de la primera EDE se puede deducir fácilmente que para 1 ≤
i, i′, j, j′ ≤ d,

d
[
Xij , Xi′j′

]
t

= dXij
t dX

i′j′

t

=
(
Q′dS′t (StQ+ s) +

(
Q′S′t + s′

)
dStQ

)
ij

×
(
Q′dS′t (StQ+ s) +

(
Q′S′t + s′

)
dStQ

)
i′j′

=
∑
l,l′≤2p

∑
m,m′≤d

(
QmidS

lm
t (StQ+ s)lj + (StQ+ s)li dS

lm
t Qmj

)
×

(
Qm′i′dS

l′m′
t (StQ+ s)l′j′ + (StQ+ s)l′i′ dS

l′m′
t Qm′j′

)
.
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Ahora notemos que los sumandos no se anulan si y sólo si (m, l) = (m′, l′), obteniendo

2p∑
l=1

d∑
m=1

(
Qmit

(∫ t

0
dSuQu + s

)
lj
Qmi

′
t

(∫ t

0
dSuQu + s

)
lj′

+ Qmit

(∫ t

0
dSuQu + s

)
lj

(∫ t

0
dSuQu + s

)
li′
Qmj

′

t

+
(∫ t

0
dSuQu + s

)
li
Qmjt Qmi

′
t

(∫ t

0
dSuQu + s

)
lj′

+
(∫ t

0
dSuQu + s

)
li
Qmjt

(∫ t

0
dSuQu + s

)
li′
Qmj

′

t

)
dt

=
2p∑
l=1

d∑
m=1

((
Q′tQt

)ii′
Zjj

′

t +
(
Q′tQt

)ij′
Zji

′

t +
(
Q′tQt

)ji′
Zij

′

t +
(
Q′tQt

)jj′
Zii
′

t

)
dt.

como queríamos probar. Esto ya nos permite usar el lema 2.13 y concluir la prueba.

Observación 2.18. Notemos que el lema 2.13 nos provee la existencia de un movimiento
browniano B en Rn que cumple nuestras condiciones. Justamente habría que reagrupar sus
entradas hasta poder considerarlo como una matriz en Md,d. En relación a la observación
del mismo lema, es posible ver que si 2p > d−1, entonces c.s. X es invertible para todo t > 0
(fuera de un conjunto de medida de Lebesgue 0 si 2p = d − 1). Si Q es además invertible,
entonces no hace falta extender el espacio de probabilidad para introducir a B. Mientras
que si 2p < d, en general, la extensión del espacio de probabilidad es inevitable.

Del mismo modo en que generalizamos la construcción de procesos cuadrados de
Bessel, podemos construir al proceso de Cox-Ingersoll-Ross a través de la suma de los
cuadrados de procesos de Ornstein-Uhlenbeck reales independientes. Luego, el siguiente
paso para generalizar esta noción es considerar el caso matricial. Denotaremos de ahora
en adelante denotamos la distribución del proceso CIR por CIR (a, b, σ, x) donde a es el
parámetro de reversión a la media, b es la media, σ

√
· es el coeficiente de difusión y tiene

estado inicial x, mientras que denotamos por BESQ (p, x) a la distribución de un proceso
cuadrado de Bessel con deriva p y estado inicial es x

Definición 2.19. (proceso de Ornstein-Uhlenbeck) Decimos que un proceso estocástico
S con valores en Mn,m, es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck matricial, y lo denotamos
S ∼ OUPn,m (A, β, s0), si satisface

dSt = Stβdt+ dWtA, S0 = s0, (2.3)

para algunas A, β ∈Mm,m, s0 ∈Mn,m y W ∼ BMn,m.

La existencia y unicidad fuerte de los procesos de Ornstein-Uhlenbeck se sigue de
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los teoremas de Yamada-Watanabe para coeficientes globalmente Lipschitz; específicamente,
se sigue del teorema 6.7.3 en [20]. Por completitud, enunciaremos el mismo junto con algunas
definiciones auxiliares.

Definición 2.20. (continuidad Lipschitz) Sean U y V espacios normados y sea W ⊂ U un
abierto. Decimos que una función f : W → V es localmente Lipschitz si para todo x ∈ W
existe una vecindad A ⊂W de x y una constante K > 0 tal que

‖f (z)− f (y)‖V ≤ K ‖z − y‖U , ∀z, y ∈ A.

Si en particular se puede tomar K no dependiente de x, entonces se dice que f es
gobalmente Lipschitz.

Teorema 2.21. (Yamada-Watanabe multidimensional, Stelzer) Sea U un subconjunto abier-
to de Mn,m tal que existe una sucesión creciente {Un} de subconjuntos cerrados y convexos
de U tales que

⋃
n Un = U . Si f : U →Mn,k es localmente Lipschitz y Z es una semimartin-

gala continua en Mk,m. Entonces para todo valor inicial X0 ∈ U que sea F0-medible, existe
un tiempo de paro T > 0 c.s. y una semimartingala X en U con valor inicial X0 que es
trayectorialmente la única solución fuerte a la EDE

dXt = f (Xt) dZt, (2.4)

en el intervalo aleatorio [0, T ). En el evento T <∞ se tiene que Xt → ∂U conforme t→ T

o hay explosión, i.e., ĺım supt<T ‖Xt‖ =∞. Si f satisface

‖f (x)‖2 ≤ K
(
1 + ‖x‖2

)
, (2.5)

para alguna constante K > 0, entonces no hay explosiones.

Aunque, como mencionamos antes, la existencia fuerte de procesos Ornstein-Uhlenbeck
se sigue del teorema anterior, en el caso particular de estos procesos, podemos dar una cons-
trucción explícita deX en términos de sus parámetros y deW . Este resultado es casi idéntico
a su análogo escalar.

Teorema 2.22. Para cada W ∼ BMn,m, existe una única solución fuerte a (2.3) dada por

St = s0e
βt +

(∫ t

0
dWsAe

−βs
)
eβt. (2.6)

Demostración. Definiendo a X de acuerdo a la ecuación anterior y usando la fórmula de
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integración por partes, tenemos que

dSt = s0e
βtβdt+

(∫ t

0
dWsAe

−βs
)
eβtβdt+

(
dWtAe

−βt
)
eβt

+
(
dWtAe

−βt
)
eβtβdt = Stβdt+ dWtA,

Esto prueba la existencia fuerte, mientras que la evidente continuidad Lipschitz global
prueba la unicidad y la condición de crecimiento (2.5) se satisface y nos garantiza la ausencia
de explosiones. Aquí, implícitamente usamos parte del teorema 2.21, con f (x) = (x, Id) y
Zt = (βt,WtA)′.

A continuación daremos una construcción de procesos de Wishart a través de
procesos de Ornstein-Uhlenbeck matriciales. La razón por la que aún consideramos a estos
como procesos es Wishart es porque la distribución marginal de St es normal multivariada,
cuya prueba es bastante sencilla.

Lema 2.23. Sea B ∼ BMn,m y consideremos un proceso determinista y cuadrado integrable
Y con valores en Mm,k, entonces el proceso

Ht =
∫ t

0
dBsYs,

tiene renglones normales independientes e idénticamente distribuidas con media cero y

E
(
H li
t H

lj
t

)
=
∫ t

0

(
Y ′sYs

)ij
ds.

Demostración. La construcción de la integral de Itô para el movimiento browniano prueba
que Ht es el límite en L2 de combinaciones lineales de las entradas de B a diferentes tiempos
y por lo tanto, H tiene distribuciones marginales gaussianas.

Por otro lado, la independencia e igualdad distribucional de los renglones de H se
sigue de que

H ij =
m∑
l=1

∫ t

0
dBil

s Y
lj
s ,

y por lo tanto los movimientos brownianos involucrados con
(
H ij

)
j y con

(
H i′j

)
j
son

distintos para i 6= i′. Finalmente tenemos

E
(
H1i
t H

1j
t

)
=

m∑
l1,l2=1

E

(∫ t

0
dB1l1

s Y l1i
s ,

∫ t

0
dB1l2

s Y l2j
s

)

=
m∑
l=1

∫ t

0
Y li
s Y

lj
s ds =

∫ t

0

(
Y ′sYs

)ij
ds,
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lo que termina la prueba.

Observación 2.24. El resultado se puede escribir como

Ht ∼ Nn,k

(
0,
∫ t

0
Y ′sYsds⊗ In

)
,

donde ⊗ denota el producto de Kronecker y Nn,k denota a la distribución normal multiva-
riada matricial enMn,k, esto es, A ∼ Nn,k (µ,Σ) si y sólo si A toma valores enMn,k, vec (A)
tiene distribución normal con esperanza µ y

E
(
vec (Ht) vec (Ht)′

)
= Σ.

Luego, esta nueva escritura se debe a que

E

((
vec (Ht) vec (Ht)′

)
υ(k,i),υ(l,j)

)
= E

(
H lj
t H

ki
t

)
= δkl

(∫ t

0
Y ′sYsds

)ij
=

(∫ t

0
Y ′sYsds⊗ In

)
υ(k,i),υ(l,j)

.

Corolario 2.25. Sea S ∼ OUPn,m (A, β, s0), entonces

St ∼ Nn,k

(
s0e

βt, eβ
′t
(∫ t

0
e−β

′sA′Ae−βsds

)
eβt ⊗ In

)
.

Demostración. El lema anterior aplicado a Ae−βId nos da el resultado casi directamente,
puesto que sólo requerimos perturbar esto por eβId y luego sumar la nueva media. Lo más
resaltable de esto es que tenemos otra representación en ciertos escenarios; sea

Υ : X 7→ β′X +Xβ

vec (Υ (X)) =
(
Id ⊗ β′ + β′ ⊗ Id

)
vec (X)

=
(
β′ ⊕ β′

)
vec (X) .

Supongamos que Υ es invertible, lo que es equivalente a que 0 /∈ σ (β) +σ (β) = σ (β′ ⊕ β′).
Entonces tenemos

d

dt

(
eβ
′tA′Aeβt

)
= Υ

(
eβ
′tA′Aeβt

)
,

lo que implica que

eβ
′t
(∫ t

0
e−β

′sA′Ae−βsds

)
eβt =

∫ t

0
eβ
′sA′Aeβsds = Υ−1

(
eβ
′sA′Aeβs

)∣∣∣t
0

= Υ−1
(
eβ
′tA′Aeβt

)
−Υ−1 (A′A) ,
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por lo que

St ∼ Nn,k

(
s0e

βt, In ⊗
[
Υ−1

(
eβ
′tA′Aeβt

)
−Υ−1 (A′A)]) ,

como queríamos probar.

Con esto, justo tenemos distribuciones normales a cada tiempo y es con estas
distribuciones que inicialmente construimos a las distribuciones Wishart, lo que motiva el
siguiente resultado.

Lema 2.26. Sea 2p un entero no negativo, Q, β ∈ Md,d, x ∈ S̄+
d y S ∼ OUP2p,d (Q, β′, s)

donde s′s = x. Entonces existe B ∼ BMd,d, posiblemente en una extensión del espacio de
probabilidad, tal que X = S′S satisface

dXt =
√
XtdBtQ+Q′dB′t

√
Xt +

(
βXt +Xtβ

′ + 2pα
)
dt, X0 = x,

donde α = Q′Q.

Demostración. Supongamos que S satisface (2.3) con respecto a W ∼ BM2p,d. Usando la
fórmula de integración por partes, podemos verificar que

dXt = dS′tSt + S′tdSt + dS′tdSt

=
(
βS′tdt+Q′dW ′t

)
St + S′t

(
Stβ

′dt+ dWtQ
)

+
(
Q′dW ′t

)
(dWtQ)

= βXtdt+Q′dW ′tSt +Xtβ
′dt+ S′tdWtQ+ 2pQ′Qdt,

donde Q′Q = α. Por lo tanto, la parte de variación finita en compactos ya tiene la forma
deseada y basta ver que la variación cuadrática de X satisface las condiciones del lema 2.13,
i.e., coincide con la de Yt =

∫ t
0
(√
XsdBsQ+Q′dB′s

√
Xs
)
para algún B ∼MBd,d. Ya hemos

calculado esta última en la prueba del lema 2.17, así que sólo hace falta calcular la de X:

d
[
Xij , Xi′j′

]
t

= dXij
t dX

i′j′

t =
(
Q′dW ′tSt

)
ij

(
S′tdWtQ

)
i′j′

=
∑
l,l′≤2p

∑
m,m′≤d

(
QmidW

lm
t Sljt + Slit dW

lm
t Qmj

) (
Qm′i′dW

l′m′
t Sl

′j′

t + Sl
′i′
t dW l′m′

t Qm′j′
)
,

donde los únicos términos que no se cancelan son aquellos donde (l,m) = (l′,m′). De este
modo se simplifica a

∑
l≤2p

∑
m≤d

(
QmiS

lj
t Qmi′S

lj′

t + Slit QmjQmi′S
lj′

t +QmiS
lj
t S

li′
t Qmj′ + Slit QmjS

li′
t Qmj′

)
dt

=
(
Xjj′ (Q′Q)ii′ +Xij′ (Q′Q)ji′ +Xji′ (Q′Q)ij′ +Xii′ (Q′Q)jj′) dt,

entonces las variaciones cuadráticas coinciden y podemos usar el lema 2.13 para finalizar la
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prueba.

Observación 2.27. De la misma manera que en el caso anterior, si Q es invertible y 2p ≥ d,
entonces no es necesario extender el espacio de probabilidad para definir a B; de lo contrario,
en general es inevitable. Además, aunque parece no haber ninguna restricción sobre los
parámetros salvo por 2p ∈ N, veamos que como x = s′s, entonces el rango de x está acotado
por 2p. Esta última aclaración es importante para la prueba de existencia de distribuciones
Wishart, puesto que el parámetro de no centralidad cumple justamente una condición de
rango.

Aunque la motivación de la siguiente construcción vendrá por parte del teorema
2.42, podemos probar el resultado principal y ver desde otro enfoque constructivo al pro-
ceso de Wishart. Aquí, lo que planeamos hacer es iniciar con la idea del lema 2.17, donde
construimos una primera versión del proceso de Wishart, y agregar un factor de mezcla que
nos llevará a obtener una semimartingala con las mismas propiedades que la obtenida en el
lema 2.26.

Lo más importante de esta construcción es que abre el camino a procesos más ge-
nerales, usando las mismas ideas que en el caso de los procesos de Wishart. De hecho, más
adelante veremos las características markovianas del proceso de Wishart y en particular en-
contraremos su función de transición. Con esta a su vez se pueden construir nuevos procesos
de Markov con transiciones Wishart (homogéneos o no), haciendo uso de la caracterización
de la existencia de las distribuciones Wishart.

En cierto sentido esto se convierte en un análogo al uso que se dan en las transi-
ciones brownianas (que son normales o gaussianas) para construir otros procesos gaussianos
de Markov.

Lema 2.28. Sea 2p ∈ N y consideremos S ∼ BM2p,d, s ∈M2p,d, y dos procesos con valores
en Md,d: β ∈ L (Id) y Q ∈ rL (S). Si definimos,

Zt =
(∫ t

0
dSuQu + s

)′ (∫ t

0
dSuQu + s

)
,

entonces existe W ∼ BMd,d, posiblemente en una extensión del espacio de probabilidad, tal
que Z0 = x := s′s y para toda t ≥ 0 se tiene

dZt =
√
ZtdWtQt +Q′tdW

′
t

√
Zt + 2pQ′tQtdt.

Más aún, cada vez que se tiene la EDE anterior, si definimos X = eβ·IdZeβ
′·Id, entonces

existe otro movimiento browniano B ∼ BMd,d, que también puede estar definido en una
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extensión del espacio de probabilidad, tal que para toda t tenemos

dXt =
√
XtdBtδt + δ′tdB

′
t

√
Xt +

(
2pαt + βtXt +Xtβ

′
t

)
dt,

donde α = eβ·IdQ′Qeβ
′·Id y δ satisface δ′δ = α, por ejemplo ,δ =

√
α. En particular, si β

es constante y Q satisface Q′Q = e−βIdαe−β
′Id para alguna α ∈ S̄+

d constante, por ejemplo,
Q =

√
e−βIdαe−β′Id, entonces Q′0Q0 = δ′δ = α y se satisface

dXt =
√
XtdBtQ0 +Q′0dB

′
t

√
Xt +

(
2pα+ βXt +Xtβ

′) dt,
para toda t y X0 = x.

Demostración. Procedamos como en el lema 2.17 para ver que al usar la fórmula de inte-
gración por partes y el que

Q′tdS
′
tdStQt = 2pQ′tIdQtdt = 2pQ′tQtdt,

obtenemos que la deriva de Z es 2pQ′Q · Id. De este mismo modo podemos calcular su
variación y covariación cuadrática, la cual satisface las siguientes identidades para cualquier
elección de índices 1 ≤ i, i′, j, j′ ≤ d,

d
[
Zij , Zi

′j′
]
t

= dZijt dZ
i′j′

t

=
(
Q′tdS

′
t

(∫ t

0
dSuQu + s

)
+
(∫ t

0
Q′udS

′
u + s′

)
dStQt

)
ij(

Q′tdS
′
t

(∫ t

0
dSuQu + s

)
+
(∫ t

0
Q′udS

′
u + s′

)
dStQt

)
i′j′

,

=
2p∑

l,l′=1

d∑
m,m′=1

(
Qmit dSlmt

(∫ t

0
dSuQu + s

)
lj

+
(∫ t

0
dSuQu + s

)
li
dSlmt Qmjt

)
(
Qm

′i′
t dSl

′m′
t

(∫ t

0
dSuQu + s

)
l′j′

+
(∫ t

0
dSuQu + s

)
l′i′
dSl

′m′
t Qm

′j′

t

)
.

Ahora notemos que los sumandos no se anulan si y sólo si (m, l) = (m′, l′), por lo tanto se
simplifica a

2p∑
l=1

d∑
m=1

((
Q′tQt

)ii′
Zjj

′

t +
(
Q′tQt

)ij′
Zji

′

t +
(
Q′tQt

)ji′
Zij

′

t +
(
Q′tQt

)jj′
Zii
′

t

)
dt.

Esto nos permite usar la representación integral de Doob (lema 2.13) para introducir un
movimiento browniano W en Md,d tal que

dZt =
√
ZtdWtQt +Q′tdW

′
t

√
Zt + 2pQ′tQtdt.
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Ahora supongamos que se tiene la EDE anterior para alguna combinación de parámetros
(p,Q) y definamos a la martingala Nu =

∫ u
0
√
ZtdWtQt+

∫ u
0 Q

′
tdW

′
t

√
Zt y usemos la fórmula

de integración por partes para obtener

dXt = eβt
(
dNt + 2pQ′tQtdt

)
eβ
′t +

(
βeβtZte

β′t + eβtZte
β′tβ′

)
dt

= eβtdNte
β′t +

(
2pαt + βXt +Xtβ

′) dt,
y sólo resta calcular la variación cuadrática de X para corroborar la legitimidad del uso de
la representación integral de Doob. Esto es muy simple porque para todo 1 ≤ i, i′, j, j′ ≤ d,

d
[
Xij , Xi′j′

]
t

=
∑
klk′l′

(
eβt
)
ik
dNkl

t

(
eβ
′t
)
lj

(
eβt
)
i′k′

dNk′l′
t (e)l′j′

=
∑
klk′l′

(
eβt
)
ik

(
eβ
′t
)
lj

(
eβt
)
i′k′

(
eβ
′t
)
l′j′

(
Zkk

′
t

(
Q′tQt

)ll′
+ Zkl

′
t

(
Q′tQt

)lk′ + Z lk
′

t

(
Q′tQt

)kl′ + Z ll
′

t

(
Q′tQt

)kk′)
dt

=
(
Xii′
t α

jj′

t +Xij′

t αji
′

t +Xji′

t αij
′

t +Xjj′

t αii
′

t

)
· Id,

como queríamos probar. La última afirmación se sigue de esto último, notando que en ese
caso α es constante y Q0 es cualquier matriz que satisfaga Q′0Q0 = α.

Observación 2.29. Es importante notar cómo esta idea transforma el problema de resolver
el problema de una EDE con deriva linealmente dependiente del estado actual en otro con
deriva determinista y con carácter espiral (divergente, convergente o periódico) de acuerdo
al comportamiento de eβId. Esto se debe a la biyección que se genera entre X y Z, teniendo
esta propiedad incluso cuando 2p no es entero. También podríamos considerar el resolver una
EDE para X, donde debemos dar por adelantado el proceso α, tomar Q =

√
e−β·Idαe−β′·Id

y resolver la EDE correspondiente para Z.

2.3. Semimartingalas y EDE de Wishart

Uno se puede preguntar sobre la existencia de procesos que satisfagan la EDE del
lema anterior y sobre qué tanto más se pueden generalizar los parámetros involucrados.
También puede ser que, para evitarnos problemas respecto de soluciones débiles contra
soluciones fuertes, podríamos tratar de extraer lo más importante del proceso.

Esto es, dar una definición de procesos de Wishart a omitiendo a los movimientos
brownianos en la medida de lo posible y en vista del lema 2.13. Con esto, lograremos poder
concenctrarnos en propiedades intrínsecas de estos procesos, sobre todo aquellas de particu-
lar utilidad en S̄+

d . Esto a su vez nos llevará a poder caracterizar mejor su comportamiento,
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en otras secciones.

Esto nos lleva a la introducción de las siguientes definiciones y caracterizaciones,
como herramientas para lidiar con un problema nada trivial. La razón por la que estos pro-
cesos son llamados «de Wishart», es porque su construcción (las presentadas anteriormente)
son un análogo, en procesos, a la construcción de las distribuciones de Wishart. Además,
estos procesos presentan distribuciones marginales Wishart, por lo que es aún más natural
este nombre.

Definición 2.30. (semimartingala de Wishart) Para p ≥ 0, β ∈Md,d y α ∈ S̄+
d , una semi-

martingala continua X con valores en S̄+
d se dice semimartingala de Wishart con parámetros

(p, α, β, x) si podemos escribir X = x+D +M donde X0 = x,

D =
(
2pα+ βX +Xβ′

)
· Id,

y M es una martingala local con variación cuadrática[
M ij ,Mkl

]
=
(
Xikαjl +Xilαjk +Xjkαil +Xjlαik

)
· Id, 0 ≤ i, j, k, l ≤ d. (2.7)

En dicho caso, lo denotamos por X ∼WPd (p, α, β, x).

Es inmediato que tantoD comoM son continuas y que ambas inician en 0. Además,
podemos observar que la deriva, tiene un comportamiento afín con respecto al estado actual.
A continuación veremos un pequeño resultado sobre la aditividad de estos procesos.

Lema 2.31. Sean Xi ∼WPd (pi, α, β, xi) para i = 1, . . . , n fuertemente ortogonales, i.e.,〈(
Xi
)kl

,
(
Xi
)k′l′〉

= 0,

para todo i ≤ n, k, l, k′, l′ ≤ d. Entonces X =
∑n
i=1X

i ∼WPd (
∑n
i=1 pi, α, β,

∑n
i=1 xi).

Demostración. Notemos que X0 =
∑n
i=1X

i
0 =

∑n
i=1 xi mientras que

D :=
n∑
i=1

Di =
n∑
i=1

(
2piα+ βXi +Xiβ′

)
· Id

=
(

2
(

n∑
i=1

pi

)
α+ βX +Xβ′

)
· Id,

define un proceso continuo de variación finita en compactos, donde Xi = Di + M i + xies
la descomposición de Xi para i ≤ n. Si ahora tomamos a la martingala local continua
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M =

∑n
i=1M

i, entonces podemos verificar por la ortogonalidad fuerte que,

[
Mkl,Mk′l′

]
=

[
n∑
i=1

(
M i
)kl

,
n∑
i=1

(
M i
)k′l′]

=
n∑
i=1

[(
M i
)kl

,
(
M i
)k′l′]

=
n∑
i=1

((
Xi
)kk′

αll′ +
(
Xi
)lk′

αkl′ +
(
Xi
)kl′

αlk′ +
(
Xi
)ll′

αkk′

)
· Id

=
(
Xkk′αll′ +X lk′αkl′ +Xkl′αlk′ +X ll′αkk′

)
· Id 0 ≤ i, j, k, l ≤ d,

con lo que concluye la prueba.

Observación 2.32. Una de las aplicaciones más importantes es cuando los procesos son
independientes por parejas, donde trivialmente se satisface la hipótesis de ortogonalidad.

Definición 2.33. (EDE de Wishart) Sean Q, β ∈Md,d, p ≥ 0 y x ∈ S̄+
d , entonces definimos

la ecuación diferencial estocástica de Wishart como la ecuación

Xt = x+
∫ t

0

(√
XsdBsQ+Q′dB′s

√
Xs

)
+
∫ t

0

(
2pQ′Q+ βXs +Xsβ

′) ds, t ≥ 0, (2.8)

donde B es un movimiento browniano estándar en Md,d.

Decimos que una solución a la EDE de Wishart es una solución débil si dados
los parámetros p, Q, β y x existe un espacio de probabilidad filtrado donde se satisfaga la
ecuación en términos de la integral de Itô. Sin embargo, la entenderemos como una solución
fuerte si el espacio de probabilidad y B también están dados y ahí encontramos una solución,
en cuyo caso lo denotaremos por X ∼WPd (p, α, β, x) donde α = Q′Q.

Cuando no queramos dar un estado inicial explícito x, denotaremosX ∼WPd (p, α, β)
y se entiende que estamos considerando a la colección de distribuciones {WPd (p, α, β, x)}x∈S̄+

d
,

i.e., el estado inicial es arbitrario pero no aleatorio. En este último caso, es crucial que existan
todas las distribuciones WPd (p, α, β, x). Esta distinción será de gran importancia cuando
exploremos las consecuencias de la forma de su generador infinitesimal.

Mientras que una solución fuerte siempre nos da una débil, el converso no siempre
es cierto. Una observación interesante es que cuando Q = 0 (y por lo tanto α = 0), entonces
tenemos una evolución completamente determinista dada por Xt = eβtxeβ

′t. Más adelante
veremos que las dos definiciones de procesos de Wishart son equivalentes en un cierto
sentido; específicamente, veremos que las soluciones débiles a la EDE de Wishart son las
semimartingalas de Wishart.

Proposición 2.34. (invariancia) Supongamos que X satisface la EDE de Wishart (2.8) y
sea P ∈ Md,d una matriz ortogonal. Entonces el proceso U = P ′XP satisface la EDE de
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Wishart para los parámetros

QP = P ′QP

βP = P ′βP

αP = Q′PQP = P ′αP.

Demostración. Notemos que P ′B es un movimiento browniano en Md,d porque cada vector
columna mantiene su ley browniana y se preserva la independencia entre columnas. Simi-
larmente podemos concluir que W = P ′BP es un movimiento browniano en Md,d. Si ahora
multiplicamos por P y P ′ a (2.8), obtenemos

P ′dXtP = P ′
√
XtdBtQ+ P ′QdB′t

√
XtP + P ′

(
2pα+ βXt +Xtβ

′)Pdt
dUt = P ′

√
XtPP

′dBtPP
′QP + P ′QPP ′dB′tPP

′√XtP

+
(
2pP ′αP + P ′βPP ′XtP + P ′XtPP

′β′P
)
dt

=
√
UtdWtQP +QPdW

′
t

√
Ut + (2pαP + βPUt + UtβP ) dt,

como se quería probar.

Observación 2.35. De hecho, si ρ ∈Mn,d, entonces el proceso Z = ρXρ′ satisface

dZt = ρ
√
XtdBtQρ

′ + ρQ′dB′t
√
Xtρ

′ +
(
2pραρ′ + ρβXtρ

′ + ρXtβ
′ρ′
)
dt,

en particular, Z no necesariamente es un proceso de Wishart, aunque sí tiene marginales
Wishart gracias a la proposición 2.9. En particular, los procesos de Wishart son una familia
cerrada bajo cambios de coordenadas ortogonales, las cuáles no deforman las percepciones
de tamaños y no lo es para otro tipo de simetrizaciones.

Particularmente, con respecto a un cambio de coordenadas apropiado, a saber,
el correspondiente a la matriz ortogonal P en la diagonalización de α, podemos reducir el
análisis del proceso de Wishart al caso en que α es diagonal, puesto que αP sería diagonal en
nuestro caso. Si además consideramos el resultado siguiente, donde se enfatiza que el papel
de Q es relativamente superfluo porque sólo es de importancia el que Q′Q = α, entonces
podemos también reducir el estudio a cuando QP es diagonal y lo mismo se podría decir de
βP si supiéramos que es simétrico.

Lema 2.36. (equivalencias entre definiciones) Supongamos que X es una solución a la
EDE de Wishart (2.8), entonces X es una semimartingala de Wishart. Por el contrario, si
X es una semimartingala de Wishart y consideremos cualquier Q ∈Md,d tal que Q′Q = α.
Entonces existe un movimiento browniano B en Md,d (posiblemente en una extensión del
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espacio de probabilidad) tal que X es solución a la EDE de Wishart (2.8). En este sentido,
una semimartingala de Wishart es una solución débil a la EDE de Wishart.

Demostración. ( =⇒ ) Supongamos que X satisface (2.8). Es inmediato es un proceso de
Itô con deriva b (Xt) = 2pQ′Q+ βXt +Xtβ

′, mientras que

Mt =
∫ t

0

(√
XsdBsQ+Q′dB′s

√
Xs

)
,

define una martingala local. Por lo tanto, si definimos Dt =
∫ t

0 b (Xt) dt, entonces X =
x + D + M donde x y D satisfacen las condiciones requeridas para α = Q′Q. Finalmente,
notemos que

M ij
t =

∑
k,l≤d

∫ t

0

(√
Xs

)ik
dBkl

s Qlj +
∫ t

0
QkidB

lk
s

(√
Xs

)lj
, i, j ≤ d,

y que
[
Bij , Bi′j′

]
= δ(i,j)(i′,j′)Id para i, i′, j, j′ ≤ d. Luego, con el mismo cálculo que se hizo

en el lema 2.17, concluimos que para todo 1 ≤ i, i′, j, j′ ≤ d,[
Xij , Xi′j′

]
=
(
Xii′αjj′ +Xij′αji′ +Xji′αij′ +Xjj′αii′

)
· Id,

lo que prueba que X es una semimartingala de Wishart.

(⇐= ) Ahora supongamos que X es una semimartingala de Wishart como en la
definición 2.30 y tomemos una matriz Q tal que Q′Q = α, por ejemplo, Q =

√
α. Ahora

queremos tratar a Md,d como si fuera Rn para n = d2 y usar el lema 2.13. Esto se logra a
través de la función vec definida anteriormente. De este modo, sólo debemos probaremos que
se cumplen las hipótesis del lema. Como en el lema 2.17, notemos que el mapeo (también
denotado por S√Xt,Q en el lema 2.2)

σt : A 7→
√
XtAQ+Q′A′

√
Xt,

es lineal y simétrico para cada t ≥ 0 porque
√
Xt es simétrica. Además, σ es continuo

y adaptado porque
√
X lo es y gracias a la continuidad de la multiplicación matricial.

Ahora sólo hace falta probar que si consideramos a σ como una matriz en Mn,n, entonces
[M ] = σσ′ · Id = [σ ·B] para algún movimiento browniano B en Rn. Sin embargo, este
cálculo ya se hizo, con lo cuál podemos usar el lema 2.13 para concluir la demostración.

Observación 2.37. La continuidad (y noción de convergencia, en general) que conseguimos
en Rn para n = d2 con respecto a la norma euclidiana es equivalente a la continuidad que
nos da la norma de Frobenius en Md,d (porque de hecho vec es isometría), así que podemos
pasar de un enfoque a otro sin tener problemas técnicos de esta índole.
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Además de que ya conocemos la variación cuadrática de un proceso de Wishart X,

la verdadera importancia del lema anterior es que justamente nos traduce el problema de
buscar soluciones a la EDE de Wishart en otro que, en ocasiones, es más sencillo. El que
el problema de las semimartingalas sea más sencillo se puede apreciar a plena vista porque
tuvimos que hacer uso de herramientas técnicas muy fuertes para probar el regreso en la
demostración anterior y este habría sido un recurso bastante recurrente a lo largo de este
texto de no ser por el lema anterior.

Lema 2.38. (semimartingalas de Wishart como cambio de tiempo) Sea X = x + D + M

una semimartingala de Wishart y definamos αijkl (x) = xikαjl + xilαjk + xjkαil + xjlαik.
Entonces existe un movimiento browniano B en Md,d, posiblemente en una extensión del
espacio de probabilidad, tal que

X = x+D + vec−1πd2 (α (X))′ · (vecB ◦ (Λd,d (α (X)) · Id)) .

Similarmente, si existe un proceso X en S̄+
d que satisfaga la ecuación anterior donde D =

(2pα+ βX +Xβ′) · Id, entonces X es una semimartingala de Wishart.

Demostración. ( =⇒ ) Consideremos a la representación de α (X) como matriz en Mn,n

para n = d2 (denotado de la misma forma) construido de tal forma que para todo i, j, k, l ∈
{1, . . . , d}, su coordenada (i+ (j − 1) d, k + (l − 1) d) está dada por αijkl (X). A esta repre-
sentación le podemos calcular πn (α (X)) y Λd,d (α (X)). Luego, como vimos en el lema 2.15,
a M lo podemos expresar de la siguiente forma

M = vec−1πn (α (X))′ · (vecB ◦ (Λd,d (α (X)) · Id)) ,

donde B es un movimiento browniano en Md,d; obteniendo así, la representación deseada.

(⇐= ) Esta dirección es trivial, puesto que N = B ◦ (Λd,d (α (X)) · Id) sería una
martingala local y por lo tantoM = vec−1πn (α (X))′·vecN también lo es. Además, podemos
calcular la variación cuadrática de M y comprobar que efectivamente

d [M ] = πn (α (X))′ d [B ◦ (Λd,d (α (X)) · Id)]πn (α (X))

= πn (α (X))′ d ([B] ◦ (Λd,d (α (X)) · Id))πn (α (X))

= πn (α (X))′ d (Λd,d (α (X)) · Id)πn (α (X))

= πn (α (X))′ Λd,d (α (X))πn (α (X)) · Id = α (X) · Id,

donde a [M ] lo estamos pensando como una matriz en Mn,n. Consecuentemente, X =
x+D +M es una semimartingala de Wishart.
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El problema del resultado anterior es que apela a diagonalizaciones, que en general

son muy complejas, de la matriz de variaciones cuadráticas de la vectorización de nuestro
proceso. Esto es, anida cálculos complejos y rápidamente se convierte en un problema casi
imposible de resolver en general, puesto que incluso la simetría y positividad deX se pierden
en el proceso de vectorización. Por otro lado, el enfoque de las EDE nos deja el problema
del cálculo de la única raíz cuadrada simétrica y positiva semidefinida, que también tiene
su grado de complejidad. Más adelante daremos una representación explícita para un caso
particular.

Ahora veremos que la distribución marginal de un proceso de Wishart es justa-
mente la distribución de Wishart. Además, la distribución Wishart exhibe momentos ex-
ponenciales y por lo tanto M , la parte martingala local de X, debe ser en realidad una
martingala en L2 en particular. En lo que sigue nos proponemos encontrar la distribución
de cada Xt, para esto, primero probaremos un par de resultados sobre el comportamiento
afín de X.

Por ahora, nos dedicaremos a construir la transformada de Fourier-Laplace de Xt

para todo t ≥ 0. Para esto, es importante recordar que para una variable aleatoria Z en
Rd, si existe E exp {v′Z} para v en un vecindario del 0 en Cd, entonces todos sus momentos
existen y tenemos

E exp
{
v′Z

}
=

∑
n1,...,nd≥0

1
(
∑
i ni)!

E
∏
i≤d

vnii Z
ni
i .

Esto es, la transformada de Fourier-Laplace es una función analítica. Por lo tanto, en muchas
ocasiones basta probar que E |exp {v′Z}| <∞ en un vecindario del 0 y caracterizar su forma
en algún subconjunto con al menos un punto de acumulación en el dominio de convergencia
conveniente en términos de una función analítica ΦZ que esté definida en todo el dominio de
convergencia. Luego, el principio de permanencia mostraría que la forma de la transformada
de Fourier-Laplace sigue la misma expresión que la de ΦZ .

Definición 2.39. Sean p ≥ 0, β ∈ Md,d y α ∈ S̄+
d cualesquiera y definamos las siguientes

funciones en R+ × S̄+
d dadas por,

ωβt (x) = eβtxeβ
′t,

σβt (x) = 2
∫ t

0
ωβs (x) ds,

φu (t) = p log
(
det

(
Id + σβt (α)u

))
≥ 0, (2.9)

ψu (t) = eβ
′tu
(
Id + σβt (α)u

)−1
eβt. (2.10)

Todas las funciones son claramente continuas en sus dos argumentos porque los valores
propios de Id+σβt (α)x son todos mayores o iguales a 1, lo que hace a su inversa continua y
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acotada con valores propios acotados por 1 y al logaritmo de su determinante no negativo.
En particular, ψu tiene trayectorias en S+

d mientras u ∈ S+
d , puesto que en ese caso

ψu (t) = eβ
′t
(
u−1 + σβt (α)

)−1
eβt,

la cuál claramente es simétrica, positiva semidefinida (porque sus valores propios son no
negativos) e invertible.

Luego, como es una función continua de u, las trayectorias de ψu están en S̄+
d para

todo u ∈ S̄+
d . De hecho, si λβ = ı́nf < (σ) y µβ = sup< (σ) y u ∈ S+

d , entonces los valores
propios de u−1 +σβt (α) están acotados superiormente por λ1 (u)−1 + etµ

β y por lo tanto las
trayectorias de los valores propios de ψu están acotados inferiormente por(

λ1 (u)−1 + e2tµβ
)−1

e2tλβ .

Como consecuencia, la imágen de
(
S̄+
d + u

)
× [0, t] bajo ψ está contenida en S+

d + vId para
algún v > 0, esto es, se encuentra a distancia positiva de ∂S+

d con respecto a la norma
inducida por 〈·, ·〉.

A las últimas dos funciones (φu, ψu), se les llamará cumulantes de Wishart asocia-
dos a p, β y α. Una propiedad bastante importante de φ y ψ es que cumplen las llamadas
ecuaciones de semiflujo y también unas ecuaciones diferenciales tipo Riccati.

Algo bastante impresionante es que cualquier proceso càdlàg de Markov cuya trans-
formada de Laplace (o Fourier) depende de manera afín de su estado inicial (como en (2.15))
tiene funciones asociadas φ y ψ que cumplen no sólo las propiedades de semiflujo y las ecua-
ciones de Riccati, sino también la relación (2.15) (con algunas variaciones para el caso de
Fourier).

A esta clase de procesos se les conoce como procesos afines y al lector interesado en
estos resultados, técnicas implementadas y otras caracterizaciones se le refiere a los artículos
y libros [21, 22, 23, 24, 25]. Es de especial interés que los procesos de Wishart sean procesos
afines, porque su estudio actual se ha concentrado en procesos afines en espacios de la forma
Rn × Rm+ .

En estos espacios, todos los procesos afines son infinitamente divisibles, es decir
que para cualquier n, existen n procesos independientes e idénticamente distribuidos tal
que el proceso afín tiene la misma ley que la suma de estos procesos procesos. En contraste,
las propiedades geométricas de S̄+

d permiten la existencia de procesos afines que no sean
infinitamente divisibles. El ejemplo más claro siendo el de los procesos de Wishart, puesto
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que el parámetro p sólo admite valores disctretos cerca del 0.

Lema 2.40. (propiedad de semiflujo) φ y ψ satisfacen, para s, t ≥ 0 y u ∈ S̄+
d ,

φu (s+ t) = φu (t) + φψu(t) (s) (2.11)

ψu (s+ t) = ψψu(t) (s) . (2.12)

Demostración. Calculemos usando el teorema de Sylvester repetidamente,

det
(
Id + σβs (α) eβ′tu

(
Id + σβt (α)u

)−1
eβt
)

= det
(
Id + eβt

(∫ s

0
eβrαeβ

′rdr

)
eβ
′tu
(
Id + σβt (α)u

)−1
)

= det
(
Id +

(
Id + σβt (α)u

)−1 (
Id + σβt+s (α)u− Id − σβt (α)u

))
= det

((
Id + σβt (α)u

)−1 (
Id + σβt+s (α)u

))
.

Se sigue que

exp
{
p−1

(
φu (t) + φψu(t) (s)

)}
= det

(
Id + σβt (α)u

)
det

((
Id + σβt (α)u

)−1 (
Id + σβt+s (α)u

))
= det

(
Id + σβt+s (α)u

)
= exp

{
p−1φu (t+ s)

}
,

lo que prueba la primera ecuación. Por otro lado, tenemos la siguiente cadena de identidades

e−β(t+s)ψψu(t) (s) e−β′(t+s)

=
(
u
(
Id + σβt (α)u

)−1
eβt
)(

Id + σβs (α)
(
eβ
′tu
(
Id + σβt (α)u

)−1
eβt
))−1

e−βt

= u
(
Id + σβt (α)u

)−1
eβt
(
eβt + eβt

(
2
∫ s

0
eβrαeβ

′rdr

)
eβ
′tu
(
Id + σβt (α)u

)−1
eβt
)−1

.

Unos cálculos algebraicos nos permiten ver que esto es igual a u
(
Id + σβt (α)u

)−1
multipli-

cado por la derecha con
(
Id +

(
Id + σβt+s (α)u− Id − σβt (α)u

) (
Id + σβt (α)u

)−1
)−1

=
((
Id + σβt+s (α)u

) (
Id + σβt (α)u

)−1
)−1

=
(
Id + σβt (α)u

) (
Id + σβt+s (α)u

)−1
.

Es decir que

e−β(t+s)ψψu(t) (s) e−β′(t+s) = u
(
Id + σβt+s (α)u

)−1
= e−β(t+s)ψu (s+ t) e−β′(t+s),
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lo que prueba la segunda ecuación.

Proposición 2.41. (ecuaciones de Riccati) Las funciones φ y ψ satisfacen un sistema de
ecuaciones diferenciales generalizadas de Riccati, a saber, para todo t ≥ 0 y u ∈ S+

d tenemos,

∂

∂t
φu = 2ptr (αψu) , φu (0) = 0, (2.13)

∂

∂t
ψu = −2ψuαψu + ψuβ + β′ψu, ψu (0) = u. (2.14)

Demostración. Las condiciones de frontera son evidentes de las definiciones. Si a es una
función con valores en el espacio de matrices invertibles en Mn,n diferenciable en un abierto
deR, tenemos la identidad d

dta
−1 = −a−1

(
d
dta
)
a−1, que se obtiene de derivar a−1a = In y

despejar adecuadamente (cf. [14]). Entonces podemos derivar (2.10) para obtener

∂

∂t
ψu (t) = ∂

∂t

(
eβ
′tu
(
Id + σβt (α)u

)−1
eβt
)

= β′ψu (t) + ψu (t)β

− eβ
′tu
(
Id + σβt (α)u

)−1 (
2eβtxeβ′tu

) (
Id + σβt (α)u

)−1
eβt

= β′ψu (t) + ψu (t)β − 2ψu (t)αψu (t) .

La fórmula de Jacobi dice que d
dt det (a) = tr

(
co (a)′ ddta

)
donde co (A) es la matriz de

cofactores de A. Si factorizamos un det (a), se puede simplificar a

d

dt
log (det (a)) = tr

(
a−1 d

dt
a

)
,

cuando a es invertible. Usando esta identidad para derivar (2.9) y usar la identidad de
Kailath para obtener finalmente para u ∈ S+

d ,

∂

∂t
φu (t) = p

∂

∂t
log

(
det

(
Id + σβt (α)u

))
= ptr

((
Id + σβt (α)u

)−1
2eβtαeβ′tu

)
= 2ptr

(
eβ
′tu
(
Id + σβt (α)u

)−1
eβtα

)
= 2ptr (ψu (t)α) ≥ 0,

donde la última desigualdad prueba que φu (t) es no decreciente en t.

Después de todos estos preliminares, finalmente estamos preparados para dar uno
de los resultados más importantes del capítulo, lo que motiva justamente al nombre de los
procesos de Wishart.

Teorema 2.42. Supongamos que X ∼WPd (p, α, β, x0), entonces para todo t ≥ 0 tenemos
Xt ∼Wd

(
p, ωβt (x0) , σβt (α)

)
y

Ee−〈u,Xt〉 = e−φu(t)−〈ψu(t),x0〉, (2.15)
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para todo t ≥ 0 y u ∈ S̄+

d . De hecho, la fórmula anterior existe y es finita para toda matriz
u hermitiana tal que el espectro de σβt (α)u está contenido en (−∞, 1). Además, no hay
explosión en tiempo finito.

Demostración. Denotemos por M y D a su parte martingala local y a su proceso de va-
riación finita en compactos respectivamente. En esencia, lo que haremos será construir una
semimartingala con una ligera modificación del lado derecho de (2.15) y probar que este es
martingala, lo que nos dará una forma de calcular su esperanza y concluir el resultado.

Sean t > 0, u ∈ S+
d fijos y consideremos los coeficientes laplacianos de Wishart

(φ, ψ) correspondientes a p, α y β. Construyamos a la semimartingala J t dada por J ts =
f (s,Xs) para toda t > s ≥ 0, donde

f (s, x) = e−φu(t−s)−tr(ψu(t−s)x) = e
−φu(t−s)−

∑
ij
ψu(t−s)ijxji ,

para todo 0 ≤ s ≤ t y x ∈ S̄+
d . Denotemos por ∂ij = ∂

∂xij
y notemos que

∂ij∂klf (s, x) = −∂ijf (s, x)ψu (t− s)lk = f (s, x)ψu (t− s)ji ψu (t− s)lk .

Al usar esto junto con la simetría de ψ, α y X, obtenemos

d∑
i,j,k,l=1

∂ij∂klf (s,Xs)
J ts

d
[
Xij , Xkl

]
s

=
d∑

i,j,k,l=1
ψu (t− s)ij ψu (t− s)lk

(
Xik
s αjl +Xil

s αjk +Xjk
s αil +Xjl

s αik
)
ds

= 4
d∑

i,j,k,l=1
ψu (t− s)ij αjlψu (t− s)lkX

ki
s ds = 4tr (ψu (t− s)αψu (t− s)Xs) ds.

Ahora usamos la fórmula de Itô junto con la proposición 2.41 para obtener

dJ ts
J ts

= −
(
∂

∂s
φu (t− s) + tr

((
∂

∂s
ψu (t− s)

)
Xs

))
ds− tr (ψu (t− s) dXs)

+ 1
2J ts

d∑
i,j,k,l=1

∂ij∂klf (s,Xs) d
[
Xij
s , X

kl
s

]
=

(
2ptr (αψu (t− s)) + tr

((
β′ψu (t− s) + ψu (t− s)β − 2ψu (t− s)αψu (t− s)

)
Xs
))
ds

− tr (ψu (t− s) dMs)− tr
(
ψu (t− s)

(
2pα+ βXs +Xsβ

′)) ds
+ 2tr (ψu (t− s)αψu (t− s)Xs) ds = −tr (ψu (t− s) dMs) ,

donde en las cancelaciones usamos la invariancia ante transposiciones y rotaciones de la
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traza:

tr
(
ψu (t− s)Xsβ

′) = tr
(
βX ′sψu (t− s)′

)
= tr (βXsψu (t− s))

= tr (ψu (t− s)βXs) .

Concluimos así que dJ ts = −tr
(
J tsψu (t− s) dMs

)
es una combinación lineal de martingalas

locales y por lo tanto, es una martingala local. Como esta martingala local es no negativa, en
particular tenemos una supermartingala y concluimos que si σβt (α)u tiene a todos valores
propios estrictamente menores a 1 para u ∈ Sd, entonces φu (t) y ψu (t) existen y son finitos,
por lo que

Ee−〈u,Xt〉 = EJ tt ≤ EJ t0 = e−φu(t)−〈ψu(t),x0〉 <∞.

Como además para todo s ≥ 0 y u ∈ S̄+
d se satisface φu (s) ≥ 0 y ψu (s) ∈ S̄+

d , entonces
concluimos que

log
(
J ts

)
= −φu (t− s)− tr

(√
Xsψu (t− s)

√
Xs

)
≤ 0,

lo que implica que J está uniformemente acotado por 1 en [0, t] y por lo tanto es una
verdadera martingala. De esta forma, las condiciones de frontera de φ y ψ nos dan

Ee−〈u,Xt〉 = EJ tt = J t0 = e−φu(t)−〈ψu(t),x0〉.

Con esto probamos la segunda afirmación y podemos regresar a las definiciones de φ, ψ y
la distribución Wishart para verificar que Xt efectivamente la tiene distribución Wishart
deseada. La extensión de la fórmula para valores de u hermitianos como antes describi-
mos se sigue de las propiedades analíticas de la transformada de Fourier-Laplace cuando
esta existe en una vecindad del 0. La útlima afirmación se sigue de que P

(
Xt ∈ S̄+

d

)
=

ĺımu→0Ee
−〈u,Xt〉 = 1.

Observación 2.43. En (2.15) podemos observar una dependencia afín de la transformada de
Laplace respecto del estado inicial. Esta clase de comportamientos dio luz a los procesos
afines, los cuáles satisfacen (2.15) para algunas funciones φ y ψ (y posiblemente para la
transformada de Fourier, si es que no nos restringimos a matrices positivas semidefinidas).

Si, por ejemplo, se supiera de antemano que la fórmula (2.15) se satisface, entonces
la propiedad de Markov nos daría

e−φu(t+s)−〈ψu(t+s),x〉 = Ee−〈u,Xt+s〉 = E
(
E
(
e−〈u,Xt+s〉

∣∣∣Ft))
= E

(
e−φu(s)−〈ψu(s),Xt〉

)
= exp

{
−φ (s, u)− φ (t, ψu (s, u))−

〈
ψψu(s) (t) , x

〉}
,



47
de donde se siguen las ecuaciones de semiflujo

φu (t+ s) = φu (s) + φψu(s) (t)

ψu (t+ s) = ψψu(s) (t) .

Si añadimos la regularidad y otros argumentos fuertes concernientes a la teoría de distri-
buciones infinitamente divisibles, uno obtiene ecuaciones tipo Riccati para φ y ψ. De esta
manera, uno puede extender algunas nociones y resultados que tenemos para los procesos
de Wishart, hacia los procesos afines. Gracias a este resultado, ya sabemos que M es una
verdadera martingala en Lp para todo p <∞.

El siguiente resultado nos será de utilidad más adelante y es de interés en sí mismo,
puesto que nos permite tener un criterio simple sobre los momentos exponenciales de X ·Id.

Lema 2.44. Supongamos que X ∼WPd (p, α, β, x), entonces para cada v ∈ S̄+
d tenemos

Ee

〈
v,
∫ t

0 Xsds

〉
<∞, ∀t < Tv,

donde Tv > 0 está dado por

Tv = ı́nf
{
t > 0 : supσ

(
σβt (α) v

)
≥ 1

}
,

esto es, la primera vez que σβt (α) v tiene un valor propio mayor o igual a 1.

Demostración. Las desigualdades de Weyl y la continuidad de σβt (α) y de los valores
propios, nos ayudan a ver que de hecho supσ

(
σβt (α) v

)
= λd

(
σβt (α) v

)
es una función

no decreciente del tiempo si v ∈ S̄+
d . Fijemos t > 0 y supongamos de momento que

supσ
(
σβt (α) v

)
< 1, de tal forma que el resultado anterior garantice la existencia de la

función generadora de momentos. Se sigue entonces del lema de Fatou y la desigualdad
generalizada de Hölder que

Ee

〈
v,
∫ t

0 Xsds

〉
= E ĺım

n→∞
exp

{
n−1∑
k=0

〈
v

n
,Xt k

n

〉}
≤ ĺım inf

n→∞
E
n−1∏
k=0

exp
{〈

v

n
,Xt k

n

〉}

≤ ĺım inf
n→∞

n−1∏
k=0

E
(
exp

{〈
v,Xt k

n

〉}) 1
n

= ĺım inf
n→∞

n−1∏
k=0

exp
{
− 1
n
φ−v

(
t
k

n

)
− 1
n

〈
ψ−v

(
t
k

n

)
, x0

〉}

= exp
{
−
∫ t

0
(φ−v (s) + 〈ψ−v (s) , x0〉) ds

}
,
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en particular, Ee
〈
v,
∫ t

0 Xsds

〉
<∞ cada vez que

∫ t
0 (φ−v (s) + 〈ψ−v (s) , x0〉) ds > −∞. Ahora

bien, recordemos que

φ−v (t) = p log
(

det
(
Id − 2

∫ t

0
eβtαeβ

′tvds

))
ψ−v (t) = −eβ′tv

(
Id − 2

∫ t

0
eβtαeβ

′tvds

)−1
eβt,

así que la integral antes mencionada no diverge en tanto σβt (α) v tenga sus valores propios
(los cuáles siempre son no negativos) estrictamente menores a 1. Como la matriz anterior
inicia en 0 y es continua, es claro que esta propiedad es cierta hasta el tiempo determinista
(posiblemente infinito) estrictamente positivo Tv.

Observación 2.45. El resultado anterior es igualmente válido para v ∈ Sd y su demostración
se sigue del mismo modo, suponiendo ahora que supt0≤t supσ

(
σβt0 (α) v

)
< 1. De hecho,

si σβt (α) es una función acotada del tiempo, entonces este tiempo es infinito para algunas
elecciones de v ∈ S+

d (para un análisis más detallado de σβt (α), referimos al lector al teorema
2.62). De particular interés es cuando v = reii para algún r ≥ 0, en cuyo caso, los valores
propios de la matriz coinciden con los de

√
vσβt (α)

√
v = 2r

∫ t

0
eiieβtαeβ

′teiids = 2reii
∫ t

0

(
eβtαeβ

′t
)
ii
ds,

así que basta ver si rσβt (α)ii < 1 o equivalentemente, basta ver si

t < Treii = ı́nf
{
t > 0 : rσβt (α)ii ≥ 1

}
.

Un análisis más específico del tiempo de explosión no es posible a menos que se explore el
tiempo de explosión de ψ−u,−v (o particularmente en ψ0,−v).

Inspirados en [26], consideremos v ∈ S̄+
d y definamos a la matriz Av ∈M2d,2d dada

por

Av =
(
−β 2α
v β′

)
,

consideremos a la función suave Pu,v =
(
S′u,v, T

′
u,v

)′
con valores en M2d,d, donde Su,v y Tu,v

toman valores en Md,d, dada por

Pu,v (t) = etAv

(
Id

u

)
.
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Se sigue que Su,v (0) = Id y Tu,v (0) = u y por lo tanto podemos definir a la función suave

ψu,v (t) = Tu,v (t)Su,v (t)−1 , ψu,v (0) = u,

al menos en [0, T ), para un tiempo fijo T > 0 (posiblemente infinito) en el que Su,v se vuelve
singular (no invertible). Luego, como ∂

∂tPu,v = AvPu,v, se sigue que

∂

∂t
Su,v = −βSu,v + 2αTu,v

∂

∂t
Tu,v = vSu,v + β′Tu,v,

y por lo tanto en (0, T ) tenemos

∂

∂t
ψu,v =

(
∂

∂t
Tu,v

)
S−1
u,v − Tu,vS−1

u,v

(
∂

∂t
Su,v

)
S−1
u,v

=
(
vSu,v + β′Tu,v

)
S−1
u,v − Tu,vS−1

u,v (−βSu,v + 2αTu,v)S−1
u,v

= v + β′Tu,vS
−1
u,v + Tu,vS

−1
u,v

(
β − 2αTu,vS−1

u,v

)
= −2ψu,vαψu,v + ψu,vβ + β′ψu,v + v.

Luego, si definimos

φu,v (t) =
∫ t

0
2ptr (αψu,v (s)) ds, t ∈ [0, T ) ,

evidentemente tendremos ∂
∂tφu,v = 2ptr (αψu,v), es decir que en [0, T ) se satisfacen las

ecuaciones diferenciales tipo Riccati con condición inicial:

∂
∂tφu,v = 2ptr (αψu,v) , φu,v (0) = 0,
∂
∂tψu,v = −2ψu,vαψu,v + ψu,vβ + β′ψu,v + v, ψu,v (0) = u.

En esencia, estas son las mismas que las que satisfacen (φu, ψu) pero con una perturbación
en la dirección v por parte de ψu,v. Sea

Υ : Sd → Sd

x 7→ −2xαx+ xβ + β′x,

y a cada partición 0 = t0 < t1 = 1
n < · · · < tn = nt

n = t con n ≥ 1, asociemos las matrices
ψn,ku,v definidas recursivamente para 0 ≤ k < n,

ψn,k+1
u,v (t) = ψn,ku,v (t) +

(
−2Υ

(
ψn,ku,v (t)

)
+ v

) 1
n
,

ψn,0u,v (t) = u.

Así, para ver que ψu,v tiene trayectorias en Sd, basta ver que inductivamente ψn,ku,v (t) ∈ Sd
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y por lo tanto, ψu,v (t) = ĺımn ψ

n,k
u,v (t) ∈ Sd. Fijemos algún t ∈ (0, T ) y consideremos

Ys =
∫ s

0 Xrdr. Sea J t la semimartingala dada por J ts = f (s,Xs, Ys) donde

f (s, x, y) = e−φu,v(t−s)−tr(ψu,v(t−s)x+vy),

y adoptemos la notación ∂xij = ∂
∂xij

y ∂yij = ∂
∂yij

. Al igual que en el caso marginal, se puede
deducir sin problemas que

d∑
i,j,k,l=1

∂xij∂
x
klf (s,Xs, Ys)

J ts
d
[
Xij , Xkl

]
s

= 4tr (ψu,v (t− s)αψu,v (t− s)Xs) ds.

Ahora sólo tenemos que probar que la parte de variación finita de J t se desvanece. Para
probar esto, notemos que

dJ ts
J ts

= −
(
∂

∂s
φu,v (t− s) + tr

((
∂

∂s
ψu,v (t− s)

)
Xs

))
ds− tr (vdYs)

− tr (ψu,v (t− s) dXs) + 1
2J ts

d∑
i,j,k,l=1

∂xij∂
x
klf (s,Xs) d

[
Xij
s , X

kl
s

]
.

Si ahora identificamos los términos que simplificamos anteriormente, podemos reducir esta
expresión a

dJ ts
J ts

= −tr (ψu,v (t− s) dMs) + 2ptr (αψu,v) ds

+ tr
((
−2ψu,v (t− s)αψu,v (t− s) + ψu,v (t− s)β + β′ψu,v (t− s) + v

)
Xs
)
ds

+ tr
(
(2ψu,v (t− s)αψu,v (t− s)− v)Xs − ψu,v (t− s)

(
2pα+ βXs +Xsβ

′)) ds
= −tr (ψu,v (t− s) dMs) ,

es decir que J t es una martingala local no negativa y de hecho una exponencial de Doléans-
Dade. Aquí, la condición de Novikov se convierte en

Ee
− 1

2 [
∫ ·

0 tr(ψu,v(t−s)dMs)]
t = E exp

(
−2
∫ t

0
tr (ψu,v (t− s)αψu,v (t− s)Xs) ds

)
<∞.

Esto es trivialmente cierto mientras ψu,v viva en S̄+
d (que es justo el caso por un tiempo

puesto por continuidad y porque ψu,v (0) = u) e incluso por un poco más de tiempo más
allá de que deja el conjunto si es que lo hace, gracias al resultado anterior y la continuidad
de ψu,v. Se sigue que J t es una verdadera martingala y volvemos a obtener como antes

Ee
−〈u,Xt〉−

〈
v,
∫ t

0 Xsds

〉
= e−φu,v(t)−〈ψu,v(t),x〉.

Si ψu,v en algún momento sale de S̄+
d , entonces podemos variar x ∈ S̄+

d (incluso restrin-
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giéndonos a rank (x) = 1 si es necesario, de acuerdo a las condiciones de existencia que
tendremos después) en la ecuación anterior para ver que el lado izquierdo está acotado por
1 pero el derecho no, por lo que ψu,v jamás sale de S̄+

d . Como este es el caso, si T < ∞
entonces para algún x (que nuevamente podemos restringir a que tenga rango 1) podemos
usar la continuidad de X y el teorema de convergencia acotada para ver que

0 = ĺım
t→σ

e−φu,v(t)−〈ψu,v(t),x〉

= ĺım
t→T

Ee
−〈u,Xt〉−

〈
v,
∫ t

0 Xsds

〉

= E ĺım
t→T

e
−〈u,Xt〉−

〈
v,
∫ t

0 Xsds

〉

= Ee
−〈u,XT 〉−

〈
v,
∫ T

0 Xsds

〉
,

Esto a su vez implica que c.s.,

〈u,XT 〉+
〈
v,

∫ T

0
Xsds

〉
=∞,

i.e., tenemos explosión en tiempo finito por parte de X, cosa que en realidad sucede con
probabilidad 0. Luego, T = ∞ y por lo tanto, casi hemos demostrado el siguiente resulta-
do.

Teorema 2.46. (distribución conjunta) Supongamos que X ∼ WPd (p, α, β, x0), entonces
para todo u, v ∈ S̄+

d y t ≥ 0 tenemos

E exp
{
−〈u,Xt〉 −

〈
v,

∫ t

0
Xsds

〉}
= exp {−φu,v (t)− 〈ψu,v (t) , x0〉} . (2.16)

Además, φu,v y ψu,v satisfacen las ecuaciones de semiflujo

φu,v (t+ s) = φu,v (s) + φψu,v(s),v (t)

ψu,v (t+ s) = ψψu,v(s),v (t) .

Además, la fórmula anterior se satisface para u, v hermitianas hasta el primer tiempo de
explosión de ψu,v.

Demostración. El resultado ya está probado para u ∈ S+
d , pero tomando límites en (2.16)

y usando el teorema de convergencia acotada conseguimos extender el resultado a u ∈ ∂S+
d .
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Si ahora usamos la propiedad de Markov, obtenemos para s, t ≥ 0,

E

(
E

(
exp

{
−〈u,Xt+s〉 −

〈
v,

∫ t+s

0
Xrdr

〉}∣∣∣∣Ft))
= E

(
E

(
exp

{
−〈u,Xt+s〉 −

〈
v,

∫ t+s

t
Xrdr

〉}∣∣∣∣Xt

)
exp

{
−
〈
v,

∫ t

0
Xrdr

〉})
= E

(
exp

{
−φu,v (s)− 〈ψu,v (s) , Xt〉 −

〈
v,

∫ t

0
Xrdr

〉})
= exp

{
−φu,v (s)− φψu,v(s),v (t)−

〈
ψψu,v(s),v (t) , x0

〉}
,

de donde se sigue la penúltima afirmación. La última afirmación se sigue nuevamente de
las propiedades analíticas de la transformada de Fourier-Laplace cuando esta existe en una
vecindad del 0 y de que J t es una supermartingala, lo que muestra que para u, v ∈ Sd,
tenemos hasta antes del tiempo de explosión de ψu,v:

E exp
{
−〈u,Xt〉 −

〈
v,

∫ t

0
Xsds

〉}
= EJ tt ≤ EJ t0
= exp {−φu,v (t)− 〈ψu,v (t) , x0〉} <∞,

como se deseaba probar.

Observación 2.47. Es fácil transferir estos resultados al caso no homogéneo. Específicamente,
con referente a la dualidad del problema de resolver la EDE de Wishart y resolver la EDE
que resuelve Z = e−βIdXe−β

′Id en el lema 2.28, podemos observar que

Ee−〈u,Zt〉 = E exp
{
−tr

(
ue−βtXte

−β′t
)}

= E exp
{
−tr

(
e−β

′tue−βtXt

)}
= exp

{
−φ

(
t, ω−β

′

t (u)
)
−
〈
ψ
(
t, ω−β

′

t (u)
)
, x0

〉}
= det

(
Id + σβt (α) e−β′tue−βt

)−p
exp

{
−tr

(
e−β

′tue−βt
(
Id + σβt (α) e−β′tue−βt

)−1
eβtx0e

β′t
)}

= det
(
Id + e−βtσβt (α) e−β′tu

)−p
exp

{
−tr

(
u
(
Id + e−βtσβt (α) e−β′tu

)−1
x0

)}

= det
(
Id + σ−βt (α)u

)−p
e
−tr
(
u
(
Id+σ−βt (α)u

)−1
x0

)
,

lo que implica que Zt ∼ Wd

(
p, x, σ−βt (α)

)
. De hecho esta metodología es fácilmente gene-

ralizable al contexto del lema 2.28.

Proposición 2.48. Supongamos que Q es una función determinística en Md,d tal que α :=
Q′Q ∈ L (Id) y que Z = z + N + 2pα · Id para alguna martingala local N con variación
cuadrática [

N ij , Nkl
]

=
(
Zikαjl + Zilαjk + Zjkαil + Zjlαik

)
· Id.
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Entonces Zt ∼Wd

(
p, z, 2

∫ t
0 αsds

)
, es decir,

Ee−〈u,Zt〉 =
exp

{
−tr

(
u
(
Id + 2

(∫ t
0 αsds

)
u
)−1

z

)}
det

(
Id + 2

(∫ t
0 αsds

)
u
)p , u ∈ S̄+

d .

Si además β ∈ L (Id) es una función determinística en Md,d, entonces

Xt = ωβt (Z) ∼Wd

(
p, ωβt (z) , 2ωβt

(∫ t

0
αsds

))
,

donde ωβt (x) = e
∫ t

0 βsdsxe
∫ t

0 β
′
sds.

Demostración. Procederemos como en la prueba del teorema 2.42; definamosAt = 2
∫ t

0 αsds,
fijemos t > 0 y consideremos al proceso J ts = f (s, Zs), donde

f (s, x) = exp
{
−p log (det (Id +At−su))− tr

(
u (Id +At−su)−1 x

)}
= exp

−p log (det (Id +At−su))−
∑
ij

(
u (Id +At−su)−1

)
ij
xji

 ,
para todo 0 ≤ s ≤ t y x ∈ S̄+

d y u ∈ S+
d . Denotemos por ∂ij = ∂

∂xij
y notemos que

∂ij∂klf (s, Zs) = f (s, Zs)
(
u (Id +At−su)−1

)
ji

(
u (Id +At−su)−1

)
lk
.

Al usar esto junto con la simetría de u (Id +At−su)−1 =
(
u−1 +At−s

)−1, α y Z, obtenemos

∑
ijkl

∂ij∂klf (s, Zs)
J ts

d
[
Zijs , Z

kl
s

]
=

∑
ijkl

(
u (Id +At−su)−1

)
ji

(
u (Id +At−su)−1

)
lk

×
(
Ziks α

jl
s + Zils α

jk
s + Zjks α

il
s + Zjls α

ik
s

)
ds

= 4tr
(
u (Id +At−su)−1 αsu (Id +At−su)−1 Zs

)
ds.

Ahora usamos la fórmula de Itô junto con las identidades d
dta
−1 = −a−1

(
d
dta
)
a−1 y

d
dt log (det (a)) = tr

(
a−1 d

dta
)
para obtener,

dJ ts
J ts

=
(
−p ∂

∂s
log (det (Id +At−su)) + tr

(
u

(
∂

∂s
(Id +At−su)−1

)
Zs

))
ds

− tr
(
u (Id +At−su)−1 dZs

)
+ 1

2Js

d∑
i,j,k,l=1

∂ij∂klf (s, Zs) d
[
Zijs , Z

kl
s

]
,
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que se puede desarrollar para obtener(

2ptr
(
(Id +At−su)−1 αt−su

)
+ 2tr

(
u (Id +At−su)−1 αt−su (Id +At−su)−1 Zs

))
−tr

(
u (Id +At−su)−1 dNs

)
− 2ptr

(
u (Id +At−su)−1 αs

)
ds

+2tr
(
u (Id +At−su)−1 αsu (Id +At−su)−1 Zs

)
ds = −tr

(
u (Id +At−su)−1 dNs

)
,

donde en las cancelaciones usamos la rotación de la traza. Concluimos así que dJ ts =
−tr

(
J tsu (Id +At−su)−1 dNs

)
es una combinación lineal de martingalas locales y por lo

tanto, es una martingala local. Además, como det (Id +At−su) ≥ 1 y

tr
(
u (Id +At−su)−1 Zs

)
≥ 0,

concluimos que

log
(
J ts

)
= −p log (det (Id +At−su))− tr

(
u (Id +At−su)−1 Zs

)
≤ 0.

Esto implica que J está uniformemente acotado por 1 en [0, t] y por lo tanto, es una verda-
dera martingala. De esta forma obtenemos

Ee−〈u,Zt〉 = EJ tt = J t0 =
exp

{
−tr

(
u
(
Id + 2

(∫ t
0 αsds

)
u
)−1

z

)}
det

(
Id + 2

(∫ t
0 αsds

)
u
)p ,

como queríamos probar. La última afirmación se sigue de forma inmediata después de unas
pocas manipulaciones algebraicas como en la observación del teorema anterior.

Vamos ahora a estudiar algunas semimartingalas relacionadas al proceso de Wis-
hart. Con ellas, podremos obtener resultados interesantes más adelante, incolucrando su
rango, polaridad de la frontera y resultados asintóticos.

En lo que sigue, para cada matriz compleja A, denotaremos por A∗ a la matriz
adjunta de A y por ā al conjugado de a ∈ C mientras que <a y =a son sus partes real e
imaginaria.

Proposición 2.49. (semimartingalas escalares) Supongamos que X ∼ WPd (p, α, β, x),
entonces existen movimientos brownianos B1 y B2 en R tales que

d (tr (Xt)) = 2
√
tr (Xtα)dB1

t + 2 (ptr (α) + tr (βXt)) dt

d (det (Xt)) = 2
√

det (Xt) tr (co (Xt)α)dB2
t + 2

((
p− d− 1

2

)
tr (co (Xt)α) + det (Xt) tr (β)

)
dt

d (log (det (Xt))) = 2
√
tr
(
X−1
t α

)
dB2

t + 2
((

p− d+ 1
2

)
tr
(
X−1
t α

)
+ tr (β)

)
dt,
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donde la última fórmula es válida para x ∈ S+

d y sólo en [0, T0), donde

T0 = ı́nf
{
t > 0 : Xt ∈ ∂S+

d

}
.

Además, si γ 6= 0 es un valor propio de β′ asociado a u ∈ Cd y definimos µ = u∗αu, entonces
Y = u∗Xu es una semimartingala no negativa con estado inicial y = u∗xu y proceso de
variación finita en compactos dado por (2pµ+ 2<γY ) · Id y variación cuadrática dada por

[Y ] = 2
(
µY + <

(
νZ
))
· Id,

donde Z = u′Xu y ν = u′αu. Similarmente, Z es una semimartingala con estado inicial
z = u′xu, proceso de variación finita en compactos 2 (pν + γZ) · Id y con[

Z, Z̄
]

= 4µY · Id,

[Z,Z] = 4νZ · Id.

En particular si µ = 0 y por lo tanto ν = 0, entonces la evolución de Z y Y es determinística
y dada por Zt = ze2γt y Yt = ye2<γt mientras que si µ > 0 = ν, entonces la parte real e
imaginaria de Z son fuertemente ortogonales. Si γ ∈ R, entonces Y = Z, de hecho, si µ 6= 0
y γ < 0 entonces se trata de un proceso CIR

(
−2γ,−pµ

γ , 2
√
µ, y

)
, mientras que si γ = 0,

entonces 1
µY es un proceso BESQ

(
p, yµ

)
.

Demostración. Primero notemos que

tr (X) = tr (x) + tr
(
2pα+ βX +Xβ′

)
· Id+ tr (M)

= tr (x) + 2ptr (α) Id+ tr
(
βX + βX ′

)
· Id+ tr (M)

= tr (x) + (2ptr (α) + 2tr (βX)) · Id+ tr (M) .

Como las entradas de M son martingalas, entonces tr (M), al ser suma de algunas de ellas,
también es martingala. Inmediatamente podemos calcular su variación cuadrática:

[tr (M)] =
[
d∑
i=1

M ii

]
=

d∑
i,j=1

[
M ii,M jj

]
= 4

d∑
i,j=1

Xijαij · Id,

= 4
d∑

i,j=1
Xijαji · Id = 4tr (Xα) · Id,

y por lo tanto es posible usar la representación integral de Doob (lema 2.13) introducir un
movimiento browniano B1 tal que

tr (X) = tr (x) + 2
√
tr (Xα) ·B1 + 2ptr (α) Id+ 2tr (βX) · Id,
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como queríamos probar. Usando la fórmula de Jacobi,

∂ij det (Xt) = tr
(
co (X)′ eij

)
= co (X)ij ,

por lo tanto, de la fórmula de Itô,

det (X)− det (x) = tr
(
D (det (X))′ ·X

)
+ 1

2

d∑
i,j,k,l=1

∂ij∂kl det (X) ·
[
Xij , Xkl

]

= tr
(
co (X)′ · (D +M)

)
+ 1

2

d∑
i,j,k,l=1

(∂ijco (X))kl αijkl (X) · Id.

Para calcular 1
2
∑
ijkl αijkl (a) (∂ijco (a))kl para alguna función a con valores en Md,d, note-

mos que al aplicar el operador ∂ji a la identidad co (a)′ a = det (a) Id, obtenemos(
∂jico (a)′

)
a = tr

(
co (a)′ ∂jia

)
Id − co (a)′ ∂jia

(∂ijco (a)) a = tr
(
co (a)′ eji

)
Id − co (a) eji

= co (a)ji Id − co (a) eji,

y una fórmula análoga para a (∂ijco (a)). Si a es simétrica (y por lo tanto co (a) también),
como

(
eijA

)
kl = 0 cada vez que i 6= k, podemos obtener

∑
ijkl

(∂ijco (a))kl (aikαjl + ailαjk + ajkαil + ajlαik)

=
∑
ij

(a (∂ijco (a))α)ij + (α (∂ijco (a)) a)ji + (a (∂ijco (a))α)ji + (α (∂ijco (a)) a)ij

=
∑
ij

(
co (a)ji α− e

jico (a)α
)
ij

+
(
co (a)ji α− αco (a) eji

)
ji

+
(
co (a)ji α− e

jico (a)α
)
ji

+
(
co (a)ji α− αco (a) eji

)
ij

=
∑
ij

4co (a)ij αji − (co (a)α)jj − (αco (a))ii −
∑
i=j

(
ejico (a)α

)
ij

+
(
αco (a) eji

)
ij

= 4tr (co (a)α)− 2 (d+ 1) tr (αco (a)) = 2 (1− d) tr (co (a)α) .

Por otro lado,

tr
(
co (X)′ · (D +M)

)
= tr

(
co (X)′

(
2pα+ βX +Xβ′

)
· IdId

)
+ tr

(
co (X)′ ·M

)
=

(
2ptr (co (X)α) + tr

(
Xco (X)′ β

)
+ tr

(
co (X)′Xβ′

))
· Id+ tr

(
co (X)′ ·M

)
,

= (2ptr (co (X)α) + 2 det (X) tr (β)) · Id+ tr
(
co (X)′ ·M

)
.

En la fórmula anterior, el último término es una martingala con variación cuadrática dada
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por

[
tr
(
co (X)′ ·M

)]
=

∑
ij

co (X)ij ·M ij

 =
∑
ijkl

co (X)ij co (X)kl ·
[
M ij ,Mkl

]
=

∑
ijkl

co (X)ij co (X)kl
(
Xikαjl +Xilαjk +Xjkαil +Xjlαik

)
· Id

= 2
∑
ij

co (X)ij
((
Xco (X)′ α

)
ij

+
(
Xco (X)′ α

)
ji

)
· Id

= 4 det (X)
∑
ij

co (X)ij αji · Id = 4 det (X) tr (co (X)α) · Id.

Luego, al combinar todos los resultados y usar 2.13, introducimos un movimiento browniano
B2 tal que

d (det (Xt)) = 2
√

det (Xt) tr (co (Xt)α)dB2
t +2

((
p− d− 1

2

)
tr (co (Xt)α) + det (Xt) tr (β)

)
dt.

Ahora definamos Z = det (X) y supongamos que x ∈ S+
d , en cuyo caso, podemos usar la

fórmula de Itô para obtener, de la ecuación anterior,

d (log (Zt)) = Z−1
t dZt −

1
2Z
−2
t d [Z]t

= Z−1
(

2
√
Z2
t tr

(
X−1
t α

)
dB2

t + 2Zt
((

p− d− 1
2

)
tr
(
X−1
t α

)
+ tr (β)

)
dt

)

− 1
2Z
−2
(
4Z2

t tr
(
X−1
t α

))
dt

= 2
√
tr
(
X−1
t α

)
dB2

t + 2
((

p− d+ 1
2

)
tr
(
X−1
t α

)
+ tr (β)

)
dt.

Finalmente, definamos Y = u∗Xu y µ = u∗αu para calcular

dYt = u∗dXtu = u∗dMtu+ u∗
(
2pα+ βXt +Xtβ

′)udt
= u∗dMtu+

(
2pu∗αu+ u∗βXtu+ u∗Xtβ

′u
)
dt

= u∗dMtu+ 2 (pµ+ <γu∗Xtu) dt = u∗dMtu+ 2 (pµ+ <γYt) dt

donde la martingala de la izquierda tiene variación cuadrática

[u∗Mu] =

∑
ij

ūiM
ijuj

 =
∑
ijkl

[
ūiM

ijuj , ūkM
klul

]
=

∑
ijkl

ūiuj ūkul
(
Xikαjl +Xilαjk +Xjkαil +Xjlαik

)
· Id

=
(
2u∗Xuu∗αu+ u′Xuu′αu+ u′Xuu′αu

)
· Id

=
(
2µY + 2<

(
νZ
))
· Id,
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donde ν = u′αu. Similarmente,

dZt = u′dXtu = u′dMtu+ u′
(
2pα+ βXt +Xtβ

′)udt
= u′dMtu+

(
2pu′αu+ u′βXtu+ u′Xtβ

′u
)
dt

= u′dMtu+
(
2pν + 2γu′Xtu

)
dt = u′dMtu+ 2 (pν + γZt) dt

con variación cuadrática

[
u′Mu

]
=

∑
ij

uiM
ijuj

 =
∑
ijkl

[
uiM

ijuj , ukMklul
]

=
∑
ijkl

uiuj ūkūl
(
Xikαjl +Xilαjk +Xjkαil +Xjlαik

)
· Id

= 4u∗Xuu∗αu · Id

= 4µY · Id,

y similarmente vemos que [Z,Z] = 4νZ · Id. Así, podemos usar la representación integral
de Doob (lema 2.13) para introducir un movimiento browniano B3 tal que

Y = y + (2pµ+ 2<γY ) · Id+
√

2µY + 2<
(
νZ
)
·B3

= y + (2pµ+ 2γY ) · Id+ 2
√
µY ·B3

= y − 2γ
(
−pµ
γ
− Y

)
· Id+ 2

√
µY ·B3,

donde la segunda igualdad sólo es válida (en general) si γ ∈ R y última igualdad se da sólo si
γ 6= 0, de donde se siguen las afirmaciones del CIR y BESQ. Si por otro lado µ = 0 entonces
u es vector propio de α con valor propio 0 y claramente ν = 0, en cuyo caso verificamos que
[Z] = 0 y por lo tanto, Z y Y satisfacen ecuaciones diferenciales determinísticas

dZt = 2γZtdt, dYt = 2<γYtdt,

cuyas únicas soluciones son Zt = ze2γt y Yt = ye2<γt. Si µ > 0 = ν, entonces evidentemente

[<Z,<Z]− [=Z,=Z] + 2 [<Z,=Z] i = [Z,Z] = 0,

lo que implica que su parte real e imaginaria son fuertemente ortogonales y tienen la misma
variación cuadrática. Además,

2 (<u)′ αu = (u+ ū)′ αu = µ > 0,
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lo que implica que (<u)′ α=u = 0 y similarmente obtenemos (=u)′ α<u = 0 y

0 < µ

2 = (<u)′ α<u = (=u)′ α=u.

De hecho, se puede decir más porque si Z = A+Bi para algunas semimartingalas reales A
y B, entonces

dAt = 2 (<γAt −=γBt) dt+ <
(
u′dMtu

)
dBt = 2 (<γBt + =γAt) dt+ =

(
u′dMtu

)
,

donde la ortogonalidad de A y B implica que N = < (u′dMtu) y L = = (u′dMtu) son
martingalas locales fuertemente ortogonales con misma variación cuadrática dada por

[N ] = [N ] + [L]
2 = [<Z,<Z] + [=Z,=Z]

2 =

[
Z, Z̄

]
2 = 2µY · Id,

concluyendo la prueba.

Un resultado muy importante que se puede obtener de estas semimartingalas es-
calares es un criterio para la inexistencia de la distribución estacionaria. Posteriormente
veremos un resultado relacionado, dando condiciones suficientes para la existencia.

Proposición 2.50. Con la misma notación que en la proposición anterior, si existe un
valor propio γ de β′ con <γ ≥ 0 y p > 0, entonces X no tiene distribución ergódica en los
siguientes casos:

(i) γ 6= 0 y z 6= 0 = µ,

(ii) γ 6= 0 y y > 0 = µ,

(iii) µ > 0.

Sin embargo, si γ ∈ iR y µ = 0, entonces Z y Y tienen distribución invariante.

Demostración. La prueba se basará en ver que Z o Y no pueden converger en distribución
y por lo tanto X tampoco puede converger en distribución puesto que Y y Z son funciones
continuas de X. Si µ = 0, entonces Zt = ze2γt no converge en distribución en el primer
caso; sin embargo Z sí puede tener distribución invariante si γ ∈ iR, que consiste en la
distribución uniforme en la circunferencia en el plano complejo de norma |z| (que, si z = 0,
se trata de δ0).
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Si µ = 0 y estamos en el segundo caso, entonces Yt = ye2<γt no converge en

distribución, lo que cubre todos los dos primeros casos y de ahora en adelante supondremos
que µ > 0. De manera general tenemos

Y = y + (2pµ+ 2<γY ) · Id+
√

2µY + 2<
(
νZ̄
)
·B3,

Notemos que como <γY ≥ 0, entonces

Y ≥ 2pµId+W(2µY+2<(νZ̄))·Id ≥W(2µY+2<(νZ̄))·Id,

para algún movimiento browniano W . En el evento A :=
∫∞
0

(
2µYt + 2<

(
νZ̄t

))
dt < ∞,

tenemos que
ĺım sup
t→∞

Y ≥ ĺım
t→∞

2pµt+WA =∞,

mientras que si A =∞, entonces simplemente

ĺım sup
t→∞

Y ≥ ĺım sup
t→∞

Wt =∞,

lo que prueba que ĺım supt→∞ Y = ∞ y por lo tanto no converge en distribución. Para un
caso más particular del caso 3, podemos dar otra prueba: si ν = 0, entonces obtenemos

Y = y + (2pµ+ 2<γY ) · Id+W ◦ (2µY · Id) ,

donde W es un movimiento browniano. cambiado de tiempoy en particular, si <γ = 0,
entonces 2

µY es un proceso de BESQ
(
2p, 2y

µ

)
, que no converge en distribución y de hecho

ĺım supt Yt =∞.

2.4. Propiedades markovianas de los procesos de Wishart

Otro enfoque de este concepto de semimartingalas y procesos de Wishart es el
de Markov. Aquí se estudian algunas de las propiedades más importantes, que después
nos motivarán a obtener algunas caracterizaciones y resultados importantes. Dentro de las
propiedades que se estudian, está el cálculo del generador infinitesimal. Este se calcula en el
lema 2.53 y se dan dos distintas pruebas: una basada puramente en argumentos analíticos
y de la transformada de Laplace, mientras que el otro enfoque explota las técnicas de
semimartingalas continuas.

El cálculo del generador, como se puede ver en el teorema 2.56, nos da consecuencias
que la deriva de los procesos de Wishart deben satisfacer para que WPd (p, α, β) exista.
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Finalmente, se tiene un estudio sobre el comportamiento asintótico del proceso en el que se
encuentran las distribuciones límites, cuando estas existen.

Definición 2.51. Cuando exista, a una familia de kernels µ =
{
µt (x, ·) : t ≥ 0, x ∈ S̄+

d

}
tales que µt (x, ·) = Wd

(
p, ωβt (x) , σβt (α)

)
, se dice transiciones de Wishart con parámetro

de deriva constante p ≥ 0, parámetro de deriva lineal β y coeficiente de difusión α ∈ S̄+
d .

De la definición es evidente que la transformada de Laplace de µt (x, ·) es la misma
que vemos en (2.15). Sin embargo, no es inmediato que µ induce un proceso de Markov,
pero se puede probar sin mucha dificultad. Además, en este caso será muy importante notar
que requerimos la existencia de los µt (x, ·) para todo valor inicial x ∈ S̄+

d .

Como es usual en el estudio de procesos de Markov, denotaremos por Eν al opera-
dor esperanza para la distribución inicial ν con la consideración particular: Ex = Eδx para
todo x ∈ S̄+

d , donde δx es la medida de Dirac que sólo tiene un átomo en x.

Lema 2.52. Cualquier familia de kernels de Wishart µ es markoviana (i.e., satisface las
ecuaciones de Chapman-Kolmogorov) y se concentra en S̄+

d . Además, el semigrupo de tran-
sición asociado T = (Tt)t≥0, dado por

f 7→ Ttf (x) =
∫
S̄+
d

f (y)µt (x, dy) ,

es de Feller.

Demostración. La primera afirmación ya ha sido parcialmente probada anteriormente para
cualquier distribución Wishart, así que sólo resta ver que se cumple la propiedad de Markov
y la de Feller. Para probar estas dos, veremos que basta con la información que ya hemos
deducido de nuestras funciones φ y ψ. Para probar la propiedad de Markov, basta probar
que T es un semigrupo.

Motivados por esto, definamos a fu = e−〈u,·〉 para todo u ∈ S+
d y a L

(
S̄+
d

)
como

el espacio vectorial generado por la familia{
fu : u ∈ S+

d

}
⊂ C0

(
S̄+
d

)
.

Luego, por el teorema de Stone-Weierstrass para espacios localmente compactos, como
L
(
S̄+
d

)
separa puntos y se anula en ningún lado, entonces es denso en C0

(
S̄+
d

)
. Luego,

basta probar la propiedad de semigrupo y la de Feller para dicha familia. Tomemos s, t ≥ 0,
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x ∈ S̄+

d y calculemos usando la propiedad de semiflujo

Tt+sfu (x) =
∫
S̄+
d

fu (y)µt+s (x, dy) = e−φ(t+s,u)−〈ψ(t+s,u),x〉

= e−φ(t,u)−φ(s,ψ(t,u))−〈ψ(s,ψ(t,u)),x〉

= e−φ(t,u)
∫
S̄+
d

fψ(t,u) (y)µs (x, dy)

=
∫
S̄+
d

e−φ(t,u)−〈ψ(t,u),x〉µs (x, dy) = TsTtf (x) ,

lo que prueba que T es un semigrupo. Para la propiedad de Feller, basta ver que Ttfu ∈
C0
(
S̄+
d

)
y que Ttfu (x)→ fu (x) conforme t→ 0 para cada x ∈ S̄+

d . Sin embargo, tenemos
que Ttfu (x) = exp {−φ (t, u)− 〈ψ (t, u) , x〉}, que claramente es continuo y converge a cero
conforme x → ∞ (recordemos que u ∈ S+

d ), lo que implica la primera propiedad. Para la
segunda, basta tomar límite conforme t ↓ 0 y usar la continuidad de φ y ψ y sus condiciones
de frontera, con lo que termina la prueba.

A los procesos de Markov cuya transformada de Laplace (o Fourier) depende de
manera afín del estado inicial como en (2.15) se les conoce como procesos afínes. Por esta ra-
zón, los procesos de Wishart son una subfamilia importante de los procesos afines continuos
en S̄+

d . Además, a diferencia de los procesos afines en Rn ×Rm+ , los procesos de Wishart no
son infinitamente divisibles, cosa que tiene que ver con la estructura geométrica-algebraica
del cono S̄+

d . Recordemos que, cuando escribimos X ∼ WPd (p, α, β), nos referimos a que
X es un proceso de Wishart con estado inicial arbitrario en S̄+

d . Esto es, existen todas las
distribuciones WPd (p, α, β, x) y X tiene transiciones de Wishart.

Lema 2.53. Si X ∼ WPd (p, α, β), entonces el semigrupo de transición asociado T tiene
un generador infinitesimal A dado por

Af (x) = 1
2

d∑
i,j,k,l=1

αijkl (x) ∂ij∂klf (x) + tr
((
βx+ xβ′ + 2pα

)
Df (x)

)
, (2.17)

donde, como antes, ∂ij = ∂
∂xij

, D = (∂ij) y

αijkl (x) = xikαjl + xilαjk + xjkαil + xjlαik.

Primera demostración. Nuestro objetivo es usar el criterio deWatanabe en el núcleo L
(
S̄+
d

)
.

El que este sea núcleo se sigue de Ttfu = e−φ(t,u)fψ(t,u) ∈ L
(
S̄+
d

)
(lo que prueba la inva-

riancia) y de la densidad del mismo en C0
(
S̄+
d

)
.

Luego, sólo hace falta probar que A tiene la forma deseada en este núcleo, y por
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linealidad, basta probarlo para cada fu. Fijemos entonces u ∈ S+

d y x ∈ S̄+
d y notemos que

φ (t, u) + 〈ψ (t, u)− u, x〉 → 0 conforme t→ 0, se sigue que

ĺım
t↓0

t−1 (Ttfu (x)− fu (x)) = ĺım
t↓0

t−1
(
e−φ(t,u)fψ(t,u) (x)− fu (x)

)
= fu (x) ĺım

t↓0

e−φ(t,u)−〈ψ(t,u)−u,x〉 − 1
t

= fu (x) ∂te−φ(t,u)−〈ψ(t,u)−u,x〉
∣∣∣
t=0

= −fu (x) e0 (∂tφ (t, u) + tr (∂tψ (t, u)x))|t=0

= −fu (x)
(
2ptr (αu) + tr

((
−2uαu+ uβ + β′u

)
x
))
.

De hecho, gracias a la tercera línea, podemos ver que la convergencia se da incluso en el
sentido fuerte (con respecto a ‖·‖∞). Sólo queda ver que este resultado coincide con lo que
resultaría al sustituir a fu en el lado derecho de (2.17). No obstante, efectivamente coinciden.
De hecho tenemos

1
2

d∑
i,j,k,l=1

αijkl (x) ∂ij∂klfu (x) + tr
((
βx+ xβ′ + 2pα

)
Dfu (x)

)

= 1
2

d∑
i,j,k,l=1

αijkl (x) fu (x)ujiulk −
d∑

i,j,k=1

(
βikxkj + xikβ

′
kj

)
uijfu (x)−

d∑
i,j=1

2pαijuijfu (x)

= fu (x)

1
2

d∑
i,j,k,l=1

αijkl (x)ujiulk − tr
(
2pαu+

(
uβ + β′u

)
x
) .

mientras que

d∑
i,j,k,l=1

αijkl (x)ujiulk =
d∑

i,j,k,l=1
(xikαjl + xilαjk + xjkαil + xjlαik)ujiulk

= 4
d∑

i,j,k,l=1
uijαjlulkxki

= 4tr (uαux) ,

lo que termina la prueba.

Esta demostración hizo uso de las herramientas sobre la transformada de Laplace
del proceso que hemos ido desarrollando junto con argumentos puramente analíticos sobre
conjuntos densos en C0

(
S̄+
d

)
. No obstante, es posible dar otra demostración usando la

fórmula de Itô. Para esto, deberemos intercambiar la derivada con la esperanza mútliples
veces, de modo que requeriremos un pequeño resultado preliminar.

Lema 2.54. Sea f : Rn × S → R acotado tal que ∂
∂xi
f existe y es dominado uniforme-

mente en alguna vecindad de x por una función integrable Fi : S → R+ para i = 1, . . . , n.
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Consideremos a µ una medida finita en (S,S), entonces

d

dxi

∫
f (x, s)µ (ds) =

∫
∂

∂xi
f (x, s)µ (ds) .

Demostración. Lo que queremos es hacer uso del teorema de convergencia dominada. Para
esto, fijemos x ∈ Rn e i ∈ {1, . . . , n} y definamos ei como el vector i-ésimo de la base
canónica en Rn. Entonces tenemos para g (x) =

∫
f (x, s)µ (ds), que el teorema del valor

medio implica que para cada h > 0, existe θ (h) ∈ (0, h) tal que

h−1 (f (x+ hei, s)− f (x, s)) = ∂

∂xi
f (x+ θ (h) ei, s)

el cuál está dominado por Fi. Luego, tenemos por convergencia acotada,

d

dxi
g (x) = ĺım

h↓0

∫
f (x+ hei, s)− f (x, s)

h
µ (ds)

= ĺım
h↓0

∫
∂

∂xi
f (x+ θ (h) ei, s)µ (ds)

=
∫

ĺım
h↓0

f (x+ hei, s)− f (x, s)
h

µ (ds)

=
∫

∂

∂xi
f (x, s)µ (ds) ,

como queríamos probar.

Segunda demostración del lema 2.53. Como L
(
S̄+
d

)
⊂ C∞0

(
S̄+
d

)
, es claro que este último

es denso en C0
(
S̄+
d

)
y probaremos en lo que sigue que es invariante (y por lo tanto un núcleo)

y calcularemos además la forma que A tiene ahí. Para ver esto, tomemos f ∈ C∞0

(
S̄+
d

)
y notemos que como f tiene derivadas acotadas de todos los órdenes, podemos usar lema
anterior repetidamente para ver que los operadores de derivadas parciales conmutan con
Ex, el operador esperanza dado que el proceso inicia en x.

Por lo tanto, Ttf (x) = Exf (Xt) está en C∞
(
S̄+
d

)
, además de que, para cualquier

derivada fk de orden k ≥ 0 de f , tenemos que fk ∈ C0
(
S̄+
d

)
y nuevamente por convergencia

acotada tenemos que Ttfk (x) → 0 conforme x → ∞. Consideremos lu descomposición
X = M +D +X0 donde M es martingala y D es de variación finita en compactos. Ahora
usemos la fórmula de Itô para obtener

df (Xt) = tr
(
Df (Xt)′ (dMt + dDt)

)
+ 1

2

d∑
i,j,kl=1

∂ij∂klf (Xt) d
[
M ij ,Mkl

]
t
,



65
o equivalentemente,

df (Xt) = tr
(
Df (Xt)′ dMt

)
+ tr

(
Df (Xt)′

(
βXt +Xtβ

′ + 2pα
))
dt

+ 1
2

d∑
i,j,kl=1

∂ij∂klf (Xt)Aijkl (Xt) dt.

Notemos que como M es una martingala en L2 y Df es continuo y acotado, entonces la
primera integral es una combinación lineal de martingalas y por lo tanto, es una martingala
que inicia en 0. Se sigue que

Ttf (x)− f (x) = Exf (Xt)− f (x)

= Ex

∫ t

0

tr (Df (Xs)′
(
βXs +Xsβ

′ + 2pα
))

+ 1
2

d∑
i,j,kl=1

∫ t

0
∂ij∂klf (Xs)Aijkl (Xs)

 ds
 .

Al dividir entre t y llevar t ↓ 0, obtenemos, por el teorema fundamental del cálculo podemos
calcular el límite de los integrandos y sólo debemos justificar el intercambio de la esperanza
con el límite. Aquí queremos acotar el integrando, para esto, usando que las derivadas de
todos los órdenes de f son acotados y el que X es positivo semidefinido, podemos acotar al
integrando por t−1C1

∫ t
0 (tr (Xs) + C2) ds para algunas C1, C2 > 0.

De acuerdo al teorema del valor medio, esta expresión es igual a C1
(
tr
(
Xθ(t)

)
+ C2

)
,

para algún θ (t) ∈ (0, t) aleatorio. Entonces, bastaría probar que Yt = sups≤t tr (Xs) tiene
primer momento para alguna t > 0 para poder usar el teorema de convergencia dominada
como en el lema anterior. Una vez que lo hagamos, podremos ver que efectivamente

Af (x) = tr
(
Df (x)′

(
βx+Xβ′ + 2pα

))
+ 1

2

d∑
i,j,kl=1

∂ij∂klf (x)Aijkl (x) ,

porque X0 = x, lo que terminaría la prueba. Veamos primero que

tr (X) = tr (M) + tr (x) + tr
(
βX +Xβ′ + 2pα

)
· Id,

tomando supremos, y usando el que X es semidefinido positivo, obtenemos

Yt ≤ sup
s≤t

tr (Ms) + Lt+ tr (x) +
∫ t

0
KYsdt,

para algunas constantes K,L > 0. Como Nt = sups≤t tr (Ms)+Lt+tr (x) es no decreciente,
podemos usar la desigualdad de Grönwall para ver que

Yt ≤ Nte
Kt.
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Por otro lado, la desigualdad maximal de Doob muestra que N tiene primer momento finito,
ya que tr (Mt) es martingala en Lp para todo p ≥ 1. Consecuentemente, lo mismo es cierto
para Yt también, con lo que concluye la prueba.

Observación 2.55. Como en la situación anterior, dependiendo del problema al que nos
enfrentemos, puede ser más favorable abordarlo con un enfoque u otro. En particular, po-
díamos ver claramente la forma del generador de A con el enfoque de semimartingalas,
mientras que la demostración fue más limpia desde el enfoque de transformadas de Lapla-
ce. Por supuesto que la demostración más markoviana hizo uso de varias propiedades que
tuvimos que probar con anterioridad, entre ellas, el cálculo de la transformada de Laplace.

Teorema 2.56. (condiciones de deriva) Sea X ∼ WPd (p, α, β) con α 6= 0, entonces de-
bemos tener p ≥ d−1

2 . Esto es, la condición p ≥ d−1
2 es necesaria para la existencia de

WPd (p, α, β) cuando α 6= 0.

Demostración. Notemos que para toda f ∈ D (A) (el dominio de A) que alcanza su mínimo
en x0, debemos tener

Af (x0) = ĺım
t↓0

Ex0 (f (Xt)− f (x0))
t

≥ 0.

En particular, para cada x0 ∈ S̄+
d podemos tomar una función fx0 de clase C∞0

(
S̄+
d

)
tal

que su comportamiento local en x0 sea como el de x 7→ det (x) (el cuál depende polinomial-
mente de sus entradas). Dicha función satisface se encuentra en D (A) y por lo tanto, de la
proposición 2.49 obtenemos para cualquier x0 ∈ ∂S+

d ,

0 ≤ Afx (x0) = A det (x0) = (1− d) tr (co (x0)α) + tr
((
βx0 + x0β

′ + 2pα
)
co (x0)

)
= (1− d+ 2p) tr (co (x0)α) + tr

(
βxco (x0) + co (x0)xβ′

)
= (1− d+ 2p) tr (co (x0)α) + 2 det (x0) tr (β) = (1− d+ 2p) tr (co (x0)α) .

Ahora notemos que como 0 6= α ∈ S̄+
d , entonces existe i ∈ {1, . . . , d} tal que αii > 0, por lo

tanto, tomando x0 = Id − diag (ei), obtenemos

0 ≤ (1− d+ 2p) tr (diag (ei)α) = (1− d+ 2p)αii,

lo que implica que 2p ≥ d− 1.

Observación 2.57. Como comentamos anteriormente, si α = 0 entonces no hay condiciones
sobre los demás parámetros puesto que la solución fuerte siempre existe, es determinística
y está dada por Xt = eβtxeβ

′t. Sin embargo, estos casos, al ser determinísticos, son de poco
interés. Es importante hacer una aclaración, aunque parece que esto limita la existencia de
semimartingalas de Wishart, en realidad no lo hace, simplemente se asegura que si existieran
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todos los kernels µt (x, ·), entonces forzosamente se debe tener p ≥ d−1

2 . Es decir que si
tenemos semimartingalas de Wishart para p < d−1

2 , entonces debemos pedir condiciones
extra sobre el estado inicial x, por ejemplo, condiciones sobre el rango de x, como fue el
caso del lema 2.26.

Encontrar una distribución estacionaria para el proceso de Wishart no es del todo
trivial; sin embargo, de existir, entonces los procesos Y = u′Xu deben también tener dis-
tribución invariante. En particular esto se debe satisfacer para el caso en que u sea vector
propio de β y en vista de la proposición 2.49, si <σ (β)∩ [0,∞), donde <z es la parte real del
complejo z, entonces podemos encontrar un vector propio u tal que Y no tenga distribución
invariante.

Este es precisamente el caso del CIR con coeficiente de reversión a la media negativo
o del proceso cuadrado de Bessel. Por fortuna, se puede probar que en el caso contrario,
si existen ciertas distribuciones, entonces sí existe una distribución estacionaria. Para todo
esto, entenderemos por distribución ergódica a la distribución límite, de existir, y no a
la distribución ergódica promedio. Es importante la diferenciación puesto que esta última
puede existir incluso si el proceso tiene un comportamiento periódico y la primera no,
además de que este comportamiento periódico es justo lo que deseamos resaltar.

Para probar este resultado, requeriremos primero un lema concerniente al creci-
miento de las matrices exponenciales. El resultado, a grandes razgos, muestra que el creci-
miento de dicha matriz es de orden a lo más exponencial, y esta velocidad está fuertemente
relacionada con los valores propios de la misma.

Lema 2.58. Sea A ∈Md,d tal que <σ (A) ⊂ (−∞, r], entonces para todo ε > 0, existe una
constante M > 0 tal que ∥∥∥eAt∥∥∥ ≤Me(r+ε)t, t ≥ 0.

Demostración. Supongamos que A = PΛP−1 es una descomposición en bloques de Jordan
para A, digamos,

Λ =


λ1Id1 +N1 0 · · · 0

0 λ2Id2 +N2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · λnIdn +Nn

 ,

para algunos valores propios λk de dimensiones algebraicas dk y matrices nilpotentes Nk

para k = 1, . . . , n tales que d1 + · · ·+ dn = d. Denotemos por Λk por la matriz que resulta
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de Λ si quitamos todos los bloques excepto el k-ésimo y Dk a la parte correspondiente al
Idk de Λk y finalmente Mk = Λk − λkDk para k = 1, . . . , n.

Podemos verificar sencillamente que ΛkΛj = 0 si k 6= j y por lo tanto conmutan.
Con esto en mente y usando el que BeCB−1 = eBCB

−1 para matrices B,C ∈Md,d tales que
B es invertible (cf. [27]), obtenemos,

PeAtP−1 = ePAP
−1t = eΛt =

n∏
k=1

eΛkt =
n∏
k=1

eλkDkteMkt

=
n∏
k=1

eλktDk

d−1∑
m=0

tm

m!M
m
k =

n∑
k=1

eλktDk +
n∑
k=1

d−1∑
m=1

eλktDk
tm

m!M
m
k ,

puesto que todos los productos cruzados se anulan. Se sigue que para todo ε > 0,

∥∥∥eAt∥∥∥ =
∥∥∥PeAtP−1

∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥∥
n∑
k=1

eλktDk

∥∥∥∥∥+
n∑
k=1

e<λkt
d−1∑
m=1

tm

m! ‖Dk‖ ‖Mk‖m

≤ ertp (t) = e(r+ε)tp (t) e−εt,

para algún polinomio p de grado a lo más d− 1. Luego, la función p (t) e−εt está acotada en
R+ por alguna constanteM > 0, con lo que finalmente obtenemos el resultado deseado.

El siguiente resultado complementa lo que se probó en la proposición 2.50, dando
condiciones necesarias para la existencia de la distribución ergódica.

Proposición 2.59. (distribución ergódica) Supongamos que <σ (β) ⊂ (−∞, 0), entonces
Σ = 2

∫∞
0 eβsαeβ

′sds ∈ S̄+
d existe. Si además existen ν = Wd (p, 0,Σ) y WPd (p, α, β) en-

tonces ν es una distribución estacionaria y límite para X ∼WPd (p, α, β).

Demostración. Si <σ (β) ⊂ (−∞, 0), entonces existe r < 0 tal que <σ (β) ⊂ (−∞, r]. De
aquí, podemos tomar |r| > ε > 0 y usar el lema anterior para concluir que existe una
constante M > 0 tal que para todo T > t > 0,∥∥∥∥∥

∫ T

t
eβsαeβ

′sds

∥∥∥∥∥ ≤
∫ T

t

∥∥∥eβs∥∥∥ ‖α‖ ∥∥∥eβ′s∥∥∥ ds
≤ M

∫ ∞
t

e2(r+ε)sds

= M

(
1 + e2(r+ε)t

2 (r + ε)

)
→ 0,

conforme t→∞, garantizando la existencia de Σ. Del mismo modo, podemos usar el lema
anterior para ver que eβt, eβ′t → 0 conforme t → ∞. De la convexidad del cerrado S̄+

d , se
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sigue que

∫ n+1
n eβsαeβ

′sds ∈ S̄+
d para todo n ≥ 0, luego, de su cerradura ante sumas con

coeficientes positivos y su cerradura topológica, obtenemos que Σ ∈ S̄+
d cada vez que existe.

Ahora notemos que la estacionariedad es equivalente a tener Eνe−〈u,X0〉 = Eνe
−〈u,Xt〉

para todo t ≥ 0 y u ∈ S̄+
d , esto es, tenemos

det (Id + Σu)−p = e−φ(t,u)
∫
S̄+
d

e−〈ψ(t,u),x〉ν (dx) =
det

(
Id + σβt (α)u

)−p
det (Id + Σψ (t, u))p

si y sólo si

det (Id + Σu) = det
(
Id + σβt (α)u

)
det

(
Id + eβtΣeβ′tu

(
Id + σβt (α)u

)−1
)

= det
((

Id + eβtΣeβ′tu
(
Id + σβt (α)u

)−1
)(

Id + σβt (α)u
))

= det
(
Id +

(
σβt (α) + eβtΣeβ′t

)
u
)
.

Para que esto suceda, es suficiente que Σ = σβt (α) + eβtΣeβ′t, cosa que se puede verificar
sencillamente de la definición de σβt (α) pues

σβt (α) + eβtΣeβ′t = 2
∫ t

0
eβsαeβ

′sds+ eβt
(

2
∫ ∞

0
eβsαeβ

′sds

)
eβ
′t

= 2
∫ t

0
eβsαeβ

′sds+ 2
∫ ∞
t

eβsαeβ
′sds = Σ.

La ergodicidad es inmediato la transformada de Laplace, puesto que Exe−〈u,Xt〉 = e−φ(t,u)−〈ψ(t,u),x〉,
donde σβt (α)→ Σ conforme t→∞ y por lo tanto

φ (t, u) → p log (det (Id + Σu))

ψ (t, u) → ĺım
t→∞

eβ
′tu (Id + Σu)−1 eβt = 0,

de donde se sigue que la transformada de Laplace converge a la de Wd (p, 0,Σ), como
queríamos probar.

Observación 2.60. Como veremos más adelante, las condiciones de existencia deWd (p, 0,Σ)
y WPd (p, α, β) se van a reducir a pedir que d− 1 ≤ 2p si α 6= 0.

De manera general, la existencia de Σ no está restringida a que <σ (β) ⊂ (−∞, 0) .
De hecho, como siempre tenemos <σ

(
etβ
′
αetβ

)
⊂ R+, lo único necesario es que

<σ
(
etβ
′
αetβ

)
⊂ [0, o (1)]

donde o (1)→ 0 conforme t→∞. En dicho caso, es fácil probar que la decaída es geométrica
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y por lo tanto la integral existe.

Un ejemplo claro no trivial es considerar a α = Id − e11 y β = −e11, cuyos valores
propios son todos 0 salvo 1 que es -1. Se sigue que etβ = etβ

′ = e11e−t y evidentemente se
cumplen las condiciones.

A pesar de este problema, es posible obtener una caracterización de este compor-
tamiento. Sin embargo, los parámetros y las condiciones relacionadss dependen fuertemente
del comportamiento espectral de β, su descomposición de Jordan y un tanto en su relación
con α y x. Estas dependencias quedarán más claras adelante, aunque el ejemplo anterior es
suficiente para mostrar su existencia.

Para esto, requeriremos primero de un resultado preliminar que nos da cotas bas-
tante útiles respecto a los valores propios del producto de matrices con respecto a los valores
propios de las mismas. Desde luego, será necesario recurrir al principio minimax para valo-
res propios, cuya prueba no sólo no es del todo difícil, sino que es bastante útil al momento
de querer deducir el comportamiento de los valores propios de una matriz al sufrir ciertas
perturbaciones.

Lema 2.61. Consideremos dos matrices A,B ∈ S̄+
n , entonces tenemos las siguientes de-

sigualdades
λ1 (B)λk (A) ≤ λk (AB) ≤ λn (B)λk (A) ,

para cualquier 1 ≤ k ≤ n.

Demostración. Procediendo como en el lema 2.4, podemos asumir que son positivas defi-
nidas. Recordemos del mismo lema que

√
AB
√
A y AB tienen los mismos valores propios.

Ahora recurrimos al principio minimax para valores propios para así poder obtener las
siguientes igualdades

λk (AB) = λk
(√

AB
√
A
)

= mı́n
V ⊂ Rn

dim (V ) = k

(
máx

x∈V \{0}

x′
√
AB
√
Ax

x′x

)

= mı́n
V ⊂ Rn

dim (V ) = k

 máx
x∈V \{0}

(
x
√
A
)′
B
√
Ax(

x
√
A
)′√

Ax

x′Ax

x′x

 .
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Nuevamente por el principio minimax obtenemos

λ1 (B)λk (A) = mı́n
V ⊂ Rn

dim (V ) = k

(
mı́n

y∈Rn\{0}

y′By

y′y
máx

x∈V \{0}

x′Ax

x′x

)

≤ mı́n
V ⊂ Rn

dim (V ) = k

 máx
x∈V \{0}

(
x
√
A
)′
B
√
Ax(

x
√
A
)′√

Ax

x′Ax

x′x



≤ mı́n
V ⊂ Rn

dim (V ) = k

(
máx

y∈Rn\{0}

y′By

y′y
máx

x∈V \{0}

x′Ax

x′x

)
= λn (B)λk (A) ,

lo que prueba el resultado.

Finalmente estamos preparados para dar un resultado muy fuerte concerniente a las
distribuciones invariantes y ergódicas de los procesos de Wishart. Como siempre, asumimos
que existe X ∼WPd (p, α, β, x) para alguna elección de parámetros adecuada.

Teorema 2.62. Si <σ (β) 6⊂ (−∞, 0], entonces no existe distribución invariante. Si <σ (β) ⊂
(−∞, 0], existe una medida invariante si σβt (α) y ωβt (x) son funciones acotadas del tiempo.
De hecho, σβt (α) y ωβt (x) admiten la representación

σβt (α) = R0 +
∑
λ∈S,

pλ (t) eλt,

ωβt (x) = R1 +
∑
λ∈S,

qλ (t) eλt,

para algunas matrices complejas R0 y R1, donde pλ y qλ son polinomios en t con coeficientes
matriciales y donde S = {a+ b : a, b ∈ σ (β)}. Existe la distribución invariante si y sólo si
las órbitas de σβt (α) y ωβt (α) son cerradas. Más aún, X tiene distribución límite si y sólo
si pλ, qλ ≡ 0 cada vez que <λ = 0 para algún λ ∈ S.

Demostración. La primera parte ya fue probada en la proposición 2.50. Supongamos que
β = PΛP−1 es una descomposición en bloques de Jordan para β, donde supondremos que
Λ tiene la forma

Λ =


λ1Id1 +N1 0 · · · 0

0 λ2Id2 +N2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · λnIdn +Nn

 ,
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para algunos valores propios λk de dimensiones algebraicas dk y matrices nilpotentes Nk

para k = 1, . . . , n tales que d1 + · · ·+ dn = d. Entonces podemos escribir como antes:

eβt =
n∑
k=1

d−1∑
m=0

eλktP−1Dk
tm

m!M
m
k P, y

eβ
′t =

n∑
k=1

d−1∑
m=0

eλktP ′Dk
tm

m! (Mm
k )′

(
P−1

)′
.

Integrando por partes obtenemos,∫ t

0
eλsskds = λ−1tkeλt + λ−1k

∫ t

0
sk−1eλsds

...

=
k∑
j=0

k!λ−j−1tk−j

(k − j)! eλt − k!λ−k−1

= λ−k−1k!
(
pk

(
t

λ

)
eλt − 1

)
,

para el polinomio

pk (t) =
k∑
j=0

tk−j

(k − j)! =
k∑
j=0

tj

j! .

Se sigue que

ωβt (x) = eβtxeβ
′t

=
n∑

k,j=1

d−1∑
m,l=0

P−1DkM
m
k PxP

′Dj

(
M l
j

)′ (
P−1

)′
e(λk+λj)t t

m+l

m!l!

= R1 +
∑
λ∈S,

qλ (t) eλt,

mientras que

σβt (α) = 2
∫ t

0
eβsαeβ

′sds = 2
n∑

k,j=1

d−1∑
m,l=0

P−1DkM
m
k PαP

′Dj

(
M l
j

)′ (
P−1

)′
×

(
δ0 (λk + λj)

∫ t

0

sm+l

m!l! ds+ (1− δ0 (λk + λj))
∫ t

0
e(λk+λj)s s

m+l

m!l! ds
)

= 2
n∑

k,j=1

d−1∑
m,l=0

P−1DkM
m
k PαP

′Dj

(
M l
j

)′ (
P−1

)′(
δ0 (λk + λj)

(
tm+l+1

m!l! (m+ l + 1)

)

+ (1− δ0 (λk + λj)) (λk + λj)−m−l−1
(
m+ l

m

)(
pm+l

(
t

λk + λj

)
e(λk+λj)t − 1

))
= R0 +

∑
λ∈S,

pλ (t)
(
(1− δ0 (λ)) eλt + δ0 (λ)

)
.
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Para evitar una divergencia, que cada vez que <λ = 0, tengamos polinomios constantes, en
cuyo caso es claro que σβt (α) y ωβt (x) son acotados. Esto provoca en σβt (α) una rotación en
la dirección pλ (0) con la orientación sgn (=λ) y a la velocidad =λ, donde sgn es la función
signo, con la convención sgn (0) = 0. Algo equivalente sucede con ωβt (x). Considerando al
conjunto Γ ⊂ S̄+

d × S̄
+
d dado por

Γ = (R0, R1) +

 ∑
λ∈S,<λ=0

(pλ (0) , qλ (0)) exp {λ·}

 (R) ,

y a la medida uniforme ν en Γ, obtenemos como medida invariante a Wd (p, ω, σ) ν (dω, dσ)
cuya prueba es idéntica a la de la proposición anterior. En particular, podemos tomar
una distribución invariante si ν es finita, i.e., si las órbitas son cerradas, comportamiento
ampliamente estudiado en la teoría de sistemas dinámicos y es conocido como rotación
irracional. No obstante, esta distribución no es límite a menos que todos estos polinomios
pλ, qλ ≡ 0 cuando <λ = 0 y por lo tanto, este comportamiento también depende de α y x, a
diferencia de los otros escenarios. En caso de divergencia en σβt (α) ∈ S̄+

d , entonces podemos
notar las siguientes desigualdades

1
d

∥∥∥σβt (α)
∥∥∥
F
≤ tr

(
σβt (α)

)
≤ det

(
Id + σβt (α)

)
.

De manera que, como

φu (t) = p log
(
det

(
Id + σβt (α)u

))
〈ψu (t) , x〉 = tr

(
u
(
Id + σβt (α)u

)−1
ωβt (x)

)
= tr

((
Id + σβt (α)u

)−1
ωβt (x)u

)
,

entonces debemos tener φId (t)→∞. Por lo tanto, obtenemos directamente

0 ≤ Exe−〈Id,Xt〉 ≤ e−φId (t) → 0.

Esto implica directamente que Xt diverge en probabilidad, gracias a la desigualdad de
Markov:

Px
(
e−〈Id,Xt〉 > ε

)
≤ Exe

−〈Id,Xt〉

ε
t→∞−→ 0, ε > 0.

Si la divergencia la tenemos en ωβt (x), mientras que σβt (α) está acotado, entonces el valor
propio

λ1

((
Id + σβt (α)u

)−1
)
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se mantiene a distancia positiva del 0 como función de t. Se sigue del lema anterior que

〈ψId (t) , x〉 = tr
((
Id + σβt (α)

)−1
ωβt (x)

)
≥ λ1

((
Id + σβt (α)

)−1
)
tr
(
ωβt (x)

)
→∞,

lo que igualmente implica que

0 ≤ Exe−〈Id,Xt〉 ≤ e−〈ψId (t),x〉 t→∞−→ 0,

y por lo tanto Xt diverge en probabilidad.

Observación 2.63. El problema de encontrar una distribución estacionaria que no sea ergó-
dica es mucho más complejo en el caso introducido en el lema 2.28, donde β y α son procesos
estocásticos (deterministas o no). Esto es bastante evidente de lo que obtuvimos del estu-
dio anterior en donde su comportamiento conjunto determinaba este comportamiento. No
obstante, se puede ver de su distribución marginal (proposición 2.48) y procediendo como
en la proposición 2.59, que si β y α son ambos determinísticos y existen

$ = ĺım
t→∞

ωβt (x) y Σ = ĺım
t→∞

2ωβt
(∫ t

0
αsds

)
,

entonces la distribución ergódica de X existe y es Wd (p,$,Σ).

2.5. Polaridad de la frontera ∂S+
d y EDE espectrales

Además de los casos muy particulares en los que ya probamos existencia para el
proceso de Wishart, hay otras situaciones en las que podemos probar existencia fuerte.
Supongamos que X0 = x ∈ S+

d , como la función y 7→ √y es analítica (y por lo tanto,
localmente Lipschitz) en S+

d , entonces los coeficientes de la EDE de Wishart son localmente
Lipschitz. Por lo tanto existe una única solución fuerte a la EDE en [0, Tx), donde Tx =
ı́nf {t > 0 : det (Xt) = 0} es el tiempo de paro del primer arribo de X a la frontera ∂S+

d .
De aquí que sea de interés encontrar criterios para la polaridad de la frontera, i.e., para
determinar cuándo Tx =∞ c.s.

Para poder deducir este resultado, vamos a tener que trabajar un poco, en particu-
lar, vamos requerir que Tx > 0 c.s. Sin embargo, esta propiedad es consecuencia directa de la
continuidad de X y de que nuestro valor inicial x esté a distancia positiva de ∂S+

d . En todo
este capítulo seguiremos las ideas de [6, 2, 9, 4]. Las técnicas que mostramos a continuación
están basadas principalmente en las representaciones de las martingalas locales continuas
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como movimientos brownianos cambiados de tiempo. Esto nos permite explorar sus com-
portamientos asintóticos, así como sus comportamientos casi singular en las fronteras de
sus espacios de estados.

Lema 2.64. Sea T tiempo de paro y M una martingala local continua en [0, T ) donde
T > 0 c.s. Entonces c.s. existe ĺımt↑T Mt o ĺım supt↑T Mt = ∞ = − ĺım inft↑T Mt, en cuyo
caso no tiene límite.

Demostración. Por el teorema de Dambis-Dubins-Schwarz,M es un movimiento browniano
B cambiado de tiempo a través de [M ]. El resultado se sigue de que el límite existe si y
sólo si ĺımt↑T [M ]t < ∞ y en caso contrario, i.e., cuando [M ]t ↑ ∞, entonces el browniano
oscila infinitamente por la recurrencia de sus estados, lo que implica que ĺım supt↑T Mt =
∞ = − ĺım inft↑T Mt.

El resultado siguiente es una consecuencia directa, donde además transferimos el
comportamiento del punto 0 al infinito a través de una función adecuada.

Proposición 2.65. (argumento de McKean) Sea Z un proceso adaptado càdlàg en [0, T )
con valores en R+\ {0} donde Z0 > 0 c.s. y T = ı́nf {t > 0 : Zt− = 0}. Supongamos además
que h : R+\ {0} → R es continua, ĺımz↓0 h (z) = −∞ y para todo t ∈ [0, T ), tenemos que
h (Zt) = h (Z0) +Mt +Rt donde

(i) R es un proceso càdlàg adaptado tal que R0 = 0 y ı́nft∈[0,T∧n)Rt > −∞ para todo
n ∈ N y

(ii) M es una martingala local continua con M0 = 0.

Entonces T =∞ c.s.

Demostración. Como Z es continuo por la derecha, entonces T > 0 c.s. Además, Rt−
está acotado inferiormente en compactos y h (Zt−) = h (Z0) + Mt− + Rt−, por lo tanto
T = ı́nf {t > 0 : Mt− = −∞}. Es decir que en el conjunto {T <∞}, el límite ĺımt↑T Mt

existe y es igual a −∞. Se sigue del lema anterior que esto sucede con probabilidad 0 y así
T =∞ c.s.

Teorema 2.66. Supongamos que 2p ≥ d+ 1 y x ∈ S+
d , entonces existe una única solución

fuerte a la EDE de Wishart tal que c.s. Xt ∈ S+
d para todo t ≥ 0.
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Demostración. Con las observaciones que hicimos anteriormente, dado que x ∈ S+

d , la
solución fuerte ya existe hasta el tiempo Tx. Luego, basta probar que Tx =∞ c.s. Definamos
para t ∈ [0, Tx)

Zt = det (Xt) , h (z) = log (z) ,

y usemos la proposición 2.49 para ver que

h (Z) = log (det (x)) + Y +R, y

R = 2
((

p− d+ 1
2

)
tr
(
X−1α

)
+ tr (β)

)
· Id,

donde Y es una martingala local continua con Y0 = 0 y [Y ] = 4tr
(
X−1α

)
. Luego, las

hipótesis implican que R ≥ 2tr (β) Id y así, es acotado inferiormente en compactos. Por lo
tanto podemos usar el argumento de McKean y concluir que Tx =∞ c.s.

En resumen, juntando los resultados anteriores y la construcción explícita de pro-
cesos de Wishart hecha en el lema 2.26, podemos concluir que si 2p ≥ d + 1 y x ∈ S+

d o
bien, si 2p ∈ N, entonces existe (en el sentido fuerte y débil respectivamente) una semi-
martingala de Wishart en todo R+ con estos parámetros sin restricciones sobre α o β, pero
cuyo estado inicial tiene rango a lo más 2p. Asímismo, si α = 0, entonces también tenemos
existencia, sin embargo, la evolución es determinística y dada por Xt = eβtxeβ

′t de forma
que Tx =∞1

{
x ∈ S+

d

}
. En ese mismo caso, si tenemos x ∈ ∂S+

d , entonces Xt ∈ ∂S+
d para

todo t ≥ 0.

Teorema 2.67. Si α 6= 0 y p < d−1
2 , entonces existe x ∈ S+

d tal que Tx <∞ con probabilidad
positiva. De hecho, para todo s > 0 existen estados iniciales x ∈ S+

d tales que µt (x, ·) no
existe para t ≥ s.

Demostración. Si suponemos que Tx = ∞ c.s. para todo x ∈ S+
d , entonces en particular

estarían bien definidos los kernels µt (x, ·) para todo x ∈ S+
d . Luego, fijando x0 ∈ ∂S+

d y
tomando x1, x2, . . . ∈ S+

d tales que xn → x0, tenemos que sus transformada de Laplace
cumplen

ĺım
n→∞

∫
e−〈u,y〉µt (xn, dy) = ĺım

n→∞
e−φ(t,u)−〈ψ(t,u),xn〉 = e−φ(t,u)−〈ψ(t,u),x0〉.

Luego, como la función de la derecha es continua, el teorema de continuidad de Lévy para
transformadas de Laplace implica que el término de la derecha es una transformada de
Laplace, la cuál corresponde por definición a µt (x0, ·). Esto es, µt (x0, ·) está bien definida
para todo x0 ∈ ∂S+

d y por lo tanto existe WPd (p, α, β).

Se sigue del teorema 2.56 que p ≥ d−1
2 , lo que nos lleva a una contradicción. Si
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ahora nos restringiéramos al intervalo temporal [0, s) y suponemos que los kernels µt (x, ·)
existen para 0 ≤ t < s y x ∈ S+

d , a través de los mismos argumentos podemos llegar a una
contradicción, lo que prueba la segunda afirmación.

En preparación para el siguiente resultado, consideremos para cada n ≤ d al poli-
nomio simétrico elemental de una matriz simétrica A, dado por

en (A) =
∑

1≤i1<...<in≤d
λi1 (A) · · ·λin (A) ,

el cuál es claramente no negativo si A ∈ S̄+
d , puesto que todos los sumandos son no negativos.

De hecho, la importancia de estos polinomios yace en que si A ∈ S̄+
d , entonces en (A) = 0

implica que hay al menos d − n + 1 valores propios de A que son cero, porque todos los
sumandos deben anularse. Esto nos permite concluir inmediatamente que rnk (A) ≤ n−1.

Estos polinomios de hecho surgen de considerar los coeficientes del polinomio ca-
racterístico ya que,

det (A+ rId) =
d∏
i=1

(λi (A) + r) =
d∑

n=0
rd−nen (A) ,

donde usamos la convención e0 (A) = 1. En particular, tenemos que ed (A) = det (A).
Finalmente, denotaremos por ein (A) al polinomio simétrico de grado n que no incluye a
λi (A) y similarmente se define a eijn .

Proposición 2.68. Sea X ∼WPd (p, α, β, x), entonces

ξ = ξ0 + tr
(
ξY −1 ·M

)
+ ξ

(
2tr (β)− 2rtr

(
Y −1β

))
· Id

+ ξ
(
tr
(
Y −1α

) (
2p− d+ 1 + rtr

(
Y −1

))
− rtr

(
Y −2α

))
· Id,

donde Y = X + rId ∈ S̄+
d y ξ = det (Y ) ≥ rd para alguna r > 0. Si definimos Z = X + sId

para alguna s > 0 y η = det (Z), entonces obtenemos

[ξ, η] = 4ξηtr
(
Y −1XZ−1α

)
· Id.

En particular, si (β, α) = (0, Id), obtenemos que los polinomios simétricos elementales
en (X) satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales estocásticas

d (en (Xt)) = V n
t dW

n
t + (2p− n+ 1) (d− n+ 1) en−1 (Xt) dt, 1 ≤ n ≤ d,

donde los procesosWn son todos movimientos brownianos no necesariamente independientes
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y donde V n = V n (e1, . . . , ed) para algúna función simétrica V n tal que

V nV m · [Wn,Wm] =
d∑
i=1

λi (X) ein−1 (X) eim−1 (X) · Id.

Similarmente, si (β, α) = (bId, aId) con a ≥ 0, obtenemos, para la misma colección de
procesos {V n} y {Wn},

d (en (Xt)) = V n
t dW

n
t + a (2p− n+ 1) (d− n+ 1) en−1 (Xt) dt+ 2bnen (Xt) dt.

Demostración. Procediendo como en la prueba de la proposición 2.49, usaremos las fórmulas
de derivadas matriciales para ∂ij = ∂

∂xij
junto con la fórmula de Itô, específicamente la

fórmula de Jacobi, la identidad ∂ijξ = ξtr
(
Y −1eij

)
y también el que ∂ijY −1 = −Y −1eijY −1,

para obtener

ξ − ξ0 − tr
(
ξY −1 ·M

)
= tr

(
ξY −1 ·D

)
+ 1

2
∑
ijkl

∂ij∂klξ ·
[
Xij , Xkl

]
= tr

(
ξY −1 ·D

)
+ 1

2
∑
ijkl

∂ij
(
ξtr
(
Y −1ekl

))
αijkl (X) · Id

= tr
(
ξY −1 ·D

)
+ 1

2
∑
ijkl

(
ξtr
(
Y −1eij

)
tr
(
Y −1ekl

)
− ξtr

(
Y −1eijY −1ekl

))
αijkl (X) · Id.

Esto a su vez se puede simplificar más con algunas manipulaciones algebraicas, de hecho, el
proceso es absolutamente continuo respecto de la medida de Lebesgue. La densidad consta
de ξ multiplicada por la suma de

tr
(
Y −1 (2pα+ βX +Xβ′

))
= tr

(
Y −1 (2pα− r (β + β′

)
+ βY + Y β′

))
= tr

(
2pY −1α− 2rY −1β + 2β

)
y

1
2
∑
ijkl

((
Y −1

)ji (
Y −1

)lk
−
(
Y −1

)li (
Y −1

)jk)(
αikX

jl + αilX
jk + αjkX

il + αjlX
ik
)

= 1
2

4tr
(
Y −1αY −1X

)
− 2tr

(
Y −1αY −1X

)
− 2

∑
ij

(
Y −1α

)ii (
Y −1X

)jj
=

(
tr
(
Y −1αY −1 (Y − rId)

)
− tr

(
Y −1α

)
tr
(
Y −1 (Y − rId)

))
.

Esto finalmente nos lleva a obtener que la parte martingala local continua de ξ es tr
(
ξY −1 ·M

)
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y su parte de variación finita en compactos es

ξ
[
2tr (β)− 2rtr

(
Y −1β

)
+ tr

(
Y −1α

) (
2p− d+ 1 + rtr

(
Y −1

))
− rtr

(
Y −2α

)]
· Id.

En particular, si (β, α) = (0, Id), entonces las cantidades anteriores son mucho más simples
porque los valores propios de Y −1 son todos de la forma (λi (X) + r)−1 para 1 ≤ i ≤ d. De
esta forma, algunos cálculos nos ayudan a obtener que la densidad de la parte de variación
finita en compactos es

ξ
(
tr
(
Y −1

) (
2p− d+ 1 + rtr

(
Y −1

))
− rtr

(
Y −2

))
=

(
d∏
i=1

(λi (X) + r)
)((

d∑
i=1

1
λi (X) + r

)(
2p− d+ 1 + r

d∑
i=1

1
λi (X) + r

)
− r

d∑
i=1

1
(λi (X) + r)2

)

=
(

d∏
i=1

(λi (X) + r)
)(2p− d+ 1)

d∑
i=1

1
λi (X) + r

+ r
∑
i 6=j

1
(λi (X) + r) (λi (X) + r)


= (2p− d+ 1)

d∑
i=1

∏
k 6=i

(λk (X) + r) + r
∑
i 6=j

∏
k 6=i,j

(λk (X) + r) .

Ahora notemos de la definición de los polinomios simétricos en que, si agrupamos por
potencias de r, esto lo podemos reescribir como

(2p− d+ 1)
d∑
i=1

d∑
n=1

rd−nein−1 (X) +
∑
i 6=j

d−1∑
n=1

rd−neijn−1 (X)

=
d−1∑
n=1

rd−n

(2p− d+ 1)
d∑
i=1

ein−1 (X) +
∑
i 6=j

eijn−1 (X)

+ (2p− d+ 1)
d∑
i=1

eid−1 (X) .

Observemos que para todo n ≤ d tenemos
∑d
i=1 e

i
n−1 (X) = (d− n+ 1) en−1 (X) puesto

que cada combinación de productos λi1 (A) · · ·λin (A) de valores propios de X en en−1 (X)
aparece exactamente una vez en cada ein−1 (X) para todo i /∈ {i1, . . . , in}. Similarmente
obtenemos

∑
i 6=j e

ij
n−1 (X) = (d− n+ 1) (d− n) en−1 (X) para todo n ≤ d − 1 y por lo

tanto,

ξ − ξ0 − tr
(
ξY −1 ·M

)
= (2p− d+ 1) ed−1 (X) · Id

+
d−1∑
n=1

rd−n ((2p− d+ 1) (d− n+ 1) + (d− n+ 1) (d− n)) en−1 (X) · Id

=
d∑

n=1
rd−n (2p− n+ 1) (d− n+ 1) en−1 (X) · Id.

Si ahora agrupamos de acuerdo a las potencias de r, obtenemos el resultado deseado, salvo
por la parte martingala local. Análogamente, si tenemos (β, α) = (bId, aId), entonces la
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expresión de arriba se modifica ligeramente para obtener que la deriva de ξ es lo único que
cambia. De hecho ahora tenemos (aunque dividimos por a, que posiblemente es 0, lo hicimos
para identificar la forma que adquiere y evitarnos cálculos, sin embargo, esto no altera los
resultados),

dξt
ξt

= tr
(
Y −1
t dMt

)
+ a

[
2 b
a
d+ tr

(
Y −1
t

)(
2p− 2r b

a
− d+ 1 + rtr

(
Y −1
t

))
− rtr

(
Y −2
t

)]
dt,

y como 2bdξ =
∑d
n=0 r

d−n (2bden (X)), obtenemos análogamente que

ξ − ξ0 − tr
(
ξY −1 ·M

)
=

d∑
n=1

rd−n
(

2bden (X) + a

(
2p− 2r b

a
− n+ 1

)
(d− n+ 1) en−1 (X)

)
· Id+ rd2bde0 (X)

=
d∑

n=1
rd−n (2bden (X) + a (2p− n+ 1) (d− n+ 1) en−1 (X)) · Id

+ rd2bde0 (X)− 2b
d∑

n=1
rd−n+1 (d− n+ 1) en−1 (X) · Id

=
d∑

n=1
rd−n (2bden (X) + a (2p− n+ 1) (d− n+ 1) en−1 (X)) · Id

+ rd2bde0 (X)− 2b
d∑

n=0
rd−n (d− n) en (X) · Id

=
d∑

n=1
rd−n (2bnen (X) + a (2p− n+ 1) (d− n+ 1) en−1 (X)) · Id.

La última afirmación ahora se sigue de comparar los coeficientes de cada potencia de r junto
con el análisis que presentaremos respecto de la parte matringala local. Para lidiar con la
parte que es martingala local, bastará utilizar el lema 2.13, comprobando que las variaciones
y covariaciones cuadráticas son absolutamente continuas. Se sigue que

[ξ, η] =
[
tr
(
ξY −1 ·M

)
, tr
(
ηZ−1 ·M

)]
=

d∑
j,l=1

[(
ξY −1 ·M

)jj
,
(
ηZ−1 ·M

)ll]

=
d∑

j,l=1

[
d∑
i=1

ξ
(
Y −1

)ji
·M ij ,

d∑
k=1

η
(
Z−1

)lk
·Mkl

]

=
∑
ijkl

ξη
(
Y −1

)ji (
Z−1

)lk
·
[
M ij ,Mkl

]
=

∑
ijkl

ξη
(
Y −1

)ji (
Z−1

)lk (
Xikαjl +Xilαjk +Xjkαil +Xjlαik

)
· Id

= 4ξηtr
(
Y −1XZ−1α

)
· Id,
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lo cuál se puede simplificar más en el caso especial en que α = aId, justo como hicimos
anteriormente. En ese caso, si X = PΛP ′ es una diagonalización de X, entonces

Y −1XZ−1 = P (Λ + rId)−1 P ′PΛP ′P (X + sId)−1 P ′ = P (Λ + rId)−1 Λ (Λ + sId)−1 P ′,

y por lo tanto

tr
(
Y −1XZ−1

)
= tr

(
(Λ + rId)−1 Λ (Λ + sId)−1

)
=

d∑
i=1

λi (X)
(λi (X) + r) (λi (X) + s) .

De aquí se sigue que

[ξ, η] = 4
d∑
i=1

λi (X)

∏
j 6=i

(λj (X) + r)

∏
j 6=i

(λj (X) + s)

 · Id
= 4

d∑
i=1

λi (X)
(

d∑
n=1

rd−nein−1 (X)
)(

d∑
m=1

sd−neim−1 (X)
)
· Id

= 4
d∑

n,m=1
rd−nsd−m

d∑
i=1

λi (X) ein−1 (X) eim−1 (X) · Id.

Por otro lado,

[ξ, η] =
d∑

n=0
rd−nsd−m [en (X) , em (X)] ,

y por lo tanto

[en (X) , em (X)] =
d∑
i=1

λi (X) ein−1 (X) eim−1 (X) · Id,

lo que prueba que las covariaciones son absolutamente continuas y termina la prueba.

Observación 2.69. En particular, en el caso (β, α) = (0, Id) podemos observar que [en (X)] =∑
i λi (X) ein−1 (X)2 · Id, i.e., V n =

√∑
i λi (X) ein−1 (X)2 y que la deriva de en (X) es un

múltiplo de en−1 (X) · Id. Por lo tanto en se mantiene constante si y sólo si el rango de X
se mantiene menor o igual a d− n+ 1, es decir, si y sólo si en−1 se anula. Además, aunque
podemos obtener representaciones relativamente simples para el caso (β, α) = (bId, aId), en
el caso general esto no es tan sencillo puesto que la multiplicación por las matrices α y β,
en general distorsionan la dinámica de los valores propios y es complicado seguirla cuando
la matriz Y se mueve en el tiempo.

Además, estos mismos casos ilustran apropiadamente cómo las condiciones de de-
riva de los polinomios simétricos elementales pueden cambiar drásticamente de acuerdo a
β, agregando factores positivos o negativos a la deriva, de acuerdo con el signo de b, que
parecen propiciar el que el 0 sea o no polar para algunos de estos polinomios. Sin embargo,
tomando logaritmos uno puede percatarse de que este cambio en la deriva se vuelve lineal y
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por lo tanto no puede, por sí solo, causar emplosión en tiempo finito en el logaritmo; i.e., no
puede hacer que el polinomio se anule. Finalmente hacemos la observación de que β sigue
sin perturbar la dinámica del proceso más allá del papel que juega en la deriva, incluso en
el caso más general.

Es un resultado conocido que los valores propios dependen suavemente de las per-
turbaciones en las matrices simétricas hasta el primer punto de contacto entre ellos, en cuyo
caso se pierde la diferenciabilidad aunque se preserva la continuidad Lipschitz como función
de las matrices (cf. [13]). Es natural pensar que entonces los valores propios λi (X) también
siguen un sistema de ecuaciones diferenciales estocásticas hasta el primer tiempo de colisión
entre dos de ellos. Esto efectivamente es cierto, y lo mismo es cierto para el proceso de
vectores propios correspondientes. A continuación presentaremos una serie de resultados
relacionados con las EDE que satisfacen los valores y vectores propios que mencionamos,
así como criterios para determinar cuándo hay o no colisión entre los valores propios en
tiempo finito.

Como requeriremos adelante algunas simplificaciones, haremos algunos de los cálcu-
los algebraicos de manera anticipada. Por ahora supongamos que A = PΛP ′ es una diago-
nalización de la matriz A que tiene todos sus valores propios distintos, entonces tenemos
que

det (A− rId) Id = co (A− rId) (A− rId)

= P co (A− rId)P ′P (A− rId)P

= P co (A− rId)P ′ (Λ− rId) ,

lo que significa que cuando r no es un valor propio, P co (A− rId)P ′ es una matriz diagonal
y su entrada (i, i) está dada por

det (A− rId)
λi (A)− r =

∏d
j=1 (λj (A)− r)
λi (A)− r =

∏
j 6=i

(λj (A)− r) .

Este resultado de hecho implica que

tr (co (A− rId)) = tr
(
P co (A− rId)P ′

)
=

d∑
i=1

∏
j 6=i

(λj (A)− r) ,

de tal forma que si perturbamos a A de forma continua, la continuidad del determinante (y
por lo tanto, de la matriz de cofactores) y de la traza implican que

tr (co (A− λi (A) Id)) =
d∑
j=1

∏
k 6=j

(λk (A)− λi (A)) =
∏
k 6=i

(λk (A)− λi (A)) .
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Similarmente obtenemos para r, s /∈ σ (A),

tr (co (A− rId) co (A− sId)) = tr
(
P co (A− rId)P ′P co (A− sId)P ′

)
=

d∑
i=1

∏
k 6=i

(λk (A)− r) (λk (A)− s) ,

y así obtenemos

tr (co (A− λi (A) Id) co (A− λj (A) Id)) =
d∑

k=1

∏
l 6=k

(λl (A)− λi (A)) (λl (A)− λj (A))

= δij
∏
l 6=i

(λl (A)− λi (A))2 .

De hecho, si i 6= j, entonces P co (A− λi (A) Id) co (A− λj (A) Id)P ′ es diagonal con en-
tradas diagonales 0, es decir que co (A− λi (A) Id) co (A− λj (A) Id) = 0, mientras que si
i = j, entonces esta matriz diagonal tiene exactamente una entrada distinta de 0, a saber,
la i-ésima, con el valor de

∏
l 6=i (λl (A)− λi (A))2. Otros resultados muy similares se pueden

derivar con facilidad extendiendo esta idea.

En lo que sigue, denotaremos al primer tiempo en que dos valores propios se igualan
por τ = ı́nf

{
t ≥ 0 : λit = λjt , i 6= j

}
. Como se puede verificar en [13], la diagonalización y

los valores propios (ordenados) de matrices simétricas, son funciones suaves como funciones
de éstas, es decir que por la fórmula de Itô, si X inicia en un estado con valores propios
distintos, entonces hasta el tiempo τ > 0, tanto sus valores propios como su matriz de
vectores propios son semimartingalas. Para averiguar las EDE que satisfacen estos últimos,
dejamos el siguiente resultado.

Proposición 2.70. Supongamos que x ∈ S+
d tiene todos sus valores propios distintos y

denotemos por X = PΛP ′ a la diagonalización de X con Λii = λi = λi (X). Entonces en
[0, τ) tenemos

λi − λi0 = 2
√
λi (P ′αP )ii ·W i + 2

(
p
(
P ′αP

)ii + λi
(
P ′β′P

)ii) · Id
+

∑
k 6=i

λi (P ′αP )kk + λk (P ′αP )ii

λi − λk
· Id,

para movimientos brownianos independientes
(
W i
)
y

dP ijt =
∑
k 6=j

P ikt

√
λkt (P ′tαPt)

jj + λj (P ′tαPt)
kk

λjt − λkt
dV kj

t

− 1
2
∑
k

P ikt
∑
l 6=k,j

δkjλ
k
t (P ′tαPt)

ll + λlt (P ′tαPt)
kj(

λlt − λk
)

(λl − λj)
dt.
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para movimientos brownianos

(
V ij

)
i<j con V

ji = V ij que satisfacen (2.21) y (2.22). En el
caso particular en que α = aId para a ≥ 0, tenemos

dP ijt =
√
a
∑
k 6=j

P ikt

√
λkt + λj

λjt − λkt
dV kj

t −
1
2P

ij
t a

∑
k 6=j

λjt + λkt(
λkt − λ

j
t

)2dt,

donde los movimientos brownianos
(
V ij

)
i<j son independientes entre sí e independientes de(

W i
)
. En ese mismo caso

λi − λi0 = 2
√
aλi ·W i + 2

(
ap+ λi

(
P ′β′P

)ii) · Id+ a
∑
k 6=i

λi + λk

λi − λk
· Id,

y si además tenemos β = bId, entonces la identidad

λi − λi0 = 2
√
aλi ·W i +

(
2ap+ bλi

)
· Id+ a

∑
k 6=i

λi + λk

λi − λk
· Id,

se satisface para cada i = 1, . . . , d.

Demostración. En general seguiremos el procedimiento usual de la prueba de las fórmulas
de segunda variación de Hadamard. Todos los resultados que se presentarán se satisfacen
sólo hasta el tiempo aleatorio τ , que por continuidad de los valores propios, resulta ser un
tiempo de paro. Si definimos al proceso A como el logaritmo estocástico de P , esto es, al
proceso

At =
∫ t

0
P ′s ◦ dPs =

∫ t

0
P ′sdPs + 1

2

∫ t

0
dP ′sdPs

y observemos que la fórmula de integración por partes aplicada a Id = P ′P nos da

0 = dP ′t ◦ Pt + P ′t ◦ dPt
−dAt = dP ′t ◦ Pt = dA′t,

es decir que A es antisimétrica y por lo tanto tiene cero en la diagonal. Definiendo Nt =∫ t
0 P
′
s ◦ dXs ◦ Ps y usando la fórmula de integración por partes para Λ = P ′XP , obtenemos

dΛt = dP ′t ◦ (XtPt) + P ′t ◦ dXt ◦ Pt +
(
P ′tXt

)
◦ dPt = dP ′t ◦ (PtΛt) + dNt +

(
ΛtP ′t

)
◦ dPt

= dA′t ◦ Λt + Λt ◦ dAt + dNt = −dAt ◦ Λt + Λt ◦ dAt + dNt,

donde
∫ t

0 Λs ◦ dAs − dAs ◦ Λs es un proceso que tiene 0 en la diagonal. Se sigue que

dλit = dΛiit = dN ii
t =

(
P ′t ◦ dXt ◦ Pt

)ii
,

0 = dN ij
t +

(
λit − λ

j
t

)
◦ dAijt , i 6= j,
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y por lo tanto, tenemos que

dAijt = 1
λjt − λit

dN ij
t , i 6= j. (2.18)

Además, como la integral de Stratonovich no altera la parte martingala local, tenemos que

d
[
N ij , N i′j′

]
t

=
(
P ′tdMtPt

)ij (
P ′tdMtPt

)i′j′ =
∑
klk′l′

P kit dM
kl
t P

lj
t P

k′i′
t dMk′l′

t P l
′j′

t

=
∑
klk′l′

P kit P
lj
t P

k′i′
t P l

′j′

t

(
Xkk′
t αll′ +Xkl′

t αlk′ +X lk′
t αkl′ +X ll′

t αkk′
)
dt

=
((
P ′tXtPt

)ii′ (
P ′tαPt

)jj′ + (
P ′tXtPt

)ij′ (
P ′tαPt

)ji′
+

(
P ′tXtPt

)ji′ (
P ′tαPt

)ij′ + (
P ′tXtPt

)jj′ (
P ′tαPt

)ii′)
dt

=
(
Λii′t

(
P ′tαPt

)jj′ + Λij
′

t

(
P ′tαPt

)ji′ + Λji
′

t

(
P ′tαPt

)ij′ + Λjj
′

t

(
P ′tαPt

)ii′)
dt, (2.19)

en particular tenemos

d
[
λi, λj

]
t

= d
[
N ii, N jj

]
t

= 4Λijt
(
P ′tαPt

)ij
dt = 4δijλit

(
P ′tαPt

)ii
dt. (2.20)

Por otro lado, la parte de variación finita en compactos de N satisface

P ′tdDtPt + 1
2
(
dP ′tdMtPt + P ′tdMtdPt

)
= P ′t

(
2pα+ βXt +Xtβ

′)Ptdt+ 1
2
(
dP ′tPtP

′
tdMtPt + P ′tdMtPtP

′
tdPt

)
=

(
2pP ′tαPt + P ′tβPtP

′
tXtPt + P ′tXtPtP

′
tβ
′Pt
)
dt+ 1

2
(
dP ′tPtP

′
tdMtPt + P ′tdMtPtP

′
tdPt

)
=

(
2pP ′tαPt + P ′tβPtΛt + ΛtP ′tβ′Pt

)
dt+ 1

2
(
(dNtdAt)′ + dNtdAt

)
.

Se sigue de la antisimetría de A, el que Λ es diagonal y de las ecuaciones (2.18) y (2.19) que

(dNtdAt)ij =
∑
k 6=j

dN ik
t dA

kj
t =

∑
k 6=j

dN ik
t dN

kj
t

λjt − λkt

=
∑
k 6=j

Λikt (P ′tαPt)
kj + Λijt (P ′tαPt)

kk + Λkkt (P ′tαPt)
ij + Λkjt (P ′tαPt)

ik

λjt − λkt
dt

=

λit (P ′tαPt)
ij

λjt − λit
(1− δij) + δijλ

i
t

∑
k 6=i

(P ′tαPt)
kk

λit − λkt
+
∑
k 6=j

λkt

λjt − λkt

(
P ′tαPt

)ij dt,
donde δij es la delta de Krónecker. Así concluimos que la deriva de λi es

2
(
p
(
P ′tαPt

)ii + λit
(
P ′tβ

′Pt
)ii)

dt+
∑
k 6=i

λit (P ′tαPt)
kk + λkt (P ′tαPt)

ii

λit − λkt
dt.
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Así, gracias a (2.20) y a la ecuación anterior, podemos usar la representación integral de
Doob (lema 2.13) para argumentar la existencia de movimientos brownianos reales inde-
pendientes W i tales que

λi − λi0 = 2
√
λi (P ′αP )ii ·W i + 2

(
p
(
P ′αP

)ii + λi
(
P ′β′P

)ii) · Id
+

∑
k 6=i

λi (P ′αP )kk + λk (P ′αP )ii

λi − λk
· Id.

Ahora bien, de la definición de A, está claro que

Pt ◦ dAt = PtdAt + 1
2dPtdAt

= PtP
′
tdPt + 1

2PtdP
′
tdPt + 1

2dPtdAt

= dPt + 1
2dA

′
tdPt + 1

2dPtdAt = dPt,

además de que para i 6= j tenemos[
N ij , N ij

]
=
(
λi
(
P ′αP

)jj + λj
(
P ′αP

)ii) · Id.
Si además asumimos que α = aId, entonces se sigue de (2.19) que

[
N ij , Nkl

]
= 0 cuando

(i, j) 6= (k, l). Concluimos de (2.18) y de la representación integral de Doob que existen
movimientos brownianos

(
V ij

)
i<j tales que si definimos V ij := V ji para i > j, entonces

para i 6= j tenemos

Aij =

√
λi (P ′αP )jj + λj (P ′αP )ii

λj − λi
· V ij .

En el caso particular en que α = aId, inferimos independencia en los movimientos brow-
nianos

(
V ij

)
i<j de (2.18), además, la expresión se simplifica a Aij =

√
a
√
λi+λj
λj−λi · V

ij ; sino,
simplemente sabemos que

[
V ij , V kl

]
=

(
Λik (P ′αP )jl + Λil (P ′αP )jk + Λjk (P ′αP )il + Λjl (P ′αP )ik

)
√
λi (P ′αP )jj + λj (P ′αP )ii

√
λk (P ′αP )ll + λl (P ′αP )kk

· Id. (2.21)

Por otro lado, por (2.19) tenemos para j 6= k,

[
λi, Ajk

]
=

[
N ii, N jk

]
λk − λj

=
2λi

(
δij (P ′αP )ik + δik (P ′αP )ij

)
λk − λj

· Id

[
λi, Ajk

]
= 2

√
λi (P ′αP )ii

√
λj (P ′αP )kk + λk (P ′αP )jj

λk − λj
·
[
W i, V jk

]
,
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es decir que

[
W i, V jk

]
=

√
λi
(
δij (P ′αP )ik + δik (P ′αP )ij

)
√

(P ′αP )ii
√
λj (P ′αP )kk + λk (P ′αP )jj

· Id. (2.22)

Esto implica que los movimientos brownianos
(
V ij

)
i<j y

(
W i
)
son independientes cuando

α = aId. En este mismo caso, la independencia de
(
V ij

)
i<j implica que

∫ t
0 dAsdAs es

diagonal y la antisimetría de A nos dice que

(dAtdAt)ii = −
∑
k 6=i

dAikt dA
ik
t = −a

∑
k 6=i

λi + λk

(λk − λi)2 · Id.

En el caso contrario sólo obtenemos que

(dAtdAt)ij = −
∑
k 6=i,j

dAikt dA
jk
t = −

∑
k 6=i,j

1(
λkt − λit

) (
λkt − λ

j
t

)d [N ik, N jk
]
t

= −
∑
k 6=i,j

δijλ
i (P ′tαPt)

kk + λkt (P ′tαPt)
ij(

λkt − λit
) (
λkt − λ

j
t

) dt.

Así podemos usar el que

dPt = PtdAt + 1
2dPtdAt = PtdAt + 1

2PtdAtdAt,

para calcular

dP ijt =
∑
k 6=j

P ikt dA
kj
t + 1

2
∑
k

P ikt (dAtdAt)kj

=
∑
k 6=j

P ikt

√
λkt (P ′tαPt)

jj + λj (P ′tαPt)
kk

λjt − λkt
dV kj

t

− 1
2
∑
k

P ikt
∑
l 6=k,j

δkjλ
k
t (P ′tαPt)

ll + λlt (P ′tαPt)
kj(

λlt − λk
)

(λl − λj)
dt,

que en el caso α = aId se simplifica a

dP ijt =
√
a
∑
k 6=j

P ikt

√
λkt + λj

λjt − λkt
dV kj

t −
1
2P

ij
t a

∑
k 6=j

λjt + λkt(
λkt − λ

j
t

)2dt.

Las simplificaciones de las EDE de los valores propios se sigue directamente.

Observación 2.71. Algo verdaderamente interesante es que el factor de deriva β no altera
directamente la dinámica estocástica de P , sino sólo a través de la deriva de los valores
propios, exactamente en el término 2λi (P ′β′P )ii. Además, como es usual, α = aId nos
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permite inferir una estructura de independencias en todos lados, lo que facilita la simulación
y comprensión de la situación.

Definamos al operador matricial En para n = 1, . . . , d(d−1)
2 que a cada matriz en

Md,d le asigna el polinomio simétrico elemental en aplicado al vector compuesto por todas
las entradas en o por encima de la diagonal principal. De esta forma, Eijn corresponde a
quitar sólo el término (i, j) de la matriz antes de formar el vector y aplicar en y similarmente
se define Eijkln .

Supongamos que x tiene todos sus valores propios distintos y queX ∼WPd (p, Id, 0, x).
Definamos al proceso A dado por Aij =

(
λi − λj

)2 y a los procesos Ln = En (A), entonces
es claro que

L
d(d−1)

2 =
∏
1<j

(
λi − λj

)2
, L1 =

∑
i<j

(
λi − λj

)2
,

y en particular tenemos τ = ı́nf
{
t > 0 : L

d(d−1)
2

t = 0
}
. Podemos obtener la EDE que satis-

facen los Ln, que son los responsables de llevar la cuenta del número de colisiones entre
valores propios.

El que los valores propios sean funciones suaves de X cuando no nos preocupamos
por el orden que preservan los valores propios (cf. [13]) muestra que la simetría (y por lo
tanto invariancia ante permutaciones) en la definición de los procesos Ln implicará que las
EDE que estos satisfagan no van a depender de si hay colisiones o no, puesto que estas serán
funciones suaves de X. Sin embargo, para encontrar estas, es mucho más sencillo partir del
resultado anterior.

Como En (A) = AijEijn−1 (A) +Eijn (A) y Eijn (A) = AklEijkln−1 (A) +Eijkln (A) mien-
tras {i, j} 6= {k, l}, entonces la fórmula de Itô implica que

dLnt =
∑
i<j

Eijn−1 (At) dAijt + 1
2
∑
i<j

∑
k < l

{i, j} 6= {k, l}

Eijkln−2 (At) d
[
Aij , Akl

]
t
.

Ahora observemos que
[
Aij , Akl

]
6≡ 0 si y sólo si {i, j} ∩ {k, l} 6= ∅. De hecho, si i < j

dAijt = 2
(
λit − λ

j
t

)
dλit + 2

(
λjt − λit

)
dλjt + d

[
λi
]
t
+ d

[
λj
]
t

= 4
(
λit − λ

j
t

)√
λitdW

i
t + 4

(
λjt − λit

)√
λjtdW

j
t

+

8
(
λit + λjt

)
+ 2

(
λit − λ

j
t

) ∑
k 6=i,j

λit + λkt
λit − λkt

− λjt + λkt

λjt − λkt

 dt,
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lo que nos da

d
[
Aij , Aik

]
t

= 16λit
(
λit − λ

j
t

) (
λit − λkt

)
dt, i 6= j 6= k 6= i,

d
[
Aij , Aij

]
t

= 16
(
λit + λjt

) (
λjt − λit

)2
dt, i 6= j.

En consecuencia, la parte martingala de Ln está dada por

dMn
t = 4

∑
i<j

(
λit − λ

j
t

)
Eijn−1 (At)

(√
λitdW

i
t −

√
λjtdW

j
t

)

= 4
d∑
i=1

√
λit
∑
j 6=i

(
λit − λ

j
t

)
Eijn−1 (At) dW i

t ,

d [Mn]t = d [Ln]t = 16
d∑
i=1

λit

∑
j 6=i

(
λit − λ

j
t

)
Eijn−1 (At)

2

dt.

Del mismo modo, la parte de variación finita en compactos de Ln es

dNn
t =

∑
i<j

Eijn−1 (At)

8
(
λit + λjt

)
+ 2

(
λit − λ

j
t

) ∑
k 6=i,j

λit + λkt
λit − λkt

− λjt + λkt

λjt − λkt

 dt
+ 8

∑
i<j

(
λit − λ

j
t

)∑
k 6=i,j

Eijikn−2 (At)λit
(
λit − λkt

)
− Eijkjn−2 (At)λjt

(
λjt − λkt

) dt,
donde fácilmente observamos que la deriva no explota ni se indetermina porque cada factor
λit − λkt y λjt − λlt está contenido en Eijn−1 (At) cuando k 6= j y l 6= i respectivamente o en
el coeficiente λit − λjt en otro caso. El que estas propiedades no dependan de los valores
iniciales posiblemente degenerados se sigue de que Vn es una función suave y analítica de
X, lo que implica qu podemos extender analíticamente las derivadas de todos los órdenes
a estos puntos excepcionales. Por lo tanto, la fórmula de Itô nos ayuda a completar el
argumento, por unicidad de la parte martingala local y de variación finita en compactos.

Para estudiar este comportamiento en el caso en que los valores propios de x no
son distintos, veremos que de hecho tenemos una difracción inmediata, es decir que hay un
momento inmediatamente después del tiempo inicial en el que todos son distintos y así, el
lema anterior implicará que nunca más se volverán a tocar. Esto es, los valores propios son
distintos para todo tiempo t > 0.

Proposición 2.72. Supongamos que X ∼WPd (p, Id, 0, x) donde x ∈ S̄+
d satisface rnk (x) ≥

d−1 y definamos τn = ı́nf {t > 0 : Lnt > 0} para n = 1, . . . , d(d−1)
2 , entonces tenemos τn = 0

c.s. para cada n. De este modo, los resultados de la proposición anterior se extienden al
caso en que x ∈ S+

d o incluso rnk (x) ≥ d− 1.
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Demostración. Como (0,∞) es abierto, si L
d(d−1)

2
0 > 0 entonces el resultado es claro por

continuidad de las trayectorias de cada Ln, así que supondremos que L
d(d−1)

2
0 = 0. Notemos

que las colisiones no pueden iniciar en el estado 0 (i.e., no podemos tener λi0 = λj0 = 0 para
i 6= j) porque x es de rango al menos d − 1. Dicho de otra forma, estamos asumiendo que
Λ =

(
λ1, . . . , λd

)
inicia en el conjunto semiabierto

C =
⋃
i≤d

(0,∞)i−1 × [0,∞)× (0,∞)d−i .

La continuidad de trayectorias implica que existe un tiempo de paro TC tal que en [0, TC)
el proceso Λ = Λ (X) se mantiene en C. Inductivamente mostraremos que si τn > 0 con
probabilidad positiva, lo mismo es cierto para τn−1. Esto es claro si notamos que Ln = 0
en [0, τn) y por lo tanto

(
λi − λj

)
Eijn−1 (A) = 0 =

(
λi − λj

) (
λk − λl

)
Eijkln−2 (A), ya que

todos los sumandos en Ln se anulan. Además, como su parte de variación finita se debe
desvanecer, obtenemos

Nn =
∑
i<j

8
(
λi + λj

)
Eijn−1 (A) · Id = 0.

Como todas las sumas satisfacen λit + λjt > 0 para t < TC , entonces concluimos que
Eijn−1 (A) = 0 para todo i < j en [0, TC) y por lo tanto, lo mismo es cierto para Ln−1.
Esto muestra que si τn > 0 con probabilidad positiva, lo mismo es cierto para τn−1 y por lo
tanto, si inicialmente suponemos que τ d(d−1)

2
> 0 con probabilidad positiva, entonces τ1 > 0

con probabilidad positiva.

Esto es, si suponemos que al menos dos partículas permanecen pegadas por un
tiempo, entonces todas las partículas permanecen pegadas. Sin embargo, para n = 1 obte-
nemos

N1 =
∑
i<j

8
(
λi + λj

)
· Id = 0 =⇒ λi = 0 ∀1 ≤ i ≤ d,

que es contradictorio por construcción de C, lo que termina la prueba.

Esto último muestra que las colisiones entre valores propios son bastante raras,
salvo en el caso en que éstas se dan en 0, en cuyo caso, como veremos después, estas pueden
ser frecuentes (o incluso podemos tener λi ≡ 0 para algunos i) dependiendo del valor que
toma p.

Proposición 2.73. Para p ∈ ∆d y x ∈ S̄+
d con valores propios distintos o con rnk (x) ≥ d−

1, el proceso de valores propios
(
λ1, . . . , λd

)
de X ∼WPd (p, Id, 0, x) es la trayectorialmente
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única solución fuerte del sistema de EDE

dλit = 2
√
λitdW

i
t +

2p+
∑
k 6=i

λit + λkt
λit − λkt

 dt, i = 1, . . . , d,

donde
(
W i
)
son movimientos brownianos independientes. Además, los valores propios nunca

colisionan en t > 0.

Demostración. La EDE ya la hemos probado anteriormente, así que basta probar la unicidad
trayectorial y la no colisión. Para la última afirmación, lo que haremos será primero probarlo
para el caso en que x tiene todos sus valores propios distintos y luego para el caso general,
así que inicialmente supondremos el primer caso.

Definamos ahora U = logLn para n = d(d−1)
2 y usemos la fórmula de Itô para

obtener que la parte martingala de U es

4
∑
i<j

√
λitdW

i
t −

√
λjtdW

j
t

λit − λ
j
t

.

Observemos que en este caso,
(
λi − λj

)2
Eijn−1 (A) = Ln y algo similar sucede con Eijkln−2 (A).

Usando estas identidades, se deduce que la parte de variación finita en compactos se puede
expresar como

∑
i<j

8 λit + λjt(
λit − λ

j
t

)2 + 2
λit − λ

j
t

∑
k 6=i,j

λit + λkt
λit − λkt

− λjt + λkt

λjt − λkt

 dt
+ 8

∑
i<j

∑
k 6=i,j

 λit(
λit − λ

j
t

) (
λit − λkt

) + λjt(
λjt − λit

) (
λjt − λkt

)
 dt− 8

d∑
i=1

λit

∑
j 6=i

1
λit − λ

j
t

2

dt,

donde tenemos

d∑
i=1

λit

∑
j 6=i

1
λit − λ

j
t

2

=
∑
i<j

λit + λjt(
λit − λ

j
t

)2 + 2
∑
i<j

∑
k 6=i,j

 λit(
λit − λ

j
t

) (
λit − λkt

) + λjt(
λjt − λit

) (
λjt − λkt

)
 ,

y también

λit(
λit − λ

j
t

) (
λit − λkt

) + λjt(
λjt − λit

) (
λjt − λkt

) =
λit

(
λjt − λkt

)
−
(
λit − λkt

)
λjt(

λit − λ
j
t

) (
λit − λkt

) (
λjt − λkt

) .
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Se sigue de algunas cancelaciones y factorizaciones que la parte de variación finita en com-
pactos se puede representar de la siguiente forma

2
∑
i<j

∑
k 6=i,j

(
λit + λkt

) (
λjt − λkt

)
−
(
λjt + λkt

) (
λit − λkt

)
(
λit − λ

j
t

) (
λit − λkt

) (
λjt − λkt

) dt

− 8
∑
i<j

∑
k 6=i,j

 λit

(
λjt − λkt

)
−
(
λit − λkt

)
λjt(

λit − λ
j
t

) (
λit − λkt

) (
λjt − λkt

)
 dt

= −4
∑
i<j

∑
k 6=i,j

λkt(
λit − λkt

) (
λjt − λkt

)dt+ 8
∑
i<j

∑
k 6=i,j

λkt(
λit − λkt

) (
λjt − λkt

)dt
= 4

∑
i<j

∑
k 6=i,j

λkt(
λit − λkt

) (
λjt − λkt

)dt.
Esto se puede factorizar de la siguiente forma

4
∑
i<j<k

 λit(
λkt − λit

) (
λjt − λit

) + λjt(
λit − λ

j
t

) (
λkt − λ

j
t

) + λkt(
λit − λkt

) (
λjt − λkt

)
 dt

= 4
∑
i<j<k

λit

(
λkt − λ

j
t

)
− λjt

(
λkt − λit

)
+ λkt

(
λjt − λit

)
(
λkt − λit

) (
λjt − λit

) (
λkt − λ

j
t

) dt = 0.

Entonces, además de obtener el que U es una martingala local, claramente podemos usar
el argumento de McKean (proposición 2.65) para U = logLn y obtenemos que los valores
propios jamás colisionan, es decir, τ = ∞ c.s. Si x satisface rnk (x) ≥ d − 1, entonces la
proposición anterior muestra que inmediatamente después nos encontramos en el caso que
ya probamos, por lo que la propiedad de Markov termina la prueba.

Para la primera afirmación, consideremos otra solución Λ̃ =
(
λ̃1, . . . , λ̃n

)
al sistema

de EDE con el mismo valor inicial y los mismos movimientos brownianos y evidentemente
esta solución tampoco tiene colisiones.

Ahora el lema 3.3 de [28], p. 389 (o bien, lema 23.4 de [10], p.454), implica que el
tiempo local de zi = λ1− λ̃i en 0 es nulo. Notemos que podemos usar la fórmula de Tanaka
con zi porque incluso si la integral de la deriva de zi es impropia en el tiempo 0, podemos
escribir la fórmula en [s, t] y tomar s → 0 ya que el tiempo local del proceso

{
ziu
}
s≤u≤t

converge c.s. al de
{
ziu
}

0≤u≤t.

En consecuencia, si definimos a los procesos F ij dados por

F ij = λi + λj

λi − λj
− λ̃i + λ̃j

λ̃i − λ̃j
,
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entonces

d∑
i=1

E
∣∣∣λit − λ̃it∣∣∣ = E

∫ t

0

d∑
i=1

sgn
(
λis − λ̃is

)∑
j 6=i

(
λis + λjs

λis − λ
j
s

− λ̃is + λ̃js

λ̃is − λ̃
j
s

)
ds

= E

∫ t

0

∑
i<j

(
sgn

(
λis − λ̃is

)
F ijs + sgn

(
λjs − λ̃js

)
F jis

)
ds.

Como F ij + F ji = 0, si sgn
(
λi − λ̃i

)
= sgn

(
λj − λ̃j

)
, entonces el sumando se anula, de lo

contrario, el sumando correspondiente es igual a

2sgn
(
λi − λ̃i

)
F ij = 2sgn

(
λi − λ̃i

)(λi + λj
) (
λ̃i − λ̃j

)
−
(
λ̃i + λ̃j

) (
λi − λj

)
(λi − λj)

(
λ̃i − λ̃j

)


= 4sgn
(
λi − λ̃i

) λj λ̃i − λiλ̃j

(λi − λj)
(
λ̃i − λ̃j

)
 ≤ 0,

porque i < j implica que λi − λj y λ̃i − λ̃j son ambos negativos y tenemos

λi − λ̃i ≤ 0 < λj − λ̃j =⇒ λi ≤ λ̃i < λ̃j ≤ λj =⇒ λj λ̃i ≥ λiλ̃j

λi − λ̃i > 0 ≥ λj − λ̃j =⇒ λ̃j ≥ λj > λi > λ̃i =⇒ λj λ̃i ≤ λiλ̃j .

Consecuentemente,
∑d
i=1E

∣∣∣λit − λ̃it∣∣∣ = 0 y tenemos que un proceso es modificación del otro.
Finalmente, la continuidad de las trayectorias nos da la unicidad deseada.

El siguiente paso natural es preguntarse cuáles de las propiedades anteriores se
preservan en casos más generales. De acuerdo con la proposición 2.70, lo mejor a lo que
podemos asprirar sin tener que involucrar a los procesos de vectores porpios, es al caso en
que α = aId para a > 0 y β = bId para b ∈ R. En este caso podemos dar ligeras extensiones
a los resultados anteriores, en particular, al resultado de no colisión de los valores propios.
Para esto, primero analicemos el subconjunto de [0,∞)2 donde se tiene

2a (x+ y) + b (x− y)2 > 0.

Si b ≥ 0, entonces evidentemente se trata del conjunto semiabierto [0,∞)×(0,∞)∪(0,∞)×
[0,∞), de otra forma, se trata de un conjunto no acotado determinado por ser la componente
conexa de [0,∞)2 que contiene a la recta identidad (salvo el 0) definida por la ecuación
cuadrática 2a (x+ y) + b (x− y)2 = 0, que corresponde a la gráfica de una parábola de la
forma z = − b

2aw
2 donde (z, w) es una rotación (cambio de coordenadas) de los ejes (x, y)

en un ángulo de π
4 . Este conjunto es semiabierto puesto que el conjunto{

(x, y) ∈ R2 : 4a (x+ y) + 2b (x− y)2 > 0
}
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es abierto, y al intersectarse con [0,∞)2, esta propiedad se pierde porque el primer conjunto
contiene una parte no vacía de los ejes, a saber, contine a {0}×

(
0, −2a

b

)
∪
(
0, −2a

b

)
×{0}.

De esta forma, podemos definir a Ca,b como el subconjunto semiabierto de [0,∞)d

tal que para todo (λ1, . . . , λd) ∈ Ca,b se tenga que 2a (λi + λj) + b (λi − λj)2 > 0. En
particular, si b ≥ 0, recuperamos el conjunto descrito en el caso (a, b) = (1, 0).

Proposición 2.74. Supongamos que X ∼ WPd (p, aId, bId, x) donde x ∈ S̄+
d satisface

rnk (x) ≥ d − 1 y es tal que (λ1 (x) , . . . , λd (x)) ∈ Ca,b, entonces tenemos τn = 0 c.s.
para cada n. Esto es, tenemos una repulsión inmediata de los valores propios. Más aún,
para p ∈ ∆d y x como antes o con valores propios distintos, el proceso de valores propios(
λ1, . . . , λd

)
de X es la trayectorialmente única solución fuerte del sistema de EDE

dλit = 2
√
aλitdW

i
t +

2ap+ bλit + a
∑
k 6=i

λit + λkt
λit − λkt

 dt, i = 1, . . . , d,

donde
(
W i
)
son movimientos brownianos independientes. Además, los valores propios nunca

colisionan en t > 0.

Demostración. Repasando sobre las pruebas de los resultados análogos para (a, b) = (1, 0),
observamos que el argumento recaía en que si τn > 0 con probabilidad positiva, entonces
podíamos decir lo mismo de τn−1 y esto era consecuencia de que la deriva de Ln se anulaba
y los coeficientes de los términos Eijn−1 (A) eran estrictamente positivos y por lo tanto estos
términos debían ser nulos. La contradicción, a su vez, se seguía de que N1

t , la deriva de L1,
era estrictamente positiva para t > 0.

Todo esto era cierto justo por la construcción del conjunto C y nuevamente es
cierto en nuestro contexto debido a que

2a
(
λit + λjt

)
+ b

(
λit − λit

)2
> 0,

para todo t en una vecindad no vacía (y posiblemente aleatoria, en la que los valores propios
no salen de Ca,b) del 0 en [0,∞), con lo que concluye la prueba de la difracción instantánea
de los valores propios.

El sistema de EDEs ya fue probado, así que sólo resta probar la unicidad fuerte
y la ausencia de colisiones. Para probar la unicidad, procedemos como en la prueba de su
proposición respectiva, donde ahora vemos que los argumentos mencionados ahí nos ayudan
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a concluir junto con el teorema de Tonelli que

d∑
i=1

E
∣∣∣λit − λ̃it∣∣∣ ≤ bE

∫ t

0

d∑
i=1

sgn
(
λis − λ̃is

) (
λis − λ̃is

)
ds

= b

∫ t

0

d∑
i=1

E
∣∣∣λis − λ̃is∣∣∣ ds.

Luego, la desigualdad de Grönwall implica que
∑d
i=1E

∣∣∣λit − λ̃it∣∣∣ = 0, por lo que un proceso
es modificación del otro y la continuidad implica que en realidad son indistinguibles. Final-
mente, para probar la no colisión, observemos que la mayoría de las fórmulas para Ln se
mantienen bajo ligeras modificaciones con respecto al escalar

√
a o con un término extra a

la deriva. Específicamente tenemos,

dAijt = 4
(
λit − λ

j
t

)√
aλitdW

i
t + 4

(
λjt − λit

)√
aλjtdW

j
t

+

8a
(
λit + λjt

)
+ 2b

(
λit − λ

j
t

)2
+ 2a

(
λit − λ

j
t

) ∑
k 6=i,j

λit + λkt
λit − λkt

− λjt + λkt

λjt − λkt

 dt,
por lo que, aunque U = logLn ya no es una martignala local, su parte de variación finita
en compactos está dada por

2b
∑
i<j

Id = bd (d− 1) Id,

la cuál está acotada en compactos y por lo tanto aún podemos usar el argumento de McKean
(proposición 2.65) para concluir la prueba.

Observación 2.75. Aunque a primera vista pueda parecer que la no colisión se puede deducir
de la misma forma incluso en el caso general de (α, β) o al menos en (aId, β), esto no es del
todo cierto ya que, a pesar de que se pueda llegar a algunas simplificaciones, en la parte de
variación finita en compactos de U aparece el término

∑
i<j

2
λi − λj

(
p
((
P ′αP

)ii − (P ′αP )jj)+ λi
(
P ′β′P

)ii − λj (P ′β′P )jj) · Id,
el cuál puede, en general, ir a −∞ si tenemos una colisión entre dos valores propios.

2.6. Existencia de distribuciones y procesos de Wishart

Tal y como hicimos en la sección anterior, podemos comprobar que la evolución de
ed (X) es la que controla la llegada y salida de X a ∂S+

d . Similarmente, vamos a utilizar la
información de en (X) para inferir la existencia de distribuciones Wishart. Si conseguimos
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probar que X ∼WPd (p, α, 0, x) existe, entonces

Xt ∼Wd (p, x, tα) ,

existirá también para cada t > 0. Similarmente, si existe Wd (p, x, α) y α ∈ S+
d , entonces

la proposición 2.9 muestra que existen todas las distribuciones Wd (p, x, tα) y por lo tanto
podemos crear un proceso WPd (p, α, 0, x) a través de los kernels de transición de Wishart.
Esta dualidad de existencia entre los procesos y las distribuciones de Wishart es lo que vamos
a explotar para poder dar una caracterización de la existencia de ambos. Vamos a asumir
de momento que α ∈ S+

d , y de hecho, gracias a la misma proposición 2.9, podemos reducir
nuestro problema al caso α = Id. Posteriormente abordaremos el problema de α ∈ ∂S+

d ,
utilizando los recursos obtenidos del caso α ∈ S+

d .

Proposición 2.76. Supongamos que p ≥ 0 y x ∈ S̄+
d .

(i) Si 0 < 2p < d− 1 y p /∈ ∆d. Entonces Wd (p, x, Id) no existe.

(ii) Si p ∈ ∆d, rank (x) < d y además Wd (p, x, Id) existe, entonces rank (x) ≤ 2p y
cualquier proceso X ∼WPd (p, Id, 0, x) satisface c.s. que para todo t ≥ 0, rank (Xt) ≤
2p.

En particular, en ambos casos [0, Tx) no contiene ningún intervalo determinista para x ∈
S+
d , esto es, Tx puede ser arbitrariamente pequeño con probabilidad positiva.

Demostración. Supongamos que la primera afirmación es falsa y por lo tanto existenWd (p, x, Id)
y X ∼ WPd (p, Id, 0, x). Aquí, la condición rnk (x) < d es equivalente a tener ed (x) = 0.
Recordando que

en (X) =
√∑

i

λi (X) ein−1 (X)2dWn
t + (2p− n+ 1) (d− n+ 1) en−1 (X) · Id,

[en (X) , em (X)] =
d∑
i=1

λi (X) ein−1 (X) eim−1 (X) · Id,

en la EDE de ed (X) observamos que√∑
i

λi (X) eid−1 (X)2 =
√
ed (X) ed−1 (X),

lo que muestra que este es un múltiplo del proceso BESQ (2p− d+ 1, 0) con el cambio
de tiempo A = ed−1 (X) · Id. Luego, como la dimensión del proceso cuadrado de Bessel
es negativo, esto equivale a tener un −BESQ (|2p− d+ 1| , 0). Es decir que si At > 0 con
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probabilidad positiva, entonces ed (X) se vuelve negativo inmediatamente (esto requiere
que agreguemos |·| a todos los argumentos dentro de las raíces cuadradas en las EDEs
encontradas anteriormente) y permanece negativo, es decir, ed (Xt) < 0 c.s. en el evento
{At > 0}. Como en (X) ≥ 0 c.s., esto es imposible, por lo que debemos tener A ≡ 0 c.s. y
en consecuencia ed−1 (X) ≡ 0 c.s. y lo mismo se puede decir de ed (X).

Como 2p−n+1 jamás se anula, dado que p /∈ ∆d, podemos proceder inductivamente
sobre n descendiendo desde n = d − 1, observando que como en (X) ≡ 0 c.s. entonces su
deriva debe ser nula y por lo tanto en−1 (X) ≡ 0. Esto prueba que en (X) ≡ 0 para todo
n ≥ 0, lo cuál es imposible porque e0 (X) ≡ 1 por definición y por lo tanto la primera
afirmación es cierta.

La prueba de la segunda afirmación es idéntica, con la diferencia de que la últi-
ma vez que el argumento funciona es cuando n = 2p + 2, y por lo tanto sólo podemos
concluir que e2p+1 (X) ≡ 0, lo que implica que rank (x) ≤ 2p y además muestra que si
X ∼WPd (p, Id, 0, x), entonces rank (Xt) ≤ 2p para todo t ≥ 0.

La razón por la que [0, Tx) no contiene ningún intervalo determinista es porque µt
no existe y por lo tanto hay probabilidad positiva de que la solución fuerte a la EDE de
Wishart hasta el tiempo Tx > 0 deje de existir antes del tiempo t para todo t > 0.

Observación 2.77. Si ahora contrastamos la segunda afirmación con la construcción de
procesos con estado inicial de rango a lo más 2p ∈ N con 2p < d − 1, podemos ver que
en efecto existen procesos de Markov, entendido como que existen los kernels de transición
para todos los valores iniciales del proceso, si nos restringimos a

Dp =
{
x ∈ S̄+

d : rank (x) ≤ 2p
}
⊂ S̄+

d .

Para concluir con la caracterización de distribuciones Wishart, requeriremos de
unos resultados preliminares debido a que esta técnica no puede ser usada cuando x es
de rango completo. Para ello, tendremos que enfocarnos un poco más en el análisis de sus
valores propios.

Lema 2.78. Supongamos que 2p < d y supongamos que x1 ≤ . . . ≤ xd es una solución sin
colisiones del sistema de EDEs

dxit = 2
√∣∣xit∣∣dW i

t +

2p+
∑
k 6=i

∣∣xit∣∣+ ∣∣∣xkt ∣∣∣
xit − xkt

 dt, i = 1, . . . , d, (2.23)

donde x1
0 ≥ 0 y

(
W i
)
son movimientos brownianos independientes. Entonces P

(
x1
t < 0

)
> 0
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para toda t > 0.

Demostración. Sea y1 una solución a

dy1
t = 2

√∣∣y1
t

∣∣dW 1
t + (2p− d+ 1) dt, y1

0 = x1
0.

Usando las técnicas de tiempos locales de Le Gall (ver [29]); más específicamente, usando
los lemas 3.3 y 3.4 de [28], p. 389-390, vemos que el tiempo local L0 (x1 − y1) se anula
idénticamente. Luego, la fórmula de Tanaka (tal y como se hace en el teorema 3.7 de [28],
p. 394) nos da

E
(
x1
t − y1

t

)+
= E

∫ t

0
1
{
x1
t > y1

t

}d− 1 +
d∑

k=2

∣∣x1
t

∣∣+ ∣∣∣xkt ∣∣∣
x1
t − xkt

 ds ≤ 0,

ya que
∣∣x1
t

∣∣+ ∣∣∣xkt ∣∣∣ ≥ xkt − x1
t para cada d ≥ k ≥ 2. Esto y la continuidad trayectorial nos da

que x1 ≤ y1 c.s. Ahora, como y1 es un proceso de Bessel de dimensión negativa, este cruza
el 0 y permanece no positivo, concluyendo la prueba.

Proposición 2.79. Supongamos que 2p < d−1 y que x ∈ S+
d , entonces no existeWd (p, x, Id).

Demostración. Supongamos que sí existe y por lo tanto podemos considerar un proceso
X ∼ WPd (p, Id, 0, x). Luego, sus valores propios satisfacen (2.23) y por lo tanto λ1 tiene
probabilidad positiva de volverse negativo, lo cuál contradice el que X ∈ S̄+

d , lo que termina
la prueba.

Dada una matriz A ∈ Sk, denotamos por detn (A) = det
(
(Aij)1≤i,j≤n

)
y para un

vector de entradas enteras κ = (κ1, . . . , κk), también llamado multi-índice, con κ1 ≥ · · · ≥
κk ≥ 0, denotamos por |κ| a

∑
i κi y denotamos por En al conjunto de tales vectores κ que

satisfacen |κ| = n. Definamos también

det
κ

(A) =
k∏
i=1

det
i

(A)κi−κi+1 ,

donde κk+1 = 0; en particular tenemos detκ (A) > 0 si (Aij)1≤i,j≤k ∈ S
+
k . Además, para

z = (z1, . . . , zk) ∈ Rk tal que zi > i−1
2 , i = 1, . . . , k, definimos

Γk (z) = π
k(k−1)

4

k∏
i=1

Γ
(
zi −

i− 1
2

)
,
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en particular tenemos para r > k−1

2 (ver [11], teorema 2.1.12),

Γk (r1) =
∫
S+
k

e−tr(x) det (x)r−
k+1

2 dx.

Esto da pie a la definición de

(r)κ = Γk (κ+ r1)
Γk (r1) =

k∏
i=1

(
r − i− 1

2

)
κi

,

donde (a)n = Γ(a+n)
Γ(a) es el símbolo de Pochhammer.

El polinomio de zonal Cκ (A), definido como la siguiente integral sobre el grupo
O (k) de matrices ortogonales de orden k respecto de la medida de Haar du (normalizada
para que tenga masa total 1):

Cκ (x) = C0
κ

∫
O(k)

det
κ

(
u−1xu

)
du,

donde la constante de normalización C0
κ (cuya forma no es relevante para nosotros) es

bastante complicada y se puede encontrar en [12], p. 234, en la última línea o en la fórmula
(18) de [11], p. 237.

Un análisis profundo de estos polinomios homogéneos con respecto a las entradas de
la matriz simétrica A se puede encontrar en el capítulo 7 de [11] o en [30]. Lo más importante
al respecto es que Cκ (A) es que toma valores positivos en S+

d y que Cκ (A) = Cκ (u′Au)
para u ∈ O (k), lo que implica que el polinomio sólo depende de los valores propios de su
argumento. Estos polinomios satisfacen varias propiedades que nos serán útiles, algunas de
ellas son:

etr(x) =
∞∑
n=0

∑
κ∈En

1
n!Cκ (x) , (2.24)

det (Ik − x)−p =
∞∑
n=0

∑
κ∈En

(p)κ
n! Cκ (x) , (2.25)

(p)κ det (u)−pCκ
(
u−1

)
=

∫
S+
d

e−tr(ux)Cκ (x) det (x)p−
k+1

2

Γk (p1) dx, (2.26)

Cκ (x)Cκ (y)
Cκ (Ik)

=
∫
O(u)

Cκ
(√
yu′xu

√
y
)
du. (2.27)

La constante C0
κ juega un papel importante en el que estas identidades se puedan dar. De
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hecho, a (2.24) lo podemos reemplazar por la identidad equivalente

tr (x)n =
∑
κ∈En

1
n!Cκ (x) ,

de la cuál podemos deducir que 0 ≤ Cκ (x) ≤ tr (x)n para x ∈ S̄+
d . Finalmente estamos

listos para dar uno de los principales teoremas de esta sección.

Teorema 2.80. Wd (p, x, Id) existe, y por lo tanto Wd (p, x, σ) y WPd (p, α, β, x) también
para σ, α ∈ S+

d , si y sólo si p ∈ ∆d y se da alguno de los siguientes casos:

(i) 2p < d− 1 y rank (x) ≤ 2p, o

(ii) 2p ≥ d− 1,

Si además 2p > d − 1, entonces Wd (p, x, Id) tiene densidad. Si σ o α no son invertibles,
pero se dan los casos anteriores, entonces también existen Wd (p, x, σ) y WPd (p, α, β, x).
Más aún, si existen matrices ρ ∈ Md,d0 y σ0, x0 ∈ S̄+

d0
donde d0 < d tales que σ = ρσ0ρ

′ y
x = ρx0ρ y donde Wd0 (p, x0, σ0) existe, entonces Wd (p, x, σ) también existe.

Demostración. La última afirmación se sigue directamente de la proposición 2.9. Una vez
que probemos la existencia deWd (p, x, Id), la deWd (p, x, σ) se seguirá de la proposición 2.9
y la de WPd (p, α, β, x) se seguirá de las construcciones de soluciones dadas en las secciones
anteriores para 2p < d−1 y 2p ≥ d+1, mientras que para 2p ∈ [d− 1, d+ 1) lo justificamos
usando el que todas las distribucionesWd (p, x, σ) existen para cualesquiera x, σ ∈ S̄+

d y por
lo tanto todos los kernels de transición de Wishart correspondientes existen.

La necesidad de las distintas condiciones es consecuencia de todos los resultados
anteriores en la sección presente. Para la suficiencia del primer caso, basta seguir la cons-
trucción dada en el lema 2.17 y fijarnos en el tiempo 1 para probar el caso general de
σ, α ∈ S̄+

d directamente. Si 2p > d−1, entonces podemos definir a la medida γ (p, x, ·) sobre
S+
d dada por la derivada de Radon-Nikodym

γ (p, x, dy)
dy

= e−tr(y+x)

Γd (p) det (y)p−
d+1

2

 ∞∑
n=0

∑
κ∈En

Cκ (
√
xy
√
x)

n! (p)κ

 .
Es fácil verificar que esta derivada de Radon-Nikodym es no negativa porque x+y,

√
xy
√
x ∈

S̄+
d . Supongamos de momento que x ∈ S+

d , y notemos que el cambio de variable y 7→ z =
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√
xy
√
x tiene por Jacobiano dz = det (x)

d+1
2 dy, por lo que tenemos para cada u ∈ S̄+

d ,

Iκ (x) := e−tr(x)
∫
S+
d

e−tr((Id+u)y)

Γd (p) det (y)p−
d+1

2
Cκ (
√
xy
√
x)

n! (p)κ
dy

= e−tr(x)

det (x)p n! (p)κ

∫
S+
d

exp
{
−tr

(
x−

1
2 (Id + u)x−

1
2 z
)} Cκ (z) det (z)p−

d+1
2

Γd (p) dz

= e−tr(x)

det (x)p n! det
(
x−

1
2 (Id + u)x−

1
2
)−p

Cκ
(√

x (Id + u)−1√x
)

= e−tr(x)

n! det (Id + u)−pCκ
(√

x (Id + u)−1√x
)
,

donde en la tercera línea usamos (2.26). Si x ∈ ∂S+
d , entonces xm := x + 1

mId ∈ S+
d y

tenemos

0 ≤ Cκ (
√
xmy
√
xm) ≤ tr (

√
xmy
√
xm)n ≤ tr (

√
x1y
√
x1)n = tr (yx1)n ,

así que el teorema de convergencia dominada implica que Iκ (xm) → Iκ (x), por lo que
también admite la representación que dimos. Si ahora usamos (2.24), conseguimos que

∫
S+
d

e−tr(uy)γ (p, x, dy) =
∞∑
n=0

∑
κ∈En

Iκ (x) = e−tr(x)etr(√x(u+Id)−1√x)
det (Id + u)p

= e−tr((Id−(Id+u)−1)x)
det (Id + u)p = e−tr(((Id+u)−Id)(Id+u)−1x)

det (Id + u)p

= e−tr(u(Id+u)−1x)
det (Id + u)p ,

lo que muestra que su transformada de Laplace es la correspondiente a la de una distribución
Wd (p, Id, x). Si sustituimos u = 0 verificamos que γ (p, x, ·) es medida de probabilidad y
por lo tanto γ (p, x, ·) = Wd (p, Id, x). Esto muestra la existencia de la densidad cuando
2p > d − 1. Por otro lado, observando la transformada de Laplace, podemos ver que si
tomamos d−1

2 < pn ↓ p = d−1
2 , entonces

∫
S+
d

e−tr(uy)γ (pn, x, dy)→ e−tr(u(Id+u)−1x)
det (Id + u)p , x ∈ S̄+

d ,

donde el término de la derecha es continuo y vale 1 en u = 0. Esto nos permite usar el
teorema de continuidad de Lévy para transformadas de Laplace y conseguir la existencia
para 2p = d − 1. Si ahora suponemos que σ no es invertible, en cualquiera de los casos,
basta ver que

e−tr(u(Id+σnu)−1x)
det (Id + σnu)p →

e−tr(u(Id+σu)−1x)
det (Id + σu)p ,
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donde σn = σ + 1

nId ∈ S
+
d , por lo que el teorema de continuidad de Lévy una vez más nos

da el resultado faltante.

Observación 2.81. La única importancia de la última afirmación yace en el hecho de que
nos permite más elecciones de parámetros de p si σ no es de rango completo y mientras σ
y x sean debidamente compatibles.

Resumiendo los resultados de algunos de estos teoremas, proposiciones, lemas y
hechos como el que A 7→ eβ·IdAeβ

′·Id es biyectivo (y por lo tanto no altera el rango). En
especial, usaremos el lema 2.28, los teoremas 2.66, 2.80 y las proposiciones2.48 y 2.76 para
sintetizar el siguiente resultado directo:

Corolario 2.82. Consideremos x ∈ S̄+
d y p ∈ ∆d tales que rank (x) ≤ 2p y supongamos

que X ∼ WPd (p, α, β, x) con α ∈ S+
d , entonces X se mantiene c.s. en S+

d si 2p ≥ d + 1 o
en ∂S+

d si 2p < d− 1 (de hecho, rank (X) ≤ 2p c.s.). Además, si Ξ ∼Wd (p, ω, σ) entonces
ker (σ) ⊂ ker (Ξ− ω) c.s., por lo que rank (Ξ− ω) ≤ rank (σ) c.s.

Si 2p = d − 1, entonces en cualquier conjunto con interior no vacío de R+, el
proceso pasa tiempo positivo (respecto de la medida de Lebesgue) en ∂S+

d con probabilidad
positiva. Para 2p ∈ (d− 1, d+ 1) las transiciones de X tienen densidad y por lo tanto c.s.
está en S+

d para todo t ∈ Q+, pero puede ser posible que τ0 <∞ con probabilidad positiva.
No obstante, el tiempo que pasa en ∂S+

d tiene medida de Lebesgue 0 c.s. si 2p > d − 1.
Finalmente, la solución a una EDE de Wishart tiene unicidad trayectorial si 2p ≥ d+ 1 y
x ∈ S+

d , mientras que tenemos unicidad en ley si 2p ≥ d− 1.

Demostración. Tomemos cualquier v ∈ ker (σ) como vector columna, si r > 0, entonces
v′σ = 0, obteniendo

Ee−〈r2vv′,Ξ−ω〉 ≡ e−〈r2vv′,ω−ω〉 = 1,

de forma que conforme r →∞ obtenemos que v ∈ ker (Ξ− ω) c.s., probando la afirmación
correspondiente. Lo único que falta probar es la unicidad de las soluciones y que si 2p > d−1,
entonces el tiempo que pasa en ∂S+

d tiene medida de Lebesgue 0 y que esta medida es positiva
con probabilidad positiva cuando 2p = d − 1. Esto se sigue directamente del teorema de
Tonelli y de que µt

(
x, ∂S+

d

)
= 0 para todo t > 0 porque µt tiene densidad cuando 2p > d−1:

denotemos por m a la medida de Lebesgue y observemos que
{
t ≥ 0 : Xt ∈ ∂S+

d

}
es cerrado

(y por lo tanto medible) por continuidad de X, de tal forma que

Exm
({
t ≥ 0 : Xt ∈ ∂S+

d

})
= Ex

∫
R+

1{Xt∈∂S+
d }dt =

∫
R+

Px
(
Xt ∈ ∂S+

d

)
dt

=
∫
R+
µt
(
x, ∂S+

d

)
dt = 0.
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Comom

({
t ≥ 0 : Xt ∈ ∂S+

d

})
es una variable aleatoria no negativa, el que tenga esperanza

nula implica que esta es 0 c.s. Si ahora tomamos 2p = d − 1, entonces la continuidad de
Lévy antes usada muestra que para t > 0 fijo, conforme p ↓ d−1

2 , las leyes de transición, que

ahora denotaremos µpt , convergen débilmente a µ
d−1

2
t .

Luego, la degeneración de las densidades de µpt en ∂S+
d conforme p ↓ d−1

2 implica

que µ
d−1

2
t asigna probabilidad positiva a ∂S+

d . Notemos que µ
d−1

2
t es continuo en t porque

X tiene trayectorias continuas y por lo tanto para cada conjunto medible C ⊂ R+ con
m (C) > 0 tenemos

Exm
({
t ∈ C : Xt ∈ ∂S+

d

})
= Ex

∫
C

1{Xt∈∂S+
d }dt

=
∫
C
µ
d−1

2
t

(
x, ∂S+

d

)
dt > 0,

de lo contrario tendríamos µ
d−1

2
t

(
x, ∂S+

d

)
= 0 casi en todos lados con respecto a la medida de

Lebesgue, una contradicción. Luego, m
({
t ∈ C : Xt ∈ ∂S+

d

})
es positivo con probabilidad

positiva, como queríamos probar. Para la última afirmación, notemos que en la sección
anterior probamos la polaridad de ∂S+

d y por lo tanto la existencia fuerte de soluciones si
x ∈ S+

d y 2p ≥ d + 1. Si ahora tomamos 2p ≥ d − 1, la existencia de todos los kernels de
transición implica directamente la existencia débil y unicidad en ley de las soluciones.

Observación 2.83. El que ker (σ) ⊂ ker (Ξ− ω) muestra directamente que toda la aleatorie-
dad recae sobre el espacio de matrices positivas semidefinidas cuyo núcleo contiene al núcleo
de σ.

Otra aplicación de estas semimartingalas escalares que fueron descritas anterior-
mente es la prueba de que las distribuciones Wishart presentan momentos exponenciales en
la mayoría de los casos de interés.

Proposición 2.84. (función generadora de momentos) Las distribuciones Wishart Ξ ∼
Wd (p, x, σ) tienen momentos exponenciales bajo las condiciones del teorema 2.80. De hecho,
en tanto uσ tenga todos sus valores propios estrictamente menores a 1 para alguna u ∈ S̄+

d ,
tenemos Ee〈u,X〉 < ∞. Además, esta esperanza tiene la misma forma que en (2.1) con los
signos de u cambiados.

Demostración. Aunque esto es consecuencia del teorema 2.42, daremos una prueba alter-
nativa. Inicialmente supongamos que σ ∈ S+

d y tomemos u ∈ S+
d como en el enunciado,

veamos que e〈u,Ξ〉 = e〈Id,
√
uΞ
√
u〉 y recordemos de la proposición 2.9 que

√
uΞ
√
u ∼Wd

(
p,
√
uω
√
u,
√
uσ
√
u
)
,
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donde los valores propios de

√
uσ
√
u son (los mismos que los de uσ) estrictamente menores

a 1. Luego, podemos suponer sin pérdida de generalidad que u = Id y que σ tiene valo-
res propios en (0, 1). Luego, bajo un cambio de coordenadas ortogonales (una rotación),
podemos asumir que σ es diagonal. Finalmente, podemos notar que

e〈Id,Ξ〉 ≤ er〈σ−1,Ξ〉,

para cualquier λd (σ) ≤ r < 1 ya que σ−1 es diagonal, con entradas (en la diagonal) mayores
o iguales a λ1

(
σ−1) = λd (σ)−1 > 1. Ahora tomemos X ∼ WPd (p, σ, 0, ω) y observemos

que la traza de Xσ−1 tiene a su parte de variación finita en compactos dada por 2pdId y
con

d
[
tr
(
Xσ−1

)]
t

=
(∑

i

dXii
t σ
−1
ii

)2

=
∑
i

d
[
Xii, Xjj

]
t
σ−1
ii σ

−1
jj

= 4
∑
ij

(
Xijσij

)
σ−1
ii σ

−1
jj dt = 4

∑
ii

Xiiσ−1
ii dt

= 4tr
(
Xtσ

−1
)
dt.

Se sigue que tr
(
Xσ−1) es un proceso cuadrado de Bessel y por lo tanto tr

(
Xσ−1) tiene

distribuciones marginales χ2 no centrales. Concluimos que, como r < 1 y X 1
2

d= Ξ, tenemos

Ee〈Id,Ξ〉 ≤ Eer〈σ−1,Ξ〉 = E exp
{
rtr
(
X 1

2
σ−1

)}
= (1− r)−pd exp

{
rtr
(
ωσ−1)

1− r

}
<∞,

como se quería probar. Además, la forma de esta función generadora de momentos debe ser
la que afirmamos porque esta es la única extensión analítica. Finalmente, para el caso en
que σ no es invertible, simplemente seguimos el mismo procedimiento que en la prueba del
teorema 2.80, donde el teorema de continuidad de Lévy nos da el resultado deseado.

El teorema de Girsanov es de gran utilidad para mostrar la existencia débil de
ecuaciones diferenciales estocásticas semejantes pero con distintas derivas. En la situación
vectorial, este teorema adquiere un carácter un tanto más complicado y por lo tanto, lo
mismo es cierto para el caso matricial. De hecho, las complicaciones están relacionadas a
comprobar que el proceso de derivadas de Radon-Nikodym efectivamente es una martingala,
puesto que incluso el criterio de Novikov es difícil de comprobar. Para futuras referencias,
enunciaremos el teorema de Girsanov para procesos matriciales y lo probaremos usando el
conocido caso vectorial.

Teorema 2.85. (cambio de deriva, Girsanov) Supongamos que ξ es un proceso continuo
y adaptado con valores en Md,d y B un movimiento browniano en Md,d bajo P tales que
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0 tr (ξ′tξt) dt < ∞ c.s. Si además se tiene que Zt = E

(
−
∫ t
0 tr (ξsdBs)

)
es una martingala

en [0, T ], donde E denota la exponencial estocástica de Dóleans-Dade, entonces podemos
definir una medida P̃ equivalente a P a través de dP̃

dP = ZT de tal forma que W = B + ξ · Id
es un P̃-movimiento browniano.

Demostración. Basta ver que las condiciones anteriores equivalen a (en su versión vectorial)
que c.s. tengamos

∞ >

∫ T

0

∑
ij

ξijt ξ
ij
t dt =

∫ T

0
vec (ξt)′ vec (ξt) dt,

a que Zt = E
(
−
∫ t

0 vec (ξs)′ vec (dBs)
)
sea martingala en [0, T ] y a que

vec (W ) = vec (B) + vec (ξ) · Id,

sea un P̃-movimiento browniano, que es justo lo que afirma el teorema clásico de Girsanov.

Ahora estamos preparados para enunciar un fuerte resultado sobre el cambio de
deriva de los procesos de Wishart bajo cambios de medidas adecuadas.

Teorema 2.86. (cambio de deriva para procesos de Wishart) Supongamos que X ∼WPd (p, α, β, x)
es una solución débil a la EDE de Wishart para B ∼ BMd,d donde p ≥ d−1

2 y consideremos
q ≥ d−1

2 y γ ∈Md,d. Supongamos además que

(i) si q 6= p, entonces p ∧ q ≥ d+1
2 y x ∈ S+

d ,

(ii) si γ 6= β, entonces Q es invertible, o lo que es equivalente, α es invertible.

Definamos también a los procesos

ξ =
√
X (β − γ)′Q−11{β 6=γ} + (p− q)

√
X
−1
Q′1{p6=q},

Zt = E
(
−
∫ t

0
tr (ξsdBs)

)
,

Entonces Z es una martingala no negativa en cualquier compacto [0, T ] para cualquier T > 0
fijo. Además, existe medida de probabilidad P̃, equivalente a P, cuyo proceso de derivadas
de Radon-Nikodym es Z, bajo la cuál W = B + ξ · Id es un P̃-movimiento browniano y
X ∼WPd (q, α, γ, x) respecto de P̃ y W .

Demostración. Si p = q y γ = β, entonces no hay nada que probar, así que supondremos
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que al menos uno es distinto. La necesidad de las condiciones es clara puesto que debemos
garantizar la existencia de

√
X
−1 y de Q−1 respectivamente. Observemos que

√
XtξtQ+Q′ξ′t

√
Xt = 2 (p− q)Q′Q+ (β − γ)Xt +Xt (β − γ)′ ,

lo que implica que

dXt =
√
XtdBtQ+Q′dB′t

√
Xt +

(
2pQ′Q+ βXt +Xtβ

′) dt
=

√
Xt (ξtdt+ dBt)Q+Q′

(
ξ′tdt+ dB′t

)√
Xt

+
(
2pQ′Q+ βXt +Xtβ

′ −
√
XtξtQ−Q′ξ′t

√
Xt

)
dt

=
√
XtdWtQ+Q′dW ′t

√
Xt +

(
2qQ′Q+ γXt +Xtγ

′) dt.
Sólo resta probar que Z es una martingala, puesto que del teorema de Girsanov (ver [10]),
se seguirán el resto de las conclusiones.

Observemos que Z es una martingala local no negativa por construcción y por lo
tanto es una supermartingala. Luego, si mostramos que E (ZT ) = E (Z0) = 1, habremos
probado que Z es una martingala, de lo contrario, la esperanza habría decrecido.

Si p = q y γ 6= β o bien, p 6= q y γ = β, entonces los resultados de esta sección y
la anterior garantizan la existencia de WPd (q, α, γ, x) y por lo tanto, de soluciones débiles
a la EDE de Wishart correspondiente. Consideremos a X̃ como una solución a la EDE de
Wishart con respecto a B y con parámetros (q, α, γ, x) (cuya existencia está garantizada
posiblemente en una extensión del espacio de probabilidad, a través del teorema transfer
en [10]) y definamos a

ξ̃t =
√
X̃t (β − γ)′Q−11{β 6=γ} + (p− q)

√
X̃t

−1
Q′1{p 6=q}.

Ahora introducimos a dos sucesiones no decrecientes de tiempos de paro:

τn = ı́nf {t > 0 : ‖ξt‖ ≥ n} ∧ T y

τ̃n = ı́nf
{
t > 0 :

∥∥∥ξ̃t∥∥∥ ≥ n} ∧ T.
La polaridad del 0 cuando p 6= q y la continuidad deX y X̃ prueban, junto con la continuidad
de la probabilidad y la no explosión de las soluciones, que

1 = ĺım
n→∞

P (τn = T ) = ĺım
n→∞

P (τ̃n = T ) .

Para cada n ∈ N definimos al proceso ξnt = ξt1{t≤τn} para t ∈ [0, T ], de tal forma que



107∫ t
0 ‖ξns ‖

2 ds ≤ n2t y por lo tanto se satisface la condición de Novikov:

Ee
1
2

∫ T
0 ‖ξnt ‖

2
dt ≤ e

1
2n

2T <∞.

Consecuentemente Zn = E
(
−
∫ Id

0 tr (ξnt dBt)
)
es una martingala que induce una medida

P̃n equivalente a P para la cuál Bn = B + ξn · Id es un movimiento browniano en [0, T ].
Más aún, el proceso X̃n := X̃ τ̃n tiene la misma ley bajo P que el proceso Xn := Xτn bajo
P̃n. Como ZT > 0, tenemos que

{
ZnT 1{τn=T}

}
n≥1

es una sucesión no decreciente (de hecho,
constante por pedazos) lo que nos permite usar el teorema de convergencia monótona para
calcular

E (ZT ) = ĺım
n→∞

E
(
ZnT 1{τn=T}

)
= ĺım

n→∞

∫
Ω

1{τn=T}dP̃n

= ĺım
n→∞

P̃n (τn = T ) = ĺım
n→∞

P (τ̃n = T ) = 1,

con lo que termina la prueba.

Observación 2.87. Uno puede probar fácilmente que el resultado se extiende si quitamos la
segunda hipótesis y en lugar pedimos que QgQ (β − γ) = β − γ cuando β 6= γ. A pesar de
su mayor generalidad, esta es una hipótesis un poco más complicada de verificar.
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Capítulo 3

Representaciones explícitas y aplicaciones

3.1. Representación como cambio de tiempo en d = 2

Considerémonos en el contexto X ∼WPd (p, α, β, x) donde d = 2. Inspirados en el
lema 2.15, es claro que podemos considerar la siguiente representación de [X],

[vec (X)] =


[
X11] [

X11, X12] [
X11, X12] [

X11, X22][
X11, X12] [

X12] [
X12] [

X12, X22][
X11, X12] [

X12] [
X12] [

X12, X22][
X11, X22] [

X12, X22] [
X12, X22] [

X22]

 =


A B B E

B C C F

B C C F

E F F D

 · Id,

donde,

A =4X11α11 D =4X22α22

B =2
(
X11α12 +X12α11

)
E =4X12α12

C =X11α22 +X22α11 + 2X12α12 F =2
(
X22α21 +X21α22

)
.

Para obtener sus valores propios, escribimos

det


A− λ B B E

B C − λ C F

B C C − λ F

E F F D − λ

 = det


A− λ B B E

B C − λ C F

0 λ −λ 0
E F F D − λ

 ,
109
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lo cuál se reduce a

(A− λ) det


C − λ C F

λ −λ 0
F F D − λ

−B det


B B E

λ −λ 0
F F D − λ

−E det


B B E

C − λ C F

λ −λ 0


al desarrollar por menores. Esto fácilmente se puede ir desarrollando y simplificando para
encontrar el polinomio característico. De hecho, el polinomio característico es

(A− λ)
[
−λ (C − λ) (D − λ)− λC (D − λ) + 2λF 2

]
− B [−2λB (D − λ) + 2λEF ]− E [2λBF − λE (2C − λ)]

= λ2A (D + 2C)− λ3A+ 2λA
(
F 2 − CD

)
+ λ4 − λ3 (D + 2C) + 2λ2

(
CD − F 2

)
− 2λ2B2 + 2λB (BD − EF ) + 2λE (CE −BF )− λ2E2,

y al agrupar por potencias de λ, se puede escribir como

λ
(
λ3 − λ2 (A+D + 2C) + λ

(
AD + 2AC + 2CD − 2F 2 − 2B2 − E2

)
2
(
AF 2 −ACD +B2D − 2BEF + CE2

))
.

Se sigue que un valor propio es idénticamente nulo; mientras que los tres restantes son bas-
tante más complejos. Por el momento vamos a asumir que α es diagonal, lo que simplificará
las cuentas considerablemente, de hecho

A =4X11α1 D =4X22α2

B =2X12α1 E =0

C =X11α2 +X22α1 F =2X12α2,

donde αi = αii. Así, el polinomio se reduce a,

λ3 − λ2 (A+D + 2C) + λ
(
AD + 2AC + 2CD − 2F 2 − 2B2

)
+ 2

(
AF 2 −ACD +B2D

)
,

lo que equivale a

0 = λ3 − λ2
((

4X11 + 2X22
)
α1 +

(
2X11 + 4X22

)
α2
)

+ λ

(
16X11X22α1α2 + 8

(
X11

)2
α1α2 + 8X11X22α2

1

+ 8
(
X22

)2
α1α2 + 8X11X22α2

2 − 8
(
X12

)2 (
α2

1 + α2
2

))
+ 32α1α2

(
X11

(
X12

)2
α2 −X11X22

(
X11α2 +X22α1

)
+X22

(
X12

)2
α1

)
.
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Si definimos Y = X11α2, Z = X22α1, W = X12√α1α2 y µ = α1

α2
, entonces se simplifica a

0 = λ3 − λ2
(
2Y (2µ+ 1) + 2Z

(
2µ−1 + 1

))
+ 8λ

(
2Y Z + Y 2µ+ Z2µ−1 +

(
Y Z −W 2

) (
µ+ µ−1

))
+ 32

(
W 2 − Y Z

)
(Y + Z) .

Más aún, si V = Y Z −W 2 = det (X), entonces esto se simplifica a

0 = λ3 − λ2
(
4
(
Y
√
µ+ Z

√
µ−1

)
− 2 (Y + Z)

)
+ λ

(
8
(
Y
√
µ+ Z

√
µ−1

)2
+ 8V

(
µ+ µ−1

))
− 32V (Y + Z) ,

que de cierta forma sólo depende del determinante de X y de trazas ponderadas T =
Y
√
µ+ Z

√
µ−1 y S = Y + Z , obteniendo

λ3 − λ2 (4T − 2S) + λ
(
8T 2 + 8V R

)
− 32V S,

para R =
(
µ+ µ−1). Como la solución sigue siendo demasiado complicada, nos veremos

forzados a concentrarnos en el caso especial en que α es un múltiplo de Id, i.e., α1 = α2. En
este caso podemos ver fácilmente que nuestra ecuación original equivale a

0 = λ3 − 6λ2 (Y + Z) + 8λ
(
(Y + Z)2 + 2

(
Y Z −W 2

))
+ 32

(
W 2 − Y Z

)
(Y + Z)

= (λ− 2 (Y + Z))
(
λ2 − 4λ (Y + Z) + 16

(
Y Z −W 2

))
,

cuyas raíces son, para i = −1, 0, 1,

λ3+i = 2
(
Y + Z + 2i

√
(Y − Z)2 + 4W 2

)
= 2α1

(
tr (X) + 2i

√
tr (X)2 − 4 det (X)

)
,

dependientes únicamente de un múltiplo de la traza y el determinante de X. De hecho,
tenemos 2 valores propios distintos (en cuyo caso son 0 y 4Y ) o 4 dependiendo de si
(Y − Z)2 + 4W 2 se anula o no respectivamente, i.e., sólo depende de si X es un múlti-
plo de la identidad o no. En busca de los vectores propios, queremos encontrar vectores
vi =

(
vi1, v

i
2, v

i
3, v

i
4
)′ tales que

λiv
i = [X] vi = α1


4X11 2X12 2X12 0
2X12 X11 +X22 X11 +X22 2X12

2X12 X11 +X22 X11 +X22 2X12

0 2X12 2X12 4X22

 vi
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es decir,

λiv
i = α1


4X11vi1

2X12 (vi1 + vi4
)

2X12 (vi1 + vi4
)

4X22vi4

+ α1
(
vi2 + vi3

)


2X12

X11 +X22

X11 +X22

2X12

 .

En particular podemos comprobar que los siguientes vectores satisfacen las ecuaciones an-
teriores, además de ser ortogonales entre sí,

v1 =


0
1
−1
0

 , v3 =


−2X12

X11 −X22

X11 −X22

2X12

 ,

v3±1 =



2
(
X12)2 +

(
X11 −X22) (X11 −X22 ±

√
(X11 −X22)2 + 4 (X12)2

)
X12

(
X11 −X22 ±

√
(X11 −X22)2 + 4 (X12)2

)
X12

(
X11 −X22 ±

√
(X11 −X22)2 + 4 (X12)2

)
2
(
X12)2


.

Sin embargo, cuando sólo tenemos dos valores propios o más generalmente, cuando X12 = 0
(y nuestros valores propios son λ3+i = 2 ((Y + Z) + i (Y − Z)) para i = −1, 0, 1), nuestros
vectores propios propuestos v2, v3 y v4 coinciden o bien, v2 = v4 = 0 respectivamente. Afor-
tunadamente, en este caso podemos simplemente tomar a los siguientes vectores propios

v1 =


0
1
−1
0

 , v2 =


0
0
0
1

 ,

v3 =


0
1
1
0

 , v4 =


1
0
0
0

 .

Se sigue de la continuidad de X que los procesos vi y λi son todos progresivamente medibles.
De hecho, con un cuidado más delicado sobre los vi, uno puede considerar a los λi ordenados
siempre (teniendo nuestro caso un único posible problema cuando X12 = 0) para que estos
sean continuos, sin perder la medibilidad progresiva de los vi. En cualquiera de los dos
casos, consideraremos una normalización de los vectores (que, con un abuso de notación
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seguiremos llamando vi) para obtener al proceso progresivamente medible en M4,4

π =
(
v1 v2 v3 v4

)′
.

Lema 3.1. Supongamos que X ∼WP2 (p, αId, β, x) para algún real α > 0 y consideremos al
proceso progresivamente medible π con valores en O (4) descrito anteriormente y al proceso
diagonal y progresivamente medible Λ, descrito por los valores propios de d[vec(X)]t

dt . Entonces
X satisface

vec (Xt) = x+
∫ t

0
π′sdB

∫ s
0 Λudu +

∫ t

0
vec

(
2pαId + βXs +Xsβ

′) ds,
donde B =

(
0, B2, B3, B4)′ para movimientos brownianos independientes B2, B3 y B4.

Demostración. El conjunto de resultados y cálculos que hicimos anteriormente junto con el
lema 2.15 nos dan la prueba requerida. De hecho, otra forma de representar a la parte de
martingala local de manera más explícita es:

 4∑
j=2

∫ t

0
πjis dB

j∫ s
0 Λjju du

4

i=1

.

Observación 3.2. Aunque el resultado obtenido es bastante particular, el procedimiento nos
deja ver que en general el problema no es nada trivial.

3.2. Simulación

Por nuestra construcción, cuando 2p ∈ N (y más que nada 2p < d− 1) es relativa-
mente fácil dar una simulación exacta del proceso de Wishart. Esto se sigue directamente de
nuestra construcción a través de procesos Ornstein-Uhlenbeck matriciales puesto que cono-
cemos sus transiciones, las cuáles son normales y sencillas de simular exactamente. Además,
estos métodos superan a la aproximación de Euler-Maruyama porque es exacto y no hace
falta hacer una partición muy fina ni calcular varias raíces cuadradas matriciales.

Por lo tanto, nuestro objetivo ahora será describir algoritmos que nos ayuden a
simular el proceso cuando 2p ≥ d− 1. Por esta razón asumiremos a lo largo de esta sección
que este es el caso. Por supuesto, la relevancia de este capítulo yace en el caso d > 1, puesto
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que para el caso escalar ya se tienen bastantes resultados sobre simulaciones exacta con
técnicas muy diversas, e.g. [31].

De hecho, si se recurre a simular las transiciones (i.e., las distribuciones Wishart),
uno puede recuperar métodos de simulación para 2p ≥ d − 1 de [23] donde también hay
una discusión sobre los errores, las velocidades de convergencia y el problema de Cauchy
en las secciones 5.5, 5.6 y 5.7. Para el cálculo de esperanzas con respecto a los procesos de
Wishart, existe muy poca literatura, entre ella, [23, 3, 7].

Recordemos de la proposición 2.9 que podemos asumir sin pérdida de generalidad
que la distribución a simular es de la forma Ξ ∼Wd (p, x, Ik,d) para alguna k ≤ d, ya que si
Ξ ∼Wd (p, x, σ) para alguna matriz σ ∈ S̄+

d con rango rank (σ) = k, entonces

√
σ
gΞ
√
σ
g ∼Wd

(
p,
√
σ
g
x
√
σ
g
, Ik,d

)
.

Lo que haremos ahora es ver que hay una forma de partir el generador infinitesimal en
términos de operadores que conmutan. Esta técnica se basa en descomponer la simulación de
la distribuciónWishart en sólo simular procesos más sencillos como el movimiento browniano
multidimensional y el proceso cuadrado de Bessel (BESQ). En efecto, lo que se obtendrá
al final es un algoritmo de simulación en el que se realizan ciertas permutaciones para
reacomodar los índices e ir rellenando las entradas de nuestra distribución con los resultados
de simulaciones más sencillas.

Como antes, tomemos X ∼WPd (p, Ik,d, 0, x) y consideraremos a A como el gene-
rador infinitesimal de X. Similarmente, denotaremos por Ai al generador infinitesimal de
Wd

(
p, ei, 0, x

)
donde ei = eii para cada i = 1, . . . , d. Notemos de nuevo que todos estos

procesos existen porque 2p ≥ d− 1.

Lema 3.3. Sean A y Ai para i = 1, . . . , d como antes, entonces

A =
k∑
i=1
Ai, y AiAj = AjAi.

Demostración. Directamente del lema 2.53 podemos observar la primer identidad puesto
que Ik,d =

∑k
i=1 e

i. La conmutatividad se prueba con la misma facilidad pero con muchos
más cálculos.

El lema anterior junto con el corolario 2.82 (y sobre todo la observación del corola-
rio) justifican la metodología que estamos por explicar para obtener una simulación exacta
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de las matrices Wishart. Con este objetivo en mente, definamos iterativamente para alguna
matriz x ∈ S̄+

d fija y Ξ0 ≡ x,

Ξi
∣∣∣Ξi−1, . . . ,Ξ0 ∼Wd

(
p,Ξi−1, ei

)
, i = 1, . . . , k.

Proposición 3.4. Consideremos a las variables aleatorias
(
Ξi
)
definidas como antes, en-

tonces
Ξk ∼Wd (p, x, Ik,d) .

Demostración. Notemos recursivamente que

Ee−〈u,Ξk〉 = E
(
E
(
e−〈u,Ξk〉

∣∣∣Ξk−1
))

= Ee
−
〈
u(Id+eku)−1

,Ξk−1
〉

det (Id + eku)p

...

=
exp

(
−
〈
u
(∏

i≤k
(
Id + eiu

))−1
, x

〉)
det

(∏
i≤k (Id + eiu)

)p ,

donde uno puede notar que
∏
i≤k

(
Id + eiu

)
es igual a

Id +
∑
i≤k

eiu = Id + Ik,du

más una columna extra que es combinación lineal de las columnas de Ik,du. Luego de unas
cuentas, se puede ver que en realidad no afecta a la traza ni al determinante y concluir.
Otra forma de hacerlo es tomar procesos

Xi
∣∣∣Xi−1, . . . , X0 ∼WPd

(
p, ei, 0, Xi−1

1

)
,

con X0 ≡ x de forma que Ξi d= Xi
1 y X ∼WPd (p, Ik,d, 0, x). Definamos

C = sup
deg(p)≤m
t≤1

E |p (Xt)| ,

donde el supremo se toma sobre el espacio de polinomios mónicos de un término y de grado
a lo más m.

Consideremos cualquier función polinomial f : S̄+
d → R de grado a lo más m y

denotemos por ‖f‖ = supt≤1E |f (Xt)|, el cuál es finito porque los procesos de Wishart
tienen momentos de todos los órdenes. Luego, Af también es un polinomio de grado a lo
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más m, lo que implica que si

‖A‖ = sup
deg(p)≤m
t≤1

‖Ap‖ ,

entonces ‖Anf‖ ≤ ‖A‖nC muestra que el crecimiento de los términos es a lo más geomé-
trico. Iterando la fórmula de Itô N veces, obtenemos

Ef (Xt) =
N∑
n=0

tn

n!A
nf (x) +

∫ t

0

(t− s)N

N ! EAN+1f (Xs) ds.

Concluimos que la siguiente serie converge y es igual a

Ef (Xt) =
∞∑
n=0

tn

n!A
nf (x) ,

y un resultado completamente análogo se tiene para cada Ai. Luego, la conmutatividad de
los Ai muestra que iterativamente

Ef
(
Xk

1

)
= E

(
E
(
f
(
Xk

1

)∣∣∣Xk−1
))

=
∞∑
n=0

1
n!A

n
kEf

(
Xk−1

1

)
...

=
∞∑

n1,...,nk=0

1∏
i≤k ni!

∏
i≤k
Anii f (x)

=
∞∑
n=0

∑
i≤k
Ai

n f (x)

=
∞∑
n=0
Anf (x) = Ef (X1) ,

como se quería mostrar.

Lo único que nos hace falta para este punto es poder hacer simulaciones del tipo
Wd

(
p, ω, ei

)
, las cuáles se pueden asumir que son Wd

(
p, ω, e1) con un pequeño cambio de

coordenadas. Escribamos nuevamente (2.17) para nuestro caso de interés actual

A1f = 2p∂11f (x) + 2x11∂
2
11f (x) + 2

∑
1<i≤d

x1i∂1i∂11f (x) + 1
2

∑
1<i,j≤d

xij∂1i∂1jf (x) .

Ahora nos dedicaremos a construir una EDE con el mismo generador, la cuál puede ser
fácilmente resuelta explícitamente. Para esto, primero definamos

r = rank
(
(xij)i,j≥2

)
,



117
donde claramente 0 ≤ r ≤ d − 1. Por el momento supongamos que existe una matriz c de
la forma

c =
(
cr 0
kr 0

)
,

donde cr ∈Mr,r es invertible y triangular inferior y donde kr ∈Md−1−r,r, tal que x = crc
′
r,

donde si r = 0, tomamos c = 0.

En el caso particular r = d − 1, tenemos c = cr, en cuyo caso se trata de la des-
composición de Cholesky usual. Aunque esta descomposición no siempre es posible, para
nuestros fines, este caso es suficientemente general. De hecho, tenemos el siguiente resulta-
do, cuya prueba se puede encontrar en [32] junto con un algoritmo para su cálculo, en el
algoritmo 4.2.4.

Lema 3.5. Sea x ∈ S̄+
d de rango r, entonces existe una matriz de permutación π, una

matriz invertible triangular inferior cr ∈Mr,r y una matriz kr ∈Md−1−r,r tales que

πxπ′ = cc′, c =
(
cr 0
kr 0

)
.

A la tripleta (π, cr, kr) se le conoce como la descomposición extendida de Cholesky de x.
Además,

x =
(
c̃′π
)′
Ir,dc̃

′π, c̃ =
(
cr 0
kr Id−r

)
,

donde c̃ es de rango completo.

Con esto en mente, nos damos cuenta de que realmente no estamos en un caso
restrictivo. Luego del siguiente resultado, estableceremos la metodología general de simula-
ción.

Proposición 3.6. Sea x = cc′ como arriba. Sean W y B movimientos brownianos inde-
pendientes en Rr y R respectivamente, entonces existe una trayectorialmente única solución
con condición inicial X0 = x al sistema de EDEs

dX11
t = 2

√√√√√X11
t −

r∑
i=1

 r∑
j=1

(
c−1
r

)
ij
X1,j+1
t

2

dBt + 2
r∑

i,j=1

(
c−1
r

)
ij
X1,j+1
t dW i

t + 2pdt,(3.1)

dX1,i+1
t = (crdWt)i , i ≤ d− 1,

Xij ≡ xij , 2 ≤ i, j ≤ d.

La solución además toma valores en S̄+
d , tiene el generador infinitesimal A1 y está dada



118
por

Xt =


1 0 0
0 cr 0
0 kr Id−r−1



Ut + V ′t Vt V ′t 0

Vt Ir 0
0 0 0




1 0 0
0 c′r k′r

0 0 Id−r−1

 , (3.2)

dUt = 2
√
UtdBt + (2p− r) dt, u = x11 − v′v ≥ 0,

V = W + v, v = c−1
r (x1,i+1)i≤r ,

donde V se toma como vector columna en Rr.

Demostración. Iniciemos probando que (3.1) tiene una trayectorialmente única solución
fuerte y que está dada por (3.2). Para esto, supongamos que X es una solución y definamos

V = c−1
r

(
X1,i+1

)
i≤r

,

U = X11 −
r∑
i=1

 r∑
j=1

(
c−1
r

)
ij
X1,j+1

2

,

= X11 − V ′V.

Ahora usemos el que x = cc′ junto con las definiciones anteriores para ver que
1 0 0
0 cr 0
0 kr Id−r−1



Ut + V ′t Vt V ′t 0

Vt Ir 0
0 0 0




1 0 0
0 c′r k′r

0 0 Id−r−1



=


Ut + V ′t Vt V ′t c

′
r V ′t k

′
r

crVt crc
′
r crk

′
r

krVt krc
′
r 0

 = Xt,

es decir que la primera parte de (3.2) se satisface. Como la primer matriz en la ecuación
anterior es invertible, tenemos que Xt ∈ S̄+

d si y sólo si para todo z ∈ Rd se tiene

z′


Ut + V ′t Vt V ′t 0

Vt Ir 0
0 0 0

 z = z2
1Ut +

r∑
i=1

(zi+1 + Viz1)2 ≥ 0,

lo cuál es cierto si y sólo si Ut ≥ 0.

Ahora, notemos que U0 ≥ 0 porque x ∈ S̄+
d mientras que dVt = c−1

r crdWt = dWt,
que junto con la condición inicial, prueban la última parte de (3.2). Finalmente, notemos
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que por como

dX11
t = 2

√
UtdBt + 2V ′t dVt + 2pdt

y por la fórmula de integración por partes,

dUt = dX11
t − dV ′t Vt − V ′t dVt − dV ′t dVt

= 2
√
UtdBt + 2pdt− dW ′tdWt

= 2
√
UtdBt + (2p− r) dt,

lo que prueba (3.2) y en particular muestra que U ≥ 0 porque 2p − r ≥ 0 y por lo tanto
Xt ∈ S̄+

d c.s., como queríamos probar. Probar que (3.2) efectivamente es una solución es
simple una vez que se sustituye todo.

Ahora probaremos que su generador infinitesimal es el deseado. Para esto, podemos
repetir los argumentos que usamos en la segunda prueba del lema 2.53 y sólo enfocarnos en
la parte de la difusión y en su variación cuadrática, verificando que coincidan con los de A1.
Como la deriva es 2pe1Id, claramente coincide con la deseada, por lo que sólo calcularemos
las variaciones y covariaciones cuadráticas:

d
[
X11

]
t

= 4Utdt+ 4V ′t Vtdt = 4X11
t dt,

d
[
X1,i+1, X1,j+1

]
t

= (crdWt)i (crdWt)j =
(
crc
′
r

)
ij dt = Xij

t dt, i, j ≤ d

d
[
X11, X1,i+1

]
t

= (crdWt)i 2
r∑

j,l=1

(
c−1
r

)
jl
X1,l+1
t dW j

t = 2X1,i
t dt, i ≤ r

d
[
X11, X1,i+1

]
t

= 2
r∑

j,l=1
ki−r,jr

(
c−1
r

)
jl
X1,l+1
t dt

= 2
r∑
l=1

(
krc
−1
r

)
i−r,l

X1,l+1
t dt = 2X1,i

t dt, i > r,

donde en la segunda igualdad usamos la tercera parte de (3.1). Se sigue de inmediato el que
su generador es A1, concluyendo la prueba.

Observación 3.7. Notemos que para nuestros fines, sólo hace falta hacer la simulación a un
tiempo específico que podemos suponer sin pérdida de generalidad, es 1. Para esto, sólo
requerimos simular a U1 y V1. El segundo se logra por medio de vaiid N (0, 1), mientras que
U1 ∼ χ2p−r (u) ya que U es un proceso cuadrado de Bessel.

Algoritmo 3.8. (simulación Wishart exacta 2p ≥ d − 1) Sean ω, σ ∈ S̄+
d y 2p ≥ d − 1.

Suponga que se quiere simular Ξ ∼Wd (p, ω, σ).

(i) Calcule ρ ∈Md,d tales que ρσρ−1 = Ik,d donde k = rank (σ) y definamos x = ρωρ−1.
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(ii) Para cada m = 0, . . . , k − 1 repita:

a) Calcule a (π, cr, kr), la descomposición extendida de Cholesky de (xij)i,j≥2 (ver
algoritmo en [32])

b) Defina π̃ =
(

1 0
0 π

)
, x̃ = π̃xπ̃′, v = c−1

r (x̃1,l+1)l≤r y u = x̃11 − v′v ≥ 0.

c) Simule W1 como r vaiid N (0, 1) y a U1 ∼ χ2p−r (u) (por ejemplo, ver [31]) y
defina V1 = v +W1, así como

X1 = π̃′


1 0 0
0 cr 0
0 kr Id−r−1



U1 + V ′1V1 V ′1 0

V1 Ir 0
0 0 0




1 0 0
0 c′r k′r

0 0 Id−r−1

 π̃.

d) Sim < k, tome a la matriz de permutación q dada por qk−m,1 = q1,k−m = qii para
todo i /∈ {k −m, 1} y con qij = 0 en otro caso (permutación de las coordenadas
1 y k −m) y redefina x = qX1q.

(iii) Tome Ξ = ρ−1xρ.

3.3. Estimación de los parámetros

Para poder tener aplicaciones, es importante poder hacer estimación de los pará-
metros del modelo. El método más comúnmente utilizado debido a sus fuertes resultados
asintóticos (y posiblemente uno de los más populares) es el de máxima verosimilitud. No
obstante, las transiciones Wishart sólo cuentan con densidad cuando 2p > d − 1 e incluso
entonces, esta tiene una forma composicional muy complicada.

De hecho, en el caso d = 1 (en el que nos encontramos con el modelo CIR), podemos
comprobar en [33] (y en el paquete de R que ofrece el mismo autor) que las densidades de
transición son complejas. Estas densidades están dadas en términos de sumas infinitas, lo
que convierte en un problema muy complicado maximizar la verosimilitud. El camino que
se toma es truncar la suma y optimizar numéricamente.

Esto da buenos resultados; sin embargo, estos son computacionalmente costosos y
no son del todo excepcionales, después de todo, el autor mismo declara en https://goo.gl/7e1XYv,
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al presentar su paquete de R: «(...) for CIR you might want to use the exact law of the
increments (i.e. the exact transition density)».

En nuestro contexto con d ∈ N, incluso teniendo densidades, la optimización de
la verosimilitud es considerablemente compleja, bastante más que en el caso d = 1. Esto
nos lleva a tomar el otro camino usual, a saber, discretizar y establecer un modelo lineal o
algo semejante. Supongamos que tenemos observaciones en un conjunto de tiempos finito
N ⊂ Q+ con separación constante ∆n, esto es,

N = {k∆n : k = 0, . . . , |N | − 1} .

Recordando que si tenemos una semimartingala de Wishart, entonces para cualquier Q con
Q′Q = α podíamos conseguir la existencia del movimiento browniano B con respecto al
cual se satisface la EDE de Wishart.

Para evitar este problema de identificabilidad de Q, lo que haremos es considerar
siempre Q =

√
α i.e., que Q es simétrica y positiva definida. De esta forma, la discretización

de la EDE de Wishart es:

∆Xn =
√
Xn∆BnQ+Q∆B′n

√
Xn +

(
2pα+ βXn +Xnβ

′)∆n.

Lo que debemos conseguir ahora es aislar a los incrementos del browniano ∆Bn, para
que el estimador máximo verosímil coincida con el de mínimos cuadrados (cuyo cálculo, a
priori, no es tan complicado). Para esto, haremos uso del producto de Kronecker y más
específicamente, de la simetrización SA,B antes introducida justo antes de (2.2):

vec (∆Xn) = S√Xn,Qvec (∆Bn) + (2pvec (α) + SId,Xnvec (β)) ∆n.

Abreviamos Zn = SId,Xn y Yn = S√Xn,Q, con las que podemos reescribir:

Y g
n [vec (∆Xn)− (2pvec (α) + Znvec (β)) ∆n] = Y g

n Ynvec (∆Bn) . (3.3)

Aquí es importante notar que Y g
n Yn (la cuál vale 1

2SId,Id siXn es invertible) es una proyección
ortogonal, es decir que la podemos ver como P ′nIdn,dPn donde Pn es una matriz ortogonal
y donde Idn,d es una matriz diagonal con dn unos y d− dn ceros.

Como Pnvec (∆Bn) d= vec (∆Bn), entonces Y g
n Ynvec (∆Bn) consta de una colec-

ción variables aleatorias gaussianas con matriz de covarianzas Y g
n Yn (obteniendo el mismo

efecto que en la representación como cambio de tiempo, donde observamos que a lo más
requerimos de d(d+1)

2 movimientos brownianos escalares independientes) que suman a dn
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vaiid gaussianas.

Luego, si queremos optimizar la verosimilitud tendríamos que seguir un camino
relativamente complejo puesto que Yn depende de Q. No obstante, dado que el lado iz-
quierdo se encuentra en la imágen de Y g

n , este sistema de ecuaciones se puede reescribir
en términos de dn ecuaciones igualadas a ruidos gaussianos independientes e idénticamente
distribuidos.

Por esta razón queremos minimizar la suma de cuadrados de Id.,dPnvec (∆Bn), que,
como P ′n es ortogonal, esto equivale a minimizar la suma de cardados del lado izquierdo de
(3.3). Sea Vn = Y g

nZn, entonces la ecuación (3.3) se convierte en

Y g
n vec

( ∆
∆nXn

)
− 2pY g

n vec (α)− Vnvec (β) = Y g
n Ynvec

( ∆
∆nBn

)
.

Denotemos Un = 2pY g
n vec (α)− Y g

n vec
(

∆
∆nXn

)
y notemos que debemos minimizar

f (p,Q, β) :=
∑
n

‖Un + Vnvec (β)‖2 (3.4)

=
∑
n

d2∑
i=1

U in +
∑
k,l

V i,υ(k,l)
n βk,l

2

.

Derivando parcialmente respecto de cada βr,s e igualando a 0 obtenemos,

0 = ∂

∂βr,s
f (p,Q, β)

=
∑
n

d2∑
i=1

∂

∂βr,s

U in +
∑
k,l

V i,υ(k,l)
n βk,l

2

=
∑
n

d2∑
i=1

2V i,υ(r,s)
n

U in +
∑
k,l

V i,υ(k,l)
n βk,l


= 2

∑
n

d2∑
i=1

V i,υ(r,s)
n U in + 2

∑
k,l

∑
n

d2∑
i=1

V i,υ(r,s)
n V i,υ(k,l)

n βk,l

= 2
∑
n

(
V ′nUn

)υ(r,s) + 2
∑
k,l

(∑
n

(
V ′nVn

)υ(r,s),υ(k,l)
)
βk,l

= 2
∑
n

(
V ′nUn

)υ(r,s) + 2
((∑

n

V ′nVn

)
vec (β)

)υ(r,s)

.

Matricialmente esto se traduce en

−
∑
n

V ′nUn =
(∑

n

V ′nVn

)
vec (β) ,
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cuya solución es

β (p,Q) := −vec−1 (S1 (Q)S2 (p,Q)) ,

donde S1 (Q) = (
∑
n V
′
nVn)−1 y

S2 (p,Q) =
∑
n

V ′nUn

=
∑
n

V ′n

(
2pY g

n vec (α)− Y g
n vec

( ∆
∆nXn

))

=
∑
n

2p
(∑

n

V ′nY
g
n

)
vec (α)− V ′nY g

n vec
( ∆

∆nXn

)
= 2pS3 (Q) vec (α)− S4 (Q) ,

donde S3 (Q) =
∑
n V
′
nY

g
n y S4 (Q) =

∑
n V
′
nY

g
n vec

(
∆

∆nXn

)
. Ahora hagamos lo mismo

respecto de p en
[
d−1

2 ,∞
)
y comparemos con las evaluaciones de f para p ∈

{
1
2 , . . . ,

d−2
2

}
.

Procedamos con algunos cálculos (recordando que sólo Un depende de p),

0 = ∂

∂p
f (p,Q, β)

∣∣∣∣
β=β(p,Q)

=
∑
n

d2∑
i=1

∂

∂p

(
U in + (Vnvec (β (p,Q)))i

)2
∣∣∣∣
β=β(p,Q)

=
∑
n

d2∑
i=1

2 (2Y g
n vec (α))i (Un + Vnvec (β (p,Q)))i

= 4
∑
n

(Y g
n vec (α))′ (Un − VnS1 (Q)S2 (p,Q)) .

Si ahora definimos S5 (Q) =
∑
n Y

g′
n Y

g
n vec

(
∆

∆nXn

)
y S6 (Q) =

∑
n Y

g′
n Y

g
n , obtenemos fácil-

mente

0 =
∑
n

vec (α)′ Y g′
n

(
2pY g

n vec (α)− Y g
n vec

( ∆
∆nXn

)
− VnS1 (Q)S2 (p,Q)

)

= vec (α)′
(

2p
(∑

n

Y g′
n Y

g
n

)
vec (α)

−
∑
n

Y g′
n Y

g
n vec

( ∆
∆nXn

)
−
(∑

n

V ′nY
g
n

)′
S1 (Q)S2 (p,Q)

)
= vec (α)′

(
2pS6 (Q) vec (α)− S5 (Q) + S3 (Q)′ S1 (Q) (S4 (Q)− 2pS3 (Q) vec (α))

)
= vec (α)′

(
S3 (Q)′ S1 (Q)S4 (Q)− S5 (Q) + 2p

(
S6 (Q)− S3 (Q)′ S1 (Q)S3 (Q)

)
vec (α)

)
.
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Es decir que si definimos a

p0 (Q) :=
vec (α)′

(
S3 (Q)′ S1 (Q)S4 (Q)− S5 (Q)

)
2vec (α)′

(
S3 (Q)′ S1 (Q)S3 (Q)− S6 (Q)

)
vec (α)

,

entonces el mínimo se da en p (Q), dado por p0 (Q) si p0 (Q) ≥ d−1
2 o en algún p ∈{

1
2 , . . . ,

d−2
2

}
en caso contrario.

De hecho, como f (p,Q, β (p,Q)) es una suma de términos de la forma (a+ bp)2,
es claro que es convexa respecto de p y por lo tanto en p0 (Q) se obtiene el mínimo global.
Así, f es de la forma ap2 + bp + c y es por lo tanto simétrica; de tal suerte que p (Q) =
arg ı́nfq∈∆d

|p0 (Q)− q|.

La optimización respecto de Q es más complicada por el papel que juegan Vn, Yn,
p (Q) y β (p (Q) , Q) en él. De resulta extremadamente complicado derivar respecto de las
entradas de Q y obtener algo con representación de donde podamos despejar a Q fácilmente,
por lo tanto optimizaremos numéricamente a f (Q) := f (p (Q) , Q, β (p (Q) , Q)).

Por supuesto, podemos calcular la derivada e intentar encontrar el cero numérica-
mente o realizar evaluaciones hasta encontrar la que minimice f . Los cálculos computacio-
nalmente complicados (i.e., posiblemente largos, dependiendo de N) recaen principalmente
sobre:

S1 (Q) =
(∑

n

V ′nVn

)−1

=
(∑

n

Z ′nY
g′
n Y

g
nZn

)−1

S3 (Q) =
∑
n

V ′nY
g
n =

∑
n

Z ′nY
g′
n Y

g
n

S4 (Q) =
∑
n

V ′nY
g
n vec

( ∆
∆nXn

)
=
∑
n

Z ′nY
g′
n Y

g
n vec

( ∆
∆nXn

)
S5 (Q) =

∑
n

Y g′
n Y

g
n vec

( ∆
∆nXn

)
S6 (Q) =

∑
n

Y g′
n Y

g
n ,

que, si definimos Wn = Y g′
n Y

g
n = (YnY ′n)g, se pueden simplificar a

S1 (Q) = (
∑
n Z
′
nWnZn)−1 S5 (Q) =

∑
nWnvec

(
∆

∆nXn

)
S3 (Q) =

∑
n Z
′
nWn S6 (Q) =

∑
nWn.

S4 (Q) =
∑
n Z
′
nWnvec

(
∆

∆nXn

)
De esta forma, toda la dependencia de las funciones Sk para k = 1, . . . , 6 en Q se absorbe
por las Wn. Se hacen todas estas consideraciones para la implementación numérica en la
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optimización de f (Q) := f (p (Q) , Q, β (p (Q) , Q)) dada por:

f (Q) =
∑
n

∥∥∥∥2p (Q)Y g
n vec (α)− Y g

n vec
( ∆

∆nXn

)
+ Y g

nZnS1 (Q) (S4 (Q)− 2p (Q)S3 (Q) vec (α))‖2 ,

y en el cálculo de p (Q) y β (p (Q) , Q).

Como cualquier método numérico requiere de una estimación inicial, queremos una
semilla que a priori sea buena, para que el algoritmo sea más eficiente. Para esto requerimos
una estimación inicial de α y lo que haremos será discretizar la identidad

d
[
Xij , Xkl

]
t

=
(
Xik
t αjl +Xil

t αjk +Xjk
t αil +Xjl

t αik
)
dt.

Esto es, quisiéramos que

g (α) =
∑
n

∑
ijkl

(
Xik
n αjl +Xil

nαjk +Xjk
n αil +Xjl

n αik −
∆Xij

n ∆Xkl
n

∆n

)2

= 0,

y por lo tanto, el camino natural es buscar minimizar a g. Aunque en general se puede usar
cualquier otra distancia, como los cálculos salen bastante sencillos con la euclidiana, esta es
la que se presenta en este trabajo.

Para minimizar g, derivemos respecto de cada αrs e igualemos a cero para obtener

0 = ∂

∂αrs
g (α)

=
∑
n

∑
ijkl

2
(
Xik
n αjl +Xil

nαjk +Xjk
n αil +Xjl

n αik −
∆Xij

n ∆Xkl
n

∆n

)

×
(
Xik
n δjrδls +Xil

n δjrδks +Xjk
n δirδls +Xjl

n δirδks
)

= 8
∑
n

∑
ik

Xik
n

(
Xik
n αrs +Xis

n αrk +Xrk
n αis +Xrs

n αik −
∆Xir

n ∆Xks
n

∆n

)

= 8
∑
n

(
tr
(
X2
n

)
αrs +

(
αX2

n

)rs
+
(
X2
nα
)rs

+Xrs
n tr (Xnα)− (∆XnXn∆Xn)rs

∆n

)
,

cuya expresión matricial es

0 =
∑
n

tr
(
X2
n

)
α+ αX2

n +X2
nα+Xntr (Xnα)− ∆XnXn∆Xn

∆n .

donde tr (Xnα) =
∑
ikX

ik
n αik = vec (Xn)′ vec (α). Si ahora vectorizamos y hacemos uso de
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las propiedades del producto de Kronecker, podemos reescribirlo como

vec
(∑

n

∆XnXn∆Xn

∆n

)
=
(∑

n

tr
(
X2
n

)
Id2 +

(
X2
n ⊗ Id

)
+
(
Id ⊗X2

n

)
+ vec (Xn) vec (Xn)′

)
vec (α) .

Ahora observemos que

tr
(
X2
n

)
Id2 ,

(
X2
n ⊗ Id

)
,
(
Id ⊗X2

n

)
, vec (Xn) vec (Xn)′ ∈ S̄+

d ,

y por lo tanto

∑
n

tr
(
X2
n

)
Id2 +

(
X2
n ⊗ Id

)
+
(
Id ⊗X2

n

)
+ vec (Xn) vec (Xn)′ ∈ S̄+

d ,

donde sabemos que está en S+
d si al menos uno de los términos es positivo definido. En caso

contrario, es bastante complicado determinar si es o no positivo definido, pero para fines de
encontrar una única solución, asumiremos que lo es y que por lo tanto podemos calcular la
estimación inicial α̂ a través de

vec (α̂) =
(∑

n

tr
(
X2
n

)
Id2 +

(
X2
n ⊗ Id

)
+
(
Id ⊗X2

n

)
+ vec (Xn) vec (Xn)′

)−1

× vec
(∑

n

∆XnXn∆Xn

∆n

)
.

Asimismo, podemos tomar Q̂ :=
√
α̂ como estimador inicial y proceder con una

optimización numérica de f (Q). Alternativamente, si el programa es muy lento, uno puede
simplemente tomar como parámetros estimados a la terna

(
p̂, Q̂, β̂

)
donde p̂ = p

(
Q̂
)
y

β̂ = β
(
p
(
Q̂
)
, Q̂
)
.

Algunas consideraciones se pueden tener en el caso en que estemos seguros de que
2p ≥ d − 1, es decir, cuando nuestras observaciones Xn son todas positivas definidas (i.e.,
invertibles). Usando (2.2), vemos que

Wnvec (α) =
(
YnY

′
n

)g vec (α) = 1
4vec

(
X−1
n

)
vec (α)′Wn =

((
YnY

′
n

)g vec (α)
)′ = 1

4vec
(
X−1
n

)′
.

Algunos cálculos similares muestran que entonces

(
Z ′n
(
YnY

′
n

)g vec (α)
)υ(i,j) = 1

4
∑
kl

(
Xjl
n δik +Xjk

n δil
) (
X−1
n

)kl
= 2

4δij =
(1

2vec (Id)
)
υ(i,j)

,
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es decir que Z ′n (YnY ′n)g vec (α) = 1

2vec (Id) y por lo tanto tenemos

S3 (Q) vec (α) = |N |
2 vec (Id)

vec (α)′ S6 (Q) vec (α) = 1
4tr

((∑
n

X−1
n

)
α

)
.

Esto puede simplificar las formas

p0 (Q) =
|N | vec (Id)′ S1 (Q)S4 (Q) + |N |

2
∑
n tr

(
X−1
n

∆
∆nXn

)
|N |2 vec (Id)′ S1 (Q) vec (Id) + tr

((∑
nX

−1
n

)
α
) , y

β (Q) = vec−1 (S1 (Q) (S4 (Q)− |N | p (Q) vec (Id))) ,

con el fin de tener menor cantidad de errores por truncamientos de la computadora.

3.4. El modelo Heston-Wishart

Uno podría, en principio, plantear modelar un conjunto de volatilidades interac-
tuando con la ayuda de procesos de Wishart, siguiendo la idea de Cox, Ingersoll y Ross (ver
[23]) para el caso de una única volatilidad. Esto tendría sentido en el caso en que se tienen
posiciones en activos o tasas de distintas nacionalidades o en diferentes divisas.

La interpretación de esto es que las entradas diagonales simbolizan las volatilidades
de cada uno de los activos, mientras que las entradas fuera de la diagonal miden los efectos
entre estas volatilidades, de la misma forma en que las covarianzas relacionan las varianzas
de diferentes variables aleatorias.

Por ejemplo, si Xt ∼WPd (p, α, β, x) está modelando una colección de d volatilida-
des y sus interacciones y en nuestro portafolio contamos con una ponderación en diferentes
activos de valores Sit , entonces la volatilidad y covolatilidad del proceso están dados por la
variación y covariación cuadrática del proceso logaritmo de los precios.

Siguiendo las ideas del modelo Black-Scholes y Heston (ver [23]), querríamos mo-
delar d activos a través de un proceso estocástico S con valores en Rd+ cuya dinámica
estocástica satisface una EDE. Para especificar la misma, lo que haremos es dar la dinámi-
ca del proceso logaritmo de los precios. La motivación es clara: el proceso logaritmo de los
precios satisface propiedades mucho más sencillas de analizar.

Como en muchas otras situaciones, la extensión de los modelos al caso multidimen-
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sional nunca está dada de manera única. Aquí sólo presentaremos una posible generalización
del modelo de Heston al caso vectorial. Otros enfoques (equivalentes a casos particulares de
este) los introdujeron Gourieroux y Sufana en [34, 35], Gnoatto en [36], Ahdida, Alfonsi y
Palidda en [37] y Alfonsi en [23].

Aunque este enfoque está aún es su etapa experimental, los procesos de Wishart
ya han sido usados para modelar la volatilidad de un único activo. Comúnmente se usa la
traza del proceso en lugar del modelo CIR para modelar la volatilidad, lo que preserva el
carácter afín pero introduce efectos diversos (ver 2.49). Esta ligera extensión al modelo de
Heston unidimensional ha sido planteado y descrito por Da Fonseca, Grasselli y Tebaldi en
[38], donde también hay experimentos numéricos con datos del mercado, y por Benabid,
Bensusan y El Karoui en [39].

La existencia fuerte y unicidad trayectorial de las soluciones viene dada por el
teorema 2.21 y no nos concentraremos tanto en ello. En lo que sigue, denotaremos por
diag (A) al vector columna cuyas entradas son los elementos de la diagonal de A ∈ Mn,n.
Similarmente, para x ∈ Rn, denotaremos por diag−1 (x) a la matriz diagonal enMn,n tal que
diag (A) = x. Observemos que diag−1 no es una verdadera inversa, a pesar de la notación
que usamos, porque siempre regresa matrices diagonales.

Para X ∼WPd (p, α, β, x0), un vector ν ∈ Rd y una matriz µ ∈Md,d, considerare-
mos el sistema de EDE dado por

dZt =
(
µZt + ν − 1

2diag (Xt)
)
dt+

√
XtdWt, Z0 = z0, (3.5)

dXt =
√
XtdBtQ+Q′dB′t

√
Xt +

(
2pα+ βXt +Xtβ

′) dt,
donde W es un movimiento browniano en Rd y donde

[W,B] = [W, vec (B)] = ρId,

para una matriz ρ ∈Md,d2 tal que

(
Id ρ

ρ′ Id2

)
∈ S+

d2+d.

Nos referiremos a (3.5) como el sistema de EDEs de Heston-Wishart. Como mencionamos,
la existencia el proceso se sigue de la existencia de (W,X,B) y del teorema 2.21. Esto se
consigue notando que el coeficiente f es globalmente Lipschitz en

dZ ′t = f
(
Z ′t
)
dUt
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donde

Ut =
(
µ′t, diag−1

∫ t

0
(ν − diag (Xs)) ds, diag−1

∫ t

0
dW ′s

√
Xs

)′
f
(
Z ′t
)

=
(
Z ′t,1′

)
,

donde 1 es el vector en Rn (para una n apropiada, en este caso n = 2d) que tiene un 1
en cada entrada; esto es directo puesto que dZ ′t =

(
Z ′tµ

′ + ν ′ − diag (Xt)′
)
dt + dW ′t

√
Xt.

No obstante, en nuestro caso podemos conseguir una fórmula explícita para la solución;
definamos

Zt = etµ
(
z0 +

∫ t

0
e−sµ

(
ν − 1

2diag (Xs)
)
ds+

∫ t

0
e−sµ

√
XsdWs

)
,

y verifiquemos con la fórmula de integración por partes que

dZt = µetµ
(
z0 +

∫ t

0
e−sµ

(
ν − 1

2diag (Xs)
)
ds+

∫ t

0
e−sµ

√
XsdWs

)
dt

+ etµ
(
e−tµ

(
ν − 1

2diag (Xt)
)
dt+ e−tµ

√
XtdWt

)
= µZtdt+

(
ν − 1

2diag (Xt)
)
dt+

√
XtdWt,

además de que trivialmente Z0 = z0. Ahora, es inmediato el que

d
[
Zi, Zj

]
t

=
∑
k

√
Xt

ik√
Xt

jk
dt = Xij

t dt,

de forma que X efectivamente captura la información de la volatilidad en el sentido de que
modela la covariación cuadrática del proceso de logprecios o rendimientos. Alternativamente,
podemos considerar la primer EDE como

dZt =
(
µZt + ν − 1

2diag (Xt)
)
dt+

√
Xt

(
ρvec (dBt) +

√
Id − ρρ′dVt

)
,

donde V es un movimiento browniano en Rd independiente de B. Es claro también, del
argumento de McKean (proposición 2.65) que Z no explota en tiempo finito y por lo tanto
existe en todo R+. También podemos calcular

d
[
Xij , Zk

]
t

=
∑
lrs

(√
Xt

kl
dW l

t

) (√
Xt

ri
dBrs

t Q
sj +QsidBrs

t

√
Xt

rj
)

=
∑
lrs

√
Xt

kl
ρl,υ(r,s)

(√
Xt

ri
Qsj +Qsi

√
Xt

rj
)
dt

=
∑
lrs

√
Xt

kl
ρl,υ(r,s)

((
Q⊗

√
Xt

)
υ(r,s),υ(i,j)

+
(
Q⊗

√
Xt

)
υ(r,s),υ(j,i)

)
dt

=
((√

Xtρ
(
Q⊗

√
Xt

))
k,υ(i,j)

+
(√

Xtρ
(
Q⊗

√
Xt

))
k,υ(j,i)

)
dt.
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De hecho, la expresión anterior se puede simplificar si ρ tiene una estructura más simple.
Nuestro ejemplo de mayor interés es cuando los efectos de correlación entre brownianos
vienen dados por dos fuentes.

Primero, cada entrada de W por columna de B aportan a la estructura y entre
dos columnas de B el efecto es en esencia el mismo, i.e., sólo cambia de acuerdo a un factor
constante. En segundo lugar, hay otro efecto que relaciona a todas las entradas de B con
cada una de W y esta estructura sólo varía de acuerdo a una constante de una entrada
de W a otra. Esto se resume en pensar que ρ = ρ1,1 ⊗ ρ1,2 + ρ2,1 ⊗ vec

(
ρ2,2) para algunos

ρ1,1,
(
ρ2,1)′ ∈M1,d, ρ1,2 ∈Md,d y ρ2,2 ∈Md.d. En este caso, la expresión anterior se simplifica

a

d
[
Xij , Zk

]
t

=
∑
lrs

√
Xt

kl
(
ρ1,1
s ρ1,2

l,r + ρ2,1
l ρ2,2

r,s

) (√
Xt

ri
Qsj +Qsi

√
Xt

rj
)
dt

=
((√

Xtρ
1,2√Xt

)ki (
ρ1,1Q

)j
+
(√

Xtρ
1,2√Xt

)kj (
ρ1,1Q

)i)
dt

+
(
ρ2,1√Xt

)k ((√
Xtρ

2,2Q
)ij

+
(√

Xtρ
2,2Q

)ji)
dt.

De hecho tenemos

ρvec (B) =
(
ρ1,1 ⊗ ρ1,2 + ρ2,1 ⊗ vec

(
ρ2,2

))
vec (B)

= vec
(
ρ1,2B

(
ρ1,1

)′
+ vec

(
ρ2,2

)
B
(
ρ2,1

)′)
,

por lo que si ρ = ρ1,1 ⊗ Id y µ = 0, obtenemos justamente el modelo de Gourieroux y
Sufana descrito en [23] (donde la primer condición va a ser necesaria para poder calcular la
transformada de Fourier-Laplace).

Además, fácilmente podemos calcular para Si = exp
{
Zi
}
,

dSit
Sit

=

∑
j

µijZ
j
t + νi

 dt+
∑
j

√
Xt

ij
dW j

t ,

d
[
Si, Sj

]
t

=
∑
k

√
Xt

ik√
Xt

jk
SitS

j
t dt = SitX

ij
t S

j
t dt.

Así, podemos notar cómo el proceso de covariaciones cuadráticas de S es proporcional a
cada activo y a su covolatilidad Xij .

Con todo esto, podemos entender el papel que juega cada parámetro: µ establece
una conexión de deriva entre los rendimientos de los activos, esto podría verse como una
influencia direccional entre los logaritmos de los activos (comúnmente interpretado como
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sus rendimientos instantáneos pues ∆ log (x) = ∆x

x +o (∆x)) porque, de acuerdo al signo de
µij , si Zj toma valores grandes, este influenciará a Zi a tomar valores grandes también si
µij ≥ 0 o a tomar valores más pequeños si µij < 0. Similarmente ν determina la tendencia
media de Z, tal como en el caso del modelo de Heston clásico (escalar).

Como en el caso escalar (en el modelo de Heston clásico) existe una transformada
de Fourier para el proceso (Z,X) y nos permite hacer valuaciones exactas de opciones
europeas, buscaremos extender este resultado al modelo Heston-Wishart. Antes de poder
lograrlo, deberemos probar un pequeño lema técnico.

Lema 3.9. Supongamos que A es una función analítica del tiempo con valores en Mn,n de
la forma

A (t) =
∑
n≥0

Ant
n,

entonces la matriz fundamental Φ, solución a

∂

∂t
Φ (t) = A (t) Φ (t) , Φ (0) = In,

es analítica con coeficientes Φn que satisfacen Φ0 = In y

nΦn =
k−1∑
k=0

ΦkAn−k−1,

para cada n > 0.

Demostración. Basta probar que si tenemos coeficientes que satisfagan la recursión anterior,
entonces Φ (t) :=

∑
n≥0 Φnt

n es solución a la ecuación diferencial. Claramente tenemos
Φ (0) = In, además

∂

∂t
Φ (t) =

∑
n≥1

nΦnt
n−1

=
∑
n≥1

k−1∑
k=0

An−k−1Φkt
n−1

=
∑
n≥1

k−1∑
k=0

An−k−1t
n−k−1Φkt

k

=

∑
n≥0

Ant
n

∑
n≥0

Φnt
n


= A (t) Φ (t) ,

con lo que concluye la prueba.
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Supongamos de momento que ρ2,1 = 0 y que ρ1,2 es un múltiplo escalar de la

matriz identidad. Equivalentemente (permitiendo que ρ1,1 absorba la constante), asumimos
que ρ = ρ1,1 ⊗ Id. Similarmente a cuando conseguimos la transformada de Fourier-Laplace
conjunta de (X,X · Id), para cada w ∈ Rd y v ∈ Sd, consideremos a la matriz

Av,w (t) =

 −β − 1
2Q
′ (ρ1,1)′w′etµ −2α

−1
2diag

−1
(
etµ
′
w
)

+ 1
2e
tµ′ww′etµ + v β′ + 1

2e
tµ′wρ1,1Q


=

(
−β −2α
v β′

)
+
∑
n≥0

tn
1
n!

 −1
2Q
′ (ρ1,1)′w′µn 0

−1
2diag

−1
(
(µn)′w

)
+ 1

2
∑n
k=0

(n
k

)
µkww′µn−k 1

2µ
nwρ1,1Q

 ,
y sea Φv,w la matriz fundamental dada por el lema anterior. Fijemos u ∈ Sd y consideremos
a la función suave Pu,v,w =

(
S′u,v,w, T

′
u,v,w

)′
con valores en M2d,d, donde Su,v,w y Tu,v,w

toman valores en Md,d, dada por

Pu,v,w = Φv,w

(
Id

u

)
.

Se sigue que Su,v (0) = Id y Tu,v (0) = u y por lo tanto podemos definir a la función suave

ψu,v,w (t) = Tu,v,w (t)Su,v,w (t)−1 , ψu,v,w (0) = u,

al menos en [0, T ), para un tiempo fijo T > 0 en el que Su,v,w se vuelve singular (no
invertible). Para relajar la notación, quitaremos los subíndices de P , S y T a menos que la
dependencia en u, v o w se desee enfatizar. Luego, como

∂

∂t
P = ∂

∂t
Φv,w

(
Id

u

)
= Av,wΦv,w

(
Id

u

)
= Av,wP,

deducimos que

∂

∂t
S =

(
−β − 1

2Q
′
(
ρ1,1

)′
w′etµ

)
S − 2αT

∂

∂t
T =

(
−1

2diag
−1
(
etµ
′
w
)

+ 1
2e

tµ′ww′etµ + v

)
S +

(
β′ + 1

2e
tµ′wρ1,1Q

)
T.
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Así, podemos deducir que

∂

∂t
ψu,v,w =

((
−1

2diag
−1
(
etµ
′
w
)

+ 1
2e

tµ′ww′etµ + v

)
S +

(
β′ + 1

2e
tµ′wρ1,1Q

)
T

)
S−1

− TS−1
((
−β − 1

2Q
′
(
ρ1,1

)′
w′etµ

)
S − 2αT

)
S−1

= −1
2diag

−1
(
etµ
′
w
)

+ 1
2e

tµ′ww′etµ + v +
(
β′ + 1

2e
tµ′wρ1,1Q

)
ψu,v,w

+ ψu,v,w

(
β + 1

2Q
′
(
ρ1,1

)′
w′etµ

)
+ 2ψu,v,wαψu,v,w.

De manera completamente análoga al teorema 2.46, es fácil verificar que ψu,v,w es simétrica
y positiva definida al menos hasta un tiempo fijo σ > 0. Definamos ahora a las funciones
ϑw y φu,v,w con valores en Rd y R respectivamente, dadas por

ϑw (t) = etµ
′
w

φu,v,w (t) =
∫ t

0

(
2ptr (ψu,v,w (s)α) + w′esµν

)
ds.

Entonces claramente tenemos que estas funciones satisfacen el sistema de ecuaciones tipo
Riccati dadas por

∂
∂tϑw = µ′ϑw ϑw (0) = w

∂
∂tφu,v,w = 2ptr (ψu,v,wα) + ϑ′wν φu,v,w (0) = 0
∂
∂sψu,v,w = 1

2ϑwϑ
′
w − 1

2diag
−1 (ϑw) + ψu,v,w

(
β + 1

2Q
′ (ρ1,1)′ ϑ′w) ψu,v,w (0) = u.

+
(
β′ + 1

2ϑwρ
1,1Q

)
ψu,v,w + 2ψu,v,wαψu,v,w + v

(3.6)
Se sigue directamente que ∂

∂tϑ
′
wz = ϑ′wµz y además podemos escribir

tr
(
ϑwρ

1,1Qψu,v,wx
)

= ρ1,1Qψu,v,w
√
x
(
ρ1,2

)′√
xϑw

=
∑
lrs

(
Qψu,v,w

√
x
)sr (

ρ1,1
s ρ1,2

l,r

) (√
xϑw

)l
=

∑
lrs

(√
xϑw

)l
ρl,υ(r,s)

(√
xψu,v,wQ

′)rs ,
entonces también tenemos para todo x ∈ S̄+

d , por la invariancia cíclica de la traza y su
invariancia ante transposiciones,

tr
(
∂

∂t
ψu,v,wx

)
= 1

2ϑ
′
wxϑw + tr (vx) + 2tr (ψu,v,w (αψu,v,w + β)x)

+ ϑ′w
√
xρ
(
Q⊗

√
x
)
vec (ψu,v,w)− 1

2ϑ
′
wdiag (x) .
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Luego, sumando las tres igualdades podemos deducir que para t ∈ (0, σ) fijo,

0 = ∂

∂s
φu,v,w (t− s) + tr

(
∂

∂s
ψu,v,w (t− s)x

)
+ ∂

∂s
ϑw (t− s)′ z + 1

2ϑw (t− s)′ xϑw (t− s)

+ 2tr (ψu,v,w (t− s) (αψu,v,w (t− s) + β)x)

+ ϑw (t− s)′
(√
xρ
(
Q⊗

√
x
))

vec (ψu,v,w (t− s))

+ 2ptr (ψu,v,w (t− s)α)

+ ϑw (t− s)′
(
µz + ν − 1

2diag (x)
)

+ tr (vx) .

Equivalentemente, lo podemos escribir como

0 = ∂

∂s
φu,v,w (t− s) + tr

(
∂

∂s
ψu,v,w (t− s)x

)
+ ∂

∂s
ϑw (t− s)′ z

+ 1
2
∑
ij

ϑw (t− s)i ϑw (t− s)j xij + 1
2
∑
ijkl

ψu,v,w (t− s)ji ψu,v,w (t− s)lk αijkl (x)

+ 1
2
∑
ijk

ψu,v,w (t− s)ji ϑw (t− s)k
((√

xρ
(
Q⊗

√
x
))
k,υ(i,j) +

(√
xρ
(
Q⊗

√
x
))
k,υ(j,i)

)
+ tr

(
ψu,v,w (t− s)

(
2pα+ βx+ xβ′

))
+
∑
i

ϑw (t− s)i
(

(µz)i + νi −
1
2xii

)
+ tr (vx) .

De aquí se sigue directamente que si tomamos a la semimartingala J ts = f (s,Xs,
∫ s
0 Xrdr, Zs)

donde

f (s, x, y, z) = exp
{
φu,v,w (t− s) + 〈ψu,v,w (t− s) , x〉+ 〈v, y〉+ ϑw (t− s)′ z

}
,

entonces, puesto que todos los términos de variación finita en compactos desaparecen al
usar la fórmula de Itô, tenemos que J t es una martingala local no negativa y por lo tanto,
una supermartingala.

Teorema 3.10. Consideremos u, v hermitianas con <u,<v ∈ −S̄+
d y w ∈ iRd y supongamos

que ρ = ρ1,1 ⊗ Id. Entonces para todo t ≥ 0 tenemos

E exp
{
〈u,Xt〉+

〈
v,

∫ t

0
Xsds

〉
+ w′Zt

}
= exp

{
φu,v,w (t) + 〈ψu,v,w (t) , x0〉+ ϑw (t)′ z0

}
.

Además, para s, t ≥ 0 se tienen las siguientes ecuaciones de semiflujo

φu,v,w (t+ s) = φu,v,w (s) + φςu,v(s),v,ϑw(s) (t) (3.7)

ψu,v,w (t+ s) = ψψu,v,w(s),v,ϑw(s) (t)

ϑw (t+ s) = ϑϑw(s) (t) .
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De hecho, la fórmula es válida para toda elección de matrices hermitianas u, v y w ∈ Cd

hasta antes de la explosión de (φu,v,w, ψu,v,w, ϑw).

Demostración. Para la fórmula general de la característica, observemos que la construcción
de (φu,v,w, ψu,v,w, ϑw) es válida para cualesquiera u, v hermitianas y v ∈ Cd y las conclusiones
son las mismas. Como vimos, J ts es una martingala local compleja para t ∈ (0, σ) con
(recordemos que los términos de variación finita en compactos desaparecieron)

dJ ts
J ts

= −ϑw (t− s)′
√
XsdWs − tr (ψu,v,w (t− s) dMs) , 0 ≤ s ≤ t,

donde M es la parte martingala de X. Como J t = f (Id,X, Y, Z) es una exponencial cuyo
exponente tiene parte real no positiva, entonces

∣∣J t∣∣ ≤ 1, de donde podemos concluir que
J t es una verdadera martingala y concluir la primera afirmación (incluyendo la conclusión
implícita de que σ = ∞) de la misma manera que en los teoremas 2.42 y 2.46. Para la
segunda parte, nuevamente usemos la propiedad de Markov:

E exp
{
〈u,Xt+s〉+

〈
v,

∫ t+s

0
Xudu

〉
+ w′Zt+s

}
= E

(
E

(
exp

{
〈u,Xt+s〉+

〈
v,

∫ t+s

0
Xudu

〉
+ w′Zt+s

}∣∣∣∣Ft))
= E exp

{
φu,v,w (s) + 〈ψu,v,w (s) , Xt〉+

〈
v,

∫ t

0
Xudu

〉
+ ϑw (s)′ Zt

}
exp

{
φu,v,w (s) + φψu,v,w(s),v,ϑw(s) (t) +

〈
ψψu,v,w(s),v,ϑw(s) (t) , x0

〉
+ ϑϑw(s) (t)′ z0

}
,

concluyendo la prueba de estas afirmaciones. La última afirmación una vez más se sigue de
las propiedades analíticas de la transformada de Fourier-Laplace cuando esta existe en una
vecindad del 0 y de que, para u, v ∈ Sd y w ∈ Rd, J t es una martingala local no negativa y
por lo tanto una supermartingala, lo que implica que

E exp
{
〈u,Xt〉+

〈
v,

∫ t

0
Xsds

〉
+ w′Zt

}
= EJ tt ≤ EJ t0 <∞,

hasta antes del tiempo de explosión (posiblemente infinito).

Un resultado de especial interés en finanzas es el teorema de Girsanov. Este teo-
rema nos permite modificar la deriva del modelo con una medida equivalente Q hasta ob-
tener una semimartingala que, al descontarse con la tasa libre de riesgo (i.e., multiplicando
porexp {−RId} para alguna R) nos deja una martingala local.

Por esta razón, a la medida Q se le conoce como medida libre de riesgo o neutral al
riesgo. El caso general en el modelo de Heston-Wishart, por ser de interés, lo presentaremos
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a continuación.

Teorema 3.11. (cambio de deriva para el modelo Heston-Wishart) Consideremos µ̃, β̃ ∈
Md,d, ν̃ ∈ Rd, p, p̃ ≥ d−1

2 y definamos A = {p 6= p̃} ∪ {µ 6= µ̃} ∪ {ν 6= ν̃}. Supongamos
adicionalmente que 1 /∈ σ (ρρ′) y que, según sea el caso,

(i) si se tiene A, entonces p ∧ p̃ ≥ d+1
2 y x ∈ S+

d ,

(ii) si β 6= β̃, entonces Q es invertible.

Entonces existe una medida de probabilidad equivalente P̃, tal que su proceso de derivadas
de Radon-Nikodym está dado por la martingala ζ donde

ζt = E
(
−
∫ t

0
tr (ξsdBs)−

∫ t

0
η′sdVs

)
,

para los procesos

η =
√
Id − ρρ′

−1√
X
−1 ((µ− µ̃)Z + ν − ν̃)

−
√
Id − ρρ′

−1
ρ

(((
Q−1

)′
⊗
√
X

)
vec

(
β′ − β̃′

)
1{β 6=β̃} + (p− p̃)

(
Q⊗

√
X
−1) vec (Id) 1A

)
ξ =

√
X
(
β − β̃

)′
Q−11{β 6=β̃} + (p− p̃)

√
X
−1
Q′1A.

Además, Ṽ = V + η · Id y B̃ = B + ξ · Id son movimientos brownianos independientes bajo
P̃ para los cuáles se tiene

dZt =
(
µ̃Zt + ν̃ − 1

2diag (Xt)
)
dt+

√
Xt

(
ρvec

(
dB̃t

)
+
√
Id − ρρ′dṼt

)
dXt =

√
XtdB̃tQ+Q′dB̃′t

√
Xt +

(
2p̃α+ β̃Xt +Xtβ̃

′
)
dt.

Demostración. La condición 1 /∈ σ (ρρ′) sólo es necesaria para que exista
√
Id − ρρ′

−1.
Observemos que con los procesos ξ, η, B̃ y Ṽ , efectivamente podemos modificar la deriva
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de X del mismo modo que en el teorema 2.86, mientras que para Z tenemos

dZt =
(
µZt + ν − 1

2diag (Xt)
)
dt

+
√
Xtρ

(
vec

(
dB̃t −

√
Xt

(
β − β̃

)′
Q−11{β 6=β̃}dt+ (p− p̃)

√
Xt
−1
Q′1Adt

))
+

√
Xt

√
Id − ρρ′

(
dṼt +

√
Id − ρρ′

−1√
X
−1 ((µ− µ̃)Z + ν − ν̃) dt

−
√
Id − ρρ′

−1
ρ

(((
Q−1

)′
⊗
√
X

)
vec

(
β′ − β̃′

)
1{β 6=β̃} + (p− p̃)

(
Q⊗

√
X
−1) vec (Id) 1A

)
dt

)
=

(
µZt + ν − 1

2diag (Xt)
)
dt+

√
Xtρvec

(
dB̃t

)
+
√
Xt

√
Id − ρρ′dṼt − ((µ− µ̃)Z + ν − ν̃) dt

=
(
µ̃Zt + ν̃ − 1

2diag (Xt)
)
dt+

√
Xt

(
ρvec

(
dB̃t

)
+
√
Id − ρρ′dṼt

)
.

Sólo resta ver que ζ es una verdadera martingala en cualquier compacto [0, T ] para
T > 0. El resto de la demostración es idéntica a la prueba que dimos en el teorema 2.86,
donde se usa la polaridad de ∂S+

d cuando p, p̃ ≥ d+1
2 y x ∈ S+

d , i.e., cuando es necesario
invertir a

√
Xt y la unicidad en ley de soluciones de Wishart para p, p̃ ≥ d−1

2 ; la única
diferencia es que ahora es necesario también usar la existencia fuerte y unicidad trayectorial
(y en particular en ley) de las soluciones de Z, así como su no explosión. Esta última
característica es inmediata de la continuidad Lipschitz de la deriva y difusión de Z (ver
proposición 20.6 de [10]), así como la no explosión de X.

Reiterando lo que mencionamos anteriormente, el caso de mayor interés es cuando
los nuevos parámetros convierten a S en una martingala local al ser descontado con la tasa
libre se riesgo. Si fijamos a la tasa libre de riesgo como R > 0 y definamos al proceso de
activos S̃ = e−RIdS, entonces la dinámica estocástica que satisface S̃ es

dS̃it = e−RtdSit −Re−RtSitdt

= S̃it

∑
j

µ̃ijZ
j
t + ν̃i

 dt+
∑
j

√
Xt

ij
dW̃ j

t

−RS̃itdt
= S̃it

∑
j

µ̃ijZ
j
t + ν̃i −R

 dt+
∑
j

√
Xt

ij
dW̃ j

t

 ,
donde W̃ = ρvec

(
B̃
)

+
√
Id − ρρ′Ṽ . Luego, la dinámica que queremos que satisfaga S̃ bajo

la medida libre de riesgo Q, es la de una martingala local, i.e., buscamos que bajo Q la parte
de variación finita en compactos sea nula (usando la notación del teorema anterior):

∑
j

µ̃ijZ
j + ν̃i −R = 0, i = 1, . . . , d,
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cosa que sólo es posible si µ̃ = 0 y ν̃ = R1, en cuyo caso dS̃it = S̃it

(√
XtdW̃t

)i
. Aunque hay

un problema con la unicidad de Q (debido a que no tenemos ninguna especificación sobre
p y β), no nos concentraremos en eso y supondremos que en el cambio de medida estos dos
parámetros no sufrieron cambios.

En este caso, buscaremos probar que S tiene momentos finitos y que por lo tanto
S̃ es una verdadera martingala. Para esto, notemos que la dinámica estocástica de Z está
dada por

dZit =
(
R− 1

2X
ii
t

)
dt+

∑
j

√
Xt

ij
dW̃ j

t ,

De hecho, si definimos Z̃ = log
(
S̃
)

= Z −RId, entonces

dZ̃it = −1
2X

ii
t dt+

∑
j

√
Xt

ij
dW̃ j

t .

En este caso especial, es claro que la terna de funciones que usamos para describir
la transformada de Fourier de (X,Z) se simplifica. De hecho, para construir la transformada
de Fourier-Laplace de

(
X,X · Id, Z̃

)
(bajo la misma hipótesis sobre ρ), basta reemplazar

en las fórmulas µ = 0 y ν = 0. De esta forma tenemos

Av,w (t) =
(

−β − 1
2Q
′ (ρ1,1)′w′ −2α

−1
2diag

−1 (w) + 1
2ww

′ + v β′ + 1
2wρ

1,1Q

)
,

es decir que Av,w es contante y tiene una forma particularmente similar a la matriz −Av
que presentamos en el (previo al) teorema 2.46. Como consecuencia, tenemos una forma
explícita (no recursiva, a diferencia de lo que nos da el lema 3.9 y mucho más sencilla) de
encontrar la forma que adquieren ψu,v,w, φu,v,w y ϑw en este caso particular.

Ahora, aunque sería deseable que S̃ fuera una verdadera martingala, es conocido
(ver [?, 40, 23]) que el modelo de Heston presenta momentos finitos hasta un tiempo fijo
(dependiente de sus parámetros y posiblemente infinito) y explota hacia infinito después
de este tiempo. Este fenómeno también ocurre en nuestro contexto, como podemos verifi-
car de la transformada de Fourier-Laplace de Z̃. Observemos que si buscamos probar que
E exp

{
Z̃it

}
= exp

{
zi0
}
(esto es, S̃i es una martingala hasta el tiempo t), basta corroborar

la condición de Novikov:
E exp

{1
2

∫ t

0
Xii
s ds

}
<∞.

Esta condición resulta moderadamente fácil de verificar a gracias a la proposición 2.44. Una
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forma sencilla de verificarlo es pedir que 1

2σ
β
t (α)ii < 1, es decir,

∫ t

0

(
eβsαeβ

′s
)
ii
ds < 1.

De esta forma, tal y como sucede en el caso escalar, para cada i podemos dar un tiempo
fijo Ti (estrictamente positivo y posiblemente infinito) en términos de (α, β) hasta el cuál
sabemos que la condición de Novikov se satisface y por lo tanto S̃i es una martingala; de
hecho,

Ti = ı́nf
{
t > 0 :

∫ t

0

(
eβsαeβ

′s
)
ii
ds ≥ 1

}
.

En particular, para tiempos menores a T = mı́ni≤d {Ti}, el proceso S̃ es una
martingala y por lo tanto tenemos (la desigualdad de Hölder generalizada y la monotonía
de los momentos)

E
∏
i≤d

(
S̃it

)λi
<∞,

si
∑
i λi ≤ 1 y λi ≥ 0 para cada i ≤ d. Una consecuencia directa es que si α ∈ S+

d ,
Σ =

∫∞
0 eβsαeβ

′sds existe y satisface Σii ≤ 1, entonces S̃ es una martingala en todo R+.

Otra forma de determinar si hay explosión en los momentos, es verificar que la
solución a las ecuaciones tipo Riccati no explote y que evaluados en u = v = 0 y w = ei,
recuperemos ESit = ez

i
0 . En este caso, podemos calcular la transformada de Laplace de(

X, Z̃i
)
, dada por la misma fórmula que en el teorema 2.46 para v = 0 (que corresponde a

Av,w cuando v = 0 y w = ei) pero en las entradas de la diagonal correspondería a tener el
parámetro β + 1

2Q
′ (ρ1,1)′w′ en vez de β.

El único posible problema con el teorema 2.46 es que la submatriz correspondiente
a 1

2diag
−1 (w)− 1

2ww
′ era positiva semidefinida (lo que bastaba para probar la no explosión).

Para encontrar los valores de v para los cuales esta propiedad es cierta, requeriremos de un
pequeño lema.

Teorema 3.12. (círculo de Gershgorin) Sea A una matriz compleja de n × n. Sea Ri =∑
j 6=i |Aij |, entonces cada valor propio de A está en alguno de los discos

B̄ (Aii, Ri) = {x ∈ C : |Aii − x| ≤ Ri} , i = 1, . . . , n.

Demostración. Sea λ un valor propio y x su vector propio no nulo asociado. Sea i =
arg máxj |xj |, entonces claramente xi 6= 0 y además, en

∑
j 6=i

Aijxj = λxi −Aiixi,
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podemos dividir entre xi para obtener

|λ−Aii| =

∣∣∣∣∣∣
∑
j 6=i

Aij
xj
xi

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
j 6=i
|Aij |

∣∣∣∣xjxi
∣∣∣∣ ≤∑

j 6=i
|Aij | = Ri,

como queríamos demostrar.

Ahora observemos que

Mw := 1
2diag

−1 (w)− 1
2ww

′ = 1
2


w1 − w2

1 −w1w2 · · ·
−w1w2 w2 − w2

2 · · ·
...

... . . .

 ,
por lo tanto, usando el teorema del círculo de Gershgorin, obtenemos que los valores propios
de Mw están en ⋃

i≤d
B̄

1
2
(
wi − w2

i

)
,
1
2 |wi|

∑
j 6=i
|wj |

 .
La simetría deMw nos garantiza que los valores propios son reales. Así que para asegurarnos
de que este conjunto esté contenido en R+ (y por lo tanto Mw ∈ S̄+

d ), basta garantizar el
que

wi − w2
i − |wi|

∑
j 6=i
|wj | ≥ 0, i = 1, . . . , d.

Tomando wi ≥ 0 para todo i y dividiendo entre wi cuando este sea no nulo (en otro caso,
es decir, cuando wi = 0 su desigualdad respectiva se satisface trivialmente), podemos ver
que esto se reduce a conseguir

1− wi ≥
∑
j 6=i

wj , i = 1, . . . , d.

Esta condición es trivialmente satisfecha si w ∈
[
0, 1

d

]d
o si w = ei para alguna i ≤ d. Luego,

esto basta para poder replicar los resultados obtenidos en el teorema 2.46.

De hecho, si w = ei, entonces Mw = 0 y si recordamos la forma que tenía Av y
que A0 justo nos ayudaba a recuperar el caso de la transformada de Laplace marginal, el
problema se reduce al caso tratado en el teorema 2.42, cuya solución es mucho más explícita.
Lo que quiere decir esto es que ψ0,0,ei = −ψ0 = 0, φ0,0,ei = −φ0 = 0 y ϑw = w = ei. Con
todo esto finalmente obtenemos

EQe(ei)
′
Z̃t = EQS̃it = e(ei)

′
z0 = ez

i
0 .
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Justo hemos dado la prueba del siguiente resultado.

Corolario 3.13. Si ρ = ρ1,1 ⊗ Id, el proceso de activos descontados S̃ siempre es una
martingala respecto de Q. De hecho, si w ∈ Rd satisface sgn (wi) − |wi| ≥ |wi|

∑
j 6=i |wj |

para cada i = 1, . . . , d, entonces para toda t ≥ 0 se tiene

E
∏
i≤d

(
S̃it

)wi
<∞.

De manera más general, Eew′Z̃t <∞ para w ∈ Rd si

sup
t0≤t

supσ
(
σ
β+ 1

2 (wρ1,1Q)′
t0 (α)

(
diag−1 (w)− ww′

))
< 2,

en particular, E
(
S̃it

)r
<∞ si

(
σ
β+ 1

2 r(eiρ1,1Q)′
t (α)

)
ii
<

2
r − r2 .

Demostración. Lo único que falta probar son las últimas dos afirmaciones, pero esto se sigue
de la misma discusión anterior, donde usamos la proposición 2.44 y el que Av,w es igual a
−Av con la nueva matriz de deriva β + 1

2Q
′ (ρ1,1)′w′.

Para saber si S̃ tiene momentos de orden mayor, en el caso en que no se satisface
la condición del corolario anterior, hay que recurrir al teorema 3.10 y usar el que S̃i =
exp

{
Z̃i
}
.

3.4.1. Estimación

Para la estimación de parámetros, lo que haremos es seguir la misma metodología
que cuando sólo contábamos con las observaciones del proceso de Wishart X. Primero, de
acuerdo a las características de nuestra muestra, si no contamos con observaciones directas
de X, podemos usar las técnicas de [41] u otras referencias, para estimar la variación cua-
drática de Z (de manera vectorial, en nuestro caso). De aquí podemos tomar estimadores
de X puesto que

[
Zi, Zj

]
= Xij · Id.

Ahora bien, para estimar a los parámetros (p, α, β) seguimos el procedimiento
especificado en la sección anterior. Por otro lado, para estimar a (µ, ν), discreticemos la
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EDE que satisface Z y usemos la misma notación que en la sección anterior:

∆Zn =
(
µZn + ν − 1

2diag (Xn)
)

∆n+
√
Xn∆Wn.

Para despejar a ∆Wn, supondremos que 2p ≥ d+ 1; si no es el caso, aún se puede proceder
usando únicamente inversas generalizadas, que es la mejor manera de recuperar la infor-
mación que tenemos de Wn y, como argumentamos antes, la minimización de cuadrados
también coincide con la estimación máximo verosímil (dada la discretización) en este caso.
Luego, con esta hipótesis podemos deducir que

X
− 1

2
n

( ∆
∆nZn − µZn − ν + 1

2diag (Xn)
)

= ∆
∆nWn,

de forma que debemos minimizar

g (µ, ν) =
∑
n

∥∥∥∥X− 1
2

n

( ∆
∆nZn − µZn − ν + 1

2diag (Xn)
)∥∥∥∥2

=
∑
n

∑
i

∑
j

(
X
− 1

2
n

)ij ( ∆
∆nZ

j
n −

∑
k

µjkZ
k
n − νj + 1

2X
jj
n

)2

.

Derivando parcialmente respecto de cada νl e igualando a cero obtenemos

0 = ∂

∂νl
g (µ, ν)

= −2
∑
n

∑
i

(
X
− 1

2
n

)il∑
j

(
X
− 1

2
n

)ij ( ∆
∆nZ

j
n −

∑
k

µjkZ
k
n − νj + 1

2X
jj
n

)
= −2

∑
n

((
X−1
n

∆
∆nZn

)l
−
(
X−1
n µZn

)l
−
(
X−1
n ν

)l
+ 1

2
(
X−1
n diag (Xn)

)l)
.

Usando la representación vectorial, esto se simplifica a tener(∑
n

X−1
n

)
ν =

∑
n

X−1
n

( ∆
∆nZn + 1

2diag (Xn)− µZn
)
,

donde X−1
n ∈ S+

d (o S̄+
d si 2p < d+1) y por lo tanto

∑
nX

−1
n ∈ S+

d (probablemente también
es cierto si 2p < d−1, dependiendo de β, α y del tamaño de la muestra). Consecuentemente,
g se minimiza si la evaluamos en ν (µ) dada por

ν (µ) =
(∑

n

X−1
n

)−1∑
n

X−1
n

( ∆
∆nZn + 1

2diag (Xn)− µZn
)

=
(∑

n

X−1
n

)−1∑
n

X−1
n

( ∆
∆nZn + 1

2diag (Xn)
)
−
(∑

n

X−1
n

)−1(∑
n

Z ′n ⊗X−1
n

)
vec (µ) .
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Similarmente, derivamos a g parcialmente respecto de µrs, igualamos a cero y sustituimos
a ν (µ) de la siguiente forma

0 = ∂

∂µrs
g (µ, ν)

= −2
∑
n

∑
i

(
X
− 1

2
n

)ir
Zsn

∑
j

(
X
− 1

2
n

)ij ( ∆
∆nZ

j
n −

∑
k

µjkZ
k
n − νj + 1

2X
jj
n

)
= −2

∑
n

((
X−1
n

∆
∆nZn

)r
−
(
X−1
n µZn

)r
−
(
X−1
n ν

)r
+ 1

2
(
X−1
n diag (Xn)

)r)
Zsn.

Si usamos su representación matricial, vectorizamos y sustituimos ν (µ), se obtiene que

∑
n

(
Zn ⊗X−1

n

) ∆
∆nZn + 1

2
∑
n

(
Zn ⊗X−1

n

)
diag (Xn)

es igual a(∑
n

Zn ⊗X−1
n

)
ν (µ) +

(∑
n

ZnZ
′
n ⊗X−1

n

)
vec (µ)

=
(∑

n

Zn ⊗X−1
n

)(∑
n

X−1
n

)−1∑
n

X−1
n

( ∆
∆nZn + 1

2diag (Xn)
)

+

(∑
n

ZnZ
′
n ⊗X−1

n

)
−
(∑

n

Zn ⊗X−1
n

)(∑
n

X−1
n

)−1(∑
n

Z ′n ⊗X−1
n

) vec (µ) .

De aquí, debemos suponer una vez más que la muestra es lo suficientemente grande como
para que la matriz que multiplica a vec (µ) es no singular y por lo tanto podamos recuperar
al estimador

µ̂ =

(∑
n

ZnZ
′
n ⊗X−1

n

)
−
(∑

n

Zn ⊗X−1
n

)(∑
n

X−1
n

)−1(∑
n

Z ′n ⊗X−1
n

)−1

×
[∑
n

(
Zn ⊗X−1

n

) ∆
∆nZn + 1

2
∑
n

(
Zn ⊗X−1

n

)
diag (Xn)

−
(∑

n

Zn ⊗X−1
n

)(∑
n

X−1
n

)−1∑
n

X−1
n

( ∆
∆nZn + 1

2diag (Xn)
) ,

y ν̂ = ν (µ̂). Finalmente, para estimar a ρ, podemos usar una discretización de

[
Xij , Zk

]
=

((√
Xρ

(
Q⊗

√
X
))

k,υ(i,j)
+
(√

Xρ
(
Q⊗

√
X
))

k,υ(j,i)

)
· Id,
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y nuevamente minimizar cuadrados en el error, esto es, minimizar:

h (ρ) =
∑
ijkn

(
∆

∆nX
ij
n

∆
∆nZ

k
n −

∑
lrs

√
Xn

kl
ρl,υ(r,s)

(
Q̂sj

√
Xn

ri + Q̂si
√
Xn

rj
))2

.

Para esto, nuevamente derivamos parcialmente respecto de cada ρt,υ(u,v) para obtener

0 = ∂

∂ρt,υ(u,v)
h (ρ)

= 2
∑
ijkn

√
Xn

kt
(
Q̂vj

√
Xn

ui
+ Q̂vi

√
Xn

uj
)

×

(
∆

∆nX
ij
n

∆
∆nZ

k
n −

∑
lrs

√
Xn

kl
ρl,υ(r,s)

(
Q̂sj

√
Xn

ri
+ Q̂si

√
Xn

rj
))

= 4
∑
n

(
∆

∆nZn
√
Xn

)t(√
Xn

∆
∆nXnQ̂

)uv
− 2

∑
ijlrsn

Xtl
n ρl,υ(r,s)

(
Q̂vj

√
Xn

ui
+ Q̂vi

√
Xn

uj
)(

Q̂sj
√
Xn

ri
+ Q̂si

√
Xn

rj
)
.

Desarrollando,

0 = 4
∑
n

( ∆
∆nZn

√
Xn

)t (√
Xn

∆
∆nXnQ̂

)uv
− 4

∑
lrsn

(Xnρ)t,υ(r,s)
((
Q̂2
)
vs
Xur
n +

(√
XnQ̂

)
rv

(
Q̂
√
Xn

)
su

)

= 4
∑
n

(
∆

∆nZn
√
Xn ⊗ vec

(√
Xn

∆
∆nXnQ̂

)′)t,υ(u,v)

− 4
∑
rsn

(Xnρ)t,υ(r,s)
((
Q̂2 ⊗Xn

)
υ(r,s),υ(u,v)

+
(
Q̂
√
Xn ⊗ Q̂

√
Xn

)
υ(r,s),υ(u,v)

)

= 4
∑
n

((
∆

∆nZn
√
Xn ⊗ vec

(√
Xn

∆
∆nXnQ̂

)′)
−
(
Xnρ

(
Q̂2 ⊗Xn +

(
Q̂
√
Xn

)
⊗
(
Q̂
√
Xn

))))t,υ(u,v)

,

donde usamos repetidamente que Q̂ es simétrica. En su representación matricial (usando
una extensión natural de vec que asocia a cada elemento en Md,d2 , uno en Rd3) tenemos(∑

n

Xn ⊗
(
Q̂2 ⊗Xn +

(
Q̂
√
Xn

)
⊗
(
Q̂
√
Xn

)))
vec (ρ) = vec

(∑
n

∆
∆nZn

√
Xn ⊗ vec

(√
Xn

∆
∆nXnQ̂

)′)
,

de donde, asumiendo que la matriz del lado izquierdo (en Md3,d3) es invertible, podemos
despejar a nuestro estimador

vec (ρ̂) =
(∑

n

Xn ⊗
(
Q̂2 ⊗Xn +

(
Q̂
√
Xn

)
⊗
(
Q̂
√
Xn

)))−1

vec
(∑

n

∆
∆nZn

√
Xn ⊗ vec

(√
Xn

∆
∆nXnQ̂

)′)
.
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