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Introduccion

La presente tesis tiene como objetivo dar una presentacién clara, ordenada y com-
prensiva de la teoria concerniente a los llamados procesos de Wishart. De este mismo modo
se busca dar soluciones y pruebas simples y poco obscuras a los resultados que planteare-
mos al respecto, motivando las ideas exploradas. Contrario a lo que se acostumbra en la
literatura disponible, pretendemos evitar mandar al lector a buscar pruebas relacionadas en
otros textos, volviendo al trabajo relativamente autocontenido salvo por un conocimiento

bésico de probabilidad, procesos estocasticos, algebra lineal y demas.

Los procesos de Wishart son relativamente nuevos comparados con otro tipo de
procesos, principalmente porque se requirié de muchos resultados modernos sobre semi-
martingalas en tiempo continuo y sobre distribuciones matriciales para que se diera su
motivacion histérica. No obstante, estos procesos han resultado de gran interés para una
gran cantidad de disciplinas. Principalmente porque en algtin sentido son generalizaciones
matriciales de otros populares e importantes procesos, como el proceso cuadrado de Bessel
y el modelo de Cox-Ingersoll-Ross (CIR).

Se han explorado aplicaciones del tema, principalmente a finanzas y a fisica. En
el primero usualmente se plantean modelos de volatilidad de varios activos riesgosos no
independientes, mientras que en el segundo se exploran sus valores propios y se modelan
particulas repulsivas que viajan a una misma velocidad constante horizontalmente en un
plano. También se tienen algunos métodos de estimacién de parametros y simulacion en la
bibliografia disponible (e.g., [1, 2, 3]).

Se estudiard la existencia de las distribuciones y procesos de Wishart con una di-
versidad de técnicas y resultados del calculo estocastico y otros resultados avanzados sobre
el cono de las matrices simétricas y positivas semidefinidas. Se investigaran los diversos
procesos escalares asociados, las distribuciones limite e invariantes de los procesos de Wis-
hart.
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Las diferentes secciones estan dedicadas al estudio de los procesos de Wishart como
procesos de Markov, como semimartingalas y movimientos brownianos cambiados de tiempo
vy mezclados. Se presentaran los pocos casos en los que se tienen construcciones explicitas

de procesos de Wishart.

De manera general, seguiremos el planteamiento de [1, 3, 4, 5, 6, 7, 8], recopilando
sus ideas principales, tomando también técnicas y resultados importantes de [2, 9]. Sin
embargo, en la medida de lo posible daremos pruebas distintas y mas detalladas, corrigiendo
los posibles errores encontrados en los mismos. El ltimo capitulo estd dedicado a concretar
algunos resultados generales, para poder darle forma explicita a los mismos y vislumbrar
la complejidad con la que se tiene que enfrentar el interesado, al buscar representaciones
concretas en los casos generales. También se hablard un poco sobre como simular dichos

procesos con bastante precisién, a costa de una alta carga computacional.



Capitulo 1

Preliminares y notacion

Notacion 1.1. Seguiremos la notacién usual en probabilidad, especificamente, la que sigue
[10]. En particular, consideramos que inf () = oo = —sup ). Denotamos por Sy al conjunto
de todas las matrices simétricas de d x d con valores reales. También consideramos a 5”;,
Sj y S’; como los conjuntos de matrices en Sy que son positivas semidefinidas, positivas

definidas y positivas definidas con valores propios distintos respectivamente.

En lo que sigue 0A denota la frontera de una conjunto A, con lo que definimos
85’; = SJ\SI. Los conjuntos 5’; y S; son conos, es decir que son convexos y cerrados
ante multiplicacién por reales positivos, donde SJ también es cerrado ante multiplicacién

porelOysiaEgjybESj[, entonces a—l—beS’j.

Denotemos por A; (z) al i-ésimo valor propio de x € Sy, donde

Més ain, en My 4 consideraremos el producto interior de Frobenius (-,-) : (z,y) — tr (z'y)
donde tr es el funcional traza y cuyo valor coincide con tr (zy) en Sy. Este producto interior
induce una norma ||-|| z, conocida norma de Frobenius o norma de Hilbert-Schmidt, la cual
es equivalente a la norma de operadores ||| y ademds es invariante ante multiplicacién por

matrices ortogonales: si R’ = R™!, entonces

|AR|, = tr(R'A'AR) = tr (RR'A'A) = tr (A'A) = | Al|
IRAlp = tr (AR'RA) = tr (A'A) = [|Al|p-

El producto interior también induce una nocién de ortogonalidad en Mg 4, donde U + denota
el anulador de un conjunto U, U denota su cerradura y U° su interior. De este modo notamos

que justamente 5’:{ es la cerradura de 5’:[. También consideramos a {c% : i < j < d} como
1



la base canénica de Sy, donde

1 si {k 0} = {i, )

€.0.C.

Cz = 5ik5jl + 6jk5il (1 — 523) =

y en ocasiones también usaremos a la base {eij 4 < j <d} dada por
y
e = dirdji,

donde 0;; es la delta de Kronecker. M, ,, es el espacio de matrices de n X m mientras que I
denota la matriz identidad en My 4. Para todo = € ST, denotaremos por \/z = 23 la tnica
matriz y € 5:[ tal que y?> = x. De manera general, también podemos definir o (A) como el

espectro de A, es decir, el conjuntos de valores propios de una matriz A € M 4.

Para un espacio localmente compacto segundo numerable y de Hausdorff .S, deno-
tamos por S = B(S) su o-algebra de Borel, en tanto que b (S) es el espacio de Banach de
funciones reales Borel medibles y acotadas sobre S con la norma |[|-|| : f + sup,cy | f (2)].
Por otro lado C () es el espacio de funciones continuas, Cy (S) es el espacio de funciones
continuas y acotadas, Cx (S) denota el espacio de funciones continuas con soporte compacto

y Co (S) es el espacio de funciones continuas que se desvanecen al infinito.

Cuando ademas S C Sy es medible, entonces definimos por C* (S) al espacio de
funciones k veces diferenciable en S°, tal que todas sus derivadas parciales de orden < k
pertenecen a C (S). Finalmente definimos C*° (S) = >4 C* (9) y similarmente se definen
CF(S), Ck (S) y Ck (9) para 0 < k < oo.

Uno de los resultados de importancia sobre estos espacios es que 5’; es su propio
dual, i.e.,
St = {a: € Sq:(x,y) >0,Vy € 5’:{},

mientras que 5’; y S:[ inducen un orden parcial en Sy, donde denotamos x <y o x < y si

y—x € 5’3’ 0y —=T¢€ S:[ respectivamente.

Esta caracteristica es especialmente ttil puesto que nos ayudard a poder defi-
nir la transformada de Laplace, tomando la esperanza de una exponencial de una forma
exp (— (-, u)). Gracias a esto, no tendremos que preocuparnos, en principio, por problemas

de integrabilidad de las distribuciones de Wishart.

También se le recomienda al lector que se familiarice con el cdlculo matricial,

especialmente el calculo diferencial. Muchos de los resultados usados al respecto se pueden
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encontrar en [11, 12, 13, 14, 15]. Para amortiguar este problema, en la medida de lo posible y

cuando se tenga una prueba rapida de esta clase de resultados, se presentara la misma en este
trabajo. Esto tiene como objetivo el evitar que el lector tenga que recurrir constantemente

a textos que son, relativamente, ajenos al tema.

Como preparativo, presentaremos una manera de calcular la derivada de /-, la
Unica raiz cuadrada simétrica y positiva semidefinida en Sj. Para esto, definamos a la
funcién vectorizacion vec, que toma una matriz y devuelve un vector con las columnas de la

matriz apiladas una sobre la otra iniciando con la de el extremo izquierdo; explicitamente,

a1l 412 - Glm

a1 a2 --- Q2m /
vec : ) . . . '—>(a1,1 Tt Gpl Q12 Apm )

an,1 Aan2 - Anm

En repetidas ocasiones usaremos el producto de Kronecker, dado por

®: Mn,m X Mp7q — an,mq
(A ® B)p(w—l)—l—y,q(m—l)_t,_z = AWmByz-

Este producto usualmente va de la mano con la vectorizacion, puesto que tienen varias
propiedades deseables y compatibles entre ellos. Para ejemplificar este fenémeno, tomemos

A,B,C € M, y, entonces podemos conseguir con algunas manipulaciones de indices

d
(ACB'),;= > AjBiuCh
k=1

d
= > (4w B)itn(j—1)44n(k—1) Chi

= Z (A® B)i+n(j71),l+n(k71) vece (C,)Hn(kq)

k
= ((A® B)vec (Cl))z‘+n(j—1) ;

lo que también se puede escribir como

(ACB)
d

= > (B® A n(i-1),ktn(i—1) Chl
=1

k=
= ((B® A)vec(C))

Jt

j+n(i—-1) -

Esto es 1til si queremos despejar a C' de un producto ACB’. Los célculos anteriores en



particular implican que

vec (ACB) = (B'® A) vec (C).

También haremos uso del operador binario @, la suma de Kronecker, para facilitar los

célculos, donde para A € M,,,, y B € My, ,, tenemos
A®B:=A®I, +1,® B.

Lema 1.2. La funcién +/- es continuamente diferenciable en S; y tenemos la siguiente

representacién para el jacobiano,

DVA= (VAo VA) ",

donde para una funcion F : M, g — My, , €l jacobiano estd dado por DF (A) = %W

Demostracién. Derivando la ecuacién v AvVA = A, obtenemos una ecuacién de Sylvester
(d\/Z) VA+VA (d\/Z) — dA,
cuya solucion estd dada por
vec (d\/Z) = (\/Z/ ® \/Z)il vec (dA) .

Cabe aclarar que como A € Sj, entonces \/Z, DVA=+VADVA es positiva definida (y

por lo tanto no singular).

Finalmente, la regla de identificacién del jacobiano (ver p. 198, capitulo 9, seccién

5 en [15]) nos permite obtener el resultado deseado. En particular tenemos

- (V)

8ai]~

—1 ..
kl <<\/Z © \/Z) vee (e”)> ktd(l—1)

((\/Z@ \/Z)_l>
ktd(i—1)i+d(j—1)

~1 ~1
- (\/Z & VA >k+d(l—1),z‘+d(j—1)
= (va7),(va)

)
ki

que nos serd de gran utilidad mas adelante. O

En preparativo para el lector en lo que se refiere a los calculos matriciales, recor-



demos que

273 TnT1’?

1 n\ _ 1 2 n
tr(Al-oA) = 3 AL, A7, A
15T
y por lo tanto, cuando nos encontremos con sumas como estas, en las que los indices de
alguna manera forman un ciclo (inician y terminan en el mismo indice, o se puede llevar a

este caso con algunas transposiciones), hemos de identificar trazas.

Sino es el caso, entonces seguramente se trata de la entrada (7, j) de algin producto
de matrices. Es muy importante identificar apropiadamente a cual de los dos casos nos
enfrentamos en cada suma, puesto que la cantidad de indices puede confundir con facilidad

a muchos lectores.






Capitulo 2

Procesos de Wishart

2.1. Distribucion Wishart

En 1928, Wishart introdujo la distribucién de las matrices de covarianza mues-
trales (estimadores de las matrices de covarianza) de las muestras de variables aleatorias
independientes con distribuciéon normal en su texto Biometrika. Las distribuciones actual-
mente conocidas como distribuciones de Wishart son multiplos escalares de las que Wishart

present6 en su trabajo.

Su introduccién y estudio inicial detonaron un gran interés por su estudio en una
variedad de disciplinas, entre ellas, estadistica multivariada, finanzas, matematicas finan-
cieras, economia y teoria de la probabilidad. Una forma simple de construir distribuciones
Wishart es a través de vectores aleatorios normales, tal y como lo hizo Wishart en su

trabajo.

Esta construccién es completamente analoga al caso real unidimensional, en donde
surgen las distribuciones x2. En el transcurso de la tesis, es posible que el lector reconozca
un parecido entre la transformada de Laplace (2.1), de las distribuciones de Wishart, y la
de un las distribuciones x? y gamma no centrales. Este resultado es completamente natural,
y se junta con otras similitudes entre ambas distribuciones y los procesos asociados, que en
este caso son el proceso cuadrado de Bessel o el modelo Cox-Ingersoll-Ross (CIR), con el

proceso de Wishart.

Estas son algunas de las razones por las cuales se puede considerar a las distri-
buciones de Wishart como una generalizacién matricial de las distribuciones gamma no
centrales, mientras que los procesos de Wishart son generalizaciones matriciales del modelo

Cox-Ingersoll-Ross.
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En esos casos, es facil probar que se puede tomar cualquier pardmetro de forma

k > 0. Se puede conjeturar que el lado derecho de (2.1) corresponde a la transformada de
Laplace de una distribucién, también llamada Wishart, para d > 2 y cualquier elecciéon
de parametros con p > 0, w,o0 € 5”;. No obstante, esta conjetura es falsa; de hecho, si

consideramos al conjunto de Gindikin

1 d—1 d—1
Ay = — ...
d {0a27 ) 2 }U( 2 700)7

se puede probar que el lado derecho de (2.1) es una transformada de Laplace de una dis-

tribucién si y sélo si p € Ay y rank (w) < 2p, donde rank (A) es el rango de una matriz A.

Este es uno de los principales objetivos de esta tesis.

Denotemos por Ny (u, ¥) a la distribucién normal en R? con media p y matriz de
varianza X € Sj y por z’ a la transpuesta de la matriz x. Sean &1, ..., & vectores columna

aleatorios independientes con distribucién & ~ Ny (i, 2) para i < k; entonces

k
i=1

es una matriz aleatoria con distribucién Wishart con parametro de escala p = %, parametro
de forma o = 2¥ y pardametro de no centralidad w = Zle ity Denotamos por Wy (k,w, o)

a la distribuciéon de =Z. Notemos que = es semidefinida positiva al igual que w y o.

Con un calculo simple podemos obtener la transformada de Laplace de una dis-
tribucién Wishart. Este calculo, como es comiin en esta clase de problemas, se basa prin-
cipalmente en sacar todos los términos que se puedan de las integrales y posteriormente
completar densidades conocidas. En este caso, tendremos que «completar el cuadrado» pa-

ra reconocer una densidad normal en la integral.

Para el siguiente resultado, y en lo que sigue, denotaremos por det (A) al determi-

nante de una matriz cuadrada A.

Lema 2.1. Sean &1, ...,&; independientes con distribucion & ~ Ng (i, %) para i < p. Sea

== Zle &i&l, entonces la transformada de Laplace de = es

exp {—tr (u (Iy+ou) ™ w) }
det (Ig + ou)? ’

Eexp{—(u,E)} = ue Sy, (2.1)

donde p = g, c=2Yyw=SF piul.

— 1
Demostracion. Consideremos u € Sj y notemos que los vectores (; = X7 2 (& — p;) son iid
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con distribucién N (0, I;) donde tomamos a X2 como la tnica raiz cuadrada en SJ. Luego,

como la traza permite rotaciones y la transpuesta de un real es él mismo,

(u,Z) = tr (Ui@%(ﬂrﬂz‘) (EéCi"i‘,U/z)) it ((C{E%JFM;)U(E%CHFM))
i=1 =1
— Ztr(( 22 —I—;Lz) (E%CH-M))
=1
= ZQUQ+2ZM1UEQQ+W<UZMM> zk:gvg‘z—l—ZwQ%—tr(uw)

=1 =1

Mw

EQUZQQ +2¢; Zzuﬂz + ppup

donde v = Y3u¥? € 5’; y w; = QE%uui. De aqui, por independencia obtenemos

k
Eexp{—(u,2)} = exp {— (u,w)} [[ Eexp {-Gv¢G —wiG;} -

i=1

Para calcular la esperanza de la derecha, supongamos que z = (zi)?zl y v = (Uij)?j:o y

escribamos

1
Eexp {—(v¢ —wi¢} = / (27r)_g exp {—2,2'2 — vz — wgz} dz

"(Ig+2 /
_ eswila+20)7! det Id —l— 20) e—%(z+(ld+2v)’1wi) (La+20) (2 +(Lg+20) " 1wi) g,

Vvdet (I + 2v) Jra
1

= exp{Qwé (Ig+20)~" wi}det (Ig+2v)" 2,

ya que el integrando en la segunda linea es la densidad de una distribucién normal de media

(I + 2v) ' w; y varianza (I + 2v)~'. Ahora usemos la férmula de Sylvester para ver que
det (Ig + 20) = det (Iy+ 257un? ) = det (Ig + 252 %3u) = det (Iy + ou),

de la misma forma, como la traza de una matriz y su transpuesta es la misma, tenemos
k

1 _
Z §w; (I + 2v) tw;

i=1
k
- Ztr( "I+ 20)7! > =Yt (2uguzé (Id+22%uz%)12§uui)
k
= tr <2u (E_%Z_% + 2u)_1 u (Z umi)) =tr <2u (E_l (Iqg+ ZEU))_l uw>

= tr (u (Ig+ou)™! auw) = tr (u (Ig+ou) " (Ig+ ou — 1) w)
= tr (u (Id — (Ig+ au)_l) w) =tr (uw —u(Ig+ou)! w) .
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Finalmente tenemos

e—tr(uw)+tr(uw—u(ld+au)71w) e—tr(u(Lﬁ—Uu) 710.1)

Ee (w8 = =
det (Ig + ou)? det (Ig + ou)?

O]

wZ) existe, es finito e igual a

Observacién 2.2. Del mismo modo es posible probar que Ee!
—1

det (I — ou)™? etr(ula=ow)™w) op tanto I; — ou sea invertible y positivo semidefinido, i.e.,

los valores propios de uo son menores a 1. En particular, Z tiene momentos de todos los

Ordenes.

En general, se podria pensar que existen matrices aleatorias cuya transformada de

Laplace tiene la misma forma que la de estas distribuciones Wishart.

Definiciéon 2.3. Decimos que una matriz aleatoria = con valores en Sy tiene distribuciéon
Wishart no central de pardmetros de escala p > 0, forma o € 5; y no centralidad w € 5’; y
lo denotamos por E ~ Wy (p,w, o), si su transformada de Laplace, cuando existe, esta dada

por

s exp{—tr (u (Id—i—ou)_lw)} _
Be % = det (I + ou)? . u€S].

Por supuesto, es necesario probar que (I + au)f1 siempre esta definido para u, o €

Sj, de este modo, tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.4. Si A, B € S, entonces su producto tiene todos sus valores propios no negativos
e iquales a los de VAB\A. En particular, I; + AB es invertible.

Demostracion. Sea Ay = A+ tly para t > 0 y notemos que es invertible si ¢ > 0. Veamos

ahora que A;B es similar a

_1 1 1 1 1\/ L
A, ?(AB) A} = A} BA? = < f) BA}? € 57,

luego, A:B tiene valores propios no negativos e iguales a los de /A;Bv/A;. Como A; es
continua, sus valores propios dependen continuamente de ¢ también, asi que conforme to-

mamos t — 0, obtenemos que los valores propios de AB son todos no negativos e iguales a
los de VABVA como queriamos probar. O

Daremos algunas propiedades importantes de la distribucién Wishart que nos per-
mitirdn hacer simplificaciones mas adelante, pero requeriremos de unos resultados técni-

COS.
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Definicién 2.5. Sea A € M, ,,, una pseudoinversa de Moore-Penrose de A es una matriz

B € M,, » que satisface:

(1) ABA = A,
(1) BAB = B,
(i) (AB)' = AB,

(1v) (BA)' = BA.

Observacion 2.6. Es conocido que existe una tnica pseudoinversa de A denotada AY y
que si A es invertible, entonces A9 = A~!. Podemos notar que P = AA9 y ) = AYA son
proyecciones ortogonales sobre Im (A) y ker (A)J‘ respectivamente porque, de las primeras

dos propiedades obtenemos
P? = AAYAAY = AA9 =P, Q*=A94AA494=A9A=Q
y porque de las tltimas dos propiedades obtenemos que P’ = Py Q' = . Adem4&s, podemos
verificar que (A9)" satisface las propiedades de una pseudoinversa para A’, lo que implica
que (A9) = (A')°:
(1) A" (A9) A" = (AA9A) = A/,

(1) (A9) A" (A9) = (ATAA9) = (A9)

() (4'(A9)) = A9A = (49A) = A’ (49,

(v) ((49) A")' = 449 = (AA9)' = (A9)' 4.
En particular, sin = m y A es simétrica, entonces A9 también lo es, en cuyo caso, la tercer
propiedad implica que AAY = (AA9) = A9IA, i.e., conmutan. En el otro caso particular en
que m = 1, entonces una multiplicacién directa muestra que A9 = 1 A;ﬁoﬁ. Del mismo

modo, para el caso general de n y m, se ve que (A9)7 = A y que bajo cualquiera de las

siguientes condiciones se tiene que (AB)? = BIAY, para A € My, v B € My, ,

(1) A/A =1,

(1) BB' = I,
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(11) rank (A) = m = rank (B),

(tv) B=A'.

Ademas, si tenemos una sucesion de matrices A — A, entonces rank (A;) — rank (A)
(constante a partir de un punto) si y sélo si A} — A9 (ver [16]). En particular, si tenemos
Y : Ry — M, es continua, entonces sus valores singulares (i.e., la raiz de los valores propios
de ¥¥) son funciones continuas (ver [13]). Luego, el conjunto de puntos donde cada valor
singular se anula es un conjunto cerrado. Por lo tanto, la unién de estos conjuntos sigue

siendo cerrado y asi, su complemento es un abierto.

Como todo abierto en R es unién numerable de intervalos abiertos disjuntos, enton-
ces existe una cantidad de puntos a lo mas numerable N donde algtin valor propio se anula
o deja de ser 0. Esto hace que t — 3 (¢)Y = X9 (t) tenga a lo més una cantidad numerable
de discontinuidades y entonces podemos definir a 3 (t) := lim sup, 1t 2 (5)? (donde el limite
se toma entrada a entrada) es cadlag. En particular, si ¥ es adaptado, entonces podemos

argumentar como en [17]| para ver que ¥ es predecible y progresivamente medible.

Para nuestras aplicaciones, el conjunto de tiempos ¢t donde ¥ (t) # X ()¢ tiene
medida de Lebesgue 0 y por lo tanto cuando integremos respecto de semimartingalas con-
tinuas, no tendremos problemas si asumimos que en realidad son iguales (y por lo tanto,

cumple las propiedades de la pseudoinversa de Moore-Penrose).

De hecho, es posible probar que el mapeo A — AY es medible. Para ver esto, sim-
plemente notemos que si nos restringimos a los subespacios correspondientes a cada rango,
el mapeo es continuo. Como estos subespacios son medibles, entonces podemos ver que
la imagen inversa de cualquier abierto es entonces unién finita de conjuntos relativamente
abiertos en cada uno de los subespacios medibles considerados. Esto hace que cada uno de
dichos conjuntos sea medible y prueba que A — AY efectivamente es medible. Luego, si

Y (t) es progresivamente medible, entonces 39 (t) también lo es.

Lema 2.7. (identidad de Woodbury) Supongamos que B € My, n, es invertible y sean A €
Mpn, U MymyV e My, Si B!+ VAU es invertible, entonces

-1
(A+ AAYUBV AIA)? = A9 — AU (B~ 4+ VAIU) VA,

ademds, si C9 es el lado izquierdo, entonces CCY9 = AAY y CIC = AYA. Si A es invertible,
entonces podemos reemplazar todas las pseudoinversas por verdaderas inversas y la expresion

se simplifica.
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Demostracion. Realicemos la multiplicacién por la izquierda:

-1
(A+ AASUBV AYA) (Ag — AU (B~ + VAU VA9>
-1
—  AA9 — AAU (B—1 T VAgU) V A9
-1
— AAYUBV AU (B—1 + VAQU) VA9 + AAIUBV A9.
Agregando un BB~! = I,,, apropiadamente y agrupando los términos adecuados, obtenemos
—1
AA9 — AAYUBB™! (B*1 + VAQU) V A9
—1
—  AAIUBV AU (B—1 4 VAQU) VA9 + AAIUBV A9
-1
— AA9— AAIUB (B’l T VAgU) (B’l T VA9U> VA9 + AAIUBV A9
— AAY — AAIUBV A9 + AAIUBV A9 = AAY.

La multiplicacién por el otro lado da un resultado analogo:

(Ag — AU (B 4 vasy) VA9> (A+ AASUBV A9 A)
= A%A- AU (B + VAQU)_l VAIA
— AU (B 1 VAIU) VATUBVAIA + ATUBV A'A
= A9A- AU (B 4 vAw) BBV AA
— A (B + VAQU)_1 VAIUBVAIA + ASUBV A9A
= 494 A (B 4+ VA) (BTN 4+ VASU) BVAIA + AUBVA‘A
— A4 AIUBVAIA+ ATUBVAIA = AIA.
De las propiedades de AY se siguen las que buscamos. ]

Observacion 2.8. El uso mas comin de la férmula anterior es para B = I,,, en cuyo caso,
se le conoce como la identidad de Kailath. También lo usaremos casi exclusivamente para

cuando A es invertible.

Otra transformacion de gran importancia nos ayudard a poder manipular simetri-

zaciones de la forma
SA7B:Xi—>AXB—|-B/X/A,, A,B,XGMdd.
De hecho, las propiedades del producto de Kronecker nos ayudan a obtener

Sap(X)= (B ®A)vec(X)+ (A® B')vec (X').
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! respectivamente:

Considerando las siguientes funciones auxiliares inducidas por vec y vec™

v(i,j) — i+d(G—1), 4,7€{l,...,d}

ot o (i-a([5]-1)5]) e i),

podemos usar los calculos hechos en el primer capitulo, los que implican que si definimos la

matriz

_ / /
(SaB)uipory = B @A) 600wyt B @A) 6w
= BjjAiy + BiAjg,

entonces tenemos
Sa.B(X) = Sapvec(X).
También se puede deducir facilmente que
/ J—
(SA’B)v(i,j),v(k,l) N (SA’B)U(’CJ),U(LJ’)

_ / !
= BOA),ihotn T (A OB), G0 o
= BjApi + Bji Ay,

y por lo tanto,

Sip(X) = A(X+X)B
= A'SIM(X)B’.

Es evidente que si A y B son invertibles, entonces

rank (SA,B) = rank (S}dyld) = d(d2+1)7

puesto que este Ultimo tiene imagen Sy y por kernel tiene a las matrices antisimétricas. De
hecho, la proyeccién ortogonal sobre S; es claramente %S 1,.1, puesto que tiene imagen Sy,

es idempotente y autoadjunto.

Consecuentemente, las siguientes deducciones, aunque aparentemente intuitivas,

son falsas:

1

Sap(AY)=B+B = S4,(B+B)=A
Sap(B)=A+4 = $4(A+4)=B".

Esto se debe a que SI%’BSA,B #* %de,jd en general. No obstante, podemos conseguir con-
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clusiones similares en otro contexto. Notemos que Sa Sy g = Sa A',B'B + Sp'B.aAr cuya

imagen nuevamente estd en Sy y desde luego preserva su rango, de donde concluimos que
/ 9 ’ / / gy 1 1
(SA,BSA,B) SaBSap = (SA,BSA,B (SA,BSA,B) ) = 5511 = 5514 1a-

Aqui si se siguen las siguientes implicaciones:

Sas (S (X))

Sap (Shp((A44)7") = 4B'B — (sf,,Jgks*’A7,3)gvec(B'B):%(AA’)*1

AA' (X +X')B'B+ B'B (X + X') AA’

San (Shp ((BB)Y)) = 444 = (SapSip) vec (A4) :i(B’B)*l. (2.2)

Estas relaciones nos seran de utilidad en el tltimo capitulo.

A continuacién probaremos un resultado importante que usaremos en una seccién mucho
mas adelante, pero cuya prueba se puede dar desde ahora y cuya idea en si es bastan-
te interesante. Para esto, recordando lo probado de la transformada de Laplace de una

distribucién Wishart, definamos para v = Wy (p,w, o),

+
Sd

D(v)= {u €8Sq: Ly (u) = ﬁ e~ W8y (de) < oo} ,

cuya forma estd perfectamente descrita en 2.2. En particular, cuando o € S, tenemos que
D) =-o"1+ Sj. Para cada u € D (v) le podemos asociar la distribucién exponencial
F (v,u) dada por

F (v,u) (A) = /A exp {— éﬁ’(i)} v (dS)

la cudl es claramente una medida de probabilidad con dF((iZ’u) = ech{;(if)")} > 0.

Proposicion 2.9. Sean p > 0, w,0 € 5’;{ y supongamos que existe = ~ Wy (p,w,o).
Supongamos que rank (o) = do < d y sea 1q, 4 la matriz diagonal que tiene en sus primeras

do entradas de la diagonal un 1y 0 en el resto. Entonces existe p € Mg g tal que

p=p’ ~ Wy (p, pwp', Iaya) »

en consecuencia, st o € Sj, una distribucion existe si y solo si la otra existe. En general,

tenemos para todo p € My, 4 que

p=p’ ~ Wy (p, pwp', pop’) .

Si existe Wy (p,w,I) y o € ST, entonces Wy (p,owa, o) también existe y la implicacion

inversa también es cierta. En el caso en que o € S:[, st Wy (p,w,o) existe, entonces
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Wy (p,w, to) también existe para todo t > 0.

Demostracion. Probemos primero la tercer afirmaciéon. Para esto, analicemos la transfor-
mada de Laplace de p=p’ usando la propiedad ciclica de la traza y la formula de Sylvester.
Con esta idea, algunas manipulaciones algebraicas y matriciales podemos deducir que para
todo u € S,

Ee—(wrEr)  —  pe—tr(wEp) — pe—tr(p'upE) _ po—(p'up,E)
eftr(p’up(ldJrap/up)*lw)
det (Ig + op'up)?
e—tr(up(ld+ap’up)_1wp')

det (I, + pop'u)?

Usando ahora la identidad de Kailath (lema 2.7) para A=1;, U =op'uy V =p
y obtengamos, gracias a la invertibilidad de I + Ig, qu,

(Iq+ ap’up)_l = Ij—opu(l,+ pap’u)_l P,

de dénde

/

up (Ig+ a,o'up)_1 wp = up (Id —op'u (L, + pop u)_1 p) wp'
= upwp' — upop'u (I, + pop'u) " puwp’
= upwp' +u (I, — (I, + pop'v)) (I, + pap’u)_l pwp
= wupwp +u ((In + pap’u)_1 — In> pwp
= u(l,+ pap’u)_1 pwp'.

Al juntar esta igualdad con la expresion que encontramos para Ee~(wrEr") obtenemos la
dltima afirmacién.

1 (la cual

Para probar la segunda afirmacion, sélo hace falta multiplicar por p~
existe porque o es invertible) de ambos lados y seguir el proceso de vuelta, notando que en
este caso el pardmetro de no centralidad es p~!pwp’ (p~!)" = w. Para la primera afirmacién,
como +/o+/0? = \/a7\/o es una proyeccién ortogonal simétrica, tiene unla diagonalizacién

R\a'R' = A.

Aqui debemos tener A = I, 4 porque como proyeccion ortogonal, todo elemento
en su imagen (la cudl tiene dimensién rank (1/o) = rank (o) = dy) es vector propio del valor

propio 1, y todo elemento en Im (ﬁ)J‘ = ker (o) (de dimensién d — dy) es vector propio
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del valor propio 0. Si tomamos p = R+/a”, entonces obtenemos la primera afirmacién de la

proposicién.

Ahora notemos que 0! — I; +u € D (v) donde v = Wy (p,w, I) para cualquier
u € 5';. Si tomamos v = 0~ ! — I entonces Iy +u+v=u+oc" ' =o7! (I + ou), por lo

que

(u+v,€) e_tr((u+v)(ld+u+v)*1w) eftr((*ldﬂ“rg_l)(u+a—1)‘1w>

/§+ v(dg) = det (Iy+u—+v)’ det (o) Pdet (Iy+ ou)?

d

donde el exponente se simplifica a

—tr (w— (u—l—a_l)lw) tr( 4 0) ((u—l—a_l)l —a(u—i—a_l) (u—i—a_l)l) w)
(

-1
—tr | (Ig — o) w—(Id—au—Id)(u—Fa*l) w)

Ij—o)w) —tr (Ju (Ig 4 ou) ™ Jw)

(
= —tr((lg—o)w)—tr (u (Ig+ou)™! O'OJO') .

= —tr(
(

Por lo tanto,

‘CF(V,J_l*Id) (u) X EWd(p,O'LUO',O') (u) ’

lo que prueba la cuarta afirmacion puesto que el regreso se sigue de que la derivada de Radon-
Nikodym W sea estrictamente positiva, lo que hace que ambas medidas sean
equivalentes. Para la Ultima afirmacién deberemos usar repetidamente la tercera y cuarta,
concretamente, s6lo debemos seguir la siguiente cadena de existencias distribucionales para

t > 0 en el caso en que o € 5’;,

Wd (p7 W, U) i =
Wy (p, o lwo 1,Id> 1 =
Wy (p, ?O' lwaflg, z> i =
W, <p, ta gyl tlditld> 3 =
Wd (p7 W, tO’) 3 )
como queriamos probar. O

Observacion 2.10. Una caracteristica interesante de las distribuciones Wishart es que si son
consistentes en el sentido siguiente: si = ~ Wy (p,w, o), entonces Iy, ¢=14, 4 es distribucién
Wishart. Esto es, si nos restringimos a las primeras dy dimensiones, si recuperamos la

distribucién Wishart. De hecho, los parametros corresponden a p y a las submatrices de
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w y o que consisten en las primeras dy entradas. Esta propiedad no se preserva para los

procesos de Wishart en general, como veremos méas adelante.

También cabe aclarar que mas adelante daremos una caracterizacién para las dis-
tribuciones Wishart cuando o € S;, pero si ¢ no es de rango completo, entonces tiene
rango do < d. En este caso, podemos encontrar p € My, 4 tal que pop’ = Iy, y o = p? (p')?,
por lo que en cierto sentido podemos reducir el problema a un contexto en el que o es de
rango completo. El Gnico problema es que sélo caracterizariamos a las distribuciones donde

la imagen de w estd contenida en la imagen de o.

Corolario 2.11. Cualquier distribucion Wishart Wy (p,w, o) tiene soporte en 5’;.

Demostracion. Basta ver que para toda z € R? tenemos que 2/Zx tiene soporte R, . Para

esto, usemos la proposicion 2.9 para ver que para todo u > 0, tenemos

—tr(u(1+x’axu) - ICCIOJCC)
EefuxE:E’ €

_ r'wru
= (1+2'ozu) Pex {—},
det (1 + z’ozu)? ( ) L (e —
que es la transformada de Laplace de una distribuciéon x? no central con 2p grados de
z'w 1
z'o 2
2'Zx es una variable aleatoria con distribucién y? no central y escalada, lo que en particular

libertad, y parametro de no centralidad dado por 2 x'oxu. Es decir que

; evaluado en

implica que tiene soporte en Ry como queriamos. ]

Los procesos de Wishart se pueden entender en muchos sentidos. Su construccién
original fue a base de resolver EDE (ecuaciones diferenciales estocésticas), sin embargo
recientemente han surgido otros enfoques de semimartingalas o procesos afines. Como es de

esperarse, se verd que sus distribuciones marginales son Wishart.

2.2. Construccion de los procesos de Wishart

A lo largo de este capitulo, supondremos que nuestros procesos y variables alea-
torias estdn todos definidos en un espacio de probabilidad filtrado (§2,.%#,F,P) donde
F = (Ft);>( s continuo por la derecha y completo. La notacién y los resultado aqui usados
de la teori_a general de procesos estocédsticos deben entenderse de acuerdo a sus versiones
en [17, 18, 10], a donde referimos al lector ante cualquier complicacién en la lectura de este

trabajo. Denotaremos por Id al mapeo identidad en R, i.e., Id : t — ¢.

Nuestro principal objetivo es construir los procesos de Wishart méas elementales.
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Esto se logra al contruir semimartingalas a base de movimientos brownianos matriciales.
Posteriormente, calculamos su transformada de Laplace en el teorema (2.42), ecuacién (2.15)
y la EDE que satisface en los lemas (2.26) y (2.28), lo que motiva la definicion més general

de procesos de Wishart.

Para un proceso con valores matriciales X, denotaremos por X% a su entrada
(i,7), mientras que para una matriz constante a las denotaremos por a;;. Para todo proceso
de variacién finita en compactos A en R, denotamos por L (A) al conjunto de procesos
predecibles y progresivamente medibles V' tal que (V - A), := fg VsdAs existe en el sentido
de la integral de Stieltjes. Si B = M + A es una semimartingala continua con M una

martingala local y A un proceso de variacién finita en compactos, denotamos por
L(B)={VeL(4):V?eL(M)},

De este modo V - U denota la integral (V - U), = [ VidU; (estocéstica o no) siempre que
V € L (U) mientras que [V,U] y [U] son la covariacién cuadratica de dos semimartingalas
Uy V y la variacién cuadrética de U. También adoptamos la notaciéon dUdV = d[U, V]

cuando sea necesario.

Cuando U, V' y B toman valores en M, ,,,, M y M, respectivamente, diremos
que B es semimartingala si lo es por cada entrada y entenderemos que (U,V) € L (B) si
UrVsl € L(B"™) para todoi < n,r < m, s <lyj < k. También lo denotaremos a
veces por U € IL(B) cuando (U,I;) € L(B) y V € rL(B) cuando (I,,,V) € L(B). Asi,

fg U,dB,V, es un proceso con valores en M, , dado por

t ij m 1 t )
(/ UudBuVu) => Z/ UJdBVyY, i<n, j<k
0 r=1s=1 0
Intuitivamente, lo que sucede es que estamos tratando a dB como la matriz (dBij )ij y
realizamos las integrales de acuerdo al producto matricial. Mientras tanto, si hablamos de
vectores, podemos entender a R¥ como el espacio M. 1 o como M j, de acuerdo a como sea

conveniente para evitar problemas de dimensionalidad.

De esta forma, cuando integremos respecto de Id, lo que interpretamos es que a
cada entrada la integramos con respecto a la medida de Lebesgue, en este sentido, es como

integrar respecto de I,Id para alguna n € N.

Si B y C son semimartingalas con valores en R"™ y R™ respectivamente, conside-
raremos a [B, C], su covariacién cuadratica, como el proceso con valores en M, ,, dado por
[B,C]" = [B",C7] parai<nyj<m.
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Una nocién similar se puede entender para matrices, sin embargo, nuestra covaria-

cién ya no toma valores matriciales y evitaremos a toda costa darle alguna interpretacion

més alla del proceso multidimensional que a cada entrada de B y C' le asigna su covariacién

usual. Por ejemplo, si B y C son semimartingalas en R¥ y R! mientras que U € IL (B) y
V € IL (C) toman valores en M, y M,y,;, entonces para i <ny j < m,

k l ) B
[UdB,VdC]? = |> U"dB",> V/*dC*| =Y U"d[B",C*] (V') = (Ud[B,C]V')" .
r=1 s=1 r,s
Como en la situacién anterior, en ocasiones es mas conveniente usar la notacién diferencial

que la integral.

De este modo se pueden extender nociones y resultados que ya se conocen bastante
bien en el caso real e incluso vectorial. Usaremos constantemente la férmula de integraciéon

por partes y la férmula de It6, por lo tanto, vamos a enunciarlas para el caso matricial.

Teorema 2.12. (integracion por partes y formula de It6) Sean A y B semimartingalas
continuas con valores en M,, ;, y M}, », respectivamente y sea f una funcién real de clase C?
sobre M, ;. Si A€ lL(B)y B € rL(A), entonces tenemos

d(AB) = AdB + dAB + dAdB.

Ademis,
n k
df (A) = tr (Df (A)' dA) +% >3 0udjef (A)d AT, A
i,j=17rs=1

donde D = (0;;).

Demostracion. La primera férmula se sigue de la férmula de integracion por partes usual:

para todo t > 0, ¢ < ny j < m tenemos precisamente

k k
d(AB)Y =Y d (A'BY) =Y AtdBY + dA'BY 4 dA"dBY.
=1 =1

Para la segunda férmula, usemos la férmula de It6 usual. Con esto, sélo hace falta
notar que
n k ) ) n k )
tr (Df(A) dA) =3 (Df (A)"dA" = 373" 9 f (4) dA”,

i=11[=1 i=1[=1

para obtener el resultado deseado. O
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También resultard conveniente usar la integral estocastica de Stratonovich porque

la féormula de It6 y la de integracién por partes adquieren formas mas simples. Para esto,
consideramos semimartingalas U y V en My, , y M, ., respectivamente, entonces definimos

a la integral de Stratonovich dada por la forma diferencial

1
UiodVy, = UdV;+ idUtdW’

1
dU; oV, = dUtV;+§dUtht,
dU;odV, = dUdV;.

Con esta consideracion, la férmula de integracion por partes establece simplemente que

d(UsV;) = Ug 0 dVy + dUy o V. Asimismo tenemos para una semimartingala W en M, ,
dUy o (WWt) = (dUt © Vt) o Wi, (dUt o VZ)/ = V}/ o dUt,a

y otras relaciones andlogas se pueden concluir con facilidad.

De ahora en adelante, denotaremos por B ~ BM,, ,, a un proceso B a tiempo
continuo con valores en M, ,, cuyas entradas son movimientos brownianos estandar inde-
pendientes. El interés en los procesos de Wishart surgié con [5], cuando Marie-France Bru
por primera vez construyé procesos de Wishart a través de movimientos brownianos matri-
ciales. Ella inicié proponiendo a los procesos de Wishart como generalizaciones matriciales
de los procesos cuadrado de Bessel. Posteriormente, el problema se llevé al estudio de pro-
cesos matriciales que satisficieran una EDE particular. No obstante, en anos mas recientes
se ha encontrado una manera alterna de ver el problema, que en ocasiones es mas sencilla

de manejar.

A los procesos cuadrado de Bessel se les puede construir (para dimensiones enteras)
como el cuadrado de la norma euclidiana de un movimiento browniano, i.e., si B ~ BM, 1,
entonces B'B = || B|| » es un proceso cuadrado de Bessel n-dimensional. Su extensién natural
seria considerar ahora al producto de tal forma que nos resultara una matriz en vez de un
real. De esta manera, iniciemos considerando S ~ BMjg,, una matriz arbitraria s € Mg,
y construyamos al proceso X = (35 + s) (X5 + s)’, conocido como proceso de Wishart de

dimension d, indice p, forma X € 5’; y estado inicial ss’ € 5’;.

Algo inmediato es que X siempre es positivo semidefinido. Ademas, este proce-
so satisface una variedad de EDEs bastante importantes, en tanto que su distribucién a
cada tiempo es Wishart, como probaremos proximamente. Antes de probar esta propie-
dad, requerimos de un resultado técnico necesario que vincula a las variaciones cuadraticas

absolutamente continuas y al movimiento browniano.
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Lema 2.13. (representacion integral de Doob) Supongamos que M es una martingala local
continua en R™ con My = 0 y con variacién cuadrdtica dada por [M] = A - I,Id donde A =
oo’ para un proceso progresivamente medible o en My, ,,. Entonces existe, posiblemente en

una extension del espacio de probabilidad, un movimiento browniano B en R™ que satisface
M=0c-B.

Demostracion. Extendamos el espacio de probabilidad para incorporar un movimiento brow-
niano independiente W en R"™. De acuerdo al hecho 2.6, podemos definir un proceso o9 pro-
gresivamente medible en M, 5, el cudl nos ayudard a encontrar a B. Con este fin, tomamos
p = I, — 090 y definimos

B=0¢?-M+p-W,

lo que resta es probar que B es un movimiento browniano y que M = o - B. Para esto,
notemos que B es una martingala local por construccién, gracias a que M y W lo son;

ademads, su variacién cuadratica estd dada por (gracias a la independencia entre M y W),

o A-Id 0 (09)
el 5)()

= (0’ + (I, — %) (I, — 090)) -Id
(090090 + 1, —209% +0%009%0) - Id

(090 + I, — 20%0 + 090) - Id = I,,,1d.

Luego, el teorema de caracterizacién de Lévy muestra que B es un movimiento browniano

y ademas,
o-B=o009 - M+o(Iy—0%) W=00 M+ (c —o0%) - W =007 M.

Asi que sélo resta probar que la martingala local M —oo¥9 - M se anula idénticamente. Para

esto, calculemos su variaciéon cuadratica

[M —c09-M] = A—2009-A+oc09%509 A
= o0’ -Id—2009 - (00" - 1d) + 009 - (00’ - Id)
= o0 -Id—200%0" - Id+ oo900’ - Id

= o0’ -Id—200"-Id+ o0’ -1d =0,

lo que prueba que es constante, y como ambos procesos inician en 0, debe anularse idénti-

camente. Por lo tanto concluimos que o - B = M como se queria. O

Observacion 2.14. Es importante notar que la extensién del espacio de probabilidad sélo fue

necesaria para introducir a W, que a su vez sélo fue necesario para completar la variacion
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cuadratica de un browniano por parte de B. Si supiéramos, por ejemplo, que o es c.s.
invertible en toda t fuera de un conjunto de medida de Lebesgue 0 (posiblemente aleatorio),
entonces podriamos prescindir de W del todo y no seria necesario extender al espacio de
probabilidad para definir a B. Ademas, una forma de verificar la condiciéon sobre A y o es
probando que [0 - N] = A - Id para algiin movimiento browniano N en R™ (posiblemente
en alguna extensién del espacio de probabilidad). Esta forma de verificar la condicién es

mucho maés sencilla de visualizar cuando lidiamos con matrices en vez de vectores.

Algo que nos ayudard a traducir estos resultados para el caso matricial es tener
algunas consideraciones que nos lleve del espacio de matrices My 4 a R"™ con n = d?. Como
amos espacios tienen la misma dimensién, a cada elemento de My 4 le podemos asociar uno
de R™ a través de la funcién vec, la cudl acomoda las columnas de una matriz en My 4
una encima de la otra, colocando iniciando por la izquierda. Esta funcién es entonces una

isometria (bajo la norma euclidiana en R" y la de Frobenius en Mg q).

El teorema de Knight nos permite representar a martingalas locales continuas fuer-
temente ortogonales (con covariacién nula) como movimientos brownianos independientes
cambiados de tiempo. El siguiente resultado nos permitiré extender ligeramente ese resulta-
do, pero primero debemos lidiar con algunas consideraciones para obtener una funcién me-
dible 4 que a cada A € S, le asigne alguna matriz 74 (A) tal que 74 (A) Ay (A) = Ay (A),

la matriz diagonal con los valores propios de A ordenados de forma no decreciente.

Una vez que tengamos eso, para un arreglo A € R? x R? x R¢ x R?, le podemos
asignar una matriz en M, , donde n = d? (también denotada por A) de tal forma que para
todo 4,7, k,1 € {1,...,d}, su coordenada (i + (j — 1) d, k + (I — 1) d) estd dada por Ajj. Si
esta nueva matriz es simétrica o incluso un elemento de ‘5_”;' (por ejemplo, A podria ser el
proceso de covariacion cuadratica de una semimartingala en My 4), entonces podemos definir
a A, (A) como antes. Si reacomodamos las entradas diagonales de A, (A) a través de vec™?

(la rama inversa que nos regresa matrices cuadradas), podemos obtener a Ag g (A) € My 4.

Consideremos A € S, entonces la resolvente R (4,() = (A — CI;)"! es conjunta-
mente continua en sus dos argumentos cuando hacemos R (A,() = A (el punto al infinito
en S;, donde la continuidad se da con respecto a la topologia del espacio compactificado).
Asi, para cada valor propio A, podemos calcular las proyecciones propias (proyecciones al
espacio de vectores propios asociados al valor propio correspondiente) a través de la integral
frA R (A, () d(, donde I'y se puede tomar como un pequeno circulo en C que encierre a A
y no contenga a ningin otro valor propio. Luego, podemos considerar a los subespacios
T, C S‘j donde tenemos exactamente 1 < r < d valores propios distintos ordenados cre-

cientemente p = (1, ..., py) con multiplicidades n = (nq,...,n,) (donde ny+...+n, = d)
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respectivamente.

Como en [13], podemos ver que si nos restringimos a cada 7;,, entonces podemos
tomar un mapeo A — P tal que PAP' = diag (\1,...,Aq) de manera localmente continua.
Podemos tomar una coleccién de subconjuntos {7"} de T), tal que cada 7" es compacto
en T;,, su unién es todo T}, y sus interiores son ajenos. En cada uno de dichos compactos, la
continuidad de los valores propios como funcién de A, nos dice que de hecho tienen graficas
compactas y por lo tanto estan a distancia positiva unas de otras. Luego, existe §,, > 0
tal que podemos tomar a los circulos I'y (obviamente dependientes de A) centrados en A
y de radio é,, de forma que estos no se toquen para ninguna A y los cudles van a variar

continuamente respecto de A.

Consecuentemente, la continuidad de la resolvente en la unién de las graficas de los
I') prueba que podemos conseguir a las proyecciones propias como funciones continuas de
A. Por lo tanto podemos construir un mapeo f;* : A — P continuo. Definiendo f, = f* en
T\ Uk<m TF, obtenemos el mapeo medible con las condiciones deseadas en T},. Definiendo

finalmente g = f,, en T}, obtenemos una rama el mapeo A — P como funciéon medible.

Este mismo resultado se puede probar de una manera més limpia usando fuertes
resultados de geometria algebraica real. Con esto podriamos definir a 745 de manera que
sea, no sélo medible, sino ademas semialgebraica. De hecho, para notar esto, basta ver que
Sj es un subconjunto semialgebraico del espacio vectorial de matrices simétricas. Podemos

definir al conjunto
@:{(S,)\,v) 65’; xR xR? : Sv = v, |v| :1},

el cual también es semialgebraico y tiene una proyecciéon natural 7 : & — g;. Luego, un
resultado no trivial de geometria algebraica muestra que S’j admite una estratificaciéon cuyos
estratos son variedades topolégicas semialgebraicas contractiles X1,..., Xy C 5; tales que
el mapeo inducido 771 (X3) — X} es localmente un haz fibrado trivial. El fibrado de 7
en una matriz especifica A, consiste en una unién de esferas disjuntas, a saber, las esferas
unitarias de los espacios vectoriales asociados a cada valor propio de S. Estos haces fibrados
son triviales puesto que tienen una base contrictil. De esta forma obtenemos justamente
diagonalizaciones semialgebraicas, en particular, medibles. Al lector interesado con esta

teoria se le refiere a [19].

De ahora en adelante, cuando tengamos un proceso X en R™ y un proceso Y
diagonal en gf{ (o bien, un proceso en R} ), definimos al proceso X oY en R™ dado por
(Xo Y)i = (X% 0o Y%). Si por otro lado, ambos toman valores en M,, ,, y las entradas de Y/

son todas no negativas, entonces definimos al proceso X oY en M,, ,, dado por (X o Y)ij =



25
XU oYW,

Lema 2.15. (representacion como cambio de tiempo) Supongamos que M es una martin-
gala local continua en R™ con variacion cuadrdtica dada por [M] = A -V donde A es un
proceso progresivamente medible en ,S_’;fy V' es un proceso progresivamente medible con va-
lores diagonales en M, , cuyas entradas son no decrecientes. Entonces existe, posiblemente

en una extension del espacio de probabilidad, un movimiento browniano B en R™ tal que
M =, (A) - (Bo (Mg (4)-V)),

donde A, (A) = 7, (A) A, (A) es la matriz diagonal que contiene a los valores propios A

(podemos suponer que estin en orden ascendente de ser necesario).

Demostracion. La idea principal es justamente transformar el problema a un contexto en el
que podamos hacer uso del teorema de Knight. Considerando a m,, como antes, podemos ver
que la medibilidad de 7, implica que 7, (4) es progresivamente medible (y de hecho toma
valores en el espacio de matrices ortogonales y por lo tanto es acotado). Entonces podemos

definir a la martingala local continua
N=m,(A) M,

y ver que
[N] = [0 (A) - M] = mn (A) Ay (A) -V = Ay, (A) - V.

Luego, las entradas de N son fuertemente ortogonales y podemos usar el teorema de Knight
para encontrar, posiblemente en una extensién del espacio de probabilidad (dependiendo de
si [N']__ es infinito para toda i = 1,...,n 0 no), n movimientos brownianos independientes
B tales que

Ni=DBio [NZ} i=1,....n,

o lo que es equivalente, N = Bo[N]. Dado que 7, (A) 7, (A) = I,,, entonces M = 7, (A)-N

de donde se sigue que
M =7, (A)' - (Bo[N]) =m, (A) - (Bo (A(A)-Id)),
como se queria probar. O

Observacion 2.16. Uno podria, en principio, definir a N como el producto m, (A) M (o
con alguna expresién similar) para que podamos recuperar a M de una manera sencilla.
No obstante, esto es poco 1til, porque N no necesariamente seria una martingala local,
y al calcular su variacién cuadratica, tendriamos que usar la férmula de integracién por

partes, donde no conocemos la relacién directa entre 7, (A) y M, ni sabemos si 7, (A4) es
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de variacién finita en compactos o no.

Luego, la representacion anterior no es la mas explicita, sobre todo porque desco-
nocemos la forma precisa de m, (4). No obstante, este puede resultar de utilidad porque
nuestros problemas de EDE se pueden traducir a un contexto de cambio de tiempo, que en

ocasiones es mas facil de resolver.

Por ejemplo, uno puede verificar que si M = U - W para algin proceso progre-
sivamente medible U € L (W) y un movimiento browniano W en R" (como en el lema
anterior), entonces se cumplen las condiciones del presente lema. Asi, si estuviera en duda
la existencia de una soluciéon débil para M, podriamos traducir este problema a encontrar

una solucién débil a la formulacion equivalente respecto de cambios de tiempo.

De hecho, como en el caso del lema 2.13, el principal uso que le daremos al lema es
cuando V' = I, Id. Ademss, es facil notar que los valores propios se encargaran de «eliminary
toda informacién en exceso, es decir que no usaremos a todos los movimientos brownianos,
sino sélo los necesarios.

. . e . . . d(d+1
Por ejemplo, en el caso de matrices simétricas en Sy, a lo mas requerimos ( 2+ )

d(d—1)
2

movimientos brownianos distintos, porque habra valores propios idénticamente nulos.
Esto también complicara ligeramente los calculos en el modelo de estimacién que se presenta

en el capitulo que sigue.

Lema 2.17. Sea 2p € N, consideremos S ~ BMap, 4, s € Moy 4, Q@ € Myq y definamos
X =(8Q +5)' (SQ + s). Entonces X satisface

dX; = Q'dS; (SiQ +s) + (Q'S; + §') dSiQ + 2pQ'Qdt, Xo=xz=35s.

Mas atin, existe B ~ BMg g4, posiblemente en una extension del espacio de probabilidad, tal
que

donde o = Q' Q.

Demostracion. Veamos que la primera féormula se obtiene de usar la férmula de integracion
por partes y el que
Q'dS;dS,Q = 2pQ' I,Qdt = 2pQ’ Qdt.

Para probar la segunda EDE, vamos a usar el lema 2.13, para lo cual basta calcular la
variaciéon cuadrética de X y probar que coincide con la de Y; = fg (VXsdBsQ + Q'dB.\/X5)
para algin B ~ M By 4.
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En este sentido, estamos considerando al mapeo lineal y simétrico (también referido

como la simetrizacién S % o en el lema 2.2)
ot A VXLAQ + QAVX,,

como una matriz en M,,,, multiplicando a un vector A € R" para n = d?. o es continuo y

adaptado porque v X lo es y gracias a la continuidad de la multiplicacién matricial.

En este contexto, Y = ¢ - B, donde B se piensa como en un movimiento browniano
en R™ y sélo hace falta comparar la variaciéon cuadratica de X (en realidad, de su componente

martingala local) y Y. Asi, para 1 <i,4, 7, j" < d, podemos calcular,

sl
ik 1y i’ k! 1 14! 1.0
= > {\/XZ Q- BM + QuvX’ B VX" Quy - B¥Y + QuivX - B! ’“}
kLK U <d
ik i’ k! " ik 1’5 1.0
= > VXX Q- [BM B + VX QuQuavX - [BM, B
kK 1'<d

lj i k! " 1y 1’5’ 1.0
+ VX VX Quy - [B% B + Quv X QuavX T - [BY, B

Aqui debemos ahora separar por los que se anulan o no en los casos (k,1) = (k',1')

y (k,1) = (I', k') y usar la simetria de v/ X, obtenemos finalmente

(Zf XVxX ’“) (Z szsz/) I+ (Zﬁfﬂﬁ(”) (Z QkiQki) - 1d

1<d k<d 1<d k<d

)l o)
1<d k<d I=d h=d
(X (QQ),y + X (QQ), + X (QQ), + X (QQ),) - T

Por otro lado, de la primera EDE se puede deducir ficilmente que para 1 <

.7, 5,5 < d,
d|x7, x| = dx{dx;?
= (QdS;(S:Q+5) + (Q'S; + ) dSiQ)
X (QdS](S:Q+5) + (Q'S; +5) dSiQ),.
= > Y (sz "(SQ + 5); + (SiQ + 5), dszlmemj)

LI <2pm,m/<d

y (leildsé/m/ (StQ + S)l/j/ + (StQ + S)l/i/ dSt/m/Qm/j/) .
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Ahora notemos que los sumandos no se anulan si y sélo si (m,l) = (m/,1l'), obteniendo

fﬁi( i </Dtd5uQu+S>lj il (/()tdSuQu+S)lj/

=1 m=1

} t t ,
+ Q™ ( / dSuQu—Irs) < / dSuQqus) e
0 1 \Jo il
t gt
+ ( / dSuQqus) QmiQm ( / dSuQu+s)
0 li 0 1!

t i t .
+ < / dSuQu+s> mj < / dsuQu+s> ?ﬂ)dt
0 I 0 154

2p d .y Ly o, L
= 22 (@Q)" 2" + (@) 2" + Q)" 2 + (@) ") dr.

=1 m=1

como queriamos probar. Esto ya nos permite usar el lema 2.13 y concluir la prueba. ]

Observacion 2.18. Notemos que el lema 2.13 nos provee la existencia de un movimiento
browniano B en R" que cumple nuestras condiciones. Justamente habria que reagrupar sus
entradas hasta poder considerarlo como una matriz en Mgy 4. En relacién a la observacion
del mismo lema, es posible ver que si 2p > d—1, entonces c.s. X es invertible para todo ¢ > 0
(fuera de un conjunto de medida de Lebesgue 0 si 2p = d — 1). Si @ es ademas invertible,
entonces no hace falta extender el espacio de probabilidad para introducir a B. Mientras

que si 2p < d, en general, la extension del espacio de probabilidad es inevitable.

Del mismo modo en que generalizamos la construcciéon de procesos cuadrados de
Bessel, podemos construir al proceso de Cox-Ingersoll-Ross a través de la suma de los
cuadrados de procesos de Ornstein-Uhlenbeck reales independientes. Luego, el siguiente
paso para generalizar esta nocién es considerar el caso matricial. Denotaremos de ahora
en adelante denotamos la distribucién del proceso CIR por CIR (a,b,o,z) donde a es el
pardmetro de reversion a la media, b es la media, o+/- es el coeficiente de difusién y tiene
estado inicial x, mientras que denotamos por BESQ (p, z) a la distribucién de un proceso

cuadrado de Bessel con deriva p y estado inicial es x

Definicién 2.19. (proceso de Ornstein-Uhlenbeck) Decimos que un proceso estocdstico
S con valores en M, ,,, es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck matricial, y lo denotamos
S ~ OUP, m (A, B, s0), si satisface

dS; = Sypdt + dWi A, Sy = s, (2.3)

para algunas A, 5 € My, m, 50 € Mym y W ~ BM,;, .

La existencia y unicidad fuerte de los procesos de Ornstein-Uhlenbeck se sigue de
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los teoremas de Yamada-Watanabe para coeficientes globalmente Lipschitz; especificamente,
se sigue del teorema 6.7.3 en [20]. Por completitud, enunciaremos el mismo junto con algunas

definiciones auxiliares.

Definicién 2.20. (continuidad Lipschitz) Sean U y V espacios normados y sea W C U un
abierto. Decimos que una funcién f : W — V es localmente Lipschitz si para todo x € W

existe una vecindad A C W de = y una constante K > 0 tal que

1F ) = FWlly < Kllz=ylly, VzyeA

Si en particular se puede tomar K no dependiente de x, entonces se dice que f es

gobalmente Lipschitz.

Teorema 2.21. (Yamada- Watanabe multidimensional, Stelzer) Sea U un subconjunto abier-
to de My, ,, tal que existe una sucesién creciente {U,, } de subconjuntos cerrados y convexos
de U tales que U, U, = U. Si f : U — M, }, es localmente Lipschitz y Z es una semimartin-
gala continua en My, ,,,. Entonces para todo valor inicial Xo € U que sea Fyp-medible, existe
un tiempo de paro T' > 0 c.s. y una semimartingala X en U con valor inicial X que es

trayectorialmente la tinica solucién fuerte a la EDE
dX; = f(Xy)dZy, (2.4)

en el intervalo aleatorio [0, 7). En el evento T' < oo se tiene que Xy — OU conforme t — T'

o hay explosion, i.e., lim sup,_p || X¢|| = oco. Si f satisface
2 2
If @I < K (1+[2]%), (2.5)

para alguna constante K > 0, entonces no hay explosiones.

Aunque, como mencionamos antes, la existencia fuerte de procesos Ornstein-Uhlenbeck
se sigue del teorema anterior, en el caso particular de estos procesos, podemos dar una cons-
truccion explicita de X en términos de sus parametros y de W. Este resultado es casi idéntico

a su analogo escalar.

Teorema 2.22. Para cada W ~ BM,, ,,, existe una tunica solucion fuerte a (2.3) dada por

t
S, = spelt + (/0 dWsAe_’Bs) ePt. (2.6)

Demostracion. Definiendo a X de acuerdo a la ecuacién anterior y usando la féormula de
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integracién por partes, tenemos que

t
dsy = soeﬂtﬁdt+< / dWsAe—ﬂS> eﬁtﬁdt+(thAe—6t) Bt
0

+ (thAe*ﬁt) BtBdt = S,Bdt + AW, A,

Esto prueba la existencia fuerte, mientras que la evidente continuidad Lipschitz global
prueba la unicidad y la condicién de crecimiento (2.5) se satisface y nos garantiza la ausencia
de explosiones. Aqui, implicitamente usamos parte del teorema 2.21, con f (z) = (z,13) y
Zy = (pt, W A)'. O

A continuacién daremos una construccién de procesos de Wishart a través de
procesos de Ornstein-Uhlenbeck matriciales. La razén por la que aiin consideramos a estos
como procesos es Wishart es porque la distribucion marginal de S; es normal multivariada,

cuya prueba es bastante sencilla.

Lema 2.23. Sea B ~ BM,, , y consideremos un proceso determinista y cuadrado integrable

Y con valores en My, i, entonces el proceso

t
H, = / dB,Y,,
0

tiene renglones normales independientes e idénticamente distribuidas con media cero y
Ui rrly t ! i
E(Htl tj) :/0 (YSY5)" ds.

Demostracion. La construccién de la integral de Itd para el movimiento browniano prueba
que H; es el limite en L? de combinaciones lineales de las entradas de B a diferentes tiempos

y por lo tanto, H tiene distribuciones marginales gaussianas.

Por otro lado, la independencia e igualdad distribucional de los renglones de H se

sigue de que

- mooet ) .
HY — Z/ dB;lY-Slj’
=170

y por lo tanto los movimientos brownianos involucrados con (H”)j y con (H”) son
J

distintos para i # . Finalmente tenemos

m + t
14 1j _ IV R VAT oy l2j
E(HH) = §:E</()stxg,/()stxg)

l1,lo=1

mooa t -
= > [ vivBas = [ (vivyas
=1 0 0
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lo que termina la prueba. O

Observacion 2.24. Fl resultado se puede escribir como

t
Hy ~ Noj (0, | vividse In) ,
0

donde ® denota el producto de Kronecker y IV, ;, denota a la distribucién normal multiva-
riada matricial en M,, j, esto es, A ~ N,, , (1, X) si y s6lo si A toma valores en M,, 1, vec (A)

tiene distribucién normal con esperanza p y
E (Vec (Hy) vec (Ht)') = X

Luego, esta nueva escritura se debe a que

. ) t ij
E ((VGC (Hy) vec (Ht)')v(k ) U(lj)) = F (HtZJHt]“) = 0y (/0 Y;’YSds>

t
= </ Y;sts ® In) .
0 v(k,i),v(l,5)

Corolario 2.25. Sea S ~ OUP, ., (4, B,5s0), entonces

! t /
Si ~ Ny i (soeﬂt, et < / e P SA’Ae—ﬁsds> Pt In) .
0

BId

Demostracion. El lema anterior aplicado a Ae™ nos da el resultado casi directamente,

puesto que sélo requerimos perturbar esto por €%/ y luego sumar la nueva media. Lo més

resaltable de esto es que tenemos otra representacién en ciertos escenarios; sea
T:X — [X+XB
vee (T(X)) = (I4®@p' +p © 1) vec(X)
= (Bop)vec(X).

Supongamos que Y es invertible, lo que es equivalente a que 0 ¢ o (8) +o (8) =0 (8’ @ ).

Entonces tenemos

d / !
Bt A1 ALBEY B't A? 4Bt
dt<e A Ae )-T(e A Ae ),
lo que implica que

’ t ’ t / ’ t
et (/ e P SA'Ae_BSds> Pt = / PS5 A AePSds = 1! (eﬁ SA’Aeﬁs) .
0 0

= T (A A) — T (44),
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por lo que
Sy ~ Ny i (soeﬁt, I,® [T—l (eﬁ’tA’Aeﬁt) -t (A’A)]) ,

como queriamos probar. O

Con esto, justo tenemos distribuciones normales a cada tiempo y es con estas
distribuciones que inicialmente construimos a las distribuciones Wishart, lo que motiva el

siguiente resultado.

Lema 2.26. Sea 2p un entero no negativo, @, € Mg 4, © € 5’; yS ~OUPyq(Q,0,s)
donde s's = x. Entonces existe B ~ BMy 4, posiblemente en una extension del espacio de
probabilidad, tal que X = S’S satisface

dXy = VX dBQ + Q'dBjv/ Xy + (BXy + Xu ' + 2pa) dt, X = =,

donde oo = Q'Q.

Demostracion. Supongamos que S satisface (2.3) con respecto a W ~ BMjy, 4. Usando la

férmula de integracién por partes, podemos verificar que

dX; = dS;S;+ S;dS; + dS;dS;
= (BSidt + Q'dW}) Sy + S; (S:B'dt + dW,Q) + (Q'dW,) (dW:Q)
= BXidt+ QdW/S, + X B dt + S;dW,Q + 2pQ'Qdt,

donde Q'Q = «. Por lo tanto, la parte de variacién finita en compactos ya tiene la forma
deseada y basta ver que la variacién cuadratica de X satisface las condiciones del lema 2.13,
i.e., coincide con la de Y; = f(f (VXsdB,Q + Q'dB.\/X) para algtin B ~ M By 4. Ya hemos

calculado esta ultima en la prueba del lema 2.17, asi que sélo hace falta calcular la de X:

d|X9.X"| = dxPdxX;? = (QAW/Sy),; (SiAWiQ)

= 3 Y (QudWmSY + SEAW™ Qo) (QuursrdW ™ S+ ST AW ™ Q)

LU<2pmm/<d

donde los tnicos términos que no se cancelan son aquellos donde (I,m) = (I';m'). De este

modo se simplifica a

> (QuiSE Quir ST + S QujQuuir S + QuuiSE Y Qg + S Qs St Q) t

1<2pm<d

= (X7 (QQ)y + X7 (QQ), + X7 (QQ); + X7 (QQ),) dt,

entonces las variaciones cuadraticas coinciden y podemos usar el lema 2.13 para finalizar la
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prueba. O

Observacion 2.27. De la misma manera que en el caso anterior, si ) es invertible y 2p > d,
entonces no es necesario extender el espacio de probabilidad para definir a B; de lo contrario,
en general es inevitable. Ademds, aunque parece no haber ninguna restricciéon sobre los
pardmetros salvo por 2p € N, veamos que como z = s's, entonces el rango de x estd acotado
por 2p. Esta tltima aclaracién es importante para la prueba de existencia de distribuciones
Wishart, puesto que el pardametro de no centralidad cumple justamente una condicién de

rango.

Aunque la motivacién de la siguiente construcciéon vendra por parte del teorema
2.42, podemos probar el resultado principal y ver desde otro enfoque constructivo al pro-
ceso de Wishart. Aqui, lo que planeamos hacer es iniciar con la idea del lema 2.17, donde
construimos una primera versiéon del proceso de Wishart, y agregar un factor de mezcla que
nos llevard a obtener una semimartingala con las mismas propiedades que la obtenida en el
lema 2.26.

Lo mas importante de esta construccion es que abre el camino a procesos mas ge-
nerales, usando las mismas ideas que en el caso de los procesos de Wishart. De hecho, mas
adelante veremos las caracteristicas markovianas del proceso de Wishart y en particular en-
contraremos su funcién de transiciéon. Con esta a su vez se pueden construir nuevos procesos
de Markov con transiciones Wishart (homogéneos o no), haciendo uso de la caracterizacién

de la existencia de las distribuciones Wishart.

En cierto sentido esto se convierte en un anédlogo al uso que se dan en las transi-
ciones brownianas (que son normales o gaussianas) para construir otros procesos gaussianos
de Markov.

Lema 2.28. Sea 2p € N y consideremos S ~ BMy, q, s € My, q, y dos procesos con valores
en Mgq: B € L(Id) y@Q € rL(S). Si definimos,

7, = (/OtdSuQu—l—s>,(/0tdSuQu+s),

entonces existe W ~ BM, q, posiblemente en una extension del espacio de probabilidad, tal

que Zy = x = s's y para toda t > 0 se tiene

dZ; =\ Z;dW, Q1 + Q1dW// Zy + 2pQQudt.

7’ 4 . . . . . /-
Mds ain, cada vez que se tiene la EDE anterior, si definimos X = e 147814 entonces

existe otro movimiento browniano B ~ BMgq, que también puede estar definido en una
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extension del espacio de probabilidad, tal que para toda t tenemos
dXt =V XtdBt(5t + (%de\/ Xt + (2pat + ,BtXt + Xt,Bé) dt,

donde a = eP12Q/Qel'1a y 0 satisface 0'6 = «, por ejemplo ,6 = \/a. En particular, si 8
es constante y Q satisface Q'Q = e Pllae=F'1d parg alguna o € 5*; constante, por ejemplo,

Q = Ve Bldae=B1d entonces QLQo = 8’6 = a y se satisface
dXt =\ XtdBth + Q()dBé\/ Xt + (2p0( + BXt + Xt,@l) dt,

para toda t y Xo = x.

Demostracion. Procedamos como en el lema 2.17 para ver que al usar la férmula de inte-

gracién por partes y el que

Q1dS1dS Q= 2pQi14Qdt = 2pQ;Qydt,

obtenemos que la deriva de Z es 2pQ'Q - Id. De este mismo modo podemos calcular su
variacién y covariacién cuadratica, la cual satisface las siguientes identidades para cualquier

eleccion de indices 1 < 4,7, 7,5 < d,
d|z4, 2] [ =dzy azi’’

(Q;dst’ ( /O 45,00 + s> + ( /O "QLas! + 3') dStQt>ij
(Q;dsg < /0 " 4,Qu + 5> + < /O "QLas! + s’) dStQt>ilj/ ,

2p d ) t t .
= Z Z ( mi g gim (/0 dS,Qy + S)l‘ + (/0 dS,Qu + s)l‘ dSéngnJ>
J 1

LU'=1m,m'=1

11 ! ! t t ! ! 151
( i ggim (/ dSuQqus) +</ dSuQqus) dsim ;’”).
0 I 0 it

Ahora notemos que los sumandos no se anulan si y sélo si (m,1) = (m/,l'), por lo tanto se

simplifica a
2p d Ly gy S, o
>0 (@)™ 2 + (@) 21" + (@) 27 + (@Q)" 2" dt.

=1 m=1

Esto nos permite usar la representacion integral de Doob (lema 2.13) para introducir un

movimiento browniano W en My 4 tal que

dZ; = N ZidWiQy + Q,dWI N/ Zy + 2pQ}Qudt.
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Ahora supongamos que se tiene la EDE anterior para alguna combinacién de pardmetros

p, Q) v definamos a la martingala N, = [* /Z;dW;Q: + [ Q'dW/\/Z; y usemos la férmula
( & 0 o &raWy

de integracién por partes para obtener

dX; = (AN, +2pQ|Qudt) ¢ + (B Ziet 4 ' 2,1 dt
= PN + (2poy + BX: + Xi ) dt,

y s6lo resta calcular la variacién cuadratica de X para corroborar la legitimidad del uso de

la representacion integral de Doob. Esto es muy simple porque para todo 1 < 4,4/, 7,7 <d,

d {Xij,Xi’j’L - k%;l/ (eﬁt>ik dNtkl (eﬁ/t)lj (eﬁt)i,k/ dNtk’l’ (e)l/j,
= 3 (), (7 (M), (1), (2 (@)

+ 2 Q)" + 2 (@)™ + 21" (@)™ ) at
= (X"l + X7l X0l + X{ ") - 1,

como queriamos probar. La tdltima afirmacién se sigue de esto dltimo, notando que en ese

caso « es constante y Qg es cualquier matriz que satisfaga Q(Qo = «. O

Observacion 2.29. Es importante notar como esta idea transforma el problema de resolver
el problema de una EDE con deriva linealmente dependiente del estado actual en otro con
deriva determinista y con cardcter espiral (divergente, convergente o peridédico) de acuerdo
al comportamiento de e?/¢. Esto se debe a la biyeccién que se genera entre X y Z, teniendo
esta propiedad incluso cuando 2p no es entero. También podriamos considerar el resolver una
EDE para X, donde debemos dar por adelantado el proceso «, tomar QQ = Ve-Bldoe—FId

y resolver la EDE correspondiente para Z.

2.3. Semimartingalas y EDE de Wishart

Uno se puede preguntar sobre la existencia de procesos que satisfagan la EDE del
lema anterior y sobre qué tanto mas se pueden generalizar los pardmetros involucrados.
También puede ser que, para evitarnos problemas respecto de soluciones débiles contra

soluciones fuertes, podriamos tratar de extraer lo mas importante del proceso.

Esto es, dar una definicién de procesos de Wishart a omitiendo a los movimientos
brownianos en la medida de lo posible y en vista del lema 2.13. Con esto, lograremos poder
concenctrarnos en propiedades intrinsecas de estos procesos, sobre todo aquellas de particu-

lar utilidad en S;L. Esto a su vez nos llevaréd a poder caracterizar mejor su comportamiento,
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en otras secciones.

Esto nos lleva a la introduccién de las siguientes definiciones y caracterizaciones,
como herramientas para lidiar con un problema nada trivial. La razén por la que estos pro-
cesos son llamados «de Wisharty, es porque su construccion (las presentadas anteriormente)
son un analogo, en procesos, a la construccién de las distribuciones de Wishart. Ademas,
estos procesos presentan distribuciones marginales Wishart, por lo que es atin méas natural

este nombre.

Definicién 2.30. (semimartingala de Wishart) Parap >0, 3 € Myqy o € ST, una semi-
martingala continua X con valores en S'j se dice semimartingala de Wishart con pardmetros
(p, o, B, x) si podemos escribir X = x + D + M donde X = =z,

D = (2pa + X + Xp') - Id,
vy M es una martingala local con variaciéon cuadratica
[M” : M’ﬂ — (Xikajl + X 4+ X% ay + Xﬂaik) Id, 0<i,jkl<d (27

En dicho caso, lo denotamos por X ~ WP, (p,a, 8, ).

Es inmediato que tanto D como M son continuas y que ambas inician en 0. Ademés,
podemos observar que la deriva, tiene un comportamiento afin con respecto al estado actual.

A continuacion veremos un pequeno resultado sobre la aditividad de estos procesos.

Lema 2.31. Sean X' ~ WPy (p;,c, 3,7;) parai=1,...,n fuertemente ortogonales, i.e.,

()" () ) =0

para todo i < n, k,[,k',I' <d. Entonces X = Y"1 X' ~ WPy (X0 piy, B, 0 ;).

Demostracién. Notemos que Xo = 1 X4 = S | z; mientras que

D = z:lDi:z:l@pia—kﬂXi—kXi/B’)-Id

= (2 (zn:p,) a+ﬂX+XB/> - 1d,

=1

define un proceso continuo de variacién finita en compactos, donde X* = D* + M* + x;es

la descomposicién de X* para ¢ < n. Si ahora tomamos a la martingala local continua



37
M =", M, entonces podemos verificar por la ortogonalidad fuerte que,

(o)) = [ ()]

i=1

[rare) = |5 ()",

i=1 7

= Z ((Xi)kk:’ o + (Xi)lk’ - (Xi)kl’ S (Xi)”l akk/) 1

=1

n

1

= (ka/@ll' + X g+ X g + X”,akk’) Id 0<4,j5,k,l <d,

con lo que concluye la prueba. ]

Observacion 2.32. Una de las aplicaciones més importantes es cuando los procesos son

independientes por parejas, donde trivialmente se satisface la hipotesis de ortogonalidad.

Definicién 2.33. (EDE de Wishart) Sean Q, 5 € Mgq,p >0y x € ST, entonces definimos

la ecuacion diferencial estocdstica de Wishart como la ecuacién
t t
X, =2+ / (VX.dB,Q + QdBVX,) + / 2pQ'Q + BX, + X,B)ds, t>0, (2.8)
0 0

donde B es un movimiento browniano estdndar en My 4.

Decimos que una solucién a la EDE de Wishart es una soluciéon débil si dados
los parametros p, @@, 8 y = existe un espacio de probabilidad filtrado donde se satisfaga la
ecuacion en términos de la integral de It6. Sin embargo, la entenderemos como una solucién
fuerte si el espacio de probabilidad y B también estan dados y ahi encontramos una solucién,

en cuyo caso lo denotaremos por X ~ WPy (p, «, 3, ) donde o = Q'Q.

Cuando no queramos dar un estado inicial explicito x, denotaremos X ~ W Py (p, a, 3)
y se entiende que estamos considerando a la coleccién de distribuciones {W Py (p, o, 8, 2)} e
i.e., el estado inicial es arbitrario pero no aleatorio. En este tltimo caso, es crucial que existan
todas las distribuciones W Py (p, o, B, x). Esta distincién serd de gran importancia cuando

exploremos las consecuencias de la forma de su generador infinitesimal.

Mientras que una solucién fuerte siempre nos da una débil, el converso no siempre
es cierto. Una observacion interesante es que cuando @ = 0 (y por lo tanto « = 0), entonces
tenemos una evoluciéon completamente determinista dada por X; = ePlzel't. Mas adelante
veremos que las dos definiciones de procesos de Wishart son equivalentes en un cierto
sentido; especificamente, veremos que las soluciones débiles a la EDE de Wishart son las

semimartingalas de Wishart.

Proposicién 2.34. (invariancia) Supongamos que X satisface la EDE de Wishart (2.8) y
sea P € Mgyq una matriz ortogonal. Entonces el proceso U = P'X P satisface la EDE de
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Wishart para los pardmetros

Qp = P'QP
pp = P'BP
ap = Q;;Qp = P/OzP.

Demostracién. Notemos que P'B es un movimiento browniano en M 4 porque cada vector
columna mantiene su ley browniana y se preserva la independencia entre columnas. Simi-
larmente podemos concluir que W = P’BP es un movimiento browniano en Mg 4. Si ahora

multiplicamos por Py P a (2.8), obtenemos

PldX,P = P'\/X,dB:Q + P'QdB,\/X;P + P’ (2pa + X, + X;3') Pdt
dU; = P'\/X;PP'dB;PP'QP + P'QPP'dB,PP'\/X,P
+ (2pP'aP + P'BPP'X,P + P'X,PP'#'P)dt
= VUAdWiQp + QpdW{\/Us + (2pap + BpU; + UsBp) dt,

como se queria probar. O

Observacion 2.35. De hecho, si p € M, 4, entonces el proceso Z = pXp' satisface
dZy = pVXidBiQp' + pQdBV X p' + (2ppap’ + pBXep' + pXi'p') dt,

en particular, Z no necesariamente es un proceso de Wishart, aunque si tiene marginales
Wishart gracias a la proposicién 2.9. En particular, los procesos de Wishart son una familia
cerrada bajo cambios de coordenadas ortogonales, las cudles no deforman las percepciones

de tamafos y no lo es para otro tipo de simetrizaciones.

Particularmente, con respecto a un cambio de coordenadas apropiado, a saber,
el correspondiente a la matriz ortogonal P en la diagonalizaciéon de «, podemos reducir el
analisis del proceso de Wishart al caso en que « es diagonal, puesto que ap seria diagonal en
nuestro caso. Si ademas consideramos el resultado siguiente, donde se enfatiza que el papel
de @ es relativamente superfluo porque sélo es de importancia el que Q'Q = «, entonces
podemos también reducir el estudio a cuando @ p es diagonal y lo mismo se podria decir de

Bp si supiéramos que es simétrico.

Lema 2.36. (equivalencias entre definiciones) Supongamos que X es una solucién a la
EDE de Wishart (2.8), entonces X es una semimartingala de Wishart. Por el contrario, si
X es una semimartingala de Wishart y consideremos cualquier Q € M 4 tal que Q'Q = a.

Entonces existe un movimiento browniano B en Mg q (posiblemente en una extensién del
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espacio de probabilidad) tal que X es solucién a la EDE de Wishart (2.8). En este sentido,

una semimartingala de Wishart es una soluciéon débil a la EDE de Wishart.

Demostracion. (=) Supongamos que X satisface (2.8). Es inmediato es un proceso de
Itd con deriva b (Xy) = 2pQ’'Q + X + X', mientras que

M= [ (VEAB.Q + QBX)

define una martingala local. Por lo tanto, si definimos D; = [j b(X;)dt, entonces X =
x + D + M donde x y D satisfacen las condiciones requeridas para o = Q’'Q. Finalmente,

notemos que

My o=y /Ot (st)ikdBlelﬁ/otQ“dBék (vx)". ii<a

kl<d

vy que {Bij, Bi/j/} = 0 4) @5 1d para i, ', 7,7 < d. Luego, con el mismo célculo que se hizo

en el lema 2.17, concluimos que para todo 1 < 4,7, 7,5’ <d,
(X7, x| = (X a4 X7 g + X iy + X7 ) - 1d,
lo que prueba que X es una semimartingala de Wishart.

( <= ) Ahora supongamos que X es una semimartingala de Wishart como en la
definicién 2.30 y tomemos una matriz @ tal que Q'Q = «, por ejemplo, @ = /a. Ahora
queremos tratar a M, como si fuera R" para n = d? y usar el lema 2.13. Esto se logra a
través de la funcién vec definida anteriormente. De este modo, s6lo debemos probaremos que
se cumplen las hipotesis del lema. Como en el lema 2.17, notemos que el mapeo (también

denotado por S /%, o en el lema 2.2)
o A \/XtAQ + Q,A/\/)?t,

es lineal y simétrico para cada t > 0 porque v X; es simétrica. Ademas, o es continuo
y adaptado porque v X lo es y gracias a la continuidad de la multiplicacién matricial.
Ahora sélo hace falta probar que si consideramos a ¢ como una matriz en M,, ,, entonces
[M] = o0’ - Id = [0 - B] para algiin movimiento browniano B en R". Sin embargo, este

calculo ya se hizo, con lo cual podemos usar el lema 2.13 para concluir la demostraciéon. [

Observacion 2.37. La continuidad (y nocién de convergencia, en general) que conseguimos
en R™ para n = d? con respecto a la norma euclidiana es equivalente a la continuidad que
nos da la norma de Frobenius en M, 4 (porque de hecho vec es isometria), asi que podemos

pasar de un enfoque a otro sin tener problemas técnicos de esta indole.
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Ademsds de que ya conocemos la variacién cuadratica de un proceso de Wishart X,

la verdadera importancia del lema anterior es que justamente nos traduce el problema de
buscar soluciones a la EDE de Wishart en otro que, en ocasiones, es mas sencillo. El que
el problema de las semimartingalas sea mas sencillo se puede apreciar a plena vista porque
tuvimos que hacer uso de herramientas técnicas muy fuertes para probar el regreso en la
demostracién anterior y este habria sido un recurso bastante recurrente a lo largo de este

texto de no ser por el lema anterior.

Lema 2.38. (semimartingalas de Wishart como cambio de tiempo) Sea X = x+ D + M
una semimartingala de Wishart y definamos oujp (x) = Tipoy + Tigoyy + ey + T
Entonces existe un movimiento browniano B en My g4, posiblemente en una extension del

espacio de probabilidad, tal que
X =2+ D+ vec g (a(X)) - (vecB o (Aga (o (X)) - Id)) .

Similarmente, si existe un proceso X en 5’; que satisfaga la ecuacion anterior donde D =
(2pa+ BX + X ') - Id, entonces X es una semimartingala de Wishart.

Demostracion. (=) Consideremos a la representacién de « (X) como matriz en M, ,
para n = d? (denotado de la misma forma) construido de tal forma que para todo 4, j, k,1 €
{1,...,d}, su coordenada (i + (j — 1) d,k + (I — 1) d) esta dada por a;;x (X). A esta repre-
sentacién le podemos calcular 7, (o (X)) y Agq (o (X)). Luego, como vimos en el lema 2.15,

a M lo podemos expresar de la siguiente forma
M =vec 'm, (a (X)) - (vecB o (Agq (o (X)) - Id)),

donde B es un movimiento browniano en My 4; obteniendo asi, la representacion deseada.

(<= ) Esta direccion es trivial, puesto que N = B o (Agq(a (X)) - Id) seria una
martingala local y por lo tanto M = vec™'7, (a (X)) -vecN también lo es. Ademés, podemos

calcular la variacién cuadratica de M y comprobar que efectivamente

d[M] = m [B o (Ada(e (X)) - Id)] mn (a (X))

[B] o (Add(a(X)) )) n (@ (X))

X)) Aga a(X))ﬂn(a(X))-Id:a(X)-Id,

donde a [M] lo estamos pensando como una matriz en M, ,. Consecuentemente, X =

x4+ D+ M es una semimartingala de Wishart. O
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El problema del resultado anterior es que apela a diagonalizaciones, que en general

son muy complejas, de la matriz de variaciones cuadraticas de la vectorizacién de nuestro
proceso. Esto es, anida cdlculos complejos y rapidamente se convierte en un problema casi
imposible de resolver en general, puesto que incluso la simetria y positividad de X se pierden
en el proceso de vectorizacién. Por otro lado, el enfoque de las EDE nos deja el problema
del calculo de la tnica raiz cuadrada simétrica y positiva semidefinida, que también tiene
su grado de complejidad. Més adelante daremos una representacion explicita para un caso

particular.

Ahora veremos que la distribucién marginal de un proceso de Wishart es justa-
mente la distribuciéon de Wishart. Ademaés, la distribucion Wishart exhibe momentos ex-
ponenciales y por lo tanto M, la parte martingala local de X, debe ser en realidad una
martingala en L? en particular. En lo que sigue nos proponemos encontrar la distribucién

de cada X;, para esto, primero probaremos un par de resultados sobre el comportamiento
afin de X.

Por ahora, nos dedicaremos a construir la transformada de Fourier-Laplace de X}
para todo t > 0. Para esto, es importante recordar que para una variable aleatoria Z en
R9, si existe E exp {v/Z} para v en un vecindario del 0 en C?, entonces todos sus momentos

existen y tenemos
Eexp{v'Z} = Z ;'EHUZ“Z:“
N1yeeyng >0 (2ima)! i<d

Esto es, la transformada de Fourier-Laplace es una funcién analitica. Por lo tanto, en muchas
ocasiones basta probar que E |exp {v'Z}| < 0o en un vecindario del 0 y caracterizar su forma
en algiin subconjunto con al menos un punto de acumulaciéon en el dominio de convergencia
conveniente en términos de una funcién analitica ®; que esté definida en todo el dominio de
convergencia. Luego, el principio de permanencia mostraria que la forma de la transformada

de Fourier-Laplace sigue la misma expresién que la de @ .

Definiciéon 2.39. Sean p >0, 5 € Myqy o € S”j cualesquiera y definamos las siguientes

funciones en R X 5’; dadas por,

wtﬁ (z) = eae’,

ol @) = 2 wi@ds,

oy (t) = plog (det (Id + atﬂ () u)) >0, (2.9)
Yy (1) = tu (Id + Uf () u) - Pt (2.10)

Todas las funciones son claramente continuas en sus dos argumentos porque los valores

propios de I —1—05 () z son todos mayores o iguales a 1, lo que hace a su inversa continua y
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acotada con valores propios acotados por 1 y al logaritmo de su determinante no negativo.

En particular, 1, tiene trayectorias en S; mientras u € S;, puesto que en ese caso
/ —1
Yo (t) = (u™ 0] () e,

la cudl claramente es simétrica, positiva semidefinida (porque sus valores propios son no

negativos) e invertible.

Luego, como es una funcién continua de u, las trayectorias de v, estan en gj para
todo u € S . De hecho, si A = inf R (o) y ¢/ = supR (o) y u € S, entonces los valores
propios de u =t + Jf () estdn acotados superiormente por A; (u)f1 + ett” y por lo tanto las

trayectorias de los valores propios de 1, estdn acotados inferiormente por
—1
(/\1 (U)_l + e2tuﬁ> 6215)\5 )

Como consecuencia, la imdgen de (5‘; + u) x [0, ] bajo v estd contenida en S:{ +vl; para
algin v > 0, esto es, se encuentra a distancia positiva de 85:{ con respecto a la norma

inducida por (-, ).

A las tltimas dos funciones (¢, ¥y, ), se les llamard cumulantes de Wishart asocia-
dos a p, B y a. Una propiedad bastante importante de ¢ y 1 es que cumplen las llamadas

ecuaciones de semiflujo y también unas ecuaciones diferenciales tipo Riccati.

Algo bastante impresionante es que cualquier proceso cadlag de Markov cuya trans-
formada de Laplace (o Fourier) depende de manera afin de su estado inicial (como en (2.15))
tiene funciones asociadas ¢ y 1 que cumplen no sélo las propiedades de semiflujo y las ecua-
ciones de Riccati, sino también la relacién (2.15) (con algunas variaciones para el caso de

Fourier).

A esta clase de procesos se les conoce como procesos afines y al lector interesado en
estos resultados, técnicas implementadas y otras caracterizaciones se le refiere a los articulos
y libros [21, 22, 23, 24, 25]. Es de especial interés que los procesos de Wishart sean procesos
afines, porque su estudio actual se ha concentrado en procesos afines en espacios de la forma

n m
R™ x R,

En estos espacios, todos los procesos afines son infinitamente divisibles, es decir
que para cualquier n, existen n procesos independientes e idénticamente distribuidos tal
que el proceso afin tiene la misma ley que la suma de estos procesos procesos. En contraste,
las propiedades geométricas de 5’; permiten la existencia de procesos afines que no sean

infinitamente divisibles. El ejemplo mas claro siendo el de los procesos de Wishart, puesto
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que el parametro p s6lo admite valores disctretos cerca del 0.

Lema 2.40. (propiedad de semiflujo) ¢ y ) satisfacen, para s,t >0 yu € ST,

bu (S + t) = ¢u (t) + ¢¢u(t) (8) (2'11)
Wy (S +t) = ¢¢u(t) (S) . (2.12)

Demostracion. Calculemos usando el teorema de Sylvester repetidamente,

det (Id + 08 (@) e”'u 1y + o] (@) u>_1 eﬁt>
= det (Id + e </ P ae? ’“dr> Pty (Ig+ of (a )u)l>
= det (I Ii+0f (a) u>_ (La+ ol (@) u—Ia— o] (a) u)>
= det ((Id +o (o) u)_l (Lot oy (@) u)> .

Se sigue que

exp {pfl (<bu (t) + by 1) (8))} det (Id +0/ (a) u) det ((Id +0} (@) “)_1 (Id + /s (@) “)>
= det (Id + af+s () u) = exp {p”% (t+ 8)} ;

lo que prueba la primera ecuacién. Por otro lado, tenemos la siguiente cadena de identidades

e_ﬂ(t+8)¢1pu(t) (8) e—,@’(t-‘rs)

= (u (Id +Jf (o) u)_l eﬂt) (Id + 0P (a) (eﬁ/tu (Id +0_t5 () u>_1 eﬁt>)1 ot

-1 s : , -1 5\ !
u (Id ) u) Pt (eﬂt + e <2/ e e’ Tdr) Pt (Id + 07 () u) eﬁt) .
0

-1
Unos calculos algebraicos nos permiten ver que esto es igual a u (Id + atﬁ () u) multipli-

cado por la derecha con

(Id + (Id + Utﬁ+s (@) u—Is— o} (a) u) (Id +0/ () u)_1> :
_ ((Id + ot (@)u) (I + o) () u>—1> =
= (trof @)t )

Es decir que

-1

e_B(t"'s)M/,u(t) (s)e PtHs) =y (Id + atﬁ+8 () u) — e B+, (s 4 t) e P F9),
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lo que prueba la segunda ecuacion. O

Proposicién 2.41. (ecuaciones de Riccati) Las funciones ¢ y 1 satisfacen un sistema de

ecuaciones diferenciales generalizadas de Riccati, a saber, para todot > 0 yu € S;' tenemos,

0
&qu = 2ptr (Oﬂ/}u) s ¢u (O) =0, (2‘13)
0
a% = —20y0thy + huf + B'hu, Py (0) = u. (2.14)

Demostracion. Las condiciones de frontera son evidentes de las definiciones. Si a es una
funcién con valores en el espacio de matrices invertibles en M, ,, diferenciable en un abierto

d 1

deR, tenemos la identidad %a_l =—q! (Ea) a1, que se obtiene de derivar a~ta = I, y

despejar adecuadamente (cf. [14]). Entonces podemos derivar (2.10) para obtener

gl/lu t) = 8675 (eﬁltu (Id + Uf () u)_l eﬁt) = By (t) + by (t) B

- My (Id + 0 () u)_l (265t$65ltu> (Id + 07 (a) u)_l Pt
= 5/% (t) + Yy (t) B — 24y, (t) iy (t) :

La férmula de Jacobi dice que 4 det(a) = tr (co (a) %a) donde co (A) es la matriz de

cofactores de A. Si factorizamos un det (a), se puede simplificar a

d d
—1 = -1
7 108 (det (a)) = tr <a dta> ,

cuando a es invertible. Usando esta identidad para derivar (2.9) y usar la identidad de

Kailath para obtener finalmente para u € S,

0

ng)u (t) = paat log (det (Id + of () u)) = ptr ((Id + gf () u)_l Qeﬁtaeﬁ’tu>
1

donde la tultima desigualdad prueba que ¢, (t) es no decreciente en t. O

Después de todos estos preliminares, finalmente estamos preparados para dar uno
de los resultados mas importantes del capitulo, lo que motiva justamente al nombre de los

procesos de Wishart.

Teorema 2.42. Supongamos que X ~ W P;(p,a, B, x¢), entonces para todo t > 0 tenemos
X, ~ Wa (pw) (20) 07 ()

Ee—<u7Xt) — 6_¢u(t)_<¢u(t)vx0>’ (215)
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para todot >0 yu € S’j De hecho, la formula anterior existe y es finita para toda matriz
u hermitiana tal que el espectro de af () u estd contenido en (—oo,1). Ademds, no hay

explosion en tiempo finito.

Demostracion. Denotemos por M y D a su parte martingala local y a su proceso de va-
riacién finita en compactos respectivamente. En esencia, lo que haremos sera construir una
semimartingala con una ligera modificacién del lado derecho de (2.15) y probar que este es

martingala, lo que nos dara una forma de calcular su esperanza y concluir el resultado.

Sean t > 0, u € Sj fijos y consideremos los coeficientes laplacianos de Wishart
(¢,%) correspondientes a p, a y . Construyamos a la semimartingala J' dada por J! =
f (s, Xs) para toda t > s > 0, donde

f(s,2) = e Pult=o)—tr(Wult=s)z) _ ¢~ Pull=9) =20 Yult=s)iii.

paratodo 0 <s<tyzx€ 5;. Denotemos por 0;; = 8% y notemos que

0ijOkif (s,2) = =035 f (8,2) u (t — )y, = [ (s,2) Yo (t — S)ji Yu (t = )y, -

Al usar esto junto con la simetria de ¥, a y X, obtenemos

d ..
5 a0, s ]
1,7,k,l= s

d
= Z Wy (t — s)ij Py (t— 5) (X;kajl + X;lajk + ngail + Xﬁlaik) ds
i,5,k,l=1

d
= 4 Z Yu (t = 8);5 uu (E = 8)y, XMds = atr (1, (t — 5) ay (t — s) X,) ds.
ig k=1

Ahora usamos la férmula de It6 junto con la proposicién 2.41 para obtener

dJt
Jt

S

= (gout=sru (oo t-9) X)) ds— (v (- ) dx,)

1 y
st > udf (s, X:)d[X7, XY
s §5.kl=1

= (2ptr (aphy (t — s)) + tr ((B'¢u (t — 8) + 0y (t — 8) B — 20y (t — 8) atpy (t — 8)) X)) ds
— tr (o (t — 8) dMy) — tr (o (t — 3) (2pa+ BXs + X0')) ds
+ 2t (¢ (t— 8) athy (t — 8) Xg) ds = —tr (¢, (t — 8) dMs) ,

donde en las cancelaciones usamos la invariancia ante transposiciones y rotaciones de la
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traza:
tr (v (t = ) XoB) = tr (BXUapy (¢ = 5)') = tr (BXotu (t = 5))
= tr (g (t—s)BXs).
Concluimos asi que d.J! = —tr (Jit), (t — s) dMj) es una combinacion lineal de martingalas

locales y por lo tanto, es una martingala local. Como esta martingala local es no negativa, en
particular tenemos una supermartingala y concluimos que si Uf () u tiene a todos valores
propios estrictamente menores a 1 para u € Sy, entonces ¢y, (t) y ¢, (t) existen y son finitos,

por lo que
Ee—(wXt)  — EJI <EJi = e~ Pu®)=(WPu()mo) ~

Como ademds para todo s > 0y u € S se satisface ¢, (s) > 0y 9, (s) € SJ, entonces

concluimos que
log (2) = —u (t = s) = tr (Vo (t =) VL) <0,

lo que implica que J estd uniformemente acotado por 1 en [0,¢] y por lo tanto es una

verdadera martingala. De esta forma, las condiciones de frontera de ¢ y ¥ nos dan

Ee—(wXt) — EJf — J(fj — e~ Pu(t)=(Yu(®),z0)

Con esto probamos la segunda afirmacién y podemos regresar a las definiciones de ¢, ¥ y
la distribucién Wishart para verificar que X; efectivamente la tiene distribucién Wishart
deseada. La extensiéon de la férmula para valores de u hermitianos como antes describi-
mos se sigue de las propiedades analiticas de la transformada de Fourier-Laplace cuando
esta existe en una vecindad del 0. La utlima afirmacién se sigue de que P (Xt € 5’;) =
lim,, o Be{wXe) = 1. O

Observacion 2.43. En (2.15) podemos observar una dependencia afin de la transformada de
Laplace respecto del estado inicial. Esta clase de comportamientos dio luz a los procesos
afines, los cudles satisfacen (2.15) para algunas funciones ¢ y 1 (y posiblemente para la

transformada de Fourier, si es que no nos restringimos a matrices positivas semidefinidas).

Si, por ejemplo, se supiera de antemano que la férmula (2.15) se satisface, entonces

la propiedad de Markov nos daria

e~ ultts)=(Yultts)z) _— pe—(uXirs) — | (E (e_<U,Xt+s>

7))
= B (et -tnX0)

= exp {—gb (s,u) — ¢ (t,Yu (s,u)) — <¢wu(s> (t) ’$>} ’
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de donde se siguen las ecuaciones de semiflujo

bu (t + S) = ¢u (3) + %}u(s) (t)
Py, (t + S) = ”%u(s) (t) :

Si anadimos la regularidad y otros argumentos fuertes concernientes a la teorfa de distri-
buciones infinitamente divisibles, uno obtiene ecuaciones tipo Riccati para ¢ y . De esta
manera, uno puede extender algunas nociones y resultados que tenemos para los procesos
de Wishart, hacia los procesos afines. Gracias a este resultado, ya sabemos que M es una

verdadera martingala en LP para todo p < co.

El siguiente resultado nos sera de utilidad mas adelante y es de interés en si mismo,

puesto que nos permite tener un criterio simple sobre los momentos exponenciales de X - Id.

Lema 2.44. Supongamos que X ~ W P;(p,«, 5,z), entonces para cada v € 5'3' tenemos

[ Xed
Ee<v J S> < oo, Vt<Ty,
donde T, > 0 estd dado por

T, = inf {t >0: supo (af (a)v) > 1},

esto es, la primera vez que Jf (o) v tiene un valor propio mayor o igual a 1.

Demostracion. Las desigualdades de Weyl y la continuidad de O'tB () y de los valores

propios, nos ayudan a ver que de hecho supo (df () v) = M\ (Utﬁ (@) v> es una funcién
no decreciente del tiempo si v € S”j. Fijemos ¢t > 0 y supongamos de momento que
sup o (Utﬁ (@) v) < 1, de tal forma que el resultado anterior garantice la existencia de la
funcién generadora de momentos. Se sigue entonces del lema de Fatou y la desigualdad

generalizada de Hoélder que

t n—1
Ee<v’f0 Xsds> = F lim exp{z< , X k>

n—00
k=0

SRS

n—1
b v
hnrglolngkl:[Oexp{<n,Xtﬁ>}

n—1 1
lim inf E (exp {<U, Xt% }) "

~ N——
IN

IA

n—o0

Tl {to () 26 (2) )
~ exp {_ /Ot (6o (5) + (s () ,a:o))ds} ,
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<v,f0t Xsds>

bien, recordemos que

t !
¢ (t) = plog (det (Id — 2/ ePtael tvds))
0
! t ! 71
Yoy (t) = —ePty (Id — 2/ ePtae? tvds) e,
0

en particular, Ee < oo cada vez que [ (¢—y (5) + (¥—y (s), 20)) ds > —oc. Ahora

asi que la integral antes mencionada no diverge en tanto atﬁ () v tenga sus valores propios

(los cudles siempre son no negativos) estrictamente menores a 1. Como la matriz anterior
inicia en 0 y es continua, es claro que esta propiedad es cierta hasta el tiempo determinista

(posiblemente infinito) estrictamente positivo 7. O

Observacion 2.45. El resultado anterior es igualmente valido para v € Sy y su demostracion
se sigue del mismo modo, suponiendo ahora que sup, <, sup o (ag) () v) < 1. De hecho,
si atB () es una funcién acotada del tiempo, entonces este tiempo es infinito para algunas
elecciones de v € S (para un analisis més detallado de Jf (), referimos al lector al teorema
2.62). De particular interés es cuando v = re’’ para algtin » > 0, en cuyo caso, los valores

propios de la matriz coinciden con los de

t L ot ,
ﬁgf (@) Vo =2r | elePlae’tellds = 27“6“/ (eﬁtae’g t) . ds,
0 0

(22

asi que basta ver si ratﬁ (a),;; <1 o equivalentemente, basta ver si

t < T,pii = inf {t >0: T'Utﬂ (Oé)” > 1} .

Un analisis més especifico del tiempo de explosiéon no es posible a menos que se explore el

tiempo de explosién de 9_,, —, (0 particularmente en 1y _,).

Inspirados en [26], consideremos v € 5’; y definamos a la matriz A, € Mg 24 dada

AU:<—B 2o<>’
v B

/
consideremos a la funcién suave P, , = (S; o1 v) con valores en Moy 4, donde Sy, ¥ Ty
K b

por

toman valores en My 4, dada por
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Se sigue que Sy, (0) = Iy Ty (0) = u y por lo tanto podemos definir a la funciéon suave

wu,v (t) = Tu,v (t) Su,v (t)_l ) wu,v (0) =u,

al menos en [0, T), para un tiempo fijo T' > 0 (posiblemente infinito) en el que S, ,, se vuelve

singular (no invertible). Luego, como %PW, = Ay P, ., se sigue que

0

asu,v _/BSu,v + 2aTu,v
9 /
aTu,v = vS’LL,’U + 6 Tu,va

y por lo tanto en (0,7 tenemos
0 0 _ (0 _
e = (5T ) Sub = TuuSut (50 ) Si
= (0Suw + B'Tup) Suy — TuwSus (—BSup + 20Ty 0) Sys
= v+ B TuuSet+ TuwSut (B - 2070,.5:1)
= _2¢u7va¢u,v + wu,vﬁ + 5/1/%711 +v.

Luego, si definimos
t
Guw () = / optr (atpu () ds, ¢ € [0,T),
0

evidentemente tendremos %gbum = 2ptr (aa)yp), es decir que en [0,T) se satisfacen las

ecuaciones diferenciales tipo Riccati con condicién inicial:

%Qbu,v = 2ptr (O”/}u,v) s ¢u,v (0) =0,
%wu,v = _2¢u,vawu,v + wu,vﬁ + 5/¢u,v + v, 77bu,v (0) = u.

En esencia, estas son las mismas que las que satisfacen (¢, ) pero con una perturbacién

en la direcciéon v por parte de v, ,. Sea
T: Sd — Sd
x — —2zor+zp+ Bz,

v a cada particion 0 =ty < t] = % <<ty = %t =t con n > 1, asociemos las matrices

,k . .
Yy definidas recursivamente para 0 < k <n,

L) = @+ (2T (k@) +0)

w () = .

Asi, para ver que v, tiene trayectorias en Sq, basta ver que inductivamente 1/135 (t) € Sy



50
y por lo tanto, ¢y, (t) = lim, ¥ (t) € Sq. Fijemos algin ¢ € (0,T) y consideremos
Y, = [y Xydr. Sea J* la semimartingala dada por J! = f (s, Xs,Ys) donde

f (57 T, y) — 6_¢u,v(t—S)_tr(d’u,v(t—S)z‘i‘Uy)’

y adoptemos la notacién 95; = 896 8% = 8y . Al igual que en el caso marginal, se puede
ij %)
deducir sin problemas que
d 9208 f (s, Xs, Y. g
I i f]t oY) [X”, X’ﬂs = 4t1 (Pu (£ — 8) At (t — 5) X,) ds.
i,k =1 s

Ahora sélo tenemos que probar que la parte de variacién finita de J! se desvanece. Para

probar esto, notemos que

d{;{ft = - (i%,v (t—s)+tr ((8¢u,v (t— s)) Xs>) ds — tr (vdYs)
— tr (Yu (t — 5)dX Qi i o X,)d | XY, x¥].
7,k l=

Si ahora identificamos los términos que simplificamos anteriormente, podemos reducir esta

expresion a

dJt
Ji

= —tr (Yup (t —s) dMy) + 2ptr (thy ) ds

tr (=2t (E— 8) Aty .y (E = 8) + Yy (E — 8) B4+ By (t — ) +v) Xs) ds
tr (20000 (t — 8) by (E— 8) — ) Xg — by (E — 8) (2pa + BXs + X 0')) ds
= —tr (Yup (t —s)dM),

es decir que J? es una martingala local no negativa y de hecho una exponencial de Doléans-

Dade. Aqui, la condicién de Novikov se convierte en

: t
Be 3o tWun(t=9)dMs)], Eexp <—2/ tr (Yo (t—8) 0ty (t — 5) Xs) ds> < 00
0

Esto es trivialmente cierto mientras v, , viva en 5’:{ (que es justo el caso por un tiempo
puesto por continuidad y porque ., (0) = u) e incluso por un poco més de tiempo maés
alla de que deja el conjunto si es que lo hace, gracias al resultado anterior y la continuidad

de 1y Se sigue que J* es una verdadera martingala y volvemos a obtener como antes
pe WX < vfo Xsd3> — o bun(®)=(Yuu(t)7)

Si 1y, en algin momento sale de ST, entonces podemos variar x € 5’; (incluso restrin-
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giéndonos a rank (x) = 1 si es necesario, de acuerdo a las condiciones de existencia que
tendremos después) en la ecuacién anterior para ver que el lado izquierdo estd acotado por
1 pero el derecho no, por lo que 9, , jamas sale de S’j. Como este es el caso, si T' < oo
entonces para algtiin z (que nuevamente podemos restringir a que tenga rango 1) podemos

usar la continuidad de X y el teorema de convergencia acotada para ver que

0 = lime Pwv®—(uu(t)z)
t—o
t
— im Ee‘<“vxt>—<v,f0 Xsds>
t—T
t
= E lim e—(u,Xt>—<u,f0 Xsd5>
t—T
_ Ee‘(u,XT>—<v,fOT Xsd5>’

Esto a su vez implica que c.s.,

T
<u7XT> + <U7/ Xsd5> = 00,
0

i.e., tenemos explosién en tiempo finito por parte de X, cosa que en realidad sucede con
probabilidad 0. Luego, T' = oo y por lo tanto, casi hemos demostrado el siguiente resulta-
do.

Teorema 2.46. (distribucion conjunta) Supongamos que X ~ W Py (p,a, B, x¢), entonces

para todo u,v € 5’; yt >0 tenemos

Bexp{~ (X)) - (v, t Xuds )} = exp (= (1)~ ( (8)20)) (2.16)

Ademds, ¢y Y VYup satisfacen las ecuaciones de semiflujo

¢u,v (t + 3) = ¢u,v (5) + qbwuyv(s),v (t)
wu,v (t + 8) = wwuyv(s),v (t) .

Ademdas, la férmula anterior se satisface para w,v hermitianas hasta el primer tiempo de

explosion de 1y, .

Demostracién. El resultado ya estd probado para u € S, pero tomando limites en (2.16)

y usando el teorema de convergencia acotada conseguimos extender el resultado a u € 6Sd+.
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Si ahora usamos la propiedad de Markov, obtenemos para s,t > 0,

E (E <eXp {— (U, Xits) — <v, 0t+s err>H ]:t>>
= E (E <exp {— (u, Xits) — <U, tt+s erT>H Xt) exp {_ <U’ /Ot err>}>
- B (exp {—¢u,u (8) = (Yuw (8), X¢) — <”7 /Ot err>})

= exp {~0uw (5) = by (o0 () = (Vo0 (), 20) |

de donde se sigue la peniltima afirmacién. La tdltima afirmacién se sigue nuevamente de
las propiedades analiticas de la transformada de Fourier-Laplace cuando esta existe en una
vecindad del 0 y de que J! es una supermartingala, lo que muestra que para u,v € Sg,

tenemos hasta antes del tiempo de explosién de 1, ,:

Eexp {— (u, Xy¢) — <v,/0thds>}

= EJ/ <EJ}
= €Xp {_¢u,v (t) - <'¢u,fu (t) 7x0>} < 00,

como se deseaba probar. ]

Observacion 2.47. Es facil transferir estos resultados al caso no homogéneo. Especificamente,
con referente a la dualidad del problema de resolver la EDE de Wishart y resolver la EDE
B'Id

que resuelve Z = e Pld X e en el lema 2.28, podemos observar que

Ee (wZt) = Eexp {—tr (ue‘BtXte_fB/t>}
= e ()]
= exp {—gb (t,w;ﬁl (u)) — <f(/) (t7w;ﬁ/ (u)> ’$0>}

- ’ / _1 /
= det(I;+ O' e 515) pexp {—tr (65 bye=Pt (Id + Jf () e™? tue75t> ePtage’ t>}

(
= det (Id +e Pl ﬁ () _Bltu> - exp {—tr (u (Id + e_'gtatﬁ (c) e_ﬂ/tu>_1 $0) }
(

) Peftr(u(IdJrO't_B(a)u)_lxo)

)

= det Id—l-O't

lo que implica que Z; ~ Wy (p, z,04 b (a)). De hecho esta metodologia es facilmente gene-

ralizable al contexto del lema 2.28.

Proposicién 2.48. Supongamos que Q es una funcion deterministica en Mg q tal que o :=
Q'Q e L(Id) y que Z = z+ N + 2pa - Id para alguna martingala local N con variacion
cuadrdtica

[Nij’Nkl] _ (Zikajl + Zilgik 4 gikail 4 Zjlaik) Id.



53
Entonces Zy ~ Wy (p, z,2 f(f ozsds), es decir,

oz exp{—tr (u (Id—i—? (f(f asds) u)il z)}

be = det (Id +2 (fot asds) u)p - uesi

Si ademds B € L (Id) es una funcion deterministica en Mg 4, entonces

t
X = wf (2) ~ Wy (p, W (2), 200 ( / asds)) ,

t t /
donde wf (x) = efo *Bsdsg;efo Beds

Demostracion. Procederemos como en la prueba del teorema 2.42; definamos A; = 2 fot asds,

fijemos t > 0 y consideremos al proceso J! = f (s, Zs), donde
f(s,z) = exp {—p log (det (Iq + A;—su)) — tr (u (Ig+ Ay_qu) ™ x)}
= exp {—plog (det (Ig + Ai—su)) — Z (u (Ig+ At_su)_l)ij sz} ,
]

para todo 0 < s<tyux € S+ yu€E S+ Denotemos por 9;; = y notemos que
ij = 8:1:

0ijOf (s,Zs) = f (s, Zs) (u (Ja+ At*S“)_1> i (u (I + At*su)_1>lk'

J°
Al usar esto junto con la simetria de u (Ig + At_su)_1 = (1f1 + At_s)_l, a 'y Z, obtenemos

00t (5,25) 1, i
s udut (5, 2:) S)d[zgf,zfl}
J
ijkl s
= > (wla+ Amsw)™) (wlla+ Amgu) ™)
ijkl 7
x (Zkal + zilalk + z]all + Z1'alF) ds

= 4tr (u (Ig+ At,su)_l asu (Ig+ At,su)_l ZS> ds.

Ahora usamos la féormula de Itdé junto con las identidades %ail = —a! (%a) aly

% log (det (a)) = tr (a_1%a> para obtener,

aJt
Jé

= (—pai log (det (I + A¢—su)) + tr (u ((;9 (1qg + At_su)_l) ZS)) ds

Z OOt (s, 25)d |2, ZH]

— tr (u([d—i—At_su) Ld )
2,9,k l1=1
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que se puede desarrollar para obtener

(2ptr ((Id + At_su)_l at_su) + 2tr (u (Iq+ A,g_su)_1 oap—su (Ig + At_su)_l ZS))
—tr (u (Ig+ At,su)fl dNS) — 2ptr (u (Ig+ Alt,su)f1 as) ds
+2tr (u (Iq+ At_su)_1 asu (Ig+ At_su)_1 Zs> ds = —tr (u (Ig+ At_su)_l st) ,

donde en las cancelaciones usamos la rotacién de la traza. Concluimos asi que dJ! =
—tr (Jﬁu (Ig —i—At_Su)_l dNS) es una combinacion lineal de martingalas locales y por lo

tanto, es una martingala local. Ademas, como det (I + A;—su) > 1y
tr (u (Ig+ At,su)f1 Zs) >0,
concluimos que
log (J;) = —plog (det (15 + Ai—su)) — tr (u (Ig+ A_qu) ™ Zs) <0.

Esto implica que J estd uniformemente acotado por 1 en [0,¢] y por lo tanto, es una verda-

dera martingala. De esta forma obtenemos

exp {—tr (u (Id +2 (fot asds) u) - z) }

det (Id +2 (fg asds) u)p

Ee~ 2 = Il = J§ =

i

como queriamos probar. La tltima afirmacién se sigue de forma inmediata después de unas

pocas manipulaciones algebraicas como en la observacién del teorema anterior. O

Vamos ahora a estudiar algunas semimartingalas relacionadas al proceso de Wis-
hart. Con ellas, podremos obtener resultados interesantes mas adelante, incolucrando su

rango, polaridad de la frontera y resultados asintéticos.

En lo que sigue, para cada matriz compleja A, denotaremos por A* a la matriz
adjunta de A y por a al conjugado de a € C mientras que Ra y Sa son sus partes real e

imaginaria.

Proposiciéon 2.49. (semimartingalas escalares) Supongamos que X ~ WP;(p,«, 3, x),

entonces existen movimientos brownianos B! y B? en R tales que

d(tr(Xy)) = 24/tr(X;a)dB} + 2 (ptr(a) + tr(8Xy)) dt

d(det (X,) = 2y/det (X,) tr(co(X,) a)dB? +2 (<p - d21> tr(co (X)) + det (Xy) tr(ﬁ)) dt

d(log (det (X)) = 2y/tr(X; a)dB? +2 ((p - d‘;l) tr(X;la) + tr(ﬁ)) dt,
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donde la ultima formula es vdlida para x € Sj y solo en [0,Ty), donde
Ty=inf{t>0:X, €05} }.

Ademds, si~y # 0 es un valor propio de 8 asociado a u € C? y definimos . = u*au, entonces
Y = u*Xu es una semimartingala no negativa con estado inicial y = u*zu y proceso de

variacion finita en compactos dado por (2pp + 2RYY') - Id y variacion cuadrdtica dada por
Y] =2(py + % (v2)) - 14,

donde Z = w'Xu y v = v'ou. Similarmente, Z es una semimartingala con estado inicial

z = u'zu, proceso de variacion finita en compactos 2 (pv +~vZ) - Id y con

[Z,Z} — 4uY - 1d,
Z,7] = 4wZ-Id.

En particular si p = 0 y por lo tanto v = 0, entonces la evolucion de Z y'Y es deterministica

2Rt

y dada por Z; = ze*" yY; = ye mientras que si > 0 = v, entonces la parte real e

imaginaria de Z son fuertemente ortogonales. ST~ € R, entonces Y = Z, de hecho, siu # 0

y v < 0 entonces se trata de un proceso CIR (—Q’y, —%,2\/;7, y), mientras que sty = 0,

entonces iY es un proceso BES(Q (p, %)

Demostracion. Primero notemos que

tr(X) = tr(z)+tr(2pa+ X +XA) Id+ tr (M)
= tr(x)+ 2ptr (o) Id + tr (BX + BX') - Id + tr (M)
= tr(x)+ 2ptr (a) + 2tr (X)) - Id + tr (M) .
Como las entradas de M son martingalas, entonces tr (M), al ser suma de algunas de ellas,
también es martingala. Inmediatamente podemos calcular su variacién cuadratica:
tr (M)] = [Z M”} = 3 (MU MV =437 XYy 1d,
i=1

1,7=1 3,j=1

d
= 4) XYaj-Id=4tr(Xa)- Id,

3,j=1

y por lo tanto es posible usar la representacion integral de Doob (lema 2.13) introducir un

movimiento browniano B! tal que

tr (X) = tr(z) + 24/tr (Xa) - B + 2ptr (o) Id + 2tr (8X) - Id,
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como queriamos probar. Usando la férmula de Jacobi,

0;j det (Xy) = tr (co (X) eij> = co (X);;,

por lo tanto, de la férmula de 1t0,

det (X) — det () = tr (D (det (X))'- X) + % Z 0y det (X) - [x79, X*]
4,4,k =1
d
— tr(co(X) - (D+M)) + % (Biyc0 (X)), agjue (X) - Td.
ijkd=1

Para calcular 1 > ijki ikt (@) (0ijc0 (@), para alguna funcién a con valores en Mg 4, note-

mos que al aplicar el operador Jj; a la identidad co (a)’ @ = det (a) I, obtenemos

(@-ico (a)') a = tr (co (a)’ 8jia> Iy —co(a) 0ja
(Oijco(a))a = tr (co (a)’ eji> I; — co(a) e’
= co(a)j; Ia—co(a) el

y una férmula andloga para a (0;5co (a)). Si a es simétrica (y por lo tanto co (a) también),

como (eYA),, =0 cada vez que i # k, podemos obtener

Zkl (955c0 () (@iraji + auaj, + ajpou + ajicig)
— éj (a (Bijc0 (a) @), + (@ (Byjc0(a)) a) ; + (a (Bijco (a)) @), + (a (Bijco (a)) @),
= zjj (co(a);;a = €¥'co (a) a)ij
+ (Z-o (a);; @ — eP'co (a) oz)ji + (<o (a);; 0 — aco (a) eji)ij

= Z4co aﬂf(co(a)a)jjf(aco(a))iz-fz<ejico(a)oz)ij+(aco(a)eji),

— ij
i=j

= 4tr(co() a)—2(d+1)tr(aco(a)) =2(1 —d)tr(co(a)a).

+ (CO (a);; @ — aco(a) eji) i

Por otro lado,
tr (co (X)'- (D +M))
= tr(co(X) (2pa+ BX + XB) - [4Id) + tr (co (X) - M)
= (2ptr (co(X)a) +tr (Xco (X)'ﬂ) + tr (co (X)'Xﬁ’)) < Id+ tr (co (X) - M) ,
t

= (2ptr (co (X)) + 2det (X) tr (B)) - Id + tr (co (X)' - M) .

En la férmula anterior, el tltimo término es una martingala con variacién cuadréatica dada
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por

ooy )] = oot 5] < oo [t
ij

ijkl
= Zco (X)¥ co (X)M (Xikajl + X%, + X ay + leO%) -Id
ijkl

= QZCO (X)4 ((Xco(X)’a)
ij

= 4det(X)> co(X)7 aj;- Id = 4det (X)tr (co (X)) - Id.

y + (Xco (X)'a)ﬂ) -Id

Luego, al combinar todos los resultados y usar 2.13, introducimos un movimiento browniano
B? tal que

d (det (X0)) = 2y/det (X;) tr co (X)) a)d?+2 ( (p = L ) tr(eo (X0) ) + det (X)) (3))

Ahora definamos Z = det (X) y supongamos que x € ST, en cuyo caso, podemos usar la

formula de Itd para obtener, de la ecuacién anterior,

_ 1,
d(log (%)) = Z;7YdZ; — 5% 2d (2],

- 7z (2, |20 (X a)dB} + 22, (( - d;I) tr (X, ) + tr (6)) dt)

- %Z” (422tr (X, 1)) dt

= 2\/tr (X, a)dB} +2 ((p - dgl) tr (X, 'a) + tr (ﬁ)) dt.

Finalmente, definamos ¥ = u*Xu y u = u*au para calcular

dY; = u*dXyu =vu"dMpy+u* (2pa+ X + X ') udt
= u*dMu+ (2puou + v X+ u* X f'u) di
= uw dMu+ 2 (pu + Ryu* Xyu) dt = u*dMpu + 2 (pp + RYY;) dit

donde la martingala de la izquierda tiene variacién cuadratica

[u*Mu] = [ZEZM”u]] :Z {ﬂiMijuj,ﬂkMklul}
i ikl

= Z Ui U5 Up U (Xikajl + Xilajk + Xjkail + leaik) -Id
ijkl
= <2u*qu*au + v/ Xuu ou + u'qu’au) -Id

- (2MY 2R (E)) - 1d,
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donde v = v/ au. Similarmente,

dZ; = JdXu=udMu+u (2pa+ X + Xif') udt
= udMu+ 2pu’au+ v BXu + ' X f'u) di
= udMu+ (2pv + 2vu' Xyu) dt = w'dMyu + 2 (pv + vZ;) dt

con variaciéon cuadratica

[W/'Mu] = ZuiMijuj = Z [uiMijuj, ukMklul}
ij ijkl
= Zuiujﬂkal (Xikajl + X”ajk + Xjkom + leaik) -Id
ijkl
= 4u'Xuwu'ou-Id
— 4uy - 1d,

y similarmente vemos que [Z, Z] = 4vZ - Id. Asi, podemos usar la representacién integral

de Doob (lema 2.13) para introducir un movimiento browniano B? tal que

Y = y+(2pﬂ+2%7Y)-Id+\/2MY+2m(uZ)-B3
= y+ 2pu+29Y) - Id+2\/uY - B?
= y—2ry<—p"’—y>-1d+2\/ﬁ-33,
Y

donde la segunda igualdad sélo es valida (en general) si v € R y tltima igualdad se da so6lo si
~ # 0, de donde se siguen las afirmaciones del CIRy BESQ. Si por otro lado 1 = 0 entonces
u es vector propio de « con valor propio 0 y claramente v = 0, en cuyo caso verificamos que

[Z] = 0y por lo tanto, Z y Y satisfacen ecuaciones diferenciales deterministicas

dZ, = 27 Z,dt, dY; = 2RYdt,

2Ryt Si ;> 0 = v, entonces evidentemente

cuyas tnicas soluciones son Z; = ze?"' y Y; = ye
[RZ,RZ] — [SZ,3Z]+2[RZ,3Z)i=[Z,Z] =0,

lo que implica que su parte real e imaginaria son fuertemente ortogonales y tienen la misma

variacion cuadratica. Ademas,

2 (Ru) au = (u+u) au=pu >0,
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lo que implica que (Ru) aSu = 0 y similarmente obtenemos (Su) aftu =0y
0< g = (Ru)" aRu = (Su) aSu.

De hecho, se puede decir més porque si Z = A + Bi para algunas semimartingalas reales A

y B, entonces

dAt = 2 (éR’}/At - %’th) dt + éR (u’thu)

donde la ortogonalidad de A y B implica que N = R (v/'dMu) y L = S (v/'dMyu) son
martingalas locales fuertemente ortogonales con misma variaciéon cuadratica dada por
N+ (L] _ [Rz.vz) + (82.57] _ (% 7)

concluyendo la prueba. O

Un resultado muy importante que se puede obtener de estas semimartingalas es-
calares es un criterio para la inexistencia de la distribucién estacionaria. Posteriormente

veremos un resultado relacionado, dando condiciones suficientes para la existencia.

Proposicion 2.50. Con la misma notacion que en la proposicion anterior, si existe un
valor propio v de 8’ con Ry >0 y p > 0, entonces X no tiene distribucion ergédica en los

siguientes casos:

(1) v#0yz#0=yp,
(1) y#0yy>0=p,
(1ir) p > 0.

Sin embargo, si v € iR y u =0, entonces Z y Y tienen distribucion invariante.

Demostracion. La prueba se basard en ver que Z o Y no pueden converger en distribucién
y por lo tanto X tampoco puede converger en distribucién puesto que Y y Z son funciones

continuas de X. Si u = 0, entonces Z; = ze?"

no converge en distribucién en el primer
caso; sin embargo Z si puede tener distribucion invariante si v € iR, que consiste en la
distribucién uniforme en la circunferencia en el plano complejo de norma |z| (que, si z = 0,

se trata de dp).
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2Rt 1o converge en

Si 4 = 0 y estamos en el segundo caso, entonces Y; = ye
distribucién, lo que cubre todos los dos primeros casos y de ahora en adelante supondremos

que g > 0. De manera general tenemos

Y =y + (2ppu+2RyY) - Id + \/2MY +2R (VZ) - B3,

Notemos que como Y > 0, entonces

Y > 2puld + W(QHYH%(VZ)).M > W(2;LY+2§R(VZ))-Id7

para algin movimiento browniano W. En el evento A := [;° (Q,MYt + 2R (VZO) dt < o0,
tenemos que

limsupY > lim 2put + Wy = oo,
t—o00

t—o00

mientras que si A = co, entonces simplemente

limsupY > limsup W; = oo,
t—o00 t—o0
lo que prueba que limsup,;_,,, Y = oo y por lo tanto no converge en distribuciéon. Para un

caso mas particular del caso 3, podemos dar otra prueba: si v = 0, entonces obtenemos
Y =y+ 2pu+2RyY) - Id+ W o (2uY - Id),

donde W es un movimiento browniano. cambiado de tiempoy en particular, si Ry = 0,
entonces %Y es un proceso de BESQ (Qp, QM—Z”), que no converge en distribuciéon y de hecho

lim sup, ¥; = oo. O

2.4. Propiedades markovianas de los procesos de Wishart

Otro enfoque de este concepto de semimartingalas y procesos de Wishart es el
de Markov. Aqui se estudian algunas de las propiedades méas importantes, que después
nos motivaran a obtener algunas caracterizaciones y resultados importantes. Dentro de las
propiedades que se estudian, estd el calculo del generador infinitesimal. Este se calcula en el
lema 2.53 y se dan dos distintas pruebas: una basada puramente en argumentos analiticos
y de la transformada de Laplace, mientras que el otro enfoque explota las técnicas de

semimartingalas continuas.

El célculo del generador, como se puede ver en el teorema 2.56, nos da consecuencias

que la deriva de los procesos de Wishart deben satisfacer para que WP, (p,a, 3) exista.
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Finalmente, se tiene un estudio sobre el comportamiento asintético del proceso en el que se

encuentran las distribuciones limites, cuando estas existen.

Definicién 2.51. Cuando exista, a una familia de kernels pu = {,ut (z,):t>0,z € 5*;}

tales que puq (z,-) = Wy (p,wtﬁ (z) ,Utﬁ (a)), se dice transiciones de Wishart con parametro

de deriva constante p > 0, pardmetro de deriva lineal 8 y coeficiente de difusién « € 5’;.

De la definicién es evidente que la transformada de Laplace de u; (z,-) es la misma
que vemos en (2.15). Sin embargo, no es inmediato que i induce un proceso de Markov,
pero se puede probar sin mucha dificultad. Ademaés, en este caso serd muy importante notar

que requerimos la existencia de los y; (z, ) para todo valor inicial z € 5’;.

Como es usual en el estudio de procesos de Markov, denotaremos por F, al opera-
dor esperanza para la distribucién inicial v con la consideracién particular: E, = Es, para

todo x € 5*;, donde J, es la medida de Dirac que sélo tiene un atomo en .

Lema 2.52. Cualquier familia de kernels de Wishart pn es markoviana (i.e., satisface las
ecuaciones de Chapman-Kolmogorov) y se concentra en Sj. Ademds, el semigrupo de tran-

sicion asociado T = (Tt),>, dado por

FoTif @) = [ F ) @.dy).

es de Feller.

Demostracion. La primera afirmacién ya ha sido parcialmente probada anteriormente para
cualquier distribucion Wishart, asi que sélo resta ver que se cumple la propiedad de Markov
y la de Feller. Para probar estas dos, veremos que basta con la informacién que ya hemos
deducido de nuestras funciones ¢ y 1. Para probar la propiedad de Markov, basta probar

que T' es un semigrupo.

Motivados por esto, definamos a f, = e~ (%) para todo u € Sj yalL (S”j) como

el espacio vectorial generado por la familia
{furuesi}cc(S).

Luego, por el teorema de Stone-Weierstrass para espacios localmente compactos, como
L (S’J) separa puntos y se anula en ningun lado, entonces es denso en Cj (5’;). Luego,

basta probar la propiedad de semigrupo y la de Feller para dicha familia. Tomemos s,t > 0,
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T € 5’; y calculemos usando la propiedad de semiflujo

Tt+sfu (x) = - fu (y) Lhtts (CC, dy) — e*¢(t+s,u)*<w(t+s,u),m>
d

— €—¢(tvu)—¢(57¢(tvu))—<1/)(8»1/1(t7u))790>
= e v o o @) s (. dy)

d

- / e =Wy (3, dy) = TT f (),
Sd

lo que prueba que T es un semigrupo. Para la propiedad de Feller, basta ver que Tif, €
Co (5’;) y que T} f,, (z) — fu () conforme t — 0 para cada x € S . Sin embargo, tenemos
que Tify () = exp{—¢ (t,u) — (¢ (t,u),x)}, que claramente es continuo y converge a cero
conforme = — oo (recordemos que u € Sj), lo que implica la primera propiedad. Para la
segunda, basta tomar limite conforme ¢ | 0 y usar la continuidad de ¢ y ¥ y sus condiciones

de frontera, con lo que termina la prueba. ]

A los procesos de Markov cuya transformada de Laplace (o Fourier) depende de
manera afin del estado inicial como en (2.15) se les conoce como procesos afines. Por esta ra-
z6n, los procesos de Wishart son una subfamilia importante de los procesos afines continuos
en 5';. Ademés, a diferencia de los procesos afines en R™ x R'?, los procesos de Wishart no
son infinitamente divisibles, cosa que tiene que ver con la estructura geométrica-algebraica
del cono S’J. Recordemos que, cuando escribimos X ~ W Py (p, a, 3), nos referimos a que
X es un proceso de Wishart con estado inicial arbitrario en 5’; Esto es, existen todas las

distribuciones W P, (p, cv, 8, x) y X tiene transiciones de Wishart.

Lema 2.53. Si X ~ WP;(p,a,[3), entonces el semigrupo de transicion asociado T tiene

un generador infinitesimal A dado por

d
Af (z) = % Z Qijkl () 03Ol f (z) + tr ((Bz + z8" + 2pa) Df (x)) , (2.17)

ij k=1
donde, como antes, 0;; = 8i’ D= (0;) vy

ik () = Tipo + Tioyg + Tipou + T

Primera demostracion. Nuestro objetivo es usar el criterio de Watanabe en el nicleo L (5’;) .
El que este sea nicleo se sigue de T} f, = e~ ®(t:w) Jou) €L (5’:{) (lo que prueba la inva-

riancia) y de la densidad del mismo en Cj (5*;),

Luego, sélo hace falta probar que A tiene la forma deseada en este ntcleo, y por
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linealidad, basta probarlo para cada f,. Fijemos entonces u € Sj yx € 5’; y notemos que

o (t,u) + (Y (t,u) — u, ) — 0 conforme ¢t — 0, se sigue que

lim £ (T fu (1) = fu () =T e~ (0 0 (2) = fu (@)
et —((tw—ua) _

= fu(2)lim "

= —fu(x)e” (00 (t,u) +tr (B (t,u) )]

— fu (z) (2ptr (qu) + tr ((—2uau + uB + B'u) x)) .

= fu () 8t6_¢(t7“)—<w(tvu)—u,x)

t=0

De hecho, gracias a la tercera linea, podemos ver que la convergencia se da incluso en el
sentido fuerte (con respecto a ||-|| ). S6lo queda ver que este resultado coincide con lo que
resultarfa al sustituir a f,, en el lado derecho de (2.17). No obstante, efectivamente coinciden.

De hecho tenemos

d
% , > i () 0Ok fu (x) + tr ((Bx + 28’ + 2pa) D fu (x))

,7,k,l=1
1 M d
= 5 Z Qijkl ( )fu( )U]zulk: - Z (,szxk] + JUzkﬁk]) Uz]fu Z 2pazg“z]fu( )
=1 i,3,k=1 i,5=1
1 M
- 3 Z azykl (z) ujup — tr (2pau + (uB + B'u) z) | .
t,7,k,l=
mientras que
d
o o @ ugue = > (T + Taa, + Tipon + Tj06) Uit
i:jzkzl:]- i7j7k’l:]-
d
= 4 Z Ui QL U R T i
4,5,k 1=1
= dtr (uouzx),
lo que termina la prueba. O

Esta demostracion hizo uso de las herramientas sobre la transformada de Laplace
del proceso que hemos ido desarrollando junto con argumentos puramente analiticos sobre
conjuntos densos en Cjy (S:{). No obstante, es posible dar otra demostracién usando la
férmula de It6. Para esto, deberemos intercambiar la derivada con la esperanza mutliples

veces, de modo que requeriremos un pequeno resultado preliminar.

Lema 2.54. Sea f : R" x § — R acotado tal que a%if existe y es dominado uniforme-

mente en alguna vecindad de x por una funcion integrable F; : S — R4 parai=1,...,n.



64

Consideremos a j una medida finita en (S,S), entonces

Demostracion. Lo que queremos es hacer uso del teorema de convergencia dominada. Para
esto, fijemos x € R™ e i € {1,...,n} y definamos e; como el vector i-ésimo de la base
canénica en R™. Entonces tenemos para g (z) = [ f(z,s) pu(ds), que el teorema del valor

medio implica que para cada h > 0, existe 6 (h) € (0, h) tal que

0 fx+0(h)e;s)

h™H (f (x4 hei, s) = [ (2,5)) = oz,

el cual estd dominado por F;. Luego, tenemos por convergencia acotada,

d L f(x+ hegys) — f(x,s)
a0 @) = léﬁ)l/ h

9
_ %%/axif(x—kﬂ(h)ei,s)u(ds)
[ (z + hei,s) — f(z,5)

=/ lm - p(ds)

= [t s ulds),

p(ds)

como queriamos probar. O

Segunda demostracion del lema 2.53. Como L (5’;) C Cg° (5’;), es claro que este ultimo
es denso en Cy (5’;’) y probaremos en lo que sigue que es invariante (y por lo tanto un niicleo)
y calcularemos ademés la forma que A tiene ahi. Para ver esto, tomemos f € C§° (gg)
y notemos que como f tiene derivadas acotadas de todos los érdenes, podemos usar lema
anterior repetidamente para ver que los operadores de derivadas parciales conmutan con

E.., el operador esperanza dado que el proceso inicia en x.

Por lo tanto, Ty f (x) = E, f (X}) estd en C*° (S’J), ademads de que, para cualquier
derivada fj, de orden k > 0 de f, tenemos que fi € Cy (S’J) y nuevamente por convergencia
acotada tenemos que Tjfy () — 0 conforme z — oo. Consideremos lu descomposicién
X =M+ D+ Xg donde M es martingala y D es de variacién finita en compactos. Ahora

usemos la formula de Itd para obtener

d
df (X;) = tr (Df(Xt)’(th—i—th))—i-% > aijaklf(Xt)d[Mij,MkzL’
1,7,kl=1
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0 equivalentemente,
df (X)) = tr(Df(X0) dMy) +tr (Df (X0) (BX: + Xif' + 2pa) ) dt

[
+ 3 Z 05O f (X¢) Aijrr (Xy) dt.
ij k=1

Notemos que como M es una martingala en L? y Df es continuo y acotado, entonces la
primera integral es una combinacién lineal de martingalas y por lo tanto, es una martingala

que inicia en 0. Se sigue que

Tif () — f(z) = Ex f (Xy) — f (x)
¢ d t
/o (tr (Df (Xs) (BXs + XsB + 22904)) +% > /0 050 f (Xs) Aijii (Xs)) dS] :

i,5,ki=1

= FE,

Al dividir entre t y llevar t | 0, obtenemos, por el teorema fundamental del calculo podemos
calcular el limite de los integrandos y s6lo debemos justificar el intercambio de la esperanza
con el limite. Aqui queremos acotar el integrando, para esto, usando que las derivadas de
todos los 6rdenes de f son acotados y el que X es positivo semidefinido, podemos acotar al
integrando por ¢t~'C [ (tr (X5) 4+ Cy) ds para algunas Cy,Cy > 0.

De acuerdo al teorema del valor medio, esta expresion es igual a Cy (tr (Xg(t)> + C’g),
para algtn 6 (t) € (0,t) aleatorio. Entonces, bastaria probar que Y; = sup,<, tr (X;) tiene
primer momento para alguna ¢ > 0 para poder usar el teorema de convergencia dominada

como en el lema anterior. Una vez que lo hagamos, podremos ver que efectivamente

d
Af (x) =tr (Df (x)’ (ﬂx + Xﬁ’ + 2pa)) + % Z aijéklf () Aijkl (x),

i,5,kl=1
porque Xy = z, lo que terminaria la prueba. Veamos primero que
tr (X) = tr (M) + tr (z) + tr (X + X8 + 2pa) - Id,

tomando supremos, y usando el que X es semidefinido positivo, obtenemos

t
Y < suptr (M) + Lt + tr (z) +/ KY.dt,
s<t 0

para algunas constantes K, L > 0. Como N; = sup,<, tr (M) + Lt +tr (x) es no decreciente,

podemos usar la desigualdad de Gronwall para ver que

Y; < Nt



66
Por otro lado, la desigualdad maximal de Doob muestra que IV tiene primer momento finito,
ya que tr (M;) es martingala en L? para todo p > 1. Consecuentemente, lo mismo es cierto

para Y; también, con lo que concluye la prueba. ]

Observacion 2.55. Como en la situacién anterior, dependiendo del problema al que nos
enfrentemos, puede ser mas favorable abordarlo con un enfoque u otro. En particular, po-
diamos ver claramente la forma del generador de A con el enfoque de semimartingalas,
mientras que la demostracién fue més limpia desde el enfoque de transformadas de Lapla-
ce. Por supuesto que la demostracién mas markoviana hizo uso de varias propiedades que

tuvimos que probar con anterioridad, entre ellas, el cdlculo de la transformada de Laplace.

Teorema 2.56. (condiciones de deriva) Sea X ~ WPy (p,«, ) con a # 0, entonces de-

bemos tener p > %. Esto es, la condicion p > % es nmecesaria para la existencia de

WP;(p,a, ) cuando o # 0.

Demostracion. Notemos que para toda f € D (A) (el dominio de A) que alcanza su minimo

en xg, debemos tener

AF () = 1im Pz S (X0) =/ (20)

> 0.
0 t -

En particular, para cada zg € g}' podemos tomar una funcién f,, de clase C§° (SV;) tal
que su comportamiento local en zg sea como el de x — det (x) (el cudl depende polinomial-
mente de sus entradas). Dicha funcién satisface se encuentra en D (A) y por lo tanto, de la

proposicién 2.49 obtenemos para cualquier zg € 0S7,

0 < Afy(zo) = Adet (xg) = (1 —d) tr (co (z0) @) + tr ((Bzo + 208" + 2pa) co (z0))
= (1—=d+2p)tr(co(zo)a)+ tr (Bxco (zg) + co (zo) ')
= (1—d+2p)tr(co(xzo)a)+2det (xp)tr(8) = (1 —d+ 2p)tr(co(xg) ).

Ahora notemos que como 0 # « € 5’;, entonces existe i € {1,...,d} tal que a;; > 0, por lo

tanto, tomando xg = I; — diag (e;), obtenemos
0<(1—d+2p)tr(diag(e;) @) = (1 — d + 2p) oy,

lo que implica que 2p > d — 1. ]

Observacion 2.57. Como comentamos anteriormente, si a« = 0 entonces no hay condiciones
sobre los demas parametros puesto que la solucién fuerte siempre existe, es deterministica
y estd dada por X; = ePtzef't. Sin embargo, estos casos, al ser deterministicos, son de poco
interés. Eis importante hacer una aclaracion, aunque parece que esto limita la existencia de

semimartingalas de Wishart, en realidad no lo hace, simplemente se asegura que si existieran
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todos los kernels pu (x,-), entonces forzosamente se debe tener p > %. Es decir que si
tenemos semimartingalas de Wishart para p < d;21, entonces debemos pedir condiciones
extra sobre el estado inicial x, por ejemplo, condiciones sobre el rango de z, como fue el

caso del lema 2.26.

Encontrar una distribucién estacionaria para el proceso de Wishart no es del todo
trivial; sin embargo, de existir, entonces los procesos Y = v/ Xu deben también tener dis-
tribucién invariante. En particular esto se debe satisfacer para el caso en que u sea vector
propio de 3 y en vista de la proposicién 2.49, si fo (5)N]0, 00), donde Rz es la parte real del
complejo z, entonces podemos encontrar un vector propio u tal que Y no tenga distribucién

invariante.

Este es precisamente el caso del CIR con coeficiente de reversién a la media negativo
o del proceso cuadrado de Bessel. Por fortuna, se puede probar que en el caso contrario,
si existen ciertas distribuciones, entonces si existe una distribucién estacionaria. Para todo
esto, entenderemos por distribucién ergddica a la distribucion limite, de existir, y no a
la distribucién ergédica promedio. Es importante la diferenciacién puesto que esta ultima
puede existir incluso si el proceso tiene un comportamiento peridédico y la primera no,

ademés de que este comportamiento peridédico es justo lo que deseamos resaltar.

Para probar este resultado, requeriremos primero un lema concerniente al creci-
miento de las matrices exponenciales. El resultado, a grandes razgos, muestra que el creci-
miento de dicha matriz es de orden a lo mas exponencial, y esta velocidad estd fuertemente

relacionada con los valores propios de la misma.

Lema 2.58. Sea A € My 4 tal que Ro (A) C (—oo,r], entonces para todo € > 0, existe una
constante M > 0 tal que
HeAtH < M+t ¢ >0.

Demostracion. Supongamos que A = PAP~! es una descomposicién en bloques de Jordan

para A, digamos,

)\1[d1+N1 0 0
0 Mlg, + Ny - 0
A= . ’ 2. ’ . )
0 0 o Anly, + Ny

para algunos valores propios A; de dimensiones algebraicas d; y matrices nilpotentes N

para k =1,...,n tales que dy + - - - + d,, = d. Denotemos por Ay por la matriz que resulta
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de A si quitamos todos los bloques excepto el k-ésimo y Dy a la parte correspondiente al

I, de Ay y finalmente My, = Ay — A\ Dy para k=1,...,n

Podemos verificar sencillamente que AyA; = 0 si k # j y por lo tanto conmutan.

-1
Con esto en mente y usando el que Be® B~ = ¢BCB

B es invertible (cf. [27]), obtenemos,

para matrices B,C € M 4 tales que

PeAtp—1 — JPAP™ bt _ H et — H M Dit o Myt
k=1
n m n d—1
1 e D Z M = Zeka +3 > e’\’“tDk—Mk :
k=1 = k=1m=1

puesto que todos los productos cruzados se anulan. Se sigue que para todo € > 0,

[ = |lperr < +Ze”kt2t 1Dl 135"

Z e)\ktDk

< eMp(t) =TI (t) e,

para algiin polinomio p de grado a lo mas d — 1. Luego, la funcién p (t) e~ est4 acotada en

R, por alguna constante M > 0, con lo que finalmente obtenemos el resultado deseado. [J

El siguiente resultado complementa lo que se probé en la proposicién 2.50, dando

condiciones necesarias para la existencia de la distribucién ergodica.

Proposicién 2.59. (distribucion ergddica) Supongamos que Ro (8) C (—o0,0), entonces
¥ =27 ePsael’sds e S‘j existe. Si ademds existen v = Wy (p,0,%) y WPy (p, o, B) en-

tonces v es una distribucion estacionaria y limite para X ~ WPy (p, a, 3).

Demostracion. Si Ro (f) C (—o0,0), entonces existe r < 0 tal que Ro (B) C (—oo,r]. De
aqui, podemos tomar |r| > € > 0 y usar el lema anterior para concluir que existe una
constante M > 0 tal que para todo T >t > 0,

[ e

< M/ 2(r+e) Sds

M1 e2ro)! 0
= +m _>,

conforme t — oo, garantizando la existencia de ¥. Del mismo modo, podemos usar el lema

IN

T !
/ ePsael 5 ds
t

e e

. / . —
anterior para ver que e, e#* — 0 conforme t — co. De la convexidad del cerrado Sd+, se
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, _
Tl eBsnefsds € S; para todo n > 0, luego, de su cerradura ante sumas con

sigue que [
coeficientes positivos y su cerradura topolégica, obtenemos que X € 5’; cada vez que existe.

Ahora notemos que la estacionariedad es equivalente a tener E, e~ (X0} = F, = (u.X1)

paratodot >0y u € 5’;, esto es, tenemos

-p
det <Id +o? (a) u)
—-p — 7¢(t7u) 7<1[)(t,u),x> s
det (Ia + Xu) c S ¢ v (dz) det (Ig + 39 (t,u))?

si y sélo si
’ -1
det (Ig+ Xu) = det (Id + 07 () u) det (Id + Ptz 'ty (Id +o? (a) u) )
’ -1
= det ((Id + ePtyefty (Id + Uf (o) u) ) (Id + atﬁ () u))
= det (Id + (Uf () + eﬁtZe’B/t) u) .

Para que esto suceda, es suficiente que % = Utﬁ () + ePt3eP’t | cosa que se puede verificar

sencillamente de la definicién de O'tﬂ () pues
/ o0 / /
Uf (o) + ePlzePt = 2/ P e ds + (2/ e?aef 8ds> et

= 2/ Bsaeﬂsds—i—Q/ Fsqel'sds = ¥,

La ergodicidad es inmediato la transformada de Laplace, puesto que Eye~(4Xt) = ¢=¢tu) = (¥ (tu).z)

donde atB (o) — X conforme t — oo y por lo tanto

o (t,u) — plog(det (Ig+ Xu))
Y (t,u) — lim Pt (Ig+ Zu)_l ePt = 0,
t—o0

de donde se sigue que la transformada de Laplace converge a la de Wy (p,0,%), como

queriamos probar. O

Observacion 2.60. Como veremos més adelante, las condiciones de existencia de Wy (p, 0, X)

y WPy (p,a, B) se van a reducir a pedir que d — 1 < 2p si a # 0.

De manera general, la existencia de ¥ no estd restringida a que Ro (8) C (—o0,0).

De hecho, como siempre tenemos o (ew,aew ) C R4, lo inico necesario es que
Ro (ew/aetﬁ) C [0,0(1)]

donde o (1) — 0 conforme ¢t — co. En dicho caso, es facil probar que la decaida es geométrica
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y por lo tanto la integral existe.

Un ejemplo claro no trivial es considerar a o = I; — e!l y B = —e!!, cuyos valores
. . ! — .
propios son todos 0 salvo 1 que es -1. Se sigue que e? = ¥ = elle~? y evidentemente se

cumplen las condiciones.

A pesar de este problema, es posible obtener una caracterizacién de este compor-
tamiento. Sin embargo, los pardmetros y las condiciones relacionadss dependen fuertemente
del comportamiento espectral de 3, su descomposiciéon de Jordan y un tanto en su relacién
con a y x. Estas dependencias quedaran mas claras adelante, aunque el ejemplo anterior es

suficiente para mostrar su existencia.

Para esto, requeriremos primero de un resultado preliminar que nos da cotas bas-
tante utiles respecto a los valores propios del producto de matrices con respecto a los valores
propios de las mismas. Desde luego, serd necesario recurrir al principio minimax para valo-
res propios, cuya prueba no solo no es del todo dificil, sino que es bastante 1til al momento
de querer deducir el comportamiento de los valores propios de una matriz al sufrir ciertas

perturbaciones.

Lema 2.61. Consideremos dos matrices A, B € S’ﬂl‘, entonces tenemos las siguientes de-
stgualdades
AL (B) A (A) < A (AB) < A (B) Ak (4),

para cualquier 1 < k <n.

Demostracion. Procediendo como en el lema 2.4, podemos asumir que son positivas defi-
nidas. Recordemos del mismo lema que vV ABvV A y AB tienen los mismos valores propios.
Ahora recurrimos al principio minimax para valores propios para asi poder obtener las

siguientes igualdades

M (AB) = M (VABVA)

 m max TVABYVAz
vV c R" zeV\{0} 'z
dim (V) =k

(2vVA) BVAz 414,
= min max ; ;
V C R” zcV\{0} (x\/z) VAg T
dim (V) =k
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Nuevamente por el principio minimax obtenemos

'B 'A
A (B)Xg (A) = min min 7 - Y max L - ’
V c R yeR™\{0} ¥y xeV\{0} T'T

dim (V) =k

(2vA) BVA 3 4,
min max ; ;
V C R” zeV\{0} (x\/z) VAr vz

dim (V) =k
IB /A
< min mix 2 p Y max L ; T = An (B) A\ (A),
V c R yeR™M\{0} Y'Yy zeV\{0} ZT'T
dim (V) =k
lo que prueba el resultado. O

Finalmente estamos preparados para dar un resultado muy fuerte concerniente a las
distribuciones invariantes y ergddicas de los procesos de Wishart. Como siempre, asumimos
que existe X ~ W Py (p, o, B, x) para alguna eleccién de parametros adecuada.

Teorema 2.62. SiRo (8) ¢ (—o0,0], entonces no existe distribucion invariante. Si Ro () C
(—00,0], existe una medida invariante si of (@) y wtﬁ () son funciones acotadas del tiempo.

De hecho, Utﬁ () y wtﬁ (z) admiten la representacion

ol (@) = Ro+ > pa(t)e,
AES,

wtﬁ () = Ri+ Z o (t) M,
AES,

para algunas matrices complejas Ry y R1, donde py y gx son polinomios ent con coeficientes
matriciales y donde S = {a+b:a,b € o (B)}. Existe la distribucion invariante si y sélo si
las érbitas de of (a) y wi (@) son cerradas. Mds atin, X tiene distribucién limite si y sélo

st px, qx = 0 cada vez que RA =0 para algin A € S.

Demostracion. La primera parte ya fue probada en la proposicién 2.50. Supongamos que
B = PAP™! es una descomposicién en bloques de Jordan para 3, donde supondremos que

A tiene la forma

)\1[d1 + Ny 0 0
0 oly, + Ny - 0

0 0 oo Aalg, + Ny
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para algunos valores propios A\; de dimensiones algebraicas d; y matrices nilpotentes N

para k =1,...,n tales que d; + - - - + d,, = d. Entonces podemos escribir como antes:
eﬁt — i )\ktple ﬂMmP

/
eﬁt —

||M: HM:
&3
’—‘o

/
§j e P Dy, (Mk) (P1)
Integrando por partes obtenemos,

t t
/ eMskds = NTlFeM 4 /\_1k/ sF=1eMsds
0 0

para el polinomio

7=0
Se sigue que
wf (z) = Pze’?
n d-1
tm+l
= 3 3 PDMPPeP'D; (M) (1) et
mll!
k,j=1m,1=0
= Ri+ > an(t)eV,
AES,
mientras que
n d—1 , ,
ol (a) = 2 / e*ae”ds =2 3 > P DM PaP'D; (M]) (P7)
0 k,j=1m,l=0
t gm+l ()\ )8 gm+l
. _ . k
% (50 (AHAJ)/O s+ (11— dg (AHAJ))/O mmds>

n d-1 , , g1
- 2% Y P 'DyM]*PaP'D; (M;) (P—l) <50 Ok + Aj) <m'l'
k,j=1m,l=0 '

.(m+l+1)>

_ ‘ —m—i-1 (M t kA
+ (1 =380 (A +A5)) Ak + X)) ( m ) <Pm+l<)\k+>\j>e Y 1

= Rot Y pa(0) (1 -0 () ¥ 43y ()
AES,
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Para evitar una divergencia, que cada vez que A = 0, tengamos polinomios constantes, en
cuyo caso es claro que atﬁ () y wf () son acotados. Esto provoca en af () una rotacion en
la direccién py (0) con la orientacion sgn (SA) y a la velocidad I\, donde sgn es la funcién
signo, con la convencién sgn (0) = 0. Algo equivalente sucede con wf (z). Considerando al

conjunto I' C S; X 5’; dado por

I' = (Ro,R)+ | Y. (2(0),q:x(0)exp{A}] (R),
AES,RA=0

y a la medida uniforme v en I'; obtenemos como medida invariante a Wy (p,w, o) v (dw, do)
cuya prueba es idéntica a la de la proposicion anterior. En particular, podemos tomar
una distribucién invariante si v es finita, i.e., si las érbitas son cerradas, comportamiento
ampliamente estudiado en la teoria de sistemas dindmicos y es conocido como rotacion
trracional. No obstante, esta distribucién no es limite a menos que todos estos polinomios
P, @y = 0 cuando RA = 0 y por lo tanto, este comportamiento también depende de oy z, a
diferencia de los otros escenarios. En caso de divergencia en af (a) € 5;, entonces podemos

notar las siguientes desigualdades

1y s 8 8

p Hat (a)HF < tr (at (a)) < det (Id + oy (a)) :
De manera que, como

¢y (t) = plog (det (Id + Utﬁ (o) u))

Walt)i) = b (u(la+ ol @u) ol @)

-1

= w((ta+ ol @u) W @),

entonces debemos tener ¢y, (t) — co. Por lo tanto, obtenemos directamente
0 < Eye TaX) < =01, _y

Esto implica directamente que X; diverge en probabilidad, gracias a la desigualdad de
Markov:

E.e—{a:Xt)
Py (et 5 ) < B g
€

Si la divergencia la tenemos en wtﬂ (), mientras que O'tB (o) esta acotado, entonces el valor

A1 <(Id +07 (a) u)_l)

propio
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se mantiene a distancia positiva del 0 como funcién de t. Se sigue del lema anterior que

tr ((Id +of (a))il w! (:U))
> A ((Id +of (a))l) tr (wf (a:)) — 00,

{1, (1), 2)

lo que igualmente implica que

0 < Ege~ X0 < e~ (¥, (1)) t2op 0,
y por lo tanto X; diverge en probabilidad. O

Observacion 2.63. El problema de encontrar una distribucién estacionaria que no sea ergo-
dica es mucho mas complejo en el caso introducido en el lema 2.28, donde 3 y « son procesos
estocasticos (deterministas o no). Esto es bastante evidente de lo que obtuvimos del estu-
dio anterior en donde su comportamiento conjunto determinaba este comportamiento. No
obstante, se puede ver de su distribuciéon marginal (proposicién 2.48) y procediendo como

en la proposicién 2.59, que si § y « son ambos deterministicos y existen

t
_ 1 B _ 1 B
w-tliglowt () ¥y E—tgnolOth (/0 Oésdé‘),

entonces la distribucién ergédica de X existe y es Wy (p, @, 2).

2.5. Polaridad de la frontera 9S; y EDE espectrales

Ademas de los casos muy particulares en los que ya probamos existencia para el
proceso de Wishart, hay otras situaciones en las que podemos probar existencia fuerte.
Supongamos que Xg = x € 5’;, como la funcién y — ,/y es analitica (y por lo tanto,
localmente Lipschitz) en ST, entonces los coeficientes de la EDE de Wishart son localmente
Lipschitz. Por lo tanto existe una tnica solucién fuerte a la EDE en [0,7}), donde T, =
inf {t > 0: det (X;) = 0} es el tiempo de paro del primer arribo de X a la frontera 95} .
De aqui que sea de interés encontrar criterios para la polaridad de la frontera, i.e., para

determinar cuando T, = oo c.s.

Para poder deducir este resultado, vamos a tener que trabajar un poco, en particu-
lar, vamos requerir que T, > 0 c.s. Sin embargo, esta propiedad es consecuencia directa de la
continuidad de X y de que nuestro valor inicial = esté a distancia positiva de 85;. En todo
este capitulo seguiremos las ideas de [6, 2, 9, 4]. Las técnicas que mostramos a continuacién

estan basadas principalmente en las representaciones de las martingalas locales continuas
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como movimientos brownianos cambiados de tiempo. Esto nos permite explorar sus com-
portamientos asintéticos, asi como sus comportamientos casi singular en las fronteras de

sus espacios de estados.

Lema 2.64. Sea T tiempo de paro y M una martingala local continua en [0,T) donde
T > 0 c.s. Entonces c.s. existe limyppr My o lim SUpyr M; = oo = —liminfyr My, en cuyo

caso no tiene limite.

Demostracion. Por el teorema de Dambis-Dubins-Schwarz, M es un movimiento browniano
B cambiado de tiempo a través de [M]. El resultado se sigue de que el limite existe si y
sélo si limyp [M], < 0o y en caso contrario, i.e., cuando [M], 1 oo, entonces el browniano
oscila infinitamente por la recurrencia de sus estados, lo que implica que lim sup;p M; =

oo = — liminfyp M;. O

El resultado siguiente es una consecuencia directa, donde ademaés transferimos el

comportamiento del punto 0 al infinito a través de una funcién adecuada.

Proposicién 2.65. (argumento de McKean) Sea Z un proceso adaptado cadlag en [0,T)
con valores en Ry\ {0} donde Zop > 0 c.s. y T =1inf {t > 0: Z;_ = 0}. Supongamos ademds
que h : Ry\ {0} = R es continua, lim, o h (2) = —oo y para todo t € [0,T), tenemos que
h(Z;) = h(Zo) + M; + Ry donde

(1) R es un proceso cadlig adaptado tal que Ry = 0 y inf;cjo,7an) Bt > —00 para todo
neNy

(1) M es una martingala local continua con My = 0.

Entonces T' = oo c.s.

Demostracion. Como Z es continuo por la derecha, entonces T' > 0 c.s. Ademaéas, R;_
estd acotado inferiormente en compactos y h(Z;—) = h(Zy) + M~ + R;—, por lo tanto
T = inf{t >0: M;_ = —oo}. Es decir que en el conjunto {T' < oo}, el limite lims M,
existe y es igual a —oo. Se sigue del lema anterior que esto sucede con probabilidad 0 y asi
T = cs. O

Teorema 2.66. Supongamos que 2p > d+1 y x € ST, entonces existe una unica solucion
fuerte a la EDE de Wishart tal que c.s. Xy € Sd+ para todo t > 0.
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Demostracion. Con las observaciones que hicimos anteriormente, dado que x € S;r, la
solucién fuerte ya existe hasta el tiempo T7.. Luego, basta probar que T, = oo c.s. Definamos
para t € [0,T})
Zy =det (Xy), h(z)=1log(z),

y usemos la proposicion 2.49 para ver que

h(Z) = log(det(x))+Y + R, y
R = 2(( —T)tr(Xla)—l—tr(B))-Id,

donde Y es una martingala local continua con Yy = 0 y [Y] = 4tr (X 'a). Luego, las
hipétesis implican que R > 2tr (8) Id y asi, es acotado inferiormente en compactos. Por lo

tanto podemos usar el argumento de McKean y concluir que T, = oo c.s. O

En resumen, juntando los resultados anteriores y la construccién explicita de pro-
cesos de Wishart hecha en el lema 2.26, podemos concluir que si 2p > d+ 1y x € S; o}
bien, si 2p € N, entonces existe (en el sentido fuerte y débil respectivamente) una semi-
martingala de Wishart en todo R con estos parametros sin restricciones sobre a 0 3, pero
cuyo estado inicial tiene rango a lo mas 2p. Asimismo, si @ = 0, entonces también tenemos
existencia, sin embargo, la evolucién es deterministica y dada por X; = ePlref't de forma
que T, = ool {x € S:[}. En ese mismo caso, si tenemos = € 95}, entonces X; € 95 para
todo ¢t > 0.

Teorema 2.67. Sia#0yp < %, entonces existe x € Sj tal que T, < oo con probabilidad
positiva. De hecho, para todo s > 0 existen estados iniciales x € Sj tales que py (x,-) no

existe para t > s.

Demostracién. Si suponemos que T, = oo c.s. para todo & € ST, entonces en particular
estarian bien definidos los kernels p; (x,-) para todo x € S:[. Luego, fijando xy € 85’;{ y
tomando x1,z3,... € S; tales que x,, — xg, tenemos que sus transformada de Laplace
cumplen

1im 67<u7y>/j/t (:BTL) dy) — lim 67¢(t7u)7<w(t7u)ﬁvn> — 67¢(t7u)7<w(t7u)7w0>'

n—o0 n—oo
Luego, como la funcién de la derecha es continua, el teorema de continuidad de Lévy para
transformadas de Laplace implica que el término de la derecha es una transformada de
Laplace, la cudl corresponde por definicién a p (zo, ). Esto es, u (xo,-) estd bien definida

para todo zo € &S] y por lo tanto existe WPy (p, o, 3).

Se sigue del teorema 2.56 que p > %, lo que nos lleva a una contradiccion. Si
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ahora nos restringiéramos al intervalo temporal [0, s) y suponemos que los kernels pu; (z, -)
existen para 0 <t < sy x € Sj, a través de los mismos argumentos podemos llegar a una

contradiccién, lo que prueba la segunda afirmacién. ]

En preparacién para el siguiente resultado, consideremos para cada n < d al poli-

nomio simétrico elemental de una matriz simétrica A, dado por

en(A)= > A (4)-X, (4),

1<i1<...<in<d

el cudl es claramente no negativo si A € 5’;, puesto que todos los sumandos son no negativos.
De hecho, la importancia de estos polinomios yace en que si A € ST, entonces e, (4) = 0
implica que hay al menos d — n + 1 valores propios de A que son cero, porque todos los

sumandos deben anularse. Esto nos permite concluir inmediatamente que rnk (A) < n—1.

Estos polinomios de hecho surgen de considerar los coeficientes del polinomio ca-

racteristico ya que,

d d
det (A+rly) = H Z ri e, (A),
i=1 n=0
donde usamos la convencién ey (A) = 1. En particular, tenemos que e; (A) = det (A).

Finalmente, denotaremos por e’, (4) al polinomio simétrico de grado n que no incluye a

Ai (A) y similarmente se define a e%.

Proposiciéon 2.68. Sea X ~ WP;(p,«,3,z), entonces

¢ = fo+tr(§Y_1-M) +§(2tr(6)—2rtr(Y_lﬂ)) - 1d
+ £ (tr (Yﬁla> (2p —d+1+rtr (Yﬁl)) —rir <Y72a>) - 1d,

donde Y = X +rl; € S'J y & =det (Y) > r? para alguna r > 0. Si definimos Z = X + sly

para alguna s > 0 y n = det (Z), entonces obtenemos

[€,n] = 4ntr (Y‘lXZ‘la) - Id.

En particular, si (B,a) = (0,14), obtenemos que los polinomios simétricos elementales

en (X) satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales estocdsticas
d(en (Xp) =V dW!+2p—n+1)(d—n+1)e,—1 (Xy)dt, 1<n<d,

donde los procesos W™ son todos movimientos brownianos no necesariamente independientes
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y donde V" = V" (e1,...,eq) para algina funcion simétrica V™ tal que
d . .
VIV W W =3 N (X) el (X) e,y (X) - Id.
i=1
Similarmente, si (B,a) = (blg,aly) con a > 0, obtenemos, para la misma coleccion de

procesos {V"} y {W"},

d(en (X0) = VW +a(2p —n+ 1) (d — n+ 1) en_1 (X;) dt + 2bney, (X;) dt.

Demostracion. Procediendo como en la prueba de la proposicion 2.49, usaremos las férmulas
de derivadas matriciales para 0;; = % junto con la féormula de It0, especificamente la
férmula de Jacobi, la identidad 9;;¢€ = &tr (Y ~1e¥) y también el que 9;;Y ! = —Y ~LeWy 1,
para obtener

£ —tr(ev M)

= tr (fy_l : D) + ;Z}l&j@klf' {Xij,Xkl}
ij

= ftr (fyfl . D) + %Z@U (ftl" (Yﬁlekl)) Qjjkl (X) -Id
ijikl

— tr (5Y—1 : D) T % D <§tr (Y—leiﬂ‘) tr (Y—lekl) ~ ttr (Y_lein_lekl» i (X) - Id.
ijkl

Esto a su vez se puede simplificar méas con algunas manipulaciones algebraicas, de hecho, el
proceso es absolutamente continuo respecto de la medida de Lebesgue. La densidad consta

de £ multiplicada por la suma de

tr (Y‘l (2pa + X + Xﬂl))
= tr (Y*1 (2pa—7r(B+ ") +B8Y + Yﬂ/))
= tr(2pYla -2V '8+ 28)

%Z ((Y_l)ji (Y_l)lk B (Y_l)li (Y_l)jk) (O‘““le +apX* +ap X 4 aleik)
ikl

_ % (4tr (Y*laY*X) — otr (Y’laY’lX) —2)" (Y’la)ii (le)jj)
i
= (o (Ylay T (Y —rly) —tr (Y o (YL (Y — rl)).

Esto finalmente nos lleva a obtener que la parte martingala local continua de & es tr (€ y-l'. M )
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y su parte de variacién finita en compactos es

19 [2‘51" (B) — 2rtr (YAB) + tr (Yﬁla) (2p —d+ 1+ rtr (Y*1)> — rtr (Y*QQ)} -Id.

En particular, si (8, «) = (0, I;), entonces las cantidades anteriores son mucho més simples
porque los valores propios de Y ! son todos de la forma (\; (X) + r)fl para 1 <i <d. De
esta forma, algunos célculos nos ayudan a obtener que la densidad de la parte de variacién

finita en compactos es

§(tr(Y )(zp d+1+rtr(

) e ()
(o) (5 ><zp RN SHSS s e

=1 =1

d d 1
- (H(Ai(X)+T)>(2p d+1 Z)\ +rz +'r)(>\z'(X)+r))

i=1 1=1 l 'L;éj

d
= (2p—d+1) ZH )+ 1) —|—7“ZH (Mg (X

i=1 k#1 i#j k#i,j

Ahora notemos de la definicién de los polinomios simétricos e, que, si agrupamos por

potencias de r, esto lo podemos reescribir como

d d
(2p—d—|—1)zz —1—227"51"21

i=1n=1 1#j n=1
d-1 d . d .
= Dot @ —d+ )Y e 1 (X) + Y el ()| + 2 —d+ 1)) el (X).
n=1 i=1 i i=1

Observemos que para todo n < d tenemos Y% el | (X) = (d—n+1)e,_1 (X) puesto
que cada combinacién de productos A;; (A)---\;, (A) de valores propios de X en e,_1 (X)
aparece exactamente una vez en cada e’ ; (X) para todo i ¢ {iy,...,i,}. Similarmente
obtenemos >, ., €7 (X)) = (d—n+1)(d—n)e,_1 (X) para todo n < d — 1 y por lo

tanto,
£—£o—tr(£Y‘1-M) =2p—d+1)eq1(X)-Id
+ St (@p—d+ ) ([d—n+ 1)+ (d—n+1)(d—n)) e, (X)-Id

= > " @2p-n+1)(d—n+1) e (X)-Id.
n=1

Si ahora agrupamos de acuerdo a las potencias de r, obtenemos el resultado deseado, salvo

por la parte martingala local. Andlogamente, si tenemos (§,«) = (blg,aly), entonces la
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expresion de arriba se modifica ligeramente para obtener que la deriva de £ es lo nico que

cambia. De hecho ahora tenemos (aunque dividimos por a, que posiblemente es 0, 1o hicimos
para identificar la forma que adquiere y evitarnos calculos, sin embargo, esto no altera los
resultados),

dé

g =tr (Y;t_lth) +a [2205 + tr (Yt_l) <2p — 27“% —d+ 1+ rtr (Y;_l)) — rtr (Y;_Qﬂ dt,

y como 2bd§ = Zi:o r4=" (2bde,, (X)), obtenemos anilogamente que

¢ —tr(y M)

I
(]~
=
U

b
- (2bden (X)+a <2p— 2r— —n+ 1) (d—n+1)e,—1 (X)> - Id + r¥2bdeg (X)
a

3
Il
i

T (2bden, (X)+a(2p—n+1)(d—n+1)ep—1 (X)) Id

I
(]~
=
U

3
Il
N

d
+ r%2bdeg (X) — 26> rT " (d—n+ 1) ep1 (X) - Id

I
(]~
=
U

T (2bden (X)+a(2p—n+1)(d—n+1)ep—1 (X)) Id

3
Il
—

d
+ r%2bdeg (X) — 26> rT" (d —n) ey (X) - Id
n=0

d
= Z " (2bne, (X)+a(2p—n+1)(d—n+1)e,—1 (X)) - Id.

La ltima afirmacion ahora se sigue de comparar los coeficientes de cada potencia de r junto
con el analisis que presentaremos respecto de la parte matringala local. Para lidiar con la
parte que es martingala local, bastara utilizar el lema 2.13, comprobando que las variaciones

y covariaciones cuadraticas son absolutamente continuas. Se sigue que

ol ) o)) < 35 (o) )|

jl=1
= S [ty e (e
jl=1 Li=1 k=1
= e (2"
ijkl
— Zgn< ) (Z_l)lk (X“faﬂ+Xﬂa]~k+Xﬂ‘kaﬂ+Xﬂa,~k)-Id
ijkl
— 4§ntr( Yy-lxz- a)-[d,
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lo cudl se puede simplificar més en el caso especial en que a = aly, justo como hicimos

anteriormente. En ese caso, si X = PAP’ es una diagonalizacién de X, entonces
YIXZ ' =P(A+1rI) ' PPPAP'P(X +sI) ' P =P (A+rly) " AN+ sIy) P,
y por lo tanto

Ai (X)
(i (X) +7) (N (X) + )

e EINCSEARINIERAR B 5
=1

De aqui se sigue que

d

=1 n=1 m=1
d d '
= 4 Y SN (X el (X) e, (X) - Id
n,m=1 i=1

Por otro lado,

y por lo tanto
[en (X) s em (X)) =D X (X) eq_1 (X) €y (X) - Id,
lo que prueba que las covariaciones son absolutamente continuas y termina la prueba. [

Observacion 2.69. En particular, en el caso (5, «) = (0, I;) podemos observar que [ey, (X)] =
SiAi(X) el | (X)?-Id, ie., V' = \/ZZ Ai (X)el  (X)?y que la deriva de e, (X) es un

multiplo de e,—; (X) - Id. Por lo tanto e,, se mantiene constante si y solo si el rango de X

se mantiene menor o igual a d — n + 1, es decir, si y s6lo si e,_1 se anula. Ademas, aunque
podemos obtener representaciones relativamente simples para el caso (5, a) = (blg, aly), en
el caso general esto no es tan sencillo puesto que la multiplicacién por las matrices o y 3,
en general distorsionan la dindmica de los valores propios y es complicado seguirla cuando

la matriz Y se mueve en el tiempo.

Ademas, estos mismos casos ilustran apropiadamente como las condiciones de de-
riva de los polinomios simétricos elementales pueden cambiar drasticamente de acuerdo a
08, agregando factores positivos o negativos a la deriva, de acuerdo con el signo de b, que
parecen propiciar el que el 0 sea o no polar para algunos de estos polinomios. Sin embargo,

tomando logaritmos uno puede percatarse de que este cambio en la deriva se vuelve lineal y
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por lo tanto no puede, por si solo, causar emplosién en tiempo finito en el logaritmo; i.e., no
puede hacer que el polinomio se anule. Finalmente hacemos la observacién de que 3 sigue
sin perturbar la dindmica del proceso mas alld del papel que juega en la deriva, incluso en

el caso mas general.

Es un resultado conocido que los valores propios dependen suavemente de las per-
turbaciones en las matrices simétricas hasta el primer punto de contacto entre ellos, en cuyo
caso se pierde la diferenciabilidad aunque se preserva la continuidad Lipschitz como funcién
de las matrices (cf. [13]). Es natural pensar que entonces los valores propios \; (X) también
siguen un sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas hasta el primer tiempo de colisién
entre dos de ellos. Esto efectivamente es cierto, y lo mismo es cierto para el proceso de
vectores propios correspondientes. A continuacién presentaremos una serie de resultados
relacionados con las EDE que satisfacen los valores y vectores propios que mencionamos,
asi como criterios para determinar cuando hay o no colisién entre los valores propios en

tiempo finito.

Como requeriremos adelante algunas simplificaciones, haremos algunos de los célcu-
los algebraicos de manera anticipada. Por ahora supongamos que A = PAP’ es una diago-
nalizacién de la matriz A que tiene todos sus valores propios distintos, entonces tenemos

que
det (A—rlg)ly = co(A—rly) (A—rly)
= Pco(A—rly) P/P(A—de)P
= PCO(A—TId)P/(A—TId),

lo que significa que cuando r no es un valor propio, Pco (A — r1;) P’ es una matriz diagonal

y su entrada (i,7) estd dada por

det(A—rI)_H?: (N (A)—r) |
i wy el | G CVRE

Este resultado de hecho implica que

tr (co (A —rlg)) = tr (Pco (A —rIg) P') => T (A (A) = 1),
i=1 ji

de tal forma que si perturbamos a A de forma continua, la continuidad del determinante (y
por lo tanto, de la matriz de cofactores) y de la traza implican que

d

tr(co (A =X (A) Ia)) = 3 [T O (4) = 2 (4)) = J] (e (4) = X (4)).

i=1k#j ki
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Similarmente obtenemos para r,s ¢ o (A),

tr(co(A—rlg)co(A—sly) = tr (Pco (A—rly) P'Pco(A—sly) P)

= ZH (M (A) = 7) (Mg (A) — 5),

i=1 k#1¢

y asi obtenemos

d
tr(co (A =X (A) lg)co (A= X (A) 1a)) = > JT (N (A) = Xi(4)) (A (A) = X (4))

k=11#k
= 6 [T (A) = xi(4).
I

De hecho, si i # j, entonces Pco (A — \; (A)Ig)co(A— X\j(A)I;) P es diagonal con en-
tradas diagonales 0, es decir que co (A — X; (4) Ig) co (A — \; (A) I;) = 0, mientras que si
i = j, entonces esta matriz diagonal tiene exactamente una entrada distinta de 0, a saber,
la i-ésima, con el valor de [, ; (A (4) — A; (A))?. Otros resultados muy similares se pueden

derivar con facilidad extendiendo esta idea.

En lo que sigue, denotaremos al primer tiempo en que dos valores propios se igualan
por 7 = inf {t >0: A= )\Z, i j}. Como se puede verificar en [13], la diagonalizacién y
los valores propios (ordenados) de matrices simétricas, son funciones suaves como funciones
de éstas, es decir que por la féormula de It6, si X inicia en un estado con valores propios
distintos, entonces hasta el tiempo 7 > 0, tanto sus valores propios como su matriz de
vectores propios son semimartingalas. Para averiguar las EDE que satisfacen estos tltimos,

dejamos el siguiente resultado.

Proposicion 2.70. Supongamos que x € S; tiene todos sus valores propios distintos y
denotemos por X = PAP' a la diagonalizacion de X con A% = \' = \; (X). Entonces en

[0,7) tenemos

N2\ = 2y /N (PaP)? - Wi+ 2 (p(PaP)" + X (P'B'P)") - Id
o = 2/x(Pap) (v

A (P'aP)™ 4 2k (P'ap)”
e — Mk

- 1d,
ki

para movimientos brownianos independientes (W) y

g AR (PlaP,)Y9 4+ X (Plap,)k*
7 ik \/ t t
dP/’ g P )\] v

k#j t

_ }ZPtlk 3 Sk AF (PlaP)" + N (P{@Pt)kj
24 2T (M) ()

avH

dt.
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icj con VI =V que satisfacen (2.21) y (2.22). En el
caso particular en que o = aly para a > 0, tenemos

para movimientos brownianos (V')

g AN pYEDY,
dPtZJ _ \/&Zngﬁthkj _ iptljaz #dt
kAj At — Af k£j ()\k /\J)

donde los movimientos browm'anos(V”)Kj son independientes entre si e independientes de

(W?%). En ese mismo caso

XAk

A= M= 2vaNi - W’+2(ap+/\Z(P’5’P”) Id+a ZA — 1

k#1i
y st ademds tenemos 8 = bly, entonces la identidad

)\’+)\’€

=X = 2VaX - W+ (2ap +0X) - Id 0y S - 1,

k1

se satisface para cada i =1,...,d.

Demostracion. En general seguiremos el procedimiento usual de la prueba de las férmulas
de segunda variacién de Hadamard. Todos los resultados que se presentaran se satisfacen
sélo hasta el tiempo aleatorio 7, que por continuidad de los valores propios, resulta ser un
tiempo de paro. Si definimos al proceso A como el logaritmo estocastico de P, esto es, al

proceso
¢ ¢ 1t

At:/ Ps’odPS:/ P;dPs—ir—/ dP/dP,
0 0 2 Jo

y observemos que la férmula de integracién por partes aplicada a I; = P'P nos da

0 = dP/oP + Pl odP,
~dA, = dPlo P =dA,,

es decir que A es antisimétrica y por lo tanto tiene cero en la diagonal. Definiendo N; =

f(f P! odX; o Ps y usando la férmula de integracién por partes para A = P’ X P, obtenemos

dAt dPt/ o (tit) + Pt, o dXt o F)t + (Pt/Xt) o dPt = dfjt/ o (PtAt) + dNt + (Atptl) o dPt

= dA;OAt—FAtOdAt—FdNt:—dAtOAt+AtOdAt+dNt,

donde fg AsodAs — dAg o As es un proceso que tiene 0 en la diagonal. Se sigue que

d\i = dA¥ = dNj' = (Pl odX, 0 P,)",
0 = dNJ+ (N —M)odAl, i#j,



85
y por lo tanto, tenemos que
1

dAY = —— 4N/, i+ 2.18
t )\g_)\% t # ] ( )

Ademas, como la integral de Stratonovich no altera la parte martingala local, tenemos que

d [N"J‘ , NZ"J"L — (FldMP)"” (PlaM, )" = Y PFaMf P PF amfV P
KLkl

Z Ptkiptljpt /ilPtl/jl (ka/o[”/ + thllalk/ + X,fk/ozkl/ + Xéllakk/> dt

kIE'l

= ((BxP) (PlaR)™ + (PX,P)7 (Plap)”

+ (PXR)" (PlaP) + (PX,P)" (PlaP)") dt

= (A7 (PlaR)y” + A7 (PlaP)” + N (PlaP)” + A (PlaP)™ ) dt,  (2.19)
en particular tenemos
d|X, /\jL =d|N", NJ'J'L = AAN7 (PlaP,)" dt = 46\ (PlaP,)" dt. (2.20)
Por otro lado, la parte de variacién finita en compactos de N satisface

1
P/dDP; +  (dP{dMP; + P{dM,dP,)
1
1
= (2pFjaP,+ PSPPIX,P,+ PIX\PF[F'Pi) dt + 5 (dP{P.P{dM, P, + P{dM,P,F/dF)

1
= (2pP/aP, + P/BPA + APLB'P) di + 5 ((ANid A + dNdA, ) .

Se sigue de la antisimetria de A, el que A es diagonal y de las ecuaciones (2.18) y (2.19) que

S ANFAN
(AN A7 = Y dNFdAP =" ﬁ
K ki T A
S A (PlaP)™ + A7 (PlaP)™ + Af* (PlaP)"” + Ay (PlaP)™
- = YESSY:
k#j t t
\i (PlaP;)"
X — X

dt

(Plap,)™

(1 —dij) + 0ij A Z N AF

ki

Ak
+ 30 S (FaR) ) .
T

k£j ¢
donde §;; es la delta de Krénecker. Asi concluimos que la deriva de M\ es

A (PlaP)* 4 X\ (Plap,)®

. dt.
A= AF

2 (p (PlaP)" + X (PB'P)") dt+ >
ki
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Asi, gracias a (2.20) y a la ecuacién anterior, podemos usar la representacién integral de
Doob (lema 2.13) para argumentar la existencia de movimientos brownianos reales inde-

pendientes W tales que

N=Xy = 2N (PaP)” W42 (p(PaP)" + X (PFP)") - Id
A (P aP)r 4 \F (P'aP)"
+ g Y - Id.

Ahora bien, de la definicién de A, esté claro que
1
Pt (¢} dAt == PtdAt + detdAt
1 1
= P,P/dP, + §Ptht’ dP; + QdPtdAt
1 1
= dP; + EdAgdPt + idPtdAt = dP;,
ademas de que para ¢ # j tenemos
[N, N | = (X (P'aP)"? + N (P'aP)") - Id.

Si ademés asumimos que o = aly, entonces se sigue de (2.19) que [N U N kl} = 0 cuando
(i,7) # (k,1). Concluimos de (2.18) y de la representacién integral de Doob que existen
movimientos brownianos (Vij )Z <j tales que si definimos V¥ := V7% para i > j, entonces

para i # j tenemos

VA (P'aPy? 4 )i (PlaP)!
M — )
En el caso particular en que a = alg, inferimos independencia en los movimientos brow-

V)‘”“)‘J -V sino

Vi,

A =

nianos (V¥), ; de (2.18), ademds, la expresién se simplifica a A = \[a N ,

simplemente sabemos que

(Aik (P’ozp)jl + Al (P’aP)jk + Adk (P/ap)il 4+ AL (P'aP)ik)

Vi, vH] = _ _ Id. (2:21)
\/ \i (P'aP)? + M (P'aP)” \/ Ak (PlaP) 4+ M (P'aP)r*
Por otro lado, por (2.19) tenemos para j # k,

o Nt Nik| 2x¢ (8, (P'aP)™® + 6 (P'aP)?

|:)\’L’A]k!:| [ } — ( J i ) . Id

L=V e — )\

S A\t (P'aP) VY (P'aP)™ + N\t (P'aP S

[A’,AJ’“} \/ \/ F M) ( ) [WZ, Vﬂ’f] :
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es decir que

V(85 (P'aP)* + 5 (P'aP)7)
V(P'aP)®\ /3 (P'aP)™ 4 Xk (PlaP)”

- Id. (2.22)

(W, vik] =

Esto implica que los movimientos brownianos (V%) (W?) son independientes cuando

iV
1<)
o« = aly. En este mismo caso, la independencia de (V*7), -, implica que Jy dAsdAg es

diagonal y la antisimetria de A nos dice que

1 k
(@AdA)" = =3 dAfaal = -3 "
k#£i k;éz -

En el caso contrario sélo obtenemos que

g . . 1
(dAdAYT = — 3 dAkdAlf = - Y : ~d
ki) e Kzig (AF =AY ()\f - /\i) [

_ oy i AT (PlaP)™ + X (Plap;)”
kA (AF =) ()\f - Ai)

Nik’ Njk}
t

dt.

Asi podemos usar el que
1 1
dP; = P,dA; + idPtdAt = PdA; + iPtdAtdAt,
para calcular

dP =" PFdAy + - Z Pi* (dAwd A
k#j

JJ j kk
VD BioRy 40 (Brap )

= > pF

ey X = Af

_ }ZPtik 3 S\ (PlaP)" + N (P{apt)kjdt
2470 ST (R (=)

que en el caso a = aly se simplifica a
1/>J<r+)\j 1 pYAIBY:
dP” = fz 7detkj — fPt”aZ Lﬁt?dt.
iz M A k75 (M= X))
Las simplificaciones de las EDE de los valores propios se sigue directamente. O

Observacion 2.71. Algo verdaderamente interesante es que el factor de deriva 8 no altera
directamente la dindmica estocastica de P, sino sélo a través de la deriva de los valores

propios, exactamente en el término 2)\' (P'3'P)". Ademds, como es usual, a = al; nos
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permite inferir una estructura de independencias en todos lados, lo que facilita la simulacién

y comprensiéon de la situacién.

Definamos al operador matricial E,, paran = 1,..., d(d; D) que a cada matriz en

Mg 4 le asigna el polinomio simétrico elemental e,, aplicado al vector compuesto por todas
las entradas en o por encima de la diagonal principal. De esta forma, E% corresponde a
quitar sélo el término (7, j) de la matriz antes de formar el vector y aplicar e,, y similarmente
se define EH,

Supongamos que x tiene todos sus valores propios distintos y que X ~ WPy (p, 14,0, ).

Definamos al proceso A dado por A¥ = (N — )\j)2 y a los procesos L™ = E,, (A), entonces

ST (v =w)" 2= (-

1<j 1<j

es claro que
d(d 1)

d(d—1)
y en particular tenemos 7 = inf {t >0:L, * = 0}. Podemos obtener la EDE que satis-

facen los L™, que son los responsables de llevar la cuenta del nimero de colisiones entre

valores propios.

El que los valores propios sean funciones suaves de X cuando no nos preocupamos
por el orden que preservan los valores propios (cf. [13]) muestra que la simetria (y por lo
tanto invariancia ante permutaciones) en la definicién de los procesos L™ implicara que las
EDE que estos satisfagan no van a depender de si hay colisiones o no, puesto que estas seran
funciones suaves de X. Sin embargo, para encontrar estas, es mucho mas sencillo partir del

resultado anterior.

Como E, (A) = AUEY | (A)+ E% (A) y Eii (A) = AME (A) + EiM (A) mien-
tras {i,7} # {k,}, entonces la férmula de It6 implica que

dLy =3 EY | (A)dA7 + Z 3 EJY, (A)d [AY, 4M) .
1<j Z<j k‘<l t
{i,5} #{k. 1}

Ahora observemos que [Aij, Akl} £ 0 siy sélosi {i,7} N{k,1} # 0. De hecho, sii < j

AP = 2(3 =)+ (- )+ a [x] + aw],

= 43 -X) VNdW; +4 (M =) VX aw;

. . ) . /\i+)\k )\j+)\k
S(N 4+ X)) +2(Xi— N £ 2t T g,
ol ) 2
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lo que nos da

d[Aij,AikL = 16N (N =) (N A dt, i AR A£G

16 (N + A7) (N - x) ar, i#d

ij A
d {A A L
FEn consecuencia, la parte martingala de L™ esta dada por

My = 4Z(Ai—Ai)E§;1(At) (\/;ide—\/;deO

i<j

_ 42@2(% M) EJ (A dw,
=1 Jj#i
2

d[M™), = d[L"], = 16ixg Z( AJ) (A ] dt.

i=1 i
Del mismo modo, la parte de variacién finita en compactos de L" es
YRS VEEPYEDY:

AN EY (A |8 (AL M) 42 (Xi— N EERAELIA 2 I 7
t ; 1 t (t t) (t t>k’§z:j)\z )\f /\i—Af

+ 83 (M= X) [ X B ()X (N = AF) = B (A0 (N = AF) | at,

1<J k#i,j

donde facilmente observamos que la deriva no explota ni se indetermina porque cada factor
= \Fy /\g — AL estéa contenido en E’ ) "1 (A¢) cuando k # j y | # i respectivamente o en
el coeficiente A} — )\i en otro caso. El que estas propiedades no dependan de los valores
iniciales posiblemente degenerados se sigue de que V,, es una funcién suave y analitica de
X, lo que implica qu podemos extender analiticamente las derivadas de todos los 6rdenes
a estos puntos excepcionales. Por lo tanto, la férmula de It6 nos ayuda a completar el

argumento, por unicidad de la parte martingala local y de variacion finita en compactos.

Para estudiar este comportamiento en el caso en que los valores propios de = no
son distintos, veremos que de hecho tenemos una difraccién inmediata, es decir que hay un
momento inmediatamente después del tiempo inicial en el que todos son distintos y asi, el
lema anterior implicard que nunca maés se volveran a tocar. Esto es, los valores propios son

distintos para todo tiempo t > 0.

Proposicion 2.72. Supongamos que X ~ W P; (p, 14,0, x) donde x € 5’; satisface rnk () >

d—1 y definamos 7, =inf {t >0: L} >0} paran =1,..., d(dgl), entonces tenemos 7, = 0

c.s. para cada n. De este modo, los resultados de la proposicion anterior se extienden al

caso en que x € S o incluso rnk(z) > d — 1.
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d(d—1)

Demostracion. Como (0,00) es abierto, si L, > > 0 entonces el resultado es claro por
d(d—1)

continuidad de las trayectorias de cada L", asi que supondremos que L, *> = 0. Notemos

que las colisiones no pueden iniciar en el estado 0 (i.e., no podemos tener \} = )\g = 0 para
i # j) porque x es de rango al menos d — 1. Dicho de otra forma, estamos asumiendo que

A= ()\1, ey )\d) inicia en el conjunto semiabierto

C = [J(0,00)"" x[0,00) x (0,00)"".

1<d

La continuidad de trayectorias implica que existe un tiempo de paro T¢ tal que en [0, T¢)
el proceso A = A (X) se mantiene en C. Inductivamente mostraremos que si 7, > 0 con
probabilidad positiva, lo mismo es cierto para 7,,_1. Esto es claro si notamos que L™ = 0
en [0,7,) vy por lo tanto (A — M) EY | (A) = 0 = (A — \) ()\k — )\l) EY* (A), ya que

todos los sumandos en L" se anulan. Ademés, como su parte de variacién finita se debe

desvanecer, obtenemos

NT = 38N+ M) EL (4)-1d=0.
1<J

Como todas las sumas satisfacen \! + /\{ > 0 para t < T¢, entonces concluimos que
E:l]_l (A) = 0 para todo i < j en [0,T¢) y por lo tanto, lo mismo es cierto para L™~
Esto muestra que si 7, > 0 con probabilidad positiva, lo mismo es cierto para 7,1 y por lo
tanto, si inicialmente suponemos que T@ > () con probabilidad positiva, entonces 7 > 0

con probabilidad positiva.

Esto es, si suponemos que al menos dos particulas permanecen pegadas por un

tiempo, entonces todas las particulas permanecen pegadas. Sin embargo, para n = 1 obte-

nemos
N = ZS(A“r/\j) Jd=0 = XN =0V1<i<d,
1<j
que es contradictorio por construccién de C, lo que termina la prueba. O

Esto dltimo muestra que las colisiones entre valores propios son bastante raras,
salvo en el caso en que éstas se dan en 0, en cuyo caso, como veremos después, estas pueden
ser frecuentes (o incluso podemos tener \' = 0 para algunos i) dependiendo del valor que

toma p.

Proposicion 2.73. Parap € Ag yx € S’J con valores propios distintos o con rnk(x) > d—
1, el proceso de valores propios ()\1, . ,)\d) de X ~WPy(p,14,0,z) es la trayectorialmente



91

unica solucion fuerte del sistema de EDE

dA;:2\/;;dW5+<2p+Z s ) i=1,....d,

k#i t

donde (W") son movimientos brownianos independientes. Ademds, los valores propios nunca

colisionan en t > 0.

Demostracion. La EDE ya la hemos probado anteriormente, asi que basta probar la unicidad
trayectorial y la no colisién. Para la ultima afirmacion, lo que haremos sera primero probarlo
para el caso en que x tiene todos sus valores propios distintos y luego para el caso general,
asi que inicialmente supondremos el primer caso.

d(d 1)

Definamos ahora U = log L™ para n = y usemos la féormula de Itd para

obtener que la parte martingala de U es

ﬁth Ndw}

Z<] )\z )\J

Observemos que en este caso, (A* — )\j)Q E:f_l (A) = L™ y algo similar sucede con E”kl (A).
Usando estas identidades, se deduce que la parte de variacién finita en compactos se puede

expresar como

dt

VY 2 PUIED LENND VNSV
s o 2 A
i<j ()\% - )\g) /\ /\t k#i,j t At = Ag

. 2
by \ d 1
+ 8 ot + ot dt—83 N — | at,
gjk;j((xi—xz) =) (M=) (Ai—Af)) 5 (§ A@—Az)

donde tenemos

d 2
Sy ——
=1 ! B /\% - )‘g

J#i

g (x AJ)2 ’ QZ;’C;J ((Ai =) (N = AF) " (M =) (M - Af)) ’
y también
¥ 2 () - ()
(i) =) (E=) (=)~ (=) =) ()
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Se sigue de algunas cancelaciones y factorizaciones que la parte de variacién finita en com-

pactos se puede representar de la siguiente forma

(A;’ + A,’;) (A{ - )\f) - ()\{ + A{f) (Ag - Af)

2;1;:; (M= A7) (=A%) (M =) )
) (M=) = (8= ) A )
2 ((A@' ) 0 =)
A A

dt

= -4y > dt+8% >

i<y kg (A= AF) (Ai - /\f) i< iy (A= AF) (A{ - Af)

S X

.t
ik =) (M =)

Esto se puede factorizar de la siguiente forma

42( A + 'A{ <~ + /\f‘ )dt
G \OF=X) (M =x) (= M) (A=) (5= (W =)
Ly X (Af—xz’)—gi (55—5;')“5 (¥ %)
i (AF =) (A =) (M=)

dt = 0.

Entonces, ademés de obtener el que U es una martingala local, claramente podemos usar
el argumento de McKean (proposiciéon 2.65) para U = log L™ y obtenemos que los valores
propios jamas colisionan, es decir, 7 = co c.s. Si x satisface rnk (z) > d — 1, entonces la
proposicién anterior muestra que inmediatamente después nos encontramos en el caso que

ya probamos, por lo que la propiedad de Markov termina la prueba.

Para la primera afirmacién, consideremos otra soluciéon A = ()\1, e A”) al sistema
de EDE con el mismo valor inicial y los mismos movimientos brownianos y evidentemente

esta solucion tampoco tiene colisiones.

Ahora el lema 3.3 de [28], p. 389 (o bien, lema 23.4 de [10], p.454), implica que el
tiempo local de z* = A — ¢ en 0 es nulo. Notemos que podemos usar la férmula de Tanaka
con z' porque incluso si la integral de la deriva de z* es impropia en el tiempo 0, podemos
escribir la férmula en [s,t] y tomar s — 0 ya que el tiempo local del proceso {z;}s <u<t
converge c.s. al de {2}, ;- o

En consecuencia, si definimos a los procesos F'*7 dados por

NN NN

F : B
A— X N\
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entonces

d i 3i i xi X4+M M+ M
;E&—& = /}}@A AQ%(M_V—y_y%w
_ E/'E:sgqyz N) Fi o+ sgn (M - X)) i) ds.
1<)

Como F% + Fi' =0, si sgn ()\i - 5\2) = sgn ()\j - S\j), entonces el sumando se anula, de lo

contrario, el sumando correspondiente es igual a

(M+MM¥-M}{¥+MNM—M»

(3 = x) (X = V)

A M X — XM
= 4sgn(/\ —/\) ((/\i_)\j) (;\1_5\3)> <0,

porque i < j implica que A\' — X y A\¥ — X/ son ambos negativos y tenemos

2sgn ()\i — S\Z) FY = 2sgn (/\i — ;\l) (

N N<0< NN = N<N<M<N = NN >\NN
N XN>S0>N-MN = N>M>AN>N = NN <\,

Ap— N

Finalmente, la continuidad de las trayectorias nos da la unicidad deseada. O

Consecuentemente, Zle E = 0 y tenemos que un proceso es modificacién del otro.

El siguiente paso natural es preguntarse cudles de las propiedades anteriores se
preservan en casos mas generales. De acuerdo con la proposicién 2.70, lo mejor a lo que
podemos asprirar sin tener que involucrar a los procesos de vectores porpios, es al caso en
que o = alg paraa >0y B = bl para b € R. En este caso podemos dar ligeras extensiones
a los resultados anteriores, en particular, al resultado de no colisiéon de los valores propios.

Para esto, primero analicemos el subconjunto de [0, 00)? donde se tiene

2

2a(x +y)+b(xz—y)°>0.

Si b > 0, entonces evidentemente se trata del conjunto semiabierto [0, c0) X (0, 00) U (0, 00) X
[0, 00), de otra forma, se trata de un conjunto no acotado determinado por ser la componente
conexa de [0,00)2 que contiene a la recta identidad (salvo el 0) definida por la ecuacién
cuadratica 2a (z + y) + b (x — y)2 = 0, que corresponde a la grafica de una pardbola de la
forma z = —2%11)2 donde (z,w) es una rotacién (cambio de coordenadas) de los ejes (z,y)

en un angulo de 7. Este conjunto es semiabierto puesto que el conjunto

{(x,y) eR?:da(x+y)+2b(z—y)? >0}
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es abierto, y al intersectarse con [0, oo)z, esta propiedad se pierde porque el primer conjunto

contiene una parte no vacia de los ejes, a saber, contine a {0} x ((), _TQ“) U (O, _TQ“) x {0}.

De esta forma, podemos definir a C*? como el subconjunto semiabierto de [0, oo)d
tal que para todo (A1,...,Aq) € C% se tenga que 2a (N + \;) + b(N\; — /\j)2 > 0. En

particular, si b > 0, recuperamos el conjunto descrito en el caso (a,b) = (1,0).

Proposiciéon 2.74. Supongamos que X ~ WPy(p,aly,bly,z) donde x € 5’:{ satisface
rmk(x) > d—1 y es tal que (A (z),...,\q(z)) € C*°, entonces tenemos 7, = 0 c.s.
para cada n. Esto es, tenemos una repulsion inmediata de los valores propios. Mds ain,

para p € Ag y x como antes o con valores propios distintos, el proceso de valores propios

()\1, . ,)\d) de X es la trayectorialmente dnica solucion fuerte del sistema de EDE
) - : AL AR :
AN = 2y/aNid IV} + 2ap+b)\§+az)\i_)\f dt, i=1,....d,

ki 't

donde (W") son movimientos brownianos independientes. Ademds, los valores propios nunca

colisionan en t > 0.

Demostracion. Repasando sobre las pruebas de los resultados andlogos para (a,b) = (1,0),
observamos que el argumento recaia en que si 7, > 0 con probabilidad positiva, entonces
podiamos decir lo mismo de 7,,_1 y esto era consecuencia de que la deriva de L™ se anulaba
y los coeficientes de los términos Efffl (A) eran estrictamente positivos y por lo tanto estos
términos debian ser nulos. La contradiccién, a su vez, se seguia de que N}, la deriva de L!,

era estrictamente positiva para t > 0.

Todo esto era cierto justo por la construccién del conjunto C' y nuevamente es

cierto en nuestro contexto debido a que
, 4 . N2
20 (N + M) +0 (A= A) >0,

para todo ¢ en una vecindad no vacia (y posiblemente aleatoria, en la que los valores propios
no salen de C*%) del 0 en [0,00), con lo que concluye la prueba de la difraccién instantanea

de los valores propios.

El sistema de EDEs ya fue probado, asi que sélo resta probar la unicidad fuerte
v la ausencia de colisiones. Para probar la unicidad, procedemos como en la prueba de su

proposiciéon respectiva, donde ahora vemos que los argumentos mencionados ahi nos ayudan
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a concluir junto con el teorema de Tonelli que

AL — A

zd:E < bE/ ngn )\’ )(Ai—ﬂi)ds
i=1

:b/ZE

M= Xild

A= X

es modificacién del otro y la continuidad implica que en realidad son indistinguibles. Final-

Luego, la desigualdad de Gronwall implica que Zle E = 0, por lo que un proceso

mente, para probar la no colisién, observemos que la mayoria de las férmulas para L™ se
mantienen bajo ligeras modificaciones con respecto al escalar y/a o con un término extra a

la deriva. Especificamente tenemos,
dag = 4 (M= X) Jaxiaw] +4 (N = X) e dw]

. . ) \ 2 , - PUNED LIS VISP
+ [ 8a (A +A]) +2b (A - X) +2a()\g_)\g>k;j/\§—/\%_)§—)\%

dt,

por lo que, aunque U = log L™ ya no es una martignala local, su parte de variacién finita
en compactos esta dada por
20> Id=bd(d—1)Id,
1<J
la cudl esté acotada en compactos y por lo tanto atin podemos usar el argumento de McKean

(proposicién 2.65) para concluir la prueba. O

Observacion 2.75. Aunque a primera vista pueda parecer que la no colisiéon se puede deducir
de la misma forma incluso en el caso general de («, ) o al menos en (aly, 3), esto no es del
todo cierto ya que, a pesar de que se pueda llegar a algunas simplificaciones, en la parte de

variacion finita en compactos de U aparece el término

S 5 (p((PaP) = (Papy?) 4 5 (PEP) = ¥ (PHPY) - 1d
1<j

el cual puede, en general, ir a —oo si tenemos una colision entre dos valores propios.

2.6. Existencia de distribuciones y procesos de Wishart

Tal y como hicimos en la secciéon anterior, podemos comprobar que la evolucion de
eq (X) es la que controla la llegada y salida de X a 85’5;. Similarmente, vamos a utilizar la

informacién de e, (X) para inferir la existencia de distribuciones Wishart. Si conseguimos
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probar que X ~ WP, (p,«,0,x) existe, entonces

Xt ~ Wd (p7 :zz,ta) )

existird también para cada t > 0. Similarmente, si existe Wy (p,z,a) y a € ST, entonces
la proposicién 2.9 muestra que existen todas las distribuciones Wy (p, x, ta) y por lo tanto
podemos crear un proceso WP, (p, a, 0, z) a través de los kernels de transicién de Wishart.
Esta dualidad de existencia entre los procesos y las distribuciones de Wishart es lo que vamos
a explotar para poder dar una caracterizacién de la existencia de ambos. Vamos a asumir
de momento que o € S, y de hecho, gracias a la misma proposicién 2.9, podemos reducir
nuestro problema al caso o = I;. Posteriormente abordaremos el problema de a € 85’;,

utilizando los recursos obtenidos del caso o € Sd+.

Proposicion 2.76. Supongamos que p >0 y x € 5’:{.
(1) Si0<2p<d—1yp¢ Ay. Entonces Wy (p,x,13) no existe.

(1) Si p € Ay, rank(x) < d y ademds Wy (p,x,1;) existe, entonces rank(x) < 2p y
cualquier proceso X ~ W Py (p,14,0,x) satisface c.s. que para todo t > 0, rank (X;) <
2p.

En particular, en ambos casos [0,T,) no contiene ningin intervalo determinista para x €

ST, esto es, Ty puede ser arbitrariamente pequerio con probabilidad positiva.

Demostracion. Supongamos que la primera afirmacién es falsa y por lo tanto existen Wy (p, x, I4)
y X ~ WP;(p,14,0,x). Aqui, la condicién rnk (z) < d es equivalente a tener eq () = 0.

Recordando que

en (X) = \/Z X (X)el (X)2dWP 4+ 2p—n—+1)(d—n+1)e, 1 (X)-Id,

en (X), €m (0] = 3N (X) €y (X) ey (X) - 1

en la EDE de eg (X) observamos que

¢Z A (X) €y (X2 = yfea (X) eas (X),

lo que muestra que este es un multiplo del proceso BESQ (2p —d + 1,0) con el cambio
de tiempo A = e4_1 (X) - Id. Luego, como la dimensién del proceso cuadrado de Bessel

es negativo, esto equivale a tener un —BESQ (|2p — d + 1|,0). Es decir que si A; > 0 con
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probabilidad positiva, entonces eq (X) se vuelve negativo inmediatamente (esto requiere
que agreguemos |-| a todos los argumentos dentro de las raices cuadradas en las EDEs
encontradas anteriormente) y permanece negativo, es decir, eq (X¢) < 0 c.s. en el evento
{A4; > 0}. Como e, (X) > 0 c.s., esto es imposible, por lo que debemos tener A =0 c.s. y

en consecuencia eg_1 (X) = 0 c.s. y lo mismo se puede decir de eq (X).

Como 2p—n+1 jamés se anula, dado que p ¢ Ay, podemos proceder inductivamente
sobre n descendiendo desde n = d — 1, observando que como e, (X) = 0 c.s. entonces su
deriva debe ser nula y por lo tanto e,_; (X) = 0. Esto prueba que e, (X) = 0 para todo
n > 0, lo cudl es imposible porque ey (X) = 1 por definicién y por lo tanto la primera

afirmacién es cierta.

La prueba de la segunda afirmacién es idéntica, con la diferencia de que la ulti-
ma vez que el argumento funciona es cuando n = 2p + 2, y por lo tanto sélo podemos
concluir que egp1 (X) = 0, lo que implica que rank (x) < 2p y ademds muestra que si
X ~ WPy(p,14,0,z), entonces rank (X;) < 2p para todo ¢ > 0.

La razon por la que [0,7}) no contiene ningin intervalo determinista es porque g
no existe y por lo tanto hay probabilidad positiva de que la solucion fuerte a la EDE de

Wishart hasta el tiempo 7, > 0 deje de existir antes del tiempo ¢ para todo t > 0. O

Observacion 2.77. Si ahora contrastamos la segunda afirmaciéon con la construccién de
procesos con estado inicial de rango a lo méas 2p € N con 2p < d — 1, podemos ver que
en efecto existen procesos de Markov, entendido como que existen los kernels de transiciéon

para todos los valores iniciales del proceso, si nos restringimos a

D, = {:c € ST :rank (z) < Zp} c ST

Para concluir con la caracterizacién de distribuciones Wishart, requeriremos de
unos resultados preliminares debido a que esta técnica no puede ser usada cuando x es
de rango completo. Para ello, tendremos que enfocarnos un poco mas en el andlisis de sus

valores propios.

Lema 2.78. Supongamos que 2p < d y supongamos que z* < ... < 2% es una solucién sin
colisiones del sistema de EDEs
| - i + |t
day = 24/ |zi|dW} + 2p+ZH dt, i=1,....d, (2.23)

"
ki Tt T Tt

donde x} > 0 y (W) son movimientos brownianos independientes. Entonces P (x < 0) >0
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para toda t > 0.

Demostracion. Sea y' una solucién a

dyt1 = 24/ |ytl|th1 + (2p—d+1)dt, yé = 93(1).

Usando las técnicas de tiempos locales de Le Gall (ver [29]); méas especificamente, usando
los lemas 3.3 y 3.4 de [28], p. 389-390, vemos que el tiempo local L° (xl — yl) se anula
idénticamente. Luego, la férmula de Tanaka (tal y como se hace en el teorema 3.7 de [2§],
p. 394) nos da

E(fctl—ytl)+=E/ot1{:v%>y§} 1+Z|xt|+‘$t‘

Tt

ya que |z} | + ‘:ct ’ > af — o} para cada d > k > 2. Esto y la continuidad trayectorial nos da
que 2 < y! c.s. Ahora, como y' es un proceso de Bessel de dimensién negativa, este cruza

el 0 y permanece no positivo, concluyendo la prueba. ]

Proposicion 2.79. Supongamos que 2p < d—1 y que x € S’:{, entonces no existe Wy (p, x, Iy).

Demostracion. Supongamos que si existe y por lo tanto podemos considerar un proceso
X ~ WPy(p,14,0,z). Luego, sus valores propios satisfacen (2.23) y por lo tanto A\! tiene
probabilidad positiva de volverse negativo, lo cudl contradice el que X € 5’;, lo que termina

la prueba. ]

Dada una matriz A € S, denotamos por det,, (A) = det ((Aij)lgi,jgn) y para un
vector de entradas enteras k = (K1, ..., Kk), también llamado multi-indice, con k; > -+ >
ki > 0, denotamos por || a Y_; k; y denotamos por E,, al conjunto de tales vectores x que

satisfacen |k| = n. Definamos también
det H det )

donde k41 = 0; en particular tenemos det, (A) > 0 si (A),; 1op € S;r. Ademés, para
z=(z1,...,2) € RF tal que 2z > %, i=1,...,k, definimos

k .
k(k—1) 1—1
Ti(z)=7" 4 HF(Zi— 5 >a

i=1
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en particular tenemos para r > =1 (ver [11], teorema 2.1.12),

g (rl) = /S+ e (@) det (x)r_% dx.

k

Esto da pie a la definicién de

donde (a), = Fgﬁl(zgl ) es el stmbolo de Pochhammer.

El polinomio de zonal Cj (A), definido como la siguiente integral sobre el grupo
O (k) de matrices ortogonales de orden k respecto de la medida de Haar du (normalizada

para que tenga masa total 1):

Cy (x) = 02/ det (u_lxu) du,
O(k) *
donde la constante de normalizacion C? (cuya forma no es relevante para nosotros) es

bastante complicada y se puede encontrar en [12], p. 234, en la tltima linea o en la férmula
(18) de [11], p. 237.

Un anélisis profundo de estos polinomios homogéneos con respecto a las entradas de
la matriz simétrica A se puede encontrar en el capitulo 7 de [11] o en [30]. Lo més importante
al respecto es que Cy (A) es que toma valores positivos en S y que C, (A) = Cy (v Au)
para u € O (k), lo que implica que el polinomio sélo depende de los valores propios de su
argumento. Estos polinomios satisfacen varias propiedades que nos seran ttiles, algunas de

ellas son:

@ — i > %C’H (z), (2.24)

n=0keEFE,
det (I, —z)™? = i > (Z)'”C’n (x), (2.25)
n=0kEE, :
(9), det ()P G (u?) = /S e, () %dx, (2.26)

Cy (2) Ck (y) _ vz w
Co(le) /@<u> Oty d 220

La constante C? juega un papel importante en el que estas identidades se puedan dar. De
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hecho, a (2.24) lo podemos reemplazar por la identidad equivalente

Z c

HeEn

de la cudl podemos deducir que 0 < Cj (z) < tr(z)" para z € SJ. Finalmente estamos

listos para dar uno de los principales teoremas de esta seccion.

Teorema 2.80. Wy (p,x, 1) existe, y por lo tanto Wy (p,z,0) y WPy (p,a, B, x) también

para o, € S, siy sélo sip € Ay y se da alguno de los siguientes casos:

(1) 2p <d—1yrank(z) <2p, o

(1) 2p>d—1,

Si ademds 2p > d — 1, entonces Wy (p,x, 1) tiene densidad. Si o o o no son invertibles,
pero se dan los casos anteriores, entonces también existen Wy (p,z,0) y WPy (p, o, 3, ).
Mas ain, si existen matrices p € Mg q, y 00,70 € SC}; donde dy < d tales que o = pogp’ y
x = prop y donde Wy, (p, zo,00) eziste, entonces Wy (p,x,0) también existe.

Demostracion. La tltima afirmacion se sigue directamente de la proposiciéon 2.9. Una vez
que probemos la existencia de Wy (p, z, I), la de Wy (p, z, ) se seguira de la proposicién 2.9
y la de WPy (p, a, B, x) se seguira de las construcciones de soluciones dadas en las secciones
anteriores para 2p < d—1y 2p > d+1, mientras que para 2p € [d — 1,d + 1) lo justificamos
usando el que todas las distribuciones Wy (p, x, o) existen para cualesquiera x, o € gj y por

lo tanto todos los kernels de transicién de Wishart correspondientes existen.

La necesidad de las distintas condiciones es consecuencia de todos los resultados
anteriores en la seccién presente. Para la suficiencia del primer caso, basta seguir la cons-
truccion dada en el lema 2.17 y fijarnos en el tiempo 1 para probar el caso general de
o, € 5’; directamente. Si 2p > d — 1, entonces podemos definir a la medida ~ (p, z, -) sobre
deada por la derivada de Radon-Nikodym

v (poa,dy) e WY det ()P~ 5 Z y ¢ f )
dy g (p) n=0keE,

Es facil verificar que esta derivada de Radon-Nikodym es no negativa porque x4y, /xy/x €

gj. Supongamos de momento que & € Sj, y notemos que el cambio de variable y — z =
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Vxy+/z tiene por Jacobiano dz = det (z ) R dy, por lo que tenemos para cada u € S,

—tr((Ig+u)y) 41 (\fy\f)
I.(x) = e—tr(x)/ eidet
() s Ta(p) e nt (). v
41

e—tr(®) 1 1 Cy () det (2 p—95t
= det(:c)()/ exp{—tr (a: 2 (Ig+u)x 2z)} ( )th(;)) dz

e—tr(@)

= dem)pm det (272 (I +w)a™2) " O (Vo (Ta+u) 7' V)

—tr(x)

= det (Iy+ )P C (Va (Lo +u) ' Va),

n!

donde en la tercera linea usamos (2.26). Si x € 9S;, entonces z,, := = + %Id €SIy

tenemos

0 < Cro (VEmy/Tm) < tr (v/Emyy/F)" < tr (ETyyED)" = tr (yar)",

asi que el teorema de convergencia dominada implica que I, (z,,) — I (x), por lo que

también admite la representacién que dimos. Si ahora usamos (2.24), conseguimos que

—tr(uy) d s e_tr(x)etr(ﬁ(uﬁ_l‘i)ilﬁ)
/S;e v (p,z,dy) = Z ZI”(:E)_ det(Id+u)p

n=0keEE,
e—tr(([,j—(]d—l—u)*l)z) e—tr(((Id—l-u)—Id)(Id—s—u)*lx)
T det(Ig+uw? det (I + u)”
e—tr(u([d—i—u)*lm)
T det (Ig+uw)?

lo que muestra que su transformada de Laplace es la correspondiente a la de una distribucion
Wy (p, I4,x). Si sustituimos u = 0 verificamos que v (p, z,-) es medida de probabilidad y
por lo tanto vy (p,x,:) = Wy(p,I4,z). Esto muestra la existencia de la densidad cuando
2p > d — 1 Por otro lado, observando la transformada de Laplace, podemos ver que si

tomamos St < p, | p= —1 entonces

eftr(u(IdJru)_lm)

, TE€S],
det (Ig+ u)? TS0

/ e~ W)y (p,,, x, dy) —
Sy

donde el término de la derecha es continuo y vale 1 en u = 0. Esto nos permite usar el
teorema de continuidad de Lévy para transformadas de Laplace y conseguir la existencia
para 2p = d — 1. Si ahora suponemos que ¢ no es invertible, en cualquiera de los casos,

basta ver que
eftr(u(IdJro'nu)_l:):) eftr(u(IdJrO'u)_lx)

det (I + opu)? ~ Tdet (Ig + ou)?
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donde 0, = 0 + %Id € ST, por lo que el teorema de continuidad de Lévy una vez méas nos
da el resultado faltante. O

Observacion 2.81. La tnica importancia de la iltima afirmacion yace en el hecho de que
nos permite mas elecciones de pardmetros de p si ¢ no es de rango completo y mientras o

y x sean debidamente compatibles.

Resumiendo los resultados de algunos de estos teoremas, proposiciones, lemas y
hechos como el que A — ef1dAef 1 og biyectivo (y por lo tanto no altera el rango). En
especial, usaremos el lema 2.28, los teoremas 2.66, 2.80 y las proposiciones2.48 y 2.76 para

sintetizar el siguiente resultado directo:

Corolario 2.82. Consideremos x € 5’:{ yp € Ay tales que rank(z) < 2p y supongamos
que X ~ WPy (p,a,B,x) con a € S5, entonces X se mantiene c.s. en Sj si2p>d+1o
en S; si2p <d—1 (de hecho, rank(X) < 2p c.s.). Ademds, si = ~ W4 (p,w, ) entonces

ker (o) C ker (E —w) c.s., por lo que rank(Z — w) < rank(o) c.s.

St 2p = d — 1, entonces en cualquier conjunto con interior no vacio de Ry, el
proceso pasa tiempo positivo (respecto de la medida de Lebesgue) en 852’ con probabilidad
positiva. Para 2p € (d—1,d + 1) las transiciones de X tienen densidad y por lo tanto c.s.
estd en 5,; para todo t € Q4, pero puede ser posible que 19 < oo con probabilidad positiva.
No obstante, el tiempo que pasa en 85; tiene medida de Lebesgue 0 c.s. si 2p > d — 1.
Finalmente, la solucion a una EDE de Wishart tiene unicidad trayectorial si 2p > d+ 1y

x € ST, mientras que tenemos unicidad en ley si 2p > d — 1.

Demostracion. Tomemos cualquier v € ker (o) como vector columna, si r > 0, entonces

v'oc = 0, obteniendo

zvv’,57w> €7< 2vv’,w7w> -1
=4

Eff(

de forma que conforme r — oo obtenemos que v € ker (£ — w) c.s., probando la afirmacién
correspondiente. Lo tinico que falta probar es la unicidad de las soluciones y que si 2p > d—1,
entonces el tiempo que pasa en 85; tiene medida de Lebesgue 0 y que esta medida es positiva
con probabilidad positiva cuando 2p = d — 1. Esto se sigue directamente del teorema de

Tonelli y de que (ac, 85;) = O para todot > 0 porque p; tiene densidad cuando 2p > d—1:

denotemos por m a la medida de Lebesgue y observemos que {t >0:X; € 85;} es cerrado
(y por lo tanto medible) por continuidad de X, de tal forma que

Eam({t>0:X co8f)) = E /R+ Lxeost) = /ﬂh B, (X, € 95 ) di

_ /]R+ e (2,057 ) dt = 0.
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Como m ({t >0:X; € 85;}) es una variable aleatoria no negativa, el que tenga esperanza
nula implica que esta es 0 c.s. Si ahora tomamos 2p = d — 1, entonces la continuidad de
Lévy antes usada muestra que para t > 0 fijo, conforme p | d%l, las leyes de transicion, que

d—1
ahora denotaremos i}, convergen débilmente a y, 2 .

Luego, la degeneracién de las densidades de pt en 85; conforme p | % implica
=1 d=1
que p; > asigna probabilidad positiva a 85:{. Notemos que p, > es continuo en ¢ porque

X tiene trayectorias continuas y por lo tanto para cada conjunto medible C' C R, con
m (C') > 0 tenemos

Eem({teC:x,cos}) = Ew/cl{xteasj}dt
— /CM:I (2.057) dt >0,

d—1
de lo contrario tendriamos p; 2 (m, 85’;) = 0 casi en todos lados con respecto a la medida de

Lebesgue, una contradiccion. Luego, m ({t eC:X; € 85’;}) es positivo con probabilidad
positiva, como queriamos probar. Para la ultima afirmaciéon, notemos que en la seccién
anterior probamos la polaridad de 85; y por lo tanto la existencia fuerte de soluciones si
T € Sj y 2p > d + 1. Si ahora tomamos 2p > d — 1, la existencia de todos los kernels de

transicion implica directamente la existencia débil y unicidad en ley de las soluciones. [

Observacion 2.83. El que ker (o) C ker (E — w) muestra directamente que toda la aleatorie-
dad recae sobre el espacio de matrices positivas semidefinidas cuyo nicleo contiene al niicleo

de o.

Otra aplicacion de estas semimartingalas escalares que fueron descritas anterior-
mente es la prueba de que las distribuciones Wishart presentan momentos exponenciales en

la mayoria de los casos de interés.

Proposiciéon 2.84. (funcion generadora de momentos) Las distribuciones Wishart = ~
Wy (p, z,0) tienen momentos exponenciales bajo las condiciones del teorema 2.80. De hecho,
en tanto uo tenga todos sus valores propios estrictamente menores a 1 para alguna u € 5’;,
tenemos Eel™X) < co. Ademds, esta esperanza tiene la misma forma que en (2.1) con los

stgnos de u cambiados.

Demostracion. Aunque esto es consecuencia del teorema 2.42, daremos una prueba alter-
nativa. Inicialmente supongamos que o € S:[ y tomemos u € Sj como en el enunciado,

veamos que e(®=) = e<1d’ﬁ5\/a> y recordemos de la proposicion 2.9 que

VAENG ~ Wa (p, v/, Vo /)
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donde los valores propios de y/uo+/u son (los mismos que los de uo) estrictamente menores
a 1. Luego, podemos suponer sin pérdida de generalidad que v = I; y que o tiene valo-
res propios en (0,1). Luego, bajo un cambio de coordenadas ortogonales (una rotacién),
podemos asumir que o es diagonal. Finalmente, podemos notar que

€<Id’E> < er<a’1,5>,
para cualquier Ay () <7 < 1 ya que 0! es diagonal, con entradas (en la diagonal) mayores
o iguales a A\; (671) = A\g(6)”" > 1. Ahora tomemos X ~ WP, (p,a,0,w) y observemos
que la traza de Xo~! tiene a su parte de variacién finita en compactos dada por 2pdId y

con

d [tr (Xail)}t = <Z dXt”ai_il>2 = Zd [Xii,ijLUizlaj_jl

= 42 (Xijaij) a;ilo';jldt = 42X“0;ildt
ij i

—  dtr (Xtafl) dt.

—~

Xo1) tiene

=, tenemos

Se sigue que tr (X 0*1) es un proceso cuadrado de Bessel y por lo tanto tr

II=

distribuciones marginales x? no centrales. Concluimos que, como r < 1y X

NI

1=

Eells®) < perto'E) = Eexp {rtr (X%O'_l)}

= (1—-r)Pexp {rtr (wo™) } < 00,

1—r

como se queria probar. Ademés, la forma de esta funcién generadora de momentos debe ser
la que afirmamos porque esta es la Unica extension analitica. Finalmente, para el caso en
que ¢ no es invertible, simplemente seguimos el mismo procedimiento que en la prueba del

teorema 2.80, donde el teorema de continuidad de Lévy nos da el resultado deseado. O

El teorema de Girsanov es de gran utilidad para mostrar la existencia débil de
ecuaciones diferenciales estocasticas semejantes pero con distintas derivas. En la situacion
vectorial, este teorema adquiere un caracter un tanto mas complicado y por lo tanto, lo
mismo es cierto para el caso matricial. De hecho, las complicaciones estan relacionadas a
comprobar que el proceso de derivadas de Radon-Nikodym efectivamente es una martingala,
puesto que incluso el criterio de Novikov es dificil de comprobar. Para futuras referencias,
enunciaremos el teorema de Girsanov para procesos matriciales y lo probaremos usando el

conocido caso vectorial.

Teorema 2.85. (cambio de deriva, Girsanov) Supongamos que & es un proceso continuo

y adaptado con valores en Mgq y B un movimiento browniano en Mggq bajo P tales que
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fOT tr(&&) dt < oo c.s. Si ademds se tiene que Zy = & (— 3 tr (§sst)) es una martingala
en [0,T], donde £ denota la exponencial estocdstica de Ddleans-Dade, entonces podemos
definir una medida P equivalente a P a través de % = Zp de tal forma que W = B+ €& - 1d

es un P-movimiento browniano.

Demostracion. Basta ver que las condiciones anteriores equivalen a (en su versién vectorial)

que c.s. tengamos
T o T
00 > /0 Zf;jézjdt = /0 vec (&) vec (&) dt,
]
aque Z;y =& (— 3 vec (&) vec (st)) sea martingala en [0,7] y a que
vec (W) = vec (B) + vec (§) - Id,

sea un P-movimiento browniano, que es justo lo que afirma el teorema clasico de Girsanov.
O

Ahora estamos preparados para enunciar un fuerte resultado sobre el cambio de

deriva de los procesos de Wishart bajo cambios de medidas adecuadas.

Teorema 2.86. (cambio de deriva para procesos de Wishart) Supongamos que X ~ W Py (p, «, 3, x)
es una solucion débil a la EDE de Wishart para B ~ BMy 4 donde p > % y consideremos
q> % Yy € Mgq. Supongamos ademds que

(1) si q # p, entonces p A\ q > % yxeST,
(1) si~y # [, entonces Q es invertible, o lo que es equivalente, v es invertible.

Definamos también a los procesos

¢ = VXB-9'Q "+ (—0) \/)?_lQll{p;éq},

7z, = 5(—/0tt7‘(§sst)>,

Entonces Z es una martingala no negativa en cualquier compacto [0,T| para cualquier T > 0
fijo. Ademds, existe medida de probabilidad P, equivalente a P, cuyo proceso de derivadas
de Radon-Nikodym es Z, bajo la cudl W = B + £ - Id es un P-movimiento browniano y
X ~ WPy (q,c,7,x) respecto de P y W.

Demostracion. Sip =qy v = [, entonces no hay nada que probar, asi que supondremos
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que al menos uno es distinto. La necesidad de las condiciones es clara puesto que debemos

-1
garantizar la existencia de vX  y de Q' respectivamente. Observemos que

VXieQ+QEVXi =20 —9) QQ+ (B—Xi+ Xi (B—7),

lo que implica que

dX; = VXdBiQ+ QdB)V/X; + (2pQ'Q + BX; + Xi3) dt
VX; (&dt +dBy) Q + Q' (&dt + dBj) VX

+ (20QQ+ BXi+ Xuf — VXGQ - QX ) dt
VX dW,Q + Q AW,/ Xy + (29Q'Q + v Xy + XiY) dt.

Sélo resta probar que Z es una martingala, puesto que del teorema de Girsanov (ver [10]),

se seguiran el resto de las conclusiones.

Observemos que Z es una martingala local no negativa por construccién y por lo
tanto es una supermartingala. Luego, si mostramos que F (Zr) = E (Zy) = 1, habremos

probado que Z es una martingala, de lo contrario, la esperanza habria decrecido.

Sip=qy~#pobien, p#qyy =/, entonces los resultados de esta seccién y
la anterior garantizan la existencia de W Py (¢, «v,7y, ) y por lo tanto, de soluciones débiles
a la EDE de Wishart correspondiente. Consideremos a X como una solucién a la EDE de
Wishart con respecto a B y con pardmetros (¢, «,,x) (cuya existencia estd garantizada
posiblemente en una extensién del espacio de probabilidad, a través del teorema transfer

en [10]) y definamos a

1

G=\VXe(B—7)Q "y + - VX: Qs
Ahora introducimos a dos sucesiones no decrecientes de tiempos de paro:

Tn mf{t>0:[|&|| >n}AT vy
Tn inf{t>0: Hf}H Zn}/\T.

La polaridad del 0 cuando p # ¢ y la continuidad de X y X prueban, junto con la continuidad

de la probabilidad y la no explosién de las soluciones, que

1= lim P(r,=7T)= lim P(7,=1).

n—oo n—oo

Para cada n € N definimos al proceso &' = &1(;<,,) para ¢ € [0,T], de tal forma que
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I 1€7)1% ds < n2t y por lo tanto se satisface la condicién de Novikov:

Ee%foTHg?Hth < e2™’T < 0.

Consecuentemente Z" = & (— OI iy (fdet)) es una martingala que induce una medida
P equivalente a P para la cudl B" = B + ¢" - Id es un movimiento browniano en [0, 7).

Més atin, el proceso X™ := X tiene la misma ley bajo P que el proceso X™ := X™ bajo

P". Como Zp > 0, tenemos que {Z%l{Tn:T}} _, esuna sucesién no decreciente (de hecho,
n>

constante por pedazos) lo que nos permite usar el teorema de convergencia mondtona para
calcular

_ ‘ n . P e

E(Zr) = lim E (ZTl{Tn:T}) = dim | Lr=rydP
= lim P"(r, =T) = lim P(7, =T) = 1,
n—oo n—o0

con lo que termina la prueba. ]

Observacion 2.87. Uno puede probar facilmente que el resultado se extiende si quitamos la
segunda hipétesis y en lugar pedimos que Q9Q (5 —v) = 8 — 7 cuando 8 # . A pesar de

su mayor generalidad, esta es una hipdtesis un poco més complicada de verificar.
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Capitulo 3

Representaciones explicitas y aplicaciones

3.1. Representacién como cambio de tiempo en d = 2

Considerémonos en el contexto X ~ W P; (p, a, 8, z) donde d = 2. Inspirados en el

lema 2.15, es claro que podemos considerar la siguiente representacion de [X],

[Xll} [X117X12} [XII,X12] [X117X22] A B B E
vee)] = | AT XE X2 [x2x2 | | BCCF
[XH,XH] [XIQ] [X12} [XIQ,X”] B C CF
XU X)X X7 [X02,X7) (X2 EFF D
donde,
A=4X" D =4X* a9
B =2 (X11a12 + Xlz()én) E :4X120512

C :Xll()éQQ + X22a11 + 2X120412

Para obtener sus valores propios, escribimos

F =2 (XZa + X ag).

A—A B B E

B cC—Xx C F

= det 9
0 A —A 0
E F F D—-\

109
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lo cudl se reduce a

c-\x C F B B E B B FE
(A —X)det A -2 0 —Bdet| X =X 0 —FEdet| C—X C F
F F D-A F F D=2\ A -2 0

al desarrollar por menores. Esto facilmente se puede ir desarrollando y simplificando para

encontrar el polinomio caracteristico. De hecho, el polinomio caracteristico es
(A=2) [-A(C=2) (D= X) = AC (D = \) + 2AF?]
— B[-2\AB(D —\)+2\EF| — E[2\BF — \E (2C — )\)]
= MNA(D+20) = N4+ 204 (F? = CD) + X' = X* (D 42C) 4 2X* (CD - F?)
— 2\2B? +2\B(BD — EF) +2)\E (CE — BF) — \*F?,

y al agrupar por potencias de A, se puede escribir como

AN = N2 (A+ D +2C) + A (AD + 24C +2CD — 2F? - 2% - E?)
2 (AF? — ACD + B*D — 2BEF + CE?)) .
Se sigue que un valor propio es idénticamente nulo; mientras que los tres restantes son bas-

tante mas complejos. Por el momento vamos a asumir que « es diagonal, lo que simplificara

las cuentas considerablemente, de hecho

A=4X"ay D =4X?%qa,
B =2X"2q, E =0
C :Xllag + X22Oél F :2X12a2,

donde a; = a;;. Asi, el polinomio se reduce a,
N = X (A+ D +2C) + A (AD + 24C + 20D — 2F* — 2B?) + 2 (AF? — ACD + B*D)
lo que equivale a
0 = N -a2((4xX" 4 2X2) oy + (2XM 4 4X2) )
+A (16X“X22a1a2 +8 (X“)2 arog + 8X 11 X242
+ 8 ()(22)2 aron + 8X X202 — 8 (X12)2 (a?+ a%))

1+ 32a5a9 (X“ <X12)2 ay — X1 x22 (X11a2 T X22a1) X2 ()(12)2 a1> .
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Si definimos Y = XMay, Z = X?%0q, W = X2, /ajon v 1 = 9L, entonces se simplifica a

a2

0 = XN -22(2¥ (2u+1)+22 (2u7" +1))
+ 8\ <2YZ+Y2M+ZQM*1+ (YZ—WZ) (N‘i‘ﬂfl))
+ 32(W2-YZ) (Y +2).

Més atin, si V =Y Z — W2 = det (X), entonces esto se simplifica a

0 = X=X (Yyp+zya')-2(Y+2)

+ A (8 (Vv + Z\/ﬁ_l)z +8V (u+ /fl)>
— RV +2),

que de cierta forma s6lo depende del determinante de X y de trazas ponderadas T =
Y /u+ Z\/,E_1 y S=Y + Z , obteniendo

X — N2 (4T — 25) + X (8T% + 8VR) - 32VS,

para R = (u+ u_l). Como la solucién sigue siendo demasiado complicada, nos veremos
forzados a concentrarnos en el caso especial en que « es un multiplo de Iy, i.e., a1 = as. En

este caso podemos ver facilmente que nuestra ecuacién original equivale a

0 = X—62(Y+2)+8\((V+2°+2(YZ-W?2)) +82(W2-YZ) (Y +2)
= =2V +2) (N -\ (Y +2)+16 (YZ - W?)),

cuyas raices son, para ¢ = —1,0,1,

Nowi = 2 (Y +Z420/(Y - 2)*+ 4W2> — 21 (tr (X) + 2iy/tr (X)? — 4 det (X)) ,

dependientes tnicamente de un miultiplo de la traza y el determinante de X. De hecho,
tenemos 2 valores propios distintos (en cuyo caso son 0 y 4Y) o 4 dependiendo de si
Y -Z )2 + 4W? se anula o no respectivamente, i.e., sélo depende de si X es un multi-
plo de la identidad o no. En busca de los vectores propios, queremos encontrar vectores
vt = (v}, v}, i, vi)/ tales que
4xH 212 212 0
2X12 X11—|—X22 X11+X22 2X12
2X12 X11+X22 X11+X22 2X12
0 2X12 2X12 4x?%
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es decir,
4X i 212
, 2X12 (v} +vh) Coan | XX
A A 1 4 7 7
vt = 2X12 (v + vi) T (vQ t 1)3) X1 4 x22
4X 2] 2X12

En particular podemos comprobar que los siguientes vectores satisfacen las ecuaciones an-

teriores, ademés de ser ortogonales entre si,

0 —2X12
,Ul B 1 U3 B Xll _ X22
- -1 ) - x11 _ x22 )
0 2X12

9 (X12)2 +(X - X2 (X” _x22 4 \/(XH _ x22)? +4(X12)2>

" x12 (x1_ x4 \/(XH _x22)2 4 (X12)2

12 x1l _ x22 4 \/(Xll _x22)2 4 (X12)2
9 (X12)2

Sin embargo, cuando sélo tenemos dos valores propios o més generalmente, cuando X2 = 0

(y nuestros valores propios son A\34; =2 (Y +2Z) +i (Y — Z)) para ¢ = —1,0, 1), nuestros

2 2

vectores propios propuestos v2,v® y v* coinciden o bien, v? = v* = 0 respectivamente. Afor-

tunadamente, en este caso podemos simplemente tomar a los siguientes vectores propios

0 0
1 0
vl = , vi= ,
-1 0
0 1
0 1
1
v o= , vt = 0
1 0
0 0

Se sigue de la continuidad de X que los procesos v’ y A’ son todos progresivamente medibles.
De hecho, con un cuidado més delicado sobre los v?, uno puede considerar a los A’ ordenados
siempre (teniendo nuestro caso un tnico posible problema cuando X2 = 0) para que estos
sean continuos, sin perder la medibilidad progresiva de los v’. En cualquiera de los dos

casos, consideraremos una normalizacién de los vectores (que, con un abuso de notacién
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seguiremos llamando v%) para obtener al proceso progresivamente medible en My 4

/
7'[':<’U1 ’l)2 ’1)3 1)4).

Lema 3.1. Supongamos que X ~ W Py (p, aly, B, x) para algin real o > 0 y consideremos al
roceso progresivamente medible ™ con valores en Q (4) descrito anteriormente y al proceso
p prog yap
diagonal y progresivamente medible A, descrito por los valores propios de M. FEntonces
g Yy prog ) p prop ai
X satisface

t t
vec(Xy) = o + / W;dstA du T / vec (2paly + BXs + X 0') ds,
0 o 0

donde B = (0, B2, B3, B4)/ para movimientos brownianos independientes B?, B3 y B*.

Demostracion. El conjunto de resultados y cdlculos que hicimos anteriormente junto con el
lema 2.15 nos dan la prueba requerida. De hecho, otra forma de representar a la parte de

martingala local de manera mas explicita es:

4

4 .
4B,
s s
3 B

i=1

O]

Observacion 3.2. Aunque el resultado obtenido es bastante particular, el procedimiento nos

deja ver que en general el problema no es nada trivial.

3.2. Simulacion

Por nuestra construccién, cuando 2p € N (y mas que nada 2p < d — 1) es relativa-
mente facil dar una simulacién exacta del proceso de Wishart. Esto se sigue directamente de
nuestra construccion a través de procesos Ornstein-Uhlenbeck matriciales puesto que cono-
cemos sus transiciones, las cuéles son normales y sencillas de simular exactamente. Ademas,
estos métodos superan a la aproximacion de Euler-Maruyama porque es exacto y no hace

falta hacer una particién muy fina ni calcular varias raices cuadradas matriciales.

Por lo tanto, nuestro objetivo ahora sera describir algoritmos que nos ayuden a
simular el proceso cuando 2p > d — 1. Por esta razén asumiremos a lo largo de esta secciéon

que este es el caso. Por supuesto, la relevancia de este capitulo yace en el caso d > 1, puesto
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que para el caso escalar ya se tienen bastantes resultados sobre simulaciones exacta con

técnicas muy diversas, e.g. [31].

De hecho, si se recurre a simular las transiciones (i.e., las distribuciones Wishart),
uno puede recuperar métodos de simulacién para 2p > d — 1 de [23] donde también hay
una discusién sobre los errores, las velocidades de convergencia y el problema de Cauchy
en las secciones 5.5, 5.6 y 5.7. Para el calculo de esperanzas con respecto a los procesos de

Wishart, existe muy poca literatura, entre ella, [23, 3, 7].

Recordemos de la proposicién 2.9 que podemos asumir sin pérdida de generalidad
que la distribucién a simular es de la forma = ~ Wy (p, x, I, q) para alguna k < d, ya que si

= ~ Wy (p,x,0) para alguna matriz o € 5”; con rango rank (o) = k, entonces
VI'ZVG! ~ Wa (p, /0 /07 I a) -

Lo que haremos ahora es ver que hay una forma de partir el generador infinitesimal en
términos de operadores que conmutan. Esta técnica se basa en descomponer la simulacién de
la distribuciéon Wishart en sélo simular procesos mas sencillos como el movimiento browniano
multidimensional y el proceso cuadrado de Bessel (BESQ). En efecto, lo que se obtendra
al final es un algoritmo de simulaciéon en el que se realizan ciertas permutaciones para
reacomodar los indices e ir rellenando las entradas de nuestra distribucién con los resultados

de simulaciones maés sencillas.

Como antes, tomemos X ~ WPy (p, I 4,0,2) y consideraremos a A como el gene-
rador infinitesimal de X. Similarmente, denotaremos por A; al generador infinitesimal de
Wi (p, ei,O,x) donde €' = e para cada i = 1,...,d. Notemos de nuevo que todos estos

procesos existen porque 2p > d — 1.

Lema 3.3. Sean A y A; para i =1,...,d como antes, entonces

k
A= Z‘Ai’ Yy AZ'A]’ = .Aj.AZ'.
=1

Demostracion. Directamente del lema 2.53 podemos observar la primer identidad puesto
que I 4 = Zle e'. La conmutatividad se prueba con la misma facilidad pero con muchos

mas calculos. ]

El lema anterior junto con el corolario 2.82 (y sobre todo la observacién del corola-

rio) justifican la metodologia que estamos por explicar para obtener una simulacién exacta
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de las matrices Wishart. Con este objetivo en mente, definamos iterativamente para alguna

matriz x € 5’; fijay 29 =z,
1 o i1 .
2=, 8 NWd(p,:’ ,ez>, i=1,...,k.

Proposicion 3.4. Consideremos a las variables aleatorias (El) definidas como antes, en-
tonces

—k

=~ Wy (p,x, Ia) -

Demostracion. Notemos recursivamente que

det (I + eFu)”

exp (— <u (Higk (I + eiu))*l ’x>>

det (Higk (Ig+ e%))p

)

donde uno puede notar que [;<; (Ig + €'u) es igual a
I;+ Zeiu =15+ Ik7du
i<k

mds una columna extra que es combinacion lineal de las columnas de Iy qu. Luego de unas
cuentas, se puede ver que en realidad no afecta a la traza ni al determinante y concluir.

Otra forma de hacerlo es tomar procesos
XX X0~ WR (pref,0,X17Y),
con X° = z de forma que =* 4 Xty X ~WPy(p,Ixa,0,z). Definamos

C= sup Elp(Xy)l,
deg(p)<m
<1
donde el supremo se toma sobre el espacio de polinomios ménicos de un término y de grado

a lo mas m.

Consideremos cualquier funcién polinomial f : 5; — R de grado a lo méds m y
denotemos por || f|| = sup,<; E'|f (X¢)|, el cudl es finito porque los procesos de Wishart

tienen momentos de todos los 6rdenes. Luego, Af también es un polinomio de grado a lo
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mas m, lo que implica que si
[l = sup | Ap|,

deg(p)<m
t<1

entonces || A" f|| < ||A||" C muestra que el crecimiento de los términos es a lo mds geomé-

trico. Iterando la férmula de Itd IV veces, obtenemos

al " n t (t B S)N
Bf(X) = 3 DA (o) + | B (X s

Concluimos que la siguiente serie converge y es igual a

[e.9] n

Ef(Xy) = Z ﬁAnf (),
n=0""

y un resultado completamente andlogo se tiene para cada A;. Luego, la conmutatividad de

los A; muestra que iterativamente
By (xt) = B(8(s(xf)]x*))

= > Lapmy (x)
n=0 """

A @)

i<kl iy

ni,...,n=0

= i (ZAz)nf(l‘)

n=0 \i<k

S A (2)= BF (XD,
n=0

como se queria mostrar. O

Lo tnico que nos hace falta para este punto es poder hacer simulaciones del tipo
Wa (p,w, €%), las cudles se pueden asumir que son Wy (p,w,e!) con un pequefio cambio de

coordenadas. Escribamos nuevamente (2.17) para nuestro caso de interés actual

Avf =2p0i f (x) + 221100 f (2) +2 > 21,0001 f (2) +% > 250004 f (2).

1<i<d 1<i,j<d

Ahora nos dedicaremos a construir una EDE con el mismo generador, la cual puede ser

facilmente resuelta explicitamente. Para esto, primero definamos

r = rank ((xij)i7j22) ’
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donde claramente 0 < r < d — 1. Por el momento supongamos que existe una matriz c de

¢, O
c= ,
k. 0

donde ¢, € M, es invertible y triangular inferior y donde k, € My_1_,,, tal que z = ¢,c;,

la forma

donde si r = 0, tomamos ¢ = 0.

En el caso particular r = d — 1, tenemos ¢ = ¢,, en cuyo caso se trata de la des-
composicién de Cholesky usual. Aunque esta descomposicién no siempre es posible, para
nuestros fines, este caso es suficientemente general. De hecho, tenemos el siguiente resulta-
do, cuya prueba se puede encontrar en [32] junto con un algoritmo para su cédlculo, en el

algoritmo 4.2.4.

Lema 3.5. Sea x € Sj de rango r, entonces existe una matriz de permutacion w, una

matriz invertible triangular inferior ¢, € M, y una matriz k. € Mg_1_,, tales que

A la tripleta (7, cp, k) se le conoce como la descomposicion extendida de Cholesky de x.

.0
v = (@n) Lgém, &= ( ¢ ) ,

kr Iqr

Ademas,

donde ¢ es de rango completo.

Con esto en mente, nos damos cuenta de que realmente no estamos en un caso
restrictivo. Luego del siguiente resultado, estableceremos la metodologia general de simula-

cién.

Proposiciéon 3.6. Sea z = cc como arriba. Sean W y B movimientos brownianos inde-
pendientes en R” y R respectivamente, entonces existe una trayectorialmente unica solucion

con condicion inicial Xo = x al sistema de EDFEs

2

' T r
1 _ 11 -1 1,5+1 -1 1,j+1 i
axi' = 2 |xP -3 Z(c )int dB+2 (e )int AW + 24at1)
=1 \y=1 2,7=1
dXPT = (e dWy), i<d—1,
Xij = T, 2§27]§d

La solucién ademds toma valores en S, tiene el generador infinitesimal Ay, vy estd dada



118

por
1 0 0 U +ViVi vV} 0 10 0
Xy = 0 ¢ 0 Vi L. 0 0 ¢ k. ) (3.2)
0 Kk Ij__q 0 0 O 0 0 Iy

dU;y = 2y/UdBy+ (2p—7)dt, u=x11 —v'v >0,
Vo= W+o, v=c " (T1i41)cp

donde V' se toma como vector columna en R".

Demostracion. Iniciemos probando que (3.1) tiene una trayectorialmente tnica solucién

fuerte y que estd dada por (3.2). Para esto, supongamos que X es una solucién y definamos
vV = ¢t (XMH)
" i<r’

2
v - S (£, )

Ahora usemos el que x = ¢c’ junto con las definiciones anteriores para ver que

10 0 U+ViV, vV o [1 0 0
0 ¢ 0 Vi I, 0 0 ¢ K
0 ky Iy, 0 0o 0o/\o o I,,.
U+ V{Vy Vie. Vik,
= Vi ed okl | = X,
Vi k0

es decir que la primera parte de (3.2) se satisface. Como la primer matriz en la ecuacién

anterior es invertible, tenemos que X; € 5’; si y s6lo si para todo z € R? se tiene
U+ ViVe V{0 r
2 Vi I 0 |z=2U+ Z (2141 + Vi21)® > 0,
0 0 0 =l

lo cudl es cierto si y sélo si Uy > 0.

Ahora, notemos que Uy > 0 porque x € Sj mientras que dV; = ¢, lc,dW; = dW;,

que junto con la condicién inicial, prueban la tdltima parte de (3.2). Finalmente, notemos
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que por como

dX ! = 2\/UdB; + 2V/dV; + 2pdt

y por la férmula de integracién por partes,

dU, = dX! —dV/V, — V/dV; — dV/dV;
= 2\/UdBy + 2pdt — dW/dW;
= 2y UdBy + (2p — r) dt,

lo que prueba (3.2) y en particular muestra que U > 0 porque 2p —r > 0 y por lo tanto
X; € S’; c.s., como queriamos probar. Probar que (3.2) efectivamente es una solucién es

simple una vez que se sustituye todo.

Ahora probaremos que su generador infinitesimal es el deseado. Para esto, podemos
repetir los argumentos que usamos en la segunda prueba del lema 2.53 y s6lo enfocarnos en
la parte de la difusion y en su variacion cuadratica, verificando que coincidan con los de Aj;.
Como la deriva es 2pe'Id, claramente coincide con la deseada, por lo que sélo calcularemos

las variaciones y covariaciones cuadraticas:

d[ X" = aUdt+ 4V Vidt = 4x1dt,
d[Xl’i“,Xl’j“:t = (e dWy) (c;dWLY = (oc)), dt = X{Pdt, 0§ < d
7 . T . .
d {X11’X1,1+1 = (crdW3) 2 Z (C;l)jl Xt1,1+1thg _ 2Xt1”dt, i<r
) =1
.
11 y1li+1] _ i—rj ( —1 1,1+1
dlxt xt] = 2;1@, (e )let dt
]7:

.
_ -1 Li+1 5, 1, .
- 2; </<:Tc,, )i_nl X ay = oxat, i,

donde en la segunda igualdad usamos la tercera parte de (3.1). Se sigue de inmediato el que

su generador es Ap, concluyendo la prueba. O

Observacion 3.7. Notemos que para nuestros fines, s6lo hace falta hacer la simulacién a un
tiempo especifico que podemos suponer sin pérdida de generalidad, es 1. Para esto, s6lo
requerimos simular a Uy y V;. El segundo se logra por medio de vaiid N (0, 1), mientras que

Ui ~ x2p—r (u) ya que U es un proceso cuadrado de Bessel.

Algoritmo 3.8. (simulacion Wishart exacta 2p > d — 1) Sean w,o € S’C}L y2p>d-—1.

Suponga que se quiere simular = ~ Wy (p,w, o).

(1) Calcule p € M, 4 tales que pop~ ! = Ij, ¢ donde k = rank (o) y definamos « = pwp L.
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(11) Para cada m =0,...,k — 1 repita:

a) Calcule a (7, ¢y, k;), la descomposicion extendida de Cholesky de (xj), ;- (ver

algoritmo en [32])

1 0

b) Defina 7 = (
0 =

5 ~ ) —1 (4 5 /
>7$Z7Tx77,v:cr (951,1+1)l§ryu=$11—v020-

c¢) Simule W; como r vaiid N (0,1) y a Uy ~ x2p—r (u) (por ejemplo, ver [31]) y
defina V4 = v 4+ Wy, asi como

10 0 Uy +Vivi V| 0 10 0
Xp1=7"10 ¢ 0 Vi I, 0 0 c K 7.
0 ke Igr 0 0 0 0 0 Ij,

d) Sim < k, tome a la matriz de permutacion ¢ dada por gx—m,1 = q1 k—m = @i para
todo i ¢ {k —m,1} y con ¢;; = 0 en otro caso (permutacién de las coordenadas

1y k—m) y redefina x = ¢X1q.

(i11) Tome = = p~lzp.

3.3. Estimacion de los parametros

Para poder tener aplicaciones, es importante poder hacer estimaciéon de los para-
metros del modelo. El método més cominmente utilizado debido a sus fuertes resultados
asintéticos (y posiblemente uno de los mas populares) es el de méxima verosimilitud. No
obstante, las transiciones Wishart sélo cuentan con densidad cuando 2p > d — 1 e incluso

entonces, esta tiene una forma composicional muy complicada.

De hecho, en el caso d = 1 (en el que nos encontramos con el modelo CIR), podemos
comprobar en [33] (y en el paquete de R que ofrece el mismo autor) que las densidades de
transicion son complejas. Estas densidades estdn dadas en términos de sumas infinitas, lo
que convierte en un problema muy complicado maximizar la verosimilitud. El camino que

se toma es truncar la suma y optimizar numéricamente.

Esto da buenos resultados; sin embargo, estos son computacionalmente costosos y

no son del todo excepcionales, después de todo, el autor mismo declara en https://goo.gl/7e1XYv,
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al presentar su paquete de R: «(...) for CIR you might want to use the exact law of the

increments (i.e. the exact transition density)».

En nuestro contexto con d € N, incluso teniendo densidades, la optimizaciéon de
la verosimilitud es considerablemente compleja, bastante mas que en el caso d = 1. Esto
nos lleva a tomar el otro camino usual, a saber, discretizar y establecer un modelo lineal o
algo semejante. Supongamos que tenemos observaciones en un conjunto de tiempos finito

N C Q4 con separacién constante An, esto es,
N={kAn:k=0,...,|N|—1}.

Recordando que si tenemos una semimartingala de Wishart, entonces para cualquier ) con
Q'Q = « podiamos conseguir la existencia del movimiento browniano B con respecto al
cual se satisface la EDE de Wishart.

Para evitar este problema de identificabilidad de @, lo que haremos es considerar
siempre @ = y/a i.e., que @ es simétrica y positiva definida. De esta forma, la discretizacién
de la EDE de Wishart es:

AX, = VX,ABQ + QAB /X, + (2pa+ X, + X, 8) An.

Lo que debemos conseguir ahora es aislar a los incrementos del browniano AB,, para
que el estimador maximo verosimil coincida con el de minimos cuadrados (cuyo célculo, a
priori, no es tan complicado). Para esto, haremos uso del producto de Kronecker y mas

especificamente, de la simetrizaciéon S4 p antes introducida justo antes de (2.2):
vec (AXyp) = S x;gvec(ABy) + (2pvec(a) + Si, x, vec (B)) An.
Abreviamos Z, = Sr, x, Yy Yn =S VXn.Q» con las que podemos reescribir:
Y9 [vec (AX,,) — (2pvec (o) + Zyvec (B)) An] = YV, vec (AB,,) . (3.3)

Aqui es importante notar que Y,9Y,, (la cudl vale %S 1,.1, S1 X5, es invertible) es una proyeccién
ortogonal, es decir que la podemos ver como P, I, 4P, donde P, es una matriz ortogonal

y donde I, 4 es una matriz diagonal con d,, unos y d — d,, ceros.

d
Como P,vec (AB,) = vec (AB,,), entonces Y,7Y,vec (AB,,) consta de una colec-
cién variables aleatorias gaussianas con matriz de covarianzas Y,;9Y;, (obteniendo el mismo

efecto que en la representacion como cambio de tiempo, donde observamos que a lo més

. d(d+1 - . . .
requerimos de % movimientos brownianos escalares independientes) que suman a d,
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vaiid gaussianas.

Luego, si queremos optimizar la verosimilitud tendriamos que seguir un camino
relativamente complejo puesto que Y, depende de Q. No obstante, dado que el lado iz-
quierdo se encuentra en la imagen de Y9, este sistema de ecuaciones se puede reescribir
en términos de d,, ecuaciones igualadas a ruidos gaussianos independientes e idénticamente
distribuidos.

Por esta razén queremos minimizar la suma de cuadrados de Iy_qP,vec (AB,,), que,
como P/ es ortogonal, esto equivale a minimizar la suma de cardados del lado izquierdo de

(3.3). Sea V,, = Y,9Z,,, entonces la ecuacién (3.3) se convierte en
g A g g A
Y 9vec EX” — 2pYdvec (o) — Vyvec (8) = Y9V, vec EBH .
Denotemos U,, = 2pY,9vec (a) — Y, 9vec (ﬁX& y notemos que debemos minimizar

f(».Q,B) = ZHUnwnvec(B)HQ (3.4)

n (=1

zz(mzwv“m) |

Derivando parcialmente respecto de cada f3, s e igualando a 0 obtenemos,

0

0 = aﬂmf(p,Q,ﬁ)

ZZZ

nzl

_ ZZQVZU (r,s) (Uz +szv (k1) ﬁkl)

2
(Uf‘l + Z Vé’y(k’l)ﬂk71>

n =1

— 2zzvzvrs UZ+2ZZZVZUTS)VZUlekl

n =1 n =1

_ 9 Z (VAUn)U(T’,s) +9 Z (Z (Vr;vn)v(r ,8),v ) /Bkl
n k,l n
v(r,s)
= 2Z(V7:Un)v(rs +2 ((ZV’ )vec )) .

Matricialmente esto se traduce en

=Y ViU, = (Z V;Vn> vec (),
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cuya solucion es

B (p7 Q) = —VeC_l (Sl (Q) So (pa Q)) )
donde S1 (Q) = (X, VaVa) ™' ¥

= Z |74 <2ngvec (o) — YIvec <AX >)
~ n n n An n

= ZQp (Z V’Y9> vee (o) — VY, Ivec (AAan)
= 2pS3 (Q) vec (a) — S4(Q),

donde S3(Q) = >, VY9 y S4(Q) = X, VY, Ivec (AARXH). Ahora hagamos lo mismo

respecto de p en {%, oo) y comparemos con las evaluaciones de f para p € {%, e %}

Procedamos con algunos célculos (recordando que sélo U,, depende de p),

0 = af(p,Q,m\
B=B(p,Q)

- zz ( + (Vavee (8 (p,Q)))')

n =1

= 222 (2Y9vec ()" (U, + Vyvee (8 (p, Q)))"

n =1

= 42 (Yvec (@) (Up — VaS1(Q) S2 (p,Q)) -

2

Si ahora definimos S5 (Q) = Y, Y,9'Y,9vec (ﬁXn) vy S6(Q) =, Y,7Y,9, obtenemos facil-

mente

0 = Zvec () Y (QpY,fvec (a) — Y9vec (gAan> = VaS1(Q) Sz (p, Q)>
= vec(a) ( (Z Yg'Yg> vec ()
— Z Y'Y Ivec ( ) <Z V/Yg> S1(Q) S2 (p, Q))

= vec(a) (2pS6 (Q) vee (@) = S5 (Q) + S5 (Q)' S1 (Q) (S1(Q) — 2pS5 (Q) vee (a)))
= vec(a) (85 (Q) $1(Q) 84(Q) = 5 (Q) +2p (86 (Q) — 85 (Q) 51(Q) S5 (Q)) vec (@) -
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Es decir que si definimos a

Q) () (53(Q) $1(Q) $1(Q) — 55 (Q)
0 " 92vec (@) (53 (Q)' S1(Q) S3(Q) — S (Q)) vec (a)’

entonces el minimo se da en p(Q), dado por po (Q) si po (Q) > %L o en algin p €
2

{%, ey %} en caso contrario.

De hecho, como f (p, @, (p,Q)) es una suma de términos de la forma (a + bp)Q,
es claro que es convexa respecto de p y por lo tanto en pg (Q) se obtiene el minimo global.

Asi, f es de la forma ap? + bp + ¢ y es por lo tanto simétrica; de tal suerte que p(Q) =
arginfoen, po (Q) — 4.

La optimizacién respecto de ) es mas complicada por el papel que juegan V,,, Y,
p(Q)y B(p(Q),Q) en él. De resulta extremadamente complicado derivar respecto de las

entradas de () y obtener algo con representacion de donde podamos despejar a () facilmente,
por lo tanto optimizaremos numéricamente a f (Q) := f (p(Q),Q, 8 (p(Q),Q)).

Por supuesto, podemos calcular la derivada e intentar encontrar el cero numérica-
mente o realizar evaluaciones hasta encontrar la que minimice f. Los calculos computacio-
nalmente complicados (i.e., posiblemente largos, dependiendo de N) recaen principalmente

sobre:

-1

-1
$1(Q) — (zm) —(zzmmzn)

S3(Q) = Y ViYi=> ZYIVY!
S1(Q) = Y VpYlvec (AX ) =Y Z, YV Ivec (AX )
4 - nin An - nin In Anm

S5 (Q) = Z Y,9'VIvec (AAXH)

oy n

S6(Q) = Y VIV,

n

que, si definimos W,, = Y,9Y,9 = (Y,,Y,))Y, se pueden simplificar a

S1Q) = (T ZWaZu)™ $(Q) = X, Wavee (£X,)
S1(Q) = L ZyWavee (£ X,)

De esta forma, toda la dependencia de las funciones S para k = 1,...,6 en () se absorbe

por las W,,. Se hacen todas estas consideraciones para la implementacién numérica en la
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optimizacién de f(Q) := f(p(Q),Q, 5 (p(Q),Q)) dada por:

1@ = % |pp@vec(a) - vivee (5 %)

+ YPZ,51(Q) (S4(Q) — 2p(Q) S35 (Q) vec (a))||,

y en el céleulo de p(Q) vy £ (p(Q), Q).

Como cualquier método numérico requiere de una estimacion inicial, queremos una
semilla que a priori sea buena, para que el algoritmo sea mas eficiente. Para esto requerimos

una estimacién inicial de a y lo que haremos sera discretizar la identidad
d|x", X’”L = (XiFayi+ Xjlae + X7 i + X ey ) dt.
Esto es, quisiéramos que

AXUAXM ) ? .

g(a)= Z Z (X;'Lkoéjl + XriLlOljk + Xﬁ;kaiz + X#Olik - An

n ikl

y por lo tanto, el camino natural es buscar minimizar a g. Aunque en general se puede usar
cualquier otra distancia, como los calculos salen bastante sencillos con la euclidiana, esta es

la que se presenta en este trabajo.

Para minimizar g, derivemos respecto de cada «,. e igualemos a cero para obtener

0
0 =
90 Y (@)
, , , , AXYTAXH
= Z Z 2 (Xffozﬂ + X;Llajk + X,]Lkozil + X%laik [ — — )
- An
n g5kl
X (XK65,01 + X18j00ks + X3 Gig b1 + X701
njrls+ n]rks+ n zrls+ n YirQks
. ) ) AXirAst
= & Z Z X;lk (X;lkozrs + X o + X;kozis + X, o — nAn>
n
n ik
s s (AX, X, AX,)"
= 8%: (tr (X%) Qs + (ozXfL) + (X%a) + X 0tr (Xpa) — = Ann = ) ,
cuya expresiéon matricial es
AX, X, AX
0= zn:tr (X2) a+ aX?+ XZa+ Xytr (Xpa) - e

donde tr (X,a) = Y XFay, = vec (X,,) vec (). Si ahora vectorizamos y hacemos uso de
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las propiedades del producto de Kronecker, podemos reescribirlo como

vec (Z AXn)A(ZAXn> = (; tr (Xf) I+ (X,QL ® Id) + (Id ® X,QL) + vec (X,,) vec (Xn)/> vec (o) .

n

Ahora observemos que
tr (X2) L, (X2 @ 1), (1a ® X2) , vee (Xp) vee (X,.)' € S,
y por lo tanto

zn:tr (Xi) Ip + (XZ ® Id) + (Id ® Xﬁ) + vec (X,,) vec (X,,) € ST,

donde sabemos que esta en Sd+ si al menos uno de los términos es positivo definido. En caso
contrario, es bastante complicado determinar si es o no positivo definido, pero para fines de
encontrar una Unica solucién, asumiremos que lo es y que por lo tanto podemos calcular la

estimacién inicial & a través de
-1
vec (&) = (Z tr (X,%) I+ (Xg ® Id) + (Id ® be) + vec (X,,) vec (Xn)/>
n

AX, X, AX,
X vec <Z A) .
n

n

Asimismo, podemos tomar () := v/& como estimador inicial y proceder con una
optimizaciéon numérica de f (Q). Alternativamente, si el programa es muy lento, uno puede

simplemente tomar como parametros estimados a la terna (}5,@, B) donde p = p (Q) y

5=5((0).0)

Algunas consideraciones se pueden tener en el caso en que estemos seguros de que
2p > d — 1, es decir, cuando nuestras observaciones X,, son todas positivas definidas (i.e.,
invertibles). Usando (2.2), vemos que

Wyvee (o) = (VY)Y vec (a) = ivec (X;l)

vec (@) W, = ((YnY)? vec () = ivec (X,:l)/.

Algunos célculos similares muestran que entonces

(2!, (YY) vec ()" = iz (X#‘Sik + X%kdil) (Xﬁl)kl
Kl

2 1
= 151_7 = <2VQC (Id))v(%]) y
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es decir que Z), (Y,Y;))? vec (o) = vec (I4) y por lo tanto tenemos

S3(Q)vec (o) = |];”vec(ld)

vec ()" S5 (Q) vec (o) = tr((ZX ) )

Esto puede simplificar las formas

[N|vee (1) $1(Q) S4(Q) + B 32, tr (X1 £ X))
IN|?vec (1) S1(Q) vec Id)+tr((ZnX;1> a)
B(Q) = vec™ (S1(Q)(S4(Q) — [N|p(Q)vec (L)),

i

con el fin de tener menor cantidad de errores por truncamientos de la computadora.

3.4. El modelo Heston-Wishart

Uno podria, en principio, plantear modelar un conjunto de volatilidades interac-
tuando con la ayuda de procesos de Wishart, siguiendo la idea de Cox, Ingersoll y Ross (ver
[23]) para el caso de una tnica volatilidad. Esto tendria sentido en el caso en que se tienen

posiciones en activos o tasas de distintas nacionalidades o en diferentes divisas.

La interpretacion de esto es que las entradas diagonales simbolizan las volatilidades
de cada uno de los activos, mientras que las entradas fuera de la diagonal miden los efectos
entre estas volatilidades, de la misma forma en que las covarianzas relacionan las varianzas

de diferentes variables aleatorias.

Por ejemplo, si Xy ~ WPy (p, o, B, x) estd modelando una coleccién de d volatilida-
des y sus interacciones y en nuestro portafolio contamos con una ponderacién en diferentes
activos de valores S}, entonces la volatilidad y covolatilidad del proceso estédn dados por la

variaciéon y covariacion cuadratica del proceso logaritmo de los precios.

Siguiendo las ideas del modelo Black-Scholes y Heston (ver [23]), querrfamos mo-
delar d activos a través de un proceso estocastico S con valores en Ri cuya dindmica
estocastica satisface una EDE. Para especificar la misma, lo que haremos es dar la dindmi-
ca del proceso logaritmo de los precios. La motivacién es clara: el proceso logaritmo de los

precios satisface propiedades mucho mas sencillas de analizar.

Como en muchas otras situaciones, la extensién de los modelos al caso multidimen-
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sional nunca estd dada de manera tnica. Aqui sélo presentaremos una posible generalizacién

del modelo de Heston al caso vectorial. Otros enfoques (equivalentes a casos particulares de
este) los introdujeron Gourieroux y Sufana en [34, 35], Gnoatto en [36], Ahdida, Alfonsi y
Palidda en [37] y Alfonsi en [23].

Aunque este enfoque estd atn es su etapa experimental, los procesos de Wishart
ya han sido usados para modelar la volatilidad de un tnico activo. Cominmente se usa la
traza del proceso en lugar del modelo CIR para modelar la volatilidad, lo que preserva el
cardcter afin pero introduce efectos diversos (ver 2.49). Esta ligera extension al modelo de
Heston unidimensional ha sido planteado y descrito por Da Fonseca, Grasselli y Tebaldi en
[38], donde también hay experimentos numéricos con datos del mercado, y por Benabid,

Bensusan y El Karoui en [39].

La existencia fuerte y unicidad trayectorial de las soluciones viene dada por el
teorema 2.21 y no nos concentraremos tanto en ello. En lo que sigue, denotaremos por
diag (A) al vector columna cuyas entradas son los elementos de la diagonal de A € M, ,,.

Similarmente, para z € R™, denotaremos por diag ™! (z) a la matriz diagonal en M, ,, tal que

1

diag (A) = x. Observemos que diag™" no es una verdadera inversa, a pesar de la notacién

que usamos, porque siempre regresa matrices diagonales.

Para X ~ WPy (p,a, B, 1), un vector v € R? y una matriz u € My 4, considerare-
mos el sistema de EDE dado por

1
dZt — (/,LZt + v — idlag (Xt)) dt + \/)Tvtthy ZO = 20, (35)

dXt = vV XtdBtQ + Q/dBé\/ Xt + (2]90[ + BXt + Xtﬁl) dt,
donde W es un movimiento browniano en R? y donde
[W, B] = [W, vec (B)] = pld,

para una matriz p € My 42 tal que

Iy p +
( p/ Id2 ) € Sd2+d'

Nos referiremos a (3.5) como el sistema de EDEs de Heston-Wishart. Como mencionamos,
la existencia el proceso se sigue de la existencia de (W, X, B) y del teorema 2.21. Esto se

consigue notando que el coeficiente f es globalmente Lipschitz en

dz. = f (Z]) dU,
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donde

t t /
Uy = (u't,diag_l/ (l/—diag(Xs))ds,diag_l/ dWS'\/Xs)
0 0
f(z) = (Z,1),

donde 1 es el vector en R™ (para una n apropiada, en este caso n = 2d) que tiene un 1
en cada entrada; esto es directo puesto que dZ] = (th + v/ — diag (Xt)'> dt + dW//X;.
No obstante, en nuestro caso podemos conseguir una férmula explicita para la solucién;

definamos

t 1 t
Z; = et (zo +/ e M (u — §diag (Xs)> ds +/ es“\/Xdes> ,
0 0

y verifiquemos con la férmula de integraciéon por partes que

1
dZ; = pet (zg —I—/ oK (1/ — idlag ) ds + / X dW)
+ et (et“ (1/ — §diag (Xt)) dt + et“\/Xtth)

1
= [,Ltht + (l/ - §d1ag (Xt)> dt + V Xtth,
ademads de que trivialmente Zy = zg. Ahora, es inmediato el que

a[z',71| = ; VXX dE = Xt

de forma que X efectivamente captura la informacién de la volatilidad en el sentido de que
modela la covariacién cuadratica del proceso de logprecios o rendimientos. Alternativamente,

podemos considerar la primer EDE como
dzy = (uZt +v— fdlag (X3) ) dt + v/ X (pvec (dBy) + V1g— pp dW)

donde V es un movimiento browniano en R? independiente de B. Es claro también, del
argumento de McKean (proposicién 2.65) que Z no explota en tiempo finito y por lo tanto

existe en todo Ry. También podemos calcular

p [Xij7ZkL _ Z (\/Ekldwt> \/)Ttﬂ'dB{stj + QSidB{SmTj)

Irs

(
= Z \/ftklpl v(r,s) (\/ftriQSj + QSi\/)TtTj) dt

Irs

> NG AP ((@ & VX)) +(@s m)v(ns),v(m) it

((\/Zp (Q ® m))k,v(i,j) * (\/Ep (Q ? m))k’v(j’i)> "

v(r,s),0(i,5)
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De hecho, la expresion anterior se puede simplificar si p tiene una estructura mas simple.

Nuestro ejemplo de mayor interés es cuando los efectos de correlaciéon entre brownianos

vienen dados por dos fuentes.

Primero, cada entrada de W por columna de B aportan a la estructura y entre
dos columnas de B el efecto es en esencia el mismo, i.e., s6lo cambia de acuerdo a un factor
constante. En segundo lugar, hay otro efecto que relaciona a todas las entradas de B con
cada una de W y esta estructura sélo varia de acuerdo a una constante de una entrada
de W a otra. Esto se resume en pensar que p = pb! ® pb? + p*! @ vec (p2’2) para algunos
pth (pzvl), € M 4, ph? e Mgay p>2 € My 4. En este caso, la expresién anterior se simplifica

a

a[xi,2] = VIS (ool op ) (VETQY + QX )t

Irs

- ((vERE) () + (VER VR () )

+ (,02’1 Xt)k ((\/Epz’zQ)ij + (\/ZpQ*QQ)ﬂ> dt.
De hecho tenemos
pvec (B) = (,01’1 ® ph? + p*! @ vec (p2’2)) vec (B)

= e (5178 () +vee (572) B (571 )

por lo que si p = pP' @ Iy vy u = 0, obtenemos justamente el modelo de Gourieroux y
Sufana descrito en [23] (donde la primer condicién va a ser necesaria para poder calcular la

transformada de Fourier-Laplace).

Ademés, facilmente podemos calcular para S* = exp {Z'},

dsi

o = | D2 e dt+ 3oV AW,
i . 4

J J
dlsi, s’ = SV VX sisidr = sixsit.
¢ t t Mt
k

Asi, podemos notar cémo el proceso de covariaciones cuadraticas de S es proporcional a

cada activo y a su covolatilidad X% .

Con todo esto, podemos entender el papel que juega cada pardmetro: p establece
una conexion de deriva entre los rendimientos de los activos, esto podria verse como una

influencia direccional entre los logaritmos de los activos (cominmente interpretado como
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sus rendimientos instantédneos pues A log (x) = % + o0 (Az)) porque, de acuerdo al signo de
Hij, si Z7 toma valores grandes, este influenciard a Z* a tomar valores grandes también si
ti; > 0 o a tomar valores mas pequenos si j;; < 0. Similarmente v determina la tendencia

media de Z, tal como en el caso del modelo de Heston clasico (escalar).

Como en el caso escalar (en el modelo de Heston clésico) existe una transformada
de Fourier para el proceso (Z,X) y nos permite hacer valuaciones exactas de opciones
europeas, buscaremos extender este resultado al modelo Heston-Wishart. Antes de poder

lograrlo, deberemos probar un pequefio lema técnico.

Lema 3.9. Supongamos que A es una funcion analitica del tiempo con valores en My, ,, de

la forma

At) =D Apt™,

n>0

entonces la matriz fundamental ®, solucion a

0
aq;(t):A(t)q)(t), ®(0) = I,

es analitica con coeficientes @, que satisfacen ®g = I, y

k—1

n®, = Z q)kAn—k—ly
k=0

para cada n > 0.

Demostracion. Basta probar que si tenemos coeficientes que satisfagan la recursién anterior,
entonces @ () = >, <o Pnt™ es solucién a la ecuacion diferencial. Claramente tenemos
¢ (0) = I,,, ademas

~ _ n—1
52 () > ndpt

n>1

k-1
= D> ) A g @pt™!

n>1k=0

k—1
_ Z ZAn—k—ltnikil(I)ktk

n>1k=0

= | Do Aut"] | D] out”

n>0 n>0
= A)e (@),

con lo que concluye la prueba. O
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Supongamos de momento que p>! = 0 y que p''? es un miiltiplo escalar de la

matriz identidad. Equivalentemente (permitiendo que p'! absorba la constante), asumimos
que p = pb!' ® I;. Similarmente a cuando conseguimos la transformada de Fourier-Laplace

conjunta de (X, X - Id), para cada w € R? y v € Sy, consideremos a la matriz

Avw (1) = ( —B = 3Q (ph") we —2a )

. ’ / ,
—1diag™" (et“ w) + teww'e +v B+ Lt uwpllQ

n>0

B ( -8 -2« )-I—Zt”l —%Q’(pll) e 0
v B nl \ = Ldiag™! (1) w) + 5 Sisg (DuFww'pn =t LprwpttQ |

y sea @, ,, la matriz fundamental dada por el lema anterior. Fijemos u € S; y consideremos

/
a la funcién suave P, .., = (S&7v’w,TL’v,w) con valores en Msg 4, donde Sy yvw ¥ Tuww

)
Pu,v,w = (I)v,w ( ¢ ) .
u

Se sigue que Sy, (0) = Iy Ty (0) = u y por lo tanto podemos definir a la funcién suave

toman valores en My 4, dada por

wu,v,w (t) = Tu,v,w (t) Su,v,w (t)_l 5 wu,v,w (0) =u,

al menos en [0,T"), para un tiempo fijo T > 0 en el que Sy, se vuelve singular (no
invertible). Para relajar la notacién, quitaremos los subindices de P, S y T a menos que la

dependencia en u,v o w se desee enfatizar. Luego, como

I I
QP:Q(I)vw d :Aqu)vw ¢ :AU’LUP7
ot ot 7 U ’ 7 U 7

deducimos que
0 _ L 711y /t,u>
8t5 = < I3 2Q (p ) wet | S —2aT

8 1 1 / 1 / 1 /
T = T Yiaog— tu - tp /ot ) ( / -t 1,1 ) T.
5 ( 2d1ag (e w) + € wwe +v ]S+ (8 + 5€" wp Q
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Asi, podemos deducir que

0 1 / 1, 1,
awu,uw = ((—Zdiag_l (et“ w) + iet“ ww' et + v> S+ (ﬁ' + 56““ wpl’lQ) T) St
—1 Lo\ oo —1
~ TS ~5-5Q (p )we S—2aT) S
1. -1 ( ty' 1 tu 1 tp / 1 tu 1,1
= —§d1ag (e w) + g€ wwe +u+ |8+ 5€" wp Q) Yuww
L raa\ s
+ 7vZ}u,v,w B+ 2Q P we =+ Zwu,v,wawu,v,w-

De manera completamente andloga al teorema 2.46, es facil verificar que 1y, 4 ., es simétrica
y positiva definida al menos hasta un tiempo fijo ¢ > 0. Definamos ahora a las funciones

Y ¥ Puv,w con valores en R4 v R respectivamente, dadas por

O (t) = e*'w

Puww (t) = /Ot (2ptr (Yu,ow (s) @) + w'e™v) ds.

Entonces claramente tenemos que estas funciones satisfacen el sistema de ecuaciones tipo

Riccati dadas por

200 = W U (0) = w
%¢u,v,w = 2ptr (wu,v,wa) + 19{[1)]/ Guv,w 0) =
%wu,v,w = %1910@21; - %diag_l (V) + Yu,v,w (/B + %Ql (pl’l)lﬁgﬂ) Yu,v,w 0) = u.

+ (B + $00p™Q) Yuw + 2w + v

ja)

(3.6)

Se sigue directamente que 29,z = ¢!

5t Vw wh?z Yy ademés podemos escribir

tr (ﬁw/’l’lQ?ﬁu,u,wx)
— leQwu,v,w\/E(Pl’z)/\/Eﬁw
= 2 @) (o0l (VD)

lrs

= Z (\/Eﬁw)l Plu(r,s) (\/Ewu,v,wcy)rS ’

lrs

entonces también tenemos para todo x € Sj, por la invariancia ciclica de la traza y su

invariancia ante transposiciones,

tr (gtwuﬂ),wx) - %19;1)1,‘1910 + tr (U:E) + 2tr (¢u,v,w (al/}uﬂhw + /6) CL‘)

+ I,V (Q ® V) vee (Yupw) — %%diag ().
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Luego, sumando las tres igualdades podemos deducir que para t € (0,0) fijo,

0 0
0 = %Qﬁt,v,w (t—s)+tr (sw“’”’w (t—s) 1:>

% (t—s) 2+ 19 (t—8) 20y (t — 5)
2tr (wu v t— ) (awu,v,w (t - S) + B) .%')

w
t — 3), (\/5,0 (Q & \/E)) vece (wu,v,w (t - S))
2ptr (?l)u,v,w (t—s)a)
Vo (t — 8)' (uz +v-— %diag (l‘)) + tr (ve) .

+ o+ o+ o+

Equivalentemente, lo podemos escribir como

0 = %qﬁuﬂ,’w (t —s)+tr (8¢u’v,w (t—s) 3:) + gﬁw (t—s) 2

ds
+ % Z’ﬁw (t - 3)- ( ng + = Z% v,w \ — S)ji wu,v,w (t - S)Ik ikl (x)
i zgkl
+ 3 Z@Duvw - ﬂ D (t = 5y ((\/EP @® ﬁ))k,v(i,j) + (Ve (Qe ﬁ))k7v($i))
'ij

+  tr (Yuw (t— ) (2pa+ Bz +28")) + Z o (t — 5), ((uz)l +u; — ;x”> + tr (vz) .

De aqui se sigue directamente que si tomamos a la semimartingala J! = f (s, X5, J5 Xpdr, Zy)
donde

£ (5,2,,2) = exp { dus (t = ) + W (t = 5),2) + (0,) + 00 (= 5) 5},

entonces, puesto que todos los términos de variaciéon finita en compactos desaparecen al
usar la férmula de Itd, tenemos que J? es una martingala local no negativa y por lo tanto,

una supermartingala.

Teorema 3.10. Consideremos u,v hermitianas con Ru, Rv € —5'; yw € iR? Y SUPONGamos

que p = pb' ® I;. Entonces para todo t > 0 tenemos

Bexp {0, 30 + (v, [ Xeds) 074} = xb {Du (0 + W (0),20) + 00 (1 20}

Ademds, para s,t > 0 se tienen las siguientes ecuaciones de semiflujo

Guww (E+8) = buww (5) + ey u(s)0,0u(s) () (3.7)
Yuww E+8) = Py () wduls) )
Do (t+5) = Uy, (1)
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De hecho, la férmula es vdlida para toda eleccion de matrices hermitianas u,v y w € C%

hasta antes de la explosion de (¢uuws Vupw, Vw)-

Demostracion. Para la férmula general de la caracteristica, observemos que la construccién
de (Puvw, Yuvws Yw) s valida para cualesquiera u, v hermitianas y v € C? y las conclusiones
son las mismas. Como vimos, J! es una martingala local compleja para t € (0,0) con

(recordemos que los términos de variacién finita en compactos desaparecieron)

dJt
JL

= —Vy (t —8) VXdWs — tr (Yypw (t —8)dMs), 0<s<t,

donde M es la parte martingala de X. Como J! = f (Id, X,Y,Z) es una exponencial cuyo
exponente tiene parte real no positiva, entonces |J¢| < 1, de donde podemos concluir que
Jt es una verdadera martingala y concluir la primera afirmacién (incluyendo la conclusién
implicita de que ¢ = o0) de la misma manera que en los teoremas 2.42 y 2.46. Para la

segunda parte, nuevamente usemos la propiedad de Markov:

t+s
FEexp {(u, Xivs) + <v, Xudu> + w’ZHS}
0

t+s
= F <E (exp {<U,Xt+3> + <'U, Xudu> + w,Zt+5}’ft)>

~ Bexp {qﬁw,w (5) + (o (5), X2) + <v, /0 t Xudu> 0 (s) zt}

exp {¢u,v,w (3) + wau’u’w (8),v,9w(s) (t) + <17Z)wu,v,w (8),v,9w(s) (t) ,l‘0> + 191911,(5) (t)/ ZO} )

0

concluyendo la prueba de estas afirmaciones. La ultima afirmacién una vez mas se sigue de
las propiedades analiticas de la transformada de Fourier-Laplace cuando esta existe en una
vecindad del 0 y de que, para u,v € Sg y w € R?%, J! es una martingala local no negativa y

por lo tanto una supermartingala, lo que implica que
t
Bosp (w0 + (v, [ Xads) + 0z} = Bt < B < o
0

hasta antes del tiempo de explosién (posiblemente infinito). ]

Un resultado de especial interés en finanzas es el teorema de Girsanov. Este teo-
rema nos permite modificar la deriva del modelo con una medida equivalente (Q hasta ob-
tener una semimartingala que, al descontarse con la tasa libre de riesgo (i.e., multiplicando

porexp {—RId} para alguna R) nos deja una martingala local.

Por esta razén, a la medida Q se le conoce como medida libre de riesgo o neutral al

riesgo. El caso general en el modelo de Heston-Wishart, por ser de interés, lo presentaremos
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a continuacion.

Teorema 3.11. (cambio de deriva para el modelo Heston- Wishart) Consideremos ;2,5 €

Myg, € BY p.p > 41y definamos A = {p# 5} U {u# i} U {v # 7). Supongamos
adicionalmente que 1 ¢ o (pp') y que, segin sea el caso,

(1) si se tiene A, entonces p \p > % yre S,

(1) si B # B, entonces Q es invertible.

Entonces existe una medida de probabilidad equivalente P, tal que su proceso de derivadas

de Radon-Nikodym estd dado por la martingala ¢ donde

a=¢(- tr(6.dBy) - / t n;dvs> ,

para los procesos

n o= VIi—pd VX ((p-@)Z+v—7)
— I - pp’_lp (((Q_l), ® \/7(> vec (5' — B') 1{/6%3} + (p—p) (Q ® \/)771> vec (1) 1A>

¢ = VX(B-5) QM+ -PVE Qla

Ademds, V.=V +n-Id y B= B+¢-Id son movimientos brownianos independientes bajo

P para los cudles se tiene

1 - -
dzZ, = (ﬂZt + 0 — idz’ag (Xt)) dt + v/ X (pvec (dBt> + VI — pp’th)

dXx; VX dB,Q + Q' dBIN/X, + (215@ 1+ BX, + XtB’) dt.

Demostracion. La condicién 1 ¢ o (pp') sélo es necesaria para que exista /I; — pp’fl.

Observemos que con los procesos &, n, By V, efectivamente podemos modificar la deriva
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de X del mismo modo que en el teorema 2.86, mientras que para Z tenemos

dZ; = (uZt +v— %diag (Xt)> dt
Vo (vee (4B VR (8- B) @Myt + (0 - ) VT QLadt) )
+ VX1 — pp (df/t +VIi—pd VX (u— ) Z+v—D)dt

— VL= <<<Q—1)’ ® \/X) vee (' — ) Lissp) + (0= D) (Qe \/Yfl) vec (1) 1A> dt>
= <,uZt +v— %diag (Xt)> dt + /Xy pvec (dét) + VX Iy —ppdVi — (p— 1) Z +v — D) dt

1 - -
— (gzt + 7~ Sding (Xt)> dt + VX, (pvec (dBt) I — pp'dv;) .

Solo resta ver que ¢ es una verdadera martingala en cualquier compacto [0, 7] para
T > 0. El resto de la demostracion es idéntica a la prueba que dimos en el teorema 2.86,
donde se usa la polaridad de 85;1Ir cuando p,p > % y x € ST, i.e., cuando es necesario
invertir a v/X; y la unicidad en ley de soluciones de Wishart para p,p > %; la {inica
diferencia es que ahora es necesario también usar la existencia fuerte y unicidad trayectorial
(v en particular en ley) de las soluciones de Z, asi como su no explosién. Esta tltima
caracteristica es inmediata de la continuidad Lipschitz de la deriva y difusion de Z (ver

proposiciéon 20.6 de [10]), asi como la no explosién de X. O

Reiterando lo que mencionamos anteriormente, el caso de mayor interés es cuando
los nuevos parametros convierten a S en una martingala local al ser descontado con la tasa
libre se riesgo. Si fijamos a la tasa libre de riesgo como R > 0 y definamos al proceso de

activos S = e 148 entonces la dindmica estocdstica que satisface S es
dS; = e dS! — Re HSidt
= 5 ((Z fuii 21 + u) dt+ 3 VX" dVW) — RSidt
J J
— g ((Z i 73 + s — R) dt+% \/Xt”thj) :
J J

donde W = pvec (B) ++/T; — pp'V. Luego, la dindmica que queremos que satisfaga S bajo
la medida libre de riesgo Q, es la de una martingala local, i.e., buscamos que bajo Q la parte

de variacién finita en compactos sea nula (usando la notacién del teorema anterior):

Y fipZ? + 5 —R=0, i=1,....4d,
J
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S ~ N\
cosa que sélo es posible si i = 0y 7 = R1, en cuyo caso dS; = S} (\/Xtth) . Aunque hay
un problema con la unicidad de Q (debido a que no tenemos ninguna especificaciéon sobre
py ), no nos concentraremos en eso y supondremos que en el cambio de medida estos dos

parametros no sufrieron cambios.

En este caso, buscaremos probar que S tiene momentos finitos y que por lo tanto
S es una verdadera martingala. Para esto, notemos que la dinamica estocastica de Z esta

dada por

i L i J s
dzi = (R—QXt)dt—i—Z X, dW},
J
De hecho, si definimos Z = log (5) = Z — RId, entonces

i L i iJ i
dZj = —5Xj dt+zj:\/th dwy.

En este caso especial, es claro que la terna de funciones que usamos para describir
la transformada de Fourier de (X, Z) se simplifica. De hecho, para construir la transformada
de Fourier-Laplace de (X , X - 1d, Z) (bajo la misma hipdtesis sobre p), basta reemplazar

en las férmulas p =0 y v = 0. De esta forma tenemos

—5—%62/ (pl,l)’wl 9
—idiag™! (w) + dww' +v B+ dwplQ ’

Ay (t) = (

es decir que A, ,, es contante y tiene una forma particularmente similar a la matriz —A,
que presentamos en el (previo al) teorema 2.46. Como consecuencia, tenemos una forma
explicita (no recursiva, a diferencia de lo que nos da el lema 3.9 y mucho més sencilla) de

encontrar la forma que adquieren ¥y 4w, Guvw Y Yuw €n este caso particular.

Ahora, aunque serfa deseable que S fuera una verdadera martingala, es conocido
(ver [?, 40, 23]) que el modelo de Heston presenta momentos finitos hasta un tiempo fijo
(dependiente de sus pardmetros y posiblemente infinito) y explota hacia infinito después
de este tiempo. Este fendmeno también ocurre en nuestro contexto, como podemos verifi-
car de la transformada de Fourier-Laplace de Z. Observemos que si buscamos probar que

Fexp {Ztl} = exp {zé} (esto es, S’ es una martingala hasta el tiempo t), basta corroborar

1t
Eexp{Q/ X;’ds} < 00.
0

Esta condicién resulta moderadamente facil de verificar a gracias a la proposicion 2.44. Una

la condicién de Novikov:
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forma sencilla de verificarlo es pedir que %af (0v);; < 1, es decir,

/Ot (eﬁsae[’)/s)ii ds < 1.

De esta forma, tal y como sucede en el caso escalar, para cada i podemos dar un tiempo
fijo T; (estrictamente positivo y posiblemente infinito) en términos de (o, 3) hasta el cudl

sabemos que la condicién de Novikov se satisface y por lo tanto S es una martingala; de

hecho,
t !
T, = inf{t >0: / (eﬁsaeﬁs)..ds > 1}.
0 0

En particular, para tiempos menores a T = min;<4{T;}, el proceso S es una
martingala y por lo tanto tenemos (la desigualdad de Holder generalizada y la monotonia

de los momentos)

ET] (s;‘)k" < oo,

si ;A < 1y X\ > 0 para cada i < d. Una consecuencia directa es que si a € ST,
Y= [~ ePsael'sds existe y satisface ¥j; < 1, entonces S es una martingala en todo R .
Otra forma de determinar si hay explosion en los momentos, es verificar que la
solucién a las ecuaciones tipo Riccati no explote y que evaluados en u = v =0y w = €,
recuperemos ES! = ¢%. En este caso, podemos calcular la transformada de Laplace de
(X , Zi), dada por la misma férmula que en el teorema 2.46 para v = 0 (que corresponde a
Ay cuando v = 0 y w = ') pero en las entradas de la diagonal corresponderfa a tener el

pardmetro 3 + Q' (pl’l)lw’ en vez de 3.

El tnico posible problema con el teorema 2.46 es que la submatriz correspondiente
a %diaugf1 (w)— %ww’ era positiva semidefinida (lo que bastaba para probar la no explosién).
Para encontrar los valores de v para los cuales esta propiedad es cierta, requeriremos de un

pequeno lema.

Teorema 3.12. (circulo de Gershgorin) Sea A una matriz compleja de n x n. Sea R; =

> i |Aijl, entonces cada valor propio de A estd en alguno de los discos
B(Aii,Ri):{xEC:|Aii—$|§Ri}, z':l,...,n.

Demostracion. Sea A un valor propio y x su vector propio no nulo asociado. Sea i =

arg max; |x;|, entonces claramente x; # 0 y ademas, en

> Ay = i — Ay,
JFi



140
podemos dividir entre z; para obtener

x; T
A= Au| = DAL <A <D D |AG] = Ry,
J# J#i J#i
como queriamos demostrar. O
Ahora observemos que
w1 —wy —wi1wy
1
My, = idlag Lw) — zww' = = | —wiwy  wy — w3 :

por lo tanto, usando el teorema del circulo de Gershgorin, obtenemos que los valores propios
de M, estan en

UB (5 (wi—w?) 5 il 3

i<d J#i
La simetria de M,, nos garantiza que los valores propios son reales. Asi que para asegurarnos
de que este conjunto esté contenido en Ry (y por lo tanto M,, € gj), basta garantizar el
que

wi—w?—|wi|Z|wj| >0, i=1,...,d
J#i

Tomando w; > 0 para todo ¢ y dividiendo entre w; cuando este sea no nulo (en otro caso,
es decir, cuando w; = 0 su desigualdad respectiva se satisface trivialmente), podemos ver

que esto se reduce a conseguir

1—w¢22wj, izl,...,d.
J#

d .
Esta condiciéon es trivialmente satisfecha si w € [O, ﬂ o si w = e’ para alguna ¢ < d. Luego,

esto basta para poder replicar los resultados obtenidos en el teorema 2.46.

De hecho, si w = ¢, entonces M,, = 0 y si recordamos la forma que tenia A, y
que Ag justo nos ayudaba a recuperar el caso de la transformada de Laplace marginal, el
problema se reduce al caso tratado en el teorema 2.42, cuya solucién es mucho méas explicita.
Lo que quiere decir esto es que ¥y = =t =0, ¢ggei = =0 =0y Vyy = w = e'. Con

todo esto finalmente obtenemos
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Justo hemos dado la prueba del siguiente resultado.

Corolario 3.13. Si p = pb! @ I, el proceso de activos descontados S siempre es una

martingala respecto de Q. De hecho, si w € R? satisface sgn(w;) — |w;| > |w;] > i Wl

para cada i =1,...,d, entonces para toda t > 0 se tiene
E H <5’§)wz < 00.
1<d
De manera mds general, Eev'Zt < o0 para w € R si
fug sup o <U£}+%(Wp1’lQ)l () (diag_l (w) — ww')> <2,
0<

~\T
en particular, B (Sf) < 00 st

Lo(eiplil ! 2
(Y @) <

5
i =T

Demostracion. Lo tnico que falta probar son las dltimas dos afirmaciones, pero esto se sigue
de la misma discusién anterior, donde usamos la proposicién 2.44 y el que A, ,, es igual a

—A, con la nueva matriz de deriva 8 + 1Q’ (M) w'. O

Para saber si S tiene momentos de orden mayor, en el caso en que no se satisface

la condicién del corolario anterior, hay que recurrir al teorema 3.10 y usar el que St =

exp {21}

3.4.1. Estimacion

Para la estimaciéon de parametros, lo que haremos es seguir la misma metodologia
que cuando sélo contdbamos con las observaciones del proceso de Wishart X. Primero, de
acuerdo a las caracteristicas de nuestra muestra, si no contamos con observaciones directas
de X, podemos usar las técnicas de [41] u otras referencias, para estimar la variacién cua-
dratica de Z (de manera vectorial, en nuestro caso). De aqui podemos tomar estimadores
de X puesto que [Z%, Z7] = XV . Id.

Ahora bien, para estimar a los pardmetros (p,«, ) seguimos el procedimiento

especificado en la seccién anterior. Por otro lado, para estimar a (u,v), discreticemos la
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EDE que satisface Z y usemos la misma notaciéon que en la seccién anterior:

1

Para despejar a AW,,, supondremos que 2p > d + 1; si no es el caso, atin se puede proceder
usando Unicamente inversas generalizadas, que es la mejor manera de recuperar la infor-
macién que tenemos de W, y, como argumentamos antes, la minimizacién de cuadrados
también coincide con la estimacién maximo verosimil (dada la discretizacién) en este caso.

Luego, con esta hipdtesis podemos deducir que

A

pox: (AZ iy — v+ Ldiag (X ))—
n n — Hin 9 g\ An = An

W,
An

de forma que debemos minimizar

Z’Xé (AZ W — v+ “dia (X )) i
n Anm Pl 9 g \An

g(mv) =
g 2
-5\" J L i
= ZZ Z(Xn ) 72 Z,u,ij 2X .
n 1 i
Derivando parcialmente respecto de cada v; e igualando a cero obtenemos

0
0 = afylg(u,V)

1\ i N
() (S ) (2 St )
n g =

- —QZ<<X 18 n) (X,;luZn)l—(X#V)lJr;(Xgldiag(Xn))l>-

Usando la representacion vectorial, esto se simplifica a tener
(ZX#) v= X (gt ytne (X 2 )
n
donde X,,;1 € ST (0 57 si2p < d+1) y por lo tanto >, X,;* € ST (probablemente también

es cierto si 2p < d—1, dependiendo de 3, a y del tamano de la muestra). Consecuentemente,

¢ se minimiza si la evaluamos en v (u) dada por
v(p) = (Z Xn_1> ZX ( Zn + ;dlag( n) — uZn>
= (Zan> ZX ( Zn + dlag( ))—(ZXn1> (ZZ’@X )vec( ).

n



143
Similarmente, derivamos a g parcialmente respecto de s, igualamos a cero y sustituimos

a v (u) de la siguiente forma

0
O ot

1

- () (06 (S St p))

J
= 2% ((anAnZn> — (X uzn) = (X 0) + % (X, ' diag (Xn))r) Z;.

Si usamos su representacién matricial, vectorizamos y sustituimos v (u), se obtiene que

> (Zoo X A%Z" + % > (Zu® X;!) diag (X,)

es igual a
(Z Zn ® Xn‘1> v () + (Z ZnZy @ Xﬁ) vec ()
(Z Zn ®X,jl> <ZX;1> ZX ( Zn+ dlag( ))

(gemon)-fgmon) (p) (gmosc)) o

De aqui, debemos suponer una vez mas que la muestra es lo suficientemente grande como
para que la matriz que multiplica a vec (u) es no singular y por lo tanto podamos recuperar

al estimador

- (fpae)(peen) () o)
l%: (Zn ® Xﬁl) %Zn + % Z (Zn ® X,;l) diag (X,)
_ (zn:znégx,;l) (ZH:X,;l) ZX (Z + dlag( ))] ,

y U = v (fi). Finalmente, para estimar a p, podemos usar una discretizaciéon de

+(VXp(Qa VX)), | W)) 1d,

-1

X

[x0.24) = ((vXo (@ VX))

k7U(l7])
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y nuevamente minimizar cuadrados en el error, esto es, minimizar:
A kl 2
k /X /X e
h(p):Z (A XZJ*Z Z Xn Plv(r,s) (ng +Qsz Xn )) .
ijkn lrs
Para esto, nuevamente derivamos parcialmente respecto de cada py ,(u,) Para obtener

0

- h
0 8pt,v(u,v) (p)
= 2 Z \ Xnkt (ij V an + Qvi V Xnuj)
ijkn

X (AA’Q Uizk Zﬁklplv (r,s) (ngﬁ +Qsz\/7 ))

Irs
A t A . uv
- 2 Z Xlepl,’U(T',S) (ij V XnUi + Qvi V Xnuj) (Qsj V ani + st V anj) .

ijlrsn

Desarrollando,

0 - () ()
_ 42 tvrs)(<Q2> X}{T—F(\/XinQ)

lrsn

A tv(u)
= ( Zo/ X, @ vec (FAXnQA )t
AT (@), (OFEEOT), )

rsn
u,v)

_ << Zu/ X @ vec (@&Xné)/> — (Xup (Q* 2 X+ (QVXa) @ (Qx/ﬁ)»)tv( :

donde usamos repetidamente que @) es simétrica. En su representacién matricial (usando
.2z . 3
una extension natural de vec que asocia a cada elemento en My 42, uno en R%") tenemos

(; Xe0 (0o X, + (0VF) & (@m))) oo (o) = veo (Z 3o mgxn@)’) |

de donde, asumiendo que la matriz del lado izquierdo (en Mgs 43) es invertible, podemos
despejar a nuestro estimador

welp) = (00 (@70 %, (QVE) 0 (r))) e (8 a T o (VE£x.0) )
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