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Introduccion.

El objetivo del presente trabajo es dar una caracterizacion detallada de las digraficas nucleo
imperfectas criticas, basdndonos en el trabajo de la Dra. Hortensia Galeana Sdnchez y de la Dra.
Mika Olsen. (Véase [14, 15]).

Como los temas aqui abordados son muy especializados, comenzaremos hablando de algunos

conceptos basicos y definiciones que serdn utilizados y explicados a detalle a lo largo de este tra-
bajo. Sea D = (V(D), F (D)) una digrafica.
Una digrafica D es localmente semicompleta si para todo vértice x se cumple lo siguiente: los vérti-
ces dominados por x inducen una digrafica semicompleta y el conjunto de vértices que domina
a x también induce una digrafica semicompleta. Las digraficas localmente semicompletas fueron
caracterizadas en 1997 por J. Bang-Jensen.

Las digraficas localmente semicompletas son una muy interesante generalizacion de los tor-
neos, recordemos que un torneo es una digrafica en la que para cualquier par de vértices u y v existe
exactamente una flecha entre ellos. Las generalizaciones de torneos han obtenido mucha atencion
durante los ultimos 25 afios, ya que problemas clésicos planteados para digraficas en general, co-
mo son el problema de la hamiltonicidad, el problema de encontrar un nticleo o el problema de
encontrar una trayectoria de longitud maxima en una trayectoria, han sido exitosamente resueltos
en torneos y digraficas semicompletas (recordemos que una digrafica D es semicompleta si para
cualesquiera dos vértices u y v en D existe al menos una flecha entre ellos. Este hecho ha anima-
do a muchos autores durante los tltimos 25 afios a atacar dichos problemas en digraficas un poco
mas generales que los torneos y que las semicompletas, obteniendo resultados muy interesantes y
abarcando clases mucho mas amplias de digréficas que lo que son los torneos o las semicompletas.
Algunas clases de generalizaciones de torneos preservan estructuras interesantes y propiedades im-
portantes de los torneos. (Véase [3,5]).

Bang-Jensen introdujo las digraficas localmente semicompletas en [2] como una generalizacion de
torneos, y estas fueron caracterizadas en [3].

Un nucleo N de D es un conjunto de vértices independiente y absorbente, esto es, un subcon-
junto N de vértices tal que no hay flecha entre cualesquiera dos vértices de N y para todo vértice w
de D que no pertenece a N hay una flecha de w a v en D para algin vértice v en N.

El concepto de nucleo fue introducido por John von Neumann en 1944. Interesantes trabajos pa-
noramicos sobre resultados de nucleos se pueden encontrar en [4,16]. Los nicleos en digréficas
tienen muchas aplicaciones, por ejemplo, en teoria de juegos, l6gica e inteligencia artificial por
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nombrar algunas cuantas [7,10,12]. El problema de decidir si una digrafica D tiene nicleo es NP-
completo [9], y en los dltimos 30 afios ha habido un gran interés en resolver el problema de la
existencia de nucleos en clases amplias de digraficas motivado por su gran cantidad de aplicacio-
nes.

Se dice que una digrafica D es nucleo imperfecta critica (N.I.C.) si D no tiene nticleo, pero toda
subdigrafica inducida propia de D tiene nicleo. Decimos que D es nucleo perfecta (N.P.) si D tiene
un nucleo, y toda subdigrafica inducida de D tiene un nicleo. Galeana Sdnchez y Neumann Lara
probaron en [13] que si una digrafica D no contiene subdigraficas inducidas N.I.C., entonces D es
N.P. y por lo tanto tiene nucleo; de aqui el gran interés en poder caracterizar clases de digréficas
N.I.C., ya que esto nos lleva directamente a saber cuando dichas digraficas tienen nucleo.

En la primera parte de este trabajo, se expone una caracterizacion de las digraficas localmente semi-
completas N.I.C., lo cual nos lleva directamente de la demostracion a un algoritmo que en tiempo
polinomial puede decidir si una digrafica localmente semicompleta es una N.I.C. o no.

En [5], Bang-Jensen y Gutin propusieron el problema de decidir si el problema de encontrar
un nicleo en una digrafica localmente semicompleta es polinomial o no. Una digrafica D es lo-
calmente in-semicompleta si para cada vértice x, el conjunto de vértices que dominan a x induce
una digrafica semicompleta. Una digrafica D es llamada localmente ex-semicompleta si para cada
vértice x de D, el conjunto de vértices dominados por x inducen una sudigréafica semicompleta.

Actualmente no se conoce ninguna caracterizacion de las digraficas localmente in-semicompletas

o de las localmente ex-semicompletas, y claramente de la definicion podemos ver que las digrafi-
cas localmente in-semicompletas (localmente ex-semicompletas) son mas generales que las lo-
calmente semicompletas. En este trabajo también se da una caracterizacion de las localmente in-
semicompletas N.I.C. y de las localmente ex-semicompletas N.I.C.. Notemos que caracterizar las
localmente in-semicompletas N.I.C. y las localmente ex-semicompletas N.I.C. no es el mismo pro-
blema, ya que existen digraficas N.I.C. cuya inversa no es N.I.C. (véase [11]). Dada la gran cantidad
de aplicaciones que el concepto de nticleo tiene tanto tedricas como practicas, y dado que las clases
de localmente semicompletas, localmente in-semicompletas y localmente ex-semicompletas son
clases amplias de digréficas, creemos que la caracterizacion de las N.I.C localmente semicomple-
tas, de las N.I.C localmente in-semicompletas y de las N.I.C. ex-localmente semicompletas serd de
gran utilidad en aplicaciones.
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1. Preliminares.

En este capitulo haremos una introduccién de los conceptos y resultados de la teoria de digrafi-
cas utilizados a lo largo del presente trabajo. Como referencia,recomendamos el libro de Bang-
Jensen y Gutin [4].

1.1. Definiciones basicas.

Una digrafica D consiste de un par V(D),F (D), donde V(D) es un conjunto finito no vacio

de vértices y F(D) es un conjunto de parejas ordenadas de vértices de V(D) (x,y) a las cuales
llamaremos flechas. Frecuentemente escribiremos D = (V,F), lo que significa que V y F son el
conjunto de vértices y el conjunto de flechas de D, respectivamente.
El tamano de D es el nimero de flechas en D. El orden de D es el nimero de vértices en D; éste,
serd denotado por |D|. Por ejemplo, la digrafica D en la Figura es de orden cinco y tamaiio
cinco; V(D) = {vy,v2,v3,v4,vs}, A(D) = {(v2,v1),(v2,v3), (v3,Vs5), (v4,v3),(vs,v3)}. El orden y
tamafio de una digrafica se denotan por n y m, respectivamente.

Figura 1.1: Digrafica D.



1.1. DEFINICIONES BASICAS.

Para una flecha (x,y) el primer vértice x es su cola y el segundo vértice y es su cabeza. Tam-
bién decimos que la flecha (x,y) sale de x y entra a y. La cabeza y la cola de una flecha son sus
vértices finales; decimos que los vértices finales son adyacentes, es decir, x es adyacente ay y y
es adyacente a x. Si (x,y) es una flecha, también decimos que x domina a y, o bien, y es dominado
por x y lo denotaremos como x — y. Decimos que un vértice x es incidente a una flecha a si x es
la cabeza o la cola de a. Denotaremos una flecha (x,y) por xy. Para una pareja X,Y de conjuntos de
vértices de una digrafica D, definimos:

(X, Y)p={xyeF(D):xeX,yeY},

Es decir, (X,Y)p es el conjunto de flechas con cola en X y cabeza en Y. Por ejemplo, para la digrafi-

ca D en la Figura ({vi,v2}, {v3,va})p = {vivz,vavs,viva}, ({v3,va}, {vi,v2})p = {vama} y
({vi,v2}, {vi,v2})p = {viva,vov1 }

Figura 1.2: Digréfica D y pseudografica dirigida D'.

Para X y Y subconjuntos ajenos de V (D), X — Y significa que para todo vértice x en X y para
todo vértice y en Y tenemos que x — y. Ademds, X = Y significa que (Y,X)p = 0. Finalmente,
X — Y denota que se tiene tanto que X — ¥ como X = Y. Por ejemplo, en la digrafica D de la
Figura[L.1} vy — {vi,v3}, {v2,va} = {vi,v3} y {v2,v4} > v3. De esta manera, si X y ¥ son sub-
digraficas de D entonces por X — Y ,X =Y y X — Y entenderemos V(X) — V(Y), V(X) = V(Y)
y V(X) — V(Y), respectivamente.

La definicion anterior de digrafica, implica el hecho de que permitimos la existencia de flechas
con los mismos vértices finales (por ejemplo, viv2 y vov; en la digrafica D de la Figura [I.2)), pero
no permitimos la existencia de flechas paralelas, ( también llamadas muiltiples), esto es, parejas de
flechas con la misma cola y la misma cabeza, o lazos (es decir, flechas cuya cabeza y cola coinci-
den) como en la digrdfica D’ de la Figura En el caso de que permitamos la existencia de estos
objetos, a D' la llamaremos pseudodigrafica.



CAPITULO 1. PRELIMINARES.

Sea N (v) el conjunto de vértices u en V(D) para los cuales v — u, es decir, Njy (v) = {u €
V(D) :v—u € F(D)}. A dicho conjunto, se le llama la exvecindad de V. A los vértices perte-
necientes a este conjunto los llamamos exvecinos de V. Sea N, (v) el conjunto de vértices w en
V(D) para los cuales w — v, es decir, N, (v) = {w € V(D) :w — v € F(D)}. A dicho conjunto, se
le llama la invecindad de V. A los vértices pertenecientes a este conjunto los llamamos invecinos
de V. A Np(v) = N} (v) UNp (v) se le llama la vecindad de v. A los vértices pertenecientes a este
conjunto los llamamos vecinos de v. En la Figura N (v1) = {va,v3,va} , Ny (v1) = {v2} y
ND(Vl) = {VQ,V3,V4}.

El exgrado de v es la cardinalidad de la exvecindad de v y se denota por d} (v). De forma anélo-
ga, el ingrado de v es la cardinalidad de la invecindad de v y se denota por d/, (v). Por ejemplo, en

la Figura diy(vi) =3,dp(vi) =1ydp(vi) =4.

Un vértice v de una digrafica D es llamado pozo si no tiene exvecinos, es decir, dz; (v) =0.De
manera andloga, un vértice v de una digrafica D es llamado fuente si no tiene invecinos, es decir,
dp, (v) = 0. Por ejemplo en la Figura el vértice v; es un pozo en D y el vértice v, es una fuente
enD.

Una digréfica es k-regular si todos los vértices de D tienen ingrado y exgrado k. Por ejemplo en la

Figura[l.3|

Figura 1.3: Digrafica D 2-regular.



1.1. DEFINICIONES BASICAS.

Dada una digréfica D, un semicamino es una sucesion (xp,xy, ...,x,) de vértices de D tales que
X; ¥ xi+1 son adyacentes para todo entero i € 1,2,...,n — 1. También se le llama (x, x, )-semicamino
donde x; y x, son los extremos del semicamino. La longitud de un semicamino (xy,xy,...,X,) €s n.
Si los extremos del semicamino son diferentes, se dice que es abierto; en otro caso, se dice que es
cerrado. Por V(W) denotaremos al conjunto de vértices del semicamino, es decir, a {xj,x2,...,x, }.
Dado un semicamino W en una digrafica D, cualquier arista de D que no esté en W y cuyos extremos
no sean vértices consecutivos en W se dice que es una diagonal de W. Una semitrayectoria es
un semicamino en el que no se repiten vértices. Un semiciclo es un semicamino cerrado cuyos
extremos son el tnico par de vértices que se repite.

Una trayectoria dirigida es una digrafica con conjunto de vértices {x;,xs,...,x,} y conjunto
de flechas {x; — xo —,...,— x,,}, tal que todos los vértices sean distintas. A tal trayectoria
dirigida la llameremos una (xj,x,)- trayectoria y la denotaremos por: x; — x; —,...,— X,. En
lo sucesivo, una (x,y)- trayectoria siempre significard una trayectoria dirigida de x a y, como en la

Figurdl .4

Figura 1.4: a) Trayectoria dirigida, b)Semitrayectoria, c) Semitrayectoria no dirigida

Un ciclo dirigido se define como un camino dirigido; la tnica diferencia radica en que es de
longitud al menos dos, y el primer y dltimo vértices son el mismo, como en la Figurdl.5]



CAPITULO 1. PRELIMINARES.

Figura 1.5: 4-ciclo dirigido y 2-ciclo dirigido

Dada una digréfica D y una trayectoria P en D, diremos que P es una trayectoria hamiltoniana
si P recorre todos los vértices de D. Dada una digréfica D y un ciclo C en D, diremos que C es un
ciclo hamiltoniano si C recorre todos los vértices de D.

Una grafica G es un conjunto de objetos llamados vértices o nodos unidos por enlaces llamados
aristas, que permiten representar relaciones binarias entre elementos de un conjunto. Tipicamente,
una gréfica se representa como un conjunto de puntos (vértices o nodos) unidos por lineas (aristas).
En las graficas dos vértices pueden ser o no, adyacentes pero la direccién pierde completamente su
relevancia. Por ejemplo la Figura[I.6

Figura 1.6: Gréfica G.
Una grafica orientada es una digréfica sin ciclos dirigidos de longitud dos y sin lazos. Por
ejemplo la Figura|l./
Una digréfica H es subdigrafica de una digrfica D, si V(H) C V(D), F(H) C F(D) y toda
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Figura 1.7: Gréfica orientada.

flecha en F(H) tiene ambos vértices finales en V (H). Si toda flecha de F (D), con ambos vértices
finales en V(H), estd en F (H ), decimos que H es inducida por X = V(H) (escribimos H = D(X))
y llamamos a H una subdigrifica inducida de D. Por ejemplo, en la Figura[I.8] la digrifica H con
conjunto de vértices {v,v2,v3} y conjunto de flechas {vjvy,vv3,v3v,} es subdigrafica inducida de
D. Por otro lado, la subdigrafica H' con conjunto de vértices {v,v2,v3,v4} y conjunto de flechas
{v1v2,v1v3,v3va,v4v } es subdigrifica de D pero no es una subdigrafica inducida de D.

Figura 1.8: Digréfica D, subdigrafica H de D, subdigrafica inducida H' de D.
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Si X y Y son subconjuntos de V (D), tales que hay una conexién completa entre X y Y y todas
las flechas entre vértices de X y vértices de Y estan todas dirigidas hacia Y, entonces decimos que
X domina a Y y usamos la notaciéon X — Y para referirnos a este hecho. Por la conexion entre dos
subdigraficas A y B de D, nos referimos al conjunto de flechas entre dichas subdigréficas en D.

Una digrafica semicompleta es una digrafica sin vértices no adyacentes (o bien, cualesquiera
dos vértices son adyacentes). Como en la Figura inciso a) Un torneo es una gréfica orientada
sin vértices no adyacentes (o bien, es una grafica orientada en donde cualesquiera dos vértices son
adyacentes). Como en la Figura(l.9] inciso b) En consecuencia, los torneos son una subclase de las
digraficas semicompletas.

Figura 1.9: a) Digrafica semicompleta D. b) Torneo 7.

Una digrafica localmente semicompleta es una digrafica D que satisface la siguiente con-
dicion: Para todo vértice x de D, el conjunto de vértices dominados por x (y respectivamente,
el conjunto de vértices que dominan a x) inducen una digrafica semicompleta, es decir, N (x) y
N~ (x) son digraficas semicompletas. Utilizaremos la abreviacion dls para referirnos a las digraficas
localmente semicompletas, Figura[I.10)].
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Figura 1.10: Digréfica localmente semicompleta D.

Una componente fuertemente conexa K de una digrifica D es la maxima subdigrafica para
la cual se cumple que para cualesquiera dos vértices x,y € K, K contiene una (x,y)-trayectoria y
una (y,x)-trayectoria. En la Figura tenemos una digrafica D y sus componentes fuertemente
conexas. Una digrafica D es fuertemente conexa si solamente tiene una componente. Nuevamente,
notemos que en la Figura[I.T1|1a digrafica A es fuertemente conexa. D es k-conexa si para cualquier
conjunto E de a lo mas k — 1 vértices, D — E es fuertemente conexa. Si D es fuertemente conexa,
y S es un subconjunto de V(D) tal que D — S no es fuertemente conexa, entonces, decimos que S
es un conjunto separador. En la Figura[I.11un conjunto separador de D es {v4,v7.} Un conjunto
separador es minimo si D — S no es fuertemente conexo, pero D — S’ lo es para cada subconjunto
propio ' de S, es decir, es el minimo nimero de vértices que necesitamos remover para desconectar
a la digrafica. En la Figura tenemos una digrafica D y sus componentes fuertemente conexas.
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Figura 1.11: Digrafica D, componentes fuertemente conexas de D: A, B, C.

Una digréfica D es la biorientacion de G si D se obtiene de G al reemplazar cada arista (x, y) de
G por x — y, y — x 0 ambas, exceptuando lazos. La grafica subyacente UG(D) de una digréfica
D es la unica grifica G tal que D es una biorientacion de G. Sea D una digréfica, y sea Gp su
grafica subyacente. Supongamos que las flechas de D son {fi,..., f»} y que las aristas de Gp son

{el,...,en}.

. b= , . . ~ ~ ~
Definimos G como la grafica dual de D, tal que G tiene aristas {e1,...,e,}, donde ¢; es dual a
e;. Asi, para construir la digrafica dual de D, %, asignamos orientaciones a las aristas, de forma tal
que cualquier par de vértices (e;,é;) forme una base en R?, orientada de manera positiva. Cuando

Dy D se dibujen en el plano las flechas de la primera serdn opuestas a las de la segunda, es decir,
para algun vértice x de D :

djy(x) = do (x) y dp () = d ()

Una digrafica D es conexa si su grafica subyacente es conexa. En la Figura podemos ver
a la digrafica conexa D y su gréfica subyacente.

Sean D una digréficay Ki,K>, ..., K sus componentes fuertemente conexas. Definimos la con-
densacion de D como D* = (V, F) tal que:
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Figura 1.12: Digrafica D, y digréfica subyacente Gp.

V(D*) = {K : K es una componente fuertemente conexa de D} y
F(D*)={K\K;:3vi € V(K|) y v, € V(K3),viv2 € F(D) y K] es distinto de K, }
Ademads, notemos que D* es una gréfica orientada, la cual puede tener ciclos no dirigidos Por
ejemplo, la Figura[[.13]

Figura 1.13: a) Digréfica D y su condensacién D*. b) Digrafica H y su condensacion H*.

10



CAPITULO 1. PRELIMINARES.

1.2. Resultados previos.

En esta seccidn estableceremos algunas propiedades de las digréficas, las cuales nos seran ttiles
en el siguiente capitulo de este trabajo, en el cual hablaremos sobre algunas propiedades basicas de

las digraficas localmente semicompletas.

Teorema 1.1. Sea D una digrdfica con V(D) como conjunto de vértices y m flechas. Entonces:

Y dt)= Y d()=m

veV (D) veV (D)
Demostracion.

SeaveV(D)yH,={v—w:weV(D),v—>wecF(D)}.
|Hy| =d " (v).
H,NH, =0sivy/ son distintos.

F(D)= U H).
veV (D)

Entonces, |[F(D)|= Y |H,)= Y dt(v).
veV (D) veV (D)

Anélogamente parad~(v). B

Teorema 1.2. Si en todo vértice x de una digrdfica D, d* (x) > 1, entonces D tiene un ciclo.

Demostracion.

Sea D una digrafica. Consideremos P = (vy,va,..., V) una trayectoria de longitud maxima en
D. Sabemos que d ™ (v;) > 1 para 1 <i <k, en particular d* (v;) > 1 entonces, existe un vértice w

tal que vy — w.

Caso i) w es un vértice de D — P.
Entonces vy — w , lo cual es una contradiccion, pues obtenemos una trayectoria de longitud

mayor que P.

Caso i1) w es un vértice de P. Entonces w es algin v; talque vy = w =v;paral <i<k—1
entonces D tiene un ciclo. H

Teorema 1.3. Si en todo vértice x de una digrdfica D, d~ (x) > 1, entonces D tiene un ciclo.

11
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Demostracion.

Sea D una digrifica. Consideremos P = (vy,vs,..., V) una trayectoria de longitud maxima en
D. Sabemos que d~ (v;) > 1 para 1 < i<k, en particular d~ (v;) > 1 entonces, existe un vértice w
tal que w — vy.

Caso 1) wes un vértice de D — P. Entonces w — v; lo cual es una contradiccion, pues obtenemos una
trayectoria de longitud mayor que P.

Caso ii) w es un vértice de P. Entonces w es alguin v; tal que w = v; — v para 1 < i < k, entonces D
tiene un ciclo. W

Teorema 1.4. Sea D una digrdfica y D* su digrdfica de condensacion. D es conexa siy solo si D*

es conexa.

Demostracion

[=>] Supongamos que D es conexa.
Sean {K,K'} C V(D*). Asi, K y K’ son componentes fuertemente conexas de D. {K,K'} C V(D)
y ambas son distintas del vacio.
Sean {v,v'} C V(D) talesque ve Kyve K’
Como D es conexa, existe un semicamino entre vy v'.
Sea (v = (v1,...,vr—_1,v;) = V') dicho semicamino en D.
Sea K; la componente fuertemente conexa de D que contiene a v;. Asi, K1, K>, ..., K, se puede refinar
a un semicamino, removiendo los posibles lazos.
Luego, este es un semicamino en D*.
Ahora, notemos que K1 = K y K, = K’. Por lo tanto, existe un semicamino en D* que une K y K,
luego, como K y K’ son cualesquiera dos vértices de D*, se sigue que D* es conexa.

[<=] Supongamos que D* es conexa.
Sean {v,v'} C V(D).
Sean K, K’ componentes fuertemente conexas de D, tales que vE Ky v € K'.
Si K = K’ entonces v y V' estdn fuertemente conectados, entonces existe una (v,V')-trayectoria en
D. En particular, existe un semicamino en D entre vy V.

Si K es distinta de K’, por ser D* conexa 'y {K,K'} C V(D*), entonces, existe un semicamino
enD*entre Ky K'.
Sea K = K;,...,K,_|,K, = K’ dicho semicamino (vamos a levantar dicho semicamino a D. Figu-
rdl.14).
Para cada i = 1,...,r — 1 sabemos que K; — K;| € F(D*) o K11 — K; € F(D*). Sean x;,y;y] €
V(D) tales que:
xi € V(K;) , yir1 € V(Kis1), Xi = yiy1 € F(D) o yir1 — xi € F(D).
Ahora, para cada i = 2,...,r — | tenemos que y;,x; € V(K;).
Si y; = x; no hay nada que hacer.
Si y; es distinto a x;, entonces, existe en K; una trayectoria que une y; con x;, sea esta:

12
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Vi =2y ey 25, 4585 = Xi-

Ademas, {v,x;} C K| = K, por lo tanto, si v es distinto de x, existe una trayectoria de v hacia x;.
Sea esta trayectoria:

V= zh...,z}l =xienD.

Similarmente si y, es distinto V', existe una trayectoria en D y, =2}, ..., Zs, = V.

Asi: v = z%, "'7Zs11 =X,y = z%, ...,zfz =X2,Yy3, ,zglill =Xp—1,Yr = 25y 25, =V

es un semicamino en D.

Como v y V' son cualesquiera dos vértices de D, se sigue que D es conexa. l

Figura 1.14: Levantamiento del semicamino en D* a D.

Corolario 1.1. Sea D una digrdfica y D* su digrdfica de condensacion. Entonces D* no tiene ciclos

dirigidos.
Demostracion.

Probemos la afirmacién por contradiccion.
Supongamos que D* si tiene ciclos dirigidos.
Sea y= (Kj,...,K,Ki) uno de ellos (r > 2) donde cada K; es una componente fuertemente conexa
de D.
Demostraremos que [ Ji_; K; es también una digrafica fuertemente conexa que contiene propiamen-
te a cada Kj, lo cual es claramente una contradiccion.
Recordemos el siguiente teorema que serd de utilidad para este propdsito.

Teorema*. Una digrafica D es fuertemente conexa si y s6lo si para toda particiéon de V(D) en
dos cunjuntos ajenos, Vi y V3, existe una V;V,-flecha y existe una V,V;-flecha.

Denotemos K = | Ji_; K; y sea Vi, V5 una particién de V (K).

13
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Caso 1. Existe i <i<ntalque V(K)) NV #0y V(K;) NV, # 0.

Sean V] =V(K;)NViy V; =V(K;) NV,

Claramente, {V{,V,} es una particién de V(K;) en dos conjuntos. Como K; es fuertemente conexa,
por Teorema*, existe V|V,-flecha en K y existe V,V/-flecha en K;, por lo tanto, existe V;V,-flecha
en K.

Caso 2. Para cada k < i <nsetiene que K;NV; =00 K;NV, = 0. Es decir, K; CV, 0 K; C V).
En este caso, sean

Vi = {Ki|K; CV1}

Vo ={Ki|Ki CV»}
Claramente, {V/,V,} es una particién de V (), que por ser un ciclo dirigido, es una digrafica fuer-
temente conexa, y por Teorema*, existe V;V>-flecha en ¥, y existe V,V;-flecha en 7.
Por lo tanto, existe V| V,-flecha en K, y existe V,V-flecha en K.
Concluimos que K es fuertemente conexa y contiene propiamente a K; que es una componente
fuertemente conexa, lo cual es claramente una contradiccién. H.

Similarmente a la prueba del teorema[I.4] podemos levantar este ciclo dirigido en D* a un ciclo
dirigido en D que pase por al menos un vértice de cada componente K;, luego K| =, ...,= K, esto
es una contradiccion a la definicion de condensacion. Esto conecta fuertemente a cada K;. W

Teorema 1.5. Si D es una digrdfica fuertemente conexa, no trival, entonces D tiene un ciclo.

Demostracion.

Sean x y x’ dos vértices distintos de D. Como D es fuertemente conexa, existen (x,x’)-trayectoria
y (x/,x)-trayectoria.
Sean:
X=X1,X2,0, Xp =X, 7 >2
X =X, X, =x,5>2
dichas trayectorias respectivamente.
Analicemos los siguientes casos:

i) Sir=s=2entonces x — X' — x y de esta forma obtenemos un 2-ciclo.
ii) Sir > 2,5 =2 entonces x; — xp — ... = X, — x1 y de esta forma obtenemos un r-ciclo.

iii) Sir=2,s > 2 entonces x; — x, —x, = x3 — ... = x,_; — x1 y de esta forma obtenemos
un s-ciclo.

iv) Si r,s > 2 entonces consideremos el camino dirigido x; — x, — ... = x, — x’2 — ... Xy
de la siguiente forma:

» Si la interseccién de los ciclos {x,x3,...,x,—1} N{x5,x5,...,x._, } es vacia, obtenemos
el siguiente ciclo:

14
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X=X =X ., X=X X)X =X

= Si dicha interseccion es no vacia, sea i = 2,3,...,r — 1 minima respecto a la propiedad
/ / /
Xl E {_XZ,XS», ...,XS_I}.

Astix=x1 =5 x2 =, ., 2 X =X — x;-H —,...,— X, = x obtenemos un ciclo.

Por lo tanto, D tiene un ciclo. Como en la Figura|l.15 B

Figura 1.15: Posibles ciclos de D.

Teorema 1.6. Toda digrdfica semicompleta es una digrdfica localmente semicompleta.

Demostracion.

Sea x un vértice de D. (Recordemos que el conjunto de vértices de D estd formado por {x} U
{NT(x)UN~(x)).
Consideremos la subdigrafica de D, inducida por N*(x), es decir, D[N (x)].
Sean wy,w, dos vértices en D[N (x)] C D, entonces wy,w; son vértices en D, entonces wy y wy son
adyacentes en D y esto implica que w; — wy en D, 0 wo — wy en D. Pero como wi,wy € NT(x),
entonces wi — wy en D[N (x)], o w, — wy en D[N (x)].
Como wy,w; son arbitrarios, entonces todos los vértices en D[N (x)] son adyacentes, es decir,
D[N (x)] es semicompleta. (Similarmente para D[N~ (x)]).
Como x es arbitrario, se sigue que D es localmente semicompleta. ll

Teorema 1.7. (Goldfeder). Una digrdfica es localmente semicompleta si y solo si toda semitra-

yectoria no dirigida tiene una diagonal.
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Demostracion.

[<=] Sea D una digrafica y supongamos que toda semitrayectoria no dirigida en D posee una
diagonal. Probaremos que D es localmente semicompleta.
Sea v un vértice de D y consideremos N1 (v).
Si N*(v) = 0 entonces, N* (v) es semicompleta.
Si [Nt (v)| = 1 entonces, N*(v) es semicompleta.
Si [Nt (v)| > 1 entonces, sean wy y w, dos vértices en N (v), entonces, (w1, v,w»)
posee una diagonal, w; — wp 0 wp — wy
Como w; y wy fueron arbitrarios, N (v) es semicompleta y de manera andloga, también lo es
N~ (v)
Como w; y wy fueron vértices arbitrarios de D, se sigue que D es localmente semicompleta.

[—>] Ahora supongamos que D es una digrafica localmente semicompleta.
Sea P = (vy,vs,...,V¢) una semitrayectoria no dirigida. Como P = (vy,vy,...,V¢) es no dirigida,
existe vconi=1,2,....k—ltalque: v; > vi_1 € F(D)yv; > viy; € F(D)ovi_y »vi€ F(D)y
viy1 — v; € F(D). Como en la Figura[l.16]

Figura 1.16: Diagramas de las semitrayectorias: a) vi_1 — v; € F(D) y viy1 — v; € F(D). b)
vi > vi1 €EF(D)yvi—=viy1 €F(D).
En el primer caso , v;_1,v;i+1 € N~ (v;) entonces, como D es localmente semicompleta, tenemos

que vi_1 — vi+1 0 viy1 — v;_1 de cualquier forma, obtenemos una diagonal en la semitrayectoria
no dirigida.

En el segundo caso, v;_1,v;+1 € NT(v;) entonces, como D es localmente semicompleta, tenemos

que vi—1 — vi+1 0 viy1 — v;—1 de cualquier forma, obtenemos una diagonal en la semitrayectoria
no dirigida. H

1.3. Definiciones complementarias.

Una digrifica D es localmente in-semicompleta si para todo vértice x de D, los invecinos
de x inducen una digréafica semicompleta. De manera andloga, una digrafica D es localmente ex-
semicompleta si para todo vértice x de D, los exvecinos de x inducen una digrafica semicompleta.
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Una digréfica D es localmente semicompleta si es tanto localmente in-semicompleta como
localmente ex-semicompleta. Por ejemplo la Figura ilustra estos tipos de digraficas. Una
digréfica localmente in-semicompleta sin 2-ciclos es una digrafica localmente in-torneo; llama-
das con frecuencia como in-torneos locales. Similarmente, podemos definir digraficas localmente
ex-torneos; llamadas con frecuencia como ex-torneos locales, y digraficas localmente torneos,
también llamadas torneos locales.

Figura 1.17: Digrafica D que es localmente ex-semicompleta pero no in-semicompleta.

Sean 71 y 7> dos uv-trayectorias dirigidas. Decimos que 77 y 7> son internamente ajenas si
V(T1)NV(Tz) = {u,v}.

Una digrafica D es mezclable por trayectorias, si para cualquier eleccion de vértices x,y €
V(D) y para cualquier par de (x,y)-trayectorias internamente ajenas, P, Q, existe una (x, y)-trayectoria
Ren D, talque V(R) =V (P)UV(Q).

La mezclabilidad por trayectorias se puede generalizar de la siguiente manera:

Una digrifica D es mezclable por in-trayectorias si, para todo vértice y € V(D) y para toda pareja
de trayectorias P, Q, internamente ajenas con vértice terminal comun y, existe una trayectoria R tal
que V(R) =V (P)UV(Q), la trayectoria R termina en y y comienza en un vértice que es inicial o en
P, o en Q o en ambas. En consecuencia, toda digridfica mezclable por in-trayectorias es mezclable
por trayectorias. Sin embargo, es facil ver que el converso no es cierto, como en la Figura[I.T§]

Una digréfica de n vértices es circular si podemos etiquetar sus vértices vy, vy, ...,v, de forma
tal que para cada i, tenemos que N (v;) = { Vi1, Viyat(v) Y N~ (Vi) = {Vica-(v)s -+ vi-1} (todos
los subindices se toman mdodulo n).

Nos referiremos a 1 ordenamiento vy, vy, ..., v, como etiquetado circular de D.

Por ejemplo la Figura[I.200N " (1) = {2}, N*(2) = {3,4,5}, N*(3) = {4,5,6} , N*(4) = {5,6} ,
NT(5)={6}.NT(6)=0yN (1)=0.N"(2)={1} . N (3)={2}. N (4)={3,2} . N (5) =
{4,3,2}, N~ (6) = {5,4,3}.
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Figura 1.18: a) Digréfica mezclable por trayectorias. b) Digrafica mezclable por in-trayectorias.

Mais adelante veremos que las digraficas circulares forman una subclase de digraficas local-
menmte semicompletas.

Una digrafica D localmente semicompleta es circularmente descomponible si existe un torneo
local circular R con r vértices (r > 2) tal que D = R][S},...,S,]|, donde cada S; es una digrafica
semicompleta fuertemente conexa. Llamaremos a R[S, ..., S,] una descomposicion circular de D.
En otras palabras, supongamos que R es un torneo local circular con r vértices (r > 2) y que Sy, ..., S,
son digrificas semicompletas fuertemente conexas.

Definimos la composicion de Sy, ..., S, con formato R, como:

V(R) ={wi,...;wn},

R[Sy,....S/| = Z,

V() = UV (S)),

F(Z) ={vi—=ViviV,eV(S) yvi—=Vvie F(S)}U{vi—v;:vieV(S),v; € V(S;) coni distinto
de jywi—wj € F(R)}.

Por ejemplo, la Figura[I.19|
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Figura 1.19: Descomposicion circular de D.

Una flecha x — y de una digréfica D es ordinaria si y — x no es flecha en D. Un ciclo o una
trayectoria Q de una digrafica D son ordinarios si todas las flechas de Q son ordinarias.

Figura 1.20: Digréfica circular con etiquetado circular.

Una digrafica D es un arbol orientado si D es una orientacion de un arbol.
Una digrafica T es un ex-arbol si 7' es un arbol orientado con sélamente un vértice v de ingrado
cero. Andlogamente, Una digrafica T es un in-arbol si 7 es un arbol orientado con s6lamente un
vértice v de exgrado cero. es decir, con una unica fuente 6 un tinico pozo, respectivamente.

19



1.3. DEFINICIONES COMPLEMENTARIAS.

Figura 1.21: La digrédfica D tiene una ex-ramificacion con raiz v. H contiene una in-ramificacion

con raiz w y L no tiene ninguna ramificacion.

El vértice v es la raiz de 7. Si un ex-arbol T es la subdigrafica generadora de D, entonces
decimos que T es una ex-ramificacién y utilizaremos la notacién B, para referirnos a esta. Si-
milarmente, Si un in-arbol 7" es la subdigrifica generadora de D, entonces decimos que 7 es una
in-ramificacion y utilizaremos la notacién B,, para referirnos a esta.

Por ejemplo la FigurdI.21]
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2. Propiedades basicas de las digraficas local-

mente semicompletas.

En este capitulo, se estudiardn las relaciones que existen entre las digraficas localmente se-
micompletas (respectivamente localmente in-semicompletas y localmente ex-semicompletas) con
otras clases importantes de digraficas y también se exponen detalladamente propiedades de las
digraficas localmente semicompletas que serdn usadas en el siguiente capitulo y nos permitiran
comprender la caracterizacion de las localmente semicompletas y de esta manera, obtener la carac-
terizacion de las niicleo imperfectas criticas localmente semicompletas.

2.1. Localmente in-semicompletas y ex-semicompletas.

Teorema 2.1. Toda digrdfica localmente ex-semicompleta (in-semicompleta) es mezclable por

trayectorias.

Demostracion.

Sean D una digrafica localmente ex-semicompleta, {x,y} C V(D) y Py Q (x,y)-trayectorias
tales que V(P)NV(Q) = {x,y}. Denotemos a P y Q como:
P=y1,y2,-; Yk
0=21,22,.-,2
X=N=YVe=Y=U-

Demostremos la afirmacién por induccién sobre |F(P)|+ |F(Q)].
Si |F(P)|+|F(Q)| =2, entonces obtenemos una (x,y)-trayectoria de longitud uno.
|

Si |F(P)|+ |F(Q)| = 3, entonces obtenemos una (x,y)-trayectoria R de longitud dos.

Asi, supongamos que |F (P)|+ |F(Q)| > 4. Como D es ex-semicompleta, ya que x — y, € F (D)
y x — 72 € F(D) tenemos que y, — z3 0 2o — y» 0 ambas. Al remover el vértice inicial x, obtenemos
P', Q' trayectorias internamente ajenas, tales que |F(P")|+ |F(Q")| = |F(P)|+ |F(Q)|—1.
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Supongamos que la afirmacién es viélida para |F(P)| + |F(Q)| — 1, asf, inductivamente, existe R/,
una (x/,y)-trayectoria en D con X' =y, , tal que V(R') =V (P UV (Q').

V(P')=V(P)\{x}

V(Q') =V(Q)\{x}u{x}

P\ =y2,y3,.., )k

Q' =y2,20,..,2

Asi, R’ es una trayectoria tal que V(R') = V(P ) UV (Q')

R =wi,wy,...;wy, donde m = |[F(P')|+ |[F(Q")| =2, wi =X =y, wp = .

Asi, R =x,w,wy,...,w;,, €s una trayectoriaen D y

V(R) = {x}UV(R) = {x}uV(P)UV(Q") =V(P)UV(Q). R

Teorema 2.2. Toda digrdfica localmente in-semicompleta (ex-semicompleta, respectivamente) es

mezclable por in-trayectorias (mezclable por ex-trayectorias, respectivamente).

Demostracion.

Seany € V(D) y P,Q (a,y)-in-trayectorias tales que V(P°) NV (Q°) = 0, (P° entenderemos el
interior de la trayectoria), a es el punto inicial de P 6 a es el punto inicial de Q.

P =Y1,Y25---3 Yk
0=1721,22,-2
Yk =Y=2.

Demostremos la afirmacién por induccién sobre |F(P)|+ |F(Q)|.

Si |F(P)|+|F(Q)| =2 obtenemos una (x,y)-trayectoria de longitud uno.
Como D es in-semicompleta, {y;,z;} € N~ (y), tenemos que y; — z; 0 z; — y;. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que y; — zj, entonces obtenemos R = y1,z1,y.

Supongamos que la afirmacion es vdlida para |F (P)|+ |F(Q)| < n.
Demostremos que la afirmacién es vélida para |F(P)| + |F(Q)| = n.
Notemos que {yx_1,z1-1} € N~ (y), entonces yx_1 — 2j—1 0 Zj—1 — Vk_1-
Sin pérdida de generalidad, supongamos que y;_| — ;1.

Seay =z 1, P =y1,52, k- 1,21, Q' = 21,22, -, 21

Asi, P, Q' son (a,y)-in-trayectorias y |[F(P')|+|F(Q")| = |F(P)|+ |F(Q)|— 1 =n—1.
Por hipétesis de induccion existe R’ trayectoria en D tal que:
i) V(R)=V(PYuVv(Q).
ii) R’ terminaeny'.
iii) El inicio de R’ es y; o z1, es decir, es a.

SeaR' =wi,wy,...wutalque w; =yi0z1 ywn =y =z,_1.
Sea R = wy,w»,...,wy,,y una trayectoria en D. Asi, y es vértice terminal de R, el inicio de R es un
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vértice de Pode Qy V(R) = V(R)U{y} = V(P)UV(Q)U{y} = V(P)UV(Q). B

Lema 2.1. Toda digrdfica localmente in-semicompleta, conexa , tiene una ex-ramificacion.

Demostracion.

Sea D una digrafica localmente in-semicompleta, conexa. Queremos demostrar que una sub-
digrafica de D contiene una dnica fuente.
Sabemos que D* es conexa, pero no fuertemente conexa; entonces D* tiene al menos dos compo-
nentes fuertemente conexas.
Supongamos que K y K’ son componentes fuertemente conexas de D y ambas son fuentes en D*.
Como D* es conexa,existe una trayectoria P, no dirigida que une a K y K’ en D*.
Tomemos dicha trayectoria de longitud minima.
SiP=Y,Y,,.. . Ystalque Y =K ,Y,=K'yY; =Y, 0Yi | — Y.
Como Y; y Y, son fuentes, Y| = Yoy Yy — Y_1.
Por lo tanto, existe un vértice Y; talque 2 <r <s—1,Y;,_ 1 = Y, < Y;11.
Pero esto implica que {Y;_1,Y;+1} C N~ (¥;) y de esta forma, como D es localmente in-semicompleta,
Y;_1,Y:,1 son adyacentes y asi, obtenemos una trayectoria P’ de menor longitud que P. Pero esto
es una contradiccion.
Por lo tanto, D tiene una tnica fuente.ll

Teorema 2.3. Sea D una digrdfica localmente in-semicompleta.

(a) Sean A y B dos componentes fuertemente conexas distintas en D. Si un vértice a € A domina

a algiin vértice en B, entonces a — B.

(b) Si D es conexa, entonces D* tiene una ex-ramificacion.

Demostracion.

(a) Sean b € By a € A tales que a — b. Como B es fuertemente conexa, para todo b’ € B existe
(b',b)-trayectoria, P = yy,...,y; en B, tal que y; = b, y, = b.
Entonces, {y;_1,a} CN~(b), luego, a — yr_1 0 yp_1 — a.
Si yx_1 — a, entonces A C B (D* no tiene 2-ciclos).
En consecuencia, a — y;_, mediante un razonamiento similar, obtenemos que a — y;_» y
asi sucesivamente hasta a — b’. Como b’ es arbitrario, a — B.

(b) Probemos que D* es localmente in-semicompleta.
Sea K € V(D*) y supongamos que {K’,K"} C N~ (K) en D*.
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Como K' e N~ (K), existe y € K’ tal que y — x con x € K; entonces, por (a), tenemos que

y— K.

Como K" € N~ (K), existe y € K" tal que y) — w con w € K entonces, por (a), tenemos que
y — K.

Seax € V(K), entonces {y,y'} CN~(x) en D, luego,y —y 0oy —yyasi, K' K" o K" =K
en D*.

Por lo tanto, N~ (K) es semicompleta y como K es arbitrario, D* es in-semicompleta. Por el
lema[2.1] D* tiene una ex-ramificacion. l

2.2. Digraficas circulares.

Observacion 2.1. Si D es una digrdfica circular, fuertemente conexa, entonces D tiene un ciclo
hamiltoniano.

Demostracion.

Como D es fuertemente conexa, d*(v) > 1 para todo v € V(D). Sea vy,...,v, el etiquetado

circular de D. Notemos que para vi, N¥(v;) = {Vit1,..,Vizgt(v) }> asi, vip1 € N7 (v;), por tanto,
V1,V2,V3, ..., Viu_1,Vn, V1 €s un ciclo hamiltoniano en D. B

Teorema 2.4. Toda digrdfica circular es localmente semicompleta.

Demostracion.

Sean D una digrafica circular y vy, ..., v, un etiquetado circular de D.
Sean v; € V(D) y {x,y} € N (v;) tales que x y y son distintos.
Probaremos que x y y son adyacentes.
Supongamos, sin pérdida de generalidad que v;,x,y aparecen en orden circular en el etiquetado
circular vi, vii1,...,X,...,y = vj, e Vidkd+ (vy)-
Como v; — y y los invecinos de y aparecen consecutivamente precediendo ay = v;:
N_(y) = {VJ'_l, e Vi, ...,vj_d_(vj)}.
Tenemos que x € N~ (y) y por tanto, x — y. Asi, x,y son adyacentes.
En consecuencia, N* (v;) es semicompleta. Andlogamente, N~ (v;) es semicompleta. H

Lema 2.2. Si D es una digrdfica circular, entonces, para cada vértice x de D, la subdigrdfica

inducida por N*(x) NN~ (x) no contiene ciclos asimétricos.

Demostracion.
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Si N*(x) NN~ (x) = 0 no hay nada que demostrar.
Supongamos que existe x € V(D) tal que la digréfica inducida por N* (x) "N~ (x) contiene un ciclo
ordinario C.
Sea vy, ...,v, un etiquetado circular de V(D).
Como podemos rotar dicho etiquetado circular, podemos suponer que x = vj.
Como N (x) ={va,...i }, 2<k < |V(D)| y N~ (x) = {vp_1,--s }, 2 < I < [V(D)].
Sik<1I,N"(x)NN(x) =0, pero asumimos que dicha interseccion era distinta del vacio, entonces
I < k, pero esto implicarfa que si [ = k entonces N (x) NN~ (x) = {v}, pero éste no es un ciclo
ordinario. Por tanto, [ < k.
Como C es ordinario en la digrafica inducida por N (x) NN~ (x), entonces, V(C) C {vy,..., v }. Sea
i=méax{j:v; € C}. Seav; € V(D) tal que v; — v; estd en C. Como v; estd en C, entonces j < i.
Asi, {vi,v;} CCyCCN*(x)NN~(x) entonces vi € N~ (v;), pues v; ENT(v;) yv; € N~ (v;), pues
v; = v; € F(D), ya que C es ordinario.
Esto contradice la suposicién de que vi,...,v, es un etiquetado circular de V(D). Por lo tanto,
N7 (x) "N~ (x) no contiene ciclos asimétricos. l

Teorema 2.5. (Huang) Una digrdfica localmente semicompleta conexa D es circular si 'y solo si

las siguientes afirmaciones se cumplen para cada vértice x en D.

(a) N*(x) =N~ (x) y N (x) — N (x) inducen torneos transitivos.

(b) N*(x) NN~ (x) induce una subdigrdfica semicompleta que no contiene ciclos ordinarios.
Corolario 2.1. (Bang-Jensen) Un torneo local D es circular conexo siy sélo si para cada vértice
xen D, NT(x) y N~ (x) inducen torneos transitivos.

Demostracion.

[—>] Supongamos que D es un torneo local conexo circular. Entonces, por el teorema
N*t(x) =N~ (x) y N~ (x) — N*(x) inducen torneos transitivos, pues N*(x) =N~ (x) = NT(x) y
N~ (x) =N*(x) =N (x) ; puesto que N*(x) NN~ (x) = 0 ya que D es torneo y no tiene 2-ciclos.
Asi, N*(x) y N~ (x) inducen torneos transitivos.

[<=] Supongamos que D es un torneo local conexo y que para cada vértice x en D, N*(x)
y N~ (x) inducen torneos transitivos. Como N*(x) =N~ (x) = N"(x) y N~ (x) =N (x) = N~ (x),

ya que D es torneo, inducen torneos transitivos, D satisface (a) del teorema [2.5]y trivialmente, se
cumple (b) del teorema [2.5]y esto implica que D sea circular. i
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2.3. Digraficas localmente semicompletas conexas.

Teorema 2.6. Si D es una digrdfica localmente semicompleta, conexa, pero no fuertemente cone-

xa, entonces, para D, se cumple lo siguiente:

(a) Si Ay B son dos componentes fuertemente conexas de D con al menos una flecha entre ellas,
entonces A— B 6 B— A.

(es decir: paracadax c AyyeEB,x —yyy-»xodparacadaycE ByxceA, y—>xyx—-»y).

(b) Si Ay B son componentes fuertemente conexas de D tales que A — B, entonces tanto A como

B inducen digrdficas semicompletas.

Demostracion.

(a) Sean A y B componentes fuertemente conexas de D tales que existe al menos una flecha entre
AyB.
Como A UB no es fuertemente conexa, todas las flechas entre Ay Bvande A a Bo, de B aA.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que las flechas van de A a B.

Sean x en A, y en B tales que x — y y x’ cualquier vértice en A tal que x’ sea distinto a
X.

Como A es una componente fuertemente conexa de D, existe una (x,x’)-trayectoria dirigida:
X=2x] — X3 — ... — x, = x’ dicha trayectoria en A.

Entonces, x; y y son exvecinos de x.

Como D(N*(x)) es semicompleta, tenemos que: x, — y 0y — x3 Si y — x; entonces D(AUB)
seria fuertemente conexa, y ésto es una contradiccion. De esta forma, x, — y. Siguiendo este
razonamiento, obtenemos que: x3 — y,xX4 — y,...,X —y

Como x’ es arbitrario, entonces tenemos que para todo x en A, x — y, con y € B.
Ahora queremos ver que A — B.

Si B =yentonces A — B

Supongamos que B es distinto a y y, sea y’ en B tal que y sea distinto a y'.

Como B es fuertemente conexa, existe una (x,x’)-trayectoria dirigida en B.

Seay’ =y; — y» — ... — y; = y dicha trayectoria en B.
Entonces, y;_1 y x estdn en la invecindad de y.

Como N~ (y) es semicompleta, pasa que x — ys_1 0 ys_] — X.
Si ys—1 — x entonces D(A U B) seria fuertemente conexa, y ésto es una contradiccion. Por
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tanto x — y,_, argumentando de esta manera, obtenemos que: x — ys_2,...,X —>y .

Como Y’ es arbitrario, entonces tenemos que para todo y en B, x — y.

Asi, para todo x en A y para todo y en B, x — y y, por lo tanto, A — B.
La prueba se ilustra en la Figura 2.1]

Figura 2.1:

(b) Sean A y B componentes fuertemente conexas de D, tales que A — B.
Consideremos D(A) la subdigrafica inducida por A. Sean wy,w; dos vértices en D(A). Como
B es distinto del vacio, existe y en B

Notemos que wy,w; estdn en la invecindad de y, entonces, w; — wy 0 wp — wi, puesto
que D(N~(y)) es semicompleta entonces, w; — wp 0 wp — wj en A.

Como wy,w» son arbitrarios, se sigue que A es semicompleta.
Para B el razonamiento es similar. ll

Teorema 2.7. Si D es una digrdfica localmente semicompleta, conexa, pero no fuertemente cone-

xa, entonces D* es una digrdfica localmente semicompleta conexa.

Demostracion.

Por el teorema [I.4] sabemos que D* es conexa. De esta manera, sélo falta demostrar que D* sea
localmente semicompleta.
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Sea K € V(D*) y consideremos NJ.(K). Si |[N;;.(K)| < 1, entonces D* es localmente semicomple-
ta.

Supongamos que |N;. (K)| > 2. Sean {L,L’} C Nj}.(K), entonces KL,KL' € F(D*). Entonces, exis-
tenx,xX € K,ye L,ye L talesquex—ye F(D)yx —y € F(D).

Asi, por el teorema a), D es localmente semicompleta. Entonces, K — L y K — L’. Entonces
x—y€F(D)yx —y € F(D). De esta manera, y,y' € Nj(K) y asi, y,y' son adyacentes en D.
Esto implica que L, L’ sean adyacentes en D*.

Como L, L’ son arbitrarios, N}, (K) es semicompleta. (De manera andloga para Ny, (K).

Como K es arbitrario, D* es localmente semicompleta. l

Teorema 2.8. Si D es una digrdfica localmente semicompleta conexa, pero no fuertemente conexa

y D* su condensacion, entonces, D* tiene una tinica fuente y un vinico pozo.

Demostracion.

Sélo demostraremos el caso en el que tenemos un tnico pozo, el caso para una tnica fuente se
deduce del caso para el pozo aplicado a D . Probemos primero la existencia de pozos.
Supongamos que D* no tiene pozos. Entonces, dg* (K) > 1 para todo K en V(D*) y entonces, por
teoremaD* tiene un ciclo dirigido. Esto es una contradiccion, pues Dx es aciclica. Por lo tanto,
existen pozos.

Probemos ahora la unicidad. Supongamos que D* tiene al menos dos pozos. Sean estos K 'y K’
tales que K y K’ son distintos. Entonces {K,K’} C V (D), entonces existe una trayectoria de longi-
tud minima en D*, que une a K y K’. Sea ésta: K = K1,K>,...,K, = K'. Como K y K’ son pozos,
dicha trayectoria no es dirigida, por lo tanto, la trayectoria mencionada es una semitrayectoria no
dirigida en D*.

De manera similar al teorema [1.4]esta semitrayectoria en D* a una semitrayectoria en D. Suponga-
mos que esta €s: X1,X2,...,Xg , § > F.

Atin mas, en virtud del teorema 2.6 a) podemos construir un levantamiento de K, K>, ..., K, de la
forma x1,x3,...,x, conx; € K;parai =1,...,r.

Como x1,x2,...,X, €s una semitrayectoria no dirigida en D y D es localmente semicompleta, se
sigue que posee al menos una diagonal, por el teoremal[l.7]

Sea esta diagonal x; — x; € F(D) coni,j € {1,...,r} y |i— j| > 2. Luego, K; = K; € F(D*) y
por lo tanto K1, ..., Kinin{i j1» Kmax{i, j} + - --» Kr €8 una semitrayectoria de longitud menor que r, lo cual
contradice el hecho de que la trayectoria K1, K>, ..., K, sea minima.

Por lo tanto, D* tiene un tnico pozo. A

Teorema 2.9. Si D es una digrdfica localmente semicompleta conexa, pero no fuertemente co-

nexa, entonces, las componentes fuertemente conexas de D pueden ser ordenadas de manera
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tinica K1,K;,...,K, tal que no existan flechas de K; a K; para j > iy K; domina a K;\ para

i=1,2,..,r—1.

Demostracion.
Como D no es fuertemente conexa entonces, tenemos al menos dos componentes fuertemente co-
nexas. Por induccién sobre |V (D*)|.
Si |[V(D*)| = 2, entonces D* es una digrafica conexa en dos vértices sin 2-ciclos. Entonces D* es
una trayectoria de longitud dos K; — K> (si K — K| renombramos las componentes). De donde se
sigue toda la afirmacién.

Supongamos que la afirmacién es vélida para |V (D*)| = r— 1, donde r > 2. Sabemos que D*
tiene un Unico pozo, por el teorema Al remover de D los vértices de esta componente, obtene-
mos una digrafica D'.

Asi: D' = D*— pozo, |V(D*)| =r—1. Ademds D' es localmente semicompleta, conexa, pero
no fuertemente conexa, por hipdtesis de induccion. Las componentes fuertemente conexas de D
pueden numerarse como K, ..., K,_| de forma tal que:

1) Nohay flechasde K; aK;si j>i,1<i, j<r—1.
i) K; — K;1 paratodai=1,2,...,r—2.

Asi, las componentes fuertemente conexas de D, son Ki,...,K,_1 y al pozo que removimos
llamémosle K.
Como K es un pozo de D*, se sigue que K, no tiene flechas hacia K1, ..., K,_1. Entonces K no tiene
flechas hacia K; si j > i, paratodo i, j € {1,2,...,r}. Luego, tan sélo falta demostrar que K, — K.
Como D* es conexa, esta K, es adyacente a algin K; coni=1,....,r — 1. Tomemos i como el maxi-
mo.
Pero como K, es un pozo de D*, se sigue que K; — K, € F(D)
si i =r— 1 ya terminamos.
sii<r—1,entoncesi+ 1 <r—1y porlo tanto, K; ;1 y K, son exvecinos de K;. Entonces K;1 y K
son adyacentes ( D* es localmente semicompleta). Pero el hecho de que K; | y K; sean adyacentes
es una contradiccion, pues i era maximo.
Porlotantoi=r—1yK,_1 - K,.

Corolario 2.2. Sean D una digrdfica localmente semicompleta conexa, pero no fuertemente cone-
xa, y D1,D»,...,D, las componentes fuertemente conexas de D etiquetadas seguin el teorema
Entonces existe un torneo local R, tal que D tiene una descomposicion circular D= R[D1,D, ...,D,).

Mads atin, esta descomposicion es unica.

Demostracion.

29



2.3. DIGRAFICAS LOCALMENTE SEMICOMPLETAS CONEXAS.

Sean Di,D>,...,D, componentes fuertemente conexas de D que satisfacen : D; — D;y1 y
D; -+ D; sij > i.
Es decir, se satisfacen los incisos (a) y (b) del teorema 2.6
Sea R tal que V(R) = {Dy,D»,...,D,} y F(R) ={D;D; : D; = D;}.

Asf:

= R es digrafica.

= R no contiene 2-ciclos, pues si D;D; € F(R) entonces, D; = D; y si i < j, D; » Dj, esto

implica que D;D; ¢ F(R).

R es localmente semicompleta. Sean D; € V(R), {Dj,,Dj,} C N*(D;). Sean v € V(D;) y
wr € V(Dj,), k=1,2.

Por tanto, como D;D, € F(R) entonces D; — D, , entonces v — wy y por lo tanto, {wy,w,} C
N*(v), en consecuencia, w; y wy son adyacentes y por el teorema (@), Dj — Dj, o
Dj, = Dj,.

En cualquier caso, Dj, y D}, son adyacentes en R.

Como Dj, y Dj, son arbitrarios, N (D;) es semicompleta. Similarmente para N~ (D;).

R es circular. Consideremos N (D;).

Si N*(D;) = 0 no hay nada que demostrar.

Supongamos que N (D;) es distinta del vacio.

Sea j=max{j € [i+1,n]:D; = Djsiysoélosi(D;Dj€ F(R)} coni< jporque D; - D; si
i>i)

Afirmamos que N (D;) = {Di1,...,D;}.

Claramente, {D;y1,D;} C Ng (D;).

Asi: D; — Dj y Dj—l — Dj.

Por lo tanto, {D;,D;_1} C N (D).

Como R es semicompleta, D; y D son adyacentes. D; — Dj 1 0D; 1 — D;,peroi < jy
esto implicaque i < j— 1.

Sii= j— 1, entonces Ny (D;) = {D;41} el cual es un etiquetado circular.

Sii< j—1,entonces D;j + D; , por tanto , D; — D; 1y asi, D; | € Nt (D;). Continuando
de esta forma, obtenemos que N (D;) = {Djt1,...,D;} y dg (D;) = j— 1.

Similarmente para N~ (D;).

Por lo tanto, R es circular.

Ahora probemos que R es tnico. Si R[Dy,D;,...,D,] = R'[D1,D,,...,D,], entonces condensamos y
obtenemos que R = R'. .
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Teorema 2.10. Sean D una digrdfica localmente semicompleta conexa, pero no fuertemente co-

nexay D1,D>,...,D, la ordenacion aciclica de sus componentes fuertemente conexas. Entonces D

se puede descomponer en r > 2 subdigrdficas inducidas Dy, D}, ...,D; tales que:
" D’1 = Dp.
» Sea Ay =pyAiri =min{j:N*(D;)NV (D)) #0} coni=1,...,r—1.
» D, =D[V(Dy,,)UV(Dy, ,41)U..UV(Dy_y)] coni=1,...r—1.

Las subdigrdficas D), D), ..., D, satisfacen las siguientes propiedades:

(a) D) consiste de ciertas componentes fuertemente conexas de D'y es semicompleta para cada

i=1,..,r

(b) D), | domina a la componente inicial de D} y no existen flechas de D) a D} | para cualquier

i=1,...,r—1

(c) Sir >3, entonces no existen flechas entre D y D', para i, j que satisfagan |j—i| > 2.

Para una digréfica localmente semicompleta conexa, pero no fuertemente conexa, la sucesion
tnica D}, D}, ..., D, definida en este teorema se llama la descomposicién semicompleta de D. Vea-
mos como funciona:

SeaD|:=D,, A =p.

Ahora: Como p—1€ {j € [l,p] : N"(D;)NV(D}) # 0}, pues, D,_1 — D, =D} y N} (Dp_1) =
{D,}. En la condensaci6n de D. Por teorema 2.6] (a).

Asi, existe : Ay :=min{j: N*(D;) NV (D)) # 0}.

Sea D), = D[V(D;,)U...UV(Dy, _1)].

Si A, = 1, entonces no hay nada que demostrar.

Si A, # 1, entonces, Dj,_1 — Dy,.

P(?r lo tanto, D, C N+(D/1i+1—1,) NV(D}) # 0 para i = 1, entonces,
{je[l,Aa—1]:NT(D;)NV(D}) # 0} #0.

Asi, existe : A3 :=min{j: N*(D;)NV (D)) # 0}.

Sea Dy = D[V(D;,)U...UV(Dy,_1)].

Si A3 = 1, entonces no hay nada que demostrar.

Si A3 # 1, entonces,Dy,_| — Dy,.

Por lo tanto, Dy, C N*(Dy, ,_y) NV (D}) # 0 para i = 2, entonces,

{jell,A3—1]: NT(D;)NV (D) # 0} # 0. Existe D, ;. En general, dado A; # 1, definimos:
Jisr = min{j: N (D) V(D)) £ 0} y

Dy, = DIV(Dy,, ) UV (Dy., 1)U UV (D;, )]

El procedimiento se ilustra en la Figura
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Demostracion.

(a)
(b)

(©)

La afirmacion es clara, por construccion.

La componente inicial de D es D;, (Por la forma del ordenamiento aciclico de las compo-
nentes fuertemente conexas y por construccion).

Sea D componente de D/, es decir, ;11 < j < A;— 1, entonces: D, , estalque N*(Dy,, )N
V(D)) #0.

Seaw e NT (D/MH) NV (D), entonces, w € D;, Dy componente de D}, con A; < s < A;—1 — 1.
Asi, D), , — Ds, puesto que el conjunto se flechas de D), a D es no vacio. (Por teorema
2.6l (a)).

Si A; = s, entonces D), | — Dj,.

SiA; # s, entonces Dy, | — Ds < D51y A1 #5—1, (pues si Ai1 =s— 1, entonces A; = s).
Asi, D/li+1 —Ds_10Dg_1 — D;LiJrl'

Como A —1<s—1<A_1—2y A1 <A — 1 Esto implica que A;;1 < s— 1, y por tanto
Dy + Djy,,,. (Por teorema (a).)

En consecuencia, D A — Ds—1. Continuando de esta manera, obtenemos D A — D

Si j = Aiy1, entonces D; — Dj..

Si j # Ait1, entonces Dy, < Dy, — D%f+1+.1 y A # Aiy1+ 1, entonces Dy, — Dy, 41 O
Dj,.,+1 = Dy, pero A;41 < A; — 1 y esto implica que 4;1 + 1 < 4; y de esta manera obtene-
mos que Dy, - Dy, 1 1-

En consecuencia, Dy, 1 — Dj,. Continuando de esta forma, obtenemos D — D,,.

Como j es arbitrario y tal que D; — D;_ paratoda 441 < j < A;— 1 tenemos que D 11— Dy,
(Obsérvese que Dy, es la componente inicial de D).

Probemos esta afirmacién por contradiccion.

Sean D'y D/j con |i — j| > 2 y supongamos que hay flechas entre ellas.
Asi, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que i < j, de esta forma,
Afirmamos que no hay flechas de D} a D).

Supongamos que si las hay. Entonces hay una flecha entre Dy, componente de D., y Dy,
componente de D’j. Tales que A; <s <A1 —1yA; <t < Aj_; — 1, respectivamente.

Pero como i < j, Aj < A;, entonces ¢ < sy esto quiere decir que hay flechas de Dy a D;, pero
esto es una contradiccion.

Luego, no hay flechas de D'; a D;.

Supongamos que Dy es componente de D’j, tal que D; tiene flechas a D).

Entonces s € {j: N*(D;) NV (D}) # 0}.

Entonces A;11 <s < A; — 1. Asi, Dy es componente de D;H'

En consecuencia, D;- =D, 41 Y por tanto j =i+ 1. Lo cual contradice la hipdtesis. B

i—jl=j—1>2.
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Figura 2.2: Descomposicion semicompleta de D.
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3. Caracterizacion de las digraficas N.I.C. lo-

calmente semicompletas.

En este capitulo, se introduce el concepto de nucleo en una digréfica, y se estudian cuidado-
samente condiciones suficientes para la existencia de nucleos en ciertas clases de digraficas; por
ejemplo, las semicompletas, aciclicas, transitivas y finalmente, se obtiene una caracterizacion de
las digraficas nicleo imperfectas criticas localmente semicompletas.

3.1. Niucleos y seminiicleos.

Decimos que uv € F(D) es una flecha asimétrica si vu ¢ F(D). De manera andloga, decimos
que uv € F(D) es una flecha simétrica si vu € F(D).
Asym(D) es la subdigrafica generada por las flechas asimétricas y todos los vértices de D. De ma-
nera andloga, Sym(D) es la subdigrafica generada por las flechas simétricas y todos los vértices de
D.

Sea D una digrafica. Un subconjunto S de V(D) es independiente si para cualesquiera dos
vértices u,v, de S, uv &€ F(D) y vu & F (D).
Sea D una digrafica. Un subconjunto S de V(D) es absorbente si para cada vértice v que no esta
en S, existe una vS flecha.
Un Nucleo (kernel) N de una digrafica D es un conjunto independiente y absorbente de D. Por
ejemplo, como se ilustra en la Figura[3.1]

34



CAPITULO 3. CARACTERIZACION DE LAS DIGRAFICAS N.I.C. LOCALMENTE
SEMICOMPLETAS.

Figura 3.1: Nucleo K de D.

Definicion 3.1. Sea D una digrdfica tal que toda subdigrdfica inducida propia de D tiene un niicleo;
entonces diremos que la digrdfica D es una digrdfica nucleo-perfecta y lo denotaremos como
N.P.-digrdfica,si dicha digrdfica tiene un niicleo; y si no lo tiene, diremos que D es una digrdfica
niicleo-imperfecta critica y lo denotaremos como N .1.C.-digrdfica. Por ejemplo, en la Figura
Mds adelante probaremos que la digrdfica b) es N.1.C.. Diremos que una digrdfica es niicleo critica
y lo denotaremos como N.C.-digrdfica cuando no especifiqguemos si dicha digrdfica tiene niicleo o

no, pero todas sus subdigrdficas inducidas si lo poseen.

Figura 3.2: a) N.P.-digrafica. b) N.I.C .-digréfica.
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3.1. NUCLEOS Y SEMINUCLEOS.

Teorema 3.1. Si D es una N.I.C.-digrdfica o una N.P.-digrdfica, entonces D no tiene N.I.C.-

subdigrdficas inducidas propias.

Demostracion.

Por definicién de N.I.C. y de N.P. digréficas, todas las subdigréficas inducidas propias poseen
nicleo; y por definicion las N.I.C.-digréficas no tienen nicleo. H

Definicion 3.2. Sea D una digrdfica, decimos que S es un seminiicleo de D si, S es independiente

y para todo 7 & S, si existe una Sz-flecha, entonces existe una zS-flecha.

Notemos que los nucleos y los seminticleos no son tnicos, es decir, una digrafica puede tener
mas de un nicleo y mds de un semintcleo; como se ilustra en la Figura También notemos
que todo ntcleo es semindcleo, sin embargo, no todo semintcleo es nicleo; lo cual se ilustra en la
Figura[3.4] Finalmente, observemos que una digrafica puede tener semintcleos sin necesariamente
poseer nicleo como se ilustra en la Figura[3.5]

Figura 3.3: a) Digrafica con niicleo {v;,v4} y seminticleo {v3}. b) Digréfica con dos niicleos N; =

{2}y Mo = {v3}.
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Figura 3.4: El vértice vy es un seminucleo de la digrafica, pero no es un nicleo de ésta.

Figura 3.5: EI vértice vg es un seminucleo de la digrafica, sin embargo dicha digréfica no posee

nucleo.

Una digrifica semicompleta es un torneo si D = Asym(D). Una digrafica aciclica es aquella
que no tiene ciclos dirigidos. Un vértice v € V(D) absorbe al conjunto de vértices S C V(D) si sv €
F (D) para todo s € S. Un ordenamiento absorbente de un conjunto de vértices V(D) es una suce-
sién (uy,uy, ...,u,), donde |V(D)| =n, u; es un pozo de D y u; es un pozo de D — {uy,uz,...,u;—1 }
para todo 1 < i < n. Un torneo con un ordenamiento absorbente es un torneo transitivo y en este
caso, dicho ordenamiento es tinico, pero no necesariamente lo es para una digrafica semicompleta.

Una digréfica circulante C—>m(J ) se define como V(C_>m (J)) = Zy, donde Z,, es el grupo ciclico
de enteros médulo m, (m > 1) y J es un subconjunto no vacio de Z,, \ {0}, F(Cn,(J)) = {(i,)) :
i,j € Lp,j—i€J}.

Recordemos que las digraficas circulantes son regulares y son vértice- transitivas, es decir, que para
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3.1. NUCLEOS Y SEMINUCLEOS.

cualesquiera u,v € V (D), existe un automorfismo f de D tal que f(u) = v.

Teorema 3.2. Si D es una digrdfica aciclica, entonces D tiene niicleo.

Demostracion.

Por induccién sobre |V (D).

Si [V(D)| = 2, entonces D tiene nticleo. Si D es aciclica, entonces D tiene al menos un vértice de
exgrado cero, es decir, tiene al menos un pozo. Sea v un pozo de D. SeaU ={u € V(D) : u — v}.
Si U = D — {v}, entonces {v} es nicleo de D y hemos terminado, asi que podemos suponer que
V(D)—(UU{v}) # @ yseaD'=D— (UU{v}). Por hipétesis de induccién, tiene niicleo, digamos,
S’. Afirmamos que S = S’ U {v} es nicleo de D. Veamos que es independiente. Sean {w,wy} C S
tales que wy # vy v # wo, entonces {wi,w;} C ', el cual es independiente, por ser nicleo, y por
lo tanto wy no es adyacente a wy. Sean wy,w, € S tales que wy = v, pero v # wa, entonces wy € S,
entonces wp ¢ N~ (v) y v = wy, por tanto son independientes y andlogamente para el caso en que
wi,wy € S tales que wy = v, pero v # wi. Veamos que es absorbente. Sea w tal que w ¢ S entonces
weN(v) owé¢ N~ (v), en el primer caso, w es absorbido por v y en el segundo w € D’ y por lo
tanto, es absorbido por S'H

Observacion 3.1. Si D es una N.P.-digrdfica semicompleta, entonces también lo son sus subdigrdfi-

cas inducidas.

Observacion 3.2. Si D es una N.P.-digrdfica semicompleta, entonces los conjuntos independientes

de D son formados por un tinico vértice.

Observacion 3.3. C_’3> esN.I.C.

Demostracion.

Veamos que C_’; no tiene nucleo.
Para esto, consideremos los Gnicos subconjuntos independientes que tiene C_'g,> , estos son los forma-
dos por un vértice.
Claramente, ninguno de ellos es absorbente. Por tanto, 53> no tiene nucleo.
Falta ver que todas sus subdigraficas inducidas tienen nicleo.

Notemos que las subdigréficas inducidas de C_'3> son s6lo vértices y trayectorias. En el caso en el que
las subdigréficas sean s6lo vértices, cada uno es un nucleo.

En el caso en el que las subdigréficas sean trayectorias, cada una de ellas contiene un nicleo, que
es un vértice.

Por lo tanto, C3 no tiene nucleo pero todas sus subdigréficas inducidas lo tienen.

En consecuencia, C3 es N.I.C.. R

Observacion 3.4. C_>m(1,12, +3,...,£[%])esN.IC.
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Demostracion.

Probaremos primero que D no tiene nticleo.
Supongamos que D tiene nicleo y ya que D es semicompleta; éste deberia ser sélo un vértice y
dicho vértice debe absorber a todos los demads, sin embargo, en D, de cada vértice sale una flecha
asimétrica. Por ejemplo, si el vértice es u y uv es la flecha asimétrica que sale de u, entonces v no
puede ser absorbido por u. Por lo tanto D no tiene nticleo.
Ahora probaremos que toda subdigréfica inducida propia de D, digamos H, tiene nicleo.
Notemos que D es semicompleta y Asym(D) es un ciclo dirigido.
En consecuencia, para cualquier subdigrafica inducida H de D, Asym(H ) tiene vértices de ex-grado
cero. Sea xo € V(H) tal que d:(sym(H) (x0) =0.
Por lo tanto, toda flecha que sale de xo en H es simétrica y como H es semicompleta, entonces {xp}
esnicleode H.

Observacion 3.5. Supongamos que S es un seminiicleo en D y sea D' la digrdfica inducida en D

por SUN, (S), entonces S es un niicleo de D'

Demostracion.

Como S es un semintcleo en D, S es independiente en D y también lo es en D’. Veamos que
S es absorbente en D'. Seaw € V(D') y w ¢ S, entonces w € SUN,, (S) y asi, w € N, (S). Por lo
tanto, S es ntcleo de D’. A

Teorema 3.3. Sea D una digrdfica. Si toda subdigrdfica inducida de D tiene un seminiicleo distinto

del vacio, entonces D tiene niicleo. Mds atin, D es N.P.-digrdfica.

Demostracion.

Probemos el teorema por induccion sobre |V (D).
Si |[V(D)| =1, es trivialmente cierto.
Supongamos cierto para |V (D)| < n'y demostremos para |V (D)| = n.
Sea D una digrafica con n vértices tal que toda subdigrafica inducida de D tiene un seminticleo no
vacio.
Sea D' una subdigrafica inducida de D.
Si D' C D, entonces |V(D')| < n'y toda subdigréfica inducida de D’ tiene un semintcleo no vacio.
Por la hip6tesis de induccién, D’ es N.P., en particular D' tiene nticleo.
Por lo tanto, s6lo falta demostrar que D tiene nucleo.
Como D = D[V (D)], entonces D tiene un seminucleo no vacio, digamos Sy sea D' = D[SUN, ()],
entonces S es ndcleo de D'.
Si D' = D no hay nada que demostrar.
Asumamos que D' C D, entonces SUN, (S) C V(D).
SeaU =V (D)\SUN,, (S). Como D" = D[U] C D, entonces D" tiene niicleo; D" es N.P..
Sea T un niicleo de D”.
Afirmamos que SUT es nucleo de D.

39



3.1. NUCLEOS Y SEMINUCLEOS.

Como S y T son independientes, para que SUT sea independiente sélo debemos ver que no hay
ST-flechas ni T S-flechas.

Seans€ Syt €T;siexiste s —10t— s, entonces t € N, (S), por ser S semintcleo de D, entonces
t € U, lo cual es una contradiccién, pues T C U = D".

Asi, SUT es independiente. Veamos que es absorbente. Seaw € V(D) perow € SUT. Siw € D/,
entonces existe una wS-flecha y esto implica que existe una w(SUT )-flecha. Siw ¢ Ny, (S), entonces
weUywégT,entoncesw € D" yw ¢ T, entonces existe una wT'-flecha y esto implica que existe
una w(SUT)-flecha. Asi, SUT es absorbente y por lo tanto es un nticleo de D. Bl

Corolario 3.1. Si D es una N.1.C.-digrdfica, entonces D no tiene seminiicleos no vacios.

Demostracion.

Si los tuviese entonces toda subdigrafica inducida tendria un semintcleo, entonces por teorema
B.3]D seria N.P.. 1o cual es una contradiccion.ll

Corolario 3.2. D es una N.P.-digrdfica si y solo si toda subdigrdfica inducida de D tiene se-

mindcleos no vacios.

Demostracion.

[—>] Supongamos que D es una N.P.-digréfica. Entonces D tiene nticleo asi como todas sus
subdigraficas inducidas y por el hecho de que todo nucleo es seminucleo, toda subdigrafica induci-
da de D tiene seminucleos no vacios.

[<=] Supongamos que toda subdigréfica inducida de D tiene seminticleo no vacio.
Sea D’ subdigrafica inducida de D. Afirmamos que D’ tiene niicleo. Toda subdigréfica inducida de
D' tiene seminticleo no vacio y por el teorema [3.3| D’ tiene nicleo. B

Teorema 3.4. Si D no es N.P.-digrdfica entonces D contiene una N.1.C.-digrdfica inducida.

Demostracion.

Si toda subdigréfica inducida propia de D tiene nucleo, entonces D no tiene nucleo pues D no
es N.P.-digrafica, entonces D es N.I.C.. Si hay alguna subdigrafica inducida propia de D que no
tiene nicleo, ordenamos todas las digraficas inducidas por vértices por contencion con los vértices
etiquetados, es decir, D[U] < D[U’] si y s6lo si U C U’. De todas las subdigréficas inducidas,
tomemos una minima con la propiedad de que no tiene niicleo, sea esta D’ = D[U]. Entonces D’
no tiene nucleo y por ser minima con respecto a no tener nucleo todas sus subdigaficas inducidas
tienen nucleo. Asi, D' es N.I.C.. R

Teorema 3.5. Si D es una N.I.C.-digrdfica, entonces Asym(D) es fuertemente conexa.

Demostracion.
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Supongamos que Asym(D) no es fuertemente conexa.
Entonces (Asym(D))* , la condensacién de Asym(D), es aciclica (por el corolario [I.1)). Asi, existe
un vértice de (Asym(D))* con exgrado cero.
Sea V| C V(D) una componente fuertemente conexa de D tal que Asym(D[V,]) es un pozo de
(Asym(D))"
Como D' = D[Vi] € D, entonces, como D es N.I.C., D’ tiene un nicleo, digamos N, nicleo de
D' = D[V;]. Afirmamos que N es semindcleo de D.
Como N es niicleo de D’ entonces N es inducido en D’ = D[V;] y N es independiente en D.
Seaz € V(D) con z ¢ N y supongamos que existe una Nz-flecha.
Demostremos que existe una zN-flecha.
Si z € D' no hay nada que demostrar, pues N es ntcleo de D'.
Supongamos que z € V(D').
Afirmamos que z € V (Asym(D)).
Si z € Asym(D), entonces Asym(D[V;]) no seria un pozo de (Asym(D))*. Lo cual es una contradic-
cién. Asi, z & Asym(D). Luego, todas las flechas que salen de z son simétricas.
Sea x € N tal que existe x — z, por lo anterior, existe z — x, es decir, existe una zN-flecha.
Por lo tanto N es un semintcleo no vacio de D , lo cual es una contradiccion al corolario [ |

Observacion 3.6. Si D es N.I.C.-digrdfica (respectivamente, si D es N.P.-digrdfica), entonces,

Asym(D) no tiene subdigrdficas inducidas isomorfas a C3, cuando D tiene al menos 4 vértices.

Demostracion.

_>
Ya observamos que C3 es N.I.C. y también observamos que si D es N.I.C., entonces D no
contiene una subdigréfica inducida propia N.I.C.. Por lo tanto, si |[V(D)| >4y D es N.I.C., D no

contiene C3 inducido en Asym(D). Analogamente si D es N.P.. B

Teorema 3.6. Sea D una digrdfica semicompleta, D es N.P siy solo si todo ciclo dirigido tiene

al menos una flecha simétrica.

Demostracion.

[=>] Supongamos que D es una N.P.-digrafica.
Sea C =vq,vy,...,v,v1 un ciclo dirigido en D.
Como D es N.P., D|C] tiene nticleo, y por hipétesis, es semicompleta.
Entonces los niicleos tienen un sélo vértice (observacion [3.2)).
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que N = {v;} es un niicleo de D[C].
Como v, ¢ N, existe una v,N-flecha, es decir, existe v, — v; y por tanto obtenemos una flecha
simétrica entre vy y v;.

[<=] Supongamos que todo ciclo dirigido tiene al menos una flecha simétrica.
Supongamos que D no es N.P., entonces D contiene una subdigrafica inducida que es N.I.C. ( por
teorema [3.4), digamos H. Asi, H es una subdigrafica inducida de D que es N.I.C. y por[3.1] H no
contiene seminucleos no vacios.
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Seax; € V(H), asi, S = {x;} es independiente.

Como H no tiene semintcleos no vacios, existe x, & S tal que existe una Sxp-flecha y no existe una
xpS-flecha. Como S = {x; }, existe x, # x tal que x; — xp y xp - Xx].

Tomemos ahora, S = {x,} y repitiendo el argumento anterior, existe x3 # x tal que x; — x3 y
x3 = xp. Como xp — x3 , X3 # X1.

Tomemos ahora, S = {x3} y repitiendo el argumento anterior, existe x4 # x3 tal que x3 — x4 y
X4 > X3.

Si x4 = x1, C = x1,X2,X3,Xx1 que seria un ciclo en D sin flechas simétricas; lo cual es una contradic-
cion. Por tanto, x4 # xj.

Tomemos ahora, S = {x4} y repitiendo el argumento anterior, existe x5 # x4 tal que x4 — x5y
X5 7 X4.

Sixs = x1, C = x1,X2,X3,X4,X1 que seria un ciclo en D sin flechas simétricas; lo cual es una contra-
diccion.

Si x5 = xp, C = x3,x3,X4,Xx1 que seria un ciclo en D sin flechas simétricas; lo cual es una contradic-
cion.

Ademas, x5 # x3 , pues de lo contrario H tendria semintcleos no vacios.

Por tanto, x5 & {Xl,XQ,X3,)C4}.

Tomemos ahora, S = {xs} y repitiendo el argumento anterior, existe xg 7 x4 tal que x5 — xg y
Xg = X5.

St x¢ = x1, C = x1,x2,X3,X4,X5,x] que seria un ciclo en D sin flechas simétricas; lo cual es una
contradiccion.

Si xg = x2, C = x2,X3,X4,X5,X1 que seria un ciclo en D sin flechas simétricas; lo cual es una contra-
diccion.

Si xg = x3, C = x3,X4,X5,Xx1 que seria un ciclo en D sin flechas simétricas; lo cual es una contradic-
cion.

Ademas, xg # x4, pues de lo contrario H tendria semintcleos no vacios.

Por tanto, xg Q {Xl,XQ,X3,)C4,)C5}.

Siguiendo el mismo razonamiento, el cual es finito, pues |V (H)| es finito, existe un ciclo dirigido
sin flechas simétricas en D. Lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, Des N.P.. &

%
Teorema 3.7. Si D es una digrdfica semicompleta N.1.C., entonces, o bien, D = C3 o bien, D =

Con(1, 42, %3, ..., +| 2 |) para alguna m > 4.

Demostracion.

Sea D una digrafica semicompleta N.I.C..
Por teorema se sigue que D tiene un ciclo asimétrico. Consideremos C un ciclo asimétrico de
longitud minima.
Si [(C) = 3, entonces D contiene a C_‘; como subdigrafica inducida, (asimétrico), y por observacion
|V(D)| =3y por tanto, D =2 5;
Si [(C) > 4, notemos que por ser C un ciclo asimétrico de longitud minima, entonces D[V (C)]
Cn(1, 42,43, +|2]) =H.
Por observacion[3.4] H es N.I.C., y H es subdigrafica inducida de D. Por teorema[3.1], D no contiene

~

42



CAPITULO 3. CARACTERIZACION DE LAS DIGRAFICAS N.I.C. LOCALMENTE
SEMICOMPLETAS.

subdigraficas inducidas propiasiy A.C..
Por lo tanto, D= H y asi D = C,,(1,£2,4£3,...,.£|%]). H

3.2. Digraficas localmente semicompletas y digraficas N.I.C.

Lema 3.1. Si D es una N.I.C.-digrdfica, entonces para cualquier v € V (D), y un niicleo K, de
D —v, el conjunto de flechas (K,,v) #0y (v,K,) = 0.

Demostracion.

Demostremos el lema por contradiccion.
Supongamos que existe v € V(D) y un nicleo en D — v, tal que (K,,v) =00 (v,K,) # 0.
Si (v,K,) # 0 entonces K, es independiente en D. Veamos que es absorbente en D, pues sea w €
D — K, entonces, siw =v, w = K,; siw #vyw¢&K,, entonces w — K,, pues K, es nicleo de
D —v.
Asi, K, es un nicleo de D. Lo cual es una contradiccion.
Luego, (v,K,) =0y (K,,v) = 0y esto implica que vU{K,} es independiente en D.
Y ademas, vU{K,} es absorbente en D, pues K, lo es, por lo tanto {v} U{K,} es niicleo de D, lo
cual es una contradiccién y por lo tanto el conjunto de flechas (K,,v) #0y (v,K,) =0. B

Definicion 3.3. 3(1,2, ...,1) es la digrdfica dada por
VC) ={1,2,.n} = {0,1,...n— 1}
F(C_'Z):{ij: (j—i)=r médn}

Lema 3.2. Sea D una NC-digrdfica circular, fuertemente conexa con n vértices. Si D no es semi-

%
completa, entonces D = Cy(1,2,...,r) para alguna r < |3 ]. En este caso,n=1 méd (r+1).

Demostracion.

Sea vo, V1, ..., v, el etiquetado circular de V(D) tal que N* (v;) = {vig1,...,viy gt F YN~ (i) =

Como D es fuertemente conexa, entonces d;r > 1, (vo,v1, .-+, Vn, Vo) €s un ciclo hamiltoniano.

Sea r = d ™ (vy); demostremos que r = d ™ (vy).
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que d*(vg) es mdximo entre d* (vg),...,d" (v;;) en-
tonces s =d*(vy) <d"(vy) =r.
Queremos demostrar que s = r. Procediendo por contradiccion; supongamos que s < 7.
Como D es NC, D — {vy} tiene nicleo. Sea éste, K.
Por el lema anterior, sabemos que (K,v) # 0y (v,K) = 0, lo cual implica que v| € K pues vo — vy,
asi vi — K.
Luego, vi — vj,conv; € K.
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Entonces 2 < j < s+ 1, pues NT(v;) = {v,-+1,...,vi+di+zs} y esto implicaque 2 < j <s+1<r,
pues s < r.

Entonces v; € N*(vg), N*(vo) = {v1,...,vr}. vo = v}, vo es absorbido por K.

K es un nucleo de D, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, s = d " (v1) = d ™ (vy) = r procediendo asf, obtenemos que 6 (v;) = r Vi € {1,...,n}.
Como D es circular, puede ser dibujada segiin su ordenamiento circular, es decir, con todas las
flechas. N

Por lo tanto, D = C,(1,2,...,r).

Ahora, sea D = G,(1,2,...,r), si r > | 5], entonces cada vértice tiene un total de 2r > n-vecinos,

entonces cada vértice esta conectado con todos los demas, por tanto, C_’;(l ,2,...,r) es semicompleta.
Lo cual es yna contradiccion.

Asi, D= Cy(1,2,...,r) conr < | 5].

Ahora D — vy tiene nicleo K, y por el lema anterior, {vy,...,v,} € K.

Supongamos que v,;1 € K, entonces N*(vy) = {v2,...,v,41} con r =d " (vy), pero va,...,v, € K,
entonces si v, € K, vi - K lo cual es una contradiccion, pues K es absorbente. En consecuencia,
vr41 € K. Supongamos que v, | € K, entonces N (v,_1) = {vo,v1,.., i1} Y {V0, Vs o0y Vi1 } €
K, por tanto, v,—; - K. Lo cual es una contradiccién, pues K es absorbente. En consecuencia,
va_1 € K.

Como v, — V.12, tenemos que v,12 ¢ K, pues K es independiente.

Nt(ve1) ={vis2,sv2r 1} NK =0y como {v,i2,...,v2r41} € K, vii1 € K, NT(v,11) no es in-
dependiente a v, 1. N*T(v,12) = {vi13,..,v2r12} NK =0y como v,13,...,v2,41 € K , vari2 €K,
N*(v,41) no es independiente a v, ;. Continuando con este razonamiento, obtenemos que:

K ={Vr11,V2r+2 = V2(r41),V3(r+1)s -+, Va—1, €ntonces (n— 1) es miltiplo de r+1; por tanton — 1 =
0 méd (r+1),n=1 méd (r+1). 1

Observacion 3.7. Todo ciclo impar es N.1.C..

Demostracion.

Primero, demostraremos que los ciclos dirigidos impares no tienen nucleo:
Por reducciodn al absurdo, supongamos que un ciclo dirigido impar, digamos 32n+ 1=(V1yeees V2ns1,V1)
tiene nucleo N, y dada la simetria del ciclo, supongamos sin pérdida de generalidad que v; € N.
Por la independencia de N, v, ¢ N y de la misma manera, vy, 11 ¢ N.
Nos preguntamos por la pertenencia de v3 a N. Como v, ¢ N, y v, tinicamente es adyacente hacia
v3, tenemos que necesariamente vz € N, ya que en otro caso no podria satisfacerse la absorbencia
de N.
Nuevamente, por la independencia de N, tenemos que v4 € N y por la absorbencia de N, vs € N;
de esta manera tenemos que si m es impar, necesariamente tendriamos que v,, € N y si m es par,
necesariamente v,, ¢ N, pero ;qué pasa con v, 1? por ser impar, tendriamos que vy, € N, pero
(vant1,v1) € F(D) lo que contradice la independencia de N.
De esta manera vemos que C 2,1 no puede tener nucleo.
A continuacion demostraremos que cualquier subgrafica inducida de 32“1 tiene nicleo: Por teo-

rema observemos que cualquier subgrafica inducida de C ,,.; no contiene ciclos dirigidos y
por lo tanto tiene nicleo.l
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Corolario 3.3. Cy(1,2) es N.I.C..

Demostracion.

Primero demostraremos que C_‘7>(1, 2) no tiene niicleo:
Por reduccién al absurdo, supongamos que C7(1,2) = (vq,v2,Vv3,v4,Vs, Ve, v7 i tiene un nicleo, N.
Dada la simetria de C7(1,2), supongamos sin pérdida de generalidad, que v; € N.
Por la independencia de N, tenemos que v, v3,v7,ve & N.
Como v3 ¢ N y v, ¢ N, tenemos por absorbencia de N, que necesariamente v4 € N. De esta ma-
nera, por independencia de N, vs ¢ N pero vs no es absorbido por ningiin elemento de N, lo que
contradice la absorbencia de N.
Por lo tanto,C7(1,2) no tiene nicleo.

_>
Ahora demostramos que cualquier subdigrafica inducida de C7(1,2) tiene niicleo.

Primero, consideremos la subdigréfica inducida de C7(1,2) que se obtiene de quitar un vértice,
digamos, vi.
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Observemos que en este caso, {v4,v7} es un nicleo.

A continuacién, consideramos la subdigréfica inducida obtenida al quitar dos vértices consecu-
tivos (a distancia 1), digamos vy y v;.
Observemos que esta subdigrafica inducida no contiene ciclos dirigidos, y por lo tanto, por teore-
ma, sabemos que tiene nucleo.
Es importante notar que si quitamos dos vértices consecutivos cualesquiera, rompemos todos los
ciclos dirigidos de la grifica C7(1,2), de esta manera, si quitamos 4 o mds vértices, estaremos
quitando necesariamente dos vértices consecutivos, también, evidentemente si quitamos dos vérti-
ces consecutivos y algin otro vértice, estaremos rompiendo todos los ciclos dirigidos de C7(1,2),
pudiendo de esta manera, mediante el teorema@], encontrar un nucleo.
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Continuamos considerando la subdigrafica inducida que se obtiene de quitar dos vértices no
consecutivos a distancia 2, digamos vy y v3.
En este caso, tenemos que {v4,v7} es nicleo.

o Observemos que el dltimo caso que nos falta por considerar (quitando dos vértices en total a
C7(1,2)) es quitar dos vértices a distancia 3, digamos v y v4; el resto de los casos en que se quitan

. . . . . , pg
dos vértices se siguen andlogamente de los anteriores por la simetria de C7(1,2). En este caso, {v3
y v7} es un nicleo.
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Observemos que sélo hay una manera de quitar tres vértices a C_‘7>(1 ,2) de manera que cuales-
quiera dos no estén a distancia uno, las otras maneras de quitar tres tales vértices son simétricas
entre si, y si quitamos dos vértices que estén a distancia uno, rompemos todos los ciclos pudiendo
encontrar segun el teorema |3.2) un niicleo. Al quitar tres vértices no consecutivos dos a dos obte-
nemos un ciclo dirigido de orden 4 cuyo nicleo esta dado por {vi,v3} o bien, por {v,,v4}. Hemos

demostrado asi que cualquier subdigrafica inducida de C;(1,2) tiene nticleo. H

Teorema 3.1. Sea D una digrdfica circular. Entonces D es N.1.C. si 'y solo si D es un ciclo impar,
— —
D=C5(1,2) o D=Cy(1,£2,43,...,£| 3 |) para alguna m > 4.

Demostracion.

[—>] Sea D una digrifica circular y supongamos que D es una N.I.C.- digréfica.
Si D es semicompleta, por teorema entonces D = Gy, (1,42,43,..., |5 |) para alguna m > 4.

Supongamos que D no es semicompleta, D no es un ciclo impar y D no es C7(1,2). Vamos a de-
mostrar que D no es N.I.C., probando que D contiene un ciclo inducido impar (Como los ciclos
impares no tienen nucleo, D noes N.I.C.).
Como D es N.C llema 32 D= (1,2 I m 1.n=1

omo D es N.C., por el lema 3.2, D = Cy(1,2,...,r) para alguna r < |5,y r > 1, n=I(
médr+1),asf, 2r+1<nyn= p(r—l—l)) +1.
Supongamos que r = 1 entonces D = C,(1), n =1 mdd 2, esto implica que n es impar y por lo
tanto D es un ciclo impar, contradiciendo la suposicion.
Supongamos que r > 2y r < |3, esto implica que n > 2r+1, como n =1 méd (r + 1) esto
implica que n = p(r+ 1)+ 1 con p un nimero entero.

_>

Supongamos que r =2, D = Cy(1,2).
n=3p+1conn>35.Los posibles valores de n sonn =7,10,13,16,....
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%
Sin =717, entonces D = C7(1,2),la cuales N.I.C..
Supongamos que n > 10. Para encontrar contradicciones.

Si n = 24, entonces Cp = (Vo,V2,V4; -+, Va(4—1),V0) €s un ciclo de longitud ¢
y Ci = (v0,V1,V3,V4,V6,V8, ..., V24, V0) €s un ciclo de longitud ¢ + 1. Claramente al menos uno de
ellos es de longitud impar. Esto implica que D contiene una N./.C.-digrafica inducida. Lo cual es
una contradiccion.
En la Figura[3.6|se ilustra el ciclo inducido impar encontrado, para g par. En la Figura[3.7]se ilustra
el ciclo inducido impar encontrado, para g impar.

Figura 3.6: Para r = 2,q = 8, el ciclo inducido impar encontrado estd marcado con lineas gruesas

%
yes Cy(1,2).
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Figura 3.7: Para r = 2,q =5, el ciclo inducido impar encontrado estd marcado con lineas gruesas

%
yesCs(1,2).

Sin=2g+1, entonces Co = (vo,Vv2,V4,...,V24,V29+1) €l cual es un ciclo de longitud g+ 1y
Ci = (v0,V1,V3,V4,V6,V7,V9, V11, .., V2g+1,V0) €l cual es un ciclo de longitud ¢ + 2. Claramente al
menos uno de ellos es de longitud impar. Esto implica que D contiene una N./.C.-digrafica inducida.
Lo cual es una contradiccion.
En la Figura[3.§]se ilustra el ciclo inducido impar encontrado, para ¢ par. En la Figura[3.9se ilustra
el ciclo inducido impar encontrado, para g impar.

Figura 3.8: Para r = 2,q = 6, el ciclo inducido impar encontrado estd marcado con lineas gruesas

yes C_’7>(1,2).
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Figura 3.9: Para r = 2, = 5, el ciclo inducido impar encontrado estd marcado con lineas gruesas

%
yes C7(1,2).
Supongamos que r > 3. n=1( médr+1),n=3p(r+1)+1.

Si p es par, sea oo = 2r+3, entonces &+ (p—2)(r+1) = 2r+3)+p(r+1)—-2(r+1) =
n+2r+2)—2(r+1)=n.
Sea C = (v0,Vr,Vr13,V2r+3 = Vo, Vot rs Vs (1) Vot 241, Vot 25425 -+
Vot (p—3)(r+1)s Vat(p—3)(r1)+r Vot (p—2) (r+1) = v, Vo) el cual es un ciclo de longitud 2p — 1 (im-
par). Esto implica que D contiene una N.I.C.-digréfica inducida. Lo cual es una contradiccion.
En la Figura[3.10|se ilustra el ciclo inducido impar encontrado, para p par.
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Figura 3.10: Para r = 3, p = 2, el ciclo inducido impar encontrado estd marcado con lineas gruesas

%
y es C3(1,2,3).
Por tanto, p es impary p > 3.

Sip<r.Seaax=p+r+1.
o+(p—Dr=p+r+l=p+r+l+(p—r=p+r+l+pr—r=p+pr+1=p(r+1)+1=n.
Sea C = (v0,Vp, Vptrs Vptrrtl = Va, Vatrs Va+2rs - Vat(p—1)r = Va; Vo) €l cual es un ciclo de lon-
gitud p + 2 (impar). Esto implica que D contiene una N./.C.-digrafica inducida. Lo cual es una
contradiccion. Por tanto, p > r+ 1.

En la Figura[3.11]se ilustra el ciclo inducido impar encontrado, para p impar, p < r.

Seap=mr+tcon0<tr<r—1lym>1.
n=pr+1)+1=mr+t)(r+1)+1=mr> +mr+tr+t+1=r(mr++t)+t+1=r(p+m)+t+1
yl<r+1<r.

Si m es impar. Sea C = (v07vr7v2r7"'7Vr(p+m)7vr(p+m)+t+l = vp) el cual es un ciclo de longitud
p+m+1 (impar, pues p y m son impares, entonces p +m es par, y p+m+ 1 es impar). Esto
implica que D contiene una N./.C.-digréfica inducida. Lo cual es una contradiccion. Por tanto, m
es par.

En la Figura[3.12]se ilustra el ciclo inducido impar encontrado, para p impar, p > r y m impar.

Como p = mr+t, m es par, recordemos que p es impar, entonces ¢ > 1 es impar. Sea o0 =
l+r+t,t<r.a+(p+m—Or=1+r+t+(p+m—1)r=(p+m)r+t+1=n.

Sea C = (v0,V1,Vi4r; Vitrit = Vo, Votrs Vot 2rs -+ Vot (p+m—1)r = Vu; Vo) €l cual s un ciclo de lon-
gitud p+m+2 (impar, pues p es impar y m+ 2 es par , entonces p +m+ 2 es impar). Esto implica
que D contiene una N.I.C.-digréfica inducida. Lo cual es una contradiccion.

En la Figura[3.13]se ilustra el ciclo inducido impar encontrado, para p impar, p > r'y m par.
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Figura 3.11: Para r = 3, p = 3, el ciclo inducido impar encontrado estd marcado con lineas ghruesas

yes C5(1,2,3).

Figura 3.12: Parar =3,m = 1, p =5, el ciclo inducido impar encontrado estd marcado con lineas

gruesas y es C_‘7>(1,2, 3).

_>
[<] Sea D una digréfica circular. Supongamos que D es un ciclo impar, D = C7(1,2) o

%
D =Cy(1,£2,£3,...,£[ %)) para alguna m > 4. Por corolarios y observacién sabemos
que DesN.I.C.. 1R

Como lo definimos en la seccion|1.3| una digrafica D localmente semicompleta es circularmen-
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Figura 3.13: Para r =3,m =2, p =7, el ciclo inducido impar encontrado estd marcado con lineas

H
gruesas y es Cy1(1,2,3).

te descomponible si existe un torneo local circular R con r vértices (r > 2) tal que D = R|[Sy,...,S,],
donde cada S; es una digrafica semicompleta fuertemente conexa. y R[Sy, ...,S,] es la suma lexi-
cografica (también llamada la suma de Zykov) de la familia {S;} sobre la digrafica R. El conjunto
de vértices de R[Sy, ..., S| es {(u,x) :u € V(R),x € V(S;)} y ((#,x),(v,y)) es una flecha de R[{S;}]
siysolosi (u,v) € F(R)ou=vy (x,y) € F(S;). Consideremos la caracterizaciéon de Bang-Jensen
sobre las digraficas localmente semicompletas.

Teorema 3.2. [14]. Sea D una digrdfica localmente semicompleta. Exactamente una de las si-

guientes afirmaciones se cumple.
(a) D es semicompleta y no es circularmente descomponible.

(b) D es circularmente descomponible, con descomposicion iinica D = R|[S},S2,...,S;]. donde
R es un torneo local circular con r > 3 vértices y cada S; es una digrdfica semicompleta,

fuen‘emente conexda.

(¢) a(D) =2y D no es circularmente descomponible, donde a(D) denota la cardinalidad de un

conjunto independiente mdximo.

Lema 3.3. Si D,E,,E,,...,E, son N.P,, entonces D|E1,E»,...,E,| es N.P.

Demostracion.
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Sean V(D) = {vl, ...,Vn} y D° = D[El,Ez, ,En]
Sea S CV(D|E},Ea,...,E,]) no vacioy D' = D°(S) = D|E\, Ea, ..., En)(S).
Demostremos que D’ tiene nicleo.
Sea S; ={(v,x) € S:v=v;}coni=1,..,m. (S; es la subdigrifica inducida de S contenida en el
sumando E;).
S=5USU..US, yS,ﬂSj = (Q parai+# j.
SeaT ={veV(D):(vx) €Sparaalginx € V(E;)} ={v;: S; # 0}.
Asi, T # 0 porque algiin S; es no vacio; por lo tanto D(T') es una subdigrafica inducida propia no
vacia de D. Como D es N.P., D(T) tiene niicleo.
Supongamos que K = {vj,,...,vj, } con k < m es nicleo de D(T).
Por simplificar la notacion, supongamos que j; = 1,..., jx = k, asi K = {vy,...,v;} es nicleo de
D(T). Entonces Sy, ..., Sk son distintos del vacio.
D°(S;) con i = 1,...,k es una subdigréfica inducida no vacfa de E; UE, ...l E, tiene nicleo,
digamos N; C S;.
Afirmamos que N = Nj LUN, LI... LI Ny es un nticleo de D°(S).
Como cada N; es no vacio, N es no vacio.
Primero probaremos que N es independiente. Sean {(v,x), (u,y)} C N.

Si v =u entonces (v,x), (u,y) € Siconi=1,...,k. Para {x,y} CV(E;) con j=1,...,n, entonces
(v,x), (u,y) € Nj como N; es nicleo, entonces (v,x) y (u,y) no son adyacentes.
SixeV(Ej)yy€eV(Ej,) con j; # jp. Como (v,x),(u,y) € N, se sigue de la definicion de N que
v,u € K 'y como K es nicleo de D(T'), se sigue que u no es adyacente a v en D y ahora, por la
definicién de D°, se tiene que (v,x), (u,y) no son adyacentes en D°.

Asi, N es independiente.
Veamos que N es absorbente.
Sea (v,x) € D°(S)\ N, (v,x) € S=81U...USy. SiveS;coni>k,veE S, V=i, entonces
Sk+1 7 0, por lo que viy 1 € T, lo cual implica que v 1 € D(T) y viy1 € D(T)\ {v1, ..., v}
Asi, vy tiene que ser absorbido por D(T') \ {vi,..., v }. Entonces, existe vy, — v; con 1 <i<k.
Como v; € T entonces S; # 0, entonces N; # 0 y como existe y € V(E;), (vi,y) € N; y como
(vk+1,x) — (vi,y) eN; CN.
Entonces (v,x) es absorbido por N.

SiveS;coni=1,.. k. Por simplicidad, sea i = 1. Entonces (v,x) = (vi,x) € S\ N, es decir,
(vi,x) € 81\ N1, entonces (vi,x) € D°(S1) \ N1, con Ny niicleo de D°(S ), entonces existe y € V(E})
y (vi,x) = (v1,y) € Ny C N. Por lo tanto, (v,x) es absorbido por N. Como se ilustra en la Figura
|

a
N
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Figura 3.14: Suma lexicogréfica de D.

Lema 3.4. Si una digrdfica D fuertemente conexa localmente semicompleta no es semicompleta,
entonces existe un conjunto separador minimo S C V(D) tal que D — S no es semicompleta. Mds
aiin, si D1,D», ...,D), es el ordenamiento aciclico de las componentes fuertemente conexas de D — S
yD|,Dj,...,D, es la descomposicion semicompleta de D — S, entonces r > 3, D(S) es semicompleta
y tenemos D, — § — Dy

El lema se ilustra en la Figura

Demostracion.
Supongamos que D — S es semicompleta para todo conjunto minimo separador S, entonces

D — S es semicompleta para todos los conjuntos separadores S.

Supongamos que D no es semicompleta, entonces existen v, w vértices en D tales que v,w no son
adyacentes. Por tanto, cualquier pareja de vértices no adyacentes puede ser separada por algtin con-
junto separador S. En consecuencia, D es semicompleta. Lo cual es una contradiccion.

Luego, existe un conjunto separador minimo tal que D — § no es semicompleta.

Sea D}, D), ..., D’ 1a descomposicién semicompleta de D — S, r > 2.

Si r = 2 la descomposicién semicompleta de D — S es D} — D), y tanto D como D/, son semicom-
pletas, por tanto D — S es semicompleta. Lo cual es una contradiccion.

Por tanto r > 3.

Sean Dy,D>,...,D, las componentes fuertemente conexas de D — S.
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Figura 3.15: Conjunto minimo separador S. Descomposicion semicompleta de D —S. D, — § —

D;.

Cada D/ con i = 1,...,r estd formada por algunas Djconj=1,..,p.

Para toda v € S, existen w,, € D1 y z, € D), tales que v — w, y z, — V.

Supongamos que existe x € D,yveS tal que v — x, entonces v - w, € D1y v —x € D, ; como
D es localmente semicompleta, x y w, son adyacentes; esto implicaria que Dy — D), lo cual es una
contradiccion, o bien D, — Dy, pero D, es un pozo. También obtenemos una contradiccion.
Luego, D, — S.

Sean a € D, y v € S. Existen z, € D), tal que z, — v. Ademads, como D), es fuertemente conexa y
o,z, € D), existe una trayectoria de o a z,. Por tanto & — v y como « es arbitrario en D, y v es
arbitrario en S, tenemos que D, — §. Similarmente S — D;.

Por lo tanto D(S) es semicompleta. B

Lema 3.5 (4). . Sea D una digrdfica fuertemente conexa, localmente semicompleta que no es se-
micompleta. Entonces, D es descomponible circularmente, o bien D tiene un conjunto separador
minimo S tal que la descomposicion semicompleta de D — S tiene exactamente tres componentes

D|,D},, D},

Lema 3.6. [/4]. Sea D una digrdfica fuertemente conexa, localmente semicompleta que no es

semicompleta. Entonces, D no es descomponible circularmente si y solamente si las siguientes
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condiciones se cumplen.

(a) Existe un conjunto separador minimo S tal que D — S no es semicompleto y para cada S que
cumpla lo anterior, D(S) es semicompleta y la descomposicion semicompleta de D — S tiene

exactamente tres componentes D', D/, D},

(b) Existen enteros o, B, U, Vvconp <oa<PB<p—1yp+1<u<v<ptqtales que

N~ (Do)NV(Du) #0 y NT(Da)NV(Dy) #0,
o N (Dy)NV(Dg)#0 y N (Dy)NV(Dg)#0,
donde D1,D;,...,Dpy Dpy1,...,Dpy son descomposiciones fuertemente conexas de D —S'y

D(S), respectivamente, y D;, es la componente inicial de D).

Lema 3.7. [14]. Sean D una digrdfica fuertemente conexa, localmente semicompleta, no circular-
mente descomponible y sea S un conjunto separador minimo de D tal que D — S no es semicompleta.
Sean D1,D»,...,D), la descomposicion fuertemente conexa de D —Sy Dpy1,...,Dpiq la descom-
posicion semicompleta de D(S). Supongamos que existe una flecha sv de S a D}, con s € V(D;) y

v € V(Dj), entonces

D;UD;1U...UDyyq — Dy — Dy, U...UD;

El lema|3.7|se ilustra en la Figura
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Figura 3.16: A partir de la componente D;, del conjunto separador minimo S, tenemos dominan-
cia hacia la componente D de la descomposicién semicompleta de D — S. Dicha dominancia la
marcamos con flechas gruesas. Por otro lado, la componente D;, del conjunto minimo separador S,
domina a una componente D; que pertenece a D, de la descomposicion semicompleta de D — S.
Dicha flecha la marcamos punteada. Finalmente, tenemos dominancia de todas las componentes de

D’ hacia todas las componentes D, ,...,D; que pertenecen a D.

Teorema 3.3. Una digdfica D localmente semicompleta es N.I1.C. si 'y solo si D es un ciclo impar,

D2C5(1,2) 0 C(1,42,43, . £[2]), m >4,

Demostracion.

[=>] Sea D una N.I.C.-digréfica localmente semicompleta. Por el teorema tenemos tres
casos:

Caso 1. (Teorema [3.2]inciso (a)) Supongamos que D es semicompleta y no circularmente descom-
ponlble Como D es semicompletay N.I.C., por el teoremaED C3 0
D C (1,4£2,£3,...,+[7|) para alguna m > 4.
C3 es circularmente descomponible, al igual que C4(1 +2), pues C_'Z;(l +2) = R[Sy, ..., S/,
donde R es un torneo local circular y cada S; es una semicompleta fuertemente conexa de
C4(l,i2) (Ia cual consiste de un sélo vértice), ademds podemos dar el etiquetado circular
de dicho ciclo, pues d7(0) =d™ (1) =d"(2) =d™(3) =2y d (0)=d (1) =d (2) =
d—(3) = 2; también, NT(0) = {1,2},NT(1) = {2,3},N"(2) = {3,0},N"(3) = {0,1} y
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N=(0) = &ﬁ\’(l) =1{03},N7(2) ={0,1},N"(3) = {2,1}.
1

En la Figura se ilustra el etiquetado circular de C4(1,£2).

%
Figura 3.17: Etiquetado circular de C4(1,+2)

—>
Pero Cyn(1,£2,43,...,£| 5 ]) no es circularmente descomponible cuando m > 5.

Para m = 5 sean {vg,vy,v2,v3,v4} los vértices de CT; (1,42). Buscamos la descomposicion
circular de dicho ciclo.

Como se ilustra en la Figura[3.18] vo, v, inducen un 2-ciclo y esto implica que vg, v, estén en

la misma componente fuertemente conexa de Cs(1,+£2).

De manera similar, v,,v4 inducen un 2-ciclo y en consecuencia vg,v;,v4 estdn en la misma
componente fuertemente conexa. Siguiendo este razonamiento, obtenemos que {vo, v, v2,v3,v4}
estdn en la misma componente fuertemente conexa, pero por definicion de la descomposicion
circular, no puede pasar que |R| = 1.

Por tanto Cs(1,+£2) no es circularmente descomponible.

%
Figura 3.18: Cs(1,42) no es circularmente descomponible.

_)
En general, C,(1,42,43,...,£[%]) no es circularmente descomponible cuando m = 2n,
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n=|%|ytampocoloescuandom =2n+1,n=|7].
En consecuencia, si D es ugl N.1.C.-digréfica,semicompleta que no es circularmente des-
componible, entonces D = Cp,(1,£2,4£3,...,+[ 5 ]) para algunam > 5.

Caso 2. (Teorema inciso (b)) Supongamos que D es circularmente descomponible, con des-
composicién tnica D = R[S1,S», ..., S;|. donde R es un torneo local circular con r > 3 vértices
y cada §; es una digrafica semicompleta, fuertemente conexa.

Como cada S; es una subdigréfica inducida de R, entonces cada S; es N.P. y S; # D.
Supongamos que |S;| > 2 para alguna i, entonces R es una subdigrifica inducida propia de
Dy en consecuencia, R es N.P., lo cual implica, por lema[3.3] que D es N.P. contradiciendo
que DesN.I.C..

Por lo tanto |S;| = | para toda i. Entonces D = R y en consecuencia, D es un torneo local
circular semicompleto.

Por D es un ciclo impar, 0 D = C_'7>(1,2) oD= 67,7),(1,12,13, o EF]) . m =4

Pero si m = 4, entonces C4(1,42) si es un torneo local circular, pues, para cualquier v €

—>
C4(1,42) tanto D[Nt (v)], como D[N~ (v)] inducen trayectorias de orden dos y esas son se-
micompletas.

5 — —
Por lo tanto, se sigue que D es un ciclo impar, D = C7(1,2) 0 D = C4(1,42) = C4(1,2).

Caso 3. (Teorema inciso (¢)) Supongamos que (D) =2y D no es circularmente descompo-

nible, donde ¢ (D) denota la cardinalidad de un conjunto independiente maximo.
Afirmamos que D es fuertemente conexa, ya que si no lo es, D = D*[Kj,...,K;], donde
Ki,...,K; son las componentes fuertemente conexas de D y D* es la condensacion. Ya que D
es N.I.C. (por hipdtesis), se sigue que cada K; es N.P, ademds D* es aciclica por corolario
y por teorema [2.8] D* también es N.P.. Asi, por lema D es N.P.lo cual es una con-
tradiccion.
Por el lema inciso (a) existe un conjunto separador minimo S tal que D — S no es semi-
completo y para cada S que cumpla lo anterior, D(S) es semicompleta y la descomposicion
semicompleta de D — S tiene exactamente tres componentes D), D), D%, y por el lema
existe un conjunto separador minimo S C V(D) tal que D — S no es semicompleta. Mds atin,
si D1,Dy,...,D), es el ordenamiento aciclico de las componentes fuertemente conexas de
D—SyD},D),...,D, es la descomposicién semicompleta de D — S, entonces r > 3, D(S) es
semicompleta y tenemos D, — § — D;.

Afirmamos que toda SD1-flecha y toda D), S-flecha es asimétrica.
SeaveD,=E;ys€S.SisveF(D),entonces {D,,D;} C N*(s) (por la definici6n de la
descomposicién aciclica dada en el teorema[2.10) esto implicaria que E3, E] sean adyacentes.
Lo cual es una contradiccién.

Seav e Dy yse€S. Supongamos que vs € F (D), entonces {D,,D1} C N~ (s)y esto implicaria
que E3, E| sean adyacentes. Lo cual es una contradiccion.

Notemos que E3,E| son subdigrificas inducidas propias, por tanto, tienen nicleo y como
o(D) = 2 entonces los nicleos de E3 y E| tienen un s6lo elemento, ya que no hay flechas
entre Ey y E3.
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Sea {v;} niicleo de E3 y sea {u} niicleo de E|.

Ademads, notemos que {v,u} es nicleo de D — S, pues E»,Ey - u'y E3 — vy.

Si S — v; entonces {vy,u} serfa niicleo de D, pues E»,E; — u'y S,E3 — v;. Lo cual es una
contradiccion, pues D es N.I.C..

Por lo tanto, existe s; € S tal que s; - vy, por el lema existe al menos una flecha de S
hacia E,, digamos, syv;, es decir, s, € S,vy € Ex y 50 — vo.

Afirmamos que esta flecha es simétrica.

Como E; — E| entonces vu € F(D) y como E; — S, entonces usy € F (D) asi, ({u,s2,v2})
contiene un 3-ciclo dirigido inducido.

Como D es N.I.C., este 3-ciclo debe tener una flecha simétrica. Pero, uv, ¢ F (D) pues u € E;
yv € E>.

Si sou € F(D), entonces {u,D1} C N*(sy) y asi, E; y E3 serian adyacentes. Lo cual es una
contradiccion.

Por lo tanto s,u & F (D).

Luego, vas, € F(D).

Sean D; y Djtalesque s € Diconp+1<i<p+gyveDjcond <j<p—1.
Por el lema[3.7]

DiUDi+1U...UDp+q—>D/3—>D;LZU...UDJ' (3.2.1)

Afirmamos que ss2 € F(D).

Como S es semicompleto y 51,52 € S, entonces s152 € F(D) o 5251 € F(D).

Supongamos que sys1 € F (D), entonces s; € N*(s2), entonces s; € Djyjconi <i+I[< p+q,
y como v; € E3 entonces s; — v por[3.2.1] lo cual contradice la eleccién de s.

Asi, 5150 € F(D).

Afirmamos que v;s; es una flecha asimétrica de D.

Primero, notemos que s1,vy € N~ (s2), entonces s; y v, son adyacentes.

Supongamos que s1v; € F (D), entonces vy,s1 € N _(vz) y asi, vi y s1 son adyacentes, pero
S1V1 Q F (D)

Luego, vs1 € F(D).

Sea w € V(D;), como E3 es semicompleta, vi y w son adyacentes, pero w € D} y v| €
D;,_1 # Dy, entonces viw &€ F (D), pues Dy,...,D;,_ es la descomposicién aciclica de E3.
Entonces wv| € F(D), asi, {w,v1,s;} es un 3-ciclo inducido sin flechas simétricas. lo cual es
una contradiccién.

Por lo tanto, vos7 € F(D) y es asimétrica.

Seaw € V(D;). Como S — D; entonces s;w € F(D) es asimétrico.

Asi, {s1,w,v2} es un 3-ciclo sin flechas simétricas. Lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto no existen digraficas N.I.C. que sean localmente semicompletas, no semicom-
pletas, no circularmente descomponibles con o/(D) = 2.

— —
[<=] Supongamos que D es un ciclo impar, D = C7(1,2) o Cp(1,42,£3,...,%[3]) ,m > 4.
Consideremos los resultados obtenidos en los tres casos analizados anteriormente y el teorema[3.2]
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La prueba se sigue de los corolarios [3.7]y [3.3] asi como de la observacién [3.7y del hecho de que
82n+1,C7(1,2) y Cu(1,£2,£3,...,%|5]), m > 4 son localmente semicompletos. H
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4. Caracterizacion de las digraficas N.I.C. lo-

calmente in (ex)-semicompletas.

En este capitulo, se expone una caracterizacion de las digraficas nucleo imperfectas criticas
que son localmente in-semicompletas (respectivamente localmente ex-semicompletas).

4.1. Definiciones.

Una digrafica es cuasitransitiva si para todo conjunto de tres vértices distintos x,y,z de D,
tales que xy y yz son flechas en D, existe al menos una flecha entre x y z. Como podemos ver en la
Figuraid.1

Figura 4.1: Digréfica cuasi-transitiva.

La nocién de digraficas semicompletas y sus subclases, en particular, los torneos, pueden
extenderse de muchas maneras. Una biorientacion de una gréifica p-partita (multipartita) es una
digrafica p-partita (multipartita) semicompleta. Un torneo multipartito es una orientacién de
una grafica multipartita completa. Por ejemplo, la Figura[d.2] Una digrafica semicompleta 2-partita
también la llamaremos digrafica semicompleta bipartita. Un torneo bipartito es una digrafica
semicompleta bipartita sin 2-ciclos.

Una digrifica D es multipartita localmente semicompletas si y sélo si D es multipartita
y toda semitrayectoria sin diagonales entre cualquier par de vértices en partes distintas de D es
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Figura 4.2: a) Grafica multipartita completa. b) torneo multipartito semicompleto.

dirigida, por ejemplo, la Figura Notemos que de aqui se deduce que siempre que exista una
semitrayectoria entre dos vértices distintos de la digrdfica multipartita localmente semicompleta,
en la subdigréfica inducida por los vértices de esa semitrayectoria, hay una trayectoria dirigida
entre esos dos vértices, asi, la propiedad de ser multipartita localmente semicompleta se hereda a
todas las subdigraficas inducidas de D.

Figura 4.3: Digrafica multipartita localmente semicompleta.

Las digréficas cuasitransitivamente multipartitas son una generalizacion de las digréficas cua-
sitransitivas y la definicion de esta familia de digréficas estd estrechamente relacionada a la familia
de digraficas multipartitas localmente semicompletas. Una trayectoria es anti-dirigida si no tiene
subtrayectorias inducidas de longitud dos. Como se ilustra en la Figura[4.4] Una digréfica con una
particion de vértices en conjuntos independientes es una digrafica cuasitransitivamente multi-
partita si y sélo si para cualquier par de vértices u y v (no en la misma parte), tales que existe una
uv-trayectoria P que no es antidirigida, entonces P tiene una diagonal.

Un clan C, en una grifica G = (V, E) es un subconjunto de vértices, C C V, tal que cualquier
par de vértices distintos son adyacentes. Esto equivale a la condicién de que la subdigrafica de G
inducida por C es una grafica completa. El orden del méximo clan en una gréafica G es su niimero
de clan, el cual denotaremos por ®(G).

Una coloracion de una grafica, a menos de que se especifique otra cosa, es una coloracion
propia por vértices, es decir, etiquetamos los vértices de la grafica con colores, de forma tal, que
dos vértices que compartan arista no tengan el mismo color. Asi, un vértice con un lazo nunca
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Figura 4.4: a) Trayectoria dirigida. b) Trayectoria anti-dirigida.

podra ser coloreado propiamente por vértices, asi, las graficas que estén dentro de este contexto, no
contienen lazos. Una coloracion que use a lo mas k colores le llamamos una k-coloracion (propia).

El menor nimero de colores empleado para colorear a la grafica G lo llamamos nimero
cromatico, y regularmente se denota como ¥(G). A un subconjunto de vértices de D al cual le
asignemos el mismo color serd llamado clase de color, toda clase de esta forma, genera un conjun-
to independiente. Por lo tanto, un k-coloreo es lo mismo que una particion del conjunto de vértices
en k conjuntos independientes, y los términos k-partito y k-coloreable tienen el mismo significado.

Una gréfica perfecta es una grafica en la cual el nimero cromético de toda subgrafica inducida
es igual al tamafio del maximo clan de dicha subgréfica, como se ilustra en la Figura|4.5]
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—
Figura 4.5: Gréfica perfecta de orden 9, coloreada con 3 colores. En esta gréfica, asi como en sus

inducidas, se cumple que ®(GI[S]) = x(GIS]).

Una digréifica Dg es una orientacién de la grifica G si {u,v} € A(G), (donde A(G) es el
conjunto de aristas de G), si 'y s6lo si {uv,vu} N F(D) # 0, y la orientacion D¢ es una orientacion
por pozos si cualquier subgréfica completa de G tiene un pozo en D. Por ejemplo, como se ilustra

en la Figura[4.6]

Figura 4.6: Oientacién por pozos de G.

G es una grafica de comparabilidad si tiene una orientacion transitiva, esto es, si existe una
grafica transitiva orientada 7 tal que G = G, como se ilustra en la Figurad.7]

4.2. Resultados.

El siguiente teorema, lo emplearemos para caracterizar las digrificas N.I.C. que contengan
una gréfica perfecta subyacente. También lo utilizaremos como una herramienta para caracterizar a
las familias de torneos generalizados analizadas a lo largo de este trabajo.

67



4.2. RESULTADOS.

Figura 4.7: Gréfica de comparabilidad.

Teorema 4.1. (Teorema fuerte de las grdficas perfectas) [15] Una grdfica G no es perfecta si y
solo si G tiene como subgrdfica inducida a un ciclo de longitud impar de orden al menos 5, o bien,

al complemento de un ciclo inducido de longitud impar de orden al menos 1.

Teorema 4.2. [15] Una grdfica G es perfecta si'y solo si cualquier orientacion por pozos de G es

una N.P.-digrdfica.

%
Teorema 4.3. [13, 15] Una digrdfica semicompleta D es una digrdfica N.I1.C. siy sélo si D = C3
_>
oD =Cy(1,£2,43,...,£|5|) para alguna m > 4.

Como consecuencia, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.4. Sea D una digrdfica tal que Gp es una grdfica perfecta. Entonces D es N.I.C. si y
— —
solo si Gp es completa, D es semicompletay D = C3 0 D = Cy,(1,£2,4£3,...,%|5|) para alguna

m > 4.

Demostracion.

[=>] Supongamos que D es una digrifica N.I.C. con Gp perfecta.
Si D no tiene flechas simétricas entonces D = O(Gp), como Gp es perfecta, por teorema D no
es una orientacion por pozos, ya que si lo fuese, D seria N.P..
Asi, existe una digrafica H completa en D que no tiene pozo en D.
Entonces H es semicompleta y no tiene pozo en D. Como H es semicompleta y sin pozo, ademds,
la tnica posibilidad de nicleo en semicompletas es un pozo, por tanto, H no tiene nicleo, y asi,
H =D (siH C D, Hes N.P.). Entonces D es semicompletay N.I.C. y por Teorema D= C_‘;
oD ’iC—:n(l,iLi& ...,£[%]) para alguna m > 4. Ademds, si D = (3,3 = ®#(Gp) = x(Gp) y si
D=Cp(1,4£2,£3,...,+[7|) paraalgunam > 4, m = 0(Gp) = x(Gp). En ambos casos, Gp = K,
para algunam > 3
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[<=] Supongamos que Gp es una grafica perfecta y completa , que D es semicompleta y que
D= C_‘3> oD= (/Tn:(l,iZ,jﬁ, ..., £[%]) para alguna m > 4.
Por observaciones[3.3]y3.4|Des N.I.C.. R

Tenemos el siguiente corolario. Para demostrarlo, enunciaremos los siguientes resultados.

Teorema 4.5. (Lovdsz). Una grdfica Gp es perfecta si 'y sélo Gp es perfecta.

Teorema 4.6. [4] Una grdfica G tiene una orientacion cuasitransitiva si y solo si tiene una

orientacion transitiva.

Teorema 4.7. (Dilworth). Sea P un conjunto parcialmente ordenado. Entonces existe A C P tal
que cualesquiera dos elementos en A no son comparables y existe C C P tal que cualesquiera dos

elementos en C son comparables que satisfacen |C| = |A|

Corolario 4.1. Sea D una digrdfica N.1.C. Si D es una digrdfica multipartita semicompleta o una

— —
digrdfica cuasitransitiva, entonces D = C3 0 D = Cp,(1,42,£3,...,+| 3 |) para alguna m > 4.

Demostracion.

Sea D una digrafica N.I.C. Si D es multipartita semicompleta, entonces Gp = Ky, n,,...n;»
donde cada K, con 1 < i </, es una parte de la grafica multipartita completa.
Por tanto, tenemos que para Gp, [ = ®(Gp) = x(Gp).
Si D es cuasitransitiva, entonces por teorema[d.6| Gp es una grafica de comparabilidad, la cual es
una gréfica perfecta, (la prueba de este tltimo enunciado se sigue de la demostracion del teorema
4.7).
Por tanto, en ambos casos,obtenemos que Gp es perfecta y como por hipétesis D es N.I.C., por
teoremaD = C_‘; oD= C_>m(1,j:2,j:3, ...,E|%]) para alguna m > 4.1

4.3. Digraficas N.I.C. localmente in (ex) -semicompletas.
En esta seccion caracterizamos las digraficas N./.C. localmente in-semicompletas.

Teorema 4.8. Si D es una digrdfica N.1.C. localmente in-semicompleta, entonces D es un ciclo
— —
impar, D= C7(1,2) 0 D= Cp(1,£2,4£3,..., %[5 ]) para alguna m > 4.
Demostracion.
Sea D una digrafica N.I.C. localmente in-semicompleta. Si Gp es perfecta, por el teorema 4.4}

— —
D=C30D=Cp(1,£2,43,...,£[F]) para alguna m > 4. Si Gp no es perfecta, entonces, por el
Teorema Gp contiene un ciclo impar inducido de orden mayor o igual que cinco, o contiene
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como subdigrafica inducida el complemento de un ciclo impar de orden mayor o igual que siete.

En el primer caso Cy,+1 € Gp para n > 2. Sea Copi1 = (v, V1, .-, V2n,v0) Y SUPONZAmos
que vov; € F(D) Si {vg,v2} C N~ (v;) y como vy y v» no son adyacentes, tenemos una con-
tradiccion, pues D es localmente in-semicompleta. Siguiendo este razonamiento obtenemos que
vov € F(D),vivy € F(D),...,vauvo € F(D). Por lo tanto (vo,Vvy,...,van,vo) = m en D. Como

m+1 €s N.I.C., entonces D = C ;41 paran > 2.

En el segundo caso, Gp contiene el complemento de un ciclo impar de orden mayor o igual a
siete.
Sea C = (vg,Vv1,...,Van, Vo) para n > 3 tal que induce el complemento de un ciclo impar de orden
mayor o igual a siete.
Sea w € N (vg). Si w € N™(v;), entonces {vo,v1} C N~ (w) y asi, vo,v| serfan adyacentes en
D y en consecuencia vy, vy serian adyacentes en Gp; lo cual es una contradiccion. Por lo tanto
Nt (vo)NNT(vy) =0.
Por lo tanto, para toda i tal que 0 < i < 2n tenemos que N*(v;) NN (viy1) = 0.

Afirmamos que D[V (C)] es asimétrica.
Supongamos que vov; es una flecha simétrica de D. Como v y vi no son adyacentes en Gp, pode-
mos suponer que 0 < j < 2n, pero si j = 0 obtenemos un lazo, si j = 1 obtenemos que vy y v| son
adyacentes y eso no puede pasar, si j = 2n obtenemos que vg y vz, son adyacentes y eso no puede
pasar. Asi, supongamos que 2 < j < 2n—1y que j < n, asi, v y v; son adyacentes y también lo
sonvyyvj—i.

Como vj € N*(vg) entonces v; ¢ N (vy) y asi, viv; & F(D) y por tanto v;v; € F(D).
Como vp € N*(v;) entonces vo € N*(vj_1) y asi, vj_1vo & F(D) y por tanto vov,;_; € F(D).
Supongamos que j >4, como v; € N*(v;) entonces vi ¢ N*(vj_1), pero vi y v;_; son adyacentes,
entonces vi,vj_1 € N*(v1) y asi, vo,vi € N~ (vj_1), lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto j < 4 y argumentamos de la misma forma considerando vo,v2,,v; y vj—1. Asi, D[V (C)]
es asimétrica.

Supongamos que 3 < k < 2n — 3, entonces Vg es adyacente a vy y a Vi 1.
Supongamos que vovo € F (D), entonces vov3 € F (D) pues si v3vg fuera una flecha en D, entonces
V2 y v3 serian adyacentes por ser invecinos de vg lo cual seria una contradiccion, pues dos vértices
consecutivos no pueden ser adyacentes; asi, andlogamente, v3v| € F (D), entonces viv4 € F(D) y
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(EX)-SEMICOMPLETAS.

entonces v4vy € F(D), continuando con este razonamiento, obtenemos que para toda i:

Vipavi € F(D)
viviys € F(D)
B3l | B32

VoV Vov3
V3V ViV4
VonVon—2 | V2n—-2V0
VoV2an—1 Von—1V1
V1Van VonV2

Como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Por lo tanto, D[V (C)] = ?2114—1 (2,3, -4, ..., (=1)"1n].

Supongamos que vov, € F(D), re-enumeramos desde v;.
Entonces D[V (C)] = 32%1 [=2,3,—4,...,(=1)"n] o

D[V (C)] = Cypt1[2,-3,4,...,(—1)"n]. En cualquier caso, como el ciclo es impar:
o1[=2,3, =4,y (1)) 22 C o2, 3,4, ., (— 1)),

— —
Para el cason =3 D[V (C)] = C7(2,3) = C7(1,2) el cual es N.I.C..

—
Por tanto D = C;(1,2).

4.3.1)
4.3.2)

Para el caso n > 4, sean i, j,k > 1 enteros impares tales que i+ j+k =2n+1. Como v;{ j i = vo,
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. . . ..
obtenemos un C3 inducido propio, (v, vi,vi+j, Vo), lo cual es una contradiccion, pues D es N.I.C..
De manera similar sucede para el caso en el que n es par, tomamos i =n—1, j=n—1yk=3y
en el que n es impar, tomamos i =n—2, j=n—2yk=>5.

Por lo hil)lto, siDes uni> digréafica N.I.C., localmente in-semicompleta, entonces D es un ciclo
impar, D = C7(1,2) 0 D= Cy(1,£2,4£3,...,£|5]) paraalgunam > 4. W

El siguiente teorema se prueba mediante una argumentacion dual del teorema anterior.

Teorema 4.9. Si D es una digrdfica N.1.C. localmente ex-semicompleta, entonces D es un ciclo

— —
impar, D= C7(1,2) 0 D = Cy(1,£2,%3,...,£[ % ]) para alguna m > 4.

4.4. Digraficas N.I.C. cuasitransitivamente multipartitas y mul-

tipartitas localmente semicompletas.

Para caracterizar las digraficas N.I.C. cuasitransitivamente multipartitas y las digraficas N.I.C.
multipartitas localmente semicompletas, necesitamos los siguientes resultados acerca de la orien-
tacion de algunas de sus subdigraficas inducidas.

Lema4.1. Sea D una digrdfica cuasitransitivamente multipartita (respectivamente para una digrdfi-
ca multipartita localmente semicompleta.) Si P es una trayectoria inducida, con al menos 4 vérti-
ces, en Gp, entonces P es una trayectoria inducida anti-dirigida (respectivamente es una trayecto-
ria inducida dirigida) en D.

Demostracion.

Sean D una digréfica cuasitransitivamente multipartita y P = (ug,uy,...,u,) una trayectoria
inducida de la grafica subyacente Gp de D.
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Procedamos por contradiccion.
Supongamos que P no es una trayectoria anti-dirigida en D. Entonces existe un vértice u; en P con
0 <i<ntal que (u;—1,uj,ui+1) 0 (4ijt1,u;,u;—1) es una trayectoria dirigida en D.

Supongamos que u;_1 y u;;+1 son dos vértices de D que estén en partes diferentes, y estdn uni-
das por una trayectoria no anti-dirigida, entonces tienen una diagonal, lo cual es una contradiccién
pues P no seria inducida en Gp. Asi, u;—1 y u;;1 estdn en la misma clase.

Ahora, supongamos que P tiene mds de 4 vértices, que i > 2y que (uj_p,Uj—1,Uj,Ui11) O
(ui—1,ui,uir1,u;17) €s una trayectoria que no es anti-dirigida en D que no tiene diagonal. Suponga-
mos que (u;_o,u;—1,U;,U;+]) €S una trayectoria que no es anti-dirigida en D sin diagonal. Ademds,
por definicion, u;_» y u;11 estdn en la misma clase. Pero, considerando este hecho y la conclusiéon
anterior, obtenemos que u;_»,u; 1 y #;—1 estan en la misma clase. Lo cual es una contradiccion, ya
que las clases inducen un conjunto independiente de vértices y {u;_»,u;_1} inducen una flecha en
D.
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De manera andloga, para la trayectoria no anti-dirigida (u;_1,u;,u;11,u;1+2) obtenemos que
ui—1,ui11y Ui+ estdn en la misma clase. Lo cual es una contradiccion, ya que las clases inducen
un conjunto independiente de vértices y {u;;1,u;42} induce una flecha en D.

En consecuencia, no existe un vértice u; en P con 0 < i < ntal que (u;—1,u;,u;+1) O (U1, Ui, ui—1)
es una trayectoria dirigida en D.
Por lo tanto, P es una trayectoria inducida anti-dirigida en D.
Si D es una digrafica multipartita localmente semicompleta, la prueba es andloga intercambiando
"trayectoria anti-dirigida’ por ’trayectoria dirigida’ y considerando el vértice u; en P con 0 < i <n
tal que {u;—1u;,uivu;} C F(D) o {uju;—1,uu;p1} CF(D). W

Lema 4.2. Sea H una subdigrdfica de una digrdfica cuasitransitivamente multipartita (respecti-

vamente para una digrdfica multipartita localmente semicompleta.) tal que Gy es un ciclo impar

inducido de longitud al menos 1. Entonces H es asimétrica.

Demostracion.

Sea H una subdigrifica de una digréfica cuasitransitivamente multipartita tal que Gy es un
ciclo impar inducido C = (ug, uy, ...,uz,, up) con n > 3.
Para i =0, ...,2n consideremos el conjunto U; = {u;, u;y1,ui+2,Ui13}.

Consideremos el siguiente ejemplo:
Uy = {uy,up,u3,us} y H es cuasitransitivamente multipartita.
Las aristas marcadas en negritas corresponden a Gy, el resto pertenecen a Gy, por tanto, la trayec-
toria P = (u2,us,u3,u;) es inducida en Gy, y H([U1] es cuasitransitivamente multipartita. Asf,
P = (up,uq,us,uy) es antidirigido. Por tanto P = H[U,] es asimétrica.
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Siguiendo este razonamiento, H[U;] es una trayectoria inducida y en consecuencia, por lema
H|U;| es asimétrica, y uouy es asimétrica para k = 2,3,3n—2,2n— 1, pues {uguz,uouz} C Uy
y {uotan—2,uouzp—1} C Uz

Si2n+1 =717, es decir, |V(H)| = 7. Supongamos que H no es asimétrica, es decir, tiene al me-
nos una flecha simétrica. Consideremos los conjuntos Uy = {ug,u;,uz,u3} y Us = {ug,us,ue, up}.

Notemos que las flechas {ugua, uouz} C Uy y {uous, upus} C Uy son asimétricas, lo cual es una
contradiccién que viene de suponer que H tenia al menos una flecha simétrica. En consecuencia,
H es asimétrica.

Supongamos que 2n+ 1 > 9, y supongamos, por contradiccioén, que H tiene al menos una
flecha simétrica. Enumeramos los vértices en el orden del ciclo. Sean g uno de sus vértices y u; el

otro. Como Gy es an+] entonces j # 1y j# 2n.
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Asi, ugu; € Gy y entonces 1 < j < 2n; también ugus, € G y entonces 2 < j < 2n— 1. Como
{uo,ur} C H[Up| es asimétrica, entonces j # 2 'y como {ug,uz,—1} C H[Us,—1] es asimétrica, en-
tonces j % 2n— 1. Por tanto, 3 < j < 2n—2.

Como {ug,usz} C H[Up] es asimétrica, entonces j # 3 y como {ug,us,—1} C H[Uz,—1] es
asimétrica, entonces j # 2n — 2.
Por tanto, 3 < j < 2n—2. Si n = 3, tenemos que 3 < j < 4 lo cual es una contradiccion. Conside-
remos, entonces, n > 4, en este caso, supongamos que tenemos dos trayectorias no anti-dirigidas
(uj—1,u0,uj)y (uj,uo,uj1) sin diagonales, en consecuencia, los vértices u;_1,u; estin en la mis-
ma clase y andlogamente u; y u;; estdn en la misma clase, lo cual es una contradiccion, pues
{uj—1,uj41} induce una flecha en H. En consecuencia, H es asimétrica.

Si D es una digrafica multipartita localmente semicompleta, la prueba es andloga al intercam-
biar “trayectoria anti-dirigida”por trayectoria dirigida”. l

%
Teorema 4.10. Si D es una digrdfica N.1.C. cuasitransitivamente multipartita, entonces D = C3
_>
oD =Cy(1,£2,43,...,£|5|) para alguna m > 4.

Demostracion.

Si D es una digrafica N.I.C. cuasitransi_t)ivamente_r)nultipartita.
Si Gp es perfecta, por el teorema D=C30D=Cy(1,4£2,£3,...,+|7|) para algunam > 4.
Supongamos que Gp no es perfecta, por el teorema Gp o Gp tiene un ciclo impar inducido.

Supongamos que Gp tiene un ciclo impar inducido, C = (ug,uy, ..., uz,, up)( con n > 2.
Como C tiene una cantidad impar de flechas, hay dos consecutivas en la misma direccion.
Entonces C contiene una trayectoria no anti-dirigida con 4 vértices, lo cual es una contradiccién al
lema Por lo tanto, Gp tiene un ciclo impar inducido de tamafio al menos 5. Como Cs = Cs, por
los mismos argumentos de arriba, llegamos a una contradiccién y por lo tanto, Gp tiene un ciclo
impar inducido de tamafo al menos 7.

Sea C = (ug,uy,...,uzn,up) con n > 3 dicho ciclo.
Consideremos el siguiente conjunto de vértices consecutivos en C,
Ui = {ui,ui+1,ui+2,ui+3} para = 07 ...,2]’1.

(tiy1,Ui+3,ui,u;+2) €s una trayectoria inducida en G, entonces por el lema 4. 1|esta trayecto-
ria es anti-dirigida en D.

Como la numeracion de los vértices es circular, podemos suponer que para i = 0, tenemos:
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Para i = 1, como uju3 € F(D) tenemos:
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Para i = 2, como upuy € F(D) tenemos:

Siguiendo este razonamiento obtenemos que para i = 2n, 82,1“ (2,3) es una subdigréfica
asimétrica de D[V (C)]con el ordenamiento circular de C en Gp.

Supongamos que 2n+ 1 = 7, entonces D[{uo, uz,us}| = 33 que es N.I.C., lo cual es una con-
tradiccion. Asi, 2n+1 > 9.
Si2n+1=9, D{ug,us,us}] = ?3 que es N.I.C., lo cual es una contradiccién. Asi, 2n+1 > 11.
Sea H = D[V(C)], por tanto, H es subdigréfica inducida de una digréfica cuasitransitivamente mul-

tipartita tal que Gy = Gpy(c)) =Cy |C] > 11.

Por el lema H es asimétrica y {ug,us} CV(C)y Gy = 82“1.
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Entonces ugug 6 uqug son flechas en D. Si uqugy es una flecha en D, entonces obtenemos
(uo,up, ug,up) = g3, lo cual es una contradiccidn, y por lo tanto, ugus € F(D). Similarmente,
obtenemos que ugpus y ugug son flechas en D.
Asi, para toda i, uju; 4, uiu;ys5,uini 6 € F(D).

Entonces obtenemos que 82”1 (2,3,4,5,6) es una subdigréfica asimétrica de H = D[V (C)]
con el ordenamiento circular de C en Gp.
Siguiendo con este razonamiento obtenemos que

H2 Caui1(2,3,4,5,6,7,8,9,....n),
ya que en este caso (ug,u,—1,Un+1,Up) = C 3 lo cual es una contradiccion.

La prueba para el caso dual (las flechas van en sentido contrario) es andloga.
Por lo tanto, la grifica Gp es perfecta y por el teorema[4.4] tenemos la conclusion deseada. B

Teorema 4.11. Si D es una digrdfica N .1.C. multipartita localmente semicompleta, entonces D es
— —
un ciclo impar, D = C7(1,2) o D = Cy,(1,£2,£3, ..., £| 5| ) para alguna m > 4.

Demostracion.

Sea D una digrafica N.I.C. multipartita localmente semicompleta. Si Gp es perfecta, entonces
por el teoremaD = a oD ?m(l,i2, +3,...,£[%]) para alguna m > 4.

Supongamos que Gp no es perfecta, entonces por el teorema Gp o Gp contiene un ciclo
impar de longitud mayor o igual que 5. Supongamos que Gp contiene un ciclo impar de longitud
mayor o igual que 5, sea C,41 dicho ciclo con n > 2, por el lema[d.1] C5,,41 es un ciclo dirigido y
como D es una digréfica N.I.C., entonces D = Cy, 11 de longitud mayor o igual que 5.

Supongamos que Gp contiene un ciclo impar inducido de longitud mayor o igual que 7, diga-
mos C = (ug,uy, ..., Uz, up) con n > 3y consideremos el siguiente conjunto de vértices consecutivos
enC, U; = {uj,ujy1,uit2,ui13} parai =0, ...,2n, entonces (u;11,u;+3,U;,u;i+2) inducen una trayec-
toria en Gpy- Como D es multipartita localmente semicompleta, dicha trayectoria es dirigida. Por
el lemad.2]H = D[V (C)] es asimétrica y por el lema [4.1]todas las trayectorias (u;i41,u;+3, Ui, Ui+2)
son dirigidas y van en la misma direccion. Reenumerando si es necesario.

Podemos suponer que para i = 0, tenemos:
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Para i =1, como uju3 tenemos:

Siguiendo este razonamiento obtenemos que para i = 2n, 82,1“(2, —3) es una subdigrafica
asimétrica de D[V (C)]con el ordenamiento circular de C en Gp.

Si ZnJ—l =7 tenemos que H = D[V (C)] D C_’7>(2,—3) = C_‘;(I,Z) que es N.I.C., por tanto
H=D=C7(1,2).

Si2n+12>9, upus son adyacentes y andlogamente lo son ugug, ya que si consideramos tanto
u4uo como ugitg obtenemos un C3 inducido, lo cual es una contradiccion.

Para el caso en el que la trayectoria (u;41,u;13,u;,u;42) tenga la direccién contraria, la prueba

es andloga. Por lo tanto, D es un ciclo impar de orden al menos 5, D = C7(1,2) o Gp es una grifica
perfecta.ll
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Conclusion.

Iniciamos nuestro trabajo sobre la caracterizacion de las digrificas N.I.C. localmente semi-
completas primeramente, hablando sobre algunos conceptos que nos que nos serian de utilidad para
situarnos en el contexto de las descripcion de la estructura de la digrafica de condensacién y pos-
teriormente, afiadiendo propiedades a la digrafica original y viendo qué cosas cumplia y cuales no.
Poco a poco nos fuimos adentrando en el mundo de las digraficas circulares y su descomposicion;
estudiamos varios resultados concernientes a dicha propiedad y a la de ser localmente semicom-
pleta, de la cual también estudiamos su descomposicion. Para finalizar el capitulo 2, describimos
el comportamiento de las digréaficas localmente semicompletas conexas; todo esto con la finalidad
de situarnos en el contexto adecuado para comprender el funcionamiento de las digraficas N.I.C.
(el cual fue estudiado minuciosamente en los capitulos 3 y 4 ) y las mds recientes caracterizaciones
que se han obtenido acerca de este tipo de digréficas.

En el capitulo 3 la curiosidad nos llevé a clasificar algunas digraficas N.I.C. como son C_'3>,
a(l,Z), on+1, €tc, y también a explicar bajo qué condiciones una digrafica es N.I.C. localmente
semicompleta, cuasitransitivamente multipartita o localmente semicompleta; todo esto en el dltimo
capitulo del presente trabajo.

Finalmente, muchos problemas que son NP-completos para digraficas en general, tienen al-
goritmos polinomiales para digraficas semicompletas. Por ejemplo, en este trabajo ya vimos que la
parte asimétrica de una digrafica N.I.C. localmente semicompleta es un ciclo dirigido o C7(1,2).
El decidir si una digréfica es isomorfa a un ciclo dirigido o a C_‘7>(1 ,2) es polinomial, y para el caso
en que la parte asimétrica sea un ciclo, el determinar si dicho ciclo es impar o no, o una digrifica
semicompleta o no, es polinomial. En consecuencia, es polinomial determinar si una digréfica local-
mente semicompleta es N.I.C. y recordemos que si conocemos la caracterizacion de las digréficas
N.I.C. localmente semicompletas podemos saber si una digrafica localmente semicompleta dada
contiene o no un tal digrafica, y en caso de no contenerla, sabemos que tiene un nticleo.
Recordemos también que saber si una digrafica dada tiene nuicleo o no es de mucha utilidad en una
gran cantidad de problemas practicos, como se explicé en la introduccion.
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