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Introduccion

En el presente trabajo se discutird un criterio de solucién al problema de los
momentos de Hamburger. La afirmaciéon de dicho problema es la siguiente:

Dada una sucesion de nimeros reales {s}72, se busca una funciéon no de-
creciente o : R — R que satisfaga las ecuaciones

sk:/ uFdo(u), para k=0,1,2,..

[e.9]

Dicho de otra forma, se buscan condiciones para que una sucesioén de ntimeros
reales sea la sucesion de momentos de alguna funcién de distribucion.

Este trabajo esta basado principalmente en [1], utilizando conceptos previos
de probabilidad y analisis matemaético, asi como herramientas de algebra li-
neal.

El problema de los momentos se mencion6 por primera vez en el ano de 1894,
cuando Thomas Jan Stieltjes (1856-1894) publico el documento “Recherches
sur les fractions continues”. En este trabajo, Stieltjes introdujo lo que ahora
es conocido como la integral de Stieltjes con respecto a una funciéon no de-
creciente con la cual defini6 el concepto de momento generalizado de orden
k, como

/ uda(u), para k=0,1,2, ..
0

Dicha integral también fue utilizada para resolver el siguiente problema al
cual Stieltjes llamo “el problema de los momentos”. Dada una sucesion de
nimeros reales Sg, 1, So, ... se requiere encontrar una distribucién de masa
positiva a en el intervalo [0, 00) tal que {s;}72, sea la sucesion de momentos
de a.

Una distribuciéon de masa positiva a en el intervalo [0,00) es una funcion
no decreciente, tal que para cualesquiera uy > 0 y u; > wug el incremento
a(uy) — a(ug) representa la masa en el intervalo [ug, u;). Por lo tanto la masa
total en [0, 00) se puede escribir como
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V—> 00

lim [a(v) — «(0)] = /000 do(u),

mientras que las integrales

/0 " wda(u), /0 " dalu),

representan el momento estatico y el momento de inercia de la distribucion
de masa en cuestion, respectivamente.

Para darle soluciéon al problema de los momentos, Stieltjes se adentrd en el
estudio de fracciones continuas, pero lamentablemente muri6é el mismo ano
en que el documento con su trabajo fue publicado.

Anteriormente un problema relacionado al problema de los momentos fue
desarrollado en 1873 por Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894), el cual
fue estudiado y generalizado por Andrei Andreyevich Markov (1856-1922).

Una generalizacion al problema original de Stieltjes fue planteada y resuelta
por Hans Ludwig Hamburger (1889-1956) en una serie de documentos de los
cuales el primero se publicé en 1920: “Uber eine Erweiterung der Stieltjess-
chen Momentenproblems”, o “Una extension de los problemas de momentos de
Stieltjes”. Dicha generalizacion extendia el soporte de a del intervalo [0, c0)
a toda la recta real. Este problema ahora es conocido como el problema de
los momentos de Hamburger. Como Stieltjes, Hamburger utiliz6 fracciones
continuas para dar solucién al problema.

Casi simultaneamente con Hamburger, el problema fue resuelto por otros
matematicos y avanzo6 en diferentes direcciones al darle solucién por otros
métodos. En particular, Rolf Herman Nevanlinna (1895-1980), Frigyes Riesz
(1880-1956), Ernst David Hellinger (1883-1950) y Torsten Carleman (1892-
1949), mostraron conexiones entre el problema de los momentos y muchas
ramas del anélisis, como el analisis funcional, la teoria de funciones y la teoria
espectral de operadores.

En torno al problema de los momentos se pueden plantear una serie de pre-
guntas con distintos enfoques. Con relacion a la solubilidad cuestiones como



.bajo qué condiciones tiene solucion?, ;qué condiciones debe de cumplir la
sucesion de momentos? o jqué caracteristicas debe tener la funcion de distri-
bucién? Acerca del ntimero de soluciones interrogantes como, ;el problema
tiene soluciéon?, ;la solucion encontrada es inica?, o en caso de no serlo, ;tie-
ne una cantidad finita o infinita de soluciones?

En el trabajo |9] se puede apreciar una exposicion orientada al ntimero de
soluciones del problema de los momentos y a la construccién de las mismas.
El presente trabajo se desarrolla enfocado a la solubilidad del problema de
los momentos, mostrando un criterio particular que lo resuelve. El contenido
de las secciones de esta tesis es el siguiente:

En la primera seccién se recuerdan conceptos de la teoria de transformacio-
nes lineales y formas cuadraticas. Se define el concepto de sucesion definida
positiva y se da una equivalencia a dicha definicion.

En la segunda seccion se define el funcional correspondiente a una sucesion.
Se define el concepto de funcional positivo y se da una segunda equivalencia
a la definicién de sucesion definida positiva.

En la tercera seccion se definen las matrices infinitas de Jacobi, el concepto
de sucesion de polinomios ortonormales para una sucesion definida positiva y
se da una sucesion particular de dichos polinomios. Ademéas se muestra una
relacion de correspondencia uno a uno entre las sucesiones definidas positivas
y las matrices infinitas de Jacobi.

En la cuarta secciéon se introduce otra sucesion de polinomios y se muestran
propiedades que cumplen estos polinomios y los polinomios ortonormales. Se
define el concepto de polinomio cuasiortogonal.

En la quinta seccion se construye la féormula de cuadratura, la cual tiene
coeficientes que son importantes para construir la solucién del problema de

los momentos.

Finalmente, en la sexta seccién, se muestra un criterio que da solucion al
problema de los momentos.

Ademaés de las principales secciones ya mencionadas, se incluye un apéndice



con tres secciones que tienen el siguiente contenido:

En la primera seccién se define la integral de Riemann-Stieltjes y se muestran
propiedades de la misma. En la segunda seccién se muestra la formula de in-
terpolacion de Lagrange. En la tercera seccion se desarrollan los teoremas de
Helly.

El material expuesto en las secciones principales de esta tesis estd basado
principalmente de [1]. Ademas, para los apéndices se utilizo informacion de
[3], [11] v [7]. Se realiz6 un particular esfuerzo para que las demostraciones
que se tomaron de dichas referencias se presentaran de forma maés detallada.
También se desarrollaron casi completamente algunas pruebas que se presen-
tan s6lo como un bosquejo de idea en los libros mencionados.
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1. Sucesiones definidas positivas

En esta seccion se recordaran algunos conceptos de la teoria de transforma-
ciones lineales y formas cuadréaticas. En particular, se define un concepto
importante para el desarrollo de este trabajo, las sucesiones definidas positi-
vas. Se vera ademas una manera equivalente de definir este tipo de sucesiones.

A continuacién se recuerda el concepto de transformacion lineal para lo cual
hay que establecer que dado un vector renglon = = (zg, x1, ..., ,,) € R se
tiene que el vector transpuesto denotado por

Zo
T

Tn

es un vector columna que también pertenece a R,

Definicién 1.1. Una transformacién lineal es una funcién T : Rt —
R™*! dada por la relacién

para una matriz C, a la cual se le conoce como matriz estandar de la trans-
formacién lineal T, y donde T = (xg, 71, ..., 1,) € R""1.

Sea I la matriz identidad. La funcién dada por la relacion 7(z) = Iz* = 7
para toda 7 € R"™!, llamada funcion identidad es un ejemplo de transforma-
cion lineal.

De la definicion anterior se puede ver que una transformaciéon lineal cumple
la siguiente propiedad

T(az +7y) =aT(z)+T(y),

para cualesquiera z,7 € R""! y o € R.

11



Definicién 1.2. Una transformacion lineal se llama degenerada si el deter-
minante de su matriz estandar es igual a cero, y no degenerada en el caso
contrario.

Por ejemplo, es sencillo verificar que las transformaciones lineales dadas por

las relaciones
1 2 T

Ty(z,y) = ( f f ) (g) = (22 +2y,2 +y),

son no degenerada y degenerada, respectivamente.

Definicion 1.3. Una forma cuadrética es una funcién q : R*™' — R de la
forma

n

q(z) = Zaikxﬂk,

i,k=0

en donde T = (x¢, 11, ..., T,) € R" y los coeficientes a;, son niimeros reales.

La funcion ¢(z) = 2? + zy + y* definida de R? a R es un ejemplo de forma
cuadratica.

Toda forma cuadratica puede ser expresada de forma matricial de la siguiente
manera

Qoo Qo1 ... Qop Zo

B 19 a1 N VAT T
q(x):(:po Ty ... xn) )

Apo Apl Ay, Iy

Por ejemplo, para la forma cuadrética ¢(7) = 2% + xy + y* se tiene que

12



-0 (10) ()

La representacion matricial de una forma cuadratica puede expresarse de una
manera peculiar debido al siguiente resultado.

Teorema 1.4. Toda forma cuadrética ¢ : R*™' — R puede ser expresada
matricialmente de la forma

donde A es una matriz simétrica llamada matriz asociada a la forma cuadré-
tica.

Demostracidn. Dada la forma cuadratica ¢(z) = Y., _, @iTiTy, se observan
los pares de sumandos de la forma a;.x;xr v ag;zrx; notando que

QiR TiTg + Qi Tpt; = (i + Qg )T Tk

_ (@ir + aki) (@i + aki)

LTk Ty
2 2 ’

por lo que la matriz de la forma cuadratica también puede ser expresada
como la siguiente matriz simétrica

do Qo1 + a1 _ Gon + anp

2 2
@10 + ao1 A1n + Qn1
—2 aiq —2

ano + Qon  Anl + A1n a
2 2

13



Se puede ver facilmente que para una forma cuadratica su matriz asociada
es unica.

Como ejemplo se tiene que la forma cuadratica ¢(z) = 2% + zy + 32, vista
anteriormente, también se puede representar de forma matricial como

i@ =@ 1) ()

Si el vector T = (xg, Ty, ..., T,) estd expresado en una base B de R"! se
denotara como [z]|g, donde [z|g = [zg, 21, ..., T,]. Se puede hacer un cambio
de base para expresar de manera diferente una forma cuadratica con lo cual
se obtiene lo siguiente.

Sea B’ una base de R"*! diferente de B y P la matriz del cambio de base de
B a B’, entonces se tiene que

[z]p =[] P,

para todo [z|p en R™™ con lo cual se observa que se puede considerar un
cambio de base como una transformacion lineal. Asi que sustituyendo en la
expresion matricial de una forma cuadratica en su forma simétrica, obtenida
en el teorema anterior, se tiene que

= ([z]p P)A(P'[2]j3)) = [z] 5 (PAP)[2] 5.,

en donde A’ = PAP! es una matriz simétrica con la cual se expresa ¢ en la
base B’'.

Es importante mencionar que al hacer el cambio de base de B a B’, to-
do elemento en la nueva base B’ proviene de un tnico elemento de la base

B, ademas de que si [z]p # [0]p, entonces [z]|pP~! = [z]p # [0]z = [0]p P~ .

El siguiente teorema muestra que se puede representar una forma cuadratica
de una manera mas sencilla.
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Teorema 1.5. Toda forma cuadratica q : R*™' — R se puede expresar de
tal forma que su matriz asociada sea una matriz diagonal.

Demostracion. Sea q(z) = [x]pA[z]; la forma matricial de la forma cua-
dréatica ¢ donde A es su matriz asociada. Como A es simétrica, admite una
diagonalizacion ortogonal [5], es decir A es semejante a una matriz diagonal
D, asi que D = PAP~!, donde P es ortogonal y es la matriz de cambio de
base de B a B’. Al ser P ortogonal, P~! = P!, por lo que

D = PAP! = PAP",

con lo cual se tiene que A y D son congruentes.

Luego se tiene que en la base B’ la forma cuadratica puede expresarse de la
siguiente forma

q(z) = [2]5 Ala]p = ([x] 5 P)A(P'[2]5)

= [2]p D [z]5 = Xoyg + -+ + Mati2,
donde
[m]B/ = <y07"-7yn) =y Yy )‘07"'7)\717

son los valores propios [5] de la matriz A.
[

Por el teorema anterior toda forma cuadrética puede ser expresada como
q(T) = Moyd + - -+ \uy2, donde (yo, ..., yn) = [2]3 = [2]BP7 y Aoy Aty oo Ay
son los valores propios de su matriz asociada.

Es sencillo verificar que para la forma cuadratica ¢(Z) = 2? + 2y + y* que se
ha visto anteriormente, su representacion diagonal es la siguiente

o(@) =lale (%710, ) bl
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donde [z|p = [z]pP 'y

P=(ilva e )

Se puede efectuar una clasificacion de las formas cuadraticas de acuerdo al
signo que toman los vectores bajo éstas, de la siguiente forma.

Definicion 1.6. Sea ¢(z) = >, _, axx;x), una forma cuadratica. Se dice
que

a) q es definida positiva <= para toda T € R"*\ {0}, q(7) > 0,
b) q es definida negativa <= para toda © € R""!\ {0}, ¢(z) <0,

¢) q es indefinida <= existen T, T, € R"™! tales que q(Z,) >0y
q(fg) < 0.

Estos son algunos casos particulares de las formas cuadraticas, ya que en
general pueden tener otros comportamientos, pero no son relevantes para el
desarrollo del presente trabajo.

Como ejemplos de las definiciones anteriores se tiene que

a) q(z) = 22 + 2% es una forma cuadrética definida positiva,

b) q(T) = —x2 — 2? es una forma cuadratica definida negativa y

(z) = 23 — 27 es una forma cuadratica indefinida.

@)
~—
(=)

Ahora se vera una caracterizacion de las formas cuadraticas definidas positi-
vas.

Teorema 1.7. Una forma cuadratica ¢ : R"*' — R es definida positiva si
v s6lo si todos los valores propios de su matriz asociada son positivos.

Demostracion.
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=) Supongase que ¢ es definida positiva. Entonces ¢(Z) > 0 para cualquier
z € R*"™\ {0}, por lo que para el vector T; = ¢; P, el i-ésimo vector de la
base canonica multiplicado por la matriz del cambio de base, se tiene que

q(z;) = (e; P)A(e; P)' = &; (PAP" e =¢; Del = \; > 0,

para toda ¢ =0,1,...,n.

<) Supongase que A\; > 0 para toda ¢ = 0,1,...,n. Entonces para todo
7 € R*1\ {0}, con 7 = [z]5 = [z]p P, donde [z]p = 7 # 0, se tiene que

q(z) = [2]p Alz]s = ([2]p P)A(P'[2]p) = [a]p D [z]lp = Z Aiy; > 0.

]

La forma cuadratica definida positiva ¢(Z) = 23 + 2% se puede escribir como

@ = o) (o 1) (5):

en donde se observa que sus valores propios son positivos.

El siguiente teorema muestra otra caracteristica de las formas cuadréticas
definidas positivas, para lo cual primero se recordaré la definicion de menor
principal de una matriz y se vera una proposicién que tiene que ver con el
signo del determinante de la matriz asociada a una forma cuadratica.

Definicion 1.8. Dada una matriz A = (a;;) de n+1 filas y n+ 1 renglones,
los menores principales de orden 1,2, ..., n de esa matriz son los determinantes

Qoo Qo1 e QAon
Qoo Qo1 Q1o ai o A1p
Qo0, ) .
aip a1
Apno Ap1 oo Qpp

17



Proposicién 1.9. Sea una forma cuadratica q y sea una transformacion
lineal no degenerada 'T'. Entonces el signo del determinante de la matriz
asociada a q es el mismo que el de la matriz asociada a la composicion q(T).

Demostracion. Sean ¢(z) = T Az' y T(Z) = CZ"' una forma cuadratica y
una transformacion lineal no degenerada, respectivamente. Entonces

¢(T(z)) = (zCHA(CT') = 2(C'AC)z",

asi que después de aplicar la transformacion lineal se obtiene una forma
cuadratica cuya matriz asociada es C*AC, pero como |C*| = |C|, se tiene
que

[CTAC| = [C|AlIC] = |Al|CP,

con lo cual se observa que el signo del determinante de la matriz asociada a
g se mantiene.

O

Teorema 1.10. Una forma cuadraitica es definida positiva si y sélo si los
menores principales de su matriz asociada son positivos.

Demostracion. Se procede por induccion sobre m, el nimero de variables de
la forma cuadratica. Para m = 1 se tiene que ¢(T) = agor? es una forma
cuadratica definida positiva si y s6lo si el Ginico menor principal agy > 0.

Supongase que el resultado se cumple por induccion para m = n. Se vera que
se cumple para m =n + 1.

Sea ¢(z) = > 0 _ @iz, una forma cuadratica con n + 1 variables. Dado
que se puede representar con una matriz asociada simétrica entonces

18



n n n n—1

q(7) = Z Z AR TiTh = Z Z AikTiTh + AinTiTn

=0 k=0 =0 k=0
n n—1 n
= E E Qi T T + E AinTiTnp
=0 k=0 =0
n—1 n—1 n
= E E Qi TiTk + AppTpTE | + E QinZiTn (11)
k=0 =0 =0
n—1 n—1 n—1
2
- E QiR L) + g AnkTpTE + E AinTiTy + Apnd,,
i,k=0 k=0 =0
n—1 n—1
2
= 5 QiR TiT) + 2 E AinTiTn + Anny,,
i,k=0 i=0

donde el primero de estos tres términos representa la forma cuadratica de n
variables

n—1

T($0,$1,~-~7$n—1)= E Qi Ti Tk,
i,k=0

para la cual sus menores principales coinciden con los menores principales
de la forma cuadratica ¢, excepto por el ultimo de ¢. Después de notar lo
anterior se continuara con el paso inductivo.

=) Supongase que ¢ es definida positiva. Entonces r también es definida
positiva, ya que si existe (xg, 71, ..., T,_1) # 0 tal que r(zg, z1,...,7,1) < 0,
se tiene que q(xg, x1, ..., Tp_1,0) = r(z0, 1, ..., Ty—1) < 0, lo cual es una con-
tradiccion.

Luego, por hipoétesis de induccion, todos los menores principales de r son
positivos, asi que so6lo falta comprobar que el ultimo menor principal de ¢
también es positivo. Pero esto se cumple, pues por el Teorema 1.5 el dltimo
menor tiene el mismo signo que el producto de todos los valores propios de

19



su matriz asociada, los cuales son positivos por el Teorema 1.7.

<) Supongase ahora que todos los menores principales de la forma cuadratica
¢ son positivos. Entonces los menores principales de r también son positivos,
pues coinciden con los de ¢, y por la hipotesis de induccién r es definida
positiva.

Luego por el Teorema 1.5 se puede escribir a 7 como

n—1 n—1 n—1
(@) =) A=Y (VA =) vl
=0 =0 =0

pues \; > 0 para toda i = 0,1,....,n — 1, y haciendo v\, = v;.

Sustituyendo esta representacion de r en la altima expresion de (1.1) y to-
mando x, = y,, se obtiene que

n—1 n—1
=0 i=0
para algunas constantes b;,. Luego, como
Y7+ 2binitn = (Yi + bintn)® — by,

se puede sustituir esta expresiéon en la ecuacion anterior, por lo que

—_

n—

q(@) =) (Wi + binyn)® — biayr] + buny,?,

%

Il
=)

y aplicando la siguiente transformacion lineal no degenerada
Zi = Y;i + bmyn, Zn = Yn,

con1=20,1,....n — 1, se tiene que

20



n—1

q(z) = Z(Zi2 — bin2n) + banzy

1=0

n—1 n—1
_ 2 2 2 2
=D &' = D b + bz
1=0 1=0

n—1
=0

Asi, g es definida positiva si ¢ es positivo. Notese que c es el determinante de la
matriz asociada a la forma cuadrética del lado derecho de la iltima igualdad.
Entonces por la proposiciéon previa al teorema, esta forma cuadratica tiene el
mismo signo que el determinante de ¢, la cual por hipdtesis tiene determinante
positivo.

O]

Nuevamente para la forma cuadratica definida positiva

¢(z) = (20 =) ( (1) (1) ) (iD

se puede ver que sus menores principales son positivos.

Con las nociones anteriores es posible definir, finalmente, el concepto de
sucesion definida positiva, lo cual se hace a continuacion.

Definicién 1.11. Una sucesiéon definida positiva es una sucesién infinita de
nimeros reales {s;}3°, tal que todas las formas cuadraticas

n

> simimy, n=0,1,2, .., (1.2)
1,k=0

21



son definidas positivas.

Se puede ver que las formas cuadraticas de la forma (1.2) tienen una matriz
asociada simétrica. Esto es debido a la expresion de sus coeficientes, y se
aprecia mejor en la representacion matricial de las formas cuadraticas

S0 S1 Sn i
n

S1 S9 cee Spai I
E Si+/€$il‘k:(l’g 1 ... l’n)
1,k=0

Sn Sn+1 - Son Tn

Dada la definicion, no es sencillo mostrar que una sucesion particular es de-
finida positiva. A pesar de ello se pueden dar varios ejemplos de sucesiones
definidas positivas como la sucesion de nimeros reales dada por 0!, 1!, 2! 3!, ...
Esto se dara como consecuencia del resultado principal que se estudia en este
trabajo.

A continuacion se muestra una equivalencia de la definicion de sucesion de-
finida positiva.

Teorema 1.12. Una sucesion {s;};>, es definida positiva si y sélo si todos
los determinantes

So S1 Sn
Dn _ 8:1 5:2 Snj_l ’ (13)
Sn Sp+1 - Son
conn =0,1,2, ..., son positivos.

Demostracion.
=) Sea {s;}72, una sucesion definida positiva. Entonces para todo n se tiene

que la forma cuadratica Y ;,_, Si+xZ;z) es definida positiva, asi que por el
Teorema 1.10 el menor
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So S1 ... Sn
Sl 52 Sn+1

Spn Sp+1 .- Son
es positivo.

<) Si todos los determinantes D,, son positivos para toda n > 0, entonces
. P n
para cualquier n > 0, la forma cuadratica ), _, si+x2;zx cumple que todos
los menores principales de su matriz asociada son positivos. Luego por el
Teorema 1.10, la forma cuadratica Z?k:o S kTiry es definida positiva para
todo n > 0, por lo tanto la sucesion {s;}72, es definida positiva.
m

En el apéndice de este documento se agrega como ejemplo el calculo de los
determinantes D, hasta n = 6 para algunas sucesiones definidas positivas.
Pero, dada una sucesiéon definida positiva, resulta complicado determinar de
manera general que estos determinantes son positivos, por lo que se omiten
los ejemplos.

Se continuara trabajando con las sucesiones definidas positivas en las sec-
ciones posteriores. Ademas este concepto es fundamental para mostrar la
solucion al problema de los momentos.

2. El funcional correspondiente a una sucesion

A continuacion se define el funcional correspondiente a una sucesion de name-
ros reales, no necesariamente definida positiva. Mas adelante se demostraré
una propiedad de dicho funcional con la cual se muestra otra equivalencia de
la definicién de sucesiéon definida positiva.

Definicion 2.1. Sea {s;}32, una sucesion de nimeros reales y sea R(\) =
Po + p1A+ -+ p, A" un polinomio. Se define el funcional § correspondiente
a la sucesién como
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S{R(A\)} = poso +p1s1 + -+ + pasn.
Ademas de la notacion S{R(\)} también se usara la notacion Sy{R(\)}.

Este funcional es lineal en el sentido algebraico ya que para una constante
¢ € R y dos polinomios arbitrarios R1(\) y Ra(\) se cumple que

S{cRi(\) + Ro(N)} = eS{Ri(N)} + S{Ra(N)}.

Definicion 2.2. Sea {s}3>, una sucesion definida positiva. Su funcional
correspondiente § es positivo si para cualquier polinomio R(\) > 0 no idén-
ticamente cero, se tiene que S{R} > 0.

Ahora se vera un lema que ayudara a la demostraciéon de la segunda equiva-
lencia de la definicién de sucesién definida positiva.

Lema 2.3. Sea R(\) > 0 un polinomio no idénticamente cero. Entonces
R(\) tiene grado par, es decir, grado 2(n+ 1) para alguna n € N. Ademas se
puede expresar como

donde A(X) y B(\) son polinomios de grado no mayor a n+ 1, de la siguiente
forma,

n+1 n+1

AN =D At B =) A,
k=0 k=0

para ciertos coeficientes reales ;. y .

Demostracion. Todo polinomio R(A) que satisface la condicién R(A) > 0 no
idénticamente cero para todo A real, tiene grado par, pues si fuera de grado
impar, tomaria valores negativos. Entonces el grado de R()\) es 2(n+1), para
algiin n € N.
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Asi, para obtener la expresion anunciada de R(\) primero se debe observar
que por el Teorema Fundamental del Algebra se puede escribir al polinomio
€omo

2n+1

RN =c[[r— =)

donde ¢ > 0 es el coeficiente del término principal y z; es raiz del polinomio
R(N\), parai=0,1,...,2n + 1.

Considérese a zp, la primera raiz del polinomio R(\). Entonces se puede
escribir al polinomio como

2n+1

RO\ =c(A—z) [T(A—2).

k=1

Si zp € R, como R(A\) > 0 se cumple que

2n+1

[[a-z)=0 si A> 2,
k=1

2n+1

y H()\—ZZ)SO si )\<Zo,
k=1

n+1 . .
por lo que ki_‘l— (A — z;) cambia de signo en zy. Por lo tanto, z; es nueva-

mente raiz del polinomio R(\). Procediendo sucesivamente y dado que R(\)
tiene grado par, se concluye que toda raiz real tiene multiplicidad par.

Ademas recordando que si un nimero complejo es raiz de un polinomio, su
conjugado también lo es, se puede escribir finalmente a R()\) de la forma

n

RO\ = c] [N — aw — iBi) (A — . +iB),

k=0

donde Br > 0, y ax € R. Esto incluye el caso cuando alguna de las raices
tiene multiplicidad mayor a 1.
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Ahora se demostrara por inducciéon sobre n que se cumplen las igualdades

n

[T = ar — i) = AN +iB(N),

k=0

n

IO = ax+iB) = AN =B,

k=0
donde A(A) y B(A) son polinomios de grado no mayor a n+1. Para la primera

igualdad, sin = 0 se toma A(\) = A—ay y B(\) = —fy. Ahora, suponiendo
que se cumple la primera igualdad por inducciéon para n = m, es decir que

m

H()\ —a —if) = A(\) +iB(N),

k=0

se demostrara para n =m + 1.

Usando la hipotesis inductiva se tiene que

ﬁ()\ — g — i) = (A'(N) +iB'(A)(A — O — iBm)
- = A (V) — apA'(\) — iBnA'(N)
+iAB'(A) — iamB'(\) + BnB'(N)
= AA (V) — anA'(\) + BuB'(\)
+iAB'(A) = B A'(\) — am B'(\)]

— A\ +iB(\),

con lo cual queda demostrado que se cumple la primera igualdad. La segunda
igualdad se prueba de manera analoga.

Desarrollando la representacion obtenida de R(\) se tiene que
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n

RN = e[ [N = aw — iBk) (A — i + i)

k=0

= c[AN) +iBW]AN) - iB (M)

= [Ve AW + [Ve BV
=[AN]* + BV
O

Se puede notar en la demostracion del lema anterior que a partir de los coe-
ficientes de cualquier polinomio R(A) > 0 no idénticamente cero, se pueden
obtener los coeficientes de los polinomios A(\) y B(\), e inversamente tam-
bién es posible, es decir, que a partir de los coeficientes de ambos polinomios
se pueden obtener los coeficientes del polinomio R(A).

A continuacién se da la segunda equivalencia de la definicion de sucesion
definida positiva.

Teorema 2.4. Una sucesion {s;}3>, es definida positiva si y sélo si su fun-
cional correspondiente S es positivo.

Demostracion. Sea {s.}° . una sucesién. Por el lema anterior se tiene que
kS k=0
para un polinomio R(A) > 0 no idénticamente cero

2

= -

;ykAk] (2.1)

n
E {L'k>\k
k=0

= i ANy, + i Ay,

i,k=0 i,k=0
por lo que aplicando el funcional correspondiente a la sucesion se tiene que
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n

S{R(N)} = Z Si+kTiTk + 23i+kyiyk-

i,k=0 i,k=0

Con esta informacion ahora se puede demostrar la equivalencia en el enun-
ciado del teorema.

=) Supongase que la sucesion {s;}32, es definida positiva. Entonces las
formas cuadraticas (1.2) son definidas positivas. Por la ecuacion (2.1)

S{R(N)} = ZSHMZ'M + Zsi+kyiyk > 0.
i,k=0 i,k=0

La desigualdad se verifica pues ambos términos son no negativos y por lo
menos uno es estrictamente positivo.

<) Supoéngase que el funcional § es positivo. Se vera que si z € R*1\ {0},
entonces la forma cuadratica Z?k:o SirrTixy es definida positiva.

Sea pues ¥ € R™™ \ {0}. Por la ecuacion (2.1), tomando A(\) = B(\) =
2 i TeA®

R()\) _ Z AHinxk + Z >\i+kxz’xk -9 Z AHinxk >0,
i,k=0 i,k=0 i,k=0

: n itk
asf que » iy o A"y > 0.

Por lo que al ser 8§ positivo se tiene que

S { i)\”kxixk} = iSHMﬁEk > 0.

i,k=0 i,k=0

]

Si la sucesion {sj}2,, es definida positiva, entonces también lo es la sucesion

{ask}2, para cualquier @ > 0. Ademés para una sucesion definida positiva
. " 0

se tiene que sy > 0, ya que la forma cuadratica ) k0 SitkTiTl = soa:% debe
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ser definida positiva.

A continuacion se vera un ultimo concepto con el cual se trabajara en la
siguiente seccion.

Definicién 2.5. Se dice que una sucesion definida positiva {s;}7>, es nor-
malizada si sy = 1.

El funcional correspondiente a una sucesion serd de utilidad para la teoria
mostrada en las siguientes secciones. Ademaés la equivalencia de la definicion
de sucesion definida positiva ayudara en la demostracion del resultado prin-
cipal de este trabajo.

3. Asociacion de sucesiones definidas positivas
y matrices de Jacobi

En esta seccién se mostrara una relacion de correspondencia entre las su-
cesiones definidas positivas normalizadas y las matrices de Jacobi infinitas.
Para lo anterior, a partir de una sucesion definida positiva normalizada se
obtendran polinomios con ciertas caracteristicas y a partir de éstos se con-
seguird una matriz de Jacobi infinita. Inversamente, a partir de una matriz
de Jacobi infinita también se construiran ciertos polinomios por medio de los
cuales se obtendra una sucesion definida positiva normalizada.

A continuacion se define un concepto importante de esta seccion.

Definiciéon 3.1. Una matriz de Jacobi infinita es de la forma

ao bo 0 0 O
bo ay b1 0 0 ..
0 b1 ag bQ 0 .. (31)
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donde cada aj, es un niimero real y cada by, es un mimero real positivo.

Se puede ver que las matrices de Jacobi infinitas son simétricas y tridiago-
nales.

Maés adelante seran importantes los polinomios que cumplen con propieda-
des de ortonormalidad para una sucesion definida positiva de acuerdo a lo
siguiente.

Definicion 3.2. Sea {sj}>, una sucesion definida positiva. Una sucesion
de polinomios {P,(\)}72,, es ortonormal con respecto a la sucesion definida
positiva si cumple las siguientes propiedades

i) Pr(\) es un polinomio exactamente de grado k, para cada k = 0,1,2, ...,
v su coeficiente principal es positivo.

ii) Se mantienen las siguientes relaciones de ortogonalidad

0 si @#k,
S{Pimpk(x)}:aik:{l T (3.2)

Dada una sucesion definida positiva {sj}72,, se puede escribir una expresién
explicita para los polinomios ortonormales en términos de determinantes, de
la siguiente manera.

Proposiciéon 3.3. Sea {s;}2, una sucesién definida positiva. Entonces la
sucesion de polinomios

Py(\) =1,
S0 S1 ... Sk
. ()\) - 1 S1 So ... sk'—i-l (33)
VDD | T
k—1 k.- 2k—1
1A A
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donde k = 1,2,3, ..., es ortonormal con respecto a la sucesion definida positi-
va. Ademas, para una sucesion definida positiva normalizada, si se considera
D_1 =1, la expresion (3.3) se mantiene vilida para k = 0.

Demostracion. La primera propiedad se sigue del Teorema 1.12, por lo que
solo hace falta mostrar que la sucesion de polinomios cumple la segunda pro-

piedad.

Se tiene que

Py(MN =

VD1 Dy,

1

S0
S1

Sk—1

N

S1
59

Sk
)\j+1

Sk
Sk+1

S9k—1
)\j+k

Aplicando el funcional § de ambos lados de la ecuacién anterior se obtiene

S{PLNY} =

1

VD1 Dy

S0
S1

Sk—1
Sj

51
59

Sk

Sj+1

Sk
Sk+1

S2k—1
Sj+k

Por independencia o dependencia lineal de los renglones en el determinante

se tiene que

S{P(N)N}

si 0< 3

<k-—1,

(3.4)



Por lo tanto, 8{P;(\)P;(\)} =0, para j =0,1,....k — 1.

Para ver que 8{Px(\)P.(\)} = 1, de la ecuacion (3.3) se debe notar que

D W U
1 So S1 ... Sk
P\ = —— (—1)*| s1 S22 ... Sk
W= e Y .
Sk-1 Sk .- S2k—1
por lo que
S1 Sk S0
(—1)* S2 ... Sk41 ek | St
P\ = ——= |1 . +(=DTAT
N = Ue -y
Sk Sok—1 Sk—1
entonces
P,(\) = (-D* N Dy 4 R 1 (V)
Dy_
_ DL;A’ka_I(A),

donde Rj_1(A) es un polinomio de grado k — 1, entonces

Pr(A)Pr(A) = Pi.())

y finalmente por (3.4) se tiene que
Dy Dy,
S{P:(N)Pr(N)} = =1
(PP} = | [P

32
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A continuacion se vera una relacion uno a uno entre las sucesiones definidas
positivas normalizadas y las matrices de Jacobi infinitas.

Proposicién 3.4. Existe una relacién de correspondencia biunivoca entre las
sucesiones definidas positivas normalizadas y las matrices de Jacobi infinitas.

Demostracion. Primero se mostrara que a partir de una sucesion definida
positiva normalizada se puede generar una matriz de Jacobi infinita.

Sea pues {s; }72, una sucesion definida positiva normalizada. Entonces por la
proposicion anterior se pueden construir los polinomios ortonormales Py ()
con respecto a la sucesion definida positiva.

Es facil verificar que con los polinomios Pg(A) se puede generar cualquier
polinomio, es decir, que dado un polinomio arbitrario R(\) de grado n > 0,

se puede escribir de la forma

R<)‘) = anP7L()‘> + a7l—1P7L—1()\> + -+ ()é()P()()\),

para algunas constantes «;, con ¢ = 0,1, ..., n. Entonces

)\Pk(>\) = ak7k+1Pk+1 ()\) + angPk()\) + CLk,k,lPk,l()\) 4+ - (36)

Por otro lado se tiene que

_ Dy,
APL(N) = A ( LR Rk_l()\)> = # A4 Ry (M),
k

por lo que, comparando los coeficientes principales de AP;(\) se obtiene la

siguiente igualdad
. Dy Dy
k1A 5 = ;
M Diga Dy,

asi que
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VDi—1Dj 41

Ak k+1 = D
k

Multiplicando ambos lados de (3.6) por P;(\), con i = 0,1, ...,k y aplicando
el funcional 8 se obtiene

S{ALL N PN} = arp118{Pen M) Bi(A)} + s 8{ A Bi(A)} + -+ -,

ademés

S{AP, (M) PN} =8 {Pk(/\) (\/ %)\Hl + Ri()‘>> }

- Dgil S{L(\) N1} + ${P(N)R;(\)}

0 si i=0,1,.. k-2,

- D;_1 Dy
DiDy,_4

si 1=k—1,

donde R;(A) es un polinomio sin término constante. Por lo que, igualando
estos dos resultados, se puede ver que

ar; =0 si 1=0,1,..,k—2,
ag k-1 = S{APL(A) Pr—1(\)},

También se puede escribir a P,_1(A) en términos de los polinomios ortonor-
males, con lo que se tiene

)\Pk,1<)\) = akfl,kpk<)\> -+ Rk,1<)\>
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Multiplicando la ecuacion anterior por Pi(\) y aplicando el funcional 8 se

obtiene

S{APk_l(/\)Pk<)\)} = Ak—1,k-

De lo anterior se tiene que

Ak k—1 = Qk—1,k,

ademés

Ak k+1 = S{Apk()\)PkH()\)}

—8 {)\ ( DDL: P Rkl(A)> PkH()\)}

Dy
=9 { # NP (V) + Rk(/\)Pk—H()‘)}
k
S0 S1
_ Dy 1 §d \H1| ¢ :
Dk kaDk+1 Sk Sk+1
1A
Dy 1

Dy, ’

por lo tanto la expansion (3.6) tiene la forma

Sk+1

S2k+1
>\k+1

)\Pk<)\) = bk—lpk—1<)\) —+ akPk()\) + bkpk+1(/\)7
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con k=0,1,2,...,donde b_; = 0 debido a que no hay polinomio ortonormal
de grado —1y

V DklekJrl

A = Qg | = S{AP]C(/\)P]C(/\)}, b, = Ak k+1 = D > 0.
Cabe notar que
, . _VDiaD:
k—1 = Ak—1k — D—
k—1
Tomando Py(\) = y se obtienen las siguientes ecuaciones
bk—1Yk—1 + aryr + bkYr+1 = Ay, (3.7)
con k=0,1,2, ..., y la condicion inicial
(a0 — AN)yo + boyr = 0, (3.8)

con las cuales se pueden encontrar sucesivamente los valores de 1, para
k=0,1,2, .., siel valor de yy esta dado. De esta manera las ecuaciones (3.7)
y (3.8) determinan la matriz de Jacobi infinita que se estaba buscando.

Ahora se tomard como punto de partida una matriz de Jacobi infinita (3.1).
En este caso se pueden construir las ecuaciones (3.7) y tomar la condicion
inicial (3.8) y entonces poniendo yo = 1 = Py(\), se pueden obtener los poli-
nomios yx = Pr(A\), para k =1,2,3, ...

Nuevamente se tiene que cualquier polinomio puede ser expresado en térmi-
nos de esos polinomios.

Se va a construir el funcional § que debe ser lineal y su dominio debe ser la
clase de todos los polinomios en una variable. Primero se supondra que

S{L;(N) P(\)} = bir,
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es decir, se define el funcional para ciertos polinomios de forma especial.

Para definir el funcional para cualquier polinomio R()A) se debe notar que
éste puede ser expresado como el producto de dos polinomios, es decir

donde
AN = iAiPi()\), B(\) = i By Pi(N),

pues con los polinomios P;(\) se puede generar cualquier polinomio. Por lo
que

de donde
S{RIN}T =D ABS{BNP(N} =Y A;B;,

para r = min{m,n}.

Sin embargo para que esta definicion sea correcta se debe verificar que el re-
sultado que se obtiene es independiente de la forma en que el polinomio R(\)
se divide en dos factores. Asi, se tiene que mostrar que para dos polinomios
arbitrarios M(A) y N(A) la siguiente igualdad se cumple,

S{Al()‘)Bl()\)} = S{AQ()\>B2(/\)}7
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en donde

A1(A) = AM(A), Bi(A) = N(X),

Debido a la propiedad de linealidad, es suficiente realizar la prueba para
M(X) = P(A\) y N(A) = P,(X). Pero en ese caso se tiene que

A1(A) = AP(N) = b Prost(A) + @ Pn(N) + by Pt (N),

Bo(A) = APy(A) = by Py (A) + anPa(N) + byt Py (N,

por las condiciones iniciales y entonces

8{A1(A)B1(A)} = 8{APn(N) Pu(N)}

0 si n<m-—-lon>m+1,
bp_1 = b, si n=m—1,
an si n=m,

b1 =bp1 si n=m+1,

\
= 8{Pn(M)AP,(A)}
= 8{A2(\)B2(MN)},

y de esa forma se obtiene la relacion requerida.

Habiendo construido el funcional 8 se define la sucesion {s;}72, como

sp=8{\} para k=0,1,2, .., (3.9)

ahora se probard que esta sucesion es definida positiva. Notese que para el
polinomio
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i=0

se tiene que
A2(\) = (Z a:)\> (Z xk)\k>
i=0 k=0
= Z xR,

i,k=0
y por (3.9)
SA{[A()\)F} = Z SitkLilk-
i,k=0

El polinomio A()) ahora sera expresado en términos de los polinomios Py ()

por lo que

A(\) = (Z&B(M) (Z@PM)
= Z &Sk Pi(N) Pe(M),

y de la construccion del funcional S se tiene que

S{ANP =3¢,
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entonces

ZS”’“ T = fo, (3.10)
i,k=0 i=0

y esta cantidad es positiva siempre que A(\) no sea idénticamente cero. Por
lo tanto, cada matriz de Jacobi infinita genera una sucesion definida positiva.
m

Asi, se ha probado la correspondencia deseada entre las matrices de Jacobi
infinitas y las sucesiones definidas positivas normalizadas.

Los polinomios ortonormales introducidos en esta secciéon asi como las ecua-
ciones (3.7) seran muy utilizados en este documento. Se trabajara con estos
elementos para que mas adelante se pueda construir la funcion de distribu-
ci6n asociada al problema de los momentos.

4. Propiedades de los polinomios ortonormales

En lo siguiente se introduce otra sucesion de polinomios que es solucién de
las ecuaciones (3.7) de la seccion anterior, ademas se muestran propiedades
que cumplen ambas sucesiones de polinomios. También se define el concep-
to de polinomio cuasiortogonal el cual sera de utilidad en la siguiente seccion.

Para la ecuacion diferencial finita

bk—lyk—l + ALYk + bk’yk-i-l = )\yka k= 17 2a 37 sy (41)
donde
N/ Di_1D /Di_oD
a, = S{AP(NPi(\)}, by = YETREL = YRR

Dy Dy

anteriormente se introdujeron las soluciones Py (), las cuales satisfacen las
condiciones iniciales
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/\—ao
by

PN =1, P\ = (4.2)

y por (3.5) se observa que su coeficiente principal es positivo.

Ahora se introducen otras soluciones las cuales se denotan por Q()), para
k=0,1,2, ..., y satisfacen las condiciones iniciales

Q=0 Q)= (4.3)

0

Asi, Q()\) es un polinomio de grado exacto k — 1. Estos polinomios cumplen
las siguientes propiedades.

Proposicidon 4.1. Sean {P,(\)}72, v {Qr(N)}2, las sucesiones de polino-
mios dadas por (4.2), (4.3) y soluciones de las ecuaciones (4.1). Entonces
para k =0,1,2, ... se tiene que

) =, { HHZ A

4.4
- (4.4)
Demostracion. Se comprobara por inducciéon sobre k de la siguiente manera.

Para k = 0 se tiene que

5. {W} _s, {%} — 8.{0} = 0= Qy(N).

Suponiendo que la igualdad (4.4) se cumple para k = n, se vera que se cumple
para k =n + 1, es decir que

Qur(N) =8, {PkH(A) — Py (u) } |

A—u

Puesto que los polinomios Qx(\) son solucion de (4.1) se tiene para k = n
que

bn—lQn—l()‘) + anQn<>‘) + ann+1(>‘) = AQH()‘)
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Entonces por la hipotesis inductiva, la propiedad de linealidad del funcional
8 y que los polinomios P,(\) también son solucion de (4.1) se tiene que

annJrl ()‘> = )‘Qn()‘) - bnlenfl(/\) - anQn<)‘)
= <)‘ - an)QnO‘) - bnlenfl()O

G a)s, {Pn(/\; - fn(u) } S, {Pn—l()\))\ - 571—1(’&) }

(A = an)(Pu(A) — P(u)) = bn1(Pac1(A) — Poca(u))
g |

-8 {ann+1 ()‘) - annJrl (u) }
“ A—u

= 5,8, {P"“(/\A) - Prii(w) } |

lo cual concluye la prueba.
O

El siguiente resultado es analogo a la férmula de Liouville-Ostrogradskii [4].

Proposicién 4.2. Sean {P,(\)}72, v {Qr(N)}2, las sucesiones de polino-
mios dadas por (4.2), (4.3) y soluciones de las ecuaciones (4.1). Entonces
para toda k =1,2,3,... se cumple que

Pio1(N)Qk(A) — Pu(N)Qp—1(A) = —. (4.5)

b1
Demostracion. La prueba se hara por inducciéon sobre k.

Si k =1 se tiene que

R(NQi(N) — PLQo(N) = 1 (bl> _ (A ;an> o L
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Suponiendo que la igualdad (4.5) se cumple para k = n, se vera que se cumple
para k =n + 1, es decir que

1

Pn()‘)Qn+1 ()‘) - PnJrl()‘)Qn()‘) = E

Como los polinomios Q(A) son solucion de las ecuaciones (4.1) se tiene que
bn—lQn—l()\) + anQn<>\) + ann-i—l()\) - AQn()\)a

por lo que

(A = an)Qn(N) = by 1Qn_1(N)
i :

Qn+1 (/\) =

y de la misma forma se cumple que

Poii(N) = (A — an)Pn()\)bn— bn_an_l()\)7

pues los polinomios Py () también son solucion de las ecuaciones (4.1). Asi
que, usando la hipotesis de induccion,

(A — a,)Qn(N) — bn_lQn_l(A))

PANQu ) = Pass(N2sN) = P00 -

- ((A —a,)P(\) — bannl(A)) 00

bn

_ b Pia(N)@n(A) = b1 @na (M) P (M)
by,

b1 (Faa (M) @n(A) = @1 (M) Fa(X))
bn

(b 1) 1
B bn bnfl _bn
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Ahora se demostrara un resultado analogo a la formula de Green [2].

Proposicion 4.3. Sean y;, soluciones de (4.1) con el pardmetro \. Sean zj
soluciones de la misma ecuacion pero con el parametro . Ambas soluciones
para k =0,1,2, ... Entonces se tiene que

n—1

(M - /\)Z Yzl = bn—l(yn—lzn - ynzn—l) - bm—1<ym—1zm - ymzm—l)v (4'6)

k=m

Demostracion. Se tiene que

n—1 n—1
(h—2A) Z Yrzke = Z IYkZe — NYkZ
k=m k=m

—_

n—

(]

(bk—12K—1 + a2k + be2er1) Yk

o

=m

— (bk—1Yr—1 + aryi + brYr+1) 2k

—_

3

br—12k—1Yk + ar2kYk + br2et1Yk

il
3

— b 1Yk—12k — WYLk — bLYk12k

3
—_

= b (Zer1Yr — Yk126) — Dot (Yk—126 — Zk—1Yk)

kol
]
3

= bm(zm+1ym - ym+1zm) - bmfl(ymflzm - szlym)
+ bm+1<zm+2ym+l - ym+22m+1) - bm<ymzm+l - Zmmerl)
+ -+ bnfl(znynfl - ynznfl) - ban(ynf2Zn71 - Zn72yn71)

= bnfl(znynfl - ynzn71> - bmfl(ymflzm - melym»
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La siguiente propiedad es un caso particular de la proposiciéon anterior.

Proposicién 4.4. (Férmula de Christoffel-Darboux)
Sea {Py(N\)}22, la sucesion de polinomios dada por (4.2) y solucién de las
ecuaciones (4.1). Entonces se cumple que

n—1

(1t =AD" PN Pr(pt) = b1 (Pt (N Pa(p) = Pa(A\) Paa (). (4.7)

k=0

Demostracion. En (4.6) tomando y, = Pr(\), 2z = Pr(u) y m = 0, dado que
b_1 = 0, se obtiene el resultado deseado.
[

A continuacién se define otro concepto el cual ayudard a mostrar mas pro-
piedades de los polinomios ortonormales.

Definicion 4.5. Sea { P.(\) }72, la sucesion de polinomios ortonormales para
una sucesion definida positiva {sj}7>,. Se llamara kernel polinomial de grado
n,conn=0,1,2,..., a la suma

ha(A 1) = Pu(\)Pe(p). (4.8)

Proposicién 4.6. Sea {P;(\)}72, la sucesion de polinomios ortonormales
dada por (4.2) y solucién de las ecuaciones (4.1). Entonces paran = 0,1,2, ...,
se tiene que

Sx{hn(\, 1) Pe(AN)} = Pi(p), donde k=0,1,..,n.

Demostracion. Usando la ortonormalidad de los polinomios Py () y la linea-
lidad del funcional 8 se tiene que
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Sa{hn(A, 1) Pe(A)} = SA{(ZP ) ()\)}

= Y SBMA RN

3
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Proposicion 4.7. Sea R(\) un polinomio de grado menor o igual a n, para
n =0,1,2,... Entonces se cumple que

Sx{hn(A, ) R(N)} = R(p).

Demostracion. Sea R(A) un polinomio de grado menor o igual a n, para
alguna n > 0. Entonces se puede escribir a R(\) como R(X) = Y, axPi()).
Ademas, por la propiedad anterior se tiene que

n

Sx{hn (A, W) R(A)} = 8» {hn()\, t) akpk(/\)}

k=0

= Z arSa{hn (X, 1) Pe(N)}
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El siguiente concepto generaliza a los polinomios ortogonales P()\), ademés
serd de mucha utilidad en la seccién posterior.

Definicion 4.8. Sea { P, ()}, la sucesion de polinomios ortonormales para
una sucesion definida positiva {s, }52,. Se llama polinomio cuasiortogonal de
grado n, para cualquier real T, al polinomio

P,(\,7)=P,(\) —7P,_1(\), para n=1,23, ..

También para la sucesion de polinomios {Q,(\)}>, se puede definir de ma-
nera analoga el polinomio cuasiortogonal de grado n, con n = 1,2, 3,... y 7
un ndmero real, como

Qn(A,7) = Qn(\) — 7Qn_1(N).

A continuacién se vera una propiedad de ortogonalidad que cumplen los
polinomios cuasiortogonales.

Proposicion 4.9. Sea {P,(\,7)}22, la sucesion de polinomios cuasiorto-
gonales asociada a la sucesion de polinomios {P,(\)}2,. Entonces para
k=0,1,...,n — 2 se cumple la siguiente relacién de ortogonalidad

8{P,(\,7)\"} =0. (4.9)
Ademas si T = 0 la propiedad se cumple también para k =n — 1.
Demostracion. Por (3.4) se tiene que
${Pu(A, TN} = 8{(Fu(A) = TP (M)A}

= ${P, (M} — 78{P,_1(\)\"}

=0.

para k=0,1,....,n — 2.
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Si 7 =0, por las igualdades anteriores se tiene que

S{Pu(X, )N} = 8{ P (M)A},

lo cual también se anula para k =n — 1.
O

El siguiente teorema muestra como son las raices de los polinomios cuasiorto-
gonales y de los polinomios @,,(\). Ademés muestra relaciones para las raices
de los polinomios ortonormales y las raices de los polinomios @, ().

Teorema 4.10. Sean {P,(\)}22, v {Qn(N)}52, las sucesiones de polinomios
dadas por (4.2), (4.3) y soluciones de las ecuaciones (4.1). Sea { P,(\, 1)}, la
sucesion de polinomios cuasiortogonales asociada a los polinomios { P,(\) }22.
Entonces

(1) Todas las raices de un polinomio cuasiortogonal son reales y simples.

(2) Cualesquiera dos raices del polinomio P,()\) estan separadas por una
raiz del polinomio P, _1()\) y viceversa.

(3) Las raices del polinomio @, (\) son reales y simples y cualesquiera dos
de ellas estén separadas por una raiz del polinomio P, ()\) y viceversa.

Demostracion.

(1) Supéngase que el polinomio cuasiortogonal P, (A, 7) cambia de signo en
los siguientes puntos del eje real

)\1</\2<"'<)\m7

donde 1 < m < n. Entonces cada A\, para k = 1,2,...,m es una raiz de
multiplicidad impar del polinomio cuasiortogonal, y en caso de que tuviera
més raices reales o complejas serian de multiplicidad par. Por lo anterior el
polinomio

RO‘) = Pn()‘vT)()‘ - >\1)()‘ - /\2) T ()‘ - Am)a
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cumple que todas sus raices tienen multiplicidad par, por lo que es no negati-
vo en el eje real, ademés es no idénticamente cero. Entonces para una sucesion
definida positiva su funcional correspondiente cumple que S{R(\)} > 0.

Pero esto contradice la relacion de ortogonalidad (4.9) si m < n — 2, pues
para esos casos se tiene por (3.4) que

S{R(N)} = 8{Pu(A, 7)(A™ + Rp—1(A))}
= 8{P.( A\, )N} + 8{P,(A\, T)Rp—1(N)}
=0,

donde R,,_1()\) es un polinomio de grado m — 1. Por lo que m > n — 1, es
decir el polinomio P, (A, 7) tiene por lo menos n — 1 raices reales de grado
impar que deben ser simples, pues por la cantidad de ellas no pueden tener
multiplicidad mayor. Por lo tanto todas sus raices son reales y simples, ya
que si m = n — 1 el nimero de raices simples no permite que hubiera una de
grado mayor o igual a dos, lo cual también impide que la raiz restante fuera
complejo pues su conjugado también seria raiz, con lo cual queda demostrada
la primera afirmacion.

(2) De la formula (4.7) de Christoffel-Darboux se tiene que

—b, S
vy PoaORO) = BP0
= A
e (e B =)




por lo que, cuando g — A

3
—

[PV = baa[Pac1i (W) P(A) = Pa(N) P,y (V). (4.10)

B
Il

Luego, si A\; ¥y A2 son dos raices consecutivas del polinomio P,()), entonces
los nimeros P! (A1) y P.(A2) son de signo diferente. Ademas por la igualdad
anterior se tiene que

n—1

bp1 Pai(M)P.(M) =Y [Pu(M\)]? >0,
k=0
n—1

b 1P (M) PL(N2) =) [Pe(X2)]? > 0.

bl
[e=]

Por lo tanto, los nimeros P,_1(A\1) y P,_1(\2) son de signo diferente, asi que
entre \; y Ay hay una raiz de P, _1()\) con lo cual se sigue la afirmacion (2).

(3) Esta afirmacion se prueba de manera analoga al procedimiento empleado
en las demostraciones de las propiedades (1) y (2), usando la ecuacion (4.5).
O

Anteriormente se defini6 el concepto de polinomios ortonormales, que en esta
seccion se extendi6é con los polinomios cuasiortogonales. Estos tltimos poli-
nomios servirdn para la construccion de la funcion de distribucion asociada
al problema de los momentos, por lo que méas adelante jugaran un papel im-
portante.

5. Foérmula de cuadratura

Ahora se obtendra una formula llamada de cuadratura. Esta formula tiene
coeficientes particulares que ayudaran a obtener una solucién del problema
de los momentos y estan construidos con los polinomios cuasiortogonales. Se
muestran ademés dos representaciones adicionales de dichos coeficientes.
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Teorema 5.1. (Férmula de cuadratura)

Sea P, (A, T) un polinomio cuasiortogonal de grado n, con n € N\ {0}, para
algiin T real y sean A\ < Ay < --- < A, las raices de ese polinomio. Entonces
para cualquier polinomio R()\) de grado menor o igual a 2n — 2, se tiene que

S{R(N} =D uR(\), (5.1)

donde

= " (7) = —%8:;) (5.2)

Demostracion. Sea P, (A, 7) un polinomio cuasiortogonal de grado n, es decir,

P,(A\,7) = P,(\) —TP,_1()\),

donde 7 es un namero real. Sean \; < Ay < --- < A, las raices del polinomio.
Asi que

P, (A7) =c]J(x =),
j=1
con c el coeficiente del término principal.

Sea Rg,_2(A) un polinomio de grado 2n — 2. Entonces

RQn—2()\) = Pn()‘v T)Rn—2(/\) + Rn—l(/\)v (53)

donde R, _2(\) y R,—1()\) son algunos polinomios de grado menor o igual a
n — 2 y menor o igual a n — 1, respectivamente.

Se puede ver que para A\p con k = 1,2,...,n se cumple la igualdad de los
polinomios Ry, o(Ax) = Ra_1(Ag)-
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Por la formula de interpolacién de Lagrange, que se muestra en la segunda

seccion del apéndice de este trabajo, se tiene para (A1, R,—1(A1)), (A2, Rn—1(A2)),
ey Ay Ru1(A\n)) que

3

> G P et

n

Pn()\ T)Rgn 2()\]9)
2N = M)P N T)

Por otro lado, utilizando la propiedad de ortogonalidad (4.9) de los polino-
mios cuasiortogonales en (5.3) se tiene que

SA{R2n—2(A)} = Sx{Rn1(N)}

) (5.4)
por lo tanto,

N Rans) ¢ [Pa(AT)
Sx{Ran—2(N)} = £ Py (M, 7) SA{ A=A }

y ya que )\ es una raiz del polinomio P, (A, 7) se tiene por (4.4) que

s, {J;n(_%;)} _s, {Pn()\,T) = Pn(Ak,T)}

A — Ak

— 8)\ {Pn()\) - TPn—l()\) - Pn(/\k) + TPn—l()\k) }

A— A

) - TQn71<)\k> - Qn()\kﬂ')
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Entonces

S)\{RQn 2 ZP, /\].;; RQn 2(/\k’)

Por lo tanto, lo anterior se cumple para cualquier polinomio R(\) de grado
menor o igual a 2n — 2.

O

Para 7 = 0, es decir para P,(\,7) = P,(\), la formula de cuadratura también
es valida para cualquier polinomio R(A) de grado menor o igual a 2n — 1.
Para esto basta utilizar la representacion

RQn—l()\) == Pn(>\, T)Rn—l(/\) + Rn—l(/\)a

y notar que (5.4) también se cumple para 7 = 0 por una observacion de la
propiedad de ortogonalidad (4.9).

Ademas de la propiedad establecida en (5.2), los coeficientes jy tienen otras
dos representaciones importantes. La primera representaciéon se verd en la
siguiente proposicion.

Proposicion 5.2. Sea P,(\, 7) un polinomio cuasiortogonal como en el Teo-
rema 5.1. Entonces los coeficientes (5.2) de la formula de cuadratura también
se pueden expresar de la siguiente forma

Wi = 71_1;
i;o[Pi(Ak)P

Demostracion. Para obtener esta representacion se usa el hecho de que
Pn()\k,T) = Pn(/\k:) — TPn_l(Ak) = 0,

por lo que

o Pn()‘k)
P\’
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si P,—1(Ax) # 0, y usando lo anterior en (5.2) se obtiene que

Qn(/\ka T) o Qn(/\k) - TQn—l()\k)

M= B t) — PLOw) — 7P ()
Q) = 5 Qa0
- L)
P OW@u ) — Pa W)@ )

(M) —
— PacaiQ) P () = Pu(Me) Py ()

El numerador de la tltima formula es igual a 1/b,_; por (4.5) y usando el
resultado obtenido en (4.10) se obtiene que

Mk: M) Qn(Ar) — Pu(Ae)Qn1( i)
P, 1( )P (Ak) — Pa(Ar) Pr_i (M)
1

(5.5)
bn—l 1
- 1 n=l T ’
— TIROE IR
n—1 i=0 i=0
donde se ve que todos los coeficientes p; son positivos.
O

La segunda representacion de los coeficientes de la formula de cuadratura se
muestra en la siguiente proposicion.

Proposicion 5.3. Sea P,(\, 7) un polinomio cuasiortogonal como en el Teo-
rema 5.1. Entonces los coeficientes (5.2) de la formula de cuadratura también
tienen la siguiente representacion

B P(\,7) ?
fe =5 { Feeeen] } 50
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Demostracion. Para conseguir esta representacion se considera para cada
k=1,2,...,n, el polinomio

B P,(\,7) 2
B = | B m] ’

el cual es de grado 2n — 2, ademés es igual a 1 para A\ = \; pues

[P T) = PuNy ) + Pu(Mi, 7)]°
Ry = | BT b Do)

[P\, 7) — Py( Mg, 7) Po(A, 7) r
L PO T) A=) POk T)(A = A)

_p,;&k,ﬂf e f;“’“”f

ya que en la segunda igualdad el segundo sumando es cero. Entonces tomando
el limite cuando A — A\, de ambos lados se tiene que

R(\) = {m} [PL (e, 7))” =1,

y claramente R(\) es cero en las otras raices de P,(\, 7). Usando la formula
de cuadratura (5.1) para R(\) se tiene que

- P,(\,7) ?
SRV} = 8, { Foet ) }
= ZNz’R()‘i) = Hk;

por lo que se obtiene la representacion

P\, 7) ?
e =8 { Ferereen] } >0
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donde se observa nuevamente el signo positivo de p; debido a que el funcional

S es positivo.
]

Proposicion 5.4. Sea P,(\, 7) un polinomio cuasiortogonal como en el Teo-
rema 5.1. Entonces para cualquier real T se cumple la siguiente expansion

Qn(A,7) So  S1 Son—2 1
Pivn  x Tt Ol |- 5.8
,F)n(/\7 '7') A T )\2 - + )\Qn—l + )\Qn ( )

Ademaés para T = 0 esta expansion puede ser reemplazada por

Qn(/\) 50 51 Son—1 1
=24+ 4. O ——). 5.9
Pn()\) )\ + )\2 + + /\Qn + )\2n+1 ( )

Demostracion. Para ver la primera expansion se debe notar que por la formu-
la de interpolacion de Lagrange, mostrada en la segunda seccion del apéndice
de este trabajo, se tiene para (A1, Qu(Ar, 7)), (A2, Qu(A2, 7)), s Ay Qu(Ans 7))

B - P,(\, 1)
QO =2 e ST
Entonces

Qn()‘vT) - Qn(/\kaT)

P.O07) = PO — M)

k=1

Por la expresion de los coeficientes uy de la ecuacion (5.2)

Qn()\77—) o a M
k=1
donde cada sumando se puede expresar como
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Por lo que

0 e Ak Lk
Z/\ " Z_+ 2O — )

1 & "\
DY (T) (Aﬁgk)
k=1 k=1

o (A [ Ak [k
1“’“*%}@)%“@—&)]

y continuando sucesivamente se obtiene que

;Aﬁk)\k :%;Mk+%;ﬂk/\k+"'+)\771+1ZMIC>‘21+"'
—1 =1 =

Por tltimo falta notar que, por (5.1),

Zuk)\m =8{\"} = s,
k=1

(5.12)

para m = 0,1,...,2n — 2, por lo que sustituyendo en (5.11) se obtiene el
resultado buscado. Si 7 = 0 la ultima relacion es véalida también para m =

2n — 1, asi que (5.9) también esta demostrada.

a7
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Con los conceptos vistos hasta ahora, finalmente serd posible mostrar una
solucion al problema de los momentos. Como ya se ha mencionado, los coefi-
cientes de la formula de cuadratura seran indispensables para construir dicha
solucion, lo cual se vera en la siguiente seccion.

6. Un criterio de solubilidad del problema de
los momentos

A continuacién se muestra un criterio de solucion al problema de los momen-
tos. Para ello se agrega un requerimiento extra a las condiciones iniciales.
Pero primero se recordaré el enunciado del problema principal estudiado en
este trabajo.

Dada una sucesion infinita de nuimeros reales sy, con k =0,1,2, ..., se busca
una funcion no decreciente o : R — R que satisfaga las ecuaciones

o = /_ " dhda(u). (6.1)

oo

Y ahora, antes de continuar con el criterio de solucién, se mencionara una
caracteristica importante del problema.

Definicién 6.1. Dos soluciones del problema de los momentos se consideran
iguales si su diferencia es una constante en todos los puntos donde esa dife-
rencia sea continua. El problema de los momentos es determinado si, dado el
criterio anterior, tiene una tnica solucién, e indeterminado de otra forma.

Existen criterios con los cuales se puede establecer si el problema de los
momentos es determinado o indeterminado. La exposicion en el trabajo [9]
profundiza en estos detalles y ademéas presenta ejemplos de los dos casos.
Uno de esos ejemplos estd dado por la funciéon

B ol
f(f):mte =™
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parax € Ry 8 > 0, el cual es indeterminado si 0 < 8 < 1 y determinado si
B>1

En las ecuaciones (6.1), si la funcién « incrementa en un ndmero finito de
puntos, las integrales que definen la sucesiéon de momentos se convierten en
sumas finitas. Como ejemplo de lo anterior se puede considerar una variable
aleatoria X con distribucién Ber(1/2) para la cual

sk=»_ 2*(1/2)"(1/2)" " =1/2,

para cualquier entero positivo k.

En el presente trabajo se discutira el caso en donde las ecuaciones (6.1) no
se convierten en sumas finitas por lo que, como se mencion6 anteriormente,
se agrega un requerimiento adicional al problema. Dicho requerimiento es
que la funciéon « tenga un nimero infinito de puntos de incremento. De esta
forma, utilizando el concepto de limite lateral, visto en el primer apéndice de
este trabajo, se define un punto de incremento de una funcién de la siguiente
manera.

Definiciéon 6.2. Sea o : R — R una funcién. Se dice que xq es un punto
de incremento de « si cumple alguna de las siguientes condiciones

a) a(ro+) — alre—) > 0.

b) a(xg+ h) — a(xg) > 0, para cualquier niimero real h > 0.

Se puede verificar facilmente que, para la funcion dada por
1/3 si xz€]0,1/2),
alx) =< 2/3 si zell/2,1),
r? si xell,?,

xo = 1/2 solo cumple la condicion (a), zg = 3/2 sélo cumple la condicion
(b) ¥y o = 1 cumple ambas condiciones, por lo que los tres son puntos de
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incremento de «, ademés xy = 1/4 no es punto de incremento.

Asi, el problema principal es resuelto mediante el siguiente resultado, en
cuya demostracion se utiliza teoria de la integral de Riemann-Stieltjes y los
teoremas de Helly, lo cual se menciona en el apéndice de este trabajo.

Teorema 6.3. (Hamburger)

a) Sea o : R — R una funcién no decreciente con un niimero infinito de
puntos de incremento. Entonces la sucesion de ntimeros reales dada por

sk:/ uFdo(u), para k=0,1,2,.. (6.2)

o0

es definida positiva.

b) Sea {sj}32, una sucesion definida positiva. Entonces existe una funcién
a : R — R no decreciente con un niimero infinito de puntos de
incremento tal que

/ uFdo(u) = s, para k=0,1,2,... (6.3)

[e.9]

Demostracion.

(a) Puesto que las ecuaciones (6.2) se cumplen, entonces para cualquier entero
m > 0y cualquier T = (zg, 71, ..., T,) € R™T! se tiene que

= /00 zm::mﬁ) (i xkuk> da(u)
T \i=0 k=0

I
|\
3
i MS
)
x>
e
x>
| E— |
[N}
Q.
=8
&
AV4
QCD



por lo que

zm: Sit kil = /OO [i xkuk] do(u) > 0. (6.4)

i,k=0 o

Si la igualdad se cumple en esa relacion, el polinomio

Au) = Z rruf,
k=0

debe ser cero en todos los puntos en los cuales la funcién « se incrementa.
Pero de acuerdo a la condicién inicial, existe una infinidad de puntos de in-
cremento, por lo tanto, el polinomio A(u) debe ser idénticamente cero.

Asi, la igualdad en (6.4) se da solo si todos los g, x1, ..., T, son cero, es de-
cir, si = 0. Por lo tanto, la sucesion {s;}22, es definida positiva y de esta
manera se concluye la prueba de que la condicion es necesaria.

La prueba del inciso (b) es mas complicada por lo cual se dividird en dos
partes.

(b) 1) Sea {sx}32, una sucesion definida positiva. Para cualquier entero po-
sitivo n se considera el llamado problema truncado de momentos de orden
2n — 1, a saber

Sk:/ ufda(u), k=0,1,..,2n—1, (6.5)

o0

donde « se busca en la clase de las funciones no decrecientes. Se puede cons-
truir un conjunto de soluciones continuas para este problema de la siguiente
manera, tomando un numero real arbitrario 7 y escribiendo la ecuaciéon pro-
bada en (5.10) para n + 1

Quit A7) Quit(N) = 7Qu(N) =
Poi(\T) PN —7TP,(\) Z

donde
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AL <Ag << Apyrocon N = AQ"H)(T%

son la raices del polinomio cuasiortogonal P, 1(\,7) y

pe = "V (r) > 0,

son los coeficientes de la formula de cuadratura. Como se estableci6 en (5.12)

n+1

Sk :Zui)\f, con k=0,1,...,2n—1. (6.7)
i=1

Ahora se introducen las funciones constantes a pedazos «,, paran = 1,2, 3, ...,
las cuales tienen como sus nicos puntos de incremento los \;, y en las cuales
sus discontinuidades son los p;, es decir

i = an(Ni+) — ap(Ni—) donde i=1,2,....,n+1,

que también se pueden definir como

(0 si A< Ay,
an(N) = kgl/ik sio A€\, Niy1), para i=1,2,...n,
n+1
Z M si A 2 )\n—‘rl-
k=1

\

Entonces las ecuaciones (6.7) toman la forma

n+1

Sp = Z My = / uFdoy,(u), con k=0,1,..,2n—1. (6.8)
i=1 o0

Asi, la funcion «,, es una soluciéon para el problema truncado de momentos
de orden n.

ii) Ahora se toma cualquier sucesion de soluciones no decrecientes del pro-
blema de los momentos de orden 2n — 1, con n = 1,2, 3, ..., por ejemplo la
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sucesion que fue construida en el inciso (i) de esta demostracion. Esta suce-
sion {a, 192, satisface las condiciones del primer teorema de Helly, mostrado
en la tercera seccion del apéndice de este trabajo, puesto que para cualquier
n la variacion total de la funcién o, es

n+1 )

;ank:/_ don (1) = so.

o0

Por lo tanto, existe una funcion no decreciente y acotada « y una subsucesion
{an, }5°, que en todos los puntos de continuidad de « la ecuacion

a = lim oy,
1—00

se mantiene.

Se probard que « es una solucién del problema completo de momentos que
se esta discutiendo, en otras palabras que

sk:/ uFda(u), con k=0,1,2,.. (6.9)

o0

Sea € > 0 ysean —A < 0y B > 0 dos puntos de continuidad de «, tales
que para k fijo y r se tiene que sy, < e C?"7* con 2r > ky C = min{A4, B}.
En este caso se tiene por el segundo teorema de Helly, que se muestra en la
tercera seccion del apéndice de este trabajo, que

B B
/ uFdo(u) = lim uPdon,, (u). (6.10)

Por propiedades de la integral de Riemann-Stieltjes se tiene que

/OO ukdam(u):/B ukdam(u)Jr/—Aukd%(u)+/°°ukd%(u)y

S A —00 B

por lo que
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)

— ‘ /_ - wFdon, (u) + / N uFdou, (u)

00 B

B o)
‘/ uFdon, (u) —/ uFdony, (u)
—A —00

entonces por (6.8)

B
‘/ uFdo,, (u) — sy,
—A

luego, haciendo tender 7 a infinito y usando (6.10)

B —A e
‘/ uPdo(u) — sy, 1im (/ uFdo,, (u) +/ ukdani(u))
—_A 1—> 00 — 50 B

Ademaés como 2r > k y si n; > r, se cumple que 2n; — 1 > 2r, que junto con
(6.8) para C' = min{ A, B} se tiene que

—_A o) —A u2r (o) u2r
‘/ uPdo,, (u) +/B uPdoy,, (u)| = ‘/ u%kdani(u)%—/ UQPkdani(u)
1

)

_ ' / e, () + / " drdag, (u)

00 B

I

B

—A 00
< (/ u? douy, (1) +/ u? day, (u))
C —o0 B

1 oo
§C2r—k/ u* dov,, (u)

va que 1/u®*~* <1/C%~* parau<—-Ayu> B.

Por lo tanto se sigue que

B
‘/ uPdo(u) — sy,
—A

y haciendo tender A y B a infinito, de tal forma que —A y B siempre sigan
siendo puntos de continuidad de «, se obtiene

< Sor
— C’Qr—k )
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’/ uFda(u) — sy

Esto demuestra las ecuaciones (6.9).

Sor
< m < €.

Se puede ver que si se cumplen las ecuaciones (6.9), entones para cualquier

polinomio P(u) = ag + aju + - - - + a,u™ se tiene que

s(rw) - [ " P(u)dau),

por linealidad de la integral, pues

S{P(u)} = apso + a1s1 + -+ + ays,

(6.11)

= ao/ u’do(u) + al/ u'da(u) + -+ + an/ u"do(u)

o0 —00

= / apu’ + ayu' + -+ - + a,u"da(u)

oo

- /_ " P(u)da(u).

[e.e]

o0

Por ultimo, se demostrara que la funciéon o que se ha encontrado tiene un
nimero infinito de puntos de incremento. Suponiendo lo contrario, es decir,
que « tiene s6lo un ntimero finito de puntos de incremento, uq, us, ..., Uy, Se

tendria por (6.11), para el polinomio

P(u) = (v —uy)*(u — up)?- - (u — un)?,

la igualdad
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o0

${P(u)} P(u)da(u)

I
—
2

h (u—up)*(u —up)? - - - (u — uy)*do(u)

I
—

WE

P(uk)ak = O,

b
Il

1

lo cual es contradictorio pues la sucesion {sj}p2, es definida positiva, por lo
que su funcional correspondiente debe ser positivo.

Asi la suficiencia de la condicion del teorema también esta probada.
m

Considérese nuevamente una variable aleatoria X con distribuciéon Ber(1/2),
la cual tiene una funcion de distribuciéon con un ntimero finito de puntos de
incremento, ademéas sp = 1y s, = 1/2 para cualquier entero k& > 0. Entonces
se tiene que esta sucesion de momentos no es definida positiva pues

1 1/2 1/2
Dy=|1/2 1/2 1/2|=0.
1/2 1/2 1/2

Por lo tanto se tiene que el Teorema 6.3 no necesariamente se cumple si la
funcién « tiene un ntimero finito de puntos de incremento.

Para concluir, recuérdese el ejemplo dado en la primera secciéon que considera
la sucesion de nimeros reales 0!, 1!, 2!, ... Para ver que esta sucesion es definida
positiva, también hay que recordar que para una variable aleatoria X con
distribucion exp(1), su funcion de distribucion esta dada por

F(x) =

1—e™ si x>0,
0 en otro caso.

Esta funcién es no decreciente, tiene un ntmero infinito de puntos de incre-
mento y cumple que
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k =k k!
sk:E(X):/ $dF($):F’ para k=0,1,2, ..,

—00

por lo tanto, por el Teorema 6.3, se puede decir que la sucesion {k!}7°, es
definida positiva.

Mas atn, se puede afirmar que toda sucesion de momentos de una funciéon de
distribucién con un ntiimero infinito de puntos de incremento, es una sucesion
definida positiva que también es normalizada.
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Conclusiones

En esta tesis se expuso acerca de una solucién al problema de los momentos
de Hamburger, es decir se discutié acerca de una condicién para que una
sucesion de nimeros reales {s;}72, cumpliera ser la sucesién de momentos
de una funcion de distribucion « y lo que esta funcion debe de satisfacer
para que tenga una sucesion de momentos con ciertas caracteristicas, para lo
cual se agrego el requerimiento adicional a la funciéon « de tener un nimero
infinito de puntos de incremento.

El resultado principal estudiado fue mostrar que una sucesiéon de ntimeros
reales definida positiva es la sucesion de momentos de una funciéon no decre-
ciente con un nimero infinito de puntos de incremento.

De manera sencilla se mostré6 que una sucesién de momentos debe de ser
definida positiva si es la sucesion de momentos de una funcién no decreciente
con un numero infinito de puntos.

Para mostrar que toda sucesion definida positiva es la sucesiéon de momentos
de una funcién no decreciente con un ntmero infinito de puntos de incre-
mento, primero se construyeron soluciones para el problema truncado de los
momentos, o con una sucesion de momentos finita, con las cuales, por medio
del primer teorema de Helly se construye la solucién al problema infinito y
se demuestra que lo es apoyandose del segundo teorema de Helly.

Gracias al resultado principal estudiado en esta tesis se puede decir que la su-
cesion de momentos de una funcién de distribuciéon continua es una sucesion
definida positiva. De la misma forma, la sucesiéon de momentos de una fun-
cion de distribucion discreta con un ndmero infinito de puntos de incremento
es una sucesion definida positiva. Sin embargo se sigue teniendo la dificultad
para determinar de manera general cudndo una sucesiéon de nimeros reales
es definida positiva, por lo que encontrar criterios que lo faciliten es un buen
reto. Ademas, en la demostracion del Teorema 6.3, la funcion que se obtiene
como soluciéon al problema de los momentos puede ser continua o discreta.
Otro problema interesante seria proporcionar criterios para determinar cuén-
do se tiene una funciéon continua o cuando se tiene una funciéon discreta.
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La teoria presentada en las seis secciones de este trabajo esta basada princi-
palmente en [1], pero todas las demostraciones se trabajaron para presentarse
con un desarrollo que pudiera dar una comprensién mas completa y detallada
para el lector. Algunas de estas demostraciones se desarrollaron casi comple-
tamente ya que en los libros citados solo se mencionaba, de manera breve o
resumida, la idea principal, como es el caso del Lema 2.3 y del Teorema 2.4,
por mencionar algunas.
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Apéndices
A. La integral de Riemann-Stieltjes

Con el proposito de comprender mejor la definicion del problema central
discutido en este trabajo, en este apéndice se recordaré teoria de la integral
de Riemann-Stieltjes. Dicha teoria se tom¢ principalmente de [3] y es de gran
utilidad para la demostraciéon del resultado principal estudiado en esta tesis
en la sexta seccion.

Definicién A.1. Sea [a,b] un intervalo en R. Una particién P de [a,b] es un
conjunto finito de puntos

P = {x()?xh”'axn}a
talquea=xg <1 <---<xz, =b.

Se denota la longitud del k-ésimo subintervalo [z;_1, zx] de una particion P
de [a,b] por Az =z — xp_1, por lo que > ;. Az =b—a.

Para una funciéon f en [a,b] se denota el incremento de f en el intervalo

[zg—1, k] por Afy, = f(zg) — f(xk_1), entonces Y, Afy, = f(b) — f(a).

Definiciéon A.2. Sea P = {xg, 1, ..., ,} una particién de |a,b]. Un refina-
miento P' de P es una particion de |[a, b] tal que P’ O P.

Definicién A.3. Dada una particién P, se define su norma como
||P|| = méx{Axy; k=1,2,....,n}.

Se observa que si P’ D P entonces ||P’|| < ||P||. La colecciéon de todas las
particiones del intervalo [a, b] se denota por P|a, b].

Definicion A.4. Sea f una funcién definida en [a,b]. Si existe un nimero
M > 0 tal que
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n
k=1
para toda particion de [a,b], se dice que f es de variacién acotada en [a, b].

Dada una funcion f su variaciéon con respecto de una particion P, calculada
como Y ,_,|Afx], se denotara por Y (P).

Definicién A.5. Sea f una funcién de variacién acotada en [a,b]. Se llamara
al niimero

Vi(a,b) = sup {Z(P) P e P[a,b]} :
variacion total de f en el intervalo |a, b].

Definicién A.6. Sean f y a funciones definidas en |a,b|, P = {xo, z1, ...,z }
una particion de |a,b] y sea t, un punto en el intervalo [xj_1,xy|. Se llamara
suma de Riemann-Stieltjes de f respecto de a a una suma de la forma

S(P, foa) =) fty) Doy,
k=1

donde Aoy, = a(xy) — a(Tg—1)-

Con los conceptos anteriores ahora se puede definir la integral de Riemann-
Stieltjes de la siguiente manera.

Definicién A.7. Sean [ y « funciones definidas en [a,b]. Se dice que f es
Riemann integrable respecto de « en [a,b], denotado por f € R(«) en [a,b),
si existe un nimero A que cumple que para cada € > 0 existe una particion
P. de [a,b] tal que para cada refinamiento P de P. se tiene que

’S(P7f7a> _A| < €.
Cuando A existe, es tinico y se representa por medio de
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/abf(x)da(x) 0 /ab fda.

Se dice también que existe la integral de Riemann-Stieltjes fab fda. Las fun-
ciones f y « son llamadas, respectivamente, integrando e integrador.

Cabe mencionar que en el caso particular cuando «(z) = x, la integral se
reduce a la integral de Riemann que se denota por fab f(z)dz o por f: fdx.

Ademaés se puede verificar facilmente que para una funciéon definida como
f(z) = c para todo z € [a,b] y ¢ constante se tiene que

| #a)date) = cla®) - aa)

La integral de Riemann-Stieltjes es lineal tanto en el integrando como en el
integrador. Esto se mostrara a continuacion.

Teorema A.8. Sean f,g € R(a) en [a,b] y ¢ constante. Entonces se tiene
que cf + g € R(«a) en [a,b] y ademas

/ab(cf+g)doz:c/abfdoz+/abgda.

Demostracion. Sea h = cf + gy € > 0. Como f € R(a) en [a,b], entonces
para € = €/2|c| existe una particion P/, de [a,b], tal que para cualquier
refinamiento P D P/,

/
<€,

‘S(P, fia) — /bfda

y como g € R(a) para € = €/2 existe una particion P, de [a, b], tal que
para cualquier refinamiento P O P7,,

b
‘S(P,g,a)—/ gda| < €.
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Como

n

S(Ph,a) =Y hity) Aaw =Y ftx) Do+ ) g(t) Doy,
k=1 k=1 k=1

=cS(P, f,a)+ S(P,g,q),

entonces si se toma a P. = P/, U P/, se tiene que para P refinamiento de P,

b b
‘S(P,h,oz)—c/ fda—/ gda

b b
cS(P,f,a)+S(P,g,a)—c/ fda—/ gda

<le|

b
S(P, f,«) —/ fda

<|¢| S R
C [ —
2|¢| 2

:67

b
+‘S(Pagaa)_/ gda

por lo que h € R(«). Finalmente por la unicidad de la integral, se tiene que
f(ef + g)da = c [, fda+ [, gde.
O

Teorema A.9. Sean f € R(a) N R(B) en [a,b] y ¢ constante. Entonces
f € R(ca+ ) y se tiene que

/abfd(ca+6):c/abfda+/abfdﬁ.

Demostracion. Sea v = ca+ fy € > 0. Como f € R(a) para € = €/2|c|
existe una particion P/, de [a, b], tal que para cualquier refinamiento P D P/,
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b
‘S(P, fra) —/ fda

/
<€,

y como f € R(fS) para €’ = ¢/2 existe una particion P/, de [a,b], tal que
para cualquier refinamiento P D P7,, se tiene que

'S(P, 1.8) - / " fas

"
< €.

Como

n

S(P ) =D fte) Dy =Y fts) Dax+ Y fltx) DBy
k=1 k=1

k=1

:CS(P,f,Oé)‘f’S(P;f?ﬁ)?

tomando a P, = P/, U P/, se tiene que para P D P,

‘S(P,fﬁ)—c/abfda—/abfdﬁ‘

b b
cS(P,f,oz)—i—S(P,f,B)—c/ fda—/ fdﬁ‘

a

<lel

b
S(P, f,«) —/ fda

b
+ ’S(P,fﬂ) —/ fd6’

]

En el siguiente resultado se muestra que, bajo ciertas condiciones, se puede
dividir el intervalo de integracion.
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Teorema A.10. Seac € (a,b). Si dos de las integrales fab fda, [7 fda, fcb fdo
existen, entonces la tercera también existe y

L?mzlvm+lnm.

Demostracion. Sea e > 0. Si se supone que fac fday fcb existen, entonces para
¢ = ¢/2 existe una particion P/, de [a, c] tal que para cualquier refinamiento
P D P, se tiene que

!/
<€,

‘S(P,f,a) — /cfda

a

y existe una particion P’/ de [c, b] tal que para cualquier refinamiento P O P/
se tiene que

< €.

b
‘S(P, fya) —/ fda

Entonces tomando a P, = P!, U P/ particion de [a,b] y un refinamiento
P D P, se tiene para Q' = PNa,c] D P,y Q"= PNl b 2 P que

ﬂRfﬁg—(lva+lww0

5@, f,0) + S(@", f,0) - / fdo - / fdo

<|S@foa) - [ sda

b
+ ’S(Q",f,oz)—/ fdo

< €.
Por lo tanto la integral fab fda existe y es igual a [7 fdo + fcb fdau.
Ahora supéngase que [7 fda 'y fab fda existen, entonces para € = €/2 existe
una particion P/, de [a, c] tal que para cualquier refinamiento P O P/, se tiene

que
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!/
<€,

a

’S(P, fia)— /C fda

y existe una particion P’ de [a, b] tal que para cualquier refinamiento P O P/
se tiene que

< €.

b
‘S(P, fra) —/ fda

Sin pérdida de generalidad, si se supone que P/ O P/, entonces existe una
particion P/ de [c,b] tal que P = P/, U P/'. Si P es una particion de [c, b]
tal que P D P, se tiene que

S(P, f,a) — (/abfda—/acfdoz>

b c
= S(PE’,UP,f,oz)—S(Pe',,f,a)—/ fda+/ fda

b
< S(PE',UP,f,oz)—/ fdo

+ ‘S(Pé,,f, a) — /Cfda

< €.

Por lo que fcb fda existe y es igual a ff fda — [¥ fde.
]

Se recordaréa el siguiente resultado el cual ser& de utilidad méas adelante pero
cuya prueba se omite para no desviarse del objetivo principal de la presente
seccion.

Teorema A.11. (Teorema del valor medio)
Sea f :[a,b] — R continua en [a,b] y derivable en (a,b). Entonces existe un
niimero x € (a,b) tal que



El siguiente resultado muestra condiciones para que una integral de Riemann-
Stieltjes se pueda calcular como una integral de Riemann.

Teorema A.12. Sean f € R(a) en [a,b] acotada y o continua en [a,b).
Entonces existe la integral de Riemann fab f(z)d/ (x)dx y ademas

/f )da(a /f

Demostracion. Sean € > 0, g = fa/ y P una particion de [a, b]. Entonces

k=1

Por otro lado,

3

S(P7f7a): f(tk) A@k'

k=1

Aplicando el teorema del valor medio a la funciéon o en cada subintervalo
[z)_1, 1] de P, se encuentra un punto vy € (rx_1,2x), para k = 1,2,...n
tal que

Aay, = o (vg) Ay,

por lo que

3

S(P, f,a) = S(P,g) =) f(te)le () — o (t)] Dy

k=1
Como f es acotada, existe M > 0 tal que |f(x)| < M para toda x € [a, b].
Como o es continua en [a, b] entonces es uniformemente continua en [a, b],
por lo que existe § > 0, que depende de ¢, tal que para cada z,y € [a,b] si

€

<lr— () — o _—,
0< |z -yl <d=|a'(z) a(y)l<2M(b_a)
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Entonces, si la particiéon P tiene norma menor que ¢, se tiene que

(P, f,a) = S(P.g)| <Y _|f(tolle’(vr) — o (t)] Ly

€ - €
M S Az =&
= YoM —a) ; =y

Por otro lado, para ¢ = ¢/2 existe una particion P, de [a,b] tal que para
cualquier refinamiento P O P, se tiene que

< €.

b
‘S(P, fra) —/ fda

Por lo tanto, si se toma una particion P DO P. tal que ||P|| < d, se tiene

b
‘S<P7g)_/ deé

< ]suz 9)— S(P.f.0)

b
+ ‘S(P, f,a) —/ fda

< +€,—€
2 )
D

En lo siguiente se utilizaran los limites laterales de una funcién, por lo que a
continuacion se recuerda su definicion.

Definicién A.13. Sea f : R — R una funcién y sean t,| € R. Entonces

1) Se dice que el limite de f por la izquierda de t es | y se denota como
h'rr% f(z) =1 siy sélo si para cualquier € > 0, existe § > 0 tal que si
r—t—

t—d<zx<t = |f(z)—-I <e

En tal caso se dice que f(x) tiende a | cuando x tiende a t por la iz-
quierda y se denota como f(x—).
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2) Se dice que el limite de f por la derecha de t es | y se denota como
h'rrbrf(a:) = [ si y sélo si para cualquier € > 0, existe 6 > 0 tal que si
T—>

t<zr<t+d = |f(z) -1 <e

En este caso se dice que f(x) tiende a | cuando z tiende a t por la
derecha y se denota como f(x+).

Dada la definicién de limite lateral ahora es posible establecer el concepto de
funciéon escalonada, lo cual se realiza a continuacién.

Definicion A.14. Una funcién « en [a,b] se llama funcién escalonada si
existen una particion P = {xg,x1,...,x,} de [a,b] y constantes Aj, \a, ..., Ay,
tales que

alx) =Ngp1 si x € (xp,xpy1), para k=0,1,...n—1.

Se llama el salto de « en xy al nimero oy = a(xp+) — a(rr—), para cada
k=1,2,...,n—1, el salto de « en g es a(xo+) — a(xg) = A\; — azg) y en
Ty €5 a(xy,) — a(z,—) = alz,) — A\,

Cabe notar que en la definicién anterior no se establecen los valores de la
funciéon « en xg,x1,...,x,. Esto es debido a que para la teoria posterior no
afectan dichos valores, por lo que se dejan sin especificar.

Ahora se muestra como se simplifica el calculo de una integral de Riemann-
Stieltjes si el integrador es una funcién escalonada.

Teorema A.15. Sea o una funcién escalonada definida en [a,b] como en la
Definicién A.14, con salto oy, en xy, parak = 0,1, ....n. Sea f definida en [a, b]
tal que f y o no son ambas discontinuas por la derecha o por la izquierda de
cada . Entonces f € R(a) en [a,b] y

b n
| Hadda@) =3 s
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Demostracion. Sean cq, ca, ..., ¢, los puntos medios de cada uno de los los in-
tervalos (a, x1), (1, 22), ..., (Tn_1,b), en donde o toma los valores Ay, Aa, ..., Ay,
respectivamente. Se probara que f € R(«) en cada uno de los siguientes in-
tervalos cerrados [a, 1], [e1, x1], [21, Cal, .oy [Tn_1, Cnl, [Cn, b]. En cada uno de
esos intervalos a es constante excepto tal vez, en uno de los extremos. Se
verd lo que sucede en el primer intervalo de la siguiente manera.

Sea € > 0. Para cualquier particion P del intervalo [a, ¢1] se tiene que

S(P, foa) = f(te) Aag = f(t1)[M — ala)] + > f(te)[A — M

k=1 k=2
= f(t)[M — ala)].
Por lo que

1S(P, f,a) = fla)[\ — ala)]] = [f(t1) = fa)l|A — e(a)].

Si f es continua por la derecha en a, se tiene que para € = ¢/|A\; —a(a)| >0
existe 0 > 0 tal que si |x — a| < J, entonces |f(z) — f(a)| < €, donde = > a.

Entonces, para una particion P, de [a, ¢1] tal que ||P|| < 4, se tiene que para
cualquier refinamiento P DO P,

1S(P, f, ) = f(a)[\ — a(a)]] < €|Ar — a(a)|

€

— —‘)\1 ~ (@) A1 — a(a)]

= €.

Si se tiene el caso en que « es continua por la derecha en a, entonces tomando
a€ =c¢€/|f(t1) — f(a)| se obtiene de manera analoga que
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1S(P, f,a) = fla)[\ — ala)]] <[f(t1) = fla)l€
= [f(t2) = f(a)

=e.
Asi, queda demostrado que

[ fadata) = F@h - afa).
De manera similar se puede ver que

/ " f@)daz) = fle)lalm) - M,

/ " f@)dae) = fe)De — ale))

Por lo que, utilizando el Teorema A.10, se concluye que
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[ stwiate) = [ sardate) + [ @it +s [ oot

= [(@o)[M — alwo)] + f(a1)[e(x1) — A
+ f(@)[de —alz)] + - + f@n-)[(@n1) = Ani]
+ f(@n1)[An — al@n)] + fzn)[a(zn) — A

= [(zo)[M — a(wo)] + f(21)[Aa = Ad]

+ o (@) e — Act] + F@a)[a(za) — A

]

Para el desarrollo de lo siguiente se trabaja con una funcién no decreciente
como integrador, por lo cual se hace mencion de la siguiente definicion.

Definicion A.16. Sea f : R — R una funcién y sean x1,z5 € R tales que
x1 < x9. Se dice que f es no decreciente si f(x1) < f(x9) 0 no creciente si

f(z1) = f(m2).

Definicion A.17. Sea P una particién de [a,b] y sean

My(f) =sup{f(z) : x € [xp_1, x|},

my(f) = inf{f(x): x € [xgp_1,xx]}.

Los siguientes niimeros



se llamaran suma superior e inferior de Stieltjes, respectivamente, de f con
respecto de « para la particion P.

Se puede ver que siempre my(f) < My(f). Ademas, si « es no decreciente en
la, b], entonces Acay > 0 por lo que my(f) Aoy < My (f) Aoy, y entonces

También se tiene que si ¢, € [rg_1,xx], entonces mi(f) < f(tr) < Mi(f).
Por lo tanto, para a no decreciente

L(P,f,()z)SS(P,f,Cl{)SU(P,f,Oz).

Teorema A.18. Sea a una funcién no decreciente en [a, b]. Entonces

i) Si P' es un refinamiento de P, se tiene que

UP, f,a) <UP, f,a) y L(P,f,«a)>L(P [, a).

ii) Para cualesquiera dos particiones P y P,, se tiene que
L(tha&) < U(P27f704)'

Demostracion.

i) Se observa que es suficiente demostrar el resultado cuando un refinamiento
P’ D P tiene exactamente un punto més que P, por ejemplo el punto ¢ del
intervalo I; = [x;_1, ], para algin j = 1,2, ...,n. Entonces

UP', fra) =Y My(f) Doy + Male) = alz;1)] + M"[a(z;) — (o)),

k=1
k#j
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donde

M =sup{f(z);z € [xj_1,c]} vy M"=sup{f(x);z € [c,z;]},
pero como

M, S Mj y MU S Mj,
con M; el supremo en el intervalo [z;_1, z;], entonces

M'[a(e) = a(z;-1)] + M"[a(z;) — ale)] < Mjla(c) — a(z;-1)]
+ Mjla(z;) — ale)]
= Mjla(z;) — alzj-1)].
Por lo tanto, U(P', f,a) < U(P, f, ).
La desigualdad para la suma inferior se prueba de manera similar.

ii) Sea P = P, U P, refinamiento de ambas particiones. Entonces por (i) y
una observacion previa al teorema se tiene que

L(Py, f,a) < L(P, f,a) <U(P, f,a) < U(P,, f,«),

con lo cual se obtiene el resultado deseado.
O]

Dadas las propiedades de las sumas superior e inferior de Stieltjes, que se
obtienen debido a que el integrador es una funciéon no decreciente, a conti-
nuacion se pueden definir las integrales superior e inferior de Stieltjes.

Definicién A.19. Sea « una funcién no decreciente en [a,b]. Se define la
integral superior de Stieltjes de f con respecto de o como

b
/ fdoa =nf{U(P, f,«a) : P € Pla,bl]},
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v la integral inferior de Stieltjes como

/ fda = sup{L(P, f,a) : P € Pla,bl}.

Se denotan también como I(f,a) y I(f,a) a la integral superior e inferior
respectivamente.

A continuacién se muestra una comparacion entre las integrales superior e
inferior de Stieltjes.

Teorema A.20. Sea o una funcién no decreciente en [a, b]. Entonces se cum-
ple que I(f,a) < I(f, ).

Demostracion. Como I(f,a) = inf{U(P, f,a) : P € Pla,b]}, entonces para
€ > 0, existe una particion P’ tal que

U(P' f,a) <I(f,a)+e,

y por el Teorema A.18 (ii) se tiene que I(f, ) + € es cota superior de las
sumas inferiores, es decir L(P, f,a) < I(f, a)+¢, para toda particion de [a, b].

Luego como I(f,a) = sup{L(P, f,a) : P € Pla,b]}, entonces se tiene que
I(f,a) < I(f,a) + e. Lo anterior se tiene para todo € > 0, por lo tanto,

I(f.0) < I(f,a).
]

El siguiente teorema muestra equivalencias a la definiciéon de la integral de
Riemann-Stieltjes para integradores no decrecientes.

Teorema A.21. Sea o una funcién no decreciente en |a,b|. Las siguientes
tres afirmaciones son equivalentes.

i) f € R(a) en [a,b)].
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ii) Para cada e > 0, existe una particién P., tal que para cualquier refina-
miento P O P, se tiene que

0<U(P f,a) — L(P, f,a) < €.

Si f cumple lo anterior se dice que f satisface la condicion de Riemann
con respecto de « en |a, b|.

iii) 1(f,0) = I(f, ).
Demostracion.

i) = ii) Si a(b) = a(a) se tiene que « es constante pues es no decreciente,
por lo que Aay, = 0 para cada k = 1,2, ...,n, y entonces las sumas inferiores
y superiores siempre son cero.

Supongase entonces que a(a) < a(b). Dado € > 0, se elige una particion P,
de [a,b] tal que para todo refinamiento P de P. y cualquier eleccion de ¢ y
t). en [xp_1, k], se tenga que

n

b
Zf(t;)Aak—/ fda

k=1

€ €
<=y <§.

3

n b
Zf(tk)Aak—/ fdo
k=1 @

De estas ecuaciones se obtiene que

n n b
S 50— £(6)) Aew| < |5 f04) S — [ s
k=1 k=1 a
b n
+ / fda — Zf(t;c) Aoy,
a k=1
2
< g €.
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Como My (f) — mi(f) =sup{f(z) — f(a') : x,2" € [xx_1, 1]}, entonces para
d > 0 se pueden elegir ¢ y t en [x;_1, x| tales que

My (f) = mi(f) < f(tx) = f(8) + 6,
por lo que para 6 = 3 ¢/[a(b) — a(a)] se tiene que

n

U(P7 f>a) - L<P>f7a) - Z[Mk<f) _mk(f)} Aak

k=1

n

<) [f (k) = f(t) + 0] Day,

k=1

n

Lf(te) — f(t)] Doy + 52 Aay,

k=1

>
Il
—

€

3[a(b) — O./(a)] [Of(b) - a(a)]

Wl N

i1) = iii) Dada € > 0, por (ii) existe una particion P. tal que para un
refinamiento P O P, se tiene que

U(P, f,a) < L(P, f,a) + €.

Por lo tanto, para esa particién se cumple que

I(f,a) SU(P, f,a) < L(P, f,a) + ¢ < I(f,a) + ¢

Lo cual se tiene para todo € > 0, por lo que I(f,a) < I(f,a). Ademés, por
el Teorema A.20 I(f,«) > I(f, «), por lo tanto se tiene la igualdad.

iii) = i) Sea A = I(f,a) = I(f,a) y € > 0. Se elige P’ tal que U(P, f,a) <
I(f,a) + € para todo refinamiento P O P!. También se elige P’ tal que
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L(P, f,a) > I(f, ) — € para todo refinamiento P O P”.
Si P. = P/ U P!, se cumple

I(f,a) —e < L(P,f,a) < S(P, f,a) <U(P, f,a) < I(f,a) +¢

para cada refinamiento P O P.. Pero como I(f, o) = I(f,a) = A, entonces

’S<P7faa>_A| <€

para cualquier refinamiento P de P,. Por lo tanto f; fda existe y ademas se

tiene que
b b b
/fda:/fda:/fda,

con lo cual concluye la demostracion.
m

Ahora se muestra un criterio de comparacién para la integral de Riemann-
Stieltjes con integradores no decrecientes.

Teorema A.22. Sean « una funcién no decreciente y f,g € R(«) en [a,b]
tales que f(z) < g(x) para todo z € [a,b]. Entonces

[ et < [ otwyiate)

Demostracion. Se tiene que para cualquier particion P de [a, b]

U(P, f,«) ZMk f) Doy < ZMk ) Ao, =U(P,g,q),

k=1

va que f(x) < g(x) vy « es no decreciente en [a, b]. Por lo que
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/ fda = I(f, a)
= mf{U(P, f,a) : P € Pla,b]}
<if{U(P,g,a): P € Pla,b]}

=1(g, )

b
= / gda.

A continuacion se vera una propiedad que muestra una comparacion del valor
absoluto de una integral con la integral del valor absoluto de una funcion.

]

Teorema A.23. Sea a una funcién no decreciente y f € R(«) en [a,b)].
Entonces

/abf(l‘)doz(x) < /ab,f(x)‘d&(x)‘

Demostracion. Sea P. = {xg, 1, ...,x,} particion de [a,b] tal que para cada
refinamiento P O P, cumple que

U(P, f,a) — L(P, f,a) <e.

Por otro lado se tiene para cada z,y € [a, b] que
L (@) = lg@)I| < [f(x) — g(2)],

por lo que
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My(If1) = ma(f]) = sup{[f(z)| = g(x)| : 7,y € [wp—1, 24]}
<sup{f(z) — f(y) : x,y € [v_1, 4]}

= My(f) —mx(f),

entonces
U(P,]f|,oz)—L(P,‘f’,oz) < U(P,f,a)—L(P,f,a) SG,

por lo tanto |f| € R(«) en [a, b]. Luego, por el Teorema A.22 tomando g = | f|,

se tiene que
/ f(z)da(x / |f(z)|da(x

Tomando valor absoluto de ambos lados se obtiene

/f Jda(z /!f )lda(a

pues la integral del lado derecho es positiva ya que « es no decreciente.

]

Por ultimo se define un tipo particular de integral, el cual se utiliza en el
problema principal de esta tesis.

Definicién A.24. Sean f y « funciones en R tales que f € R(«) en [a,b]
para cualesquiera a,b € R, con a < b. Si existe el Iimite
b
lim f(z)da(x),

a—>00
b—r—oc0 v a

se le llama integral impropia y se denota por

/ Z f(w)da(z)
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Ademas, de manera analoga a la definicion anterior, también se pueden es-
tablecer las integrales impropias

[ i v [ ;f(x)dOé(x)-

B. Formula de interpolaciéon de Lagrange

El resultado que se muestra en este apéndice es utilizado para obtener la
formula de cuadratura en la quinta seccion de este trabajo, y se tomo del
material proporcionado en [11].

Dada una funcion y n + 1 puntos por los que ésta pasa, el objetivo de la
formula de interpolacion de Lagrange es encontrar un polinomio, a lo mas de
grado n, que pase a través de esos puntos. Ese resultado se muestra con el
siguiente teorema.

Teorema B.1. (Férmula de interpolacién de Lagrange)

Sea f: R — R una funcién que pasa por los puntos (zo, f (o)), (1, f(x1)),
ey (T, f(2y)), con xy, # x; para k # j. Entonces existe un tnico polinomio
P(z) de grado a lo mas n tal que

P(xy) = f(zy),

parat=0,1,...,n.

Demostracion. Primero se vera la unicidad. Sean dos polinomios P; y P> de
grado a lo méas n, tales que Pi(zy) = Py(zx) = f(zx), para k = 0,1,...,n.
Entonces el polinomio P = P, — P, tiene a lo mas grado n, pero también
tiene n + 1 raices xg, ry, ..., x,. Por lo tanto, P debe de ser igual a cero y la
unicidad queda demostrada.

Ahora se demostrara la existencia. Considérense los siguientes polinomios
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(x —@o) -+ (& — w1 (& — Tpp) -+~ (T — 25)
(@ = @o) -+ (2 — Tp1) (T = Tp1) -+ (Th — T0)

llamados polinomios de Lagrange, los cuales cumplen
1 si j=k,

Li(x;) = 0 =
v 0 si j#k

El polinomio P(x) buscado se obtiene con ayuda de los polinomios Lj de la
siguiente forma

P(a) =" flan)Lu(@) = Y flan) [[—2, (B.1)

lo que concluye la demostracion.
m

A la representacion (B.1) se le conoce como féormula de interpolacion de
Lagrange, en donde se puede ver que el polinomio es a lo mas de grado n.
Ademas si se denota por

entonces

por lo que (B.1) también se puede expresar como
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C. Teoremas de Helly

A continuacion se veran dos resultados que se utilizan en la sexta seccion.
Estos resultados son empleados para construir la funcién de distribuciéon que
da solucion al problema de los momentos. La informacion presentada en esta
seccion se tomo principalmente de [7].

Primero se hard menciéon de algunas definiciones las cuales serviran para
enunciar los teoremas de Helly.

Definicién C.1. Sean f y {f,}>2, funciones no decrecientes y acotadas. Se
dice que

a) La sucesion { f,}>>, converge débilmente a f si la sucesién converge a
f para todo punto de continuidad de la funcién f.

b) La sucesion {f,}5°, converge completamente a f si la sucesiéon con-
verge débilmente a f y ademds {f,(—00)}:2, converge a f(—o0) y
{fn(00)}72g converge a f(oo).

A continuacién se probara un lema que ayudara en la demostracion del primer
teorema de Helly.

Lema C.2. Sea D un conjunto denso en R y {f,}22, una sucesién de fun-
ciones no decrecientes que converge a f para todo x € D. Entonces {f,}>,
converge débilmente a f.

Demostracion. Sea x un punto de continuidad de f. Como D es denso en R
se pueden tomar dos sucesiones de nameros reales {x}}2°, v {z]}22, tales
que 7, < z < zj, para todo k y
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lim 2, = lim af = z.

Como f, es no decreciente para cada n, entonces para cada k se tiene que
fo(@y) < fu(2) < ful2)),
y ademas como {f,}5°, converge a f en D

lim fo(z}) = f(z)) ¥ nh_r)noofn<x/k,) = f(z}),

n—aoo

por lo que se obtiene

f(a)) <liminf f,(z) < lmsup f,(z) < f(a}). (C.1)

n—>00 n—o00

Como x es punto de continuidad de f,

lin f(s}) = lim f(af) = f(z),

k—o0

por lo que haciendo tender k a infinito en (C.1) se tiene que

f(z) < liminf f,(z) < limsup f,(z) < f(2).

n—>o0 n—»o00

Entonces lim f,(x) existe y es igual a f(x).
n—-aoo

Teorema C.3. (Primer teorema de Helly)

Sea {f,}>2, una sucesién de funciones no decrecientes y A, B € R tales que
A < f,(x) < B para todo x y toda n. Entonces la sucesién dada contiene una
subsucesion { f,, } 32, que converge débilmente a una funcion f, no decreciente
v acotada.

Demostracion. Sea D = {xg,x1,...} un conjunto denso numerable de reales.
La sucesion {f,(x0)}5, es acotada por lo que contiene una subsucesion
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{fon(x0) }22, que converge a un cierto limite L.

De la misma forma, la sucesion { fo, (z1)}22, contiene una subsucesion { f1,(x1) }22,
convergente a cierto limite L, que también cumple

lim fin(zo) = lm fon(z0) = Lo-

Continuando este proceso se obtiene que para cualquier natural £, existen k
sucesiones { fin(7;)}5%,, ¢ =0,1,...,k — 1, para las cuales

m_fn(zi) = Li. (C.2)

n—:aoo
Considérese ahora la sucesion diagonal compuesta por las funciones { f,,, } 72 .

Sea xp € D para alguna k € N. Entonces

lim fnn(xk) = Lka
n—>00

por (C.2) y dado que {frn}220 € {fen}rlo, si n > k. De esta forma se define
la funcion f como

flay) = Ly = lim fr,(z),

n—rr:oQ
para k= 0,1,2,..., la cual esta definida para todo elemento de D.

Si x < y son dos elementos en D, como f,, es no decreciente para cada
n=20,1,2, ..., entonces

f(l‘) = lim fnn(x) < lim fnn(y> = f(y)a

n—-ao0 n—aoo
por lo que f es no decreciente en D.

Ademas, dado que para toda k = 0,1,2,..., A < f(xx) = Ly < B se tiene
que f es acotada en D.
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Estas propiedades permiten extender la funcién f a toda la recta real, con-
servando las propiedades antes mencionadas. Luego, por el Lema C.2 se tiene
que {fun}oo, converge débilmente a f.

O

Para el siguiente teorema se recordara un resultado sobre las funciones mo-
notonas.

Teorema C.4. Sea f una funcién mondétona en |a,b|. Entonces el conjunto
de discontinuidades de f es a lo mas numerable.

Demostracion. Supodngase que [ es no decreciente, si f es no creciente se
puede considerar a la funcion —f y el siguiente desarrollo se trabajaria de
la misma forma. Sea S, el conjunto de puntos de discontinuidad de f en los
que el salto es mayor a 1/m, con m > 0, es decir, si x € S, se tiene que
f(z+) — f(x—) > 1/m. Entonces

i) - fla) > 3 flat) — fla—) > ol

m

donde |S,,,| es el nimero de elementos del conjunto S, que, por las desigual-
dades anteriores, debe ser finito. Finalmente, el conjunto de discontinuidades
de f es un subconjunto de | J°_, S,, por lo que es a lo mas numerable.

m

Teorema C.5. (Segundo teorema de Helly)
Sean f, {f.}>2, funciones no decrecientes y acotadas tales que la sucesion
converge completamente a f. Entonces para cualquier funciéon g continua y

acotada
| s = i [ g

Demostracion. Sea € > 0 y sean

B=suplg(z)] v C = f(o0)— f(—00)>0.

z€R
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Si f(x) = c para todo z € R, es claro que

| st =o,

—0o0

y por la convergencia completa se tiene que

€

|fn(x) o C| < ﬁ)

para n suficientemente grande, por lo que

€

€
— — < <
c _fn(x)_c—l—zB,

2B
de donde se obtiene que

[ o@@) < B oo < B (o4 55— (o 55)) =«

oo

por lo tanto

tm [ g)dfu(e) = / " g@)df (@) = o.

n—aoo
—00 oo

Suponiendo que f no es constante, por el Teorema C.4 y como

m f(z) = f(o0) y Im f(z)= f(—00),

T—>00 r—>—00

existen a < b, puntos de continuidad de f(x), tales que f(a) < f(b) vy

floo) = fb) < —= vy fla) = f(—o0

= (C.3)

)<9—B.

Como g(x) es una funciéon continua existe P = {xg, 21, ..., £y} una particion
del intervalo [a, b], formada por puntos de continuidad de f(x). Ademas por
el Teorema C.4 los puntos de continuidad de P pueden tomarse de tal forma
que si x € (xp_1,x) entonces para k = 1,2, ...N se tiene que
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l9(x) — g(xr)] <6 = (C4)

9f(b) = fla))

Por otro lado, considérese a la funcién auxiliar

ole) = { g(zy) stz € (1,21,

0 en otro caso,

entonces por (C.4), |g(x) — go(z)| < ¢ en [a,b]. Luego
| swto)~ [~ g@ar@) = [ (o) - gola)drata)

- f " gole)df(x) - / " o) ()
T / " (o) — gla))df ()
=5+ S5+ Ss.

Ahora se acotara a cada uno de los tres sumandos anteriores. Para S3 se tiene
que

si < [ lotaldsta /|g ~ go(@)ldf(x /|g )l («
< B(f(a) — f(=00)) +(f(b) — f(a)) + B(f(c0) — f(b))
<€/9+€/9+¢€/9
=¢€/3,
debido a (C.3) y (C.4).

Para S,
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si< [ o / 9(2) — u(o)ldfa(o) + [ lo(o)ldho(o)

—00

< B(fula) — fu(~20)) + 8(fa(b) — fu(a)) + B(fu(00) — fu(b)
s B(f(a) ~ f(~o0)) +3(£(b) — F(@)) + B(f(c0) — f(2))

<e€/94+¢€/9+¢/9

=¢€/3,
debido a (C.3), (C.4) y a que {f,}>°, converge completamente a f.

Finalmente, utilizando también que {f,}32, converge completamente a f, se
tiene que

N

/_OO go(z)dfn(x) = Zg(mk)(fn(;pk) — Ful@ir))
o)) — fa) = [ @)

por lo que

S, = /_ " (@) () — /_ T pe@)df(z) — 0. (C.5)

n—»ao0
[e.9] o0

Por lo tanto, para n suficientemente grande, se tiene que
‘ [ st~ [ gtayirte)

En el presente trabajo se utiliza una variante del resultado anterior en la cual
se cambia el dominio de las funciones f, f,, y ¢ a un intervalo cerrado [a, b]
obteniendo lo siguiente.

<e€/3+€/3+¢€/3=c¢

]
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Teorema C.6. (Variante segundo teorema de Helly)

Sean f, {f.}>2, funciones no decrecientes y acotadas en |[a,b] y g continua y
acotada en [a,b], tales que la sucesién converge débilmente a f, donde a y b
son puntos de continuidad de f. Entonces

L[“@ﬂﬁﬁn@gLZuwm@

Para la prueba de este resultado simplemente se sustituye el hecho de que

lim f(a) = floc) vy lim f(x) = f(—o0),

T—>00 r—r—00

por

lim f(z) = f(a) y lim f() = f(b),

Tr—a

en la demostracion proporcionada para el segundo teorema de Helly.

D. Determinantes de sucesiones definidas posi-
tivas

A continuaciéon se muestran ejemplos de los determinantes que se vieron
en el Teorema 1.12 para sucesiones definidas positivas particulares con la
intencion de mostrar que su signo es positivo. La expresion general de dichos
determinantes esta dada por

So S1 Sn
S1 S9 cee Spai

D, =] . o .|, donde n=01,2,..
Sn Sn+1 .- Son

Primero considérese una variable aleatoria X con distribucion N(0, 1), para
la cual se tiene que el n-ésimo momento esta dado por
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n! nN"?
E(Xn) _ W (5) SI N es par,

0 si n es impar.

Entonces, se puede verificar que los primeros trece momentos estdn dados
por 1,0,1,0,3,0,15,0,105,0,945,0,10395, y también que los determinantes
paran =0,1,...,6 son

Dy = 1],

S

Il
=
O = O

O = O =
w o = O
S W o

15 | = 288,

S

I
WO = O
O W o = O

0
3 0 15
0

S W o

15 0 105 | S0,

S W o~ O

—_
(S
S
—_
e}
Ot
(@)

S WO = O

15 0 105 0 945



1 0 1 0 3 0 15
0 1 0 3 0 15 0
1 0 3 0 15 0 105
D= 0 3 0 15 0 105 0 = 24883200.
3 0 15 0 105 O 945
0 15 0 105 0 945 0
15 0 105 0 945 0 10395

Ahora considérese una variable aleatoria X con distribucion Unif(—1, 1), para
la cual se tiene que el n-ésimo momento esta dado por

B(X™) = 1 — (—1)n B T si n es par,
o 2(n+1)

0 si n es impar.

Por lo tanto, es facil verificar que los primeros trece momentos estan da-
dos por 1,0,1/3,0,1/5,0,1/7,0,1/9,0,1/11,0,1/13, y que los determinantes
paran =0,1,...,6 son

Dy = 1],

1 0

1)1::‘ 0 1/3

' ~ 0.333,

1 0 1/3
Dy=| 0 1/3 0 |=~0.0296,
1/3 0 1/5

1 0 1/3 0
0 1/3 0 1/5
1/3 0 1/5 0
0 1/5 0 1/7

D3 = ~ 0.000677,
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Dy =
1
0
1/3
Dy=| "
1/5
0
1 0
0 1/3
1/3 0
Ds=| 0 1/5
1/5 0
0 1/7
17 0

1
0
1/3
0
1/5

0
1/3
0
1/5
0
1/7

1/3
0
1/5
0
1/7
0
1/9

1/3
1/5

1/7

0
1/5
0
1/7
0
1/9
0

1/3
0
1/5
0
1/7

0
1/5
0
1)7
0
1/9

1/5
0
1/7
0
1/9
0
1/11

0
1/5
0
1/7
0

1/5
0
1/7
0
1/9
0

0
1/7
0
1/9
0
1/11
0

1/5
0
1/7 | ~ 0.00000393,
0
1/9

0
1/7
0
1/9
0
1/11

~ (0.00000000576,

1/7
0
1/9
0 |~ 0.00000000000213.
1/11
0
1/13

En ambos ejemplos se observa, como se esperaba, que el signo de los deter-
minantes es positivo. Ademéas se puede apreciar que en el primer ejercicio el
valor de los determinantes va incrementando rapidamente, mientras que en
el segundo el valor de los determinantes va disminuyendo.
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