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Capitulo 1

Introduccion

Nos proponemos hallar soluciones de energia finita del problema
—Au=|u* *u en RV (Poo)

donde N >3y 2* = ]3—]_\[2 es el exponente critico de Sobolev.

Una solucién de energfa finita del problema (o) es un punto critico v : RY — R del

funcional . .
J(u) = = C—
W=y [ Vel =5 [

Este problema ha sido extensamente estudiado. Una solucién ya conocida es la lla-
mada burbuja estandar

2%

(1+ |a2)™"

Se sabe que, salvo traslaciones y dilataciones, la burbuja estandar es la tinica solucién
positiva del problema (p,) (ver [10]).

Soluciones para () distintas de la burbuja estdandar fueron encontradas por W.
Ding en [8]. Para obtenerlas llevé el problema a la esfera SY~! en RY mediante la
proyeccion estereogréfica y ahi hizo actuar al grupo O(k) x O(m), donde k +m = N
y 2 < m < k. Asi, produjo una infinidad de soluciones que cambian de signo y que
no son equivalentes, en el sentido de que ninguna se puede obtener de otra mediante
traslaciones y dilataciones.

Mas adelante, del Pino, Musso, Pacard y Pistoia construyeron en [6] una familia
de soluciones del problema (p.,) que asintéticamente se aproximan a la suma de
una burbuja estandar positiva con k£ copias negativas de la burbuja estandar con di-
lataciones apropiadas y distribuidas simétricamente en un poligono regular de radio 1.

En este trabajo seguiremos el enfoque dado por M. Clapp en [3]. Consideraremos
la accién de un grupo de simetrias en RY y una familia de soluciones simétricas del



problema
—Au = |[ufP?u  en Q,

u=0>0 en 0f). (pp)

donde p € (2,2*) y 2 es un dominio acotado, suave e invariante bajo la accién de
este grupo. La parte fundamental sera analizar detalladamente qué sucede con esta
familia cuando p tiende a 2*. Veremos que estas soluciones tienen dos posibilidades:
o bien convergen a una solucién de (po+), 0 bien éstas se concentran y explotan
alrededor de un nimero finito de puntos con simetrias determinadas por el grupo.
Mientras que en [8] se usan drbitas de dimension positiva, el uso de puntos fijos serd
fundamental para los resultados de existencia que obtendremos en la parte final. De
esta manera, exhibiremos soluciones que cambian de signo y que no son ni burbujas
estandar ni sumas de burbujas estandar reescaladas y con diferentes signos. Estas
surgiran como perfiles asintoticos de soluciones del problema subcritico mediante el
fenémeno de concentracion.

En el Capitulo 2 estableceremos el problema de forma variacional, haciendo antes
una revision de los espacios de Sobolev y remarcando algunas de sus propiedades mas
importantes. Ya con estos preliminares, dedicaremos el Capitulo 3 al Teorema 3.12, el
cual describe con precisién al fenémeno de concentracién. Analizaremos el papel que
juegan las simetrias y como éstas influyen en la concentracion y en las soluciones que
este fenomeno produce. Finalmente, en el Capitulo 4 veremos algunas aplicaciones del
teorema de concentraciéon usando dos tipos particulares de grupos de isometrias en
R¥. Primero, con acciones donde todas las érbitas son o bien homeomorfas al grupo
mismo, o bien puntos fijos; llevaremos al teorema de concentraciéon a una forma que
establece més concretamente como ocurre la concentracion. Después, haciendo actuar
grupos cuyas orbitas son infinitas o puntos fijos, produciremos explosion en un tinico
punto. Con estos resultados a la mano, en un ejemplo concreto exhibiremos una so-
lucién del problema limite (p.,) que cambia de signo y que, por el tipo de simetrias,
difiere de aquellas en [8, 6].

Incluimos al final un par de apéndices. Ambos seran sumamente importantes al traba-
jar con el Teorema 3.12. En el primero de ellos damos la demostracién del Lema 3.15.
Este lema permite, dado un grupo cerrado I' de isometrias lineales en RY, cambiar a
cualquier sucesién en RY por otra sucesién, cuyos elementos son puntos fijos de algiin
subgrupo de indice finito en T'.

En el segundo apéndice presentamos un resultado de no existencia para el problema

—Au = |u* *u en H,

donde H es un semiespacio en RY que contiene al origen. Este resultado es conse-
cuencia de un criterio méas general que también demostraremos en ese apéndice.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo introduciremos a los espacios de Sobolev, los cuales proporcionan
el ambiente adecuado para plantear nuestro problema de manera formal. Enuncia-
remos, sin incluir demostraciones, algunas de las principales propiedades de estos
espacios.

Después procederemos a interpretar nuestro problema de manera variacional. Los
ingredientes principales de este método son el funcional de energia y la variedad de
Nehari. Veremos céomo se relacionan estos conceptos con la ecuacion diferencial que
nos proponemos estudiar y hablaremos sobre la existencia de soluciones del problema
subcritico. Terminaremos dando la variante simétrica del problema y observaremos
que en este caso tenemos resultados de existencia analogos al problema sin simetrias.

2.1. Los espacios de Sobolev

Sea 2 un subconjunto abierto de RY. Como es usual, para p € [1, 00|, denotaremos
por LP(Q) a los espacios de Lebesgue, que equipados con la norma

1
p
lul, = </Q ]u|p) si p < o0,

[u]oo :=f{c € R: |Ju(2)| < ¢ p.ct. z2€Q},

son espacios de Banach. En el espacio L*(2), ademds podemos definir un producto

interior como
(u,v)s ::/uv,
Q

y, con éste, L*(2) tiene estructura de espacio de Hilbert, cuya norma inducida es
precisamente la norma | - |s.



Definicién 2.1. Un subconjunto w C €2 esta compactamente contenido en €2, deno-
tado w CC €2, si w estd acotado y w C €2. Definimos
LP

loc

(Q) :={u:Q—R:ul, € LP(Q) para todo abierto w CC Q2}.

Definicién 2.2. Diremos que u € Lj,.(2) es débilmente diferenciable en €2 si existen

funciones vy, ...,vy € L}, (Q) tales que

/ua‘P +/w=0 Vo € C=(Q) (2.1)
o Oz Q

para todo ¢ = 1,..., N. Las funciones vy, ..., vy son tnicas y les llamamos las deri-
vadas débiles de u, denotadas por D;u. Escribiremos

Vu:= (Dyu,...,Dyu)

para referirnos al gradiente (débil) de w.
Es facil comprobar que si una funcién u : RY — R es continuamente diferenciable,
también es débilmente diferenciable y % = D;u para todoi=1,...,N.

Si N > 3 definimos

DM (RY) := {u € L* (RY) : u es débilmente diferenciable y Dyu € L*(RY)
para todoi=1,...,N}

donde 2* = == es el exponente critico de Sobolev.

Definicién 2.3. Sean f € CO(RY) y g € L
funcién f * g : RN — R dada por

(f * 9)a /f:c—

Una propiedad importante de la convolucién (f * g) es que hereda tanto las pro-
piedades de regularidad de f, como las propiedades de integrabilidad de g.

Lema 2.4. Sea k € NU {oo}. Si f € CKRY) y g € L} (RY), entonces f * g es de
clase C*. Mds aiin, si [ € CLRY) se cumple la siguiente identidad

L (RN). La convolucién de f y g es la

(f g) = =1,...,N.

ox; ox;

Demostracién. Ver |2, Corolario 14.39). |

Lema 2.5. Si f € CO(RYN) y g € LP(RY) con p € [1,00), entonces f * g € LP(RY) y

|f*glp < |flilglp-
4



Demostracién. Ver [2, Proposicién 14.40]. [ |

Definicién 2.6. Una sucesién de funciones (py) se llama una sucesién regularizante
si, para todo k € N, se cumple que

peCE®Y),  pz0 sop(p) B0, [p=t
RN

Las sucesiones regularizantes nos permiten aproximar cualquier funcién en LP(RY)
por funciones suaves mediante la convolucién.

Lema 2.7. Si p € [1,00) entonces, para toda f € LP(RY) y para toda sucesion
reqularizante (pg), se cumple que

pr* f— f en LP(RY).
Demostracién. Ver [2, Teorema 14.45]. |

El lema anterior da lugar al siguiente resultado de aproximacién en D%2(R™).

Lema 2.8. Dado u € DVY(RY), existe una sucesién ¢y, en C®(RY) tal que o1, — u
en L¥ (RY) y 925 — Dyu en L*(RY) para todo i =1,--- , N.

Demostracién. Sea (p;) una sucesién regularizante. Como u es débilmente diferen-
ciable, para todo k € N, para toda z € RY y para toda ¢ = 1,..., N, poniendo a
pr(z — -) en la ecuacién (2.1) obtenemos

0= [t |-t = ] do+ [ Dty = ~GEre) (Do),

RN

Asi, de la igualdad anterior y del Lema 2.4 obtenemos la identidad

0 0
8xi(pk ku) = 8?; xu = pp x Diu.

Por lo tanto, usando el Lema 2.7, concluimos que

a(pk*u)%DiuenL%RN) Vi=1,...,N. (2.2)

pr*u—uen L* (RY) vy 5
Z;

Ahora, escogemos una funcién ¢ € C®(RY) tal que ¥(z) = 1si |z] < 1, ¥(z) = 0 si
|z| > 2y 0 < < 1. Definimos 9, (z) := ¥(5). Esta funcién cumple que ¢ (2) = 1 si
2] <k, Yp(z) =0si|2z]| >2ky 0 <y <1

Es inmediato ver, usando el teorema de convergencia mondtona, que

v —vl, =0 Vo€ LP(RY), p€l,00).

5



Definimos ¢y, := (pg * u)x. Entonces o5, € C°(RY) y tenemos los siguientes limites

/ by — (oo * w)i]” = / o — (o % ) [l < Ju— (o % )3 — 0,
RN RN
y
o 2 o 2
L@ = gtrwn] = [ D= e 1P
a 2
< ‘Diu— 8xi(pk * ) 2 — 0.

De lo anterior y de la desigualdad del tridangulo, concluimos que

— 0.
2

lu — @rler =0 ¥ ‘Diu—[

S6lo falta demostrar que 22& — Dyu en LA(RY).
El teorema de cambio de variable asegura que

oYy, o

N N

Consideremos a los conjuntos
A= {2z e RY 1 k < |2| <2k}
Sea ¢ > 0, segtin los limites en (2.2) podemos encontrar ko € RY tal que

2%

/ |pk*u—u]2*§/ lpe ¥ u—ul? < - VEk > ko. (2.3)
Ay RN 9 | 0¥

dz;

N
Ademds, como u € L? (RY), existe k; > k¢ para el cual
2*

< [ ——— Vk > ky. (2.4)
A 9 | 0¥

N

Nétese que sop(%) C Ay y que (pr xu) € L? (RY) por el Lema 2.5. Luego, usando
la desigualdad de Hélder, la desigualdad del tridngulo y las estimaciones en (2.3) y



(2.4), vemos que, si k > k;
Iy

1
A
< ( ok * u > P
2 Ay Ti|n
1

Oy [( |pk*u—u|2*>2 + (/ |u|2*)2 ] <e.
N Ayg Ay

8xi
Por lo tanto, (py * u)% — 0 en L*(RY). Concluimos observando que

[

i

<

0 0 0
'D@-u - sellos ] - 'Diu ~ () 9 (s 2
0 0
< ‘Diu—a—xi(pk*u)wk 2+‘(pk*u) f;if 2 0.

Los siguientes resultados seran importantes adelante:

Teorema 2.9. (Desigualdad de Sobolev). Eziste una constante C' > 0 que depende
unicamente de N tal que

ul3. < C/ |Vul? Vue DY(RY).
RN

Demostracién. Ver [2, Proposicién 17.4 (a)]. |

Lema 2.10. DY2(RY) es un espacio vectorial y

(u,v) = Vu- Vv

RN
es un producto interior en DV?(RY).

Demostracién. La estructura de espacio vectorial de D%2(IRY) se hereda, mediante la
linealidad de la derivada débil, de las estructuras en L*(RY) y L?"(RY). La linealidad
en cada entrada de (-,-) también se sigue de la linealidad de la derivada débil y la
conmutatividad es clara, asi que resta demostrar que es positivo definido. En efecto,
sea u € DV2(RY) tal que (u,u) = 0, entonces, del Teorema 2.9 se sigue que

1
0= 2>
/RN|VU| _C|u

pero | - |2« es norma, lo cual implica que u = 0. [ |

2
2*.




Denotamos por

foll=(/ |Vu|2)%

a la norma inducida por el producto interior del lema anterior.
Teorema 2.11. DY2(RYN) es un espacio de Hilbert.

Demostracién. Sea (u;) una sucesién de Cauchy en D'?(RY). De la desigualdad
de Sobolev (Teorema 2.9) se sigue que (uy) también es de Cauchy en L? (RY). Mas
aun, tenemos que |Dyuy|s < ||ug||, para todo i = 1,..., N. Entonces cada una de las
sucesiones (D;u) también es de Cauchy en L?(RY). Como LP(RY) es de Banach se
cumple que

Up — U en L¥ (RY),
Dijuy, —v;  en L*(RY),Vi=1,...,N.
Veremos que u, — u en DY(RY). Para esto queremos probar que u es débilmente
diferenciable y que D;u = v; pues, en tal caso,

N N
up — ul|* = Z |Dsuy, — Dyul3 = Z | Dsuy — vi]3 — 0, cuando k — oo.

=1 i=1

i
aZL’Z’

Sea ¢ € C°(RY) y ¢ € R tal que £ + &+ = 1. La desigualdad de Holder implica que,

para todot=1,..., N !
d¢ d¢ d¢
/RN Yo /RN "o, /RN =)o, q
/RN(% - Di“k)@‘ < |vi — Diugla |, -

/ UiSO—/ DNk@’:
RN RN

Tomando limites cuando £ — oo en las desigualdades anteriores concluimos que

0 0
/ U 1d +/ vip = lim (/ Uy, 14 + Diukgp) =0.
RN (9:@ RN k—o0 RN 8332 RN

Por lo tanto, u es débilmente diferenciable y D;u = v;. [ |

< |u — uy,

2*

Teorema 2.12. C>*°(RY) es denso en DV?(RY).

Demostracién. Sea u € D'?(Q), tomamos una sucesion (¢;) en C°(RY) como en
el Lema 2.8 y se cumple que

N

lu — el =

i=1

2

0
il — 0 cuando k — oo,

Dyu—




es decir, o, — u en DV2(RY). |

Definici6n 2.13. Si {2 es un subconjunto abierto de RY, el espacio de Sobolev Dy*(£2)
es la cerradura de C>°(Q) en DY?(RY). Este es un subespacio de Hilbert de D%2(RY).

Si © es un subconjunto abierto de RY, podemos considerar los espacios de Banach

W2(Q) == {u € L*(Q) : u es débilmente diferenciable y D;u € L*(Q)
para todai=1,..., N}.

dotados con la norma

N 3
[ullwre) = <|U|§+Z|Diu\§> :

k=1

Imitando la construccién de los espacios Dy (), definimos W, *(2) como la cerradura
de C(Q2) en Wh2(Q).

Enunciaremos dos resultados clasicos para estos espacios que acabamos de intro-
ducir. El primero de estos resultados es consecuencia de las desigualdades de Holder
y Sobolev.

Teorema 2.14. (Desigualdad de Poincaré). Sea 2 un subconjunto abierto y acotado
de RN. Sip e [1,2*], existe una constante que depende vnicamente de N y p, tal que

[ul < CIOI = Jul] - Vu € W ().
En otras palabras, el encaje Wy*(Q) < LP(Q) es continuo.

Demostracién. Ver [2, Teorema 17.8]. |

Bajo las hipétesis del teorema anterior, el encaje Wy?(Q) C LP(Q) tiene la pro-
piedad de ser compacto para p en el intervalo [1,2*), es decir, toda sucesién acotada
en W,?(Q) contiene una subsucesién convergente en L”(Q). A esto se le conoce como
el Teorema de Rellich-Kondrashov y lo enunciamos a continuacion.

Teorema 2.15. (Rellich-Kondrashov). Si §) es un subconjunto abierto y acotado de
RY y p € [1,2*), entonces la inclusion WOI’Q(Q) C LP(Q) es compacta.

Demostracién. Ver [2, Teorema 17.12]. |

Es importante mencionar que las hipdtesis del Teorema 2.15 son esenciales, pues
éste falla si 2 no es acotado o si p = 2*. La compacidad se pierde en conjuntos no
acotados por la invariancia bajo traslaciones de la integral. Mas adelante hablaremos
de la causa de la pérdida de compacidad del encaje con el exponente critico.



Cuando € es un conjunto acotado, es facil observar que | - || también define una
norma en VVO1 2(Q), la cual, en virtud de la desigualdad de Poincaré, es equivalente a
la norma | - ||y.2(q) restringida al espacio W, (£2). Por lo tanto, los espacios W, *(Q)
y Dy (Q) coinciden y los dos resultados anteriores también son validos en Dy?(€).

Recordemos la nocién de convergencia débil en un espacio de Hilbert.

Definicién 2.16. Sea (uj) una sucesién en un espacio de Hilbert H, con producto
interior (-, -). Decimos que uy, converge débilmente a u en H, denotado uy — u, si

lim (ug, v) = (u,v) Vv e H.

k—o00

Una consecuencia bastante util del Teorema 2.15 es la siguiente.

Corolario 2.17. Sip € [2,2*), entonces toda sucesion acotada (uy) en Dy () cum-
ple que, pasando a una subsucesion,

Up = u débilmente en Dy* (),
Up — U en L (Q),
Up — U c. d. en Q.

Demostracién. Como (uy) estd acotada, después de pasar a una subsucesién, pode-
mos suponer que u, — u débilmente en Dy*(Q). Tenemos dos casos:
CAso 1: ) acotado.
Por el teorema de Rellich-Kondrashov, (uy) contiene una subsucesién tal que uy — w
fuertemente en LP(€2), a su vez, esta subsucesién contiene otra subsucesién que con-
verge puntualmente a w casi donde sea en (). Por la unicidad de los limites en cada
caso, tenemos que u = w. Entonces, esta tltima subsucesion es la que buscamos.
CASO 2: () arbitrario.
Definimos, para cada m € N

W = {x € Q:|z| <m, dist(z,00) < i} si 09 # 0,
m
Wi = B, (0) si Q =R"Y.

Todos éstos son subconjuntos abiertos y acotados de €. Un niimero finito de ellos son
son posiblemente vacios, en tal caso consideramos m suficientemente grande de tal
forma que w,, # (. Entonces, aplicando el caso 1 a la restriccién de uy a w, existe
una subsucesién (u; ;) de (ug) tal que

. 1,2
Uy — u débilmente en Dy (wy),
up; —u  en LP(wy),
Up; — u c. d. en wy.

cuando j — oo.
Procediendo de forma recursiva, tomamos una subsucesién (v ;) de (u;—1,;) que cum-

10



pla

o 1,2
u; —u débilmente en Dy“(w;),
U —u en LP(w),
U — U c. d. en wy.

cuando j — oo.
Consideremos a la sucesién diagonal: vy := ug k. Por construccion, (vy) satisface las
tres condiciones que buscabamos. [ |

Mencionamos antes que el teorema de Rellich-Kondrashov no es valido para el

encaje con el exponente critico. Para justificar esto requerimos hablar de dilataciones.
Si w € D?(Q), para ¢ € RY y € > 0, definimos la e-dilatacién de w como

Con un cambio de variable, es sencillo comprobar que

lwell = llwll -y |welar = [w]ae

El fenémeno que describen estas identidades se le suele llamar invariancia bajo
dilataciones. Con ésto podemos ver que la inclusién Di?(Q) < L?*(Q2) no es compacta
para £ C RV acotado.

En efecto, supongamos sin pérdida de generalidad que 0 € € y sea r > 0 tal que
B,.(0) € Q. Elegimos w € C*(B,.(0)) tal que w # 0 y definimos wy, := wi, la -
dilatacién de w. De esta forma (wy) estd acotada en Dy*(Q), pues ||wy|| = ||w]|| para
todo k£ € N. También se cumple que sop(wy) C Bz (0), esto implica que wy(z) — 0
para z # 0.

Sin embargo, si alguna subsucesion (wy,) de (wy) fuera convergente, digamos a u en
L*(RY), el Corolario 2.17 implicarfa que alguna subsucesién de (wy,) converge a u
c.d. en Q. Al ser (wy,) una subsucesién de (wy), tendriamos que u = 0. Por otra parte

2*#07

= i o | = o

y esto es una contradiccion.

2.2. La formulacion variacional del problema

Sea 2 C RY un dominio suave y acotado. Para 2 < p < 2*, consideramos el

problema
{ —Au = |uP~?y,

u € DYA(9Q). 2

11



Usando la férmula de Green vemos que, si v € Dy*(Q2) es solucién de (pp) -llamada
solucién clésica de (g,)-, entonces satisface la ecuacién

/ VvV — / P Pup =0 Ve e CX(Q). (2.5)
0 Q

La densidad de C(Q) en Dy?(Q) nos permite extender la identidad anterior a todo
Dy*(Q) v al sustituir ¢ por v obtenemos

/ Vol - / ol = [[v]]? = Jof2 = 0. (2.6)
Q Q

Usualmente, a una funcién que satisface (2.5) se le llama solucién débil al problema
(pp). La razén es que (2.5), en general, no es una condicién suficiente para ser una
solucién de (p,). Sin embargo, en dominios suaves, cualquier solucién débil también
es una solucién cldsica del problema (g,). Una referencia para este tipo de resultados
es [11], o bien, se puede consultar la discusién en [14, Teorema B.3].

De modo que a una funcién que satisfaga (2.5) le llamaremos simplemente una solu-
cién de (p,). Por esta razon nos concentraremos exclusivamente en buscar soluciones
en el sentido débil.

: . 1,2 :
Definimos un funcional en Dy~ (€2) como sigue

1 1 1 1
) =5 [ 19ul == [ P = Sll? = Sl

El Teorema 2.14 asegura que J, esta bien definido para p en el intervalo [2,2*]. Nos
referiremos a éste como el funcional de energia, el cual es de clase C? y sus puntos
criticos corresponden a soluciones de (g,). Mirar al problema desde esta perspectiva
nos da mucha flexibilidad, pues nos permite introducir herramientas de distintas areas
para demostrar la existencia de soluciones y obtener resultados sobre sus propiedades.
Nétese que un punto critico v de J, cumple que

0= J ()] = / Vol - / o = [[o]]2 — [ol2,

Entonces los puntos criticos de J, satisfacen la ecuacién (2.6), lo cual sugiere buscar
soluciones en el conjunto

Ny = {u € Dy*(Q) « [|ull® = Jufp, w0},

Este conjunto es una variedad de Hilbert de clase C? y se le conoce como la variedad
de Nehari. La variedad de Nehari contiene a todos los puntos criticos no triviales de
Jp v es una restricciéon natural de este funcional, es decir, todo punto critico de la
restriccién J,|n, también es un punto critico de J,. Ademas, se cumple que para todo

1
u # 0 existe un tunico ¢, > 0 tal que t,u € N,. De hecho, t, = <M> " De esta

|ulp
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expresién se sigue que A, es radialmente difeomorfa a la esfera unitaria de Dy*(€2).
Para més detalles sobre la variedad de Nehari se puede consultar [16].

Sea
¢, = inf J,(u).
= ot gy
Como D§*(Q) es de dimensién infinita se sigue que NV, # ) y en consecuencia ¢, < 0o.
Si este infimo se alcanza, obtenemos una solucién no trivial de (p,). Para p € (2,2%) y
) acotado, usando métodos estandar, donde el teorema de Rellich-Kondrashov juega
un papel importante, se puede demostrar que ¢, siempre se alcanza. Una exposicién
muy completa de este resultado de existencia se puede consultar en [14, Teorema 2.1].
Por lo tanto, el problema subcritico siempre tiene una solucion de energia minima en
dominios acotados.

2.2.1. El problema simétrico

Sea I" un subgrupo cerrado de O(N), el grupo de isometrias lineales en RY. Para
todo z € RY, denotamos por I'z = {yz: vy €T} alaérbitade z y por I', = {y € T':
vz = z} al grupo de isotropia de z. Se cumple que I'/T", es homeomorfo a la 6rbita
de z. Esto implica que #I'z = [['/T,|, el indice de T, en T'.

Si A C RY, decimos que A es I'-invariante si '+ C A para todo z € A. Por ejemplo,
la bola unitaria con centro en el origen es ['-invariante.
Sea ¢ : I' — Z/2 un homomorfismo continuo de grupos. Si es 2 I'-invariante, por
medio de este homomorfismo podemos construir una accién de I' en Dy*(€) como
sigue

(@) = 6(y)ulr )

El conjunto de puntos fijos de esta accion es
Dy*(Q)? = {u € D*(Q) : yu=u, ¥y €T}
Equivalentemente, u es un punto fijo si y sélo si
u(yx) = o(y)u(z) Vy el Vo e . (2.7)

Tomemos un punto fijo u de esta accion. Si ¢ es el homomorfismo trivial, la ecuacion
(2.7) se traduce en que u es [-invariante. Por otro lado, si ¢ es suprayectiva, la misma
ecuacion significa en este caso que u si no se anula, cambia de signo y es K-invariante,
donde K = ker(¢).

Noétese que 0 siempre es un punto fijo de esta accién, sin embargo, ésta podria ser la
tinica funcién en Dy (Q)?.

Ejemplo 2.18. Sean I' = O(N), ¢ = det y u un punto fijo. Para z € 2, elegimos
una reflexion « respecto a algtin hiperplano que contenga a z. Si ponemos a z y a en
la identidad (2.7), dado que z queda fijo respecto a a y ¢(a) = —1, concluimos que
u(z) = 0. Asi que u debe anularse en todo €.

13



Por esta razén, vamos a suponer que existe ( € Q tal que I'c C ker(¢). Esto es
suficiente para asegurar que el espacio Dy (Q)? tiene dimensién infinita (ver [4]).

Estamos listos para plantear el problema simétrico

~Au = |[ufP?u  en Q,
u=0 en 09, (92)
u(yz) = p(Y)u(x) Vyel, z e,

donde 2 < p < 2* y Q es un dominio suave, acotado y I'-invariante. Como en el
problema sin simetrias, tenemos la variedad de Nehari asociada

Ny = {u € Dg*(Q)7 : [|ull? = Julp; u # 0}

Si queremos proceder como antes, debemos asegurarnos de que los puntos criticos de
la restriccién J,| ¢ también lo sean del funcional .J, que estd definido en todo Dy ().
En efecto, esto ocurre. A este resultado se le conoce como el principio de criticalidad
simétrica.

Teorema 2.19. (Principio de criticalidad simétrica.) Sean G un subgrupo cerrado de
O(N) y H un G-espacio de Hilbert (esto es, H es un espacio de Hilbert equipado con
una accién de G) y J : H — R un funcional G-invariante de clase C*. Denotamos
por HS al espacio de puntos fijos de esta accion. Siu € HE es un punto critico de la
restriccion J|ga, entonces u es un punto critico de J.

Demostracién. Ver [13]. |

En virtud de este principio, las soluciones de (pﬁ) corresponden a puntos criticos
del funcional Jp|,.¢. Las no triviales pertenecen a la variedad de Nehari.
p

Definimos
H(Q) = nf J,(u).
ueN

Para facilitar la notacién, escribiremos J,, N y ¢2(Q) en vez de Joe, Ny» v ¢5.(Q),
respectivamente; y si el contexto lo permite, escribiremos c}f sin especificar el dominio.
Como consecuencia del Teorema 2.19 y de que Dy*(2)? es de dimensién infinita, de
forma completamente andloga al problema sin simetrias, se demuestra que ( pﬁ) admite
una solucién no trivial de energia minima si p € (2,2*) y Q2 es un dominio acotado.
Por otra parte, es posible que ¢? no se alcance en A'?. En el préximo capitulo daremos
ejemplos donde esto ocurre.
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Capitulo 3

El teorema de concentracion

Como discutimos en el capitulo anterior, el problema (pf)’) admite una solucién
no trivial de energia minima, siempre que {2 sea un dominio acotado y suave y p
sea menor que el exponente critico. Ahora nos preguntamos ;jqué sucede con estas
soluciones cuando p — 2*7 Dedicaremos este capitulo a dar una respuesta satisfactoria
a esta pregunta.

3.1. El teorema de concentracion

Sean N > 3 I' un subgrupo cerrado de O(N), 2 un dominio suave, acotado y
[-invariante de RY y ¢ : I' — Z/2 un homomorfismo continuo de grupos. Para toda
p € (2,2%), sea u, € ./\/'pd’ un minimo del funcional de energia .J, sobre la variedad de
Nehari. También, sea ¢, > 0 tal que @, := t,u, € N?. Recordemos que

1 1
w12\ =2 |upl? \ 772
I 3)
|up 3+ |up 3

Consideremos al numero

ul®

Sp(Q):= il =

ueDy " (Q)? |u|p
u#0

La desigualdad de Poincaré (Teorema 2.14) nos permite concluir que SP(Q) > 0,

siempre que p € [2,2*]. Escribiremos S¢(Q) en vez de S5.(Q) y cuando sea claro en
que dominio estamos trabajando escribiremos solamente S;f .
A continuacién veremos coémo se relacionan las constantes Sg’ y cﬁ.

Proposicién 3.1. Sea p € (2,2*]. Se cumple que



Demostracién. Para cada u € Dy?(Q)? ~ {0} sea t, € (0,00) tal que t,u € N
Entonces, segin la identidad (3.1), podemos describir a la variedad de Nehari como

s (PN
Ny = u:u € Dyt ()% u#0y.

|ulp
Luego
2 2 =
— — p—2
ff Jy(w)= if L Z|w|?= p—= (”“'L) u
wENy weNy 2D ueDy* (@) 2P |ulp

u7#£0

N (Hu”2)p2||U||2: mf =2 (—”uw)M.
weDl2@)e 2p \ |ulp weDl 2@ 2p  \ |ul?

u#0 u7#0
P R )
Recordando que S§ = inf 5> concluimos la demostracion. [ |
weny? () [ul}
u#0

Esta proposiciéon muestra que el funcional de energia .J, alcanza su minimo si y

. . ; 1,2 . 2
solo si el infimo S¢ se alcanza en Dy~ ()¢ \ {0}. En particular, S = % para

Plp

p € (2,2%). El siguiente lema asegura, entre otras cosas, que (4,) es una sucesién
minimizante para J,.

Lema 3.2. Se tiene que

lim ¢ = ¢?, lim ¢, =1, lim J,(,) = c?.
p—2* p p—2* p—2*

Demostracion. Ya que €2 es acotado, si p < ¢, se sigue de la desigualdad de Holder
que
qa—-pP
|ulp < 19277 |ulg.

Siu € Dy*(Q)? ~ {0}, de la desigualdad anterior obtenemos, para p € (2,2*)

I

o Jull?_ |
2%p
Jul3

5 \UI%;
Tomando infimos sobre D3 (Q)? \. {0}, la desigualdad anterior se transforma en

Q) < Jo 5 L (3.2)

2(p—

2") p=2
Q7552 < 58 < 197 Sy

y haciendo p — 2*, para alguna constante C' > 0 tenemos

S? < lim inf Sz‘f) < limsup S}‘f < C < 0.
p—2* p—2*
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Afirmamos que limsup,,_,». Sg’ < S¢. Argumentando por contradiccién, supongamos

que existe € > 0 tal que S? + ¢ < limsup, ,,. S¢. Tomamos v € Dy*(Q)? < {0} tal

que

2
|||U! <804 c
v

2
2*
Como la funcién p — |v|, es continua por la izquierda, existe ¢ € (2,2*) tal que

[oll>  lvll?] e )
2 — o2 <§ para p € (gq,2].
p 2%
Entonces ) )
S < o] < HU! +- <8 +¢
p \v\% |3 2

Luego, cuando p — 2* obtenemos

lim sup S;f < S? e,

p—2*

Esto es una contradiccién, por lo tanto limy, - Sg’ =S¢, y por la Proposicién 3.1,
también tenemos que lim,,_,5- ¢; = ¢?. Poniendo a u, en la desigualdad (3.2) obtene-
mos que

2 2
|up |3 |up‘p
y, tomando limites cuando p — 2*,
N A R (A
p=2* |upl3. P2 |uyl2 *
Como ¢? = 22| |u,||? y lim,_o« ¢? existe, la igualdad de arriba implica que los limites
P 2p p p 2
im0« |ty|o« v lmy, o« |u,|, también existen y son iguales, y de (3.1) concluimos que

lim,,_,5+ ¢, = 1. Terminamos la demostraciéon notando que

, Sy g 282 2 _ o P=2 00 0 o g
Jim J, (Gp) = lim — o= [ltpu||” = lim T lupll” = Nira 2% = .

Pensemos ahora en el problema limite

—Au = |ul* "2,
u € DY2(RN), (92
u(vr) = p(y)ule) Yy eTl,zeRY.
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Como antes, tenemos el funcional de energia, la variedad de Nehari y el infimo aso-
ciados a este problema:

|
;lu 2%

NG = {u € D" RY)? ¢ ||ul* = |uf3., u # 0},

¢ = inf Jo(u).

o0
uENgg

1
Too() 5= Sl -

Ahora demostraremos algunos lemas que seran ttiles mas adelante.
. iy y 1,2 . :
Recordemos que la e-dilatacién de una funcién w € Dy"(2) estd definida como

donde € > 0.

Lema 3.3. Sea v € DY2(RY), (&) en RY y () en (0,00) tales que & — € y
e — €, con € > 0. Definimos uy(x) = v, (x — &) y u(z) = v.(z — &). Entonces
up — u en DY2(RY). En consecuencia, como |lug|| = ||v|| = ||ul|, se sigue que up — u
fuertemente en DV2(RY).

Demostracién. Consideremos dos casos:

Caso 1: v € CZ(RY).
Es suficiente demostrar que cualquier subsucesién de (uy) contiene una subsucesion
que converge débilmente a u en D'?(RY). Sea pues, (uy,) una subsucesién de (uy).
Como v es continua, de la definicién de (uy) es claro que u, — w puntualmente en
RY, propiedad que también satisface (u,). Luego, (ux,) esté acotada ya que (uy) lo
estd y, por el Corolario 2.17, pasando a una subsucesion, se cumple que

Up; — W débilmente en D?(RY),

U, —> W c. d. en RV,

De la segunda afirmacion y la unicidad de los limites, se sigue que w = wu. Por lo
tanto, esta es la sucesion buscada.

Caso 2: v € DM(RY) arbitraria.
Sea § > 0, como C°(RY) es denso en D"?(RY) (Teorema 2.12), existe ¢ € C>(RY)
tal que ||[v — 9| < d. Definimos wy(z) = ¢, (x — &) y w(z) = ¢Y(x — &). De la
invariancia bajo dilataciones de la norma || - || se sigue que |u — w|| = ||up — wy| =

lv =] < 0.
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Sea p € C°(RY). De la desigualdad de Cauchy-Schwarz concluimos que
/Vuk-Vgo—/Vu-Vgo < /V(uk—wk)-Vgo + /Vwk-Vgp—/Vu-Vgp
N RN N N RN

< g — welllell + / V(we — ) - Vo

N

<Ol + /V(wk —u)-Vl.
N
Por otra parte, el Caso 1 asegura que wy, — w débilmente en DV?(RY), entonces

/V(wk—u)-Vgo < /Vwk-Vgo—/Vw-Vgo + /V(w—u)-Vgp
RN RN

N N

< /wk-w—/ww e — allllo
RN RN

= [lw = ullllell < dljell-

Por lo tanto

/Vuk-Vgo—/Vu-Vgo — 26|
N RN

Como lo anterior es valido para cualquier § > 0, concluimos el lema. [ |

Lema 3.4. Sea u € DY (RY) y (&) en RY tal que |&| — oo. Definimos uy(z) :=
u(r + &), entonces up — 0 débilmente en DV2(RY).

Demostracién. Sea ¢ € C®(RY) y X := sop(yp). Por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz y haciendo z = x + &, para alguna constante C' > 0 se cumple que

Vuy, - V(p' = / Vu(z + &) - Ve(x)dz| = Vu(z) - Vp(z — & )dz
RN X X+E&,
gc(/ |Vu|2> S0
X+Ek
cuando k — oo, ya que u € DV2(RY). [

Usaremos el siguiente resultado, cuya demostracién puede hallarse en [7] y en [16,
Apéndice Al.
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Proposicién 3.5. Sean Q un dominio acotado en RY, p,r € [1,00) y f € C°(Q xR).
St existe ¢ > 0 tal que

[f(z,s)] < e(ls|” +1) V(z,s) € AxR,
entonces el operador de Nemytskii

fa : LP(Q) = L), fy(u)(x) := f(z, u(z)),
estd bien definido y es continuo.

Lema 3.6. Siuj, — u débilmente en Dy>(V), donde V es un subconjunto abierto de
RY (posiblemente no acotado) entonces, pasando a una subsucesion,

lim / lug|? " Pupp = / lu|* up Vo e C2(V).
k—o00 v v
Demostracion. Dividimos la demostracién en dos casos:

CAsO 1: V es acotado.
Sea p € (2* — 1,2%), el teorema de Rellich-Kodrashov asegura que, pasando a una
subsucesién, u, — u en LP(V). Luego, sea g : V x R — R la funcién dada por

glw,s) = [s|* 2.

Esta cumple la desigualdad

T2 < (I8P 1) Y(x,8) €V xR,

lg(z, )] = |Is
Por la Proposicién 3.5, el operador

LP(V) = LT=(V)

v v

esta bien definido y es continuo, por lo tanto
* * __ _p
lug|* 2up — [ul* "u en L>7-1(V).

Sea ¢ € C°(V), usando la desigualdad de Holder obtenemos
[ P e = [
v v

esta ultima expresion tiende a 0 cuando k — oo.
CASO 2: V arbitrario.

< / (ael® 2 — [uf* )
Vv

< “uk|2*_2uk - |u|2*_2u‘ﬁ |¢|mv
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En este caso, procedemos de forma similar al Corolario 2.17. Definimos, para k € RY
1
Vii={z eV :|z| <kydist(z,dV) < E}’

todos estos subconjuntos de V' son abiertos y acotados. Asi, por el Caso 1, aplicado
a la restriccién de wuy, a V), existe una subsucesién (uq ;) de (uy) que cumple

Jj—o0

lim ]u17j|2*’2u17]~g0 :/ |u|2*’2u<p Vo € C°(W)).
1%1 Vi

Continuamos recursivamente, tomando una subsucesion (uy, ;) de (ux_1;), tal que

Jj—00

lim |Uk;7j|2*_2'u,k7j@:/ |u]2*_2u<,0 Vo e C°(Vy).
Vk Vk

Definimos vy, := ug . De esta manera, sean ¢ € C°(V) y € > 0. Como sop(p) C V
es compacto, existe ky € N tal que sop(¢) C Vi para todo k > ky.
Luego, por construccion, existe jo > ko tal que

| o= [
Vi Vi

0 0

<e V75> 7.

Asi, para k > jy, como (ug;) es subsucesion de (uy, ;), concluimos que

/'u’“’“z*_zuhk@_/’U|2*_2U90‘= / |Uk,k|2*_2uk,k90_/ ul* " 2ugp
v v . :

0
esto demuestra el lema. [ |

<e,

En lo que sigue, si K es un subgrupo de I', escribiremos ¢|K para denotar a la
restricciéon del homomorfismo ¢ a K. Como N¢ C /\/'cf;lK, tenemos la desigualdad
SIE < 2.

Requeriremos el siguiente lema técnico.

Lema 3.7. Seanr >0, ( € RV, w € DVYA(RY) y x € CX(RY) tales que x(z) =1 si
|| < 5y x(x) =0 si |z| > r. Definimos w.(v) = we(x — {)x(v — (), entonces

2= w|& Yy | ]|* — |Jw]]? cuando € — 0.

|0
Para motivar este lema, posponemos la demostracién y lo aplicamos primero para
demostrar la siguiente desigualdad.

Lema 3.8. Se tiene la siguiente estimacion

c®

* —

, ¢|F£
inf | /Tl
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Demostracién. Si €2 no contiene érbitas finitas la desigualdad se da trivialmente.

Supongamos entonces que existe ¢ € Q tal que |[I'/T'¢| < ooy sea w € NZIFe, Elegimos
r € (0,dist(¢,09)) tal que |a¢ — B¢ > 2r si a '8 ¢ T'¢. Para w,r y ¢, tomamos .
como en el Lema 3.7. Nétese que sop(w.) C €2, por la eleccion de r. Sea

1
N2\ 2F=2
(Ml
tE - A~ |12% I
|We |5+
entonces t.1. € N. Este mismo lema asegura que t. — 1 cuando € — 0, pues
w € N2. Definimos la siguiente funcién

d(B)taw. (B ) six € B.(BC),B T,
= Y dla)ta(a'z) =1 siz ¢ | B.(5)

[a]el /T Ber

Por construccién, es claro que u.(yr) = ¢(7y)u.(z), paratoday € I', z € Qy u. € N¢.
Mas ain, si e — 0
1

2 < Je(ue) = Flluell® = !F/Fcl—ﬁllwell2 - IF/Fcl—HwH2 IT/T¢]Joo(w)

Se sigue que ¢¢ < |T'/T \c¢| ¢y, luego de tomar infimo sobre € en esa desigualdad,

obtenemos la estimacion. [ |
Ahora si, calculamos los limites.

Demostracién del Lema 3.7. Para cada ¢ > 0 definimos A, := {z € RY : 2 <
lz] < L}. Siwue LP(RY), p € [1,00), entonces

/ lulP -0 vy / |ul?P — |ul? cuando € — 0.

P
Bt (0)

De esta observacion, haciendo el cambio de variable y = = y eligiendo una constante
C > 0 tal que |x|* < C, tenemos

~2e / . (z — C)’Q*dl’ 1 / |w-(z — Q) x(z =) 2 dr
: 5<|z—¢l<r
= / |w(y)|2*dy+/!w(y)x(6y) dy
By (0) Ae
< [ s [Py - o
B (0) Ae
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Y también
Vi |* = IVw.(z — ¢)|*dx
[eee=
+ / lw.(z — () Vx(z — ) + x(x — O)Vw.(x — {)*dx
<|z—(|<r

El primer sumando tiende a [|wl||?>. Por otra parte, haciendo el mismo cambio de
variable, y usando que (a + b)? < 2P(a? + bP) para p > 1,

/ o (& — O)Vx(@ — O) + x(& — )V (e — O)Pda

5<|z—=(|<r

<42 / w()? |V x(ey)Pdy + / Ix(ey) PV (y) Pdy
A A

Como con el primer limite, también tenemos que [, x(ey)|Vw(y)[*dy — 0. Ademas,
por la desigualdad de Holder, haciendo z = ey y para alguna constante C' > 0, se
cumple que

2
2 N
o

@ [ w19y < < ( / ) dy) N [ Vi)

Ac A

=c(/AE|w<y>

cuando £ — 0. Esto concluye la demostracion. [

¥
*‘N’

2*dy> —0

La desigualdad del lema anterior nos da un criterio bastante sencillo para descartar
la existencia de soluciones de energia minima para el problema de exponente critico.

Teorema 3.9. Si Q contiene un punto fijo de ', entonces 2 = c¢? y este infimo no
se alcanza en N'¢ por J,

La demostracion requiere un resultado conocido como el principio de continuacién
tnica cuya prueba se puede consultar en [12, 9].

Teorema 3.10. (Principio de continuacion inica). Sea Q un dominio en RN, N > 3
yV eC%Q). Siue HY(Q) satisface

—Au+V(z)u=0

yu =0 en un subconjunto abierto y no vacio de (), entonces u =0 en ).
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Demostracién del Teorema 3.9. Si w € Dy*(Q2), denotamos por @ a la extensién
trivial de w a todo RY. Como el funcional de energia estd definido en términos de
integrales, se sigue que J,(w) = Jo(W). Més atin, si w € N?, entonces w € N2. Por
lo tanto, tenemos la desigualdad ¢, < ¢?.
Sea ¢ un punto fijo de I', entonces I'c = I' y del Lema 3.8

& < ggsfz |I“/F§|cfc‘>r’E < |F|F<|ci)<{FC =c? <2

oo —

Ahora, supongamos que u es un minimo de .J, sobre N?. Entonces, se cumple que
Joo(@) = J(u) = ¢2 = 2, por lo que % es solucién no trivial del problema (p% ) y
U|lgy g = 0, lo cual contradice al principio de continuacién tnica. |

Ejemplo 3.11. Comentamos antes que el problema (pg’) no necesariamente admite
soluciones no triviales de energia minima. Por ejemplo, si €2 contiene al origen,
automaticamente se satisface la hipdtesis del Teorema 3.9 y, por lo tanto, J, no
alcanza su minimo sobre la variedad de Nehari.

A continuacién enunciamos el teorema de concentracion.

Teorema 3.12. Sean py, € (2,2%) tales que py — 2* y sea w, minimo de J,, en N;j;.
Entonces, pasando a una subsucesion, una de las siguientes posibilidades ocurre: o
bien (uy,) converge fuertemente en Dy (Q)? a un minimo de J, sobre N?, o existen
un subgrupo cerrado K de indice finito en T', una sucesion (gx) en (0,00), una sucesion
(Ck) en QL y una solucion no trivial w del problema (ps,) con las siguientes propiedades:

(i) T'¢, = K para todo k € N.

(ii) & dist(Cr, 9Q) — 00 y &, |aly — B¢| — oo cuando k — oo para todo a, 3 € T
cona 'f ¢ K.

(iii) w(vz) = ¢(Y)w(2) para cualesquiera v € K,z € RY; y Jo(w) = SIK

@) Jin o= Y oe (woa) (2] —o.

(v) lim ¢ = ¢ = min |F/F§|cf<‘>FE = |T/K|c2E.
p—2* £eq

Antes de iniciar con la demostracion conviene hacer algunos comentarios sobre este
teorema. En primer lugar, hay que destacar que éste es un resultado de existencia,
pues sin importar cual de las dos posibilidades ocurra, obtenemos una soluciéon de un
problema de exponente critico. Sin embargo, el caso mas interesante es aquel donde
(ug) no converge.

Cuando (ug) no converge, obtenemos una solucién de energia minima w del pro-

blema limite (pﬂK), cuyas simetrias estdn descritas por (iii). Si ¢ es no trivial, éstas
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aseguran que w cambia de signo y no es radial. En particular, no es la burbuja
estandar.

El resto de las propiedades nos ayudan a entender por qué no converge la sucesién
(ug). No hay convergencia porque (uy) se concentra y explota alrededor de un niimero
finito de puntos. Segun la afirmacién (iv), el perfil asintético de (uy) estd dado por

> o woa) ()

[a]eT/K

Esta suma consiste de |I'/K| dilataciones de w con signos determinados por ¢,
centradas en los puntos de la I'-érbita de (. Cuando k — oo, éstas se concentran y
explotan en el punto correspondiente de la I'-érbita de  y que, por (i), es un punto
fijo de K.

Geométricamente, la afirmacién (ii) nos dice que al hacer el reescalamiento mediante
e ', la érbita de (), se separa cada vez més de la frontera de 2 y los puntos que la
conforman también se separan unos de otros. De esta manera, cuando k es suficiente-
mente grande, alrededor de cada punto en la orbita de (i, esencialmente sélo vemos
un reescalamiento de w. Esto se ve reflejado en el hecho de que la energia de (uy)
tiende a |I'/ K| veces la energia de w, como muestra el limite en (v).

De la afirmacién en (v), se desprende de inmediato el siguiente resultado de exis-
tencia.

Corolario 3.13. Sean py € (2,2*) tales que pr — 2% y ug es solucion minimizante
del problema (99 ). Si
¢? < min |F/F§|cfc|>rg,
€eQ
entonces, pasando a una subsucesion, (uy) converge fuertemente en Dy”(Q) a una
solucion no trivial de energia minima del problema (pg)

Ejemplo 3.14. Tomemos R >0y sea Q:={x e RV : R< |z| < 2R}, T =O(N) y
¢ el homomorfismo trivial. Para este caso, todas las I'-6rbitas son infinitas, entonces
el Corolario 3.13 asegura que el problema

—Au = |u* u en Q,
u=20 en Of).

tiene una solucién radial no trivial de energia minima entre todas las funciones O(N)-
invariantes (es decir, funciones radiales). Vale la pena hacer contraste con el Ejemplo
3.11, donde exhibimos un tipo de problemas que no admiten soluciones no triviales
de energia minima.

Dedicaremos la secciéon que sigue a la demostracion del Teorema 3.12.
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3.2. Demostracion del teorema de concentracion

El siguiente lema serd sumamente importante en la demostracion del teorema de
concentracion.

Lema 3.15. Dadas sucesiones (i) en (0,00) y (&) en RY, existe una sucesion ()
en RN y un subgrupo cerrado K deT tales que, pasando a una subsucesion, se cumplen
las siguientes afirmaciones:

(a) La sucesion (g5, 'dist(T'¢, () es acotada.
(b) T'¢, = K para todo k € N.

(¢) Si |[T/K| < oo entonces e, |aly, — BCL] — oo para cualesquiera o, € T' con

a ¢ K.

(d) Si|I'/K| = oo entonces existe un subgrupo cerrado K' de T' tal que K C K,
IT/K'| = 0 y &; Ha¢y — BC| — oo para todo a, B €T con a1 ¢ K'.

La demostracion del lema enunciado arriba es bastante técnica y para no distraer
la atencion la separaremos de este capitulo. La retomaremos en el Apéndice A.
También usaremos el principio variacional de Ekeland, lo enunciamos a continuacion
(ver [14]).

Teorema 3.16. (Principio variacional de Ekeland). Sean M una subvariedad de
Hilbert de clase C? de un espacio de Hilbert H, J : H — R una funcion de clase
C? y VqJ el gradiente de J sobre M, esto es, la proyeccion ortogonal del gradiente
V.J sobre el espacio tangente a M. Si J estd acotada inferiormente en M yv € M,
c € R ye>0 son tales que

J(v) < i/I\l/lf J+e

entonces, dado 6 > 0, existe u € M tal que

J(u) < inf J + 2¢,

M

8¢

V) <
lu —v] < 20.

Ya tenemos todo listo para el teorema principal.

Demostracién del Teorema 3.12. Sean t;, € (0,00) tales que 4y = trup € N2.
Por el Lema 3.2, t;, — 1y (i) es una sucesién minimizante de J, en N?. Luego, por
el principio variacional de Ekeland, existe una sucesién (vg) en N2 tal que

J(vg) = 2, VNfJ*(Uk) — 0, |ur, — vg|| — 0.

Como vy € N¢, J.(vx) = ~|lvkl|* v entonces (vy) es acotada. Asi, pasando a una
subsucesion, v, — u débilmente en Dy*(Q) y vy — u c. d. en Q. Distinguimos dos
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Casos:
CAso 1: u#0 .

Por el Lema 3.6, para toda ¢ € C2°(Q2) tenemos, tras pasar a una subsucesion

JL(U)¢=/§2VU-Vw+[)IU|2*‘2uw

= lim [ Vu,-Ve+ lim / lue|* Popp = lim J; (v ) = 0,
k—o0 Q k—oo Q k—o0

de modo que u es solucién de (p?) y entonces u € N?, pues u # 0. Asi, como la
norma es débilmente semicontinua inferiormente,

¢ < () = ollul < Hmint ol = Jim () = ¢
De esto se sigue que ||vg]|> — ||u||? v, junto con la convergencia débil, concluimos que
vp — u fuertemente en Dy? (). Como ||uy — vg|| — 0, también tenemos que uy —
fuertemente en Dy*(Q). En resumen, u € N?, J,(u) = ¢? v up — u fuertemente
en Dé’Q(Q), lo cual demuestra que, en este caso, ocurre la primera posibilidad del
enunciado.

CAsO 2: u=0.
En este caso la demostracion es larga. Para facilitar su seguimiento la dividiremos en
partes:

Parte 1. Sea § € (0,5 ¢?). Para cada k € N consideramos la siguiente funcién

Qx(r) := sup / v,
z€RN J B,(x)

Esta es continua, Qr(0) = 0y Qu(r) = |vp]3- > Nc? para todo k € Ny r >
R, donde R = diam(2). Entonces existen sucesiones (g;) y (&) en (0,00) y RY,
respectivamente, tales que
or _ / v
Be), (&)

d = sup / |vg
z€RN J B, (z)

Como ¢ > 0 y por las propiedades de Qy, se sigue que &, < Ry dist(&, Q) < &p.
Estas dos desigualdades, junto con el hecho de que € esta acotado, implican que la
sucesion (&) estd acotada.

Para las sucesiones (1) y () tomamos K y ({x) dados por el Lema 3.15. De este
modo, las condiciones (i) y (ii) del Teorema se satisfacen automdticamente. El Lema
3.15 también asegura que, para todo k € N, se tiene que ', = K y dist(I'¢, () < Cey,
donde C' > 0 es alguna constante. Entonces, ((;) estd acotada y, como |vy| es I'-

2%

2 (3.3)
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invariante, tenemos la siguiente estimacion

5 :/ || * :/ log|* g/ lup|* Wy eT. (3.4)
Be, (&) Be, (v€k) Bct1ye, (Ck)

Parte 2. Sea ), := {z € RY : g2 + (, € Q} v, para z € €, definimos

N=2
wk(z) =& 2 Uk(€kZ + Ck)

Haciendo el cambio de variable y = ;2 + (i obtenemos la identidad

[ mFa= [ e
B, (@) By (22S%)

Entonces, las ecuaciones (3.3) y (3.4) dan lugar a lo siguiente

L A A T
z€RN J By () By (Sh=tk) Bc4+1(0)

Ademas, ||wg|| = ||vkl|, asi que (wy) también es acotada y pasando a una subsucesion,
wy, — w débilmente en DY?(RY), wy — w fuertemente en L (RY) y wy, — w c. d.
en RY por el Corolario 2.17.

En adelante, usaremos o(1) para denotar un término que tiende a 0, cuando k& — oo.
Para ¢ € C®(RY) definimos oy(2) = gp(%) Es facil comprobar que ||@*wy| =

2 dz.

z (3.5)

|2vg||, si se hace el cambio de variable y = ez + (.. Entonces (p3v;) estd acotada
en D2(Q) y, como V,.s.J,(v) — 0, tenemos

2%

Vwk'V(SOQU)k)—/ o lwi | :/vvk'v<‘pzvk)_/@z‘vk
0% Q 0

= JL(w)lgiu] = o(1).

(3.6)

Qf

Afirmamos que w # 0. Vamos a suponer lo contrario para llegar a una contradiccion.
Entonces, wy, — 0 en L2 _(RY). Sean z € RY y ¢ € C>°(By(z)). Por la identidad (3.6)

loc
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y las desigualdades de Holder, (3.5), de Sobolev y la Proposicién 3.1

IV(ewp))* = [ |eVuwg +wyVel?
Qp Qp

- / SVl + 2 / S Vg - Vo + / W Vgl?
Qg Qp

Qp

:/Q Va - V(p*wy) + o(1) =/ #lunl” +o(1)

Qg

— [P w4 o)
QkﬁBl(m)

*

2 -2 2
2% 2%
(L wl) " (] k) o
Bl(a:) Qk

<ovSTH [V (pwi)? + o(1)
Qg

< (§¢) Nty [ 19wl +o1)

Qp

. (%) [ 1Vt + ot

Esto muestra que S.|owy|3- < [|owi]|?> = o(1). En consecuencia, |pwy|3- = o(1) para
toda z € RN y ¢ € C®(By(z)). De esto concluimos que w; — 0 fuertemente en
LZ (RY), lo cual es falso, por la cota que dimos en (3.5). Por lo tanto, w # 0

Como I', = K para toda k € N, se cumple que wy(vz) = ¢(y)wi(2) para v € K
y z € Q. Lo anterior implica que w(vz) = ¢(y)w(z) casi donde sea en RY porque

wp — w c.d. en RV,

Parte 3. Como ((x) v (ex) estan acotadas, pasando a una subsucesion, ¢ — (' y

g, — €. De hecho, ¢ = 0. Argumentando por contradiccién, supongamos que ¢ > 0.
N-—-2

Definimos v(z) := sgw(%) v 0x(2) ==, 2 v(egz+C(k), entonces w(z) = e v(ezt
0.

Observemos que v € Dy*(€), pues vi(z) = 0 si z ¢ Q vy, entonces, wy(z) = 0 si
2 & Q. Luego, como wy — w c.d. en RY se sigue que w(z) = 0 p.c.t. z ¢ {z € RV :
ex + ¢ € Q}, por lo tanto, v = 0 c.d. en RY \ Q.

Concluimos del Lema 3.3 que ||0x — w|| — 0y, como vy — 0y wy — w débilmente en
D?(Q) y DY?(RY), respectivamente. Haciendo y = g2 + ¢, obtenemos

0= lim Vv, - Vo = lim Vwy, - VU,

k—oo RN k—o0 RN

= lim Vuwy, - Vw + lim Vwy - V(0 —w) = ||Jw|?.

k—oo JpN k—oco JpN
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Pero en la parte anterior vimos que w # 0. Concluimos que £ = 0.

Parte 4. Denotemos por v, a la normal unitaria en z € 9€) que apunta hacia
dentro de €2. Como 0f) es suave y compacta, existe ro > 0 tal que

By (z4+710.) CQ v By(z—ror.) CRYNQ Vz € 00

Definimos dj, := &, 'dist((x, 992), entonces dy — d en [0, 00], para alguna subsucesién
Veremos que, si (di) estd acotada, entonces w € Dy?(H), donde H es un semiplano
que contiene al origen; y si d; — oo, entonces w € DV2(RY). En ambos casos,
también probaremos que si X C H (o X C R, segin el caso) y X es compacto,
entonces X C (), para k suficientemente grande. Adicionalmente, demostraremos
que, pasando a una subsucesion, podemos suponer que (; € €2 para todo k € N.
Primero, supongamos que d € [0,00), como g, — 0 se sigue que dist((y, 92) — 0,
entonces ¢ € Jf) y, para k suficientemente grande, existe un tinico punto 7, € 92 que
satisface |( — mi| = dist({x, 09).

Ahora, alguna subsucesién de () estd contenida, o bien en ©, o en RY \ Q. En la
primera situacion, ¢, — N = dyexly, ¥, respecto a la funcién x +— %, la imagen del
semiespacio que contiene a v,, + 7, cuya frontera es el espacio tangente a 0f2 sobre
el punto 7, es el semiespacio

Hy = {z€RY v, - 2> —dy}.

Denotemos por H al conjunto {z € RY : v - 2 > —d}. Sea X C H compacto y 7 > 0
tal que

X C By, 4 (11,) para k suficientemente grande.

La imagen de esta bola bajo la funcion z — e,z + (i es la bola Bak(dk+r)(€k(dk +

T)VCk + 77k)-
Como ¢ — 0y (di) estd acotada, para k suficientemente grande se cumple que
er(dy, + 1) < ro, para alguna o > 0. Entonces,

Be, (a4 (Ex(dic + 1)1, 4+ 0i) C By (rovy, +mi) €

Por lo tanto, X C € para k suficientemente grande.

Procediendo de manera anéloga, si X C RY ~\ H y X es compacto, concluimos que
X C RY < Q para k suficientemente grande.

Luego, si alguna subsucesion de ((j) est4 contenida en RY \. €, obtenemos las mismas
conclusiones que en la situacion anterior, adaptando el argumento con los semiespacios

Hy ={z e R 11, -2 > d},
H={zeR":y, -2>d}.
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. . N o .
Sin importar el caso, como wy — w c¢.d. en RY y wylpy g, = 0, concluimos que
T 1,2
w =0 p.ct. z€RY < Hy, entonces, w € Dy“(H), como afirmamos.

Ahora, si d, — o0, entonces para cada r > 0, existe kg € N, tal que
dist((x, 02) > ep(r + 1) para todo k > ko. En la Parte 1 observamos que
dist(¢x, ©2) < e, < R. Entonces, ¢ € § y, por lo tanto, B, 4+1)(Ce) C €2, para
todo k > ky. Ademads, pasando a una subsucesion, podemos suponer que (; € €) para
toda k € N.

La bola Bak(rﬂ)((k) es la imagen, bajo la transformacién z — e,z + (i, de la bola
B,41(0). De esta forma, si X C RY es compacto, elegimos r tal que X C B,;1(0). Lo
anterior muestra que X C €y para k > ko. Esto prueba la afirmacién.

Parte 5. En esta parte demostraremos que w es solucién débil del problema (p2,).
Recordemos que por el resultado de regularidad que mencionamos en el Capitulo 2
([11], o [14, Teorema B.3]) w serd una solucién cldsica del problema (p2.).

Sea p € C®°(RY) tal que sop(p) C Qi para k suficientemente grande. Definimos
2—N

op(2) :=e,7 (Z=5£), entonces o € C=(Q). Como (y},) estd acotada, Vo Ju(vr) =

ek
0, w, — w débilmente en Dy*(RY) y por el Lema 3.6,

/Vw -V — / lw|* 2w = lim [ Vuwy, - Vo —/ |wk|2*_2wkg0}
k—o0 RN RN
RN RN

= lim J,(vg)pr = 0.
k—o0

(3.7)

2*—2

Uk@k]

Por lo tanto, si (di) fuera una sucesién acotada, en virtud de las conclusiones de la
parte anterior y la ecuacién (3.7), w seria una solucién no trivial del problema

—Au = |u)* ",
u € Dy*(H).

Sin embargo, esto no es posible, pues, como H es estrictamente estrellado, la tnica
solucién de este problema es la trivial. En el Apéndice B daremos un argumento més
detallado de esto.

Asi que, d — 0o0. En este caso, (3.7) se cumple para todas las funciones del espacio
C(RY), lo que muestra que w es solucién de (o).

Parte 6. Sean ay, ..., a,, € I tales que 5,;1|aigk—ajck| — oo para i # j. Entonces,
si j < m, como ¢(o)(wy o a]._l) — ¢(aj)(wo ozj_l) débilmente, se sigue del Lema 3.4
que

o) (weoa;) = 3 gla)(woa;h) ( + O”Ckg;’f@f

i=j+1

) = dlawoa)
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Es sencillo comprobar que si h, — h débilmente en DV2(RY) entonces ||hy — h||* +
|R||> + o(1) = ||h||*>. De esto obtenemos las siguientes identidades

(et (wi 0 )P = [l (ctm) (wi 0 o) — bl ) (w 0 oI

+ |lwl]* + o(1); (3.8)
"¢(“j><wk°a5 Y- 3 dla)woa;) ( +u)
i=j+1
G — e\ |[ (3.9)
o St 552

+||w||2 +o(1) paraj <m.
2-N
Definimos wy(y) = wy (y— g—:) = &, 2 v(egy). Como v, € N?, se cumple que
W (vy) = o(7)w(y), asi, haciendo el cambio de variable z =y — “’E”—)f’“ en la ecuacién
(3.8) da como resultado

2
N ~ _ aka
finl? = | = ofam)wo 0z (= 22) |l + o),
y para (3.9) hacemos z = y — =2 para obtener
m 2
Wy — Y dlag)(wo ;) ( - O‘f’“)“
T k
1=j+1

+ [Jw]]* + o(1).

i = S stanwoart) (- 2

Iterando la segunda de estas identidades en la primera, obtenemos

icb (woa; ><-—Oﬁfk)H2 (3.10)

=1
+mJwl|* + 0(1) mllwl[* + o(1),

lorll* = [lox]|* =

y, como ~ ||lug]|* = ¢2, pasando al limite cuando k — oo
¢ > —||w||2 = mJo(w) > mc?¥, (3.11)

Por lo tanto m no puede ser arbitrariamente grande. De modo que no se satisface (d)
del Lema 3.15. Recordemos que (, € Q y K = I'¢,. Asi, haciendo m = |I'/K]|, del
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Lema 3.8 y la desigualdad (3.11) concluimos que
/KIK < [0/ Kl () < €€ < inf [0/Tlel > |0/K|o¥
S

. . . r
Las desigualdades anteriores muestran que infecq [I'/ Fg\cﬂ ¢ se alcanza en cada uno

de los puntos (y, lo cual junto con el Lema 3.2 prueba la afirmacion (v) del teorema.
También de esas desigualdades se concluye 3.5.
Para finalizar la demostracién, como ||ux — vg|| = 0 y por (3.10),

lim |jug, — Z€%¢(Og)(w oa;?) (lzgk

k—o0

= lim |jv}, — 25%%0@')@) oa; ) (l@

k—oo =1 &k
m 2
= Jim |1~ 3ol woar ()] =0
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Capitulo 4

Aplicaciones

El Teorema 3.12 da una descripcion detallada del comportamiento en el limite
de una familia de soluciones minimizantes del problema (pﬁ) cuando p — oo. Esta
descripcion se hizo en un contexto muy general. En este capitulo trabajaremos con
dos tipos particulares de grupos. Esto nos permitird hacer un analisis mas fino y
exhibir un ejemplo de existencia concreto.

Como antes, sean I' un subgrupo cerrado de O(N) y ¢ : I' — Z/2 un homomor-
fismo continuo de grupos. Queremos hallar funciones que satisfagan

—Au=|ul**u  enR",
u(vr) = p(Yulx) Vo e RY;VyeT, (9%)
u € DM*(RY).
Ejemplo 4.1. Si ¢ es el homomorfismo trivial, la burbuja estandar U, dado que es

radial, satisface (p2 ). Como ademés es de energia minima en A, y por la desigualdad
Coo < 2, también cumple que Jo(U) = c2..

Si nuestra intencién es mostrar soluciones distintas de la burbuja estandar, el ejem-
plo anterior sugiere concentrarnos en homomorfismos suprayectivos pero, en contraste
el problema ahora podria no tener soluciones no triviales.

Ejemplo 4.2. Sea 7 la reflexién tal que 7(zq, 29, -+ ,2n) = (—21, 29, - ,xn); [ =
{id, 7} y ¢ el homomorfismo tal que ¢(7) = —1. Si v resuelve (p?.), sus simetrias
implican que v(0, x) = 0 para todo x € R¥~1. Por lo tanto, si H = {(z,y) € RxRN~1!:
x < 0}, entonces la restriccién vy satisface
—Au=|ul*u enH
w e Dy (H).

y esto sélo es posible si u se anula en H (ver Apéndice B).
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4.1. Un caso particular del teorema de concentra-
cién
Supongamos que I tiene la siguiente propiedad:
Para todo z € RY, o bien I, = I, o bien T, = {id} y ambos casos ocurren. (H)

Esto se traduce en que sélo hay dos tipos de I'-6rbitas en R¥: puntos fijos, o subes-
pacios homeomorfos a I'. Recordemos que el grupo K, cuya existencia esta dada por
el Teorema 3.12, coincide con el grupo de isotropia de una cierta sucesién de puntos.
Con la adicién de la hipétesis (H), las posibilidades de K quedan restringidas a ser
I' 0 el grupo trivial. De esta manera, el teorema de concentracion se transforma en lo
que sigue.

Corolario 4.3. Supongamos que I satisface (H) y sean py € (2,2%) y up un minimo
de Jg’k en /\/;;i. Entonces, pasando a una subsucesion, ocurre alguna de las siguientes
posibilidades:

= (uy) converge fuertemente en Dy*(Q) a una solucion de energia minima de
(95-)-

= Existen sucesiones (g1,) en (0,00) y (¢) en Q tales que ;' dist((r, 9Q) — 00 y

(A) O bien Ty, = {id} para toda k € N, T es finito, & '|a¢, — 8| — oo si

a# B aBely
lim flue =Y ()2 U | — 13| 2o,
k—o0 e Ek‘
Y

(B) O bien T'¢, =T para toda k € N y existe una solucién w de (p%) tal que
Joo(w) = & y
Uy, —8¥w ( — Ck)H =0.
€k

Demostracién. Supongamos que (ug) no converge fuertemente en Dé’Q(Q) y sean
(ex), (Ck), Ky w como en el Teorema 3.12. Como discutimos antes, K sélo puede ser
el grupo trivial o I'.

Cuando ocurre lo primero, entonces la afirmacién (iii) implica que w es un minimo
no trivial de J,, sobre N, asi que, en realidad w = U (o alguna dilatacién de U, pues
la burbuja estandar es esencialmente la tinica funcién con esta propiedad). Ademas,
como K es de indice finito en I' y |I'/ K| = |I'/{id}| = #I, concluimos que I es finito.
La expresion en (iv) toma la siguiente forma

w3 o) 0 ‘”g)H 0.

vyel

lim
k—o0

lim
k—o0
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Por otra parte, si K = I', entonces, de la afirmacién (iii), vemos que w es I'-invariante
Vv Joo(w) = ¢ y tenemos
2-N -
up —€° w< Ck)H:O,
Ek

también como consecuencia de la afirmacién en (iv). Esto concluye la demostra-
cion. [

lim
k—o0

Hagamos algunas observaciones importantes del corolario anterior. Cuando (uy) no
converge fuertemente, la sucesion tiene un nimero finito de singularidades, alrededor
de las cuales se concentra y explota. Las simetrias y la cantidad de estos puntos queda
determinada por el grupo I'. Cuando I es finito, el perfil asintético de (uy) es una suma
de burbujas estandar, apropiadamente reescaladas y distribuidas simétricamente con
distintos signos alrededor de las #I' singularidades. Entonces, trabajar con simetrias
inducidas por un grupo finito no arroja soluciones nuevas. En cambio, cuando I' es
infinito y ¢ es un epimorfismo, las simetrias de la solucion aseguran que esta no es
una burbuja estandar. Ademas, la concentracién y el fenémeno de explosién se dan
alrededor de un tnico punto. Esta discusion da pie al siguiente resultado de existencia.

Teorema 4.4. Si [ es infinito y cumple (H), el problema (p%) admite una solucidon
no trivial de energia minima sobre N2. En particular, si ¢ es un epimorfismo, esta
solucion no es radial y cambia de signo.

Demostracién. Sea 2 = B;(0). Como éste es un dominio acotado, para cada k € N
existe un minimo wuy, del funcional J,, , donde p, — 2*. Como observamos en el Ejemplo
3.11, dado que 0 € Q, ¢? no se alcanza y, como I es infinito, necesariamente se cumple
(B) del segundo caso en el Corolario 4.3. [

4.2. Explosién en un inico punto

Daremos una condicion para conseguir que nuestra familia de soluciones minimi-
zantes se concentre y explote alrededor de un unico punto.

Teorema 4.5. Supongamos que ¢ es un epimorfismo, que todas las orbitas de T’
son infinitas o consisten de un solo punto y que ambos casos ocurren en €. Sean
Pk € (2,2%) y up un minimo de J;f’k en ./\/;i Entonces, pasando a una subsucesion,
existen sucesiones ((x) en 2, (1) en (0,00) y una solucién no trivial w de (p%,), tales

que &;, ' dist(C, 02) — oo, limy, cf,’k = c? = Jo(w) y el perfil asintético de vy, estd

dado por
1 ('—Ck)
Uk — & W
€k

Mas ain, w cambia de signo y no es radial.

’ —0 en DY*(RY).

Demostracién. Por hipdtesis, €2 contiene un punto fijo de I'; entonces, el Teorema
3.9 asegura que c? no se alcanza en NV?. De esta manera, la segunda posibilidad del
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Teorema 3.12 debe ocurrir. Como K = I'¢ para algtin § € Q0 y K tiene indice finito en
I, de la hipétesis concluimos que I' = K. De esto se siguen todas las afirmaciones del
teorema. En particular, el fendmeno de explosion de (ux) se da en un dnico punto.
El cambio de signo y las simetrias de w, se siguen de que ¢ es un epimorfismo. W

El ejemplo que damos enseguida es una aplicacién concreta del teorema anterior
que exhibe una solucién para (p..) distinta de la burbuja estandar.

Ejemplo 4.6. Si N > 4, expresamos a RY como C?xR"~*. De esta forma, escribimos
a todo punto en RY como (z, ), donde z = (21, 25) € C?. Sea S! = {¢ € C: 0 € R},
el grupo de los ntimeros complejos unitarios, actuando sobre RY como € (zy, 25, 7) =
(€21, e% 2, ).

Afirmamos que existe w € DY2(RY) que es solucién no trivial del problema limite
(poo) tal que, para todo (z,7) € RY y para toda 6 € R, cumple

0

w(ei Zl,eiGZQ,x) = w(z1, 22, T)

w(—22,21, ) = —w(z1, 29, ).

Ademds, w tiene energia minima entre todas las soluciones del problema (p.,) con
las mismas propiedades. Nétese que con estas simetrias, necesariamente w cambia de
signo y no es radial.

En efecto, definimos 7 tal que 7(z1, 29, 2) = (—Z2, %1, x). El grupo I serd el generado
por S! y {r}. Consideramos al homomorfismo ¢ : I' — Z/2 tal que ¢(e?) = 1 para
todo § € Ry ¢(1) = —1. Si z # 0, la drbita de (z,z) estd formada por un par
de circulos ortogonales en C? x {z} y todos los puntos de la forma (0,z) son fijos.
Esto muestra que las hipétesis del Teorema 4.5 se cumplen, por ejemplo, aplicandolo
a B1(0). La solucién w que obtenemos con este resultado tiene las propiedades que
mencionamos. Ademas, w cumple que, cuando z # 0, es constante cuando se restringe
a cada uno de los dos circulos que conforman la érbita de (z, x) y tiene signos opuestos
en cada uno de ellos.
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Apéndice A

La prueba del Lema 3.15

La demostracién que presentaremos del Lema 3.15 en este apéndice se basa en la

prueba que se encuentra en [5]. Iniciaremos mencionando algunos hechos bésicos de
acciones de grupos, un par de referencias para estos resultados son [1, 15].
Sea I' un subgrupo cerrado de O(N) actuando sobre RY. Todos los grupos de isotropia
cumplen que I'y, = 7T',7~!. De esta manera, cualquier subgrupo K de I' que es
conjugado del grupo de isotropia de algin punto, digamos z € RY, cumple que
K =T, para algin v € I". A una clase de conjugacién (I';) de un grupo de isotropia
I', se le llama I'-clase de isotropia de RY. El conjunto de I'-clases de isotropia de RY
es finito. Hay un orden definido en el conjunto de clases de conjugacién dado por

(K)) < (K;) <= existe v € T tal que vK;7™ ' C K. (A.1)
Denotaremos por (RV)X al grupo de puntos fijos bajo K, es decir,
(RME .= {2z € RY : yo = x para todo v € K}

Lema. Dadas sucesiones (1) en (0,00) y (&) en RY, existe una sucesion ((i,) en
RNy un subgrupo cerrado K de T' tales que, pasando a una subsucesion, se cumplen
las siguientes afirmaciones:

(a) La sucesion (g}, 'dist(T'é, Cx)) es acotada.
(b) T'¢, = K para todo k € N.

(c) Si [T/K| < oo entonces &, ' |al, — B¢| — oo para cualesquiera o, B € T con

a B¢ K.

(d) Si |[I'/K| = oo entonces existe un subgrupo cerrado K' de I' tal que K C K',
IT/K'| = 0 y &; a¢y — BC| — oo para todo a, B €T con a1 ¢ K'.

Demostracién. Definimos

Vi={z e RY : #T'x < oc}.
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Claramente V es un subespacio vectorial I-invariante de RY. M4s atin, V+ también
es I-invariante, pues, siv € V y w € V-, entonces

(v,yw) = (Y o,y w) = (v o, w) =0 Vy el

Consideramos dos casos:

CAS0 1: La sucesién (g, 'dist(&, V) no estd acotada.
Pasando a una subsucesién, se cumple que 5,;1dist(§k, V) — oco. Paracada k € N, dado
que el conjunto de I'-clases de isotropia de R es finito, pasando a una subsucesién, de
ser necesario, podemos suponer que existe K, un subgrupo de I'; y un punto (; € ',
tal que I';, = K. De esta manera, se cumplen las partes (a) y (b) del lema.
Como ¢, 'dist(&, V) — oo, debe cumplirse que dist(&, V) # 0 para una infinidad
de indices. Entonces, pasando a una subsucesién, podemos suponer que &, ¢ V para
todo k € N y por lo tanto ¢, ¢ V. Como (j, ¢ V, se cumple que |I'/K| = oo, asi que
sélo hace falta verificar (d).

Sea (i~ € V* la proyeccién ortogonal de ¢, sobre V+. Como (i ¢ V, se cumple que

1
G- # 0. Asi, tiene sentido definir vy, := I%I Claramente (vg) es una sucesién acotada,
k

de modo que, pasando a una subsucesion

Vp —> U € VJ_.
Nétese que |v| = 1, por lo tanto v # 0. Definimos K’ := I',. Como V y V+ son
[-invariantes y RY = V @ V| se tiene que K C K’ y, como v ¢ V, tenemos que

IT/K'| = #I'v = oco. Ahora, tomemos «, 3 € K’ tales que a~'3 ¢ K’. Entonces
lav — pu| > 0, v sea ky € N tal que

1
o, — ] < Z]cw — pu| Yk > k.

Asi, tenemos que

lav — o] < |av — avg| + |avg — Bug| + | Bor — 5|

1
= |avg — Pug| + 2|vp — v| < |avg — Pog| + §|om — Bv|  Vk > k.
Luego, de la definicién de v y de la desigualdad anterior obtenemos
1
glav = pullGi] < lagi — BG| = (s — BG)M| < late — BGI Yk > ko.
Multiplicando esta desigualdad por 5,;1, dado que |¢it| = dist(Cg, V), tenemos
1
§|Ozv — Bole, Mdist(Ce, V) < &' |ale — BG| Yk > k.

Para concluir este caso, veamos que dist((g, V') = dist(&, V). Con esta igualdad a la
mano, la desigualdad de arriba y recordando que sgldist(é'k, V) — oo concluimos la
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afirmacién (d). En efecto, sea v € T" tal que &, = (, entonces

& —v| = |7k — | = |G —yv] Yo eV

Como V' es ['-invariante, tomando infimos sobre V' obtenemos la igualdad.

CASO 2: La sucesién (g 'dist(&, V)) es acotada.
Sea § el conjunto de I'-clases de isotropia (I';) con = € V tales que la sucesién
(g, 'dist(T&, (RV)I=)) contiene una subsucesién acotada. Afirmamos que § es no
vacio. En efecto, sea xp la proyeccion ortogonal de & sobre V. Como el conjunto
de I'-clases de isotropia de R¥ es finito, pasando a una subsucesién, podemos supo-
ner que existe un subgrupo cerrado L de I' tal que I';, = L para todo k € N.
Ahora, si x € (RV)L se tiene que L C T, y, como todas las I'-6rbitas de V son finitas,
#Tx = |T/T,| < |I'/L| = #T'z; < oo, por lo tanto (RYV)? c V. Como x;, minimiza
la distancia de & a V' y 23, € (RM)E] se sigue que

ey dist(&r, (R™)F) < e — 2a] = &5 dist (&, V)

y, por hipétesis, el lado derecho de la desigualdad esté acotado y entonces (L) € §.
Como § es finito y no vacio, podemos escoger algin (K) € § que sea maximo respecto
al orden que define (A.1). Pasando a una subsucesion, existen z; € I'{y y ¢ > 0 tales
que

g tdist(z, (RM)®) < ¢ VEk €N.

Definimos ¢;, como la proyeccién ortogonal de z, sobre (RV)X. De esta manera, se
sigue (a), pues

g, tdist(DEs, G) < 4t 2k — G| = &, dist(zp, (RY)®) < ¢ Vk €N (A.2)

Por definicién de §, (RV)X C V y como ¢, € (RV)K| se sigue que K C TI'¢,. La
desigualdad anterior implica que (I'¢,) € §, pero, por la elecciéon de K, concluimos
que I'e, = K.

Como (;, € V, se cumple que |I'/K| < oo, asi que hay que demostrar (c). Argu-
mentando por contradiccién, supongamos que existen «, 8 € K tales que '3 ¢ K
pero (g; '|a¢y — BC|) esta acotada. Sean 6 := a~'3, L el grupo que estd generado
por K U {8}, Wy := (RM)L y W, el complemento ortogonal de Wy en (RY)E. Asf,
podemos expresar a (j como

G=C(i+ ¢ donde (L €W, i=1,2.

Como § ¢ K =T, tenemos que ¢, # ( para todo k € N. Por lo tanto, ¢, ¢ W; y
de esto tenemos que (7 # 0 para todo k € N. Alguna subsucesién cumple que

2
C—’;%CGWQ\Wl
[
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Si la sucesién (g5, '¢?) no fuera acotada, como estamos suponiendo que (g |aCxy — 8¢
esta acotada, tendriamos, después de pasar a una subsucesién, que

0G G| _ e — Gl _ ey tlagk — B
e 1G] e '1GE|

[S{
asi, tenemos que 0 = (, lo cual es una contradiccién. De modo que (8,;1(,3) debe
ser acotada. Después de pasar a una subsucesion, podemos suponer que existe un
subgrupo cerrado L de I' tal que L' = Ly para todo k € N. Como (} € W; tenemos
que K C L C Ly. Més aun, la desigualdad en (A.2) implica que

— 0

e dist(T&, (RY)™) < et |an — Gl S e lan — Gl + 1 |G < a1
para alguna constante ¢;. Esto muestra que (L;) € §, pero, de nuevo por la eleccién

de K, concluimos que K = L = L;. Esto contradice que § ¢ K. Con esto queda
demostrado (c¢) y terminamos la demostracion. |
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Apéndice B
Un resultado de no existencia

Aqui daremos un criterio de no existencia para el problema

—Au = g(u) en €, ©)
u € DY(Q), v

donde suponemos que N > 3, Q es un dominio suave contenido en RY (posiblemente
no acotado) y g € C*(R) cumple que g(0) = 0.
Sea

Las soluciones de (p) satisfacen la siguiente identidad, cuya demostracion se puede
consultar en [16, Teorema B.3].

Lema. (Identidad de Pohozhaev). Siu € C*(Q) es solucién del problema (p) y es tal
que G(u) € L'(Q), entonces u satisface la identidad

1/ 9 / 1
— | [Vul" = [ Gu) + —
2% Q| | Q (@) 2N Jaa

donde v es la normal unitaria exterior a OS).

2
o-vdo =0,

ov

ov

Definicién. Un dominio suave € es estrellado respecto al origen si o - v > 0 para
todo o € 0f) y es estrictamente estrellado respecto al origen si o - v > 0 para todo
o € 0N. En general, ) es estrellado (estrictamente estrellado) si alguna traslacién de
Q es estrellado (estrictamente estrellado).

A partir de la identidad de Pohozhaev obtenemos el siguiente teorema.
Teorema. 5i () es estrictamente estrellado respecto al origen, entonces el problema

—Au=|u* u enQ, §
(©7)

u e DY*(Q).

no tiene soluciones no triviales.
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Demostracién. Sea u una solucién de (p*). Como €2 es un dominio suave, se sigue
que u € C*(Q) (ver [14, Teorema B.3]). Definimos g(s) := |s|*> ~2s, entonces G(s) =
. Dado que u € N, = {w € Dy*(Q) : |w|? = |w|&, w # 0} y de la identidad
de Pohozhaev, obtenemos

1 2 2 / 2_i/
0—2*/]Vu| /|Vu\ |Vul T Q|u
1 ou|?
_ 2 _ = -
2*/Q|Vu| 2*/QG(u) N |

v
pero o - v > 0, pues () es estrictamente estrellado, asi que |%‘ = 0 sobre 0f) y,
por el principio de continuacién tnica, necesariamente se debe cumplir que u = 0. W

o -vdo

El teorema anterior se extiende a dominios que sean estrictamente estrellados
respecto a cualquier otro punto en RY haciendo una traslacién de tal forma que el
origen esté en el dominio trasladado. Asi, obtenemos un problema equivalente, donde
el teorema anterior es valido.

Enunciamos como corolario el caso particular que usamos en la demostracion del
teorema de concentracion.

Corolario. Sea H un semiespacio en RY que contiene al origen, entonces el problema

—Au=|ul* u enH,
u € Dy*(H),

solo admite la solucion trivial.

Demostracion. Es claro que H es estrictamente estrellado respecto al origen. Con-
cluimos aplicando el teorema anterior. [ |
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