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0.1. Topoloǵıa General . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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Introducción

Un espacio topológico es un continuo si tal espacio es metrizable, compacto
y conexo. Decimos que un continuo es ćıclicamente conexo si para cualquier par
de puntos, se puede encontrar una curva cerrada simple que los contenga. Un
espacio topológico es homogéneo, si para cualquier par de elementos p y q, existe
un homeomorfismo h del espacio en si mismo tal que h(p) = q.

En 1913, Hahn y Mazurkiewicz probaron que, dado un continuo localmente
conexo, existe una función continua y suprayectiva de [0, 1] al continuo en cues-
tión (i.e: todo continuo localmente conexo es imagen continua de [0, 1] arco). Tal
resultado dio inicio a una etapa de mucho interés y progreso en el estudio de
tales continuos. En 1927 G.T. Whyburn publicó una serie de art́ıculos ([14], [15],
[16], [13]) que dieron inicio a la Teoŕıa del Elemento Cı́clico: una herramienta
poderosa para estudiar a los continuos localmente conexos (B.L McAllister [10]
ha hecho una introducción a esta teoŕıa, aśı como un resumen de su historia).
Quizá uno de los resultados mas importantes de tales art́ıculos, es la caracteri-
zación de los subcontinuos localmente conexos y ćıclicamente conexos del plano.
Fue a partir de ese momento que la conexidad ćıclica comenzó a ser una propie-
dad de gran relevancia e interés para la Teoŕıa de Continuos. En 1981, David P.
Bellamy y Lewis Lum [1] probaron que los continuos arco conexos homogéneos
son ćıclicamente conexos. Para obtener estos resultados, los autores definieron
una función (denotada por R) similar a la función K propuesta por J.T. Goody-
koontz, Jr. en [6]. En 2007, Benjamı́n Espinoza y Sergio Maćıas [5] extendieron
la definición de R y estudiaron nuevas propiedades, tales como la continuidad y
la relación con la función K. Pues bien, esta tesis tiene por objetivo explicar y
refinar los resultados obtenidos por Benjamı́n Espinoza y Sergio Maćıas [5]; aśı
como continuar con la investigación que ambos autores han hecho.

Para comprender este texto, se necesitarán conceptos y resultados impor-
tantes tanto de la Teoŕıa de Continuos como de la Teoŕıa de Hiperespacios.
Supondremos que el lector está familiarizado con un curso básico de Teoŕıa
de Continuos; de manera que también se espera un amplio conocimiento de
Topoloǵıa General. Por otro lado, la herramienta requerida perteneciente a la
Teoŕıa de Hiperespacios es básica y sencilla de entender; aśı pues, la misma será
expuesta y probada en su totalidad.

En el Caṕıtulo 0 trabajaremos los preliminares para la comprensión de este
texto, mientras que en el Caṕıtulo 1 daremos la definición de la función R y
trataremos algunos ejemplos. Posteriormente, en el Caṕıtulo 2 veremos propie-
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dades generales de la misma (es ah́ı donde integraremos el trabajo hecho por
Bellamy, Espinoza, Lum y Maćıas). Por otro lado, en el Caṕıtulo 3, definiremos
la función K; probaremos algunas propiedades básicas de la misma y veremos
su semejanza con R. También veremos que, en la clase de los dendroides, ambas
funciones coinciden; lo cual resulta conveniente para ligar el trabajo hecho por
Goodykoontz, Espinoza y Maćıas.



Caṕıtulo 0

Preliminares

0.1. Topoloǵıa General

Si X es un espacio topológico y A es un subconjunto del mismo, entonces
denotaremos por A, Int(A), Fr(A) a la cerradura de A, el interior de A, y a la
frontera de A, respectivamente.

Decimos que un espacio topológico X es normal si el mismo es T1 y para
cualesquiera cerrados ajenos A,B⊂X, existen abiertos ajenos U, V ⊂X tales
que A⊂U y B⊂V .

En un futuro no muy distante, será de gran utilidad recordar la siguiente.

Proposición 0.1. [4, 1.2.1] Sean X un conjunto y B una colección de subcon-
juntos de X que satisface las condiciones:

(i) Para todo x∈X, existe Ux ∈B tal que x∈Ux.

(ii) Si V,W ∈B, entonces para cualquier x∈V ∩W , existe Ux ∈B tal que
x∈Ux⊂V ∩W .

Definamos TB := {U ⊂X : existe C⊂B tal que U =
⋃

C}. Entonces TB es una
topoloǵıa para X y B es una base para TB.

Denotaremos por Rn al espacio topológico formado por el conjunto Rn, con
la topoloǵıa generada por la métrica usual. Por otro lado, I denotará el espacio
formado por el intervalo [0, 1] y S1 denotará el espacio formado por las parejas
ordenadas (x, y)∈R2 que satisfacen la ecuación x2 + y2 = 1.

Si X es un espacio topológico, entonces decimos que un subconjunto α de
X es un arco si existe un homeomorfismo h : I→α. A los puntos h(0) y h(1) se
les conoce como los puntos extremos de α.

Por otro lado, decimos que un subconjunto Γ deX es una curva cerrada simple
si el mismo es homeomorfo a S1. Observemos que si Γ es una curva cerrada sim-
ple y x es un punto de la misma, entonces siempre podemos encontrar una
función h : I→Γ, inyectiva en I\{1} tal que h(0) =x=h(1).

3



4 CAPÍTULO 0. PRELIMINARES

Si X es un espacio métrico, entonces daremos por hecho que X tiene la
topoloǵıa inducida por la métrica en cuestión; además, dado un punto x de X y
un real positivo r, denotaremos por Br(x) a la bola de radio r con centro en x.

Si X es un espacio topológico, entonces para cada punto p del mismo, defini-
mos la componente de p en X como la unión de todos los subconjuntos conexos
de X que contienen a p. Si X es conexo, entonces para cada subconjunto no
vaćıo A⊂X, definimos la componente de A en X como la unión de todos los
subconjuntos conexos de X que contienen a A.

Los siguientes resultados nos serán de gran utilidad:

Teorema 0.2. [3, 3.2] Sea X un espacio topológico. Entonces:

i) Para todo p∈X, la componente de p en X es maximal respecto a todos
los subconjuntos conexos de X que contienen a p.

ii) La colección de todas las componentes de X forma una partición de X.

iii) Para todo p∈X, la componente de p en X es un subconjunto cerrado y
conexo de X.

Decimos que un espacio topológico X es conexo por trayectorias si para
cualquier par de puntos p y q en X, existe una función continua τ : I→X tal
que τ(0) = p y τ(1) = q. A τ se le conoce como trayectoria entre p y q.

Decimos que X es arco conexo si para cualesquiera p, q puntos diferentes de
X, existe un arco α⊂X cuyos puntos extremos son p y q. Si además, dicho arco
es único, entonces diremos que X es únicamente arco conexo.

Recordemos la relación que existe entre los espacios conexos por trayectorias
y los arco conexos.

Proposición 0.3. [17, 31.6] Sea X un espacio topológico T2. Entonces, X es
conexo por trayectorias si y sólo si X es arco conexo.

En cuanto a las propiedades locales de conexidad, recordemos que un espacio
topológico X es localmente conexo en x si para cualquier abierto U que contiene
a x, existe algún abierto conexo V tal que x∈V ⊂U . Si para cualquier x se tiene
que X es localmente conexo en x, entonces decimos que X es localmente conexo.

Por otro lado, X es conexo en pequeño en x, si para cualquier abierto U que
contiene a x, existe un conjunto conexo K ⊂X tal que x∈ int(K)⊂K ⊂U . Si
para cualquier x, se tiene que X es conexo en pequeño en x, entonces decimos
que X es conexo en pequeño.

Los siguientes son resultados que relacionan algunos de los conceptos men-
cionados anteriormente.

Teorema 0.4. [17, 27.9] Sea X un espacio topológico. Entonces, X es local-
mente conexo si y sólo si cada componente de cada subconjunto abierto de X es
abierta.

Teorema 0.5. [8, 3-11] Sea X un espacio topológico. Si para todo p∈X se
tiene que X es conexo en pequeño en p, entonces X es localmente conexo.
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Para concluir esta sección, probaremos una proposición que nos auxiliara en
muchas de las demostraciones del texto.

Si X es un espacio topológico y F es una colección de subconjuntos de X,
entonces decimos que F es cerrada bajo intersecciones finitas si para cualesquie-
ra n∈N y U1, . . . , Un ∈F , se tiene que

⋂n
i=1 Fi es elemento de F . Notemos que

por el principio de inducción, para probar que una colección F es cerrada bajo
intersecciónes finitas basta comprobar que para cualesquiera U, V ∈F , se tiene
que U ∩V ∈F .

La proposición anunciada es el siguiente.

Proposición 0.6. Sean X un espacio topológico compacto, F una colección de
subconjuntos de X, y U ⊂X abierto tal que

⋂{
F : F ∈F

}
⊂U . Si F es cerrada

bajo intersecciones finitas, entonces existe F ∈F tal que F ⊂F ⊂U .

Demostración. Supongamos que F es cerrada bajo intersecciones finitas. Si to-
mamos complementos de ambos lados en la contención enunciada, obtenemos
que X\U ⊂

⋃{
X\F : F ∈F

}
. Esto implica que la colección

{
X\F : F ∈F

}
es

una cubierta abierta del conjunto X\U ; y por la compacidad de éste último, exis-
ten n∈N y F1, . . . , Fn ∈F tales que X\U ⊂

⋃n
i=1X\Fi. Tomando complementos

de ambos lados en la contención anterior, concluimos que
⋂n
i=1 Fi⊂U . Defina-

mos F :=
⋂n
i=1 Fi y notemos que F es un elemento de la colección F , pues ésta

última es cerrada bajo intersecciones finitas; además, F ⊂F ⊂
⋂n
i=1 Fi⊂U . †
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0.2. Teoŕıa de Continuos

Un espacio topológico no vaćıo X es un continuo si X es un espacio métrico,
compacto, y conexo (si X consta de un sólo punto, decimos que es un continuo
degenerado). Un subespacio Y de un continuo X es un subcontinuo si resulta
ser no vaćıo, cerrado y conexo.

Un punto p de un continuo X es un punto de corte si X\{p} es disconexo.
Por otro lado, dado un subconjunto no vaćıo A de X, decimos que p separa a A si
existen abiertos ajenos U, V ⊂X, tales que X\{p}=U ∪V y U ∩A 6= ∅ 6=V ∩A.

A lo largo del texto, utilizaremos los siguientes resultados acerca de los con-
tinuos localmente conexos.

Teorema 0.7. [17, 31.4] Sea X un continuo. Si X es localmente conexo, en-
tonces X es uniformemente localmente arco conexo.

Teorema 0.8. [12, 8.26] Sea X un continuo. Si X es localmente conexo, en-
tonces para todo abierto U ⊂X se tiene que U es arco conexo.

Teorema 0.9. [12, 8.45] Sean X un continuo localmente conexo y p∈X. Si
p no es un punto de corte, entonces para cada ε> 0 existe un abierto conexo
U ⊂X tal que p∈U , X\U es conexo, y diam(U)<ε.

Un continuo X es unicoherente si para cualesquiera subcontinuos A,B de X
tales que A∪B=X, se tiene que A∩B es conexo. Si cualquier subcontinuo de X
es unicoherente, entonces decimos que X es hereditariamente unicoherente. Por
otro lado un continuo X es un dendroide si X es arco conexo y hereditariamente
unicoherente.

Los siguientes resultados serán de gran utilidad cuando tratemos con den-
droides.

Proposición 0.10. Sea X un continuo. Entonces, X es hereditariamente uni-
choerente si y sólo si para cualesquiera A,B subcontinuos de X, se tiene que
A∩B es conexo.

Proposición 0.11. Sea X un dendroide. Si A es un subcontinuo de X, entonces
A es un dendroide.
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0.3. Teoŕıa de Hiperespacios

En esta sección, desarrollaremos los conceptos y herramientas pertenecientes
a la Teoŕıa de los Hiperespacios que necesitaremos para la comprensión del texto.
Lo primero que haremos será definir el objeto principal de estudio de esta rama.

Definición 0.12. Sea X un continuo. Entonces, definimos el hiperespacio de los
cerrados de X como la colección de todos los subconjuntos cerrados no vaćıos
de X. Dicha colección es denotada por 2X .

Por otro lado, definimos el hiperespacio de los subcontinuos de X como la
colección de todos los elementos de 2X que son conexos. Dicha colección es
denotada mediante C(X).

La Teoŕıa de Hiperespacios tiene una cantidad espectacular de resultados,
sin embargo, en este texto sólo utilizaremos los resultados básicos.

A continuación definiremos la Topoloǵıa de Vietoris: la topoloǵıa que ge-
neralmente se utiliza para los hiperespacios. La misma se construye tomando
cierta colección B de subconjuntos de 2X y generando una topoloǵıa para la
cual, B es una base.

Definición 0.13. Sea X un espacio topológico. Para cada familia finita de
abiertos U1, . . . , Un⊂X, definimos el Vietórico de U1, . . . Un como el siguiente
conjunto:

〈U1, . . . , Un〉 :=
{
A∈ 2X : A⊂

⋃n
i=1 Ui y A∩Ui 6= ∅ para cada i∈{1, . . . , n}

}
.

Teorema 0.14. Sea X un espacio topológico. Definamos las siguientes colec-
ciones:

B :=
{
〈U1, . . . , Un〉⊂ 2X : n∈N y Ui⊂X abierto para cada i∈{1, . . . , n}

}
.

TB :=
{
U ⊂ 2X : existe C⊂B tal que U =

⋃
C
}
.

Entonces, TB es una topoloǵıa para 2X y B es una base para la misma.

Demostración. Utilizaremos la Proposición 0.1 para probar el enunciado en
cuestión. Para mostrar que se satisface (i), notemos que, dado A∈ 2X , se tie-
ne que A∈ 〈X〉 ∈B. Para probar (ii), basta comprobar que para cualesquiera
dos elementos de B, la intersección de los mismos es un elemento de B. To-
memos pues 〈U1, . . . , Un〉 y 〈V1, . . . , Vm〉. Definamos los conjuntos U :=

⋃n
i=1 Ui

y V :=
⋃m
j=1 Vi; observemos que 〈U1 ∩V, . . . , Un ∩V, V1 ∩U, . . . , Vm ∩U〉 es un

elemento de B. De esta manera, de comprobar la siguiente igualdad, habŕıamos
acabado:

〈U1, . . . , Un〉 ∩ 〈V1, . . . , Vm〉= 〈U1 ∩V, . . . , Un ∩V, V1 ∩U, . . . , Vm ∩U〉. (1)

Entonces, observemos que:

U ∩V =
(⋃n

i=1 (Ui ∩V )
)
∪
(⋃m

j=1 (Vj ∩U)
)
. (2)
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Ahora, sea A un elemento de 〈U1, . . . , Un〉 ∩ 〈V1, . . . , Vm〉. Notemos que A∩Ui 6=
∅ para todo i∈{1, . . . , n} y como A∩Ui⊂A⊂V , entonces A∩Ui ∩V 6= ∅. Si-
milarmente, para todo j ∈{1, . . . ,m}, se obtiene que A∩Vj ∩U 6= ∅. El hecho
de que tales intersecciones sean no vaćıas y la igualdad en (2) implican que A
es un elemento de 〈U1 ∩V, . . . , Un ∩V, V1 ∩U, . . . , Vm ∩U〉. Esto prueba una de
las contenciones necesarias para asegurar la igualdad en (1).

Ahora, tomemos un elemento A de 〈U1 ∩V, . . . , Un ∩V, V1 ∩U, . . . , Vm ∩U〉.
Notemos que para todo i∈{1, . . . , n}, como A∩Ui ∩V 6= ∅ entonces A∩Ui 6= ∅.
Similarmente, para toda j ∈{1, . . . ,m}, se tiene que A∩Vj 6= ∅. El hecho de que
estas intersecciones sean no vaćıas y la igualdad en (2) garantizan que A es
un elemento tanto de 〈U1, . . . , Un〉 como de 〈V1, . . . , Vm〉. Esto asegura que la
contención restante es válida.

Hemos probado aśı que la igualdad en (1) es válida; lo cual nos permite ase-
gurar que B cumple (ii). Finalmente, utilizando la Proposición 0.1, obtenemos
que TB es una topoloǵıa para 2X y que B es una base para la misma.

†

Proposición 0.15. Sea X un continuo. Consideremos el siguiente conjunto:

s := {〈U〉 : U ⊂X es abierto}∪ {〈X,V 〉 : V ⊂X es abierto} .

Entonces, s es una subbase para la topoloǵıa TB.

Demostración. Definamos B∗ como la colección de todas las intersecciones fini-
tas de elementos de s. Para mostrar que s es una subbase, debemos de probar
que B∗ es una base para la topoloǵıa TB; aśı pues, en tanto que B es una base
para TB (Proposición 0.14), si comprobamos que B=B∗ entonces habremos
acabado. Pues bien, para mostrar que B∗⊂B, hemos de probar que cualquier
intersección finita de elementos de s pertenece a B. Gracias al principio de
inducción, para comprobar lo anterior basta asegurar que la intersección de
cualesquiera dos elementos de s, pertenece a B. Entonces, notemos que por las
definiciones de s y B, cualquier elemento de s pertenece a B. Ahora, recorde-
mos que en la prueba de la Proposición 0.14, hemos visto que la intersección de
cualesquiera dos elementos de B es en śı, un elemento de B (inclusive dimos la
forma que tiene dicha intersección); de manera que cualquier intersección finita
de elementos de s pertenece a B.

Para comprobar que B⊂B∗, tomemos un elemento 〈U1, . . . , Un〉 de B y
mostremos que:

〈U1, . . . , Un〉= 〈
⋃n
i=1 Ui〉 ∩

(⋂n
i=1 〈Ui, X〉

)
. (3)

Tomemos pues un elemento A de 〈U1, . . . , Un〉. Notemos que A∩Ui 6= ∅ para
cualquier i∈{1, . . . , n}, entonces A∈

⋂n
i=1〈X,Ui〉; además, como A⊂

⋃n
i=1 Ui,

también se tiene que A∈ 〈
⋃n
i=1 Ui〉. De esta manera, hemos comprobado una de

las contenciones necesarias para asegurar la igualdad en (3). Ahora, tomemos
un elemento A de 〈

⋃n
i=1 Ui〉 ∩

⋂n
i=1 〈Ui, X〉. El que A pertenezca a la primera de

estas dos colecciones nos da que A⊂
⋃n
i=1 Ui, mientras que la pertenencia a la
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segunda nos permite afirmar que A∩Ui 6= ∅ para cualquier i∈{1, . . . , n}. Esto
garantiza que A es elemento de 〈U1, . . . , Un〉.

De esta manera obtenemos las dos contenciones necesarias para asegurar
que la igualdad en (3) es válida. Aśı pues, cualquier elemento de B se puede ver
como una intersección finita de elementos de B∗ . †

En este texto, siempre que hablemos del hiperespacio 2X pensaremos que
tiene la topoloǵıa de Vietoris. Como C(X) es un subconjunto de 2X , entonces
C(X) hereda la topoloǵıa de 2X .

Para conclúır esta sección, hablaremos acerca del concepto de función mul-
tivaluada: se trata de una función que a los puntos p de un continuo X les
asigna un subconjunto A de un continuo Y . Si a cada uno de estos puntos, el
subconjunto que se le asigna es cerrado y no vaćıo, entonces en realidad estamos
hablando de una función que sale de X y entra a 2Y . Dado que ambos espacios
son métricos, entonces tiene sentido preguntarse acerca de la continuidad de
estas funciones.

Existen dos conceptos (semicontinuidad superior y semicontinuidad inferior)
que permiten abordar la continuidad de este tipo de funciones. A continuación
definiremos tales conceptos y veremos que una función multivaluada satisface
ambos tipos de semicontinuidad si y sólo si es continua.

Definición 0.16. Sean X,Y espacios topológicos y F :X→ 2Y una función.

i) Decimos que F es semicontinua superiormente en algún punto p de X si
para todo V ⊂Y abierto tal que F (p)⊂V existe U ⊂X abierto tal que
p∈U y F (x)⊂V para cualquier x∈U . Decimos que F es semicontinua
superiormente si lo es para cada punto p de X.

ii) Decimos que F es semicontinua inferiormente en algún punto p de X si
para todo V ⊂Y abierto tal que F (p)∩V 6= ∅, existe algún U ⊂X abier-
to tal que p∈U y F (x)∩V 6= ∅ para cualquier x∈U . Decimos que F es
semicontinua inferiormente si lo es para cada p∈X.

Lema 0.17. Sean X,Y espacios topológicos y F :X→ 2Y una función. Enton-
ces:

(i) F es semicontinua superiormente si y solo si para todo V ⊂Y abierto, se
obtiene que F−1(〈V 〉) es abierto.

(ii) F es semicontinua inferiormente si y solo si para todo V ⊂Y abierto, se
obtiene que F−1(〈V, Y 〉) es abierto.

Demostración. Para mostrar la ida de (i), supongamos que F es semicontinua
superiormente. Tomemos V ⊂Y abierto y veamos que F−1(〈V 〉) es abierto. Sea
pues p un elemento de F−1(〈V 〉). Entonces F (p)∈ 〈V 〉; lo cual implica que
F (p)⊂V . Como F es semicontinua superiormente en p, existe un abierto U ⊂X
tal que p∈U y F (x)⊂V para cada x∈U . Entonces, F (x)∈ 〈V 〉 para cada x∈U ;
de modo que p∈U ⊂F−1(〈V 〉).
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Para mostrar el regreso de (i), supongamos que F−1(〈V 〉) es abierto para
todo abierto V ⊂Y y mostremos que F es semicontinua superiormente. Tome-
mos pues un punto p∈X y un abierto V ⊂Y que contenga a F (p). Notemos
que F (p)∈ 〈V 〉, de manera que p∈F−1(〈V 〉); además, F−1(〈V 〉) es abierto por
nuestra suposición inicial. Por otro lado, si x∈F−1(〈V 〉), entonces F (x)∈ 〈V 〉,
por lo que F (x)⊂V . De esta manera, F es semicontinua superiormente para
cualquier p∈X.

Para mostrar la ida de (ii), supongamos que F es semicontinua inferiormente.
Tomemos un abierto V ⊂Y y probemos que F−1(〈V, Y 〉) es abierto. Sea pues
p elemento de F−1(〈V, Y 〉). Esto quiere decir que F (p) intersecta a V ; como F
es semicontinua inferiormente en p, existe un abierto U ⊂X que contiene a p
y tal que F (x)∩V 6= ∅ para cualquier x∈U . Entonces, U es un abierto tal que
p∈U ⊂F−1(〈V, Y 〉), luego F−1(〈V, Y 〉) es abierto.

Para mostrar el regreso de (ii), supongamos que para todo abierto V ⊂Y se
tiene que F−1(〈V, Y 〉) es abierto. Tomemos un punto p∈X y veamos que F es
semicontinua inferiormente en p. Sea V ⊂Y abierto tal que F (p) intersecta a V .
Entonces p∈F−1(〈V, Y 〉); además, F−1(〈V, Y 〉) es abierto por nuestra suposi-
ción. Por otro lado, si x es elemento de F−1(〈V, Y 〉), entonces F (x)∩V 6= ∅. De
esta manera, F es semicontinua inferiormente. †

Proposición 0.18. Sean X,Y espacios topológicos y F :X→ 2Y una función.
Entonces, F es continua si y sólo si F es semicontinua inferiormente y supe-
riormente.

Demostración. Para mostrar la ida, supongamos que F es continua. Para todo
abierto V ⊂Y , se tiene que 〈V 〉 y 〈V,X〉 son abiertos en 2Y ; aśı que por la
continuidad de F , los conjuntos F−1(〈V 〉) y F−1(〈V, Y 〉) son abiertos. Según el
Lema 0.17, esto implica que F es semicontinua superiormente e inferiormente.

Para probar el regreso, supongamos que F es semicontinua superiormente e
inferiormente. Por el Lema 0.17, para todo abierto V ⊂Y se tiene que F−1(〈V 〉)
y F−1(〈V, Y 〉) son abiertos de X. Notemos que por la Proposición 0.15, la colec-
ción s= {〈V 〉 : V ⊂Y es abierto}∪ {〈Y, V 〉 : V ⊂Y es abierto} es una subbase
para la topoloǵıa de 2Y . Entonces, la imagen inversa de cada elemento de s es
un abierto de X, lo cual implica que F es continua. †



Caṕıtulo 1

Definición y Ejemplos

En este caṕıtulo, llevaremos a cabo dos tareas. La primera de ellas será definir
la función R, mientras que la segunda será el cálculo de la misma en algunos
continuos espećıficos. Para comenzar, requerimos de la siguiente definición.

Definición 1.1. Sea X un continuo arco conexo. Entonces, para cada elemento
A∈ 2X , consideremos la colección VA de todos los subconjuntos arco conexos de
X que contienen a A en su interior. Definamos:

RA :=
⋂{

K :K ∈VA
}
.

Notemos que el pedir que X sea arco conexo en la definición anterior garan-
tiza que VA es una colección no vaćıa, aśı pues, el conjunto RA siempre está
definido.

Ahora, nuestro objetivo es definir una función de 2X en 2X tal que a cada
elemento A le asigne el conjunto RA. Para ello seŕıa conveniente comprobar
que dichos conjuntos son efectivamente elementos de 2X . Pues bien, la siguiente
proposición contiene tal resultado, aśı como otros que serán de gran utilidad a
lo largo del texto.

Proposición 1.2. Sean X un continuo arco conexo y A,B elementos de 2X .
Entonces:

(i) A⊂RA.

(ii) Si A⊂B, entonces RA⊂RB.

(iii) Si A=B, entonces RA =RB.

(iv) RA es cerrado y no vaćıo.

Demostración. Para mostrar el primer enunciado, notemos que para cualquier
K ∈VA, como el interior de K contiene a A, entonces A⊂K. Esto garantiza
que A⊂R(A).

11
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Para probar el segundo enunciado, primero notemos que si A⊂B, entonces
VB ⊂VA. En efecto, si K es algún elemento de VB , como K es arco conexo y
A⊂B⊂ int(K), entonces K pertenece a la colección VA. Ahora RA⊂RB , pues
si x es un punto de X\RB , entonces existe K ∈VB tal que x 6∈K; pero como
K ∈VA, entonces la definición de RA garantiza que x es un punto de X\RA.

Por otro lado, si A=B, entonces A⊂B y B⊂A; de manera que por (ii) se
obtienen las contenciones necesarias para asegurar que RA =RB .

Finalmente, RA no puede ser vaćıo, pues según el primer enunciado, dicha
colección contiene a un subconjunto no vaćıo. Por otro lado, RA es cerrado por
ser una intersección de cerrados. †

Definición 1.3. Sea X un continuo arco conexo. Entonces, definimos la función
R : 2X→ 2X como R(A) :=RA.

Notemos que R es efectivamente una función, pues gracias a los incisos (iii) y
(iv) de la Proposición 1.2, se tiene que R es una relación univoca y bien definida
en el codominio sugerido.

Ahora bien, nuestra segunda tarea en esta sección es el cálculo de R en
algunos continuos espećıficos. Sin embargo, antes de pasar a ello enunciaremos
una proposición que resultará extremadamente útil a lo largo del texto.

Proposición 1.4. Sean X un continuo arco conexo, x un punto del mismo y
A elemento de 2X . Si existe un subconjunto arco conexo Kx tal que A⊂ int(K)
y x 6∈K, entonces x 6∈R(A).

Demostración. Supongamos que existe un subconjunto Kx con las carateŕısticas
mencionadas en el enunciado anterior. Notemos que Kx es un elemento de VA
cuya cerradura evade a x, y recordando que R(A) es la intersección de todas las
cerraduras de los elementos de VA, se obtiene que x 6∈R(A). †

Corolario 1.5. Sean X un continuo arco conexo, B un subconjunto del mismo
y A un elemento de 2X . Si para cualquier x∈X\B existe un subconjunto arco
conexo Kx tal que A⊂ int(K) y x 6∈K, entonces R(A)⊂B.

Demostración. Supongamos que para cualquier x∈X\B existe un subconjunto
Kx con las caracteŕısticas enunciadas. Por la Proposición 1.4, esto significa que
X\B está contenido en X\R(A). Luego, R(A)⊂B. †



13

Ejemplo 1.6. En el intervalo I, se tiene que R(A) = [́ınf A, supA] para cual-
quier A∈ 2X . Para ver que el intervalo [́ınf A, supA]⊂R(A), notemos que para
cualquier K ∈VA, como K es un subconjunto conexo y cerrado de I, entonces
K es un intervalo cerrado, digamos [a, b] para algunos a, b∈ I. Como K contiene
a A, entonces a y b son cotas para A; luego, a6 ı́nf A y supA6 b. Esto quiere
decir que [́ınf A, supA]⊂ [a, b] (Figura 1.1); aśı pues, para cualquier K ∈VA se
tiene que [́ınf A, supA]⊂K. De esta manera, [́ınf A, supA]⊂R(A).

Figura 1.1: El intervalo [a, b].

Ahora, utilizaremos el Corolario 1.5 para comprobar queR(A)⊂ [́ınf A, supA].
Tomemos pues un punto x fuera del intervalo [́ınf A, supA] y encontremos un
subconjunto arco conexo cuyo interior contenga a A y cuya cerradura evada
a x. Entonces, tenemos dos casos: 06x< ı́nf A o supA<x6 1. Supongamos
que ocurre lo primero y tomemos un racional q tal que x<q < ı́nf A. Luego,
consideremos el intervalo [q, 1] (Figura 1.2) y notemos que la naturaleza de q
garantiza que [q, 1] es un subconjunto arco conexo, cuyo interior contiene a A y
cuya cerradura evade a x. Observemos que podemos proceder de manera similar
si es que ocurre el segundo caso; aśı pues, utilizando el Corolario 1.5, obtenemos
que R(A)⊂ [́ınf A, supA].

Esto implica que R(A) = [́ınf A, supA] para cualquier A elemento de 2X .

Figura 1.2: El intervalo [q, 1].

Ejemplo 1.7. Definamos los siguientes conjuntos:

G :=
{

(x, sen 1
x ) : x∈

(
0, 1

2π

]}
L := {0}× [−1, 1]

S :=G∪L

Notemos que S es el resultado de tomar la cerradura de G en R2. Por otro
lado, tomemos un arco α contenido en el cuarto cuadrante del plano, cuyos
puntos extremos sean (0,−1) ,

(
1
2π , 0

)
y cuya intersección con S sea únicamente

ese par de puntos. Definamos al conjunto W :=S ∪α y consideremos el espacio
topológico que se forma al tomar W con la topoloǵıa que hereda de R2. Tal
espacio es conocido como “El Circulo de Varsovia” (Figura 1.3).

A continuación probaremos que, si A := {(0, 0)} , entonces R(A) =W . Esto
lo haremos comprobando que para cualquier elemento K ∈VA, se tiene que
W ⊂K. Tomemos pues un subconjunto arco conexo K que contenga a (0, 0) en
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Figura 1.3: El Circulo de Varsovia.

su interior. Primero veremos que K contiene a G∪α. Consideremos la sucesión
{( 1

2nπ , 0)}∞n=1 y notemos que la misma converge al punto (0, 0). Como el interior
de K es un subconjunto abierto que contiene a dicho punto, entonces existe
N ∈N tal que ( 1

2nπ , 0) es un punto interior de K para cualquier n>N . Ahora, si
(x, y)∈G, entonces podemos tomar n>N tal que 1

2nπ <x. Notemos que (0, 0)
y ( 1

2nπ , 0) son puntos de K, aśı que podemos tomar un arco β contenido en
K cuyos puntos extremos sean esos dos puntos (Figura 1.4). Observemos que
debido a la estructura de W , tal arco no puede evadir a los puntos de G que
se encuentran a la derecha de ( 1

2nπ , 0) (es decir, los puntos (u, v)∈G tales que
1

2nπ 6u); aśı que (x, y) debe de ser un punto de β . De esta manera, (x, y) es un
punto de K. Esto prueba que G⊂K; sin embargo, el arco β que hemos tomado
en la prueba anterior debe de contener al arco α. Entonces, también se tiene
que α⊂K.

Figura 1.4: El arco β.
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Hemos comprobado que K contiene a G∪α. Sabiendo esto podemos concluir
que:

W =G∪α=G∪α⊂K.

Tal contención muestra que, para todoK ∈VA, se tiene queW ⊂K. Esto implica
que W ⊂R(A). Ahora, en tanto que la contención contraria es inmediata de la
definición de R, podemos entonces concluir que R(A) =W .

Por otro lado, veamos que si (u, v) es un punto deG\{( 1
2π , 0)} yB := {(u, v)},

entonces R(B) =B. Notemos que como B⊂R(B) (Proposición 1.2), para com-
probar dicha igualdad basta mostrar que se tiene la contención contraria. Pues
bien, haremos uso del Corolario 1.5: tomemos un punto de (x, y)∈W\B y cons-
truyamos un subconjunto arco conexo cuyo interior contenga a (u, v) y cuya
cerradura evada a (x, y). Como (x, y) 6= (u, v), se tiene que x 6=u o y 6= v.

Supongamos que x 6=u; por lo que x<u o u<x. Pensemos que ocurre lo
primero y escojamos racionales p, q tales que x<p<u<q < 1

2π . Tomemos un
arco β cuyos puntos extremos sean (p, sen 1

p ) y (q, sen 1
q ) y observemos que dicho

arco contiene a (u, v) en su interior; además, la manera en que hemos tomado a
p y q garantiza que (x, y) no es un punto de β, sin importar que posición ocupe
(x, y) en W (Figura 1.5). Por otro lado, si u<x, entonces podemos adaptar la
construcción anterior para obtener un arco con las mı́smas caracteŕısticas.

Ahora, supongamos que y 6= v. Daremos por hecho que x=u, pues recién
hemos visto como proceder cuando x es diferente a u. Tales condiciones y la
estructura de W obligan a que (x, y) no sea un punto extremo de α. De esta
manera, G es un subconjunto arco conexo cuyo interior contiene a (u, v) y cuya
cerradura evade a (x, y).

Entonces, para cualquier (x, y)∈W\B siempre se puede encontrar un sub-
conjunto arco conexo cuyo interior contenga a (u, v) y cuya cerradura evada a
(x, y). Utilizando la proposición 1.5 se obtiene que R(B)⊂B. Esto implica que
R(B) =B.

Figura 1.5: El arco β y las posibles posiciones de (x, y).
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Ejemplo 1.8. Denotemos por C al conjunto de Cantor y para cada c∈C,
definamos c̄ := (c, 0); además, consideremos v̄ := ( 1

2 , 1). Luego, para cada punto
x̄ del plano, denotemos por L(x̄) al segmento de recta cuyos puntos extremos
son x̄ y v̄. Tomemos los segmentos de recta L(c̄) tales que c∈C y definamos el
conjunto X como la unión de todos éstos. Finalmente, consideremos el espacio
topológico que se forma al tomar X con la topoloǵıa que hereda de R2.

Este espacio es conocido como “El Abanico de Cantor” (Figura 1.6). Note-
mos que X es compacto por ser un subespacio cerrado y acotado de R2; además
es conexo por ser la unión de segmentos de recta que se intersectan en un único
punto. De esta manera, X es un continuo.

Figura 1.6: El Abanico de Cantor.

A continuación veremos que R({x̄}) =L(x̄) para cada x̄∈X. Tomemos pues
un punto x̄ deX y supongamos que x̄= (x1, x2). Para probar queR({x̄})⊂L(x̄),
utilicemos el Corolario 1.5: tomemos un punto ȳ ∈X\L(x̄) y encontremos un
subconjunto arco conexo K cuyo interior contenga a x̄ y cuya cerradura evada
a ȳ. Supongamos que ȳ= (y1, y2) y observemos que tenemos dos casos: y2<x2
o x2 6 y2.

Supongamos que ocurre lo primero, de manera que podemos tomar un ra-
cional q tal que y2<q<x2. Definamos K :=X ∩ (R× [q,∞)) (la colección de
todos los puntos de X cuya segunda coordenada es mayor o igual a q) (Figura
1.7). Notemos que K es arco conexo, pues es la unión de segmentos de recta
que se intersectan en un único punto; además, la selección de q garantiza que
K contiene a x̄ en su interior y que su cerradura evade a ȳ.

Figura 1.7: El conjunto K cuando y2<x2.
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Ahora, supongamos que x2 6 y2 y notemos que x̄ 6= v̄. Por la construción de
X, existen u,w∈C tales que x̄∈L(ū) y ȳ ∈L(w̄). Notemos que u 6=w, pues de
lo contrario obtendŕıamos que ȳ es un punto del segmento L(x̄). Supongamos
que w<u y tomemos un punto p del conjunto de Cantor tal que w<p<u.
Definamos K como la unión de todos los segmentos de recta L(c̄) tales que
c∈C y p6 c6 1. Notemos que K (Figura 1.8) es arco conexo, pues es la unión
de segmentos de recta que se intersectan en un único punto; además, la selección
de p garantiza que K cumple con las caracteŕısticas deseadas. Resta ver cómo
definir K cuando u<w, sin embargo la construcción anterior se puede adaptar
fácilmente a este caso.

Hemos visto que para cualquier ȳ ∈X\L(x̄), existe un subconjunto arco co-
nexo cuyo interior contiene a L(x̄) y cuya cerradura evade a ȳ. Entonces, el
Corolario 1.5 asegura que R({x̄})⊂L(x̄).

Figura 1.8: El conjunto K cuando x2 6 y2.

Mostremos ahora que L(x̄)⊂R({x̄}). Si x̄= v̄, entonces L(x̄) coincide con
{v̄}; de manera que por la Proposición 1.2 se obtiene la contención anterior.
Supongamos entonces que x̄ 6= v̄; tomemos un subconjunto arco conexo K que
contenga a x̄ en su interior y veamos que L(x̄)⊂K.

Como x̄ es un punto interior de K, existe un subconjunto abierto U tal que
x̄∈U ⊂K. Consideremos el espacio topológico C∗ :=X ∩ (R×{x2}) y observe-
mos que C∗ no puede ser el conjunto unitario {v̄}, pues x̄ 6= v̄. Este hecho y la
estructura de X obligan a que C∗ sea homeomorfo a C, de manera que C∗ no
contiene puntos aislados. Esto asegura la existencia de p̄∈C∗ ∩U\{x̄}. Ahora,
notemos que tanto x̄ como p̄ son puntos de K, aśı que podemos tomar un ar-
co α contenido en K cuyos extremos sean estos mismos puntos (Figura 1.9).
Observemos que v̄ ∈α, pues de lo contrario, α seŕıa disconexo. Como α es arco
conexo, entonces α debe de contener un arco cuyos puntos extremos sean x̄ y
v̄; pero debido a la estructura de X, el único arco que existe entre estos dos
puntos es el segmento L(x̄). De esta manera, dicho segmento está contenido en
α; lo cual asegura que L(x̄)⊂K. Esto nos permite concluir que L(x̄)⊂R({x̄}).

Finalmente, ambas contenciones prueban que R({x̄}) =L(x̄) para cualquier
x̄∈X.
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Figura 1.9: El arco α⊂K cuyos puntos extremos son x̄ y p̄.

Ejemplo 1.9. Definamos el conjunto S := {(−1 + 1
n , 0) : n∈N}∪ {(−1, 0)}. Pa-

ra cada x̄∈S denotemos por:

L(x̄) al segmento de recta que va de x̄ a (0, 1).

L(−x̄) al segmento de recta que va de −x̄ a (0, 1).

C(x̄) a la media circunferencia contenida en el tercer y cuarto cuadrante
del plano, cuyo centro sea (0, 0) y cuyos puntos extremos sean x̄ y −x̄.

T (x̄) :=L(x̄)∪L(−x̄)∪C(x̄).

DefinamosX como la unión de todos los T (x̄) y consideremos el espacio topológi-
co formado por X con la topoloǵıa que hereda de R2 (Figura 1.10). Notemos
que X es un continuo por ser un subespacio compacto y conexo por trayectorias
de un espacio métrico.

Figura 1.10: El continuo X.

Definamos A := {(−1, 0)} y veamos que R(A) = {(−1, 0), (0, 1)}. Primero,
comprobemos que R(A) contiene a los dos puntos en cuestión. Puesto que R(A)
contiene a A (Proposición 1.2), se tiene que (−1, 0) es un punto de R(A); de esta
manera, sólo resta ver que (0, 1) también es un punto de R(A). Tomemos pues
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un subconjunto arco conexo K que contenga a (−1, 0) en su interior y veamos
que (0, 1)∈K. Observemos que la sucesión {(−1 + 1

n , 0)}∞n=1 converge a (−1, 0),
de manera que existe N ∈N tal que para toda n>N , se tiene que (−1 + 1

n , 0)
es un punto interior de K. Esto implica que p̄ := (−1 + 1

N , 0) es un punto de
K. Tomemos un arco α contenido en K cuyos puntos extremos sean (−1, 0) y
p̄. Veamos que (0, 1)∈α. Si suponemos lo contrario, entonces obtenemos que
α está contenido en el subconjunto X\{(0, 1)}. Dicho subconjunto resulta ser
disconexo, más aún, las componentes del mismo son de la forma T (x̄)\{(0, 1)}
donde x̄∈S (denotaremos a estas componentes por T ∗(x̄)), aśı que α debe de
estar contenido en la componente T ∗(−1, 0). Esto significa que p̄ es un punto de
T ∗(−1, 0), pero p̄ también es un punto de T ∗(p̄), pues p∈S. Hemos concluido
aśı que existen dos componentes diferentes que no son ajenas, lo cual es una
contradicción. De esta manera, (0, 1)∈α. Ahora, recordemos que α es un arco
contenido en K, por lo que (0, 1) es un punto de K. Esto prueba que (0, 1)∈K,
aśı que (0, 1)∈R(A). Por tanto, {(−1, 0), (0, 1)}⊂R(A).

Para ver la contención contraria utilicemos el Corolario 1.5: tomemos un
punto (x, y)∈X\{(−1, 0), (0, 1)}; construyamos un subconjunto arco conexo K
cuyo interior contenga a A y cuya cerradura evada a (x, y). Notemos que, si
(x, y)∈T (s̄) para algún s̄∈S\{(−1, 0)}, entonces podemos definir a K como el
conjunto X\T ∗(s̄) (Figura 1.11).

Figura 1.11: X\T ∗(s̄).

Por otro lado si (x, y) es un punto de T (−1, 0), entonces nos vemos en la
necesidad de considerar tres casos. Primero, si (x, y) = (1, 0), entonces defina-
mos K :=X ∩ ([−1, 12 ]×R); esto es, la colección de puntos de X cuya primera
coordenada es menor o igual a 1

2 ) (Figura 1.12).
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Figura 1.12: El subconjunto K cuando (x, y) = (1, 0).

Ahora, supongamos que (x, y) es un punto de L(−1, 0). Esto y el hecho de
que los puntos (−1, 0), (x, y), (0, 1) sean todos distintos entre śı, nos permite
concluir que 0<y< 1. Tomemos entonces números racionales p, q tales que 0<
p<y<q < 1, y definamos K :=X\([−1, 0]× [p, q]) (Figura 1.13). Podemos hacer
una construcción similar que la construcción de K cuando (x, y) es un punto de
L(1, 0).

Figura 1.13: El conjunto K cuando (x, y)∈L(−1, 0).

Finalmente, supongamos que (x, y) es un punto de C(−1, 0). Pensemos que
(x, y) 6= (1, 0), pues ya hemos visto lo que ocurre en el caso contrario, además,
recordemos que (x, y) 6= (−1, 0). Esto implica que y < 0, de manera que existe un
racional q tal que y < q < 0. Definamos K :=X ∩ ([−1, 1]× [q,∞)) (la colección
de puntos de X cuya segunda coordenada es mayor o igual a q) (Figura 1.14).
Para cualquier punto (x, y) de X\{(−1, 0), (0, 1)} hemos construido un subcon-
junto arco conexo K cuyo interior contiene a (−1, 0) y cuya cerradura evade
a (x, y), aśı que por el Corolario 1.5, obtenemos que R(A)⊂{(−1, 0), (0, 1)}.
Finalmente, R(A) = {(−1, 0), (0, 1)}.
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Figura 1.14: El conjunto K cuando (x, y)∈C(−1, 0).

Debido a que R es una función cuyo dominio y contradominio es el hiperes-
pacio 2X , es natural hacerse las siguientes preguntas:

¿La imagen bajo R de cualquier subcontinuo, siempre resulta ser un sub-
continuo?

¿R es siempre una función continua?

Las respuestas a estas dos preguntas resultan ser negativas. Primero, en el
Ejemplo 1.9, hemos visto que R(A) = {(−1, 0), (0, 1)} cuando A := {(−1, 0)}, lo
cual nos dice que la imagen de un conexo no necesariamente es un conexo. Por
otro lado, en el Ejemplo 1.7, la sucesión {An}∞n=2 definida por An = {( 1

2nπ , 0)}
converge a A= {(0, 0)}; sin embargo, la sucesión {R(An)}∞n=2 (la cual coincide
con la sucesión original) no converge a R(A). Esto nos dice que R no siempre
es continua.

Pese a que las respuestas de ambas preguntas son negativas, no debemos
de perder la esperanza a encontrar condiciones suficientes que garanticen los
comportamientos sugeridos. Por ejemplo, en el intervalo I (Ejemplo 1.6) hemos
visto que la imagen bajo R de cualquier elemento de 2I siempre resulta ser un
subcontinuo; también se tiene que R es continua, aunque esta última afirmación
aún no la hemos probado. Precisamente, en el segundo caṕıtulo daremos una
condición para garantizar que la imagen bajo R de cualquier elemento de 2X

resulta ser un subcontinuo; mientras que en el tercer caṕıtulo trataremos el tema
de la continuidad.
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Caṕıtulo 2

Propiedades Generales

En este caṕıtulo, trataremos la mayoŕıa de los resultados que se tienen para
la función R. El primero de ellos es que la arco conexidad única de X garantiza
que R(A) es conexo, sin importar que A sea o no un subconjunto conexo de X.
Cabe mencionar que dicho resultado resuelve una de las preguntas planteadas
al final del caṕıtulo anterior.

Para llevar a cabo lo anterior utilizaremos el concepto de colección cerrada
bajo intersecciones finitas. Recordamos al lector que la definición del mismo se
puede encontrar en la sección 0.1 del caṕıtulo de preliminares.

Lema 2.1. Sean X un continuo arco conexo y A un elemento de 2X . Si X es
únicamente arco conexo, entonces para cualquier abierto U tal que R(A)⊂U ,
existe K ∈VA tal que K ⊂K ⊂U .

Demostración. Supongamos que X es únicamente arco conexo. Probemos que
VA es una colección cerrada bajo intersecciones finitas: tomemos H,K ∈VA
y mostremos que H ∩K es un elemento de VA. Para ello, veremos que A⊂
int(H ∩K) y que H ∩K es arco conexo.

Lo primero se obtiene fácilmente: como H y K son elementos de VA, entonces
A está contenido tanto en el interior de H como en el interior de K; de manera
que A⊂ int(H)∩ int(K)⊂ int(H ∩K).

Para probar lo segundo, tomemos puntos distintos x, y ∈H ∩K. Como K
y H son arco conexos, entonces existen arcos α⊂H y β⊂K cuyos puntos
extremos son x y y; sin embargo α=β, pues X es únicamente arco conexo.
De esta manera, α es un arco contenido en H ∩K cuyos puntos extremos son x
y y.

Esto prueba que para cualesquiera H,K ∈VA, se tiene que H ∩K es un
elemento de VA; lo cual implica que VA es cerrada bajo intersecciones finitas.
De esta manera, si U es un abierto que contiene a R(A), entonces la Proposición
0.6 nos permite encontrar K ∈VA tal que K ⊂K ⊂U . †

23
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Teorema 2.2. Sean X un continuo arco conexo. Si X es únicamente arco
conexo, entonces R(A) es un subcontinuo de X para cualquier A∈ 2X .

Demostración. Supongamos que X es únicamente arco conexo y tomemos un
elemento de A∈ 2X . Ya hemos visto en la Proposición 1.2 que R(A) es cerrado;
y como X es compacto, se tiene que R(A) es compacto. Aśı pues, sólo resta ver
que R(A) es conexo. Entonces, supongamos lo contrario, de manera que existen
abiertos ajenos no vaćıos U, V ⊂X tales que:

(i) R(A)⊂U ∪V .

(ii) R(A)∩U 6= ∅ 6=R(A)∩V .

Utilizando el Lema 2.1 en (i) podemos encontrar K ∈VA tal que K ⊂U ∪V .
Como R(A)⊂K, entonces (ii) nos permite concluir que U y V intersectan a K.
Esto nos dice que K es disconexo, pero esto es imposible pues K es arco conexo.
Hemos llegado a una contradicción, por lo que R(A) debe de ser conexo. †

Como se pudo apreciar en el Teorema 2.2, el tipo de conexidad de X puede
llegar a tener un gran impacto en el comportamiento de R; aśı pues, es na-
tural preguntarse qué podemos observar si pedimos que X tenga otro tipo de
estructura.

A continuación veremos que un continuo localmente conexo hace de R la
función identidad para el hiperespacio de los subcontinuos.

Teorema 2.3. Sean X un continuo arco conexo y A un subcontinuo de X. Si
X es localmente conexo, entonces R(A) =A.

Demostración. Supongamos que X es localmente conexo. Recordemos que por
la Proposición 1.2, se tiene que A⊂R(A). Para probar la contención contraria,
utilicemos el Corolario 1.5: tomemos p∈X\A y obtengamos un subconjunto K
arco conexo cuyo interior contenga a A y cuya cerradura evada a p.

Sea ε> 0 tal que Bε(p)∩A= ∅. Definamos W =X\Bε(p). Notemos que W
es abierto y A⊂W . Tomemos la componente K de W que contiene a A. Ob-
servemos que como X es localmente conexo, entonces K es un abierto conexo
(Teorema 0.4), y por el Teorema 0.8, se tiene K es arco conexo. Además, p 6∈K
pues Bε(p) y K son ajenos.

Por el Corolario 1.5, tenemos que R(A)⊂A; luego R(A) =A. †

Es importante notar que la conexidad local de X no garantiza que R sea la
función identidad del espacio 2X . Tal es el caso del intervalo I (Ejemplo 1.6),
en donde ya hemos visto que R({ 12 ,

2
3}) = [ 13 ,

2
3 ].

Por otro lado, el regreso del Teorema 2.3 es falso. El hallar un contraejem-
plo que sustente lo anterior puede resultar una tarea dif́ıcil, pues para empezar
debeŕıamos de encontrar un continuo X en donde R se comporte como la fun-
ción identidad en C(X). Afortunadamente, existe un concepto que nos permite
clasificar este tipo de comportamiento.
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Definición 2.4. Sean X un continuo y p∈X. Decimos que X es colocalmente
arco conexo en x si para cualquier U subconjunto abierto de X tal que x∈
U , existe K ⊂X tal que x∈ int(K)⊂K ⊂U y X\K es arco conexo. Si X es
colocalmente arco conexo en cualquiera de sus puntos, entonces decimos que X
es colocalmente arco conexo.

Ejemplo 2.5. S1 es colocalmente arco conexo. En efecto, tomemos x un punto
de S1 y U un subconjunto abierto que contenga a x, de manera que existe ε> 0
tal queBε(x)⊂U . Observemos que sin perdida de generalidad, podemos suponer
que Bε(x)(S1; de manera que Bε(x) es un arco de circunferencia (Figura 2.1)
que contiene a x en su interior y que esta contenido en U . Por otro lado, en
tanto que el complemento de Bε(x) no es vaćıo, este resulta ser un arco de S1;
aśı pues, X\Bε(x) es arco conexo.

Figura 2.1: La bola de radio ε con centro en x

Teorema 2.6. Sea X un continuo arco conexo. Entonces, X es colocalmente
arco conexo si y sólo si R= Id2X .

Demostración. Para mostrar la ida, supongamos que X es colocalmente arco
conexo; tomemos un elemento de A∈ 2X y veamos que R(A) =A. Notemos
que por la Proposición 1.2 se tiene que A⊂R(A); la contención contraria la
probaremos utilizando el Corolario 1.5. Tomemos pues x∈X\A y algún abierto
U ⊂X tal que x∈U ⊂U ⊂X\A. Nuestra suposición garantiza la existencia un
subconjunto K cuyo complemento es arco conexo y tal que x∈ int(K)⊂K ⊂U .
Notemos que:

A⊂X\U ⊂X\U ⊂X\K.

En tanto que X\U es abierto, la contención anterior asegura que A está conte-
nido en el interior de X\K; además, x no puede ser un punto de la cerradura
de X\K porque x es un punto interior de K.

Hemos encontrado un conjunto arco conexo cuyo interior contiene a A y
cuya cerradura evade a x; aśı pues, el Corolario 1.5 garantiza que R(A)⊂A.
Esto concluye que R(A) =A para cualquier A∈ 2X ; de modo que R coincide
con la función identidad.

Para mostrar el regreso, supongamos que R es la función identidad y mos-
tremos que X es colocalemente conexo. Tomemos pues un punto x∈X y un
abierto U ⊂X tal que x∈U . Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
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U (X, de manera que X\U es un elemento de 2X . Entonces R(X\U) =X\U ,
lo cual significa que x es un punto de X\R(X\U). Esto garantiza la existencia
de un subconjunto arco conexo K que contiene a X\U en su interior y tal que
x∈X\K. Notemos que como X\K es un abierto que está contenido en X\K,
entonces x∈ int(X\K). Por otro lado, X\U ⊂ int(K)⊂K, aśı que X\K ⊂U ;
además, X\(X\K) es arco conexo pues K es arco conexo. Esto prueba que X
es colocalmente conexo en x, de manera que X es colocalmente conexo. †

Ahora estamos en condiciones de dar un contrajemplo del regreso del Teo-
rema 2.3 sin la necesidad de calcular “manualmente” los valores de la función
R.

Ejemplo 2.7. Definamos al conjunto S := {0}∪ { 1n : n∈N} y consideremos
el producto Y :=S× I. Tomemos H := I ×{0} y H ′ := I ×{1}. Hagamos X :=
H ∪H ′ ∪Y y consideremos el espacio topológico formado por X con la topoloǵıa
que hereda de R2 (Figura 2.2). Notemos que X es un continuo por ser un
subespacio cerrado y conexo por trayectorias de R2; además, X no es localmente
conexo en los puntos de la forma (0, y) donde 0<y< 1.

Figura 2.2: El continuo X

Antes de probar que X es colocalmente arco conexo haremos algunas obser-
vaciones. Para cualesquiera (x1, x2)∈X y ε> 0, definiremos:

C(x̄, ε) :=
(
(x1− ε, x1 + ε)× (x2− ε, x2 + ε)

)
∩X.

Debido a que el producto de intervalos abiertos es un conjunto básico para
la topoloǵıa usual de R2, entonces el conjunto C(x̄, ε) resulta ser básico para
X. Por otro lado, si para cada n∈N definimos Ln = { 1n}× (0, 1) y Z := {0}× I,
entonces:

X =Z ∪
(⋃

n∈N Ln
)
∪H ∪H ′. (2.1)
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Habiendo dicho lo anterior, mostremos que X es colocalmente arco co-
nexo. Tomemos un punto p̄∈X y un abierto U que lo contenga; escojamos
r > 0 tal que p̄∈C(p̄, r)⊂U . Notemos que de encontrar ε6 r tal que X\C(p̄, ε)
sea conexo por trayectorias, entonces habŕıamos acabado (si ε< r, entonces
C(p̄, ε)⊂C(p̄, r)⊂U). La definición de ε dependerá de que posición ocupe p̄.

Supongamos que p̄∈Lk para algún k∈N. Esto implica que p̄= ( 1
k , t) donde

0<t< 1. Definamos ε= mı́n{r, d( 1
k ,

1
k+1 ), d(t, 1), d(t, 0)}. Para ver queX\C(p̄, ε)

es conexo por trayectorias, definamos V := { 1k}× [0, t− ε] y V ′ := { 1k}× [0, t+ ε].
Entonces, la definición de ε hace que X\C(p̄, ε) se vea como en la Figura 2.3.

Figura 2.3: (X\Lk)∪V ∪V ′.

Supongamos que p̄∈H. Pensemos además que p̄ 6= (0, 0) (el caso contrario
será considerado cuando p̄ pertenezca a Z). Esto quiere decir que p̄= (s, 0) donde
0<s6 1. Supongamos que s no es de la forma 1

n , de manera que existe k∈N
tal que 1

k+1 <s<
1
k . Definamos ε := mı́n{r, d( 1

k , s), d( 1
k+1 , s)}. Para mostrar que

X\C(p̄, ε) es conexo por trayectorias, hagamos H∗ := ([0, s− ε]∪ [s+ ε, 1])×{0}
y observemos que la definición de ε hace que X\C(p̄, ε) se vea como en la Figura
2.4.

Figura 2.4: (X\H)∪H∗.
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En el caso en que s= 1
k para algún k∈N, definamos ε := mı́n{r, d( 1

k+1 ,
1
k )}.

Para probar que X\C(p̄, ε) es conexo por trayectorias, definamos los conjuntos
H∗ := ([0, s− ε]∪ [s+ ε, 1])×{0} y V := [ε, 1]×{ 1k}; observemos que ε hace que
X\C(p̄, ε) se vea como en la Figura 2.5.

Figura 2.5: (X\H ∪Lk)∪H∗ ∪V .

Hemos de notar que el caso en el que p̄∈H ′ y p̄ 6= (0, 1) se resuelve de ma-
nera similar al anterior, aśı que sólo resta ver cómo definir ε cuando p̄∈Z.
Si ocurre lo anterior obtenemos que p̄= (0, t) donde 06 t6 1. Tomemos la su-
cesión {( 1

n , t)}
∞
n=1 y notemos que la misma converge al punto p̄; de esta ma-

nera, existe k∈N tal que ( 1
k , t) es un punto de C(p̄, r). Definamos pues ε :=

mı́n{r, d(0, 1k ), d(1, t), d(0, t)}. Para mostrar que X\C(p̄, ε) es conexo por tra-
yectorias, para cada j >k definamos Vj := { 1j }× ([0, t− ε]∪ [t+ ε, 1]); además,

consideremos el conjunto Z∗ := {0}× ([0, t− ε]∪ [t+ ε, 1]). Entonces, la defini-
ción de ε hace que X\C(p̄, ε) se ve como en la Figura 2.6.

De esta manera, hemos visto que no importa la posición que ocupe p̄ en X,
siempre podemos definir ε6 r tal que X\C(p̄, ε) es arco conexo. Finalmente, X
es colocamente arco conexo.

Ahora, por el Teorema 2.6, R coincide con la función identidad en 2X , de
manera que R(A) =A para cualquier A subcontinuo de X; sin embargo, ya
hemos visto que X no es localmente conexo. Esto corrobora que el regreso del
Teorema 2.6 es inválido.

Figura 2.6: Z∗ ∪ (
⋃
j>k Vj)∪ (

⋃k
m=1 Lk)∪H ∪H ′.



29

A continuación veremos que si R se comporta como la función identidad en
los unitarios de un continuo únicamente arco conexo X, entonces X es local-
mente conexo.

Teorema 2.8. Sea X un continuo únicamente arco conexo. Si R({p}) = {p}
para todo p∈X, entonces X es localmente conexo.

Demostración. Supongamos que para todo p∈X se tiene que R({p}) = {p}.
Veamos que X es localmente conexo mostrando que X es conexo en pequeño
(Teorema 0.5). Tomemos un punto p∈X y un abierto U ⊂X tal que p∈U . Como
R({p})⊂U y X es únicamente arco conexo, el Lema 2.1) nos permite encontrar
K ∈V{p} tal que K ⊂K ⊂U . Notemos que K es arco conexo y p∈ int(K).

Hemos encontrado un subconjunto conexo K cuyo interior contiene a p y
cuya cerradura se queda contenida en U ; de manera que X es conexo en pequeño.
Esto implica que X es localmente conexo.

†

Corolario 2.9. Sea X un continuo únicamente arco conexo. Entonces, X es
localmente conexo si y sólo si R(A) =A para todo A∈C(X).

Demostración. Notemos que la ida es lo enunciado en el Teorema 2.3. Para el
regreso, observemos que si X no es localmente conexo, entonces por el Teorema
2.8 existe p∈X tal que R({p}) 6= {p}. †

Corolario 2.10. Sea X un continuo únicamente arco conexo. Si X es colocal-
mente arco conexo, entonces X es localmente conexo.

Demostración. Si X es colocalmente arco conexo, entonces por el Teorema 2.6
se tiene queR= Id2X ; lo cual según el Corolario 2.9 implica que X es localmente
conexo. †

Por el momento, dejaremos de lado la relación que existe entre el tipo de
conexidad y el comportamiento de R, para abordar el comportamiento de esta
función con las operaciones conjuntistas usuales.

Primero observemos que R no es una función que “abra uniones”. Esto se
puede apreciar en el Ejemplo 1.6, en donde hemos visto que:

R
({

1
2 ,

2
3

})
= [ 13 ,

2
3 ] 6= { 13 ,

2
3}=R({ 13})∪R({ 23}).

Aśı pues, es natural preguntarse si existen condiciones bajo las cuales un conti-
nuo hace de R una función que respete las uniones.

Definición 2.11. Sea X un continuo. Decimos que X es R-aditivo si para
cualquier colección A de elementos de 2X tal que

⋃
A es un elemento de 2X , se

tiene que R (
⋃
A) =

⋃
{R(A) : A∈A}.

Veremos que, para que un continuo X sea R-aditivo, es suficiente y necesario
que R respete uniones por pares. Para probar este resultado, haremos uso de la
siguiente proposición.



30 CAPÍTULO 2. PROPIEDADES GENERALES

Proposición 2.12. Sean X un continuo arco conexo y F una colección de
elementos de 2X . Si F es cerrada bajo intersecciones finitas, entonces:

R
(⋂
F
)

=
⋂
{R(G) : G∈F}.

Demostración. Supongamos que F es cerrada bajo intersecciones finitas y de-
finamos A :=

⋂
{R(G) : G∈F}. Para comprobar que R

(⋂
F
)
⊂A, observemos

que para todo G∈F , se tiene que
⋂
F ⊂G, de manera que R

(⋂
F
)
⊂R(G).

Para probar la contención contraria, veamos que X\R
(⋂
F
)
⊂X\A. To-

memos x∈X\R
(⋂
F
)
, de manera que existe un subconjunto arco conexo K

tal que
⋂
F ⊂ int(K) y x 6∈K. Por la Proposición 0.6, existe G∈F tal que

G⊂G⊂ int(K), aśı que K es un elemento de VG tal que x 6∈K. Esto implica
que x 6∈R(G), por lo que x∈X\A.

Finalmente, R
(⋂
F
)

=A. †

Proposición 2.13. Sea X un continuo arco conexo. Entonces, X es R-aditivo
si y sólo si para cualesquiera A,B ∈ 2X se tiene que R(A∪B) =R(A)∪R(B).

Demostración. Para mostrar la ida notemos que para cualesquiera A,B ∈ 2X ,
la colección {A,B}⊂ 2X es tal que

⋃
{A,B}=A∪B. De esta manera, si X es

R-aditivo, entonces se obtiene que R(A∪B) =R(A)∪R(B).
Para mostrar el regreso, supongamos que para cualquier par de elementos de

2X , se obtiene la igualdad enunciada; posteriormente tomemos A una colección
de elementos de 2X tal que

⋃
A sea elemento de 2X . Definamos los conjuntos

R :=
⋃
{R(A) :A∈A} y A′ :=

⋃
A. Notemos que la Proposición 1.2, garantiza

que R⊂R(A′).
Para mostrar la contención contraria veamos que X\R⊂X\R(A′). Tome-

mos x∈X\R y para cada A∈A, consideremos la colección FA de todos los
elementos de 2X que contengan a A en su interior. Notemos que FA es cerrada
bajo intersecciones finitas, pues si F,G∈FA, entonces F ∩G∈F en tanto que
A⊂ int(F )∩ int(G)⊂ int(F ∩G). También se tiene que:⋂

FA=A. (2.2)

Para probar dicha igualdad, primero notemos que la definición de FA garantiza
que A⊂

⋂
FA. Por otro lado, si p es un elemento de X\A, entonces A⊂X\{p};

de manera que existe un abierto V tal que A⊂V ⊂V ⊂X\{p}. Esto quiere decir
que V es un elemento de FA que no contiene a p, por lo que p∈X\

⋂
FA.

Utilizando la Proposición 2.12 junto con la igualdad (2.2) obtenemos que:

R(A) =R
(⋂
FA
)

=
⋂
{R(F ) :F ∈FA} (2.3)

Recordemos que x∈X\R, lo cual significa que para cada A∈A, se tiene que
x∈X\R(A); aśı pues, utilizando la igualdad en (2.3) concluimos que para cada
A∈A, existe FA ∈FA tal que x∈X\R(FA).
Consideremos la colección C := {int(FA) : A∈A} y notemos que C resulta ser
una cubierta abierta de

⋃
A, por lo que existen A1, . . . , An ∈A tales que:⋃
A⊂

⋃n
i=1 int(FAi

)⊂
⋃n
i=1 FAi

.
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Esta contención y la Proposición 1.2 garantizan que R
(⋃
A
)
⊂R

(⋃n
i=1 FAi

)
.

Por otro lado, utilizando nuestra hipótesis original y el principio de inducción,
obtenemos que R

(⋃n
i=1 FAi

)
=
⋃n
i=1R(FAi

); luego:

R
(⋃
A
)
⊂
⋃n
i=1R(FAi

). (2.4)

Observemos que, como x∈X\R(FAi) para cada i, la contención (2.4) garantiza
que x∈X\R

(⋃
A
)
; lo cual implica que X\R⊂X\R(A′).

Finalmente R
(⋃
A
)

=R, por lo que X es R-aditivo.
†

A fin de encontrar aún mas condiciones que garanticen el que un continuo
sea R-aditivo, definimos los siguientes conceptos.

Definición 2.14. Sea X un continuo arco conexo. Entonces, decimos que X
es R-simétrico si para cualesquiera A,B ∈ 2X tales que A∩R(B) 6= ∅, se tiene
que R(A)∩B 6= ∅. Por otro lado, decimos que X es puntualmente R-simétrico
si para cualesquiera p, q ∈X tales que p∈R({q}), se obtiene que q ∈R({p}).

Hemos de notar que el que X sea puntualmente R-simétrico significa que X
es R-simétrico en los subconjuntos unitarios.

Por otro lado, no todos los continuos resultan ser R-simétricos, pues en el
intervalo I (Ejemplo 1.6), los conjuntos

{
1
2

}
y [ 13 ,

2
3 ] =R

({
1
3 ,

2
3

})
se intersectan,

mientras que
{

1
2

}
=R

({
1
2

})
y
{

1
3 ,

2
3

}
son ajenos.

A continuación veremos que los continuos R-simétricos también son R-
aditivos.

Proposición 2.15. Sea X un continuo arco conexo. Si X es R-simétrico, en-
tonces X es R-aditivo.

Demostración. Supongamos que X es R-simétrico y utilicemos la Proposición
2.13 para probar que X es R-aditivo. Tomemos pues A,B ∈ 2X y notemos que,
por la Proposición 1.2, se obtiene que R(A)∪R(B)⊂R(A∪B).

Para mostrar la contención contraria, tomemos x∈R(A∪B) y observemos
que R({x})∩ (A∪B) 6= ∅ porque X es R-simétrico. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que R({x})∩A 6= ∅; lo cual implica que {x}∩R(A) 6= ∅. Entonces
x∈R(A)∪R(B), aśı que R(A∪B)⊂R(A)∪R(B).

Por la Proposición 2.13 obtenemos que X es R-aditivo. †

Proposición 2.16. Sea X un continuo arco conexo. Entonces, X es R-simétri-
co si y sólo si X es puntualmente R-simétrico y R-aditivo.

Demostración. Si X es R-simétrico, entonces es inmediato de la Definición 2.14
que X es puntualmente R-simétrico; además, la Proposición 2.15 implica que
X es R-aditivo.

Para probar el regreso, supongamos que X es R-aditivo y puntualmente R-
simétrico. Tomemos elementos A,B ∈ 2X tales que A∩R(B) 6= ∅ y probemos
que R(A)∩B 6= ∅. Como X es R-aditivo, se tiene que:

R(B) =
⋃
{R({b}) : b∈B}.
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De esta manera, si x∈A∩R(B), entonces existe b∈B tal que x∈R({b}); lue-
go, utilizando que X es puntualmente R-simétrico, obtenemos que b∈R({x}).
Como {x}⊂A, entonces R({x})⊂R(A) (Proposición 1.2), de manera que b∈
R(A)∩B. Esto prueba queR(A) intersecta a B. Por tanto X esR-simétrico. †

En la introducción mencionamos a la familia de los continuos ćıclicamen-
te conexos; y de cómo su investigación dio lugar a nuevas herramientas como
la función R. Precisamente, es en esta clase donde se puede asegurar que un
continuo es R-aditivo.

Definición 2.17. Sea X un continuo. Decimos que X es ćıclicamente conexo
si y sólo si para cualesquiera puntos distintos x, y ∈X, existe una curva cerrada
simple Γ⊂X que contiene a x y y.

Algunos ejemplos fáciles de continuos ćıclicamente conexos son Sn, In (n>
2), el Ejemplo 1.9; por otro lado, dos continuos que no satisfacen este tipo de
conexidad son el intervalo I y el Ćırculo de Varsovia. Cabe mencionar que la
caracteŕıstica que impide la conexidad ćıclica en estos dos ejemplos es la unicidad
de los arcos. Precisamente, la conexidad ćıclica se puede pensar como el concepto
contrario a la arco conexidad única, pues dados dos puntos en un continuo
ćıclicamente conexo, de una curva cerrada simple que los contiene se pueden
tomar dos arcos distintos cuyos puntos extremos son los puntos en cuestión. Otra
manera de pensar lo anterior es que, para cualesquiera dos puntos distintos en
un continuo ćıclicamente conexo, siempre se puede asegurar la existencia de un
arco entre los mismos que evada a un tercer punto. Tal resultado es formalizado
en la siguiente proposición.

Proposición 2.18. Sean X un continuo y x, y puntos distintos de X. Si X es
ćıclicamente conexo, entonces para cualquier z ∈X\{x, y}, existe un arco α que
no contiene a z y cuyos puntos extremos son x, y.

Demostración. Supongamos que X es ćıclicamente conexo, tomemos un punto
z ∈X\{x, y} y encontremos un arco que cumpla con las caracteŕısticas mencio-
nadas. Por nuestra suposición existe una curva cerrada simple Γ⊂X que con-
tiene a los puntos x y y; sin pérdida de generalidad, podemos suponer que existe
una función γ : I→Γ continua y suprayectiva, tal que γ es inyectiva en I\{1} y
γ(0) =x= γ(1). Debido a que y 6=x, existe t∈ I\{0, 1} tal que γ(t) = y. Enton-
ces, definamos α1 := γ([0, t]) y α2 := γ([t, 1]) y notemos que las caracteŕısticas
de γ hacen de α1 y α2, dos arcos cuyos puntos extremos son precisamente x y
y. (Figura 2.7). Si, ninguno de estos arcos contiene a z, entonces hemos acaba-
do. Ahora, supongamos que α1 contiene a z. Veamos que en este caso, α2 no
puede contener a z. Supongamos pues que z ∈α1 ∩α2 y observemos que, como
z es distinto de x y y, entonces deben de existir s1 ∈ (0, t) y s2 ∈ (t, 1) tales que
γ(s1) = z= γ(s2). Esto implica que γ no es inyectiva en I\{1}, lo cual es una
contradicción al modo en que hemos tomado γ. De esta manera, α2 no puede
contener a z. Hemos de notar que si z ∈α2, entonces de manera similar a la
anterior se puede corroborar que α1 no contiene a z.

Esto prueba que existe un arco con las caracteŕısticas mencionadas. †



33

Figura 2.7: Los conjuntos α1 y α2

Teorema 2.19. Sea X un continuo. Si X es ćıclicamente conexo, entonces X
es R-aditivo.

Demostración. Supongamos que X es ćıclicamente conexo y utilicemos la Pro-
posición 2.13 para probar queX esR-aditivo. Tomemos pues A yB elementos de
2X . Observemos que, como A⊂A∪B y B⊂A∪B, la Proposición 1.2 garantiza
que R(A)⊂R(A∪B) y R(B)⊂R(A∪B); luego, R(A)∪R(B)⊂R(A∪B).

Para mostrar la contención contraria, utilicemos el Corolario 1.5. Tomemos
pues x∈X\(R(A)∪R(B)), lo cual significa que existen subconjuntos arco co-
nexos F,G cuyos interiores contienen a A y cuyas cerraduras evaden a x. Ahora,
tomemos p∈F y q ∈G y observemos que x es distinto de p y q, pues x 6∈F ,G;
luego, utilizando la Proposición 2.18 podemos encontrar un arco α que no con-
tenga a x y cuyos puntos extremos sean p y q.

Definamos K :=F ∪α∪G y notemos que A∪B está contenido en el interior
de K pues:

A∪B⊂ int(F )∪ int(G)⊂ int(F ∪G)⊂ int(F ∪α∪G).

También se tiene que K no contiene a x, pues K coincide con el conjunto
F ∪α∪G y x no pertenece a ninguno de los uniendos anteriores. Finalmente, K
es arco conexo. Esto se sigue del hecho de que la unión de dos conjuntos conexos
por trayectorias que se intersectan es también conexo por trayectorias.

Hemos obtenido un conjunto arco conexo K cuyo interior contiene a A∪B
y cuya cerradura evade a x; de manera que por el Corolario 1.5, obtenemos que
R(A∪B)⊂R(A)∪R(B).

Finalmente, R(A∪B) =R(A)∪R(B); y mediante el uso de la Proposición
2.13 concluimos que X es R-aditivo. †

En la introducción mencionamos que R ha sido producto de la investigación
hecha por David P. Bellamy y Lewis Lum [1] acerca de los continuos arco conexos
y homogéneos. De hecho, el resultado para el cual se necesitó tal función es el
siguiente:

Teorema 2.20. [1, Teorema 3] Sea X un continuo arco conexo. Si X es ho-
mogéneo, entonces X es ćıclicamente conexo.

Corolario 2.21. [1, Corolario 1] Sea X un continuo arco conexo. Si X es
homogéneo, entonces R({x}) = {x} para todo x∈X.
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Pues bien, el que la conexidad ćıclica implique la R-aditividád del continuo
en cuestión, nos permite asegurar que aquellos los continuos arco conexos y
homogéneos resultan ser colocalmente arco conexos.

Teorema 2.22. Sea X un continuo arco conexo. Si X es homogéneo, entonces
X es colocalmente arco conexo.

Demostración. Supongamos que X es homogéneo. Para ver que X es colocal-
mente arco conexo, utilicemos el Teorema 2.6: tomemos A∈ 2X y mostremos
que R(A) =A. Entonces, como X es ćıclicamente conexo (Teorema 2.20), se
tiene que X es R-aditivo (Proposición 2.19); de manera que:

R(A) =
⋃
{R({a}) : a∈A} .

Debido al Corolario 2.21, R({a}) = {a} para todo a∈A; luego R(A) =A.
Utilizando entonces el Teorema 2.6, obtenemos que X es colocalmente arco

conexo. †

Dejaremos a un lado la conexidad ćıclica para dar pie a los resultados acerca
de la continuidad de R.

Al final del Caṕıtulo 1 vimos que R no necesariamente es una función conti-
nua, sin embargo, veremos que R siempre resulta ser una función semicontinua
superiormente. Gracias a la Proposición 0.18, la afirmación anterior nos dice que
no todo está perdido, pues sólo habŕıa que preocuparse por la semicontinuidad
inferior si es que se busca la continuidad de R.

Proposición 2.23. Sea X un continuo arco conexo. Entonces, R es una fun-
ción semicontinua superiormente.

Demostración. Utilizaremos el Lema 0.17 para probar el enunciado en cuestión:
tomemos un abierto V ⊂X y probemos que R−1(〈V 〉) es abierto. Entonces,
escojamos un A∈R−1(〈V 〉) y consideremos la colección FA de todos los ele-
mentos de 2X que contengan a A en su interior. En la Proposición 2.13 hemos
visto que FA es cerrada bajo intersecciones finitas y que

⋂
FA =A. Utilizando

la Proposición 2.12, obtenemos que:

R(A) =R
(⋂
FA
)

=
⋂
{R(F ) : F ∈FA} . (2.5)

Consideremos la colección C := {X\R(F ) : F ∈FA} y notemos que C es una es
una cubierta abierta de X\V , pues el que A sea elemento de R−1(〈V 〉) y la
igualdad (2.5) garantizan que:

X\V ⊂X\R(A) =
⋃
{X\R(F ) : F ∈FA}=

⋃
C.

Como X\V es compacto, existen n∈N y F1 . . . Fn ∈FA tales que:

X\V ⊂
⋃n
i=1X\R(Fi) =X\

⋂n
i=1R(Fi).

Observemos que la contención anterior implica:⋂n
i=1R(Fi)⊂V. (2.6)
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Definamos U :=
⋂n
i=1 int(Fi) y U := 〈U〉. Notemos que U es un abierto de 2X

por ser un básico de la topoloǵıa (Proposición 0.14); además, A∈U pues A
esta contenido en el interior de cada Fi. Por otro lado, si B es un elemento
de U , entonces B⊂ int(Fi)⊂Fi; lo cual implica que R(B)⊂R(Fi) para cada
i∈{1, . . . , n}. Esta observación y la contención (2.23) garantizan R(B)⊂V ,
por lo que U ⊂R−1(〈V 〉).

Hemos obtenido un abierto U ⊂ 2X tal que A∈U ⊂R−1(〈V 〉); aśı pues,
R−1(〈V 〉) es abierto. Finalmente, utilizando el Lema 0.17, concluimos que R
es semicontinua superiormente. †

Proposición 2.24. Sea X un continuo. Si X es arco conexo y homogéneo,
entonces R es continua.

Demostración. Según el Teorema 2.22, el que X sea arco conexo y homogéneo
implica que X es colocalmente conexo; lo cual hace de R la función identidad
de 2X (Teorema 2.6). †

Otra clase de continuos en la cual podemos asegurar la continuidad de R es
en la de los localmente conexos; sin embargo, la prueba de tal resultado involucra
hablar de una función similar a R.

En el próximo caṕıtulo, hablaremos de la función K y de su relación con R.
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Caṕıtulo 3

La función K y su relación
con R

En 1974, J.T. Goodykoontz Jr. [6] propuso una función K (originalmente
denotada por g) con el objetivo de estudiar los hiperespacios de los continuos
hereditariamente unicoherentes. Las definiciones de R y K son similares, aśı que
es natural preguntarnos si existe alguna relación entre ambas funciones. En este
caṕıtulo, estudiaremos algunas propiedades de K y veremos que, efectivamente,
se puede establecer una conexión entre la misma y R.

Definición 3.1. Sea X un continuo. Para todo A∈ 2X , consideremos la co-
lección NA de todos los subcontinuos de X que contienen a A en su interior.
Posteriormente, definamos KA =

⋂
NA.

Proposición 3.2. Sean X un continuo y A,B ∈ 2X . Entonces:

(i) KA está definido.

(ii) A⊂KA.

(iii) Si A⊂B, entonces KA⊂KB.

(iv) KA es cerrado y no vaćıo.

Demostración. Observemos que el conjunto KA está definido, pues la colección
NA no es vaćıa (X es elemento de la colección NA). Por otro lado, para probar
(ii), notemos que por definición, para cada K ∈NA se tiene que A⊂ int(K)⊂K;
de manera que A⊂

⋂
NA.

Para mostrar (iii), primero notemos que si A⊂B, entonces NB ⊂NA. En
efecto, dado un elemento K ∈NB , como A⊂B⊂ int(K), entonces K ∈NA. Aho-
ra, observemos que X\KB ⊂X\KA, pues si p es un elemento de X\KB , entonces
existe K ∈NB tal que p 6∈K; y como K ∈NA, se obtiene que p∈X\KA. Esto
prueba que KA⊂KB .

Finalmente, KA no es vaćıo pues contiene a A; además, KA es cerrado por
ser una intersección de cerrados. †

37
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Definición 3.3. Sea X un continuo. Definimos la función K : 2X→ 2X como
K(A) :=KA.

Notemos que K es efectivamente una función, pues gracias a los incisos (iii) y
(iv) de la Proposición 1.2, se tiene que K es una relación uńıvoca y bien definida
en el codominio sugerido.

Por otro lado, quizá valga la pena comentar lo siguiente. Previo al traba-
jo de Goodykoontz en continuos hereditariamente unicoherentes, B. Jones [9,
Teorema 2] definió una relación K (similar a la función T ) para estudiar cierta
propiedad, sin embargo, su estudio no se reestringe a los continuos hereditaria-
mente unicoherentes. Posteriormente, W.J. Charatonik [2] mostró que la función
g y la relación K coinciden.

A continuación, calcularemos los valores de K en el Circulo de Varsovia.

Ejemplo 3.4. Consideremos L,G, S, α como en el Ejemplo 1.7; aśı como el
espacioW del mismo. Antes de proceder con el cálculo deK, haremos la siguiente
aclaración: dado (p, q)∈G, denotaremos por G(p) a la colección de todos los
puntos de G que se encuentran a la izquierda de (p, q). Esto quiere decir que
G(p) =

{
(x, sin 1

x ) : 0<x<p
}

, además G(p) =G(p)∪L∪{(p, q)}.
Tomemos A := {(0, 0)} y mostremos que K(A) =L. Veamos que L⊂K(A);

consideremos un subcontinuo K que contenga a A en su interior y comprobemos
que L⊂K. Tomemos un abierto U tal que (0, 0)∈U ⊂K. Para cada n∈N
definamos pn := 1

2nπ y consideremos la sucesión {(pn, 0)}∞n=1. Notemos que la
misma está compuesta por puntos de G; además, dicha sucesión converge al
punto (0, 0), de manera que existe k∈N tal que (ps, 0)∈K para cualquier s6 k.

Observemos que si G(pk)⊂K, entonces L⊂G(pk)⊂K; aśı pues, suponga-
mos que G(pk) 6⊂K. Esto quiere decir que existe un punto (u, v) de G(pk) tal
que (u, v) 6∈K. Ahora, tomemos s>k tal que ps<u y veamos que G(ps)⊂K.
Supongamos pues que ocurre lo contrario, de manera que existe un punto (a, b)
de G(ps) tal que (a, b) 6∈K. Entonces, definamos V1 := {(x, sin 1

x ) : a<x<u} y

V2 :=W\V1 (Figura 3.1).

Figura 3.1: Los conjuntos V1 y V2
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Notemos que V1 y V2 son subconjuntos abiertos ajenos de W ; además el
punto ps := (ps, sin

1
ps

) es elemento de V1 ∩K, mientras que (0, 0) es un punto

de V2 ∩K . Por otro lado, V1 ∪V2 contiene a K pues V1 ∪V2 =W\{(u, v), (a, b)},
con esto tenemos que K es disconexo. Esto es una contradicción, de manera que
G(ps)⊂K; luego, L⊂G(ps)⊂K =K.

Concluimos aśı que, para cualquier subcontinuo K que contiene a A en su
interior, se obtiene que L⊂K; lo cual nos asegura que L⊂K(A).

Por otro lado, veamos que la contención contraria es válida comprobando
que W\L⊂W\K(A). Tomemos entonces (x, y)∈W\L y construyamos un sub-
continuo que contenga a (0, 0) en su interior pero que evada (x, y). Consideremos
un racional q tal que 0<q<x y observemos que G(q) es un subcontinuo, pues
además de ser un conjunto cerrado, también resulta ser conexo por ser la cerra-
dura de un conexo. Por otro lado (x, y) 6∈G(q), pues si tomamos el arco β⊂W
cuyos puntos extremos son (q, sin( 1

q )) y (0,−1), entonces β\{(q, sin( 1
q )), (0,−1)}

es un conjunto abierto que contiene a (x, y) y que es ajeno a G(q) (Figura 3.2).
De esta manera se obtiene que W\L⊂X\K(A); luego K(A)⊂L. Esto implica
que K(A) =L.

Figura 3.2: El continuo G(q) y el arco β.

Es conocido el hecho de que en general, la intersección de dos subcontinuos
no necesariamente es conexa; de manera que no podemos esperar que K(A)
resulte ser un subcontinuo. El siguiente ejemplo muestra tal observacón.

Ejemplo 3.5. Consideremos a X como la circunferencia S1. Definamos el con-
junto A := {(−1, 0), (1, 0)} y veamos que K(A) =A. Notemos que debido a la
Proposición 3.2, para probar la igualdad anterior, basta ver K(A)⊂A. Enton-
ces, tomemos x∈X\A y encontremos algún subcontinuo de X que contenga a
A en su interior pero que evada a x. Sea pues ε> 0 tal que Bε(x)∩A= ∅. En-
tonces, X\B ε

2
(x) es un subcontinuo de X que contiene a A en su interior pero

que evade a x; de manera que x 6∈ K(A). Finalmente, K(A)⊂A; lo cual prueba
que K(A) =A. Ahora, notemos que A no es conexo, por lo que K(A) no es un
subcontinuo de X.
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Si lo que buscamos es asegurar el que K(A) es un subcontinuo de X, enton-
ces debeŕıamos pedir que la intersección de cualesquiera dos subcontinuos sea
conexa; lo cual es equivalente a pedir que el continuo X sea hereditariamente
unicoherente (Proposición 0.10). Además de probar esta afirmación, veremos
que la unicoherencia hereditaria también implica la semicontinuidad superior
de K.

Lema 3.6. Sean X un continuo y A∈ 2X . Si X es hereditariamente unicohe-
rente, entonces para cualquier abierto U tal que K(A)⊂U , existe K ∈NA tal
que K ⊂U .

Demostración. Supongamos que X es hereditariamente unicoherente. Notemos
que NA es cerrada bajo intersecciones finitas, pues para cualesquiera H,J ∈NA,
se obtiene que A⊂ int(H)∩ int(J)⊂ int(H ∩ J); además, la Proposición 0.10 ga-
rantiza que H ∩ J es un subcontinuo de X. De esta manera, si U es un abierto
que contiene a K(A), entonces la Proposición 0.6 garantiza la existencia de
K ∈NA tal que K ⊂U . †

Proposición 3.7. Sea X un continuo y A∈ 2X . Si X es hereditariamente uni-
choerente, entonces K(A) es un subcontinuo.

Demostración. Supongamos que X es hereditariamente unicoherente. Ya hemos
visto que K(A) es cerrado y no vaćıo (Proposición 3.2); además K(A) es un
subconjunto de un espacio métrico. Solo resta ver que K(A) es conexo.

Supongamos que K(A) es disconexo; de manera que existen abiertos ajenos
no vaćıos U y V tales que:

(i) K(A)⊂U ∪V

(ii) U ∩K(A) 6= ∅ 6=V ∩K(A)

Utilizando el Lema 3.6 en (i) podemos encontrar K ∈NA tal que K ⊂U ∪V .
Como K(A)⊂K, (ii) nos permite concluir que U y V intersectan a K. Esto
implica que K es disconexo, pero esto es imposible pues K es un subcontinuo
de X. Finalmente, K(A) debe de ser conexo.

Esto prueba que K(A) es un subcontinuo de X †

Proposición 3.8. Sea X un continuo. Si X es hereditariamente unicoherente,
entonces K es semicontinua superiormente.

Demostración. Supongamos que X es hereditariamente unicoherente. Sea A∈
2X y V ⊂X abierto tal que K(A)⊂V . Encontremos un abierto U de 2X que
contenga a A y tal que K(B)⊂V para todo B ∈U . Por el Lema 3.6 existe
K ∈NA tal que K ⊂V . Definamos U := 〈int(K)〉 y notemos que A∈U pues A
está contenido en el interior de K. Por otro lado, si B ∈U , entonces K es un ele-
mento deNB , de manera que K(B)⊂K ⊂V . Esto prueba que K es semicontinua
superiormente. †



41

Proposición 3.9. Sea X un dendroide. Si para todo x∈X se tiene que K es
semicontinua inferiormente en {x}, entonces K es continua.

Demostración. Supongamos que para todo x∈X, se tiene que K es semiconti-
nua inferiormente en {x}. Como X es hereditariamente unicoherente, entonces K
es semicontinua superiormente (Proposición 3.8); aśı pues, para mostrar que K
es continua basta comprobar que K es semicontinua inferiormente (Proposición
0.18). Tomemos pues A∈ 2X y un abierto V tales que K(A)∩V 6= ∅. Construi-
remos un abierto U de 2X tal que A∈U y K(B)∩V 6= ∅ para cualquier B ∈U .
Definamos J :=

⋃
a∈AK({a}) y analicemos dos casos.

Caso 1: V ∩ J 6= ∅. En este caso se tiene que V ∩ J 6= ∅, de manera que exis-
te p∈A tal que V ∩K({p}) 6= ∅. Como K es semicontinua inferiormente en {p},
existe un abierto U ′ tal que {p}∈U ′ yK(B)∩V 6= ∅ para cadaB ∈U ′. Por el Teo-
rema 0.14, podemos encontrar abiertos U1, . . . , Un tales que {p}∈ 〈U1, . . . , Un〉⊂
U ′. Definamos U :=

⋂n
i=1 Ui y notemos que U es un subconjunto abierto de X

que contiene a p. Ahora, consideremos U := 〈U,X〉 y veamos que U cumple con
lo requerido. Tenemos que U es abierto por ser un básico de la topoloǵıa de 2X

(Proposición 0.14); además, A∈U pues p es un punto tanto de A como de U . Si
B ∈U , entonces existe b∈B ∩U ; luego {b}∈ 〈U〉⊂ 〈U1, . . . , Un〉⊂U ′. Entonces
{b} es elemento de U ′; aśı pues, K({b}) intersecta a V . Como K({b})⊂K(B)
(Proposición 3.2), entonces K(B)∩V 6= ∅.

Caso 2: V ∩ J = ∅. En este caso se tiene que X\V es un cerrado que contiene
a J . Tomemos un abierto W tal que J ⊂ J ⊂W ⊂W ⊂X\V y observemos que,
debido a la definición de J , para cada a∈A se tiene que K({a})⊂W . Como K es
semicontinua superiormente en los unitarios, para cada a∈A, existe un abierto
Ua tal que {a}∈Ua y K(B)⊂W para cualquier B ∈Ua. Por la Proposición 0.14,
para cada a∈A existen abiertos Ua1 , . . . , U

a
ma

tales que {a}∈ 〈Ua1 , . . . , Uama
〉⊂

Ua. Definamos el conjunto Wa :=
⋂ma

i=1 U
a
i y notemos que la colección de todos

los conjuntos Wa forma una cubierta abierta de A, de manera que existen n∈N
y a1, . . . , an ∈A tales que A⊂

⋃n
i=1Wai . Consideremos U := 〈Wa1 , . . . ,Wan〉 y

observemos que A∈U ; además, U es abierto por ser básico de la topoloǵıa de
2X .

Resta ver que K(B)∩V 6= ∅ para todo B ∈U . Tomemos pues B ∈U y note-
mos que para cada i∈{1 . . . , n}, existe bi ∈B ∩Wai . De esta manera, para cada
i∈{1, . . . , n} podemos definir el siguiente conjunto:

Di :=
⋃
{K ({bi, d}) : d∈Wai}

Notemos lo siguiente:

(i) Di es conexo. En efecto, comoX es herditariamente unicoherente, entonces
K ({bi, d}) es conexo para todo d∈Wai (Proposición 3.7). Por otro lado,
para cualquier d∈Wai se tiene que {bi}⊂K({bi})⊂K({bi, d}); aśı pues,
Di es la unión de una familia de conjuntos conexos cuya intersección no
es vaćıa.

(ii) Di⊂W . Esto es cierto pues {bi, d}∈ 〈Wai〉⊂ 〈U
ai
1 , . . . , Uaimai

〉⊂Uai ; de

manera que K({bi, d})⊂W para cada d∈Wai .
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(iii) Wai ⊂Di pues si w∈Wai , entonces {w}⊂K({w})⊂K({bi, w})⊂Di.

(iv) Di ∩K(B) 6= ∅. Esto es cierto pues {bi}=K({bi})∩K(B)⊂Di ∩K(B).

Definamos D :=
⋃n
i=1Di y hagamos C =D∪K(B). Observemos que C es

cerrado. Por (iii), A está contenido en el interior de D, aśı que A esta contenido
en el interior de C.

Veamos que C es conexo. Para probar esta afirmación primero notemos que
C =

⋃n
i=1(Di ∪K(B)). Para cada i∈{1, . . . , n}, se tiene que Di ∪K(B) es cone-

xo, pues Di es conexo por (i), K(B) es conexo por la Proposición 3.7, y según
(iv), la intersección entre ambos conjuntos no es vaćıa. Entonces, C es una unión
de subconjuntos conexos que contienen a K(B); de manera que C es conexo.

Como C es un subcontinuo de X que contiene a A en su interior, se obtiene
que K(A)⊂C; y recordando que V intersecta a K(A), se puede asegurar que
V ∩ (D∪K(B)) 6= ∅. Observemos que V y D son ajenos, pues (ii) garantiza que
D⊂X\V ; luego V ∩K(B) 6= ∅.

En los dos casos hemos podido construir un abierto U tal que A∈U y
K(B)∩V 6= ∅ para cualquier B ∈U . Con esto tenemos que K es semicontinua
inferiormente. Finalmente, la función K es continua por ser semicontinua supe-
riormente e inferiormente. †

Por el momento, dejaremos de lado la continuidad de K para establecer la
relación entre dicha función y R. Notemos que en los continuos arco conexos,
la función K no necesariamente coincide con R, pues en el circulo de Varsovia
hemos visto que K({(0, 0)}) =L, mientras que R({(0, 0)}) =W (Ejemplos 1.7 y
3.4). Sin embargo, algo que podemos garantizar es que R(A) contiene a K(A).

A continuación, además de probar la afirmación anterior, veremos que tanto
en la clase de los continuos localmente conexos como en los dendroides se obtiene
la igualdad entre ambas funciones.

Proposición 3.10. Sea X un continuo arco conexo. Entonces K(A)⊂R(A)
para todo A∈ 2X .

Demostración. Notemos que la cerradura de cualquier elementoK ∈VA contiene
a K(A), pues K es un subcontinuo debido a que K es arco conexo y K contiene
a A en su interior (A⊂ int(K)⊂ int(K)). Entonces, por la definición de R(A)
se tiene que K(A)⊂R(A). †

Proposición 3.11. Sea X un continuo. Si X es localmente conexo, entonces
K=R.

Demostración. Supongamos que X es localmente conexo. Antes que nada, no-
temos que X es arco conexo (Teorema 0.8), de modo que no tenemos impedi-
mento alguno para definir la función R. Ahora, tomemos A∈ 2X y veamos que
K(A) =R(A). Notemos que por la Proposición 3.10, para obtener dicha igual-
dad basta comprobar que R(A)⊂K(A). Pues bien, utilicemos la Proposición
1.5 para obtener dicho resultado.
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Sea x∈X\K(A). Entonces, existe un subcontinuo K que contiene a A en su
interior y tal que x 6∈K. Por el Teorema 2.3, se tiene que R(K) =K; de manera
que x es un punto de X\R(K). Esto quiere decir que existe un subconjunto
arco conexo J que contiene a K en su interior y tal que x 6∈ J . Notemos que J
contiene a A en su interior, pues A⊂ int(K)⊂K ⊂ int(J).

Hemos encontrado un subconjunto arco conexo de X que contiene a A en su
interior pero que no contiene a x en su cerradura; aśı pues, por el Corolario 1.5
se tiene que R(A)⊂K(A). Por tanto, K(A) =R(A) para cualquier A∈ 2X .

†

Proposición 3.12. Sea X un continuo. Si X es un dendroide entonces K=R.

Demostración. Supongamos que X es un dendroide. Tomemos A∈ 2X y veamos
que R(A) =K(A). Notemos que por la Proposición 3.10, para obtener dicha
igualdad basta comprobar que R(A)⊂K(A). Utilicemos entonces el Cororlario
1.5 para obtener dicha contención.

Sea x un elemento de X\K(A). Esto quiere decir que existe un subcontinuo
K que contiene a A en su interior y tal que x 6∈K. Notemos que K es un
dendroide por ser subcontinuo de un dendroide (Proposición 0.11); de manera
que K es arco conexo. Esto quiere decir que K es un subconjunto arco conexo
cuyo interior contiene a A y cuya cerradura evade a x (la cerradura de K coincide
con K pues tal subconjunto es cerrado).

Finalmente, la Proposición 1.5 nos permite concluir queR(A)⊂K(A); luego,
R(A) =K(A) para cualquier A∈ 2X . Esto significa que las funciones R y K,
coinciden. †

Corolario 3.13. Sea X un dendroide. Si, para todo x∈X, R es continua en
{x}, entonces R es continua.

Demostración. Como X es un dendroide, se tiene que K y R coinciden (Propo-
sición 3.12). Utilizando la Proposición 3.9 se obtiene el resultado enunciado. †

El siguiente resultado es que, en la clase de los continuos localmente conexos,
K resulta ser continua. Esto es una consecuencia de que en dicha familia, K(A)
tiene una forma determinada.

A continuación veremos los resultados necesarios para probar estas afirma-
ciones. Utilizaremos los conceptos de punto de corte y punto de separación; las
definiciones de los mismos se pueden encontrar en la sección 0.2 del caṕıtulo
de preliminares. Recordamos al lector que para cualquier continuo X y cada
A∈ 2X , la colección de puntos que separan a A es denotada por CA.

Proposición 3.14. Sean X un continuo, A un elemento de 2X y p un punto
de X. Si p separa a A, entonces p es de corte.

Demostración. Supongamos que p separa a A, por lo que existen U, V ⊂X abier-
tos ajenos que intersectan a A y tales que U ∪V =X\{p}. Notemos que U y V
son abiertos del subespacio X\{p}, pues el conjunto base del mismo resulta ser
abierto en X; además, U y V no pueden ser vaćıos pues ambos intersectan a A.
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De esta manera hemos encontrado un par de subconjuntos abiertos no vaćıos de
X\{p} cuya unión coincide con X\{p}. Esto significa que X\{p} es disconexo;
luego, p es de corte. †

Proposición 3.15. Sea X un continuo. Entonces, para todo A∈ 2X , se tiene
que A∪CA⊂K(A).

Demostración. Sea A un elemento de 2X . Notemos que A⊂K(A) (Proposición
3.2); aśı pues, solo resta ver que CA⊂K(A). Tomemos pues p∈CA y compro-
bemos que para todo subcontinuo K que contenga a A en su interior, se tiene
que p∈K.

Supongamos que existe un subcontinuo K que contiene a A en su interior y
tal que p∈X\K. Como p separa a A, entonces existen abiertos ajenos U, V que
intersectan a A y tales que X\{p}=U ∪V . Ahora, como K es un conexo tal
que K ⊂X\{p}, entonces K ⊂U o K ⊂V ; sin embargo, K contiene a A. Esto
significa que A⊂U o A⊂V ; pero esto es imposible pues U y V son ajenos.

De esta manera, para cualquier subcontinuo K que contenga a A, se tiene
que p∈K; aśı pues, p∈K(A). Esto nos permite concluir que CA⊂K(A). Por
tanto, A∪CA⊂K(A) para cualquier A elemento de 2X . †

Lema 3.16. Sean X un continuo localmente conexo y A un elemento de 2X .
Si x es un punto de K(A) tal que x 6∈A, entonces x es de corte.

Demostración. Tomemos x∈K(A) tal que x 6∈A y supongamos que x no es de
corte. Notemos que X\A es subconjunto abierto que contiene a x, por lo que
existe ε> 0 tal que x∈Bε(x)⊂Bε(x)⊂X\A. Entonces, por la Proposición 0.9,
existe un abierto W que contiene a x, cuyo complemento es conexo y cuyo
diámetro es menor a ε. Entonces, W ⊂Bε(x); de manera que W ⊂Bε(x). Esto
implica que W ⊂W ⊂X\A, lo cual garantiza que:

A⊂X\W ⊂X\W (3.1)

Recordemos que X\W es conexo y cerrado, por lo que es un subcontinuo de X;
además, por (3.1) se tiene que X\W contiene a A en su interior. Esto implica
que K(A)⊂X\W , por lo que x∈X\W . Esto es una contradicción pues x∈W .

Hemos probado que x es un punto es de corte. †

Teorema 3.17. Sea X un continuo localmente conexo. Entonces, para cualquier
A elemento de 2X se tiene que K(A) =A∪CA .

Demostración. Sea A elemento de 2X . Observemos que por la Proposición 3.15,
para comprobar la igualdad enunciada basta ver que K(A)⊂A∪CA; aśı pues,
tomemos x∈K(A) y supongamos que x 6∈A∪CA. Entonces, por el Lema 3.16,
obtenemos que x es un punto de corte; luegoX\{x} es disconexo. Denotemos por
C a la colección de componentes de X\{x}, y notemos que como X es localmente
conexo, entonces C es una familia de subconjuntos abiertos de X que cubren
a X\{x} (Teorema 0.4). Como X\{x} contiene a A, entonces debe de existir
alguna componente C que intersecte a A. Afirmamos que A⊂C. Para probar
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dicho enunciado, supongamos lo contrario denotemos por C′ a la colección de
todas las componentes de X\{x} distintas a C. Definamos D :=

⋃
C′ y notemos

que C,D son dos subconjuntos abiertos ajenos de X tales que X\{x}=C ∪D.
Como A 6⊂C, entonces A intersecta tanto a C como a D, por lo que x separa
a A. Esto es una contradicción a nuestra suposición original de que x 6∈CA, de
manera que A⊂C.

Como C es un abierto que contiene a A, para cada a∈A existe un abierto Wa

tal que a∈Wa⊂Wa⊂C. Por otro lado, X es localmente conexo, aśı que existe
un subconjunto abierto conexo Oa tal que a∈Oa⊂Wa. De esta manera, para
cada a∈A, existe un subconjunto abierto conexo Oa tal que a∈Oa⊂Oa⊂C.
Por la compacidad de A, existen n∈N y a1, . . . , an ∈A tales que:

A⊂
⋃n
i=1Oai (3.2)

Ya que C es arco conexo por ser un subconjunto abierto de un espacio localmente
conexo (Teorema 0.8); aśı pues, para cada i∈{1, . . . , n− 1} podemos tomar el
arco αi⊂C cuyos puntos extremos sean ai, ai+1.

Definamos:
K :=

(⋃n−1
i=1 Oai ∪αi

)
∪Oan

Observemos que K es cerrado por ser una unión finita de subconjuntos cerrados;
además, K es conexo por ser una unión finita de conjuntos conexos que se
intersectan consecutivamente. Por otro lado, la contención (3.2) garantiza que
A está contenido en el interior de K; y x 6∈K puesto todos los uniendos que
constituyen a K son subconjuntos de X\{x}. Aśı pues, K es un subcontinuo que
contiene aA en su interior y que evade a x, por lo que x 6∈ K(A); sin embargo, esto
es una contradicción. Por tanto x∈A∪CA, lo cual implica que K(A)⊂A∪CA.

Hemos probado que K(A) =A∪CA para cualquier A∈ 2X . †

Teorema 3.18. Sea X un continuo. Si X es localmente conexo, entonces K es
continua.

Demostración. Supongamos que X es localmente conexo. Según la Proposición
0.18, para comprobar que K es continua, basta ver que tal función es semicon-
tinua inferior y superiormente. Comprobemos que K es semicontinua inferior-
mente utilizando el Lema 0.17. Tomemos un abierto V y A∈K−1(〈V,X〉), lo
cual significa que K(A)∩V 6= ∅. Debido a que K(A) =A∪CA (Teorema 3.17),
se obtiene que (A∪CA)∩V 6= ∅; luego A∩V 6= ∅ o CA ∩V 6= ∅. Ahora, veamos
pues que en cada caso, A resulta ser un punto interior de K−1(〈V,X〉).

Supongamos que A∩V no es vaćıo; de manera que A∈ 〈V,X〉. Notemos
que 〈V,X〉⊂K−1(〈V,X〉), pues dado B ∈ 〈V,X〉, como B ∩V 6= ∅ y B⊂K(B),
entonces K(B)∩V 6= ∅. De esta manera, 〈V,X〉 es un subconjunto abierto que
contiene a A y que está contenido en K−1(〈V,X〉), por lo que A es un elemento
interior de K−1(〈V,X〉).

Ahora, supongamos que CA ∩V no es vaćıo; de modo que existe un punto
x∈CA ∩V . Tal punto separa a A, por lo que existen abiertos ajenos O y W
que intersectan a A y tales que X\{x}=O∪W . Definamos el conjunto U :=
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〈O∪V,X〉 ∩ 〈W ∪V,X〉 y notemos que U es abierto por ser la intersección de
dos básicos; además, A∈U pues las intersecciones A∩O y A∩W no son vaćıas.

También se tiene que U ⊂K−1(〈V,X〉). Para comprobarlo, tomemos B ∈U y
supongamos que B ∩V es vaćıo (si ocurriese que B ∩V 6= ∅, como B⊂K(B), en-
tonces se obtendŕıa que K(B)∩V 6= ∅; lo cual aseguraŕıa que B ∈K−1(〈V,X〉)).
Debido a la definición de U , se obtiene que B ∩ (O∪V ) y B ∩ (W ∪V ) no son
vaćıos; pero B y V son ajenos, aśı que B ∩O y B ∩W no pueden ser vaćıos. De
esta manera, O y W resultan ser subconjuntos abiertos ajenos que intersectan
a B y cuya unión coincide con X\{x}; lo cual quiere dećır x separa a B. Esta
observación y el Teorema 3.17 nos permiten concluir que x∈K(B), por lo que
K(B)∩V 6= ∅; luego, B ∈K−1(〈V,X〉). Esto concluye que U ⊂K−1(〈V,X〉).

Hemos visto que, en ambos casos, A es un punto interior de K−1(〈V,X〉);
de modo que K−1(〈V,X〉) es abierto. Utilizando el Lema 0.17 se obtiene que K
es semicontinua inferiormente. Resta ver que K es semicontinua superiormente,
pero como X es localmente conexo, entonces K y R coinciden (Proposición
3.11); y como R es semicontinua superiormente (Proposición 2.23), entonces K
también lo es. Finalmente, como K es semicontinua superior e inferiormente,
entonces K es continua. †

Corolario 3.19. Sea X un continuo. Si X es localmente conexo, entonces:

(i) R(A) =A∪CA para todo A elemento de 2X .

(ii) R es continua.

Demostración. Supongamos que X es localmente conexo; entonces R=K (Pro-
posición 3.11). Por el Teorema 3.17, K(A) =A∪CA para cualquier A∈ 2X , por
lo que se obtiene (i). Por otro lado, K es continua (Teorema 3.18); por lo cual
se cumple (ii). †

Hemos de notar que en la prueba del Teorema 3.18, para mostrar que K es
semicontinua superiormente, hemos utilizado el hecho de queR y K coinciden en
los continuos localmente conexos; sin embargo, existen pruebas independientes
de la relación entre ambas funciones (ver [11]). Por otro lado, tanto la Proposi-
ción 3.15 como los Teoremas 3.17 y 3.18 han sido extraidos de la tesis doctoral
de Sandra Gorka [7]. Tal documento contiene una gran cantidad de resultados
tanto de la función K como de otras funciones similares (R no se incluye pues
la invención de la misma fue posterior al trabajo hecho por Gorka).
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