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1 El saber esta escondido
en un fondo de materia

tan profunda, limpia, etérea
que en ella todo esta asido.
Tanto que hemos aprendido
y es apenas un comienzo

de esta gran pintura-lienzo
del mundo que nos rodea

A la iniciada tarea

atn le falta trecho extenso.

V.-E=4mp

3 Y permitanme empezar
a decir esta versada.

En una gesta esforzada

Gauss y Coulomb como a un rey

coronaron esta ley

que es prodigio de la ciencia:
“La eléctrica divergencia (es)
41 la densidad

de la carga en libertad

o ligada si hay presencia’”.

VxE=-138

5 El gran Faraday lo dijo:
“Aplica el rotacional

al campo-electricidad”

y con mérito predijo:

“A este resultado fijo

que lo cubren grandes mantos
debes igualar por tanto

a menos ¢ fraccional

por variacién temporal

de tu magnético campo’.

2 Trecho de felicidad

pues es trecho de saber

de pasién por aprender

de vivir con dignidad

de ejercer la libertad

del pensar-discernimiento,

pues no hay mas noble esfuerzo
que aprender para avanzar,
dirigir y navegar

la nave del pensamiento.

VxB=0

4 Divergencia igual a cero
nuestro proximo deber

y es magnético saber

sin fuentes ni sumideros
solo giros verdaderos
dentro de este campo todo.
Esta es verdad sin dolo

y surge la diferencia

con la eléctrica elocuencia
porque aqui no hay monopolos.

VxB=19L 4 i1

6 El rotacional mangnético

es prodigio maxweliano

el el resumen, mi hermano,

de un logro y saber poético: (pues)
este es el campo eléctrico

en el tiempo derivado

entre ¢ multiplicado

y sumado a la corriente (y)

41 entre ¢ es la fuente

como Ampere lo habia sonado.



7 A través de la materia
van particulas cargadas

y asi es que son emanadas
tantas luces, jcosa seria!
Polarizacion sin mella

que ha avistado el gran Cherenkov

y la explicacion que tengo

la encontraron Frank y Tamm
iQue pocas veces se dan
tantos logros tan extensos!

9 De Jackson junto a Durand
surge nueva inspiracion

y la polarizacion

es lo que nos viene a guiar.
Villavicencio et. al.

tomaron pie de la nota

y este saber no se acota

a solo la transicion
Cherenkov sin discusiéon

otro gran triunfo se anota.

11 'Y termino relatando
esta increible fusion

de Cherenkov, radiacion

y transicion empalmando
se enredan como jugando
y crean al transitar

por el liquido cristal

toda una nueva idea

v el que quiera jQue la lea,
pues aqui esta su nidal!

8 Y hay también emanaciones
al cruzar una frontera.
Impurezas jquien las viera!

que suscitan radiaciones

y han llevado a discuciones
donde Ginzburg junto a Tamm
lograron desentranar

con un método senero

que la imagen, companero,

es la clave aqui a tratar.

10'Y de los siglos pasados
otro gran frente ha surgido
y te lo digo mi amigo
existen otros estados

que parecen combinados
de nuestras antiguas fases:
para fluir son voraces
mantienen orden adentro
de nueva ciencia epicentro
y son liquidos cristales.

12 Aqui acaban estos versos
y ahora viene la teoria

con la historia, vida mia

y haran un relato intenso.
Y de temas tan diversos
surgi6é aqui la inspiracion,
las ideas fueron creacion

y son Décima Espinela
porque ella es la centinela
de toda una tradicion.
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1 Introduccion

En esta tesis presentamos los resultados de nuestra investigacion entorno a la radiacion
emitida por cristales liquidos colestéricos debido al paso de una particula cargada.
Aunque este fendémeno es superficialmente parecido a la radiacion de Cherenkov, como
demostraremos a lo largo de esta tesis, este fenémeno reviste caracteristicas tinicas que
nos hacen acercarlo al fenémeno de radiaciéon de transicion. Como demostraremos en
el capitulo 5, este hecho se debe a la estructura especial que tiene el tensor dieléctrico
en un cristal liquido colestérico, el cual varia de una manera helicoidal. Para entender
cualitativamente este nuevo fenémeno, serd necesario hacer primero una breve revision
de las principales caracteristicas de la radiacion de Cherenkov y de la radiacion de
transicion, donde haremos ademés una descripciéon sucinta de las nuevas metodologias
desarrolladas para investigar este fenémeno. Por otra parte, es necesario comprender
sucintamente la fenomenologia detras de los cristales liquidos, y de los cristales liquidos
colestéricos en particular, para finalmente conjuntar estos dos grandes topicos y mostrar
el nuevo desarrollo teorico.

A pesar de ser dos fendmenos macroscopicos ampliamente utilizados en las mismas
areas, la radiacion de Cherenkov y la radiacion de transicion difieren en muchos aspec-
tos clave: la radiacion de Cherenkov se refiere a la emision de radiacion por el paso de
una particula cargada en el seno de un medio dispersivo con una velocidad constante
mayor a la velocidad de fase de la luz en el medio. Por otra parte, la radiacion de
transicion se presenta cuando una particula cargada se desplaza a velocidad constante
dentro de un medio inhomogéneo, y en el caso mas sencillo, podemos considerar que
la radiaciéon de transicion aparece cuando la particula atraviesa la frontera entre dos
medios homogéneos con caracteristicas electromagnéticas (constante dieléctrica, con-
ductividad, permeabilidad, etc.) diferentes. Durante este transito se emite un pulso
radiativo y es a esta radiacion a la conocemos como radiaciéon de transicion.

La radiacion de Cherenkov y la radiaciéon de transicion varian tanto en la magnitud
de las emisiones como en la direccion de la radiacién y también en su dependencia
con la velocidad de la particula excitadora. En el caso de la radiacion de Cherenkov,
tenemos un limite inferior de la velocidad que la particula debe tener para lograr emitir
radiacion a su paso por el medio; este limite inferior es la consabida velocidad de la luz
en el medio. Por el contrario, en el caso de la radiacién de transicion cualquier valor de
la velocidad de la particula mientras atravieza la frontera de los medios dara pie a la
emision de radiacion, si bien la intensidad de ésta se ve disminuida considerablemente
a medida que la velocidad de la particula es menor.

En el caso de la radiaciéon de Cherenkov, para calcular la intensidad del campo
radiado se suele hacer una transformacién de Fourier en el tiempo del campo electro-
magnético de la carga dentro del medio y posteriormente se utilizan las ecuaciones de
Maxwell transformadas con el término fuente apropiado para la carga puntal movién-
dose a velocidad consntante. Finalmente, se encuentra el campo de radiaciéon a través
del potencial vectorial. Este es el procedimiento estandar utilizado por Frank y Tamm
[1]. Aunque las expresiones a las que Frank y Tamm llegaron predecian de manera cor-



recta la magnitud y la direccion de la radiacion emitida, este método ha sido criticado
por ser oscuro y por esconder la fisica que se encuentra detras de este fendémeno.

Recientemente, Villavicencio ef. al. han presentado un nuevo enfoque con el que es
posible hacer un tratamiento més directo del fenémeno de radiacion de Cherenkov. En
esencia, este método consiste en darse cuenta de que la radiacién no proviene directa-
mente de la particula, ya que estd tiene un movimiento a velocidad constante; lo que la
particula realmente hace es propiciar la aparicion de dipolos atémicos o moléculares a
medida que atraviesa el material. Estos dipolos desparecen una vez que la particula se
encuentra suficientemente lejos, por lo tanto, son dipolos que varian su magnitud en el
tiempo y por lo tanto radian. Cuando la velocidad es menor que la velocidad de fase de
la luz dentro del medio, la radiaciéon proveniente de los dipolos se suma de manera desc-
tructiva, de modo que no es posible deterctar radiacion a gran distancia. Sin embargo,
cuando la particula rebasa la velocidad de fase de la luz entonces los dipolos suman
su contribucion radiativa de manera constructiva y tenemos radiaciéon a gran distancia.
Las expresiones que se obtienen mediante este método directo coinciden de manera ex-
acta con las expresiones encontradas por Frank y Tamm, e incluso permiten un calculo
més sencillo y directo de la radiacién proveniente de otro tipo de distribuciones de carga
que atraviesan el medio como pueden ser dipolos o pulsos electromagnéticos.

Debido a la sencillez de su manejo, esta nueva formulacién resulta apropiada para
investigar el paso de una particula cargada a través de un cristal liquido colestérico.

Los cristales liquidos colestéricos estan compuestos por el tipo de moléculas cono-
cidas como calamfiticas, que son moléculas de forma alargada. El caso mas sencillo de
cristal liquido de moléculas calamiticas es el llamado cristal liquido nematico. En un
nematico, los centros de masa de cada una de las moléculas se desplazan libremente
por el volumen del material como si de auténticas moléculas de un liquido se trataran,
sin embargo, en su viaje a través del volumen mantienen una orientacion preferencial,
y esta orientacidén se convierte en un campo de orientaciones macroscopico. En su
configuracion de menor energia, el campo vectorial apunta en una sola direccion.

Otro caso ampliamente estudiado de cristal liquido de moléculas calmiticas son
los llamados cristales liquidos quirales o cristales liquidos colestéricos. En este caso
las moléculas que conforman al cristal liquido tienden a ordenarse en una estructura
de planos con simetria de hélice. Podemos visualizar esta estructura de la siguiente
manera: en un primer plano todas la moléculas tienden a apuntar en una direccion que
se encuentra dentro del mismo plano, al avanzar al siguiente plano, todas las moléculas
apuntaran nuevamente en una direcciéon determinda y dentro del plano pero esta nueva
direccion serd ligeramente distinta de la direccion del plano precedente. Este cambio
en la direcciéon de orientacion es constante a medida que nos desplazamos entre planos
adyacentes, de modo que al acumular suficientes planos consecutivos obtendremos una
estructura quiral y la direccién en la que apuntan las moléculas al avanzar entre planos
es una funcion periddica del espacio. Esta estructura molecular se refleja de una manera
directa sobre las propiedades 6pticas del material. El tensor dieléctrico del cristal liquido
tiene una periodicidad analoga a la periodicidad de la hélice de orientaciones.

La estructura tnica de los cristales liquidos colestéricos da pie a la aparicion de



fendémenos de interaccion entre la luz y el material que son tnicos y los abordaremos con
cierta profundidad a lo largo de este texto. Entre otros resultados podemos mencionar
que existen algunas bandas de frecuencia donde el transito de una onda de luz polarizada
circularmente esta prohibida para el signo de giro igual al giro de la hélice del colestérico.
En este caso, si tenemos incidencia de una onda como la hemos descrito, ésta se reflejara
totalmente, mientra que la onda complementaria con la direcciéon de giro contraria
ingresara por completo dentro del medio sin ser dispersada.

Con este panorama podemos entender las caracteristicas generales de la radiacion
emitida por un colestérico al paso de una particula cargada. En este caso tendremos
dos emisiones radiativas distintas: la primera es analoga a la radiaciéon de Cherenkov
y cumple la condiciéon usual de aparacer solamente cuando la velocidad de la particula
es mayor que la velocidad de fase de la luz dentro del medio. El otro tipo de emision
aparece independientemente de la velocidad de la particula, y como demostraremos,
es profundamente depeniente de la estructura quiral del cristal liquido. Este nueva
radiaciéon es andloga a la radiaciéon de transicion en el sentido de que aparece para
cualquier velocidad, y podemos considerar que la estructura del colestérico, con su
organizacién en planos, juega un papel analogo al de la inhomogeneidad generadora en
el caso de la radiacion de transicion. Esta tesis ha sido escrita con el proposito de hacer
una exposicion exhaustiva de las propiedades de este nuevo fenémeno.

Los temas tratados dentro de este texto estan organizados de la siguiente manera: en
el capitulo 2 haremos una revision de la radiacion de Cherenkov y su tratamiento teorico
usual. Tomaremos un poco de tiempo para desarrollar los principales acontecimientos
historicos alrededor de este importante tipo de radiacién debido a que no se le ha
prestado la atencion necesaria en textos en espanol. En el capitulo 3 desarrollare-
mos la teoria usual para la radiaciéon de transicion y también una propuesta novedosa
hecha por Durand y Jack para comprender algunos aspectos claves de esta radiacion.
En el capitulo 4 presentaremos el nuevo tratamiento para la radiacion de Cherenkov
desarrollado por Villavicencio et. al. y discutiremos sus caratreristicas. En el capitulo
5 haremos una exposicion de la principales propiedades 6pticas y electromagnéticas de
los cristales liquidos colestéricos y deduciremos algunos de los principales resultados
que se obtienen al hacerlos interactuar con campos electromagnéticos. En el capitulo
5 presentaremos el fenémeno de radiacion de transicion dentro de un cristal liquido
colestérico. En este capitulo mostraremos las modificaciones que se tienen que hacer
para poder utilizar el método del capitulo 4 cuando pasamos de tener una constan-
te dieléctrica a un tensor dieléctrico. En el desarrollo de este caso mostraremos el
surgimiento de los dos tipos de radiacion que hemos mencionado e investigaremos de
manera pormenorizada el segundo tipo de radiacién. Por ultimo, en el capitulo 6
haremos un recuento de todo lo expuesto en nuestro trabajo, discutiremos su pertinencia
y mencionaremos las perspectivas de investigacion a futuro que se abren a partir de este
trabajo.



Figura 1. Resplandor de Cherenkov de las barras del reactor del Research Neutron Source Heinz Maier-
Leibnitz (FRM I1) de la Universidad Técnica de Munich.
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2 Radiacion de Cherenkov

La radiacion de Cherenkov, o sea la radiacion de choque que emite un medio dispersivo
cuando una particula cargada incide dentro de él a una velocidad mayor que la velocidad
de fase de la luz para un cierto intervalo de frecuencias, constituye un fenémeno esencial
para la fisica de hoy en dia como lo atestiguan la multitud de detectores de particulas
creados con base en este fenomeno y las décadas de su uso |2, 3, 4, 5|. La radiacion de
Cherenkov ha sido clave en muchos tareas cientificas de gran importancia, entre las que
podemos mencionar el descubrimiento y caracterizacion de particulas subatomicas (6], la
comprension de algunas propiedades de la radiacion cosmica [2, 3, 5, 7], la deteccion de
neutrinos [9, 10, 11, 12| y recientemente su aplicacion en cuestiones médicas [13, 14, 15].

En este capitulo haremos una revisiéon exhaustiva de los principales tépicos alrededor
de la radiaciéon de Cherenkov. Comenzaremos haciendo una breve revisiéon histérica
acerca de su descubrimiento, sobre el cual es dificil encontrar referencias escritas en
espanol. Luego desarrollaremos la teoria clasica de Frank y Tamm, que fue la primera
explicacion teodrica de este fenémeno y que causdé no poco revuelo en la comunidad
cientifica por las nuevas suposiciones que inclufa. Por tltimo, desarrollaremos algunas
de las consecuencias de la teoria de Frank y Tamm, como el tiempo que dura el centelleo
de Cherenkov, el efecto del frenado de la particula y las correciones cuéanticas de los
resultados originales de Frank y Tamm.

2.1 Breve historia de la radiacién de Cherenkov

La historia del descubrimiento y explicacion de la radiacion de Cherenkov es un capitulo
apasionante de la fisica que recorre todas las grandes escuelas de principios del siglo
XX, y es un ejemplo perfecto de como el quehacer de la fisica estd surcado por igual de
teorfas y experimentos unidos de manera inextricable para ayudarnos a ahondar en los
secretos de la naturaleza.

La historia de la radiaciéon de Cherenkov comenz6é como una especulaciéon en la
mente de tres grandes cientificos: Oliver Heaviside, William Thompson (Lord Kelvin)
v Arnold Sommerfeld. Tanto Kelvin[16]' como Sommerfeld [17] especulaban que si
una particula viajaba una velocidad mayor que la de la luz debia aparecer un cono de
radiacion electromagnética de choque anélogo al cono de choque supersonico descrito
por Mach. Ambas propuestas revelan una gran intuiciéon, pero fueron desechadas una
vez que Einstein establecio la teoria de la relatividad en 1905.

Sorprendentemente las especulaciones de Heaviside [18, 19], que fueron anteriores a
los escritos tanto de Kelvin como de Sommerfeld, se referian a particulas cargadas que

VIf this uniform final velocity of the atom exceeds the velocity of light, by ever so little, a non-
periodic conical wave of equi-voluminal motion is produced, according to the same principle as that
illustrated for sound by Mach’s beautiful photographs of illumination by electric spark, showing, by
changed refractivity, the condensational-rarefactional disturbance produced in air by the motion through
it of a rifle bullet. The semi-vertical angle of the cone, whether in air or ether, is equal to the angle
whose sine is the ratio of the wave velocity to the velocity of the moving body.
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viajan dentro de un dieléctrico con una velocidad mayor que la velocidad de la luz en
el dieléctrico, lo cual no implicaba que la particula superara la velocidad de la luz en el
vacio. Con estas suposiciones, Heaviside fue capaz de probar que debia existir un cono
de radiacion en cuyo vértice estaba la particula y que el semiangulo 6 del cono debia
satisfacer

Co

senf = —,
v

donde v es la velocidad de la carga y ¢y es la velocidad de la luz en el medio.

Como ya dijimos, con la llegada de la relatividad la idea de que hubiera particulas
que viajaban méas rapido que la velocidad de la luz se volvioé un tabi dentro de la fisica.
Por otra parte, atin no se conocian fenémenos donde particulas cargadas pudiera cumplir
las condiciones que Heaviside habia planteado. Todas estas situaciones contribuyeron
a que las ideas de estos grandes hombres fueran olvidadas [20].

Sin embargo, en otro frente de la fisica se estaban abriendo paso los fen6menos
que llevarian al descubrimiento de la radiaciéon de Cherenkov. Este otro frente era la
investigacion de las sustancias radiactivas.

La primera en notar la luminosidad caracteristica de este fenémeno fue la pionera
de la investigacion de la radiactividad, madame Marie Curie. Ella se dio cuenta que
cuando un liquido estaba cerca de una fuente radiactiva potente -como un compuesto
de radio- emitia una caracteristica luminosidad azul péalida; pero su preocupacién por
la naturaleza fundamental de la radiacion la distrajo de indagar este brillo azulado [21].

El primer estudio exhaustivo de la radiacién proveniente de los liquidos cercanos
a fuentes radiactivas fue debido a Lucien Mallet. El primer articulo respecto a este
tema, publicado por Mallet, aparecié en 1926 bajo el titulo Luminescence de ’eau et
des substances organiques soumises au rayonnement gama [22|(Luminiscencia del agua
y otras sustancias organicas sometidas a radiacion gamma). En su primer experimento
determiné que la mayor intensidad de luz se obtenia cuando el contenedor tenia una
profundidad de unos 10 cm de agua sometidos a radiacion. Con menos o mas agua la
intensidad de la radiacién era menor. Estos sugeria que el fenémeno de autoabsorcion
era muy pequeno o no estaba presente. En su siguiente experimento utilizdé placas
fotograficas para mostrar que el velado que producia la luz del liquido era mucho mayor
-cinco o seis veces mayor- que el velado que producia la fuente radiactiva misma. Mallet
también logré demostrar que la mayor parte de la radiacion tenia una longitud de onda
corta, como era de suponer a partir del color azulado de la luz.

En trabajos posteriores de 1928 y 1929 |23, 24|, Mallet hizo una mediciéon exhaustiva
del espectro de esta radiacion, encontrando que era continuo en un intervalo de 2400 A a
4360 A, aunque estos limites se debian a la capacidad de sus instrumentos de medicion.
El trabajo de Mallet significo6 un paso adelante en la investigacion experimental del
efecto Cherenkov, pero las mediciones y los experimentos de Mallet fueron olvidados
por la comunidad cientifica y no tuvieron el impacto que merecian [25, 26, 27].

Poco tiempo después, en 1934, la investigacion de la luminosidad proveniente de los
liquidos en contacto con sustancias radiactivas fue retomada por una recién formada
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Figura 2. Serguei lvanovich Vavilov y Pavel Alekseievich Cherenkov.

escuela cientifica, la de la Union Soviética. En este nuevo ambiente cientifico cuatro
figuras claves le darian un lugar definitivo a esta radiaciéon dentro de la fisica. El primero
de estas cuatro figuras es Serguei Ivanovich Vavilov (figura 2).

Vavilov es recordado en Rusia como uno de los grandes pioneros para la creacion
de la gran escuela de fisica que surgié durante los primeros afios de la Union Soviética.
Al provenir de una familia acomodada, Vavilov tuvo que sufrir los vaivenes politicos
del nuevo estado soviético. Tanto ¢l como su hermano fueron grandes cientificos, pero
las convulsiones politicas y sociales dentro de la URSS hicieron que su hermano fuera
a prision y acabara sus anos cautivo mientras que Serguei subia cada vez mas alto en
sus responsabilidades administrativas y académicas [28].

A mediados de 1932 Vavilov fue nombrado jefe del Departamento de Fisica del
Instituto de Fisica y Matematicas de la Academia Soviética de Ciencias Fisicas, que
en ese momento se encontraba en Leningrado. Poco después este Departamento se
convirtio en el Instituto de Fisica de la Academia de Ciencias y se traslad6 a Mosci,
con Vavilov como su director.

Con Vavilov la vida académica y cientifica en el Departamento, y posteriormente
Instituto, increment su calidad a un ritmo constante. En una época en la que la ciencia
soviética, y sobre todo la fisica, apenas se notaba en el mundo, Vavilov logré construir
uno de los institutos que luego seria clave en el desarrollo de la Guerra Fria debido a la
gran calidad de su ensenanza y a sus investigaciones en la frontera de la ciencia. Entre
otras cosas, Vavilov cre6 seminarios en los que asistieron figuras prominentes de la fisica
y las matemaéticas, lo cual benefici6é al ambiente de investigacion y a los alumnos de la
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institucion.

La atmoésfera del instituto que dirigia Vavilov, que dio pie a grandes descubrimientos
durante el siglo XX, era muy propia: grandes cientificos con diferentes personalidades
convivian en un ambiente que les posibilitaba discutir constantemente entre ellos y
con los alumnos. Algunos de los lugares preferidos para discutir estaban fuera de los
seminarios programados, y los pasillos solian ser los lugares predilectos de convivencia.
Era un ambiente de confianza donde se hablaba con franqueza, y muchas grandes ideas
surgieron en estas platicas casuales, ademés de que no habfa una preocupacion histérica
por el robo de ideas. Aunque la especialidad de Vavilov era la 6ptica, supo ver que
el futuro de la investigacion estaba en la fisica nuclear, y como director se asegur6 de
darle un sitio prominente. Vavilov también dispuso que todos los alumnos graduados
estuvieran bajo la tutela de algiin investigador destacado. Uno de los estudiantes bajo su
tutela directa, y el segundo personaje de esta historia, fue Pavel Alekseievich Cherenkov
(figura 2). Entre todos los temas propuestos por Vavilov a Cherenkov para llevar a cabo
sus investigaciones, él eligio el estudio de la luminiscencia de algunas sales de uranilo
(U02+ 2) bajo la accién de la radiacion gamma proveniente de compuestos de radio [30].

El proposito de Cherenkov en este tema era hacer algunas comprobaciones rutinarias
acerca de las propiedades de la supuesta fluorescencia observada bajo la influencia de
los rayos gamma [28, 31]. Esto es muy natural si recordamos la formacién y los interéses
de Vavilov. En ese momento, ni Vavilov ni Cherenkov tenian idea de los trabajos hechos
por Mallet o de las ideas expuestas por Heaviside [25].

Para llevar a cabo sus mediciones Cherenkov utiliz6 un método que Vavilov junto a
otro cientifico, E. M. Brumberg, habian desarrollado para la medicién de fuentes lumi-
nosas muy tenues, el llamado método de extincion visual (quenching) |29, 30]. A falta
de aparatos sensibles de medicién, este método resulto ser el mejor que Cherenkov tenia
la mano para llevar a cabo sus mediciones. Este método se basa en dos caracteristicas
cruciales del ojo:

1. El ojo tiene un umbral minimo de intensidad luminosa por debajo del cual no
distingue ninguna iluminacion.

2. Este umbral es aproximadamente constante para un mismo o0jo si tiene las mismas
condiciones cada vez que se mide.

El método consiste en lo siguiente: antes de iniciar las mediciones el observador
tiene que adaptarse a condiciones de completa oscuridad por lo menos durante una
hora. Después de este tiempo la sensibilidad del ojo aumenta decenas de miles de veces.
Luego el observador procedia a hacer las mediciones. Para ello utilizaba el aparato que
se muestra de manera esquematica en la figura 3. Este aparato estd constituido de la
siguiente manera: en 1 tenemos al liquido que emite la luz que vamos a medir. Debajo
de él esta la fuente radiactiva que estimula la radiacién luminosa. La luz del liquido es
recolectada por la lente L, y posteriormente se refleja en el prisma 2 para llegar hasta
el lente Ly y luego pasar a través del diafragma 3, que tiene una pequena abertura de
6 mm de diametro. Luego de pasar por el diafragma la luz atraviesa la cuna oOptica
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Figura 3. Arreglo experimental para la medicién de la luz proveniente de un liquido sometido a radiacién
gamma utilizado por Cherenkov [28].
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4. Esta cuna optica es transparente en su extremo mas angosto y se opaca a medida
que avanzamos al otro extremo. El aparato tiene un mecanismo para poder cambiar
la ubicacion de la cuna optica y asi dejar pasar mas o menos luz, ademas de estar
graduada para saber cuanto se avanza. Opcionalmente, se pueden poner los filtros de
color en 5 a la luz proveniente de la cuna optica, mientras que L3 es una lente para
amplificar la imagen proveniente de la cuna. El elemento en 6 es un prisma con el que
es posible medir el estado de polarizacion de la luz. Los elementos 5 y 6 pueden ser
removidos o agregados segin se requiera. Por dltimo, se puede agregar una placa de
plomo para proteger al observador de la radiacién proveniente de la fuente radiactiva
[30]. A pesar de esta proteccion, la cantidad de radiactividad con la que Cherenkov
trabajaba se consideraria bastante alta para los estandares de hoy en dia.

El método de extincién consiste en utilizar la cuna 6ptica moviéndola desde su
punto mas transparente hasta el momento en el que el observador deje de notar la luz
proveniente del liquido. Con esto podemos tener una medida relativa de la intensidad
de distintas fuentes o de distintas longitudes de onda de la misma fuente. Este era un
método de medicion muy tedioso y agotador, ya que entre otras cosas se necesitaba la
presencia de un ayudante que prendiera la luz y registrara la posicién de la cuna éptica
mientras el observador se ponia una gruesa proteccion en los ojos y no se podia hacer
mediciones por mas de dos horas y media al dia, de lo contrario los ojos se cansaban y
empezaban a aparecer errores en las mediciones.

Curiosamente la presencia de estos ayudantes fue crucial en el desarrollo de la teoria
de la radiacion de Cherenkov, ya que uno de los ayudantes esporadicos de Cherenkov fue
el profesor adjunto Ilya Mikhailovich Frank [25] (figura 4). Vavilov también intervino
de manera constante en las mediciones de Cherenkov, ayudando y sugiriendo nuevas
ideas [27].

Las intenciones de Cherenkov eran investigar fen6menos de fluorescencia en solu-
ciones de sales de uranilo. Sin embargo en el otonio de 1933, mientras Cherenkov
realizaba sus primeras mediciones, decidi6 comprobar si el contenedor o el solvente
aportaban alguna luminosidad extra para poder restarla a sus mediciones de la fluo-
rescencia del compuesto. Cherenkov se llevd una gran sorpresa cuando encontrd que
el solvente mismo producia la radiaciéon que habia estado observando en la solucion
completa. Inmediatamente fue a la bodega del instituto para tomar todos los liquidos
transparentes que pudo y repiti6 el experimento, y sorprendido observé como todos los
liquidos que sometia a los rayos gamma emitian aproximadamente la misma intensidad
de radiacion (+£15%) [32]. Esto preocup6 bastante a Cherenkov, ya que queria decir
que todas las mediciones hechas hasta entonces eran erréneas. Sin embargo, cuando
Vavilov supo de este hecho, se dio cuenta de que se encontraban ante un nuevo efecto
que seria interesante investigar, asi que le sugiri6 Cherenkov cambiar el curso de sus
investigaciones e indagar la luminiscencia proveniente de los solventes puros.

Posteriormente, Cherenkov comprob6 que la luminiscencia que estaba observando no
tenia nada que ver con la fluorescencia observada hasta entonces. Un primer experimen-
to que le ayudé a comprobarlo fue medir la luminiscencia proveniente de muestras cada
vez mas puras de agua. Cherenkov comprob6 que la luminosidad de las muestras no
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Figura 4. llya Mikhailovich Frank e Igor Yevgenyevich Tamm.

variaba apreciablemente. Por otra parte, si se agregaban inhibidores de fluorescencia,
como nitrato de plata, yoduro de potasio o nitrobenceno, la luminiscencia tampoco
se veia afectada, e incluso cuando el liquido se calentaba no habia variaciéon. Todos
estos hechos estaban en flagrante contradicciéon con las propiedades conocidas de la
fluorescencia.

Con todos estos experimentos Cherenkov puso fuera de toda duda que éste era
un nuevo fenémeno y se dio a la tarea de investigar el espectro de esta nueva fuente
luminosa. El primer articulo de Cherenkov reportando lo que habia medido en esta
luminiscencia fue publicado a finales de mayo de 1934 en los informes de la academia
rusa de ciencias [33]. En otro articulo, aparecido ese mismo mes, Vavilov comenté algu-
nas hipotesis acerca de las causas de esta luminosidad pero sin llegar a una conclusiéon
definitiva, aunque consider6 que los electrones liberados por la radiaciéon gamma me-
diante el efecto Compton podian ser los causantes de la luminiscencia a través de un
proceso de frenado (bremsstrahlung) [34].

Tomando esta sugerencia en cuenta, Cherenkov comprob6 que la misma luminiscen-
cia era obtenida si los liquidos se ponian cerca de una fuente de radiacion beta. Aunque
todos estos resultados eran excitantes, el interés por el nuevo fenémenos se mantuvo res-
tringido a un nimero relativamente pequeno de investigadores dentro del Instituto, los
allegados mas proximos a Vavilov y Cherenkov, aunque éstos eran bastante entusiastas.

Otro de los experimentos claves para elucidar la naturaleza de la radiacién fue
someter al liquido a un campo magnético. Aunque no se sabe quién propuso esta idea,
el hecho es que al hacerlo Cherenkov observo que la intensidad de la luz detectada por
su aparato era menor. Esto no se debia a que la luminosidad emitida disminuyera, sino
a que habia una direccién con mayor luminosidad y al aplicar el campo magnético esta

17



direccion variaba.

La anisotropia en la distribucion de la radiacion fue el hecho clave que llevo al
establecimiento de la teoria que explico este fenémeno. Frank escribiria tiempo después
que cuando le coment6 a Igor Tamm (figura 4), otro alumno del instituto y amigo suyo,
sobre este descubrimiento, éste le contesté inmediatamente: “esto significa que hay una
radiacion coherente en la trayectoria de los electrones de un tamano comparable a la
longitud de onda de la luz" [25]. Esta afirmacion de Tamm tiene sentido si tomamos
en cuenta que la direcciéon de la radiacion estd conectada con el tamano de la region
emisora. Si las regiones de emisiéon son pequenas comparadas con la longitud de onda
de la luz emitida (L < \), el patron de emision estd orientado en todas direcciones.
Pero si el tamano de la region de emision es grande comparado con la longitud de onda
(L > ), la radiacion se vuelve direccional.

A partir de estas observaciones se desprenden otras: la radiaciéon no puede ser el
resultado de la interaccion de un electréon con un s6lo atomo, debido a que la region de
interaccion es el orden de magnitud de la luz emitida, y esto quiere decir que el electron
interactia con cientos de miles de atomos a la vez. Frank tomo6 nota de todas las ideas
de Tamm y cre6 un modelo simple para encontrar la adicién de todas las ondas emitidas
por una fuente en movimiento. Para esto utilizé la formulacion de frentes de onda de
Huygens (figura 5). Mediante este método podemos encontrar la conocida formula
para el 4ngulo de emision de la radiacion de Cherenkov en términos de la velocidad del
electron y el indice de refraccion del medio.

Frank discutioé con muchos colegas esta formulacion simple de la radiacion de Cheren-
kov, y aunque mas de uno se mostr6 escéptico, Vavilov encontré6 muy interesante la
explicacion y aprob6 la formulacion de Frank, alentandolo a llevarla hasta sus ultimas
consecuencias. Otro de los fisicos del Instituto, L. I. Mandelstamm, les hizo notar a
Frank y Tamm que una particula moviéndose a velocidad constante no podia radiar,
como se desprende de las ecuaciones de Maxwell. La tnica posibilidad que existia es
que la presencia del medio modificara de alguna manera las ecuaciones y la radiacion
fuera posible. En ese momento esta posibilidad no era evidente.

Finalmente, en 1936 después de un una serie de conversaciones con Frank, Tamm
decidi6 escribir las ecuaciones de Maxwell para una carga puntual que se mueven uni-
formemente en linea recta en un medio dispersivo. El resultado fue sorprendente: todas
las caracteristicas de la radiacion estaban presentes en esta formulacion, incluso algunas
adicionales como el estado de polarizaciéon de la luz emitida. El articulo con la teoria
de Frank y Tamm fue publicado a inicios de 1937 [1]. Después de esta publicacion,
Cherenkov realiz6 nuevas mediciones que confirmaron todos los resultados predichos
por la teoria.

A pesar de esto, todavia tendria que pasar tiempo para que la explicacién de Frank
y Tamm fuera ampliamente aceptada. Un primer intento de Cherenkov de publicar una
nota en inglés en la revista Nature fue infructuoso [31], sin embargo Vavilov lo alento
para que mandara su publicaciéon a la revista americana Physical Review, donde el
articulo fue impreso en 1937 [35]. Al ano siguiente, un par de cientificos estadounidenses,
G. B. Collins y V. G. Reiling sorprendidos por el resultado decidieron comprobar lo sug-
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Figura 5. Adicién constructiva de frentes de onda al paso de un electrén con una velocidad mayor que la
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erido en el articulo para lo cual utilizaron electrones acelerados a energias de alrededor
de 2 MeV, con una intensidad de corriente de aproximadamente 10 mA. En el reporte de
sus mediciones [36], Collins y Reiling remarcan que sus experimentos estan de acuerdo
con las expresiones obtenidas por Frank y Tamm pero son renuentes a aceptar su ex-
plicacién y argumentaron que era imposible que los electrones moviéndose a velocidad
constante produjeran radiacion, de modo que debia existir un proceso de frenado que
era el responsable de las emisiones. Sin embargo, la teoria de Frank y Tamm superaria
con el tiempo todas estas objeciones.

A partir de estas primeras publicaciones, la radiaciéon de Cherenkov comenzé a
abrirse paso a un fructifero camino dentro de la fisica. En la década siguiente, un nuevo
aparato vendria a revolucionar este campo: el fotomultiplicador. El primer intento de
combinar el efecto Cherenkov con el poder del fotomultiplicador fue hecho por Getting
en 1947. El primero en lograr la medicion de particulas aisladas cargadas viajando
a gran velocidad fue Jelley en 1951. Poco después, Mather y Marshall publicaron
sus primeras mediciones directas de velocidad de particulas aceleradas utilizando el
efecto Cherenkov [27]. Posteriormente en 1955 Chamberlain y su equipo de trabajo
anunciaron descubrimiento del antiprotén con una configuracion que incluia detectores
de Cherenkov [6].

Desde entonces la radiacion de Cherenkov ha sido un aliado infaltable en la fisica
de altas energias y en la investigacion de particulas césmicas. Un ejemplo en nuestro
pais es el High Altitude Water Cherenkov detector (HAWC), un detector de particulas
cosmicas que utiliza agua como medio de emisiéon de radiacién de Cherenkov [37].

2.2 Teoria de Frank y Tamm de la radiacién de Cherenkov

A continuacién expondremos la teoria desarrollada por Frank y Tamm. Esta explicacién
estd basada principalmente en las referencias |1, 27].

Para el desarrollo de su teoria, Frank y Tamm tomaron en cuenta varias simplifi-
caciones, entre otras que el medio era continuo, homogeneo e isotropico. El valor del
indice de refraccion puede variar dependiendo de la frecuencia de la radiaciéon consi-
derada. Por otra parte el medio tiene una permeabilidad magnética p = 1. También
supondemos que la trayectoria de la particula es rectilinea y con velocidad constante.

Para proceder a realizar los calculos debemos tomar la transformada de Fourier en
el tiempo de todos los campos involucrados. En el caso del campo eléctrico tenemos:

“+o00

E= / E e“'dw.

—0o0

Procediendo de esta manera, la relacion ente el campo eléctrico y el campo de
desplazamientos dentro del medio es

D, = n’E,, (1)
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donde n es el indice de refraccién del medio.
Las ecuaciones de Maxwell en el medio son:

V-H=0, (2)
47 10D
H=— -
V x cJ+c€)t’ (3)
V- E = 47mp, (4)
10H
E=-——
VX c Ot’ (5)

donde c es la velocidad de la luz en el espacio libre, J la densidad de corriente y p la
densidad de cargas libres.

Haciendo la transformada de Fourier en la variable tiempo de las ecuaciones de
Maxwell y reescribiéndolas como funciones del potencial vectorial A y del potencial
escalar ¢ llegamos al siguiente conjunto de ecuaciones:

H, =V x A,, (6)

V2A, + ?Aw - —4”6‘]“’, (7)
Vig,+ g, = 2T, ®
B, - —i%Aw - %v (V-A). ()

donde hemos hecho uso de la ecuacion (1) y donde utilizaremos la norma de Lorenz

VAL + Zr2g, =o0. (10)

c
Si una particula con carga ¢ se mueve a través del medio a lo largo del eje z con una
velocidad constante v, la densidad de corriente es igual a

J=J.2=q¢5(x)d(y)d(z —vt)v, (11)

donde ¢ denota la funcién de Dirac. Tomando en cuenta que v = vz, las componentes
Jy y Jy son ambos cero. Tomando en cuenta que ¢ (a1) = ‘7‘1”5 (1) y que d (1) =0 (—T7)
podemos realizar la transformacion de Fourier correspondiente en J,:
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Jz (OJ) = «Ft [Jz]
= F, [qud (2) 6 (1) 6 (z — vt)]

_ (@5@)% / 5 (1= 2) et

—00

Z

= L3 ()6 (y) et

donde F; denota la transformada de Fourier en el tiempo. Si tomamos en cuenta que
d(x)d(y) = (p ), podemos relizar un cambio de coordenadas a coordenadas cilindricas

(p,0,2) y obtenemos
5 (p) —iwz/y
Ty e,

Para las componentes del potencial vectorial en la ecuacion (7) podemos tomar
A, = Ay = 0; para la componente A, proponemos que

J. (W) = ¢~ (12)

Az (W) =u(p)e 7. (13)

e
Insertando esta propuesta en la ecuacion (7) obtenemos que

a_p2+,;a_p+8uz7r_cp (p), (14)
donde
2 Wy 2
s:ﬁ(ﬁn—l):—a, (15)

donde 8 = 2. Por lo anterior podemos concluir que u es una funcion cilindrica que
satisface la ecuacién de Bessel

u  10u
—+-—+52u=0 (16)
op*  pop
en todo punto del espacio con la excepcion del polo p = 0. Para encontrar la condicion
que u debe satisfacer en p = 0, primero reemplazemos el lado derecho de la ecuacién

(14) por una funcion f (p) definida como

B
Jlp)y =3 mm P
0 P> Po

Si integramos la ecuacion (14) sobre la superficie de un disco de radio py y tomando
el limite py — 0 obtenemos que
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limp— = —— (17)

Ahora, consideremos dos casos posibles: primero, la particula que se mueve a baja
velocidad, es decir a una velocidad tal que Bn < 1. En este caso s> <0y o2 > 0. La
solucion de la ecuacion (16) que satisface la condicion (17) y desaparece en el infinito
es:

9 .1 ,.

donde Hél) es la funciéon de Hankel del primer tipo. Si op > 1, se puede usar el valor
asintotico de Hél) y obtener, de acuerdo con las ecuaciones (13) y (15), que

[e o]

q [ explop+iw(t— )
A, == dw,
/ V2mop v

c
—0o

por lo tanto, en el caso de velocidades pequenas, el campo de radiaciéon de la particula

disminuye exponencialmente con p, de modo que en un punto alejado de la trayectoria

no observaremos radiacion.

Segundo caso, a velocidades altas, cuando gn > 1, el parametro s en la ecuaciéon
(15) es real y la solucion general de las ecuaciones (14) y (16) representa una onda
cilindrica. Especificando que la solucién u represente una onda saliente y no una onda
entrante, obtenemos la siguiente solucion para la ecuacion (16) y que satisface (17):

(19)

u= —;—qHé2) (sp), w>0, (20)
c

y una expresion conjugada compleja si w < 0, donde s es positiva. Usando el valor
asintético de HgQ) para sp > 1 obtenemos que

A (w) = _ zeost) + psenﬁ) 3

—ﬁexp {iw (t In + Z’/Ti‘| , w>0,
donde @ se define por la relacion de coherencia cosd = 1/6n, y por lo tanto si fn > 1
observaremos una onda se propaga a lo largo de la direccion 6. El vector del campo
eléctrico de la onda se encuentra alineado con el plano meridiano (z, p).

Calculando el valor de los campo en la zona de radiacién con ayuda de la ecuacion
(6) v (7), hay tres y solo tres componentes de campo distintas de cero, que son

Hy = —\/iﬁf\/gcosx - dw

N/

Ep = _cap Bgn—g\/gCOSX - wdw R (21)
E, =+ i (1 - 52—22) \/igcosx - wdw

donde a = %\/g y
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ol zcost + psend 7
] e R
Hay que recordar que al integrar alguna de las ecuaciones en (21) tenemos que tomar
como intervalo de integracion aquel cuyos valores de w sean tales que fn (w) > 1. La
energia total irradiada a través de la superficie de un cilindro de longitud [ cuyo eje
coincide con trayectoria de la particula es igual a:

+oo
c
= 2mpl — [E - H] dt.
€ =2mp / 2 £ H]
Con ayuda de la formula
+oo
/ cos (wt + a) cos (W't + B) dt = 7 (w — '),

donde « y 3 son dos fases arbitrarias, podemos llegar a la ecuacion fundamental para
la potencia radiada por unidad de longitud de la radiacion de Cherenkov:

d& 2 1
—=5 (1 - BQnQ) wdw. (22)
Bn>1

Debemos analizar con cuidado esta expresion. Si consideramos que el indice de
refraccion es una constante, que no depende de w, entonces el resultado de la integracion
en ecuacion (22) es infinito. Este resultado no tiene sentido fisico, pero debemos recordar
que el indice de refraccion siempre depende de la frecuencia (medios dispersivos), y solo
en un intervalo de frecuencias se puede complir con la condicion fn (w) > 1.

Siendo maés especificos, podemos decir que en la mayoria de los medios transparentes
en longitudes de onda visibles las bandas de absorcion suelen encontrarse en la region
ultravioleta y en algunas longitudes de onda mayores que el visible. En la regiéon de
rayos X tenemos que siempre n (w) < 1 y por lo tanto la radiacion de Cherenkov esta
prohibida, mientras que en las frecuencias de radio n(w) = /€ , con € la constante
dieléctrica del medio, y de nuevo hay una banda de paso como en la region visible.

Por ultimo, senalaremos otra limitacion de la radiacion de Cherenkov, que aunque en
la practica es artificial, de todas maneras es instructiva, nos referimos al tamano finito
del electron. Para que la radiacion de Cherenkov tenga sentido, ésta debe limitarse a
longitudes de onda mayores que el "diametro" d clasico del electrén. Si integramos la
ecuacion (22) desde w = 0 a w = ¢/nd (es decir, de A = 0o a A\/27w = d) obtenemos

€ q> 1
— = 1— : 23
dl.  2n2d? ( /Ban) (23)
Puesto que d = 5.6 x 1073 em y Apin = 27d = 3,5 x 107*A. Aunque este limite es
artificial, ya que esta longitud de onda esta en la region de los rayos , es interesante
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saber que Sommerfeld|[17] obtuvo una expresion muy similar a la ecuacion (23) en el
caso de un electron que se mueve en el vacio con una velocidad constante v > c¢. Este
resultado fue anterior al establecimiento de la teoria de la relatividad.

2.2.1 Energia radiada y distribucién espectral

Con el proposito de encontrar la potencia radiada por un dieléctrico podemos proceder
de dos maneras: podemos medir el indice de refracciéon para un conjunto suficientemente
grande de frecuencias y construir la funcién de dispersion del material o podemos mode-
lar el comportamiento del medio dispersivo a partir de algunas suposiciones razonables.
Ambos procedimientos tienen ventajas y desventajas. En este capitulo nos interesa
ganar intuicioén acerca de los procesos que se estan llevando a cabo, asi haremos una
estimacion de la potencia radiada tomando en cuenta un modelo sencillo para calcular
el indice de refraccion de un medio transparente. Comencemos considerando que el
medio esta consituido por un conjunto de atémos con sus electrones ligados pero que
son capaces de desplazarse de su posicién promedio al aplicar un campo eléctrico y
crear un dipolo p, entonces

P = Np = —Nes,

donde N es la densidad de electrones ligados por unidad de volumen y e es la carga del
electron, p es el momento dipolar de cada uno de los dipolos, P es la polarizaciéon total
y s es el vector de desplazamiento de las cargas. Si consideramos que los electrones
regresan de una manera suave a su posicion de equilibrio cuando dejamos de aplicar el
campo FE, podemos modelar su comportamiento por la siguiente ecuacion diferencial:

ms + fs = —ek,

donde f es la fuerza restituyente. Esta ecuacion puede reescribirse como:
.. e
§tuwls=——F,
m

donde w2 = L. Escribiendo esta ecuaciéon en términos de la polarizacion P obtenemos
0 m
que

0? ) Ne?
Recordando las ecuaciones de Maxwell, ecuaciones (3) y (5) y considerando que el
dieléctrico no tiene cargas ni corrientes libres podemos llegar a
L B+ P) = VE (25)
2 Ot? B '
Podemos eliminar a P en la ecuacion (25) utilizando la ecuacion (24) de modo que
obtenemos
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1 /02 02 Ne? 9
? (ﬁ + WS) (@E — V2E> + W@E =0. (26)

Tomando en cuenta que estamos trabajando con ondas planas, consideremos una onda

plana dada por E, = Ae'k2=wt Al sustituir esta expresién en ecuacion (26) tenemos
que
Ne?c?
(—w? 4+ wj) (—w* + 2K?) — w? = 0.
m

Al despejar a k& obtenemos

w? Ne?
R (14— 2% ),
( +m<w3—w2>)

A partir de esta expresion podemos calcular el cuadrado del indice de refraccion que es

2 Ne? A
n2(w):26—:1+2—€:1+

(+"/#2) m(wp — w?)
donde A = Ne?/m. La ecuacion (27) es analoga a la ecuacion (11) de la seccion 17 de
[38]. Con esta expresion, podemos hacer una estimacion de la energia radiada utilizando
la ecuacion (22). Al sustituir la ecuacion (27) en (22), obtenemos la siguiente expresion

aproximada para la pérdida de energia por unidad de longitud para un electron rapido

(6 ~1):

(27)

)
Wi — w?

€  ¢Puwp

= (6—1)1n<€f1), (28)

donde € = n? (0) = 1 + 4/u2 es la constante dieléctrica del medio.
En un medio tipico wy = 6.10's7!, entonces d€ /dl es del orden de varios keV por cm,
o sea ~ 0.1% de la pérdida de energia por ionizacién para varias particulas relativistas.
Con frecuencia es mas 1util expresar la intensidad de la radiacion en términos del
namero de fotones. A partir de la ecuacion (22) es facil deducir que el niimero de fotones
emitidos por un electrén dentro de una intervalo espectral definido por las longitudes
de onda Ay y Ay es igual a

1 1 1
N=2ral [ ———)(1-
i <A2 )\1)( 52712)7

o puesto que 1/6n = cosf (dngulo de emision de Cherenkov) entonces

1 1
N =2ral [ — — — | sen?d,
Az A
donde « es la constante de estructura fina e*fic = 1/137 y n es el indice de refraccion del
medio. La distribucién espectral de la radiacién puede expresarse de varias maneras.

Dado que la intensidad de la luz de frecuencia v = (w/27) puede escribirse como
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& = N-hv donde h es la constante de Planck, podemos escribir la distribuciéon espectral
de cualquiera de las siguientes cuatro formas:

B8 (energia por unidad de trayecto y por
(dl dw) unidad de intervalo de frecuencia)

&2€ (energia por unidad de trayecto y por
(m> intervalo de longitud de onda)

2N (niaremo de fotones por unidad de trayecto
<m> y por unidad de intervalo de frecuencias)

2N (namero de fotones por unidad de trayecto
(m> y por intervalo de longitud de onda)

2.2.2 Campo de radiacién en las cercanias del frente de onda

El campo, que es estacionario respecto al electron, es discontinuo y esta limitado por
el cono

z =t — p\/f?n? —1,

para el cual el vértice p = 0y z = vt, coincide con la posicion instantanea del electron.
Este cono no es el cono Cerenkov normal sino el complementario que coincide con el
frente de onda.

Inmediatamente fuera de este cono el campo es cero. Si consideramos que el indice
de refraccion es constante, entonces en la superficie del cono los vectores A, 'y H son
infinitos y disminuyen gradualmente a medida que nos movemos hacia el interior del
cono. Dentro del cono la magnitud de los campos esta dada por las siguientes relaciones
simples

Hy = —QBp/ R’
Ey = —Qp/n*R’
E, =+4Q (vt — z) /n*R? (29)

donde

R=/(z = vt = g2 (822 — 1)
Q=2 (52712 — 1) (30)

En presencia de dispersion, los campos no son infinitos y las expresiones correspon-
dientes a la ecuacion (29) y (30) son mucho mas complejas y dependen de w y de la ley
de dispersion (dn/dw) para el medio.
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2.2.3 Duracién del destello luminoso

Puesto que en un medio no dispersivo todas las frecuencias se suman en el mismo
cono, la duraciéon del impulso de luz en cualquier punto al que llegue la radiacién sera
infinitamente corto. Sin embargo, si el medio es dispersivo, el dngulo de Cherenkov 6
es diferente para diferentes longitudes de onda y los trenes de ondas se separaran entre
si. La duracion At del impulso luminoso observado a lo largo de una linea paralela al
eje de la particula, a una distancia p a partir de este eje es

P 212 212
At:E{\/ﬁn (w2) =1 = /B2 () — 1} (31)
= é (tan92 — tan@l)

donde w; y ws son los limites de frecuencia del receptor de luz y 6, y 6, los correspon-
dientes angulos de Cherenkov.

Por ejemplo, supongamos que consideramos la observacién del flash de luz a una
distancia de 10 cm al lado de la trayectoria de un electréon rapido que viaja a través
de agua (8 = 1, n = 1.33 y 0 = 41°). A partir de (31), tomando por ejemplo el
intervalo de longitudes de onda entre,;, = 4000 A YV Amax = 6000 A encontramos que
At =5 x 10712,

2.3 Modificacién de algunas de las suposiciones de Frank y
Tamm

En la practica, las suposiciones de Frank y Tamm son poco realistas, y nuevos e in-
teresantes efectos pueden aparecer si permitimos que algunas de estas suposiciones se
relajen. A continuacion veremos algunas modificaciones en el caso de que tomemos en
cuenta un cambio en las condiciones movimiento y ahora sea el liquido el que esté en
movimiento, una expresion para el frenado de la particula y algunas de las consecuencias
de tomar en cuenta efectos cuénticos.

2.3.1 Efectos por cambio de sistema de referencia

Hasta este momento hemos trabajado sobre la base de pensar que el electron se mueve
a través de un medio dieléctrico y un observador mide los efectos producidos en un
sistema de referencia inercial. En el caso de que el observador y el electron estuvieran
quietos dentro de su sistema inercial y fuera el medio dieléctrico fuera un liquido en
movimiento, aparecerian ciertos efectos interesantes. Este problema fue investigado en
1956 por Nag y Sayied en [40].

Dado que el campo eléctrico en el sistema de reposo del electron es estacionario,
se deduce que la intensidad magnética H desaparecera. Sin embargo, la induccién
magnética B es distinta de cero siempre que n # 1. Este campo magnético es causado
por las variaciones de la polarizacion del medio a medida que se mueve a través del
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campo eléctrico no homogéneo que rodea al electron (estacionario). Como podemos
ver, la influencia del campo de polarizacion siempre resulta ser critica. La presencia del
vector B, y la influencia del movimiento del medio dispersivo en el campo del electron,
son responsables de la radiaciéon que se observaria en un sistema que se mueve con
respecto al medio y estacionario con respecto de la particula.

Nag y Sayied asumieron que su medio tenia propiedades tanto magnéticas como
dieléctricas, y por ello sus resultados son més generales que los de Frank y Tamm. El
rendimiento de la radiacion en la formacion de Nag y Sayied esta dado por

a& ¢
Ez;/u(l— )wdw

Bn>1
La asimetria de € y p en esta ecuaciéon proviene de la asimetria entre D y B en las
ecuaciones de divergencia (2) y (4), derivadas a su vez de la inexistencia de monopolos
magnéticos libres.

1
eu?

2.3.2 Frenado de la particula

Volviendo al caso de la radiacion de Cherenkov normal, podemos preguntarnos cuan
estricta es la condicion, asumida durante el tratamiento de Frank y Tamm, de que la
velocidad de la particula es constante. A medida que la particula atraviesa el medio,
perdera energia por ionizacion y bremsstrahlung, y su direccion de movimiento también
se verd afectada por estos procesos y por difusion de Coulomb no radiativa. A medida
que la particula se ralentiza, el valor de [ cambiarda y, por lo tanto, el angulo de
Cherenkov 6. Para que la coherencia se mantenga es necesario que la desaceleracion
de la particula no sea demasiado rapida. La condicién que hay que satisfacer puede
escribirse como

T- (%) < (e/n),

donde T es el periodo de la la radiacién que estemos considerando y (dv/dt) es la
desaceleracion del electron. Esta condiciéon en la practica se satisface facilmente en
la region visible, incluso para la fuente dominante de pérdida de energia, a saber,
ionizacion, que es (d€/dl) ~2MeV -g=!.cm™ .

2.3.3 Modificaciones cuanticas del efecto Cherenkov

Hasta ahora hemos presentado la teoria clasica de la radiacion de Cherenkov y hemos
despreciado muchos efectos microscopicos que tienen relevancia a ciertas escalas. En
particular, hemos ignorado los efectos debidos a la reacciéon de la radiacion emitida sobre
el movimiento de la particula. Cuando se tienen en cuenta estos efectos, las expresiones
para la condiciéon de radiacién y la produccion de energia tienen formas que difieren
ligeramente de las obtenidas en la teoria original. Ginzburg hizo un tratamiento de los
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efectos cuanticos en 1940 [41]|. La discucion a continuacion esté basada en un articulo
de R. T. Cox aparecido en 1944 [42].

Es posible llegar a la condiciéon de radiacion utilizando la conservacion del momento
y de la energia. Siguiendo a Cox, supongamos que una particula cargada de masa en
reposo m esta viajando a través del medio a una velocidad w constante. Supongamos
que en algin momento de su trayectoria emite un foton de energia hv en un angulo
0 respecto a la direccion original de la particula. Entonces la particula experimentara
una pérdida instantdnea de energia y ahora viajara con una nueva velocidad v en algtin
angulo ¢ respecto a su direccion original. La conservacion del momento nos dice que

1 1
2\ —2 h 2\ 732
mu (1 — Z—z) cosg + XCOSQ = mu (1 — QCL—2> ,

D=

v\~ h
mu (1 — §> seng — Xsen@ = 0.

Por otra parte, la conservacion de la energia nos dice que

u? 3 v? —2
me? (1 — —2> = mc? (1 — —2> + hv.
c c

Eliminando ¢ y v y escribiendo v = ¢/n)\, donde n es el indice de refraccion del
medio, obtenemos:

nu c2 2mun?\’

1
2\ 3 2_1
cosﬁzi—i-h(l—u—) v

que podemos reescribir como

2
cosf = Bin + (%) (nz_an) ; (32)

donde A es la longitud de onda de Broglie de la particula

A:h\/l—ﬁzz \/I—BQAO’

mu 16

y Ao es la longitud de onda Compton, \g = 0.024 jl

El segundo término en la ecuacion (32) por el cual la emision cuéntica difiere de la
de la radiacién clasica es extremadamente pequeno.

Con la condicion cuantica para la radiacion, ecuacion (32), Ginzburg usé la ecuacion
de Schrodinger para obtener la siguiente expresion para la radiaciéon emitida por una
carga ¢ sin momento magnético|41|:
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A& ¢ 1 nt [ hw\? hiw
T e {LMHZ(@) )| et 9

Estrictamente hablando, la expresion (33) solo es valida en el caso no relativista.
Dado que fn > 1 debemos asumir que n es grande. Hay que notar que la ecuacion 33
difiere de la expresion clasica sélo por la presencia de dos términos pequenos de orden
superior. Es interesante notar que mientras la expresion clasica para (d€/dl) diverge
para un medio dispersivo, la ecuacion (33) no lo hace.

Como podemos ver, el campo de la radiaciéon de Cherenkov se puede extender
en muchas direcciones, pero el tratamiento que adoptemos influencia fuertemente la
metodologia que podemos utilizar. En la siguiente seccion trataremos el problema de la
radiacion de transicion, y veremos el enfoque clasico con el que esta se ha comprendido
y un enfoque alternativo que nos lleva a los mismos resultados.
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3 Radiacion de transicion

Si una carga se mueve con velocidad constante dentro de un medio material con
propiedades electromagnéticas constantes tanto en el espacio como en el tiempo la
radiacion de Cherenkov es la tnica forma de radiacién que se genera. Pero si el medio
no es homogéneo, o sus propiedades varian con el tiempo, entonces la situaciéon cam-
bia por completo y en este caso se puede presenta una nueva forma de radiacion: la
radiacion de transicion [43].

En la situacion real la radiacion de transicion coexiste con la radiacion de Cherenkov
y también con otros tipos de radiacion debidas al paso de particulas cargadas, como
la radiacion de bremsstrahlung o la radiacion de sincrotrén. Sin embargo la radiacion
de transicion se diferencia claramente de cualquier otra forma de radiaciéon, ya que a
diferencia de la radiacion de bremsstrahlung y la radiacion de sincrotron, la radiacion
de transicion ocurre bajo la condicion de que la particula se mueva en todo momento a
velocidad constante, en lo cual es andloga a la radiacién de Cherenkov, pero a diferencia
de esta tltima la radiacion se da para cualquier velocidad.

El caso mas sencillo en el que podemos observar la generacion de radiacion de
transicion es cuando una particula cargada cruza la frontera entre dos medios con
propiedades eléctricas distintas, pudiendo ser uno de los medios el vacio. En este caso
el origen de la radiacion es sencillo de explicar: mientras la particula viaja en el primer
medio, el campo electromagnético total tiene dos componentes: i) el propio campo
electromagnético de la particula en el primer medio ii) méas el campo de la particula
imagen que se forma en el otro medio. En el momento en el que la particula cruza
la frontera entre los dos medios ella y su imagen se aniquilan parcial o totalmente
dependiendo de la situacion concreta y al pasar al siguiente medio se crea una nueva
particula imagen que ahora esta en el segundo medio y que es distinta de la primera
imagen. En este proceso de aniquilaciéon y reconsstruccion es cuando la radiaciéon se
emite. La radiacién de transicion es un fenémeno asimétrico, ya que la intensidad de
la radiacion difiere dependiendo de cual sea el medio de origen y cual sea el medio en
que incide la particula.

La radiaciéon de transicion fue propuesta tedricamente en 1946 por I. Frank y V. L.
Ginzburg [44] en un articulo publicado en ruso, y poco después en un breve resumen
en inglés. En este articulo los autores consideraban que la particula viajaba desde el
vacio hacia un conductor perfecto (medio metélico). En este caso, el material se puede
considerar como un espejo perfecto al crear la particula imagen y la radiaciéon emitida
es igual a la radiacién que tendriamos si una carga q y otra —g viajaran y frenaran
abruptamente en un mismo punto [45].

En los afnios en que se propuso la existencia de la radiacién de transicion, no existian
detectores suficientemente precisos ni fuentes de particulas aceleradas suficientemente
poderosas para comprobar la existencia de este proceso [46]. Para finales de la década de
1950 se hicieron los primeros esfuerzos para detectar esta radiacion. La caracteristica
crucial en la que se basaron estos experimentos era que la radiacién debia tener un
estado de polarizacién muy preciso segin lo habian predicho Ginzburg y Frank, y como

33



lo remarcaron en otros trabajos [44, 46, 47]. La primer confirmacion experimental del
fenomeno fue hecha por Goldsmith y Jelley en 1959 [48], y a partir de esta comprobacion
la cantidad de articulos referentes al tema se incrementé exponencialmente, sobre todo
en relacion a la creacion, comprension y mejoramiento de detectores de particulas. Hoy
en dia la radiaciéon de transicion es un topico ampliamiente estudiado y los detectores
basados en este principio se encuentran en una gran cantidad de aceleradores [49, 50,
51, 53]. A pesar de esto, no debemos dejar de lado el hecho de que la radiacion de
transicion es un fendmeno ubicuo y su importancia tedrica en areas como la astrofisica
estd fuera de toda duda [54, 55].

Figura 6. Representacién esquematica de la radiacién de transicién y del establecimiento de la carga

imagen cuando una particula cargada incide en una superficie metalica

La radiacion de transicion ha sido estudiada en una gran variedad de medios, y
en las ultimas décadas, con el surgimiento de nuevos materiales con estructuras tinicas
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como los cristales liquidos, el estudio de este efecto en medios periddicos ha adquirido
gran relevancia [56].

En la siguiente secciéon desarrollaremos una formulacion para la radiacion de tran-
sicion conocida como el método de imégenes, de modo que podamos comprender sus
caracteristicas més relevantes. En la seccion subsiguiente presentaremos un método
nuevo propuesto por de Durand y Jackson que toma en cuenta ciertas restricciones
y que es mas sencillo que el método de imégenes y nos da mayor intuiciéon sobre la
situacion fisica. Este nuevo método serd la base para realizar nuestro anélisis de la
radiaciéon de transicion y la radiacion de Cherenkov que ocurre en un cristal liquido
colestérico.

3.1 Teoria de las imagenes para la radiacién de transicién

La siguiente discusion del método de imagenes para la radiacion de transicion esta
basada en las referencias [45, 57, 58, 59]. En lo que sigue supondremos que tenemos dos
medios distintos con una frontera plana entre ellos y que una particula viaja perpendic-
ularmente a esta frontera (figura 6). Los dos medios son isotropicos y con constantes
de eléctricas €, y €. Las ecuaciones de Maxwell que tomaremos en cuenta son las
ecuaciones para los rotacionales de los campo, o sea

10D A4x
H=-2"1"} 34
VX c Ot + c (34)

10B

E=_ -2
V X T (35)

donde la densidad de corriente de la particula es

J=qvi(r—vt)=qvd(z)d(y)o(z—vt). (36)

Al igual que en el caso de la radiacion de Cherenkov, es conveniente trabajar en
una representacion transformada. En este caso trabajaremos con las transformada de
Fourier de todos los campos para llagar al espacio de frecuencias y también transfor-
maremos al vector r , que es el vector perpendicular a la trayectoria de la particula,
para llegar a la representacion en el espacio de k, el cual es un vector con las com-
ponentes K, y k,, mientras que en la coordenada z no haremos transformacién, como
indicamos a continuacion:

J(r,t) = //J,Wexp (ik -1y — iwt) d*kdw,
E(r,t)= //E,Wexp (ir - r) — iwt) d*kdw,

H(r,t) = //H&wexp (ik - r) — iwt) d*kdw. (37)
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En el caso de la densidad de corriente, a partir de la ecuacion (36) podemos encontrar
que

jn,w = . (38)

Resulta conveniente diferenciar a las componentes del vector de campo eléctrico E en
su compontente paralela a la velocidad de la particula £ y su componente perpendicular
a esta,F5| . Por definicion podemos escribir que

E-v
E = _— (39)
(E-v)v

v

El vector E | tiene dos componentes: F, y F,. Para simplificar la discusion, a partir
de aqui omitiremos los subindices k y w, ya que sélo trabajaremos con las cantidades
transformadas. Al proyectar las ecuaciones (34) y (35) en la direccion de la velocidad
v de la particula y transformar obtenemos las siguientes ecuaciones

E, =E— (40)

4
koHy — Ky H, = ——eE — 2] , (41)
c
c OFE,
2 — T 42
Y w (H 0z > (42)
c .0LE,
H,=— F+i— 43
w ( = 0z ) (43)
y combinando el valor de H, y H, en las ecuaciones (42) y (43) obtenemos que
2 .
2 w . 0 4 iwz/v
e VE+iZ=(k-E,) = 44
(/{ c? E) * e (k-EL) c? (27?)3(1e 7 (44)
donde % = K2 + mz. Ahora proyectaremos las ecuaciones de Maxwell, ecuacion (34)

y (35), en la direccion perpendicular a la velocidad v, y al combinarlas, eliminar H y
tomar la transformacion obtenemos que

0*  w? ,OF
(ﬁ + ge) (k-Ep) =ix” 5 (45)

2 2 2
Al actuar con el operador % + “3¢€ en ambos lados de la ecuacion (44) y usando la
ecuacion (45) podemos eliminar x - F/| para tener una sola ecuacioén para E

2 2 A 9 .
8822 (EE) + € (w_26 _ ,{2) E = _M (E _ C_) elwz/v (46)

c e (2m)?
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Para llegar a estas ecuaciones hemos tomado en cuenta el hecho de que dentro
de cada medio la constante de permitividad € es independiente de z, sin embargo al
llegar a la frontera, la permitividad tiene una discontinuidad, de modo que tenemos
que resolver la ecuacion (46) en cada uno de los medios y después ajustarlos para que
cumplan con las condiciones de frontera, que son las condiciones usuales, o sea, las
componentes normales del vector de induccién magnética y la componente tangencial
del campo eléctrico debe ser iguales en la frontera:

€1F1|.—0 = €2F5] -0, (47)

(k- EL) :=0 = (k- EL), [:=o. (48)

Consideremos la solucion de la ecuacion (46) en uno de los dos medios. Esta solucion
debe ser la suma del campo de la carga g dentro del medio, o sea

trig(1-5) /
q _ - elwz U, 49
w(27r)3 (e—g—z—%) (49)

y por otra parte el campo de radiacion
W k2c2\ 72
+i—z | e — 5
c w

donde a es una constante de amplitud a determinar. Las componentes del campo E
paralelas a la velocidad v de la carga cumplen que E = E® + E9. El signo positivo en
ecuacion (50) corresponde a una propagacion en la direccion z > 0, y el signo negativo
corresponde a una propagacion en la direccion z < 0. El campo ET en la zona de
radiacion es el campo de la radiacion de transicion. Como este campo se debe propagar
hacia fuera de la frontera, en el medio 2 debemos tomar el signo positivo de la ecuacion
(50) y en el medio 1 debemos tomar el signo negativo de la ecuacion (50). De todas
maneras debemos tener en cuenta que el campo descrito por la ecuacion (50) se convierte
en un campo de radiacién solamente si

4mi
ER = ¢ 3@ exp

TR o0

2.2
K°c
€ > — (51)
w
. 2.2 ., .
De otra manera, si € < “5- entonces el campo en ecuacion (50) decae exponencial-

mente al alejarse de la frontera. Por esto, tanto para el signo positivo como negativo

tenemos satisfacer que:
K22\ 7 L w (KA 2 (52)
€— — =1— | —— —¢€
w? lw] \ w?
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Para poder hacer uso de las condiciones de frontera en las ecuaciones (47) y (48)
debemos conocer las componentes tangenciales del campo eléctrico. Las podemos en-
contrar facilmente a partir de (45) para el campo de la carga (superindice ¢) y para el
campo de radiacion (superindice R)

K22 E1
(k- E)! = ———0r (53)
ww (€= )
w 202 1/2
(k-E )" = :FEER <e - 7) (54)

Ahora podemos ocupar las condiciones de frontera (47) y (48) para obtener las
ecuaciones que determinen las amplitudes a; y as, que provienen de la expresion general
(50) donde tenemos una amplitud a indeterminada, de modo que a; es una constante
proporcional a la amplitud del campo en el medio 1 y as proporcional al campo en el
medio 2, de modo que obtenemos las siguientes ecuaciones:

K2c? Jw? K2c? Jw? (55)
—€ay = — €0
e — 2/ — k22w e — vt — k2 Jw?
K22 w? ay Kk2c2\ V2
+ e -
vep (€ — 2 Jv? — K22 Jw?) ¢ ( w? )
k2% Jw? a A
- 2 é 227, — |- 2 (56)
vey (69 — /02 — K22 /w?) ¢ w

Se puede obtener informacién de estas ecuaciones atn sin resolverlas. En particular
en el caso de la radiacion producida por particulas ultrarelativistas, 6 sea cuando su en-
ergfa total es grande comparada con su energia en reposo, & /Mc* = (1 — 1’2/(:2)_1/2 > 1,
la ecuacion (55) nos indica que hay una cantidad de radiacion emitida muy considerable
cuando los campos de la particula difieren significativamente en los dos medios, o en
otras palabras, si los factores —e + ¢?/v? + k?c?/w? tienen valores significativamente
diferentes en los dos medios. Ahora consideremos el intervalo de altas frecuencias, en
el cual podemos aplicar la formula del plasma para la permitividad,

UJ2

€= 1—w—§, (57)
donde
, A4rNe?
w, = ,
m

donde N es la densidad de electrones libres en el medio y m la masa del electron, que
es valida para cualquier medio. En este caso tenemos que
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2 2.2 2 2\ 2 2.2
5  C K“c wy Mec K*C
—+ = |+ —~-—=+ + 58
( 712> w2 w? ( & w? (58)
Cuando w > w, o sea para € & 1 y k?c?/w? ~ 6? < 1, donde 0 es el dngulo entre
k, el vector de onda de la radiaciéon emitida, y v, la velocidad de la particula, todos los
términos de la ecuacion (58) tienen el mismo orden de magnitud si
wp& 9 Mc?
Mc?’ &
por lo tanto consideraremos mayormente la radiacién de alta frecuencia emitida en la
direccion delantera, asumiendo que las condiciones en (59) se cumplen. En este caso,
las ecuaciones (55) y (56) adoptan la forma

(59)

w v

92 92

+ — + as, 60

1 (wnJw)2 + (M2/ER T Pt () + (MEjEE (60)
02 02

ay 2 + as, (61)

02+ (W /w0) + (MZ/EY ' 0+ (wpfw) + (M2 &)

donde wy; ¥ wye son las frecuencias de plasma en el medio 1 y 2, respectivamente. Las
ecuaciones (60) y (61) nos muestran que a; = 0, o sea, no hay radiacion emitida hacia
atras, y la radiacion dirigida hacia delante tiene una amplitud

0 (w2 — wi1)

T W 02+ (wpw)? + (M) EV] [02 + (wp Jw) + (Mc2/E)]

a9 (62)
Podemos adelantar que la intensidad de la radiacién serd proporcional a ]a2|2. La
desaparicion de la radiacion dirigida hacia atrés es consecuencia de las condiciones (59)
que determina la aproximacion que hemos utilizado. En realidad, esto s6lo es una
aproximacién, como veremos a continuacion. En el caso general tampoco es tan dificil
encontrar las amplitudes a; y ag a partir de (55) y (56). En este caso obtenemos que

v? K2c? v K2c2\ V2
X (1—§€2+7) 1—2(61—7)
-1
22 1/2 22 1/2
X [61 (62 — 7) + €9 (61 — 7) s (63)
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-1
2c2 1/2 K2c2 1/2
X [61 (62 — 7) + €9 (61 — 7) . (64)

Bajo la condicion (59), la ecuacion (63) se convierte en (62) mientras que para la
radiacion hacia atras tenemos que

ay ~ 92 (62 — 61)
4[62 + (wpi /w)? + (M2 /&)
0% (w1 — wpa)

T 4w [07 + (wpw) + (M2

(65)

con lo que vemos que la radiaciéon realmente no desaparece. Para una particula no
relativista, o sea v < ¢, los pardmetros de la radiacion emitida hacia el medio 1 y
hacia el medio 2 son aproximadamente iguales (siempre y cuando las magnitudes de las
permitividades €; y €, sean parecidas).

Ahora que conocemos los campos radiados, calculemos la energia y expresémosla en
términos de las amplitudes a; y as. En este caso no serd necesario calcular el vector
de Poynting, sino que bastara calcular la energia del campo de radiacion E® para un
tiempo ¢t — oo, cuando el campo de radiacién y el campo de la carga se encuentran
separados.

Por simplicidad, ignoraremos dispersiones en la ecuacion para la energia y tomare-
mos en cuenta el hecho de que en la onda plana, ecuacion (50), la energia eléctrica es
igual a la energia magnética. De este modo la energia emitida sera

Wi = %//62 [(Ef (r,t))2 + (B (r,t))Q} d’r dz, (66)

donde hemos considerado solamente el campo en el medio 2.

Dado que estamos interesados en la energia total emitida en el medio 2, debemos
asumir que el campo de radiacion esta alejado a alguna distancia de la frontera y que
forma un paquete de ondas que esta enteramente contenido dentro del medio 2. De este
modo podemos integrar sobre z desde —oo a oo sin tomar en cuenta las fronteras y las
zonas amortiguadas. De acuerdo a la ecuacion (51) tenemos que

2 2.2
B] = (e - ) 12 (67)
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donde hemos tomado en cuenta la colinealidad de los vectores F, y « debido a la
simetria axial del problema.

Ahora sustituyamos las expansiones de la ecuacion (37) en la ecuacion (66), tomemos
en cuenta la expresion (67) e integremos sobre las coordenadas z, r |, w’ y &', haciendo
uso de la definicion y de las propiedades de la delta de Dirac

i i
5($):%/e dw:% e “dw, (68)

[t @ -yar- h&f] | (69)
del 1 f(z)=y

Procediendo de este modo el resultado es

2.2

2 %4 g2 12
r_q dk K°c 9
WQ = E / ?dWEQ (62 — 7) ’CLQ’ . (70)
0

Es conveniente considerar el angulo 6, entre k y v, para el que tenemos sen?d =
k2c? Jw?ey. De este modo, usando la ecuacion (63) obtenemos para la radiacion hacia
adelante

oo 7r/2
Wy :/ dw / 2msenfydfo W (w, 05) (71)
0 0
y calculando explicitamente
R 0% 2 2 v’ 29 \ Y2 ’
W2 (Cd, 82) = WEQ COS 028611 82 ’62 - €1| 1— EGQ — E (61 — €25€n 92)

X
c2

2
(1 — U—EQCOS292> [1 _Y (61 — 628611292)1/2}
c

-2

X {61c0592 + [62 (61 — egsen292)1/1 } (72)

Podemos encontrar la energia para la radiacion emitida hacia atras usando un pro-
cedimiento similar:

0o 7r/2
Wi :/ dw / 2msendy do, W (w, 0;) . (73)
0 0

Aqui 60 es el dngulo entre k y —v, y
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R PV o 2 2 v’ 29 \Y/2
W2 (w, 61) = WGQ COS 91sen 61 ’62 - €1| 1-— §€2 — E (61 — €9S€IN 01)
2
X (]_ — U—QEQCOS281> |:1 — E (61 - €2S€H291)1/2i|
C C
29\ 2] |72
X {elc0591 + [62 (€1 — easen’6; ) } H . (74)

Para particulas ultrarelativistas podemos encontrar el resultado para la radiacion
en la direccion hacia delante no solamente a partir de la ecuacion (72) sino también
directamente de la ecuacion (62):

(2 ()
(2 ()|

Si una particula pasa hacia el medio con €, proveniente del vacio (¢; = 1) entonces
la ecuacion (74) nos da

'
Wyt (w) = — / 0°db?
0

+ (75)

2.2 )
Wi (w,0) = %SGHQQCOSQQ (e—1) [1 _ 2_2 + g (e _ SenQ(g)l/Q} ‘
2 -2
X (1 — %COSQQ) [1 + % (6 — sen29) 1/2} [ECOSG + (6 — sen29) 1/2} ‘ . (76)

donde hemos omitido el subindice 1 en ;. Este resultado es precisamente el obtenido en
[166]. Podemos encontrar la energia de radiaciéon de una particula que viaja del medio
hacia el vacio reemplazando v por —v. Obtenemos el mismo resultado si ponemos
€1 =€y €2 = 1 en ecuacion (72).

Para la radiacion emitida hacia atras por una particula ultrarelativista en el intervalo
de angulos marcados por la ecuacion (59) obtenemos la siguiente formula

2 2

7
m2e

92
02+ (Mc2/ &))"
La densidad espectral de la radiacion emitida hacia atras exhibe un pico muy agudo
en 0 ~ Mc?/&. Los angulos 6 ~ 1 también hacen una contribucion a la intensidad

cuando se integra sobre todos los &ngulos. Esto lo podemos ver a partir de la divergencia
logaritmica de la integral [° W] (w,0)d6* para valores grandes de 0°. Para valores

€2 —1
2 41

Wi (w,0) = (77)
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donde In(&/Mc*) > 1 podemos ignorar la contribuciéon de los angulos mayores y
obtenemos

emax ~1

2
WlR(w)z/ 7d0*WE (w,0) ~ 2L

e

(78)

e 1) &
€2 + 1‘ lnMCQ'

0

Para la dependencia en la frecuencia el procedimiento es similar. A frecuencias altas
podemos usar la formula de plasma para la ecuacion (78), lo que nos da W} (w) ~ w™
o sea, las frecuencias menores tienen la mayor contribucién. Por lo tanto, no podemos
utilizar la férmula de plasma para un medio isotréopico arbitrario.

Como ya hemos notado, una particula ultrarelativista emite la mayoria de su ra-
diacion en la direccion delantera paralela a su velocidad. En este caso la ecuacion (75)
muestra que no solamente la distribucion angular de la radiacion se elonga en la di-
reccion del movimiento de la particula sino que también la mayor parte de la energia
se emite en unos angulos del orden § ~ Mc?/&. La aproximacion de plasma para la
permitividad prueba ser aplicable para cualquier medio al calcular la intensidad de la
radiacion integrada sobre los dngulos, dado que la mayor parte de la energia de radiacion
corresponde a frecuencias altas. Para finalizar, consideremos dos casos concernientes
a la concentracion de electrones libres en los medios: primero, cuando la diferencia
en la concentracion de electrones (N = |N; — N;|) en la frontera de los dos medios es
pequenia, AN/N < 1, la integracion sobre la coordenada angular nos da

2 2,4

WE (W) = L (A—N) “p L (79)
6mc \ N w [wg/w2+(M02/é")}

La densidad espectral de la radiaciéon se mantiene constante hasta la frecuencia

w & wy& [Mc? y luego decrece como w*. Esto nos indica que la frecuencia caracteristica

es significativamente mayor que la frecuencia de plasma (para &/Mc*> > 1), y por lo
tanto la aproximacién de plasma es aplicable. La energia total radiada est4 dada por

o0 9 9
WQRI/Wf(w)dw:q“” ‘ <AN) . (80)
0

24¢ Mc2 \ N

Una comparacion de la energia de radiacion emitida hacia adelante y de la energia
de radiacion emitida hacia atras confirma que la radiacion emitida hacia adelante es la
radiacion dominante. El segundo caso, cuando la concentracién de particulas varia de
manera muy marcada al cruzar la frontera (AN/N = 1), tenemos que

— 1} . (81)

22 [ |1 w? M2\ w2 [ &\
-2 {15 () e[+ )
2 () Wc{[2+w§<£ * w Mc?
Para frecuencias pequenias w < w,&/Mc? la densidad espectral de radiacion no es

constante sino que exhibe una dependencia logaritmica en la frecuencia de la radiacién
y la energia de la particula:

In
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2q> w,& &

Para frecuencias altas, w > w,&/Mc* | de modo que sigue decreciendo como w™*:

2 4 4
¢¢ w & &
W' () = o (Mc2> (“ >>pr(:2) ' (83)

La energia de la radiacién integrada sobre la frecuencia esta dado por

2 &

WE = / W (W) dw = L (84)

w—
3¢ P M2’

la cual se incrementa linealmente con la energia de la particula.

En todo el tratamiento anterior hemos desarrollado el método de imégenes y nos
hemos restringido sobre todo a los casos en los que la aproximacion de plasma para
el valor de la permitividad del medio es valida. Esta aproximacion es de interés para
muchas situaciones practicas. Otros autores han utilizado otros enfoques, en partic-
ular Bolotovskii y Serov han desarrollado un método para calcular la radiaciéon sin
hacer una transformacion de Fourier en la variable del tiempo [60]. Otros trabajos han
criticado algunos de los resultados puntuales del formalismo del método de imagenes,
senalando que con otras formulaciones se obtienen valores distintos para algunos an-
gulos de emision [61, 62|, mientras otros han puesto de relieve que la implementacion
computacional del método de imégenes tiene dificultades para algunas geometrias [63].
A continuacion desarrollaremos una teoria alternativa para explicar el fen6meno de
radiacion de transicion.

3.2 Teoria del campo de polarizacién variable para la radiacién
de transicion

3.2.1 Caracteristicas generales: cono de emisién, longitud de formacién y
volumen de coherencia

Como ya hemos mencionado, Durand [54] y Jackson [64] han desarrollado una nueva
teoria para explicar la radiaciéon de transicion. Esta nueva teoria esta basada en el
campo de polarizacién producido por la particula al pasar de un medio dieléctrico al
siguente, y nos permite conocer el mecanismo fisico que esta detras tanto de la radiacion
de transiciéon como de la radiacion de Cherenkov y por ello lo desarrollaremos con alguna
amplitud. Consideraremos la misma geometria que en el caso anterior con una particula
relativista con velocidad v que incide de manera normal a la frontera plana entre los
dos medios, y nuevamente identificaremos a la velocidad de la particula con el eje z.
Consideraremos que la particula proviene del vacio e ingresa en un medio caracterizado
por un indice de refraccion n (w).
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Como hemos adelantado en este caso la particula cargada induce un campo de pola-
rizacion P (x/,t) dependiente del tiempo en el medio. La polarizacion emite radiacion,
y la radiacion proveniente de distintos puntos dentro del medio se combina coherente-
mente en los alrededores de la trayectoria de la particula para generar la radiacion de
transicion.

Para empezar, queremos adquirir una vision general de los mecanismos detras de
la radiacion de transicion. La distribucion angular y la existencia de una longitud de
formacion D dentro del dieléctrico, donde el fen6meno tiene lugar, son una consecuencia
directa del requerimiento de coherencia para que tengamos una radiacién apreciable a
gran distancia. El campo de excitacion de la particula estd dado por

B o= qyvt :
2\ %2’
(P +72 (= —vt)")
qyvt
Ep = 3/27

(02 +12 (2 = vt)?)
donde v es el factor de Lorentz, v es la velocidad de la particula, ¢ la carga que tiene
esta particula y donde podemos ver que estamos trabajando en coordenadas cilindricas
(p, @, z). Enlafigura 7 se puede encontrar una representacion esquemética del fendmeno
y los angulos involucrados. La dependencia de estos campos en un punto x = (z, p, ¢)
en potencias inversas de [pz + 92 (2 — Ut)Q] implica que la componente de Fourier de
frecuencia w se movera en la direccion z con velocidad v y tendrd una amplitud pro-
porcional a e“?/?, ademas de que tendra una magnitud radial significativa solamente
a distancias del orden pp.x = yv/w. Por otra parte, la polarizacion dependiente del
tiempo t en él punto x genera una onda cuya forma en la zona de radiacién es

eikr
A— . e—ik(zcos@+psen0(:os¢>)7 (85)
r
donde 0 es el angulo de emision medido a partir de la direccién de desplazamiento de
la particula, k& = n(w)w/c y A es proporcional a la fuerza excitadora de la particula
incidente. Asumimos que la radiacion serd observada en el hemisferio delantero. Una
superposicion coherente proveniente de diferentes puntos dentro del medio ocurrira
siempre que el producto del campo excitador de la particula generadora no cambie su
fase significativamente en la regiéon considerada. Por lo tanto para saber si la radiaciéon
que observaremos serd significativa, basta con multiplicar la amplitud de la transfor-
mada de Fourier del campo (ei‘*’z/“) por el factor de fase en la ecuaciéon (85), de modo
que obtenemos
w1

i%n(w)cosfz ,—i¥n(w)psendcosp __ elf(ﬂ n(w)cos@)z

@y _jw
elvZaie e - e 1cn(w)psen0cos¢. (86)

En la direcciéon radial la coherencia se conservara solamente si la fase que involucra
a pen (86) es unitaria o menor en la region 0 < p < ppq donde el campo de excitacion
es apreciable, de modo que s6lo observaremos radiacion si
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Figura 7. Representacién esquematica de la radiacién de transicién. La particula viaja a velocidad
constante a lo largo del eje z y al ingresar a un medio dielectrico (caracterizado por €) desde el vacio

provoca un campo de polarizacién en el punto x.

“n (w) T send <1
c w

o bien, si consideramos que v > 1, podemos aproximar esta expresion escribiéndola
como

n(w)vy0 < 1. (87)

Dado lo anterior podemos afirmar que la distribucion angular esta confinada a un cono
de semiangulo # dirigido hacia adelante con v < 1, como en todos los procesos de
emision relativista.

El factor dependiente de z en la amplitud es

=
c

el :( —n(u.))cose)z7

|

donde S es el factor 5 de Lorentz. Por lo anterior podemos concluir que la profundidad
de penetracion d (w) hasta la cual la coherencia es mantenida esta dada por
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c \p

Podemos utilizar la aproximacion del plasma n (w) ~ 1 — (w2/w?) para frecuencias
por encima de la regién optica donde la radiacion de Cherenkov no ocurre, ! ~
1 + 1/2+? para una particula relativista, y cos ~ 1 de modo que tenemos

w (1 —n(w) cose) d(w) = 1.

A () ~ 2

88
v+ 1/71 ’ ( )
donde hemos introducido una frecuencia adimensional variable
w
v=—. (89)
YWp

Definimos la longitud de formacion D como el mayor valor de d(v) como funcion de v:

D=d1) =1 (90)
Wp

Para sustancias con densidades del orden de la unidad la frecuencia de plasma es
wp ~ 3 x 10%s7! lo que corresponde a una energia de fw, ~ 20eV. De este modo,
¢/w, ~ 107° e incluso para v = 10° la longitud de formacion D es solo de unos cuantos
micrometros. En aire y en condiciones normales de presion y temperatura este factor es
30 veces méas grande debido a la baja densidad. El volumen de coherencia adyacente a la
trayectoria de la particula y la superficie a partir de la cual una radiacién de transicion

de frecuencia w proviene es

3
c 1

V W)~ T 2 d W) ~ 27‘(’ PR - ,

@) ~ et ) ~ 200 (£) S

Este volumen decrece en tamano rapidamente para v > 1. Por lo tanto podemos esperar
que la ausencia de factores compensadores el espectro de la radiacion de transicion se

extenderd hasta v ~ 1 pero no mucho mas alla.

3.2.2 Calculo del campo de polarizaciéon

Hasta aqui hemos obtenido una vision general del mecanismo de la radiaciéon de tran-
sicibn. Bajo estas condiciones la radiaciéon esta confinada a angulos pequenos en la
direccion delantera (v0 < 1) y es producida por un campo de polarizacion variable en
un pequeno volumen adyacente a la trayectoria de la particula. Su espectro se extiende
hasta frecuencia del orden w ~ w,.

Ahora desarrollaremos explicitamente el mecanismo de radiaciéon mediante el campo
de polarizacion variable. Debemos enfatizar que este es un célculo que sélo es valido
bajo la condiciéon de que nos encontremos en frecuencias por encima de la frecuencia
de resonancia Optica. Para estas frecuencias el valor del indice de refraccion no se
encuentra lejos de ser unitario. El campo de la particula incidente en estas frecuencias
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no es significativamente diferente en el medio de como lo es en el vacio, esto significa
que podemos evaluar la componente de Fourier de la polarizacion inducida P (x',w)
mediante

donde E; es la transformada de Fourier del campo eléctrico de la particula en el vacio.
La propagacion de la onda radiada por la polarizaciéon se describe mediante el ntimero
de onda k = wn (w) /c apropiado para el medio. El campo de radiacion lejos de la
fuente cuasi-puntual P (x', w) d32’ es

B (o1)

ikr

dErad = ? (k X P) X kd3I,, (92)

donde k es el vector de onda en la direcciéon de observacion y R ~ r—k-x. Sustituyendo
la ecuaciéon (91) en la ecuacion (92) e integrando sobre el hemisferio z > 0 el campo
total radiado a la frecuencia w es

ikr -1 R ",
B, =" {&] 2 / (k « E) « ek By
r z'>0

47

Tomando en cuenta nuevamente la aproximacion de plasma para la permitividad elet-

rica, ecuacion (57)

w2

e(w)zl—w—g,

el campo radiado para w > w, se convierte en

ikr /)2 N .
Epaq =~ o ( p> / <k X E) x kel 3z, (93)
z'>0

r \4drc?

Tomando en cuenta que

21 ,

donde A (w) es la transformada de Fourier del potencial vectorial es posible mostrar
que

il . (wP)4 (95)

= —£ k x E;) x ke®*d32/
dwd) 3273 /Z>0 ( >

c
corresponde a la energia radiada por unidad de angulo sélido y por unidad de frecuencia.
Los campos excitadores E; estan dados por

2 .
B, (x,w) = \ﬁﬂ/x (%) ,
™ YU YU
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2
FE, (X, w) = _1\/7 qw 1wz/vK < p) ' (96)
T 20?2 ~

La integral en (95) se pueden evaluar de la siguiente manera. Primero notemos que
la dependencia de E; en z sélo es mediante el factor €#/?, y por ello podemos podemos
escribir

F= / [l; X Ez] x ke *{3y’
z>0
== //dx dy |:1A{ X Ez] X l;eikseneas / dz el (w/v—kcost)z
z=0
0

s ial(w/v—kcost)Z
— 1 ie' //dxdy elksen9
(— — kCOSG

El limite superior Z en la integraciéon sobre z es un instrumento formal para mostrar
que las contribuciones de diferentes valores de z se suman constructivamente y causan
que la amplitud crezca hasta que Z 2 D. Més alla de la profundidad D la rotacion de
la fase impide un mayor crecimiento. Para un medio realmente semi infinito (muestras
de materiales con un grosor grande comparado con D) podemos quitar la exponencial
oscilante en Z y obtener para una sola de las interfaces

S T
(% — kcos@) z=0

El campo eléctrico transversal a k se expresar en términos de las componentes E,
y E. y de los vectores de polarizacion €, y €, como

k x EZ} x k.
=0

[l; X El} x k = (E,cosfcosp — E.senf)) e, + E, sengey,

donde @ es el angulo polar a partir de k y se ha suprimida la prima. La componente
paralela a ¢, se convierte en cero al realizar la integracion debido a que ésta es impar
en y. De este modo, sustituyendo (96) obtenemos que

o i€a —iksenfx T .
F = —U - //dxdye [COS@—\/WEP senfF,

- —iksenfx
B (U —k;c059 \/771)2 //dxdye

0
K, ( \/xz—i—y)—i—lsen Ko (i\/:ﬂ—l—yQ)
Tv Y YU

—~
IS

2=0

IE

[COSH\/xZ—Ty
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El primer término se puede transformar mediante una integracién por partes en x
utilizando la siguiente sustitucion

x w yv O
——K; \ x? ———K, \ 2
NZEr (w ! *y> w 02 O(W g “’)

de modo que

2 0
F=e¢, —UJQLHQ (k:cos& o )//dmdye_‘ksenez[( (’YUV:EQ +y ) )

ﬂv(;—kcos )

La integral restante se puede evaluar a partir de la transformaciéon del coseno

[e.9]

/ K, (5\/@) cos (az)dz

0

- xp (= Ve + 7). (97)

el resultado para F es

227 zesend <kcos0 — L)
F=e (98)
v (% — keosf) < = T kzsen26>

En la aproximacion de movimiento relativista (y > 1), angulos pequenos (§ < 1)y
frecuencias altas (w > w,) esta expresion se convierte en

~ a2 (W) 2 Vi (99)

2(1+L5+n)(1+n)

donde v es la frecuencia dimensional variable en (89) y 7 = (76)” es una variable angular
apropiada. Con d§) = d¢(cosf) ~ dpdn/2v* | la distribucion de energfa en v y 7 es

d*I s d*I
dvdn 727 P dwdQ

~ 1% [ il . (100)
mc L1+ 5497 (14

A bajas frecuencias el espectro alcanza su maximo en n ~ 1 para luego caer relati-
vamente lento como 77! hasta que el valor n = v=2 se alcanza. Entonces decae como
n~3. Para v 2> 1, el espectro alcanza un pico en 7 2> % y cae como 1> para > 1. En
n = 0 el denominador en la ecuacion (100) es (1 + 12)* lo que muestra que para v > 1
hay una intensidad despreciable en cualquier angulo.

Al integrar el espectro de energia sobre la variable angular 1 obtenemos
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dI  ¢*yw, 9 1
— = 1+2v)In 1+ =) —2 101
dv ( e ) T V2 ’ (101)

e

que tiene los siguientes limites para v pequena y v grande

~ ; (102)

dl *yw, | 2ln (i) r<1
dv e 6 v> 1.

El espectro diverge logaritmicamente a bajas frecuencias la integral es finita. La
energia total emitida en la radiacién de transicion por cada interface es

[e.o]

dl  ¢*yw 22
[=[ & =07 _ Fu,. 103
/ dv ~ 3¢ 3(137) " (103)

0

donde hemos considerado ¢ = ze. Podemos estimar que alrededor de la mitad de la
energia se emiten en el intervalo 0.1 < v < 1. En un lenguaje cuantico, podemos
decir que una cantidad apreciable de la energia aparece como fotones relativamente
energéticos. Por ejemplo con v = 10° y hw, = 20€eV los quanta estan en la region de
los rayos X suaves entre 2 y 20 keV.

El factor v que aparece en la ecuacion (103) hace que la radiacion de transicion sea
un mecanismo apropiado para identificar particulas e incluso para medir sus energias
cuando éstas son muy grandes y otros mecanismos no son factibles.

En la practica para construir detectores basados en el principio de transiciéon de
radiacion se necesita construir medios hechos de varias capas con propiedades electro-
magnéticas distintas. Bajo esta circunstancia las particulas atraviesan y salen de cada
medio emitiendo un pulso de radiacion, y lo inico que se necesita es que cada una de
las capas tengan un grosor mayor a la longitud de formacion D.

Como podemos ver el método del campo de polarizacion variable resulta de gran
utilidad para comprender en una primera aproximacion a la radiacién de transiciéon. En
el siguiente capitulo presentaremos el desarrollo que hicieron esta teoria Villavicencio
el. al. en el caso de la radiacion de Cherenkov [65], la cual serd nuestra base para
abordar el problema de una particula viajando dentro de un colestérico.
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4 Teoria alternativa para la radiacién de Cherenkov

4.1 Polarizaciéon dependiente del tiempo en un dieléctrico y ra-
diacién de Cherenkov

Como pudimos ver en el capitulo 2, la formulacion clasica de Frank y Tamm [1] es
capaz de reproducir las caracteristicas principales experimentales de la radiacién de
Cherenkov, sin embargo, esta formulacion ha sido criticada ya que en muchos aspectos
resulta forzada y puede llevar a varios errores de interpretacion, como Kobzev ha notado
|66]. En esta formulacion se considera explicitamente la carga como la fuente emisora
de la radiacion, lo cual esta en contra de los conceptos usuales del electromagnetismo,
ya que una carga que se mueve sin aceleracion es incapaz de radiar. Por esta y otras
razones fue que la radiacién de Cherenkov tardo tiempo en ser tomada en cuenta por la
comunida cientifica, y como hemos visto incluso Collins y Reiling [36], que comprobaron
experimentalmente su existencia, pensaban que la fuente de la radiacion debia ser algtin
tipo de frenado de la carga dentro del medio.

A partir de 1995 Roa-Neri, Villavicencio y Jiménez han propuesto en varios articulos
[65, 67, 68, 69] un nuevo enfoque para comprender la radiacion de Cherenkov basados
en las ideas expuestas por Durand|[54] y Jackson [64]| para el fenémeno de radiacion
de transicion y que hemos revisado brevemente en el capitulo anterior. El argumento
principal expuesto en estos articulos es que la radiacion electromagnética es emitida de
manera indirecta por la polarizacion que la particula induce en el medio; esta polar-
izacién es mayor en el volumen cercano a la particula, y decrece cuando ésta se aleja
(figura 6). Este campo de polarizacion variable en el tiempo es el verdadero emisor tanto
de la radiacion de Cherenkov como de transicion. Aunque Jackson [64] enfatiza que este
es una simplificacion para el caso de la radiacion de transicidon, también nos trasmite
que es una formulacion fisicamente correcta siempre y cuando se consideren frecuencias
que estén por encima de la region de resonancia Optica, ya que en estas regiones el
indice de refraccion es cercano a la unidad. En el caso de la radiaciéon de Cherenkov
las frecuencias relevantes satisfacen esta misma condicién como lo indican Villavicencio
et. al. |69].La siguiente discusion estd basada en las referencias mencionadas en este
parrafo.

Consideremos un medio lineal, homogéneo e isotropico. Aplicando una trasforma-
cion de Fourier en la variable temporal a la relacién entre la polarizacion y el campo
eléctrico dentro de este medio obtenemos:

€(w)—1
47
Notemos que cuando la particula entra en un medio con una susceptibilidad depen-
diente de la frecuencia € (w), el campo sentido por el medio se vera apantallado de modo
que tenemos que considerar una carga efectiva ¢/e(w). La transformada de Fourier del
campo eléctrico producido por una distribucion de carga viajera p (r',t) = ¢é (v’ — v - t)
es por lo tanto [64]

P((r,w) = E(' w =xwE([, w). (104)
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%[%V—k/] 5(w—k’-v)'

Ahora investiguemos cuéles son los campos de radiaciéon producidos por una dis-
tribuciéon dipolar que varia en el tiempo. El campo de radiaciéon producido por un solo
dipolo p es el siguiente:

E (K, w) = (105)

ikr
B =&’ <k x p) er , (106)

E=Bxk. (107)

Para obtener el campo de radiacion total, tenemos que elegir un sistema de refer-
encia. En nuestro caso optamos por el sistema de referencia donde el medio esta en
reposo. En este caso tendremos que cada punto del campo dipolar contribuye de la
siguiente manera al campo total de radiacion:

ikR

-k <P (', w) x 12) &, (108)

dEaq (1, w) = k>

dBrad (r,w) = /€ (w)k X dE,qq (r,w) . (109)

La distancia R = |r — r/| es la distancia entre el dipolo emisor y el lugar de medicion
de la onda radiada. En este caso también debemos tomar en cuenta que el vector k
es el vector de onda, que apunta en la direccién de observacion y tiene una magnitud
dada por k = wm/c. Como estamos considerando que el punto de observacion esta
suficientemente alejado de la fuente y que el volumen emisor es finito, podemos hacer
la siguiente aproximacion para la distancia entre las puntos emisores y el punto de ob-
servacion: R ~ r —r' -k, donde 7 es la distancia del origen de coordenadas al punto
de observacion, k es la direccion del vector de onda que apunta hacia el lugar de obser-
vacion y 1’ es la coordenada de la posiciéon del punto emisor. Con estas aproximaciones
podemos reescribir la ecuacion (108) y obtenemos

ei

kr -
k x (P (', w) x k) oI KBy (110)

dE g (r,w) = k2 .

Para obtener la radiacion total debemos hacer la integral de ecuacion (110) sobre
todo el volumen, de modo que:

ikr
Erad (I‘, (JJ) = er

> / C\ —ir'k g3,
" /kx(P(r,w)xk)e d'r'. (111)
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Figura 8. Campo de polarizacién variable inducido por al paso de la particula cargada a través del medio
[28].

Podemos sustituir P (r/, w) en ecuacion (111) por su transformada espacial de Fourier

P(r) = W / dk'e® TP (K') (112)

con esta expresion podemos realizar el siguiente manejo algebraico
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k2 ikr ~ 1 e/ ! ~ sl e
Epoq (r,w) = © /k X [ /P (K, w)e™ d3k’] x ke k3
r

o) V? L2pikr . R 1 o
_ @n) ke /d3k’ [(k X P(k’,w)> X k{ 3 /e—l“‘—k)'r d%’”
r (2m)

_ (27T)3/2—k2€ikr/d3k;’ [(RxP(k',w)) xﬁé(k—k’)]

r

ikr
= (2m)" B2 [k x P (k,w) x k] .
r
Por lo tanto el campo de una distribucién de radiacién dipolar se puede calcular a
través de la expresion [65]
5 eik:r . R
Eva (r) = (2m) 7 k25— [k x P (k,w) x k] . (113)
r
Hemos realizado una de las integraciones aprovechando el hecho de que obtenemos la
funcion delta de Dirac en la variable k — k’. Podemos sustituir el campo de polarizacion
por su expresion explicita en ecuacion (104) en términos del campo de la particula y la
permitividad del medio
3/ 1 9 eik:r
Epq (r,w) = (2m)7 k% x (w)

[12 x By (k,w)} « k, (114)
Ahora podemos sustituir la ecuacion (105) en este resultado para obtener:

e* Qigwd (w—K - v
B 1) = (2m) " 1 T

[12 x v] x k, (115)
donde hemos definido y = x (w) vy € = € (w). Definiendo el vector ¢ mediante

o ()i
‘(kxv)xk

podemos reescribir la ecuacion (115) como:

ikr 2 R
Epaq (r,w) = (27)7 A s (w =k -v)vsend ¢. (116)

r c2k? —w? €

Recordando que ck = w+/e y que x = %, podemos escribir z2-— = 47r1wQ, y al

combinar este resultado con los otros factores podemos escribir la ecuacion (116) como

: Adkr R
Epaa (r,w) = (271)" %i—i (w—K - v)vsend . (117)
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Esta es nuestra expresion para el campo de radiacion. Como vemos en el argumento
de la delta de Dirac hemos recobrado la expresiéon usual para el angulo de emision de
la radiacion de Cherenkov, ya que

w—k-v=0 = w—kvcosd =0 = COSQ:;,
B-n(w)
donde nuevamente 3 es el factor de Lorentz, 8 = £ = %, y 0 es el angulo entre la
velocidad de la particula y la direccion de propagacion de la onda de radiacion. Para
poder trabajar con la delta de Dirac que aparece en (117) es conveniente seguir un
procedimiento heuristico propuesto por Panofsky y Phillips [71], y utilizar la definicion
de la funcién delta como el siguiente limite:

d(w—k-v)=10(w— kvcost) = l5 (E - kcos@)
v

(%
L/2
— 1 lim i / ei[(%—kcos@)z]dz
VLo 27
_L/2

2mv

1 ei[<%_kCOSG>L/Q] _ e—i[(%—kcosﬁ)L/z}
i (2 — keost)
~ lim L sen [(% — kcost) %}

L=00 270 [(% — kcost) %]

(118)

Para simplificar esta expresion podemos definir f = 2 — kcosf. Con estas expre-
siones, ahora podemos escribir la ecuacion (117) como:
ekt gwI sen [LE
(@m)r ¢ (%)
En esta expresion, podemos entender a L como la distancia recorrida por la particula

dentro del medio, y por tanto podremos utilizarla sin el limite L. — oo para considerar
un recorrido limitado de la particula.

Epog (r,w) = } senf ¢E (119)

4.2 Energia radiada por el medio

En los analisis usuales de la radiacion de Cherenkov se suele calcular la energia radiada
por unidad de distancia recorrida, para recuperar esta cantidad a partir de la ecuacion
(119) debemos calcular la energia radiada por unidad de frecuencia y por unidad de
angulo solido. Como vimos en el capitulo anterior podemos obtener esta cantidad a
partir de la ecuacion (94). Al hacer los célculos para nuestro caso obtenemos que

d*E c

- E. 4*. 12
i~ o Ve Bradl (120)
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Sustituyendo la ecuacion (119) en la ecuacion (120) obtenemos que

sen?f). (121)

’E ¢ % igwl sen [LE]
dQdw 27 L)

Integrando la ecuacion (121) sobre el angulo sélido obtenemos:

2
d€ _ q'wkL” wk:L / / sen? fL/2 sen” (fL/2)  2p.. o
dw 27T

2wkL? [ sen ku % ;
:q2m2 /1 ((%((_ );) )(1—u)du, (122)

donde u = cosfl. Notemos que de acuerdo con nuestro problema, en el punto donde
u = u. = w/ (vk) la expresion fL/2 se anula, por lo que en ese punto existe un maximo
muy agudo en correspondencia con el angulo de maxima emisiéon de la radiacion de
Cherenkov, y la mayor parte de la contribucion de esta integral provendra de este punto,
esto nos asegura que el resultado practicamente no variard si hacemos la sustituciéon
u — u. en el factor 1 — w2, de modo la ecuacion (122) se convertira en:

2 2 ! 2((w _ L
dé‘_qka (1_u2)/sen ((U ku);)du

do e (5 - k) g)
*wlL ) " senZa
= (1—uc)/ — da, (123)

donde

1 /w 1 /w
_ - ——k)L, :—(— k)L.
n 2( =5\, "

Analicemos la integral en la ecuacion (123), es una expresion por demés interesante,
ya que su comportamiento depende de los valores adoptados por las variables w, k, y v.
No olvidemos que para obtener nuestras expresiones finales es necesario tomar el limite
cuando L — oo. Para el limite superior 7]2:% (% + k), debido a que tanto w como k y v
son cantidades positivas, no importa cual sea su relacion, al tomar el limite tendremos
que este tiende a infinito. El caso del limite inferior 7, = % (% — k) es mucho mas
delicado, en este caso tenemos dos posibilidades:

1. Si w/v — k > 0 entonces 7; — oo y por lo tanto la integral en la ecuacion (123)
tiende a cero;
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2. Siww—k <0 (y porlo tanto v > ¢ = ¢, la condicién usual para la radiaciéon de
Cherenkov) entonces 17; — —oo y por lo tanto la integral es igual a 7, ya que el
dominio de integracion es toda la recta real.

Conjuntando estos resultados y realizando la integracion llegamos al siguiente resultado:

A€  ¢wlL w? w
do & (1 - va‘?) © <U a E) ’ (124)

donde O es la funcion escalon de Heaviside. Como vemos, el comportamiento de esta
integral nos advierte de una situacioén fisica muy clara: solamente cuando la velocidad
de la particula supera la velocidad de fase de una onda monocromatica con frecuencia
w tenemos la emision de radiacion con dicha frecuencia en el angulo de Cherenkov, de
otra manera, si la velocidad de la particula es menor que la velocidad de fase, no habra
una onda emitida.

Para saber cual es la energia promedio emitida por el medio por unidad de longitud
atravezada por la particula y por unidad de frecuencia angular de las ondas emitidas

debemos calcular
d*E G*w w? w
N ( _ —> _ 12
dwdz 2 ( 02k2> oY k (125)

Por ultimo, para saber la energia irradiada por la particula por unidad longitud
atravezada, debemos integrar la ecuacion 125 en w

& ¢ w? w
Ezg wdw (1—U2k2>@<2}—%> (126)

Esta expresion es la formula usual para la intensidad de radiacién por unidad de
longitud que se obtiene mediante la teoria usual de Frank y Tamm, ecuacion (22).

Nuestro anéalisis acaba de mostrar su consistencia con la formulacién clasica de Frank
y Tamm. En el proceso hemos visto como al suponer que el campo de polarizacion es
el responsable de la radiaciéon hemos arribado de manera natural a las caracteristicas
conocidas de la radiacion de Cherenkov, como el angulo de emision, la velocidad critica
v la intensidad de radiacién por unidad de longutid. También podemos vislumbrar
una explicacion de por que la radiacidén solo se da para velocidades mayores que la
velocidad de fase: la potencia radiada que vemos a gran distancia esta relacionado de
manera critica con la integral en la ecuacion 123; esta integral solo es distinta de cero
para velocidades mayores que la velocidad de fase, y esto no es més que un reflejo del
hecho de que una superposicion constructiva de las ondas que la particula genera en el
medio solo se puede dar cuando la velocidad de la particula es mayor que la velocidad
de fase.

Esta formulacion de la radiacion de Cherenkov resulta natural y también es un
método muy poderoso, ademéas de ser més sencillo, mateméaticamente hablando, que la
formulacion usual de la radiacion de Cherenkov.
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Villavicencio et. al. han demostrado que esta formulacion se puede extender para
tratar distribuciones extensas de carga, ademés de que es posible obtener la radiaciéon
de Cherenkov inducida por otras distribuciones de carga como dipolos e incluso la
radiaciéon de Cherenkov ocasionada por el paso de un pulso electromagnético dentro del
medio [67, 68].

Todas estas caracteristicas convierten a esta formulacion en una herramienta muy
util al abordar nuevos problemas relacionados con la emisién de radiacion debida a
particulas que viajan dentro de un medio material a velocidad constante. En el sigu-
iente capitulo desarrollaremos los aspectos més relevante sobre la teoria de los cristales
liquidos colestéricos y en el capitulo 6 presentaremos nuestra investigacion sobre la ra-
diaciéon establecida en un colestérico por el paso de una particula cargada utilizando el
método que hemos expuesto en este capitulo.
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5 Ciristales liquidos colestéricos

La investigacion de los cristales liquidos es un area hoy en dia fuertemente cimentada
dentro de la fisica. El término cristal liquido se refiere a un conjunto de fases de la
materia que pueden alcanzar algunas sustancias. Cuando una sustancia se encuentra
en una fase de cristal liquido adquiere propiedades tnicas, ya que al igual que los
liquidos tiene la capacidad de fluir pero a diferencia de estos tiene varios indices de
refraccion, mas de un coeficiente de viscosidad, modulos elasticos y su suceptibilidad
dieléctrica esté representada por un tensor de manera anéloga a lo que pasa con los
cristales. Podemos decir que los cristales liquidos son fases intermedias entre el liquido
isotropico y el solido cristalino, y es debido a esto que se acunié uno de los nombres con
los que se suelen conocer a estas fases: mesofases.

Todas estas caracteristicas de los cristales liquidos son posibles debido a que las
moléculas que los componen tienen libertad para desplazarse por el volumen de la
sustancia como si fueran las molaculas de un liquido —aunque los grados de esta libertad
dependen del cristal liquido que estemos considerando— pero al desplazarse conservan
algin tipo de orden.

En el caso mas sencillo un cristal liquido esta constituido por moléculas con forma de
barra alargada, las cuales apuntan en una direcciéon preferencial mientras se desplazan
por el volumen del cristal liquido. Esta mesofase es conocida como nematico. Bajo
ciertas circunstancias, se puede formar una mesofase en la cual la direccion preferencial
en la que apuntan las moléculas es una funcion periddica del espacio y tiene la estruc-
tura de una hélice. A las sustancias que crean esta tltima estructura de una manera
espontanea se les conoce como cristales liquidos quirales o cristales liquidos colestéricos
(CLC).

La importancia que los cristales liquidos tienen el dia de hoy es insoslayable. La gran
mayoria de las pantallas planas que utilizamos, incluyendo las pantallas de los teléfonos
celulares que estan en todas partes, basan su funcionamiento en las caracterisicas tinicas
de los cristales liquidos.

Existen muchos tipos de cristales liquidos, y en cada caso, para generar cada uno de
los tipos de cristales liquidos, debemos poner restricciones a los grados de libertad del
movimiento las moléculas dentro del cristal liquido, o bien, romper simetrias dentro del
material. En las siguientes secciones haremos una breve revision de los principales topi-
cos alrededor de los cristales liquidos, y en particular describiremos las caracteristicas
tnicas de los cristales liquidos colestéricos.

5.1 Breve historia de los cristales liquidos

Los cristales liquidos tienen una historia més que centenaria y son un ejemplo in-
mejorable de como la pasion por la investigacion de la naturaleza sostenida por largo
tiempo da lugar a impresionantes desarrollos tecnologicos. La investigacion formal de
los cristales liquidos comenzo6 en 1989 cuando Friedrich Reinitzer (figura 9), un botanico
austriaco, notdé que una sustancia derivada del colesterol de las zanahorias, benzoato
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Figura 9. Friedrich Reinitzer, descubridor de los cristales liquidos. A la derecha un par de muestras de
benzoato de colesterilo: (a) a una temperatura entre los 150 °C y los 189 °C; (b) a una temperatura
ligeramente mayor a 189 °C.

de colesterilo, parecia tener dos puntos de fusién: en un primer punto, a unos 150
°C, la sustancia se convertia en un liquido lechoso y viscoso; al seguir aumentando la
temperatura y hasta llegar a los 189 °C, el liquido stibitamente se volvia claro y dis-
minuia su viscosidad [72, 73|. Asombrado, Reinitzer decidi6 que habia que investigar
méas profundamente esta sustancia, y encontré que en su estado lechoso interactuaba
de manera muy particular con la luz polarizada. Posteriormente, comunicé sus resulta-
dos al célebre cristalografo Otto Lehman (figura 10), quien hizo los primeros estudios
cristalograficos de los cristales liquidos y con el tiempo se convirtié en el gran paladin
de su estudio [74, 75, 76].

Durante los primeros anos de investigacion, los esfuerzos se centraron en describir la
interaccion de la luz polarizada con los cristales liquidos, concretamente en la descrip-
cion de lo que hoy en dia conocemos como texturas, estudio para el que fue crucial el uso
del microscopio de polarizacion perfeccionado por Lehman (figura 8). La primer gran
compilacion de estos resultados se la debemos al propio Lehman, con su monumental
monografia aparecida en 1904 |77], donde se describian més de 400 texturas de cristales
liquidos en laminas pintadas a mano.

Pocos afios después se establecieron varios resultados cruciales. Alexander Vorlan-
der lanzé la idea de que las moléculas de cristales liquidos debian tener una forma
alargada, y que posiblemente en estas fases las moleculas se desplazaban manteniendo
una orientacion preferencial |[78]. Charles Mauguin investigé la interaccion de la luz
con cristales liquidos encerrados dentro de una celda que le permitia crear una configu-
racion quiral, analoga a la configuracién que hoy en dia sabemos que tienen los cristales
liquidos colestéricos y que describiremos méas adelante [79]. Mauguin también investigod
la interaccion de los cristales liquidos con campos magnéticos y llegé a la conclusion de
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Figura 10. Otto Lehman, el gran paladin de las primeras investigaciones sobre los cristales liqudios. A la

derecha una representacién de su microscopio de polarizacién.

que era posible reorientar a las moléculas utilizando estos campos [80].

El siguiente gran paso adelante en la investigacion de los cristales liquidos fue dado
por George Friedel, quien en 1922 publicé una extensa investigacion sobre las texturas
observadas hasta ese momento en los cristales liquidos y postuld que los cristales liquidos
se trataban de una nueva fase de la materia, y acuné el termino mesofase para referirse
a ellos [81, 82|. Friedel también introdujo los nombres contemporaneos con los que
conocemos a los distintos tipos de cristales liquidos, a saber: nematicos, esmécticos y
colestéricos. En la siguiente seccion describiremos todos estos tipos de cristales liquidos.

Durante la década de 1920 y 1930 las investigaciones en torno a los cristales liquidos
siguieron incrementandose, y en 1933 ocurrié una reunion cientifica crucial en la historia
de la investigacion de estos materiales: la reunion de estudiosos de los cristales liquidos
bajo el auspicio de la Sociedad Faraday de Inglaterra. Esta reunion fue convocada por
una de las grandes cabezas de la cristalografia en esos momentos, Sir William Bragg.
Esta reunién cohesioné por primera vez a la comunidad interesada en los cristales
liquidos. Entre los trabajos que se expusieron en la reunién se inclufan cuestiones
como la nomenclatura para los cristales liquidos, teorias moleculares, modulos elésticos
y coeficientes de viscosidad. Un trabajo que vale la pena destacar es el de Vseldov
Frederiks, un cientifico ruso que hizo estudios muy precisos sobre la interaccion de los
cristales liquidos con campos electromagnéticos, descubriendo el efecto nombrado en
honor a él y que mas tarde tendria una importancia capital para el desarrollo de las
modernas tecnologias de pantallas de cristales liquidos [76, 83, 84].
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La investigaciéon en torno a los cristales liquidos continué su camino a lo largo de la
década de 1930, pero a finales de esta década comez6 a abandonarse debido al cambio
en las prioridades de las naciones debido al inminente comienzo de la Segunda Guerra
Mundial. Durante una década la investigaciéon en torno a los cristales liquidos quedo
practicamente paralizada. A mediados de la década de 1950 la investigacion empezo a
resurgir tanto en Inglaterra como en Alemania, donde vale la pena mencionar el trabajo
de de Vries [85]. Para finales de la década los cientificos estadounidenses mostraron
interés por primera en este topico.

Aunque la investigacion basica en torno a los cristales liquidos continu6 durante la
década de 1960, en esta época se dio un cambi6 radical en el tema debido a la creacion
de las primeras aplicaciones tecnologicas de los cristales liquidos, que de inmediato
atrajeron la atencién de grandes companias. Los primeros avances en este sentido se
hicieron en los laboratorios de la RCA, y el primer efecto electrodptico observado en esta
linea fue el de los llamados dominios de Williams [86], descubierto por Richard Williams.
Al saber sobre este efecto, George Heilmeier, también de la RCA, decidi6 centrarse en el
estudio de los cristales liquidos, finalmente creando el primer dispositivo electrooptico
de cristales liquidos [87], con los que fue posible crear prototipos de pantallas para
relojes y ventanas opacables.

A pesar de estos primeros logros, la RCA abandoné la investigacién en torno a
los cristales liqudios [76]. En una de las mayores ironias de la historia, los desarrollos
estadunidenses fueron retomados por un socio comercial menor y que en ese momento
estaba tratando de hacerse un espacio dentro del mundo de la tecnologia electrénica:
Japon.

Durante la segunda mitad de la década de 1960 Japon se encontraba inmerso dentro
de una guerra tecnolégico-comercial en la que varias companias japonesas trataban de
crear un nuevo implemento electronico clave: calculadoras. Los primeros modelos de
calculadoras electronicas creados por los japoneses eran pesadas, utilizaban una gran
cantidad de energia y costaban tanto como un automovil. Sin embargo, la exacerbada
competencia, que en algin momento implicé a alrededor de 50 empresas creando cal-
culadoras dentro de Japon, hizo que para finales de la década de 1960 se produjeran
calculadoras faciles de transportar que podian comprar todos los departamentos de
contaduria de las empresas japonesas [88|.

Para 1970, las grandes empresas japonesas se encontraban preparandose para un
ultimo asalto y la gran meta era crear una calculadora completamente portatil y que
estuviera al alcance del bolsillo de cualquier persona. En esta linea, Casio cre6 en
1972 la primera calculadora realmente portatil. Sin embargo su principal inconvetiente
eran el gran consumo eléctrico de los tubos al vacio de su pantalla, que disminuian
considerablemente la duracién de sus pilas. En un intento por superar este producto,
uno de los directivos de Sharp orden6 a sus equipos de investigacién indagar en la
viabilidad del uso de cristales liquidos para crear una pantalla. Este directivo tuvo esta
idea después de ver los desarrollos hechos en la RCA a través de un documental de la
television japonesa. Aunque nadie en el equipo de desarrollo tecnologico de la empresa
sabia nada de estas sustancias, al cabo de poco tiempo se volvieron expertos en ellas, y
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Figura 11. Elsi-mate 805, la primer calculadora portatil con pantalla de cristales liquidos
http://www.vintagecalculators.com /html/facit 1106 sharp el-805s.html

en 1973 Sharp present6 la primera calculadora con pantalla de cristales liquidos (figura
11).

Hoy en dia todas las calculadoras portatiles tienen pantallas que funcionan a base
de cristales liquidos, pero la evolucién de las pantallas de cristales liquidos no se de-
tuvo en ese momento, y las generaciones posteriores vieron incrementarse el nimero de
pantallas que presentaban, primero de una forma rudimentaria y luego cada vez mas
sofisticada, imégenes con informacion que permitia interactuar con los nuevos aparatos
desarrollados. Las pantallas de la gran mayoria, si no es que todos, los celulares actuales
funcionan con bases en las propiedades de los cristales liquidos, al igual que muchas de
las pantallas planas gigantes que ahora vemos en todas partes, de ahi el nombre con
el que se les conoce comunmente: Liquid Crystal Displays o LCD. El triunfo de Casio
y Sharp sello la guerra de las calculadoras y le dieron a Japén un aparato con el que
incursiond de manera exitosa en el mercado mundial de la tecnologia. A partir de ese
momento, la primicia en el desarrollo de la industria electrénica paso de los Estados
Unidos al lejano oriente [88].

A pesar del predominio de las empresas japonesas en la creaciéon de pantallas de
cristales liquidos, gran parte de la investigacion basica en torno a estas sustancias con-
tinu6 haciendose en Europa y los Estados Unidos y grandes descubrimientos fueron
realizados ahi en las siguientes décadas. Podemos tomar como ejemplo la creacion del
modo de operacion helicoidal por parte de Helfrich y Schadt en 1971 [89]. A partir de
esta época, la investigacion de los cristales liquidos han seguido un desarrollo fuerte-
mente marcado por su utilizacion tecnologica, y su importancia ha permeado en areas
tan distantes como la medicina [90], pero los cristales liquidos son sin lugar a dudas
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un topico que siempre tendra mas que ofrecernos en su investigacion basica, como lo
demuestra su utilizacion como moduladores espaciales de luz, cristales fotonicos ajusta-
bles, interruptores opticos, etc. [91].

5.2 Tipos principales de cristales liquidos

A continuacién haremos una discusién acerca de los principales tipos de cristales liqui-
dos, describiendo sus aspectos clave como su tensor dieléctrico y la forma en que inter-
actuan con la luz, haciendo hincapié en los cristales liquidos nemaéticos y los cristales
liquidos colestéricos. Para una mayor discusion del tema el lector puede refererirse a
[92, 93, 94, 95].

Desde el inicio mismo de la investigacién en torno a los cristales liquidos uno de
los principales atractivos de estos fue su forma de interactuar con la luz, la cual s6lo
habia sido vista antes en algunos tipos de minerales cristalinos. Dentro de cada tipo
de cristal liquido existe un tipo de orden particular, el cual es de largo alcance, y por
otra parte también existe algin tipo de movimiento aleatorio propio de los liquidos.
En el caso de un cristal existen grupos de moléculas que estan arreglados de manera
completamente regular, formando una red periédica en el espacio. En los liquidos
los centros de gravedad de las moléculas varian su posicién de manera completamente
aleatoria. Puesto de una manera matemética un cristal esti definido por el hecho de
que, si un patréon primigenio (o base) esta localizado en el punto xg, la probabilidad de
encontrar un patron equivalente en el punto x = xo + n;a; + npas + nzag (siendo n;
un entero, i € {1,2,3}, y {a;} un conjunto de vectores base) se mantiene finita cuando
|x — xg| = co0. Como resultado, su patron de difraccion de rayos X muestra reflexiones
de Bragg muy agudas y bien localizadas caracteristicas de una red. En otras palabras

lim =~ (p(x)p(x)) = F(x - X (127)
x —x'| = o0
donde (p (x) p(x’)) es la funcion de correlacion densidad-densidad y F'(x — x’) es una
funcion periodica con vector base a;.

Un liquido isotrépico se puede definir de una manera similar. Se puede decir que si
existe alglin patrén en un punto Xy entonces no hay manera de expresar la probabilidad
de encontrar un patrén similar en un punto x lejano de x(, excepto a través de la
densidad promedio de particulas p, esto es

lim  (p(x)p(x)) ~ 7" (128)

|x — x| = o0

En el caso de un liquido existe una longitud de escala, que es la misma en cualquier
direccion € fuera de la cual las correlaciones se pierden (o méas bien se vuelven despre-
ciables). El patron de difraccion refleja este mismo hecho mostrando picos difusos con
una anchura 1.

Con estas ideas en mente, es posible definir las caracteristicas de un cristal liquido.
En el caso de los cristales liquidos la funcién de correlacion de densidades no depende
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Figura 12: Distintos tipos de cristales liquidos constituidos por moléculas alargadas: (a) configuracién de
nematico; (b) dos tipos de cristal liquido esméctico; (c) cristal liquido quiral o colestérico
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exclusivamente del modulo |[x — x| sino que depende de la orientacion x — x’ con re-
specto algtn eje espacial. Esta definicion nos deja amplias posibilidades para romper la
simetria que existen un cristal, o para imponer una simetria dentro de un liquido. Para
saber cudles son las posibles mesofases existentes, comenzaremos rompiendo la simetria
de orientacion de las moléculas. Los casos més comunes de formas para estas moléculas
son alargadas como un habano. Este tipo de moléculas suelen conocerse como calamiti-
cas. También existen moléculas con forma de disco o puck de hokey. En ambos casos,
obtenemso una fase de cristales liquidos si las moléculas apuntan preferentemente en
una direccion sin perder la capacidad de moverse por el volumen de la sustancia en
libertad. Este tipo de cristal liquido es conocido como cristal liquido nemético.

La siguiente restriccion se la agregaremos el cristal liquido nematico de moléculas
calamiticas, y consiste en que las moléculas estén constrenidas a permanecer preferente-
mente dentro de una capa. En este caso no sélo habra una orientacion preferencial, sino
también una estructura suplementaria dentro del liquido. A pesar de esto las moléculas
tienen dos grados de libertad para moverse libremente como liquido, ya que dentro de
las capas se pueden desplazar libremente. Este tipo de cristales liquidos son conocidos
como esmécticos (figura 12) y se conocen varias subclases dentro de ellos.

Existe otra fase de cristales liquidos que consiste en que las moléculas de tipo dis-
coOtico se aglutinen en columnas. Esta es la llamada fase columnar en la cual tenemos
la mayor restriccion para el movimiento de las moléculas dentro del cristal liquido.

Es posible tener una sustancia con mas de una mesofase, por ejemplo, puede ocurrir
que al calentar una sustancia y fundirla esta pase de fase solida a convertirse en un
esméctico; luego al aumentar atin més la temperatura, puede convertirse en otro tipo
de esméctico, y al seguir aumentando la temperatura puede convertirse en un nematico,
y finalmente al seguir aumentando la temperatura la sustancia se volvera un liquido
isotropico [76].

5.3 Ciristales liquidos nematicos y colestéricos

Existe otro tipo de mesofase en la cual se mezclan las propiedades de los cristales liqui-
dos neméticos y las de los cristales liquidos esmécticos, los llamados cristales liquidos
quirales o cristales liquidos colestéricos. Los cristales liquidos colestéricos (CLC) estan
compuestos por las moléculas del tipo alargado, sin embargo tienen la particularidad
de que su configuracién de minima energia es una configuraciéon helicoidal.

Esta configuracion se crea de la siguiente manera: en una primera capa todas las
moléculas apuntan preferentemente en una misma direccién que esta dentro del mismo
plano; en la siguinte capa las moléculas también apuntan en una sola direccién, pero
esta nueva direcciéon es ligeramente distinta de la direccion anterior. Esta diferencia
de orientacién es constante al pasar de una capa a la siguiente, de modo que al pasar
por una cantidad suficiente de capas volvemos a la orientacion original de la primera
capa. Esta es la estructura caracteristica de los CLC, en la cual una hélice indica las
orientaciones preferenciales de las moléculas dentro de cada capa (figura 13).

Los cristales liquidos nematicos y colestéricos tienen muchas caracteristicas en comin:
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1. Tanto en los colestéricos como en los nematicos los centros de gravedad de las
moléculas no tienen un orden de largo alcance.

2. Existe orden en lo que se refiere la direccién en la que se orientan las moléculas:
éstas tienden encontrarse paralelas con cierto eje comiin, el cual es conocido como
el vector unitario (o director) n. Esto se refleja en todas las propiedades sensoriales
macroscopicas: por ejemplo, 6pticamente un nemético es un medio uniaxial con
el eje optico a lo largo de n. En el caso de los CLC el vector director coincide con
la estructura helicoidal de orientaciones de las moléculas.

3. La direccion de n es arbitraria en el espacio, pero en la practica esta direccion
se impone mediante la accion de fuerzas menores (como puede ser el efecto guia
que tiene las paredes del contenedor). En el caso de los neméticos esto nos da
la posibilidad de crear campos de orientacion muy complejos, e incluso podemos
crear una estructura helicoidal a partir de un nemaético. En el caso de los colestéri-
cos también tenemos libertad para variar la estructura, por ejemplo alargando o
disminuyendo la distancia de repeticion de la hélice, sin embargo, al deformar
mucho el estado del cristal liquido, la organizacion quiral se rompe y se generara
una estructura de dominios donde solo localmente se tiene la configuracion de
minima energia y la hélice cambia de orientacion al pasar de un dominio a otro.

4. Los estados del director n y —n son indistinguibles.

5. Las fases nematicas ocurren solamente con materiales en los que no se distingue
entre derecha e izquierda; puede ser que cada molécula que constituye material
sea idéntica a su imagen en el espejo —moléculas aquirales— o bien, si este no es el
caso, entonces el sistema debe ser 'racémico’, o sea una mezcla 1:1 de las especies
izquierdas y derechas de la molécula. En el caso de los CLC, las moléculas tienen
una estructura quiral, o bien, con el agregado de un pequenio dopante la estructura
preferida por el sistema es quiral.

Localmente un CLC es similar a un material nematico. Como el caso del nematico
los centros de gravedad no tienen orden de largo alcance, pero la orientacion de las
moléculas si tiene un eje preferencial que se puede etiquetar mediante el vector director
n. Este vector no es constante en el espacio, y como ya dijimos, la configuracion
preferida por el material es helicoidal. Si llamamos z al eje en el cual se desarrolla la
estructura de la hélice, n se caracteriza por las siguientes ecuaciones [96]:

ng = cos (qoz + @),
n, = sen (¢goz + @) ,
n. =0, (129)

donde p = 27/ |qo| es conocido como el pitch del CLC. Tanto el eje helicoidal como el
valor de ¢ son arbitrarios. Existe otro tipo de simetria rota: la estructura es periddica
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Figura 13. Representaciones esquematicas de la organizacién molecular en un cristal liquido colestérico.

a lo largo de z y el frecuencia de rotacion espacial L es igual a la mitad del pitch (dado
que los estados n y —n son equivalentes):

Lo
90|

Los valores tipicos de L son del orden de 3000 A; esta es una distancia mucho mayor
que las dimensiones moleculares tipicas. Dado que L es comparable con la longitud de
onda de la luz visible, la periodicidad resulta en difracciones de Bragg de los rayos de
luz incidentes. Discutiremos més ampliamente estos efectos 6pticos en las siguientes
secciones.

Tanto la magnitud como el signo de ¢y tienen un significado fisico. El signo dis-
tingue entre hélices derechas e izquierdas; una muestra dada a una temperatura dada
siempre produce muestras con el mismo signo de giro. Si cambiamos la temperatura
T, entonces ¢o también cambiara. En algunos casos qo (T') puede cambiar de signo en
una temperatura particular 7. Este caso es interesante, ya que en la temperatura 7
el material se comporta como un nemaético convencional y al cruzar la temperatura T
encontramos que las propiedades fisicas tales como calores especificos, etc., mantienen
variaciones suaves [93].

Por lo que hemos visto, los nematicos y los colestéricos son hasta cierto punto dos
subclases de la misma familia, con las siguientes reglas de correspondencia

Sistemas racémicos o aquirales — nemaéaticos

Sistmas diferentes de su imagen en el espejo — colestericos
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5.3.1 Anistrotropia dieléctrica

La constante dieléctrica estatica medida a lo largo del vector director (EH) y perpendic-
ular a este (e, ) son diferentes. Para una direccion arbitraria del campo eléctrico E, la
relacion entre el desplazamiento eléctrico y el campo eléctrico adopta la forma [91, 93|:

D=¢cE=¢,E+¢n(n-E), (130)

donde la diferencia

€ = € — €L (131)

puede ser positiva o negativa dependiendo de la estructura quimica detallada de cada
una de las moléculas constituyentes del CLC y de la frecuencia utilizada para excitar
al medio. En términos generales, podemos hacer las siguientes consideraciones:

1. Si cada una de las moléculas tiene un momento dipolar paralelo (o casi paralelo)
a su eje largo, el dipolo se puede orientar eficientemente mediante un campo E
a lo largo del eje del nematico (si el campo esta a lo largo de la direccion +n,
entonces habra mas dipolo los apuntando la direccion +n en la direccion —n).
Pero un campo perpendicular a n tendré solamente efectos débiles. En este caso
que acabamos de describir tendremos € > €.

2. Si hay un momento dipolar permanente que es mas o menos normal a la direccién
del eje largo, la situacién serd la inversa y tendremos que ¢ <€ .

5.3.2 Agentes que influyen para cambiar la periodicidad de la hélice

Como hemos visto hasta ahora, el comportamiento de un CLC esta condicionado de
una manera critica por la longitud del periodo de la hélice. En el caso de la radiacion
proveniente del paso de una particula por un CLC esto también es cierto, por lo que
reviste interés conocer los principales agentes capaces de alterar el pitch de un CLC.

Temperatura El primer agente que debemos tomar en cuenta es la temperatura. En
la mayor parte de los CLC, el pitch p decrece a medida que aumenta la temperatura.

dp (T)
dT

Esta dependencia suele ser pronunciada como se puede ver en la figura 14. Esta

remarcable dependencia ha sido utilizada desde hace varias décadas para la fabricacion

de dispositivos termosensibles. Como hemos visto, dependiendo de la longitud del pitch,

aparece una banda de reflexién para los angulos cercanos al eje del CL.C. Por otra parte,

tanto la region de reflexion como el rango de sensibilidad de la temperatura se pueden

controlar con una mezcla apropiada de distintos CLC. Algunas de las aplicaciones que
se han llevado adelante mediante las propiedades de variaciéon de pitch son:

<0
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Figura 14. Relacién entre la temperatura y la longitud del periodo de la hélice en algunos cristales liquidos
colestéricos tipicos. En la horizontal se representan la longitud de onda de las reflexiones de Bragg
medidas en las sustancias, que es igual al pitch multiplicado por el indice de refraccion n ~ 1.5. [93]

a) Medicion superficial de temperaturas. En este caso, la superficie a estudiar se cubre
con una capa delgada de material con CLC. Las diferencias de temperatura se
veran como diferencias de color.

b) Conversion de imagenes infrarrojas a iméagenes visibles. Al enfocar la imagen infrar-
roja en el CLC, unas partes aumentaran su temperatura mas que otras, dando
pie a variaciones en la longitud de pitch y la imagen infrarroja es traducida a un
esquema de color [76].

Composicién quimica La variabilidad mostrada por los CLC, tanto en pitch, de-
pendencia con la temperatura, valor de constantes dieléctricas, etc., sugiere que las
propiedades de mezclas de distintos CLC pueden ser altamente flexibles y que se pueden
ajustadar a requerimientos preestablecidos.

Uno de los primeros mecanismos que se puede implementar con CLC es el dopamiento
de cristales liquidos nematicos. La presencia de una pequena cantidad de moléculas
quirales provoca que la estructura del nematico se vuelva quiral. En este caso, se
sabe que la concentracion y el pitch generado en el cristal liquido siguen una relaciéon
predecible como sigue:

P - c=cte,

donde P es el pitch del cristal liquido obtenido y ¢ es la concentraciéon de cristal liquido
dopante.
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En el caso de la mayor parte de la mezclas de CLC, el pitch resultante suele ser
cercano al promedio del pitch de los componentes ponderado por la concentracién de
cada uno de los compuestos:

G~ e (1),
7
Aqui, ¢; es la concentraciéon de cada uno de los componentes de la mezcla. Sin
embargo, se debe considerar que suele haber excepciones a esta regla y se debe probar
su validez en cada caso especifico.
Por ltimo, ciertos gases causan un cambio significativo en el pitch cuando son
absorbidos por una pelicula de colestéricos |93].

Campos externos Es posible distorsionar el campo de direcciones de un colestérico
mediante la aplicacion de un campo eléctrico o magnético. Esta es una de las carac-
teristicas mas sorprendentes y ttiles de los cristales liquidos, y es por esto que han
sido elegidos una y otra vez como el material prinicipal para muchas aplicaciones de
tecnologia optica.

5.4 Interaccién de un colestérico con una onda electromagnética
incidente en la direcciéon de la hélice

Los CLC interactiian de manera distinta con la radiacion electromagnética dependiendo
de la longitud de onda de esta radiacion. En general podemos distinguir tres regimenes:
i) cuando la longitud de onda es mucho mayor que el pitch del cristal liquido; ii)
cuando es de la misma magnitud, y iii) cuando es mucho menor que él. Por otra
parte la hélice es muy sensible a las condiciones provenientes del exterior, como campos
electromagnéticos o superficies orientadoras. Esta combinacion tinica lleva a la aparicion
de propiedades opticas exclusivas de los CLC, las cuales tienen tanto interés cientificos
como aplicaciones tecnoldgicas practicas. En esta seccion haremos una breve revision
de las propiedades de interacciéon de un CLC con un onda incidente a lo largo del eje
de la hélice.

Como hemos mencionado, la actividad optica de los cristales liquidos se debe a su
peculiar estructura helicoidal. Recordemos que el campo de orientaciones, si el eje de
la hélice apuntan en la direccién z y nos encontramos ante un cristal liquido con giro
derecho, es segin la ecuacion (129)

n, = cos) = cos (qz) ,
n, = senf = sen (qz), (132)

n, = 0.

donde ¢ = 27” y donde p es el pitch. Podemos deducir la expresion para el tensor
dieléctrico a partir de la ecuacion (130)

73



e=¢, 1+ ¢,nn, (133)
y en el caso del campo de orientaciones (132) podemos escribir explicitamente que
€1 + €,c08%qz  egzsenqzeosqz 0

e = [ essenqzcosqz €, +egsenqz 0 | . (134)
0 0 €L

Podemos reescribirlo de una forma equivalente mediante:

€1 + € (% + %coquz) ea%sen2qz 0
€= €azsen2qz €L+ e (53— 3cos2qz) 0 . (135)
0 0 €L

Supongamos que tenemos una muestra de CLC con suficientes ciclos de la hélice
como para poder despreciar los efectos de borde. Nos interesa saber la relacién de
dispersion para ondas electromagnéticas que viajan en el colestérico con una direcciéon
paralela al eje de la hélice. En este caso las ecuaciones de Maxwell relevantes son las
siguientes:

10B
E- -2 |
V x e (136)
10D

donde hemos supuesto que el medio no es magnético (B = H) y que no hay cargas
ni corrientes libres. Podemos obtener una sola ecuacién si aplicamos el rotacional a la
ecuacion (136) y combinamos el resultado con la ecuacion (137), de modo que obtenemos
que
1 0°D
VXxVXxE= 2
Recordemos que V x V x E = V (V - E) — V?E, y debido a que no tenemos fuentes
de campo eléctrico, podemos reducir la ecuacion (138) a:

(138)

1 0°D
2 Ot?
donde hay que recordar que D = €¢E. Nos interesa saber que pasa con las ondas planas
que se propagan dentro del CLC. No tenemos una razéon para pensar que estas ondas
cambiaran su direccién, pero posiblemente si se presenten interacciones distintas para
distinas formas de polarizaciéon y quizd en la magnitud de la radiacion, de modo que
proponemos las siguientes soluciones:

—~V’E +

=0, (139)

E(r,t) =Ey(r)e ™!
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D (r,t) = Dg (r)e ™! (140)

Al sustituir la ecuacion (140) en la ecuacion (139) obtenemos la siguiente relacion
por componentes

E E
82 T w2 x
@ Oy + ge Eoy =0. (141)

Debemos notar la presencia del tensor dieléctrico € que tendra el efecto de mezclar
las dos componetes E, y E,. Explicitamente tenemos que
’E, w?

1 1 E
— + = <ELEx + e, B, (5 + §COS2qZ> + ea?yserﬁqz) =0, (142)

2 2
aaZEQy + ucz_2 (ea%sen2qz +e By + e by (% — %cos2qz) —l—) =0. (143)

La forma en que estan mezcladas ambas componentes en las relaciones (142) y (143)
nos sugiere que una combinacion lineal de ambas puede ser solucion de las ecuaciones.
Basados en los resultados experimentales, que sugieren una fuerte interaccién con ondas
polarizadas circularmente, serd interesante ver estas ecuaciones en la represantciéon de
ondas con polarizaciéon cicular. Sean pues

E*=E,+E, (144)

Para obtener las ecuaciones apropiadas basta con multiplicar a la ecuacion (142)
por ¢ y sumarla en un caso y restarla en el otro a la ecuacion (143) para obtener que

PET  W? a 0 o
Tt () BN S =0 (145)
aQEi 2 a a i
G tal(ary)E e <0 (146)

Estas ecuaciones siguen estando acopladas, sin embargo, también nos sugieren que la
diferencia entre las dos componentes no es mas que una fase. La siguientes expresiones
nos daran la respuesta apropiada:

ET = aei(l+q)z7
E~ = bell-97, (147)
En este caso, a y b son dos constantes y [ corresponde al ntimero de onda de la radiacion

que se propaga en el colestérico en el caso de polarizacion circular.
Sustituyendo la ecuacion (147) en las ecuaciones (145) y (146) obtenemos:
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Figura 15. Relacién entre la frecuencia y el vector de onda [ para la propagacién de modos

electromagnéticos dentro de un colestérico en el caso de propagacién a lo largo del eje principal. [93]

(148)

(149)

Si definimos k3 = % (Q + %“) y ki = %%, las ecuaciones anteriores se convierten

en:

[(1+q)° k] a— [k]b=0,

(1~ — K] b= K] a=0.

Podemos escribir estas ecuaciones en forma matricial:

(2 i) (5)-(0)

(150)

(151)

(152)

Este es un sistema de ecuaciones homogéneo, por lo tanto tiene solucion no trivial

solamente si el determinante de matriz se anula, o sea

(1+q) — k3 ki
—ki (I —aq) =k

Este determinante es equivalente a la siguente ecuacion

o
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K (R4 P+ ) —4l¢ =0, (153)

Como vemos la ecuacion (153) no depende de las intensidades de las ondas electro-
magnéticas circulares, solo depende del valor de la frecuencia de las ondas w, del valor
de las constantes dieléctricas, del valor del pitch de la hélice colestérica y de la longitud
de onda de la radiaciéon. Esta es la relacion de dispersion que estabamos buscando.
Simplificando (153) tenemos que

4 2
g~ (ete) (P S+ (- a?)’ =0 (154)

Esta es una ecuacioén cuadratica para w?, al resolverla obtenemos que:

AP+ ¢ (e +¢) £ \/(EL + e||)2 (12 + ¢2)° — dejer (1?2 — ?)?

2 — . 155
. QEHEL ( )

Para esta ecuacién tenemos dos soluciones posibles. Tomando la raiz cuadrada conser-
vando solo la parte positiva de la ecuacion (155) obtenemos [93, 94, 97| (figura 15):

(12 +q2) (e +¢) £ \/(q )’ (124 ¢2)° — dejey (2 — ¢2)°
w=c : (156)
2¢€)€1

5.5 Teoria de la propagacién electromagnética en el formalismo
de las matrices de Jones

Podemos encontrar otras propiedades de los CLC en su interaccién con la radiacion
electromagnética si trabajamos en otros formalismos. Uno de estos formalismos es el
de las matrices y los vectores de Jones [98]. Como veremos en este capitulo, con esta
herramienta se puede explicar de una manera alternativa las propiedades que hemos
visto en las secciones anteriores y también algunas nuevas como el poder rotatorio y la
transmision para distintas longitudes de onda en la direccion del eje de la hélice.

5.5.1 Propagacion a lo largo del eje 6ptico para longitudes de onda mucho
menores que la frecuencia de rotaciéon

Consideremos el campo de desplazamiento D producido por un haz electromagnético
dezplazandose a lo largo del eje z

DOxei(szthrgoz)
D = Doyei(szwt+@y)
0
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entonces, en el formalimso de Jones este haz luminoso se representa mediante el vector

columna
&) Py A2 )

este es el llamado vector de Jones del haz. A; y A, son dos cantidades complejas que
contienen la informacion de correspondiente a la intensidad y al estado de polarizacion
del haz original. La intensidad del campo la calculamos mediante |4;|” 4 |As|>. Por
otra parte, podemos escribir el estado de polarizacion del haz de la siguiente manera:
definiendo a A como el angulo que hace el eje mayor de la elipse de polarizaciéon con
el eje x, a A como la diferencia de fase entre la componente x e y del haz, a ¢ como

la elipticidad de la elipse de polarizacion y el parametro a mediantetana = [41l/|4,],
entonces

tan2A = cosAtan2aq,

sen2¢ = sen/Asen2a.

Los componentes de un sistema 6ptico, como pueden ser retardadores de fase, po-
larizadores, etc., se representan mediante matrices de 2 X 2 que actian sobre el vector
que representa al haz.

En nuestro caso vamos a calcular la matriz que representa el efecto que el medio
colestérico tiene sobre un haz cuando éste se desplaza a través de su eje. Para lograrlo
serd necesario considerar que el material estd compuesto por una gran cantidad de
pequenas capas de grosor pequeno, cada una de las cuales actia de manera diferenciada
sobre el haz, y el resultado de todas ellas se obtendra sumando la interacciéon de cada
una de estas capas hasta llegar a la longitud deseada. Como hemos mencionado, un
CLC se comporta como un cristal liquido nematico localmente cuando consideramos
sus propiedades 6pticas. Esto nos indica que cada una de las capas se puede considerar
como un material birrefringente y el CLC serd un conjunto de estas capas con su eje
principal ligeramente girado al pasar de una a otra.

La expresion de una matriz para un material birrefringente cuando sus ejes princi-
pales estan alineadas con los ejes coordenados es:

exp (—io) 0

G= 0 exp (io)

Y

donde o es la mitad de la diferencia de fase que adquieren dos ondas linealmente po-
larizadas después de pasar a través de una sola capa de grosor g, en otras palabras
o =mgdén/A, con on = n, —ny. Si consideramos que esta capa estd inclinada un angulo
n respecto de los ejes coordenados entonces debemos reescribir la matriz G como

S, = SGS™!,
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donde
_ | cosp —senn
S=S) = [senn cosn } ’

y donde S~!es la inversa de S.
De este modo, si una haz incidente D pasa por esta capa, entonces tendremos un
haz D; a la salida dado por

Dl = JlDO'

Si ahora el haz D, incide nuevamente sobre otra capa birrefringente entonces tendremos
que

D, — S’GS™?D, = $’GS?GS ™' D,
— 82 (GS™")? Dy = J,Dy,

donde J, = S? (GS”)Q. Podemos continuar este proceso hasta llegar al siguiente
resultado para una pila de m capas:

_am —1\m _ a b
Jn,=8"(GS™) _{Cd] (157)
Podemos demostrar que:
um  senmO sen (m—1)46
GS™)" = GS'-—/——— 1 1
( ) senf senf ’ (158)

donde

cosf) = cosncoso.

Como estamos asumiendo que el grosor de las capas es pequeno, y también o y n =
27g/p son pequenos (con p el pitch del CLC), entonces podemos hacer la aproximacion

02 ~ 1 + 02, (159)

y podemos escribir a partir de las ecuaciones (157) y (158) que

tan
a = cosmncosmb + 77senmnsenm€

tanf

0
i Senocos (m+1)n, (160)

—i
senf
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tan

_ n
= cosmnsenmb — senmmncosm@
tanf

_senmf
—1

1 161
on senosen (m + 1) 7, (161)

c=—b", d=a".

Podemos sustituir a este sistema por un rotador y un retardador. Si g es la rotaciéon
producida por el rotador, 2¢ el retardo de fase y ¢ como el angulo del retardador
respecto a los ejes principales, los efectos de todos estos componentes 6pticos se repre-
sentan mediante:

g { cosyy —seny } [ cosp —seng]

seny  cosy senp cosp
. { exp (~i¢) i } { o sy } | (162)
Entonces, a partir de las ecuaciones (157) y (162) tenemos que
a = cospcosp — isengcos (2¢ + o) , (163)
b = —cospsenp — isenpsen (29 + o) , (164)
c=—b", d=a". (165)

Igualando las ecuaciones (160) y (163) obtendremos después de algunas manipulaciones
que

o=m(n—=0), (166)
@ =cos ! (sechQ’/seCQmH)1/2 : (167)
v=3lm+1)n-d, (169

donde

v itan_l tanntanmeé
m tan6 '

y donde m representa el niimero total de capas. El grosor de estas capas puede ser
incluso de unos pocos A, de modo que para todo fin practico podemos considerar que
m es un nimero muy grande.
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5.5.2 Poder rotatorio

Cuando el pitch no es muy grande, lo que implica %pén < A, lo cual puede ocurrir
cuando n > oy ' = 0, podemos obtener el poder rotatorio de la polarizacion producido
por m capas de colestérico mediante

o=m(n—0)=m [77— (n” +02)1/1 = —mao? /2,

y el retardo de fase serd 2¢ =~ 0. Por lo tanto, en este caso el sistema se comportara
como un rotador puro. Si ahora consideramos que m es el nimero de capas que tenemos
por cada giro de la hélice, o sea mn = 27 y mg = p, entonces el poder de rotaciéon en
radianes por unidad de longitud seréa

0= —T (5n)2p/4/\2, (169)

el signo negativo nos indica que el sentido de rotacion es opuesto al giro de la hélice
colestérica.

Cuando tenemos que 7 es comparable o menor que o, el sistema ya no se puede
representar como un rotador puro. Para valores grandes del pitch la ecuacion (167) se
puede escribir como

Jm:[cosw —senw} Hexp(_im@ 0 }

seny  cosy 0 exp (imd)
(Sxgcosn — 1) [Sngexp (—io)]
st | GRS ) |} 1)

Cuando 7y n/o son extremadamente pequenos, entonces  — o y la ecuacion (170)
se reduce a [94]:

5= {cow —senﬂ {exp(—ima) 0 ] (a71)

senty)  cosy 0 exp (imo)

La ecuacion (171) implica que en cualquier punto dentro del medio hay dos vibra-
ciones lineales a lo largo de los ejes Opticos locales principales. Los ejes de polarizacion
de cada una de estas vibraciones rota con los ejes principales a medida que viajan a lo
largo de la hélice, y la diferencia de fase es la misma que tendria que si viajaran en un
medio sin torsion. La figura 16 ilustra la variaciéon que tiene el poder rotatorio como
funcion del pitch y del grosor de las muestras.

Lo maés notable de estos resultados es la dependencia del poder de rotacién respecto
del grosor de la muestra, a diferencia de otros elementos 6pticos, y del pitch de la
hélice. El poder de rotaciéon cambia de signo a medida que cambia el pitch, lo cual
es muy sorprendente y a primera vista no es intuitivo. Cuando el pitch es grande
comparado con la longitud de onda del haz incidente —o como se le suele llamar, en
el limite de Mauguin— entonces la rotacion es en el mismo sentido que la hélice, pero
a medida que el pitch se reduce, entonces la rotaciéon primero disminuye hasta llegar
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Figura 16. Cambio del poder rotatorio de cristales liquidos colestéricos con la longitud de onda de la luz
incidente. El poder rotatorio se mide en radianes entre la longitud de material atravezado por la luz
mientras que en el eje horizonta se considera una longitud de onda fija (0.5 um) mientras que el pitch
varia. La birrefringencia de la capa es on = 0.1. El grosor de las capas es: (a) 1.0 pm, (b) 1.25 pm, (c)
1.5 pm. [94]
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a cero para luego volverse negativa. Fn cuanto a la dependencia con el grosor de la
muestra, podemos ver que a medida que el grosor es mayor, los maximos de los poderes
de rotacién incrementan su valor.

5.5.3 Propagacién a lo largo del eje de la hélice para longitudes de onda
del orden de la frecuencia de giro

Cuando la longitud de onda es del mismo orden de magnitud que el pitch, emerge una
nueva fenomenologia. El mas notable de estos fenémenos es la reflexion total de los
haces con polarizacion circular que giran en el mismo sentido que la hélice colestérica.
Podemos tener una idea de por qué se da esta fenémeno si recordamos que cuando
%pén < A podemos tratar al cristal como un rotador puro, o bien, podemos decir que
los haces con polarizaciéon circular izquierda y derecha viajan sin cambio de forma pero
a velocidades ligeramente distintas. Los indices de refraccion para las polarizaciones
izquierda y derecha son:

ng=mn-— [(571)2])/8/\} : np=mn-+ [(5n)2p/8)\} :

v el poder rotatorio es

0= —7(0n)’p/4)?, (172)

donde 6n =n, —ny y n = 3 (ng + ny).
Supongamos que la hélice del CLC tiene un giro positivo (n > 0) y que incide un

. 1 . .
haz con polarizacién derecha, dado por Dy = [ P2 lo largo de la direcciéon z. Para

calcular el coeficiente de reflexion entre la capa namero (s + 1)-ésima y (s + 2)-ésima
debemos calcular lo siguiente

]| et -, (173)
donde ¢y 1 = 2mng (s + 1) g/A, y donde g es el grosor de cada una de las capas. En la
frontera, la vibracion ¢ emerge de un medio con un indice de refraciéon n, y la vibraciéon
v emerge de un medio con indice de refracion