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Capitulo 1

Introduccion

El propésito de esta Tesis es demostrar, con todo detalle, la dualidad de Poincaré-Verdier.
Para esto, se desarrollara el formalismo general de las categorias derivadas, culminando con la
definicién de los Funtores Derivados, utilizando estas herramientas en la Categoria Derivada de
Gavillas, construyendo al funtor derivado f' como adjunto de Rfi y demostrando la formula
global de la Dualidad de Verdier.

1.1. Organizacién de la Tesis

La Tesis se divide en dos capitulos principales. El primero es un estudio de las categorias
derivadas, respetando el enfoque inicial dado por Verdier y dando los detalles especificos de las
construcciones y los Teoremas necesarios, por cuestiones de espacio no se demostraron todos
los resultados, pero en el caso de no tener una demostracién se da una referencia precisa en
la Literatura. En el segundo Capitulo se discutira la cohomologia de Gavillas con este nuevo
punto de vista para luego demostar la Dualidad de Verdier.

Al comienzo de cada Capitulo se dard una motivacién de la teoria a discutir y un rapido
resumen de los contenidos de las secciones que lo componen. En cada Seccién habra, cuando se
requiera necesario, un resumen mas detallado de la misma. Ademas, al final de los dos capitulos
principales se encontrard una Secciéon de Notas donde se esbozan complementos y posibles
generalizaciones a la teorfa discutida.

1.2. Notaciones

A lo largo de la tesis, por variedad algebraica, estamos entendiendo a un esquema irreduci-
ble,reducido, separado y de tipo finito sobre un campo. Todos los anillos seran conmutativos y
con unidad. Los nimeros naturales incluyen al cero.
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1.3. Prerequisitos

Para una buena comprensién de la tesis se requiere del lector familiaridad con teoria de
Categorias, al nivel del libro (23). En particular un manejo fluido de adjunciones. Topologia
General como en (6) es mds que suficiente para lo abordado en la tesis, pero para entender
mejor la nocién de cohomologia es recomendable familiaridad con Topologia Algebraica al nivel
de los primeros capitulos de (11).

El prerequisito mas importante es un manejo de la teoria de moédulos, haber sido expuesto
al Algebra Homolégica y tener cierta familiaridad con la Teoria de Gavillas, para la parte de
Algebra Homoldgica basta con lo visto en (22) o la segunda seccién de (9). La teorfa necesaria
de gavillas se puede encontrar con todo detalle en (18) y una buena parte en la Seccién 1,
Capitulo 2 de (14).

En algunos Ejemplos y comentarios a lo largo del trabajo quiza sea necesaria un poco mas
de experiencia en Geometria y/o Topologia Algebraica, sin embargo estos estédn incluidos para
el interesado y no se afecta la comprensién global de la tesis.




Capitulo 2

La Categoria Derivada

Dada una variedad (algebraica, analitica, compleja, etc.) X, una de las herramientas prin-
cipales de la Topologia Algebraica consiste en asignarle a X un complejo de cadenas X°®, estos
complejos encapsulan una gran parte de las propiedades geométricas de X . Durante los comien-
zos del Algebra Homologica el estudio de los complejos se advocd en entender sus objetos de
cohomologia, puesto que en muchos casos (eg. cohomologia de de Rahm o simplicial) resultan
ser bastante faciles de calcular y muestran buena parte de la geometria interna de la variedad.

Fue en la década de los 60 cuando la escuela francesa de Geometria Algebraica, liderada
por Grothendieck, descubre que los objetos de cohomologia resultan muy pobres para poder
entender a los complejos mismos y por ende recuperar la gran carga de informacion geométrica
que estos tienen sobre la variedad. Podemos resumir de manera muy burda el estudio de las
Categorias Derivadas como una manera de estudiar a “todos” los complejos de cadenas sin
recurrir a su cohomologia. De esta forma estamos perdiendo el minimo de informacién del
espacio.

Histéricamente, la motivacion principal de Grothendieck fue poder generalizar la dualidad
de Serre a de esquemas arbitrarios (cf. (13)), uno de los primeros problemas en los que se ve
involucrado es en que no se tenia en ese tiempo una buena teoria de hipercohomologia, esto lo
podemos ver cuando analizamos el caso de las imdgenes directas superiores. Supongamos que

x-Jtisy_ 92,7

son morfismos de variedades algebraicas, tenemos inducidos funtores
Coh(X) —L Coh(Y) —£— Coh(Z)

en las categorias de gavillas coherentes sobre los espacios (cf. (14)), por funtorialidad (go f). =
g« © fi. Sin embargo si queremos tomar las imagenes directas superiores, aka. RP f,, lo unico
que podemos decir al respecto es la existencia de la sucesion espectral de Leray, a saber

RP(R7f.(E)) = RP™(g o f).(E).

Lo cual aunque es util para realizar cédlculos explicitos, es muy poco eficiente y claro para
desarrollar una teorfa sobre la categorfa Coh(X). Asi que el problema de tesis doctoral que
pone Grothendieck a su estudiante J.L. Verdier es el poder formalizar este estudio. Como fruto
de su tesis doctoral, Verdier demuestra en (29) que existen funtores derivados

Rg.

£ Dy) 24 D(2)

D(X)
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Tales que R(go f). = Ry, o Rf,. Mds ain, podemos recuperar a los funtores R? f,(—) tomando
la cohomologia de R f..

Empezaremos el Capitulo discutiendo las Categoria Abelianas, que forman el antecedente y
punto de partida de las Categorias Derivada, discutiremos propiedades de estas y definiremos
la Categoria de Complejos. En la Seccién 2.2 discutiremos la Categoria Homotépica, demos-
traremos propiedades de esta que en la Seccién 2.4 demostraran que la Categoria Homotopica
admite una estructura triangulada, también veremos la teoria de Categorias Modelo, siendo
esta 1til en las dos secciones siguientes.

La Seccién 2.3 estard centrada en discutir una manera de obtener una Categoria de Frac-
ciones para toda Categoria aditiva, veremos como esta generaliza la situacion clasica de Loca-
lizaciéon en médulos y demostraremos el Teorema de Gabriel-Zisman que nos da una propiedad
universal de la localizacion. Con esto podremos dar una Definicién satisfactoria de la Categoria
Derivada para una Categoria Abeliana. También veremos los problemas que surgen en Teoria
de Conjuntos para estos casos, utilizando las Categorias Modelo como una solucién parcial a
estos problemas.

En la Seccién 2.4 discutiremos la teoria de Categorias Trianguladas, originalmente dada por
Verdier en su tesis doctoral, demostraremos que las Categorias Homotépica y Derivada de una
Categoria Abeliana son trianguladas y daremos un bosquejo del tercer Ejemplo importante, La
Categoria Homotdpica Estable.

En la Seccién 2.5 vamos a discutir propiedades en cierto modo Cléasicas, en el sentido que
ya habfan sido consideradas en (12), bajo el punto de vista de las Categorias Derivadas.

La Seccién central de este Capitulo corresponde a la Seccién 2.6, en esta discutiremos la
manera en que estos fueron definidos por Verdier, demostrando diversos teoremas, como el
de la composicién de los funtores derivados, daremos varias condiciones bajo los cuales estos
pueden existir. En la Seccién 2.7 compararemos los funtores derivados con los originalmente
dados por Grothendieck, para demostrar que, en efecto, los definidos por Verdier son una buena
generalizacion.

En la Seccién 2.8 discutird el Ejemplo mas importante de funtor derivado, demostrando
propiedades que seran escenciales en el siguiente Capitulo. En 2.9 veremos que los funtores
adjuntos en categorias abelianas pasan a funtores adjuntos en las categorias derivadas, esto
también serd tutil en el Capitulo siguiente.

Por 1ltimo en la Seccién 2.10 se discutird un poco la “nueva corriente” para estudiar a las
Categorias Derivadas y veremos la Definicién de Deligne en (5) de funtores derivados.

Buena parte del material expuesto ha sido tomado de los libros (9) y (17). Una excelente
referencia sobre el tema de Funtores Derivados y del cual se basaron muchas demostraciones
son las Notas del curso de Categorfas de Dragan Milicic que pueden verse en (Milicic).

Con respecto al formalismo y abstraccién utilizado en este Capitulo, no queda més que citar
al mismo Grothendieck!:

“The introduction of the cipher 0 or the group concept was general nonsense too, and
mathematics was more or less stagnating for thousands of years because nobody was around
to take such childish steps ...”

LCorrespondencia privada de A. Grothendieck con R. Brown, Promoting Mathematics, MSOR Connections

Vol 7 No 2 May — July 2007.




2.1 Categorias Abelianas

2.1. Categorias Abelianas

Las Categorias Abelianas surgen en el articulo (12) como respuesta a la cuestién de dar un
buen lugar para hacer Algebra Homologica. Estas ya habian sido estudiadas de cierta forma
por la escuela de Algebra, pero no es hasta el desarrollo durante el siglo XX de la Topologia y
Geometria Algebraica que se reconoce su papel fundamental.

Definicién 1. Decimos que una categoria A es abeliana si se cumplen los siguientes tres

axiomas:

(Al) Para todo par de objetos A, B el conjunto Hom 4 (A, B) es un grupo abeliano y la com-

posicién es bilinear.
(A2) Admite coproductos finitos.
(A3) Todo morfismo admite un niicleo y un conticleo.!
(A4) Todo monomorfismo es un nicleo y todo epimorfismo es un conticleo.

Si A satisface (A1) y (A2) diremos que A es aditiva. Si ademads satisface (A3), entonces diremos

que A es pre-abeliana.

Observacion. La existencia de nicleos y contcleos nos implica la existencia de sucesiones exac-
tas, la existencia de coproductos ademas garantiza la existencia de objetos cero. El axioma
(A4) en la definicién de categoria abeliana es equivalente a que se cumpla el primer teorema de

isomorfismo de Noether: dado un morfismo f : A — B, consideramos la sucesién exacta
A —2— coker(ker(f)) BTN ker(coker(f)) —— B ,

donde p es un contcleo (por tanto epimorfismo) e ¢ es un nicleo (por lo tanto monomorfismo).

El primer teorema de isomorfismo nos dice que f es un isomorfismo.

Ejemplo 2. Como se puede intuir, nuestro primer ejemplo de categoria abeliana es la cate-
goria A-Mod consistente de A-mddulos, ver que esta satisface los axiomas (A1)-(A4) se puede

encontrar en cualquier libro de Teoria de Mddulos, por ejemplo (22).

Ejemplo 3. El ejemplo mds importante en esta tesis serd Shv 4(X) y sus subcategorias, don-
de Shv 4 (X) denota la categoria de gavillas® de A-mdédulos en un espacio topoldgico X, la

demostracion de que esta categoria es abeliana puede encontrarse en el capitulo 2 de (18).

l1Equivalentemente, A admite limites y colimites finitos.
2La definicién de gavilla se dard en capitulos posteriores.
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Ejemplo 4. En Geometria Algebraica destacan dos categorias abelianas asociadas a un esque-
ma' X. La primera consta de las gavillas coherentes y la sequnda de las gavillas casi-coherentes
sobre X, no nos adentraremos en el estudio de estas categorias, reservdndolas para comentarios
durante el transcurso de la tesis. Para mas informacion de este tema el lector puede consultar
(13), que también servird como una referencia -incompleta- para lo que sige de la tesis. Otra

muy buena referencia es el libro (17).

En cierto sentido, las categorias derivadas nos dan un entorno con el cual es posible reem-
plazar un objeto arbitrario por una resolucion del mismo dada en término de otros objetos. El
Algebra Homologica por otra parte, nos provee de herramientas con las cuales podemos calcular
propiedades de esta resolucion. Formalicemos estos conceptos.

Definicién 5. Si A es una categoria abeliana, definimos la categoria de complejos A® como
sigue:
= Objetos: Son complejos de cadenas A®, i.e. sucesiones (AP),cz que representamos

p—2 p—1 P p+1
dA dA

d d
A=t SA L gp CA ppt

con objetos AP en A y morfismos d) que cumplen dﬁ“ od =0 para todo p € Z

= Morfismos: Si A®* y B® son complejos de cadenas, entonces un morfismo f® : A* — B*®

consiste de una familia de morfismos (f? : AP — BP),cz tales que conmutan el siguiente

diagrama
p—2 p—1 D p+1
4 AP—1 4 AP da Apr+1 da
J{fp— 1 lfp J{fp-#l
p—1 BP Bprt+1
—2 —1 P +1
i i a5 i

Podemos extender todos los conceptos en A a la categoria A® de manera puntual. Por
ejemplo, el objeto cero en A® es

0 0 0

y dado un morfismo f*, el complejo imagen Im(f*) se define como:

+1
d%lIm(fP) de |1m(_fp+1)
_

. — Im(fP) Im(fP*1) Im(fPHl) —— .
Con esta discusién, el Lema a continuacién se vuelve transparente

Lema 6. Si A es una categoria abeliana, entonces A® es una categoria abeliana.

1El lector puede reemplazar la palabra esquema por variedad algebraica si lo desea.




2.1 Categorias Abelianas

Observacion. Con el Lema 6 obtenemos que las categorias A®®, A®®® ... de bicomplejos, tri-
complejos, etc. vuelven a ser categorias abelianas. Pero, desde el caso mas sencillo, como es el
de los bicomplejos, debemos de tener cuidado con diversas convenciones de signo que abundan

en la literatura. Aclararemos este punto mas adelante.

La categoria de complejos tiene una estructura mas rica que la categoria A, como vimos
antes, diversos conceptos en A son heredables a A®, pero la categoria de complejos viene dotada
naturalmente de nuevos funtores, que no aparecen en A, estos son la cohomologia y el funtor
de traslacion. Para acentuar que la categoria de complejos generaliza a A observemos qu existe
una manera obvia de encajar A en A°.

Definicién 7. Sea A una categoria aditiva, definimos el funtor concentrado en 0 como A — Af

donde A§ denota el complejo

0 A 0

y que en flechas esta definido de la manera obvia, denotaremos a este funtor por Cp : A — A°.

El funtor que concentra en grado 0 es claramente un encaje de la categoria A en A®. Des-
cribamos funtores particulares de la categoria de complejos.

Definicién 8. Sea A € A® un complejo y k € Z. Definimos el complejo trasladado k lugares,
A*[k] como el complejo cuyos términos A[1]P son AP** y con diferenciales di[k] = (=1)kait.
Dado un morfismo f, definimos el morfismo trasladado k lugares f°®[k] : A*[k] — B°®[k] como

fP[1] = fPT*. Extendemos la traslacién a un funtor [k] : A® — A®.

Observacion. El funtor [k] nos define una autoequivalencia de la categoria A®, cuya inversa es
el funtor [—k]. Nétese la convencidn de signo en la definicién de la diferencial del funtor de

traslacion.

Definamos ahora uno de los funtores principales en los que estaremos interesados a lo largo
de la tesis, el funtor de cohomologia. Cabe aclarar que en la definicién siguiente vamos a utilizar
la terminologia de objetos cociente y de la imagen de un morfismo, conceptos que no suenan
familiares dada la axiomatizacién tan formal de una categoria abeliana. Por ello, es conveniente
que demos una definicién libre de elementos de estos dos conceptos:

s La imagen de un morfismo f es ker cokerf.

= Si A es un objeto y B es un subobjeto de A, en el sentido que existe un monomorfismo
i: B — A, definimos el objeto cociente como coker ker i.

Se demuestra facilmente que, en categorias donde sea posible describir cocientes o la imagen
de un morfismo utilizando elementos, ambas descripciones coinciden.

Definicién 9. Sea A una categoria abeliana, definimos el funtor de cohomologia H? : A®* — A

como sigue:
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= En objetos: Si A* es un complejo, entonces H?(A®) = ker(d",)/Tm(d% ).

» En morfismos: Si f® : A* — B® es un morfismo, definimos H?(f®) : HP(A®*) — HP(A®)

como el inducido en ker(d).

La utilidad del funtor de cohomologia esté en que este nos provee un morfismo de conexion
entre complejos. Como A® es abeliana, tiene sentido hablar de sucesiones ezactas, el siguiente
teorema corre con el nombre del Teorema Fundamental del Algebra Homoldgica
Teorema 10. Si

AL g 00
es una sucesion exacta en A®, entonces existe una sucesion exracta larga

s Hr(A) ) gy YY) ooy 20 mrti(an)

El morfismo OP es conocido como el morfismo de conexion.

Demostracion. Consulte (31), Teorema 1.3.1. pagina 10. La idea es aplicar el Lema de la Ser-
piente al diagrama en cuyas filas estan los términos p—1,p y p+ 1 de la sucesién exacta inicial.
Si suponemos que A es una subcategoria de A — Mod, entonces estd definido en “elementos”

87 (z 4+ Im(d%. ) = (f*) N (dB (¢7) ~ (2)) + Im(d%a)
Para z € HP(C®). O

Nota. En realidad, la categoria de mdédulos sobre un anillo A resulta ser un modelo bastante
general de categoria abeliana. Este hecho queda plasmado en el celebrado teorema de Freyd-
Mitchell, que en esencia nos dice que cualquier categoria abeliana pequeria puede ser vista
como una subcategoria de A-Mod (véase (31)). Con esto en mente en algunas demostraciones
hablaremos de “elementos” por cuestiones de claridad en la exposicién, sin embargo es posible
dar las demostraciones sin suponer que las categorias son pequenas, aunque por lo general es

mucho mas €Nngorroso.

Definicién 11. Un morfismo de complejos f : A®* — B® es un casi-isomorfismo si, para toda
p € Z, el morfismo inducido HP(f) : HP(A*) — HP(B®) es un isomorfismo. Decimos que dos
complejos son casi-isomorfos, si exite un casi-isomorfismo entre ellos. También diremos que un

complejo A® es aciclico si es casi-isomorfo al complejo 0°.

Ejemplo 12. Sea A un objeto de A. Supongamos que eziste una sucesion exacta

0 A—cy 0oy, (2.1)
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entonces existe un casi-isomorfismo entre Ay, el complejo concentrado en grado 0 y el complejo

0 (N &

que denotaremos I°. En efecto, consideremos el morfismo f : A®* — I® dado como sigue

0 A 0
e b
0 Iy —2» 1 =

el diagrama conmuta debido a que 2.1 es exacta y que ig o € = 0, ademds tenemos

A sip=0
HP(A®) =
0 en otro caso

Por otro lado, regresando a que 2.1 es exacta, podemos calcular la cohomologia del complejo I®

ker(ig) = A si p=0
o D
0 en otro caso

Nétese que Ho(f) =e.

El ejemplo anterior refuerza lo expuesto al comienzo del capitulo, cualquier elemento de A €
A (viendo A como subcategoria de A*®) es casi-isomorfo a su resolucién. El trabajo que haremos
a continuacién serd el de construir una categoria apropiada donde los casi-isomorfismos se
vuelvan isomorfismos. Perdiendo asi cualquier distincién entre el objeto mismo y su resolucion,
esta serd la categoria derivada D(A).

2.2. La Categoria Homotopica

El paso intermedio en construir la categoria derivada -que a fortriori nos dard una he-
rramienta con la cual poder calcular los funtores derivados- estd el de construir la categoria
homotopica. Partiendo desde el punto de vista de la Topologia Algebraica, donde usualmente
se buscan invariantes mddulo homotopia, formalizaremos la construcciéon de una categoria de

complejos que identifique a los complejos homotopicos.

Definicién 13. Decimos que dos morfismos de complejos
f,g: A* — B*®

son homotépicamente equivalentes si existe una coleccién de morfismos hP : AP — BP~! para

todo p € Z tales que se cumple la ecuacion siguiente:

fP—gP =hTodh +db o hP.
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Decimos que la coleccién (hP),ez es una homotopia entre fy g o bien que f y g son homotépicos,

denotaremos por f ~ g a esta relacién.

Nota. El origen de el término homotopia en complejos de cadenas es topoldgico. Recuerde
que dos aplicaciones continuas f,g : X — Y se dicen homotdpicas si existe una aplicacién
continua H : X x I = Y tal que H(—,0) = f(-) vy H(—, 1) = g(—). El teorema de invarianza
homotdpica (cf. (9), Teorema 1.7.11.(a) pp. 50) nos seniala que, si f y g son homotépicas,
entonces los morfismos inducidos en cohomologia son los mismos. La definicién de homotopia

entre complejos fue tomada de la demostracién de la invarianza homotopica.

Enfoquémonos por un momento en los morfismos homotdpicos a cero'. Si f ~ 0, podemos
escribir esta relacién en el diagrama a continuacién

p—1
dy

. —— AP AP APt
P PR s (2.2)
. —— Br~1 E BP = oL —

Donde, por definicién de la homotopia, se cumple que fP = b o d", + db 'hP. Esta forma
de representar una homotopia serd de particular utilidad mas adelante, demostremos algunas
propiedades bésicas de las homotopias.

Proposicién 14. Sea A una categoria aditiva.
(1) La relacion de homotopia es una relacion de equivalencia.
(1) Si f ~ g, entonces HP(f) = HP(g) para toda p € Z.

(1) La clase de funciones homotdpicas a cero forma un ideal en Hom(A®) en el siguiente
sentido: Si f1, fo : A®* — B® son homotdpicas a cero, entonces fi + fo ~ 0 y ademds

g1 © f1,92 0 fa son homotdpicas a 0, cuando estén definidas.

(v) Si f : A* — B®* y g : B* — A*® son tales que go f ~ ida y f o g ~ idp, entonces
HP(f) = HP?(g)~! para todo p € Z.

Demostracion. Demostremos (I). Si suponemos f ~ g y (h,) es la homotopia entre ambas,
entonces (—hy,) cumple

& = 17 = () o+ iy o (<)

1E] término en inglés para estos morfismos es nullhomotopic, pero a falta de una traduccién satisfactoria

optaremos por no utilizar abreviaciones del término, prefiriendo quedarnos con el simbolo f ~ 0.

10



2.2 La Categoria Homotopica

y por tanto la relacién es simétrica, tomando hP = 0 obtenemos la reflexividad de ~. Resta
por demostrar que la relacién es transitiva, supongamos que f,g : A* — B® son homotdpicos
y que g ~ m. Vamos a demostrar que f ~ m, sean h? y kP las homotopias entre f,g v g, m

respectivamente, entonces la familia (h? + kP) : AP — BP~1 cumple
frmm? = (7 = )+ (g =) = (B ol + dy o W) + (W o dfy + o k)
= (W R o dly +diy o (WP 4 KP),

lo que termina la demostracién. Demostremos (IT), como H? es un funtor aditivo basta con

demostrar que si f ~ 0, entonces HP(f) = 0 para toda p € Z. Sea [a] € HP(A*), entonces
P(a) = (WPHd + diy hP) (a)
— 1P @) + )
= d% 'hP(a).
La tltima igualdad ocurre pues a € ker(d"). En conclusién fP(a) € Im(d%fl) y esto no dependié
de la eleccién del representante. Para demostrar (IIT) sean (hY) y (h%) las homotopias f; ~ 0y
f2 =~ 0 respectivamente, se verifica rapidamente que (h] + h}) es una homotopia entre fi + fo

y 0. Supongamos que g1 : B®* — C*®, es otro morfismo, veamos que (g} o hf“) nos define una

homotopia entre g; o f1 y 0. En efecto,
groff =gt o (" ody +dy " o b))
= (g ohy™)ody + gt ody o hf
= (gfohf™)od) +dy ogi™ o bl
El inciso (IV) se sigue inmediatamente de los tres incisos anteriores. O

Con la proposicién anterior en mano, podemos pasar a definir la categoria homotépica.

Definicién 15. Sea A es una categoria abeliana. Definimos la categoria homotdpica K(A)

como sigue:
= Objetos: Los mismos objetos que A°.
= Morfismos: Si A® y B*® son complejos en K (A), entonces
Hompg (4)(A®, B*) = Homye(A®, B*)/ ~,

donde ~ es la relaciéon de homotopia

11



2. LA CATEGORIA DERIVADA

Observe que, generalidades en la construccién de categorias cociente (véase (23)) y la Pro-
posicién 14 implican que K(A) es una categoria aditiva (cf. Definicién 1), ademéds tenemos
canénicamente definido un funtor

K:A*— K(A)

Como el inducido hacia el cociente. Por la Proposicién 14 también el funtor de cohomologia pasa
a la categorfa K (A). La relacién entre la categorfa K(A) y A serdn explicadas en la sucesién
de Lemas a continuacién.

Lema 16. El funtor concentrado en 0 es fiel y pleno. El funtor Ko : A — K(A) definido como
Ko(A) = K(AD) es fiel y pleno.

Demostracion. La primer parte del Lema es clara, un morfismo entre dos complejos concentra-

dos en 0 es un morfismo entre los objetos mismos. Para la segunda parte observe que
Homp (4)(Ko(A), Ko(B)) = Homue« (Ko(A), Ko(B)),

debido a que no existen homotopias (no triviales) entre dos complejos concentrados en 0. De

forma que terminamos usando la primer parte. O
Todavia nos hace falta un ingrediente para poder definir la categoria derivada, este es el

cono! de un morfismo.

Definicién 17. Sea f : A®* — B*® un morfismo de cadenas. El cono homoldgico? de f se define

como el complejo C(f)* = (A*[1] © B®,d¢(y)) que en componentes es
C’(f)p — Apt1 @ BP

y tiene por diferenciales
P41
e = _f(]ioil d(:’
B
Nota. El escribir las diferenciales como matrices es una forma muy til para poder describir
un morfismo entre un productos. Queremos definir un morfismo hacia AP*2 @ BP*! por la
propiedad universal del coproducto basta con definir un morfismo de AP*! @ BP hacia cada
componente, aqui lo que haremos es identificar el objeto AP*1 & BP con APt x BP (pues en
una categorfa aditiva, productos finitos coinciden con coproductos finitos) y por la propiedad

universal del producto basta con definir el morfismo de AP+! a AP+2 y BPt! respectivamente.

IDel inglés mapping cone, para evitar confusiones con el cono de un espacio, trataremos de agregar el

morfismo f cuando hablemos de su cono.
2Nuevamente la motivacién proviene de Topologia Algebraica. Dada una aplicacién continua f : X — Y

entre espacios topoldgicos, definimos el cono de esta aplicacién como el espacio Cy = (X x I) U Y, la aplicacién

inducida en los complejos simpliciales resulta ser el cono homolégico.

12



2.2 La Categoria Homotopica

En el caso de la definiciéon corresponden a —d'j{H y a fP*! respectivamente, andlogamente con
BPTL. Se demuestra que (debido a la unicidad de los morfismos) el producto de las matrices

asociadas en el sentido usual corresponde a la composicién de morfismos.

En adelante denotaremos al cono homoldgico simplemente por cono, es facil demostrar que
este es un complejo. Ademds existen morfismos 74 : B®* — C(f)* y my : C(f)* — A°®[1] inducidas
por la inyeccién y proyeccién candnicas. Veamos su representaciéon matricial:

0 .
T = ( idB'i ) 7Tf:( —ldAH»l 0 )

Note el signo en 7y, recalcamos que estamos siguiendo las convenciones de signo de (17) y que
estas no son estdndar en la literatura. Demostremos algunas propiedades del cono.

Proposicion 18. Si f: A* — B®, entonces

(1) La sucesion
0 —— B* — C(f) — A*[]] — 0
es ezxacta.

(1) La composicion A* — B®* — C(f) es homotdpica a 0.

Demostracion. La primer parte es inmediata. Para el segundo inciso de la Proposicién considere
la inclusién candnica
hi . Az N C(f)z—l — Az @Bi_l,
esta cumple
o h.

(rj 0 )" = B e + di e

De manera que define una homotopia entre 77 o f y el 0. O

2.2.1. Propiedades Estructurales de K(A)

En esta seccion recopilaremos diversas Proposiciones de caracter técnico que nos permitiran
mas adelante dotar a K(A) de una estructura triangulada.

Proposicién 19. El siguente diagrama conmuta en K(A).

13



2. LA CATEGORIA DERIVADA

Demostracion. Queremos ver que el inico morfismo 0 — C(id) es homotdpico a la identidad.

En efecto, si definimos

0 O
h =
idga O
entonces h cumple que idg(iq) = h o d + d o h, terminando la demostracion. O

Proposicién 20. Sia: A} = A3, b: B} = B3, fi : A} = B}, fa : A5 — B3 son morfismos de

complejos de cadenas que conmutan el diagrama

Ay L By
b
AS — Bs
entonces existe un morfismo ¢ : C(f1)* — C(f2)® tal que el diagrama siguiente es conmutativo:

Ay 1 By C(fr) —L As(]

T

A3 Bs —— C(f2) 1 A3[1]

f2

Observacion. Observe que, en un principio, no requerimos que los rectangulos conmuten. Basta

con pedir como hipétesis la conmutatividad del primer cuadrado.

Demostracion. Definamos ¢ como el morfismo

—qgtt? 0

f2i+1 oaitl pi

Como primer paso, comprobemos que ¢ es un morfismo de complejos, en componentes:

—a't? 0 —dyt 0 at?odif! 0
5-&- ° az+2 b1+1 {-i— zBl _ 5-{- ° CLH_Q ° dzﬁ; + bz+1 ° f{/-‘r bl_"ldB{

Por otro lado

i+1 i+1 i+1 i+1
—dy, 0 —a 01 dy, oa 0
i+1 ] i+1 i+1 ] i4-1 i1 i+1 041 i1 i ]
5 392 f2 o aer bt _f2 o az+ + d32 o f2 o az+ dlBQ o bl

. i+l il b2 gitl il g i i
por ser a y b morfismos de complejos tenemos que dy " oa' " =a'"“od, "y b dB; =dfp, ob".

De forma que lo tnico que resta por demostrar es la igualdad

42 i+2 1+1 i+1 +1 _ e+l i+1 i+1 1+1 i+1
—f3“oa odA1 +b ofiTm=f3""oa +d320 5 oa.

14



2.2 La Categoria Homotopica

El primer cuadrado es conmutativo por hipétesis, asf que bt o fitt = fitl o gi+1 ademds
42 k2 | pbl _ pik2 gl it

o oa"Tody =—fy""ody, ca

i+l g gitl

:deo 2

Veamos que el morfismo ¢ hace conmutar todos los cuadrados. Primeramente

aitl 0 0 _ ( 0 b ) _ (bi)'

i+l il pi 1 o
fs oa b idpi idp:
De forma que el segundo cuadrado conmuta. Veamos la conmutatividad del tercer cuadrado
—ag't? 0

( —idyien 0 )(ai+1) - ( _gitl ) :( —idye 0 ) i1 ity
O

Proposicion 21. Si f: A®* — B® un morfismo de complejos, entonces existe un morfismo de

complejos g : A*[1] — C(15) que es un isomorfismo en K(A) y tal que el siguiente diagrama es

conmutativo en K(A):

B* —— C(f)
-
B* —— C(f) —= C(1) —— B*[l]

Demostracion. Definamos el morfismo g : A*[1] — C(7) en componentes

A[1)f = A1 9 C(r)i = B+ @ O(f)i = B+ @ A+l @ BY,

definido como
_f1'+1
gi = idAi+1
0

Veamos que este es un morfismo de complejos, para esto escribamos la diferencial de C(7)® en

forma matricial
i+l
R S
o = i+l g - 0 -t o
Tf c(f) sy i+1 i
lde f dB

15



2. LA CATEGORIA DERIVADA

Queremos demostrar la conmutatividad del diagrama

) diyn )
A1) B 40+

giJ/ J/g'H»l .

C(r)i — C(r)i+L

der
En efecto,
gt 00 - dg o fH [ odf?
0 —di' o idgis | = —dit = —d!
idg:  fit dy 0 — it 4 it 0
Por otro lado
—fi+2 —fit2o d7j4+1
idgie | (A5 = dit
0 0

y por lo tanto es un morfismo de cadenas.

Afirmacién 22. El morfismo g : A*[1] — C(7) admite una inversa homotdpica.

1

Demostracion. Definamos g~ : C(7) — A®[1] como m¢(y) o 7y, donde 7 (s es la proyeccion

1

de C(7) en el segundo factor. Como matriz, g+ estd dado por

(0 —idAi+1 0 ),

componiendo
— il
(9‘1)2‘091':(0 —id i 0) idger | = —id g
0

e inversamente

—fitl 0 fitl 0

g o(g7) =1 idan (0 —id gin o)z 0 —idgis 0

0 0 0 0

Resta demostrar que esta 1ltima matriz es homotdpica a la identidad, en otras palabras, que

idgiss  fi*1 0
0 0 0
0 0 idp
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2.2 La Categoria Homotopica

es homotopico a cero, definimos la homotopia

hi . BiJrl @Ai+1 EBBZ — Bl @A’L @Bifl

que estd definida por la matriz

o

o

obtenemos la igualdad

hi+1 o dz + difl o hi —

,d%

que era a lo que queriamos llegar.

En A*® tenemos la igualdad

7y 09=idgi 0 0)

idgi—1

idBi,+1

0 idgis
0 0 ;
0 0
idpgi+ —di! 0 0
0 0 —diyt 0
0 idg:  fH1 0 dy
0 0 0 0 idg:
~diy 0 00 0
fooodgt 00 0
fi+1 0
0 0
0 idp
O
_fz‘+1
id gisa :fi+1
0

que demuestra la conmutatividad del tercer cuadrado. El segundo cuadarado no conmutaréd en

A*® pero sf lo hard en K (A). Por la Afirmacién 22 existe una inversa homotépica g~!, de manera

que basta con demostrar que g~! o7, = 7 en K(A). En efecto,

0 0
gilOTt: ( 0 id 0 ) id git+1 0 = ( idgi+1 0O ) =Tyf.
0 idpgi
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2. LA CATEGORIA DERIVADA

Utilizando este Lema es posible demostrar un Corolario muy 1til.
Corolario 23. La composicion C(f)®* — A®[1] — B*[1] es homotdpica a 0.

Demostracion. Por la Proposicion 18 tenemos que m; o 7 >~ 0 y por lo tanto como el diagrama

de la Proposicién 21 conmua, entonces f oy =~ 0. O

Ahora veremos un Teorema de importancia fundamental, puesto que es la generalizacion a
la categoria homotopica de el Teorema Fundamental del Algebra Homoldgica. Observese que
no estamos hablando de sucesiones exactas en K(A).

Lema 24. Sea A una categoria abeliana. Todo tridngulo distinguido' en K(A)

A Ly o) T A
induce una sucesion exacta larga en A
. —— H"(A®*) —— H"(B*) —— H"(C(f)) —— H""1(A®*) —— .

Demostracion. Consideremos la sucesion exacta corta obtenida de la Proposicion 18

Tf

0 — B 5 C(f)

A*[1]] —— 0.

Aplicando el Teorema fundamental del Algebra Homolégica (Teorema 10) tenemos la siguiente

sucesién exacta

s BB T HO() T H (A1) T B (BY) ——

Claramente H™(A®[1]) = H"T1(A®), por lo tanto basta con demostrar que §™ = H™(f). Utili-
zando la descripcion explicita del morfismo de conexién en el Teorema 10 obtenemos mediante

un célculo directo que
5 (x + Tm(dar)) = (7)1 (2, (7) 7 (@) + Im(d)
— F(@) + Im(d).
Lo que termina la demostracién. O

Corolario 25. Sea f: A* — B® un morfismo en A®. Son equivalentes:

(a) f es un casi-isomorfismo.

1Explicaremos esta terminologia en la seccién de Tridngulos, por el momento el lector puede ignorar el

nombre y simplemente fijarse en la sucesion.
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(b) C(f) es aciclico. (cf. Definicion 11)

Demostracion. Aplicando el Lema 24 obtenemos la sucesion exacta larga

s Ay Y gy —— HYO(f) —— HPPH(AY) ——

C(f) es aciclico si y solo si H*(C(f)) = 0 y por exactitud esto ocurre si y solo si H"(f) es un

isomorfismo. O

Lema 26. Si f : C* — B*® es un morfismo de complejos y s : A* — B*® es un casi-isomorfismo,
entonces existe un casi-isomorfismo t : C§ — C® y un morfismo g : C§ — A*® tales que el

diagrama siguiente es conmutativo

cy - ¢

gl Jf :

A* —— B*®
Demostracion. Tenemos el siguiente diagrama, donde el primer cuadrado es conmutativo (cf.
Observacion en la Proposicién 20)

Trsof

0* 22 C(s) =5 O(ro f) T2 C0 1]

1T I

B* —— C(s) A*[1] B*[1]

Ts

—s[1]

Por la Proposicion 21 podemos completar el diagrama a

donde g es un isomorfismo en K (A). Por la Proposicién 20 obtenemos el siguiente diagrama

conmutativo
Trsof

O T C(s) T Clrao f) 725 (1

[ S
B[]

B* —— C(s) C(s)

Trg Ts

1

Definamos v : C(15 0 f) — A®[1] como v = g~ ' o ¢, con este morfismo el diagrama

Trgof Trsof,

0 2 Os) T2 Ory 0 f) T2 001

[ S

B* —— C(s) A1) — B[]

Ts
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conmuta, aplicando el Teorema fundamental del Algebra Homologica obtenemos la sucesion

exacta

Hp( Trgof

s mr(et) D gy o ) T BR(CO[]) ——

Como s es cuasi-isomorfismo por el Corolario 25 el complejo C(s) es aciclico, de forma que

HP(m,) es un isomorfismo. Aplicando el funtor de traslacién [—1] obtenemos el cuadrado

Clr. 0 P-1] =L
giloTrTsof[—l]l Jf )
A. —S> B.
que termina la demostracién. O

Andalogamente se demuestra el Lema siguiente.

Lema 27. Si f: B®* — A® es un morfismo de complejos y s : B® — D*® es un casi-isomorfismo,
entonces existe un casi-isomorfismo t : A* — C® y un morfismo g : D* — C* tales que el

diagrama siguiente es conmutativo
c* % D

2.2.2. Categorias Modelo

La consideracién de la categoria homotdpica ya habia sido hecha en Topologia Algebraica
antes del trabajo de Verdier, la motivacion de construir la categoria homotdpica y en ultimas
instancias definir la categoria derivada, como ya se mencioné en la Introduccién, fue el poder
definir la Categoria Homotdpica Estable, de forma que fue natural el considerar esta categoria.

En esta seccién vamos a discutir un poco sobre el trabajo de Quillen en categorias Modelo,
manteniendo en mente la motivacién de Topologia Algebraica expuesta en la Introduccién de
la tesis.

El trabajo de Daniel Quillen en (25) se advocé a definir aziomdticamente una manera de
poder hacer homotopia. Esta nocién recobra la teoria de homotopia usual en espacios topologi-
cos, conjuntos simpliciales y complejos de cadenas sobre una categoria abeliana con suficientes
proyectivos (eg. A—Mod).

Definicién 28. Sea € una categoria. Una estructura médelo’ en C estd dada por tres clases
distinguidas de morfismos en C, las equivalencias débiles (que se denotan por =), las fibraciones

(denotadas por —) y cofibraciones (denotadas —), que estdn sujetas a los axiomas siguientes:

1En su trabajo original (25), Quillen se refiere a esta como una estructura de modelo cerrada, por convencién
general, siempre que se habla de estrucuras modelo se estd suponiendo que estas son cerradas, en el sentido de

Quillen. Seguiremos a lo largo de la tesis esta convencién.
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2.2 La Categoria Homotopica

(CM1)

(CM2)

(CM3)

(CMA4)

(CM5)

C tiene limites y colimites finitos.

Para cualesquiera dos morfismos f : C — Dy g : B — C, si dos de f,g,fg son

equivalencias débiles, entonces también lo es la tercera.

Si f es un retracto de g (i.e. existen aplicaciones

Xty .o x

Lol

X —Y — X
7 T
tales que i = id y r'i’ = id) y g es una fibracién (o cofibracién o equivalencia débil),
entonces también lo es f.
(Azioma de Levantamientos) En cualquier diagrama conmutativo sélido?

X —Y

[l

X —Y
donde i es una cofibracién y p una fibracién. Si p 6 i son equivalencias débiles, entonces

existe una flecha w que hace conmutar el diagrama.

(Azioma de Factorizacion) Cualquier morfismo X — Y admite factorizaciones funto-
riales X — Z — Y donde la cofibracién es una equivalencia débil y X — W — Y

donde la fibracion es una equivalencia débil

Como ejemplo béasico de categoria modelo, Quillen doté a la categoria A® de complejos
de una categorfa abeliana A con suficientes proyectivos?. Decimos que un morfismo p tiene la
Propiedad de Levantamiento por la Derecha (que denotaremos (RLP) por sus siglas en inglés)
con respecto a un morfismo ¢ si para todo diagrama sélido como en el axioma (CM4) existe
una w que lo haga conmutar. De manera dual se define la Propiedad de Levantamiento por la
Izquierda (LLP por sus siglas en inglés).

Teorema 29. Las categoria A® admite una estructura de categoria modelo, donde

1. Las equivalencias débiles son los casi-isomorfismos de complejos.

2. Las cofibraciones son morfismos que en cada grado son monomorfismos.

3. Las fibraciones son los morfismos que tienen la (RLP) con respecto a las cofibraciones

triviales (i.e. cofibraciones que son equivalencias débiles).

1Por esto nos referimos a un diagrama donde todas las flechas, que no estén punteadas, conmuta. Por lo

general esto lo hacemos para no tener que repetir el mismo diagrama dos veces.

2Véase la Seccién 2.5
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Demostracion. Se puede encontrar en (16), un caso particulas (complejos que son uniforme-

mente acotados) puede encontrarse en (7). O

Para tener una idea mas clara del tipo de objetos que son las fibraciones demos un Teorema
relacionado al respecto.

Teorema 30. Si un morfismo f: A* — B® cumple que

1. Existe N tal que H™(f) es 0 para todon < N.

2. Para todo n se cumple que f™ es un epimorfismo.

3. Para todo n se cumple que el nicleo de f™ es un objeto inyectivo (cf. Seccién 2.5)
entonces [ es una cofibracion.

Demostracion. Véase (16), Capitulo 2. O

No podemos terminar esta seccién sin mencionar quiza el Ejemplo canénico de Categoria
Modelo y el motivador principal de la teorfa.

Teorema 31. La categoria Top (respectivamente Top, ) cuyos objetos son espacios topoldgicos

(resp. espacios topoldgicos basados) y con morfismos las aplicaciones continuas (resp. aplica-

ciones continuas basadas) admite una estructura de Categoria Modelo, donde

1. Las equivalencias débiles son las aplicaciones continuas f : X — Y cuyos morfismos
inducidos en los grupos fundamentales 7, (f) : w7, (X, *) = 7, (Y, f(x)) son isomorfismos

para todo n > 0 y todo punto base *.
2. Las fibraciones son las fibraciones de Serre.

3. Las cofibraciones son aplicaciones continuas que tienen la LLP con respecto a las fibra-

ciones triviales.

Demostracion. Consulte (7), Seccién 8. O

Mas adelante veremos que también a la Categoria de Gavillas sobre un espacio topoldgico es
posible dotarla de una estructura modelo. Para mas detalles sobre la teoria de Categorias Modelo
el lector es invitado a consultar (7) y (16). Mds adelante veremos como estas se relacionan con
la construccién de la Categoria Derivada en esta tesis.
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2.3 Localizacién

2.3. Localizacion

El procedimiento de localizacién en una categoria se puede pensar como un proceso de
forzar cierta clase de morfismos a ser invertibles. Como se puede dilucidar desde el nombre del
procedimiento, este tiene su origen en la idea de localizar A-mddulos con respecto a un ideal
primo. En Geometria Algebraica este proceso es escencial puesto que representa el tallo de la
gavilla estructural de un esquema en un punto dado, o en otras palabras, el anillo de gérmenes de
funciones regulares en el punto. En Topologia Algebraica la motivacién del proceso de localizar
surge en localizar con respecto a Teorias de Homologia.

En esta seccién definiremos un procedimiento muy general de localizacién en Categorias.
Maés atn, discutiremos como es posible llevar el proceso de localizacién al contexto de las
Categorias Modelo (cf. Subseccién 2.2.2) invirtiendo las equivalencias débiles, esto es conocido
como Localizacién de Bousfield. Citemos a J.F. Adams!

I owe to A.K. Bousfield the remark that the procedure below involves very serious
set-theoretical difficulties. Therefore it will be best to interpret this section not as a set of
theorems, but as a programme, that is, a guide to what one might wish to prove.

Con esa filosofia, queremos describir la categoria derivada D(A) como una manera de invertir
casi-isomorfismos, esto es una localizacion, escribiremos 4 puntos que serian escenciales para
poder localizar a A°®.

= La clase de isomorfismos es, en algtin sentido, multiplicativa.

s La categoria se forma a partir de A®, i.e, existe un funtor Q : A®* — D(A).

» Si f:A® — B*® es un casi-isomorfismo, entonces Q(f) es un isomorfismo.

= D(A) es, en algiin sentido, universal con respecto a las tltimas 2 propiedades.

El propésito de esta seccion es pues, completar este programa, que llevaremos acabo de
manera sistematica en el contexto mas general de categorias aditivas, para al finalizar aterrizarlo
a la categoria homotoépica. Por tltimo veremos como se resuelven los problemas conjuntistas
para ciertas categorias particulares, utilizando la teoria de categorias modelo.

Definicién 32. Una clase S de morfismos en una categoria A se dice localizante si satisface

los siguientes axiomas:

(L1) S es cerrada bajo composiciones y contiene los morfismos identidad, i.e. si s,t € Sy st

existe, entonces st € S, ademds 14 € S para todo objeto A € A.

(L2) Se satisfacen las condiciones de Ore: Si f : A — B es un morfismoen Ay s: D — B es

un morfismo en S, entonces existen g € Mor(A) y ¢ € S tales que el cuadrado

c 25D
t J{s
AT>B

Ipégina 293, Seccién 14 en (1)
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2. LA CATEGORIA DERIVADA

es conmutativo y ademas se cumple el enunciado dual, esto es, si f : B — A es un morfismo

v s: B — D es un morfismo en S, entonces existe un diagrama conmutativo

c<+?.D
: T
A<TB

(L3) Si f,g: A — B son morfismos en A, entonces la existencia de un s € S tal que sf = sg
es equivalente a la existencia de t € S tal que ft = gt.

Comencemos a construir una categoria donde los morfismos de la clase localizante se vuelvan
isomorfismos. Para ello tendremos que hacer diversos lemas de cardcter técnico, que nos daran
un poco mas de familiaridad con estas categorias.

Definicién 33. Un techo es un diagrama de la forma

donde s € S'y f € Mor(A). Denotaremos un techo por la pareja (s, f) o bien s71f.

Nota. Formalmente, estamos hablando en la Definicién de techo de un techo por la izquierda,
la nocién de techo por la derecha se define de manera duall, i.e. un techo por la derecha es un
diagrama de la forma
7N
A B
donde s € S'y f € Mor(A). Claramente pasar de la categoria A a la categoria opuesta A° cam-

bia los techos por la izquierda a techos por la derecha, por tanto basta con estudiar propiedades

de los techos por la izquierda.

Decimos que dos techos (s, f) v (t,9) son equivalentes si existe un tercer techo (r,h) y un
diagrama conmutativo

A//l

1Esta es la primera vez que mencionamos explicitamente el tema de Dualidad en Categorias, la filosofia
es que todo enunciado que se formule en la Categoria que no tenga wvariables libres puede ser formulado por
dualidad en su categoria opuesta. De forma que basta demostrar solo uno para tener ambos. Para més detalles

consulte (23).
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2.3 Localizacién

Lema 34. La relacion entre los techos es de equivalencia.

Demostracion. La simetria es inmediata y el diagrama

claramente es conmutativo, lo que demuestra la reflexividad. Demostremos la transitividad,
supongamos que (s, f) ~ (t,9) v que (t,g9) ~ (u,e), ilustrado en el diagrama conmutativo a

continuacién:

(2.3)
Queremos construir un diagrama conmutativo de la forma siguiente:
C//I
A/ A/// (2 4)
/ . 7 \
A B

Por la condicién de Ore obtenemos el diagrama
(CURT A
srl k > (25)

~

A——C"
P
donde v € S. Si definimos f; = hv y fo = pk, entonces por el diagrama 2.3 obtenemos:
tfi =thv = srv =tpk =tf,

Por la condicién (L3) en la definicién de clase localizante existe w € S tal que fiw = fow.
Definamos ¢q : C""" — A’ como g =rvw y j: C" — A" como j = ikw. Entonces ocupando los

diagramas 2.3 y 2.5

ej = eikw = gpkw = gfow = gfrw = ghvw = frow = fq
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2. LA CATEGORIA DERIVADA

ademas

uj = utkw = tpkw = tfow = tfrw = thvw = srvw = sq
de manera que usando las definiciones de ¢ y j dadas anteriormente, el diagrama 2.4 es conmu-
tativo y por lo tanto (s, f) ~ (u,e). O

Ahora resta por definir una forma de componer (clases de) techos, supongamos que (s, f)
y (t,g) son techos tales que tf estd definido. Definimos la composicién como sigue: Por las
condiciones de Ore existen ¢’ € S'y f' € Mor(A) que hacen conmutar el diagrama

A//

IS A
A/ B/ .
N TN
A B C

Asf que definimos la composicién de (s, f) con (t,g) como el diagrama

XI/
% Xf) . (2.7)
A C

Antes de demostrar que esta composicion estéd bien definida, demostraremos un Lema técnico
respecto a la Condicion de Ore, el cual nos dice que el cuadrado obtenido de las condiciones de
Ore es unico, salvo equivalencia de techos.

(2.6)

Lema 35. Sea f: A— B un morfismo en A ys: C — B un morfismo en S. Si

D1 a1 > C DQ %2 y C
f l b l

son dos diagramas conmutativos, entonces los techos (g1,t1) y (g2,t2) son equivalentes.

Demostracion. Aplicando la condicién de Ore a t1 y to obtenemos

/

B, oy Dy

ty ltl
v

y se cumplen las igualdades

sgit = ftith = ftoty = sgaty,
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2.3 Localizacién

por tanto existe w : Ea — Ej tal que g1tjw = gothw. Es rutina demostrar que el diagrama

siguiente conmuta

Ey
ty \t’z‘w
D1 D2 ?
t1 g2
to g1
A C
lo que demuestra la equivalencia. O

Lema 36. La composicion de clases de equivalencia de techos estd bien definida.

Demostracion. Por el Lema 35 la composicién es independiente -médulo equivalencia- del cua-
drado escogido al aplicar la condicién de Ore. De forma que lo que resta es demostrar que pasa
a clases de equivalencia, veamos que, si (¢, g) ~ (t',g’), entonces (st,gf’) ~ (st’, ¢’ f’). Tenemos

el diagrama conmutativo
B///
P
B’ B”
i ~
¢ 9

B C

por la condicién de Ore obtenemos

D -y B"

u J{tor .
'

Al —— B
Por lo tanto el diagrama

A//

u " woa

L A
A B’
/ \‘ / X‘
A B C

es conmutativo y la composicién de estos techos es (s ou,gowvoa). Andlogamente tenemos el
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2. LA CATEGORIA DERIVADA

diagrama conmutativo

A//

/
u s oa

L A
A/ B//
VN
A B C

y la composicién de estos techos es (sowu, g’ ov' 0oa) = (sou,gowvoa)lo que demuestra este

caso. El otro caso es similar. O

Resta un ultimo detalle técnico para poder definir, al fin, la categoria de fracciones, el cual
abordamos en el Lema siguiente

Lema 37. La composicién de techos es asociativa y la composicion del techo (ida,ida) con

(s, f) es equivalente a (s, f).

Demostracion. Consideremos tres techos que se puedan componer

A’ B’ c’
A B C D
mediante repetidas aplicaciones de la condicién de Ore:

J
L '-.J

H 1

IS A L o .
A B’ c’
A B C D
Por la independencia de los morfismos obtenidos al aplicar la condicién de Ore, y la asociatividad

de A, terminamos. La segunda parte del Lema es inmediata. O

Todos los lemas anteriores terminan la parte técnica que nos permitird definir de manera
precisa la categoria localizada, sin embargo hay cuestiones fundamentalistas debajo de esta, al
menos aparente, buena definicién, que abordaremos al finalizar la seccién.

Definicién 38. Sean A una categoria y S un sistema localizante. Definimos la categoria de

fracciones de A con respecto a Sy la denotamos A[S~!] como sigue:

= Objetos: Los mismos que A.
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2.3 Localizacién

= Morfismos: Clases de equivalencia de techos, con la composiciéon definida anteriormente.

Nota. Andlogamente podemos definir la categoria de fracciones donde la clase de equivalencia
serd tomada a partir de los techos por la derecha. Demstrar que estas dos categorias son iso-
morfas es rutinario, cabe mencionar que no podemos utilizar dualidad para ver que la relacién

de equivalencia de techos esta bien definida.

Sea A°P la categoria opuesta de A. Si S es una clase localizante en A, entonces claramente
S es una clase localizante en A°. Definimos un funtor o : A°P[S™1] — A[S~1]oP

= En objetos: La identidad.

= En morfismos: Dado un morfismo ¢ : A — B representado por el techo por la izquierda

Al
/ X
A B
asociamos el morfismo en A[S™1]°P correspondiente al techo por la derecha
AI
% '\
A B

Proposicién 39. El funtor a : A°P[S™1] — A[ST]°P es una equivalencia de categorias.

Demostracion. Inmediata por dualidad. O
Una de las propiedades agradables de la localizacion, al menos en el sentido algebraico, es

la de poder reducir al denominador comin. Categéricamente es el Lema siguiente.

Lema 40. Sean
A;

VRN

A B
morfismos entre A y B en A[S™!], donde 1 < i < n. Entonces existen A" en A[S™!],s€ Sy

morfismos g; : A' — B tales que (s, g;) ~ (84, f;) para todoi=1,...,n.

Demostracion. Por induccién en n. La base de la induccién es trivial, supongamos n > 1, por
hipétesis de induccién existen A”, ¢ € S y morfismos h; : A” — B tales que (¢t,h;) ~ (s, f3)

para todo ¢ = 1,...,n — 1. Por la condicién de Ore existe el siguiente diagrama conmutativo

" h
A > Ay,

u J/s n
~

A A
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2. LA CATEGORIA DERIVADA

por tanto el diagrama

conmuta, as{ que (s, h; ou) ~ (¢, h;) para todo i < n — 1. Por otro lado, también conmuta

A///
>N
A/// An
tou Sn fn
fnoh
A B
es decir, (s, fn, o h) ~ (8n, fn), lo que termina la demostracién escogiendo A’ = A" y los
morfismos hy,...,hy_1, fnoh. O

Dotamos a A[S™!] de el funtor Q : A — A[S™1] definido como sigue:
= Objetos: La identidad.
= Morfismos: Si f : A — B es un morfismo, entonces definimos Q(f) como Q(f) = (ida, f).

Verifiquemos que @ es un funtor: Supongamos que f: A — By g: B — C son morfismos,
entonces tenemos el siguiente diagrama

A
ida -7 f

K A
A B :
iV \f/‘ y X
A B C
Por la definicién de composicién obtenemos

Q(f) oQ(g) = (idA’f) o (idB’g) = (idA,ng) = Q(f 09)7

esto demuestra que @ es funtor. Como la intuicién nos dicta, tendremos que ver a esta nueva
categoria junto al funtor () con respecto a alguna propiedad universal. El teorema que nos
caracteriza la localizacion es llamado el Teorema de Gabriel-Zisman.

Teorema 41. La categoria A[S™!] con el funtor Q satisfacen la propiedad universal de la

localizacion, esto es:

(1) Para todo morfismo s € S se cumple que Q(s) es un isomorfismo.
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2.3 Localizacién

(i) Para toda categoria B y un funtor F : A — B tal que F(w) sea un isomorfismo, existe

un tnico funtor Fs : A[S™Y] — B y un isomorfismo natural F = Fs o Q.

Demostracion. Consideremos el diagrama

A

ida 7 ida

N A
A A :
A B A
La composicién de los techos es (id4, s) o (s,id4) = (ida,id4), por lo tanto Q(s) es un isomor-
fismo en A[S™1], esto demuestra (I). Para demostrar (II) comencemos por suponer la existencia
del funtor Fg y veamos que este funtor es unico, aplicando el isomorfismo F = Fg o @ a un

objeto A de A obtenemos que F(X) = Fg(X). Si (s, f) es un morfismo en A[S™!], entonces

tenemos la igualdad
(s, f) o (id, s) = (id, f).

Por lo tanto (s, f) o F(s) = Q(f) v aplicando Fs obtenemos

Fs(f)o F(s) = F(f).

Tenemos, por hipdtesis, que F(s) es invertible y

Fs(f)=F(f)o (F(s)™ (2.8)

lo que define a Fs de manera unica. Para la existencia, definamos el funtor Fg en objetos por
Fs(A) = F(A) y en morfismos por la ecuacién 2.8, la corroboracién de que este funtor asi

definido no depende de la clase de equivalencia es rutinaria.! O
Dotando a A de una estructura de categoria aditiva podemos especializar mas el Teorema

de Gabriel-Zisman.

Teorema 42. Si A es una categoria aditiva, entonces A[S™] es una categoria aditiva, Q : A —

A[S™Y] es un funtor aditivo y se cumple la propiedad universal de la localizacién en categorias

aditivas, i.e. Si el funtor F del Teorema 41 es aditivo, entonces Fg también lo es.

LEl lector puede, cautelosamente, comparar la demostracién dada aqui con la hecha en cualquier libro de
Algebra Conmutativa (e.g. (2), pp. 39) y notar asombrado que ambas demostraciones son escencialmente la

misma.
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Demostracion. Comencemos por demostrar que A[S™1] es aditiva. Para esto, comencemos dan-
do una estructura aditiva a Hom4[g-1)(A, B), sean entonces (s, f) y (t,g) dos techos entre A y
B, aplicando el Lema 40 existen representantes (u, h), (u, k), de manera que definimos el techo
suma por, la clase de, (u,h + k). Argumentos similares a los hechos en toda la seccién de-
muestran que esta estructura no depende de los representantes escogidos y ser A una categoria
aditiva, concluimos la aditividad de A[S™1]. Claramente Q) es un funtor aditivo, sea entonces
F : A — B un funtor aditivo tal que para todo s € S se cumple que F(s) es invertible. Por el

Teorema 41 existe un tnico funtor Fg : A[S™!] — B, demostremos que este funtor es aditivo.
Fs((u,h)+(u, k) = F(h+k)oF(u)~" = F(h)oF(u) '+ F(k)oF(u)~" = Fs((u, h))+Fs((u, k))
Lo que finaliza la demostracién. O

Nota. Podriamos ir mas alld y demostrar que, si A es una categoria abeliana y S es localizante,
entonces A[S™!] es una categorfa abeliana (cf. (8)) pero eso serfa ir demasiado lejos, pues
genéricamente la categoria homotdpica de complejos no es abeliana, volveremos a esto mas

adelante.

Como mencionamos al comienzo de la Seccién, existen problemas de Teoria de Conjuntos
al momento de definir la Localizacion, es tiempo de hacerlos evidentes. En suma, no existe
ninguna razon para que todos los techos formen un conjunto, con esto en mente, tomar una
relaciéon de equivalencia en una clase tiene problemas.

Por norma general, siempre pedimos que nuestras categorias sean, al menos, localmente pe-
quenas. Esto es que dados dos objetos X,Y, la clase Hom(X,Y") sea un conjunto, no pedir esta
simple condicién vuelve muy dificil poder hacer una teoria general de categorias y vuelve a
estas poco utiles. Con esta definicién no hay razones por las cuales dada una categoria local-
mente pequena y un sistema multiplicativo, podamos construir una localizacién. Para tajar la
discusién, pues perseguirla nos llevaria demasiado lejos, daremos tres posibles soluciones a esta
dicotomia

= Trabajar con sistemas multiplicativos que sean conjuntos, con esto es facil demostrar que
la Categorfa A[S™!] existe, sin embargo esto quita a muchos ejemplos, incluyendo a A-
Mod. Como los sistemas multiplicativos incluyen a la identidad, esto implica que la clase
de objetos tiene que ser un conjunto. Ejemplos de categorias que satisfacen esto son la
categoria de A-médulos finitamente generados y la categoria de esquemas de tipo finito
sobre un campo fijo.

= Demostrar, por otros medios, que la localizacién es una categoria. Con la Definicién dada
via la propiedad universal, sabemos que la localizacién de una Categoria es escencialmen-
te unica, por lo que para demostrar que la hipotética “categoria de fracciones” es una
categoria es necesario identificarla con una categoria “conocida’, este es el método que
utilizaremos en la Seccién 2.3.2. Como se puede ver, resulta un poco ad hoc pero 1til para
la gran mayoria de ejemplos, en especifico, todas las categorias que sea posible dotarles
de una estructura Modelo.
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= Advocarse a axiomatizaciones distintas de la teoria de Conjuntos donde estas nuevas ca-
tegorias “existan”. Ejemplo de ellas son la Teoria de conjuntos de Von Neumann-Bernays-
Godel o formulaciones de Universos, como los Universos de Grothendieck. Quizé esta es
la forma mas oscura de tratar de solucionar el problema planteado de la existencia de
categorias, sin embargo suelen ser justificaciones muy cémodas para evitar todos estos
problemas fundacionales.

A lo largo de esta tesis, las categorias derivadas que utilizaremos serdan obtenidas de ca-
tegorias para las cuales es posbile dotarlas de una estructura Modelo, por lo tanto no habra
problemas fundacionales, sin embargo, cabe mencionar que en muchos trabajos se opta por
seguir el punto tres enunciado anteriormente.

2.3.1. La Localizacién de la Categoria Homotopica

Armados de la maquinaria de localizacion en categorias aditivas, podremos por fin definir
la categoria derivada. Es menester para esto el establecer a la clase de casi-isomorfismos como
un sistema localizante.

Teorema 43. Si S es la clase de casi-isomorfismos en K(A), entonces S es un sistema loca-

lizante.

Demostracion. El axioma (L1) se verifica puesto que HP(—) es un funtor. Las condiciones de
Ore son los Lemas 26 y 27, de forma que resta por demostrar la condicién (L3). Sea f: A® —
B*® un morfismo en K(A) y sea s : B®* — C*® un casi-isomorfismo tal que sf ~ 0. Por las
Proposiciones 19,21 tenemos el siguiente diagrama conmutativo, cuyas flechas verticales son
todas isomorfismos en K(A).

id[1]

A A]

oL T

id[1] na

bk bk e

El ultimo renglon es una sucesiéon como en la hipétesis de la Proposicién 20, de manera que,

componiendo con los isomorfismos, obtenemos de la Proposicién 20 el diagrama conmutativo:

A 0 A 2 4
I
B C —— C(s) — BJ[1]

Por lo tanto f = ms[—1] o v[—1]. Consideremos la sucesién

v[—1]
—

A C(s)[~1] 2= o@]-1]) 2= A
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Entonces

fomyj[=1] = ms[-1] o v[-1] oy [-1][-1]
Pero por el Corolario 23 tenemos que v[—1] o m,[—1][—1] ~ 0. Por otro lado, por el Corolario 25
tnemos que C(s)[—1] es aciclico, de manera que m,[_1j[—1] es un casi-isomorfismo, definiendo
t = my;—1)[—1] terminamos la demostracién. El otro caso se demuestra de manera similar. [

Todo lo trabajado hasta ahora culminard en la Definicién rigurosa de la Categoria Derivada.

Definicién 44. Sea A una categoria abeliana, la categoria derivada de A es la categoria D(A)

formada al localizar la categorfa homotdépica K(A) en la clase de los casi-isomorfismos.
Teorema 45. Si A es una categoria abeliana, entonces la categoria derivada D(A) es aditiva.

Demostracidn. Se sigue del Teorema Aditivo de Gabriel-Zisman (cf. Teorema 42 ) O

Existe, ademaés de la aditividad, otra estructura escondida en la categoria derivada. Esta es
la estructura triangulada, que estudiaremos en la secciéon de Tridngulos.

Observacidn. Por el Corolario 25 sabemos que un complejo A® € A® es isomorfo a 0 en D(A)
si y solamente si A® es aciclico. Por otro lado, un morfismo f : A®* — B® en A® es cero si
y solamente si existe un casi-isomorfismo ¢ : A} — A® tal que ft ~ 0 o equivalentemente si

existe un casi-isomorfismo s : B®* — B} tal que sf ~ 0. Observe, por ejemplo, que en D(ADb) el

morfismo
0 Z 0
[
7z 4.7 0

Cumple que H?(f) = 0 para toda p € Z, sin embargo no existe ningin casi-isomorfismo s tal
que sf ~ 0. Por tanto es importante recalcar que el que un morfismo sea 0 en cohomologia no

implica que este sea el morfismo 0.

2.3.2. La Categoria Homotdpica de Quillen

La nocién de homotopia dada para el caso de complejos de cadenas vimos que era una
abstraccion de la nocién topoldgica de homotopia en el sentido que estabamos abstrayendo el
morfismo que una homotopia induce en los complejos de cadenas. Hablaremos a continuacién
de otra manera de abstraer esta nocién, formulada por Quillen en (25).

La idea de Quillen fue estudiar al objeto X X I, el cilindro. De manera que en este contexto,
un objeto cilindro para un objeto X en una categorfa modelo € es un objeto Cyl(X) que
factoriza a la codiagonal, es decir

X][X 25 X

3

|

Cyl(X)
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donde p es una equivalencia débil. Con esta nocién de cilindro es posible definir una nocién de
homotopia.

Definicién 46. Sean f,g : X — Y morfismos en C, una homotopia izquierda entre X y Y
es un morfismo 7 : Cyl(X) — Y, donde Cyl(X) es un objeto cilindro para X que hace que el

siguiente diagrama conmute
X — Cyl(X) «+— X

A

Y

donde los morfismos en la parte superior son los canénicos.

En la Teoria de Categorias Modelo se demuestra que la relacion de homotopia por la iz-
quierda es de equivalencia (cf. (7)), por lo que vamos a construir la categorfa homotépica como
un cociente bajo esta relacion, nétese que en esta Definiciéon también estamos reemplazando a
los objetos de la categoria original, a diferencia de la construccién en el caso de complejos.

Definicién 47. Sea C una categoria modelo, la categoria homotdpica de Quillen es la categoria

definida como sigue:
= Objetos: Los objetos de € que son fibrantes y cofibrantes.
= Morfismos: Clases de morfismos bajo la relacion de homotopia por la izquierda.

Denotaremos a esta categoria por Ho(C).

El siguiente Teorema es uno de los teoremas fundamentales de las categorias modelo, fue
demostrado originalmente por Quillen y corre como un andlogo Teorema de Whitehead'.
Teorema 48. Si A es una categoria modelo, entonces una equivalencia débil entre dos objetos

que son fibrantes y cofibrantes a la vez es una equivalencia homotoépica por la izquierda.

Demostracion. La demostracién puede encontrarse en (7), seccién 5, pp. 25. O

Como culminacién de lo -poco- discutido hasta ahora en el maravilloso mundo de las Cate-
gorias Modelo estd este Teorema originalmente demostrado por Quillen.
Teorema 49. Si A es una categoria modelo, entonces la categoria homotopica de Quillen es

candénicamente isomorfa a la localizacion de A con las equivalencias débiles.

Demostracion. Puede encontrarse en (7), Teorema 6.2, pp. 29. 0

Esto es sorprendente, pues dos construcciones en un principio dispares tienden a darnos la
misma categoria y por tanto dos formas equivalentes de ver a la categoria derivada, més ain,
la categoria Ho(€) es siempre localmente pequetia, por lo tanto el Teorema 49 nos resuelve los
problemas fundacionales que comentamos en la Seccién 2.3.

IEste Teorema nos dice que, en el caso de espacios CW, una aplicacién continua que induce isomorfismos

en los grupos fundamentales, resulta ser una equivalencia homotépica.
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2. LA CATEGORIA DERIVADA

2.4. Triangulos

La necesidad de la estructura triangulada no surge de la nada, mas bien responde a que la
categoria homotépica casi nunca es abeliana, o de una manera mas precisa

Proposicién 50. Sea A una categoria abeliana. La categoria K(A) es abeliana si y solamente

si es semisimple (i.e. toda sucesidn exacta se escinde).

Demostracion. Puede encontrarse en la Seccién II1.2.3. pagina 146 de (9). O

Esta fue una de las dificultades mas grandes que tuvo que sortear Verdier en su tesis doctoral
para poder trabajar con la categoria derivada, pues esto implica que, a priori, no existe una
nocién de sucesiones exactas y por tanto no es posible hacer Algebra Homolégica en el sentido
usual. La gran idea de Verdier para solucionar este dilema fue reemplzar la nocién de exactitud
por la de tridngulos distinguidos.

Comencemos a definir a las Categorias Trianguladas, en esta definicién seguiremos como
convencién que, si T : A — A es una autoequivalencia (aditiva) de una categoria aditiva,
entonces denotaremos por A[l] a la imagen del objeto A bajo T'. Andlogamente f[1] = T'(f)
para todo morfismo f.

Definicién 51. Sea A una categoria aditiva dotada de una autoequivalencia aditiva 7', defini-

mos la categoria de tridngulos T de A como sigue:

= Objetos: Son diagramas 7 de la forma

A—— B —"— C —— Al
que denotaremos por ) = (A, B, C, u,v,w).

» Morfismos: Dados dos tridngulos 77, 77’, un morfismo de tridngulos ¢ : n — 1’ es un diagra-

ma conmutativo:

i A—— B —— C —— A[l]
T
" A g o A1

Decimos que ¢ es un isomorfismo si f,g y h son isomorfismos.

Los triangulos haran de sustituto a las sucesiones exactas, pero esto tendra sus consecuencias,
debido a que A no es abeliana, no podemos fijarnos en todos los tridngulos, sino en ciertos
tridngulos particulares, que en el caso de K(A) resultaran ser inducidos por sucesiones exactas
en A°.

Definicién 52. Sea A una categoria aditiva. Una estructura de categoria triangulada en A

estd dada por una autoequivalencia aditiva

T:-A— A
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2.4 Tridngulos

llamada el funtor de desplazamiento' y un subconjunto A de T, llamados tridngulos distinguidos,

sujetos a los axiomas (TR1)-(TR4) que enunciamos a continuacion.

Axioma (TR1)

a) Cualquier tridngulo de la forma

A4 4 0 A[1]

es distinguido.

b) Cualquier tridngulo isomorfo a un tridngulo distinguido es a su vez distin-

guido.

¢) Cualquier morfismo f : A — B puede ser completado a un tridngulo

distinguido

Axioma (TR2) El tridngulo

es un tridngulo distinguido si y solo si

B2 0y oA~ gy
es un tridngulo distinguido.

Axioma (TR3) Si existe un diagrama sélido conmutativo de tridngulos distinguidos

A B c A[l]
J{f Jg h £l
A’ B’ c’ A1)

entonces existe un morfismo h : C' — C' que conmuta el diagrama y por tanto

(f,g,h) es un morfismo de tridngulos.

Axioma (TR4) Se cumple el azioma del Octaedro: Si h = go f,j" = f'[1] o g" y los tridngulos

(f, 151", (g,4',9") son distinguidos, entonces existen morfismos j, j' tales que

IEn la terminologfa de Puppe, T = X es el funtor de suspension.
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2. LA CATEGORIA DERIVADA

el diagrama siguiente conmuta

A c F D[]
X / X i T g £
B E B[]
X i W
D AL]
\/
f//

Nota. El Axioma (TR4) no es el Azioma del Octaedro original dado por Verdier en su tesis
(véase (30)), estd basado en una reformulacién dada por J.P. May. Esta forma de presentarlo
tiene la particularidad de ser mucho mas clara que la formulacién original. Hay diversas formas,

todas equivalentes, de presentar este Teorema, véanse por ejemplo, (9) 6 (31).

Observacion. Si A es una categoria triangulada, con funtor de traslacién T4 entonces A°P
viene dotada de una estructura triangulada, con los mismos tridngulos distinguidos y donde el

morfismo de traslacion estd dado por T;l. La demostracién de este hecho es rutinaria.

Nuestros ejemplos principales seran la categoria homotdpica y la categoria derivada de una
categoria abeliana. Para esto vamos a dotarlas con un funtor de desplazamiento y después les
definiremos una clase de tridngulos distinguidos.

Definicién 53. El funtor de desplazamiento en K (A) es el funtor inducido por la autoequiva-

lencia [1] : A* — A® de la Definicién 8. Un tridngulo

AS A3 A3 Arl1]
en K(A) se dice distinguido si es isomorfo a un tridngulo de la forma

A LB T o(f) — A% .

Ahora definamos nuestro candidato a estructura triangulada en D(A).

Definicién 54. El funtor de desplazamiento en D(A) es el definido de manera natural desde
K(A). Un tridngulo en D(A) se dice distinguido si es isomorfo a la imagen de un tridngulo

distinguido en K (A) bajo la localizacién.
Lema 55. Sea § el sistema localizante de casi-isomorfismos satisface:

(CL1) s €8 siy solo sis[l] €8.
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2.4 Tridngulos

(CL2) Dado un diagrama sdélido conmutativo

X Y Z X[1]
O
X' Ve z X[1]

donde s,t € 8 y las filas son tridngulos distinguidos, existe u: Z — Z' en 8 que hace conmutar

el diagrama.

Demostracion. El inciso (CL1) es obvio de la Definicién. Para el segundo inciso notemos que
por el axioma (TR3) siempre es posible completar un diagrama de la forma anterior, lo que
necesitamos demostrar es que u es un casi-isomorfismo. Tenemos inducida una sucesién en

cohomologia (cf. 24) que se vuelve

Hi(X) —— HI(Y) —— H(Z) —— HY(X)
| | () L
Hi(X') —— Hi(Y') —— H(Z') —— HY(X)

Los morfismos H'(s), H'(t) y H**'(s) son isomorfismos, por el Lema del 5 concluimos que

H'(u) es un isomorfismo. O

Definicién 56. Si C es una categoria triangulada y 8 un sistema localizante que satisface (CL1)
y (CL2) del Lema 55, entonces diremos que 8 es compatible con la triangulacion.

En el siguiente Teorema, por razones de espacio y debido principalmente a que no volveremos
a utilizar explicitamente el axioma del octaedro en ninguna otra demostracién, dejaremos la
verificacién de este ultimo a una referencia precisa en la literatura.
Teorema 57. Sea A una categoria abeliana, entonces el funtor de desplazamiento y la clase de
tridngulos distinguidos de la Definicion 54 vuelven a K(A) y a D(A) en categorias trianguladas.

Ademds el funtor de localizacion es un funtor exacto de categorias trianguladas.

Demostracion. Demostremos primero que la categoria K(A) es triangulada. Claramente el fun-
tor de desplazamiento es una autoequivalencia en K (A), por lo que resta demostrar los axiomas
(TR1)-(TR3). El inciso (a) de el Axioma (TR1) es consecuencia de la Proposicién 19, el axioma
(TR2) es consecuencia de la Proposicién 21 y el axioma (TR3) es consecuencia de la Proposi-
cién 20. La demostracién del Axioma (TR4) se puede ver en (9), Seccién IV.1.14 pp. 249. La
siguiente parte del Teorema consiste en demostrar que esta estructura triangulada se hereda a
la localizacion, para esto tendremos que hacer varios refinamientos de las proposiciones ante-

riores. Verifiquemos el axioma (TR1), destaquemos que sélo resta demostrar el inciso (c¢). Sea
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2. LA CATEGORIA DERIVADA

g : A — B un morfismo en K(A), supongamos que g esta representado en D(A) por el techo

AI
s
A B
Completamos -en K (A)- el morfismo f a un tridngulo distinguido

A ,B

Al

y consideramos el diagrama

s[1]my

Como s es un casi-isomorfismo, en D(A) este se vuelve invertible, de manera que el diagrama
es un isomorfismo y por lo tanto -la imagen de- el segundo tridngulo representa un tridngulo
distinguido en D(A). Observemos que el axioma (TR2) es inmediato de nuestra definicién de
tridngulos distinguidos. Demostremos que D(A) cumple con (TR3), para ello supongamos que
tenemos el siguiente diagrama, donde las filas son tridngulos distinguidos (por tanto inducidos

de tridngulos distinguidos en K (A))

Q) Q(9)

X Y z X[1]
Lﬁ lw lqﬁ[l] (2.9)
X’ Y 7z X'[1]

Q) Q9" Q(n)

donde el morfismo ¢ es representado por el techo

Note que esto implica que, en D(A) podemos escribir ¢ = Q(u) o Q(s)™! y ¥ = Q(v) o Q(t) 1,
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2.4 Tridngulos

tenemos un diagrama

U Vo (2.10)

en el que no estamos suponiendo que alguno de los dos cuadrados del diagrama sea conmutativo.

Como la clase de casi-isomorfismos es localizante podemos completar f o s y ¢ a un diagrama

conmutativo

a

U 2=V

v| [

Vg Y

en K(A). Por otro lado el siguiente diagrama conmuta

U/
N
U U’
S ¢
sot’ u

X X'

de forma que ambos techos son equivalentes por lo que podemos representar a ¢ con el techo

U/
SV W, .
X X’
De esta forma obtenemos un diagrama parecido al diagrama (2.10)

x5y

ol

U —=2-Vv

uot’J{ J{’U
x Ly
donde el cuadrado de arriba en el diagrama conmuta. Renombrando podemos suponer que

partimos del diagrama siguiente

~
>~<

»
—
-

(2.11)

S
«—

N

R

”
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donde el cuadrado de arriba en el diagrama es conmutativo, es decir

La igualdad de arriba y la definicién de ¢ y 1 implican que
Qv) 0 Q(a) = (Q(v) 0 Q(t) "' 0 Q(f)) 0 Q(s)
=Q(f)oQu) o Q(s) ™ 0 Q(s)
= Q(f") o Q(uw).

Por lo tanto el cuadrado inferior del diagrama (2.11) conmuta en D(A), en particular esto

implica que existe r : U” — U un casi-isomorfismo tal que

U//
U U

es conmutativo, por tanto voaor = f' ouor y los techos son equivalentes. Como el diagrama

U
/ Xd:]u
U U//
/ sor u Y‘r
X X'

es conmutativo, obtenemos que ¢ es también representado por el techo

Obtenemos un nuevo anélogo al diagrama (2.10) representado abajo

x I,y

sorT t

ao

Uty v

UOT‘J/ J/’U
f/

X — Y
donde ambos cuadrados en el diagrama son conmutativos. Asi las cosas, podemos renombrar y

partir de que en el diagrama (2.11) ambos cuadrados son conmutativos en K (A). Consideremos
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2.4 Tridngulos

ahora un tridngulo distinguido

U—5V W Ul1]

basado en a, del diagrama (2.11) obtenemos el siguiente diagrama

f

X y 45 7 "y X[1]
} T (1
U—2>v W U1
b Jou
X Y 7 X[

donde todas las filas son tridngulos distinguidos en K (A). Por ser la clase de casi-isomorfismos
una clase compatible con la triangulacién (por el Lema 55) existe p : W — Z un casi-isomorfismo
que completa la parte superior del diagrama a un morfismo de tridngulos distinguidos en K (A),
por el axioma (TR3) en K(A) existe un morfismo w : W — Z’ que completa la parte inferior

del diagrama a un morfismo de tridngulos distinguidos en K (A). En conclusién obtenemos un

diagrama
x Loy 2,z M, xq
Ts Tt P s[lﬂ
U—2>sv W U[1] (2.12)
[ .
X — Y —— 7' — X[1]

donde todos los cuadrados conmutan. Consideremos £ el morfismo que representa el techo

w
SN
A Z'

entonces el diagrama (2.12) en la categorfa D(A) se vuelve

x QU y QW 0t
el
X' Y’ Z X'[1]

Q) Q9" QR

que es un morfismo de tridngulos distinguidos en D(A), a lo que queriamos llegar. La demos-
tracién de que se cumple (TR4) puede ser consultada en citeGelMan2003, Seccién IV.1.14 pp.
249. El que @ sea exacto es evidente de la definicién de tridngulos distinguidos en D(A). O
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2.4.1. Funtores Cohomoldégicos

Pasemos a definir cierta clase de funtores que se comportaran como los funtores de cohomo-
logia usuales, vistos antes.

Definicién 58. Sean A una categoria triangulada y B una categoria abeliana. Decimos que un

funtor F': A — B es cohomoldgico si, para todo tridngulo distinguido

la, sucesién

inducida en B es exacta.

Observacion. Aplicando el funtor de traslacién esto implica que la sucesién larga

F(f)

F(A) F(B) —— F(C(f)) — F(AQ1]) 2V pegp)) ——

es exacta, si F' es cohomolégico.

El siguiente Lema es una consecuencia formal de los axiomas de categoria triangulada y
no lo demostraremos. Si el lector se conforma con considerar a las categorias homotdpicas y
derivadas como sus tnicos ejemplos de categorias trianguladas, entonces este Lema se sigue de
la Proposicién 18 y el Corolario 23.

Lema 59. Sea A una categoria triangulada, si

A —— B —— C = A[1]
es un tridngulo distinguido, entonces vou =wov = 0.
Veamos algunos ejemplos ttiles de funtores cohomolégicos.

Proposicion 60. Si A es una categoria triangulada y X un objeto fijo de A, entonces los

funtores Homa(X,—) : A — Ab y Homa(—, X) : A — Ab son cohomoldgicos.

Demostracidn. Demostraremos tinicamente el caso Hom4 (—, X) pues el otro caso es anélogo.

Sea
— Homy (X, A) —~— Homy (X, B) —— Homu (X, C) — Homy (X, A[1]) —
la sucesion larga inducida por el tridngulo distinguido

A—“s B2 AN .
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Basta demostrar que Im(u.) = ker(v.), por el Lema 59 es suficiente con demostrar que ker(v,) C

Im(uy). Si f € ker(v,), entonces el siguiente diagrama conmuta

x vy x 0,09 x|y

Por el axioma (TR2) obtenemos

X 20 0 rx) =4 xn

ool l[

]
711
B —"s ¢ —* An] —2“% ppj

y ocupando el axioma (TR3) existe un morfismo

X 2y 00 X[

Jf JO al1] lf[l] :

B —— C —%— A[l] —

Aplicando varias veces el axioma (TR2) obtenemos

X vy x 05025 x|y

bl ke

A—“ sy Bty A

Otro funtor cohomoldgico es, ciertamente, el funtor de cohomologia.

Proposicién 61. El funtor H° : K(A) — A es cohomoldgico. Ademds pasa a la localizacion,

como funtor cohomoldgico.

Demostracion. Es consecuencia del Lema 24. Es inmediato que este induce un funtor cohomlégi-

co en la localizacion. O

2.4.2. Subcategorias de D(A)

Por norma general, estaremos interesados en ciertas subcategorias de la categoria derivada
que sean manejables, principalmente veremos que esto se vuelve -casi- necesario para poder defi-
nir los funtores derivados. En esta pequena seccién revisaremos 3 subcategorias representativas
de D(A).

Definicién 62. Sea A una categoria abeliana, definimos las siguientes categorias de complejos

de A.
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» AT La categoria acotada por abajo, consiste de todos los complejos A® tales que existe

ig € Z con el cual A* = 0 para todo i < ig.

s A~ La categoria acotada por arriba, consiste de todos los complejos A® tales que existe

io € Z con el cual A® = 0 para todo i > i.

» AP La categoria acotada, consiste de todos los complejos A® tales que existe iy € Z con
el cual A* = 0 para todo |i| > ig.

Caracterizaremos las subcategorias previamente definidas en términos de los funtores de
truncamaiento.

Definicién 63. Sea n € Z, definimos los funtores de truncamiento 7<,, 7>, : A®* — A® como

sigue:

= Objetos: Si A® es un complejo, entonces

AP si p<n 0 si p<n
T<n(A*) = ker(d") si p=n Ton(A%)" =< coker(d™) si p=n
0 si p>n AP si p>n

= Morfismos: Si f : A* — B® es un morfismo, entonces d'%. f* = f"*1d’. y por lo tanto
f(ker(ds)) C ker(d.), asi que induce naturalmente un morfismo entre los complejos
T<n(A®) y T<n(B*®). Andlogamente para Tsp.

Es consecuente de la definicién de los funtores de truncamiento que estos sean aditivos,
ademds satisfacen la Proposicién siguiente.

Proposicién 64. Sean q : A* — 7>,(A%) el morfismo dado por la proyeccion candnica e

i:7<n(A®) = A® el morfismo dado por la inclusion candnica. Se cumple:

(1) El morfismo HP(i) : HP(1<,(A®)) — HP(A®) es un isomorfismo para p < n y 0 para

p>n.

(1) El morfismo HP(q) : HP(A®) — HP(1>,(A®)) es un isomorfismo para p > n y 0 para

p<n

Demostracion. Inmediatas de las definiciones. O

Ademas los funtores de truncamiento respetan las homotopias ya que la misma entre los
complejos truncados se da por la restriccion de la homotopia original, de forma que induce
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un funtor entre las categorias homotopicas. Como consecuencia de la Proposicién anterior, los
funtores pasan a la localizacién y definen un funtor en las categorias derivadas

T<n, T>n : D(A) = D(A)

De acuerdo al procedimiento tan general que se dio para localizar categorias, podemos definir las
subcategorias aditivas K*(A) de la categorfa homotdpica, donde * = +, —, b y andlogamente las
clases localizantes S*, por ultimo, el Teorema de Gabriel-Zisman nos garantiza la existencia de
las categorias derivadas D*(A). Como consecuencia del Teorema fundamental del Algebra Ho-
moldgica se cumple que estas categorias son trianguladas. Esta discusion nos permite dilucidar
el Lema a continuacién

Lema 65. Las subcategorias D*(A) de D(A) son plenas, donde * = +,—,b.

Los funtores de truncacién nos permitiran dar un analogo al Lema 16.
Lema 66. El funtor Dy : A — D(A), definido como Qa4 o Ky es fiel y pleno.

Demostracion. El funtor estd bien definido, supongamos que f : A — B es un morfismo en
A, entonces H°(Do(f)) = f, por lo tanto el funtor es fiel. Veamos que Dy es pleno, sea ¢ :
Dy(A) — Dy(B) un morfismo en D(A), representado por un techo

e
PN
0(4) Dy(B

Como s es un casi-isomorfismo tenemos que HP(A’) = 0 para todo p # 0. Por la Proposicién

D )

64, el morfismo canénico ig : 7<g(A’) — A’ es un casi-isomorfismo. De forma que tenemos el

diagrama
T<0(4')
P
A’ T<o(A")
/ foia
S0%4 f \
Dy(A) Do(B)
y por lo tanto los techos son equivalentes y podemos escoger como representante de ¢ a un
techo
AI
/ X
Do(A) Dy(B)

tal que A’? = 0 para p > 0. Por el Lema 16 el morfismo f es tinico como morfismo en A®, de
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manera que obtenemos el siguiente diagrama conmutativo en A®:

L— AL A0 0
| I
0 A 0

Notemos que f(Im(d=') = 0 y por lo tanto se factoriza a un morfismo HO(f) : HY(A") — A.

Ademias HO(f) = H°(¢) o H%(s) y en consecuencia obtenemos que el diagrama

A/

VS

A/

/ D(A)
MW)
Dy(B)

Do(A)
es conmutativo. Esto implica que ¢ = Do(H(¢)) y por lo tanto el funtor Dy es pleno. O

Corolario 67. La categoria A es equivalente a la subcategoria de D(A) consistente de todos
los complejos A® tales que HP(A®*) = 0 para p # 0.

Obtenemos, por metodos similares, una caracterizacién cohomoldgica de las subcategorias
definidas anteriormente D*(A). No demostraremos este Lema debido a que aunque sigue el
mismo esquema de demostracion que el Lema anterior, es un poco mas larga.

Lema 68. Los funtores naturales D*(A) — D(A), donde * = +,—,b definen equivalencias
entre D*(A) y las subcategorias plenas de todos los complejos A* € D(A) tales que H'(A®) =0
para i < 0,7 > 0, 7| > 0 respectivamente.

Demostracion. Véase (20), Proposicién 13.1.12. O

2.4.3. La Categoria Homotdpica Estable

El objetivo de esta Subseccion es dar un vistazo al segundo Ejemplo més famoso de Categoria
Triangulada. Limitandonos a mencionarlo debido a su importancia histérica y por ello no se
hard incapié en ninguna demostracién.

Definicién 69. La categoria de espectros es la categoria Spe dada

= En Objetos: Sucesiones (E,),cn de espacios basados junto con homeomorfismos a, :

E, — QE,1" fijos.

1Dado un espacio topolégico basado X, su espacio de lazos QX es el espacio formado por todos los lazos

~v: I — X basados.
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» En Morfismos: Dados dos espectros (En)nen v (E))nen, un morfismo de espectros es
una sucesién de aplicaciones continuas basadas f, : E, — E! que conmutan con los

homeomorfismos «,,.

Es claro que la categoria de espectros tiene un objeto cero, formado por una secuencia de
espacios de un punto. Dado un espectro E, podemos formar su espectro de lazos QF, via la
formula (QF), = Q(E,). Mas ain, podemos desenlazar un espectro, definiendo (Q71E), =
FE,, 11, aunque en el proceso de desenlazar “olvidamos” el término Ej, que de cierta manera
resulta ser el mas importante, pues es un “espacio de lazos infinito” en la terminologia de
Adamas, puesto que Ey = QP E, para todo p. Este fue uno de los principales problemas que se
tenfan que sortear para poder dar una nocién aceptable de espectro, veremos que el funtor €2
resultara ser una autoequivalencia en la Categoria Homotdpica Estable.

Ejemplo 70. El espectro de esferas 8" estd definido para todo n por la férmula
(8™), = colim; Q'SP+

donde estamos considerando los homeomorfismos usuales vy, : S™ — QS™HL (cf. (11)). Obser-
ve que de la misma manera podemos definir espectros de esferas para n megativo, restringiendo

que el colimite se tome para i > —n. En la terminologia de (1), tenemos que QX°S® = S°.

Formulemos una nocién de equivalencia débil en la categoria de espectros, esta tiene como
antecedente directo al Teorema de Suspensién de Freudenthal (cf. (15) Capitulo 4) y es una
buena explicacién del adjetivo “estable”.

Definicién 71. Sea E un espectro, los grupos de homotopia estable m,(E) de E estan definidos

€omo
T (E) = Tnti(Ei)
para i > 0y n+i > 0. Esta aplicacién es funtorial en Spe.

Nétese que m,(E) no depende de i puesto que para toda m se cumple que m;11E,, =
mi(QE,;). Con esta nocién de homotopfa, diremos que un morfismo de espectros f : E — E’
es una equivalencia débil si el morfismo inducido en homotopia estable es un isomorfismo. El
siguiente Teorema, demostrado en (1) es fundamental y nada trivial de demostrar, sin embargo
en el caso particular del espectro de esferas, es una construccién conocidal.

Teorema 72. La categoria Spe es una categoria aditiva.

Con este Teorema en mano, aunado a la construccién de la categoria de fracciones podemos
dar la siguiente Definicidn.

Definiciéon 73. La categoria homotopica estable HSpe es la categoria localizada de Spe con

respecto al sistema multiplicativo de equivalencias débiles.

1Véase el argumento de Eckman-Hilton en (15).
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2. LA CATEGORIA DERIVADA

Volviendo a los problemas fundacionales tratados anteriormente, hay que demostrar que
la Categoria HSpe existe en nuestro universo, este Teorema también es complicado y no lo
perseguiremos. El lector puede encontrar, de una manera poco satisfactoria, una demostracién
de tal hecho en (1) y en un lenguaje mas moderno, en el Capitulo 10, Seccién 9, de (31).

Daremos més detalles sobre la estructura triangulada de la Categoria Homotopica Estable,
en un intento de imitar la construccién hecha de la Categoria Derivada, queremos que triangulos
distinguidos (jPero no todos!) vengan de un andlogo de sucesidn exacta en la categoria de
espectros, el analogo buscado son las sucesiones cofibrantes

A X X/A $A

donde ¥ denota la suspensién del subespacio A. Asi formamos un tercer Ejemplo de Cate-
goria Triangulada, interesante por si mismo y que podemos ver como precursor indirecto del
trabajo de Verdier para dar una generalizacién conveniente.

2.5. Resoluciones

Ahora pasemos a ver otro aspecto importante, las resoluciones proyectivas e inyectivas.
Como veremos, estas se vuelven tnicas en K(A), factor determinante en el estudio de la cate-
goria derivada. El estudio de las resoluciones inyectivas cae dentro del Algebra Homolégica d
la Grothendieck, lo interesante ee ellas es su interaccién con la categoria derivada

Definicién 74. Sea € una categoria arbitraria

(1) Un objeto I de € es inyectivo si para cualquier diagrama sélido, donde f es un monomor-

fismo
A *f> B
|
I

este puede ser completado a un diagrama conmutativo. Decimos que C tiene suficientes
inyectivos si la clase J de objetos inyectivos es cogeneradora, i.e. para todo objeto A existe

un monomorfismo A — I, donde I es inyectivo.

(11) Un objeto P € C es proyectivo si para todos A, B € €y cualquier diagrama sélido, donde

f es un epimorfismo

A VL B
P

Puede ser completado, volviendo el diagrama conmutativo. Decimos que C tiene suficientes
proyectivos si la clase P de objetos proyectivos es generadora, i.e. para todo objeto A existe

un epimorfismo P — A, donde P es proyectivo
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2.5 Resoluciones

Si suponemos que la categoria tiene mas estructura entonces tenemos una caracterizacién
mas til, familiar del Algebra Homolégica clasica.

Proposicion 75. Sea A una categoria abeliana.
(1) Un objeto I € A es inyectivo si el funtor Homa(—,I) es exacto.
(11) Un objeto P € A es proyectivo si el funtor Homa (P, —) es exacto.

Demostracion. Si la categoria es abeliana, entonces f : A — B es un monomorfismo si y solo si
la sucesién

O%A%B

es exacta, aplicando el funtor Hom 4 (—, I') obtenemos lo deseado. El caso para objetos proyec-

tivos es dual. O

Teorema 76. Sie: P* — A es una resolucion proyectiva de A y f : A — B un morfismo en A,
entonces para toda resolucion n: Q® — B de B, existe un morfismo de cadenas F : P* — Qe

tal que no F° = f oe. El morfismo de cadenas F es tinico salvo homotopia.

Demostracion. Construyamos los morfismos F” por induccién, donde definimos F* = f. Su-

pongamos que ya se dieron los morfismos f~* : P~ — " para toda i < n, construiremos

un morfismo =D ;. p=(r+1) . Q=+ Fgcribamos P* = (P, dp") v Q° = (@ ", dg"),

(n=1) d(_g("_l) o f~(»=1 por la propiedad universal del nicleo y debido

puesto que fT"od,
a que la sucesién P*® es exacta tenemos definido el siguiente diagrama conmutativo

g=(nt1)
p-th) 2 7Z-"(P) —— 0

) l "

=
QM e Z7M(Q) —— 0
Q

donde f~(™*+1) es obtenido aplicando la propiedad de objeto proyectivo a la composicién f/~" o
d;(nﬂ). Nétese que el caso base de la induccién es andlogo, usando que Im(e) = A. Esto
demuestra la existencia del levantamiento de morfismos a su resolucién proyectiva, falta por
demostrar que cualesquiera dos resoluciones son homotoépicas. Supongamos que G : P®* — Q°

es otro levantamiento de f y sea H = F — G.

Afirmacion 77. El morfismo H es homotopico a cero.
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2. LA CATEGORIA DERIVADA

Demostracion. Construiremos la homotopia de manera inductiva. Primeramente, nétese que
noHy=mno(Fy—Go)=noFy—noGy=cof—eof=0.

Por tanto, Ho(P°) C Z°(Q) = Im(d};)) y por ser PY proyectivo, existe un morfismo sq : P° —

Q' que conmuta el siguiente diagrama

PO

S? lho
K

Q! — Im(dg,') — 0
Q

Este morfismo cumple que

HO = dél(SO) = dél(SQ) + S1€,

donde, por definicién, diremos que s; = 0. Inductivamente, supongamos que existen morfismos
si, para i < n tales que h_; = ds_; + s_(;_1)d. En particular, haciendo i = n — 1 tenemos la
siguiente igualdad

ds_(n—1) = h_(n—1) = —5_(n—2)d.

Consideremos el mapeo h_,, —s_(,—1)d : P~" — Q~", calculando
d(h_n - 5—(n—1)d) = dh_n - (h—(n—l) - S_(n_g)d)d =dh — hd + S_(n_g)dd = 0,

por lo tanto obtenemos un diagrama

P—'n.

S_p
L ho
L

Q") —— Z,(Q) —— 0

—(nti) =T
dq

y ademas ds_, = h_p — 5_(n_1)d.

O

Como resultado de la afirmacién anterior, F' ~ G, demostrando el Teorema. O
La consecuencia inmediata del Teorema 76 es que podemos definir de manera wnica una
resolucién proyectiva en K (A).
Corolario 78. Si A € A, entonces cualesquiera dos resoluciones proyectivas de A son ho-

motdpicas. En consecuencia, en K(A) existe una tnica resolucion proyectiva para A (si existe).

Notese que no estamos suponiendo que nuestra categoria tiene suficientes proyectivos. Te-
nemos dos resultados duales invirtiendo las flechas.
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2.5 Resoluciones

Teorema 79. Sie: A — I°® es una resolucion inyectiva de A y f : A — B un morfismo en A,
entonces para toda resolucion n: B — K*® de B, existe un morfismo de cadenas F : I* — Ke

tal que no F° = f oe. El morfismo de cadenas F es tinico salvo homotopia.

Corolario 80. Si A € A, entonces cualesquiera dos resoluciones inyectivas de A son homotopi-

cas. En consecuencia, en K(A) existe una dnica resolucion inyectiva para A (si existe).

Debido a la construccién de la categoria derivada, alcanzamos un punto en el que se vuelve
nada obvio como poder realizar cdlculos explicitos en esta categoria. Recordando la motivacién
al comienzo del Capitulo, no podemos permitir que esto ocurra, con esto en mente, desarro-
llaremos una herramienta con la cual poder realizar célculos de cohomologia. Recordemos el
Teorema 79 que nos garantizaba la unicidad de las resoluciones inyectivas en la Categoria Ho-
motdpica, el siguiente Lema es un resultado clasico de Algebra Homologica.

Lema 81. Sea A una categoria abeliana con suficientes inyectivos. Para todo A* € KT (A)

existe un complejo I* € KT (A) con cada I' € A inyectivo y un casi-isomorfismo A® — I°.
Demostracion. Véase (18), Teorema 6.1. pagina 40. O

Corolario 82. Sea A una categoria abeliana con suficientes inyectivos. Para todo A®* € D(A)
con HY(A®) =0 para i < 0 es isomorfo (en la categoria derivada) a un complejo I® de objetos

inyectivos con I' = 0 para i < 0.

Demostracion. Por la caracterizaciéon cohomoldgica de la categoria acotada por abajo (cf. Lema
68) el complejo A® se identifica con un complejo en KT (A). Por el Lema 81 existe un casi-

isomorfismo A® — I*® que, al pasar a la categoria derivada, se vuelve un isomorfismo. O

Lema 83. SiC*® es un complejo aciclico e I*® un complejo inyectivo, entonces Homyp 4y (C*,I°) =

0

Demostracion. Sea f® : C* — I* un morfismo de cadenas, vamos a demostrar que f ~ 0 por

induccién, supongamos que existen h? : CP — IP*! tales que
hPdyt + dy PR = et (2.13)

Para todo p < n, construyamos A"t : C™t! — I™ tal que la ecuacién 2.13 se cumpla si
escribimos p = n + 1. Consideremos el diagrama siguiente

n—2 dnfl dT .
L —— O L ontl £ 0 —2 coker(dR) —— Ot

e e e

—— I 1 I

n—2 n—1
dI dI
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2. LA CATEGORIA DERIVADA

Donde @ es el morfismo inducido en el contcleo y que cumple io@ = d¢. Usando la ecuacién

2.13 y que f es un morfismo de cadenas obtenemos
(fn _ d}zflhn)dréfl _ fnd'rcl'fl _ d}zflhndréfl

—_ d?flfn—l _ d?fl(hndgfl)

(2.14)
_ d?—lfnfl o d?—l(fnfl o d?—thfl)
=0.
Por la propiedad universal del conticleo, existe 0" : coker(dy™") — I™ tal que
fr=dp et = oty (2.15)

asi, obtenemos el diagrama sélido

0
on %, coker(d,

g

hn+1

1

Por ser I"™ un objeto inyectivo existe un levantamiento A"t : C"*1 — [ demostremos que

A"t satisface 2.13:
fn — a_n—&-l@_’_ d}t*lhn
= h" M oidy + d7 A (2.16)
= h"dg 4+ A

La primera igualdad por la ecuacién 2.14 y la segunda pues h"t! es un levantamiento de

ot O

Corolario 84. Si A® — B® es un casi-isomorfismo entre complejos A®, B® en K+ (A), entonces

para todo complejo I® de objetos inyectivos tal que I' = 0 para todo i < 0, el morfismo inducido
HOTI’LK(A) (B.7 I.) — HOT)’LK(A) (A., I.)
es biyectivo.

Demostracion. Consideremos el tridangulo distinguido

B* —5 A* — T O(s) ——— B°*[1] .
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2.5 Resoluciones

Por ser s un casi-isomorfismo, del Corolario 25 tenemos que C(s) es aciclico, aplicando el funtor
Hom(—, I*) al tridngulo anterior obtenemos una sucesién exacta larga (pues por la Proposicién
60 el funtor es cohomoldgico):

. —— Homye(a)(C(s), I*) —— Homye(ay(A*, 1*) —— Homp(a)(B*, I*) — .
y por el Lema 83 terminamos. O
Lema 85. Si A®, I* ¢ At son complejos acotados por abajo tales que todo I' es inyectivo,

entonces

HO’ITLK(A)(A., I') = HomD(A)(A', I.).

Demostracion. Existe un morfismo natural Hom g (4)(A®,I*) — Hompa)(A®, I*) inducido

por la localizacién. Tenemos que demostrar que dado cualquier morfismo

A* /B.X I

en D(A), existe un tnico morfismo de complejos g : A®* — I® tal que el diagrama

N

A ——— I°
es conmutativo en K(A). Es decir, dado cualquier casi-isomorfismo B® — A® en KT (A) el
morfimos inducido en Homg 4)(—, I*) es biyectivo, esto es consecuencia del Lema 84 O

Esto nos permite demostrar el primer teorema principal de las categorias derivadas. Sea I+
la subcategoria plena de todos los complejos acotados que son formados por objetos inyectivos
en A

Teorema 86. Supongamos que A contiene suficientes inyectivos, entonces K+ (J) es triangulada

y el funtor natural

t: Kt(J) — D1 (A)
es una equivalencia de categorias.

Demostracion. Veamos que el funtor es fiel y pleno. Por el Corolario 84 un morfismo f : I®* — J*°,

con I*,J* € KT (J) es 0 en D(A) siy solo si es homotdpico a 0, de manera que el funtor es fiel.

PN

I° J*

Sea,
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Un techo, que ¢ sea pleno significa que existe un morfismo ¢ : I* — J*® que complete el diagrama.
Aplicando el Lema 85 al morfismo s tenemos que existe un elemento ¢ tal que ¢ o s = f. El

morfismo es escencialmente suprayectivo por el Corolario 82. O

De esta forma, sin hablar de Categorias Modelo, obtenemos otra demostracién de que la
Categoria Derivada es localmente pequena, en el caso en que la categoria abeliana A posee sufi-
cientes inyectivos. Si la categoria abeliana A resulta ser una subcategoria plena de la categoria
abeliana B, entonces existe un morfismo canénico D*(A) — D*(B). Podemos preguntarnos
sobre la relacién entre estas dos categorias, como cabe esperarse, esta no serd tan buena por
lo general, sin embargo es posible cuando la categoria A es cerrada bajo extensiones. Esta pro-
piedad se conoce en la literatura como una subcategoria gruesa', este concepto es importante
en Geometria Algebraica y nos da otra forma de estudiar las categorias derivadas en términos
de subcategorias mas pequenas. No utilizaremos los resultados aqui mencionados pero se creyé
conveniente incluirlos como referencia.

Definicién 87. Si A es una subcategoria abeliana plena de la categoria abeliana B, entonces

decimos que A es gruesa si toda extension en B de objetos en A estd de nuevo en A. Esto es, si

0 A’ A A" 0

es una sucesién exacta en B con A’, A” en A, entonces A estd en A.

Teorema 88. Sea A una subcategoria abeliana gruesa de B y supongamos que todo objeto A
en A puede ser encajado en un objeto A’ de A que es inyectivo como objeto de B. Si x = +,b,

entonces el funtor natural D(A) — D(B) induce una equivalencia
D*(A) —— Dj(B)

entre D*(A) y la subcategoria triangulada plena D% (B) consistente de todos los complejos en

B cuya cohomologia estd en A.

Demostracion. Véase (17). O

2.6. Funtores Derivados

Llegamos a la seccién principal del Capitulo, esta consistird de la definicién de los funtores
derivados. Estos funtores resolverdn el problema con las imédgenes directas planteado al co-
mienzo del Capitulo. En particular demostraremos propiedades técnicas de estos con respecto
a adjunciones y daremos dos ejemplos explicitos.

1Del francés épaisse
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2.6 Funtores Derivados

2.6.1. Levantamiento de funtores aditivos

Sea F': A — B un funtor aditivo entre categorias trianguladas, queremos buscar condiciones
para poder inducir, canénicamente, un funtor en la categoria homtdpica.

Definicién 89. Un funtor aditivo F' : A — B entre categorias trianguladas se dice exacto si

satisface las siguientes dos condiciones:
(1) El funtor F respeta el funtor de traslacion, i.e. existe un isomorfismo

FoTly — TgolF.

(11) Cualquier tridngulo distinguido

A B C A[l]

en A es llevado por F' a otro tridngulo distinguido
F(A) —— F(B) — F(C) —— F(A)[1] ,

donde identificamos F(A[1]) con F(A)[1] por el isomorfismo de la condicién (I).

Sea F': A — B un funtor aditivo entre categorias aditivas, inducimos un funtor F'® : A®* —
B* de la manera usual, aplicando F' componente a componente.

Lema 90. Si F* : A* — B® es un funtor aditivo, entonces F' pasa a la categoria homotdpica

como un funtor exacto.

Demostracion. Para ver que F pasa a la categoria cociente, basta con demostrar que si f ~ g :

A* — B*®, entonces F(f) ~ F(g). En efecto, si {h?} es la homotopia entre f y g, entonces
F(f?) = F(g") = dia(gay © F(RP) + F(h"*1) 0 dy 0.

De manera que {F(h?)} es una homotopia entre F(f) y F(h), por lo tanto define un funtor
K*(F): K*(A) — K*(B), veamos que este funtor es exacto. Claramente conmuta con el funtor

de traslacién, ademés si f: A®* — B*® es un morfismo, entonces
Chugpy = FHA*PT @ FP(B®) = F(A"™) & F(B") = F(AP*! @ B?) = F”(Cy)

y ademas se verifica

_—_— —d’;ﬂA.) 0 R ACAS) 0 o
Trein) = pt1 » B p+1 P = Fldcqy):
F (f) dFo(Bo) F(f ) F(dB’)

por tanto F '(C’;) = Cpe(s) y en consecuencia manda tridngulos distinguidos en tridngulos

distinguidos. O
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2. LA CATEGORIA DERIVADA

De la construccién también se vuelve claro que, si F : A — By G : B — € son funtores
aditivos, entonces

K*(FoG) = K*(F)o K*(G).

Componiendo con el funtor de localizaciéon obtenemos el diagrama
K*(F
K*(A) 8 fee(m)
\ lQ 5 -
D*(B)
Lo tnico que necesitamos es poder factorizar el diagrama a uno desde D*(A). El gran problema
estd en que, si s : A®* — B*® es un casi-isomorfismo, no necesariamente K*(F')(s) lo es, de hecho

tenemos los siguientes lemas que nos dan condiciones equivalentes a lo anterior.

Lema 91. Si A, B son categorias abelianas y F : K*(A) — K*(B) es un funtor exacto entre

las categorias homotdpicas, entonces F induce un diagrama conmutativo

K*(A) —£— K*(B)

o Jos

D*(A) —=— D*(B)
cuando alguna de las siguientes dos condiciones equivalentes se satisfacen
(1) F manda casi-isomorfismos a casi-isomorfismos.
(1) F manda complejos aciclicos a complejos aciclicos.

Observacion. En la hipotesis del teorema no estamos requiriendo que el funtor sea inducido de

un funtor entre las categorias abelianas.

Demostracion. La condicién (I) es la propiedad universal de la categoria derivada -el Teorema
42-. Supongamos que se cumple la condicién (II) y sea f : A®* — B® un casi-isomorfismo,

consideremos el tridngulo distinguido

AL e T o) I A0

Como f es casi-isomorfismo, por el Corolario 25 tenemos que C(f) es aciclico, por ser F un

funtor triangulado, obtenemos el siguiente tridngulo distinguido

(1) F(7y)

F(A®) F(B*) F(C(f) 2 pasn))

Si F' manda complejos aciclicos a complejos aciclicos, entonces aplicando de nuevo el 25 tenemos

que F(f) es un casi-isomorfismo, por el Teorema de Gabriel-Zisman terminamos. O
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Por otro lado, si nuestro funtor es inducido por uno entre las categorias abelianas, entonces
tenemos otra condicién equivalente.
Lema 92. Si F: A — B es un funtor entre categorias abelianas, entonces F induce un funtor

en las categorias derivadas si se cumple alguna de las siguientes 3 condiciones equivalentes:
(1) F manda casi-isomorfismos a casi-isomorfismos.
(1) F manda complejos aciclicos a complejos aciclicos.

(i11) F es exacto.

Demostracion. Por el Lema 91 basta con demostrar que el inciso (IIT) es equivalente a alguno de
los primeros dos incisos. Supongamos entonces que F' es un funtor exacto, entonces F' conmuta
con homologia y por lo tanto manda complejos aciclicos en complejos aciclicos. Para demostrar
que F' es exacto basta con demostrarlo en sucesiones exactas cortas, sabemos que una sucesién

corta es exacta si y solo si es aciclica. O

2.6.2. Levantamiento de Adjunciones a la Categoria Homotdpica

Sean F,G : A — B funtores entre categorias abelianas y supongamos que F' es adjunto
izquierdo a G, i.e para todos X € Ay Y € B existe un isomorfismo

axy : HOIDQ;(F(X),Y) — HOmA(X,G(Y))

de grupos abelianos que es natural en X y Y. Veamos como se comporta la extension natural
de este funtor a la categoria de complejos y la categoria homotépica, respectivamente. Sean
X®* € C*(A),Y* € C*(B) complejos y sea f : F*(X®) — Y* un morfismo de complejos. En
cada grado el morfismo f? : F(X?) — Y? es un morfismo en B, definamos g = ax» y»(f?), de
esta forma ¢? : XP — G(YP) son morfismos en A para toda p € Z. Mas aun, si consideramos el
diagrama conmutativo

Fxry L0y

F(di')l ldi-
F(Xp“) W yp+1i
entonces tenemos que
g" o d%. = Qxp+l yp+l (pr) odi. = Qxp yptl (pr o F(dk.)),

pues el isomorfismo ax» y» es natural en la primer variable. Usando la naturalidad en la segunda
variable obtenemos que

G(dy.) o g” = G(dy.) o axe yr(f*) = axeyrir (dye o f7)

y por lo tanto tenemos que gP*! o d%. = G(d5.) o g*. De esta forma obtenemos que las g?
inducen un morfismo de complejos g : X® — G*(Y*). En suma, damos lugar a un morfismo

YXeye - HOH](B-(F.(X.),Y.) — Hom'B'(F.(X.)vY.)
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definido puntualmente como yxs ye(f)? = axr.y»(fP). Como cada cx» yr es un morfismo de
grupos abelianos, se sigue que 7yxe ye es también un morfismo de grupos abelianos, andloga-
mente podemos definir una inversa para yxe ye en términos de la inversa de aexr y». Lo tnico
que resta por ver es la naturalidad, que se sigue trivialmente. Asi, hemos demostrado

Lema 93. Si F,G : A — B son funtores adjuntos, entonces los funtores inducidos F*®,G® :

A® — B*® son adjuntos.

Ahora buscamos un anélogo para el caso de las categorias homotépicas. El resultado es que
también es posible levantar funtores adjuntos en este caso.

Proposicién 94. Si F,G : A — B son funtores adjuntos, entonces los funtores K(F*), K(G*) :
K(A®) — K(B®) son adjuntos.

Demostracion. Sean X*,Y*® complejos en A®. Sea f: F*(X) — Y* un morfismo homotdpico a

cero. Sea h la homotopia. Usando la misma notacién que en Lema anterior, tenemos que
Yxove (F)P = axe yo (f7) = axeyr(dye' o hP) + axs ye (B! o F(dX.))
y por naturalidad de o obtenemos
Yxeve(f)F = G(dp_-l) o axr yr-1(h") + axp yr (hPH1) o di.

para todo p € Zy por lo tanto inducimos una homoropia k definida puntualmente via a.x» y»—1(h?),

i.e. yxeo ye(f) es homotépico a 0. Esto implica que yxs ye induce un morfismo
K(’YX’,Y’) : HomK(A.)(F'(X'), Y.) — HomK.(B)(X°, G.(Y.))

que de manera analoga podemos demostrar que es un isomorfismo, la naturalidad en la categoria

de complejos induce naturalidad en la categoria homotépica. O

2.6.3. Funtores derivados en categorias trianguladas

Comencemos con la definiciéon general de un funtor derivado. Vamos a decir que una trans-
formacién natural de funtores entre categorias trianguladas es graduada si conmuta, hasta
isomorfismo, con las autoequivalencias de las categorias.

Definicién 95. Sean A y B categorias trianguladas, con funtores de traslaciéon T4 y T's res-

pectivamente.

1. Un funtor F : A — B es graduado si existe un isomorfismo natural entre los funtores

FoTyyTgoF.
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2.6 Funtores Derivados

2. Sean F,G : A — B funtores graduados y sean wg,wg los isomorfismos dados por ser
funtores graduados. Una transformacion natural graduada es una transformacién natural

n tal que el diagrama
F(Ta(X) =% T (F(X))

T4 (X)l lT’B (nx)

G(Ta(X)) 5= Ts(G(X))

wa,x

conmuta.

Observe que en la Definicién de transformacién natural el diagrama es conmutativo y no con-
mutativo hasta isomorfismo. El lector puede en una primera lectura, sabiendo esta ambigiiedad,
ignorar los signos si lo prefiere y pensar que el isomorfismo de funtores de la Definiciéon anterior
es la identidad.

Definicién 96. Sean C y D categorias trianguladas y S C una clase localizante, Un funtor
derivado derecho es un funtor exacto RF : C[S™!] — D junto con una transformacién natural
graduada e : F — RF o Qg con la siguiente propiedad universal: Si G : C[S™!] — D es otro
funtor exacto y € : F' — G o Q una transformacién natural graduada, entonces existe una tnca

transformacién natural graduada 7 : RF — G tal que el diagrama

RF o (@

V

F noQ

Ny

GoQ
conmuta. Los funtores derivados izquierdos se definen de manera dual y los denotamos por LF'.

Ejemplo 97. Si F tiene la propiedad de que F(s) es un isomorfismo para todo s € S, como en
el caso de K*(F) cuando F resultaba ser un funtor exacto, entonces por la propiedad universal
de la categoria localizada existe F : C[S™Y] — D tal que F = FoQ. En este caso demostraremos
que F es el funtor derivado derecho de F, tomando cr como la identidad.

Sea G : C[S™Y — D un funtor exacto y e : F — G o Q una transformacion natural graduada,
como F = F o Q, veamos que € induce una transformacion natural graduada de F a G. Sean

X,Y objetos en C y sea ¢ : X — Y un morfismo en C[S~]. Entonces ¢ estd representado por

X/
2N
X Y

un techo
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2. LA CATEGORIA DERIVADA

Donde ¢ = Q(f) o Q(s)™ %, asi que
G(9) = G(Q([)) 0 G(Q(s)) ™

y por otro lado, como € es una transformacion natural, existen diagramas conmutativos

Fx) 29 pix) Fx) 29 py)
e0x) %9 6 o) S99 Gy

por lo tanto
G(9) oex = G(Q(f)) o exr 0 F(s)™ = ey o F(f) o F(s) ™! = ey 0 F(9)

o en otras palabras, el diagrama

F(X) — G(Y)
conmuta, y por lo tanto la familia de morfismos €x definen una transformacion natural n :
F — G tal que no Q = ¢, es inmediato ver que 1 es graduado.

Un funtor derivado derecho de F' es entonces un funtor derivado derecho de

Qs o K*(F) : K*(A) — D*(B)

Discutamos un Teorema de existencia en el caso mas general.

Definicién 98. Sea F': € — D un funtor exacto entre categorias trianguladas y sea S C € una
clase localizante. Una subcategoria triangulada plena & C € se dice adaptada por la derecha a

F si satisface:

(APD1) Sg = SN Mor(&) es una clase localizante en &.

(APD2) Para todo X en Cexiste M en &y s: X — M en S.
(APD3) Para todo s € Sg, el morfismo F'(s) es un isomorfismo en D.

La definicién de una subcategoria adaptada por la izquierda se define de manera dual.

El siguiente Teorema es de una gran importancia tedrica y servird como punto de partida
para los otros teoremas, sin embargo su caracter extremadamente técnico nos alejaria del obje-
tivo de la tesis, por lo que se opté por dar una idea de la demostracion, explicindola con una
serie de pasos. Lo tnico rescatable de la demostraciéon del Teorema es la construcciéon de los
funtores derivados, el problema recde en demostrar que estos, efectivamente, cumplen con la
propiedad universal deseada. Para ver los detalles de la demostracion, el lector es invitado a
leer la Seccién 9, pagina 74, de (3).
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2.6 Funtores Derivados

Teorema 99. Sean C y D categorias trianguladas. Sea S una clase localizante compatible con

la triangulacion en C. Sea F' : C — D un funtor exacto. Si existe una subcategoria & adaptada

por la derecha a F, entonces existe un funtor derivado derecho (RF,ep) de F. Andlogamente

para el caso de funtores derivados izquierdos.

Demostracion. Expliquemos los pasos que se necesitan hacer para demostrarlo.

Paso 1.

Paso 2.

Paso 3.

Paso 4.

Demostrar que la clase localizante Sg es compatible con la triangulacién. Por lo tanto,
la categoria Séilé" es una subcategoria triangulada plena de S~'C. Por la condicién
(APD?2), el funtor inclusién

v:Ste — S57'e

Es denso' y por lo tanto una equivalencia de categorias. Definase ® : S~1€ — S@;léa

como el inverso de W.

Demostrar que ® es un funtor exacto. Por lo tanto, la propiedad universal de la loca-
lizacién existe un tinico funtor F : Sé.flé" — D tal que la restriccién de F' a & coincide
con F o Q. Definimos RF = F o ®, por ser la composicién de dos funtores exactos, el

funtor RF es exacto.

Construccion de una transformacién natural ep : F — RF o ): Sea X un objeto de

S~1€, el isomorfismo Bx : X — ®(X) esté representado por un techo (jpor la derecha!)

V " '\ (2.17)
X o(X

)

donde K es un objeto de € y s € S. Por la condicién (APD2) existe un morfismo
u: K — en S tal que M es un objeto de &, por lo tanto podemos suponer que K € &,

por tanto s € Sg y por hipétesis F(s) es un isomorfismo. Definimos el morfismo
px = F(s)"Lo F(f) : F(X) — F(®(X))

se demuestra que este morfismo no depende de la eleccién del techo. Definimos e :
F — RF o @ como la dada por los morfismo px. Se demuestra que esto es una

transformacion natural.

Se demuestra que el morfismo €p es graduado. Por lo tanto, hemos construido una

pareja (RF,¢). Falta demostrar que es universal, sea G : S~'C — D un funtor exacto

1

i.e. escencialmente suprayectivo.
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2. LA CATEGORIA DERIVADA

y € : F — G o @ un morfismo de funtores. Sea X un objeto en C, como en el paso
anterior, el isomorfismo Sx estd representado por un techo 2.17, donde K € &. Se
demuestra que esto induce un diagrama conmutativo
F(X) == F(®(X))
£X E@(X)

a(x) 224 a(x))

en D. Si Bx es un isomorfismo en S~!C, entonces G(Bx) es un isomorfismo en D y
por lo tanto podemos definir nx = G(Bx) " 'o £a(x), este morfismo en D satisface por
construccién que

Ne o px = G(Bx) " oepx)0px =ex

se demuestra que esta familia define una 4nica transformacién natural 7.

O

Asi, cuando podemos encontrar una subcategoria adaptada para nuestro funtor tenemos
garantizada la existencia de funtores derivados. El problema, como cabe suponerse, es saber
si existe esta subcategoria. Mas adelante daremos condiciones sobre la Categoria misma para
poder verificar la existencia de estos funtores, trazando un paralelo al tratamiento clasico de
Grothendieck en (12), con la ventaja de ser mucho mas general.

2.6.4. Dualidad

Sea F': € — D un funtor exacto entre categorias trianguladas, podemos ver a F' como un
funtor aditivo de €°? — D, sea T¢ el funtor de traslacién de C, tenemos entonces que 5 !
es un funtor de traslacién para C°P (véase la Seccién 2.4) y por ser F' graduado, claramente
Te loF~Fo Te !, De forma que F°P es también un funtor graduado. Sea

x 1oy 2,7 1y xq
un triangulo distinguido en C°P, esto ocurre si y sélo si

7 9,y L, x M, o

es un tridngulo distinguido en € y por tanto, como F' es exacto, tenemos que

F(g) F(f) F(h[1])

F(2)f F(Y) F(X) F(2)

es un tridngulo distinguido en D, de forma que
For(x) T2 pon(yy F9) pon( 7y MY pop x) q]

es también un funtor exacto. Como 8§ 1€ = (§71€)°P para cualesquiera categoria triangulada
C y clase localizante compatible con la triangulacién 8 (cf. Proposicién 39) y por unicidad en
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2.6 Funtores Derivados

la Definicién de los funtores derivados, obtenemos que RF°P : S71C%? — D es un funtor
derivado por la izquierda para F°P : C°? — DP y en consecuencia, para todos los Teoremas
demostrados en adelante basta con considerar funtores derivados por la derecha, esto aplica
particularmente al Teorema de existencia de los funtores derivados. Sin embargo, mas adelante
serd necesario considerar relaciones entre funtores derivados por la derecha y funtores derivados
por la izquierda.

2.6.5. El Caso de D(A)

Un funtor derivado derecho de F : A — B es un funtor derivado -en el sentido de la Seccién
2.6.3-de Qg o K(F) : K*(A) = D(B). Sea & una subcategorfa triangulada plena de K*(A) y
S la clase localizante de todos los casi-isomorfismos en A

Lema 100. La clase S¢ = S N Mor(&) de todos los casi-isomorfismos en & es una clase

localizante compatible con la triangulacion.
Demostracion. La demostracién es analoga al Lema 55. O

Proposicién 101. Una subcategoria plena & de K*(A) es adaptada por la derecha para F si

satisface
(APDD1) Para todo A* en K*(A) existe M® en & y un casi-isomorfismo s: A® — M?*.
(APDD2) Si M* € & es un complejo aciclico, entonces K(F)(M®) es aciclico en K*(B).

Demostracion. Las condiciones (APD2) y (APD3) son las condiciones (APDD1) y (APDD2).
La condicién (APD1) es vélida siempre por el Lema 100. O

Con la Proposicién anterior tenemos la condicién necesaria, que como veremos en varios
ejemplos tiende a ser muy facil de verificar, para garantizar la existencia de los funtores deri-
vados. Para el caso en que la Categoria A tenga suficientes inyectivos, la construccién de los
funtores derivados es inmediata.

Teorema 102. Sea A una categoria abeliana con suficientes inyectivos. St F' : A — B es un
funtor exacto izquierdo, entonces el funtor derivado RTF : DT (A) — DT (B) existe. Ademds la

clase J de complejos inyectivos es una clase adaptada por la derecha.

Demostracion. Por el Teorema 86 el funtor canénico ¢ : K+ (J4) — DT (A) es una equivalencia

de categorias. Tenemos el diagrama

KT(04) — K+(A) X5 gt (B)

l@g
- D (A) D*(B)
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El funtor derivado es entonces RF = Qg o K(F)o:~!, por el Ejemplo 97. Por la Proposicién
101 y el Lema 81 lo tinico que resta por demostrar es que, si I un complejo aciclico en K+ (J) ,

entonces K (F')(I) es aciclico. Esto es consecuencia directa del Lema 83. O

Observe que en el Teorema fue necesario considerar la categoria derivada DV (A), trabajar
con complejos que nos son acotados es bastante problematico, sin embargo, en algunos casos es
posible lidiar con ellos, exigiendo condiciones sobre el funtor, eg. dimensién cohomoldgica finita,
o sobre la categoria, eg. complejos K-proyectivos. Para mas detalles sobre el caso de dimensién
cohomoldgica finita, véase la Seccion 2.7, para complejos K-proyectivos el lector es invitado a
consultar el trabajo de Spalstenstein en (27).

2.6.6. Composiciéon de Funtores Derivados

Sean A, B, C categorias abelianas y sean F' : A — B y G : B — C funtores aditivos, la com-
posicién G o F' es un funtor aditivo y por lo anterior K*(Go F') = K*(G) o K*(F). Supongamos
que los funtores F,G y G o F' admiten funtores derivados. Entonces existen transformaciones
naturales graduadas ep : Qp o K(F) — RF oQa y eg : Qe 0o K(G) — RG o Q3. Tenemos

una transformacién natural graduada
k=RGoepoeqgoK(F):QeoK(GoF)— RGoRFoQyu
y por la propiedad universal de R(G o F') existe una transformacién natural graduada
7:R(GoF)— RGoRF
tal que el siguiente diagrama conmuta

R(GoF)

Q@OK(GOF) noQa *

T

GoQ

El siguiente teorema es una de las razones por las cuales los funtores derivados son mucho
mas utiles que su contraparte cldsica (hablaremos més de esto en el siguiente capitulo). Reem-
plazando toda la maquinaria de sucesiones espectrales por una manera mas natural de expresar
la composicién de dos funtores.

Teorema 103. Supongamos que K*(A) contiene una subcategoria triangulada plena & que es

adaptada por la derecha para F y que K*(B) contiene una subcategoria triangulada plena &'

que es adaptada por la derecha para G. Si se satisface la condicion
(SE) Para todo complejo M® € &, se cumple que K(F)(M*®) € &'

FEntonces:
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(1) La subcategoria plena & de K*(A) es adaptada por la derecha para G o F y el funtor
derivado derecho R(G o F') existe.

(1) El morfismo de funtores n es un isomorfismo.

Demostracion. La condicién (APDD1) se satisface por la hipétesis (SE). Demostremos que D

satrisface (APDD2), si M*® € & es un complejo aciclico, entonces
K(GoF)(M*) = K(G)(K(F)(M?*))

Por la condicién (SE) tenemos que K(F)(M®) € &', por ser & una clase adaptada por la
derecha para G, entonces K (G)(K(F)(M*®)) es aciclico. En consecuencia por la Proposicién
101 y el Teorema de Existencia 99 obtenemos que R(G o F) existe. Demostremos el inciso
(IT), como los funtores derivados son escencialmente inicos, podemos suponer que los funtores
derivados son los construidos en el Teorema 99. Si M*® es un complejo en &, entonces (Paso 3
del Teorema 99) el morfismo ep pre : K(F)(M®) — RF(M?®) es un isomorfismo en D*(B). Por
lo tanto,
RG(ep me) : RG(K(F)(M*®)) — RG(RF(M?*))
es un isomorfismo en D*(€). Andlogamente, ya que K (F)(M?®) es un objeto en &”’, el morfismo
ea,x(mye) P K(G)E(F)(M®)) — RG(K(F)(M*))
es un isomorfismo en D*(C) y por la construccién hecha anteriormente, el morfismo
Kye @ K(G)(K(F)(M®)) — RG(RF(M?*))
es un isomorfismo en D*(€). También, el morfismo

egorare  K(G o F)(M®*) — R(G o F)(M®)

es un isomorfismo, por lo tanto 7nyse es un isomorfismo en D*(€), esto demuestra el caso en &.
Supongamos ahora que X es un complejo en K*(A), por hipdtesis, existe un complejo M*® en

& v un casi-isomorfismo s : X — M?*, existe un diagrama conmutativo
)

R(GoF)(Qua(s))

R(G o F)(X) R(G o F)(M®)
(RG o RF)(X) ~oorma (RG o RE)(M®)

donde las flechas horizontales son isomorfismos. Por lo anterior, sabemos que 7pse es un iso-

morfismo, por lo tanto nxe lo es. En conclusion, 7 es un isomorfismo de funtores. O
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2.7. Los Funtores Derivados Clasicos

En (12), Grothendieck construye a los funtores derivados por medio del concepto de J-
funtores universales, jugando un papel dominante las resoluciones por medio de objetos aciclicos.
El propésito de esta seccién es verificar que los funtores derivados definidos a lo largo del
Capitulo vienen a ser una buena generalizacion, o quizé inclusive una buena definicion de los
funtores derivados, obteniendo a los primeros como una “sombra” de los tltimos.

Definicién 104. Si RF : DT (A) — D (B) es el funtor derivado derecho de un funtor exacto

izquierdo F': A — B, entonces para todo complejo A®* € DV (A) definimos

RPF(A*) = (H” o RF o D)(A*)

El funtor RPF asi definido para toda p, es un funtor de A a B. Como ¢p es una transforma-
cién natural obtenemos, componiendo con H, la transformacién natural H(er) : F — ROF.
Veamos propiedades de los funtores RPF'.

Lema 105. Los funtores RPF satisfacen las siguientes propiedades:

(I) Para todo p < 0 se cumple que RPF = 0.

(II) El funtor R°F es un funtor ezacto por la izquierda.

(IIT) La transformacion natural H®(ep) : F — ROF es un isomorfismo si y sélo si F' es exvacto

por la izquierda.
(IV) Para toda sucesion exacta

0 L

existe una sucesion exacta larga

0
00— RF(L) 9% ROpP(NY — 5 R'F(L) — .

. R'F(N) —— ReF(L) EY) pepn) BP9

en B.

(V) Sean R una clase adaptada por la derecha para F y M un objeto en A. Si

0 M K° K! K?

es una sucesion exacta larga, donde KP es un elemento de R para todo p y denotamos

por K* al complejo

0 K° K! K?

68



2.7 Los Funtores Derivados Clasicos

entonces

(RPF)(M) = HP(F*(K*))
para toda p.

Demostracion. Por el Teorema 57, tenemos que el tridngulo distinguido

D(f)

D(L) D(M) —2— D(N) —— D(L)[1]

en D(A), como RF es un funtor exacto, entonces tenemos que el tridngulo
R(D(f)) R(g)
R(D(L)) " R(D(M)) % R(D(N)) —— R(D(L))[1

es distinguido. Como H es un funtor cohomolégico (Proposicién 61) tenemos inducida la
sucesion exacta siguiente

RP(f) R”(9)

. —— RP-IF(N) —— RPF(L) RP(M) —= RPF(N) — RPTIF(L) —— .

El inciso (V) es una consecuencia de que el morfismo natural D(M) — K*® es un casi-isomorfismo.
De forma que en la Categoria Derivada, RF(D(M)) = RF(K?*). Por otro lado, cada K? es un
elemento de la clase adaptada R, por lo tanto RF(K*®) = H™(F*(K?*)). Para finalizar, notemos
que por (V) se sigue inmediatamente (I) y por ambos obtenemos (IV), del cual se sigue (II). El
Unico inciso que falta por demostrar es el (III). Por el inciso (II) basta con demostrar que, si F
es exacto por la izquierda, entonces HY(ex) es un ismorfismo. En efecto, por ser F' exacto por

la izquierda la sucesion

0 —— F(M) — F(K") —— F(K!) —— .

M

es exacta y por lo tanto el tinico morfismo H®(er) estd descrito como H?(ep) : F — ROF =

HO(K(F*)(R®) = F(M), al ser este funtorial, necesariamente es un isomorfismo. O

Los incisos del Lema 105 caracterizaban a los funtores derivados en (12) en el lenguaje de
d-funtores. De esta manera, tenemos que los funtores derivados dados por Grothendieck resultan
ser un “pedazo” de estos nuevos funtores derivados. Los funtores derivados clasicos tienen su
utilidad pues rescatando el caso original (véase (14)) tenemos una nocién relativa de objetos
aciclicos

Definicién 106. Sea F': A — B un funtor exacto izquierdo, decimos que un objeto M en A
es F-aciclico si R"F(M) = 0 para todo n > 0.

Si denotamos por Z a la subcategoria plena de todos los objetos F-aciclicos y suponemos
que existe una clase F-adaptada R es claro por el Lema 105 que R C Z, mds aun, veremos
que esta clase es suficientemente grande, esto serd til pues comunmente (especialmente en el
caso de gavillas) ocurre que es més facil obtener resoluciones de objetos aciclicos que de objetos
inyectivos.
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Teorema 107. Sea F : A — B un funtor eracto izquierdo y R una clase adaptada por la

derecha para F.

1. La subcategoria plena Z de objetos F-aciclicos es la clase mds grande adaptada por la

derecha para F.

2. Todos los objetos inyectivos en A son parte de Z.

Demostracion. Véase (9), Teorema 16, pagina 195. O

Definicién 108. Sea F': A — B un funtor exacto izquierdo, decimos que F' tiene dimension
cohomoldgica finita si existe n € N tal que R"F = 0 para todo n > N.

Cuando sabemos que un funtor es de dimensién cohomoldgica finita, entonces podemos
definir funtores derivados totales, para los cuales los definidos en las subcategorias acotadas
resultaran ser restricciones, mas especificamente tenemos el siguiente Teorema.

Teorema 109. Si F': A — B es un funtor de dimension cohomolédgica finita, entonces la clase

de objetos F-aciclicos los funtores derivados R*F : D*(A) — D*(B) existen para x = +,—,b, (.

Mas aun el diagrama siguiente conmuta

D(A) —EE D(B)

D*(A) £ D*(B)

Demostracion. Véase (19), Corolario 13.3.3, pp. 330. O

2.8. Hom y Ext

En esta Seccién analizaremos las propiedades al pasar a la categoria derivada del funtor mas
importante en Algebra Homolégica, este es el funtor Hom. Veremos la relacién de los funtores
derivados de Hom con los grupos de extensiones, definidos de la manera clasica. Porque serda
atil més adelante, comenzaremos revisando los bicomplejos y los complejos totalizadores.

Recordemos que un bicomplejo es un objeto de (A®)®, o en otras palabras, es una familia

(CP9),, qez junto a morfismos horizontales dy : CP9 — CPtLa v verticales dyy : CP9 — OPat!
tales que dy od;y = djrodry = dyrdy + dydrr = 0.
Observacion. La condicion dyrdy + dydyr = 0 refleja la anticonmutatividad de los bicomplejos,
por lo cual los morfismos (d};),ez no forman un morfismo en A®, sin embargo, utilizando el
ya mencionado truco del signo podemos remediar esto definiendo f*? : CP4 — CP9*! via la
férmula

fP = (=1)PdbA.

Esto, de hecho, permite identificar a los bicomplejos arriba definidos como objetos de (A®)®.
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Definicién 110. Sea A®*® un bicomplejo. El complejo total! Tot(A)® est4 dado por
Tot(A)" = ] A”¢
pt+g=n

y diferencial d = dj; 4+ d;. Extendemos esto a un funtor de la manera usual.

De esta forma hemos garantizado una manera funtorial de obtener complejos a partir de
bicomplejos. Utilizaremos esto después, podemos definir ahora al complejo Hom.
Definicién 111. Sea A una categoria abeliana. El complejo Hom® externo es el complejo en
Ab*® dado por

Hom™(X*®,V*®) = [ [ Hom (X7, Y**")
pEL

y con diferenciales
dn((fp)pGZ)q = fq+1dg(- + (*1)n+1d§1f+-nfq-
Esto también nos da una manera funtorial de ver al conjunto de todos los morfismos, a saber
Hom®(—,—) : (A®)°P x A®* — Ab*®

que en morfismos es

Hom" (¢, ¢) = | [ Homa (¢, 49™™).

qEZ

Es trivial ver que, as{ definido, Hom®(—, —) es un funtor aditivo en cada variable.

Lema 112. Sea A una categoria completa y X un complejo en A. Los funtores aditivos
Hom®(X,—): A®* — Ab*®
Hom®(—,X) : A®* — Ab®

mandan productos en productos y coproductos en productos respectivamente. El funtor Hom® (X, —)

es exacto por la izquierda.

Demostracion. Sea (Yy)xea una familia -no vacia- de complejos. Tenemos isomorfismos canéni-
cos
Hom" (X, [[ ¥a = [[ Homa (X%, JJY*™)
A q A

= [ [ Homa (X7, v{+")
q,A

= [ [ Hom" (X, ).
A

IEspecificamente este es el complejo total producto. Sélo utilizaremos complejos totales producto en esta

tesis, si el complejo doble es acotado, entonces no hay distincién.
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Esto demuestra que Hom® (X, —) preserva productos, simétricamente se demuestra que Hom®(—, X)
manda productos en coproductos, demostrar que Hom®(—, X) es exacto por la izquierda es ru-

tinario. O

Proposiciéon 113. Sea A una categoria abeliana y sean X,Y complejos en A. Para n € 7

existe un isomorfismo candnico de grupos abelianos, natural en ambas variables
w: H"(Hom®(X,Y)) = Homga)(X,Y[n]).
Demostracién. El complejo de grupos abelianos Hom®(X,Y") lo podemos expresar como
— Hq Hom 4 (X9, VIt —— HqumA(Xq,Y‘””) — Hq Hom 4 (X9, Yatntl)y —
Sea (f?) € [, Homs (X4, Y7"). Tenemos que (f?) € ker(d") si y solo si

dn((fp)pGZ)q = fq+1dg(- + (_1)n+1d§ftnfq =0

para todo ¢ € Z, por lo tanto (estamos ocupando el truco del signo) esto nos define un morfismo

f: X — Y[n]. De esta forma tenemos un isomorfismo
w : ker(d") — Hom 4+ (X, Y [n]

dado por w((f,)) = f. Supongamos ahora que (f,) € Im(d" 1), esto quiere decir que existe
(9p) € T, Hom (X9, Y9T"1) tal que

-1
gq+1dg(' + (_1)nd§1/-i;n fo=fq-
es decir f, ~ 0, de esta forma obtenemos el isomorfismo buscado. O
Definicién 114. Sean X,Y complejos en A. El n-ésimo hyperezt de X y Y es el grupo abeliano

Ext"(X,Y) = Hompx)(X,Y[n]).

Como la categoria D(A) es una categoria triangulada, por la Proposicién 60 los funtores
Ezt"(—,Y)y Ext™(X, —) son cohomoldgicos. De la misma manera, los funtores H™ (Hom®(—,Y")
y H"(Hom® (X, —) son cohomolégicos. Tenemos a su vez morfismos candnicos

H"(Hom*®(X,Y) = Homg4)(X,Y[n]) = Hompq)(X,Y[n]) = Ext"(X,Y).

Supongamos que la categoria A tiene suficientes inyectivos, o por lo anterior, que existe una
clase adaptada para el funtor Hom® (X, —). Tenemos la existencia de los funtores derivados
R™Hom*®(X,—) : DT (A) — D(Ab) para todo complejo X. Utilizaremos por el resto de la
Seccidn la siguiente Notacion:

RHom(X,Y) = (R"Hom®* (X, —))(Y).
Observe que el objeto RHom(X,Y") as{ definido es un objeto de la categoria D(Ab).
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Lema 115. Si m : X — X' es un casi-isomorfismo, entonces m induce un isomorfismo

RHom(X',Y) = RHom(X,Y).

Demostracion. Como estamos suponiendo que la categoria tiene suficientes inyectivos, podemos
suponer que Y es un complejo inyectivo. Por lo que RHom(X',Y) = Hom®(X’,Y). Resta

demostrar que este tltimo complejo es casi-isomorfo a Hom®(X,Y). En efecto,
H"Hom*(X',Y') = Homp () (X', T"Y)

por la Proposicién 113. Por el Lema 85 tenemos que
H"Hom®(X',Y') = Homg 4y (X', T"Y)

= HomD(ﬂ) X' TnY)

= HOHlD

(X
(
J(X,T"Y)
)(

=~ Homg () (X, T"Y).

Teorema 116. Si A tiene suficientes inyectivos, entonces RHom es un bifuntor
RHom: D(A)°? x DT (A) — D(ADb).

Dualmente si A tiene suficientes proyectivos, entonces RHom es un bifuntor
RHom : D™ (A)°? x D(A) — D(AD).

En ambos casos tenemos que Ext"(X,Y) = H"(RHom(X,Y)).

Demostracion. Sea Y un objeto de A® fijo. Por la Proposicién 115 tenemos que el funtor
Hom(—,Y) manda casi-isomorfismos en isomorfismos y por lo tanto se factoriza a través de

D(A)°P. Tenemos la siguiente sucesién de isomorfismos

H"RHom(X,Y) = H"Hom®(X,Y) = Hompg(a)(X,Y) = Hompay(X,Y).

2.9. Adjuntos en categorias derivadas

En esta ultima Seccién, completamente técnica, redondearemos un aspecto tratado con
anterioridad, el comportamiento de las adjunciones al inducir funtores en las categorias de
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2. LA CATEGORIA DERIVADA

complejos construidas a lo largo del Capitulo. Veremos que la adjuncién se preserva inclusive
al pasar a las categorias derivadas, la demostracién es ilustrativa pero muy larga asi que la
dividiremos en una serie de pasos.

Sean A, B categorias abelianas y F' : A — B,G : B — A funtores aditivos. Supongamos
que F' es adjunto por la izquierda para G y por lo tanto F es un funtor exacto derecho y G
un funtor exacto izquierdo (cf. (23)). Por la Proposicién 94 tenemos que los funtores K (F')
y K(G) inducidos en la Categoria Homotépica son adjuntos. Supongamos que existen € una
subcategoria triangulada plena de K(A) que es adaptada por la izquierda para F' y D una
subcategoria triangulada plena de K(B) que es adaptada por la derecha para G. Tenemos
entonces que los funtores derivados L*F y R*G existen.

Teorema 117. Con la notacion anterior el funtor L*F : D*(A) — D*(B) es adjunto por la

izquierda a R*G : D*(B) — D*(A).

Demostracion. Sean X,Y objetos de D*(A) y D(B) respectivamente. Vamos a demostrar que

existe un isomorfismo natural
nx,y : Homp« gy (L F(X),Y) = Homp-4)(X, R*"G(Y)).

Paso 1. Supongamos primero que X esté en la subcategoria adaptada Cy que Y es un objeto de
la subcategoria adaptada D. En este caso, por el Teorema 99 tenemos que L*F(X) =
K*(F)(X)y R*G(Y) = K*G(Y). Si ¢ : K*(F)(X) — Y es un morfismo en D*(B),

entonces estd representado por un techo (por la derecha):

/ 0 '\ (2.18)
F)(X) Y

donde f : K*(F)(X) — U es un morfismo y s es un casi-isomorfismo en K*(B). Por

K*(

hipdtesis existen un complejo V' en D y un casi-isomorfismo w : U — V. Obtenemos

el siguiente diagrama conmutativo
v
N
v

U
wo f s

K*(F)(X) Y

Como w o s es un casi-isomorfismo tenemos que el techo (2.18) es equivalente al techo

por la derecha
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2.9 Adjuntos en categorias derivadas

Paso 2.

En otras palabras, podemos suponer que U es elemento de D.

Por la Proposicién 94 sabemos que K*(F) y K*(G) son adjuntos, as{ que el morfismo
f determina un morfismo a = vxy(f) : X — K*(G)(U) en K*(A). Por lo tanto,

tenemos un techo por la derecha

K*(G)(U)
/ w@(s) (2.19)
X K*(G)(Y).

Afirmacién 118. La clase de equivalencia del techo (2.19) no depende del represen-

tante ¢.

Demostracion. Sea

otro representante de ¢ con V en D, por lo tanto existe un complejo W en K*(B) tal

que el diagrama siguiente conmuta

ST

Obtenemos entonces que qo s = r ot es un casi-isomorfismo, por el mismo argumento

K (F)(

que en el Paso anterior, podemos suponer que W es un objeto de D. Mds aun, como
HP(q) 0 H"(s) = HP(qo's) = HP(r ot) = HY(r) 0 H' (1)

son isomorfismos para todo p, necesariamente ¢ y r son casi-isomorfismos. Sea b =

vx.v(g) : X - K*(G)(V), por la naturalidad de -y en la segunda variable tenemos que

yxw(go f) = K*(G)(q) o vx,v(f) = K(G)(q) oa.

de la misma forma tenemos que

Tx.w(reg) = K(G)(r)eyxv(g) = K(G)(r)ob.
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Paso 3.

Por lo tanto el diagrama

K (G)(W)

K (W f\K*(G)(r)

K (@)() K*(G)(V)
. K*(G)(s)
%
X K (G)(Y)

conmuta y en consecuencia los dos techos obtenidos por dos representantes distintos

de ¢ son equivalentes, demostrando la Afirmacién. O

Como consecuencia de la Afirmacién anterior, obtenemos un morfismo bien definido
nx,y : Homp- ) (K" (F),Y) = Homp-(g)(X, K*(G)(Y))
el cual se verifica inmediatamente que es aditivo.

Veamos que nxy es un isomorfismo. Supongamos que nxy(¢) = 0y que ¢ estd

representado por el techo (por la derecha)

TN
K*(F)(X) Y

con U en D. Si a = vx,u(f), entonces el morfismo nx,y(¢) estd representado por el

techo por la derecha
K*(G)(U)
/ ‘%G)(s)
X Y
por lo tanto existe un casi-isomorfismo ¢ : V' — C tal que a ot = 0 en K*(A). Més
aun, como € es adaptada por la izquierda, podemos suponer que V es un objeto de C.

Usando la naturalidad de v en la primer variable obtenemos

0=aot="yxu(f)ot="vu(fo K (F)¢).

Por lo tanto fo K*(F)(t) =0y como K(F)(t) es un casi-isomorfismo, necesariamente
el morfismo ¢ es el morfismo 0. Demostremos que nx,y es suprayectivo. Si ¢ : X —

K*(G)(Y) es un morfismo en D*(A), entonces estd representado por un techo por la
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2.9 Adjuntos en categorias derivadas

Paso 4.

izquierda
v
/ X)
X K*(@)

Como € es adaptada por la izquierda, podemos suponer que V es un objeto de C- Sea

(Y).

a = dyy(g) : K*F(V) — Y. Como los casi-isomorfismos son una clase localizante,

existe un diagrama conmutativo

K*(F)(X) ——

W
K (P T
y

K(F)(V) ——

donde r es un casi-isomorfismo. Ya que D es adaptada por la derecha, podemos suponer
que W es un objeto de D. Sea ¢ : K*(F)(X) — Y un morfismo en D*(B) representado

por el techo por la derecha

RN

K*(F)(X) Y.

Tenemos entonces que 7x,y (¢) estd representado por el techo por la derecha

K*(G)(W)
/ f\K(G)(r)
X K*(G)(

donde f = yx,w(b). Por naturalidad, tenemos que

Y)

fot=vxw(b)ot=qyw(roa)=K"(G)(r)
e igualmente
Www(roa)=K"(G)(r)oyvy(a) = K*(G)(r)og.
Esto implica que
nx,y (9) = QK™ (G)(1) ™ o Q(f) = Qg) 0 Q(t) ™" =,
de manera que nx,y es suprayectiva y por lo tanto un isomorfismo.

Definamos ahora el morfismo 77x y para X, Y arbitrarios. Por la construccién de los fun-

tores derivados (cf. Teorema 99), tenemos isomorfismos naturales 84 x : 4 (X) — X
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v Bay 1 Y — ®g(Y) tales que LF(X) = K(F)(®4(X)) y RG(Y) = K*(G)(®5(Y)).

Por lo tanto, tenemos un isomorfismo natural

Bs,yo—

Homp«(g)(L*F(X),Y) —————— Homp-(z)(K*(F)(®4(X)), 23(Y))

y un isomorfismo natural

—oBa,x

Homp«(4)(X, R*"G(Y)) —————— Homp-4)(®a(X), K*(G)(®5(Y))).

Definimos
1x,y () = N, (x),05(v) BBy 0 9) 0 B4k
para todo ¢ en Homp-(g)(L*F(X),Y), por construccién este es un isomorfismo.
Paso 5. Demostremos que 7 es natural en la primer variable. Sea « : U — X un morfismo en
D*(A) y supongamos que U, X son objetos en C y que Y es un objeto de D.

Sea o = Q4 (a) para un morfismo a en K*(A). Consideremos un morfismo ¢ : K*(F)(X) —

Y representado por el techo por la derecha
TN
K*(F)(X) Y

tenemos por naturalidad de v que

Yo (f o K*(F)(a)) = yx,v(f)ca.
Por lo tanto, se sigue

nx,y(¢) o a=Qa(K*(G)(5) ™" o Qa(yx.v(f)) o Qala)
= Qa(K*(G)() " o Qalyu,v(f o K*(F)(a)))

=nuy (¢ o Qs(K*(F)(a))

)

)
= 1wy (¢ o K*(F)(Qa(a))) = nuy (¢ o K*(F)(a)).

Donde los tltimos dos funtores K*(F') son los inducidos en el cociente. Sea oo = Q 4(s)
para s un casi-isomorfismo, tenemos que « es un isomorfismo y el funtor inducido
al cociente por K*(F) es el isomorfismo Qs (K*(F)(s)). Reemplazando ¢ por ¢ o
K*(F)(a)~! obtenemos

nuy (Yo K*(F)(a)™") =nxy (@) oa™".
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Paso 6.

Consideremos ahora un morfismo arbitrario o : U — X en D*(A), como la categoria
plena de D*(A) con objetos los mismos de € es la localizacién de € con respecto a los
casi-isomorfismos, tenemos que a = Q4 (g) 0 Q4 () ™! para algin morfismo g : W — X

y un casi-isomorfismo ¢ : W — U en C. De las relaciones anteriores tenemos que

nxy(9)oa=nxy(®) cQalg) cQalt)™ =nwy(¢o K (F)(Qa(9)) o Qalt)™"
=nuy (¢ o K*(F)(Qalg)) o K*(F)(Qa(t)™") = nuy (¢ o K*(F)(a)).

Supongamos que U, X,Y son arbitrarios, la transformacién natural 84 nos da un dia-

grama conmutativo

Por lo tanto ﬁ;llx oca=d4(a)o 5;1[] y de esta forma tenemos que

nx,y (9) 0 =N, (x).05(v) By 0 ¢9o @) o Byl oa
= N4 (x),00 () BBy 0 9) 0 Pala) o B
= 1o, (V)05 (v)(BB,y 0 90 K*(F)(Pa(a))) o By

(
=10, ()05 (v)(B5,y 0 (00 LF(@))) 0 B3, = nuy (¢ o LF()).

Esto demuestra que n es natural en la primer variable.

Demostremos que 7 es natural en la segunda variable. Sea ¢ : Y — Z un morfismo en
D*(B) y supongamos que X es un objeto de € y que Y, Z son objetos de D. Primero,
supongamos que 6 = Qx(d) para algin morfismo d en B y consideremos un morfismo

¢ K*(F)(X) — Y representado por un techo

Como los casi-isomorfismos son una clase localizante y D es adaptada por la derecha,

podemos construir un diagrama conmutativo

VoL w
ST t
YT>Z
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donde W es un elemento de D. La composicion § o ¢ queda representada por el techo
w
2N
F)(X) Z.

Tenemos ademéds que g o s =t o d, de forma que

K (

K*(G)(g9) o K7(G)(s) = K*(G)(t) o K*(G)(d),

como s y ¢ son casi-isomorfismos de objetos en la subcategoria D tenemos que K*(G)(s)

y K*(G)(t) son casi-isomorfismos en K*(A) y ademas
Qu(E*(G) (1)) 0 Qa(K™(G)(9)) = Qa(K™(G)(d) 0 Qu(K*(G)(s)~".
Por naturalidad de v se cumple

nx,2(00¢) = Qa(K*(G)(t) " oyxw(go f)
= Qa((K* (&))" 0 Qa((K*(G)(9)) o vx.v(f)
= Qa((K*(G)(d) 0 Qa((K*(G)(s)) " ovx,v(f)
= (K*(G)(9) o nx,v (9).
Si 6 = Qa(r) para un casi-isomorfismo r, entonces § y (K*(F)(8) = Qs ((K*(F)(r))

son isomorfismos. Reemplazando ¢ por 6! o) obtenemos

nxy (67" o) = (K*(G)(6) " o nx,z(¥).

Sea ahora § : Y — Z un morfismo arbitrario en D. Como la subcategoria plena de
D*(B) con objetos de D es la localizacién de D con respecto a los casi-isomorfismos,
entonces § = Qg (h) o Qp(r)~! para algin morfismo h : T — Z y un casi-isomorfismo

t: T —Y en D. Calculando
nx,2(60 @) =nx,2(Qs(h) 0 Qs (r)™ 0 ¢) = (K*(G))(Qz(h) o nx,r(Qz(r) " 0 )
= (K*(@)(Qs(h)) o (K*(@)(Qa(r) ™t onx,y(¢) = (K*(G)) — 85) o nx,v (¢)-

Si suponemos que X,Y y Z son arbitrarios, entonces la transformacién natural Gs

induce un diagrama conmutativo

Y ——— Dy(Y)

Bs.y

)
B
]

C)

Be.z

7 222 &5 (7).




2.10 Notas

Por lo tanto tenemos que

1x,2(60 @) = Ng, (x),0x(2)(BB.20500) 0 B
N4 (X),05(2)(P3(0) 0 Bpy 0 9) 0 By
= (K*(G))(®5(9)) © Mo, (x),05(v) BBy 0 @) © ﬁﬁ}x
= RG(6) o nx.y ()

y en consecuencia 7 es natural en la segunda variable.

2.10. Notas

El estudio de los funtores derivados desarrollado en este Capitulo corresponde -en las pala-
bras de Gelfand y Manin- al inicio del tercer periodo del Algebra Homoldgica. Aparentemente,
en los ultimos anos esta tendencia estd siendo reemplazada por una cada vez mayor fusién
de estas con la teoria de homotopia. Uno de estos consiste en prestar una mayor atencién a
la estructura modelo de la categoria en cuestién, que podemos remontar desde el trabajo de
Adams en (1). Por otro lado existe un creciente cambio de perspectiva, para ahora pensar a las
categorias trianguladas como un caso particular de oco-categorias. No parece haber definiciones
completamente aceptadas del formalismo de funtores derivados en estos contextos. Sin embargo
existen formalismos casi aceptados, como el de Jacob Lurie en su libro Higher Topos Theory.

Por ultimo, cabe mencionar una construccién alternativa de los funtores derivados, original-
mente hecha por Deligne; esta brilla por su elegancia, sin embargo para el caso de demostrar
existencia de los funtores derivados, parece ser que las técnicas expuestas en la Seccion 2.6
siguen siendo éptimas. Esto se verd mas claro cuando discutamos la Categoria Derivada de
Gavillas, en el siguiente Capitulo.

2.10.1. La Construccion de Deligne

En el articulo (5), Pierre Deligne hace una construccién mds general de los funtores deriva-
dos. En esta Secciéon vamos a discutir esta teoria, cuyos principios basicos seran utilizados para
poder demostrar la dualidad de Verdier, en el siguiente Capitulo.

Sean €y € categorfas trianguladas, denotaremos por Fex(C, C’) a la categoria de funtores
exactos de € en €', donde los morfismos estdn dados por transformaciones naturales graduadas.

Sean A y B categorias abelianas y ® : K*(A) — K*(B) un funtor exacto (no necesariamente
proviene de un funtor entre A y B). El funtor a la localizacién Qx(4) nos define un funtor

Fex(D*(A), D*(B) — Fex(K*(A), K*(B))

que, componiendo con el funtor de localizacion @ k (), nos define un funtor  : Fex(D*(A), D*(B)) —
Ab dado por

#(¥) = Hompa)(Qr sy 0 @, ¥ o Qka))-

Andlogamente definimos ' como

' (W) = Hompa)(Qk sy 0 P, ¥ o Qg (ay)-
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Definicién 119. Decimos que ® admite un funtor derivado total por la derecha (respectiva-
mente por la izquierda) si el funtor x (resp. x’) es representable!. Un objeto representante del
funtor x (resp. k') se conoce como el funtor derivado total por la derecha (resp. por la izquierda)

de ® y se denota Rp® (resp. Lp®).

Escencialmente esta Definicién recupera la propiedad universal de funtores derivados dada en
la Seccién 2.6 pero en un sentido més débil. Deligne prosigue en (5) demostrando la existencia de
estos funtores “agrandando” a B, este procedimiento es la ind-completacion de B, para después
demostrar que estos coinciden con los definidos por Verdier en todos los casos de interés.

1Un funtor F : € — Ab se dice representable si existe un objeto C' de € tal que F(C’) = Hom(C, C’) para
todo C’ en C.
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Capitulo 3

La Categoria Derivada de Gavillas

Después de haber sentado en el Capitulo 2 los fundamentos de la teoria de Categorias
derivadas, el proximo objetivo a estudiar es una categoria geométrica particular de todo espacio
topoldgico. Historicamente, dejando de lado la escuela de Topologia algebraica, podemos pensar
que es para una categoria de este estilo que se creo el cumulo de teoria general de las categorias
derivadas.

La idea, como en todo teorema de dualidad, es tratar de encontrar un isomorfismo natural
que nos permita trasladar conceptos encontrados en un invariante algebraico a otro. En To-
pologia Algebraica el ejemplo hegeménico de esta dualidad es la dualidad de Poincaré, que da
un isomorfismo entre la homologia y cohomologia singular para una variedad topolégica orien-
tada. La idea es poder demostrar una basta generalizacién de este Teorema utilizando como
herramientas a las categorias derivadas.

En la Secciéon 1, que servird como un recordatorio, daremos la definicion de gavilla, incluyen-
do diversas construcciones de estas para concluir que esta es una categria abeliana. Durante el
resto del Capitulo estaremos interesados en explorar esta categoria. Para la Seccion 2 definimos
la cohomologia de gavillas y discutiremos la relacion clésica de estas con la dada via los funtores
derivados del funtor de secciones globales. Ademas veremos que la Categoria de Gavillas cumple
tener suficientes inyectivos.

La dualidad de Poincaré para el caso de variedades no compactas, necesita ciertas condiciones
de finitud en la cohomologia, i.e. una nocién de soportes. Con esto en mente vamos a definir los
funtores de secciones con soporte compacto y daremos una clase de gavillas que es adaptada para
este funtor. Después estudiaremos diversos funtores definidos en la categoria de gavillas para el
caso particular de inclusiones de subconjuntos abiertos y cerrados. Veremos que la categoria de
gavillas del espacio puede ser de alguna forma descompuesta con respecto a cualquier abierto y
su complemento.

La Seccién 5 se encargara de estudiar resoluciones por un tipo concreto de gavillas que
seran utiles mas adelante. Ademas veremos una nocion de dimension para el caso de espacios
topolégicos que cumplen ser localmente compactos y Hausdorff. Durante toda la Seccién 6 se
demostrard un teorema perteneciente a la Teoria de Categorias, es muy importante debido a
que de él se desprende inmediato la existencia de un funtor adjunto, que sera el punto clave en
la demostracion del Teorema de Dualidad.

En la Seccién 7 definiremos el funtor necesario para dar la dualidad de Verdier, lo extende-
remos a la categoria derivada y por ultimo demostraremos el Teorema de dualidad. La tltima
seccion se encargara de definir el complejo dualizante y el morfismo de traza. Con estos veremos
que es posible demostrar la dualidad de Poincaré.
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3. LA CATEGORIA DERIVADA DE GAVILLAS

Este Capfitulo estd basado en el libro (18) y la monograffa (30). El libro (9) fue de mucha
ayuda para preparar este Capitulo y la Tesis en general.

3.1. Gavillas

Partiremos con la suposicién de que el lector ya ha tenido un primer encuentro con la teoria
de gavillas. S6lo por completez, haremos un pequeno recordatorio en esta seccién de los concep-
tos basicos que utilizaremos, todo el material aqui expuesto puede ser encontrado de manera
muy detallada en el capitulo 2 de (18), sin embargo en las referencias a las demostraciones
preferimos optar, por accesibilidad, a las demostraciones que sean mas autocontenidas posibles.

3.1.1. La Categoria Abeliana de Gavillas

Definicién 120. Sea X un espacio topoldgico, una pregavilla de A-mdédulos en X es un funtor
contravariante

Z : Top(X) — A-Mod
donde la categorfa Top(X) tiene como objetos a los abiertos de X y como morfismos a las
inclusiones entre estos.

Nos apegaremos a las convenciones usuales:

» Si U € Top(X) es un abierto, diremos que los elementos de .Z (U) son las secciones' de
la gavilla ..

» Denotaremos por I'(U; %) 6 H°(U; ) a las secciones de .Z.

» Sidyy : U C V es un morfismo en Top(X), i.e. la inclusién entre dos abiertos de X,
entonces existe un morfismo

Fipy): F(V) = F(U)

en A-Mod, puesto que % es contravariante. Denotamos a este morfismo por ryy y lo
llamaremos el morfismo de restriccion de U a V.

» Sise F(V)y U CV entonces denotaremos por s|y a la imagen de s bajo el morfismo
ruv, diremos que s|y se obtuvo por restriccidn de la seccién s.

Definicion 121. Una gavilla % sobre X es una pregavilla que ademaés satisface lo siguiente:

(GAV1) Localidad: Si U es un abierto, {V,} una cubierta abierta de U y s,t € Z(U) son

secciones tales que s|y, = t|y, para toda «, entonces s = t.

1Esta terminologfa proviene de la Topologia Algebraica, donde las pregavillas se obtienen a partir de las

secciones locales de haces.
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3.1 Gavillas

(GAV2) Pegado: Si U es un abierto, {V,} una cubierta abierta de U y existen elementos

Sa € F(V,) tales que, para todos «, 8 se cumple que

Sa|VaﬁVg = SBlVaﬁVga

entonces existe un elemento s € .% (U) tal que s|y, = s, para todo a. (Por la condicién

anterior esta seccién es tnica).

La definicién anterior, ademas de resultar bastante intuitiva, resulta ser en general la mas
sencilla de utilizar, sin embargo mas adelante nos sera de utilidad el tener una version mas
categorica de la definicién de gavilla a la mano.

Proposicién 122. Una pregavilla F es una gavilla si y solamente si, para todo abierto U de

X y toda cubierta abierta {Vy} de U, la sucesion siguiente es exacta

00— F(U) ——= []F(Ve) —= [] Z(VanVp) .
« o,

Donde los morfismos son los inducidos por las restricciones. (En otras palabras, € es un igua-

lador).

Demostracion. La demostracién puede encontrarse en (28), Seccién 1.6, pagina 15. O

Las gavillas sobre un espacio topoldgico conformarén el objeto de estudio de la tesis, reque-
riremos entonces, naturalmente, que estas conformen una categoria.

Definicién 123. La categoria de pregavillas de A-mdédulos sobre un espacio X es la categoria
de funtores Fun(Top(X)°?, A-Mod), denotamos a esta categoria por PShv 4(X). La categoria
de gavillas de A-médulos sobre X es la subcategoria plena de PShv 4(X) constituida de las

gavillas sobre X, denotamos a esta categoria por Shv 4(X).

Observacion. Se dice que las gavillas son, en cierto sentido una generalizacion del concepto de

espacio. También lo son de A-mddulos, en el sentido preciso de que para un punto {pt}, tenemos
Shv 4 ({pt}) = A-Mod.

En efecto, Top(pt)°? no es mas que la categorfa abeliana 0. De forma que Fun(Top(X)°?, A-

Mod) es, de manera canénica, isomorfa a A-Mod.

Tenemos candénicamente definidos el funtor inclusién Shv 4(X) — PShv 4(X) y el funtor
que olvida Shv4(X) — PShv4(X), estos admiten un adjunto, lo que nos da una manera
canodnica de “gavillizar” a una pregavilla.
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3. LA CATEGORIA DERIVADA DE GAVILLAS

Teorema 124. FEziste un funtor que a cada pregavilla % asocia una gavilla & que cumple ser
adjunto por la derecha a el funtor olvidadizo y adjunto por la izquierda al funtor de inclusion.
Esta construccion cumple con la siguiente propiedad universal: Si F es una pregavilla, 4 una
gavilla y ¢ : F — 4 un morfismo de pregavillas, entonces existe un tinico 5: F = G tal que

el diagrama conmuta:

Demostracion. La demostracién puede ser encontrada en (19), Proposicién 2.2.3, pp.85. O

Con base en el Teorema 124, seguiremos la filosofia usual de definir una gavilla en términos
de la gavilla asociada a una pregavilla, esto es 1til en préactica debido a la laxitud en la definicién
de pregavilla. Otro tema importante en Geometria son las propiedades locales, en este aspecto
la teoria de gavillas es muy adecuada puesto que de ellas podremos recuperar la nocién de
gérmenes de funciones.

Definicién 125. Sea x € X, consideremos la subcategoria plena de Top(X) formada por los

abiertos U tales que x € U. Denotemos a esta categoria por Top,(X). Si .Z es una gavilla en
X, definimos el tallo de x en .% como el limite del funtor
Z|: Top,(X)? — A-Mod
Donde .Z]| es la restriccién de .# a Top,(X).
La definicion anterior es facilmente aterrizable en el contexto en el que estamos interesados.
Proposicion 126. FEl tallo de una gavilla F es candnicamente isomorfo al A-mddulo F,

definido como

Fo={(s,U):s€ FU)}/ ~.
Donde (s,U) ~ (t,V) si y solamente si existe un abierto W en Top,(X) tal que slw = t|w.

Demostracion. Inmediata de la descripcién de los limites en A-Mod. O

En lo subsecuente denotaremos por %, al tallo de z. El objetivo que perseguiremos a
continuacion es el de poder realizar operaciones entre gavillas, similares a las operaciones usuales
de la categoria de médulos. Veremos aparecer de nuevo la naturaleza local de las mismas.
Definicién 127. Sean .7 ,¥ € Shv 4(X), definimos:

» La gavilla suma directa & & ¥ como U — F(U) &9 (U).

» La pregavilla producto tensorial . # ® ¢4 como U — % (U) ® 4(U). La gavilla producto

tensorial es la gavilla asociada y la denotamos igual.
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3.2 Cohomologia de Gavillas

» La gavilla nicleo de un morfismo ¢ : # — ¢ como U — ker(¢y). Lo denotamos ker(¢).

» La pregavilla conicleo de un morfismo ¢ : # — &4 como U — coker(¢y). La gavilla
contcleo es la gavilla asociada y la denotamos igual.

Con estas construcciones dotaremos a la categoria de gavillas con suficiente estructura para
volverse una buena categoria para hacer Algebra Homoldgica. En otras palabras, el teorema
siguiente.

Teorema 128. Las gavillas de la Definicion 127 cumplen con las propiedades universales usua-

les, con esto la categoria Shv 4(X) es una categoria abeliana, una sucesion

0 / 7 TV 0

Y

es exacta si y solo st para todo x € X la sucesion inducida en los tallos

0 F! T F1 0

es exacta.

Demostracion. Véase (19), Proposicién 2.2.4 pp. 86. O

En el Teorema 128 hemos caracterizado las sucesiones exactas con base a los tallos, esto
debido a que en la categoria de gavillas los epimorfismos no corresponden a la definicién naive
de epimorfismos, que en ultimas instancias es la razén de no exactitud por la derecha del funtor
de secciones.

Proposicién 129. Sea ¢ : F — 4 un morfismo de gavillas, se cumple que:
1. ¢y es un monomorfismo para todo abierto U si y solamente si ¢ es un monomorfismo.

2. Si ¢y es un epimorfismo para todo abierto U, entonces ¢ es un epimorfismo. El converso

no es necesariamente cierto.

Demostracion. La demostracién puede encontrarse en (14), pp. 65. O

3.2. Cohomologia de Gavillas

La seccién anterior se encargé de dotar a Shv 4(X) de una estructura abeliana, por tanto el
Capitulo 2 de esta tesis nos otorga funtores

Shv’ (X) — K*(Shv4(X)) — D*(Shv4(X)).

En esta seccién nos abocaremos al estudio moderno de la cohomologia de gavillas, reformulan-
do con el lenguaje discutido en el Capitulo 2 las nociones clésicas!. Sea .Z* € Shv4 e (X),
recordemos el funtor de cohomologia definido en 9.

LCon clésicas nos referimos a la forma de abordar la cohomologfa, por ejemplo, en (10).
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3. LA CATEGORIA DERIVADA DE GAVILLAS

Definicién 130. La gavilla de cohomologia F£7(F*®) es la imagen del funtor H? : Shv% (X) —
Shv 4(X).

Requeriremos de una manera mas explicita para poder describir el funtor de cohomologia en
el caso de complejos de gavillas. Dado .#* € Shv% (X), definamos una pregavilla de la siguiente
manera

U HPT(U; 7*),

donde los mapeos de restriccién son los inducidos por los funtores I'(U; —) y el de cohomologia.

Proposiciéon 131. La gavilla asociada a la pregavilla anterior es la gavilla de cohomologia

H(T).

Demostracion. Por el Teorema 124, el funtor de gavillizacion tiene como adjunto al funtor
olvidadizo, de forma que este es un funtor exacto de la categoria de pregavillas a la de gavillas.
El objeto de cohomologia asociado a un complejo de gavillas #* corresponde, por adjuncién, a

la gavilla asociada a la pregavilla
U s ker(d.)(U) /Tm(d51) (U)

Que es igual, por definicién, al cociente ker(T'(U; d'%. )) /Im(I'(U; d’;.l)) de la sucesién inducida
por I'(U; —). O

Observacion. La Proposicién 131 garantiza que un complejo de gavillas es ezacto si lo es como
complejo de pregavillas. En particular si ¢ : .#® — ¥° es un casi-isomorfismo de pregavillas,
entonces ¢ es un casi-isomorfismo como complejos de gavillas, pues por la Proposicion 25 ver

que ¢ es aciclico es equivalente a ver la exactitud del cono de ¢.

Lema 132. Si .%* es un complejo de gavillas, entonces existe un isomorfismo funtorial en F*:
HP(F ) = HP(F7).

Donde F2 es el complejo de A-mddulos inducido tomando tallos en cada componente de F*°.

Demostracion. Recuerde que el tallo de una gavilla es canénicamente isomorfo al tallo de la

pregavilla de la cual es asociada, entonces, por la Proposicién 131
HP(F*), = lim HPT(U; Z°).
zeU
La cohomologia conmuta con limites, por lo tanto

HPT(U; Z*) = HP(limz € UT(U; Z*)) = HP(F2).

Lo que termina la demostracién. O
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3.2 Cohomologia de Gavillas

Entre las hipotesis mas fuertes que garantizan la existencia de los funtores derivados, como
vimos en la Seccion 2.6, esta la de tener suficientes inyectivos. La categoria de gavillas satisface
esta propiedad debido principalmente a que la categoria de médulos lo hace.

Teorema 133. La categoria Shv 4(X) tiene suficientes inyectivos.

Demostracidn. Describiremos primero una forma general de construir gavillas. Si {M, },cx es
una familia de A-mdédulos con conjunto de indices el espacio X, asociamos una gavilla M €

Shv 4 (X) usando la siguiente férmula

NU; M) =[] M.

zcU
Con los morfismos de restricciéon los inducidos por las proyecciones, es inmediato demostrar que

M asi definida es una gavilla.

Afirmacion 134. Ezxiste un isomorfismo

HomSth(X)(y7M) = H Hom(yvax)
zeX

natural en F.

Demostracion. Sea & € Shv 4(X) y un morfismo ¢ : F — M, este induce un morfismo
de manera que la propiedad universal del producto induce un tinico morfismo ® definido como

Veamos que ® es un isomorfismo, claramente es inyectivo por lo tanto lo linico que resta por
demostrar es la suprayectividad. En efecto, sea (¢;)zex € Hom(.%,, M,,). Definimos el morfismo

¢: F — M como
(bU(S) = (¢x(3x))x€X

Este morfismo estd bien definido y conmuta con los mapeos restriccién, por lo tanto ® es un

isomorfismo, la demostraciéon de que es funtorial es rutinaria. O

Sea .# una gavilla fija, como la categoria A-Mod tiene suficientes inyectivos entonces para

todo z € X existe un médulo inyectivo I, y un monomorfismo
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3. LA CATEGORIA DERIVADA DE GAVILLAS

Consideremos la coleccion (I,;,) de los médulos inyectivos asf construidos. La gavilla I obtenida de
la definicién hecha al comienzo de la demostracién cumple que el morfismo inducido ¢ : F — I
por la Afirmacion anterior es un monomorfismo, como se ve inmediatamente al considerar los

tallos. Falta por ver que I es inyectiva, sea

0 7 7 7" 0

una sucesion exacta de gavillas, aplicando el funtor Hom(—, I'), obtenemos la sucesién
0 —— Hom(#',I) —— Hom(%#,I) —— Hom(%#",I) —— 0.
Por la Afirmacién anterior esta sucesion es isomorfa a

0 — [[ Hom(%#],I,) — [[ Hom(%#,,I,) —— [] Hom(#] I,) — 0,
reX zeX rzeX

la cual es exacta puesto que lo es en tallos, al ser I, inyectiva. O

Por el teorema anterior hemos garantizado la existencia de los funtores derivados para funto-
res exactos por la izquierda. Sin embargo en la préactica las gavillas inyectivas son simplemente
demasiado grandes para sernos de utilidad al calcular cohomologia, por lo que recurriremos a
una clase mas grande de gavillas aciclicas, que resultaran adaptadas para el funtor de secciones
globales.

Definicién 135. Una gavilla .# € Shv4(X) se dice flasque! si dado un abierto U de X y un

abierto V' C U, el morfismo restriccién
FU)— F(V)

es un epimorfismo.

En otras palabras, una gavilla es flasque si tiene la propiedad de extension de secciones
locales. Claramente, la restriccion de una gavilla flasque a un abierto es de nuevo flasque.
Observemos que la gavilla introducida en la demostracion del Teorema 133 es por definicién
flasque, dado que los morfismos de restricciéon son los inducidos por las proyecciones.

Lema 136. Toda gavilla inyectiva es flasque.

Demostracion. Sea I una gavilla inyectiva y consideremos el monomorfismo i : I — FE en la

gavilla inyectiva y flasque E del Teorema 133, tenemos el diagrama sélido siguiente:

ind}\» f

IEsta palabra proviene del francés, se opté por utilizarla debido a no poderse encontrar una traduccién

satisfactoria.
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3.2 Cohomologia de Gavillas

Por ser I una gavilla inyectiva, existe un morfismo f : E — I tal que f o7 = id, por lo tanto

para todo U abierto de X, fy es un epimorfimos y tenemos un diagrama conmutativo:

BE(X) ZXY B(U)

e

I(X) —Y% 1(U)

Por ser F flasque el morfismo r)b;U es epimorfismo. En consecuencia rg(U es un epimorfismo. [

Una de las mas convenientes caracteristicas de las gavillas flasque es que estas rescatan la
nocién de suprayectividad en todos los abiertos, que, como vimos en la Proposicién 129, no es
valida en general.

Lema 137. Si la sucesion siguiente es exacta

0 7 g Y, 0

y ademds F es flasque, entonces para todo U C X abierto la sucesion
0 —— D(FU) 2% T(U;9) 22 T(U; #) —— 0
es exacta.

Demostracion. Basta con demostrarlo para U = X, por la Proposicién 129 la primer flecha
inducida es un monomorfismo, basta entonces con demostrar que ¥x es un epimorfismo. Sea

s € T'(X; #) una seccién, considere el conjunto
A={(U,t):te4U) y D(U;9)(t) = slv}-
Ordenamos a A como sigue:
U, )< (Ut) <= U CU y tlpr =t.

El conjunto A cumple con las hipétesis del Lema de Zorn, por tanto existe un elemento maximal
(U, t). Supongamos que U # X y sea x € X \ U, entonces existe una vecindad abierta U’ de X y
una seccién t € I'(U';9) tal que ¢y (') = s|V. Por lo tanto t|ynys — t'|unus es una seccién en
el nicleo de 9, de forma que representa la imagen de una seccién de .# bajo ¢. Si extendemos
esta seccién a una seccién t” sobre V' de #, entonces ¢(t") +t' coincide con ¢ en la restriccién
a UNU’, de manera que definen una seccién en U U U’. Esto contradice la maximalidad de

(U, ). O
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3. LA CATEGORIA DERIVADA DE GAVILLAS

Lema 138. Si la siguiente sucesion es eracta

0 F 9 H 0

y F,9 son flasque, entonces F es flasque.

Demostracion. Sea U un abierto de X, por el Lema 137 las filas del diagrama siguiente son

exactas

o
9
>

G(X) —— H(X) ——0
0— FU) — 9U) — #U) —— 0

A

El diagrama es conmutativo por ser morfismos de gavillas y las columnas son exactas ya que
Z vy 9 son flasques, una sencilla caceria en el diagrama'! nos demuestra que la tltima flecha

vertical es un epimorfismo. O

Teorema 139. El funtor T'(X;—) : Shv4(X) — A-Mod es ezxacto por la izquierda, la clase

de gavillas flasque es adaptada para este funtor.

Demostracion. La exactitud por la izquierda de I'(X; —) se da por la Proposicién 129. E]l Lema
136 nos da la primera condiciéon de funtores adaptados, lo tinico que resta por demostrar es que
las gavillas flasque son aciclicas para I'(X; —). Sea # una gavilla flasque, primero demostremos

que H'(X;.Z) = 0, considerando la sucesién exacta

0 F —=— J —"— coker(e) —— 0

donde J es una gavilla inyectiva, por los lemas 138 y 136 tenemos que la gavilla 2 = coker(g)

es flasque. Tomemos la sucesion exacta larga inducida
H(X;J) —— HY(X;#) — HY(X; %) — HY(X;J) —— 0.

Como J es inyectiva, tenemos que H*(X;J) = 0. Por el Lema 137, también H°(X; 5#) = 0, por
tanto H'(X;.%) = 0 como se querfa demostrar, ver que H"(X;.%) = 0 para n > 1 se sigue por

induccién. O

Toda la idea de introducir esta clase de gavillas es que existe una resolucion candnica, a saber,
la resolucién de Godemént, que dada una gavilla arbitraria nos produce una gavilla flasque. La
construccién de esta resolucién es muy similar a la dada en la demostraciéon del Teorema 133.

ITraduccién libre del inglés diagram chasing.
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3.2 Cohomologia de Gavillas

Sea .# € Shv 4(X), definimos la gavilla G°.% como la gavilla asociada al conjunto de médulos
{Z.}rex. Tenemos asi un encaje natural € : F — GO.Z, sea, F! el conticleo de €. Definamos

G'7 = G°F' = Gcoker(e),

cada una de las gavillas asi obtenidas es flasque, obtenemos una resolucién

0 — G'7 G'7 G*F
por flasques, esta resolucién es funtorial debido a que asociar G°.Z es funtorial.

Definicién 140. Definimos la cohomologia de X con coeficientes en la gavilla % como
H?(X;%#)=RPI'(X; %)= HP(RT'(X;%)).
Donde estamos identificando a .% con su complejo concentrado en grado 0.

Observacion. En la Definicién de cohomologia pudimos haber procedido de la manera usual
tomando una resolucién inyectiva (o flasque), la independencia de la resolucién, i.e. dadas dos

resoluciones estas son homotdpicas, es inmediata por lo desarrollado en la Seccién 2.5

3.2.1. Calculando Cohomologia

En un tratamiento mas sisteméatico de la cohomologia de gavillas, que por los objetivos de
esta tesis no tocaremos, existen otras maneras en un principio mas sencillas para poder calcular
cohomologia de gavillas. Entre estas quiza la mas interesante es la Cohomologia de Cech, no
hablaremos mas de esta porque no la utilizaremos. Véase (10) o (14) para mds detalles.

De la misma manera, existen diversos Teoremas de comparacién para distintas teorias de
cohomologia, en particular tenemos el siguiente Teorema con respecto a la Cohomologia Singu-
lar.

Teorema 141. Sea X un espacio localmente contraible, existen isomorfismos naturales
HP(X;Ax) = HP(X; A)

Donde la cohomologia de la derecha es la cohomologia singular con valores en el anillo A. FEl

isomorfismo es vdlido para cohomologia con soportes compactos'.

Demostracion. Coénsulte (26), pp. 114. Teorema 4.14. O

3.2.2. Hipercohomologia

La hipercohomologia de un complejo de gavillas es tan importante y sutil que el mismo
Verdier desarrolla su tesis (30) como un intento de formalizarla.

1véase 3.3.1
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3. LA CATEGORIA DERIVADA DE GAVILLAS

Definicién 142. El funtor T'(X; —) se extiende de manera canénica a la categorfa Shv;(X),
definiendo un funtor
I'(X;-):Shv}(X) — Ab*.
La hipercohomologia de un complejo de gavillas Z*® es
HP(X; #°*) = RPT(X; #°) = HP(RT(X; %)).

De la Definicién notemos que si .# € Shv 4(X), entonces H?(X;.%) = HP(X;.%). En una
forma un poco mas tangible podemos utilizar una resolucion de Cartan-Filenberg #* — J*® y
después calcular los funtores derivados a el complejo total asociado. Las resoluciones de Cartan-

Eilenberg son muy utilizadas en Algebra Homolégica y un desarrollo sistemético de las mismas
puede ser encontrado en cualquier libro del tema, por ejemplo (31).

3.2.3. Los funtores f, y f*

Sean X y Y espacios topoldgicos y f: X — Y una aplicacién continua.
Definicién 143. Definimos el funtor imagen directa fi : Shv4(X) — Shv 4(Y) como sigue:

= Objetos: Dada una gavilla % € Shv 4(X) definimos f,.# € Shv4(Y) como
LFU) = Z(F71U))

para todo abierto U de Y, con las restricciones obvias es inmediato que esta construccién

nos define una gavilla.

» Sigp:. 7 — F es un morfismo de gavillas, definimos
[ fuF — f*f/

mediante (f«¢)v = ¢r-1(v)-
El funtor imagen directa juega un papel preponderante cuando tratamos de relativizar la
nocion de cohomologia de gavillas.
Ejemplo 144. Sea f : X — {z} la aplicacion constante, recordemos que Shv,({z}) =
A-Mod. Si .F € Shv 4(X), entonces f..# € A-Mod. Claramente

[ ({2}) = F(X) = T(X; F),

por lo tanto el funtor f, en este caso nos recupera la definicion de las secciones globales de una
gavilla. Asi las cosas obtenemos que

Rf. = RI.

94



3.2 Cohomologia de Gavillas

El funtor f, como fue definido juega el papel de pushforward de una gavilla, la operaciéon
dual corresponde al pullback de una gavilla. Si seguimos la filosoffa usual de pensar una gavilla
como una generalizacion de un haz podria parecer que esta definicién seria igual de sencilla, pero
esto no ocurre, al menos no inmediatamente. El contexto propio para recuperar la Definicién

“intuitiva”’ de pullback estd en el espacio étale pero optaremos por definirla de manera algebraica,

a expensas de perder algo de intuicién'.

Definicién 145. Definimos el funtor imagen inversa f* : Shv 4(Y) — Shv 4(X) como sigue:

» En Objetos: Dada una gavilla 4 € Shv 4(Y) definimos la pregavilla f~*% como
-1 ,
gU)= 1 \%
7o) = Mm  GV)
Si U C U’, entonces f(U) C f(U’), de manera que naturalemente definimos un morfismo

en los limites. Definimos f*% como la gavilla asociada a f~'9.

= En Morfismos: Los inducidos en f~'% por el limite directo, compuestos con el funtor de

gavillizacién.

Nota. La eleccion de f* en este trabajo a sido realizada para poder hacer claro que este resultara
ser un adjunto de f,, aunque es util advertir al lector que este funtor esta definido generalmente
en espacios anillados, por ejemplo, en (14) se define primero f~1% como se defini6 aqui f*¢ y
después define f*¢ como:

fﬁlg fr-10y Ox

Donde Ox y Oy denotan a las gavillas estructurales de X y de Y respectivamente. Por otro
lado, si consideramos equipar a todos nuestros espacios como espacios anillados usando la gavilla
constante con valores en A, la gavilla que definimos y la de (14) son candnicamente isomorfas

y por lo tanto no caemos en ambigiiedades.
Proposicion 146. El funtor f* es exacto.

Demostracion. Veamos una descripcién explicita de los tallos de la imagen inversa, dado x € X

y recordando que los tallos son preservados bajo el proceso de gavillizacién obtenemos

(f*9)e = M (f*9)(U) = im( lim (V).

zeU zeU f(U)CV

1Es interesante notar que si bien el pullback de haces vectoriales es muy sencillo de definir, por otro lado, el
pushforward de haces vectoriales por lo general no estd definido, la obstruccién vista en el contexto de gavillas

es que no necesariamente la imagen directa de una gavilla localmente libre vuelve a ser localmente libre.
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Utilicemos la descripcién concreta de los tallos, un elemento de (f*¥), corresponde as{ a una
clase de equivalencia [s, U] donde U es una vecindad de z y s € f*%(U). As{ mismo, s correspon-
de a una clase [t, V] donde f(U) CV y t € 4(V), en otras palabras, la clase estd determinada

por un elemento [¢, V] tal que f(z) € V. En conclusién

(f*g)x = gf(x) .

Con esta descripcién de los tallos la Proposicién se sigue. O

La exactitud del funtor f* y el Lema 92 implican que el funtor f* pasa a las categorias
derivadas, esta es la razén de que en general se use la misma notaciéon f* para referirse al
funtor derivado inducido. El Lema que sigue es de caracter técnico y no lo demostraremos por
completo, limitdndonos a construir de manera explicita las respectivas unidades y counidades
de la adjuncion, que si utilizaremos en lo subsecuente.

Lema 147. Fl funtor f* es adjunto por la izquierda a fi.

Demostracion. Si 4 € Shv4(Y), entonces tenemos que I'(U, f. f*#) = T(f~Y(U), f*F). Sa-

bemos que f(f~1(U)) C U por lo tanto, la propiedad universal del colimite induce un morfismo

o , a _ —1 -1 g7
FO)— im0 =TG0).7 )

Esto nos define un morfismo entre pregavillas, componiendo con la gavillizacién de f~!.% in-

ducimos una transformacién natural
n:id — fof*.
Si.# € Shv4(X) y V C X es un abierto, entonces

—1 _ s A s —1 /
f fﬁ(V)—V,:fl(lg)lg/fﬁ(‘/)—V/:fl(lg)lgv,y(f (V)

Si f(V) C V’, entonces V. C f~1(V’), por lo tanto se induce naturalmente un morfismo
f~ 1.7 — Z y usando la propiedad universal de la gavillizacién existe un tnico morfismo

ez tal que el diagrama a continuacién conmuta

(T hT) — F

|

[ I
Donde la flecha vertical es la de gavillizacién. Se verifica (véase (18) pp.98) que n y & corres-

ponden a la unidad y counidad de la adjuncién. O
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Corolario 148. FEl funtor f. es exacto por la izquierda y preserva inyectivos.

Demostracion. Se sigue de propiedades formales de adjunciones que, si un funtor admite un
adjunto por la derecha, entonces el funtor es exacto por la izquierda (cf. (19)) . Sea J una gavilla

inyectiva sobre X. Por la adjuncién entre f, y f*:
Hom(¥, f.J) = Hom(f*¥,7).

Si f* es exacto, entonces Hom(—, f,J) es exacto y por lo tanto f.J es inyectiva. O

Por el Corolario 148 el funtor f, es exacto por la izquierda, asi que admite un funtor derivado
derecho, sus funtores derivados clasicos admitirdn una descripcién bastante sencilla.

Proposicién 149. La gavilla RP f..F es la gavilla asociada a la pregavilla
U HP(f7HU); Zlp-10)

Demostracion. La categoria Shv 4(X) tiene suficientes inyectivos (cf. Teorema 133) por lo tanto

consideremos una resolucién inyectiva % — J®, entonces
RPf.7 = HP(f.9°)

Por la Proposicion 131 tenemos que la gavilla de la derecha es la gavilla asociada a la pregavilla
U w— HPT(U; f.9°)

Lo que termina la demostracién. O

3.3. Cohomologia con soportes compactos

El proposito de esta Seccién es discutir una teoria de cohomologia con soportes, vamos a ver
diversas similitudes con la cohomologia de gavillas discutida anteriormente. Analogos de esta
teoria en el contexto de la cohomologia de De Rahm ¢ la cohomologia singular pueden ser ya
familiares al lector (por ejemplo, en los libros (4) y (11)). Necesitaremos para poder introducir
esta teoria de cohomologia, que nuestro espacio satisfaga ciertas propiedades de “finitud”.

Definicién 150. Un espacio X que es de Hausdorff se dice localmente compacto si satisface

cualesquiera de las condiciones equivalentes:

1. Todo punto x € X admite una base de vecindades compactas, esto es, para toda vecindad

abierta U de x existe un compacto K tal que K C U.

2. Todo punto admite una vecindad compacta.
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3. LA CATEGORIA DERIVADA DE GAVILLAS

Esta definicién es de lo mas general, valida para variedades subanaliticas y para variedades
topolégicas por ejemplo. Sin embargo existen varios espacios no necesariamente patolégicos’
que no cumplen con esta condiciéon. En este punto comenzaremos a alejarnos del punto de vista
“geometro-algebraico” de la teorfa de gavillas (jla topologia de Zariski no es de Hausdorft!), sin
embargo es posible, con un mayor esfuerzo, recuperar casi en su totalidad toda la teoria aqui
discutida para esquemas, hablaremos mas de esto al final de la seccion.

En lo subsecuente, desarrollaremos la teoria con la hipdtesis de que todos los espacios a
consideracion son localmente compactos.

Definiciéon 151. Una gavilla # € Shv4(X) se dice soft si, para todo cerrado A C X el

morfismo de restriccién

F(X) — F(4) = lim F(U)

Es suprayectivo.

Ejemplo 152. El Lema de Urysohn en Topologia General (cf. (6)) nos dice que, en un espacio

paracompacto X, la gavilla Cx de funciones continuas a R es soft.

Ejemplo 153. Toda gavilla flasque es soft como se puede ver inmediatamente, en particular,

toda gavilla inyectiva es soft. Tenemos una cadena de implicaciones

Inyectiva = Flasque = Soft.

Ademaés notemos que si el espacio es localmente compacto, entonces la restriccién de una
gavilla soft a un espacio localmente cerrado serd de nuevo soft.

Lema 154. Sea X un espacio localmente compacto (por tanto de Hausdorff). Una gavilla F
es soft si y solo si es c-soft, i.e. para todo K C X compacto, el morfismo de restriccion

F(X) — F(K) = lim F(U)

es suprayectivo.

Demostracion. Si el espacio X es de Hausdorff, entonces todo compacto es automéaticamente
cerrado, por lo tanto una gavilla soft es automaticamente c-soft. Para demostrar el reciproco
notemos que por ser localmente compacto existe una base de vecindades compactas, de forma

que el limite de cerrados se puede considerar en compactos. O

Corolario 155. Sih: W — X es la inclsion de un espacio localmente cerrado y % una gavilla

soft en X, entonces la gavilla h*.F es soft.

1Por ejemplo, el espacio Q con la topologia heredada por los reales o bien cualquier espacio vectorial normado

cuya dimensién no sea finita.

98



3.3 Cohomologia con soportes compactos

Demostracion. Subespacios localmente cerrados de un espacio X son localmente compactos, se

sigue del Lema 154. O

En particular, el Lema 154 tiene como Corolario que las gavillas soft se preservan bajo el
funtor hA*, cuando h : W — X es la inclusion de un espacio localmente cerrado.

3.3.1. Secciones con soportes

En Geometria, es muy importante el hecho de saber que una funcién tenga soporte acotado,
esto se ve claro en cualquier construccién que tenga que ver con particiones de la unidad, por
ejemplo. Veremos consecuencias de tener soportes acotados en el caso de gavillas.

Definicién 156. Sea .# € Shv 4(X) una gavillay s € #(U) una seccién, definimos el soporte

de s en U como el conjunto:
Supp(s) ={z €U : s, # 0}

donde s, € %, es la imagen de s bajo el morfismo al tallo.
Observacion. El soporte de una seccién es cerrado en U.

Definicién 157. Sea # € Shv4(X), definimos las secciones con soportes compactos como
I.(X; %) ={s e(X;.%): Supp(s) es compacto en X}.
Extendemos esta definicién de manera natural a un funtor

I.(X;—):Shvs(X)— Ab.

Como en el Teorema 139 tenemos que el funtor de secciones con soportes compactos es un
funtor exacto por la izquierda.

Definiciéon 158. La cohomologia con soportes compactos del espacio X con coeficientes en %

se define como los funtores derivados cldsicos de I'.(X; —), es decir

HP(X;7) = RPT.(X; 7)

Para ver la semejanza con respecto al caso de gavillas flasque, veamos un anélogo al Lema
137.

Lema 159. Sea 0 — %' — % — Z" — 0 una sucesion exacta de gavillas. Si .F' es soft,

entonces para todo abierto U C X la sucesion inducida
0 —— T (U; F') —25 T(U;.Z) L T(U; ") —— 0

es exacta.

99



3. LA CATEGORIA DERIVADA DE GAVILLAS

Demostracion. Basta con demostrar la suprayectividad de la sucesién para el caso U = X.
Sea s € T'.(X;¥) y K una vecindad compacta de Supp(s). Por la suprayectividad de v, para
toda z € K existen una vecindad compacta K, con interior U, y una seccién t, tales que
Y(ty) = s|y,. Por ser K compacto existe un ndmero finitos de compactos K1, ..., K, cuyos
interiores cubren a todo K y de secciones t; tales que ¥ (t;) = s|y,. Queremos poder pegar las
secciones a una seccién de .% en K, por recursién basta con demostrar el caso n = 2. Definamos

v = ti|v,nu, — t2|lu,nu,, tenemos que

T/J(U) = 'l/}(t1|U1ﬂU2 - t2|U1ﬂU2) = 1/1(t1\UmU2) - 1/’(752|U10U2) = S|U1ﬂU2 - 8|U10U2 =0.

Por ser la sucesién exacta v € Im(¢) = ker(¢)), asi que v = ¢(v') para alguna v’ € T'.(K;1 N
Ky; 7). Por ser 7' soft, podemos extender la seccién v’ a una seccién v” en K. Si definimos
t) = ¢(v"") + to, entonces por construccion las secciones t} y to coninciden en Uy NUs y definen
una seccién tx en K. Falta extender tx a todo X. Tenemos que ¥ (tx|gx) = 0, de manera que
existe ux € F' tal que ¢p(uk) = tx, como F’ es soft entonces existe una seccién global u que

extiende a ug. Definiendo t = tx — ¢(u)|gx obtenemos una seccién global tal que ¥ (t) =s. O

3.3.2. El funtor f,

En esta seccién construiremos un funtor fi que se relacionara con las gavillas softs en analogia
a la relacién de f, y las gavillas flasque.
Definicién 160. Sea f : X — Y una aplicacién continua y % € Shv4(X), definimos la

pregavilla imagen directa con soportes propios fi.% como sigue: Si U C X es un abierto, entonces

NFU) ={s€ (f+Z)(U) : flsupp(s) €s propia}.

Observacion. La pregavilla f1.# es una subpregavilla de f,.%. Ademés si f es propia, entonces

son isomorfas.
Proposicion 161. La pregavilla fi.% es una gavilla.

Demostracion. Sea (Uy)xea una cubierta abierta de U C Y y sean sy € %#(U,) secciones,
entonces existe una tnica seccién s € f..% (U) que extiende a sy. Basta entonces con demostrar
que s € fi(.#). En otras palabras, queremos ver que f|gupp(s) : Supp(s) — U es propia. Sea
K C U compacto, claramente (Uy)xcp es una cubierta de K, por lo tanto podemos extraer

una subcubierta finita (U;)?_;. Como Y es localmente compacto entonces existe (K;)"_; una
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cubierta finita de K tal que K; C U; es compacto para toda i, por lo que f~1(K;) N Supp(s) es

compacto y por tanto

F7HE) N ((Supp(sa)) = fHE) N (U SUPP(Si)> = |J (f 7" (K) N Supp(s;))
A

i=1 i=1
es compacto, pues es la unién finita de compactos. En conclusién s € f,.%. O

La Proposicién 161 nos perimte extender la aplicacién fi, a un funtor f : Shv4(X) —
Shv,(Y).

Proposicién 162. El tallo de fi.% en un punto y €Y es isomorfo a T.(f~1(y); Fli-1(y))-

Demostracion. Definamos

¢ ((F)y = Lol W) Flp10)-

Sea s € fi(#),, entonces s estd representado por (t,U) donde t € fi(Z)(U) y U es abierto.
Como Supp(t]s-1(y)) = Supp(t) N f~(y) entonces t[s-1(,) € Te(f 1 (y); Fp-1(y)). Definimos
#(s) = t|s-1(y)- Esto no depende del representante pues si escogemos (¢',U’) otro representante,
entonces existe una vecindad W C U NU’ tal que t|y = t'|y, en particular t| ;1) = /| p-1(y).

Demostremos que ¢ es inyectiva: Supongamos que ¢(s) = 0, tenemos que t\f_l(y) =0y por
tanto Supp(t)N f~*(y) = 0, por lo que y ¢ f(Supp(t)). Por otro lado, flsupp(s) €s una aplicacién
propia de espacios localmente compactos, asi que es cerrado y por lo tanto f(Supp(t)) es cerrado
en Y, por lo tanto su complemento es una vecindad de y, escogiendo esta vecindad concluimos
que s = 0 en el tallo. Demostremos que ¢ es suprayectivo, sea s € T'o(f~1(y); Flp-1y) ¥y sea
K = Supp(s), por definicién, existe una vecindad U de K y seccién t € T'(U; %) tal que t|x =
5|k, como el soporte es un cerrado, entonces podemos suponer que t|yng-1(,) = Slunf-1(y)-
Como el espacio X es localmente compacto, existe una vecindad V de U tal que V C U es
compacta. Claramente, y ¢ f(V N Supp(t) \ V), por lo tanto existe una vecindad abierta W de
z tal que

fYW)NnV N Supp(t) C V.

En consecuencia, es posible definir una seccién s € T'(f~1(W);¥4) que cumpla las siguientes

condiciones
8l -1 (wy\supp(yrv) = O-

» 51 nyny =t nave

Por construcciéon 5 € To(f =1 (W) N Supp(t) N V;.%) y o(5) = s. O
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Corolario 163. FEl tallo en un punto y € Y de los funtores derivados cldsicos es
(RPfiF)y = HE(f 7 (y); 7).
Demostracion. Inmediata de la Proposiciéon 162. O

Ejemplo 164. En analogia al funtor f., tendremos que el funtor fi generaliza la cohomologia
con soportes compactos. En efecto, consideremos la aplicacion constante cte : X — {pt}, para

toda gavilla F en Shv 4(X) tenemos

hF({pt}) = {s € (F)(X) : flsupp(s) s propia}
={s e (X;F) : Supp(s) es compacto en X}
=T.(X;F).

Para la siguiente Proposiciéon haremos uso de un Lema de caracter técnico en la Teoria de
Gavillas.

Lema 165. Sea F = lim) %) el colimite filtrante de gavillas Fy € Shv 4(X). Si el espacio X

es compacto, entonces la aplicacion candnica

es un isomorfismo.
Demostracion. Puede encontrarse en (10), Teorema 3.10.1 pagina 162. O

Proposiciéon 166. Los funtores derivados cldsicos R™ fi conmutan con colimites filtrantes. En

particular, el funtor T.(X;—) conmuta con colimites filtrantes.
Demostracion. Inmediata del Corolario 163 y el Lema 165. O
Proposiciéon 167. El funtor fi es exacto izquierdo.

Demostracion. Sea 0 — F — %’ una aplicacién inyectiva de gavillas. Demostremos que 0 —
HF — fi.7' es inyectiva. Esto es equivalente a demostrar que para todo y € Y la aplicacién
inducida en tallos

0 —— ((F)y —— (hF')y

es inyectiva. Por la proposicién 162 tenemos que la sucesion anterior es isomorfa a
0 —— Te(f W) Flp) — Telf W) Flp-1y)

y el funtor T'.(f~1(y); —) es exacto izquierdo, lo que termina la demostracién. O
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Proposicion 168. El funtor fi aplicado a gavillas soft es exacto.

Demostracion. Supongamos que

0 F! F F 0

es una sucesién exacta de gavillas soft. Por la Proposicién 162 el morfismo inducido en tallos es

Lo(f~ W) ' p-1() — Le(f 1 W) Flp-10p)) —— Telf (W) F" | p-10)-

Como la restriccién de una gavilla soft a un cerrado vuelve a ser soft, tenemos que #'|¢-1(,) es

soft. Concluimos por el Lema 159. O
Corolario 169. Las gavillas soft son aciclicas para el funtor T'.(X;—).

Demostracion. La Proposicion 168 demuestra que

HYX;.Z)=0.

Si % es soft, la tltima afirmacién se sigue mutatus-mutandis al Teorema 139. O
Corolario 170. La clase de gavillas soft es adaptada para el funtor fi.

Demostracion. Las gavillas inyectivas son soft, por lo tanto se sigue del Corolario 169. O
Lema 171. Si % es soft, entonces la gavilla fi.F es soft.

Demostracion. Demostremos que la gavilla es c-soft. Si K es un compactoen Y y s € fi.#(K),
entonces existe un representante de s definido en una vecindad abierta U de K, restringiendo
a una vecindad abierta U con cerradura compacta obtenemos una seccién t en X que podemos
extender, puesto que % es soft, a una seccién s en X con soporte compacto. La seccién asi

obtenida vive en la misma clase de equivalencia de s por construccién. O

3.4. Recollements

Veremos como podemos descomponer la categoria derivada de gavillas de un espacio con
respecto a las categorias derivadas de un cerrado y su complemento. Especificamente, daremos
propiedades importantes que cumplen los funtores fi, f«, f* en el caso en que f es la inclusién
de un abierto o un cerrado. Podremos construir un adjunto para f; en este caso particular.
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3.4.1. h.yh

Desarrollemos el contexto en el que se realiza el recollement, y su relacién con los dos funtores
aqui definidos.

Proposicién 172. Sea U C X un abierto y Z = X \ U su complemento, sean
Zris X LU
Las inclusiones en X. Se satisface:
(1) El funtor j* : Shv 4(X) — Shv4(U) es exacto.
(1) El funtor j. : Shv 4(U) — Shv 4(X) es ezacto por la izquierda y preserva inyectivos.
(1) El funtor i* : Shv4(X) — Shv 4(Z) es exacto.
(1v) El funtor i, : Shv 4(Z) — Shv 4(X) es exacto y preserva inyectivos.

Demostracion. Los incisos (I) y (IIT) son consecuencia de la Proposicién 146. El inciso (IT) se

sigue del Corolario 148. Para demostrar (IV), describiremos sus tallos:

Gy, st xe”Z
(1x+:F)e =l T(UNZ; F) =
zelU
0 en otro caso.

Es inmediato que i, es exacto, ademas por el Corolario 148, preserva inyectivos. O

Observacion. En el contexto descrito por la Proposicién 172 es posible dar explicitamente los

morismos de adjuncién:
» La unidad ng : F — j.j*F estd dada, para cada abierto V de X, por ng v (s) = slunv.

s La counidad ¢ : j*j,.% — % es un isomorfismo, como se verifica directamente en los

tallos.

= La unidad ng : F — i.i*.F corresponde a restringir el soporte de % . Diremos un poco

mas de este morfismo mas adelante.

s La couinidad €& : i*i,.% — % es un isomorfismo, como se verifica directamente en los

tallos.
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3.42. hyh

Estudiemos un caso particular del funtor f; y del funtor f*, el cual discutiremos mas adelante,
en términos del contexto de la Proposicién 172. Por comodidad, comenzaremos especializando
el funtor f al caso en que W es un conjunto localmente cerrado, i.e. W = ZNU, donde Z es
cerrado y U abierto.

Proposicién 173. Para toda gavilla & € Shv o4(W), las secciones de h\.F en un abierto U de

X son
NU;mF)={s e T(WNU; %) =T(U; he) : Supp(s) es un cerrado relativo a U}.

Demostracion. Calculando tenemos
LU mF) ={s € (h«Z)(U) : hlsupp(s) €s propia}
={selI’WnNU;Z) =T(U; hed) : h|supp(s) € propia}.

Por lo tanto lo que tenemos que demostrar es que la inclusion h[gupp(s) €s propia si y solamente
si A = Supp(s) es cerrado relativo a U. Supongamos que A es cerrado relativo a U, tenemos
que la interseccién de todo compacto en X con A es compacto en W, por lo tanto h|s es
propia. Reciprocamente supongamos que h|4 es propia, si demostramos que h|4 es cerrada
terminamos, por ser X localmente compacto, basta con demostrar que para todo subespacio B
de W y todo compacto K de X, se tiene que h(B) N K es cerrado. Como f es propia tenemos
que K N W es compacto. Es consecuencia de un Lema de Topologia General (cf. (6)) que toda
aplicacion continua f : X — Y donde X es compacto y Y Hausdorff es cerrada. Esto termina

la. demostracion. O
De la definicién de h) obtenemos un monomorfismo de hi.% a h,.%. Nétese que:

Fp sizeW
0 en otro caso.

Ejemplo 174. En el caso particular en que W es un abierto, hi.F toma la descripcion siguiente:

Si 'V es un abierto de X, entonces
FV) si VW
0 en otro caso.

A este caso particular se le conoce en la literatura como extender la gavilla & con ceros. En
particular obsérvese que extender un abierto por ceros produce un isomorfismo, cuya inversa es
la restriccion de secciones:

Le(U; 3" ) =T (X555 F)
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Esto no es posible si trabajamos con el funtor T'(X; —). Analicemos el caso en que W resulte ser
cerrado, si s € T(UNW; F), entonces Supp(s) es un cerrado relativo a U NW y por lo tanto
lo es para U al ser W cerrado, de la definicion de hy obtenemos que este funtor coincidird con
hs. Como en el caso anterior, el funtor hy actuard como inverso para la restriccion, obtenemos
que

P(Z; W F) 2T (X; mh* F) =T(X; heh* F).

Ahora, como en la Seccién anterior, construiremos un adjunto para hy, en este caso particular
su descripcién es bastante explicita, sin embargo, mas adelante veremos que el caso general es
mucho mas complicado.

Definicién 175. Sea W C X un conjunto localmente cerrado y h : W — X la inclusion.

Definimos el funtor h' : Shv 4(X) — Shv 4 (W) como sigue:

= En Objetos: Construimos una gavilla auxiliar .#"W cuyas secciones para cada abierto U
de X son
NU; ") = {s € T(U;.%) : Supp(s) C W}.

Utilizando las restricciones dadas por .# esto nos define una gavilla en X . Escribimos
WF =hnFW.

= En Morfismos: Los inducidos por .% y el funtor h*.

El Lema a continuacion es un caso particular del Corolario 216, el cual demostraremos mas
adelante y por tanto omitiremos la demostracién del Lema a continuacién, observe que para la
adjuncién no hay necesidad de pasar a la Categoria Derivada.

Lema 176. El funtor h' es adjunto por la izquierda a hy.

Demostracion. Véase (18), pp. 108. O

Corolario 177. El funtor h' es ezacto por la izquierda y preserva inyectivos.

Demostracion. La demostracién se sigue de propiedades de los adjuntos, andlogamente al Co-
rolario 148. O
Proposicién 178. Si U es un abierto, entonces j'F = j*F

Demostracién. Por definicién, la inclusién .#Y — .Z | por el Corolario 177 nos define un mono-

morfismo j'.% — j*.%. En tallos:
('F)e = (" F)e = F; = lim F(V) = lim F (V) = F,.

Observese que el isomorfismo estd inducido por la inclusién, de manera que el monomorfismo

es un isomorfismo. O
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3.4 Recollements

3.4.3. Subespacios cerrados y abiertos

Todas estas estructuras impuestas se relacionan de una manera asombrosa en la categoria
derivada. Recordemos el contexto en el que estamos trabajando

Zrisx 1 U
Proposicion 179. El funtor ji es adjunto izquierdo de j*.

Demostracion. Describamos la unidad y la counidad. Si V' C U es un abierto, entonces
Y GE)V) = V! S VE(V) = Z(V).

Por lo tanto 57! f1.# ya es una gavilla y por la propiedad universal de la gavillizacién obtenemos
un isomorfismo funtorial

ng:F = j T
Por otro lado, si V' C X un abierto y ¢ una gavilla en X, entonces
g(V) s VCU
0 en otro caso.

Por la propiedad universal de la gavillizacién obtenemos un morfismo
Eg:jg*ﬁ.—%cg.

Verificar que estas transformaciones naturales satisfacen las identidades triangulares es técnico

y no se demostrard, para los detalles véase (19) Seccién 2.5. O
Proposicién 180. El funtor i, es adjunto por la izquierda de i'.

Demostracion. Describamos la unidad y la counidad da la adjuncién. Si U C X es abierto,

entonces

D(U;id' #)=T(UNZ;i*F%) = lim FZ4V)=F%UnZ).
voUunz

De forma que obtenemos un ismorfismo funtorial

FZ i i F i,

Partiendo dl monomorfismo .#4 — .Z y aplicando el isomorfismo anterior obtenemos el morfis-

.o . . .
mo ez : i % — %, funtorial en .#. La unidad se construye como sigue: Comencemos notando
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3. LA CATEGORIA DERIVADA DE GAVILLAS

que por definicién para toda gavilla 4 € Shv(Z) se cumple que i,4% es canénicamente

isomorfo a i,¥4. Si V C Z es un abierto, entonces:

e zZN\ _ e I I _ 14 / _
T(V;im (1.9)°) =T(V;im (ix9)) = ‘/l}glvF(V 11.9) = Vl/lIDan(V NZ)=9(V).
Por la propiedad universal de la gavillizacién esto induce un isomorfismo canénico

Ny 9 —i'i9.

Verificar que estas transformaciones naturales satisfacen las identidades triangulares es técnico

y no se demostrard, para los detalles véase (19) Seccién 2.5. O
Lema 181. Sea X un espacio topoldgico.
(1) Si F € Shv4(U), con U C X abierto, entonces existen isomorfismos naturales:
T —— F — jG.TF

(11) Respectivamente, si Z C X es un cerrado y & € Shv 4(Z), entonces existen isomorfismos

naturales:

¥

iy . >~ ..
1%, F —— F 11 F

Demostracion. Los isomorfismos estan dados por los morfismos de adjuncidn. El primer isomor-
fismo del inciso (I) y del inciso (II) fueron dados en una Observacién anterior, en la construccién
de la unidad en la Proposiciéon 179 y la Proposicién 180 se demostréd que estas inducian un iso-

morfismo. [
Proposicién 182. Para toda gavilla F en X se satisface

(1) La sucesion

0 —— jj*F F 10" F 0
es exacta, los morfismos son los dados por la adjuncion.

(11) La sucesion

0 —— i, i'F — F —— j,j*F

es exacta, los morfismos son los dados por la adjuncién. Ademds, si F es inyectiva o

flasque, entonces la ultima flecha es un epimorfismo.
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Demostracion. Por la Proposicion 178 basta con demostrar que la sucesion es exacta si reem-
plazamos j por j.. La unidad de la adjuncién, cuando U es abierto, corresponde a la restriccién

usual. En tallos, consideremos dos casos: Si « € U, entonces « ¢ Z y por lo anterior

0 T Ty 0 0,

Esto demuestra que la sucesion es exacta. Para la segunda sucesién, recurramos de nuevo a ver
el morfismo inducido en tallos, tendremos nuevamente dos casos. El primero ocurre si ¢ ¢ Z,

en este caso tenemos el diagrama conmutativo

0 —— (148" F)y —— Fp —— (J"F)s

| i o

0 0 Fy Ty

pues por la Observacién después de la Proposicién 172, el morfismo .# — 5,5*.% es la restricciéon
de secciones. Como estamos considerando los tallos y © € U entonces tenemos un isomorfismo
y por lo tanto la sucesién es exacta. Para el segundo caso, recuerde que existe un isomorfismo

canénico

1

P |
i F 2 T2

Si V C X es un abierto tal que x € Z NV, entonces
0 —— FZV) —— F(V) —— 1.5 F (V).

Si s € F(V), entonces Supp(s) € Z y como el segundo morfismo estd dado por la restriccién,
tenemos que s|yny = 0. Reciprocamente, si s|yny = 0 y suponemos que s, # 0, entonces
existe una vecindad W C V de x en X que necesariamente no intersecta a U y tal que s|WW # 0.
En consecuencia Supp(s|W) C Z, donde el soporte lo estamos tomando en W, de manera que
estd en la imagen del morfismo ZZ (W) — Z%Z(W). Si . es flasque, entonces por definicién el

morfismo de restriccion se escinde. Como toda gavilla inyectiva es flasque terminamos. O

En particular tendremos como Corolario una propiedad importante del morfismo de adjun-
cion.

Corolario 183. Todo morfismo % — 94 cuyos tallos son cero fuera de Z admite una inica

factorizacion a través de la unidad ng @ F — i,3*F.
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3. LA CATEGORIA DERIVADA DE GAVILLAS

Demostracion. Tenemos el siguiente cuadrado conmutativo

n. .
F T i F

b e

ng . .
G —— 1,479

inducido por la unidad. Por hipétesis, el morfismo 74 es un isomorfismo. La unicidad se sigue.

O
Lema 184. FEziste un isomorfismo natural H*(X,i,.%) = H*(Z, F).

Demostracion. Si % — J® es una resolucién por inyectivos en Z, entonces por el Corolario 148
el morfismo i, FF — i,J* es una resolucién por inyectivos. Como tenemos un isomorfismo dado

por la counidad, la composicién de los isomorfismos
INX,i,3%) — T'(Z,i*,3%) - T(Z,I°%)

termina la demostracion. O

El siguiente diagrama ilustra las relaciones entre los 8 funtores definidos.

ShVA(U)

sz j*zj!T Jj*
Shv 4 (X)
Shv 4(2)

exacto exacto exacto por la izquierda

preserva inyectivos preserva inyectivos

Lema 185. Ocurre que:

(i) %is = 0.
(1) i*j1 = 0.
(1) i'j, = 0.

~

Demostracion. Demostremos el inciso (I). Siz € U, entonces (%1% )z = (i+.% )z = 0. Por otro
lado si ¢ U tenemos (j%i..% ), = 0, por lo tanto j*i, = 0. Los otros incisos se siguen por

adjuncién. 0O
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Lema 186. Para todo F#* € D(Shv 4(X)), las sucesiones exactas de la Proposicion 182 inducen

los tridngulos distinguidos

j!j*cg.. yo ]']*y. N j'j*y.[l]
[ ]
i Ri'F* T G T —— it T
Demostracion. Se sigue de las sucesiones exactas en la Proposicion 182. O

Observacidn. En el inciso (IT) de la Proposicién 182 era necesario que # fuese flasque o inyectivo
para poder garantizar la suprayectividad, sin embargo en la Categoria Derivada un complejo se

identifica con su resolucién.

3.5. Gavillas Soft y Planas

En la Seccién 3.3 hicimos una primera excursién a las gavillas soft, en esta Seccién explo-
raremos con mas detalle a esta clase de gavillas utilizando algunas herramientas de la Seccién
de Recollements. Veremos que las gavillas soft son un perfecto andlogo de las gavillas flabby
en la cohomologia con soportes compactos, introduciremos las gavillas planas y estudiaremos
resoluciones de estas.

Como primer propiedad importante de la clase soft, tenemos una 1til caracterizacién coho-
moldgica.

Teorema 187. Una gavilla ¥ es soft si y solamente si para todo U C X abierto se tiene que

HM\U, 7) = 0.

Observacion. Este Teorema tiene un andlogo con respecto a las gavillas flasque y la cohomologia

local.

Demostracion. La primera parte es inmediata, debido a que la restricciéon de una gavilla soft a
un abierto vuelve a ser soft y el Corolario 169. Demostremos el reciproco, sean Z un cerrado
de X y U el abierto complementario, denotemos por ¢, j a las inclusiones de Z y U en X. Por

la Proposicién 182 existe la siguiente sucesion exacta
0 —— jj*% —— F —— i, i*.% —— 0.
Aplicando el funtor I'.(X; —) obtenemos la sucesién exacta larga

Lo(X;55*F) — Te(X; F) — Do(X; 0™ F) —— H (X3 jij* F) — .
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3. LA CATEGORIA DERIVADA DE GAVILLAS

Por el Ejemplo 174 tenemos los siguientes isomorfismos

» Le(X351"F) =Le(Us j° 7).

» I( X0 7)) =0 (Z;i* F).
De manera que la sucesiéon exacta anterior es equivalente a

I.(U;7*7) —— T(X; F) —— U(Z;i*F) —— HNU;j*F) — .
Por hipétesis H}(U; j*.%) = 0 y por tanto, el morfismo de restriccién
I(X; %) —T(Z; %)

es suprayectivo. O

Corolario 188. Si (#))xea es una familia filtrante de gavillas soft, entonces F = limy .7 es

soft. En particular, la suma directa de gavillas soft es soft.

Demostracion. Sea U un abierto de X, por el Lema 159, el funtor de secciones compactas es

exacto con respecto a gavillas soft, asi que conmuta con limites filtrantes. Por lo tanto

H)U; Z) = l'ianl(U; Fy) =0.
Lo que concluye la demostracion. O

Demostraremos ahora que la propiedad de ser soft es local. La técnica ilustrada en la demos-
tracién se conoce como extender una seccidn con ceros y es ampliamente utilizada (con otros
nombres, por supuesto) en Geometria Diferencial.

Corolario 189. Sea % una gavilla en un espacio localmente compacto X. Si todo punto de
X tiene una vecindad abierta U tal que la restriccion de F en U sea una gavilla soft en U,

entonces .F es soft.

Observacion. El reciproco también es cierto. Si U es un abierto arbitrario de X, entonces .7 |y

es soft.

Demostracion. Por hipdtesis para todo x € X existe un abierto U, tal que F|y, es soft.
Por hipétesis de que X es localmente compacto y que la restriccién de una gavilla soft a un
subespacio localmente cerrado es soft, tenemos que podemos refinar la subcubierta finita de
{U.} -que existe pues estamos suponiendo que X es compacto- a una subcubierta {X)}, no
necesariamente finita, de subespacios compactos tales que la restriccién de % a cada X sea soft.
Si 44 denota la inclusién de X a X, tenemos por la Proposiciéon 168 que iy, F|x, = i, F|x,
es soft. Por la Proposicién 162 tenemos que limy iy, .%|x, es canénicamente isomorfo a .%, por

lo tanto se sigue del Corolario 188 que .# es soft. O
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3.5.1. Dimensién cohomolégica

Estamos obligados a hacer una breve excursién a la teoria de dimension en espacios to-
poldgicos, por cuestiones de espacio tocaremos superficialmente esta area, de alto interés en
Topologia y Algebra7 recalcamos que todos los espacios son localmente compactos.

En los cursos de Geometria Diferencial aprendemos que una variedad -diferenciable- tiene
dimension n si es localmente difeomorfa a R™, en particular por la definicién misma de la
cohomologia de De Rahm la siguiente Proposiciéon es obvia.

Proposicién 190. Si M es una variedad suave de dimension n, entonces para toda i > n se
tiene que Hip(M) = 0.

Esta Proposicién tiene sentido inclusive con un sistema local arbitrario (véase (4)), el ob-
jetivo de esta seccion es poder caracterizar la dimensién de una variedad en términos de su
cohomologia, para con esta herramienta poder hablar de un concepto de dimensién en un espa-
cio localmente compacto que se aproxime a la nocién intuitiva de dimensién.

Regresando al caso de la cohomologia de De Rham, notemos que la invarianza homotdépica
de esta es un problema, debido a que, si M es contraible, entonces HéR(M) = 0 para ¢ > 0.
La manera de solucionar esto (que en tultima instancia permite la existencia de la Dualidad de
Poincaré) es introducir la cohomologia de De Rahm con soportes compactos, con ella:

. R sii=n
H’L RTL —
are(R") 0 en otro caso

Con un poco mas de trabajo, o bien debido a la dualidad de Poincaré, obtenemos otra carac-
terizacién.

Proposicién 191. Una variedad suave M tiene dimension n si y solo si para todo i > n se

tiene que H;RC(M) =0 yn es el numero mas pequeno con esta propiedad.

Demostracidn. Consulte (4). O

La Proposicién podria parecer una tautologia (jLa misma definicién de variedad implica
especificar la dimensién de la misma!) pero nos da la pauta a seguir en la Definicién de dimensidn
de un espacio topoldgico localmente compacto. La otra guia proviene de Geometria Algebraica,
con el Teorema de Anulamiento de Grothendieck.

Teorema 192. Sea X un espacio noetheriano de dimension' n. Para toda i > n y todas las

gavillas F € Shv 4(X) se tiene que H'(X; 7).

Demostracion. La demostracién original puede consultarse en (12), véase también (14) Teorema

2.7 pp. 208. 0

1La dimensién de un espacio noetheriano se define como el supremo de la longitudes de cadenas ascendentes

de cerrados.
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Este junto a otros teoremas de anulamiento (el teorema de anulamiento de Artin juega un
papel muy importante en la cohomologia étale, por ejemplo) nos motivan a hacer la definicién
siguiente.

Definicién 193. Un espacio topolégico X localmente compacto tiene dimensidn cohomoldgica
n si para toda i > n y todas las gavillas .# € Shv 4(X) se tiene que H*(X;.%) = 0. Ademés n

es el nimero mas pequeno con esta propiedad.

Observacion. Es muy importante notar que con la teoria desarrollada en el Capitulo 2 definir
que un espacio topolégico tenga dimensién cohomolégica finita es equivalente a que el funtor
derivado RI'.(X;—) tenga dimensidn cohomoldgica finita. Por el Teorema 109 los espacios de
dimensiéon cohomolégica finita dan una forma de globalizar al funtor RI" en toda la categoria

derivada, esto sera de importancia para el Teorema de Dualidad de Verdier.

Un requisito que toda teoria respetable de dimensién debe cumplir es que coincida con la
nocion esperada de dimension en espacios conocidos. Empecemos con el caso mas sencillo, el
de un punto o un conjunto discreto de puntos.

Proposicion 194. La dimension cohomoldgica de un punto es 0.

Demostracion. La categoria Shv 4({pt}) es equivalente a A-Mod. De forma que una gavilla

F € Shv 4({pt}) es equivalente a un médulo .%#,;, por lo tanto
H,({pt}; 7) = H, ({pt}; Fpt) = 0.
El dltimo isomorfismo es de la cohomologfa singular (cf. Teorema 141). Por tltimo, es claro que
HY({pt}; F) = Fpe.
O

Proposiciéon 195. Si W C X es un espacio localmente cerrado, entonces dim, W < dim, X .

Demostracion. Basta con demostrarlo para cerrados y para abiertos. Si Z C X es cerrado,

entonces

H.(Z; F) 2 H.(X;i.%),
donde 7 es la inclusiéon. Supongamos que U C X es abierto, tenemos que
HC(U’ ﬂ\) = HC(X,]IQ),

de manera que si W = U N Z es localmente cerrado, el resultado se sigue. O
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Ocuparemos un argumento llamado en (18) el principio de minimalidad, sea F una gavilla
en el espacio X y sea Z una familia de cerrados en X tal que

= Z es cerrada bajo intersecciones arbitrarias.
= X es elemento de Z.

Consideremos o« € H?(X;.%#) una clase de cohomologia no cero. Para todo Z € Z denotemos
por a|z la imagen del morfismo de restriccién a Z.

Proposicion 196. El conjunto ordenado
{Z €Z: a|Z # 0}
Contiene elementos minimales.

Demostracion. Vamos a utilizar el Lema de Zorn, necesitamos pues que dada una cadena esta
esté acotada, afirmamos que lo estd y que esta es su interseccién, para demostrar esto sim-
plemente notemos que si {Z,} es una cadena en Z entonces, por la Proposicién 166 se tiene
que
lim H (Zo; F) HY () Za: 7).
«
O

Construyamos una sucesion imperante en Topologia Algebraica, cutya importancia radica
en que aparece en cualquier teoria de cohomologia®.

Lema 197. Sean A, B subespacios cerrados de un espacio topolégico X. Una gavilla & en X

da lugar a una sucesion exacta larga
.—— HP(AUB,#) —— HP(A,%)® HP(B,#) —— HP(ANB,F#) — .

Demostracion. Denotemos por h: AUB — X,i: A — X,j: B— X,k: AUB — X alas

inclusiones de los subespacios en X. Consideremos la sucesién
0 —— hh*F —— 0, " F D juj*"F —— kk*F —— 0

dada via la suma y la resta de los morfismos de adjuncion, respectivamente. Mutatus-mutatis
a la Proposicion 182 se demuestra que esta sucesion es exacta. Como HP es aditivo, entonces

la demostracion se sigue por el Lema 184. O

La sucesion del Lema 197 lleva por nombre la sucesion de Mayer-Vietoris.

IPara més detalles al respecto, constilte los aziomas de Eilenberg-Steenrod en cualquier libro de Topologfa

Algebraica, por ejemplo (15).
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Lema 198. Si X es un espacio de dimension cohomoldgica n, entonces
dim.(X x R) < dim.(X) +1

Demostracion. Procederemos por reduccion al absurdo, supongamos que para alguna gavilla

Z en X x R existe una clase v € H"2(X x R;.#) que no se anula, consideremos la familia
2={X xZ:ZCR es cerrado}.

Este conjunto es cerrado bajo intersecciones arbitrarias, por el principio de minimalidad existe
un elemento X x Z; minimal tal que | xx z, no se anula, ademés por hipdtesis en la dimensién
cohomoldgica de X, necesariamente Zj; no es un punto. Asi, sea ty € Zp un punto interior y
definamos Z} = (—o0,tg) y Zl = [to, >0), estos son cerrados propios cuya unién es Z. Por la

sucesién de Mayer-Vietoris (cf. Lema 197) la siguiente sucesion es exacta
H"™WUX x {to}; F) —— H"W2(X x Zo; F) —— HM2A(X x Z0; F) @ HVPA(X x 20 F)

La dimensién cohomolégica de X es n, por tanto el termino de la izquierda es 0, por lo tanto

alguna de las restricciones tiene que ser no cero, contradiciendo la minimalidad de . O
Teorema 199. La dimension cohomoldgica de R™ es n.

Demostracion. Por induccién, el caso n = 0 es la Proposicién 194, por el Lema 198:
dim,(R"!) = dim.(R x R") <n + 1

Por lo tanto lo tinico que necesitamos es encontrar una gavilla .% en R™ para la cual la coho-
mologia en dimensién n sea no trivial. Consideremos la gavilla constante con coeficientes en R,
entonces

HY(R"Rx) = H!(R™;R) =R

El dltimo isomorfismo es el isomorfismo natural entre la cohomologia de gavillas y la singular

del Teorema 141. O

3.5.2. Resoluciones

Discutiremos varias resoluciones acotadas, estas dependen de dos condiciones de finitud, la
finitud en la dimensién cohomoldgica de X y la finitud en los anillos de los cuales las gavillas
son médulos. En particular se va a suponer que el anillo A es noetheriano y de dimensién -de
Krull- finita, ademds de que la dimensién -cohomoldgica- de los espacios es finita.
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Lema 200. Sea X un espacio topologico de dimension cohomoldgica n. Si la sucesion

—1 0 1 mn—2 m—1

0 F g0 4 g 4, A gl & gm
es exacta y 9’ es soft para todo i < n, entonces 4™ también es soft.
Observacion. No estamos imponiendo ninguna condicion a .%.

Demostracion. Sea U C X abierto arbitrario, en vista del Teorema 3.5 basta con demostrar que

HY(U,%9™) = 0. De la sucesién exacta larga podemos extraer las siguientes sucesiones exactas

cortas:

0 F a! @0 ™ coker(d!) = 4°/Im(d~}) —— 0
0 ¢ @' /Im(d°) = coker(d) «—"—— @' L 40/ ker(d®) +—— 0
0 ——————— 9/ ker(d") 4 @2 coker(d?) = 42 /Im(d?) —— 0
0 —— 9" 1/ ker(d" 1) = coker(d"?) N2 i coker(d") =0 —— 0.

~

De forma que ¥™ = coker(d" %) via d"~1. Tomemos la sucesién exacta larga de cohomologia

en la primer sucesién exacta corta:

0 — HOU, F) —— HOU,%9°) —— HO(U,coker(d~1)) —— HMU, F)

. +—— H2(U,9°) +— H2*(U,¥) +—— H}(U,coker(d™ 1)) «+—— H}(U,9°)

Como %9 es soft entonces es aciclica para la cohomologia con soporte compacto, por lo tanto

HY(U,coker(d—t) =2 H2(U,.7). Iterando, obtenemos que:
H!(U,coker(d™ 1)) = HTH(U, %)

Para todo ¢ > 0. Repitamos la construccién ahora para la segunda sucesién exacta corta dada
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al comienzo:

0 —— HY(U,9°/ker(d)) —— HO(U,4') ——— H?(U, coker(d°))

|

H(U, coker(d®)) +—— H}(U,94') «+—— HY(U,%9°/ker(d°))

|

H2(U,%9°/%er(d")) —— H*(U,9') ——— .
Andlogamente, si 4 es soft, entonces es aciclica y por lo tanto
H(U,coker(d®)) = H (U, 4°  ker(d°)).
Por otro lado, por ser la sucesién exacta tenemos que
H™NU,9°/ ker(d®)) =2 H™ (U, coker(d™1)).

Asi las cosas

H(U, coker(d®)) = H"™ (U, coker(d™1)) = H™ (U, F).
Repetimos este proceso para todas las sucesiones exactas cortas, de forma que
HY(U,9™) = H.(U, coker(d"2)) = H"*"(U, coker(d™ 1)) = H"™(U, F),
en particular para i = 1 obtenemos que
HNU,9™) =~ H'™(U,.Z) = 0.
La udltima igualdad debido a que la dimensién cohomolégica de X es n y la Proposicién 195. [

Proposicion 201. Sea X un espacio topoldgico de dimensidn cohomoldgica n. Si F es una

gavilla plana en X, entonces F tiene una resolucion

0 F 0 Zt . z" 0

donde cada £* es una gavilla soft y plana.

Demostracion. Sea G(.F) la gavilla! dada en cada abierto como
aF)) =11 %=
zcU
Y con restricciones las inducidas por las proyecciones. Nétese que existe un monomorfismo

natural gz : F — G(F).

LEn la literatura esta resolucién es conocida como la resolucidn de Godement.
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3.5 Gavillas Soft y Planas

Afirmacién 202. La gavilla G(F) es plana y soft.

Demostracion. Si A es un anillo noetheriano, entonces G(Z)(U) = [[ Z. es plano' pues
zeU
cada %, es plano por hipétesis. Vamos a demostrar que G(%) es flabby, lo que, en particular

implicard que sea soft. Si U C V son abiertos, entonces el morfismo

I % — 1] <=
zeV zeU

al provenir de las proyecciones es suprayectivo. O
Consideremos el siguiente diagrama

0 F —27 5 G(F) ——— G(G(F)/Im(g7))

™ F
l “t )%Imw,w

G(7)/Im(g.#)

/

0
Afirmacién 203. Im(gz) es un sumando directo de G(.F).

Demostracion. Basta con ver que la sucesion exacta

0 —— Z 224 G(F) —— coker(gz) —— 0

se escinde. Esto lo podemos ver en tallos, considere r, : G(#), — %, dado por

Tz([(sz)meUa U]) = [Srv U]

Se tiene que r, es un retracto de gz, y por tanto .%, es un sumando directo de G(.%#),. O

~

Por tanto coker(9#). = (G(Z)/Im(g#)). es plana para toda x € X. Concluimos que
coker(g#) es una gavilla plana. Definamos d~! = gz y .£° = G(.). Inductivamente construi-

mos £ = G(L" /Im(d™1)) y d' = goi j1m(ai-1) © Tgi. Consideremos la sucesién exacta
0 —— F — L% . — 1 —— " =ker(d") —— 0.

Como demostramos anteriormente, cada .Z" es plano para todo i < n y por lo que vimos antes,

cada .Z" es soft para i < n. Por el Lema 200 concluimos que .Z" es soft. O

Como consecuencia de esta Proposicién, podemos demostrar que la dimensién cohomolégica
es local, en cierta forma un andlogo a la invarianza del dominio en Topologia Diferencial.

IPara una demostracién de este hecho véase (2).
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3. LA CATEGORIA DERIVADA DE GAVILLAS

Lema 204. La dimension cohomoldgica es local, es decir, si {Uy} es una cubierta abierta de
X, entonces
dim.(X) = sup dim.(Uy)
A
Demostracion. Por la Proposiciéon 195 tenemos que para todo abierto Uy se cumple

dim.(Uy) < dim.(X).

Por lo tanto basta con demostrar la otra desigualdad. Supongamos que sup, dim.(Uy) = n. Sea

F € Shv 4(X), por la Proposicién 201 existe una resolucién por gavillas softs y planas

0 —— jI.F SV St .. — S5m0

para cada Uy. Como U, es una cubierta abierta de X y por la Proposicién 200 la restriccién
de cada S™ a U, es soft, asi que del Corolario 189 obtenemos que S™ es una gavilla soft en X

y por lo tanto H*™(X;.%) = 0. O

Corolario 205. La dimension cohomoldgica de una variedad topoldgica' coincide con su di-

mension.

Demostracion. Por el Lema 204 podemos considerar como cubierta abierta de una variedad a
cualquier atlas de esta, cada abierto es homeomorfo a R™, con n fijo, por el Teorema 199 la
dimensiéon cohomolégica de cada abierto es n. O
Lema 206. Toda gavilla F en Shv 4(X) admite un epimorfismo @ Ay, — %, donde Uy C X
AEA

son abiertos.

Demostracion. Sea x € X fijo, %, es generado como A-mdédulo por un conjunto {ay, }x,ea,,
estos elementos estdn a su vez representados como [ax,,U,,], donde Uy, es un abierto en X.
Escogiendo representantes, tenemos una coleccién ay, € % (U,,) tales que sus imdgenes generan
F,. Cada elemento ay, induce un morfismo a,, : AUM — % y obtenemos una cubierta abierta

{U)\z })\zEAz . Si definimos
@ AU)\z — F

AEA xeX

Como el morfismo inducido por todas estas secciones, entonces es suprayectivo por construccién

y por ser la suma directa de planos un médulo plano obtenemos que la gavilla es plana. O

1Una variedad topoldgica es un espacio topolégico localmente homeomorfo a un abierto de R™ o de H™.
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Corolario 207. Toda gavilla F en Shv 4(X) admite una resolucidn

T 0 F 0

donde cada £ es plano.

Demostracién. Por el Lema 206, existe un epimorfismo de una gavilla plana .#° a .%. Aplicando

de nuevo el Lema 206 al niicleo del morfismo y repitiendo, el Corolario se sigue. O

Lema 208. Si X es un espacio de dimension cohomoldgica finita, f : X — Y una aplicacion
continua y K es una gavilla plana, entonces para toda F € Shv 4(X) la gavilla fi(H ® F) es
soft.

Demostracion. Sea n = dim.(X), por el Corolario 207 existe una resolucién

—n—1 —n —1
N o7 N BN N 0

con cada £ = @ Ay, . Por ser /# una gavilla plana la sucesién

AEA
—n—1 . —1 . .
P Qdpng B 0y B o 50

es exacta. Construimos la sucesién exacta
0 —— kerd " '®id) — "@H — . . . — LA —— FRH —— 0.

Notemos que tenemos isomorfismos

LA = (@AUQ o X =P A,

AEA AeA
donde cada Ky, es soft, por el Corolario 188 la suma directa de gavillas soft vuelve a ser soft.
Aplicando el Lema 200 obtenemos que la gavilla % ® % es soft. Por el Lema 171 la gavilla
fH(E @ F) es soft. O

3.6. Representabilidad de Funtores

El propdsito de esta seccién es demostrar un Teorema de cardcter técnico, perteneciente mas
bien' a la Teoria de las Categorias, pero debido a la falta de una referencia adecuada se opté
por hacer la demostraciéon completa del Teorema. La idea es encontrar una manera de derivar

IEste quiz4 es el primer “Teorema” que no parece estar disfrazado de tautologia, es conocido como el Teorema

de Adjuncién de Freyd.
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3. LA CATEGORIA DERIVADA DE GAVILLAS

la existencia de un adjunto por la derecha a un funtor sin construir explicitamente el adjunto
y puede rastrearse a la idea de Deligne para construir el funtor derivado f' en el Apéndice a
(13). De hecho, asi se construira el funtor en la siguiente seccién.

Para el siguiente Lema vamos a considerar a X como espacio anillado via la gavilla constante
Ax.

Lema 209. Existe un isomorfismo natural Homy, (Ay,9) 2 T(U;¥9).

Demostracion. Definamos ® : Homa, (Ay,¥) — T'(U;¥) como ®(f) = fu(1) y ¥ : T(U;¥9) —
Homy , (Ay,¥) como ¥(s) = 5. Donde

5(b) = bs|y.
Claramente ambas funciones son morfismos de grupos abelianos y ademés
(PoW)(s) =d(5) =3uy(l) =1s|y = s.

Para todo V' C U abierto tenemos

(Wo®)(f)v(b) =¥(fu()v = fu(l)y(b) =b(fu(1)lv = fu(b)lv = fv(b).

Por lo tanto @ y ¥ son inversas entre ellas. La naturalidad es inmediata. O
Lema 210. Toda gavilla es limite directo de gavillas constantes.
Demostracion. Sea # una gavilla. Construimos la categoria J como sigue:

= Los objetos de J estdn dados por parejas (sy,U) donde sy € % (U).

» Existe una flecha entre (sy,U) y (sy,V) siy solamente si U C V' y sy = sy|u.
Definamos el funtor F': J — Shv 4(X) de la manera siguiente:

= En Objetos: F((sy,U)) = Ay.

» En Mofismos: F'((sy,U) — (sv,V)) =4 : Ay — Ay, donde i es la inclusién de U en V.

Por el isomorfismo candnico

F(U) 2 Hom(Zy, %)

Obtenemos que dada una pareja (sy, U) tenemos un tinico morfismo g : Ay — # determinado

por la seccién sy, por la condicién impuesta en los morfismos de J se cumple

v oy = 37,
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3.6 Representabilidad de Funtores

de forma que existe un inico morfismo lim F' — .%. Demostremos que es un isomorfismo, para
—

ello basta con determinarlo en tallos, como los limites categdricos conmutan y son compatibles,

se cumple

({iﬂF)m ={F(sy,U):sp € F(U)}/ ~.

Donde dos elementos ay € F(sy,U) y by € F(sy,V) estdn relacionados si y solamente si
su|W = sy |W para algin W C V N U. Por unicidad del limite existe un unico morfismo dado
por ay — sy . Note que este morfismo no depende del elemento elegido ay; debido a que cualquier
tallo de la gavilla constante es isomorfo a A. Asi, apelando de nuevo a la unicidad del limite
directo tenemos que el (inico) morfismo entre (h;n F), y .Z es un isomorfismo, necesariamente

este tiene que ser inducido por el inico morfismo lim F' — %. Por lo tanto lim F' & %, O
— —

Teorema 211. Un funtor F : Shv 4(X) — Ab°? es representable si y solamente si transforma

limites inductivos (colimites) en limites proyectivos en Ab.
Observacion. La necesidad del teorema es valida en cualquier categoria abeliana.

Demostracion. Sea G : J — Shv 4(X) un funtor y sea . = (h£1 G,{g; : G(i) — F},;) el limite
inductivo (si existe) de G en Shv 4(X). Tenemos que demostrar que (F'(%#), F'(g;)) es un limite

proyectivo en Ab del funtor F oG. Por ser F' un funtor entonces el diagrama siguiente conmuta:

F)
N
(G(#)

5)
F(G(j))-
Por tanto basta con demostrar la propiedad universal, por hipdtesis F' es representable, por lo

P

F

F(G(a))

tanto existe una gavilla 5 tal que F(¢) = Hom(¥, 5¢) para toda ¢. Supongamos que tenemos

un diagrama de la forma

Q0
Vi
Hom(%#, )
y F(g;)
Hom(G(3), 7)) Hom(G(j), 7).

Para cada a €  obtenemos elementos v;(a) : G(1) = Y y ~,(a) : G(j) = Y tales que

(F(G(a)) 0 v;)(a) = i(a).
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3. LA CATEGORIA DERIVADA DE GAVILLAS

Por otro lado, de la definicién de F' tenemos

F(G(@)) 0 75)(a) = F(G(a))(v;(a)) = v;(a) o G(a),

por loi que v;(a) = 7;j(a) o G(a). Obtenemos el diagrama siguiente:

A
F
F(g9:) 'X(gj)
— G()).

G(9)
Por la propiedad universal del colimite existe un tinico ag : # — J que cumple agzog; = v;(a)
y az o g; =vj(a). Definimos w : @ — Hom(.%, %) dado por w(a) = az. Obtenemos que
(F(gi) ow)(a) = F(gi)(w(a)) = F(gi)(az) = az o gi = vi(a)
y ademas
(F(gi) o w)(a) = F(g;)(w(a)) = F(g;)(az) = az o g; = v;(a).

Lo que concluye la demostracién de la necesidad. Para la suficiencia construiremos una pregavilla

4 de grupos abelianos que definiremos como sigue:
» En abiertos: para todo abierto U de X se define 4(U) = F(Ay).

= En morfimos: Si V' C U, entonces tenemos un morfismo j; : Ay — Ay inducido por la

inclusién de V' en U. Definimos las restricciones via F como
F(j) : F(Av) — F(Ay).
Denotaremos a los morfismos de restriccién por ¢y, .

Afirmacién 212. La pregavilla 9 es una gavilla.

Demostracion. Sea (Ux)aea una coleccién de abiertos y U = UAeA U, su unién. Demostremos
que la sucesién a continuacién es exactas:

B
@AU/\QUH 2 @AUA — AU — 0,
Al A

donde a = @ (¢v,nv,,vs — PUsnU,.U.) ¥ B = @ yu,,u. Veamos la exactitud en tallos, para
A A
x € U tenemos los morfismos inducidos

D A P AL a
zeUxNU, €Uy
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3.6 Representabilidad de Funtores

Notese que 3, es suprayectiva pues si x € U, entonces existe A tal que x € U,. Para simplificar

la notacién escribiremos A, x para denotar al tallo en x de Ay,nu,. Si a € A, , entonces el

morfismo inducido en tallos por « es la identidad, de forma que B;(ay(a)) = 0. Para la otra

contencién sea a = (ax)y € €@ Aj. Por construccién de la suma directa de A-médulos tenemos
z€U

que ay # 0 para un ntimero finito de A, escribamos {ay,,...,ay, } para denotar a los elementos

distintos de 0 de a. Obtenemos que

Bz(a) =ax, +---+an,.

n

n
Por lo tanto, ay, = )" ay,, de forma que el elemento be @ A, » definido como
v=2 zeUy r‘IUH

—ay siA=A,v#1

Or=30 Lan, sid=X\
0 en otro caso

es la preimagen buscada. Por hipdtesis del teorema, el funtor F' transforma sumas directas en
Shv 4 (X) a productos directos en Ab. En particular preserva la sucesién exacta anterior, por

lo que obtenemos:

F(B F(«
LO T F(Avy) 2% 1T F(Apyno,).
A A

Por lo tanto ¢ es gavilla. O

El siguiente paso es construir un isomorfismo
Hom(Z,9) = F(¥)

que sea funtorial en %. Para poder realizar esto, construiremos un elemento e € F(¥) que va

a corresponder al morfismo identidad ¥ — ¢ y luego definiremos
Vg : Hom(F,9) — F(F)

como ¥ z(f) = F(f)e. Si suponemos que e existe, entonces el morfismo es funtorial en .%. En
efecto, supongamos que ¢ : ¥ — %’ es un morfismo de gavillas, queremos demotrar que el
siguiente cuadrado conmuta
Hom(Z,9) —Z F(F)
o Jr@
Hom(Z',9) —2"s F(F')
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3. LA CATEGORIA DERIVADA DE GAVILLAS

donde ¢.(f) = f o ¢ para todo f: F' — ¢4. Calculando,

(F(¢) oWz )(f) = F(Q)F(fle = F(f o d)e = (V7 0 ) (f)-

De manera que el diagrama es conmutativo. Para construir e definimos la categoria J como

sigue:
= Objetos: Estdn dados por parejas (U, ay) donde U C X es un abierto y ay € F(Ay).

» Morfismos: Una flecha entre (ay,U) y (ay, V) es un morfismo f : Ay — Ay de gavillas

tal que F'(f)ay = ay.
Definamos el funtor G : J — Shv 4(X) como dado
» En objetos: G((U,av)) = Ap.
» En morfismos: Si f: (U,ay) — (V,ay) es una flecha en J, entonces G(f) = f.

Recordemos que Homgpy,, (x)(Av,¥) = I'(U;¥) = F(Ay). De forma que dado un elemento

ay,U) € J tenemos asociado un morfismo de gavillas?
( g
[aU] : AU — 9.

Afirmacion 213. La familia {[ay]} induce un morfismo entre G y Consty, el funtor constante

9.

Demostracion. Dada a € Ax(U) definimos un endomorfismo a : Ay — Ay como sigue: Para
cada elemento b € Ay (W):
a(b) = alwb.

Notemos que esta operacién tiene sentido ya que A es un anillo. Asi, dado ay € 4(U) = F(Ay)
y a € Ax(U) definimos

a-ay = F(a)(ay),

de forma que volvemos a 4 en un Ax-mdédulo. Dada ay € F(Ay) definimos [ay] : Ay — ¢ de

la siguiente manera: Si W C U es un abierto entonces para todo b € Ay (W) se tiene que

[av]w (b) = b (av|w) = F(b)(av|w).

L Aqui estamos considerando a Ay como una gavilla de grupos abelianos.
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3.6 Representabilidad de Funtores

Sea f: (U,ay) — (V,ay) un morfismo. Tenemos el siguiente diagrama

g
[ay w]
AU L Av.

Veamos que es conmutativo: Si W C U NV es un abierto, entonces [ay|w (b) = F(b)(av|w)-

Por hipétesis tenemos que F(f)ay = ay, asi que

[E(fav](b) = b((F(fav)lw) = FO)((F(f)av)lw) = F(b)(av|w).

Por otro lado

P

lav]w o fw(b) = F(fu(b))(av|w),

de manera que para ver la conmutatividad del diagrama necesitamos demostrar que

FO)((F(fav)lw) = F(fuw(®))(av|w).

Calculando obtenemos

FO)((F(fav)lw) = FO)F(fw)(avlw)) = Fbo fw)(av|w),

donde la ultima igualdad se da puesto que f es un morfismo. Para concluir recurramos de
nuevo a que f es un morfismo para notar que para todo abierto W’ contenido en W y todo
c € Ay(W’) se cumple

(bo fw)(e) = b(fw(c)) = blwfw (e) = fw (D)lw+(c) = fw (b)(c)-

Lo que nos da la conmutatividad del diagrama y por lo tanto el morfismo de funtores buscado.

O

Notemos que el morfismo de funtores nos determina un cono, por lo tanto también tenemos

inducido un morfismo [a] en los limites:
[a] : h}n G— h'gn Constg.

Claramente h'fgn Consty = ¢. De manera anédloga a la demostracién del Lema 210 obtenemos que
este morfismo inducido es un isomorfismo. Como el funtor F' transforma los limites inductivos

en limites proyectivos, entonces obtenemos un isomorfismo canénico de grupos abelianos:

F(la)) : F(¥) === lim F o G.
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3. LA CATEGORIA DERIVADA DE GAVILLAS

Construimos e € F(¥) como sigue: Para todo morfismo f : (U,ay) — (V,ay) en J tenemos
que (FoG)(f)(ay) = ay por definicién de la categoria J. Por la propiedad universal del limite,
la coleccién {ay, (U,ay) € I} determina un dnico elemento e € h'gn(F oG) = F(¥). Para
finalmente obtener el Teorema, demostremos que el morfismo ® z : Hom(.%,¥) — F (%) dado
por f +— F(f)e es un isomorfismo. Anteriormente fue demostrada la funtorialidad en %, veamos
que el resultado es vélido cuando .% es de la forma Ay para U abierto. Si lo demostramos, por

el Lema 210 y la hipétesis en F' podremos concluir. Tenemos isomorfismos canénicos
Hom(Ay,9) 2T (U;¥) =2 F(Ay)

Bajo este isomorfismo el elemento f € Hom(Ay,¥) corresponde a F(f)e € F(Ay), por cons-
truccién de e. En otras palabras, ®4,, es la composicién de los dos isomorfismos de arriba, que

es a lo que queriamos llegar. O

Corolario 214. Sean X un espacio topoldgico, A una categoria abeliana y A : Shv4(X) = A

un funtor. Son equivalentes:

1. El funtor A admite un adjunto derecho, i.e. existe un funtor Q : A — Shvs(X) y un

isomorfismo para todo F € Shv 4(X) y todo A € A:
Homgyy , (x)(:F,QA)) = Homa (A(F), A)
Funtorial en F y en A.
2. El funtor A conmuta con limites inductivos.

Demostracion. La necesidad es una Proposicién propia de Teoria de Categorias y no la demos-
traremos, el lector interesado puede consultar (20), Proposicién 2.1.10 pdgina 40. Para demos-
trar la suficiencia recordemos que para todo objeto G € A el funtor # — Homap(A(F),G)
transforma limites inductivos en limites proyectivos, de forma que por el Teorema 211 este es

representado por un elemento (G). En otras palabras
Homy (A(F), G) = Homgpy , (x)(F, UG)).

Este elemento depende funtorialmente en G y por lo tanto € es el adjunto derecho buscado. O

3.7. El funtor f’

La construccion de f* en la Subseccién 3.2.3 aunque un poco complicada, no requirié de
demasiado esfuerzo. Caso contrario a encontrar un adjunto a f; que por lo general no existe en
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3.7 El funtor f'

la Categoria de Gavillas, sino en la Derivada de esta. La idea de esta construccion se remonta
al articulo (29) de Verdier.

Proposicion 215. Sean f : X — Y wuna aplicacion continua entre espacios localmente com-
pactos de dimension cohomoldgica finita y & una gavilla de A-mddulos soft y plana (por la
derecha). El funtor

f7F :Shv4(X) — Shv4(Y)

dado por f¥ (F) = fi(# @.F) es evacto y conmuta con limites inductivos. Por lo tanto admite

un adjunto derecho f;g

Demostracion. Para toda sucesién exacta

0 F' F F 0,

como £ es plano, la sucesién
0 — F'QH — FRQH — F'QH4 —— 0

es exacta y por el Lema 208 todos los términos son softs, por el lema 159 el funtor es exacto.
Resta por demostrar que f,‘%/ conmuta con limites inductivos. Si f,‘%/ preserva sucesiones exactas,

entonces basta con demostrar que conmuta con sumas directas, sin embargo
i (@ﬁi\) =h (%@ <@9,\>> = (@(%@ﬁx)) & @f! (H ®F)).
AEA A€A PYEIN A€A

La dltima igualdad por la Proposicién 166. La ultima parte de la Proposicién se sigue del

Corolario 214. O

La Proposicién 215 nos induce un isomorfismo de adjuncién
52 (F,9) : Homshy , (v) (/i (F),9) «—— Homgny, (x)(F, [4(9))
que ocuparemos repetidamente en la culminacién de la demostraciéon del Teorema de Dualidad.

Corolario 216. Si ¥ € Shva(Y) es una gavilla arbitraria, entonces el funtor Hom(f* (=), %)

admite un adjunto derecho.

Demostracion. Sabemos que Hom(—,¥) conmuta con limites inductivos para cualquier gavilla
¢, por la Proposicién 215 obtenemos que la composicion Hom( £ (—),%) conmuta con limites

inductivos. La conclusion es inmediata del Corolario 214. O
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3. LA CATEGORIA DERIVADA DE GAVILLAS

Corolario 217. Para toda gavilla G en Y. Si £ es una gavilla soft y plana en X, entonces

existe una gavilla f'(£,9) y un isomorfismo funtorial en F :
Hom(f"’?(gz)’g) = Hom(ﬁ, f'(gvg))
Ademds, si 9 es una gavilla inyectiva, entonces f'(£,9) es también inyectiva.

Demostracion. La primer parte es directa del Corolario 216. Si suponemos que ¢ es inyectivo,

entonces el funtor

ZF — Hom(fi%,9) = Hom (7, f'(£,9)

es también exacto, i.e. la gavilla f'(.Z, %) es inyectiva. O

3.7.1. La Extensiéon a Complejos de Gavillas

Aunque en el Capitulo 2 ya se vio que existe una extension de cualquier funtor aditivo entre
categorias abelianas a las respectivas categorias de complejos, se creyé conveniente el incluir
una descripcion explicita de este funtor en este caso, debido que, a posteriori permitird poder
realizar diversas demostraciones. Con esto en mente, sea

0 Ax g0 &g A AT o 0

la resolucién de Ax dada en la Proposicién 201. Describamos la extensién natural del funtor
fiZ" dela Proposicién 215 a fiZ" : Shv4(X) — Shv*(Y), donde el complejo .Z* es el complejo
recortado

0 1 mn—1
B A S ey 0.
Como f,‘g " es exacto derecho y por lo tanto la sucesén

0 %3 (4" ®id -
AL 0 7) fi(d’®ids) o 'f.(d ®id#)

(&L F) —— 0

es exacta, aplicando f,‘f " término a término, este funtor nos define un complejo de gavillas. La
extensién a 27" : Shv® (X) — Shv’’ (Y) se da a continuacién, para ello cabe recordar que la
construccién del bicomplejo tensorial .£* ® .%*, para todo (p, q) € Z? se define (£* ® .F*)P4 =
ZLP ® .F1, con diferenciales horizontales

d;. ®id zq

A0 (L @ Fo)p (Z* @ F*)riia

y diferenciales verticales!

(=1)P(id2r ®d%,)
%

df: (L @ Fo)Pe (Z2* @ Fopatl,

IRecuerde nuestra convencién en los signos, del Capitulo 2.
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= En objetos: El complejo doble buscado se define en componentes aplicando f,g ', Las
diferenciales horizontales son fi(d}?) y las diferenciales verticales fi(d7}'). Veamos que,
en efecto, estas nos proporcionan las diferenciales de un bicomplejo

fid2 iy o fi(d2?) = Ai((-1)PHidegr ® d%.) o fi(dy. @ idsa)
= (-1 dy. @ db.)
= (=DPT fi(dYy. © d%.).
Por otro lado:
AT 0 i(df) = fildy @ idzen) 0 Ai((—1)Pidgr @ d.)

= [((-D)PdY. @ d%.)
= (1) fi(dye ® d%a).

Por lo tanto fi(d7"9) o fi(d??) = —fi(d2""") o fi(d%7), esto es lo que se necesita para
formar un bicomplejo.

» En morfismos: Si g : # — ¢ es un morfismo, inducimos un morfismo entre fi(.£* @ .7*)
y [i(Z* @ ¥*) via la composicién fi(idppe ® g).

Por ltimo, el funtor buscado es:
Tot* (2 £Z") : Shv¥(X) —— Shv¥(Y).
Donde Tot® : Shv’(Y) — Shv¥ (Y) es el complejo totalizador. En componentes este es
Tot* 7" )" = @ CrZ(F) = P hlLr ez,
pF+q=n prq=n

teniendo como diferenciales las inducidas en la suma directa. Como vimos en la Proposicién
215, el funtor f,g admite un adjunto derecho f:cé) La siguiente transformacion natural

Idige ® =) (=) — ;77 (=)
corresponde por adjuncién a una transformacién natural:
(dige)" : fipini (=) — fai(-).

Definamos para toda gavilla 4 € Shv 4(Y') el complejo de gavillas f',. (%), cuyos componentes
son:
foe( @) = fy-0(¥)
y que tiene por diferenciales
7Y _ —p—1\x*
df:ff- (@) — (dg' )@

Esto nos permite definir un funtor
fipe : Shv% (Y) — Shv 4 (X).

e ./ 3.
De manera completamente andloga a la extensién hecha para fi* , volvemos a extender nuestro
funtor a las categorias de complejos, obteniendo:

2fle : Shv% (Y) — Shv®’(X).
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3. LA CATEGORIA DERIVADA DE GAVILLAS

Nétese que los componentes (p, g) de 2f4,.(4°*) son f,,_,(49). Definimos por tltimo
fipe s Shv® (V) — Shv® (X)

como la composicién de 2 fjg. con Tot®. Con esto finalizamos la extensién del funtor a la
Categoria de Complejos, veremos en la siguiente Seccién de manera precisa qué es la dualidad
de Verdier.

3.8. Forma Global del Teorema de Dualidad

Llegamos al resultado principal del Capitulo y de la tesis, esta es la Dualidad de Verdier. El
propésito de esta seccion es demostrar el sigiente Teorema

Teorema 218. Euxiste un funtor, unico bajo un unico isomorfismo:
fi : DT(Shv4(Y)) — DT (Shv4(X))
Provisto de un isomorfismo bifuntorial en F € D(Shva(X)) y¥4 € DT (Shva(Y)):
Ay (F,9): RHom(RHF,9) —— RHom(ZF, f.9).

Si la dimension cohomoldgica de X yY es finita, entonces existe un funtor, unico bajo un inico

isomorfismo:

f': D(Shv4(Y)) — D(Shv4(X))
y un isomorfismo bifuntorial en F € D(Shva(X)) y¥4 € DT (Shva(Y)):
Aj(F,9) : RHom(Rf1.F,9) —— RHom(ZF, f'%)

Observacion. Es inmediato el demostrar la unicidad, puesto que tomando la cohomologia de
grado 0 en los dos isomorfismos del Teorema se tiene la relacion de f_'Ir (resp. f') como adjunto
derecho de R!+ (resp. Rfi), asi que todo se sigue del Teorema 117. Observe que el Teorema
109 garantiza que, si podemos encontrar una clase adaptada para la categoria DT (Shv 4(X))
y suponemos que el espacio tiene dimensién cohomoldgica finita, entonces automaticamente

garantizamos la existencia del funtor derivado total.

Por tanto todo se reduce a demostrar la existencia, que se abordard en la Subseccién si-
guiente, antes de hacerlo recordemos el isomorfismo de adjuncién obtenido de la Proposicién
215:

53(?,%) : HOI’HSth(y) (flf(g‘;)’ g) <; HOII’ISth(X)(gz, f:%;(g))

Asi las cosas, comencemos definiendo los tricomplejos de grupos abelianos

Hom***(F° 2 fizu (4°))
Hom*** (* 7" (7°),9°*)
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3.8 Forma Global del Teorema de Dualidad

cuyos Componentes son

{(H ..o(ﬁ. 2 f:g-( .)))IMIJ; _ HomSth(X)(ch_pv fjgiq(gr))
(Hom*** (2 f%"(F*), g'))q’p’ = Homgny , (v (fiZ ' (F7P),9")

y con las diferenciales inducidas como en la Subseccién 3.7.1. El ismorfismo § ¢—q(F 7P, 97") es
funtorial en % -cuando .Z es plana por la Proposicién 215- y funtorial en % y & arbitrarias
por construccion. De esta forma, conmuta con las diferenciales dy, d;y, dyr; del tricomplejo, por
lo tanto induce un isomorfismo de tricomplejos que denotaremos por

3Age(F*,9%) : Hom®***(F* 2 fg'g.(g')) —= Hom*** (2 fj.( *),¥9*).

Esto a su vez por funtorialidad induce un isomorfismo natural entre los complejos totales aso-
ciados!, que denotaremos

A% (F*,9%) : Hom®(Z*, fL.(4°)) —— Hom*(f;Z" (F*),9°). (3.1)

3.8.1. Demostraciéon de la existencia

Como la categoria de gavillas sobre X tiene suficientes inyectivos, sabemos que It (Shv4(Y)) =
DT (Shv4(Y)), donde la categoria de la izquierda consistente de todos los complejos acotados
inferiomente, cuyos componentes consisten en objetos inyectivos? Sea Qap : Ab® — D(ADb) el
funtor de localizacién a la categoria derivada de grupos abelianos. La férmula (3.1) nos permite
definir funtores

Shv® (X) x It (Shv,(Y)) — D(Ab)

(F°,9°) = QapHom®(F*, f. (9°)) (32)
(F*,9°) — QapHom®(fiZ (f') é°) (3.3)
y un isomorfismo

QabA% o (F*,%°%) : QapHom® (F*, fLu(%°)) —— QapHom®(fZ° (F*),9°) (3.4)

Proposicién 219. Los funtores 3.2 y 3.3 transforman casi-isomorfismos de 9° y F°* en iso-

morfismos en D(Ab).

Demostracion. En ambos casos el complejo ¢4° es inyectivo, sabemos que sumas directas de
objetos inyectivos es de nuevo un objeto inyectivo, por lo tanto se sigue del corolario 217 que
las imégenes QapHom®(Z*, fL.(9°)) y QapHom® (£ (F*),%°*)) son inyectivos (pues cada

elemento del complejo lo es). Veamos que transforma casi-isomorfismos de .#* en isomorfismos,

LOtra forma de ver a este complejo es como el complejo simple asociado del complejo doble

Hom®*(Z°, TOt.(fn!go (“°*)))

2No hay que olvidar que si Y tiene dimensién cohomoldgica finita, entonces It (Shv 4(Y)) = D(Shv 4(Y)).
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3. LA CATEGORIA DERIVADA DE GAVILLAS

supongamos que m : #°* — F#'® es un casi-isomorfismo. Si .£* es acotado inferiormente,
entonces el complejo Tot®(f4.(4*)) es acotado inferiormente, ademés todos los componentes
son inyectivos (cf. Corolario 216), por lo tanto, usando la Proposicién 115 la homotopia m nos
induce una homotopia

Hom® (m, fiye (4°))

Hom® (F'*, fyu (4*)) Hom®(7°, fie (9°))

X I

Hom®(F"*, Tot* (. (4*))) Hom® (Z*, Tot*(fi. (4*)))

que en D(Ab) es un isomorfismo. O

Sean Qghv,(x) @ Shv(X) = D(Shv4(X)) ¥ Qshva(y) : Shv(Y) — D(Shva(Y)) los
funtores de localizaciéon. Denotemos por Q§th< X) (respectivamente Qgth (Y)) a la restriccién

del funtor a It (Shv 4(X)) (respectivamente a I (Shv 4(Y))). Tenemos el siguiente tridngulo
conmutativo

I+(Shv4(Y)) K K(I'(Shv4(Y)))
Qg},% =
D*(Shv 4(Y))

donde K denota el funtor candnico a la categoria homotdpica, de manera completamente andloga
tenemos un tridngulo en Shv 4(X). Por la Proposicién 219 tenemos que el funtor szm pasa a
la categoria homotdpica, de manera que define un funtor

fiype : K(IT(Shv4(Y))) —— K(IT(Shva(X)))

Componiendo con los isomorfismos (recuerde que Shv 4(Y) tiene suficientes inyectivos) entre
K(IT(Shva(Y))) y DY (Shva(Y) (resp. K(IT(Shv4(X))) y DT (Shv4(X)) el funtor pasa a
las categorias derivadas:

f'+ : D+(ShVA(Y)) E— D+(ShVA(X))
Este funtor es el, escencialmente tinico', funtor que conmuta el siguiente diagrama:

H(Shva(Y)) 25 1+(Shva(X))
Qghm(v)l . ngthun
D*(Shva(Y)) —2 D+(Shva(X))
Proposiciéon 220. El diagrama

Z.
Shv®(X) — ! Shv"(Y)

Q;th(Y)J/ lQ;th(Y)
D*(Shv4(X)) -2 D (Shva (V)

IEs decir, tnico bajo un tnico isomorfismo. Esto lo tenemos por la propiedad universal de los funtores

derivados.

134



3.8 Forma Global del Teorema de Dualidad

es conmutativo bajo un unico isomorfismo.

Demostracion. Para todo complejo % ®, tenemos un morfismo:
eRidge : F* —— Tot*(L* @ F*).

Recordemos que .Z*° es una resolucién acotada de A x por gavillas planas , por tanto el morfismo

€ ® id.ge es un casi-isomorfismo, obtenemos una transformacién natural

Qshv () file @idze) : Qs y () [iI(F*) —— Qsuva) [iZ (F).

Por lo tanto, el funtor Qsny ,(v) iz *(#*) transforma casi-isomorfismos del argumento .%*

en
isomorfismos asi que, por la propiedad universal de los funtores derivados (cf. Seccién 2.6), el

morfismo Qgny ,(v)fi(€ @ idz.) define una tinica transformacién natural

RfiQshv,(x) — QSth(Y)fg‘g

y este tnico morfismo es un isomorfismo. O

Para concluir la demostracién de la existencia, sean .#* € D(Shv4(X))y # € Dt (Shv 4(X)).
Por el Teorema 102 el objeto RHom(.%#*, 7#*) en D(AD) es isomorfo a la construccién siguiente:
Existe un objeto #* en It (Shv 4(X)) cuya imagen bajo Qshv , (x) €s isomorfa a .7#®. La ima-
gen por Qap : Ab® — DT Ab del complejo simple Hom®(.Z*, 5#"®) es canénicamente isomorfa
a RHom(%*®, 5*). Como consecuencia de la discusién anterior y la Proposicién 220 tenemos,
para todo .Z* € Shv%(X) y todo objeto ¥* de I (Shv 4(Y")) isomorfismos bifuntoriales:

Q' QapHom® (F*, fiue (9°)) —— RHom(Qshva(x)Z*, f1 (Qshva(v)(¥°))) (3.5)

02 : QapHom*(f%°(F*),9*) —— RHom(Rfi(Qshv(x)Z*): Qshv(v)Z*) (3.6)

Por el ismorfismo 3.1 y de las propiedades universales de las categorias derivadas , existe un
isomorfismo escencialmente tinico y bifuntorial

Ay (F*,9*) : RHom(Z*, f'(9*)) —— RHom(Rfi(F*),4*)

para todos .Z* € D(Shv4(X)) y 4* € D" (Shva(Y)), tal que el diagrama siguiente es conmu-
tativo

1
QapHom®(Z*, fl.(9°) —2— RHom(Qsnhy , (x)Z°, 1 (Qshva()¥4*)
QAbA‘z)-(y.vg')l J/Af(QSth(X)y.vQSth(Y)g.)

QapHom® (" (7*),9*) 5 RHom(Rf1(Qshv,(x)-7*), Qshva(v)¥*)

para todo Z* € Shv%(X) y todo 4°* € I (Shv4(Y)). Lo que se querfa llegar a demostrar.
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3.9. El complejo dualizante

Vamos a definir un complejo que de cierta forma encapsula toda la informacién provista
por la dualidad de Verdier. Vemos la aplicacién esperada de esta Dualidad que,, como buena
generalizacio, para el caso especifico de variedades orientadas con coeficientes sobre un campo,
obtenemos la dualidad de Poincaré.

Definiciéon 221. Sea X un espacio localmente compacto de dimensién finita y A un anillo
noetheriano. Definimos el complejo dualizante de X como cte'(Ap;) donde cte : X — {pt} es la

aplicacién constante a un punto. Denotamos a este complejo por ® x.

La Dualidad de Verdier nos da un isomorfismo bifuntorial

Acte(F,9) : RHom(Rcte,.7,9) —— RHom(Z,cte'?).
Especializando al caso en que ¢ es la gavilla A,; obtenemos

Acto(-Z, Apy) : RHom(Rcte).Z, Apy) —— RHom(Z,Dx).

Por otro lado, sabemos del Ejemplo 164 que cte/(—) = I'.(X;—) candnicamente y por lo
tanto existe un isomorfismo bifuntorial

Aeto(F, Apy) : RHom(RT (X ;.F), Ap) —— RHom(Z,Dx).

La Categoria Shv 4(pt) es canénicamente equivalente a A-Mod y la Categoria de gavillas
tiene suficientes inyectivos, por lo cual el isomorfismo K+ (J7(Shv 4(X)) da lugar al isomorfismo

Acte(F, Apt) : Hom s 5+ (a-mtod)) (RTe(X3 ), K*) —— Hom g+ 5+ (shv 4 (x)) (F, Dx).
Donde K* es la -unica- resolucién de A por médulos inyectivos. Podemos calcular dentro de las

categorias homotodpicas de objetos inyectivos aplicando directamente los funtores inducidos al
cociente, obtenemos para toda gavilla inyectiva X el isomofismo

Acte(J, Ape) : Hom e+ 5+ (amody) (e (X3 K), K*) —— Hompe+ 5+ (shv 4 (x)) (K, Dx).  (3.7)

. . , . !
Como consecuencia formal de tener un adjunto (véase el Corolario 177) sabemos que f°

. . 1 . .
preserva inyectivos, tenemos que D x = f'K*. Escribiendo X = ® x, obtenemos un isomorfismo

Acte(d, Apt) : Hompes (34 (a-ntody) (Fe(X;Dx ), K*) —— Hompe+ (54 (shv 4 (x)) (D x Dx)-
Denotemos a la imagen bajo Agte(J, Apt)_1 de la identidad Ids , por fX, este es un morfismo
/ T.(X,Dx) = K°.
X

Definicién 222. El morfismo fX es la aplicacién de traza de X.
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Por el Lema de Yoneda' (cf. (23)) tenemos que el isomorfismo (3.7), especificamente su
inversa, puede ser recuperado por medio de la aplicacién de traza, usando el morfismo ¢ —
Jx oLe(X; ¢) para todo ¢ € Hom g+ 5+ (shv 4 (x)) (K, Dx).

Lema 223. El complejo dualizante puede ser representado por un complejo acotado Dx de
inyectivos con % = 0 parap < —n. Mds ain, para todo abierto U de X se tiene un isomorfismo

canonico

T(U, X "Dx) = Hom(H"(U; Ax), A).

Demostracion. Sea Ax — S*® una resolucién soft de Ax de longitud n, la cual existe por 201.
Considere la inclusién j : U — X de un abierto, el complejo trasladado S®[p] es claramente
soft y j*S*[p] es soft por el corolario 155. Por el Lema 171 la gavilla 55*S®[p] es soft. Sea
J1j*S*®[p] = J° una resolucién por inyectivos de 515*S®[p], utilizando la notacién de arriba esta

induce un diagrama conmutativo

Hom g+ 5+ (shva (x)) (0%, D x) ———— Hompg+ 3+ (a-mod)) (Te(X;53%), K°)

l l

Hom g+ (shv 4 (x)) (17" S®[p), Dx ) —— Homg+(amoay) (Ue(X; 51775 [p]), K*°).

Los morfismos verticales son isomorfismos por el Lema 91 y por la Dualidad de Verdier el

morfismo horizontal de arriba es un isomorfismo, por lo tanto el morfismo horizontal de abajo
Hom g+ (shv 4 (x)) (71775 [p], Dx) — Hom g+ (a-moay) (Te (X5 51575 [p]), K°)

es un isomorfismo. Por la Proposiciéon 113 tenemos que
Hom g+ (shv 4 (x)) (71579, D x [=p]) = Homg+(a-moa)) (e (X5 5157 S*[p]), K°)

y por el Ejemplo 174 podemos reescribirlo como
Hom g+ (shv 4 (x)) (71575, D x [—p]) = Homg+(a-moa)) (e (Us 5 S*[p]), K°).

Ahora bien, por la Proposicién 113 y el Lema 209 tenemos canénicamente un isomorfismo

Hom g+ (shv, (x)) (71575, Dx[-p]) = HPT(U : Dx).

Si p > n, por ser S una resolucién de longitud n, tenemos que el complejo T'.(U; S®[p]) estd

concentrado en grados negativos. En otras palabras H™P®x = 0 para p > n y por tanto

I'En (18) le llaman el Principio de Yoneda, puesto que es utilizado para recuperar isomorfismos en una

variedad de contextos. Por ejemplo, esta clase de argumento fue utilizado para demostrar el Teorema 211.
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podemos reemplazar a ® x por su truncamiento 7>_,® x. En particular obtenemos la siguiente

sucesion exacta

0 —— H "Dy D" D ——
Por la Proposicién 113 y el Lema 209 tenemos los siguientes isomorfismos candnicos
DU;H"Dx) = H "T(U;Dx) = Homp+ ap) (Te(U; S%[n]), K*).

Nétese que el complejo I'.(U; S®[n]) tiene inicamente grados no positivos y el K* tiene dnica-

mente no negativos, pues es una resolucién. En otras palabras
Homp+ (ap)(De(U; S*[n]), K*) = Homap (HTc(U; S*[n]), H*(K*)) = Homaw (H. (U; Ax ), A),

terminando la demostracion. O

En resumen, el Lema 223 provee de una manera de identificar cierta parte del complejo
dualizante con un complejo conocido. Podremos ser més especificos cuando el espacio topolégico
tenga mas estructura. Exploraremos esto en la siguiente seccién al discutir la dualidad de
Poincaré.

3.9.1. Dualidad de Poincaré

Supongamos que el espacio X es ahora una variedad topolégica. En cohomologia singular
(cf. (11)) se define la gavilla de orientacidn wx como

Uw— Hom(H}(U;A),A) = Hom(H(U; Ay), A)

Donde los morfismos de restriccion son dados como sigue: Si V' C U son abiertos de X, entonces
la extensién con ceros define un morfismo

H}(V;Av) — H"(U; Ay)

la restriccion es definida como el dual de este morfismo.
Proposicion 224. La pregavilla wx es una gavilla.

Demostracion. Por el Lema 223 la gavilla wx es H™ "D x. O

Lo interesante de la relacién entre el complejo dualizante y la gavilla de orientacion es que
pueden identificarse en el caso de variedades topoldgicas. Este es el contenido del siguiente
Lema, que nos permite en ultima instancia obtener la dualidad de Poincaré.

Lema 225. Los complejos wx[n] y Dx son casi-isomorfos.
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Demostracion. Sea Ax — S® una resolucién por gavillas soft. Por la demostracién del Lema

223 existe un isomorfismo
HPI(U; 5D x) = Hom(I'(U; S*[p)), K*)

para todo p € Z. Si el abierto U es homeomorfo a R™ o a H" por el célculo de la cohomologia
de estos espacios en la Seccién 3.5.1 tenemos que el complejo I'.(U; S®[p]) es casi-isomorfo a

H!(U; j*Ax). Obtenemos el isomorfismo
HPT(U;57"Dx) = Ext" P(H}(U; j* Ax), A).

Del célculo de cohomologia sabemos que HY (U; j* Ax) es libre. En consecuencia HPIN(U; Dx) =
0 para p # n. Podemos encontrar una base de vecindades homeomorfas a R™ o a H", en conse-

cuencia H™P(Dx), = 0 para p # n. Por el Lema 223 terminamos. O

El siguiente Lema puede considerarse como una versiéon intermedia entre la Dualidad de
Poincaré y la de Verdier.

Lema 226. El morfismo de traza fX induce un isomorfismo para toda gavilla
Ext" P (H ,wx) = Hom(RT(X; %), K*®)

Demostracion. Como wx[n] es el complejo dualizante. La dualidad de Verdier toma la forma
de
Homp+(shv 4 (x)) (A, wx[n]) = Hom(RT'(X;.2), K*®)

para toda gavilla inyectiva. Tomando los funtores derivados cldsicos obtenemos que el lado
izquierdo es

RPHom p+ (shv , (x)) (A, wx|[n]) = Ext" P (#,wx)

donde utilizamos la Proposicién 113. O

Si ahora condicionamos a que la categoria sea suficiente simple, escogiendo como coeficientes
a A un campo k, podemos recuperar la dualidad usual, como la encontrada en un texto clasico
de Topologia Algebraica.

Teorema 227. El morfismo de traza fX induce un isomorfismo para la gavilla kx .
HP(X;k) =2 HP(X;kx) = Ext" P (k,wx) = H" P (X;wx)"
Si ademds la variedad X es orientable, entonces

HP(X; k) = H"P(X;wx)¥ = H'P(X; k)" = H,_ (X k).
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Demostracion. El primper isomorfismo es consecuencia del Teorema de comparacién discutido
en el Teorema 141. Por otro lado, si k£ es un campo entonces automaticamente es inyectivo o
en otras palabras

Ext" P (k,wx) = H"(X;wx)"

Para la segunda parte observe que cuando la variedad es orientable (cf. (11)) se tiene que la
gavilla wx es isomorfa a la gavilla constante kx. El dltimo isomorfismo es consecuencia del

Teorema de Coeficientes Universales ((15), Seccién 3.1). O

Observacion. Con una buena nocion de prodctos en la cohomologia, que no daremos. Es posible
demostrar que el morfismo de traza esta dado por un producto con la llamada clase fundamental,

recuperando en completa totalidad la dualidad de Verdier (véase (18)).

No solamente la dualidad de Poincaré es un corolario de lo desarrollado hasta ahora. Pode-
mos deducir, definiendo apropiadamente una nocion de soportes en cerrados y una nocion de
cohomologia relativa las dualidades de Alexander y de Lefschetz, respectivamente.

3.10. Notas

Como se mencioné al inicio del Capitulo la motivacién de Grothendieck para idear las
Categorias Derivadas fue generalizar la dualidad de Serre, por lo que la primer pregunta que
habria que hacerse es ;Es posible generalizar la dualidad de Verdier a esquemas arbitrarios?.

Surgen diversos problemas que son necesario sortear para hacer esta extension. Uno de
ellos es la pobre estructura topoldgica de los esquemas, esto se repara cambiando la nocién de
topologia por la de un sitio. Tomando el llamado sitio étale, es posible obtener una topologia
“buena” para los esquemas, en un sentido que no haremos preciso. La segunda parte seria
construir el adjunto f*, lo cual se tiene que abordar por métodos diferentes a los expuestos aqui
debido a que la categoria de gavillas en este nuevo contexto resultarda mucho mas complicada de
entender, en especifico, la categoria “buena” que necesitamos considerar sera la de las gavillas
coherentes, una construccién del adjunto se tendra que dar en este contexto, requiriendo de
muchos mas detalles técnicos.

Sin embargo, sorprendentemente un teorema de dualidad en esquemas es cierto, este es un
complicado Teorema que ocupa la totalidad del libro (13). Es importante mencionar que un
buen aporte de la Topologia Algebraica en este aspecto fue una reformulaciéon del Teorema de
Representabilidad de Brown dada por A. Neeman en el contexto de las Categorias Trianguladas
que sirvié para poder demostrar el Teorema de Dualidad de Grothendieck.

Como una gran aplicacién de la dualidad de Verdier podemos mencionar el desarrollo de la
Cohomologia de Interseccion por parte de R. Macpherson y M. Goresky durante los 70, termi-
nando por demostrar la dualidad de Poincare en el caso de variedades singulares estratficadas
via la dualidad de Verdier. La cuspide del desarrollo de la Cohomologia de Interseccién es la
monografia dada por Beilinson, Berstein y Deligne en el famoso Asterisque 100, en el que defi-
nieron la nocion de gavilla perversa. Actualmente estas nociones se utilizan tanto en Teoria de
Singularidades como en Teoria de Representaciones.
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3.10 Notas

Cabe mencionar que este es uno de los primeros pasos para la revoluciéon dada en Geometria
Algebraica con la introduccién de las Categorias Derivadas. Por cuestiones de Espacio dare-
mos Unicamente algnos comentarios de los temas que contintan desarrollando las categorias
derivadas en Geometria Algebraica, existen muchos mas que inclusive amplian la relacion entre
la Geometria Algebraica con la Teoria de Representaciones, la Teoria de Numeros y la Fisica,
todos codificados mediante el uso de categorias derivadas.

3.10.1. Categorias Derivadas en Geometria Birracional

Desde los famosos articulos de la escuela rusa (Bondal, Orlov, Kapranov, Beilinson, etc.)
sobre el estudio de las categorias derivadas de gavillas coherentes, hasta el brillante trabajo de T.
Bridgeland sobre estabilidad, ha quedado patente que las Categorias Derivadas son importantes
como herramienta para obtener invariantes birracionales de variedades algebraicas. Para mayor
informacién, el lector puede consultar (17).

3.10.2. Homological Mirror Symmetry

Este programa fue originalmente ideado por M. Konsevich. La idea es dar una equivalencia
entre la categoria derivada de gavillas coherentes para cierta clase de variedades algebraicas
y la categoria derivada de subvariedades lagangianas de una clase de variedades simplécticas.
Este programa ha sido sumamente desarrollado en anos recientes y sigue siendo un tema de
investigacion. Para una Introduccién en este fascinante mundo, es aconsejable leer el Articulo

(21).
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