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Introduccion

El desarrollo de este trabajo pretende ser una introduccién al estudio cuali-
tativo de las ecuaciones diferenciales ordinarias en el plano complejo. El principal
exponente y precursor de esta teoria es Henri Poincaré (1854-1912), quien en su tra-
bajo hace notar que los sistemas de ecuaciones diferenciales no sélo son de caracter
analitico sino también geométrico. Esto lo logra haciendo incapié en las propieda-
des geométricas que deben cumplir las soluciones de una ecuacion diferencial; esta
nueva manera de abordar la teoria vino acompanada del avance en la topologia y
el analisis complejo.

Una de las principales motivaciones para estudiar los campos vectoriales ho-
lomorfos en el plano complejo fue (y es) el problema 16 de Hilbert, en el cual se
cuestiona la cantidad y posicion de ciclos limite asociados a una ecuaciéon diferen-
cial polinomial en el plano en funcién del grado de los polinomios que la definen;
si bien este problema se abord6 en primera instancia en el plano real, se observo
que al complejificarlo se enriquecia el tipo de informacién relativa al problema. El
problema 16 de Hilbert es el més famoso s6lo después de la conjetura de Riemann
(problema 8 de Hilbert) y ha sido objeto de mucha investigacién; entre los avan-
ces al problema se encuentra la investigaciéon de una basta cantidad de nombres,
algunos de ellos son H. Dulac, V. Arnold, E. Ecalle, A. Andronov, E. Landis, 1.
Petrovsky, F. Takens, Yu. Ilyashenko, A. Khovansky, A. Varchenko, D. Novikov,
S. Yakovenko. Dicho problema puede ser abordado desde distintas ramas de las
matematicas tales como teoria de bifurcaciones y sistemas dindmicos.

En este trabajo nos enfocaremos en el estudio de foliaciones holomorfas del
plano complejo. A grosso modo lo que se busca es estudiar las propiedades topo-
logicas, en el amplio sentido del término matematico, del espacio fase de manera
local alrededor de un punto singular. Aunque estamos haciendo un estudio local,
estas técnicas y algunos resultados también son usados en el estudio global de una
foliacién; es por ello que se presentan herramientas de topologia diferencial, teoria
local de analisis complejo, anélisis matemaético y ecuaciones diferenciales.

El capitulo uno comienza con el estudio de campos vectoriales sobre variedades;
éste inicia dando una definicién de campo vectorial y posteriormente se presentan
los términos de flujo y curva integral, los cuales son el anédlogo a las soluciones de
una ecuacién diferencial. Dentro de este capitulo hay teoremas de gran importancia
topoldgica tales como el teorema de Ehresmann,

TEOREMA. (de Ehresmann). Sea f una funcion diferenciable, f : M™ — N,
submersion, sobreyectiva y propia, M y N variedades suaves, N conexo. Entonces
la cuaterna (M, N, f, F) es un haz suave, con F = f=1 (b) difeomorfos, b € N.

A lo largo del capitulo se demuestran también el teorema de la forma canénica
de campos vectoriales conmutativos y el teorema de Frobenius,
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INTRODUCCION v

TEOREMA. (de Frobenius). Sean M una n-variedad suave y D una distribucion
de dimension (rango) k. Si D es una distribucion involutiva entonces es completa-
mente integrable.

Estos teoremas simplifican el espacio fase de una foliaciéon (en el caso del teo-
rema de Ehresmann una foliacion integrable); esta simplificacion es local y solo se
puede llevar a cabo en conjuntos abiertos que no contienen puntos criticos. Si bien
el teorema de la forma canoénica de campos vectoriales conmutativos no es mas
que una reformulacion del teorema de rectificacion de ecuaciones diferenciales, y el
teorema de Frobenius es el analogo al teorema de existencia de soluciones, los pre-
sentamos con este lenguaje ya que son herramientas de suma utilidad en diversas
ramas de las matematicas y las demostraciones incluidas de estos tres teoremas uti-
lizan técnicas e ideas que aparecen a lo largo del estudio de la topologia diferencial.
Se presentan operaciones que son ampliamente usadas en la teoria de grupos de Lie
y geometria riemanniana entre otras, como son el corchete de Lie y la derivada de
Lie. Tenemos también un teorema de gran importancia geométrica que rescata la
naturaleza intrinseca entre los campos vectoriales y sus flujos, éste nos dice que dos
campos vectoriales conmutan si y sélo si sus flujos conmutan; este capitulo es una
muestra del gran papel que juega el haz tangente de una variedad.

En el segundo capitulo presentamos el concepto de germen de funcién analitica
y nos enfocamos en su clasificaciéon y simplificacion por medio de cambios de coor-
denadas, los cambios de coordenadas pueden ser de caracter andlitico, topologico o
formal. Veremos que toda integral de un germen es formalmente linealizable

TEOREMA. Si f € O(C,0) es tal que f(2) = 2¥ +az™ + ... conm >k > 1

entonces f es formalmente equivalente a g (z) = 2".

Se estudia de igual manera a los subgrupos finitamente generados de Dif f (C, 0)
(gérmenes de biholomorfismos que fijan el origen). Para éstos veremos criterios de
linealizacién simultanea, integrabilidad y periodicidad; por ejemplo

TEOREMA. (de Bochner). Cualquier subgrupo finito G C Dif f (C,0) es lineali-
zable, es decir existe un germen de biholomorfismo h € O(C,0) tal que hogoh™! =
g’ (0) z, para toda g € G.

Gracias al teorema de Bochner obtenemos el siguiente resultado, el cual nos
serd de gran ayuda en el estudio de foliaciones integrables

TEOREMA. Un subgrupo G C Dif f (C,0) finitamente generado y tal que todos
sus elementos tienen orden finito es analiticamente linealizable y ciclico finito.

Veremos también que todo grupo formalmente integrable es analiticamente in-
tegrable,

TEOREMA. Si f € Diff(C,0) es formalmente integrable (o un grupo G <
Diff (C,0) finitamente generado) entonces f (o G) es también analiticamente in-
tegrable.

Este teorema de rigidez nos ayudara en la demostracién de su “anédlogo” para
foliaciones.
Una aplicacién sencilla de estos resultados es la siguiente

COROLARIO. Un subgrupo G C Dif f (C,0) integrable es ciclico finito.
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La ultima seccién trata sobre los pseudogrupos asociados a grupos finitamente
generados. Abordar los pseudogrupos nos permite un estudio mas profundo de la
dindmica transversal pues nos lleva a la siguiente alternativa

TEOREMA. Un grupo G C Dif f (C,0) finitamente generado es integrable o bien
cualquier pseudogrupo asociado a G tiene una cantidad no numerable de drbitas no
periddicas.

Este capitulo es de vital importancia para el estudio que realizaremos de las
foliaciones, pues es la base de las funciones de holonomia las cuales nos dictan el
comportamiento local de las soluciones.

La parte medular de este trabajo es el tercero y ultimo capitulo en el cual
se desarrolla una introducciéon para el estudio de foliaciones holomorfas singulares
en el plano complejo. Empezamos con la analogia entre foliaciones y ecuaciones
diferenciales. Aqui rescatamos (o nos rescata) que la parte lineal asociada a una
ecuacion diferencial es de gran importancia en la clasificacién topolédgica de puntos
singulares, esta clasificacién se hace en base a sus valores propios. Después arribamos
a dos herramientas pilares del capitulo, las transformaciones de holonomia y la
resolucién de sigularidades. La primera en principio pone una obstruccién en la
integrabilidad de una foliaciéon y termina presentando el comportamiento dinamico
de las hojas cercanas a una separatriz. La segunda la presentamos, como se hace
notar en algunos ejemplos, para rescatar alguna separatriz que en un inicio no fuera
evidente y para poder incursionar en el grupo de holonomia evanescente, el cual es
fundamental en el estudio de puntos singulares sin parte lineal o con parte lineal
degenerada. En ciertos casos la equivalencia de los grupos de holonomia evanescente
implican la equivalencia de las foliaciones.

TEOREMA. Consideremos dos foliaciones holomorfas singulares no dicriticas
F, G de (C2,0), cada una con un nimero finito de singularidades hiperbélicas des-
pués de una explosion en el origen (coincide el nimero de singularidades) y que
los indices de las separatrices coincidan. Con estas hipdtesis la equivalencia anali-
tica de sus grupos de holonomia evanescente implica la equivalencia analitica de las
foliaciones.

En nuestro caso particular se usa fuertemente en el desarrollo que haremos
sobre foliaciones integrables; las foliaciones integrables son aquellas en las que sus
hojas son componentes conexas de una curva de nivel de una funcién holomorfa
u: C? — C. Aqui veremos los frutos del estudio hecho sobre gérmenes integrables

PROPOSICION. Si F es una foliacion formalmente integrable entonces las trans-
formaciones de holonomia, asociadas a cualquiera de las separatrices, son formal-
mente integrables y mds aiun, el grupo de holonomia evanescente también lo es.

La resolucién (explosiéon) de un punto singular nos otorga una equivalencia que
usaremos fuerte y ampliamente en las demostraciones de los resultados finales.

PROPOSICION. Una foliacién F es integrable si y solo si F' = II*F es integrable
en una vecindad del divisor excepcional IE.

Los teoremas de la parte final, debidos a J. Mattei y R. Moussu, son los en-
cargados en dar una primera clasificacién para las foliaciones integrables. Veremos
que si una foliacion tiene un ntmero finito de separatrices y todas las hojas son
conjuntos cerrados en (C2,0) \ {0} entonces dicha foliacién es integrable
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TEOREMA. (de Mattei-Moussu). Sea F una foliacion singular en (C2, 0). Si la
foliacion F es simple entonces es integrable.

Otro resultado bastante sorprendente es el siguiente teorema de rigidez con
respecto a la integral de una foliacion (cambiamos la funcién analitica por una serie
formal)

TEOREMA. (de Mattei-Moussu). Si F = {w = 0} es una foliacion holomorfa
en ((Cz, O) formalmente integrable (con integral distinta de 0) entonces eziste una
primera integral holomorfa de F.

El ultimo teorema del capitulo rescata el hecho de que a cada hoja la podemos
indexar con un namero complejo, esto es que cada hoja es exactamente una curva
de nivel de una funcién holomorfa.

TEOREMA. Toda foliacion holomorfa singular que sea integrable admite una
integral primitiva.

Puesto que en el estudio de foliaciones recurren muchas areas de la matematica
en el Apéndice se incluye material de apoyo (y de gran estética), el cual se usa a
lo largo de todo el trabajo, por ejemplo: se da la demostracion de un bello teorema
de Poincaré sobre la simplificacion local de un punto singular en base a los valores
propios de la parte lineal

TEOREMA. (de Poincaré, analitico). Sea 2 = v (z) una ecuacion diferencial
analitica definida en (C",0) tal que el conjunto de los valores propios asociados
a la parte lineal es no resonante y pertenece al dominio de Poincaré. Entonces la
ecuacion z = v (z) es analiticamente equivalente (localmente) a su parte lineal.

También se incluyen teoremas de extensiéon de Riemann que usaremos reiteradas
veces en el estudio de foliaciones integrables

TEOREMA. (de extension de Riemann). Sea f una funcion holomorfa en D\ A
donde D C C™ es un dominio y A es un conjunto analitico de codimension 1. Si f
es localmente acotada en todos los puntos de A, entonces f se extiende de manera
inica como una funcion holomorfa en todo el dominio D.

Por ultimo se presentan unos primeros y rapidos pasos de topologia diferen-
cial. Alli veremos la ventaja, en nuestro caso particular, del lenguaje de formas
diferenciales.



Capitulo 1

Campos vectoriales sobre variedades diferenciables

El estudio de campos vectoriales sobre variedades diferenciables es una manera
natural de extender la nocién de ecuacién diferencial en R™. Del mismo modo que
todo campo vectorial diferenciable tiene asociada, en R™, una ecuacion diferencial,
en una variedad suave es posible definir la nocion de campo vectorial y de ecuacién
diferencial asociada a ella.

DEFINICION 1.0.1. Un campo vectorial suave, en una variedad M es una funcion
diferenciable X : M — T M con la propiedad

WOX:Id]u,

donde TM es el haz tangente de M y m : TM — M es la proyeccién canoénica
(a este tipo de funciones se les llama secciones del haz tangente). Al conjunto de
todos los campos vectoriales sobre una variedad M se le denota como X (M).

En éste capitulo nos enfocaremos solamente en campos vectoriales que no se
anulen en ningun punto, es decir X (p) # 0 para todo punto p de la variedad M.
Estos campos vectoriales generan subespacios de dimensién uno en T,,M.

Ya que un campo vectorial X asigna a cada punto p de M un vector X, = X (p)
de su espacio tangente, T, M, podemos imaginar entonces a cada punto de M con
una flecha o direccion asociada a él.

Dada una carta coordenada cualquiera (U, (z;);_,) de una variedad diferen-
ciable M y un campo vectorial X de M podemos escribir a dicho campo como
n

combinacién del marco local {%} 1
i)i=1

= 9
ngxaxi

tal que X* : U — R es una funcion suave; a las funciones X* se les denominan
funciones componentes de X .

OBSERVACION. La presentacion de X varia con la carta coordenada. Ademas
un campo vectorial X es suave si y s6lo si sus funciones componentes lo son.

Sea f una funcién definida en una variedad suave M que toma valores reales,
f € C> (M)2. Definimos el siguiente campo vectorial

X zf(p)Xp~

1Un marco en un punto p € M es una base del espacio vectorial T, M. Para mas informacién
acerca de este tema se puede consultar [15].
2El conjunto C°° (M) denota a las funciones infinitamente diferenciables de M a R.

1



1. CAMPOS VECTORIALES SOBRE VARIEDADES DIFERENCIABLES 2

Con esta multiplicacion y la suma usual de campos vectoriales X (M) resulta ser
un C* (M)-modulo.

También podemos ver a cada campo vectorial como una derivacion, es decir
existe un operador X del conjunto de las funciones infinitamente diferenciables, de
M a R, en si mismo X : C®° (M) — C* (M), que satisface la regla de Leibnitz
del producto; a saber, para cualesquiera dos funciones f y g en C* (M) se cumple
X (fg) = fXg+gXf, donde por Xf, Xg y X (fg) denotamos a la derivada
direccional de f, g y fg (respectivamente) en la direcciéon de X.

A la hora de hacer calculos tenemos que dada una carta coordenada (U, (z;))
el campo vectorial X aplicado a la funcién f tiene la siguiente expresion

Xf(p) =§n: X" (p) gg{i ().

Hay que tener cuidado en no confundir las expresiones X f y fX pues son muy
distintas.

EJeMPLO 1.0.2. Las siguientes funciones son ejemplos sencillos de campos vec-
toriales.

1. Sean (z,y) las coordenadas usuales en R? y consideremos el campo vectorial
X : R? — TR? definido por X ((p,q)) = 2 |(p.0)-

2. Sea f : R2 — R una funcién que no se anula en ningun punto entonces
tenemos el campo vectorial X ((p,q)) = f (p,q) % |(p.a)-

3. El campo vectorial de Euler en R” esta definido como V' (x) :zn: wia%,; |-
i=1

Ahora introduciremos un concepto que serd anélogo al de las soluciones de una
ecuacion diferencial ordinaria, el concepto de flujo.

DEFINICION 1.0.3. Sea M una variedad suave, un flujo global en dicha variedad
es una funcién suave

Y:RxM—M

tal que las siguientes dos propiedades se cumplen para todo punto p € M y reales
syt.

e El punto inicial de la funcion es p ,y (0,p) = p.

e Y la composicion v (s,v (t,p)) =7 (s + ¢, ).

OBSERVACION. Al flujo se le dice local si no esta definido para todos los reales
(pero si para intervalos abiertos, los cuales contienen al origen). En general vamos
a trabajar con flujos locales, ya que la existencia de flujos globales en variedades
suaves arbitrarias no es siempre cierta, aunque en el caso de variedades compactas
si lo es. Se puede leer mas al respecto en [15].

El flujo asi definido es una accién continua del grupo aditivo R sobre la variedad
M y se le llama el grupo uniparamétrico. Esto nos dice que la érbita de un punto p es
el conjunto 7 (R, p) (recordemos que las érbitas bajo acciones de grupos son ajenas);
més aun si fijamos el flujo para cada real ¢, v, : M — M, es un difeomorfismo con
inversa y_;, por lo que tenemos un homomorfismo de grupos entre R y Dif f (M)>3.

3Diff (M) es el conjunto de difeomorfismos de M en si mismo.



1. CAMPOS VECTORIALES SOBRE VARIEDADES DIFERENCIABLES 3

DEFINICION 1.0.4. Para cada flujo local v en M definimos el dominio del flujo
~ como un abierto A C R x M, que contiene a {0} x M, y de tal forma que fijando
un punto p de la variedad M, el conjunto A? = {t € R| (t,p) € A} = (ap,bp),
con —oo < a, < 0 < b, < 0o, es un intervalo abierto que contiene al origen. Cada
intervalo AP es el dominio de definicién de la curva que pasa por p. De igual manera
definimos al conjunto M; = {p € M | (t,p) € A}. Esto tendra mas sentido cuando
hablemos de flujos integrales para campos vectoriales (ver definicién1.0.5).

Notacion. Hay veces que, para facilitar la notacion, utilizaremos indistintamen-
te alguna de las que siguen

v(tp) =7 (p) =" ().
El caso en el que fijamos un punto p, a esta funcion se le suele llamar curva integral?,
hacemos notar el por qué en la siguiente definicién.

DEFINICION 1.0.5. Sea X : M — T'M un campo vectorial, una curva solucién
o curva integral del campo X es una curva v : (a,b) — M tal que la derivada de
~ en un punto ¢ € (a,b) es el campo vectorial X en el punto v (¢). En simbolos

Y () =X (v (1)
De igual manera un flujo solucion o integral de X es un flujo tal que al fijar
cualquier punto p de M , P : AP — M es una curva integral del campo vectorial
X.

EJEMPLO 1.0.6. Veamos los siguientes flujos y sus campos vectoriales asociados.

1. Sea el campo vectorial X = % definido en R2, es sencillo ver que su flujo
global asociado es v (¢, (x,y)) = (t + x,y). Sea M una 2—variedad y (U, ¢)
una carta de M, si ¢ = (¢1,p2) entonces el flujo del campo vectorial
V=gl esaltp)=e ' (t+e1(p),e2 )

2. Consideremos el flujo dado por 7 (¢, (z,y)) = (e'z, e'y), derivando con res-
pecto de ¢t y usando que v/ (t) = X (v (¢)) vemos que el campo vectorial
correspondiente a este flujo es el de Euler en R?, X = x% + ya%.

3. El flujo que forma circulos concéntricos con centro en el origen estd dado por
0 (t,(a,b)) = (acost — bsint,bcost + asint) y si derivamos con respecto de
t tenemos que su campo vectorial asociado es Y = —y% + xa%.

t

4. El campo vectorial suma de los ejemplos 3. y 4. es Z = (z —y) 6% +
(z+y) a% y su flujo es la funcién 7 : R x R? — R? dada por 7 (t, (a, b)) =
et (acost — bsint,bcost + asint).

El siguiente teorema es fundamental en la teoria de ecuaciones diferenciales
ordinarias, lo presentaremos con una adaptacion al lenguaje de campos vectoriales.
La demostracion de este teorema puede ser consultada en [15] [2].

TEOREMA 1.0.7. (Existencia y Unicidad de Soluciones). Sea X un campo vec-
torial C*° definido en una variedad suave M, sea p un punto en M. Entonces existe
una curve integral de X, v : (a,b) — M, con v (0) =p. Y si 0 : (¢c,d) — M es
otra curva integral también con punto inicial p (6 (0) = p) entonces ambas curvas
integrales coinciden en (a,b) N (c,d).

4Notemos que cada curva integral tiene su dominio de definicién, el cual es un intervalo
abierto, de R, que contiene al cero.
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De aqui en adelante supondremos que los flujos son méaximos es decir, dado un
flujo v y su dominio A no existe otro flujo € con dominio B tal que A C B, y la
restriccion de 6 en A coincida con el flujo v: 0|4 = 7.

El teorema de existencia de flujos maximos se puede consultar en [15]

Notemos que si un flujo maximo no es un flujo global entonces dicho flujo
abandona a cualquier conjunto compacto en un tiempo finito.

LEMA 1.0.8. Sea v un flujo mdzimo local en M tal que la cota superior, by,
del dominio del flujo para todo punto p es finita. Entonces existe un numero real
positivo € tal que la curva integral de p con tiempo en [b,—e,b,) abandona cualquier
compacto de M. Es decir v ([b, — £,bp), p) € K con K compacto.

DEMOSTRACION. Como K es un conjunto compacto existe £ > 0 tal que
[—e,e] x K CAN(R X K).
Siy (t,p) € K para todo tiempo t < to con ty > b, — &, entonces podemos extender
el tiempo de la curva integral 47 a (ap, to + €) haciendo
V(v (t =€ p) =7(tp)
si el tiempo to <t <tg+e. [l
DEFINICION 1.0.9. Dada una funcién suave, f, entre dos variedades M y N,

decimos que los campos vectoriales X € X (M) y Y € X(N) son f-equivalentes si
para todo punto de M ocurre que

dprp = Yof(p)'
En el caso que f sea un difeomorfismo se define el push-forward de X por f o
empugjar el campo vectorial X por f como

fiX =dfoXof L

Por la unicidad de las curvas integrales surge naturalmente la siguiente propo-
sicién.

PROPOSICION 1.0.10. Supongamos que M, N son variedades suaves y que la
funcion f: M — N es también diferenciable. Los campos vectoriales X € X (M),

Y € X (N) son f-equivalentes si y sélo si f manda curvas integrales de X en curvas
integrales de Y.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que los campos vectoriales X y Y son
f-equivalentes, y que la funcién v : J — M es una curva integral de X. Definamos
a 0 = f o, probaremos que o es una curva integral de Y. Derivando a la funciéon
o con respecto de t

o'(t) = (f o) (&) = dflyr) (V' (1) = df |y (X|y)) = Yl sre0)
por lo que la curva o si es curva integral del campo vectorial Y.
Inversamente, sea p un punto de M y la curva integral del campo vectorial X
v : (—€,€) — M con inicio en p, v (0) = p. Por hipotesis la composicion f o 7y es
curva integral de Y con punto inicial f (p)
Vi) = (f07) (0) = dfly) (7 (0)) = df |, (X1,)

por lo tanto los campos vectoriales X y Y son f-equivalentes. (I
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Tenemos un resultado similar al anterior pero para flujos locales de campos
vectoriales.

PROPOSICION 1.0.11. Sea v el flujo local del campo vectorial X € X (M), y 0
el flujo deY € X (N). Si los campos vectoriales X yY son f-equivalentes entonces
para cadat € R, f (M) C Ny y foy =00 f en M,.

DEMOSTRACION. La proposiciéon anterior nos dice que para todo punto p en
M ,la curva f o~4? es una curva integral de Y que comienza en f (p). Por unicidad
de las curvas integrales la curva integral 67(®) esta definida al menos en AP y en
dicho intervalo coincide con f o «P. Esto significa que si un punto p € M, entonces
el tiempo correspondiente ¢ estid en AP, pero lo anterior implica que t € A7®) y el
punto imagen de p, f (p), pertenece al conjunto N;. Podemos por lo tanto concluir
la contenciéon f (M;) C Ny, y también la siguiente igualdad f (77 (t)) = 67®) (1),
para todo tiempo t € AP. Esta ultima igualdad es equivalente a que 6; 0 f = f oy,
en el conjunto abierto M;. O

El siguiente teorema nos serd de mucha utilidad a la hora de estudiar a las
foliaciones integrables, en el capitulo 3, ya que tendremos que cada una de ellas,
localmente y con ciertas restricciones que presentaremos més adelante, a saber en
el teorema 3.6.16, se veran como un haz fibrado.

TEOREMA 1.0.12. (de Ehresmann). Sea una funcion diferenciable f : M™ —
N™ submersion, sobreyectiva y propia, M y N variedades suaves, N conexo. Enton-
ces la cuaterna (M, N, f, F) es un haz suave, con F = f~1(b) difeomorfos, b € N.
Que sea un haz suave significa que para todo punto b € N existe una vecindad U
de b y un difeomorfismo ®, tal que el siguiente diagrama conmuta

fFloycM 2 UxF
4 4 pr
UCN — U
id

DEMOSTRACION. Sea un punto b € N y (U, ) una carta coordenada centrada
en b. Como este teorema es local, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
la vecindad U = R" y el punto b es el origen, y ademas que la variedad M es la
imagen inversa de U bajo f. Usaremos de funciones coordenadas las canénicas en
R™, (z;), y sus campos vecotriales asociados 8%,- , con flujos ~; (t,p) = p+te;, donde
e; es el vector candnico i-ésimo de R™.

Usando el teorema del rango (revisar en A.3) y particiones de la unidad construi-
remos campos vectoriales X; € X (f~! (U)) tales que X; y a%i sean f-equivalentes,
esto para el indice i € {1, ...,n}. Gracias al teorema del rango tenemos que para to-
do punto q € f~1 (U) = M existe una carta (V,) centrada en ¢ tal que el siguiente
diagrama conmuta

v X rm

l dor

rR* — R"
id

Aqui, la funcién pr es la proyeccion canonica de R™ en R™,

(T, ooy Ty T 1y ooy Ton) > (T2, e, Tp) , COD M < ML
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Para cada punto ¢ en f~! (U) indexemos a la vecindad dada por el teorema del
rango como V;. El conjunto formado por tales vecindades {V:]}q car €8 una cubierta
abierta del espacio M, por lo que podemos escoger una particién de la unidad {¢;}
subordinada a dicha cubierta, y de tal forma que el soporte de cada funcion esté
contenido en una vecindad Vg, supp (¢;) C Vg para algiun punto ¢ € M. A partir
de lo anterior obtenemos una subcubierta numerable {V;}, identificando los indices
qyJ-

Dado un indice j definimos X; ;|, = 4 (s Y (¥ (r) +te;), con 7 un punto

dt t=0
de la vecindad Vj. Usando la particién de la umdad {¢;} pegamos los campos

vectoriales X ;
Xi=>¢;Xi;.
J

Por el diagrama anterior tenemos que la igualdad id o f = pr o 1; es equivalente a
fowj_1 =id Yopr=npr.

Sea 0; ; el flujo de X; j, entonces 6; ;(t,p) = ¢;1(¢j (p) + te;). Y utilizando las
igualdades anteriores obtenemos

fobi;(t,p) = fou;t (¢ (p)+te;) =idopr (v (p)+ te;)
=pr (¥; (p)) +pr(te;) = f(p) +tei =7 (¢, f (p))-

En las igualdades anteriores usamos 1 < ¢ < n y que la proyecciéon pr es una
transformacion lineal. Veamos ahora que los campos X; y % son f—equivalentes

df, Xil, = df, quj ) Xijlg

*Z‘bﬂ ) dfq (Xijlq Z¢J | (q):%‘f(q)'

(x) Esta igualdad esta dada por la proposicion 1.0.10.

Sea la funcion 6; el flujo local del campo vectorial X;, entonces por (1) tenemos
la igualdad f o 8; = v; o f. Queremos probar que 6; : R x M — M, es decir
que el flujo 0; es global. Para eso usamos que el flujo 7; si es global. Sea J, C R
el intervalo maximo, que lo podemos suponer con limites finitos de ambos lados,
donde la curva integral 6; (—,p) esta definida. Como ~; si es global, tenemos que
f00; (Jp,p) =i (Jp, f () €% (Jp, f (p)) = K. Como la cerradura J, es compacta
y la curva integral v; (—, f (p)) es continua entonces el conjunto K es compacto.

Al ser f propia tenemos que f~! (K) es compacto, y la curva integral 6; (J,, p)
queda contenida en el compacto f~! (K); entonces si 6% no estuviera definida para
todo namero real, por el lema 1.0.8 la curva 6? se saldria de cualquier compacto
en un tiempo finito y eso contradice que la imagen de 6; (—, p) quede contenida en
el conjunto compacto f~! (K). Por lo tanto el flujo 6; es global, recordemos que el
indice ¢ recorre solamente los enteros de 1 a n.

Ahora definamos la siguiente funcién 7, que sera la encargada de la trivializacion

(1)

T:UXxF —M

(¢.P)=0nlr, (g)0--001lry (q)(P)

Las proyecciones m; son las canénicas de R™ sobre la i-ésima coordenada, F' =

F740).
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Computemos la composiciéon f o7 en una pareja (g, p) y veamos que es igual a
la proyeccién de U x f~1(0) sobre U.

F (T (@,0) = f (Onlr, @) © -+ © O1lri(0)(P) = [ (Onlr,(q)) © - 0 O1lmy () (D)
= Ynlrp(@)© f o On—1lr,_,(q)(P) © .. 0 01|z, (g)(P)

= Tnlmn(q) © -+ © ’Yl|ﬂ'1(q) o f (p)
= ’Yn‘?rn(q) 0...0 '72|71'2(q) f (p) + 7T1(£])€1)

=f () +mger+ ...+ m(g)en = f(p) +q=1q
como p esta en la fibra del origen entonces f (p) = 0. Esto nos dice que el diagrama

fHU) <&~ UxF
4 4or
U —> U
id
es conmutativo. Claramente la funcién 7 es diferenciable pues es composicién de
funciones diferenciables. Para ver que es un difeomorfismo damos explicitamente la,

inversa de 7, 771 : f~1(U) — U x F , dada por

P (f () O0nl (7)) © - 0 01l (7)) (P)) -

Solo falta ver que las fibras f~! (b) son todas difeomorfas entre si, aqui es donde
usamos que N es conexo. Usaremos el simbolo = para denotar que dos fibras son
difeomorfas.

Consideremos el conjunto A, = {x EN | f () f’l(y)}, para ver que es
abierto utilicemos lo recién hecho. A saber, sea € A, entonces existe una vecindad
abierta U de z tal que f~! (z) = f~! (x) para todo punto z de U, esto implica que
U C Ay, por lo que A, resulta ser un conjunto abierto. Si existiese un punto ¢ € NV
tal que la fibra de g y la de y no fueran difeomorfas entonces tendriamos una
disconexién de N por abiertos ajenos no vacios, lo que contradice la hipotesis. Por
lo tanto A, = N y tenemos un haz diferenciable. O

[a]

Ahora presentaremos otras operaciones para campos vectoriales, que nos serin
de utilidad a la hora de probar el teorema de Frobenius. Estas operaciones entre
campos vectoriales nos daran una imagen geométrica sobre la conmutatividad de
dos campos vectoriales.

DEFINICION 1.0.13. Dados dos campos vectoriales X, Y de una variedad M
definimos al corchete de Lie de X y Y como

[X,Y]=XY -YX.
El corchete de Lie de X y Y resulta ser un campo vectorial suave de M.

Si bien la definicién anterior nos dice poco acerca de como es este campo vec-
torial, tenemos la siguiente representacion de [X, Y] en base a las representaciones
de X y Y en coordenadas locales (U, (z;);_,) de M. En dicha carta los campos se

n . n .
ven como X =5 X’% yvY = Yl%, y el corchete de Lie tiene la siguiente
=~ i ~ i

1= 2

presentacion
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n n ; y
0YI 0XI\ 0
X, Y] = X'— =Y —
w3 (Sl v i) 2
j=1 i=1

Una aplicacién trivial pero ttil, es calcular el corchete de Lie para los campos
vectoriales asociados a las funciones coordenada (z;) de M. Ya que estos campos
vectoriales tienen coeficientes constantes se sigue que

g 0
) [

— — | =0, ara todo i y j.
ey | =0 vt i

Otra manera de pensar este hecho es que las derivadas parciales de funciones suaves
conmutan, tal como ocurre en R™.

EseEMPLO 1.0.14. Usemos los ejemplos 2. y 3. del ejemplo 1.0.6 y calculemos
su corchete de Lie.
X_Iaz—i_y@y’y _y6x+x8y

Lyl_ylaXl X287)/1_Y23Xl i

Ox y oy ) Ox

oY? 0X? 0Y? 0X2%\ 0o

10Y= (1047 20" 19 g

+ (X Ox Y Ox X dy Y dy > y
(2-y . 0r 09—y or\ 9
N ox y@x Y dy dy ) Ox

n ox L dy +y or ay 0
e
ox yam ay 3y 6y
Esto nos dice que los campos vectoriales conmutan.

PROPOSICION. Dados tres campos vectoriales X, Y, Z € X (M) se cumplen las
siguientes propiedades

= Bilinealidad, a, b € R
(X +bY, 2] = a[X, 2] + b]Y. Z]
[Z,aX +bY]|=alZ,X]|+b[Z,Y].

» Antisimetria
[X,Y]=-[V,X].

» Identidad de Jacobi
X, Y, Z)) + 1Y, [2. X]] + [Z,[X, Y]] = 0.

» Dados f,g € C* (M)
[fX.gY] = fg[X, Y]+ (fXg)Y = (9Y [) X

ProPOSICION 1.0.15. Sea f : M — N wuna funcion suave, y consideremos
un par de campos vectoriales X, Y de M y N respectivamente. X y Y son f-
equivalentes si y sélo si para cada funcion suave, g, real valuada definida en un
abierto de N, se cumple lo siguiente

(3) X(gof)=(Yg)of.
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DEMOSTRACION. Para cualquier punto p de M y cualquier funcién suave g real
valuada definida en una vecindad de f (p)

X(gof)(p)=Xp(gof)=dfp(Xp)y,
y ademas
Yg)o f(p) = (Yg)(f(p) =Yg
Eso nos dice que la igualdad (3) es cierta para toda g si y solo si df, X, = Y
para todo punto p, es decir si y sélo si X y Y son f-equivalentes. ([l

La siguiente proposiciéon es un hecho que se nos antoja que ocurra. Y como en
muchos casos de las matematicas, lo que nos parece natural si es verdadero.

ProOPOSICION 1.0.16. Sea f : M — N una funcidn suave entre varieda-
des, y sean X1, Xo € X(M) Y1,Yy € X(N) campos vectoriales tales que X; y
Y; son f—equivalentes para i = 1,2 . Entonces los corchetes [ X1, X2, [Y1,Y2] son
f—equivalentes.

DEMOSTRACION. Usando la proposiciéon 1.0.15 y el hecho que X; y Y; son f-
equivalentes:
X1Xo(go f) = X1 ((Yag) o f) = (YiYag)o f
de igual manera

XoXi(gof) =X2((Yag) o f) = (YaYig) o f.
Juntando las igualdades anteriores
(X1, Xo](go f) = X1Xa(go f) — X2 X1 (g0 f)
= (M1Yag)o f — (YaYig) o f = ([Y1,Y2]g) o f.
Y el resultado esta probado. O

El corchete de Lie mide, en cierta manera, el grado en que las derivadas direc-
cionales de dos campos vectoriales no conmutan. El siguiente lema da una idea més
geométrica de este hecho.

LEMA 1.0.17. Sean X, Y campos vectoriales sobre una variedad M, y consi-
deremos a 0 el flujo (mdzimo) local de X en alguna region que contiene al punto
p € M, entonces se tiene la siguiente igualdad

XY, = 4 (D007 You) lizo

Observacion. La idea de este enunciado es: el flujo 0; mueve al punto p en la
direccion del campo vectorial X, luego miramos al campo Y en dicha direccion y
usamos el mapeo D0y : TyM — Ty, )M, el cual es un isomorfismo lineal, para
“alar” al vector Yy, ) al espacio tangente sobre p. En particular esta afirmacion
da pie a una buena interpretacion geometrica: El corchete de Lie [X,Y] se anula si
y solo si el campo Y es invariante bajo el flujo de X; se dice que un campo Y es
invariante bajo el flujo 0 si 'Y es 0:—equivalente a €l mismo para todo tiempo t; es
decir d0;Y =Y o0 para todo tiempo t y punto p en el dominio de 6.

DEMOSTRACION. Escojamos una carta coordenada (U, (z;)) de M centrada en

el punto p. En esa carta los campos vectoriales X y Y se escriben de forma tnica
como X = ZXl% yY = ZYZ%, entonces

z;
d

. d
7 ((dp9t) Ye(t,m) li=0 = = (doe.r)0~+Yo(e.0)) li=o -
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La prueba se hara comparando las funciones componentes del corchete [X,Y] y la
derivada % ((dpet)_l Y[g(m,)) |t=0, las cuales denotaremos con el stper indice j

d .
— (dogr.p)0—t Yor,p)))” le=o

dt
9 69]# kLN ‘%Zt aY™" (0 (t,p))
—;<m&%)m%+2 o) o

n o 89it . n »6Yk
= (3:% En > =Y+ Y 5j,szJ)37xi|p
k=1

i k=1

- ¢ - QY7
_ k %
B LA P )
k=1 i=1

=[x, Y]

O

A la expresion % ((dpet)_l Yg(tm)) lt=0 se le llama la derivada de Lie de Y con
respecto de X, y se le denota LxY . El hecho que la derivada de Lie y el corchete de
Lie de dos campos vectoriales coincida es algo grandioso, ya que nos da una visién
geométrica del corchete de Lie.

Posiblemente el siguiente teorema es el resultado mas importante sobre la con-
mutatividad de campos vectoriales y, si no el mas importante si uno muy ilustrativo
visualmente.

TEOREMA 1.0.18. Los campos vectoriales conmutan si y solo si sus flujos con-
mutan.

DEMOSTRACION. Sean X y Y campos vectoriales sobre una variedad M, y
las funciones 6 y  sus flujos respectivamente. Asumamos primero que los campos
vectoriales conmutan. Consideremos un punto p en M y dos intervalos abiertos
J y K que contienen al 0, tales que 500, (p) esta definido para toda pareja (s,t) €
J x K. Por el lema anterior tenemos que el campo vectorial X es invariante bajo
vy Y es invariante bajo el flujo 0. Fijemos la variable s y consideremos a la curva
p: K — M definida por p (t) = vs 06 (p), esta curva satisface que p (0) = s (p) y

o (1) = 5 (10 00 () = d ) (69 (1)

=d (7s) (Xow1 (1)) = Xoe,p) © Vs = Xp(n)-
Lo anterior nos dice que p es una curva integral de X con punto inicial v (p), y
por la unicidad de las curvas integrales p (t) = 07 (t) = 0, (v, (p)) . Esto prueba
que los flujos conmutan.
Inversamente, asumamos que los flujos conmutan. Sea un puntopen M y e > 0
tal que 75 0 0; (p) y 0+ o5 (p) estan bien definidas si | s |, | ¢t |< €. Reescribimos

7 (s, 0 (p)) = 0 (£, 7" (s)).
y derivando ambos lados de la igualdad con respecto de la variable s, obtenemos

Vit = o (1 (5, 80 0))) g = - (017 (5))) o = A (60), (%)
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si a ambos lados de la igualdad le aplicamos d (6—),, (,) , llegamos a

d(0-t)g,(p) (Yo, (p) = Yp-

Ahora derivamos con respecto de t y aplicamos la definicion de derivada de Lie,
resulta lo siguiente

p)’

d d
(LxY), = o (d (0—)o, () (Yet@)))tzo = 5 W)= = 0.
Y por la equivalencia con el corchete de Lie, damos por concluida la demostracion.
U

El siguiente resultado, que es en esencia una generalizaciéon del teorema de
rectificacion para ecuaciones diferenciales ordinarias. Nos da una forma sencilla de
pensar a un conjunto linealmente independiente de campos vectoriales conmutati-
VOs.

TEOREMA 1.0.19. (forma canoénica para campos vectoriales conmutativos).
Sean M una n-variedad suave y {Vi, ..., Vi } un conjunto formado por k campos vec-
toriales linealmente independientes y conmutativos definidos en un abierto W C M.
Para cada p € W eziste una carta suave de coordenadas (U, (x;)) centrada en p
tal que V; = % coni=1,..,k;ysiS CW es una subvariedad encajada en M
de codimension k y p € S es tal que T,M = TpS + ({Vilp, ..., Vilp}), entonces la
carta coordenada, antes mencionada, se puede elegir de tal forma que en SNU las
funciones coordenada se anulan idénticamente, r; =0 coni=1,.... k.

DEMOSTRACION. Sean p € W, S una subvariedad de codim= k tal que T, M =
T,5 + {Vilps -, Velp}) ¥ (U, (x;)) una carta “rebanada” (el concepto de carta
rebanada puede ser consultado en A.3) de S centrada en p de tal manera que
wnsS ={yeW]a(y)=... =z (y) = 0}. Lo anterior nos asegura que el es-
pacio tangente T, M coincide con el espacio <V1|p, o Vielp, az;fﬂbv cey %\p> pues
{Vilps -, Vilp}) es de dimension k y T,M = T,5 + ({Vilp, ..., Vilp})-

Dicho lo anterior, nos damos cuenta que este teorema es puramente local, es

decir s6lo depende de la carta entonces podemos suponer que el abierto U C W C
R™, {V1,..., Vi } son campos vectoriales definidos en W' y

S={yeR"[y=(y1,-Yn), y1 = ... =y = 0}.
Hacemos estas suposiciones para facilitar notaciéon y la prueba.

Ahora bien consideremos el flujo ; del campo vectorial V;, ¢ = 1,..., k. Afir-
mamos que existen una vecindad N C U de py € > 0 tales que 71|, 0 Yalt, © ... ©
Yilt, (N) C U si cada tiempo |¢; |< e. Para probar la afirmacion escogemos €1 > 0
y un abierto Uy tal que 71 : (—e1,e1) x Uy — U , esto lo podemos hacer gracias
al teorema de existencia y unicidad; si el indice ¢ # 1 definimos ¢; > 0 y U; de tal
forma que el flujo v; : (—&;,¢;) x Uy — U;—1. Como tenemos un namero finito de
cotas ¢; elegimos la minima e = min {si}le y la vecindad N igual al abierto Uy.
Con eso tenemos probada la afirmacion.

Definimos el siguiente conjunto abierto

Q={yeR""|(0,y) e N,0eR"} CR"*
(esto es para tomar elementos de S pues (0,y) € SN N) y la funciéon

D (—e, e)k x Q — U definida como la composicion de los flujos de V;,
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D (t1, e bl Ykt 1s s Yn) = Y1l ©¥2ltn © oo 0 Viclty (0 ooy 0, Y1y ey Un)

Por construccion @ ({0} x Q) = {0} xQ = NNS ya que ;|0 (r) = r por propiedades
del flujo. ® seré la funcion que completara la prueba, a lo que nos referimos es que
Viy 8%1» son ® — equivalentes.

Probemos lo recién mencionado. Ya que los campos vectoriales V; conmutan entre
si esto implica que sus los flujos 7; también conmutan. Entonces para cada punto
Yo = (1, oy by Ykt 1y s Yn) € (—s,s)k x € tenemos lo siguiente:

0

a0y, () = Dly, | 1| = Vlyulli 0 ® = 52|, donde el 1 est en el renglon

0
t=1,...,k y II; es la proyeccién en la i — ésima coordenada. (1)
Sea z; = Y1l 0 0Yiz1ltiy ©Vit1ltiss © -0 Ve|ty (0,0, Yg1, oy Yn ). Podemos
reescribir a ® como sigue:

® (yo) = vile: (1) = i (ti, 2i) -
A partir de lo anterior vemos que ‘gf; lyo = 0, ... (2) pues la variable ¢; no aparece
en z;.
De (1) y (2) concluimos:
0P 8’}/1' (9’)@‘ 0 (ti7 O) 0 (O, Z,)
a2 lvo = 77 (6, 2i) = o~ [(£5,0) + (0, 2;)] = D
atl |Z/O atl ( Z) 8t2 [( )+( Z )] Y atl + 8t1

= D~;. [(é) + <8>} = %'(0,4) = Vi (®(v0))-

Observemos también que ® (0) = p y d@|0£ =V;(®(0)) coni = 1,...,k, y si
i>k d<I>|03iy = %b(o). Lo anterior también nos dice que d®|y es un isomorfismo

entre los espacios tangentes Ty((—¢, €)" x Q) y T, M. Entonces por el teorema de
la funcién inversa hay una vecindad de 0 donde su inversa ¢ = ® ! est4 definida,
y por ser la inversa de ®, dy manda V; a % cont=1,...ky % a a%. cuando

i=k+1,...,n; la subvariedad S bajo ¢ va al subespacio {y; = ... =y =0}. O

1.1. Distribuciones y Teorema de Frobenius

Ahora introduciremos un concepto que generaliza al de campos vectoriales, es
el de una distribucién. Los campos vectoriales son subespacios de dimensién uno
del haz tangente en cada punto, las distribuciones seran subespacios de dimensién
k. Sea M una variedad suave, a una distribucién D de rango k£ en M podemos
describirla especificando para cada punto p en M un subespacio vectorial D, de
T,M, tal que D, tiene dimension k.

Una distribucion D resulta ser una distribucién suave si y sélo si para cada
punto de M existe una vecindad U y campos vectoriales X7, ..., X definidos en
U, de tal forma que Dy es el subespacio generado por X (¢), ..., Xk (¢) para todo
punto g € U.

DEFINICION 1.1.1. Supongamos que D C T'M es una distribucion. A una sub-
variedad inmersa N C M se le llama variedad integral de la distribucion, si para
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cada punto p de N

D, =1T,N.
Equivalentemente, una distribucién se dice integrable si cada punto de M pertenece
a una variedad integral.

En esta secciéon nos centraremos en responder bajo qué condiciones existen
variedades integrales.

DEFINICION 1.1.2. Una distribucién D se dice involutiva si para cualesquiera
campos vectoriales X, Y definidos en un abierto U C M que cumplan X,,, Y, € D,
se tiene que [X, Y}p € D,, esto para todo punto p € U.

La siguiente proposicién nos da condiciones suficientes para que una distribu-
cion sea involutiva.

PROPOSICION 1.1.3. Toda distribucion integrable es involutiva.

DEMOSTRACION. Sea D C T'M una distribucion integrable y supongamos que
es de rango mayor a uno. Al ser D integrable consideremos a N, una variedad
integrable de la distribucién D, y un punto p en ella. Ya que la distribucién es de
rango mayor a uno, sean X y Y dos secciones locales de D definidas en un abierto
U; por una parte X y Y son campos vectoriales definidos en U y por otra parte
Xp, Y, € D, =T,N, esto nos dice que los campos X y Y son tangentes a [N por lo
que el corchete de Lie [X, Y] también es tangente a N, es decir [X,Y], € D, para
todo punto p € U. O

Dada una distribucién D C T'M de rango k, decimos que una carta coordenada
(U,p), en M, es plana en D si ¢ (U) es un cubo en R", y para p € U

0 0

En tales cartas las k—rebanadas del cubo ¢ (U) que tienen la forma {¢x+1 = Cpt1, o, P = Cn}
con Cg41,...,C, constantes, son variedades integrales de D. A una distribucion se
le llama totalmente integrable si para todo punto de de la variedad M existe una
carta plana en D.

El siguiente teorema nos dice que, en efecto, las distribuciones totalmente inte-
grables son las involutivas. Con este resultado se concluye la caracterizacion de las
distribuciones integrables.

TEOREMA 1.1.4. (de Frobenius). Sean M una n-variedad suave y D una dis-
tribucidn de dimension (rango) k. Si D es una distribucion involutiva entonces es
completamente integrable.

DEMOSTRACION. Usando el teorema 1.0.19, sabemos que si D es una distribu-
cion localmente generada por campos vectoriales conmutativos entonces la distri-
bucién D es completamente integrable.

Dicho lo anterior, la esencia de esta prueba reside en ver que toda distribucion
involutiva esta localmente generada por campos vectoriales que conmutan entre si.

Una vez mas abusaremos de las propiedades locales para poder sustituir a M™
por un abierto U C R™ en vez de usar cartas coordenadas.

Sean {Xi,..., X;} un marco local para D, esto es el conjunto { X1, ..., X3} ge-
nera a D,y p € U. Con un cambio de coordenadas, realmente es un reordenamiento
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de las coordenadas en U y por lo tanto en el marco canénico de T,R"™ podemos
pensar que T,R" =D, & <L|p, ey a%n|p>'

0T k41
Consideremos la proyeccién en las primeras k entradas de R™ a R¥,

7R — R* w(zy, .., xn) = (21, 21) .

Entonces la derivada de la proyeccion dr : TR™ — TR* es un homomorfismo de
haces y mas atn es sobre.

n k
0 0
in (30 e ) = X b
i=1 i=1

Dado que kerdn|, = <%H|P’ ey %|p> tenemos que la restriccion dr|p, es un

isomorfismo lineal entre D), y Tw(p)]Rk y por el teorema de la funcién inversa existe
una vecindad N de p donde (dr|p,) " esta definida; si ¢ € N la funcion

-1 k
(dﬂ'lpq) : Tﬂ.(q)R — Dq

es un isomorfismo entre espacios vectoriales. Si consideramos el marco canénico

{8%1“(,1), e %“(q)} de Ty (R¥ y nos fijamos en su imagen bajo (dr|p,)~" ob-

tenemos un marco para Dy, pues los isomorfismos mandan marcos locales en mar-
cos locales (bases en bases); lo anterior en simbolos es como sigue: Sea V;|, =
(dm|p,)~* (B%J,,(q)) ,4 = 1,...,k, entonces la distribuciéon D, esta generada por
los campos vectoriales suaves Vi|q, ..., Vi|q- El teorema estara probado si mostra-
mos que [V;,V;] = 0, pues esto nos dice que el marco {Vi,..., Vi } conmuta, en la
vecindad N, y por el teorema 1.0.19 obtenemos el resultado deseado.

Por la construccion de los campos V|, es claro que V; y 8%1_ son m-equivalentes
en N, con i = 1,..., k. Usando propiedades del corchete de Lie con la diferencial de
una funcién tenemos la siguiente serie de equivalencias

0 0
d7T|q ([vay]q) = [dﬂq (Vi‘q)7d7rlq (Vj|q)] = %|7\'(q)7 %jh‘r(q)

por la ecuacion (2) (presentada en la seccién anterior) la ultima expresion es el
corchete de dos campos vectoriales conmutativos por lo que es igual a cero para
todo punto ¢ de la vecindad N y como la derivada dr|, es un isomorfismo, i.e.
ker dm|; = {0}, eso implica que [V;|q, Vjlq] =0V, j € {1,...,k} yg € N, por lo que
el corchete de Lie [V}, V;] = 0 y el teorema esta probado. O

El siguiente teorema cuya demostracion se encuentra en [15], nos da un acer-
camiento al por qué estudiar campos vectoriales antes de llegar a foliaciones.

TEOREMA 1.1.5. (global de Frobenius). Sea D wuna distribucion involutiva en
una variedad diferenciable M. La coleccion de todas las variedades integrales md-
zimas conexas de D forman una foliacién para M.



Capitulo 2

Gérmenes de transformaciones conformes

El propésito de este capitulo es presentar ciertos grupos finitamente generados
de funciones, que nos ayudan a entender el comportamiento de las hojas de una
foliaci6n sobre una transversal dada. Para entender este comportamiento introdu-
ciremos més adelante ciertas funciones a las cuales llamaremos transformaciones
de holonomia. La relacion de las transformaciones de holonomia y los gérmenes de
difeomorfismos, Dif f(C,0), es que al fijar una transversal com punto base en una
hoja marcada (o separatriz) las transformaciones de holonomia resultan ser gérme-
nes de difeomorfismos sobre un dominio altamente parecido a las vecindades del
origen en el plano complejo.

2.1. Gérmenes de series analiticas

Esta seccion esta dedicada al estudio y clasificacion analitica y formal de cierto
tipo de gérmenes conformes. Antes de empezar esclareceremos el término germen
de funcion holomorfa.

DEFINICION 2.1.1. Sea p un punto en el plano complejo. Consideremos ahora
todas las funciones holomorfas de U en C, tal que U es un dominio y p € U, para
diferenciar a estas funciones las denotaremos como parejas ordenadas (f;, U;), con
i en algin conjunto de indices y U; un dominio que contiene a p. Diremos que dos
parejas (f;,U;) y (f;,U;) estan relacionadas si existe un dominio V' C U; N Uj,
p eV, tal que

filv = filv.
Esta relacion resulta ser de equivalencia, a las clases de equivalencia les llamaremos
gérmenes de funcién holomorfa en p.
Al conjunto de gérmenes de funciones analiticas que fijan al cero lo denotamos

por O(C,0).

A partir de la definiciéon anterior y gracias al teorema de la funcién inversa
tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.1.2. Los gérmenes invertibles de O (C,0) tienen coeficiente de
grado uno' distinto de cero.

A los gérmenes invertibles de O(C,0), gérmenes de difeomorfismos que fijan el
origen, los denotaremos por Dif f(C,0).

También tenemos el resultado para series formales.

1Aqui usamos la equivalencia entre funciones holomorfas y analiticas, es decir podemos pensar
a las funciones holomorfas como series de potencias convergentes.

15
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PROPOSICION 2.1.3. Una serie formal h € C[[z]] es invertible (con la composi-
cion) si y sélo si h (0) =0 y el coeficiente lineal es distinto de cero.

Las nociones de equivalencia analitica (formal), que introduciremos en la si-
guiente seccion, de grupos de transformaciones finitamente generados las usaremos
frecuentemente por lo que es importante saber qué aspecto tienen las series que
conjugan a dichos grupos y cémo se relacionan los coeficientes y los grados de estas
series analiticas (formales) con los de sus inversas.

PROPOSICION 2.1.4. Si h(z) = az +bzF + ... ,a # 0 # b, entonces h™1 (z) =
alz— Lok 4+ 2

DEMOSTRACION. Como a # 0, h resulta ser invertible en una vecindad del

origen. Sea h™! (2) = az + B2° + ... su inversa. Tenemos las igualdades ho h=! =
h=loh =Id.

h(h™'(2)) =a(az+ B2° +..) + b(az + B2° + L

= aaz + afz® +bakZF + ...
De igual manera

K=t (h(2)) = a(az + b2k + )+ B (az+ bk 4 )S + ..

= aaz + abz® 4+ Ba2® + ...
Y ya que hoh™!(2) = h™'oh(z) = z tenemos que a = a~ !, s = k, y por
consiguiente § = fak—bJrl. O

Hay ocasiones donde resulta tutil no sélo saber los primeros dos coeficientes de
la inversa de una serie invertible, sino también conocer el grado mas chico de los
términos de orden superior. Esto nos serd de ayuda a la hora de conjugar elementos
de Dif f(C,0) con binomios.

LEMA 2.1.5. Si h(z) = z + az® entonces h tiene inversa formal h™' y es de la
forma h™' (2) = z —az® + O (2*71).

DEMOSTRACION. Por la proposiciéon anterior y ya que h es invertible en una
vecindad del 0, tenemos que h™! (2) = z — az® + O (2°1)

h(h™'(2)) = z2—az*+0 (z*')+a (2 —az* + O (ZSH))S =2—s5a’2*7 140 (*1!) = 2

Esto nos dice que los términos de orden s + 1 hasta 2s — 1 tienen que ser cero. Asi
la inversa de la funcién h, k™!, es de la forma A1 (2) =z —a2®* + O (2**71) . O

El siguiente resultado es bastante sorprendente ya que nos dice que todos los
gérmenes de difeomorfismo salvo los que tienen como coeficiente lineal una raiz de
la unidad son formalmente linealizables.

Para demostrar los siguientes dos teoremas usaremos una técnica de eliminacion
sucesiva de monomios de grado mayor al principal.?

TEOREMA 2.1.6. Sea f un germen de biholomorfismo en (C,0), f(z) = a1z +
a22%+..., si ay no es raiz de la unidad o cero entonces f es formalmente linealizable.
Es decir, existe una serie formal (invertible) h € C[[2]] tal que ho foh™! (2) = a; 2.

2De aqui en adelante cuando usemos tres puntos suspensivos, ..., en series de potencias es
para denotar los términos de orden superior.

3El monomio principal de una serie de potencias, serd el monomio de grado minimo. As{
mismo el grado u orden de una serie de potencias sera el grado del monomio principal.



2.1. GERMENES DE SERIES ANALITICAS 17

DEMOSTRACION. Como hemos dicho, usaremos una técnica de eliminacién su-
cesiva por conjugaciones polinomiales. Los polinomios con los que conjugaremos a
f seran de la forma h,, () = z + b, 2™ con n mayor a uno.

Por el lema 2.1.5 sabemos que h,' (z) = z — b,z" + O (2*"71) , en particular

para n = 2, tenemos ho (2) = 2+bo22 y hy ' (2) = 2—by2?+0 (2%). La composicién
fohy! se ve de la siguiente manera
fohy'(z) = f (2= b2® + O (2%))
=q (z —by22+0 (23)) + ag (z — b2+ 0 (zg))2 + ...
=a1z+ (ag — a1bs) 2240 (23) .
Ahora al componer por la izquierda con hs llegamos a
hyoo fo h;l (z2) = a1z + (a2 — a1b2)22 + O (z3)
2
+ by (alz + (ag — arby) 2> + O (z3))
=a1z + (0,2 —aiby + bga%) 22 + ...
=a12+ (az + arby (a; — 1)) 2% + ...
Si queremos eliminar el monomio de grado dos definimos by = ﬁ?iw observemos
que by esta bien definido pues supusimos que a1 no es raiz de la unidad.
Para encontrar como tiene que ser el coeficiente b,, del polinomio h,, suponga-
mos que ya eliminamos todos los monomios, de f, con grados entre uno y n — 1.

Denotemos por f, = h,_10...0hyo fohy o..0 h;il, asi tenemos que f, (z) =
a1z + an2™ + ... y al conjugar con h,, obtenemos

By o frnohit(2)

=hy,o fp (z —bp2" 4+ 0 (22"71))

= ho (@1 (2= bz + 0 (22"7Y) +ap (2= bz + 0 (2*71))" + 0 ("))
= hy (@12 + (an — arby) 2" + O (z”“))

=a1z+ (ap —arby) 2" + O (z""'l) + b, (alz + (ap —a1by) 2"+ O (z"+1))n
= a1z + (an — a1, + alb,) 2" + O (")

=a1z+ (an 4+ aib, (a’ll_l - 1)) 2"+ 0 (z"“) .

Observemos que los célculos que hemos hecho para definir a by y b, son totalmente

—Qn

anélogos. Una vez més usamos que a1 ¢ exp (2miQ) y definimos b,, = P CGEREE
1lay "=

De igual manera es posible ir eliminando los monomios de f de grado n para toda

n mayor a uno. Si definimos h = lim h,, o...o hy tenemos que h es una serie formal
n—oo

tal que la conjugaciéon ho f o h~! es la funcién lineal z +— a1 z. O

Ahora tenemos el mismo resultado pero para funciones analiticas de grado
mayor a uno.

TEOREMA 2.1.7. Si f € O(C,0) es tal que f (2) = 2¥ +az™+... conm >k > 1

entonces f es formalmente equivalente a g () = 2".

DEMOSTRACION. La demostraciéon de este resultado se hard bajo un método
puramente formal; encontraremos series formales hg tales que al conjugar a f con
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ellas se vayan eliminando los términos de grado mayor a k, asi en el limite la compo-
sicion (infinita) de las hg serd una serie formal que hace formalmente equivalentes
a f con g.

Sea hg (z) = z + bs2® con s > k

fo h;1 (z)=f (Z —b,2° + 0O (225—1))
= (Z — bszs + 0] (2;25_1))k +a (Z _ bszs + 9] (225_1))?77, 1o
= Zk _ kbszk-'rs—l +(L2’m + O (Zm+1) .

Si hacemos s = m — k + 1 tenemos lo siguiente f o h;1(z) = 2 + (a — kbs) 2™ +
0] (zmH). Al componer ahora con la serie hs obtenemos

hyo foh ! (2) =2"+ (a—kbs) 2™ + O (™).
Definiendo bs = 7 se llega a la expresion
hsofohyl(z)=2"+0 (zm+1) .

Lo anterior significa que si podemos ir eliminando los términos de orden mayor a
k. Definimos h = lim,_oohy © ... 0 hy v h serd la encargada de conjugar a f con
g. Observemos que si f (z) = z¥ + ..., con los términos de orden superior no nulos,
necesariamente h # Id. O

2.2. Subgrupos finitamente generados de Dif f(C,0)

La motivaciéonn en el presente trabajo para definir y estudiar las propiedades
de los gérmenes de Dif f(C,0) es por la dindmica que genera la transformacion
de holonomia en la interseccion de las hojas de una foliaciéon con una subvariedad
transversal a la foliacion. La holonomia o el grupo de holonomia evanescente, son
invariantes asociados a las foliaciones, los cuales son ttiles a la hora de clasificar y
distinguir entre ciertos ““tipos”” de foliaciones.

DEFINICION 2.2.1. Dos subgrupos finitamente generados G, H C Dif f(C,0)
se dicen analiticamente (topolégicamente o formalmente) equivalentes si se pueden
escoger generadores g1, ..., g, para Gy hy, ..., h, para H de tal forma que g; y h; son
simultdneamente conjugados por un germen de funcién analitica (homeomorfismo,
serie formal) f , es decir h; o f = fog; paratodai=1,...,n.

También diremos que dos gérmenes h,g € Dif f(C,0) son analiticamente, (topolo-
gicamente o formalmente) equivalentes si los grupos generados por g y h lo son.

La definicién anterior también nos dice que G, H son isomorfos como grupos.
Pero en general si son isomorfos como grupos no necesariamente son analiticamente
(topologicamente o formalmente) equivalentes.

Ahora definiremos un homomorfismo (continuo) de grupos, éste sera la derivada
en cero de cada germen

T:Dif f(C,0) — C*
fr—dt(0)
La funcién antes definida es un homomorfismo gracias a la regla de la cadena
pues T (fog) = % (g(0))-Tg=Tf-Tg.Y como es de suponer, nos preguntamos
por el subgrupo kerT

kerT = Dif f1 (C,0) = {f € Dif f(C,0) | T =1}
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En la literatura a los elementos de Dif f1 (C,0), que son tangentes a la identi-
dad, se les llama gérmenes parabdlicos.

Denotaremos en ciertos casos a T (f) por vy o bien por T'f para facilitar un
poco la notacion.

OBSERVACION. De la definicién de kerT obtenemos la siguiente equivalencia:
f € kerT siysolosif(z) =z+ 0 (22) .

OBSERVACION 2.2.2. Solo la funcion identidad, z — z, en Dif f(C,0) es conju-
gada a ella misma es decir si g € Dif f(C,0) es tal que hogoh~! = Id entonces
g = Id. Esto ya que hogoh™ =1Id & h™loldoh = g.Si GNDif f; (C,0) = {Id}
entonces T'|g : G — C* es inyectiva y por el primer teorema de isomorfismo (para
grupos), el grupo G resulta conmutativo. En efecto G/kerr = imT, y como imT es
un subgrupo de un grupo conmutativo es también conmutativo.

Veremos ahora una condicién necesaria para que dos gérmenes de difeomorfismo
sean conjugados; a partir de esta restriccién es mas claro por qué no basta pedir
que los grupos sean isomorfos.

Si consideramos dos numeros a, ¢ exp (2miQ), o # , entonces los grupos
generados por f(z) = ez y g(z) = e’z son isomorfos como grupos, pues ambos
son isomorfos a Z. Pero no pueden ser analiticamente equivalentes ya que no tienen
el mismo coeficiente lineal.

PROPOSICION 2.2.3. Si un par de gérmenes f, g € Dif f(C,0) son equivalentes
ya sea de manera formal o analitica entonces sus coeficientes lineales coinciden; es
decir T (f) =T (g).

DEMOSTRACION. Sean f (z) = az+ ...y g(z) = bz + ... analiticamente equiva-
lentes y sea h (z) = az + ... el germen de funcién analitica que conjuga a f con g.
Entonces tenemos que:

hofoh ™ (2)=h(a(a'2+.)+..)=h(a az+..)
—aataz+..=az+..=bz+.. =g(2).

Por lo que a = b. O

Trabajar en un ambito donde los gérmenes de transformaciones son lineales es
mucho més sencillo, por lo que es util dar condiciones suficientes para linealizarlos.
Como veremos mas adelante, todos los grupos de transformaciones integrables re-
sultan ser finitos asi que el siguiente teorema sera fundamental en el desarrollo de
este trabajo.

TEOREMA 2.2.4. (de Bochner). Cualquier subgrupo finito G C Diff (C,0) es
linealizable, es decir existe un germen de serie analitica invertible h € O(C,0) tal
que hogoh™t =T (g) z, para toda g € G.

DEMOSTRACION. Definimos a h como sigue h:= 3 (Tg)~' g. Observemos
que g € Dif f(C,0) entonces resulta que h € O (C,0); para ver que h es un biholo-
morfismo apliquemos T a h.

T(n) =3 T(T9) " g) =3 Tg) ' T(9) =Y 1=|G|#0

geG geqG geG
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Por el teorema de la funcién inversa tenemos que h es invertible en una vecindad
de 0 con esto tenemos que h € Dif f(C,0).
Sea f € G, veamos qué le pasa a f al conjugarlo por h.

hof=> (Tg) 'gof=T(f)) (T(gof) 'gof

geG geG

=T ()Y (Tg) " g =T()h
g'eG
Por lo que ho foh™!(2) = T (f) z, para toda f € G; es decir h linealiza al grupo
G. O

Siempre es bueno contar con teoremas de rigidez. Estos teoremas nos permiten
pasar de la equivalencia més débil (formal o topoldgica) entre transformaciones o
campos vectoriales a la equivalencia més fuerte (la analitica). La ventaja de contar
con un resultado de rigidez es que para las equivalencias més débiles usualmente se
necesitan hipétesis més sencillas, méas simples de comprobar. En este caso particu-
lar, nos ayudaré a la hora de linealizar las transformaciones de holonomia de una
foliacién formalmente integrable.

TEOREMA 2.2.5. Un germen f € Diff (C,0), conforme, con coeficiente lineal
f1(0) = p € exp (2miQ) es formalmente linealizable si y sdlo si es analiticamente
linealizable.

DEMOSTRACION. Dado que una serie analitica es una serie formal tenemos ya
la mitad de la demostracion.

Supongamos entonces que f es formalmente linealizable, y sea h el gérmen de
serie formal que lleva a cabo tal linealizacion.

hofoh™(2) = pz.
Ya que p € €2>™Q es una raiz de la unidad existe n € N tal que u® = 1, por
~ ~ n ~ ~
ende (h ofo h_l) =ho f"oh~! = Id. A partir de aqui podemos concluir que

M= h= o h = Id. Por el teorema de Bochner tenemos que el grupo generado por
el biholomorfismo f es analiticamente linealizable, pues f tiene orden finito. O

TEOREMA 2.2.6. Un subgrupo G C Dif f(C,0) finitamente generado y tal que
todos sus elementos tienen orden finito es analiticamente linealizable y ciclico finito.

DEMOSTRACION. Supongamos que G no es conmutativo. Entonces por la obser-
vacion 2.2.2 tenemos que hay una transformacion Id # f € GNDif f; (C,0). Dicha
transformacion por ser un elemento de Dif f1 (C,0) es de la forma f (2) = z+azP+...
con a # 0, por lo tanto ™ (z) = z + naz? + ...; ademas el producto na # 0 pues
n # 0. Por lo anterior vemos que f™ # Id para toda n € N, lo cual es una con-
tradiccion pues por hipétesis todos los elementos del grupo G tienen orden finito;
la contradiccién se genera al suponer que G es no conmutativo. De aqui tenemos
que G necesariamente es conmutativo y, por ser finitamente generado, tiene cardi-
nalidad finita; més atin, como 7" es un homomorfismo de grupos tenemos que G es
isomorfo a un subgrupo finito de la parte multiplicativa de C, por lo que G es un
grupo ciclico finito.

Para concluir la demostracion sélo basta aplicar el teorema de Bochner 2.2.4.

O
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2.3. Gérmenes integrables

La integrabilidad de una foliacién propicia la integrabilidad de sus funciones de
holonomia; entonces introducir cudndo un germen de difeomorfismo es integrable
suena a un paso muy natural ya que es una obstruccién para la integrabilidad de
las foliaciones.

DEFINICION 2.3.1. El grupo simétrico de un germen u € O(C, 0) es el subgrupo
de biholomorfismos que preservan a u

Su:={g € Diff(C,0) |uog=u}.

Decimos que G C Dif f(C,0) es integrable o bien, G tiene primera integral u si ocu-
rre la contencion G C S,,. Analogamente un germen f € Dif f(C,0) es integrable
o tiene primera integral u si (f) C S,.

OBSERVACION 2.3.2. De la definicién anterior podemos deducir lo siguiente: si

u(2) =Y a;2" es la primera integral de un germen f (2) = c1z+c¢, 2™ +..., f # 1d,
i=1
entonces ocurre
u(f(2)) :Z a; (c1z + )l =ar1c1z + (a16m + amc?) 2™+ O (22)

i=1
pero como uo f =u

o)
ar1c1z + (a1em + apc]’) 2™+ O (22) :Z a; 2"
i=1

esto implica que ¢; = 1 y que aj¢,, = 0. Si elegimos que ¢,, = 0 para toda m
mayor a uno llegamos a que f = Id, una contradicciéon. Podemos concluir que si
Id # f € Dif f(C,0) y f es integrable entonces su integral tiene orden mayor a uno,
por ende a; = 0. Gracias al teorema 2.1.7 sabemos que todas las primeras integrales
son formalmente linealizables. Mas atn, si el germen f tiene primera integral u y h
es la serie formal que lleva a cabo la linealizacion de u, entonces h también linealiza
a f. En efecto, puesto que

houoh™ =ho(uof)oh ™ =houoh™tohofoh™!
y como houoh ™! =2F ho foh™! =ciz+c.2" + ..., sustituyendo tenemos
houoh ™ ohofoh™ = (ciz+ )k =ik ke

De esta tltima expresién necesariamente cf = 1y ¢/. = 0 para toda r > 1, es decir
la serie formal h linealiza a f. Este anélisis nos da una condicién necesaria para que
un germen de biholomorfismo sea integrable y ésta es que T'f € exp (2miQ).

PRI = 2R,

La siguiente proposicion termina de caracterizar a los gérmenes integrables

PROPOSICION 2.3.3. Un germen f € Diff(C,0) es periddico, i.e. f* = Id, si
y sdlo si f admite una primera integral u € O(C,0) con u (z) = cz™ + ... donde el
orden (como elemento de un grupo)* de f divide al grado del monomio principal de
u, es decir al orden de u (como serie).

4Tenemos dos conceptos de orden, uno es el orden de una serie analitica el cual lo definimos
como el grado del monomio de grado minimo y el otro es el clasico de Teoria de Grupos, es decir
el primer namero natural n tal que f™ = e, donde e es la identidad del grupo, a este ultimo lo
denotaremos por ord (f). En general no hay por qué confundirse ya que el monomio de grado
minimo de un elemento en Dif f(C,0) siempre es de grado uno.
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DEMOSTRACION. Supongamos primero que f es peridédico. Entonces por el
teorema de Bochner podemos pensar a f como su parte lineal, f (z) = vz, y si k
es el orden de f veamos que u(z) = z"* es integral de f pues uo f (z) = (sz)k =

k k _ .k
vzt =2t

Inversamente, si u (z) = ¢z™ + ... es una integral de f sabemos que u es for-
malmente equivalente a cz™. Sea h la serie formal que hace tal equivalencia,

2™ =houoh™ (z)=houofoh ™' (z)=houoh ™ tohofoh™(z)
=claz+bz" +..)" =ca™2™ + ema™ o2 4 L
De lo anterior tenemos que los coeficientes de los monomios (de f) de grado r para
r > 1 son cero pues m > 1y a # 0, esto nos dice que h linealiza formalmente a f
y mas aun, como a™ =1,

(iLOfOiL_l) —hofmoh ™t =1Id
por lo que f™ = Id, es decir f es periodico y ord (f) =k | m. O
Ahora veremos que el grupo simétrico, S,,, de una serie v € O(C, 0) admite una
presentaciéon de lo méas sencilla posible.

PROPOSICION 2.3.4. Un germen de serie analitica u (z) = cz™ + ... admite un
grupo simétrico ciclico finito, y mds aun este grupo resulta tener cardinalidad m.

DEMOSTRACION. Gracias al teorema 2.1.7 tenemos que existe una serie formal
h tal que howuoh™(2) = ¢2™ = v (z). El grupo simétrico de la funcién v esté
generado por g (z) = e*™z , con a = L, o dicho de otro modo, e*™ es una raiz
primitiva m — ésima de la unidad.

Consideremos ahora el siguiente morfismo de grupos

i Su — Sv
fhofoh™!

Tiene sentido pensar en esta funcion ya que
uof=u

y esta bien definida pues

voip(f) Zhouo}flohofohf1 =houofoh*1 —houoh ! =u.
En efecto 7, es homomorfismo, sean f, f/ € S, entonces

in(fofY=hofofoh™t=hofoh ™ ohof oh™ =i, (f)in(f).
Por la observacion 2.2.2 tenemos que sélo la transformacion identidad es formal-
mente equivalente a la identidad, esto nos dice que i, es una funcién inyectiva.

Hasta aqui ya logramos tener la ciclicidad y finitud de S,,, para terminar la prueba
nos basta con dar la inversa de iy, ésta serd (como bien podemos imaginar)

Tp—1: Sy, —> Sy.
fh~lofoh

O

Dado que subgrupos de grupos ciclicos son también ciclicos, tenemos de manera
natural el siguiente corolario.

COROLARIO 2.3.5. Un subgrupo G C Dif f(C,0) integrable es ciclico finito.
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TEOREMA 2.3.6. Si f € Diff(C,0) es formalmente integrable (o un grupo
G < Diff (C,0) finitamente generado) entonces f (o G) es también analiticomente
integrable.

DEMOSTRACION. Como f es formalmente integrable entonces existe una 4 €
C[[z]] tal que @ o f = 4; @ se ve de la siguiente forma: @ (z) = 2™ + O (2™T!) con
m > 1.

Ya que m > 1 entonces existen cartas formales gracias al teorema 2.1.7 donde
4 (z) = z™. Sin pérdida de generalidad pensemos que @ es de esta forma (para
simplificar las cuentas).

A la funcién f podemos verla como sigue f(z) = az + 82" + O (2" T1), r > 1.
Dado que @0 f (2) = (az + B2" + O (2711))" = amzm +am1gzmtr =14 =7
vemos que @™ = 1, § = 0 y no s6lo eso, sino que todos los coeficientes de grado
mayor a 1 de f son 0; por consiguiente f(z) = az. Ahora por el teorema 2.2.5
tenemos que f es analiticamente linealizable asi que podemos pensar a f como
f(2) = az, y dado que a™ = 1 tenemos que el polinomio 2™ € O (C,0) es integral
de f. O

2.4. Pseudogrupos finitamente generados

Presentaremos una modificacién de grupos finitamente generados de gérmenes
conformes, esta variacion en la definicion nos permitira poder definir, en el capitulo
tres, los grupos de holonomia y holonomia evanescente; los cuales nos ayudan ver de
una manera més “dindmica” el comportamiento de las hojas que intersecan a una
transversal cercana al punto singular. Después de la definicién proxima veremos
que para dos parejas en un pseudogrupo I' la composicién no necesariamente esta
definida y de aqui el por qué del nombre “Pseudogrupo”. El desarrollo de esta
seccion es de caracter utilitario pues s6lo lo usaremos como soporte riguroso pues
no trabajaremos con los pseudogrupos explicitamente, en cuanto a los resultados
aqui presentados los usaremos fuertemente en algunas pruebas del proximo capitulo.

DEFINICION 2.4.1. Sean U C C una vecindad de 0 y G C Diff(C,0) un
subgrupo. Un pseudogrupo I' asociado a G (y a U) es una colecciéon de parejas
(farUa)qen » de tal forma que U, C U es un abierto que contiene a 0 y fq :
U, — U es una funcion holomorfa definida en U, y f, es un representante de un
germen f € G. La composicién de dos parejas (fo,Uas) v (f3,Up) se define como
(fao f3,Ung) siy solosi Uysg =Us NUz CUz ¥ f5 (Ung) C U,.

Dicho de otro modo, dado un germen f € G quiza existan muchos representan-
tes fo de f en T' que bien pueden difierir en sus dominios de definicién, pero todos
ellos coinciden en las intersecciones por pares.

Como los elementos de G son clases de equivalencia, por ahora, en lo que
definimos totalmente a los pseudogrupos I' asociados a un grupo G (finitamente
generado), se usard f para denotar a los elementos de G y f para los de T'.

Una manera natural de asociar un pseudogrupo I' a un grupo finitamente ge-
nerado G = (fi,..., fn) C Diff(C,0) es como sigue: Escojamos una coleccién

arbitraria de representantes fji :Uj—C de fji, j=1,...n,y sea w, la palabra

_ + =
Wo = (wjnwjn_l..

to de derecha a izquierda); ahora definimos la siguiente funcién holomorfa como la

wjil) € §n (§n es el grupo libre generado por n elementos, escri-
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c et + + L. .. [
composicion f,, == f; o f;-  o..o f;, en el médximo dominio de definicién Uy, en
el cual todas las composiciones parciales

fji - jjlz’ Jiin = ijzz © jjlz’ woy Jjuegein = in Qe © ijzz © J’jlz
estan bien definidas. Asociando este dominio Uy, a fu = fj.j._1...j1» S€ tiene que
fw es un representante del germen f,; por consiguiente la pareja (f.,,U,) € T

Si cambiamos los dominios Uy, ..., U, (de definicién), formalmente, estamos dan-
do lugar a un pseudogrupo distinto; sin embargo las propiedades, en general, no
van a cambiar sustancialmente.

Si es que hay identidades no triviales en el grupo GG, entonces un mismo germen
admite varios representantes con dominios posiblemente distintos. Para distinguir
tales representantes etiquetaremos a cada pareja (fo,U,) € I’ con la palabra co-
rrespondiente w, € §y. Al conjunto de ternas se le denota

Ac = {(fuw,Uuw,w) | w € Fn, fu € G, fu €O (Uy)}
y este es el pseudogrupo asociado al grupo finitamente generado G C Dif f(C,0).
Para cada tripleta en Ag vemos que la palabra w € §, es la que determina (una
vez fijado el conjunto de generadores de G) a f, y Uy; esto lo que nos dice es que
un elemento de Ag es no trivial si la palabra correspondiente w € §, es no trivial,
aun si f, = id|y,. A pesar del importante papel de la tercera componente de la
terna, la omitiremos a la hora de referirnos a los elementos de Ag.

OBSERVACION. Para evadir algunas obstrucciones técnicas, supondremos que
para toda pareja (f,U) € T, la restriccion (f|y, V') también es elemento del pseu-
dogrupo I' siempre que V' C U sea un dominio que contiene al origen.

El siguiente ejemplo nos dara una idea sencilla del por qué definir los pseudo-
grupos de transformaciones holomorfas.

EjeEmMPLO 2.4.2. Consideremos las siguientes funciones complejas f(z) = 3z
estd definida en U = Cy g(z) = = definida en D = {z € Ci||z|| < 1}. Usando
la definicién de pseudogrupo vemos que en este caso la composicién (go f,U N D)
no esta definida pues f (U N D) € D, eso nos invita a reducir la vecindad D a %D
para poder definir esa composicién entonces ya tenemos al menos tres elementos
en el pseudogrupo a saber (f,U), (g,D), (g, %D) Si ahora queremos definir la
composicion g o f™ entonces necesitamos encoger el dominio D a %D para poder
definir tal composiciéon en el pseudogrupo, con esto vemos que la funcién g esta
repetida muchas veces pero lo que cambia es el dominio de definicién, y esto da pie
a nuevos elementos en el pseudogrupo.

DEFINICION 2.4.3. La érbita de un punto x € U es el conjunto
F(x) = {foz (1‘) | (fmUa) el'yx e Ua}.

Si x # 0 decimos que x es un ciclo si existe un elemento no trivial (f,,U,) € T tal
que fo (z) = z. Decimos ademas que x es un ciclo limite si es un ciclo aislado de
fo en U,.

DEFINICION 2.4.4. Decimos que dos pseudogrupos I, I son equivalentes si exis-
te un biholomorfismo h : U — U de tal forma que todos los elementos de T' se
pueden ver de la siguiente manera (h ofaoh™l, R (Ua)), siempre que (f,U,) € T.
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Como los biholomorfismos preservan las propiedades dindmicas, tenemos que
si I', T" son equivalentes entonces se tienen las mismas propiedades dindmicas.

Ahora, ilustraremos la utilidad de los pseudogrupos. Para esto estableceremos
ciertas propiedades de periodicidad (o aperiodicidad) de los gérmenes. Concreta-
mente, probaremos que un germen g € Dif f(C,0) es periodico si y solo si todas sus
g-Orbitas son ciclos (periddicas) para cualquier representante g de g. Para probar
lo anterior introduciremos los siguientes conceptos.

Sean g € Dif f(C,0) y (g,V) un representante de g. Para cada U C V conside-
remos (g,U) y su pseudogrupo, I'y, “ciclico” asociado. Para cada x € U tenemos,
por definicién, la érbita de x bajo 'y la cual denotaremos

L(z|U)={¢g"(x)|n€Z ¢ (x)eUj=0,..,n}

La orbita puede ser finita o infinita (de uno o de ambos lados), si es finita tenemos
que

D@ |U)={g7" (2),97"" (@),..97" (2), 2,9 (@), g" 7" (2) 9" (2) nym > 0} .

De aqui en adelante supondremos que si la orbita es finita (en al menos una direc-
cién) entonces g~ (z) o bien g"! (x) no estan en U, a este tipo de érbitas las
llamaremos méaximas.

Ahora consideremos la funcion v : U — Z dada por la longitud de la érbita
méaxima de z

v(z)=maz{m+n|g ™ (x),..2, ...g" () €U};
si la orbita es infinita entonces v (x) = co.

Maés atn, de la construcciéon anterior tenemos que v es constante en cada oOr-
bita dada por la transformacion conforme g y de la continuidad de g se deriva la
semicontinuidad de la funcién v. Se probaran a continuacién algunas propiedades
de v.

PROPOSICION 2.4.5. Si U es abierto y v (z) < oo, entonces para cada y € U
suficientemente cercano a x, v(x) < v (y). Del mismo modo, si U es cerrado y
v (z) < oo, con y € U suficientemente cercano a = entonces tenemos v (x) > v (y).
En el dltimo caso, si x es un punto de discontinuidad de v, entonces T (x| U)NOU #

0.

DEMOSTRACION. Supongamos que U es abierto, sean x € U y k € N tales que
v(z) = k. Como v es constante en la orbita de x podemos suponer que z es el
punto de la érbita tal que

P(x|U)= {x, g(x), ..., gkt (x)}

Tenemos dos casos para g () que esté en OU o en V \ U. Si ¢g* (z) € U, tenemos
que para cualquier € > 0 claramente existe y € B (z,¢) tal que v (z) < v (y). Si
g* (r) € V\ U, basta tomar £ > 0 tal que B (z,6) CU , y € B(x,¢) y se satisfaga
la igualdad v (z) = v (y). Todo lo anterior es por la semicontinuidad de v. Para
la demostracion de la segunda afirmaciéon consideremos las siguientes opciones. El
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punto ¢’ (x) € IntU para toda j o existe algin indice j tal que ¢’ () € 9U,
j=0,.k—1.

En el primer caso basta considerar, como en la demostraciéon de la primera
afirmacion, € > 0y la bola B (x,¢) C U entonces para toda y € B (z,¢) se satisface
v (y) = v (x). Para el segundo caso la desigualdad estricta se cumple siempre, de
aqui vemos que si x es un punto de discontinuidad de v, entonces siempre se cumple

T (2| U)NoU # 0. O

La acumulacién de las hojas en vecindades cercanas a un punto singular nos
dicen que dicha foliaciéon no puede ser integrable. Es fundamental poder clasificar
o al menos dar idea de cuando una foliaciéon si es integrable, el lema siguiente nos
dara una gran alternativa al respecto.

LEMA 2.4.6. Consideremos un germen g € Dif f(C,0) no periddico (i.e.|{g)| =
o0) entonces para todo dominio U > 0 hay una cantidad infinita no numerable de
orbitas no periddicas asociadas al pseudogrupo T' (x| U).

DEMOSTRACION. Consideremos al disco D, = {|z |< p} y su circunferencia
K, =0D,, p > 0. Se probara que hay una cantidad no numerable de puntos con
o6rbitas infinitas en D,, para probar eso mostraremos que cada circulo K., r < p,
contiene a al menos un punto con una 6rbita infinita en D, C D,. Dado que el
namero de circulos que intersecan a una Orbita es a lo mas numerable (pues la
cardinalidad de las drbitas es numerable), esto probara que la cantidad de orbitas
infinitas es no numerable.

Asumamos que todos los puntos de la circunferencia K., r < p, tienen érbitas
finitas en D,., es decir la funcién v restringida a D,., vp,, s6lo toma valores finitos
en K,.. Ya que K, es compacto y v es semicontinua entonces v esta acotada por
un N € N; dicho de otro modo v (z) < N, esto para toda z € K,, y ademés la
cardinalidad de las 6rbitas que intersecan a K. es finita y menor o igual a N. Como
g(0) = 0 para toda g € Diff(C,0) tenemos que la 6rbita de x = 0 es infinita,
esto es v (0) = co. Debido a la semicontinuidad de v en D,., v debe tener un punto
de discontinuidad y € Int.D, pero por la proposicién anterior tenemos v (y) > N
yI(y|D,)NK, #0,asisiz € '(y|D,)N K, tenemos que v (z) = v(y) > N
(pues v es constante en las 6rbitas) pero esto nos guia a una contradicciéon pues
habiamos supuesto que v estaba acotada en K, por N. Lo anterior implica que
existe al menos un punto en K, tal que su Orbita es infinita.

Para terminar la demostracion, denotemos por A al conjunto de puntos cuyas
orbitas son periddicas y por B al conjunto de puntos cuyas orbitas son infinitas no
periddicas. Esto es solo una particion del conjunto de orbitas infinitas, es decir tal
conjunto es AU B. También consideremos los conjuntos

A, ={x €D, |g"(x) —xz=0}.

Ya que g es holomorfa y no periodica (¢" # Id para toda n natural) tenemos que
hy, = ¢g" —id # 0 es una transformaciéon conforme en el disco D,., y como D, es
compacto, tiene a lo mas una cantidad numerable de ceros en D,. Asi A, es de
cardinalidad a lo més infinita numerable por lo que

A=A,

neN
también es a lo mas infinito numerable, esto nos lleva a que B es de cardinalidad
infinita no numerable, ya que A U B tiene cardinalidad no numerable. (]
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TEOREMA 2.4.7. Dado un grupo G C Dif f(C,0) finitamente generado es inte-
grable o bien cualquier pseudogrupo asociado a G tiene una cantidad no numerable
de orbitas no periodicas.

DEMOSTRACION. Tenemos dos opciones para los elementos de G, hay al menos
un elemento no periédico o todos son periddicos. Si todos son peridédicos por el
teorema 2.2.6 G es ciclico finito y analiticamente linealizable, entonces una integral
para el grupo G es 2.

Si tiene al menos un elemento no periédico entonces por el lema 2.4.6 cualquier
pseudogrupo asociado a GG tiene una cantidad infinita de 6rbitas no peridédicas. O

Este teorema nos ayudard fuertemente a la hora de revisar condiciones de in-
tegrabilidad para las foliaciones como veremos en el préximo capitulo.



Capitulo 3

Foliaciones holomorfas

En este capitulo desarrollaremos las nociones fundamentales relativas al con-
cepto de foliacién cuando ésta estd definida por un campo de vectores en C2 (y la
ecuacion diferencial asociada a éste). Como habremos de ver, el teorema de existen-
cia y unicidad de soluciones de una ecacién diferencial y el teorema de rectificaciéon
nos permiten definir una foliacion de forma completamente precisa.

En la primera seccién daremos por lo tanto, unas nociones bésicas sobre campos
vectoriales que utilizaremos a lo largo del capitulo. Posteriormente definiremos los
conceptos de foliaciones holomorfas y foliaciones holomorfas singulares de C2. En la
seccion tres hablaremos de uno de los conceptos clave de este trabajo que es la nocion
de holonomia; esta herramienta encierra informacion sobre la dinamica transversal
de una foliacién. Finalmente hablaremos de la resolucién de singularidades de un
campo vectorial y de las foliaciones integrables. Estos conceptos y los resultados
ahi expuestos constituyen uno de los objetivos centrales de este trabajo.

3.1. Nociones basicas de campos vectoriales analiticos

DEFINICION 3.1.1. Dado un campo vectorial X definido en un abierto U C C?,
decimos que un punto p € U es un punto singular (o una singularidad) de X (o de
la ecuacion diferencial asociadas a X) si X (p) =0,y si X (p) # 0 decimos que es
un punto no singular.

OBSERVACION. A partir de esta definicién y por el teorema de existencia y
unicidad vemos que si un punto p es singular entonces la curva integral constante
v (t) = p, para todo tiempo t € C, es solucion de la ecuacion diferencial.

Consideraremos de aqui en adelante sélo los gérmenes de campos vectoriales
definidos en vecindades del origen en C2, con tnica singularidad aislada en 0. Para
el conjunto de estos gérmenes usaremos la notacién X(C2,0).

DEFINICION 3.1.2. Si tenemos dos ecuaciones diferenciales 2 = F (z) y 2 =
G (2)! asociadas a los campos vectoriales F, G € X(C2,0) decimos que son analiti-
camente (topoldgicamente, formalmente) equivalentes si existe un germen invertible
holomorfo (continuo, formal) h : (C%,0) — (C2,0) de tal forma que

Dh, F(2) = G (h()).

La parte lineal de una ecuacion diferencial ordinaria guarda mucha informacion
local, y en ciertas ocasiones global, del comportamiento de sus soluciones.

LAqui z € (C2,0) por lo que también podemos pensarlo como z = (z1, 22).

28
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DEFINICION 3.1.3. Definimos la matriz asociada a la parte lineal de un campo
vectorial F' = fla%l + fg% en un punto p como

L G
Lo Ew)

La definicién anterior nos ayudard a clasificar los puntos singulares en base a
los valores propios asociados a la matriz asociada a la parte lineal.

Un punto singular se dice elemental si al menos uno de los valores propios de
la matriz antes mencionada en dicho punto es distinto de cero. Si ambos valores
propios son cero pero la matriz asociada a la parte lineal es distinta de cero, se le
llamaré singularidad nilpotente o cuspide.

Para clasificar a los puntos singulares elementales consideremos primero a los
valores propios A1, Ao de la matriz asociada a la parte lineal, y sin pérdida de
generalidad supongamos que A\; # 0. Al cociente \ = ’A\—f le llamaremos cociente ca-
racteristico o razon caracteristica, nos permite clasificar los tipos de singularidades
elementales.

DF, =

= Si A € C\ R, entonces a la singularidad se le llama de tipo eliptico o
hiperbélico.

= Si A > 0, decimos que es un tipo nodo.

= Si A <0, entonces le llamamos punto silla.

= Si A =0, decimos que es un punto singular silla-nodo.

En los casos punto silla y nodo hay también una subclasificacion, si en estos casos el
cociente A € Q_ o bien A ¢ % € N, se dice que es un punto resonante (ver definicion
A11).

Para el caso de ecuaciones diferenciales lineales, tenemos que los valores propios
son un invariante analitico, como veremos a continuacion.

PrOPOSICION 3.1.4. Consideremos dos ecuaciones diferenciales lineales 2 =
Az y 2 = Bz , con A y B matrices complejas de dos por dos, analiticamente
equivalentes, entonces las matrices A y B son conjugadas en Mayo (C). Al ser A y
B conjugadas tienen los mismos valores propios.?

DEMOSTRACION. Como las ecuaciones diferenciales son analiticamente equiva-
lentes, existe un biholomorfismo h : C? — C2 tal que
Dh, Az = B (h(2))
Al ser h invertible en todo C2, tenemos que h (z) = Cz + ..., donde C € GL (2,C).
Asi la igualdad de arriba tiene la forma
Dh,Az=(C+..)Az=CAz+ ...
B(h(z))=B(Cz+..)=BCz+ ...
consecuentemente CA = BC, como queriamos demostrar. O
Gracias al resultado anterior podemos pensar a la matriz que define una ecua-
cion diferencial lineal como una matriz en su forma canénica de Jordan. Notemos

que la implicacion inversa también es cierta, ya que si son conjugadas la transfor-
macién lineal que las conjuga da la equivalencia analitica.

2Recordemos que # = (¢,9) donde z, ye C.
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OBSERVACION. Toda la teorfa que presentamos para campos vectoriales so-
bre variedades reales es vélida (con las modificaciones correspondientes) para cam-
pos vectoriales holomorfos sobre variedades complejas, esto gracias a que C pue-
de ser visto como el plano real. Si consideramos un campo vectorial complejo,
X, podemos pensarlo como una distribuciéon dos dimensional real, ya que X y
v/—1X son R—linealmente idependientes; con un célculo sencillo también vemos
que [X, iX] = 0. El dominio de las curvas integrales lo cambiamos de los intervalos
abiertos a dominios del plano complejo.

3.2. Foliaciones Holomorfas

Pensar en foliaciones de C2? es pensar en las soluciones de una ecuacién dife-
rencial (o en curvas integrales de un campo vectorial) sin sus respectivas parame-
trizaciones. El teorema de existencia y unicidad nos da una particién del espacio
ambiente por las curvas fase de dicha ecuacion diferencial, las curvas fase son sim-
plemente las soluciones pensadas sin parametrizacién, a esta particiéon del espacio
se le llama foliacion o en ciertos casos al espacio se le dice foliado, a las curvas
fase se les llama hojas de la foliacion o placas. Luego, el teorema de la forma cano-
nica de campos vectoriales conmutativos (el teorema de rectificacién) nos da una
vision local muy sencilla de esta particién del espacio, en efecto nos dice que cada
punto regular tiene una vecindad donde la foliacién se ve como un producto directo.

Siempre buscamos que los objetos con los que trabajamos tengan un aspecto
conocido, en el caso de foliaciones es la famosa foliacién estandar por placas de un
polidisco.

DEFINICION 3.2.1. La foliacién holomorfa estandar de dimensién uno compleja®
de un polidisco P = {(z,w) € C*:| z |[< 1, |w[< 1} es la unién ajena de discos
(abiertos), llamados placas

P= || Lu, Lu={z€C:z|<1}x{w}.

Jw|<1

DEFINICION 3.2.2. Una foliacién holomorfa F de un dominio U C C? (o de
manera més general una variedad dos dimensional compleja) es la particion de U =
| |Lo en subconjuntos disjuntos y conexos, llamados hojas, los cuales localmente

«
son analiticamente equivalentes a la foliacién estandar por placas.

Esta ultima equivalencia analitica significa que cualquier punto p € U admite
una vecindad abierta V' y un biholomorfismo h : V' — P, de V en el polidisco P,
que envia a las hojas locales L, NV de V en las placas L,, del polidisco P. En otras
palabras hay una biyecciéon entre las componentes conexas de la foliacién local

V= |_| (Lo, NV) con las placas del polidisco P = |_| L.
@ |w]<1

OBSERVACION. Una hoja de la foliacién puede ser conexa en una vecindad U
pero es posible que en una vecindad V C U no lo sea.

33e puede definir de manera analoga para mayor dimension.
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DEFINICION 3.2.3. Decimos que dos foliaciones F y F' holomorfas definidas en
los dominios U y U'respectivamente son equivalentes de manera analitica, topolo-
gica o formal si existe un biholomorfismo, homeomorfismo o serie formal invertible
h:U — U’ que manda las hojas de F en las hojas de F".

Recordemos que las curvas integrales maximas de un campo vectorial holomorfo
dan una foliacién del espacio ambiente gracias al teorema global de Frobenius 1.1.5.

La diferencia esencial entre foliaciones y campos vectoriales es que si bien las
hojas de una foliacién dada por un campo vectorial son soluciones de la ecuacién
diferencial definida por este, no tomaremos en cuenta su parametrizaciéon.

El teorema de rectificacién o el teorema de la forma canénica de campos vecto-
riales conmutativos, nos facilitan mucho el estudio de foliaciones sin singularidades
por lo que definiremos conceptos y herramientas utiles para el estudio de foliaciones
con singularidades, en particular para gérmenes de foliaciones holomorfas definidas
en vecindades del origen en C? con el 0 como tinica singularidad.

DEFINICION 3.2.4. Decimos que F es una foliaciéon holomorfa singular de U C
C?, si F es una foliacién holomorfa en U\ ¥, donde ¥ es un subconjunto analitico* de
U de codimensién dos, a este conjunto se le llama conjunto singular de la foliacion.
Puesto que el conjunto ¥ es de codimensién dos entonces estd conformado por
puntos aislados.

DEFINICION 3.2.5. Decimos que dos campos vectoriales holomorfos X € X (U),
X' € X (U’), cuyos conjuntos singulares son X, ¥'respectivamente, son orbitalmente
equivalentes si las foliaciones Fx y Fx/ que estos campos generan son analitica-
mente equivalentes. Esto es, existe una funcién holomorfa invertible h : U — U,
tal que h(X) = ¥/, y h, restringida a U \ ¥, manda las hojas de Fx en las hojas
de ‘FX/.

Entre todas las hojas de una foliaciéon singular holomorfa destacan aquellas que
contienen en su cerradura a los puntos singulares de la foliacién. Al ser cercanas
a los puntos singulares podemos rescatar en ellas ciertos comportamientos de las
hojas en relaciéon a la singularidad.

DEFINICION 3.2.6. Sea U un dominio de C2. A C' C U se le llama curva analitica
si existe una funciéon holomorfa f : U — C tal que C' es el conjunto de ceros de la
funcién f

C={peU]|f(p)=0}.

Y se dice que f define a la curva C.

DEFINICION 3.2.7. Dada una foliacion singular decimos que una hoja L es una
separatriz compleja de la foliacién si su cerradura L contiene a alguna singularidad
y resulta ser una curva analitica.

Definiremos un concepto que nos sera ttil en el estudio del comportamiento de
las hojas cercanas a un conjunto.

4Un conjunto analitico estd dado por los ceros de una funcién analitica.
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DEFINICION 3.2.8. Sean F una foliacién holomorfa en un dominio U C C? y
B C U un subconjunto arbitrario. Definimos la saturaciéon de B por las hojas de F
como la unién de todas las hojas que intersecan al conjunto B y se denota

Sat(B,F)= |J L
LeF,LNB#0D

En general la saturacion de algiin conjunto “simple” puede ser muy complicada.
Atn asi tenemos el siguiente resultado que puede ser pensado como la generalizacion
del teorema de dependencia de las soluciones de una ecuacién diferencial en las
condiciones iniciales.

LEMA 3.2.9. La saturacion de conjuntos abiertos es abierta. En particular, la
saturacion de la vecindad de un punto en una hoja contiene una vecindad abierta
de la hoja.

3.3. Holonomia

La nocién de holonomia en foliaciones intenta ser como el flujo para los campos
vectoriales, en el sentido del comportamiento de las soluciones (flujo) de una ecua-
cion diferencial asociada a un campo vectorial, ya que partir de esta transformacién
podremos ver la dindmica y comportamiento de las hojas en torno a una transversal
(pero nos da informacion no so6lo de la transversal sino de una vecindad de esta).

Introduciremos primero esta herramienta para la foliacién estandar y dado que
localmente (salvo en las singularidades) toda foliacion es biholomorfa a la estandar
vamos a poder dar la definicién de la holonomia para cualquier foliacion.

DEFINICION 3.3.1. Una transversal a una hoja L de la foliacion F de codimen-
sion m definida en U con punto base a es una funcion analitica 7 : (C™,0) — (U, a)
transversal a L en a, donde m = 1, 2. Esto es una funcion tal que

TT(p)U = dTp (Tp ((Cm, 0)) + TT(p)L.
En muchos casos pensaremos a una transversal como la imagen de 7.

En este trabajo solo nos enfocaremos en el estudio de foliaciones holomorfas de
(C2%,0) cuya codimensién es uno (en este caso particular son también de dimension
uno), por lo que las transversales serén transformaciones holomorfas 7 : (C,0) —
(U, a); asi que topologicamente hablando 7 ((C,0)) es como C.

Si F es la foliacion estdndar y 7,7’ son dos transversales basadas en puntos a
y @’ de la hoja Lo = {y = 0}°, entonces cualquier hoja L. suficientemente cercana
a Ly interseca en un tnico punto a ambas transversales. De esta manera podemos
definir una unica transformacion holomorfa A, -+ : (7,a) — (7, a’), mapea puntos
con la misma componente y. En las cartas dadas por las parametrizaciones de 7, 7/,
esta transformacion resulta ser el germen de una funcién holomorfa de Dif f (C,0)S.
Estas transformaciones cumplen la siguiente identidad

(4) AT,T” = AT’,T” o AT,T’

siempre y cuando los puntos base de las transversales estén en la misma hoja y sean
suficientemente cercanos.

5Ya que la interseccion de 7,7’ con Lo es transversal y por como esté definida la foliacion
estandar resulta que dicha interseccién es un solo punto.

6La definicién de esta transformacion se puede hacer de manera analoga para dimensiones
superiores.
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La identidad anterior nos sugiere pensar no sélo en la transformaciéon asociada
a dos transversales si no a toda una trayectoria. Es decir si L es la hoja de una
foliacion holomorfa y « : [0,1] — L es una trayectoria con puntos inicial y final
v(0) = a, v(1) = a’ respectivamente, definir la funcion holomorfa A, llamada
mapeo de holonomia con respecto a la trayectoria ~y. Usaremos una vez mas a las
transversales 7 y 7/ con puntos base a y a'.

Dado que [0,1] es un compacto podemos cubrir con una cantidad finita de
abiertos U; a la trayectoria «y ([0, 1]) (de tal forma que en cada abierto U; la foliacion
sea equivalente a la foliacion estandar). Entonces podemos insertar transversales 7;,
j=0,....,kg=7y 1 =17, alahoja L con punto base en la curva definida por ~,
de tal forma que la composicién

A’Y = AT’“*LT’C -0 AToﬂ'l : (T’ a) — (T/;Cl/)

sea un germen de transformacién analitica, a este germen se le llama mapeo de
correspondencia a lo largo de la trayectoria . Gracias a la identidad (4), la trans-
formaciéon A, no dependera de las transversales intermedias que escojamos, mas
aun no importa la trayectoria sino su clase de homotopia (con extremos fijos).

OBSERVACION. La construccion de los mapeos de holonomia corresponde a lo
que clasicamente se llama “continuacion de las soluciones de una ecuacion diferen-
cial a lo largo de una trayectoria™.

Escogiendo otro par de transversales con puntos base en los extremos de la
curva 7y resulta en la composiciéon de A, con dos biholomorfismos (uno a la derecha
y el otro a la izquierda), asi en cartas adecuadas, uno siempre puede llegar a que el
mapeo de correspondencia A, es la identidad. Esta situacién cambia drasticamente
si hay més de una clase de homotopia para las trayectorias con puntos iniciales y
finales a y @' (en particular también si a’ = a).

Sean a un punto de una hoja L € F, 7 : (C,0) — (U, a) una transversal a L
en a, y un lazo v € my (L, a).

DEFINICION 3.3.2. Definimos a la transformaciéon de holonomia asociada a ~y
Ay (1,a) — (T,0)
como la transformacién de correspondencia asociada al lazo ~.

El grupo de holonomia de una foliacién asociada a una hoja L es la imagen
del grupo fundamental 7, (L,a) en el grupo de gérmenes de difeomorfismos de la
transversal 7, Dif f (1, a).

Asi definido, el grupo de holonomia, es un subgrupo de Dif f (C,0) m6dulo una
conjugacion simultanea de todas las transformaciones de holonomia, independien-
temente de la transversal 7 o inclusive del punto base a € L. Este grupo resulta ser
un invariante de la foliacién y acarrea casi toda la informacién del comportamiento
de las hojas de la foliacién, cercanas a L.

Por la definicion del grupo de holonomia vemos que es importante basar la
transversal en una hoja con grupo fundamental no trivial, esto en foliaciones en
general no es sencillo pero para el caso de foliaciones holomorfas singulares es facil
escoger estas hojas, ya que las separatrices lo cumplen.

PRrROPOSICION 3.3.3. Consideremos dos foliaciones F y G analiticamente equi-
valentes y sea h el biholomorfismo que las conjuga. Si L € F es una hoja de la
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foliacion tal que h (L) = L' es una hoja de G, entonces para cualesquiera dos trans-
versales T, 7' basadas en puntos a y a’de L y L' respectivamente, los grupos de
holonomia correspondientes G C Dif f (1,a), G' C Dif f (7/,a’) son analiticamen-
te equivalentes.

DEMOSTRACION. Sea 7 una transversal a la hoja L con punto base a € Ly
7' = h (1), como h es un biholomorfismo y h (L) = L’ tenemos que 7’ es transversal
a L'. Si consideramos la restriccion de h a la transversal T tenemos que esta funcién
realiza la conjugacion entre dichos grupos de holonomia. Mas atn como el grupo
de holonomia no depende de la pareja (7/,a’) tenemos el resultado deseado. O

En general calcular explicitamente la transformacién de holonomia asociada a
una separatriz puede ser complicado, para ello tenemos los siguientes resultados que
al menos nos dicen cudl es el coeficiente de la parte lineal. Si bien podriamos pensar
que esto no es mucha informaciéon, en algunos casos con este coeficiente bastara
para describir la accion de dicho grupo en los puntos de la transversal.

El siguiente ejemplo nos mostraré que justamente el cociente caracteristico tiene
mucha relevancia en esta transformacion.

EjempPLO 3.3.4. Calculemos las transformaciones de holonomia de la foliacion
generada por las soluciones de la ecuacién diferencial lineal en C? definida por
(5}) =A <Z)) ,donde A = [3 2} € GL (2,C). Esta ecuacion diferencial tiene una
tnica singularidad aislada en el origen y dos separatrices complejas W = {z = 0} \
{0} vy Z = {w =0} \ {0}, los ejes coordenados sin el cero.

Al ser una ecuacion diferencial lineal sabemos que las soluciones son de la forma

ot (z,w)) = (e’\tz, e"w), teC.

Para calcular la transformacion de holonomia con respecto a la separatriz Z
necesitamos una transversal, escojamos a 7 = {(1, w) € (Cz} la cual es transversal
en el punto (1,0); requerimos también un lazo que no sea nulhomotdpico y esté
contenido en Z, para ello consideremos al lazo v = {(z,0) € Z | |z| = 1}. Dado un
punto p € 7 nos preguntamos para qué valores de t € C

p(t,p) e

Como p es de la forma (1, p2) entonces la soluciéon que pasa por p se ve de la siguiente
manera

(5) SD(tv (1ap2)) = (e)\tv eutPQ) .
Asi el problema anterior se reduce a ver que tiempo ¢ cumple que e = 1 esto pasa
si y s6lo si

At = log (e*) = log (1) = log (|1]) + iarg (1) = 2min, n € Z.
De la ecuacion anterior deducimos que el parametro ¢t buscado es de la forma,
‘= 2min

D

Sustitutyendo en la ecuacion (5) obtenemos que la transformacion de holonomia
A:T—Tes

A(l,p) = (l,e}%p) .
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Observemos que el cociente caracteristico § aparece en la holonomia y de hecho es
el que determina si esta transformacion es periddica, no periddica y en caso de ser
periodica qué orden tiene.

Para calcular la holonomia asociada a la separatriz W basta hacer el calculo
recién presentado.

El ejemplo 3.3.4 puede ser usado para crear foliaciones con transformaciones
de holonomia analiticamente equivalentes pero que las foliaciones no lo sean. Basta
escoger dos ecuaciones diferenciales lineales tales que el cociente caracteristico sea
el mismo pero los valores propios de la matriz no coincidan.

Habran casos donde el campo vectorial que define a la foliacién no tiene parte
lineal o la singularidad no es elemental, en estos casos tenemos otro método para
calcular el coeficiente de la parte lineal, se llama ecuacion de primera variacion.

Empecemos recordando el concepto de primera variacion de una ecuacion dife-
rencial ordinaria con respecto a una solucion.

Sea U C C? abierto y consideremos la ecuacién diferencial holomorfa

d
d%u = F(z,w)
definida en U. Supongamos que conocemos una solucion ¢ (z) de esta ecuacion
diferencial, tal que en el punto zg, ¢ (20) = wp, entonces dﬁ—(j) = F(z,¢(2)).
Consideremos ahora una familia de soluciones ® (z,w) que satisface
d®
T (z,w) =F (2,® (z,w)), P (20,w)=w.
z

Expandiendo ® (z,w) en serie de potencias alrededor del punto (zg,wp), con res-
pecto a la variable w, llegamos a la expresién

] .

D (z,w) =@ (z,wp) + g—i (z,wo) (w—wp) + ...+ %%(z,wo) (w—wo) + ...
ya que @ (zg,wo) = wo entonces por el teorema de existencia y unicidad @ (z,wg) =
¢ (2). A las funciones gji (z,wp) se les llama j — ésima variacion de la solucion ¢,
en este caso nos interesa analizar a la funcién ¢y (2) = g—i (z,wp) pues es la primera
variacion.

Si consideramos la derivada de ¢; con respecto de z se tiene que

dy 0%® 0
CT; (2) = 5o (zw) = <8wF(z,<I> (z,w))) (2,wo)

= Fu (2.0 (2)) 90 (21w0) = Fu (5,0(2)) 91 (2).

Asi, la primera variacion ¢; (z) satisface la ecuacion diferencial lineal

% (2) =Fy, (2,0 (2) 1 (2), ¢1(20)=1.

Y sabemos obtener sus soluciones, estas son de la forma

(z,0(2))
exp / F,dz|.
(z0,wo)
Una vez hecho esto, el método para calcular el coeficiente lineal de la transformacion
de holonomia es el siguiente.
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Si el campo vectorial X asociado a la ecuacion diferencial F se ve como X (z,w) =
A(z,w) % +w B (z,w) %, entonces {w = 0} es una separatriz de la foliacion y el
residuo

oF
e u (0
es la parte lineal de la holonomia asociada a {w = 0}. Veamos explicitamente como
OF
es 5o (2,0).
dw  wB(z,w)
F - 2\
(2, w) dz A(z,w)
entonces
OF 9 (wB\ _ A(wBy+ B)—wBA,
ow ow\ A ) A? ’
asi evaluando en el punto (z,0) tenemos

oF B (z,0)

%(Z’ )= A(z,0)

Por lo que para calcular la parte lineal de la holonomia con respecto a la separatriz

{w = 0} basta computar el residuo en z = 0 de %.

OBSERVACION. Si la singularidad es elemental entonces el resultado de la ecua-
cion de primera variaciéon y el cociente caracteristico coinciden.

Gracias a la construccion de las transformaciones de holonomia la 6rbita de
un punto estd contenida en la hoja donde éste se encuentra, nos gustaria que la
intersecciéon de una hoja con la transversal y la érbita bajo la transformacion de
holonomia coincidan, pues este no sera el caso para todas las foliaciones como lo
veremos en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3.3.5. Consideremos la foliacién singular holomorfa F en (C?,0) cuya
primera integral es el polinomio u (z,y) = 22 (z + y)° y*. Calcularemos la transfor-
macion de holonomia asociada a cada separatriz y después compararemos las 6rbitas
dadas por la holonomia con la interseccion de hojas con una transversal local basada
en dicha separatriz.

Como la foliacién F tiene primera integral u entonces estd dada por la siguiente
ecuacion diferencial

= (422 +y)° + 3 (0 + )7 2%")
g =22y (v +y)° +3(x+y) 2%y
Esta foliacion es orbitalmente equivalente a la siguiente:
t=zA(z,y) = — (4o (z+y) + 3zy) = z (—4z — Ty)
y=yB(z,y) =2y (v +y) +3zy =y (2y + 52).

Claramente los ejes (planos) coordenados Y = {x =0}, X = {y =0} son sepa-
ratrices de la foliacion. Y estas separatrices son las que usaremos para hacer los
calculos.

Primero consideremos a la transversal 7 = {(z,1) || z |< 0} de Y basada en
el punto (0,1). Sabemos que el coeficiente de la parte lineal de la transformacion
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de holonomia con respecto a la separatriz Y es €2 donde u es el indice de la
separatriz en cuestion. Este indice se calcula con la siguiente férmula.

A0,y) y(—4dz —Ty) y(de-Ty) _ p =Ty T

e = Res = Res = Res .
y=0yB (0,y) v—0 2y%+ bxy y—0 y (2y + 5x) y—0 2y 2
=0 =0

Como la foliaciéon es integrable entonces la holonomia asociada a Y es integrable y
por lo tanto periédica, proposicién 3.6.3, también sabemos que es analiticamente
linealizable. Sea h (z) = 2™ 7 la transformacion de holonomia linealizada, clara-
mente h? = Id, esto nos dice que la 6rbita de un punto z en la transversal 7 consta
de s6lo dos puntos.

Ahora para ver el nimero de puntos en 7 N'Y recordemos que las hojas de la
foliacion son las curvas de nivel de la funcién holomorfa u, por lo que basta ver
cuéntos puntos de la transversal 7 satisfacen u = ¢, con |¢| cercano a 0. Los puntos
de la transversal tienen coordenadas (x,1), sustituyendo en u tenemos

u(z,1)—e=a*(@x+1)>—c=0.
Ya que C es un campo algebraicamente cerrado tenemos que la ecuacién anterior
tiene exactamente 5 soluciones si ¢ # 0. Si usamos el criterio de la derivada, podemos
ver facilmente que v (z,1) no divide a u (z,1) por lo que las raices no se repiten

y al escoger € con norma suficientemente pequena todas caen en 7. El caso para
fijarnos en la holonomia asociada a la separatriz X es andlogo al anterior.

3.4. Resoluciéon de Singularidades

Esta seccion se dedicaré al estudio y presentaciéon de una herramienta funda-
mental para este trabajo

DEFINICION 3.4.1. Sea 0 € C2. La variedad M que se obtiene después de ez-
plotar el origen estd definida por las cartas

(z,2):V, — C*, donde z =

y
(w,y) : V,, — C?, donde w=7

y el cambio de coordenadas
$:V, NV, —V,NV,

(m,z)H(%,zx) .
La proyeccién canénica IT : M — C? est4 definida sobre las cartas como sigue:
:V, —C2 :V, —C?
(z,2)=(z,22)  (w,y)—(wy,y)-
Notemos que la proyeccién II es un biholomorfismo entre M\ 11! (0) y C2\ {0}. A
E =II! (0) comtinmente se le llama divisor exzcepcional de M. Por la definicién de

IT la imagen inversa del cero es el espacio proyectivo complejo de dimensién uno,
es decir una esfera.

DEFINICION 3.4.2. La explosién de una foliacién singular F de (C2,0) es la fo-
liacion singular holomorfa F/ = II* F de M extendiendo la preimagen de la foliacion
I~ ! (F) de M\ E a toda la variedad M. En el lenguaje de formas, si F = {w = 0}”
entonces la foliacion IT* F estd dada por {II*w = 0}, donde IT*w es el pull-back de
la 1—forma w por la funcion II, también se le llama jalar la forma w con II (para
ver un desarrollo mas profundo de este tema ver A.3.1 en la pagina 62).

Ver Apéndice A.3.1.
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Tenemos dos opciones para el divisor excepcional E: que este sea una separatriz
o que diferentes puntos de E pertenezcan a diferentes hojas de la foliacion F’'. En el
ultimo caso la mayoria de las hojas de F’ intersecan transversalmente a E en casi
todos los puntos, con la excepciéon de algunos puntos de tangencia y singularidades
aisladas de F'.

DEFINICION 3.4.3. Un punto singular p de una foliacién holomorfa F se llama
no dicritico si E = II7! (p) es una separatriz de la foliacién F' = II* F. En otro caso
al punto singular se le llama dicritico.

Genéricamente las singularidades de una foliacién holomorfa son no dicriticas,
las foliaciones dicriticas corresponden a casos donde la parte principal homogénea
del campo vectorial que define a F es degenerada.

Si F esta dada por la ecuacion pffafiana {w = 0} entonces tenemos la siguiente
presentacion del pull-back de la uno forma w, dicha presentacion nos ayuda en
ejemplos y problemas a la hora de hacer calculos explicitos.

PROPOSICION 3.4.4. Sea F = {w = 0} un germen de foliacion holomorfa sin-
gular en (C2,0). Por la construccion y definicion de la explosion tenemos que
F' ={lI"'w =0}, y siw(z,y) =a(x,y) de + b(z,y) dy entonces

Caso 1. En la carta (z,z), con z = £, [I"w = (a + 2b) dx + xbdz.

x

Caso 2. En la carta (w,y), con w = 7, II"w = yadw + (wa + b) dz.

DEMOSTRACION. Probaremos sélo uno de los dos incisos ya que sus demostra-
ciones son totalmente anédlogas.
Caso 1. Usando la definicién de pull-back tenemos que:

(Mw) (x,2) =w ([ (z,2)) = a(z,zz)dx + b(x,22) d(xz)
=a(x,zz)de+b(x,x2) (zdr + x dz)
= (a(z,zz) + zb(x,22)) de + 2 b (z,x2) dz.

Y la afirmacién esta probada. (I

OBSERVACION. Es natural preguntarse si es lo mismo resolver una singularidad
con lenguaje de formas diferenciales o con lenguaje de campos vectoriales. Vere-
mos que la respuesta a esta inquietud es afirmativa, asi que a lo largo del trabajo
usaremos la presentaciéon que nos convenga.

Sean a,b : C> — C funciones polinomiales tales que a (0,0) = 0 = b(0,0).
Ahora consideremos la forma diferencial w (z,y) = a(x,y) dz + b(z,y) dy y el

campo vectorial V definido por xy:—;lzggx;;/) . Es claro que w (V) = 0, por lo
que definen la misma foliacion. Si a(z,y) = }7°, (Xl oayziy?) v b(z,y) =

>0 (35 bijz'y?) entonces por la proposicion 3.4.4 tenemos que la 1-forma

@ = IT*w en la carta (x,z) se ve como (a(z,zz)+ zb(x,22)) de + zb(z,zz) dz,
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sustituyendo con lo de arriba tenemos

W= Z (Z a;jz' )]> +z Z (Z bija’ (xz)j> dx
Jj=0 §=0 \i=0
+x Z (Z bija’ (a:z)j> dz
=0 \i=0
Y (ia x’ﬂzJ) +z Z (Zb xl”zJ) dzx
7=0

+ <Zb 3:”723) dz

<

7=0
m n T S
=z Z (Z aijxi”_lzj) +z Z (Z bijx”j_lzj) dx
j=0 \i=0 =0 \i=0

(S (s

7=0

De la ultima igualdad tenemos que w es orbitalmente equivalente a

Z(zal i+i-1 >+zZ<Zb i1 ) iz + Zﬂ(;bw) 2

7=0

Ahora hagamos el desarrollo con la ecuacién diferencial dada por V, como z = £

entonces ¢ = £H

, sustituyendo obtenemos
& =-b(z,zz)

_ za(z,zz) + yb(z,22)
B 2

T
Desarrollando & tenemos

;) (mex Tz )— %(Zb xz“zj).

Y al desarrollar Z llegamos a

Z;'nzo (Z?:o aj;z’ (xz)j) +z Z;:O (Zf:o b’ (wz)J)

2t (i aiat) + 2 300y (35 bigatt27)

2:

x
usamos una vez mas que ¢ + j > 0 entonces

Z(za it )—i—zZ(Zb i )

7=0

Comparando el resultado para formas y para campos vectoriales vemos que en
efecto tenemos el mismo resultado.
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3.4.1. Teorema de Seidenberg. Un resultado muy importante en la Teoria
de resolucion de singularidades es el famoso teorema de Seidenberg. Si bien este
teorema se le atribuye a A. Seidenberg, fue un trabajo en el cual participaron I.
Bendixson, S. Lefschetz, A. Andreev entre otros. El enunciado de este teorema se
ha ido generalizando y para el caso de foliaciones analiticas se ha simplificado la
demostracion.

La utilidad de este resultado es grande ya que nos dice que dada una foliacion
holomorfa singular, siempre podemos simplificarla después de una cantidad finita
de explosiones en los puntos singulares; con simplificarla nos referimos a que todas
las singularidades sean elementales. Demostrar este teorema es muy laborioso y
técnico, no esta en los propositos de este trabajo, daremos solamente su enunciado.
Sin embargo si lo usaremos ya que en los teoremas de la siguiente seccién nos serd
de gran utilidad.

TEOREMA 3.4.5. (de Seidenberg) Para cualquier punto singular de una folia-
cion holomorfa F se puede construir una variedad de dimension dos compleja M con
una curva analitica D C M y una transformacion holomorfa = : (M, D) — (C2,0),
que es un biholomorfismo entre M\ D y (C?,0)\{0} y de tal manera que w*F tiene
solo singularidades elementales en el divisor D.

De forma mds precisa, la transformacion © que resuelve a la singularidad de
la foliacion F puede ser construida como la composicion de un nimero finito de
explosiones en los diferentes puntos singulares. El divisor D = 7= (0) es la unién
de una cantidad finita de lineas proyectivas, D;, que se intersecan transversalmente,
es decir D =\JD; y D; = CP*.

3.5. Holonomia Evanescente

Es natural preguntarnos si hay relacion entre el grupo de holonomia de la folia-
cién F asociado a una separatriz y el grupo de holonomia de la foliacion F después
de una explosién simple en el origen. En ciertos casos si hay relacién como veremos
posteriormente, pero antes definiremos un grupo de holonomia muy importante
para foliaciones holomorfas singulares no dicriticas.

DEFINICION 3.5.1. El grupo de holonomia evanescente de una foliacién singular
F no dicritica, con singularidad aislada, es el grupo de holonomia asociado al divisor
excepcional, que es una separatriz, L = E \ SingF’ donde la foliacién a considerar
es F' =1I*F.

Con el siguiente ejemplo veremos la utilidad de la resolucion de singularidades
y calcularemos el grupo de holonomia evanescente.

EJEMpPLO 3.5.2. kUsaremos a la foliaciéon inducida por la funcién holomorfa
u(z,y) = y* — 2° para mostrar la utilidad de la resolucién de singularidades y
calcular el grupo de holonomia evanescente, la primera nos ayudard a encontrar
una separatriz escondida.

Consideremos la uno forma diferencial w = du.w (z,y) = 2y dy — 322 dz. Haga-
mos la explosién en el origen, la tnica singularidad.

En la carta (v, y), x = u'y, se ve como

—3uly? du’ + (2 — 3uy) dy
Vemos que la ecuacion en esta carta no tiene puntos singulares, por lo que ya no
podemos analizar la ecuacién desde estas coordenadas..
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Nos fijamos ahora en la carta (x,u), y = zu, la resolucién se ve como
(731 + 2u2) dx + 2zu du.

El origen, en (x,u), si es punto singular pero su parte lineal sigue teniendo radio
caracteristico igual a cero, volvamos a explotar.

Consideremos primero la explosion en la carta (z,v’), u = xv’, la forma dife-
rencial tiene la siguiente presentacién

(-3+ 4xv’2) dx + 2220 dv'.

Como el (0,0) no es punto singular no obtendremos més informacién en esta carta,
analicemos la otra.
En las coordenadas (v, u) con & = vu tenemos la siguiente 1-forma

(73vu + 2u2) dv + (731}2 + 41}u) du.

Podemos volver a explotar el punto singular (0,0), ya que no tiene parte lineal la
ecuacion.
En la carta (z,u), v = zu, se ve como

(—32u + 2u) dz + (62 — 62%) du.
Y en la carta (v, w), v = vw tenemos lo siguiente
(6w? — 6w) dv + (4vw — 3v) dw

En ambos casos la ecuacién tiene parte lineal diagonal con valores propios distintos
de cero, analizaremos los tres puntos singulares y veremos que nos dicen con respecto
a la foliacion original.

Primero analicemos la carta (z,u) tenemos dos singularidades el origen, (0, 0),
y el punto (1,0). La ecuacion diferencial en el origen se ve como

()= (3 2) )+ ()

Vemos que hay dos separatrices {z = 0} y {u = 0} la primera corresponde al eje
y en la ecuacién original y la segunda al divisor excepcional. También podemos
rescatar el radio caracteristico para la transformacién de holonomia asociada al
divisor excepcional, este es %6 = _Tl Veamos ahora que sucede con el punto (1,0),
el cual tiene la siguiente matriz asociada a la parte lineal

<—6+12z 0 > (6 0)
—3u 2—3z (1.0) 0 -1

Por este punto pasan dos separatrices {u = 0} y {z = 1}, la dltima corresponde a
la curva {y? — 2® = 0}que tiene pendiente 1 cercana al origen, ya que z = ﬁ—; La
razén caracteristica de esta singularidad es _Tl.

Para la carta (v, w) podemos usar el mismo razonamiento y el hecho que w = %,
gracias a esta condiciéon sabemos de antemano que (0, 1) es un punto singular. Sélo
basta analizar el punto (0,0), el cual tiene la siguiente ecuacion diferencial

()= (0 %) () (o).

Por este punto pasan dos separatrices, el divisor excepcional, {v = 0}, y {w = 0},

el eje = (una vez proyectemos). El cociente caracteristico de este punto es _71
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Ya que la foliaciéon es integrable podemos suponer que las funciones de holono-
mia, con respecto al divisor excepcional, son lineales entonces el grupo de holonomia

.1 . —1 - —1 .
evanescente, H, esta generado por {ezmTt, e2™ 5 ¢t 627”71?} como estas funciones
conmutan y ademéas H es ciclico, pues es integrable, entonces H = <627” 6 t>.

Al igual que el grupo de holonomia, el grupo de holonomia evanescente es un
invariante de la foliacion. Presentaremos un caso donde la equivalencia analitica de
un grupo de holonomia evanescente con otro implica la equivalencia analitica de las
foliaciones correspondientes.

TEOREMA 3.5.3. Consideremos dos foliaciones holomorfas singulares no dicri-
ticas F, G de (C%,0), cada una con un nimero finito de singularidades hiperbolicas
después de una explosion en el origen (coincide el nimero de singularidades) y que
los indices de las separatrices coincidan®. Con estas hipétesis la equivalencia ana-
litica de sus grupos de holonomia evanescente implica la equivalencia analitica de
las foliaciones.

DEMOSTRACION. Sean F' = II{F, G’ = 115G las foliaciones después de una
primera explosion y Xz = {p1,....,0n}, Xg' = {q1, ..., n} sus conjuntos singulares
respectivamente. Que cada singularidad sea hiperbodlica significa que su cociente
caracteristico no es real, esto nos dice que los valores propios asociados a cada
singularidad estan en el dominio de Poincaré, entonces por el teorema A.1.4 de
Poincaré para cada singularidad existe una vecindad donde podemos pensar al
campo vectorial sélo como su parte lineal, y ya que los valores propios son distintos,
la matriz asociada a la parte lineal es diagonalizable. Esto permite expresar de una
manera sencilla la foliacién alrededor de cada punto singular. Genéricamente se ve
asi el campo vectorial asociado a la foliacién en vecindades de cada punto singular.

\ 0 0
Z@ + uw%.
La presentacion anterior nos dice que por cada punto singular pasan sélo dos se-
paratrices y ya que E es una separatriz comun tenemos a lo més n separatrices
(ademas del divisor excepcional), también nos dice que las soluciones, con condi-
ciones iniciales (z,w), son de la forma

(e)‘tz, e“tw) , teC.

Ahora consideremos una transversal 7 con punto base en E \ Y. Dado que las
soluciones son de esa manera siempre podemos ver que, en efecto, todas las solu-
ciones intersecan a la transversal 7. Un argumento més visual de este razonamiento
es el siguiente, para cada punto en E \ Xz escojamos la vecindad dada por el teo-
rema de rectificacion, esto nos da una cubierta abierta de E \ Xy simplemente
completamos la cubierta con vecindades para cada punto en ¥z pero como E es
compacto entonces existe una subcubierta finita, la refinamos de tal manera que la
subcubierta sea una bola que contiene a E. Esto nos dice que la saturacién de la
transversal es una vecindad abierta de E.

Sea H el grupo de holonomia evanescente asociado a F’ en la transversal 7, el
grupo H no es integrable pues los cocientes caracteristicos no son racionales, en-
tonces por el lema 2.4.6 cualquier pseudogrupo asociado a H tiene una cantidad no

8Nos referimos a los coeficientes de la ecuacién de primera variaciéon con respecto a cada
separatriz.
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numerable de orbitas no periodicas. A partir de todo el analisis anterior podemos
decir que la equivalencia analitica entre los grupos de holonomia evanescente la po-
demos extender a toda la saturacion de la transversal, salvo quiza a las separatrices
y a los puntos singulares. Para extenderla a la separatrices usamos el teorema A.2.3
de extension de Riemann. Después proyectamos con II; y IIp a las foliaciones F’
y G'respectivamente. Dado que estas proyecciones son biholomorfismos (fuera del
punto singular y el divisor excepcional) tenemos que la equivalencia analitica de las
foliaciones se preserva, ahora so6lo nos resta extender dicha equivalencia con el teore-
ma A.2.1 de singularidades removibles. De esta manera construimos la equivalencia
analitica de las foliaciones F y G. |

3.6. Foliaciones Integrables

DEFINICION 3.6.1. Una foliacién singular F = {w = 0} en (C?,0) se dice inte-
grable , si existe un gérmen de funcién holomorfa, no constante, u € O ((CQ, O) tal
que du Aw = 0.

Equivalentemente, el germen de un campo vectorial X € X(C?,0) es integrable
si existe una funcién analitica no constante tal que Xu = 0. En ambos casos a la
funcién u se le llama primera integral, o simplemente integral de la foliaciéon F.
En el caso que la funcién u sea una serie formal decimos que F es formalmente
integrable.

Cada hoja de una foliaciéon integrable estd contenida completamente en una
curva de nivel {u = cte.} de la primera integral y por ende todas las hojas son
curvas analiticas en (C2,0).

El proximo lema nos da un primer acercamiento de la utilidad del grupo de
holonomia de una foliacién.

LEMA 3.6.2. (de saturacion). Cualquier germen de funcion analitica uw € O (1, a)
que sea integral del grupo de holonomia G C Dif f (7,a), es decir wog = u para todo
germen g € G, se extiende de manera inica como una funcion holomorfa definida
en una vecindad abierta V' de la hoja L > a y es constante a lo largo de las hojas
de la foliacion F en la vecindad V.

DEMOSTRACION. Sea b € L cualquier punto en la hoja, y consideremos una
trayectoria «y : [0,1] — L tal que v (0) = by v (1) = a. El mapeo de corresponden-
cia A, nos permite traducir al germen u (bajo continuacién analitica) a una funcién
analitica v’ = wo A, constante en las hojas de la foliacion F. Esta extension, u’ asi
definida, depende en una primera instancia de la eleccion de la trayectoria ~y; en-
tonces si 6 es otra trayectoria con los mismos extremos, la extension va a diferir por
la continuacién analitica del germen u o g, donde g = Ay, -1 es la transformacién
de holonomia asociada al lazo § o y~! € 7 (L, a); ademds por hipétesis u o g = u,
ya que g € G.

Por otra parte tenemos la siguiente igualdad

AVES AGO(V—lo’y) = A(Go'y—l)o'y = A@cvy_l © A’y =go A’Y'

Solo nos basta ver que u o A, = uo Ay y asi la extension de la funcién u no
dependeré de la trayectoria elegida. Efectivamente, utilizando la igualdad de arriba
tenemos

uoAg=uo(goA,)=(uog)oA, =uoA,
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Es decir el resultado de la continuaciéon analitica sera el mismo para cualquier punto
b € Ly asi podemos extender la funciéon v de manera tnica y holomorfa en una
vecindad de la hoja L de tal forma que dicha extensiéon es constante a lo largo de
las hojas de la foliacion F. O

Ahora tenemos un resultado “reciproco” al anterior, la idea en el fondo es res-
tringir la integral a la transversal y ver que dicha restriccién es también una integral.
Estos resultados en parte dan una idea de por qué a algunos de los grupos de gér-
menes de difeomorfismos se les llama integrables.

PROPOSICION 3.6.3. Si F es una foliacion formalmente integrable entonces
las transformaciones de holonomia, asociadas a cualquiera de las separatrices, son
formalmente integrables y mds ain, el grupo de holonomia evanescente también lo
es. Este resultado es un poco mds fuerte puesto que dichas transformaciones resultan
tener una integral analitica, esto es gracias al teorema 2.3.6.

DEMOSTRACION. Sea la serie formal @ € C|[[z,y]] la integral formal de la fo-
liacion, y consideremos también a la transformacion de holonomia, h, asociada a la
transversal T con punto base en la separatriz S. Recordemos que si p € T entonces
h(p) € 7 y més atn, estan en la misma hoja. Fijémonos en la restricciéon /., por
el recordatorio anterior podemos deducir que 4|, o h (p) = 4|, (p), Vp € T, en otras
palabras 4|, es integral de h.

Ahora para ver que el grupo de holonomia evanescente es integrable considere-
mos al pull-back 4* = IT*4 y a F/ = IT*F. Como la derivada exterior y el pull-back
conmutan (ver apéndice A.3.1) entonces 4* es integral formal de F’. Usando el
argumento dado en la primera parte de la prueba vemos que si § es una transversal
con punto base en E\ X y g; es la transformacion de holonomia asociada a (E, 4, ¢;),
donde ¢; € X, entonces 4*|5 es integral de g;, j = 1,..., n y como H, el grupo de
holonomia evanescente, estd generado por {gi, ..., gn }, entonces 4*|s es integral para
cualquier g € H . De lo anterior concluimos que H es formalmente integrable. [

El siguiente teorema nos da una visiéon local muy geométrica del comporta-
miento de los campos vectoriales, la demostracién no la daremos pero puede ser
consultada en [13].

TEOREMA 3.6.4. (Hadamard-Perron). Sea F (z) = Az + V (z) un campo vec-
torial holomorfo tal que el punto singular de la parte lineal de F, Fy(z) = Az,
es hiperbolico; sean LT los subespacios invariantes (eigen espacios) determinados
por Fy. Entonces la ecuacion diferencial & = F (x) tiene dos variedades holomorfas
invariantes (separatrices) W tangentes a los subespacios LT,

LEMA 3.6.5. Dada una foliacion singular holomorfa hiperbdlica F cuya razon
caracteristica \, es tal que ReA < 0, la saturacion Sat (1, F) de cualquier transver-
sal asociada a cada separatriz llena un complemento de la otra separatriz, en una
vecindad suficientemente pequena del punto singular 0 € C2.

DEMOSTRACION. Con las hipotesis presentadas se cumple el teorema de Hadamard-
Perron, y gracias a eso sabemos que la foliacion F tiene dos separatrices complejas.
Y la ecuacion diferencial asociada a F , en coordenadas apropiadas, tiene la expre-
sién
dy _y

= +elzy), =(0,00=0.
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Podemos suponer sin pérdida de generalidad (ya que se pueden reescalar las varia-
bles) que la ecuacién de arriba esta definida en el bidisco

U={(z,y) eC?|lz|<1,|yl<1}

la transversal 7 es un disco, 7 = {| z |= 1, | y |< ¢}, y la funcion ¢ esta acotada en
U por

1
|€(m,y)|<§|Re)\|.

Nos fijamos en un punto (z,yo) de U que no esté en el y—plano, xy # 0, y en una
trayectoria « en el eje x que una xg con 1 = 1 y consideremos su levantamiento a
la hoja, L, que pasa por el punto (zo,yo). Basta notar que L queda contenida en
el bidisco U. Esto lo podemos ver haciendo el siguiente calculo:
2 = = = 2

d ‘;;' = % =L +e@y)+ Z0+ely) = 2%1%@@“(17,@/)) <0.
Lo anterior nos dice que la hoja L interseca a la transversal 7 C {x = 1} en algan
punto (1,y1), | y1 |< 0, es decir la hoja L pertenece a la saturacion de 7. O

COROLARIO 3.6.6. Sean F una foliacion holomorfa singular hiperbolica y S € F
una separatriz. Si la transformacion de holonomia f € Dif f (1,a), con a € S, es
integrable, entonces cualquier integral ug € O (7,a) de [ se extiende a una integral
analitica de la foliacion.

DEMOSTRACION. Gracias el teorema 3.6.4 sabemos que F tiene otra separatriz,
llamémosla S’. Por el lema de saturacion 3.6.2 tenemos que uq se extiende de manera,
analitica como una integral de la foliacion en el complemento de S, (C2,0)\ S, sea
u dicha extension. Como S’ es el germen de una curva analitica y tiene codimension
uno podemos usar el teorema de extension de Riemann, asi u se extiende de manera
holomorfa a toda la foliacion F. (]

PROPOSICION 3.6.7. Una foliacion F es integrable si y sélo si F' = II*F es
integrable en una vecindad del divisor excepcional E.

DEMOSTRACION. Usaremos las propiedades de las uno formas diferenciales y
sus operaciones para hacer una demostraciéon més sencilla. Si bien la idea del enun-
ciado es clara, la demostraciéon no nos proporciona mas detalle al respecto por eso
se opta por una demostracién algebraica.

Primero veamos qué pasa cuando F es integrable. Sean w una 1-forma tal que
F ={w=0}yue O(C?%0) una integral de F. Por la definicién de integral de una
foliaci6n tenemos que du A w = 0 y por las propiedades del pull-back y derivada
exterior IT*(du Aw) = II* (du) ATT*w = d(IT*u) AIT*w y ya que du Aw = 0 esto nos
dice que d(IT*u) A IT*w = 0, asi IT*u es una integral de IT*w y este tltimo es la uno
forma que define a IT* F. El pull-back IT*u no es idénticamente cero pues la primera
integral u no lo era y II es un biholomorfismo entre (C2,0)\ 0y M\ E.

Ahora supongamos que F' es integrable en una vecindad de E. Sabemos que
F' esta dada por IT*w para alguna w 1-forma en (C2,0) y por hipotesis existe
v € O (M,E) integral de F’. Como II es un biholomorfismo entre (C2?,0)\ 0y M\E
tenemos que voII~! es integral de F\ 0 y por el teorema de extensiéon de Riemann
la integral se extiende a todo (C2,0). O

La idea del enunciado es realmente clara pues ya que II es un biholomorfismo
fuera de las partes singulares y I (E) = 0 esto lo que nos dice es que la foliacion en
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la explosiéon es basicamente la misma que la foliacién original solo que “inflamos” el
punto singular.

TEOREMA 3.6.8. Sea F una foliacion holomorfa singular integrable en (C2,0).
Entonces la foliacion F cumple las siguientes dos afirmaciones:

1. Si U C (C?,0), es una vecindad del origen entonces las hojas de F son
cerradas en U \ {0}.
2. A lo mds un nidmero finito de hojas se acumulan en el cero.

DEMOSTRACION. 1. Sean u € O ((CQ, 0) una primera integral de la foliacion y
L € F una hoja. Ya que F es integrable existe una constante ¢ € C tal que

u(L) =c.

Supongamos que c es distinto de cero, entonces L es una componente conexa de
u™! (¢) entonces es un conjunto cerrado. Si ¢ = 0 tenemos que L es una componente
conexa de (C2,0) \ {0}, con lo que se sigue el resultado.

2. Sea L una componente conexa de 1 (0)\{0} y consideremos una transversal,
7, a la hoja L basada en un punto p € L. Como u es una funcién no constante, la
restriccion u|, es una funcién holomorfa no constante en 7, esto nos dice que p es
el tnico cero, aislado, de ul,. El andlisis previo nos dice que en L no se acumulan
hojas, en particular no se acumulan otras componentes conexas de u~! (0) \ {0},
las cuales son las tinicas candidatas a acumularse en el origen. (]

OBSERVACION 3.6.9. El teorema 3.6.8 nos da propiedades restrictivas acerca de
las foliaciones integrables, por ejemplo: los puntos singulares tipo nodo, foco y silla-
nodo no pueden ser integrables debido a la acumulacién de las hojas no singulares
en el origen, dicho de otra manera, si la razén caracteristica A > 006 A € C\ R
entonces la foliacién no es integrable.

TEOREMA 3.6.10. Supongamos que todas las singularidades de la foliacién F' =
II*F son elementales. F es integrable si y solo si

1. El grupo de holonomia evanescente H de F' es integrable.

2. Todas las singularidades de F' son de tipo silla compleja con razones carac-
teristicas negativas.

DEMOSTRACION. Primero demostraremos la suficiencia, la cual es una escalera
descendente de resultados previamente probados. Si la foliacion F es integrable
entonces, su blow-up, F’ es integrable y a su vez el grupo de holonomia evanescente,
H, es integrable (como grupo), proposiciéon 3.6.3. Al ser H integrable es un grupo
ciclico finito. Sea el germen h(z) = >z + o (22) un generador de H, como el
orden de h es finito entonces el coeficiente de la parte lineal tiene que ser una raiz
de la unidad, esto nos dice que 6 € Q y tenemos dos casos:

e 0 > 0 caso nodal y silla nodo.

Este caso no es posible en virtud de la observaciéon 3.6.9.

e 0 < 0 caso silla.

Como 6 esta en Q éste es el tnico caso posible, por tricotomia.

Ya que el grupo H contiene a la transformacion de holonomia asociada a cada
punto singular de la foliacion F’ esto nos dice que cada transformacion tiene una
raiz de la unidad como coeficiente lineal, digamos e2™*% y cada 0; es una razon
caracteristica, multiplo entero positivo de 6 por lo que §; < 0 para toda j. Con lo
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que tenemos el resultado deseado. Inversamente, podemos pensar que el grupo H
contiene solamente gérmenes lineales y que f es un generador de H, esto gracias al
teorema 2.2.4. Podemos también suponer que la funcion analitica u (z) = 2/l es
una integral del grupo H, y por lo tanto u o f = u.

Por el corolario 3.6.6 tenemos que la funcién v se extiende como una integral
local, en alguna vecindad de cada punto singular. Pero ya que el grupo de holonomia
evanescente no depende de la transversal, siempre y cuando ésta no tenga base en
un punto singular, podemos extender a u como una integral en una vecindad del
divisor excepcional, por lo que la foliacién F es integrable. (]

DEFINICION 3.6.11. Una foliaciéon F en (C2, 0) se dice simple si cumple lo
siguiente

a) Todas las hojas son cerradas en (C?, 0) \ {0} (con la topologia relativa).

b) Sélo una cantidad finita de hojas contienen al punto singular, 0 € C?, en su
cerradura.

OBSERVACION. Si el punto singular no es tipo silla entonces la foliacién F no
es simple.

TEOREMA 3.6.12. (de Mattei-Moussu). Sea F una foliacion singular en (C2, 0).
Si la foliacion F es simple entonces es integrable.

DEMOSTRACION. La demostracion se hara por induccion sobre el nimero de ex-
plosiones necesarias para desingularizar la foliacion, esto se puede gracias al teorema,
de Seidenberg. Este teorema también nos dice que en un numero finito de explosio-
nes llegamos a que las singularidades, después de todo el proceso, son elementales,
entonces podemos suponer de inicio que 0 ya es una singularidad elemental. Ya vi-
mos que si el origen no es una singularidad tipo silla entonces la foliacién no puede
ser simple. Para el caso base de la induccién tenemos que el origen es tipo silla y
F es una foliacién no dicritica pues si fuera dicritica una cantidad infinita de hojas
se acumularian alrededor del 0 contradiciendo que F es simple.

Sea f una trasformacién de holonomia asociada a alguna separatriz entonces
tenemos dos casos: f es periddica o no lo es; si la holonomia f es periddica entonces
es integrable y por el corolario 3.6.6 la foliacion F también es integrable. Si f es
no periodica entonces por el lema 2.4.6 hay una cantidad no numerable de hojas
acumulédndose alrededor del 0 contradiciendo el hecho de que F es simple. Por lo
que el orden del germen f no puede ser infinito. Asi el caso base esté probado.

Puesto que F es una foliacién no dicritica tiene sentido pensar en la foliacion
que resulta después de hacer el proceso de resolucion de singularidades, ademés al
ser no dicritica s6lo hay un namero finito de singularidades aisladas ¥ = {ay, ..., a,}
en [E. Ahora, supongamos que JF no es integrable pero la explosiéon en el origen, la
foliacion IT* F, si lo es en cada una de sus singularidades.

Sea T una transversal, a E, con punto base p en E \ ¥; consideremos al grupo
de holonomia evanescente H < Diff (r, p). Este resulta ser integrable ya que
estd generado por las transformaciones de holonomia de cada singularidad, con
respecto a la transversal 7. En efecto, si no fuese integrable entonces habria una
cantidad infinita no numerable de 6rbitas no periddicas acumulandose en el divisor
excepcional, E, contradiciendo el hecho que la foliacién F sea simple. Como el grupo
H es integrable sea la funcién ug su integral.

Generaremos un subgrupo H < G < Dif f (7, p), (es posible que G = H) que
recopile toda la informacion de la intersecciéon de las hojas con la transversal 7,
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hacemos esto para poder definir la extensién analitica de una funcién, que seré una
integral de la foliacion IT*F (tomamos estas precauciones por lo visto en el ejemplo
3.3.5). Por hipotesis de induccion la foliacion II*F es integrable alrededor de las
singularidades, sea cada wu; la integral de la foliacién en una vecindad del punto
singular a;. Si h; es la transformaciéon de holonomia asociada al punto singular a;
entonces u; |, es una primera integral del germen h;; fijémonos ahora en las funciones
fi donde
(fi) = Suilr’ ie{l,...,n}.

Consideremos también al germen fo, con Sy, = (fo). Ahora si, definamos al grupo

G = <f0, ceey fn> 3

de la definicién se sigue H < G, y para ver que G es un grupo integrable se usa el
mismo argumento (acumulacion de hojas en E) que en el caso de la integrabilidad
del grupo de holonomia evanescente, H. Como G es integrable tenemos que es un
grupo ciclico finito, es decir existe f tal que G = (f); ademds, como el germen f es
analiticamente linealizable podemos suponer que estamos en cartas donde f es una
funcion lineal, entonces una integral para f serd u, (z) = z/“I; 1o que nos gustaria
hacer ahora es, extender a u, en una vecindad de E y claro, tal que dicha extensién
fuera una integral de la foliaciéon IT*F. Al ser G conmutativo podemos extender
u, como una funcion univaluada en una vecindad de E \ X, esto ya que H es una
representacion de 71 (E) y w, es invariante bajo H, también para cada transversal
7 (con punto base en E \ X) tenemos que

ur (Le N T) = cte.,

as{ si u es una extension analitica de u, serd constante en las hojas de IT*F .
Tal extension sélo nos falta definirla en ¥ y esto es posible gracias al teorema de
extension de Riemann, pues el conjunto singular ¥ esta conformado por un ntimero
finito de puntos. Después de definir a u en el conjunto singular, resulta ser una
integral de la foliacién en una vecindad de E, y por lo que la foliacién F es también
integrable. O

TEOREMA 3.6.13. (de Mattei-Moussu). Si F = {w = 0} es una foliacion holo-
morfa en ((CQ, O) formalmente integrable (con integral distinta de 0) entonces existe
una primera integral holomorfa de F.

DEMOSTRACION. La prueba de este teorema reside en ver que una foliacién
holomorfa formalmente integrable es simple de ahi gracias al teorema 3.6.12 tenemos
que la foliacion serd integrable.

Se hara por inducciéon sobre el nimero de explosiones necesarias para llegar a
una completa desingularizacion del punto singular.

Ya probamos que una singularidad elemental es simple si y s6lo si tiene cociente
caracteristico A < 0 y si las transformaciones de holonomia asociadas a las sepa-
ratrices, analiticas, son periodicas (por tanto integrables). Gracias a la proposicion
3.6.3, si F es formalmente integrable entonces las transformaciones de holonomia
asociadas a las separatrices son integrables y periddicas, de aqui obtenemos que
A < 0. Con esto tenemos el caso base de la induccion.

Ahora para el paso inductivo consideremos una foliacion F formalmente in-
tegrable, ésta es necesariamente no dicritica. Al hacer una explosién en el punto
singular tenemos que todas las singularidades en E son aisladas. Si nos fijamos lo-
calmente en las foliaciones de cada uno de los puntos singulares son necesariamente
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simples, por la hipétesis de induccién; lo anterior nos dice que por cada singulari-
dad hay solo una cantidad finita de hojas que la contienen en su cerradura. Para
ver que F' = ITI*F es simple veamos que el grupo de holonomia evanescente H de
F es integrable, como F es formalmente integrable, por la proposicion 3.6.3 , H
es formalmente integrable y por tanto analiticamente integrable, esto nos dice que
H es ciclico finito; al ser de esa manera no hay posibilidad que haya una cantidad
infinita de hojas acumulandose en E ya que dada una transversal con base en a ¢ ¥
no existe una hoja que la intersecte un numero infinito de veces de manera no pe-
riodica pues H es integrable. Consecuentemente F' es simple y esto implica que F
también es simple y por el teorema de Mattei-Moussu es integrable. O

El resultado anterior nos da una vision méas amplia de lo que significa para
una foliacion ser integrable (en cualquiera de sus formas), a pesar que su integral
sea una serie formal hay restriccién en el comportamiento de las hojas, éstas no se
acumulan en la singularidad indiscriminadamente.

DEFINICION 3.6.14. A la integral de una foliacién se le llama primitiva si todas
sus curvas de nivel, las hojas de la foliacién, son conexas.

PROPOSICION 3.6.15. Si u es una integral primitiva de una foliacion F, en-
tonces cualquier otra primera integral v de la foliacion es de la forma v = fou ,
donde f € O(C,0) es un germen no constante.

TEOREMA 3.6.16. Toda foliacion holomorfa singular que sea integrable admite
una integral primitiva.

DEMOSTRACION. Sea F una foliacién integrable y la funcién holomorfa w :
(C%,0) — (C,0) su integral, supongamos que no es una integral primitiva pues si
lo és, ya acabamos.

Consideremos los siguientes conjuntos, estos nos ayudaran para la construccion
de un fibrado holomorfo:

e La imagen inversa del valor critico 0, ¥ = u~! (0) este conjunto contiene a lo
maés una cantidad numerable y no vacia de hojas de la foliacién.

e Una bola centrada en el origen, B C (C?, 0) de tal forma que la frontera de
B, OB, es transversal a la fibra u=! (0).

e Un disco D C C tal que 0 € D y el origen es el unico valor critico de u en D,
suponiendo lo anterior tenemos que 0 € u~! (D) es la tinica singularidad.

Definamos al conjunto M como la intersecciéon de la bola B con la preimagen
de el disco D, M = (u~' (D) N B) C (C?, 0).

Observacion. Como la funcion u es continua, tenemos que imagen inversa de
cerrados es cerrada, esto nos dice que el conjunto M al ser la intersecciéon de un
cerrado con un compacto (la bola B es compacta) es un conjunto cerrado y acotado,
por lo tanto compacto. Y como los conjuntos cerrados en espacios compactos (y
Hausdorff) son compactos, u resulta ser una funcién propia.

Al disco D lo podemos escoger de tal forma que u : M — D sea una funcion
sobre (la manera de escoger a D es simplemente encogiéndolo lo necesario). El unico
valor critico de la funcion u restringida a M es el origen, entonces u : M — D\ {0}
es una submersion.

Esta observacion y el teorema de Ehresmann 1.0.12 nos dicen que u : M —
D\ {0} es un haz diferenciable (en este caso particular, holomorfo).
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Ahora bien, podemos suponer que D es el disco unitario, en caso contrario
multiplicamos a u por la constante A\, donde 1/ es el radio del disco D. Conside-
remos a la fibra regular X; = u~! (1). Al ser u una funcién analitica y su dominio
de definicién, M, un compacto, tenemos que X; contiene una cantidad finita p de
componentes conexas. Entonces la fibra X; es el conjunto {Cy, C1, ...,Cp—1}, y cada
elemento C; es una componente conexa de X;.

Definimos a la trayectoria v : [0,1] — 9D, dada por v (t) = e asi la
imagen de gamma es la circunferencia unitaria, v [0,1] = D = S' y a la funcién
Ay, t € v[0,1] como la continuacién analitica de la fibra X; a la fibra X; a lo
largo de la trayectoria ~ .

Al ser w : M — D\ {0} un haz diferenciable tenemos un difeomorfismo
entre las fibras X; y Xy, el cual manda componentes conexas en componentes
conexas. Definamos a A := A; ;) como la continuacion analitica de la fibra X;
a ella misma a lo largo del circulo unitario, claramente es un difeomorfismo de
X1 en X;. Al ser A un homeomorfismo permuta (o deja fijas) las componentes
conexas de X;. Es decir, A (Cj) = C,(;), donde o es una permutacién del conjunto
{0, 1,..., p— 1}. Abordaremos el caso donde A si permuta las componentes conexas
de la fibra regular X7, si no las permutase la construccion de la integral primitiva que
haremos a continuacién también abarca ese caso, con las modificaciones necesarias.
Podemos pensar a la permutacién o € S, donde S, es el grupo de permutaciones
de p elementos; primero veremos que dicha permutaciéon o es un p-ciclo (un ciclo
de longitud p). Para ver esto definimos una trayectoria « : [0,1] — M de tal
manera que la intersecciéon con la fibra singular es vacia, @ [0,1] N = @ (esto es
posible gracias a la libertad que nos da el tener dos dimensiones complejas, cuatro
reales); el inicio de la trayectoria « (0) € C, y el final a(1) € C' con C, C" € Xy,
C # (' componentes conexas distintas de la preimagen del valor regular 1. Unas
de las propiedades a notar son las siguientes: el inicio y el final de la trayectoria
« evaluados en la integral u tienen el mismo valor, pues estidn en la misma fibra,
u(a(0)) = u(a(l)) = 1y que la imagen de la trayectoria bajo u, u (a0, 1]), es
hométopica a un k-lazo i.e. al circulo unitario rodeéndolo k-veces, v* en D \ {0}.

Como la continuacién analitica depende de la clase de homotopia y u o « es
hométopo a la trayectoria 7, tenemos que AF (C) = €’ y como la elecciéon de
las componentes conexas C'y C' fue arbitraria eso nos dice que el difeomorfis-
mo A actua transitivamente en las componentes conexas de la fibra X7, es decir
la permutaciéon o actua transitivamente en {0, 1,..., p—1}. Esto es, para cada
i,j € {0, 1,..., p— 1} existe un entero positivo k¥ < p tal que o* (i) = j. Enton-
ces o estd obligada a ser un p-ciclo, ya que las tnicas permutaciones que acttian
transitivamente en {0, 1,..., p — 1} son los ciclos de longitud maxima. Podemos, a
partir de lo anterior, considerar que las componentes conexas de la fibra X; estan
indexadas de tal forma que

2mit

A (CJ) = Cj+1modp7 conj=0,1,....,p—1.

El desarrollo anterior fue para ver la dinamica del difeomorfismo A sobre X y
asi poder definir una funcién w de tal manera que si L es una hoja cualquiera de la
foliacion entonces existe un complejo t € D tal que la hoja L es una curva de nivel
de w, L = w™! (t). Eso lo vamos a llevar a cabo usando que C es algebraicamente
cerrado y las propiedades de la multivaluaciéon del logaritmo complejo. La idea
en la construccién es bastante coherente, de lo que se trata es de separar en p
pedazos cada valor de la funcion, §y esto como lo llevamos a cabo? Usando la
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funcion raiz p-ésima. En cierta manera es definir w = u!/?; por lo que usaremos la

continuacién analitica de la funcién z — 2/?. Primero definamos la funcién w en
—1 . .

la fibra X; = ?:0 C; de la siguiente manera

w(x) = e¥, siz e 0.
Si B es una trayectoria tal que 3 (0) € C;, B (1) € Cj4+1 y la interseccion con la fibra
singular es vacfa, 3[0,1] N Xy = (), tenemos que el lazo u o 3 es homotopo al ciclo
~* , con s = 1 modp, por lo que continuar analiticamente la raiz p-ésima z — z!/?
(en la j-ésima rama) a lo largo de la curva cerrada wo 3, y el valor de la funcién w
en la componente conexa Cji1(w(Cj41) = u'/P(8(1))) coinciden; en simbolos:

UV = 0 (Chan) = w7 (B(L) = P (C5) = I (Cy).

Lo anterior claramente depende de la rama de definicién de la raiz p-ésima , con
eso vemos que w si esta bien definida en el conjunto Xj.

Como habiamos dicho v : M — D \ {0} es un haz diferenciable, las fibras
u™1 (t) con t € D\ {0} dependen diferenciablemente de t. Esto implica que dado un
valor regular ¢t € D\ {0} y dos trayectorias distintas d1, d2 : [0,1] — D\ {0} tales
que tengan mismo inicio y fin, §; (0) =1 y J, (1) =t ; existen dos difeomorfismos
de X; con X; que estan dados por la continuacién analitica de las fibras a lo largo
de las trayectorias d;, j = 1,2 , pero como la dependencia es continua con respecto
del parametro ¢ tenemos que en realidad son el mismo difeomorfismo. Lo que se
intenta hacer es definir a la funcién w a partir de lo ya conocido, su valor en la fibra
X1, y para definirla en las demas fibras hacer trayectorias que salgan del punto 1
hacia ¢ para poder definir después la continuacion analitica de z*/? de 1 a t en la
rama adecuada.

La rama adecuada es la siguiente, como ya vimos que tenemos un homeomor-
fismo de X; a X; entonces tenemos una biyeccién entre las componentes conexas de
ambas fibras X; y X; la cual es independiente de la eleccion de la trayectoria usada
para la continuacién en las fibras. En resumidas cuentas si X1 = {Co,..., Cp_1}
y Xi = {Do, ..., Dp_1}, reindexamos las componentes conexas de la fibra X, de
ser necesario para que el difeomorfismo mande la componente C; a la componente
Dj, entonces si x € D; definimos w (x) como la continuacién analitica, en la rama
j-ésima, de z — z'/? a lo largo de una trayectoria que va del nimero 1 al comple-
jo t. Por todo lo hecho anteriormente w es una funcién univaluada y continua en
M\ %; al ser la composicion de dos funciones analiticas, v y (una rama adecuada
de) z'/? resulta ser analitica en M \ . Para ver que es analitica en todo M hace
falta ver que w es acotada en M y usar el teorema de extensién de Riemann. Por
como esta definida la funcién w si es acotada pues | w(z) |< 1, Vo € M, por lo
que se extiende analiticamente en todo el conjunto M, con eso w : M — D es una
integral primitiva para la foliacién F. (]



Apéndice A

Primeros auxilios

A.1. Teorema de Poincaré

Presentaremos dos teoremas atribuidos a Henri Poincaré, de los cuales sola-
mente daremos la demostraciéon de uno, el teorema de Poincaré analitico. Este par
de resultados simplifican completamente las ecuaciones diferenciales que cumplen
sus hipotesis, a saber, las hacen equivalentes a su parte lineal.

DEFINICION A.1.1. Sea A = (Aq,...,A,) un vector en C". Decimos que A es
una coleccién resonante si existen myq, ..., m, nimeros naturales, mi + ... + m, > 2,
tales que A; = myA\ + ... + my\, para algun indice j € {1,...,n}; si no existen
tales naturales a la coleccion A se le dice no resonante. Observemos que en C2,
A = (A1, A2) es una coleccién resonante si i—i o} i—f es un numero racional negativo
o un natural. En efecto, supongamos que existen my, mo € N, my + mo > 2, tales

que A1 = m1A; + moAy entonces
)\2 1— miq
)\1 mo
Ya que mo no es cero esta definido el cociente y como m; # 1 entonces nunca es
cero. Concluimos que si i—f es un racional positivo entonces i—; o} i—f es un natural;
de igual manera i—z puede ser cualquier racional negativo.
1

TEOREMA A.1.2. (de Poincaré, formal)!. Sean z = Az + ... una ecuacion dife-
rencial en C™ y A = (A1, ..., An) el espectro de la matriz A € M,, (C). Si la coleccion
A es no resonante entonces las ecuaciones 2 = Az + ... y 2 = Az son formalmente
equivalentes.

DEFINICION A.1.3. Decimos que un punto A = (Aq,...,\,) de C" esta en el
dominio de Poincaré si

0 ¢ Conv{As, ..., A}

Donde Conv {Aq,...,A,} es la envolvente convexa de los nameros complejos
{A1, .-, An} v esta definida de la manera siguiente:

Conv {A1, ..., \p} = Zai)‘i | a; >0, Zai =1
i=1 i=1

TEOREMA A.1.4. (de Poincaré, analitico). Sea Z = v (z) una ecuacion diferen-
cial analitica definida en (C",0) tal que el conjunto de los valores propios asociados
a la parte lineal es no resonante y pertenece al dominio de Poincaré. Entonces la
ecuacion z = v (z) es analiticamente equivalente (localmente) a su parte lineal.

LLa demostracion de este teorema puede ser consultada en [13].

52
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La idea de esta prueba es transformar el problema a uno de punto fijo, en un es-
pacio de Banach?. Para probar la equivalencia entre las afirmaciones presentaremos
algunas definiciones y resultados, no daremos todas las pruebas, pero se pueden
leer en [13].

DEFINICION A.1.5. Sea C [[z]] el anillo de las series de potencias formales en C",
z = (21, ..., 2, ). El operador mayorante p : C[[z]] — C[[2]] est4 definido como®:

W ( Z cmzm> = Z lem] 2™.
meNn meN”

Usando el operador mayorante definimos la siguiente norma en el espacio de
las series de potencias formales. La norma p-mayorante, es la funcién real
valuada, : C[[z]] — R, definida por:

111, = sup [u(f ()| = u(f(p)) < o

lzl<p

p?

p

Si FeC"[[7]], F(2) = (f1(2),..., fn (2)), entonces
IEW, = Al + el -

Definimos el espacio p-mayorante, B,, como el subespacio de C" [[z]] conformado
por los elementos tales que la norma p-mayorante es finita; es decir

B, = {FeC" [ [IF], < oo}
A las funciones, de C" en C", holomorfas en D, = {|z| < p} y continuas en D,
las denotaremos por A,,.
LEMA A.1.6. El espacio B, es completo con la norma p-mayorante.

DEMOSTRACION. Sea {f;};
serie formal y la representaremos de la siguiente manera: f; (2) = Y oo, ajkzk, para
cada j € N. Ya que {f; }jeN es de Cauchy, para toda € > 0, existe un nimero natural
N tal que si 7, s > N, entonces || fs — f.[|, < e. Es decir,

o0 oo
E askzk — E arkzk
k=1 k=1 p

Puesto que cada sumando, de la dltima expresién, es positivo se cumple
€
—,
p

C B, una sucesién de Cauchy, cada f; es una

oo

> (ask — a) 2F

k=1

o0

= Z |ask - af’r‘k|pk <e.
p k=1

lask — arg| < para todo k > 1.

Observemos que al fijar un indice k, la sucesiéon {ajk}jeN es de Cauchy en los
complejos, y ya que C es completo dicha sucesién tiene un limite, digamos ay.
Claramente la sucesion de las funciones f; tiende a la funcién f, donde f(z) =
220:1 arz"; para concluir la prueba basta ver que la serie f estd en B,, para ello
utilicemos que {ajk}jeN es de Cauchy; en efecto, dado § > 0 existe N; € N tal que

o0

1)
Z lark — a(,«+l)k|pk < 2 para todo r > Nj.
=1

2Para leer acerca de estos temas de analisis se puede consultar [9].
30Observemos que m = (my,...,myn) € N? y la notaciéon z™ representa al producto z e

mi
1 eeZn
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Sea I C N un conjunto finito. Entonces, para § > 0, existe Ny tal que, siT > Ny y
kel,

J
Z lark — a@inklp® < 3
kel

Asi,

6 0

k k k

E lark — ag|p® < § lark — agyiyrlp” + E lagsne — arlp” < 5 + 5= d.
kel kel kel

Como el conjunto I es arbitrario,

1fr = fll, <.

Al ser para toda 6>0 significa que f, — f =0y como f, € B, entonces f € B,; por
lo tanto B, es un espacio métrico completo.

Gracias a la definicién de la norma p-mayorante para C"[[z]] tenemos que
la demostracion para ver que B, C C"[[z]] es un espacio métrico completo es
totalmente analoga. O

Dadas dos series f,g € C][z]] con coeficientes positivos, diremos que f <
g si ay < b, para todo m € N, donde a,, y b, son los coeficientes de fy g
respectivamente. Si F, G € C" [[z]], la comparacion se hace entrada a entrada.

LEMA A.1.7. Se cumplen las siguientes propiedades.
1. Para cualesquiera f,g € C[[z]] y p un real positivo,

Ifgll, <A1, -

2. Si F < G son dos series formales de R™[[z]] y H es una serie con coefi-
cientes no negativos entonces, Ho ' < H o G.
3. SiF,GeC"[z]] y F(0)=G(0) =0, entonces

[FoGll, <|Fl,, donde o =[G,

g”p'

DEFINICION A.1.8. Sea M un espacio métrico con la distancia d. Decimos
que una transformacion f : M — M es una contraccion si existe una constante
A€ (0,1) tal que

d(f(x),f(y) <Ad(z,y), paratodoz,ye€ M.

Notemos que toda contraccién resulta ser una funcion continua®.

DEFINICION A.1.9. Sean (M, d) un espacio métrico y f una transformacion de
M en si mismo. Decimos que xg € M es un punto fijo de f si f deja invariante a
xo; es decir, f (zg) = xo.

Denotamos por f* a la composicién

fFi=fo..of, sikeN.
—
kveces

Si k = 0 entonces definimos f9 := Idy;.

4A una funcion f entre dos espacios métricos (M, d1) y (N, dz) que cumple da (f (), f (v)) <

Adi (z,y), para todo z,y € M y para alguna constante X\ € R, se le llama Lipschitz con constante
de Lipschitz A .
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TEOREMA A.1.10. (del punto fijo de Banach). Sea (M, d) un espacio métrico,
no vacio, completo, y sea f : M — M wuna contraccion. Entonces f tiene un 1inico

punto fijo.

Para la demostracion del teorema de Poincaré analitico requeriremos de una con-
tracciéon que cumpla con las propiedades siguientes.

DEFINICION A.1.11. Se dice que ® : B, — B, es una contraccion fuerte si
cumple las siguientes dos propiedades:

L [le )], =0(p?)-
2. @ es Lipschitz en una bola B, = {||h\|p < p} C B,con constante de Lips-
chitz, C (p), de orden no mayor que O (p),

[N, <C P Ifll,, Clp) =0y lIfll, <p
Es decir, ® (B,) C B,.

LEMA A.1.12. Sea F : (C™,0) — (C™,0) holomorfa, tal que dF (0) = 0, en-
tonces el operador @ : B, — B, dado por ®r (h) = F (Id + h) es una contraccion
fuerte, donde Id es la funcwn zdentzdad en (C",0).

DEMOSTRACION. Probemos 1. y 2. de la definicion A.1.11.
1. Por hipétesis la parte lineal de F' es nula, entonces F' es O( ) ademéas

®p (0) = F (Id+0) = F. Por lo que es inmediata la igualdad [|® (0)|, = O (p?).
2. Sean hq, hy € By, g := ®p (ha) — @ (h1) y consideremos

o (t) =1Id+thy+ (1 —1t)hy, conte|0,1],
sustituyendo tenemos
g(z)=F({Id+hs)(z) — F(Id+ hy) (2)

[ 5

= —| .dp

e0) L9z ],
LToF

:/ [8} <o (t)de
0 LI%Z l(p))

_ /0 1 [gﬂ R AICES

De esta manera, por el lema A.1.7 tenemos que

Hirer
v, < [ [ } R
77 Jo |[L9% Jiny ’
oF
< [62} -\|h2—h1||pdt7

con & = [l (), = ITd -+ tha + (1= 1) b,
Observemos que

o < 11dl, + tlhs], + (1) ], < (14 1) p,
pues ||h;|| < p al ser un elemento de B,, i = 1,2,y
11d||,, = [ Idill,, + .. + [[Idn]|, =
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Ademas como [|[SE]|| es de orden O (o), existe un real r tal que ||[2E]| < ro.
Y dado que o < (n+ 1) p, entonces ||[3E]|| < mp, donde m =r (n + 1).
Asi,
[®F (h2) — @F (h1)|l, < mp|lha — hal],.

Por consiguiente, ®r es una contraccién fuerte en ,,. O

Con la serie de resultados recién presentados podemos ya probar el teorema de
Poincaré analitico.

DEMOSTRACION. (teorema A.1.4). Como ya se habia mencionado, para la prue-
ba de éste teorema transformaremos el problema en un problema de punto fijo.

Sean z = v (z) y 2 = w(z) dos ecuaciones diferenciales, en (C",0), dadas por
campos vectoriales analiticos v (z) = Az+ 0 (2) y w(z) = Az, con A € GL(C") y
v(2) € O (2%).

Supongamos que existe un biholomorfismo H, H = Id+ h, que hace equivalente
a w con v. Es decir,

e =,
sustituyendo
(Id+ BZD Az=A(z+h(2)+0(z+h(2)).
Asi

Si definimos L4 (h) := [%] A — Ah, podemos reescribir la igualdad anterior como
sigue:

(La(h) () = (= +h(2).
Como L 4 es invertible, entonces
(6) h(z) =L (0(z+h(2)).
La igualdad (6) nos da la implicacién que transforma este problema a uno de punto
fijo. A saber, de encontrar el punto fijo del operador

Ezl ] (brlj.

Donde ®; esta definido como en el lema A.1.12, ®; (h) = v (Id + h).

Se afirma pues, que el operador E;l o ®y : B, — B, es una contraccién. Por
hipotesis el espectro de A, A = (Aq, ..., \n), €s no resonante y pertenece al dominio
de Poincaré, eso implica la existencia de un namero real positivo k£ tal que

[Aj = Am) [ >k

para todos m € (Zt)" y j € {1,...,n}. Tomando inversos multiplicativos de ambos
lados

1
—_— < kL
A = (A, m) |
Observemos que si, h € B, h(z) = Zajmzm£ entonces
B J
3m
—Qjm 0

L&) = 3 =R g
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Por lo que
—a. o
L) = sup |p —
|| A Hp lzl<p s )\j — </\,m) 8zj
< k_l Z |ajm|pm
J,m
= k_l ||h||p °

Como |||, < oo esto implica que L' (h) € B,, para toda h € B,. Recordemos
que el lema A.1.12 nos dice que ®; es una contraccion fuerte y para hi, ho € B, se
cumple la desigualdad

(7) @5 (h2) — @5 (1), < rpllhe — M,
y ya que ﬁ;l es lineal, pues L4 es lineal, entonces la ecuacion (7) da pie a
23" (@ (o) — @ ()|, = [1£3" (@5 (ha)) — £3" (@5 (k)]
< kT @p (ha) — @5 (M)
<k~ lrpllhe = hall, -

I,

Asi, £Zl o &5 es una contraccién fuerte. Puesto que B, es un espacio métrico
completo podemos usar el teorema del punto fijo de Banach; sea h € B, el tnico

punto fijo de EZI o ®5. Por lo tanto esta serie resuelve el problema de linealizacién.
O

A.2. Teoremas de extensiéon de Riemann

TEOREMA A.2.1. (de singularidades removibles de Riemann). Sean D C C un
dominio, p un punto de D y [ una funcion holomorfa en D \ {p}. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f se extiende de manera holomorfa en D.
2. f se extiende de manera continua en D.
3. f estd acotada en alguna vecindad V C D de p.

4. lim (z —p) f () = 0.
z—p

DEMOSTRACION. Las implicaciones 1) = 2), 2) = 3) y 3) = 4) son claras.
Probemos entonces 4) = 1). Supongamos p = 0, con esta suposiciéon no se
pierde generalidad, y consideremos a la funcién

zf(z) siz#0

U —C, = .
g 9(2) {o siz=0

Notemos que la funcién g resulta ser continua pues al suponer 4) tenemos que
h'n}) g (z) = 0. Ahora consideremos a la funcion
z—>

h(z)=1zg(z), z€U.

Como g es continua, en U, h también es continua y mas atn es holomorfa en U\ {0}.
Probemos que h es holomorfa en 0 calculando
h(0+t¢)—h(0) h(t) tg (t)

lim =lim —= =1lim ——= =1limg (¢) = 0.
t—0 t t—0 t t—0 ¢ t—0
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Esto nos dice que el limite existe y por lo tanto h es derivable en 0. Asi h resulta
ser una funcion holomorfa en U. Usando el teorema de Taylor, podemos escribir a
h como una serie de potencias, con algin radio de convergencia r > 0, alrededor

del origen,
oo
h(z) = Z anz".
n=0

Usando que h (0) = 1’ (0) = 0 obtenemos

o) oo
h(z) = g an2" = 2* E Apyoz”.
n=2 n=0

Ahora bien, recordemos la definicién de h (z), esta es 2%f (z), en U \ {0}. Hemos
llegado a una extensién analitica de f en una vecindad del 0, justamente lo que
buscabamos probar. (I

Para la prueba del teorema de extension de Riemann utilizaremos el siguiente re-
sultado, este lema se le adjudica a Friedrich Hartogs, sin demostrarlo.

TEOREMA A.2.2. (Lema de Hartogs)®. Sea f una funcion definida en un do-
minio D de C™ tal que es holomorfa con respecto a cada variable z;, i € {1,...,n},
entonces [ es holomorfa en D.

La esencia de la siguiente prueba recae en reducir el problema al caso de sin-
gularidades removibles, es decir, llevar el resultado de n variables a una variable.

TEOREMA A.2.3. (de extensiéon de Riemann). Sea f una funcion holomorfa en
D\ A donde D C C™ es un dominio y A es un conjunto analitico de codimension
1. Si f es localmente acotada en todos los puntos de A, entonces [ se extiende de
manera unica como una funcidn holomorfa en todo el dominio D.

DEMOSTRACION. Basta probar que si a es un punto cualquiera del conjunto A
entonces f se extiende de manera holomorfa en a. Para facilitar la prueba supon-
gamos que a = 0 y que g es una funciéon holomorfa en una vecindad U de a = 0,
tal que A ={p e U |g(p) =0¢€ C} (la existencia de g esta dada por la hipotesis,
A es un conjunto analitico) y ¢(0,...,0,2,) # 0si 0 < |z,] < r (la ultima supo-
sicion se puede hacer ya que el conjunto analitico A es de codimension 1); como
g(0,...,0,2,) # 0, si |z, < r, podemos concluir que g (z, z,) # 0 si z pertenece a
una vecindad V' C C"~!, suficientemente pequena, y |z,| = r.

Consideremos la siguiente integral de Cauchy

F(z,w) = ! /{ Mdzn

211 |zn|=r} Zn — W

para z € V la funcion f (z, z,,) es holomorfa en la variable z, ya que estos son puntos
de D\ A (g(z,2n) # 0). Entonces F' también es holomorfa en la variable z, en la
vecindad V' y con respecto a w es holomorfa en el disco B, = {|w| < r}, por lo
tanto, gracias al lema de Hartogs, F' es analitica en el abierto B = V x B,.. Para un
punto ¢ fijo en V la funcién g (¢, w) tiene un namero finito de ceros si |w| = r, los
cuales corresponden con los puntos de A. Por hipotesis f es acotada en vecindades

5Una demostracidn de este teorema puede ser consultada en [19].
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de cada punto en A, entonces las sigularidades son removibles con respecto a la
variable w, después de romover todos los puntos tenemos que en B

F=f

y como F' es holomorfa en B, f también lo es. O

A.3. Apéndice de topologia diferencial

DEFINICION A.3.1. Una n-variedad real M es un espacio topolégico Haussdorff
con una base numerable para la topologia y localmente euclidiano. Esta tltima con-
dicioén, de ser localmente euclidiano, significa que para cada punto p € M existe una
vecindad U de p, un abierto V' de R™ y un homeomorfismo ¢ de U a V; a la pareja
(U, p) se le llama carta o sistema de coordenadas. Si el conjunto {¢; : U; — Vi}, oy
estd compuesto por cartas de M y ademés {U;} es una cubierta abierta numerable
de la variedad entonces se le llama atlas.

Ademas se pide que las siguientes funciones

Vij = ©; © @;1 vy (Ul M Uj) — Y (Uz N Uj)

sean homeomorfismos, esto es para que todo embone bien; a las funciones ¢;; se les
conoce como cambio de coordenadas.

Si a la definicion anterior le pedimos que los cambios de coordenadas ¢;; sean
difeomorfismos C*° o biholomorfismos, entonces a la variedad M se le llama suave
u holomorfa respectivamente.

DEFINICION A.3.2. Decimos que S C M es una subvariedad de una variedad
M si S es una variedad con la topologia relativa; si ademas la inclusion, S — M,
es suave entonces se dice que S es una subvariedad encajada o regular.

Entre las subvariedades de una variedad hay unas que destacan por su es-
tructura local. La idea del siguiente resultado es ver que todas las subvariedades
encajadas son localmente como la inclusién canénica de R¥ en R™. Para ello primero
introduciremos los siguientes conceptos.

Si U C R™ es un abierto decimos que S es una k-rebanada de U si

S={(z1,.,zn) €U |z, =ciyyoery iy, = Cin_p» 15 € {1,...,n}}

para algunas constantes c;; € R.
En el caso de variedades tenemos la siguiente definicion.

DEFINICION A.3.3. Sean M una n-variedad suave, (U, ) una carta de M y
S C U. Si ¢(5) es una k-rebanada de ¢ (U) entonces decimos que S es una k-
rebanada de U. Un poco més general, dados S C M y k € N se dice que la
subvariedad S cumple con la condicién local de k-rebanada si para cada punto p
de S existe una carta (U, ¢) tal que p € U y SNU es una k-rebanada de U.

La demostracion del resultado siguiente puede ser consultada en [15].

TEOREMA A.3.4. (Criterio local de rebanada para subvariedades regulares).
Sea M una n-variedad suave. Si S C M es una subvariedad reqular de dimension
k entonces S cumple con la condicion local de k-rebanada.

Una vez introducidos los objetos con los que trabajaremos es natural presentar
a las funciones entre ellos, en este caso seran las funciones diferenciables ya sea de
manera real o compleja.
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DEFINICION A.3.5. Sean M y N dos variedades suaves. Decimos que f : M —
N es una funcion suave o diferenciable si para cada punto p de M existen cartas
(U,¢)y (V,1), de M y N respectivamente, tales que p € U, f (U) CV y o fop~!
es una funcién suave entre ¢ (U) y ¢ (V). En el caso que M o N = R¥ para alguna
k € N, se cambia a ¢ o v por la identidad en R*.

Ahora introduciremos un concepto que aparece de manera natural en el estudio
de variedades holomorfas y suaves, es el de espacio tangente en un punto de dicha
variedad. Esta construccion lo que intenta es dar la mejor aproximacioén lineal, local,
de la variedad en cada punto, por lo que dicho espacio tangente en un punto sera
un espacio vectorial.

Hay en la literatura [11] tres maneras distintas de definir el espacio tangente a
un punto y a una variedad. Todas ellas son equivalentes y se usan indistintamente
en funcioén de la estructura o las propiedades que se esté interesado en destacar. En
nuestro caso presentaremos la que es de un caricter mas geométrico.

Dada una variedad suave M y un punto p en ella decimos que dos curvas aq, as,
a; : R — M, tales que «; (0) = p son equivalentes si y solo si %gp oaili=p =
%@Oaghzo, para alguna carta (U, ¢) de M con p € U. Utilizaremos la congruencia
anterior para definir lo que es un vector tangente.

DEFINICION A.3.6. Un vector tangente a una variedad suave M en un punto
p es un elemento de las clases de equivalencia recién definida de curvas « tales que
a(0) = p.

El conjunto de vectores tangentes a p forma un espacio vectorial, al cual se le
llama espacio tangente en p y se le denota T, M.

El haz tangente a una variedad M no es méas que la unién ajena de los espacios
tangentes sobre cada punto de la variedad, y se le denota

T™ = | J T,M = | J {p} x T, M.
peEM peEM
Observemos que cada punto de T'M puede ser visto como una pareja ordenada
(p,v) donde p € M y v es un vector tangente a M en p. Por lo que tenemos una
proyecciéon canoénica de T'M a M.

Si M es una n—variedad entonces 7, M es un espacio vectorial de dimensién n
por lo que es isomorfo a R™. Este isomorfismo esta dado por
L,:T,M —R"
[V (07)"(0)
donde (U, ¢) es una cartade M y p € U.

Una vez definido el concepto de espacio tangente, podemos hablar de la dife-
rencial de una funcién suave entre dos variedades M y N.

DEFINICION A.3.7. Sean M y N™ dos variedades suaves, f : M — N una
funcion diferenciable y (U, ¢) , (V,) cartas de M y N respectivamente, con p € U,
f (p) € V. Definimos la diferencial de f en un punto p como la transformacion lineal
dpf que hace conmutar el siguiente diagrama

T,M LN Ty N

Lw l« \lf Lw

m N R™
d(pofop=1)(¢(p))
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Ya que la derivada de una funcién diferenciable, en un punto, es una transfor-
macién lineal tenemos las siguientes definiciones.

DEFINICION A.3.8. Sea f : M — N una funcién suave. Decimos que f es
de rango constante o tiene rango constante si la dimensién de Imd, f es constante
para todo punto p € M. Dentro de las funciones de rango constante tenemos dos
muy naturales.

Se dice que f es una inmersion si d,f es inyectiva para todo punto p de M.

Decimos que f es una submersion si d,, f es suprayectiva para todo punto p € M.

Si f es una inmersién y una submersioén entonces se le llama difeomorfismo.

El siguiente resultado nos da informacion acerca de las funciones que tienen
rango constante. Su demostracion puede ser consultada en [11].

TEOREMA A.3.9. (del rango constante). Sean M y N variedades diferenciables
de dimensiones m y n respectivamente, f : M — N una funcién suave de rango
constante igual a r. Entonces para cada punto p € M existen cartas (U, @), centrada
en p, y (V,v), centrada en f (p), tales que f (U) C V y el siguiente diagrama es
conmutativo

v % me

i lg

Vv — R”
P

con g (1, ..., Tm) = (21, ..., 27, 0,...,0).

Presentaremos un concepto que, si bien es la generalizacion y definicion formal
del haz tangente como haz vectorial, nos sirve en el teorema 1.0.12 de Ehresmann.

DEFINICION A.3.10. Sean M y F' espacios topologicos. Un haz fibrado sobre M
con fibra I es un espacio topologico E y una funcién continua y sobre 7 : E — M;
con la propiedad de que para todo punto z de M existe una vecindad U C M de z
y un homeomorfismo ¢ que hacen conmutar el siguiente diagrama

HU) S UxF

L Im
U —> U

Al homeomorfismo ¢ se le llama trivializacién local de E sobre U. Al espacio to-
pologico E se le llama espacio total, a M espacio base, y a m su proyecciéon. Si
E, My F son variedades diferenciables entonces a la funcién ¢ se le pide ser un
difeomorfismo.

Si la vecindad U puede ser todo el espacio M entonces se dice que es un haz
fibrado trivial.

EjEmpLo A.3.11. Todo producto de espacios topolédgicos es un haz fibrado
trivial.

El haz tangente es un haz fibrado, y se le llama haz vectorial por que la fibra
es un espacio vectorial.

Dentro de los haces hay uno que es dual al haz tangente, en el sentido del algebra
lineal, éste es el haz cotangente. Se define de manera analoga al haz tangente, pero
con la particularidad de que el espacio cotangente a un punto p de una variedad
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real suave M es el espacio dual a T, M es decir, las funciones lineales del espacio
tangente en p al campo en cuestion, en este caso R, y se denota por

T, M.
El haz cotangente es la unién

U {p} x ;M.

peM

A.3.1. Formas diferenciales u holomorfas en C?. Presentaremos el con-
cepto de formas diferenciales para el estudio de foliaciones en C2, para una intro-
ducciéon geométrica y estudio mas detallado de esta herramienta se puede consultar
[4].

Consideremos a C? como C espacio vectorial, el espacio tangente a un punto
p € C? es T,C? el cual es isomorfo a C2. Se puede llegar a pensar que son el mismo
espacio pero esto da una idea incorrecta de espacio tangente ya que el espacio
tangente depende del punto en consideracién, una idea geométrica es pensar el
espacio tangente de p como p + C?, es decir trasladar a todo C? por el vector pS.

En el caso de C%, como espacio vectorial, tenemos que su haz tangente es
isomorfo a C% x C2.

DEFINICION A.3.12. Una 1-forma o una forma de grado uno es una funcion
w:C? — T*C? w(p):T,C* — C tal que w(p) es lineal.

Para facilitar la notacién y como la 1-forma depende de un punto se escribird
wp o simplemente w cuando no haya lugar a confusiéon. También se identificard a
T,,(C2 con C? para hacer cilculos mas limpios.

Un ejemplo sencillo de 1-formas es la diferencial de una funcién holomorfa
f : C? — C; consideremos a df, sabemos como funciona la diferencial en un punto
p € C? y es justamente la transformacién lineal

dpf : T,C* — Ty, C.
v—=dp f (V)

Ya que T, C = C, entonces es claro el por qué podemos pensar a df como una
1-forma. Podemos definir entonces al conjunto de funciones f : C> — C, tales que
f es holomorfa como el conjunto de las 0-formas.

Veamos ahora el aspecto de una 1-forma en C2. Si tenemos como coordenadas
de C? a (z,w), es decir dado un punto p = (p1,p2) € C? entonces z(p) = p;
y w(p) = p2. Como estas coordenadas son globales tenemos el marco global, de
hecho el canénico, {Z, Z}; a lo que nos referimos es que {Z|,, 2 |,} es base
de Tp(CQ, para todo punto p € C2. En este contexto es natural cuestionarse si hay
una base dual de {Z|,, 2|,} que nos funcione para todo punto p; en este caso
particular la hay y estd dada por las diferenciales (en cada punto) de las funciones
coordenadas z y w, {d,z, dyw}. Fijando la base {Z|,, Z|,} para todo punto
p € C? podemos identificar sin ningtin impedimento a T,,C? con C2?, gracias al
isomorfismo aZ- |, + bz, — (a,b),".

6Hay veces que se tiende a identificar el espacio tangente a un punto con todo el espacio, C2,
en caso de que pueda haber confusion al respecto se pondra una indicacion.
"Notemos que se estan usando (, >p en vez de (, ) para denotar a los vectores en C2, T},C2.
Cuando no haya lugar a confusién se omitira la etiqueta del punto p en el vector tangente.
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Dado un punto p € C* tenemos una base de T C?, entonces dada una 1-forma
w, al evaluarla en un punto p tenemos que es de la forma

w(p) =adpz+bd,w, a, beC.

Esta representacion de w, = w (p) es muy sencilla a la hora para calcular w,, ((c, d>p>

ac + bd, ya que {d,z, dyw} es la base dual de {Z|,, 2 |,}.

Para que el nombre de forma diferencial tenga sentido nos gustaria que si p y ¢
son dos puntos cercanos de C? entonces w, y w, sean similares. Dado que {dz, dw}
es un co-marco global lo tinico que queda a definir es la variacion de los coeficientes
en cada punto p. Si w, = ap dyz+b, dyw, entonces a a y b las podemos pensar como
funciones holomorfas de C? en C, de esta manera w, y w, seran funciones lineales
parecidas si p y ¢ son puntos proximos.

Introduciremos ahora el concepto de 2-forma, ya que posteriormente presenta-
remos operaciones (aparte de las de espacio vectorial) que cumplen las O-formas y
las 1-formas holomorfas y sera necesario tener definido qué es una 2-forma.

DEFINICION A.3.13. Una 2-forma o una forma exterior de grado dos es una
funcion
w?: C? — (TC? x TC?)",
tal que w? (p) es una transformacion bilineal y antisimétrica. Es decir, para cuales-
quiera w,z,y, 2 € T,C? y A, u € C se cumple

2 2 2 2 2
W2 (@4 Ny, 2 4 ) = w2 (2, 2) + (2, w) + N2 (g, 2) + M (3, w)

wﬁ (z, 2) = —w]% (z, ).

De la segunda propiedad se deduce que wfj (z,x) =0, para todo = € T,C>.
Con las siguientes operaciones el conjunto de las 2-formas resulta ser un espa-

cio vectorial complejo. Sean w? y n? dos 2-formas entonces se tienen las siguientes
operaciones:

(w2 + 772)p = w; + 77,2),
(w2 +n2) (z,y) == w2 (z,y) + 12 (z,9),

(Awi) (z,y) = )\wg (z,9) .

Antes de analizar como se ve una dos forma en C2 introduciremos una operacién
entre las i-formas con las j-formas, i,j = 0, 1, a saber el producto exterior.

DEFINICION A.3.14. Sean w, n dos 1-formas holomorfas en C2, p un punto de C?
y z,y € T,C?, denotamos el producto exterior de w y 1 como w A7 y esté definido
de la siguiente manera

(wp Amp) (z,y) = det (Zz EZ/J; Zi Ezg) .

Gracias a las propiedades del determinante el producto w A 7 resulta ser una dos
forma holomorfa.
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OBSERVACION. Podemos concluir dos propiedades a partir de la definicién an-
terior. La primera es que w A w = 0 para toda l-forma w y la segunda es que
(wp Amp) (z,2) =0, con = € T,C2.

No es dificil converncerse que la operacion producto exterior cumple ser aso-
ciativa y distributiva con respecto a la suma. En simbolos

(w1 /\(.OQ)/\LU3:(A}1/\(UJ2/\CL13),
(w1+)\w2)/\w3:w1 /\UJ3+)\(WQ /\UJ3).

Por lo tanto, si w = a1dz + asdw y n = b1dz + badw entonces
wAn = (arbs — bias) dz A dw.

Tenemos un resultado, el cual caracteriza de forma muy tutil a las dos formas
holomorfas en C2.

TEOREMA A.3.15. Cualquier 2-forma holomorfa en C? puede ser escrita de
manera Unica como

w? (z,w) = a(z,w)dz A dw,

donde a : C> — C es una funcion holomorfa.

DEFINICION A.3.16. Sean f,g son dos O-formas (funciones holomorfas de C?2
en C), w una 1-forma y w? una dos forma, todas holomorfas. Entonces tenemos los
siguientes productos exteriores, con sus respectivas definiciones

(fAg)p)=FfP g,
(f Aw)(p) := [ (p) wp,
(f Aw?) (p) = f (D) wy.

Daremos una definiciéon de derivada exterior para formas holomorfas que, per-
mite generalizar de manera inmediata este concepto para dimensién superior.

DEFINICION A.3.17. Sea f una cero forma holomorfa en C?. Definimos la de-

rivada exterior de f como la 1-forma
of of
df = —dz + —dw.

®) 4 92" * aw ™"

De manera recursiva definimos la derivada exterior para una 1-forma holomorfa.

Sea w (2,w) = a(z,w)dz + b(z,w) dw una 1-forma holomorfa en C? entonces
la derivada exterior de w es la dos forma holomorfa definida como

9) dw = da N dz + db A dw.
Desarrollando la igualdad (9) a partir de (8) obtenemos

da da ab ol
dw = ((%dz + awdw) ANdz + <8zdz + awdw) A dw

Oa Oa 0b ob
= %dz/\dz—i— 8—wdw/\dz+§dz/\dw+%dw/\dw

ob  0da
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En el mismo espiritu, si w? = adz A dw es una dos forma holomorfa en C?
entonces definimos®

dw? = da Adz A dw

da da
= (azdz + awdw) Adz A dw

= @dz/\dz/\dw—@dz/\dw/\dw‘
0z ow

PROPOSICION A.3.18. Sean f y g dos 0-formas holomorfas en C?. Se satisfacen
las siguientes propiedades:

1. d(f+g)=df +dg.

2. d(fg) = gdf + fdg.
3. d(df) = 0.

DEMOSTRACION. Los incisos 1. y 2. son inmediatos de la definicion A.3.17, de
la linealidad y regla de Liebniz de la derivada usual. Para probar el inciso 3. usemos
una vez mas la definicion A.3.17, gracias a ella tenemos que

d(df) =d (Wdz + afdw)

0z ow
_ . (9f of
(Y naa ()
o2f  02f

O

OBSERVACION. Gracias al inciso 3. tenemos que para toda j-forma holomorfa
w, d(dw)=0,7=0,1,2.

DEFINICION A.3.19. A una j-forma holomorfa w se le llama cerrada si dw = 0,
7=0,1,2.

Entre las formas cerradas hay unas que son especiales. Decimos que una j-forma
w es ezacta si existe una (j — 1)-forma « tal que dao = w, donde j =1,2.

OBSERVACION. Toda forma exacta es cerrada.

Las tnicas 0-formas cerradas son las funciones constantes.

No toda 1-forma holomorfa en C2? es exacta. Por ejemplo, consideremos la 1-
forma w (z,w) = zw?dz.

Las formas diferenciales se comportan de manera muy natural bajo las funciones
holomorfas, en nuestro caso sélo se definira una operacion natural llamada pull-back
(o jalar la forma) para formas analiticas en C2, pero toda la teoria desarrollada en
esta seccion puede ser extendida a variedades holomorfas de dimension finita.

8Claramente la derivada exterior de una 2-forma holomorfa es una 3-forma, si bien no de-
finimos el concepto de 3-forma, se puede usar la definicion A.3.14 para generalizar el concepto,
y ya que TP(C2 es de dimensién dos, para todo punto p € C2, tenemos que dado un conjunto
que contenga tres vectores tangentes a C?, en el punto p, siempre serd un conjunto linealmente
dependiente, por lo que dw? = 0 para toda dos forma holomorfa.
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DEFINICION A.3.20. Sean f : C? — C32? una funcién holomorfa, w una k-
forma en C2, k = 0,1,2 y p € C2. Definimos el pull-back de w bajo la funcion f,
jalar la forma w con f, como la k-forma, en C? definida por

(ffw)(p) =wo f(p), sik=0,
(f*w), (@) = wi) (dpf (2)), sik=1yzeT,CT,
(f*w)p (Z‘,y) = wf(P) (dpf (;E) 7dpf (y)) ) si k =2 yzy € Tp(cf

Usando la linealidad de df en cada punto p, obtenemos de manera inmediata
las siguientes propiedades.

PROPOSICION A.3.21. Sean f,g dos funciones analiticas de C? en C? y w,n
k-formas en C2, k = 0,1,2. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1. (fog) =g*of*

2. f*(wAn)=(f"w)A(fn).
3. f*(w+mn) = (f'w)+(fn).
4. d(f*w) = f*dw.

Una vez definido el concepto de forma holomorfa y el de campo vectorial po-
demos dar a notar la analogia que existe al definir una foliaciéon, de dimension 1 en
C? (o de codimensién 1) dada por un campo vectorial o por la ecuacion de Pfaff.
Esta relacién existe gracias a que en C? el niicleo de una 1-forma es de dimensién
uno y el espacio generado por un campo vectorial también es de dimensién uno.
Entonces, el conjunto {w = 0}, donde w es una 1-forma en (C?,0), esta conformado
por los campos vectoriales V, definidos en (C?,0), tales que w (V) = 0. Y como
dos campos vectoriales en kerw generan la misma foliacion, el conjunto {w = 0}
representa simplemente a cualquier campo vectorial que anule a w. De esta manera
siV = aa% + b% es un campo vectorial que define a una foliaciéon F entonces una
1-forma asociada a F serd w = —bdz + a dw.

9Los subindices 1 y 2 s6lo son para diferenciar el dominio y contradominio, se espera, que de
esta manera la definicién sea clara.
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