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Introducción

El desarrollo de este trabajo pretende ser una introducción al estudio cuali-
tativo de las ecuaciones diferenciales ordinarias en el plano complejo. El principal
exponente y precursor de esta teoría es Henri Poincaré (1854-1912), quien en su tra-
bajo hace notar que los sistemas de ecuaciones diferenciales no sólo son de carácter
analítico sino también geométrico. Esto lo logra haciendo incapié en las propieda-
des geométricas que deben cumplir las soluciones de una ecuación diferencial; esta
nueva manera de abordar la teoría vino acompañada del avance en la topología y
el análisis complejo.

Una de las principales motivaciones para estudiar los campos vectoriales ho-
lomorfos en el plano complejo fue (y es) el problema 16 de Hilbert, en el cual se
cuestiona la cantidad y posición de cíclos límite asociados a una ecuación diferen-
cial polinomial en el plano en función del grado de los polinomios que la de�nen;
si bien este problema se abordó en primera instancia en el plano real, se observó
que al compleji�carlo se enriquecía el tipo de información relativa al problema. El
problema 16 de Hilbert es el más famoso sólo después de la conjetura de Riemann
(problema 8 de Hilbert) y ha sido objeto de mucha investigación; entre los avan-
ces al problema se encuentra la investigación de una basta cantidad de nombres,
algunos de ellos son H. Dulac, V. Arnold, E. Écalle, A. Andronov, E. Landis, I.
Petrovsky, F. Takens, Yu. Ilyashenko, A. Khovansky, A. Varchenko, D. Novikov,
S. Yakovenko. Dicho problema puede ser abordado desde distintas ramas de las
matemáticas tales como teoría de bifurcaciones y sistemas dinámicos.

En este trabajo nos enfocaremos en el estudio de foliaciones holomorfas del
plano complejo. A grosso modo lo que se busca es estudiar las propiedades topo-
lógicas, en el amplio sentido del término matemático, del espacio fase de manera
local alrededor de un punto singular. Aunque estamos haciendo un estudio local,
estas técnicas y algunos resultados también son usados en el estudio global de una
foliación; es por ello que se presentan herramientas de topología diferencial, teoría
local de análisis complejo, análisis matemático y ecuaciones diferenciales.

El capítulo uno comienza con el estudio de campos vectoriales sobre variedades;
éste inicia dando una de�nición de campo vectorial y posteriormente se presentan
los términos de �ujo y curva integral, los cuales son el análogo a las soluciones de
una ecuación diferencial. Dentro de este capítulo hay teoremas de gran importancia
topológica tales como el teorema de Ehresmann,

Teorema. (de Ehresmann). Sea f una función diferenciable, f : Mm −→ Nn,
submersión, sobreyectiva y propia, M y N variedades suaves, N conexo. Entonces
la cuaterna (M,N, f, F ) es un haz suave, con F ∼= f−1 (b) difeomorfos, b ∈ N .

A lo largo del capítulo se demuestran también el teorema de la forma canónica
de campos vectoriales conmutativos y el teorema de Frobenius,

iii



INTRODUCCIÓN iv

Teorema. (de Frobenius). Sean M una n-variedad suave y D una distribución
de dimensión (rango) k. Si D es una distribución involutiva entonces es completa-
mente integrable.

Estos teoremas simpli�can el espacio fase de una foliación (en el caso del teo-
rema de Ehresmann una foliación integrable); esta simpli�cación es local y sólo se
puede llevar a cabo en conjuntos abiertos que no contienen puntos críticos. Si bien
el teorema de la forma canónica de campos vectoriales conmutativos no es más
que una reformulación del teorema de recti�cación de ecuaciones diferenciales, y el
teorema de Frobenius es el análogo al teorema de existencia de soluciones, los pre-
sentamos con este lenguaje ya que son herramientas de suma utilidad en diversas
ramas de las matemáticas y las demostraciones incluidas de estos tres teoremas uti-
lizan técnicas e ideas que aparecen a lo largo del estudio de la topología diferencial.
Se presentan operaciones que son ampliamente usadas en la teoría de grupos de Lie
y geometría riemanniana entre otras, como son el corchete de Lie y la derivada de
Lie. Tenemos también un teorema de gran importancia geométrica que rescata la
naturaleza intrínseca entre los campos vectoriales y sus �ujos, éste nos dice que dos
campos vectoriales conmutan si y sólo si sus �ujos conmutan; este capítulo es una
muestra del gran papel que juega el haz tangente de una variedad.

En el segundo capítulo presentamos el concepto de germen de función analítica
y nos enfocamos en su clasi�cación y simpli�cación por medio de cambios de coor-
denadas, los cambios de coordenadas pueden ser de carácter análitico, topológico o
formal. Veremos que toda integral de un germen es formalmente linealizable

Teorema. Si f ∈ O(C, 0) es tal que f (z) = zk + azm + ... con m > k > 1
entonces f es formalmente equivalente a g (z) = zk.

Se estudia de igual manera a los subgrupos �nitamente generados deDiff (C, 0)
(gérmenes de biholomor�smos que �jan el origen). Para éstos veremos criterios de
linealización simultánea, integrabilidad y periodicidad; por ejemplo

Teorema. (de Bochner). Cualquier subgrupo �nito G ⊂ Diff (C, 0) es lineali-
zable, es decir existe un germen de biholomor�smo h ∈ O(C, 0) tal que h◦g ◦h−1 =
g′ (0) z, para toda g ∈ G.

Gracias al teorema de Bochner obtenemos el siguiente resultado, el cual nos
será de gran ayuda en el estudio de foliaciones integrables

Teorema. Un subgrupo G ⊂ Diff (C, 0) �nitamente generado y tal que todos
sus elementos tienen orden �nito es analíticamente linealizable y cíclico �nito.

Veremos también que todo grupo formalmente integrable es analíticamente in-
tegrable,

Teorema. Si f ∈ Diff (C, 0) es formalmente integrable (o un grupo G ≤
Diff (C, 0) �nitamente generado) entonces f (o G) es también analíticamente in-
tegrable.

Este teorema de rigidez nos ayudará en la demostración de su �análogo� para
foliaciones.

Una aplicación sencilla de estos resultados es la siguiente

Corolario. Un subgrupo G ⊂ Diff (C, 0) integrable es cíclico �nito.
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La última sección trata sobre los pseudogrupos asociados a grupos �nitamente
generados. Abordar los pseudogrupos nos permite un estudio más profundo de la
dinámica transversal pues nos lleva a la siguiente alternativa

Teorema. Un grupo G ⊆ Diff (C, 0) �nitamente generado es integrable o bien
cualquier pseudogrupo asociado a G tiene una cantidad no numerable de órbitas no
periódicas.

Este capítulo es de vital importancia para el estudio que realizaremos de las
foliaciones, pues es la base de las funciones de holonomía las cuales nos dictan el
comportamiento local de las soluciones.

La parte medular de este trabajo es el tercero y último capítulo en el cual
se desarrolla una introducción para el estudio de foliaciones holomorfas singulares
en el plano complejo. Empezamos con la analogía entre foliaciones y ecuaciones
diferenciales. Aquí rescatamos (o nos rescata) que la parte lineal asociada a una
ecuación diferencial es de gran importancia en la clasi�cación topológica de puntos
singulares, esta clasi�cación se hace en base a sus valores propios. Después arribamos
a dos herramientas pilares del capítulo, las transformaciones de holonomía y la
resolución de sigularidades. La primera en principio pone una obstrucción en la
integrabilidad de una foliación y termina presentando el comportamiento dinámico
de las hojas cercanas a una separatriz. La segunda la presentamos, como se hace
notar en algunos ejemplos, para rescatar alguna separatriz que en un inicio no fuera
evidente y para poder incursionar en el grupo de holonomía evanescente, el cual es
fundamental en el estudio de puntos singulares sin parte lineal o con parte lineal
degenerada. En ciertos casos la equivalencia de los grupos de holonomía evanescente
implican la equivalencia de las foliaciones.

Teorema. Consideremos dos foliaciones holomorfas singulares no dicríticas
F , G de (C2, 0), cada una con un número �nito de singularidades hiperbólicas des-
pués de una explosión en el origen (coincide el número de singularidades) y que
los índices de las separatrices coincidan. Con estas hipótesis la equivalencia analí-
tica de sus grupos de holonomía evanescente implica la equivalencia analítica de las
foliaciones.

En nuestro caso particular se usa fuertemente en el desarrollo que haremos
sobre foliaciones integrables; las foliaciones integrables son aquellas en las que sus
hojas son componentes conexas de una curva de nivel de una función holomorfa
u : C2 −→ C. Aquí veremos los frutos del estudio hecho sobre gérmenes integrables

Proposición. Si F es una foliación formalmente integrable entonces las trans-
formaciones de holonomía, asociadas a cualquiera de las separatrices, son formal-
mente integrables y más aún, el grupo de holonomía evanescente también lo es.

La resolución (explosión) de un punto singular nos otorga una equivalencia que
usaremos fuerte y ampliamente en las demostraciones de los resultados �nales.

Proposición. Una foliación F es integrable si y sólo si F ′ = Π∗F es integrable
en una vecindad del divisor excepcional E.

Los teoremas de la parte �nal, debidos a J. Mattei y R. Moussu, son los en-
cargados en dar una primera clasi�cación para las foliaciones integrables. Veremos
que si una foliación tiene un número �nito de separatrices y todas las hojas son
conjuntos cerrados en (C2, 0) \ {0} entonces dicha foliación es integrable
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Teorema. (de Mattei-Moussu). Sea F una foliación singular en (C2, 0). Si la
foliación F es simple entonces es integrable.

Otro resultado bastante sorprendente es el siguiente teorema de rigidez con
respecto a la integral de una foliación (cambiamos la función analítica por una serie
formal)

Teorema. (de Mattei-Moussu). Si F = {ω = 0} es una foliación holomorfa
en
(
C2, 0

)
formalmente integrable (con integral distinta de 0) entonces existe una

primera integral holomorfa de F .

El último teorema del capítulo rescata el hecho de que a cada hoja la podemos
indexar con un número complejo, esto es que cada hoja es exactamente una curva
de nivel de una función holomorfa.

Teorema. Toda foliación holomorfa singular que sea integrable admite una
integral primitiva.

Puesto que en el estudio de foliaciones recurren muchas áreas de la matemática
en el Apéndice se incluye material de apoyo (y de gran estética), el cual se usa a
lo largo de todo el trabajo, por ejemplo: se da la demostración de un bello teorema
de Poincaré sobre la simpli�cación local de un punto singular en base a los valores
propios de la parte lineal

Teorema. (de Poincaré, analítico). Sea ż = v (z) una ecuación diferencial
analítica de�nida en (Cn, 0) tal que el conjunto de los valores propios asociados
a la parte lineal es no resonante y pertenece al dominio de Poincaré. Entonces la
ecuación ż = v (z) es analíticamente equivalente (localmente) a su parte lineal.

También se incluyen teoremas de extensión de Riemann que usaremos reiteradas
veces en el estudio de foliaciones integrables

Teorema. (de extensión de Riemann). Sea f una función holomorfa en D \A
donde D ⊆ Cn es un dominio y A es un conjunto analítico de codimensión 1. Si f
es localmente acotada en todos los puntos de A, entonces f se extiende de manera
única como una función holomorfa en todo el dominio D.

Por último se presentan unos primeros y rápidos pasos de topología diferen-
cial. Allí veremos la ventaja, en nuestro caso particular, del lenguaje de formas
diferenciales.



Capítulo 1

Campos vectoriales sobre variedades diferenciables

El estudio de campos vectoriales sobre variedades diferenciables es una manera
natural de extender la noción de ecuación diferencial en Rn. Del mismo modo que
todo campo vectorial diferenciable tiene asociada, en Rn, una ecuación diferencial,
en una variedad suave es posible de�nir la noción de campo vectorial y de ecuación
diferencial asociada a ella.

Definición 1.0.1. Un campo vectorial suave, en una variedadM es una función
diferenciable X : M −→ TM con la propiedad

π ◦X = IdM ,

donde TM es el haz tangente de M y π : TM −→ M es la proyección canónica
(a este tipo de funciones se les llama secciones del haz tangente). Al conjunto de
todos los campos vectoriales sobre una variedad M se le denota como X (M).

En éste capítulo nos enfocaremos solamente en campos vectoriales que no se
anulen en ningún punto, es decir X (p) 6= 0 para todo punto p de la variedad M .
Estos campos vectoriales generan subespacios de dimensión uno en TpM .

Ya que un campo vectorial X asigna a cada punto p deM un vector Xp = X (p)
de su espacio tangente, TpM , podemos imaginar entonces a cada punto de M con
una �echa o dirección asociada a él.

Dada una carta coordenada cualquiera (U, (xi)
n
i=1) de una variedad diferen-

ciable M y un campo vectorial X de M podemos escribir a dicho campo como

combinación del marco local
{

∂
∂xi

}n
i=1

1

X =
n∑
i=1

Xi ∂

∂xi

tal que Xi : U −→ R es una función suave; a las funciones Xi se les denominan
funciones componentes de X .

Observación. La presentación de X varía con la carta coordenada. Además
un campo vectorial X es suave si y sólo si sus funciones componentes lo son.

Sea f una función de�nida en una variedad suave M que toma valores reales,
f ∈ C∞ (M)2. De�nimos el siguiente campo vectorial

fXp = f (p)Xp.

1Un marco en un punto p ∈M es una base del espacio vectorial TpM . Para más información
acerca de este tema se puede consultar [15].

2El conjunto C∞ (M) denota a las funciones in�nitamente diferenciables de M a R.

1



1. CAMPOS VECTORIALES SOBRE VARIEDADES DIFERENCIABLES 2

Con esta multiplicación y la suma usual de campos vectoriales X (M) resulta ser
un C∞ (M)-módulo.

También podemos ver a cada campo vectorial como una derivación, es decir
existe un operador X del conjunto de las funciones in�nitamente diferenciables, de
M a R, en sí mismo X : C∞ (M) −→ C∞ (M), que satisface la regla de Leibnitz
del producto; a saber, para cualesquiera dos funciones f y g en C∞ (M) se cumple
X (fg) = f Xg + g Xf , donde por Xf , Xg y X (fg) denotamos a la derivada
direccional de f , g y fg (respectivamente) en la dirección de X.

A la hora de hacer cálculos tenemos que dada una carta coordenada (U, (xi))
el campo vectorial X aplicado a la función f tiene la siguiente expresión

Xf (p) =
n∑
i=1

Xi (p)
∂f

∂xi
(p) .

Hay que tener cuidado en no confundir las expresiones Xf y fX pues son muy
distintas.

Ejemplo 1.0.2. Las siguientes funciones son ejemplos sencillos de campos vec-
toriales.

1. Sean (x, y) las coordenadas usuales en R2 y consideremos el campo vectorial
X : R2 −→ TR2 de�nido por X ((p, q)) = ∂

∂x |(p,q).
2. Sea f : R2 −→ R una función que no se anula en ningun punto entonces

tenemos el campo vectorial X ((p, q)) = f (p, q) ∂
∂x |(p,q).

3. El campo vectorial de Euler en Rn está de�nido como V (x) =
n∑
i=1

xi
∂
∂xi
|x.

Ahora introduciremos un concepto que será análogo al de las soluciones de una
ecuación diferencial ordinaria, el concepto de �ujo.

Definición 1.0.3. SeaM una variedad suave, un �ujo global en dicha variedad
es una función suave

γ : R×M −→M

tal que las siguientes dos propiedades se cumplen para todo punto p ∈ M y reales
s y t.
• El punto inicial de la función es p ,γ (0, p) = p.
• Y la composición γ (s, γ (t, p)) = γ (s+ t, p).

Observación. Al �ujo se le dice local si no está de�nido para todos los reales
(pero sí para intervalos abiertos, los cuales contienen al origen). En general vamos
a trabajar con �ujos locales, ya que la existencia de �ujos globales en variedades
suaves arbitrarias no es siempre cierta, aunque en el caso de variedades compactas
sí lo es. Se puede leer más al respecto en [15].

El �ujo así de�nido es una acción continua del grupo aditivo R sobre la variedad
M y se le llama el grupo uniparamétrico. Esto nos dice que la órbita de un punto p es
el conjunto γ (R, p) (recordemos que las órbitas bajo acciones de grupos son ajenas);
más aún si �jamos el �ujo para cada real t, γt : M −→M , es un difeomor�smo con
inversa γ−t, por lo que tenemos un homomor�smo de grupos entre R y Diff (M)3.

3Diff (M) es el conjunto de difeomor�smos de M en sí mismo.
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Definición 1.0.4. Para cada �ujo local γ en M de�nimos el dominio del �ujo
γ como un abierto A ⊆ R×M , que contiene a {0}×M , y de tal forma que �jando
un punto p de la variedad M , el conjunto Ap = {t ∈ R | (t, p) ∈ A} = (ap, bp),
con −∞ ≤ ap < 0 < bp ≤ ∞, es un intervalo abierto que contiene al origen. Cada
intervalo Ap es el dominio de de�nición de la curva que pasa por p. De igual manera
de�nimos al conjunto Mt = {p ∈M | (t, p) ∈ A}. Esto tendrá más sentido cuando
hablemos de �ujos integrales para campos vectoriales (ver de�nición1.0.5).

Notación. Hay veces que, para facilitar la notación, utilizaremos indistintamen-
te alguna de las que siguen

γ (t, p) = γt (p) = γp (t) .

El caso en el que �jamos un punto p, a esta función se le suele llamar curva integral4,
hacemos notar el por qué en la siguiente de�nición.

Definición 1.0.5. Sea X : M −→ TM un campo vectorial, una curva solución
o curva integral del campo X es una curva γ : (a, b) −→ M tal que la derivada de
γ en un punto t ∈ (a, b) es el campo vectorial X en el punto γ (t). En símbolos

γ′ (t) = X (γ (t)) .

De igual manera un �ujo solución o integral de X es un �ujo tal que al �jar
cualquier punto p de M , γp : Ap −→M es una curva integral del campo vectorial
X.

Ejemplo 1.0.6. Veamos los siguientes �ujos y sus campos vectoriales asociados.

1. Sea el campo vectorial X = ∂
∂x de�nido en R2, es sencillo ver que su �ujo

global asociado es γ (t, (x, y)) = (t+ x, y). Sea M una 2−variedad y (U,ϕ)
una carta de M , si ϕ = (ϕ1, ϕ2) entonces el �ujo del campo vectorial
V = ∂

∂ϕ1
es α (t, p) = ϕ−1 (t+ ϕ1 (p) , ϕ2 (p)).

2. Consideremos el �ujo dado por γ (t, (x, y)) = (etx, ety), derivando con res-
pecto de t y usando que γ′ (t) = X (γ (t)) vemos que el campo vectorial
correspondiente a este �ujo es el de Euler en R2, X = x ∂

∂x + y ∂
∂y .

3. El �ujo que forma circulos concéntricos con centro en el origen está dado por
θ (t, (a, b)) = (a cos t− b sin t, b cos t+ a sin t) y si derivamos con respecto de
t tenemos que su campo vectorial asociado es Y = −y ∂

∂x + x ∂
∂y .

4. El campo vectorial suma de los ejemplos 3. y 4. es Z = (x− y) ∂
∂x +

(x+ y) ∂
∂y y su �ujo es la función η : R×R2 −→ R2 dada por γ (t, (a, b)) =

et (a cos t− b sin t, b cos t+ a sin t).

El siguiente teorema es fundamental en la teoría de ecuaciones diferenciales
ordinarias, lo presentaremos con una adaptación al lenguaje de campos vectoriales.
La demostración de este teorema puede ser consultada en [15] [2].

Teorema 1.0.7. (Existencia y Unicidad de Soluciones). Sea X un campo vec-
torial C∞ de�nido en una variedad suave M , sea p un punto en M . Entonces existe
una curva integral de X, γ : (a, b) −→ M , con γ (0) = p. Y si θ : (c, d) −→ M es
otra curva integral también con punto inicial p (θ (0) = p) entonces ambas curvas
integrales coinciden en (a, b) ∩ (c, d).

4Notemos que cada curva integral tiene su dominio de de�nición, el cual es un intervalo
abierto, de R, que contiene al cero.
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De aquí en adelante supondremos que los �ujos son máximos es decir, dado un
�ujo γ y su dominio A no existe otro �ujo θ con dominio B tal que A ( B, y la
restricción de θ en A coincida con el �ujo γ: θ|A = γ.

El teorema de existencia de �ujos máximos se puede consultar en [15]

Notemos que si un �ujo máximo no es un �ujo global entonces dicho �ujo
abandona a cualquier conjunto compacto en un tiempo �nito.

Lema 1.0.8. Sea γ un �ujo máximo local en M tal que la cota superior, bp,
del dominio del �ujo para todo punto p es �nita. Entonces existe un número real
positivo ε tal que la curva integral de p con tiempo en [bp−ε, bp) abandona cualquier
compacto de M . Es decir γ ([bp − ε, bp), p) * K con K compacto.

Demostración. Como K es un conjunto compacto existe ε > 0 tal que

[−ε, ε]×K ⊆ A ∩ (R×K) .

Si γ (t, p) ∈ K para todo tiempo t < t0 con t0 > bp− ε, entonces podemos extender
el tiempo de la curva integral γp a (ap, t0 + ε) haciendo

γ (ε, γ (t− ε, p)) = γ (t, p)

si el tiempo t0 ≤ t < t0 + ε. �

Definición 1.0.9. Dada una funcíón suave, f , entre dos variedades M y N ,
decimos que los campos vectoriales X ∈ X (M) y Y ∈ X (N) son f -equivalentes si
para todo punto de M ocurre que

dfpXp = Y ◦ f (p) .

En el caso que f sea un difeomor�smo se de�ne el push-forward de X por f o
empujar el campo vectorial X por f como

f∗X = df ◦X ◦ f−1.

Por la unicidad de las curvas integrales surge naturalmente la siguiente propo-
sición.

Proposición 1.0.10. Supongamos que M, N son variedades suaves y que la
función f : M −→ N es también diferenciable. Los campos vectoriales X ∈ X (M),
Y ∈ X (N) son f -equivalentes si y sólo si f manda curvas integrales de X en curvas
integrales de Y .

Demostración. Supongamos primero que los campos vectoriales X y Y son
f -equivalentes, y que la función γ : J −→M es una curva integral de X. De�namos
a σ = f ◦ γ, probaremos que σ es una curva integral de Y . Derivando a la función
σ con respecto de t

σ′(t) = (f ◦ γ)
′
(t) = df |γ(t) (γ′ (t)) = df |γ(t)

(
X|γ(t)

)
= Y |f(γ(t))

por lo que la curva σ si es curva integral del campo vectorial Y .
Inversamente, sea p un punto de M y la curva integral del campo vectorial X

γ : (−ε, ε) −→ M con inicio en p, γ (0) = p. Por hipótesis la composición f ◦ γ es
curva integral de Y con punto inicial f (p)

Yf(p) = (f ◦ γ)
′
(0) = df |γ(0) (γ′ (0)) = df |p (X|p)

por lo tanto los campos vectoriales X y Y son f -equivalentes. �
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Tenemos un resultado similar al anterior pero para �ujos locales de campos
vectoriales.

Proposición 1.0.11. Sea γ el �ujo local del campo vectorial X ∈ X (M), y θ
el �ujo de Y ∈ X (N). Si los campos vectoriales X y Y son f -equivalentes entonces
para cada t ∈ R , f (Mt) ⊆ Nt y f ◦ γt = θt ◦ f en Mt.

Demostración. La proposición anterior nos dice que para todo punto p en
M , la curva f ◦ γp es una curva integral de Y que comienza en f (p). Por unicidad
de las curvas integrales la curva integral θf(p) está de�nida al menos en Ap y en
dicho intervalo coincide con f ◦ γp. Esto signi�ca que si un punto p ∈Mt entonces
el tiempo correspondiente t está en Ap, pero lo anterior implica que t ∈ Af(p) y el
punto imagen de p, f (p), pertenece al conjunto Nt. Podemos por lo tanto concluir
la contención f (Mt) ⊆ Nt, y también la siguiente igualdad f (γp (t)) = θf(p) (t),
para todo tiempo t ∈ Ap. Esta última igualdad es equivalente a que θt ◦ f = f ◦ γt
en el conjunto abierto Mt. �

El siguiente teorema nos será de mucha utilidad a la hora de estudiar a las
foliaciones integrables, en el capítulo 3, ya que tendremos que cada una de ellas,
localmente y con ciertas restricciones que presentaremos más adelante, a saber en
el teorema 3.6.16, se verán como un haz �brado.

Teorema 1.0.12. (de Ehresmann). Sea una función diferenciable f : Mm −→
Nn submersión, sobreyectiva y propia,M y N variedades suaves, N conexo. Enton-
ces la cuaterna (M,N, f, F ) es un haz suave, con F ∼= f−1 (b) difeomorfos, b ∈ N .
Que sea un haz suave signi�ca que para todo punto b ∈ N existe una vecindad U
de b y un difeomor�smo Φ, tal que el siguiente diagrama conmuta

f−1 (U) ⊆M Φ−→ U × F
f ↓ ↓ pr

U ⊆ N ←→
id

U
.

Demostración. Sea un punto b ∈ N y (U,ϕ) una carta coordenada centrada
en b. Como este teorema es local, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
la vecindad U = Rn y el punto b es el origen, y además que la variedad M es la
imagen inversa de U bajo f . Usaremos de funciones coordenadas las canónicas en
Rn, (xi), y sus campos vecotriales asociados ∂

∂xi
, con �ujos γi (t, p) = p+tei, donde

ei es el vector canónico i-ésimo de Rn.
Usando el teorema del rango (revisar en A.3) y particiones de la unidad construi-

remos campos vectoriales Xi ∈ X
(
f−1 (U)

)
tales que Xi y ∂

∂xi
sean f -equivalentes,

esto para el índice i ∈ {1, ..., n}. Gracias al teorema del rango tenemos que para to-
do punto q ∈ f−1 (U) = M existe una carta (V, ψ) centrada en q tal que el siguiente
diagrama conmuta

V
ψ−→ Rm

f ↓ ↓ pr
Rn −→

id
Rn

Aquí, la función pr es la proyección canónica de Rm en Rn,

(x1, ..., xn, xn+1, ..., xm) 7→ (x1, ..., xn) , con n < m .
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Para cada punto q en f−1 (U) indexemos a la vecindad dada por el teorema del
rango como Vq. El conjunto formado por tales vecindades {Vq}q∈M es una cubierta
abierta del espacio M , por lo que podemos escoger una partición de la unidad {φj}
subordinada a dicha cubierta, y de tal forma que el soporte de cada función esté
contenido en una vecindad Vq, supp (φj) ⊆ Vq para algún punto q ∈ M . A partir
de lo anterior obtenemos una subcubierta numerable {Vj}, identi�cando los índices
q y j.

Dado un índice j de�nimos Xi,j |r = d
dt t=0

ψ−1
j (ψj (r) + tei), con r un punto

de la vecindad Vj . Usando la partición de la unidad {φj} pegamos los campos
vectoriales Xi,j

Xi =
∑
j

φjXi,j .

Por el diagrama anterior tenemos que la igualdad id ◦ f = pr ◦ ψj es equivalente a
f ◦ ψ−1

j = id−1 ◦ pr = pr.
Sea θi,j el �ujo de Xi,j , entonces θi,j(t, p) = ψ−1

j (ψj (p) + tei). Y utilizando las
igualdades anteriores obtenemos

f ◦ θi,j (t, p) = f ◦ ψ−1
j (ψj (p) + tei) = id ◦ pr (ψj (p) + tei)

= pr (ψj (p)) + pr (tei) = f (p) + tei = γi (t, f (p)) .

En las igualdades anteriores usamos 1 ≤ i ≤ n y que la proyección pr es una
transformación lineal. Veamos ahora que los campos Xi y ∂

∂xi
son f−equivalentes

(1)

dfqXi|q = dfq
∑
j

φj (q)Xi,j |q

=
∑
j

φj (q) dfq (Xi,j |q)
(∗)
=
∑
j

φj (q)
∂

∂xi
|f(q) =

∂

∂xi
|f(q).

(∗) Esta igualdad está dada por la proposición 1.0.10.
Sea la función θi el �ujo local del campo vectorial Xi, entonces por (1) tenemos

la igualdad f ◦ θi = γi ◦ f . Queremos probar que θi : R × M −→ M , es decir
que el �ujo θi es global. Para eso usamos que el �ujo γi sí es global. Sea Jp ⊆ R
el intervalo máximo, que lo podemos suponer con límites �nitos de ambos lados,
donde la curva integral θi (−, p) está de�nida. Como γi sí es global, tenemos que
f ◦θi (Jp, p) = γi (Jp, f (p)) ⊆ γi

(
J̄p, f (p)

)
= K. Como la cerradura J̄p es compacta

y la curva integral γi (−, f (p)) es continua entonces el conjunto K es compacto.
Al ser f propia tenemos que f−1 (K) es compacto, y la curva integral θi (Jp, p)

queda contenida en el compacto f−1 (K); entonces si θpi no estuviera de�nida para
todo número real, por el lema 1.0.8 la curva θpi se saldría de cualquier compacto
en un tiempo �nito y eso contradice que la imagen de θi (−, p) quede contenida en
el conjunto compacto f−1 (K). Por lo tanto el �ujo θi es global, recordemos que el
índice i recorre solamente los enteros de 1 a n.

Ahora de�namos la siguiente función τ , que será la encargada de la trivialización

τ : U × F −→M
(q,p) 7→θn|πn(q)◦...◦θ1|π1(q)(p)

.

Las proyecciones πi son las canónicas de Rn sobre la i-ésima coordenada, F =
f−1(0).
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Computemos la composición f ◦ τ en una pareja (q, p) y veamos que es igual a
la proyección de U × f−1 (0) sobre U .

f (τ (q, p)) = f
(
θn|πn(q) ◦ ... ◦ θ1|π1(q)(p)

)
= f

(
θn|πn(q)

)
◦ ... ◦ θ1|π1(q)(p)

= γn|πn(q) ◦ f ◦ θn−1|πn−1(q)(p) ◦ ... ◦ θ1|π1(q)(p)

...

= γn|πn(q) ◦ ... ◦ γ1|π1(q) ◦ f (p)

= γn|πn(q) ◦ ... ◦ γ2|π2(q) (f (p) + π1(q)e1)

...

= f (p) + π1(q)e1 + ...+ πn(q)en = f (p) + q = q

como p está en la �bra del origen entonces f (p) = 0. Esto nos dice que el diagrama

f−1 (U)
τ←− U × F

f ↓ ↓ pr
U ←→

id
U

es conmutativo. Claramente la función τ es diferenciable pues es composición de
funciones diferenciables. Para ver que es un difeomor�smo damos explícitamente la
inversa de τ , τ−1 : f−1 (U) −→ U × F , dada por

p 7→
(
f (p) , θn|−πn(f(p)) ◦ ... ◦ θ1|−π1(f(p))(p)

)
.

Sólo falta ver que las �bras f−1 (b) son todas difeomorfas entre sí, aquí es donde
usamos que N es conexo. Usaremos el símbolo ∼= para denotar que dos �bras son
difeomorfas.

Consideremos el conjunto Ay =
{
x ∈ N | f−1(x) ∼= f−1(y)

}
, para ver que es

abierto utilicemos lo recién hecho. A saber, sea x ∈ Ay entonces existe una vecindad
abierta U de x tal que f−1 (z) ∼= f−1 (x) para todo punto z de U , esto implica que
U ⊆ Ay, por lo que Ay resulta ser un conjunto abierto. Si existiese un punto q ∈ N
tal que la �bra de q y la de y no fueran difeomorfas entonces tendríamos una
disconexión de N por abiertos ajenos no vacíos, lo que contradice la hipótesis. Por
lo tanto Ay = N y tenemos un haz diferenciable. �

Ahora presentaremos otras operaciones para campos vectoriales, que nos serán
de utilidad a la hora de probar el teorema de Frobenius. Estas operaciones entre
campos vectoriales nos darán una imagen geométrica sobre la conmutatividad de
dos campos vectoriales.

Definición 1.0.13. Dados dos campos vectoriales X, Y de una variedad M
de�nimos al corchete de Lie de X y Y como

[X,Y ] = XY − Y X.
El corchete de Lie de X y Y resulta ser un campo vectorial suave de M .

Si bien la de�nición anterior nos dice poco acerca de cómo es este campo vec-
torial, tenemos la siguiente representación de [X,Y ] en base a las representaciones
de X y Y en coordenadas locales (U, (xi)

n
i=1) de M . En dicha carta los campos se

ven como X =
n∑
i=1

Xi ∂
∂xi

y Y =
n∑
i=1

Y i ∂
∂xi

, y el corchete de Lie tiene la siguiente

presentación
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[X,Y ] =

n∑
j=1

(
n∑
i=1

Xi ∂Y
j

∂xi
− Y i ∂X

j

∂xi

)
∂

∂xj
.

Una aplicación trivial pero útil, es calcular el corchete de Lie para los campos
vectoriales asociados a las funciones coordenada (xi) de M . Ya que estos campos
vectoriales tienen coe�cientes constantes se sigue que

(2)

[
∂

∂xj
,
∂

∂xi

]
≡ 0, para todo i y j.

Otra manera de pensar este hecho es que las derivadas parciales de funciones suaves
conmutan, tal como ocurre en Rn.

Ejemplo 1.0.14. Usemos los ejemplos 2. y 3. del ejemplo 1.0.6 y calculemos
su corchete de Lie.

X = x ∂
∂x + y ∂

∂y , Y = −y ∂
∂x + x ∂

∂y .

[X,Y ] =

(
X1 ∂Y

1

∂x
− Y 1 ∂X

1

∂x
+X2 ∂Y

1

∂y
− Y 2 ∂X

1

∂y

)
∂

∂x

+

(
X1 ∂Y

2

∂x
− Y 1 ∂X

2

∂x
+X2 ∂Y

2

∂y
− Y 2 ∂X

2

∂y

)
∂

∂y

=

(
x
∂ − y
∂x

+ y
∂x

∂x
+ y

∂ − y
∂y

− x∂x
∂y

)
∂

∂x

+

(
x
∂x

∂x
+ y

∂y

∂x
+ y

∂x

∂y
− x∂y

∂y

)
∂

∂y
= 0.

Esto nos dice que los campos vectoriales conmutan.

Proposición. Dados tres campos vectoriales X, Y, Z ∈ X (M) se cumplen las
siguientes propiedades

Bilinealidad, a, b ∈ R
[aX + bY, Z] = a [X,Z] + b [Y, Z]
[Z, aX + bY ] = a [Z,X] + b [Z, Y ].

Antisimetría
[X,Y ] = − [Y,X] .

Identidad de Jacobi
[X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

Dados f, g ∈ C∞ (M)
[fX, gY ] = fg [X,Y ] + (fXg)Y − (gY f)X.

Proposición 1.0.15. Sea f : M −→ N una función suave, y consideremos
un par de campos vectoriales X, Y de M y N respectivamente. X y Y son f -
equivalentes si y sólo si para cada función suave, g, real valuada de�nida en un
abierto de N , se cumple lo siguiente

(3) X (g ◦ f) = (Y g) ◦ f.
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Demostración. Para cualquier punto p deM y cualquier función suave g real
valuada de�nida en una vecindad de f (p)

X (g ◦ f) (p) = Xp (g ◦ f) = dfp (Xp) g,

y además
(Y g) ◦ f (p) = (Y g) (f (p)) = Yf(p)g.

Eso nos dice que la igualdad (3) es cierta para toda g si y sólo si dfpXp = Yf(p)

para todo punto p, es decir si y sólo si X y Y son f -equivalentes. �

La siguiente proposición es un hecho que se nos antoja que ocurra. Y como en
muchos casos de las matemáticas, lo que nos parece natural sí es verdadero.

Proposición 1.0.16. Sea f : M −→ N una función suave entre varieda-
des, y sean X1, X2 ∈ X (M) Y1, Y2 ∈ X (N) campos vectoriales tales que Xi y
Yi son f−equivalentes para i = 1, 2 . Entonces los corchetes [X1, X2], [Y1, Y2] son
f−equivalentes.

Demostración. Usando la proposición 1.0.15 y el hecho que Xi y Yi son f -
equivalentes:

X1X2 (g ◦ f) = X1 ((Y2g) ◦ f) = (Y1Y2g) ◦ f
de igual manera

X2X1 (g ◦ f) = X2 ((Y1g) ◦ f) = (Y2Y1g) ◦ f.
Juntando las igualdades anteriores

[X1, X2] (g ◦ f) = X1X2 (g ◦ f)−X2X1 (g ◦ f)

= (Y1Y2g) ◦ f − (Y2Y1g) ◦ f = ([Y1, Y2] g) ◦ f.
Y el resultado está probado. �

El corchete de Lie mide, en cierta manera, el grado en que las derivadas direc-
cionales de dos campos vectoriales no conmutan. El siguiente lema da una idea más
geométrica de este hecho.

Lema 1.0.17. Sean X, Y campos vectoriales sobre una variedad M , y consi-
deremos a θ el �ujo (máximo) local de X en alguna región que contiene al punto
p ∈M , entonces se tiene la siguiente igualdad

[X,Y ]p =
d

dt

(
(Dpθt)

−1
Yθ(t,p)

)
|t=0.

Observación. La idea de este enunciado es: el �ujo θt mueve al punto p en la
dirección del campo vectorial X, luego miramos al campo Y en dicha dirección y
usamos el mapeo Dpθt : TpM −→ Tθ(t,p)M , el cual es un isomor�smo lineal, para
�jalar� al vector Yθ(t,p) al espacio tangente sobre p. En particular esta a�rmación
da pie a una buena interpretación geometrica: El corchete de Lie [X,Y ] se anula si
y sólo si el campo Y es invariante bajo el �ujo de X; se dice que un campo Y es
invariante bajo el �ujo θ si Y es θt−equivalente a él mismo para todo tiempo t; es
decir dθtY = Y ◦ θt para todo tiempo t y punto p en el dominio de θ.

Demostración. Escojamos una carta coordenada (U, (xi)) de M centrada en
el punto p. En esa carta los campos vectoriales X y Y se escriben de forma única
como X =

∑
Xi ∂

∂xi
y Y =

∑
Y i ∂

∂xi
, entonces

d

dt

(
(dpθt)

−1
Yθ(t,p)

)
|t=0 =

d

dt

(
dθ(t,p)θ−tYθ(t,p)

)
|t=0 .
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La prueba se hará comparando las funciones componentes del corchete [X,Y ] y la

derivada d
dt

(
(dpθt)

−1
Yθ(t,p)

)
|t=0, las cuales denotaremos con el súper índice j

d

dt

(
dθ(t,p)θ−t

(
Yθ(t,p)

))j |t=0

=
n∑
k=1

(
∂

∂t

∂θj−t
∂xk

)
|t=0Y

k
p +

n∑
k=1

(
∂θj−t
∂xk

)
∂Y k (θ (t, p))

∂t
|t=0

=
n∑
k=1

(
∂

∂xk

∂θj−t
∂t

)
|t=0Y

k
p +

n∑
i,k=1

δj,kX
j
p

∂Y k

∂xi
|p

= −
n∑
k=1

Y kp
∂Xj

∂xk
|p+

n∑
i=1

Xi
p

∂Y j

∂xi
|p

= [X,Y ]
j
p

�

A la expresión d
dt

(
(dpθt)

−1
Yθ(t,p)

)
|t=0 se le llama la derivada de Lie de Y con

respecto de X, y se le denota LXY . El hecho que la derivada de Lie y el corchete de
Lie de dos campos vectoriales coincida es algo grandioso, ya que nos da una visión
geométrica del corchete de Lie.

Posiblemente el siguiente teorema es el resultado más importante sobre la con-
mutatividad de campos vectoriales y, si no el más importante sí uno muy ilustrativo
visualmente.

Teorema 1.0.18. Los campos vectoriales conmutan si y sólo si sus �ujos con-
mutan.

Demostración. Sean X y Y campos vectoriales sobre una variedad M , y
las funciones θ y γ sus �ujos respectivamente. Asumamos primero que los campos
vectoriales conmutan. Consideremos un punto p en M y dos intervalos abiertos
J y K que contienen al 0, tales que γs ◦θt (p) está de�nido para toda pareja (s, t) ∈
J ×K. Por el lema anterior tenemos que el campo vectorial X es invariante bajo
γ y Y es invariante bajo el �ujo θ. Fijemos la variable s y consideremos a la curva
ρ : K −→M de�nida por ρ (t) = γs ◦ θt (p), esta curva satisface que ρ (0) = γs (p) y

ρ′ (t) =
d

dt
(γs ◦ θt (p)) = d (γs)

(
θ(p)′ (t)

)
= d (γs)

(
Xθ(p)(t)

)
= Xθ(t,p) ◦ γs = Xρ(t).

Lo anterior nos dice que ρ es una curva integral de X con punto inicial γs (p), y
por la unicidad de las curvas integrales ρ (t) = θγ(s) (t) = θt (γs (p)) . Esto prueba
que los �ujos conmutan.

Inversamente, asumamos que los �ujos conmutan. Sea un punto p enM y ε > 0
tal que γs ◦ θt (p) y θt ◦ γs (p) están bien de�nidas si | s |, | t |< ε. Reescribimos

γ (s, θt (p)) = θ (t, γp (s)) .

y derivando ambos lados de la igualdad con respecto de la variable s, obtenemos

Yθt(p) =
d

ds
(γ (s, θt (p)))s=0 =

d

ds
(θ (t, γp (s)))s=0 = d (θt)p (Yp)
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si a ambos lados de la igualdad le aplicamos d (θ−t)θt(p) , llegamos a

d (θ−t)θt(p)
(
Yθt(p)

)
= Yp.

Ahora derivamos con respecto de t y aplicamos la de�nición de derivada de Lie,
resulta lo siguiente

(LXY )p =
d

dt

(
d (θ−t)θt(p)

(
Yθt(p)

))
t=0

=
d

dt
(Yp)t=0 = 0.

Y por la equivalencia con el corchete de Lie, damos por concluida la demostración.
�

El siguiente resultado, que es en esencia una generalización del teorema de
recti�cación para ecuaciones diferenciales ordinarias. Nos da una forma sencilla de
pensar a un conjunto linealmente independiente de campos vectoriales conmutati-
vos.

Teorema 1.0.19. (forma canónica para campos vectoriales conmutativos).
SeanM una n-variedad suave y {V1, ..., Vk} un conjunto formado por k campos vec-
toriales linealmente independientes y conmutativos de�nidos en un abierto W ⊆M .
Para cada p ∈ W existe una carta suave de coordenadas (U, (xi)) centrada en p
tal que Vi = ∂

∂xi
con i = 1, ..., k; y si S ⊆ W es una subvariedad encajada en M

de codimensión k y p ∈ S es tal que TpM = TpS + 〈{V1|p, ..., Vk|p}〉, entonces la
carta coordenada, antes mencionada, se puede elegir de tal forma que en S ∩U las
funciones coordenada se anulan idénticamente, xi ≡ 0 con i = 1, ..., k.

Demostración. Sean p ∈W , S una subvariedad de codim= k tal que TpM =
TpS + 〈{V1|p, ..., Vk|p}〉 y (U, (xi)) una carta �rebanada� (el concepto de carta
rebanada puede ser consultado en A.3) de S centrada en p de tal manera que
W ∩ S = {y ∈W | x1 (y) = ... = xk (y) = 0}. Lo anterior nos asegura que el es-

pacio tangente TpM coincide con el espacio
〈
V1|p, ..., Vk|p, ∂

∂xk+1
|p, ..., ∂

∂xn
|p
〉
pues

〈{V1|p, ..., Vk|p}〉 es de dimensión k y TpM = TpS + 〈{V1|p, ..., Vk|p}〉.
Dicho lo anterior, nos damos cuenta que este teorema es puramente local, es

decir sólo depende de la carta entonces podemos suponer que el abierto U ⊆ W ⊆
Rn, {V1, ..., Vk} son campos vectoriales de�nidos en W y

S = {y ∈ Rn | y = (y1, ..., yn) , y1 = ... = yk = 0} .
Hacemos estas suposiciones para facilitar notación y la prueba.

Ahora bien consideremos el �ujo γi del campo vectorial Vi, i = 1, ..., k. A�r-
mamos que existen una vecindad N ⊆ U de p y ε > 0 tales que γ1|t1 ◦ γ2|t2 ◦ ... ◦
γk|tk (N) ⊆ U si cada tiempo |ti |< ε. Para probar la a�rmación escogemos ε1 > 0
y un abierto U1 tal que γ1 : (−ε1, ε1) × U1 −→ U , esto lo podemos hacer gracias
al teorema de existencia y unicidad; si el índice i 6= 1 de�nimos εi > 0 y Ui de tal
forma que el �ujo γi : (−εi, εi)× Ui −→ Ui−1. Como tenemos un número �nito de
cotas εi elegimos la mínima ε = min {εi}ki=1 y la vecindad N igual al abierto Uk.
Con eso tenemos probada la a�rmación.

De�nimos el siguiente conjunto abierto

Ω =
{
y ∈ Rn−k | (0, y) ∈ N, 0 ∈ Rk

}
⊆ Rn−k

(esto es para tomar elementos de S pues (0, y) ∈ S ∩N) y la función

Φ : (−ε, ε)k × Ω −→ U de�nida como la composición de los �ujos de Vi,
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Φ (t1, ..., tk, yk+1, ..., yn) = γ1|t1 ◦ γ2|t2 ◦ ... ◦ γk|tk (0, ..., 0, yk+1, ..., yn)

Por construcción Φ ({0} × Ω) = {0}×Ω = N∩S ya que γi|0 (r) = r por propiedades
del �ujo. Φ será la función que completará la prueba, a lo que nos referimos es que
Vi y ∂

∂xi
son Φ− equivalentes.

Probemos lo recién mencionado. Ya que los campos vectoriales Vi conmutan entre
sí esto implica que sus los �ujos γi también conmutan. Entonces para cada punto
y0 = (t1, ..., tk, yk+1, ..., yn) ∈ (−ε, ε)k × Ω tenemos lo siguiente:

dΦ|y0
(
∂
∂ti

)
= DΦ|y0



0
...
1
...
0

 = ∇|y0Πi ◦ Φ = ∂Φ
∂ti
|y0 donde el 1 está en el renglón

i = 1, ..., k y Πi es la proyección en la i− ésima coordenada. (1)
Sea zi = γ1|t1 ◦ ...◦γi−1|ti−1 ◦γi+1|ti+1 ◦ ...◦γk|tk (0, ..., 0, yk+1, ..., yn). Podemos

reescribir a Φ como sigue:

Φ (y0) = γi|ti (zi) = γi (ti, zi) .

A partir de lo anterior vemos que ∂zi
∂ti
|y0 = 0, ... (2) pues la variable ti no aparece

en zi.
De (1) y (2) concluimos:

∂Φ

∂ti
|y0 =

∂γi
∂ti

(ti, zi) =
∂γi
∂ti

[(ti, 0) + (0, zi)] = Dγi �

[
∂ (ti, 0)

∂ti
+
∂ (0, zi)

∂ti

]
= Dγi �

[(
1
0

)
+

(
0
0

)]
=
dγi
dti
|(0,zi) = Vi (Φ (y0)) .

Observemos también que Φ (0) = p y dΦ|0 ∂
∂ti

= Vi (Φ (0)) con i = 1, ..., k, y si

i > k dΦ|0 ∂
∂yi

= ∂
∂xi
|Φ(0). Lo anterior también nos dice que dΦ|0 es un isomor�smo

entre los espacios tangentes T0((−ε, ε)k × Ω) y TpM . Entonces por el teorema de
la función inversa hay una vecindad de 0 donde su inversa ϕ = Φ−1 está de�nida,
y por ser la inversa de Φ, dϕ manda Vi a ∂

∂ti
con i = 1, ..., k y ∂

∂xi
a ∂
∂yi

cuando
i = k + 1, ..., n; la subvariedad S bajo ϕ va al subespacio {y1 = ... = yk = 0}. �

1.1. Distribuciones y Teorema de Frobenius

Ahora introduciremos un concepto que generaliza al de campos vectoriales, es
el de una distribución. Los campos vectoriales son subespacios de dimensión uno
del haz tangente en cada punto, las distribuciones serán subespacios de dimensión
k. Sea M una variedad suave, a una distribución D de rango k en M podemos
describirla especi�cando para cada punto p en M un subespacio vectorial Dp de
TpM , tal que Dp tiene dimensión k.

Una distribución D resulta ser una distribución suave si y sólo si para cada
punto de M existe una vecindad U y campos vectoriales X1, ..., Xk de�nidos en
U , de tal forma que Dq es el subespacio generado por X1 (q) , ..., Xk (q) para todo
punto q ∈ U .

Definición 1.1.1. Supongamos que D ⊂ TM es una distribución. A una sub-
variedad inmersa N ⊂ M se le llama variedad integral de la distribución, si para
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cada punto p de N
Dp = TpN.

Equivalentemente, una distribución se dice integrable si cada punto deM pertenece
a una variedad integral.

En esta sección nos centraremos en responder bajo qué condiciones existen
variedades integrales.

Definición 1.1.2. Una distribución D se dice involutiva si para cualesquiera
campos vectoriales X, Y de�nidos en un abierto U ⊆M que cumplan Xp, Yp ∈ Dp
se tiene que [X,Y ]p ∈ Dp, esto para todo punto p ∈ U .

La siguiente proposición nos da condiciones su�cientes para que una distribu-
ción sea involutiva.

Proposición 1.1.3. Toda distribución integrable es involutiva.

Demostración. Sea D ⊂ TM una distribución integrable y supongamos que
es de rango mayor a uno. Al ser D integrable consideremos a N , una variedad
integrable de la distribución D, y un punto p en ella. Ya que la distribución es de
rango mayor a uno, sean X yY dos secciones locales de D de�nidas en un abierto
U ; por una parte X y Y son campos vectoriales de�nidos en U y por otra parte
Xp, Yp ∈ Dp = TpN , esto nos dice que los campos X y Y son tangentes a N por lo
que el corchete de Lie [X,Y ] también es tangente a N , es decir [X,Y ]p ∈ Dp para
todo punto p ∈ U . �

Dada una distribución D ⊆ TM de rango k, decimos que una carta coordenada
(U,ϕ), en M , es plana en D si ϕ (U) es un cubo en Rn, y para p ∈ U

Dp =

〈
∂

∂ϕ1
|p, ...,

∂

∂ϕk
|p
〉
.

En tales cartas las k−rebanadas del cubo ϕ (U) que tienen la forma {ϕk+1 = ck+1, ..., ϕn = cn}
con ck+1, ..., cn constantes, son variedades integrales de D. A una distribución se
le llama totalmente integrable si para todo punto de de la variedad M existe una
carta plana en D.

El siguiente teorema nos dice que, en efecto, las distribuciones totalmente inte-
grables son las involutivas. Con este resultado se concluye la caracterización de las
distribuciones integrables.

Teorema 1.1.4. (de Frobenius). Sean M una n-variedad suave y D una dis-
tribución de dimensión (rango) k. Si D es una distribución involutiva entonces es
completamente integrable.

Demostración. Usando el teorema 1.0.19, sabemos que si D es una distribu-
ción localmente generada por campos vectoriales conmutativos entonces la distri-
bución D es completamente integrable.

Dicho lo anterior, la esencia de esta prueba reside en ver que toda distribución
involutiva está localmente generada por campos vectoriales que conmutan entre sí.

Una vez más abusaremos de las propiedades locales para poder sustituir a Mn

por un abierto U ⊆ Rn en vez de usar cartas coordenadas.
Sean {X1, ..., Xk} un marco local para D, esto es el conjunto {X1, ..., Xk} ge-

nera a D, y p ∈ U . Con un cambio de coordenadas, realmente es un reordenamiento
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de las coordenadas en U y por lo tanto en el marco canónico de TpRn podemos

pensar que TpRn = Dp ⊕
〈

∂
∂xk+1

|p, ..., ∂
∂xn
|p
〉
.

Consideremos la proyección en las primeras k entradas de Rn a Rk,
π : Rn −→ Rk, π (x1, ..., xn) = (x1, ..., xk) .

Entonces la derivada de la proyección dπ : TRn −→ TRk es un homomor�smo de
haces y más aún es sobre.

dπ

(
n∑
i=1

fi
∂

∂xi
|p

)
=

k∑
i=1

fi
∂

∂xi
|π(p).

Dado que ker dπ|p =
〈

∂
∂xk+1

|p, ..., ∂
∂xn
|p
〉
tenemos que la restricción dπ|Dp es un

isomor�smo lineal entre Dp y Tπ(p)Rk y por el teorema de la función inversa existe
una vecindad N de p donde (dπ|Dq )−1 está de�nida; si q ∈ N la función

(dπ|Dq )−1 : Tπ(q)Rk −→ Dq
es un isomor�smo entre espacios vectoriales. Si consideramos el marco canónico{

∂
∂x1
|π(q), ...,

∂
∂xk
|π(q)

}
de Tπ(q)Rk y nos �jamos en su imagen bajo (dπ|Dq )−1 ob-

tenemos un marco para Dq, pues los isomor�smos mandan marcos locales en mar-
cos locales (bases en bases); lo anterior en símbolos es como sigue: Sea Vi|q =

(dπ|Dq )−1
(

∂
∂xi
|π(q)

)
, i = 1, ..., k, entonces la distribución Dq está generada por

los campos vectoriales suaves V1|q, ..., Vk|q. El teorema estará probado si mostra-
mos que [Vi, Vj ] = 0, pues esto nos dice que el marco {V1, ..., Vk} conmuta, en la
vecindad N , y por el teorema 1.0.19 obtenemos el resultado deseado.

Por la construcción de los campos Vi|q es claro que Vi y ∂
∂xi

son π-equivalentes
en N , con i = 1, ..., k. Usando propiedades del corchete de Lie con la diferencial de
una función tenemos la siguiente serie de equivalencias

dπ|q
(

[Vi, Vj ]q

)
= [dπ|q (Vi|q) , dπ|q (Vj |q)] =

[
∂

∂xi
|π(q),

∂

∂xj
|π(q)

]
por la ecuación (2) (presentada en la sección anterior) la última expresión es el
corchete de dos campos vectoriales conmutativos por lo que es igual a cero para
todo punto q de la vecindad N y como la derivada dπ|q es un isomor�smo, i.e.
ker dπ|q = {0}, eso implica que [Vi|q, Vj |q] = 0 ∀ i, j ∈ {1, ..., k} y q ∈ N , por lo que
el corchete de Lie [Vi, Vj ] = 0 y el teorema está probado. �

El siguiente teorema cuya demostración se encuentra en [15], nos da un acer-
camiento al por qué estudiar campos vectoriales antes de llegar a foliaciones.

Teorema 1.1.5. (global de Frobenius). Sea D una distribución involutiva en
una variedad diferenciable M . La colección de todas las variedades integrales má-
ximas conexas de D forman una foliación para M .



Capítulo 2

Gérmenes de transformaciones conformes

El propósito de este capítulo es presentar ciertos grupos �nitamente generados
de funciones, que nos ayudan a entender el comportamiento de las hojas de una
foliación sobre una transversal dada. Para entender este comportamiento introdu-
ciremos más adelante ciertas funciones a las cuales llamaremos transformaciones
de holonomía. La relación de las transformaciones de holonomía y los gérmenes de
difeomor�smos, Diff(C, 0), es que al �jar una transversal com punto base en una
hoja marcada (o separatriz) las transformaciones de holonomía resultan ser gérme-
nes de difeomor�smos sobre un dominio altamente parecido a las vecindades del
origen en el plano complejo.

2.1. Gérmenes de series analíticas

Esta sección está dedicada al estudio y clasi�cación analítica y formal de cierto
tipo de gérmenes conformes. Antes de empezar esclareceremos el término germen
de función holomorfa.

Definición 2.1.1. Sea p un punto en el plano complejo. Consideremos ahora
todas las funciones holomorfas de U en C, tal que U es un dominio y p ∈ U , para
diferenciar a estas funciones las denotaremos como parejas ordenadas (fi, Ui), con
i en algún conjunto de índices y Ui un dominio que contiene a p. Diremos que dos
parejas (fi, Ui) y (fj , Uj) están relacionadas si existe un dominio V ⊆ Ui ∩ Uj ,
p ∈ V , tal que

fi|V = fj |V .
Esta relación resulta ser de equivalencia, a las clases de equivalencia les llamaremos
gérmenes de función holomorfa en p.

Al conjunto de gérmenes de funciones analíticas que �jan al cero lo denotamos
por O(C, 0).

A partir de la de�nición anterior y gracias al teorema de la función inversa
tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.1.2. Los gérmenes invertibles de O (C, 0) tienen coe�ciente de
grado uno1 distinto de cero.

A los gérmenes invertibles de O(C, 0), gérmenes de difeomor�smos que �jan el
origen, los denotaremos por Diff(C, 0).

También tenemos el resultado para series formales.

1Aquí usamos la equivalencia entre funciones holomorfas y analíticas, es decir podemos pensar
a las funciones holomorfas como series de potencias convergentes.

15
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Proposición 2.1.3. Una serie formal h ∈ C[[x]] es invertible (con la composi-
ción) si y sólo si h (0) = 0 y el coe�ciente lineal es distinto de cero.

Las nociones de equivalencia analítica (formal), que introduciremos en la si-
guiente sección, de grupos de transformaciones �nitamente generados las usaremos
frecuentemente por lo que es importante saber qué aspecto tienen las series que
conjugan a dichos grupos y cómo se relacionan los coe�cientes y los grados de estas
series analíticas (formales) con los de sus inversas.

Proposición 2.1.4. Si h (z) = az + bzk + ... ,a 6= 0 6= b, entonces h−1 (z) =
a−1z − b

ak+1 z
k + ...2

Demostración. Como a 6= 0, h resulta ser invertible en una vecindad del
origen. Sea h−1 (z) = αz + βzs + ... su inversa. Tenemos las igualdades h ◦ h−1 =
h−1 ◦ h = Id.

h
(
h−1 (z)

)
= a (αz + βzs + ...) + b (αz + βzs + ...)

k
+ ...

= aαz + aβzs + bαkzk + ... .

De igual manera

h−1 (h (z)) = α
(
az + bzk + ...

)
+ β

(
az + bzk + ...

)s
+ ...

= aαz + αbzk + βaszs + ... .

Y ya que h ◦ h−1 (z) = h−1 ◦ h (z) = z, tenemos que α = a−1, s = k, y por
consiguiente β = − b

ak+1 . �

Hay ocasiones donde resulta útil no sólo saber los primeros dos coe�cientes de
la inversa de una serie invertible, sino también conocer el grado más chico de los
términos de orden superior. Esto nos será de ayuda a la hora de conjugar elementos
de Diff(C, 0) con binomios.

Lema 2.1.5. Si h (z) = z + azs entonces h tiene inversa formal h−1 y es de la
forma h−1 (z) = z − azs +O

(
z2s−1

)
.

Demostración. Por la proposición anterior y ya que h es invertible en una
vecindad del 0, tenemos que h−1 (z) = z − azs +O

(
zs+1

)
h
(
h−1 (z)

)
= z−azs+O

(
zs+1

)
+a
(
z − azs +O

(
zs+1

))s
= z−sa2z2s−1+O

(
zs+1

)
= z

Esto nos dice que los términos de orden s+ 1 hasta 2s− 1 tienen que ser cero. Así
la inversa de la función h, h−1, es de la forma h−1 (z) = z − azs +O

(
z2s−1

)
. �

El siguiente resultado es bastante sorprendente ya que nos dice que todos los
gérmenes de difeomor�smo salvo los que tienen como coe�ciente lineal una raíz de
la unidad son formalmente linealizables.

Para demostrar los siguientes dos teoremas usaremos una técnica de eliminación
sucesiva de monomios de grado mayor al principal.3

Teorema 2.1.6. Sea f un germen de biholomor�smo en (C, 0), f (z) = a1z +
a2z

2+..., si a1 no es raíz de la unidad o cero entonces f es formalmente linealizable.
Es decir, existe una serie formal (invertible) h ∈ C [[z]] tal que h◦f ◦h−1 (z) = a1z.

2De aquí en adelante cuando usemos tres puntos suspensivos, ..., en series de potencias es
para denotar los términos de orden superior.

3El monomio principal de una serie de potencias, será el monomio de grado mínimo. Así
mismo el grado u orden de una serie de potencias será el grado del monomio principal.



2.1. GÉRMENES DE SERIES ANALÍTICAS 17

Demostración. Como hemos dicho, usaremos una técnica de eliminación su-
cesiva por conjugaciones polinomiales. Los polinomios con los que conjugaremos a
f serán de la forma hn (z) = z + bnz

n con n mayor a uno.
Por el lema 2.1.5 sabemos que h−1

n (z) = z − bnzn + O
(
z2n−1

)
, en particular

para n = 2, tenemos h2 (z) = z+b2z
2 y h−1

2 (z) = z−b2z2 +O
(
z3
)
. La composición

f ◦ h−1
2 se ve de la siguiente manera

f ◦ h−1
2 (z) = f

(
z − b2z2 +O

(
z3
))

= a1

(
z − b2z2 +O

(
z3
))

+ a2

(
z − b2z2 +O

(
z3
))2

+ ...

= a1z + (a2 − a1b2) z2 +O
(
z3
)
.

Ahora al componer por la izquierda con h2 llegamos a

h2 ◦ f ◦ h−1
2 (z) = a1z + (a2 − a1b2) z2 +O

(
z3
)

+ b2
(
a1z + (a2 − a1b2) z2 +O

(
z3
))2

= a1z +
(
a2 − a1b2 + b2a

2
1

)
z2 + ...

= a1z + (a2 + a1b2 (a1 − 1)) z2 + ...

Si queremos eliminar el monomio de grado dos de�nimos b2 = −a2
a1(a1−1) , observemos

que b2 está bien de�nido pues supusimos que a1 no es raíz de la unidad.
Para encontrar cómo tiene que ser el coe�ciente bn del polinomio hn suponga-

mos que ya eliminamos todos los monomios, de f , con grados entre uno y n − 1.
Denotemos por fn = hn−1 ◦ ... ◦ h2 ◦ f ◦ h−1

2 ◦ ... ◦ h−1
n−1, así tenemos que fn (z) =

a1z + αnz
n + ... y al conjugar con hn obtenemos

hn ◦ fn ◦ h−1
n (z)

= hn ◦ fn
(
z − bnzn +O

(
z2n−1

))
= hn

(
a1

(
z − bnzn +O

(
z2n−1

))
+ αn

(
z − bnzn +O

(
z2n−1

))n
+O

(
zn+1

))
= hn

(
a1z + (αn − a1bn) zn +O

(
zn+1

))
= a1z + (αn − a1bn) zn +O

(
zn+1

)
+ bn

(
a1z + (αn − a1bn) zn +O

(
zn+1

))n
= a1z + (αn − a1bn + an1 bn) zn +O

(
zn+1

)
= a1z +

(
αn + a1bn

(
an−1

1 − 1
))
zn +O

(
zn+1

)
.

Observemos que los cálculos que hemos hecho para de�nir a b2 y bn son totalmente
análogos. Una vez más usamos que a1 /∈ exp (2πiQ) y de�nimos bn = −αn

a1(an−1
1 −1)

.

De igual manera es posible ir eliminando los monomios de f de grado n para toda
n mayor a uno. Si de�nimos h = lim

n→∞
hn ◦ ... ◦h2 tenemos que h es una serie formal

tal que la conjugación h ◦ f ◦ h−1 es la función lineal z 7→ a1z. �

Ahora tenemos el mismo resultado pero para funciones analíticas de grado
mayor a uno.

Teorema 2.1.7. Si f ∈ O(C, 0) es tal que f (z) = zk+azm+ ... con m > k > 1
entonces f es formalmente equivalente a g (z) = zk.

Demostración. La demostración de este resultado se hará bajo un método
puramente formal; encontraremos series formales hs tales que al conjugar a f con
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ellas se vayan eliminando los términos de grado mayor a k, así en el límite la compo-
sición (in�nita) de las hs será una serie formal que hace formalmente equivalentes
a f con g.

Sea hs (z) = z + bsz
s con s > k

f ◦ h−1
s (z) = f

(
z − bszs +O

(
z2s−1

))
=
(
z − bszs +O

(
z2s−1

))k
+ a

(
z − bszs +O

(
z2s−1

))m
+ ...

= zk − kbszk+s−1 + azm +O
(
zm+1

)
.

Si hacemos s = m − k + 1 tenemos lo siguiente f ◦ h−1
s (z) = zk + (a− kbs) zm +

O
(
zm+1

)
. Al componer ahora con la serie hs obtenemos

hs ◦ f ◦ h−1
s (z) = zk + (a− kbs) zm +O

(
zm+1

)
.

De�niendo bs = a
k se llega a la expresión

hs ◦ f ◦ h−1
s (z) = zk +O

(
zm+1

)
.

Lo anterior signi�ca que sí podemos ir eliminando los términos de orden mayor a
k. De�nimos h = limn→∞hn ◦ ... ◦ hs y h será la encargada de conjugar a f con
g. Observemos que si f (z) = zk + ..., con los términos de orden superior no nulos,
necesariamente h 6= Id. �

2.2. Subgrupos �nitamente generados de Diff(C, 0)

La motivaciónn en el presente trabajo para de�nir y estudiar las propiedades
de los gérmenes de Diff(C, 0) es por la dinámica que genera la transformación
de holonomía en la intersección de las hojas de una foliación con una subvariedad
transversal a la foliación. La holonomía o el grupo de holonomía evanescente, son
invariantes asociados a las foliaciones, los cuales son útiles a la hora de clasi�car y
distinguir entre ciertos ´´tipos´´ de foliaciones.

Definición 2.2.1. Dos subgrupos �nitamente generados G,H ⊆ Diff(C, 0)
se dicen analíticamente (topológicamente o formalmente) equivalentes si se pueden
escoger generadores g1, ..., gn para G y h1, ..., hn para H de tal forma que gi y hi son
simultáneamente conjugados por un germen de función analítica (homeomor�smo,
serie formal) f , es decir hi ◦ f = f ◦ gi para toda i = 1, ..., n.
También diremos que dos gérmenes h, g ∈ Diff(C, 0) son analíticamente, (topoló-
gicamente o formalmente) equivalentes si los grupos generados por g y h lo son.

La de�nición anterior también nos dice que G, H son isomorfos como grupos.
Pero en general si son isomorfos como grupos no necesariamente son analíticamente
(topológicamente o formalmente) equivalentes.

Ahora de�niremos un homomor�smo (continuo) de grupos, éste será la derivada
en cero de cada germen

T : Diff(C, 0) −→ C∗
f 7−→ df

dz (0)

La función antes de�nida es un homomor�smo gracias a la regla de la cadena
pues T (f ◦ g) = df

dz (g (0)) · Tg = Tf · Tg. Y como es de suponer, nos preguntamos
por el subgrupo kerT

kerT = Diff1 (C, 0) = {f ∈ Diff(C, 0) | Tf = 1}
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En la literatura a los elementos de Diff1 (C, 0), que son tangentes a la identi-
dad, se les llama gérmenes parabólicos.

Denotaremos en ciertos casos a T (f) por νf o bien por Tf para facilitar un
poco la notación.

Observación. De la de�nición de kerT obtenemos la siguiente equivalencia:

f ∈ kerT sí y sólo si f (z) = z +O
(
z2
)
.

Observación 2.2.2. Sólo la función identidad, z 7→ z, en Diff(C, 0) es conju-
gada a ella misma es decir si g ∈ Diff(C, 0) es tal que h ◦ g ◦ h−1 = Id entonces
g = Id. Esto ya que h◦g ◦h−1 = Id ⇔ h−1 ◦ Id◦h = g. Si G∩Diff1 (C, 0) = {Id}
entonces T |G : G −→ C∗ es inyectiva y por el primer teorema de isomor�smo (para
grupos), el grupo G resulta conmutativo. En efecto G/kerT ∼= imT , y como imT es
un subgrupo de un grupo conmutativo es también conmutativo.

Veremos ahora una condición necesaria para que dos gérmenes de difeomor�smo
sean conjugados; a partir de esta restricción es más claro por qué no basta pedir
que los grupos sean isomorfos.

Si consideramos dos números α, β /∈ exp (2πiQ) , α 6= β, entonces los grupos
generados por f (z) = eαz y g (z) = eβz son isomorfos como grupos, pues ambos
son isomorfos a Z. Pero no pueden ser analíticamente equivalentes ya que no tienen
el mismo coe�ciente lineal.

Proposición 2.2.3. Si un par de gérmenes f, g ∈ Diff(C, 0) son equivalentes
ya sea de manera formal o analítica entonces sus coe�cientes lineales coinciden; es
decir T (f) = T (g).

Demostración. Sean f (z) = az+ ... y g (z) = bz+ ... analíticamente equiva-
lentes y sea h (z) = αz + ... el germen de función analítica que conjuga a f con g.
Entonces tenemos que:

h ◦ f ◦ h−1 (z) = h
(
a
(
α−1z + ...

)
+ ...

)
= h

(
α−1az + ...

)
= αα−1az + ... = az + ... = bz + ... = g (z) .

Por lo que a = b. �

Trabajar en un ámbito donde los gérmenes de transformaciones son lineales es
mucho más sencillo, por lo que es útil dar condiciones su�cientes para linealizarlos.
Como veremos más adelante, todos los grupos de transformaciones integrables re-
sultan ser �nitos así que el siguiente teorema será fundamental en el desarrollo de
este trabajo.

Teorema 2.2.4. (de Bochner). Cualquier subgrupo �nito G ⊂ Diff (C, 0) es
linealizable, es decir existe un germen de serie analítica invertible h ∈ O(C, 0) tal
que h ◦ g ◦ h−1 = T (g) z, para toda g ∈ G.

Demostración. De�nimos a h como sigue h :=
∑
g∈G (Tg)

−1
g. Observemos

que g ∈ Diff(C, 0) entonces resulta que h ∈ O (C, 0); para ver que h es un biholo-
mor�smo apliquemos T a h.

T (h) =
∑
g∈G

T
(

(Tg)
−1
g
)

=
∑
g∈G

(Tg)
−1
T (g) =

∑
g∈G

1 =| G |6= 0
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Por el teorema de la función inversa tenemos que h es invertible en una vecindad
de 0 con esto tenemos que h ∈ Diff(C, 0).
Sea f ∈ G, veamos qué le pasa a f al conjugarlo por h.

h ◦ f =
∑
g∈G

(Tg)
−1
g ◦ f = T (f)

∑
g∈G

(T (g ◦ f))
−1
g ◦ f

= T (f)
∑
g′∈G

(Tg′)
−1
g′ = T (f)h

Por lo que h ◦ f ◦ h−1 (z) = T (f) z, para toda f ∈ G; es decir h linealiza al grupo
G. �

Siempre es bueno contar con teoremas de rigidez. Estos teoremas nos permiten
pasar de la equivalencia más débil (formal o topológica) entre transformaciones o
campos vectoriales a la equivalencia más fuerte (la analítica). La ventaja de contar
con un resultado de rigidez es que para las equivalencias más débiles usualmente se
necesitan hipótesis más sencillas, más simples de comprobar. En este caso particu-
lar, nos ayudará a la hora de linealizar las transformaciones de holonomía de una
foliación formalmente integrable.

Teorema 2.2.5. Un germen f ∈ Diff (C, 0), conforme, con coe�ciente lineal
f ′ (0) = µ ∈ exp (2πiQ) es formalmente linealizable si y sólo si es analíticamente
linealizable.

Demostración. Dado que una serie analítica es una serie formal tenemos ya
la mitad de la demostración.

Supongamos entonces que f es formalmente linealizable, y sea ĥ el gérmen de
serie formal que lleva a cabo tal linealización.

ĥ ◦ f ◦ ĥ−1 (z) = µz.

Ya que µ ∈ e2πiQ es una raíz de la unidad existe n ∈ N tal que µn = 1, por

ende
(
ĥ ◦ f ◦ ĥ−1

)n
= ĥ ◦ fn ◦ ĥ−1 = Id. A partir de aquí podemos concluir que

fn = ĥ−1 ◦ ĥ = Id. Por el teorema de Bochner tenemos que el grupo generado por
el biholomor�smo f es analíticamente linealizable, pues f tiene orden �nito. �

Teorema 2.2.6. Un subgrupo G ⊂ Diff(C, 0) �nitamente generado y tal que
todos sus elementos tienen orden �nito es analíticamente linealizable y cíclico �nito.

Demostración. Supongamos queG no es conmutativo. Entonces por la obser-
vación 2.2.2 tenemos que hay una transformación Id 6= f ∈ G∩Diff1 (C, 0). Dicha
transformación por ser un elemento deDiff1 (C, 0) es de la forma f (z) = z+azp+...
con a 6= 0, por lo tanto fn (z) = z + nazp + ...; además el producto na 6= 0 pues
n 6= 0. Por lo anterior vemos que fn 6= Id para toda n ∈ N, lo cual es una con-
tradicción pues por hipótesis todos los elementos del grupo G tienen orden �nito;
la contradicción se genera al suponer que G es no conmutativo. De aquí tenemos
que G necesariamente es conmutativo y, por ser �nitamente generado, tiene cardi-
nalidad �nita; más aún, como T es un homomor�smo de grupos tenemos que G es
isomorfo a un subgrupo �nito de la parte multiplicativa de C, por lo que G es un
grupo cíclico �nito.

Para concluir la demostración sólo basta aplicar el teorema de Bochner 2.2.4.
�
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2.3. Gérmenes integrables

La integrabilidad de una foliación propicia la integrabilidad de sus funciones de
holonomía; entonces introducir cuándo un germen de difeomor�smo es integrable
suena a un paso muy natural ya que es una obstrucción para la integrabilidad de
las foliaciones.

Definición 2.3.1. El grupo simétrico de un germen u ∈ O(C, 0) es el subgrupo
de biholomor�smos que preservan a u

Su := {g ∈ Diff(C, 0) | u ◦ g = u} .
Decimos que G ⊆ Diff(C, 0) es integrable o bien, G tiene primera integral u si ocu-
rre la contención G ⊆ Su. Análogamente un germen f ∈ Diff(C, 0) es integrable
o tiene primera integral u si 〈f〉 ⊆ Su.

Observación 2.3.2. De la de�nición anterior podemos deducir lo siguiente: si

u (z) =
∞∑
i=1

aiz
i es la primera integral de un germen f (z) = c1z+cmz

m+... , f 6= Id,

entonces ocurre

u (f (z)) =
∞∑
i=1

ai (c1z + ...)
i

= a1c1z + (a1cm + amc
m
1 ) zm +O

(
z2
)

pero como u ◦ f = u

a1c1z + (a1cm + amc
m
1 ) zm +O

(
z2
)

=

∞∑
i=1

aiz
i

esto implica que c1 = 1 y que a1cm = 0. Si elegimos que cm = 0 para toda m
mayor a uno llegamos a que f = Id, una contradicción. Podemos concluir que si
Id 6= f ∈ Diff(C, 0) y f es integrable entonces su integral tiene orden mayor a uno,
por ende a1 = 0. Gracias al teorema 2.1.7 sabemos que todas las primeras integrales
son formalmente linealizables. Más aún, si el germen f tiene primera integral u y h
es la serie formal que lleva a cabo la linealización de u, entonces h también linealiza
a f . En efecto, puesto que

h ◦ u ◦ h−1 = h ◦ (u ◦ f) ◦ h−1 = h ◦ u ◦ h−1 ◦ h ◦ f ◦ h−1

y como h ◦ u ◦ h−1 = zk, h ◦ f ◦ h−1 = c1z + c′rz
r + ..., sustituyendo tenemos

h ◦ u ◦ h−1 ◦ h ◦ f ◦ h−1 = (c1z + ...)
k

= ck1z
k + kck−1

1 c′rz
k−1+r + ... = zk.

De esta última expresión necesariamente ck1 = 1 y c′r = 0 para toda r > 1, es decir
la serie formal h linealiza a f . Este análisis nos da una condición necesaria para que
un germen de biholomor�smo sea integrable y ésta es que Tf ∈ exp (2πiQ).

La siguiente proposición termina de caracterizar a los gérmenes integrables

Proposición 2.3.3. Un germen f ∈ Diff(C, 0) es periódico, i.e. fk = Id, si
y sólo si f admite una primera integral u ∈ O(C, 0) con u (z) = czm + ... donde el
orden (como elemento de un grupo)4 de f divide al grado del monomio principal de
u, es decir al orden de u (como serie).

4Tenemos dos conceptos de orden, uno es el orden de una serie analítica el cual lo de�nimos
como el grado del monomio de grado mínimo y el otro es el clásico de Teoría de Grupos, es decir
el primer número natural n tal que fn = e, donde e es la identidad del grupo, a este último lo
denotaremos por ord (f). En general no hay por qué confundirse ya que el monomio de grado
mínimo de un elemento en Diff(C, 0) siempre es de grado uno.
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Demostración. Supongamos primero que f es periódico. Entonces por el
teorema de Bochner podemos pensar a f como su parte lineal, f (z) = νfz, y si k
es el orden de f veamos que u (z) = zk es integral de f pues u ◦ f (z) = (νfz)

k
=

νkf z
k = zk.
Inversamente, si u (z) = czm + ... es una integral de f sabemos que u es for-

malmente equivalente a czm. Sea ĥ la serie formal que hace tal equivalencia,

czm = ĥ ◦ u ◦ ĥ−1 (z) = ĥ ◦ u ◦ f ◦ ĥ−1 (z) = ĥ ◦ u ◦ ĥ−1 ◦ ĥ ◦ f ◦ ĥ−1 (z)

= c (az + bzr + ...)
m

= camzm + cmam−1bzm+r−1 + ...

De lo anterior tenemos que los coe�cientes de los monomios (de f) de grado r para
r > 1 son cero pues m > 1 y a 6= 0, esto nos dice que ĥ linealiza formalmente a f
y más aún, como am = 1,(

ĥ ◦ f ◦ ĥ−1
)m

= ĥ ◦ fm ◦ ĥ−1 = Id

por lo que fm = Id, es decir f es periódico y ord (f) = k | m. �

Ahora veremos que el grupo simétrico, Su, de una serie u ∈ O(C, 0) admite una
presentación de lo más sencilla posible.

Proposición 2.3.4. Un germen de serie analítica u (z) = czm + ... admite un
grupo simétrico cíclico �nito, y más aún este grupo resulta tener cardinalidad m.

Demostración. Gracias al teorema 2.1.7 tenemos que existe una serie formal
h tal que h ◦ u ◦ h−1 (z) = czm = v (z). El grupo simétrico de la función v está
generado por g (z) = e2πiαz , con α = 1

m , o dicho de otro modo, e2πiα es una raíz
primitiva m− ésima de la unidad.

Consideremos ahora el siguiente mor�smo de grupos

ih : Su −→ Sv
f 7→h◦f◦h−1

Tiene sentido pensar en esta función ya que

u ◦ f = u

y está bien de�nida pues

v ◦ ih (f) = h ◦ u ◦ h−1 ◦ h ◦ f ◦ h−1 = h ◦ u ◦ f ◦ h−1 = h ◦ u ◦ h−1 = v.

En efecto ih es homomor�smo, sean f, f ′ ∈ Su entonces

ih (f ◦ f ′) = h ◦ f ◦ f ′ ◦ h−1 = h ◦ f ◦ h−1 ◦ h ◦ f ′ ◦ h−1 = ih (f) ih (f ′) .

Por la observación 2.2.2 tenemos que sólo la transformación identidad es formal-
mente equivalente a la identidad, esto nos dice que ih es una función inyectiva.
Hasta aquí ya logramos tener la ciclicidad y �nitud de Su, para terminar la prueba
nos basta con dar la inversa de ih, ésta será (como bien podemos imaginar)

ih−1 : Sv −→ Su
f 7→h−1◦f◦h

.

�

Dado que subgrupos de grupos cíclicos son también cíclicos, tenemos de manera
natural el siguiente corolario.

Corolario 2.3.5. Un subgrupo G ⊂ Diff(C, 0) integrable es cíclico �nito.
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Teorema 2.3.6. Si f ∈ Diff (C, 0) es formalmente integrable (o un grupo
G ≤ Diff (C, 0) �nitamente generado) entonces f (o G) es también analíticamente
integrable.

Demostración. Como f es formalmente integrable entonces existe una û ∈
C [[x]] tal que û ◦ f = û; û se ve de la siguiente forma: û (z) = zm +O

(
zm+1

)
con

m > 1.
Ya que m > 1 entonces existen cartas formales gracias al teorema 2.1.7 donde

û (z) = zm. Sin pérdida de generalidad pensemos que û es de esta forma (para
simpli�car las cuentas).

A la función f podemos verla como sigue f (z) = αz + βzr + O
(
zr+1

)
, r > 1.

Dado que û◦f (z) =
(
αz + βzr +O

(
zr+1

))m
= αmzm+αm−1βzm+r−1 + . . . = zm

vemos que αm = 1, β = 0 y no sólo eso, sino que todos los coe�cientes de grado
mayor a 1 de f son 0; por consiguiente f (z) = αz. Ahora por el teorema 2.2.5
tenemos que f es analíticamente linealizable así que podemos pensar a f como
f (z) = αz, y dado que αm = 1 tenemos que el polinomio zm ∈ O (C, 0) es integral
de f . �

2.4. Pseudogrupos �nitamente generados

Presentaremos una modi�cación de grupos �nitamente generados de gérmenes
conformes, esta variación en la de�nición nos permitirá poder de�nir, en el capítulo
tres, los grupos de holonomía y holonomía evanescente; los cuales nos ayudan ver de
una manera más �dinámica� el comportamiento de las hojas que intersecan a una
transversal cercana al punto singular. Después de la de�nición próxima veremos
que para dos parejas en un pseudogrupo Γ la composición no necesariamente está
de�nida y de aquí el por qué del nombre �Pseudogrupo�. El desarrollo de esta
sección es de carácter utilitario pues sólo lo usaremos como soporte riguroso pues
no trabajaremos con los pseudogrupos explícitamente, en cuanto a los resultados
aquí presentados los usaremos fuertemente en algunas pruebas del próximo capítulo.

Definición 2.4.1. Sean U ⊆ C una vecindad de 0 y G ⊆ Diff(C, 0) un
subgrupo. Un pseudogrupo Γ asociado a G (y a U) es una colección de parejas
(fα, Uα)α∈Λ , de tal forma que Uα ⊆ U es un abierto que contiene a 0 y fα :
Uα −→ U es una función holomorfa de�nida en Uα y fα es un representante de un
germen f ∈ G. La composición de dos parejas (fα, Uα) y (fβ , Uβ) se de�ne como
(fα ◦ fβ , Uαβ) si y sólo si Uαβ = Uα ∩ Uβ ⊆ Uβ y fβ (Uαβ) ⊆ Uα.

Dicho de otro modo, dado un germen f̄ ∈ G quizá existan muchos representan-
tes fα de f̄ en Γ que bien pueden di�erir en sus dominios de de�nición, pero todos
ellos coinciden en las intersecciones por pares.

Como los elementos de G son clases de equivalencia, por ahora, en lo que
de�nimos totalmente a los pseudogrupos Γ asociados a un grupo G (�nitamente
generado), se usará f̄ para denotar a los elementos de G y f para los de Γ.

Una manera natural de asociar un pseudogrupo Γ a un grupo �nitamente ge-
nerado G =

〈
f̄1, ..., f̄n

〉
⊂ Diff(C, 0) es como sigue: Escojamos una colección

arbitraria de representantes f±j : Uj−→C de f̄j
±
, j = 1, ..., n, y sea wα la palabra

wα =
(
w±jnw

±
jn−1

...w±j1

)
∈ Fn (Fn es el grupo libre generado por n elementos, escri-

to de derecha a izquierda); ahora de�nimos la siguiente función holomorfa como la
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composición fw := f±jn ◦ f
±
jn−1
◦ ... ◦ f±j1 , en el máximo dominio de de�nición Uw en

el cual todas las composiciones parciales

f±j1 = f±j1 , fj2j1 = f±j2 ◦ f
±
j1
, ..., fjn...j2j1 = f±jn ◦ ... ◦ f

±
j2
◦ f±j1

están bien de�nidas. Asociando este dominio Uw a fw = fjnjn−1...j1 , se tiene que
fw es un representante del germen f̄w; por consiguiente la pareja (fw, Uw) ∈ Γ.

Si cambiamos los dominios U1, ..., Un (de de�nición), formalmente, estamos dan-
do lugar a un pseudogrupo distinto; sin embargo las propiedades, en general, no
van a cambiar sustancialmente.

Si es que hay identidades no triviales en el grupo G, entonces un mismo germen
admite varios representantes con dominios posiblemente distintos. Para distinguir
tales representantes etiquetaremos a cada pareja (fα, Uα) ∈ Γ con la palabra co-
rrespondiente wα ∈ Fn. Al conjunto de ternas se le denota

ΛG =
{

(fw, Uw, w) | w ∈ Fn, f̄w ∈ G, fw ∈ O (Uw)
}

y este es el pseudogrupo asociado al grupo �nitamente generado G ⊆ Diff(C, 0).
Para cada tripleta en ΛG vemos que la palabra w ∈ Fn es la que determina (una
vez �jado el conjunto de generadores de G) a fw y Uw; esto lo que nos dice es que
un elemento de ΛG es no trivial si la palabra correspondiente w ∈ Fn es no trivial,
aún si fw = id|Uw . A pesar del importante papel de la tercera componente de la
terna, la omitiremos a la hora de referirnos a los elementos de ΛG.

Observación. Para evadir algunas obstrucciones técnicas, supondremos que
para toda pareja (f, U) ∈ Γ , la restricción (f |V , V ) también es elemento del pseu-
dogrupo Γ siempre que V ⊆ U sea un dominio que contiene al origen.

El siguiente ejemplo nos dará una idea sencilla del por qué de�nir los pseudo-
grupos de transformaciones holomorfas.

Ejemplo 2.4.2. Consideremos las siguientes funciones complejas f (z) = 3z
está de�nida en U = C y g (z) = z

1−z de�nida en D = {z ∈ C| ‖z‖ < 1}. Usando
la de�nición de pseudogrupo vemos que en este caso la composición (g ◦ f, U ∩D)
no esta de�nida pues f (U ∩D) * D, eso nos invita a reducir la vecindad D a 1

3D
para poder de�nir esa composición entonces ya tenemos al menos tres elementos
en el pseudogrupo a saber (f, U), (g,D),

(
g, 1

3D
)
. Si ahora queremos de�nir la

composición g ◦ fn entonces necesitamos encoger el dominio D a 1
3nD para poder

de�nir tal composición en el pseudogrupo, con esto vemos que la función g está
repetida muchas veces pero lo que cambia es el dominio de de�nición, y esto da pie
a nuevos elementos en el pseudogrupo.

Definición 2.4.3. La órbita de un punto x ∈ U es el conjunto

Γ (x) = {fα (x) | (fα, Uα) ∈ Γ yx ∈ Uα} .

Si x 6= 0 decimos que x es un ciclo si existe un elemento no trivial (fα, Uα) ∈ Γ tal
que fα (x) = x. Decimos además que x es un ciclo límite si es un ciclo aislado de
fα en Uα.

Definición 2.4.4. Decimos que dos pseudogrupos Γ, Γ̂ son equivalentes si exis-
te un biholomor�smo h : U −→ Û de tal forma que todos los elementos de Γ̂ se
pueden ver de la siguiente manera

(
h ◦ fα ◦ h−1, h (Uα)

)
, siempre que (fα, Uα) ∈ Γ.



2.4. PSEUDOGRUPOS FINITAMENTE GENERADOS 25

Como los biholomor�smos preservan las propiedades dinámicas, tenemos que
si Γ, Γ̂ son equivalentes entonces se tienen las mismas propiedades dinámicas.

Ahora, ilustraremos la utilidad de los pseudogrupos. Para esto estableceremos
ciertas propiedades de periodicidad (o aperiodicidad) de los gérmenes. Concreta-
mente, probaremos que un germen ḡ ∈ Diff(C, 0) es periódico si y sólo si todas sus
g-órbitas son ciclos (periódicas) para cualquier representante g de ḡ. Para probar
lo anterior introduciremos los siguientes conceptos.

Sean ḡ ∈ Diff(C, 0) y (g, V ) un representante de ḡ. Para cada U ⊆ V conside-
remos (g, U) y su pseudogrupo, ΓU , �cíclico� asociado. Para cada x ∈ U tenemos,
por de�nición, la órbita de x bajo ΓU la cual denotaremos

Γ (x | U) =
{
gn (x) | n ∈ Z, gj (x) ∈ U j = 0, ..., n

}
La órbita puede ser �nita o in�nita (de uno o de ambos lados), si es �nita tenemos
que

Γ (x | U) =
{
g−m (x) , g−m+1 (x) , ...g−1 (x) , x, g (x) , ..., gn−1 (x) , gn (x) n,m ≥ 0

}
.

De aquí en adelante supondremos que si la órbita es �nita (en al menos una direc-
ción) entonces g−m−1 (x) o bien gn+1 (x) no están en U , a este tipo de órbitas las
llamaremos máximas.

Ahora consideremos la función ν : U −→ Z dada por la longitud de la órbita
máxima de x

ν (x) = max
{
m+ n | g−m (x) , ..., x, ..., gn (x) ∈ U

}
;

si la órbita es in�nita entonces ν (x) =∞.
Más aún, de la construcción anterior tenemos que ν es constante en cada ór-

bita dada por la transformación conforme g y de la continuidad de g se deriva la
semicontinuidad de la función ν. Se probarán a continuación algunas propiedades
de ν.

Proposición 2.4.5. Si U es abierto y ν (x) < ∞, entonces para cada y ∈ U
su�cientemente cercano a x, ν (x) ≤ ν (y). Del mismo modo, si U es cerrado y
ν (x) <∞, con y ∈ U su�cientemente cercano a x entonces tenemos ν (x) ≥ ν (y).
En el último caso, si x es un punto de discontinuidad de ν, entonces Γ (x | U)∩∂U 6=
∅.

Demostración. Supongamos que U es abierto, sean x ∈ U y k ∈ N tales que
ν (x) = k. Como ν es constante en la órbita de x podemos suponer que x es el
punto de la órbita tal que

Γ (x | U) =
{
x, g (x) , ..., gk−1 (x)

}
.

Tenemos dos casos para gk (x) que esté en ∂U o en V \U . Si gk (x) ∈ ∂U , tenemos
que para cualquier ε > 0 claramente existe y ∈ B (x, ε) tal que ν (x) < ν (y). Si
gk (x) ∈ V \ U , basta tomar ε > 0 tal que B (x, ε) ⊂ U , y ∈ B (x, ε) y se satisfaga
la igualdad ν (x) = ν (y). Todo lo anterior es por la semicontinuidad de ν. Para
la demostración de la segunda a�rmación consideremos las siguientes opciones. El
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punto gj (x) ∈ IntU para toda j o existe algún índice j tal que gj (x) ∈ ∂U ,
j = 0, ..., k − 1.

En el primer caso basta considerar, como en la demostración de la primera
a�rmación, ε > 0 y la bola B (x, ε) ⊂ U entonces para toda y ∈ B (x, ε) se satisface
ν (y) = ν (x). Para el segundo caso la desigualdad estricta se cumple siempre, de
aquí vemos que si x es un punto de discontinuidad de ν, entonces siempre se cumple
Γ (x | U) ∩ ∂U 6= ∅. �

La acumulación de las hojas en vecindades cercanas a un punto singular nos
dicen que dicha foliación no puede ser integrable. Es fundamental poder clasi�car
o al menos dar idea de cuando una foliación sí es integrable, el lema siguiente nos
dará una gran alternativa al respecto.

Lema 2.4.6. Consideremos un germen g ∈ Diff(C, 0) no periódico (i.e. | 〈g〉 | =
∞) entonces para todo dominio U 3 0 hay una cantidad in�nita no numerable de
órbitas no periódicas asociadas al pseudogrupo Γ (x | U).

Demostración. Consideremos al disco Dρ = {| x |≤ ρ} y su circunferencia
Kρ = ∂Dρ, ρ > 0. Se probará que hay una cantidad no numerable de puntos con
órbitas in�nitas en Dρ, para probar eso mostraremos que cada círculo Kr, r ≤ ρ,
contiene a al menos un punto con una órbita in�nita en Dr ⊆ Dρ. Dado que el
número de círculos que intersecan a una órbita es a lo más numerable (pues la
cardinalidad de las órbitas es numerable), esto probará que la cantidad de órbitas
in�nitas es no numerable.

Asumamos que todos los puntos de la circunferencia Kr, r ≤ ρ, tienen órbitas
�nitas en Dr, es decir la función ν restringida a Dr, νDr , sólo toma valores �nitos
en Kr. Ya que Kr es compacto y ν es semicontinua entonces ν está acotada por
un N ∈ N; dicho de otro modo ν (x) ≤ N , esto para toda x ∈ Kr, y además la
cardinalidad de las órbitas que intersecan a Kr es �nita y menor o igual a N . Como
g (0) = 0 para toda g ∈ Diff(C, 0) tenemos que la órbita de x = 0 es in�nita,
esto es v (0) =∞. Debido a la semicontinuidad de ν en Dr, ν debe tener un punto
de discontinuidad y ∈ Int.Dr pero por la proposición anterior tenemos ν (y) > N
y Γ (y | Dr) ∩ Kr 6= ∅, así si x ∈ Γ (y | Dr) ∩ Kr tenemos que ν (x) = ν (y) > N
(pues ν es constante en las órbitas) pero esto nos guía a una contradicción pues
habíamos supuesto que ν estaba acotada en Kr por N . Lo anterior implica que
existe al menos un punto en Kr tal que su órbita es in�nita.

Para terminar la demostración, denotemos por A al conjunto de puntos cuyas
órbitas son periódicas y por B al conjunto de puntos cuyas órbitas son in�nitas no
periódicas. Esto es sólo una partición del conjunto de órbitas in�nitas, es decir tal
conjunto es A ∪B. También consideremos los conjuntos

An = {x ∈ Dr | gn (x)− x = 0} .
Ya que g es holomorfa y no periódica (gn 6= Id para toda n natural) tenemos que
hn = gn − id 6= 0 es una transformación conforme en el disco Dr, y como Dr es
compacto, tiene a lo más una cantidad numerable de ceros en Dr. Así An es de
cardinalidad a lo más in�nita numerable por lo que

A =
⋃
n∈N

An

también es a lo más in�nito numerable, esto nos lleva a que B es de cardinalidad
in�nita no numerable, ya que A ∪B tiene cardinalidad no numerable. �
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Teorema 2.4.7. Dado un grupo G ⊆ Diff(C, 0) �nitamente generado es inte-
grable o bien cualquier pseudogrupo asociado a G tiene una cantidad no numerable
de órbitas no periódicas.

Demostración. Tenemos dos opciones para los elementos de G, hay al menos
un elemento no periódico o todos son periódicos. Si todos son periódicos por el
teorema 2.2.6 G es cíclico �nito y analíticamente linealizable, entonces una integral
para el grupo G es z|G|.

Si tiene al menos un elemento no periódico entonces por el lema 2.4.6 cualquier
pseudogrupo asociado a G tiene una cantidad in�nita de órbitas no periódicas. �

Este teorema nos ayudará fuertemente a la hora de revisar condiciones de in-
tegrabilidad para las foliaciones como veremos en el próximo capítulo.



Capítulo 3

Foliaciones holomorfas

En este capítulo desarrollaremos las nociones fundamentales relativas al con-
cepto de foliación cuando ésta está de�nida por un campo de vectores en C2 (y la
ecuación diferencial asociada a éste). Como habremos de ver, el teorema de existen-
cia y unicidad de soluciones de una ecación diferencial y el teorema de recti�cación
nos permiten de�nir una foliación de forma completamente precisa.

En la primera sección daremos por lo tanto, unas nociones básicas sobre campos
vectoriales que utilizaremos a lo largo del capítulo. Posteriormente de�niremos los
conceptos de foliaciones holomorfas y foliaciones holomorfas singulares de C2. En la
sección tres hablaremos de uno de los conceptos clave de este trabajo que es la noción
de holonomía; esta herramienta encierra información sobre la dinámica transversal
de una foliación. Finalmente hablaremos de la resolución de singularidades de un
campo vectorial y de las foliaciones integrables. Estos conceptos y los resultados
ahí expuestos constituyen uno de los objetivos centrales de este trabajo.

3.1. Nociones básicas de campos vectoriales analíticos

Definición 3.1.1. Dado un campo vectorial X de�nido en un abierto U ⊆ C2,
decimos que un punto p ∈ U es un punto singular (o una singularidad) de X (o de
la ecuación diferencial asociadas a X) si X (p) = 0 , y si X (p) 6= 0 decimos que es
un punto no singular.

Observación. A partir de esta de�nición y por el teorema de existencia y
unicidad vemos que si un punto p es singular entonces la curva integral constante
γ (t) = p, para todo tiempo t ∈ C, es solución de la ecuación diferencial.

Consideraremos de aquí en adelante sólo los gérmenes de campos vectoriales
de�nidos en vecindades del origen en C2, con única singularidad aislada en 0. Para
el conjunto de estos gérmenes usaremos la notación X(C2, 0).

Definición 3.1.2. Si tenemos dos ecuaciones diferenciales ż = F (z) y ż =
G (z)1 asociadas a los campos vectoriales F,G ∈ X(C2, 0) decimos que son analíti-
camente (topológicamente, formalmente) equivalentes si existe un germen invertible
holomorfo (continuo, formal) h : (C2, 0) −→ (C2, 0) de tal forma que

Dhz F (z) = G (h (z)) .

La parte lineal de una ecuación diferencial ordinaria guarda mucha información
local, y en ciertas ocasiones global, del comportamiento de sus soluciones.

1Aquí z ∈ (C2, 0) por lo que también podemos pensarlo como z = (z1, z2).

28
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Definición 3.1.3. De�nimos la matriz asociada a la parte lineal de un campo
vectorial F = f1

∂
∂z1

+ f2
∂
∂z2

en un punto p como

DFp =

[
∂f1
∂z1

(p) ∂f1
∂z2

(p)
∂f2
∂z1

(p) ∂f2
∂z2

(p)

]
.

La de�nición anterior nos ayudará a clasi�car los puntos singulares en base a
los valores propios asociados a la matriz asociada a la parte lineal.

Un punto singular se dice elemental si al menos uno de los valores propios de
la matriz antes mencionada en dicho punto es distinto de cero. Si ambos valores
propios son cero pero la matriz asociada a la parte lineal es distinta de cero, se le
llamará singularidad nilpotente o cúspide.

Para clasi�car a los puntos singulares elementales consideremos primero a los
valores propios λ1, λ2 de la matriz asociada a la parte lineal, y sin pérdida de
generalidad supongamos que λ1 6= 0. Al cociente λ = λ2

λ1
le llamaremos cociente ca-

racterístico o razón característica, nos permite clasi�car los tipos de singularidades
elementales.

Si λ ∈ C \ R, entonces a la singularidad se le llama de tipo elíptico o
hiperbólico.
Si λ > 0, decimos que es un tipo nodo.
Si λ < 0, entonces le llamamos punto silla.
Si λ = 0, decimos que es un punto singular silla-nodo.

En los casos punto silla y nodo hay también una subclasi�cación, si en estos casos el
cociente λ ∈ Q− o bien λ ó 1

λ ∈ N, se dice que es un punto resonante (ver de�nición
A.1.1).

Para el caso de ecuaciones diferenciales lineales, tenemos que los valores propios
son un invariante analítico, como veremos a continuación.

Proposición 3.1.4. Consideremos dos ecuaciones diferenciales lineales ż =
Az y ż = Bz , con A y B matrices complejas de dos por dos, analíticamente
equivalentes, entonces las matrices A y B son conjugadas en M2×2 (C). Al ser A y
B conjugadas tienen los mismos valores propios.2

Demostración. Como las ecuaciones diferenciales son analíticamente equiva-
lentes, existe un biholomor�smo h : C2 −→ C2 tal que

Dhz Az = B (h (z))

Al ser h invertible en todo C2, tenemos que h (z) = Cz + ..., donde C ∈ GL (2,C).
Así la igualdad de arriba tiene la forma

Dhz Az = (C + ...)Az = CAz + ...

B (h (z)) = B (Cz + ...) = BCz + ...

consecuentemente CA = BC, como queríamos demostrar. �

Gracias al resultado anterior podemos pensar a la matriz que de�ne una ecua-
ción diferencial lineal como una matriz en su forma canónica de Jordan. Notemos
que la implicación inversa también es cierta, ya que si son conjugadas la transfor-
mación lineal que las conjuga da la equivalencia analítica.

2Recordemos que ż = (ẋ, ẏ) donde x, y∈ C.
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Observación. Toda la teoría que presentamos para campos vectoriales so-
bre variedades reales es válida (con las modi�caciones correspondientes) para cam-
pos vectoriales holomorfos sobre variedades complejas, esto gracias a que C pue-
de ser visto como el plano real. Si consideramos un campo vectorial complejo,
X, podemos pensarlo como una distribución dos dimensional real, ya que X y√
−1X son R−linealmente idependientes; con un cálculo sencillo también vemos

que [X, iX] = 0. El dominio de las curvas integrales lo cambiamos de los intervalos
abiertos a dominios del plano complejo.

3.2. Foliaciones Holomorfas

Pensar en foliaciones de C2 es pensar en las soluciones de una ecuación dife-
rencial (o en curvas integrales de un campo vectorial) sin sus respectivas parame-
trizaciones. El teorema de existencia y unicidad nos da una partición del espacio
ambiente por las curvas fase de dicha ecuación diferencial, las curvas fase son sim-
plemente las soluciones pensadas sin parametrización, a esta partición del espacio
se le llama foliación o en ciertos casos al espacio se le dice foliado, a las curvas
fase se les llama hojas de la foliación o placas. Luego, el teorema de la forma canó-
nica de campos vectoriales conmutativos (el teorema de recti�cación) nos da una
visión local muy sencilla de esta partición del espacio, en efecto nos dice que cada
punto regular tiene una vecindad donde la foliación se ve como un producto directo.

Siempre buscamos que los objetos con los que trabajamos tengan un aspecto
conocido, en el caso de foliaciones es la famosa foliación estándar por placas de un
polidisco.

Definición 3.2.1. La foliación holomorfa estándar de dimensión uno compleja3

de un polidisco P =
{

(z, w) ∈ C2 :| z |< 1, | w |< 1
}
es la unión ajena de discos

(abiertos), llamados placas

P =
⊔
|w|<1

Lw, Lw = {z ∈ C :| z |< 1} × {w} .

.

Definición 3.2.2. Una foliación holomorfa F de un dominio U ⊆ C2 (o de
manera más general una variedad dos dimensional compleja) es la partición de U =⊔
α
Lα en subconjuntos disjuntos y conexos, llamados hojas, los cuales localmente

son analíticamente equivalentes a la foliación estándar por placas.
Esta última equivalencia analítica signi�ca que cualquier punto p ∈ U admite

una vecindad abierta V y un biholomor�smo h : V −→ P , de V en el polidisco P ,
que envía a las hojas locales Lα∩V de V en las placas Lw del polidisco P . En otras
palabras hay una biyección entre las componentes conexas de la foliación local

V =
⊔
α

(Lα ∩ V ) con las placas del polidisco P =
⊔
|w|<1

Lw.

Observación. Una hoja de la foliación puede ser conexa en una vecindad U
pero es posible que en una vecindad V ⊆ U no lo sea.

.

3Se puede de�nir de manera análoga para mayor dimensión.
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Definición 3.2.3. Decimos que dos foliaciones F y F ′ holomorfas de�nidas en
los dominios U y U ′respectivamente son equivalentes de manera analítica, topoló-
gica o formal si existe un biholomor�smo, homeomor�smo o serie formal invertible
h : U −→ U ′ que manda las hojas de F en las hojas de F ′.

Recordemos que las curvas integrales máximas de un campo vectorial holomorfo
dan una foliación del espacio ambiente gracias al teorema global de Frobenius 1.1.5.

La diferencia esencial entre foliaciones y campos vectoriales es que si bien las
hojas de una foliación dada por un campo vectorial son soluciones de la ecuación
diferencial de�nida por este, no tomaremos en cuenta su parametrización.

El teorema de recti�cación o el teorema de la forma canónica de campos vecto-
riales conmutativos, nos facilitan mucho el estudio de foliaciones sin singularidades
por lo que de�niremos conceptos y herramientas útiles para el estudio de foliaciones
con singularidades, en particular para gérmenes de foliaciones holomorfas de�nidas
en vecindades del origen en C2 con el 0 como única singularidad.

Definición 3.2.4. Decimos que F es una foliación holomorfa singular de U ⊆
C2, si F es una foliación holomorfa en U\Σ, donde Σ es un subconjunto analítico4 de
U de codimensión dos, a este conjunto se le llama conjunto singular de la foliación.
Puesto que el conjunto Σ es de codimensión dos entonces está conformado por
puntos aislados.

Definición 3.2.5. Decimos que dos campos vectoriales holomorfos X ∈ X (U),
X ′ ∈ X (U ′), cuyos conjuntos singulares son Σ, Σ′respectivamente, son orbitalmente
equivalentes si las foliaciones FX y FX′ que estos campos generan son analítica-
mente equivalentes. Esto es, existe una función holomorfa invertible h : U −→ U ′,
tal que h (Σ) = Σ′, y h, restringida a U \ Σ, manda las hojas de FX en las hojas
de FX′ .

Entre todas las hojas de una foliación singular holomorfa destacan aquellas que
contienen en su cerradura a los puntos singulares de la foliación. Al ser cercanas
a los puntos singulares podemos rescatar en ellas ciertos comportamientos de las
hojas en relación a la singularidad.

Definición 3.2.6. Sea U un dominio de C2. A C ⊆ U se le llama curva analítica
si existe una función holomorfa f : U −→ C tal que C es el conjunto de ceros de la
función f

C = {p ∈ U | f (p) = 0} .

Y se dice que f de�ne a la curva C.

Definición 3.2.7. Dada una foliación singular decimos que una hoja L es una
separatriz compleja de la foliación si su cerradura L contiene a alguna singularidad
y resulta ser una curva analítica.

De�niremos un concepto que nos será útil en el estudio del comportamiento de
las hojas cercanas a un conjunto.

4Un conjunto analítico está dado por los ceros de una función analítica.
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Definición 3.2.8. Sean F una foliación holomorfa en un dominio U ⊆ C2 y
B ⊆ U un subconjunto arbitrario. De�nimos la saturación de B por las hojas de F
como la unión de todas las hojas que intersecan al conjunto B y se denota

Sat (B, F) =
⋃

L∈F, L∩B 6=∅

L.

En general la saturación de algún conjunto �simple� puede ser muy complicada.
Aún así tenemos el siguiente resultado que puede ser pensado como la generalización
del teorema de dependencia de las soluciones de una ecuación diferencial en las
condiciones iniciales.

Lema 3.2.9. La saturación de conjuntos abiertos es abierta. En particular, la
saturación de la vecindad de un punto en una hoja contiene una vecindad abierta
de la hoja.

3.3. Holonomía

La noción de holonomía en foliaciones intenta ser como el �ujo para los campos
vectoriales, en el sentido del comportamiento de las soluciones (�ujo) de una ecua-
ción diferencial asociada a un campo vectorial, ya que partir de esta transformación
podremos ver la dinámica y comportamiento de las hojas en torno a una transversal
(pero nos da información no sólo de la transversal sino de una vecindad de esta).

Introduciremos primero esta herramienta para la foliación estándar y dado que
localmente (salvo en las singularidades) toda foliación es biholomorfa a la estándar
vamos a poder dar la de�nición de la holonomía para cualquier foliación.

Definición 3.3.1. Una transversal a una hoja L de la foliación F de codimen-
siónm de�nida en U con punto base a es una función analítica τ : (Cm, 0) −→ (U, a)
transversal a L en a, donde m = 1, 2. Esto es una función tal que

Tτ(p)U = dτp (Tp (Cm, 0)) + Tτ(p)L.

En muchos casos pensaremos a una transversal como la imagen de τ .

En este trabajo sólo nos enfocaremos en el estudio de foliaciones holomorfas de
(C2, 0) cuya codimensión es uno (en este caso particular son también de dimensión
uno), por lo que las transversales serán transformaciones holomorfas τ : (C, 0) −→
(U, a); así que topológicamente hablando τ ((C, 0)) es como C.

Si F es la foliación estándar y τ, τ ′ son dos transversales basadas en puntos a
y a′ de la hoja L0 = {y = 0}5, entonces cualquier hoja Lε su�cientemente cercana
a L0 interseca en un único punto a ambas transversales. De esta manera podemos
de�nir una única transformación holomorfa ∆τ,τ ′ : (τ, a) −→ (τ ′, a′), mapea puntos
con la misma componente y. En las cartas dadas por las parametrizaciones de τ, τ ′,
esta transformación resulta ser el germen de una función holomorfa de Diff (C, 0)6.
Estas transformaciones cumplen la siguiente identidad

(4) ∆τ,τ ′′ = ∆τ ′,τ ′′ ◦∆τ,τ ′

siempre y cuando los puntos base de las transversales estén en la misma hoja y sean
su�cientemente cercanos.

5Ya que la intersección de τ, τ ′ con L0 es transversal y por como está de�nida la foliación
estándar resulta que dicha intersección es un solo punto.

6La de�nición de esta transformación se puede hacer de manera análoga para dimensiones
superiores.
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La identidad anterior nos sugiere pensar no sólo en la transformación asociada
a dos transversales si no a toda una trayectoria. Es decir si L es la hoja de una
foliación holomorfa y γ : [0, 1] → L es una trayectoria con puntos inicial y �nal
γ (0) = a, γ (1) = a′ respectivamente, de�nir la función holomorfa ∆γ , llamada
mapeo de holonomía con respecto a la trayectoria γ. Usaremos una vez más a las
transversales τ y τ ′ con puntos base a y a′.

Dado que [0, 1] es un compacto podemos cubrir con una cantidad �nita de
abiertos Uj a la trayectoria γ ([0, 1]) (de tal forma que en cada abierto Uj la foliación
sea equivalente a la foliación estándar). Entonces podemos insertar transversales τj ,
j = 0, ..., k τ0 = τ y τk = τ ′, a la hoja L con punto base en la curva de�nida por γ,
de tal forma que la composición

∆γ = ∆τk−1,τk ◦ · · · ◦∆τ0,τ1 : (τ, a) −→ (τ ′, a′)

sea un germen de transformación analítica, a este germen se le llama mapeo de
correspondencia a lo largo de la trayectoria γ. Gracias a la identidad (4), la trans-
formación ∆γ no dependerá de las transversales intermedias que escojamos, más
aún no importa la trayectoria sino su clase de homotopía (con extremos �jos).

Observación. La construcción de los mapeos de holonomía corresponde a lo
que clásicamente se llama �continuación de las soluciones de una ecuación diferen-
cial a lo largo de una trayectoria�.

Escogiendo otro par de transversales con puntos base en los extremos de la
curva γ resulta en la composición de ∆γ con dos biholomor�smos (uno a la derecha
y el otro a la izquierda), así en cartas adecuadas, uno siempre puede llegar a que el
mapeo de correspondencia ∆γ es la identidad. Esta situación cambia drásticamente
si hay más de una clase de homotopía para las trayectorias con puntos iniciales y
�nales a y a′ (en particular también si a′ = a).

Sean a un punto de una hoja L ∈ F , τ : (C, 0) −→ (U, a) una transversal a L
en a, y un lazo γ ∈ π1 (L, a).

Definición 3.3.2. De�nimos a la transformación de holonomía asociada a γ

∆γ : (τ, a) −→ (τ, a)

como la transformación de correspondencia asociada al lazo γ.

El grupo de holonomía de una foliación asociada a una hoja L es la imagen
del grupo fundamental π1 (L, a) en el grupo de gérmenes de difeomor�smos de la
transversal τ , Diff (τ, a).

Así de�nido, el grupo de holonomía, es un subgrupo de Diff (C, 0) módulo una
conjugación simultánea de todas las transformaciones de holonomía, independien-
temente de la transversal τ o inclusive del punto base a ∈ L. Este grupo resulta ser
un invariante de la foliación y acarrea casi toda la información del comportamiento
de las hojas de la foliación, cercanas a L.

Por la de�nición del grupo de holonomía vemos que es importante basar la
transversal en una hoja con grupo fundamental no trivial, esto en foliaciones en
general no es sencillo pero para el caso de foliaciones holomorfas singulares es fácil
escoger estas hojas, ya que las separatrices lo cumplen.

Proposición 3.3.3. Consideremos dos foliaciones F y G analíticamente equi-
valentes y sea h el biholomor�smo que las conjuga. Si L ∈ F es una hoja de la
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foliación tal que h (L) = L′ es una hoja de G, entonces para cualesquiera dos trans-
versales τ , τ ′ basadas en puntos a y a′de L y L′ respectivamente, los grupos de
holonomía correspondientes G ⊆ Diff (τ, a), G′ ⊆ Diff (τ ′, a′) son analíticamen-
te equivalentes.

Demostración. Sea τ una transversal a la hoja L con punto base a ∈ L y
τ ′ = h (τ), como h es un biholomor�smo y h (L) = L′ tenemos que τ ′ es transversal
a L′. Si consideramos la restricción de h a la transversal τ tenemos que esta función
realiza la conjugación entre dichos grupos de holonomía. Más aún como el grupo
de holonomía no depende de la pareja (τ ′, a′) tenemos el resultado deseado. �

En general calcular explícitamente la transformación de holonomía asociada a
una separatriz puede ser complicado, para ello tenemos los siguientes resultados que
al menos nos dicen cuál es el coe�ciente de la parte lineal. Si bien podríamos pensar
que esto no es mucha información, en algunos casos con este coe�ciente bastará
para describir la acción de dicho grupo en los puntos de la transversal.

El siguiente ejemplo nos mostrará que justamente el cociente característico tiene
mucha relevancia en esta transformación.

Ejemplo 3.3.4. Calculemos las transformaciones de holonomía de la foliación
generada por las soluciones de la ecuación diferencial lineal en C2 de�nida por(
ż
ẇ

)
= A

(
z
w

)
, donde A =

[
λ 0
0 µ

]
∈ GL (2,C). Esta ecuación diferencial tiene una

única singularidad aislada en el origen y dos separatrices complejas W = {z = 0} \
{0} y Z = {w = 0} \ {0}, los ejes coordenados sin el cero.

Al ser una ecuación diferencial lineal sabemos que las soluciones son de la forma

ϕ (t, (z, w)) =
(
eλtz, eµtw

)
, t ∈ C.

Para calcular la transformación de holonomía con respecto a la separatriz Z
necesitamos una transversal, escojamos a τ =

{
(1, w) ∈ C2

}
la cual es transversal

en el punto (1, 0); requerimos también un lazo que no sea nulhomotópico y esté
contenido en Z, para ello consideremos al lazo γ = {(z, 0) ∈ Z | |z| = 1}. Dado un
punto p ∈ τ nos preguntamos para qué valores de t ∈ C

ϕ (t, p) ∈ τ.

Como p es de la forma (1, p2) entonces la solución que pasa por p se ve de la siguiente
manera

(5) ϕ (t, (1, p2)) =
(
eλt, eµtp2

)
.

Así el problema anterior se reduce a ver que tiempo t cumple que eλt = 1 esto pasa
si y sólo si

λt = log
(
eλt
)

= log (1) = log (|1|) + i arg (1) = 2πin, n ∈ Z.

De la ecuación anterior deducimos que el parámetro t buscado es de la forma

t =
2πin

λ
.

Sustitutyendo en la ecuación (5) obtenemos que la transformación de holonomía
∆ : τ −→ τ es

∆ (1, p) =
(

1, e
µ2πi
λ p

)
.
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Observemos que el cociente característico µ
λ aparece en la holonomía y de hecho es

el que determina si esta transformación es periódica, no periódica y en caso de ser
periódica qué orden tiene.

Para calcular la holonomía asociada a la separatriz W basta hacer el cálculo
recién presentado.

El ejemplo 3.3.4 puede ser usado para crear foliaciones con transformaciones
de holonomía analíticamente equivalentes pero que las foliaciones no lo sean. Basta
escoger dos ecuaciones diferenciales lineales tales que el cociente característico sea
el mismo pero los valores propios de la matriz no coincidan.

Habrán casos donde el campo vectorial que de�ne a la foliación no tiene parte
lineal o la singularidad no es elemental, en estos casos tenemos otro método para
calcular el coe�ciente de la parte lineal, se llama ecuación de primera variación.

Empecemos recordando el concepto de primera variación de una ecuación dife-
rencial ordinaria con respecto a una solución.

Sea U ⊆ C2 abierto y consideremos la ecuación diferencial holomorfa

dw

dz
= F (z, w)

de�nida en U . Supongamos que conocemos una solución ϕ (z) de esta ecuación
diferencial, tal que en el punto z0, ϕ (z0) = w0, entonces

dϕ(z)
dz = F (z, ϕ (z)).

Consideremos ahora una familia de soluciones Φ (z, w) que satisface

dΦ

dz
(z, w) = F (z,Φ (z, w)) , Φ (z0, w) = w.

Expandiendo Φ (z, w) en serie de potencias alrededor del punto (z0, w0), con res-
pecto a la variable w, llegamos a la expresión

Φ (z, w) = Φ (z, w0) +
∂Φ

∂w
(z, w0) (w − w0) + . . .+

1

j!

∂jΦ

∂wj
(z, w0) (w − w0)

j
+ . . .

ya que Φ (z0, w0) = w0 entonces por el teorema de existencia y unicidad Φ (z, w0) =

ϕ (z). A las funciones ∂jΦ
∂jw (z, w0) se les llama j− ésima variación de la solución ϕ,

en este caso nos interesa analizar a la función ϕ1 (z) = ∂Φ
∂w (z, w0) pues es la primera

variación.
Si consideramos la derivada de ϕ1 con respecto de z se tiene que

dϕ1

dz
(z) =

∂2Φ

∂w∂z
(z, w) =

(
∂

∂w
F (z,Φ (z, w))

)
(z, w0)

= Fw (z, ϕ (z))
∂Φ

∂w
(z, w0) = Fw (z, ϕ (z))ϕ1 (z) .

Así, la primera variación ϕ1 (z) satisface la ecuación diferencial lineal

dϕ1

dz
(z) = Fw (z, ϕ (z))ϕ1 (z) , ϕ1 (z0) = 1.

Y sabemos obtener sus soluciones, estas son de la forma

exp

(∫ (z,ϕ(z))

(z0,w0)

Fw dz

)
.

Una vez hecho esto, el método para calcular el coe�ciente lineal de la transformación
de holonomía es el siguiente.



3.3. HOLONOMÍA 36

Si el campo vectorialX asociado a la ecuación diferencial F se ve comoX (z, w) =
A (z, w) ∂

∂z +wB (z, w) ∂
∂w , entonces {w = 0} es una separatriz de la foliación y el

residuo

Res
z=0

∂F

∂w
(z, 0)

es la parte lineal de la holonomía asociada a {w = 0}. Veamos explícitamente como
es ∂F

∂w (z, 0) .

F (z, w) =
dw

dz
=
wB (z, w)

A (z, w)

entonces
∂F

∂w
=

∂

∂w

(
wB

A

)
=
A (wBw +B)− wBAw

A2
;

así evaluando en el punto (z, 0) tenemos

∂F

∂w
(z, 0) =

B (z, 0)

A (z, 0)
.

Por lo que para calcular la parte lineal de la holonomía con respecto a la separatriz
{w = 0} basta computar el residuo en z = 0 de B(z,0)

A(z,0) .

Observación. Si la singularidad es elemental entonces el resultado de la ecua-
ción de primera variación y el cociente característico coinciden.

Gracias a la construcción de las transformaciones de holonomía la órbita de
un punto está contenida en la hoja donde éste se encuentra, nos gustaría que la
intersección de una hoja con la transversal y la órbita bajo la transformacíon de
holonomía coincidan, pues este no será el caso para todas las foliaciones como lo
veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.5. Consideremos la foliación singular holomorfa F en (C2, 0) cuya
primera integral es el polinomio u (x, y) = x2 (x+ y)

3
y4. Calcularemos la transfor-

mación de holonomía asociada a cada separatriz y después compararemos las órbitas
dadas por la holonomía con la intersección de hojas con una transversal local basada
en dicha separatriz.

Como la foliación F tiene primera integral u entonces está dada por la siguiente
ecuación diferencial

ẋ = −
(

4y3x2 (x+ y)
3

+ 3 (x+ y)
2
x2y4

)
ẏ = 2xy4 (x+ y)

3
+ 3 (x+ y)

2
x2y4.

Está foliación es orbitalmente equivalente a la siguiente:

ẋ = xA (x, y) = − (4x (x+ y) + 3xy) = x (−4x− 7y)

ẏ = yB (x, y) = 2y (x+ y) + 3xy = y (2y + 5x) .

Claramente los ejes (planos) coordenados Y = {x = 0}, X = {y = 0} son sepa-
ratrices de la foliación. Y estas separatrices son las que usaremos para hacer los
cálculos.

Primero consideremos a la transversal τ = {(x, 1) || x |≤ δ} de Y basada en
el punto (0, 1). Sabemos que el coe�ciente de la parte lineal de la transformación
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de holonomía con respecto a la separatriz Y es e2πiµ donde µ es el índice de la
separatriz en cuestión. Este índice se calcula con la siguiente fórmula.

Res
y→0

yA (0, y)

yB (0, y)
= Res

y→0
x=0

y (−4x− 7y)

2y2 + 5xy
= Res

y→0
x=0

y (−4x− 7y)

y (2y + 5x)
= Res

y→0

−7y

2y
= −7

2
.

Como la foliación es integrable entonces la holonomía asociada a Y es integrable y
por lo tanto periódica, proposición 3.6.3, también sabemos que es analíticamente
linealizable. Sea h (z) = e2πi−7

2 z la transformación de holonomía linealizada, clara-
mente h2 = Id, esto nos dice que la órbita de un punto z0 en la transversal τ consta
de sólo dos puntos.

Ahora para ver el número de puntos en τ ∩ Y recordemos que las hojas de la
foliación son las curvas de nivel de la función holomorfa u, por lo que basta ver
cuántos puntos de la transversal τ satisfacen u = ε, con |ε| cercano a 0. Los puntos
de la transversal tienen coordenadas (x, 1), sustituyendo en u tenemos

u (x, 1)− ε = x2 (x+ 1)
3 − ε = 0.

Ya que C es un campo algebraicamente cerrado tenemos que la ecuación anterior
tiene exactamente 5 soluciones si ε 6= 0. Si usamos el criterio de la derivada, podemos
ver fácilmente que u′ (x, 1) no divide a u (x, 1) por lo que las raíces no se repiten
y al escoger ε con norma su�cientemente pequeña todas caen en τ . El caso para
�jarnos en la holonomía asociada a la separatriz X es análogo al anterior.

3.4. Resolución de Singularidades

Esta sección se dedicará al estudio y presentación de una herramienta funda-
mental para este trabajo

Definición 3.4.1. Sea 0 ∈ C2. La variedad M que se obtiene después de ex-
plotar el origen está de�nida por las cartas

(x, z) : Vx −→ C2 , donde z = y
x

(w, y) : Vy −→ C2 , donde w = x
y

y el cambio de coordenadas
Φ:Vx∩Vy−→Vy∩Vx

(x,z) 7→( 1
z ,zx) .

La proyección canónica Π : M −→ C2 está de�nida sobre las cartas como sigue:

Π:Vx−→C2

(x,z) 7→(x,zx)
Π:Vy−→C2

(w,y)7→(wy,y).

Notemos que la proyección Π es un biholomor�smo entre M \Π−1 (0) y C2 \ {0}. A
E = Π−1 (0) comúnmente se le llama divisor excepcional de M. Por la de�nición de
Π la imagen inversa del cero es el espacio proyectivo complejo de dimensión uno,
es decir una esfera.

Definición 3.4.2. La explosión de una foliación singular F de (C2, 0) es la fo-
liación singular holomorfa F ′ = Π∗F de M extendiendo la preimagen de la foliación
Π−1 (F) de M \E a toda la variedad M. En el lenguaje de formas, si F = {ω = 0}7
entonces la foliación Π∗F está dada por {Π∗ω = 0}, donde Π∗ω es el pull-back de
la 1−forma ω por la función Π, también se le llama jalar la forma ω con Π (para
ver un desarrollo más profundo de este tema ver A.3.1 en la página 62).

7Ver Apéndice A.3.1.
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Tenemos dos opciones para el divisor excepcional E: que este sea una separatriz
o que diferentes puntos de E pertenezcan a diferentes hojas de la foliación F ′. En el
último caso la mayoría de las hojas de F ′ intersecan transversalmente a E en casi
todos los puntos, con la excepción de algunos puntos de tangencia y singularidades
aisladas de F ′.

Definición 3.4.3. Un punto singular p de una foliación holomorfa F se llama
no dicrítico si E = Π−1 (p) es una separatriz de la foliación F ′ = Π∗F . En otro caso
al punto singular se le llama dicrítico.

Genéricamente las singularidades de una foliación holomorfa son no dicríticas,
las foliaciones dicríticas corresponden a casos donde la parte principal homogénea
del campo vectorial que de�ne a F es degenerada.

Si F está dada por la ecuación p�a�ana {ω = 0} entonces tenemos la siguiente
presentación del pull-back de la uno forma ω, dicha presentación nos ayuda en
ejemplos y problemas a la hora de hacer cálculos explícitos.

Proposición 3.4.4. Sea F = {ω = 0} un germen de foliación holomorfa sin-
gular en (C2, 0). Por la construcción y de�nición de la explosión tenemos que
F ′ = {Π∗ω = 0}, y si ω (x, y) = a (x, y) dx+ b (x, y) dy entonces

Caso 1. En la carta (x, z), con z = y
x , Π∗ω = (a+ zb) dx+ xb dz.

Caso 2. En la carta (w, y) , con w = x
y , Π∗ω = ya dw + (wa+ b) dz.

Demostración. Probaremos sólo uno de los dos incisos ya que sus demostra-
ciones son totalmente análogas.

Caso 1. Usando la de�nición de pull-back tenemos que:

(Π∗ω) (x, z) = ω (Π (x, z)) = a (x, xz) dx+ b (x, xz) d (xz)

= a (x, xz) dx+ b (x, xz) (z dx+ x dz)

= (a (x, xz) + z b (x, xz)) dx+ x b (x, xz) dz.

Y la a�rmación está probada. �

Observación. Es natural preguntarse si es lo mismo resolver una singularidad
con lenguaje de formas diferenciales o con lenguaje de campos vectoriales. Vere-
mos que la respuesta a esta inquietud es a�rmativa, así que a lo largo del trabajo
usaremos la presentación que nos convenga.

Sean a, b : C2 −→ C funciones polinomiales tales que a (0, 0) = 0 = b (0, 0).
Ahora consideremos la forma diferencial ω (x, y) = a (x, y) dx + b (x, y) dy y el

campo vectorial V de�nido por
ẋ = −b (x, y)
ẏ = a (x, y)

. Es claro que ω (V ) ≡ 0, por lo

que de�nen la misma foliación. Si a (x, y) =
∑m
j=0

(∑n
i=0 aijx

iyj
)
y b (x, y) =∑r

j=0

(∑s
i=0 bijx

iyj
)
entonces por la proposición 3.4.4 tenemos que la 1-forma

ω̂ = Π∗ω en la carta (x, z) se ve como (a (x, xz) + z b (x, xz)) dx + x b (x, xz) dz,
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sustituyendo con lo de arriba tenemos

ω̂ =

 m∑
j=0

(
n∑
i=0

aijx
i (xz)

j

)
+ z

r∑
j=0

(
s∑
i=0

bijx
i (xz)

j

) dx

+ x

r∑
j=0

(
s∑
i=0

bijx
i (xz)

j

)
dz

=

 m∑
j=0

(
n∑
i=0

aijx
i+jzj

)
+ z

r∑
j=0

(
s∑
i=0

bijx
i+jzj

) dx

+ x

r∑
j=0

(
s∑
i=0

bijx
i+jzj

)
dz

= x

 m∑
j=0

(
n∑
i=0

aijx
i+j−1zj

)
+ z

r∑
j=0

(
s∑
i=0

bijx
i+j−1zj

) dx

+ x

 r∑
j=0

(
s∑
i=0

bijx
i+jzj

)
dz

 .

De la última igualdad tenemos que ω̂ es orbitalmente equivalente a m∑
j=0

(
n∑
i=0

aijx
i+j−1zj

)
+ z

r∑
j=0

(
s∑
i=0

bijx
i+j−1zj

) dx+

r∑
j=0

(
s∑
i=0

bijx
i+jzj

)
dz

.
Ahora hagamos el desarrollo con la ecuación diferencial dada por V , como z = y

x

entonces ż = ẏx−ẋy
x2 , sustituyendo obtenemos

ẋ = −b (x, xz)

ż =
xa (x, xz) + yb (x, xz)

x2

Desarrollando ẋ tenemos

ẋ = −
r∑
j=0

(
s∑
i=0

bijx
i (xz)

j

)
= −

r∑
j=0

(
s∑
i=0

bijx
i+jzj

)
.

Y al desarrollar ż llegamos a

ż =

∑m
j=0

(∑n
i=0 aijx

i (xz)
j
)

+ z
∑r
j=0

(∑s
i=0 bijx

i (xz)
j
)

x

=

∑m
j=0

(∑n
i=0 aijx

i+jzj
)

+ z
∑r
j=0

(∑s
i=0 bijx

i+jzj
)

x
usamos una vez más que i+ j > 0 entonces

ż =

m∑
j=0

(
n∑
i=0

aijx
i+j−1zj

)
+ z

r∑
j=0

(
s∑
i=0

bijx
i+j−1zj

)
.

Comparando el resultado para formas y para campos vectoriales vemos que en
efecto tenemos el mismo resultado.
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3.4.1. Teorema de Seidenberg. Un resultado muy importante en la Teoría
de resolución de singularidades es el famoso teorema de Seidenberg. Si bien este
teorema se le atribuye a A. Seidenberg, fue un trabajo en el cual participaron I.
Bendixson, S. Lefschetz, A. Andreev entre otros. El enunciado de este teorema se
ha ido generalizando y para el caso de foliaciones analíticas se ha simpli�cado la
demostración.

La utilidad de este resultado es grande ya que nos dice que dada una foliación
holomorfa singular, siempre podemos simpli�carla después de una cantidad �nita
de explosiones en los puntos singulares; con simpli�carla nos referimos a que todas
las singularidades sean elementales. Demostrar este teorema es muy laborioso y
técnico, no está en los propósitos de este trabajo, daremos solamente su enunciado.
Sin embargo sí lo usaremos ya que en los teoremas de la siguiente sección nos será
de gran utilidad.

Teorema 3.4.5. (de Seidenberg) Para cualquier punto singular de una folia-
ción holomorfa F se puede construir una variedad de dimensión dos complejaM con
una curva analítica D ⊂M y una transformación holomorfa π : (M,D) −→ (C2, 0),
que es un biholomor�smo entre M \D y (C2, 0)\{0} y de tal manera que π∗F tiene
sólo singularidades elementales en el divisor D.

De forma más precisa, la transformación π que resuelve a la singularidad de
la foliación F puede ser construida como la composición de un número �nito de
explosiones en los diferentes puntos singulares. El divisor D = π−1 (0) es la unión
de una cantidad �nita de lineas proyectivas, Dj, que se intersecan transversalmente,
es decir D =

⋃
Dj y Dj

∼= CP 1.

3.5. Holonomía Evanescente

Es natural preguntarnos si hay relación entre el grupo de holonomía de la folia-
ción F asociado a una separatriz y el grupo de holonomía de la foliación F después
de una explosión simple en el origen. En ciertos casos sí hay relación como veremos
posteriormente, pero antes de�niremos un grupo de holonomía muy importante
para foliaciones holomorfas singulares no dicríticas.

Definición 3.5.1. El grupo de holonomía evanescente de una foliación singular
F no dicrítica, con singularidad aislada, es el grupo de holonomía asociado al divisor
excepcional, que es una separatriz, L = E \ SingF ′ donde la foliación a considerar
es F ′ = Π∗F .

Con el siguiente ejemplo veremos la utilidad de la resolución de singularidades
y calcularemos el grupo de holonomía evanescente.

Ejemplo 3.5.2. kUsaremos a la foliación inducida por la función holomorfa
u (x, y) = y2 − x3 para mostrar la utilidad de la resolución de singularidades y
calcular el grupo de holonomía evanescente, la primera nos ayudará a encontrar
una separatriz escondida.

Consideremos la uno forma diferencial ω = du,ω (x, y) = 2y dy− 3x2 dx. Haga-
mos la explosión en el origen, la única singularidad.

En la carta (u′, y), x = u′y, se ve como

−3u2y2 du′ +
(
2− 3u′3y

)
dy

Vemos que la ecuación en esta carta no tiene puntos singulares, por lo que ya no
podemos analizar la ecuación desde estas coordenadas..
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Nos �jamos ahora en la carta (x, u), y = xu, la resolución se ve como(
−3x+ 2u2

)
dx+ 2xu du.

El origen, en (x, u), si es punto singular pero su parte lineal sigue teniendo radio
característico igual a cero, volvamos a explotar.

Consideremos primero la explosión en la carta (x, v′), u = xv′, la forma dife-
rencial tiene la siguiente presentación(

−3 + 4xv′2
)
dx+ 2x2v′ dv′.

Como el (0, 0) no es punto singular no obtendremos más información en esta carta,
analicemos la otra.

En las coordenadas (v, u) con x = vu tenemos la siguiente 1-forma(
−3vu+ 2u2

)
dv +

(
−3v2 + 4vu

)
du.

Podemos volver a explotar el punto singular (0, 0), ya que no tiene parte lineal la
ecuación.

En la carta (z, u), v = zu, se ve como

(−3zu+ 2u) dz +
(
6z − 6z2

)
du.

Y en la carta (v, w), u = vw tenemos lo siguiente(
6w2 − 6w

)
dv + (4vw − 3v) dw

En ambos casos la ecuación tiene parte lineal diagonal con valores propios distintos
de cero, analizaremos los tres puntos singulares y veremos que nos dicen con respecto
a la foliación original.

Primero analicemos la carta (z, u) tenemos dos singularidades el origen, (0, 0),
y el punto (1, 0). La ecuación diferencial en el origen se ve como(

ż
u̇

)
=

(
−6 0
0 2

)(
z
u

)
+

(
6z2

−3zu

)
.

Vemos que hay dos separatrices {z = 0} y {u = 0} la primera corresponde al eje
y en la ecuación original y la segunda al divisor excepcional. También podemos
rescatar el radio caracteristico para la transformación de holonomía asociada al
divisor excepcional, este es 2

−6 = −1
3 . Veamos ahora que sucede con el punto (1, 0),

el cual tiene la siguiente matriz asociada a la parte lineal(
−6 + 12z 0
−3u 2− 3z

)
(1,0)

=

(
6 0
0 −1

)
.

Por este punto pasan dos separatrices {u = 0} y {z = 1}, la última corresponde a
la curva

{
y2 − x3 = 0

}
que tiene pendiente 1 cercana al origen, ya que z = x3

y2 . La

razón característica de esta singularidad es −1
6 .

Para la carta (v, w) podemos usar el mismo razonamiento y el hecho que w = 1
z ,

gracias a esta condición sabemos de antemano que (0, 1) es un punto singular. Sólo
basta analizar el punto (0, 0), el cual tiene la siguiente ecuación diferencial(

v̇
ẇ

)
=

(
3 0
0 −6

)(
v
w

)
+

(
−4vw
6w2

)
.

Por este punto pasan dos separatrices, el divisor excepcional, {v = 0}, y {w = 0},
el eje x (una vez proyectemos). El cociente característico de este punto es −1

2 .
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Ya que la foliación es integrable podemos suponer que las funciones de holono-
mía, con respecto al divisor excepcional, son lineales entonces el grupo de holonomía

evanescente,H, está generado por
{
e2πi−1

3 t, e2πi−1
6 t, e2πi−1

2 t
}
como estas funciones

conmutan y además H es cíclico, pues es integrable, entonces H =
〈
e2πi−1

6 t
〉
.

Al igual que el grupo de holonomía, el grupo de holonomía evanescente es un
invariante de la foliación. Presentaremos un caso donde la equivalencia analítica de
un grupo de holonomía evanescente con otro implica la equivalencia analítica de las
foliaciones correspondientes.

Teorema 3.5.3. Consideremos dos foliaciones holomorfas singulares no dicrí-
ticas F , G de (C2, 0), cada una con un número �nito de singularidades hiperbólicas
después de una explosión en el origen (coincide el número de singularidades) y que
los índices de las separatrices coincidan8. Con estas hipótesis la equivalencia ana-
lítica de sus grupos de holonomía evanescente implica la equivalencia analítica de
las foliaciones.

Demostración. Sean F ′ = Π∗1F , G′ = Π∗2G las foliaciones después de una
primera explosión y ΣF ′ = {p1, ..., pn}, ΣG′ = {q1, ..., qn} sus conjuntos singulares
respectivamente. Que cada singularidad sea hiperbólica signi�ca que su cociente
característico no es real, esto nos dice que los valores propios asociados a cada
singularidad están en el dominio de Poincaré, entonces por el teorema A.1.4 de
Poincaré para cada singularidad existe una vecindad donde podemos pensar al
campo vectorial sólo como su parte lineal, y ya que los valores propios son distintos,
la matriz asociada a la parte lineal es diagonalizable. Esto permite expresar de una
manera sencilla la foliación alrededor de cada punto singular. Genéricamente se ve
así el campo vectorial asociado a la foliación en vecindades de cada punto singular.

λz
∂

∂z
+ µw

∂

∂w
.

La presentación anterior nos dice que por cada punto singular pasan sólo dos se-
paratrices y ya que E es una separatriz común tenemos a lo más n separatrices
(además del divisor excepcional), también nos dice que las soluciones, con condi-
ciones iniciales (z, w), son de la forma(

eλtz, eµtw
)
, t ∈ C.

Ahora consideremos una transversal τ con punto base en E \ ΣF ′ . Dado que las
soluciones son de esa manera siempre podemos ver que, en efecto, todas las solu-
ciones intersecan a la transversal τ . Un argumento más visual de este razonamiento
es el siguiente, para cada punto en E \ ΣF ′ escojamos la vecindad dada por el teo-
rema de recti�cación, esto nos da una cubierta abierta de E \ ΣF ′y simplemente
completamos la cubierta con vecindades para cada punto en ΣF ′ pero como E es
compacto entonces existe una subcubierta �nita, la re�namos de tal manera que la
subcubierta sea una bola que contiene a E. Esto nos dice que la saturación de la
transversal es una vecindad abierta de E.

Sea H el grupo de holonomía evanescente asociado a F ′ en la transversal τ , el
grupo H no es integrable pues los cocientes característicos no son racionales, en-
tonces por el lema 2.4.6 cualquier pseudogrupo asociado a H tiene una cantidad no

8Nos referimos a los coe�cientes de la ecuación de primera variación con respecto a cada
separatriz.
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numerable de órbitas no periódicas. A partir de todo el análisis anterior podemos
decir que la equivalencia analítica entre los grupos de holonomía evanescente la po-
demos extender a toda la saturación de la transversal, salvo quizá a las separatrices
y a los puntos singulares. Para extenderla a la separatrices usamos el teorema A.2.3
de extensión de Riemann. Después proyectamos con Π1 y Π2 a las foliaciones F ′
y G′respectivamente. Dado que estas proyecciones son biholomor�smos (fuera del
punto singular y el divisor excepcional) tenemos que la equivalencia analítica de las
foliaciones se preserva, ahora sólo nos resta extender dicha equivalencia con el teore-
ma A.2.1 de singularidades removibles. De esta manera construimos la equivalencia
analítica de las foliaciones F y G. �

3.6. Foliaciones Integrables

Definición 3.6.1. Una foliación singular F = {ω = 0} en (C2, 0) se dice inte-
grable , si existe un gérmen de función holomorfa, no constante, u ∈ O

(
C2, 0

)
tal

que du ∧ ω = 0.
Equivalentemente, el germen de un campo vectorial X ∈ X(C2, 0) es integrable

si existe una función analítica no constante tal que Xu = 0. En ambos casos a la
función u se le llama primera integral, o simplemente integral de la foliación F .
En el caso que la función u sea una serie formal decimos que F es formalmente
integrable.

Cada hoja de una foliación integrable está contenida completamente en una
curva de nivel {u = cte.} de la primera integral y por ende todas las hojas son
curvas analíticas en (C2, 0).

El próximo lema nos da un primer acercamiento de la utilidad del grupo de
holonomía de una foliación.

Lema 3.6.2. (de saturación). Cualquier germen de función analítica u ∈ O (τ, a)
que sea integral del grupo de holonomía G ⊆ Diff (τ, a), es decir u◦g = u para todo
germen g ∈ G, se extiende de manera única como una función holomorfa de�nida
en una vecindad abierta V de la hoja L 3 a y es constante a lo largo de las hojas
de la foliación F en la vecindad V .

Demostración. Sea b ∈ L cualquier punto en la hoja, y consideremos una
trayectoria γ : [0, 1] −→ L tal que γ (0) = b y γ (1) = a. El mapeo de corresponden-
cia ∆γ nos permite traducir al germen u (bajo continuación analítica) a una función
analítica u′ = u ◦∆γ constante en las hojas de la foliación F . Esta extensión, u′ así
de�nida, depende en una primera instancia de la elección de la trayectoria γ; en-
tonces si θ es otra trayectoria con los mismos extremos, la extensión va a diferir por
la continuación analítica del germen u ◦ g, donde g = ∆θ◦γ−1 es la transformación
de holonomía asociada al lazo θ ◦ γ−1 ∈ π1 (L, a); además por hipótesis u ◦ g = u,
ya que g ∈ G.

Por otra parte tenemos la siguiente igualdad

∆θ = ∆θ◦(γ−1◦γ) = ∆(θ◦γ−1)◦γ = ∆θ◦γ−1 ◦∆γ = g ◦∆γ .

Sólo nos basta ver que u ◦ ∆γ = u ◦ ∆θ y así la extensión de la función u no
dependerá de la trayectoria elegida. Efectivamente, utilizando la igualdad de arriba
tenemos

u ◦∆θ = u ◦ (g ◦∆γ) = (u ◦ g) ◦∆γ = u ◦∆γ
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Es decir el resultado de la continuación analítica será el mismo para cualquier punto
b ∈ L y así podemos extender la función u de manera única y holomorfa en una
vecindad de la hoja L de tal forma que dicha extensión es constante a lo largo de
las hojas de la foliación F . �

Ahora tenemos un resultado �recíproco� al anterior, la idea en el fondo es res-
tringir la integral a la transversal y ver que dicha restricción es también una integral.
Estos resultados en parte dan una idea de por qué a algunos de los grupos de gér-
menes de difeomor�smos se les llama integrables.

Proposición 3.6.3. Si F es una foliación formalmente integrable entonces
las transformaciones de holonomía, asociadas a cualquiera de las separatrices, son
formalmente integrables y más aún, el grupo de holonomía evanescente también lo
es. Este resultado es un poco más fuerte puesto que dichas transformaciones resultan
tener una integral analítica, esto es gracias al teorema 2.3.6.

Demostración. Sea la serie formal û ∈ C [[x, y]] la integral formal de la fo-
liación, y consideremos también a la transformación de holonomía, h, asociada a la
transversal τ con punto base en la separatriz S. Recordemos que si p ∈ τ entonces
h (p) ∈ τ y más aún, están en la misma hoja. Fijémonos en la restricción û|τ , por
el recordatorio anterior podemos deducir que û|τ ◦h (p) = û|τ (p) , ∀ p ∈ τ , en otras
palabras û|τ es integral de h.

Ahora para ver que el grupo de holonomía evanescente es integrable considere-
mos al pull-back û∗ = Π∗û y a F ′ = Π∗F . Como la derivada exterior y el pull-back
conmutan (ver apéndice A.3.1) entonces û∗ es integral formal de F ′. Usando el
argumento dado en la primera parte de la prueba vemos que si δ es una transversal
con punto base en E\Σ y gj es la transformación de holonomía asociada a (E, δ, cj),
donde cj ∈ Σ, entonces û∗|δ es integral de gj , j = 1, ..., n y como H, el grupo de
holonomía evanescente, está generado por {g1, ..., gn}, entonces û∗|δ es integral para
cualquier g ∈ H . De lo anterior concluimos que H es formalmente integrable. �

El siguiente teorema nos da una visión local muy geométrica del comporta-
miento de los campos vectoriales, la demostración no la daremos pero puede ser
consultada en [13].

Teorema 3.6.4. (Hadamard-Perron). Sea F (x) = Ax + V (x) un campo vec-
torial holomorfo tal que el punto singular de la parte lineal de F , F0 (x) = Ax,
es hiperbólico; sean L± los subespacios invariantes (eigen espacios) determinados
por F0. Entonces la ecuación diferencial ẋ = F (x) tiene dos variedades holomorfas
invariantes (separatrices) W± tangentes a los subespacios L±.

Lema 3.6.5. Dada una foliación singular holomorfa hiperbólica F cuya razón
característica λ, es tal que Reλ < 0, la saturación Sat (τ,F) de cualquier transver-
sal asociada a cada separatriz llena un complemento de la otra separatriz, en una
vecindad su�cientemente pequeña del punto singular 0 ∈ C2.

Demostración. Con las hipótesis presentadas se cumple el teorema de Hadamard-
Perron, y gracias a eso sabemos que la foliación F tiene dos separatrices complejas.
Y la ecuación diferencial asociada a F , en coordenadas apropiadas, tiene la expre-
sión

dy

dx
=
y

x
(λ+ ε (x, y)) , ε (0, 0) = 0.
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Podemos suponer sin pérdida de generalidad (ya que se pueden reescalar las varia-
bles) que la ecuación de arriba está de�nida en el bidisco

U =
{

(x, y) ∈ C2 || x |< 1, | y |< 1
}

la transversal τ es un disco, τ = {| x |= 1, | y |< δ}, y la función ε está acotada en
U por

| ε (x, y) |< 1

2
| Reλ | .

Nos �jamos en un punto (x0, y0) de U que no esté en el y−plano, x0 6= 0, y en una
trayectoria α en el eje x que una x0 con x1 = 1 y consideremos su levantamiento a
la hoja, L, que pasa por el punto (x0, y0). Basta notar que L queda contenida en
el bidisco U . Esto lo podemos ver haciendo el siguiente cálculo:

d | y |2

dx
=
dyȳ

dx
=
yȳ

x
(λ+ ε (x, y)) +

yȳ

x
(λ+ ε (x, y)) = 2

| y |2

x
Re (λ+ ε (x, y)) < 0.

Lo anterior nos dice que la hoja L interseca a la transversal τ ⊆ {x = 1} en algún
punto (1, y1), | y1 |< δ, es decir la hoja L pertenece a la saturación de τ . �

Corolario 3.6.6. Sean F una foliación holomorfa singular hiperbólica y S ∈ F
una separatriz. Si la transformación de holonomía f ∈ Diff (τ, a), con a ∈ S, es
integrable, entonces cualquier integral u0 ∈ O (τ, a) de f se extiende a una integral
analítica de la foliación.

Demostración. Gracias el teorema 3.6.4 sabemos que F tiene otra separatriz,
llamémosla S′. Por el lema de saturación 3.6.2 tenemos que u0 se extiende de manera
analítica como una integral de la foliación en el complemento de S′, (C2, 0)\S′, sea
u dicha extensión. Como S′ es el germen de una curva analítica y tiene codimensión
uno podemos usar el teorema de extensión de Riemann, así u se extiende de manera
holomorfa a toda la foliación F . �

Proposición 3.6.7. Una foliación F es integrable si y sólo si F ′ = Π∗F es
integrable en una vecindad del divisor excepcional E.

Demostración. Usaremos las propiedades de las uno formas diferenciales y
sus operaciones para hacer una demostración más sencilla. Si bien la idea del enun-
ciado es clara, la demostración no nos proporciona más detalle al respecto por eso
se opta por una demostración algebraica.

Primero veamos qué pasa cuando F es integrable. Sean ω una 1-forma tal que
F = {ω = 0} y u ∈ O(C2, 0) una integral de F . Por la de�nición de integral de una
foliación tenemos que du ∧ ω ≡ 0 y por las propiedades del pull-back y derivada
exterior Π∗(du∧ω) = Π∗ (du)∧Π∗ω = d(Π∗u)∧Π∗ω y ya que du∧ω ≡ 0 esto nos
dice que d(Π∗u)∧Π∗ω ≡ 0, así Π∗u es una integral de Π∗ω y este último es la uno
forma que de�ne a Π∗F . El pull-back Π∗u no es idénticamente cero pues la primera
integral u no lo era y Π es un biholomor�smo entre (C2, 0) \ 0 y M \ E.

Ahora supongamos que F ′ es integrable en una vecindad de E. Sabemos que
F ′ está dada por Π∗ω para alguna ω 1-forma en (C2, 0) y por hipótesis existe
v ∈ O (M,E) integral de F ′. Como Π es un biholomor�smo entre (C2, 0)\0 y M\E
tenemos que v ◦Π−1 es integral de F \ 0 y por el teorema de extensión de Riemann
la integral se extiende a todo (C2, 0). �

La idea del enunciado es realmente clara pues ya que Π es un biholomor�smo
fuera de las partes singulares y Π (E) = 0 esto lo que nos dice es que la foliación en
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la explosión es basicamente la misma que la foliación original solo que �in�amos� el
punto singular.

Teorema 3.6.8. Sea F una foliación holomorfa singular integrable en (C2, 0).
Entonces la foliación F cumple las siguientes dos a�rmaciones:

1. Si U ⊂ (C2, 0), es una vecindad del origen entonces las hojas de F son
cerradas en U \ {0}.

2. A lo más un número �nito de hojas se acumulan en el cero.

Demostración. 1. Sean u ∈ O
(
C2, 0

)
una primera integral de la foliación y

L ∈ F una hoja. Ya que F es integrable existe una constante c ∈ C tal que

u (L) = c.

Supongamos que c es distinto de cero, entonces L es una componente conexa de
u−1 (c) entonces es un conjunto cerrado. Si c = 0 tenemos que L es una componente
conexa de (C2, 0) \ {0}, con lo que se sigue el resultado.

2. Sea L una componente conexa de u−1 (0)\{0} y consideremos una transversal,
τ , a la hoja L basada en un punto p ∈ L. Como u es una función no constante, la
restricción u|τ es una función holomorfa no constante en τ , esto nos dice que p es
el único cero, aislado, de u|τ . El análisis previo nos dice que en L no se acumulan
hojas, en particular no se acumulan otras componentes conexas de u−1 (0) \ {0},
las cuales son las únicas candidatas a acumularse en el origen. �

Observación 3.6.9. El teorema 3.6.8 nos da propiedades restrictivas acerca de
las foliaciones integrables, por ejemplo: los puntos singulares tipo nodo, foco y silla-
nodo no pueden ser integrables debido a la acumulación de las hojas no singulares
en el origen, dicho de otra manera, si la razón característica λ ≥ 0 ó λ ∈ C \ R
entonces la foliación no es integrable.

Teorema 3.6.10. Supongamos que todas las singularidades de la foliación F ′ =
Π∗F son elementales. F es integrable si y sólo si

1. El grupo de holonomía evanescente H de F ′ es integrable.
2. Todas las singularidades de F ′ son de tipo silla compleja con razones carac-

terísticas negativas.

Demostración. Primero demostraremos la su�ciencia, la cual es una escalera
descendente de resultados previamente probados. Si la foliación F es integrable
entonces, su blow-up, F ′ es integrable y a su vez el grupo de holonomía evanescente,
H, es integrable (como grupo), proposición 3.6.3. Al ser H integrable es un grupo
cíclico �nito. Sea el germen h (z) = e2πiθz + o

(
z2
)
un generador de H, como el

orden de h es �nito entonces el coe�ciente de la parte lineal tiene que ser una raíz
de la unidad, esto nos dice que θ ∈ Q y tenemos dos casos:
• θ ≥ 0 caso nodal y silla nodo.
Este caso no es posible en virtud de la observación 3.6.9.

• θ < 0 caso silla.
Como θ está en Q éste es el único caso posible, por tricotomía.
Ya que el grupo H contiene a la transformación de holonomía asociada a cada

punto singular de la foliación F ′ esto nos dice que cada transformación tiene una
raíz de la unidad como coe�ciente lineal, digamos e2πiθj y cada θj es una razón
característica, múltiplo entero positivo de θ por lo que θj < 0 para toda j. Con lo
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que tenemos el resultado deseado. Inversamente, podemos pensar que el grupo H
contiene solamente gérmenes lineales y que f es un generador de H, esto gracias al
teorema 2.2.4. Podemos también suponer que la función analítica u (z) = z|H| es
una integral del grupo H, y por lo tanto u ◦ f = u.

Por el corolario 3.6.6 tenemos que la función u se extiende como una integral
local, en alguna vecindad de cada punto singular. Pero ya que el grupo de holonomía
evanescente no depende de la transversal, siempre y cuando ésta no tenga base en
un punto singular, podemos extender a u como una integral en una vecindad del
divisor excepcional, por lo que la foliación F es integrable. �

Definición 3.6.11. Una foliación F en (C2, 0) se dice simple si cumple lo
siguiente

a) Todas las hojas son cerradas en (C2, 0) \ {0} (con la topología relativa).
b) Sólo una cantidad �nita de hojas contienen al punto singular, 0 ∈ C2, en su

cerradura.

Observación. Si el punto singular no es tipo silla entonces la foliación F no
es simple.

Teorema 3.6.12. (de Mattei-Moussu). Sea F una foliación singular en (C2, 0).
Si la foliación F es simple entonces es integrable.

Demostración. La demostración se hará por inducción sobre el número de ex-
plosiones necesarias para desingularizar la foliación, esto se puede gracias al teorema
de Seidenberg. Este teorema también nos dice que en un número �nito de explosio-
nes llegamos a que las singularidades, después de todo el proceso, son elementales,
entonces podemos suponer de inicio que 0 ya es una singularidad elemental. Ya vi-
mos que si el origen no es una singularidad tipo silla entonces la foliación no puede
ser simple. Para el caso base de la inducción tenemos que el origen es tipo silla y
F es una foliación no dicrítica pues si fuera dicrítica una cantidad in�nita de hojas
se acumularían alrededor del 0 contradiciendo que F es simple.

Sea f una trasformación de holonomía asociada a alguna separatriz entonces
tenemos dos casos: f es periódica o no lo es; si la holonomía f es periódica entonces
es integrable y por el corolario 3.6.6 la foliación F también es integrable. Si f es
no periódica entonces por el lema 2.4.6 hay una cantidad no numerable de hojas
acumulándose alrededor del 0 contradiciendo el hecho de que F es simple. Por lo
que el orden del germen f no puede ser in�nito. Así el caso base está probado.

Puesto que F es una foliación no dicrítica tiene sentido pensar en la foliación
que resulta después de hacer el proceso de resolución de singularidades, además al
ser no dicrítica sólo hay un número �nito de singularidades aisladas Σ = {a1, ..., an}
en E. Ahora, supongamos que F no es integrable pero la explosión en el origen, la
foliación Π∗F , sí lo es en cada una de sus singularidades.

Sea τ una transversal, a E, con punto base p en E \ Σ; consideremos al grupo
de holonomía evanescente H ≤ Diff (τ, p). Éste resulta ser integrable ya que
está generado por las transformaciones de holonomía de cada singularidad, con
respecto a la transversal τ . En efecto, si no fuese integrable entonces habría una
cantidad in�nita no numerable de órbitas no periódicas acumulándose en el divisor
excepcional, E, contradiciendo el hecho que la foliación F sea simple. Como el grupo
H es integrable sea la función u0 su integral.

Generaremos un subgrupo H ≤ G < Diff (τ, p), (es posible que G = H) que
recopile toda la información de la intersección de las hojas con la transversal τ ,
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hacemos esto para poder de�nir la extensión analítica de una función, que será una
integral de la foliación Π∗F (tomamos estas precauciones por lo visto en el ejemplo
3.3.5). Por hipótesis de inducción la foliación Π∗F es integrable alrededor de las
singularidades, sea cada ui la integral de la foliación en una vecindad del punto
singular ai. Si hi es la transformación de holonomía asociada al punto singular ai
entonces ui|τ es una primera integral del germen hi; �jémonos ahora en las funciones
fi donde

〈fi〉 = Sui|τ , i ∈ {1, ..., n} .
Consideremos también al germen f0, con Su0

= 〈f0〉. Ahora sí, de�namos al grupo

G := 〈f0, ..., fn〉 ;
de la de�nición se sigue H ≤ G, y para ver que G es un grupo integrable se usa el
mismo argumento (acumulación de hojas en E) que en el caso de la integrabilidad
del grupo de holonomía evanescente, H. Como G es integrable tenemos que es un
grupo cíclico �nito, es decir existe f tal que G = 〈f〉; además, como el germen f es
analíticamente linealizable podemos suponer que estamos en cartas donde f es una
función lineal, entonces una integral para f será uτ (z) = z|G|; lo que nos gustaría
hacer ahora es, extender a uτ en una vecindad de E y claro, tal que dicha extensión
fuera una integral de la foliación Π∗F . Al ser G conmutativo podemos extender
uτ como una función univaluada en una vecindad de E \ Σ, esto ya que H es una
representación de π1 (E) y uτ es invariante bajo H, también para cada transversal
τ (con punto base en E \ Σ) tenemos que

uτ (Lε ∩ τ) = cte.,

así si u es una extensión analítica de uτ será constante en las hojas de Π∗F .
Tal extensión sólo nos falta de�nirla en Σ y esto es posible gracias al teorema de
extensión de Riemann, pues el conjunto singular Σ está conformado por un número
�nito de puntos. Después de de�nir a u en el conjunto singular, resulta ser una
integral de la foliación en una vecindad de E, y por lo que la foliación F es también
integrable. �

Teorema 3.6.13. (de Mattei-Moussu). Si F = {ω = 0} es una foliación holo-
morfa en

(
C2, 0

)
formalmente integrable (con integral distinta de 0) entonces existe

una primera integral holomorfa de F .

Demostración. La prueba de este teorema reside en ver que una foliación
holomorfa formalmente integrable es simple de ahí gracias al teorema 3.6.12 tenemos
que la foliación será integrable.

Se hará por inducción sobre el número de explosiones necesarias para llegar a
una completa desingularización del punto singular.

Ya probamos que una singularidad elemental es simple si y sólo si tiene cociente
característico λ < 0 y si las transformaciones de holonomía asociadas a las sepa-
ratrices, analíticas, son periódicas (por tanto integrables). Gracias a la proposición
3.6.3, si F es formalmente integrable entonces las transformaciones de holonomía
asociadas a las separatrices son integrables y periódicas, de aquí obtenemos que
λ < 0. Con esto tenemos el caso base de la inducción.

Ahora para el paso inductivo consideremos una foliación F formalmente in-
tegrable, ésta es necesariamente no dicrítica. Al hacer una explosión en el punto
singular tenemos que todas las singularidades en E son aisladas. Si nos �jamos lo-
calmente en las foliaciones de cada uno de los puntos singulares son necesariamente
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simples, por la hipótesis de inducción; lo anterior nos dice que por cada singulari-
dad hay sólo una cantidad �nita de hojas que la contienen en su cerradura. Para
ver que F ′ = Π∗F es simple veamos que el grupo de holonomía evanescente H de
F es integrable, como F es formalmente integrable, por la proposición 3.6.3 , H
es formalmente integrable y por tanto analíticamente integrable, esto nos dice que
H es cíclico �nito; al ser de esa manera no hay posibilidad que haya una cantidad
in�nita de hojas acumulándose en E ya que dada una transversal con base en a /∈ Σ
no existe una hoja que la intersecte un número in�nito de veces de manera no pe-
riódica pues H es integrable. Consecuentemente F ′ es simple y esto implica que F
también es simple y por el teorema de Mattei-Moussu es integrable. �

El resultado anterior nos da una visión más amplia de lo que signi�ca para
una foliación ser integrable (en cualquiera de sus formas), a pesar que su integral
sea una serie formal hay restricción en el comportamiento de las hojas, éstas no se
acumulan en la singularidad indiscriminadamente.

Definición 3.6.14. A la integral de una foliación se le llama primitiva si todas
sus curvas de nivel, las hojas de la foliación, son conexas.

Proposición 3.6.15. Si u es una integral primitiva de una foliación F , en-
tonces cualquier otra primera integral v de la foliación es de la forma v = f ◦ u ,
donde f ∈ O(C, 0) es un germen no constante.

Teorema 3.6.16. Toda foliación holomorfa singular que sea integrable admite
una integral primitiva.

Demostración. Sea F una foliación integrable y la función holomorfa u :
(C2, 0) −→ (C, 0) su integral, supongamos que no es una integral primitiva pues si
lo és, ya acabamos.

Consideremos los siguientes conjuntos, estos nos ayudarán para la construcción
de un �brado holomorfo:
• La imagen inversa del valor crítico 0, Σ = u−1 (0) este conjunto contiene a lo

más una cantidad numerable y no vacía de hojas de la foliación.
• Una bola centrada en el origen, B ⊆

(
C2, 0

)
de tal forma que la frontera de

B, ∂B, es transversal a la �bra u−1 (0).
• Un disco D ⊆ C tal que 0 ∈ D y el origen es el único valor crítico de u en D,

suponiendo lo anterior tenemos que 0 ∈ u−1 (D) es la única singularidad.
De�namos al conjunto M como la intersección de la bola B con la preimagen

de el disco D, M = (u−1 (D) ∩B) ⊆
(
C2, 0

)
.

Observación. Como la función u es continua, tenemos que imagen inversa de
cerrados es cerrada, esto nos dice que el conjunto M al ser la intersección de un
cerrado con un compacto (la bola B es compacta) es un conjunto cerrado y acotado,
por lo tanto compacto. Y como los conjuntos cerrados en espacios compactos (y
Hausdor�) son compactos, u resulta ser una función propia.

Al disco D lo podemos escoger de tal forma que u : M −→ D sea una función
sobre (la manera de escoger a D es simplemente encogiéndolo lo necesario). El único
valor crítico de la función u restringida aM es el origen, entonces u : M −→ D\{0}
es una submersión.

Esta observación y el teorema de Ehresmann 1.0.12 nos dicen que u : M −→
D \ {0} es un haz diferenciable (en este caso particular, holomorfo).



3.6. FOLIACIONES INTEGRABLES 50

Ahora bien, podemos suponer que D es el disco unitario, en caso contrario
multiplicamos a u por la constante λ, donde 1/λ es el radio del disco D. Conside-
remos a la �bra regular X1 = u−1 (1). Al ser u una función analítica y su dominio
de de�nición, M , un compacto, tenemos que X1 contiene una cantidad �nita p de
componentes conexas. Entonces la �bra X1 es el conjunto {C0, C1, ..., Cp−1}, y cada
elemento Cj es una componente conexa de X1.

De�nimos a la trayectoria γ : [0, 1] −→ ∂D, dada por γ (t) = e2πit así la
imagen de gamma es la circunferencia unitaria, γ [0, 1] = ∂D = S1 y a la función
∆1,t, t ∈ γ [0, 1] como la continuación analítica de la �bra X1 a la �bra Xt a lo
largo de la trayectoria γ .

Al ser u : M −→ D \ {0} un haz diferenciable tenemos un difeomor�smo
entre las �bras X1 y Xt, el cual manda componentes conexas en componentes
conexas. De�namos a ∆ := ∆1,γ(1) como la continuación analítica de la �bra X1

a ella misma a lo largo del círculo unitario, claramente es un difeomor�smo de
X1 en X1. Al ser ∆ un homeomor�smo permuta (o deja �jas) las componentes
conexas de X1. Es decir, ∆ (Cj) = Cσ(j), donde σ es una permutación del conjunto
{0, 1, ..., p− 1}. Abordaremos el caso donde ∆ sí permuta las componentes conexas
de la �bra regularX1, si no las permutase la construcción de la integral primitiva que
haremos a continuación también abarca ese caso, con las modi�caciones necesarias.
Podemos pensar a la permutación σ ∈ Sp, donde Sp es el grupo de permutaciones
de p elementos; primero veremos que dicha permutación σ es un p-ciclo (un ciclo
de longitud p). Para ver esto de�nimos una trayectoria α : [0, 1] −→ M de tal
manera que la intersección con la �bra singular es vacía, α [0, 1] ∩ Σ = ∅ (esto es
posible gracias a la libertad que nos da el tener dos dimensiones complejas, cuatro
reales); el inicio de la trayectoria α (0) ∈ C, y el �nal α (1) ∈ C ′ con C, C ′ ∈ X1,
C 6= C ′ componentes conexas distintas de la preimagen del valor regular 1. Unas
de las propiedades a notar son las siguientes: el inicio y el �nal de la trayectoria
α evaluados en la integral u tienen el mismo valor, pues están en la misma �bra,
u (a (0)) = u (a (1)) = 1 y que la imagen de la trayectoria bajo u, u (α [0, 1]), es
homótopica a un k-lazo i.e. al círculo unitario rodeándolo k-veces, γk en D \ {0}.

Como la continuación analítica depende de la clase de homotopía y u ◦ α es
homótopo a la trayectoria γk, tenemos que ∆k (C) = C ′ y como la elección de
las componentes conexas C y C ′ fue arbitraria eso nos dice que el difeomor�s-
mo ∆ actúa transitivamente en las componentes conexas de la �bra X1, es decir
la permutación σ actúa transitivamente en {0, 1, ..., p− 1}. Esto es, para cada
i, j ∈ {0, 1, ..., p− 1} existe un entero positivo k < p tal que σk (i) = j. Enton-
ces σ está obligada a ser un p-ciclo, ya que las únicas permutaciones que actúan
transitivamente en {0, 1, ..., p− 1} son los ciclos de longitud máxima. Podemos, a
partir de lo anterior, considerar que las componentes conexas de la �bra X1 están
indexadas de tal forma que

∆ (Cj) = Cj+1mod p, con j = 0, 1, ..., p− 1.

El desarrollo anterior fue para ver la dinámica del difeomor�smo ∆ sobre X1 y
así poder de�nir una función w de tal manera que si L es una hoja cualquiera de la
foliación entonces existe un complejo t ∈ D tal que la hoja L es una curva de nivel
de w, L = w−1 (t). Eso lo vamos a llevar a cabo usando que C es algebraicamente
cerrado y las propiedades de la multivaluación del logaritmo complejo. La idea
en la construcción es bastante coherente, de lo que se trata es de separar en p
pedazos cada valor de la función, ¾y esto cómo lo llevamos a cabo? Usando la
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función raíz p-ésima. En cierta manera es de�nir w = u1/p; por lo que usaremos la
continuación analítica de la función z 7→ z1/p. Primero de�namos la función w en
la �bra X1 =

⋃p−1
j=0 Cj de la siguiente manera

w (x) = e
2πij
p , si x ∈ Cj .

Si β es una trayectoria tal que β (0) ∈ Cj , β (1) ∈ Cj+1 y la intersección con la �bra
singular es vacía, β [0, 1] ∩X0 = ∅, tenemos que el lazo u ◦ β es homótopo al ciclo
γs , con s ≡ 1mod p, por lo que continuar analíticamente la raíz p-ésima z 7→ z1/p

(en la j-ésima rama) a lo largo de la curva cerrada u ◦ β, y el valor de la función w
en la componente conexa Cj+1

(
w(Cj+1) = u1/p(β(1))

)
coinciden; en símbolos:

e2πi(j+1)/p = w (Cj+1) = u1/p (β(1)) = e2πij/p u1/p (Cj) = e2πij/p w(Cj).

Lo anterior claramente depende de la rama de de�nición de la raíz p-ésima , con
eso vemos que w sí está bien de�nida en el conjunto X1.

Como habíamos dicho u : M −→ D \ {0} es un haz diferenciable, las �bras
u−1 (t) con t ∈ D\{0} dependen diferenciablemente de t. Esto implica que dado un
valor regular t ∈ D \ {0} y dos trayectorias distintas δ1, δ2 : [0, 1] −→ D \ {0} tales
que tengan mismo inicio y �n, δj (0) = 1 y δj (1) = t ; existen dos difeomor�smos
de X1 con Xt que están dados por la continuación analítica de las �bras a lo largo
de las trayectorias δj , j = 1, 2 , pero como la dependencia es continua con respecto
del parámetro t tenemos que en realidad son el mismo difeomor�smo. Lo que se
intenta hacer es de�nir a la función w a partir de lo ya conocido, su valor en la �bra
X1, y para de�nirla en las demás �bras hacer trayectorias que salgan del punto 1
hacia t para poder de�nir después la continuación analítica de z1/p de 1 a t en la
rama adecuada.

La rama adecuada es la siguiente, como ya vimos que tenemos un homeomor-
�smo de X1 a Xt entonces tenemos una biyección entre las componentes conexas de
ambas �bras X1 y Xt la cual es independiente de la elección de la trayectoria usada
para la continuación en las �bras. En resumidas cuentas si X1 = {C0, ..., Cp−1}
y Xt = {D0, ..., Dp−1}, reindexamos las componentes conexas de la �bra Xt de
ser necesario para que el difeomor�smo mande la componente Cj a la componente
Dj , entonces si x ∈ Dj de�nimos w (x) como la continuación analítica, en la rama
j-ésima, de z 7→ z1/p a lo largo de una trayectoria que va del número 1 al comple-
jo t. Por todo lo hecho anteriormente w es una función univaluada y continua en
M \ Σ; al ser la composición de dos funciones analíticas, u y (una rama adecuada
de) z1/p, resulta ser analítica en M \ Σ. Para ver que es analítica en todo M hace
falta ver que w es acotada en M y usar el teorema de extensión de Riemann. Por
como está de�nida la función w sí es acotada pues | w (x) |≤ 1, ∀x ∈ M, por lo
que se extiende analíticamente en todo el conjunto M , con eso w : M −→ D es una
integral primitiva para la foliación F . �



Apéndice A

Primeros auxilios

A.1. Teorema de Poincaré

Presentaremos dos teoremas atribuidos a Henri Poincaré, de los cuales sola-
mente daremos la demostración de uno, el teorema de Poincaré analítico. Este par
de resultados simpli�can completamente las ecuaciones diferenciales que cumplen
sus hipótesis, a saber, las hacen equivalentes a su parte lineal.

Definición A.1.1. Sea λ = (λ1, ..., λn) un vector en Cn. Decimos que λ es
una colección resonante si existen m1, ...,mn números naturales, m1 + ...+mn ≥ 2,
tales que λj = m1λ1 + ... + mnλn para algún índice j ∈ {1, ..., n}; si no existen
tales naturales a la colección λ se le dice no resonante. Observemos que en C2,
λ = (λ1, λ2) es una colección resonante si λ1

λ2
ó λ2

λ1
es un número racional negativo

o un natural. En efecto, supongamos que existen m1, m2 ∈ N, m1 +m2 ≥ 2, tales
que λ1 = m1λ1 +m2λ2 entonces

λ2

λ1
=

1−m1

m2
.

Ya que m2 no es cero está de�nido el cociente y como m1 6= 1 entonces nunca es
cero. Concluimos que si λ2

λ1
es un racional positivo entonces λ1

λ2
ó λ2

λ1
es un natural;

de igual manera λ2

λ1
puede ser cualquier racional negativo.

Teorema A.1.2. (de Poincaré, formal)1. Sean ż = Az + ... una ecuación dife-
rencial en Cn y λ = (λ1, ..., λn) el espectro de la matriz A ∈Mn (C). Si la colección
λ es no resonante entonces las ecuaciones ż = Az + ... y ż = Az son formalmente
equivalentes.

Definición A.1.3. Decimos que un punto λ = (λ1, ..., λn) de Cn está en el
dominio de Poincaré si

0 /∈ Conv{λ1, ..., λn}.
Donde Conv {λ1, ..., λn} es la envolvente convexa de los números complejos

{λ1, ..., λn} y está de�nida de la manera siguiente:

Conv {λ1, ..., λn} :=

{
n∑
i=1

aiλi | ai ≥ 0,

n∑
i=1

ai = 1

}
.

Teorema A.1.4. (de Poincaré, analítico). Sea ż = v (z) una ecuación diferen-
cial analítica de�nida en (Cn, 0) tal que el conjunto de los valores propios asociados
a la parte lineal es no resonante y pertenece al dominio de Poincaré. Entonces la
ecuación ż = v (z) es analíticamente equivalente (localmente) a su parte lineal.

1La demostración de este teorema puede ser consultada en [13].
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La idea de esta prueba es transformar el problema a uno de punto �jo, en un es-
pacio de Banach2. Para probar la equivalencia entre las a�rmaciones presentaremos
algunas de�niciones y resultados, no daremos todas las pruebas, pero se pueden
leer en [13].

Definición A.1.5. Sea C [[z]] el anillo de las series de potencias formales en Cn,
z = (z1, ..., zn). El operador mayorante µ : C [[z]] −→ C [[z]] está de�nido como3:

µ

( ∑
m∈Nn

cm z
m

)
=
∑
m∈Nn

|cm| zm.

Usando el operador mayorante de�nimos la siguiente norma en el espacio de
las series de potencias formales. La norma ρ-mayorante, ‖�‖ρ, es la función real
valuada, ‖�‖ρ : C [[z]] −→ R, de�nida por:

‖f‖ρ := sup
|z|<ρ

|µ (f (z)) | = µ (f (ρ)) ≤ ∞.

Si F ∈ Cn [[z]], F (z) = (f1 (z) , ..., fn (z)), entonces

‖F‖ρ := ‖f1‖ρ + ...+ ‖fn‖ρ .

De�nimos el espacio ρ-mayorante, Bρ, como el subespacio de Cn [[z]] conformado
por los elementos tales que la norma ρ-mayorante es �nita; es decir

Bρ :=
{
F ∈ Cn [[z]] | ‖F‖ρ <∞

}
.

A las funciones, de Cn en Cn, holomorfas en Dρ = {|z| < ρ} y continuas en Dρ
las denotaremos por Aρ.

Lema A.1.6. El espacio Bρ es completo con la norma ρ-mayorante.

Demostración. Sea {fj}j∈N ⊂ Bρ una sucesión de Cauchy, cada fj es una

serie formal y la representaremos de la siguiente manera: fj (z) =
∑∞
k=1 ajkz

k, para
cada j ∈ N. Ya que {fj}j∈N es de Cauchy, para toda ε > 0, existe un número natural
N tal que si r, s > N , entonces ‖fs − fr‖ρ < ε. Es decir,∥∥∥∥∥

∞∑
k=1

askz
k −

∞∑
k=1

arkz
k

∥∥∥∥∥
ρ

=

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

(ask − ark) zk

∥∥∥∥∥
ρ

=

∞∑
k=1

|ask − ark|ρk < ε.

Puesto que cada sumando, de la última expresión, es positivo se cumple

|ask − ark| <
ε

ρk
, para todo k ≥ 1.

Observemos que al �jar un índice k, la sucesión {ajk}j∈N es de Cauchy en los
complejos, y ya que C es completo dicha sucesión tiene un límite, digamos ak.
Claramente la sucesión de las funciones fj tiende a la función f , donde f (z) =∑∞
k=1 akz

k; para concluir la prueba basta ver que la serie f está en Bρ, para ello
utilicemos que {ajk}j∈N es de Cauchy; en efecto, dado δ > 0 existe N1 ∈ N tal que

∞∑
l=1

|ark − a(r+l)k|ρk <
δ

2
, para todo r > N1.

2Para leer acerca de estos temas de análisis se puede consultar [9].
3Observemos quem = (m1, ...,mn) ∈ Nn, y la notación zm representa al producto zm1

1 ...zmnn .
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Sea I ⊂ N un conjunto �nito. Entonces, para δ > 0, existe N2 tal que, si r > N2 y
k ∈ I, ∑

k∈I

|ark − a(r+l)k|ρk <
δ

2
.

Así,∑
k∈I

|ark − ak|ρk ≤
∑
k∈I

|ark − a(r+l)k|ρk +
∑
k∈I

|a(r+l)k − ak|ρk <
δ

2
+
δ

2
= δ.

Como el conjunto I es arbitrario,

‖fr − f‖ρ < δ.

Al ser para toda δ>0 signi�ca que fr − f = 0 y como fr ∈ Bρ entonces f ∈ Bρ; por
lo tanto Bρ es un espacio métrico completo.

Gracias a la de�nición de la norma ρ-mayorante para Cn [[z]] tenemos que
la demostración para ver que Bρ ⊂ Cn [[z]] es un espacio métrico completo es
totalmente análoga. �

Dadas dos series f, g ∈ C [[z]] con coe�cientes positivos, diremos que f �
g si am ≤ bm para todo m ∈ N, donde am y bm son los coe�cientes de f y g
respectivamente. Si F,G ∈ Cn [[z]], la comparación se hace entrada a entrada.

Lema A.1.7. Se cumplen las siguientes propiedades.

1. Para cualesquiera f, g ∈ C [[z]] y ρ un real positivo,

‖fg‖ρ ≤ ‖f‖ρ � ‖g‖ρ .

2. Si F � G son dos series formales de Rn [[x]] y H es una serie con coe�-
cientes no negativos entonces, H ◦ F � H ◦G.

3. Si F,G ∈ Cn [[z]] y F (0) = G (0) = 0, entonces

‖F ◦G‖ρ ≤ ‖F‖σ , donde σ = ‖G‖ρ.

Definición A.1.8. Sea M un espacio métrico con la distancia d. Decimos
que una transformación f : M −→ M es una contracción si existe una constante
λ ∈ (0, 1) tal que

d (f (x) , f (y)) ≤ λd (x, y) , para todo x, y ∈M .

Notemos que toda contracción resulta ser una función continua4.

Definición A.1.9. Sean (M,d) un espacio métrico y f una transformación de
M en sí mismo. Decimos que x0 ∈ M es un punto �jo de f si f deja invariante a
x0; es decir, f (x0) = x0.

Denotamos por fk a la composición

fk := f ◦ ... ◦ f︸ ︷︷ ︸
k veces

, si k ∈ N.

Si k = 0 entonces de�nimos f0 := IdM .

4A una función f entre dos espacios métricos (M,d1) y (N, d2) que cumple d2 (f (x) , f (y)) ≤
λd1 (x, y), para todo x, y ∈M y para alguna constante λ ∈ R, se le llama Lipschitz con constante
de Lipschitz λ .
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Teorema A.1.10. (del punto �jo de Banach). Sea (M,d) un espacio métrico,
no vacío, completo, y sea f : M −→M una contracción. Entonces f tiene un único
punto �jo.

Para la demostración del teorema de Poincaré analítico requeriremos de una con-
tracción que cumpla con las propiedades siguientes.

Definición A.1.11. Se dice que Φ : Bρ −→ Bρ es una contracción fuerte si
cumple las siguientes dos propiedades:

1. ‖Φ (0)‖ρ = O
(
ρ2
)
.

2. Φ es Lipschitz en una bola Bρ =
{
‖h‖ρ < ρ

}
⊂ Bρcon constante de Lips-

chitz, C (ρ), de orden no mayor que O (ρ),

‖Φ (f)‖ρ ≤ C (ρ) ‖f‖ρ , C (ρ) = Oρ, ‖f‖ρ < ρ.

Es decir, Φ (Bρ) ⊆ Bρ.

Lema A.1.12. Sea F : (Cn, 0) −→ (Cn, 0) holomorfa, tal que dF (0) = 0, en-
tonces el operador ΦF : Bρ −→ Bρ dado por ΦF (h) = F (Id+ h) es una contracción
fuerte, donde Id es la función identidad en (Cn, 0).

Demostración. Probemos 1. y 2. de la de�nición A.1.11.
1. Por hipótesis la parte lineal de F es nula, entonces F es O

(
z2
)
, además

ΦF (0) = F (Id+ 0) = F . Por lo que es inmediata la igualdad ‖Φ (0)‖ρ = O
(
ρ2
)
.

2. Sean h1, h2 ∈ Bρ, g := ΦF (h2)− ΦF (h1) y consideremos

ϕ (t) = Id+ th2 + (1− t)h1, con t ∈ [0, 1] ,

sustituyendo tenemos

g (z) = F (Id+ h2) (z)− F (Id+ h1) (z)

=

∫ ϕ(1)

ϕ(0)

[
∂F

∂z

]
ϕ

� dϕ

=

∫ 1

0

[
∂F

∂z

]
(ϕ(t))

� ϕ′ (t) dϕ

=

∫ 1

0

[
∂F

∂z

]
(ϕ(t))

� (h2 − h1) (z) dt.

De esta manera, por el lema A.1.7 tenemos que

‖g (z)‖ρ ≤
∫ 1

0

∥∥∥∥∥
[
∂F

∂z

]
(ϕ(t))

∥∥∥∥∥
ρ

� ‖h2 − h1‖ρ dt

≤
∫ 1

0

∥∥∥∥[∂F∂z
]∥∥∥∥

σ

� ‖h2 − h1‖ρ dt,

con σ = ‖ϕ (t)‖ρ = ‖Id+ th2 + (1− t)h1‖ρ.
Observemos que

σ ≤ ‖Id‖ρ + t ‖h2‖ρ + (1− t) ‖h1‖ρ ≤ (n+ 1) ρ,

pues ‖hi‖ < ρ al ser un elemento de Bρ, i = 1, 2, y

‖Id‖ρ = ‖Id1‖ρ + ...+ ‖Idn‖ρ = nρ.
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Además como
∥∥[∂F

∂z

]∥∥
σ
es de orden O (σ), existe un real r tal que

∥∥[∂F
∂z

]∥∥
σ
≤ rσ.

Y dado que σ ≤ (n+ 1) ρ, entonces
∥∥[∂F

∂z

]∥∥
σ
≤ mρ, donde m = r (n+ 1).

Así,
‖ΦF (h2)− ΦF (h1)‖ρ ≤ mρ ‖h2 − h1‖ρ .

Por consiguiente, ΦF es una contracción fuerte en Bρ. �

Con la serie de resultados recién presentados podemos ya probar el teorema de
Poincaré analítico.

Demostración. (teorema A.1.4). Como ya se había mencionado, para la prue-
ba de éste teorema transformaremos el problema en un problema de punto �jo.

Sean ż = v (z) y ż = w (z) dos ecuaciones diferenciales, en (Cn, 0), dadas por
campos vectoriales analíticos v (z) = Az + v̄ (z) y w (z) = Az, con A ∈ GL (Cn) y
v̄ (z) ∈ O

(
z2
)
.

Supongamos que existe un biholomor�smo H, H = Id+h, que hace equivalente
a w con v. Es decir, [

∂H

∂z

]
w (z) = v (H (z)) ,

sustituyendo (
Id+

[
∂h

∂z

])
Az = A (z + h (z)) + v̄ (z + h (z)) .

Así [
∂h

∂z

]
Az −Ah (z) = v̄ (z + h (z)) .

Si de�nimos LA (h) :=
[
∂h
∂z

]
A− Ah, podemos reescribir la igualdad anterior como

sigue:
(LA (h)) (z) = v̄ (z + h (z)) .

Como LA es invertible, entonces

(6) h (z) = L−1
A (v̄ (z + h (z))) .

La igualdad (6) nos da la implicación que transforma este problema a uno de punto
�jo. A saber, de encontrar el punto �jo del operador

L−1
A ◦ Φv̄.

Donde Φv̄ está de�nido como en el lema A.1.12, Φv̄ (h) = v̄ (Id+ h).
Se a�rma pues, que el operador L−1

A ◦ Φv̄ : Bρ −→ Bρ es una contracción. Por
hipótesis el espectro de A, λ = (λ1, ..., λn), es no resonante y pertenece al dominio
de Poincaré, eso implica la existencia de un número real positivo k tal que

|λj − 〈λ,m〉 | > k

para todos m ∈ (Z+)
n y j ∈ {1, ..., n}. Tomando inversos multiplicativos de ambos

lados
1

|λj − 〈λ,m〉 |
< k−1.

Observemos que si, h ∈ Bρ, h (z) =
∑
j,m

ajmz
m ∂
∂zj

entonces

L−1
A (h (z)) =

∑
j,m

−ajm
λj − 〈λ,m〉

zm
∂

∂zj
.
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Por lo que

∥∥L−1
A (h)

∥∥
ρ

= sup
|z|<ρ

∣∣∣∣∣∣µ
∑
j,m

−ajm
λj − 〈λ,m〉

zm
∂

∂zj

∣∣∣∣∣∣
≤ k−1

∑
j,m

|ajm|ρm

= k−1 ‖h‖ρ .

Como ‖h‖ρ < ∞ esto implica que L−1
A (h) ∈ Bρ, para toda h ∈ Bρ. Recordemos

que el lema A.1.12 nos dice que Φv̄ es una contracción fuerte y para h1, h2 ∈ Bρ se
cumple la desigualdad

(7) ‖Φv̄ (h2)− Φv̄ (h1)‖ρ ≤ rρ ‖h2 − h1‖ρ
y ya que L−1

A es lineal, pues LA es lineal, entonces la ecuación (7) da pie a∥∥L−1
A (Φv̄ (h2)− Φv̄ (h1))

∥∥
ρ

=
∥∥L−1

A (Φv̄ (h2))− L−1
A (Φv̄ (h1))

∥∥
ρ

≤ k−1 ‖Φv̄ (h2)− Φv̄ (h1)‖ρ
≤ k−1rρ ‖h2 − h1‖ρ .

Así, L−1
A ◦ Φv̄ es una contracción fuerte. Puesto que Bρ es un espacio métrico

completo podemos usar el teorema del punto �jo de Banach; sea h ∈ Bρ el único
punto �jo de L−1

A ◦Φv̄. Por lo tanto esta serie resuelve el problema de linealización.
�

A.2. Teoremas de extensión de Riemann

Teorema A.2.1. (de singularidades removibles de Riemann). Sean D ⊆ C un
dominio, p un punto de D y f una función holomorfa en D \ {p}. Entonces las
siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. f se extiende de manera holomorfa en D.
2. f se extiende de manera continua en D.
3. f está acotada en alguna vecindad V ⊆ D de p.
4. ĺım

z→p
(z − p) f (z) = 0.

Demostración. Las implicaciones 1)⇒ 2), 2)⇒ 3) y 3)⇒ 4) son claras.
Probemos entonces 4) ⇒ 1). Supongamos p = 0, con esta suposición no se

pierde generalidad, y consideremos a la función

g : U −→ C, g (z) =

{
zf (z) si z 6= 0

0 si z = 0
.

Notemos que la función g resulta ser continua pues al suponer 4) tenemos que
ĺım
z→0

g (z) = 0. Ahora consideremos a la función

h (z) = zg (z) , z ∈ U.
Como g es continua, en U , h también es continua y más aún es holomorfa en U \{0}.
Probemos que h es holomorfa en 0 calculando

ĺım
t→0

h (0 + t)− h (0)

t
= ĺım
t→0

h (t)

t
= ĺım
t→0

tg (t)

t
= ĺım
t→0

g (t) = 0.
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Esto nos dice que el límite existe y por lo tanto h es derivable en 0. Así h resulta
ser una función holomorfa en U . Usando el teorema de Taylor, podemos escribir a
h como una serie de potencias, con algún radio de convergencia r > 0, alrededor
del origen,

h (z) =

∞∑
n=0

anz
n.

Usando que h (0) = h′ (0) = 0 obtenemos

h (z) =

∞∑
n=2

anz
n = z2

∞∑
n=0

an+2z
n.

Ahora bien, recordemos la de�nición de h (z), esta es z2f (z), en U \ {0}. Hemos
llegado a una extensión analítica de f en una vecindad del 0, justamente lo que
buscábamos probar. �

Para la prueba del teorema de extensión de Riemann utilizaremos el siguiente re-
sultado, este lema se le adjudica a Friedrich Hartogs, sin demostrarlo.

Teorema A.2.2. (Lema de Hartogs)5. Sea f una función de�nida en un do-
minio D de Cn tal que es holomorfa con respecto a cada variable zi, i ∈ {1, ..., n},
entonces f es holomorfa en D.

La esencia de la siguiente prueba recae en reducir el problema al caso de sin-
gularidades removibles, es decir, llevar el resultado de n variables a una variable.

Teorema A.2.3. (de extensión de Riemann). Sea f una función holomorfa en
D \ A donde D ⊆ Cn es un dominio y A es un conjunto analítico de codimensión
1. Si f es localmente acotada en todos los puntos de A, entonces f se extiende de
manera única como una función holomorfa en todo el dominio D.

Demostración. Basta probar que si a es un punto cualquiera del conjunto A
entonces f se extiende de manera holomorfa en a. Para facilitar la prueba supon-
gamos que a = 0 y que g es una función holomorfa en una vecindad U de a = 0,
tal que A = {p ∈ U | g (p) = 0 ∈ C} (la existencia de g está dada por la hipótesis,
A es un conjunto analítico) y g (0, ..., 0, zn) 6= 0 si 0 < |zn| ≤ r (la última supo-
sición se puede hacer ya que el conjunto analítico A es de codimensión 1); como
g (0, ..., 0, zn) 6= 0, si |zn| < r, podemos concluir que g (z, zn) 6= 0 si z pertenece a
una vecindad V ⊂ Cn−1, su�cientemente pequeña, y |zn| = r.

Consideremos la siguiente integral de Cauchy

F (z, w) =
1

2πi

∫
{|zn|=r}

f (z, zn)

zn − w
dzn

para z ∈ V la función f (z, zn) es holomorfa en la variable z, ya que estos son puntos
de D \ A (g (z, zn) 6= 0). Entonces F también es holomorfa en la variable z, en la
vecindad V y con respecto a w es holomorfa en el disco Br = {|w| < r}, por lo
tanto, gracias al lema de Hartogs, F es analítica en el abierto B = V ×Br. Para un
punto t �jo en V la función g (t, w) tiene un número �nito de ceros si |w| = r, los
cuales corresponden con los puntos de A. Por hipótesis f es acotada en vecindades

5Una demostración de este teorema puede ser consultada en [19].
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de cada punto en A, entonces las sigularidades son removibles con respecto a la
variable w, después de romover todos los puntos tenemos que en B

F ≡ f
y como F es holomorfa en B, f también lo es. �

A.3. Apéndice de topología diferencial

Definición A.3.1. Una n-variedad real M es un espacio topológico Haussdor�
con una base numerable para la topología y localmente euclidiano. Ésta última con-
dición, de ser localmente euclidiano, signi�ca que para cada punto p ∈M existe una
vecindad U de p, un abierto V de Rn y un homeomor�smo ϕ de U a V ; a la pareja
(U,ϕ) se le llama carta o sistema de coordenadas. Si el conjunto {ϕi : Ui −→ Vi}i∈N
está compuesto por cartas de M y además {Ui} es una cubierta abierta numerable
de la variedad entonces se le llama atlas.

Además se pide que las siguientes funciones

ϕij = ϕi ◦ ϕ−1
j : ϕj (Ui ∩ Uj) −→ ϕi (Ui ∩ Uj)

sean homeomor�smos, esto es para que todo embone bien; a las funciones ϕij se les
conoce como cambio de coordenadas.

Si a la de�nición anterior le pedimos que los cambios de coordenadas ϕij sean
difeomor�smos C∞ o biholomor�smos, entonces a la variedad M se le llama suave
u holomorfa respectivamente.

Definición A.3.2. Decimos que S ⊆ M es una subvariedad de una variedad
M si S es una variedad con la topología relativa; si además la inclusión, S ↪→ M ,
es suave entonces se dice que S es una subvariedad encajada o regular.

Entre las subvariedades de una variedad hay unas que destacan por su es-
tructura local. La idea del siguiente resultado es ver que todas las subvariedades
encajadas son localmente como la inclusión canónica de Rk en Rn. Para ello primero
introduciremos los siguientes conceptos.

Si U ⊆ Rn es un abierto decimos que S es una k-rebanada de U si

S =
{

(x1, ..., xn) ∈ U | xi1 = ci1 , ..., xin−k = cin−k , ij ∈ {1, ..., n}
}

para algunas constantes cij ∈ R.
En el caso de variedades tenemos la siguiente de�nición.

Definición A.3.3. Sean M una n-variedad suave, (U,ϕ) una carta de M y
S ⊆ U . Si ϕ (S) es una k-rebanada de ϕ (U) entonces decimos que S es una k-
rebanada de U . Un poco más general, dados S ⊆ M y k ∈ N se dice que la
subvariedad S cumple con la condición local de k-rebanada si para cada punto p
de S existe una carta (U,ϕ) tal que p ∈ U y S ∩ U es una k-rebanada de U .

La demostración del resultado siguiente puede ser consultada en [15].

Teorema A.3.4. (Criterio local de rebanada para subvariedades regulares).
Sea M una n-variedad suave. Si S ⊆ M es una subvariedad regular de dimensión
k entonces S cumple con la condición local de k-rebanada.

Una vez introducidos los objetos con los que trabajaremos es natural presentar
a las funciones entre ellos, en este caso serán las funciones diferenciables ya sea de
manera real o compleja.



A.3. APÉNDICE DE TOPOLOGÍA DIFERENCIAL 60

Definición A.3.5. SeanM y N dos variedades suaves. Decimos que f : M −→
N es una función suave o diferenciable si para cada punto p de M existen cartas
(U,ϕ) y (V, ψ), deM y N respectivamente, tales que p ∈ U , f (U) ⊆ V y ψ◦f ◦ϕ−1

es una función suave entre ϕ (U) y ψ (V ). En el caso que M o N = Rk para alguna
k ∈ N, se cambia a ϕ o ψ por la identidad en Rk.

Ahora introduciremos un concepto que aparece de manera natural en el estudio
de variedades holomorfas y suaves, es el de espacio tangente en un punto de dicha
variedad. Esta construcción lo que intenta es dar la mejor aproximación lineal, local,
de la variedad en cada punto, por lo que dicho espacio tangente en un punto será
un espacio vectorial.

Hay en la literatura [11] tres maneras distintas de de�nir el espacio tangente a
un punto y a una variedad. Todas ellas son equivalentes y se usan indistintamente
en función de la estructura o las propiedades que se esté interesado en destacar. En
nuestro caso presentaremos la que es de un carácter más geométrico.

Dada una variedad suaveM y un punto p en ella decimos que dos curvas α1, α2,
αj : R −→ M , tales que αj (0) = p son equivalentes si y sólo si d

dtϕ ◦ α1|t=0 =
d
dtϕ◦α2|t=0, para alguna carta (U,ϕ) deM con p ∈ U . Utilizaremos la congruencia
anterior para de�nir lo que es un vector tangente.

Definición A.3.6. Un vector tangente a una variedad suave M en un punto
p es un elemento de las clases de equivalencia recién de�nida de curvas α tales que
α (0) = p.

El conjunto de vectores tangentes a p forma un espacio vectorial, al cual se le
llama espacio tangente en p y se le denota TpM .

El haz tangente a una variedad M no es más que la unión ajena de los espacios
tangentes sobre cada punto de la variedad, y se le denota

TM :=
⋃
p∈M

TpM =
⋃
p∈M
{p} × TpM.

Observemos que cada punto de TM puede ser visto como una pareja ordenada
(p, v) donde p ∈ M y v es un vector tangente a M en p. Por lo que tenemos una
proyección canónica de TM a M .

Si M es una n−variedad entonces TpM es un espacio vectorial de dimensión n
por lo que es isomorfo a Rn. Este isomor�smo está dado por

Lϕ : TpM −→ Rn
[γ]7→(ϕ◦γ)′(0)

donde (U,ϕ) es una carta de M y p ∈ U .
Una vez de�nido el concepto de espacio tangente, podemos hablar de la dife-

rencial de una función suave entre dos variedades M y N .

Definición A.3.7. Sean Mm y Nn dos variedades suaves, f : M −→ N una
función diferenciable y (U,ϕ) , (V, ψ) cartas deM y N respectivamente, con p ∈ U ,
f (p) ∈ V . De�nimos la diferencial de f en un punto p como la transformación lineal
dpf que hace conmutar el siguiente diagrama

TpM
dpf−→ Tf(p)N

Lϕ ↓ ↓ Lψ
Rm −→

d(ψ◦f◦ϕ−1)(ϕ(p))
Rn

.
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Ya que la derivada de una función diferenciable, en un punto, es una transfor-
mación lineal tenemos las siguientes de�niciones.

Definición A.3.8. Sea f : M −→ N una función suave. Decimos que f es
de rango constante o tiene rango constante si la dimensión de Imdpf es constante
para todo punto p ∈ M . Dentro de las funciones de rango constante tenemos dos
muy naturales.

Se dice que f es una inmersión si dpf es inyectiva para todo punto p de M .
Decimos que f es una submersión si dpf es suprayectiva para todo punto p ∈M .
Si f es una inmersión y una submersión entonces se le llama difeomor�smo.

El siguiente resultado nos da información acerca de las funciones que tienen
rango constante. Su demostración puede ser consultada en [11].

Teorema A.3.9. (del rango constante). Sean M y N variedades diferenciables
de dimensiones m y n respectivamente, f : M −→ N una función suave de rango
constante igual a r. Entonces para cada punto p ∈M existen cartas (U,ϕ), centrada
en p, y (V, ψ), centrada en f (p), tales que f (U) ⊆ V y el siguiente diagrama es
conmutativo

U
ϕ−→ Rm

f ↓ ↓ g
V −→

ψ
Rn

con g (x1, ..., xm) = (x1, ..., xr, 0, ..., 0).

Presentaremos un concepto que, si bien es la generalización y de�nición formal
del haz tangente como haz vectorial, nos sirve en el teorema 1.0.12 de Ehresmann.

Definición A.3.10. SeanM y F espacios topológicos. Un haz �brado sobreM
con �bra F es un espacio topológico E y una función continua y sobre π : E −→M ;
con la propiedad de que para todo punto x de M existe una vecindad U ⊂M de x
y un homeomor�smo φ que hacen conmutar el siguiente diagrama

π−1 (U)
φ−→ U × F

π ↓ ↓ π1

U ←→ U

.

Al homeomor�smo φ se le llama trivialización local de E sobre U . Al espacio to-
pológico E se le llama espacio total, a M espacio base, y a π su proyección. Si
E, M y F son variedades diferenciables entonces a la función φ se le pide ser un
difeomor�smo.

Si la vecindad U puede ser todo el espacio M entonces se dice que es un haz
�brado trivial.

Ejemplo A.3.11. Todo producto de espacios topológicos es un haz �brado
trivial.

El haz tangente es un haz �brado, y se le llama haz vectorial por que la �bra
es un espacio vectorial.

Dentro de los haces hay uno que es dual al haz tangente, en el sentido del álgebra
lineal, éste es el haz cotangente. Se de�ne de manera análoga al haz tangente, pero
con la particularidad de que el espacio cotangente a un punto p de una variedad
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real suave M es el espacio dual a TpM es decir, las funciones lineales del espacio
tangente en p al campo en cuestión, en este caso R, y se denota por

T ∗pM.

El haz cotangente es la unión⋃
p∈M
{p} × T ∗pM.

A.3.1. Formas diferenciales u holomorfas en C2. Presentaremos el con-
cepto de formas diferenciales para el estudio de foliaciones en C2, para una intro-
ducción geométrica y estudio más detallado de esta herramienta se puede consultar
[4].

Consideremos a C2 como C espacio vectorial, el espacio tangente a un punto
p ∈ C2 es TpC2 el cual es isomorfo a C2. Se puede llegar a pensar que son el mismo
espacio pero esto da una idea incorrecta de espacio tangente ya que el espacio
tangente depende del punto en consideración, una idea geométrica es pensar el
espacio tangente de p como p+ C2, es decir trasladar a todo C2 por el vector p6.

En el caso de C2, como espacio vectorial, tenemos que su haz tangente es
isomorfo a C2 × C2.

Definición A.3.12. Una 1-forma o una forma de grado uno es una función

ω : C2 −→ T ∗C2, ω (p) : TpC2 −→ C tal que ω (p) es lineal.

Para facilitar la notación y como la 1-forma depende de un punto se escribirá
ωp o simplemente ω cuando no haya lugar a confusión. También se identi�cará a
TpC2 con C2 para hacer cálculos más limpios.

Un ejemplo sencillo de 1-formas es la diferencial de una función holomorfa
f : C2 −→ C; consideremos a df , sabemos como funciona la diferencial en un punto
p ∈ C2 y es justamente la transformación lineal

dpf : TpC2 −→ Tf(p)C.
v 7→dpf(v)

Ya que Tf(p)C ∼= C, entonces es claro el por qué podemos pensar a df como una
1-forma. Podemos de�nir entonces al conjunto de funciones f : C2 −→ C, tales que
f es holomorfa como el conjunto de las 0-formas.

Veamos ahora el aspecto de una 1-forma en C2. Si tenemos como coordenadas
de C2 a (z, w), es decir dado un punto p = (p1, p2) ∈ C2 entonces z (p) = p1

y w (p) = p2. Como estas coordenadas son globales tenemos el marco global, de
hecho el canónico,

{
∂
∂z ,

∂
∂w

}
; a lo que nos referimos es que

{
∂
∂z |p,

∂
∂w |p

}
es base

de TpC2, para todo punto p ∈ C2. En este contexto es natural cuestionarse si hay
una base dual de

{
∂
∂z |p,

∂
∂w |p

}
que nos funcione para todo punto p; en este caso

particular la hay y está dada por las diferenciales (en cada punto) de las funciones
coordenadas z y w, {dpz, dpw}. Fijando la base

{
∂
∂z |p,

∂
∂w |p

}
para todo punto

p ∈ C2 podemos identi�car sin ningún impedimento a TpC2 con C2, gracias al
isomor�smo a ∂

∂z |p + b ∂
∂w |p 7→ 〈a, b〉p

7.

6Hay veces que se tiende a identi�car el espacio tangente a un punto con todo el espacio, C2,
en caso de que pueda haber confusión al respecto se pondrá una indicación.

7Notemos que se están usando 〈 , 〉p en vez de ( , ) para denotar a los vectores en C2, TpC2.

Cuando no haya lugar a confusión se omitirá la etiqueta del punto p en el vector tangente.



A.3. APÉNDICE DE TOPOLOGÍA DIFERENCIAL 63

Dado un punto p ∈ C2 tenemos una base de T ∗pC2, entonces dada una 1-forma
ω, al evaluarla en un punto p tenemos que es de la forma

ω (p) = a dpz + b dpw, a, b ∈ C.

Esta representación de ωp = ω (p) es muy sencilla a la hora para calcular ωp
(
〈c, d〉p

)
=

ac+ bd, ya que {dpz, dpw} es la base dual de
{
∂
∂z |p,

∂
∂w |p

}
.

Para que el nombre de forma diferencial tenga sentido nos gustaría que si p y q
son dos puntos cercanos de C2 entonces ωp y ωq sean similares. Dado que {dz, dw}
es un co-marco global lo único que queda a de�nir es la variación de los coe�cientes
en cada punto p. Si ωp = ap dpz+bp dpw, entonces a a y b las podemos pensar como
funciones holomorfas de C2 en C, de esta manera ωp y ωq serán funciones lineales
parecidas si p y q son puntos próximos.

Introduciremos ahora el concepto de 2-forma, ya que posteriormente presenta-
remos operaciones (aparte de las de espacio vectorial) que cumplen las 0-formas y
las 1-formas holomorfas y será necesario tener de�nido qué es una 2-forma.

Definición A.3.13. Una 2-forma o una forma exterior de grado dos es una
función

ω2 : C2 −→
(
TC2 × TC2

)∗
,

tal que ω2 (p) es una transformación bilineal y antisimétrica. Es decir, para cuales-
quiera w, x, y, z ∈ TpC2 y λ, µ ∈ C se cumple

ω2
p (x+ λy, z + µw) = ω2

p (x, z) + µω2
p (x, w) + λω2

p (y, z) + λµω2
p (y, w)

y

ω2
p (x, z) = −ω2

p (z, x) .

De la segunda propiedad se deduce que ω2
p (x, x) = 0, para todo x ∈ TpC2.

Con las siguientes operaciones el conjunto de las 2-formas resulta ser un espa-
cio vectorial complejo. Sean ω2 y η2 dos 2-formas entonces se tienen las siguientes
operaciones: (

ω2 + η2
)
p

:= ω2
p + η2

p,(
ω2
p + η2

p

)
(x, y) := ω2

p (x, y) + η2
p (x, y) ,(

λω2
p

)
(x, y) := λω2

p (x, y) .

Antes de analizar como se ve una dos forma en C2 introduciremos una operación
entre las i-formas con las j-formas, i, j = 0, 1, a saber el producto exterior.

Definición A.3.14. Sean ω, η dos 1-formas holomorfas en C2, p un punto de C2

y x, y ∈ TpC2, denotamos el producto exterior de ω y η como ω ∧ η y está de�nido
de la siguiente manera

(ωp ∧ ηp) (x, y) := det

(
ωp (x) ηp (x)
ωp (y) ηp (y)

)
.

Gracias a las propiedades del determinante el producto ω ∧ η resulta ser una dos
forma holomorfa.
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Observación. Podemos concluir dos propiedades a partir de la de�nición an-
terior. La primera es que ω ∧ ω = 0 para toda 1-forma ω y la segunda es que
(ωp ∧ ηp) (x, x) = 0, con x ∈ TpC2.

No es difícil converncerse que la operación producto exterior cumple ser aso-
ciativa y distributiva con respecto a la suma. En símbolos

(ω1 ∧ ω2) ∧ ω3 = ω1 ∧ (ω2 ∧ ω3) ,

(ω1 + λω2) ∧ ω3 = ω1 ∧ ω3 + λ (ω2 ∧ ω3) .

Por lo tanto, si ω = a1dz + a2dw y η = b1dz + b2dw entonces

ω ∧ η = (a1b2 − b1a2) dz ∧ dw.

Tenemos un resultado, el cual caracteriza de forma muy útil a las dos formas
holomorfas en C2.

Teorema A.3.15. Cualquier 2-forma holomorfa en C2 puede ser escrita de
manera única como

ω2 (z, w) = a (z, w) dz ∧ dw,

donde a : C2 −→ C es una función holomorfa.

Definición A.3.16. Sean f, g son dos 0-formas (funciones holomorfas de C2

en C), ω una 1-forma y ω2 una dos forma, todas holomorfas. Entonces tenemos los
siguientes productos exteriores, con sus respectivas de�niciones

(f ∧ g) (p) := f (p) g (p) ,

(f ∧ ω) (p) := f (p)ωp,(
f ∧ ω2

)
(p) := f (p)ω2

p.

Daremos una de�nición de derivada exterior para formas holomorfas que, per-
mite generalizar de manera inmediata este concepto para dimensión superior.

Definición A.3.17. Sea f una cero forma holomorfa en C2. De�nimos la de-
rivada exterior de f como la 1-forma

(8) df =
∂f

∂z
dz +

∂f

∂w
dw.

De manera recursiva de�nimos la derivada exterior para una 1-forma holomorfa.
Sea ω (z, w) = a (z, w) dz + b (z, w) dw una 1-forma holomorfa en C2 entonces

la derivada exterior de ω es la dos forma holomorfa de�nida como

(9) dω = da ∧ dz + db ∧ dw.

Desarrollando la igualdad (9) a partir de (8) obtenemos

dω =

(
∂a

∂z
dz +

∂a

∂w
dw

)
∧ dz +

(
∂b

∂z
dz +

∂b

∂w
dw

)
∧ dw

=
∂a

∂z
dz ∧ dz +

∂a

∂w
dw ∧ dz +

∂b

∂z
dz ∧ dw +

∂b

∂w
dw ∧ dw

=

(
∂b

∂z
− ∂a

∂w

)
dz ∧ dw.
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En el mismo espíritu, si ω2 = a dz ∧ dw es una dos forma holomorfa en C2

entonces de�nimos8

dω2 = da ∧ dz ∧ dw

=

(
∂a

∂z
dz +

∂a

∂w
dw

)
∧ dz ∧ dw

=
∂a

∂z
dz ∧ dz ∧ dw − ∂a

∂w
dz ∧ dw ∧ dw.

Proposición A.3.18. Sean f y g dos 0-formas holomorfas en C2. Se satisfacen
las siguientes propiedades:

1. d (f + g) = df + dg.
2. d (fg) = g df + f dg.
3. d (df) = 0.

Demostración. Los incisos 1. y 2. son inmediatos de la de�nición A.3.17, de
la linealidad y regla de Liebniz de la derivada usual. Para probar el inciso 3. usemos
una vez más la de�nición A.3.17, gracias a ella tenemos que

d (df) = d

(
∂f

∂z
dz +

∂f

∂w
dw

)
= d

(
∂f

∂z

)
∧ dz + d

(
∂f

∂w

)
∧ dw

=

(
∂2f

∂z∂w
− ∂2f

∂w∂z

)
dz ∧ dw = 0.

�

Observación. Gracias al inciso 3. tenemos que para toda j-forma holomorfa
ω, d (dω) = 0, j = 0, 1, 2.

Definición A.3.19. A una j-forma holomorfa ω se le llama cerrada si dω = 0,
j = 0, 1, 2.

Entre las formas cerradas hay unas que son especiales. Decimos que una j-forma
ω es exacta si existe una (j − 1)-forma α tal que dα = ω, donde j = 1, 2.

Observación. Toda forma exacta es cerrada.
Las únicas 0-formas cerradas son las funciones constantes.
No toda 1-forma holomorfa en C2 es exacta. Por ejemplo, consideremos la 1-

forma ω (z, w) = zw2dz.

Las formas diferenciales se comportan de manera muy natural bajo las funciones
holomorfas, en nuestro caso sólo se de�nirá una operación natural llamada pull-back
(o jalar la forma) para formas analíticas en C2, pero toda la teoría desarrollada en
está sección puede ser extendida a variedades holomorfas de dimensión �nita.

8Claramente la derivada exterior de una 2-forma holomorfa es una 3-forma, si bien no de-
�nimos el concepto de 3-forma, se puede usar la de�nición A.3.14 para generalizar el concepto,
y ya que TpC2 es de dimensión dos, para todo punto p ∈ C2, tenemos que dado un conjunto
que contenga tres vectores tangentes a C2, en el punto p, siempre será un conjunto linealmente
dependiente, por lo que dω2 = 0 para toda dos forma holomorfa.
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Definición A.3.20. Sean f : C2
1 −→ C2

2
9 una función holomorfa, ω una k-

forma en C2
2, k = 0, 1, 2 y p ∈ C2

1. De�nimos el pull-back de ω bajo la función f ,
jalar la forma ω con f , como la k-forma, en C2

1 de�nida por

(f∗ω) (p) = ω ◦ f (p) , si k = 0,

(f∗ω)p (x) = ωf(p) (dpf (x)) , si k = 1 y x ∈ TpC2
1,

(f∗ω)p (x, y) = ωf(p) (dpf (x) , dpf (y)) , si k = 2 y x, y ∈ TpC2
1.

Usando la linealidad de df en cada punto p, obtenemos de manera inmediata
las siguientes propiedades.

Proposición A.3.21. Sean f, g dos funciones analíticas de C2 en C2 y ω, η
k-formas en C2, k = 0, 1, 2. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1. (f ◦ g)
∗

= g∗ ◦ f∗.
2. f∗ (ω ∧ η) = (f∗ω) ∧ (f∗η) .
3. f∗ (ω + η) = (f∗ω) + (f∗η) .
4. d (f∗ω) = f∗dω.

Una vez de�nido el concepto de forma holomorfa y el de campo vectorial po-
demos dar a notar la analogía que existe al de�nir una foliación, de dimensión 1 en
C2 (o de codimensión 1) dada por un campo vectorial o por la ecuación de Pfa� .
Esta relación existe gracias a que en C2 el núcleo de una 1-forma es de dimensión
uno y el espacio generado por un campo vectorial también es de dimensión uno.
Entonces, el conjunto {ω = 0}, donde ω es una 1-forma en (C2, 0), está conformado
por los campos vectoriales V , de�nidos en (C2, 0), tales que ω (V ) = 0. Y como
dos campos vectoriales en kerω generan la misma foliación, el conjunto {ω = 0}
representa simplemente a cualquier campo vectorial que anule a ω. De esta manera
si V = a ∂

∂z + b ∂
∂w es un campo vectorial que de�ne a una foliación F entonces una

1-forma asociada a F será ω = −b dz + a dw.

9Los subíndices 1 y 2 sólo son para diferenciar el dominio y contradominio, se espera, que de
esta manera la de�nición sea clara.
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