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Introduccion

De entre las diversas aplicaciones que han tenido las ecuaciones diferen-
ciales desde su nacimiento en el siglo XVII con el calculo a manos de Isaac
Newton (1642 - 1726/27) y Gottfried Leibntiz (1646 - 1716), los cientificos
han puesto particular empeno a la creaciéon de modelos que les permitieran
entender el mundo fisico que les rodea, esto es, a describir y predecir eventos
observables con el rigor matematico que dicha herramienta proporciona; tan
es asi, que podemos enlistar entre los muchos nombres de personas que han
trabajado en dicha tarea a algunos tan sobresalientes como Daniel Bernoulli
(1700 - 1782), Leonhard Euler (1707-1783) y Joseph Lagrange (1736 - 1813),
entre otros. Sin embargo, la teoria esté lejos de estar completa; el nimero de
ecuaciones diferenciales para las cuales podemos describir sus soluciones es
més bien pequeno, por lo que cada ano surgen nuevos resultados que buscan
extender el nimero de ecuaciones que podemos entender; tan sélo en 2010,
sus trabajos con la ecuaciéon de Boltzmann le valieron a Cédric Villani la

medalla Fields, el mayor premio que se le puede otorgar a un matematico.

Este trabajo se basa en los resultados encontrados por Jinghua Yao en
[13, 14], donde se examina la existencia de soluciones de tipo onda periddica

plana para modelos de elasticidad con efecto de estrés-gradiente y se busca
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Introduccién

establecer condiciones para garantizar la existencia de soluciones no triviales
de este tipo. La inclusion del efecto de estrés-gradiente, muchas veces omitido
debido a la complejidad que agrega, nos hace abordar el problema bajo la
optica del calculo de variaciones, pues nos permite dar un resultado general
para sistemas Hamiltonianos incluso de dimensién mayor que uno, cosa que
no se puede llevar a cabo con un analisis de fases planar usual. Por supuesto,
esta generalizacién no viene sin un costo, pues nos tendremos que restringir

al caso en que las deformaciones van en una soéla direccién coordenada.

Ademés de esclarecer algunos de los resultados encontrados originalmente
por Yao, uno de los aportes nuevos que se logran es presentar un ejemplo
original de un tipo fluido (fluido de van der Waals) que cumple con las

hipotesis del teorema de existencia de soluciones.

En el capitulo 1 proporcionamos una introduccién a la teoria de deforma-
ciones en medios continuos, todo con el fin de presentar los conceptos fisicos
escenciales que yacen detras de nuestro anélisis matematico. Aqui definimos
el tensor de esfuerzos de Cauchy y el tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff,
piezas fundamentales para establecer la ecuacion bésica del modelo que abor-
daremos. Asi mismo definimos lo que significa que un material sea elastico (de
nuevo, haciendo uso del tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff) y viscoso, pues
son el tipo de materiales con los que trabajaremos. El lector familiarizado

con la teorfa de medios continuos puede omitir este capitulo.

En el capitulo 2 presentamos la ecuacion general que modela a un cuer-
po elastico con efecto de estrés gradiente sin variaciones en temperatura y
explicamos los distintos términos que aparecen en ella asi como las fuerzas

que representan. Posteriormente deducimos el modelo planar especifico sobre

VIII



el que trabajaremos, donde una deformacion depende tnicamente de una
direccion coordenada.

En el capitulo 3 examinamos algunas condiciones que debe cumplir el
modelo introducido en el capitulo 2 para admitir una soluciéon de tipo onda
viajera periodica. Mas adelante presentamos una clase especial de ecuaciones
llamadas Hamiltonianas y concluimos que nuestro modelo pertenece a este
tipo de ecuaciones; haciendo uso de esta estructura adicional deducimos que,
para encontrar soluciones como queremos, necesariamente debemos pedir que
la velocidad de las ondas viajeras sea cero, con lo cual nos acerca mas a
obtener el resultado deseado.

En el capitulo 4 definimos el espacio de Sobolev sobre el cual trabajaremos
y en donde se encontraran las soluciones que deseamos. Por tltimo haremos
uso de herramientas del calculo de variaciones para demostrar el teorema
general de existencia de soluciones al problema planteado al final del capitulo
2 (ver Teorema 4.21).

En el capitulo 5 introducimos a los fluidos de van der Waals y vemos que,
para el caso en el que tomamos viscocidad y capilaridad constantes, podemos

aplicar la teoria que desarrollamos.

IX
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Capitulo 1

Preambulo

En este capitulo daremos una breve introducciéon sobre los conceptos
bésicos de la teoria de medios continuos. En primer lugar estableceremos
mateméticamente lo que es una deformacién de un cuerpo tridimensional
asi como las fuerzas que se generan de ella; posteriormente definiremos el
tensor de esfuerzos de Cauchy (principio fundamental de la mecénica de
medios continuos) y enunciaremos algunos axiomas y teoremas sobre el mismo.
Después construiremos el tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff, con el cual
podremos expresar de mejor manera los efectos de una deformaciéon sobre un
cuerpo y que, ademas, usaremos para definir lo que significa que un material
sea elastico. Finalmente damos una idea béasica de lo que es la viscosidad, con
lo que quedan definidos los materiales viscoelasticos los cuales son el objeto
de estudio de este trabajo. Se puede encontrar mas informacion sobre estos

temas en [6], [7].



Preambulo

1.1. Fuerzas aplicadas

A lo largo de este texto consideraremos {2 como un subconjunto acotado

de R? front ficient t ici ifi
y conexo de R® con frontera suficientemente suave (suposiciones especificas
se realizaran dependiendo de las necesidades). Pensaremos al conjunto 2
como el volumen ocupado por un cuerpo eléstico con temperatura y densidad
constantes “antes de ser deformado”; por esta razén, al conjunto €2 se le llama

configuraciéon de referencia.

Definicién 1.1. Una deformaciéon de la configuracion de referencia €2 es
una funcion £ : Q x R — R3 que es suficientemente suave, inyectiva excepto

posiblemente en la frontera del conjunto €2 y que preserva la orientacion.

Observacion 1.2. La razon por la cual en la definicién anterior permitimos
que una deformacién no sea inyectiva en la frontera del conjunto es que, si
bien no queremos que hayan autointersecciones durante la deformacion, no

hay ninguna restriccion fisica que le impida tocarse “ligeramente” a si mismo.

En lo siguiente denotaremos por x a un punto genérico de €2 y por &(z,t)

al lugar en que termina el punto x al tiempo t bajo la deformacion.

Definicion 1.3. En cada punto del conjunto €2 definimos el gradiente de

deformacion como:

8151 8251 8251
F = ng = 8152 8252 8352
8163 6263 6353

donde © = (21, x9,23) y 0; = 0/0x;. El gradiente de deformacién mide el

2



1.1 Fuerzas aplicadas

cambio en la forma asi como la rotaciéon del material. Podemos pensar a F

como un elemento de R?.

Ya que por definiciéon una deformaciéon debe preservar la orientacion,
el determinante del gradiente de deformacion satisface la condicion de

preservacion de la orientacion
det F' > 0.

Definiciéon 1.4. Dada una configuracion de referencia €2 y una deformacion &,
al conjunto £(€2,t) se le conoce como configuraciéon deformada al tiempo

t y la denotaremos por Q%%

Asumiremos que, en la configuracién deformada Q%! asociada a una defor-
macion arbitraria €2, el cuerpo se encuentra sometido a fuerzas aplicadas

de dos tipos:

» fuerzas aplicadas de cuerpo al tiempo ¢, definidas por un campo

vectorial

fOl=0Q% 5 R3

llamada la densidad de las fuerzas aplicadas de cuerpo por unidad

de volumen en la configuraciéon deformada;

= fuerzas aplicadas de superficie al tiempo ¢, definidas por un campo

vectorial

gt F?’t —R?
en T%" subconjunto dat-medible de la frontera T'é! = 90! llamada

3



Preambulo

la densidad de las fuerzas aplicadas de superficie por unidad de

area en la configuracion deformada.

Asi, Q%! esta sometido a fuerzas en su interior y en la frontera. De igual manera
denotaremos por p&f : Q5 — R a la densidad de masa en la configuracion
deformada; asi la masa de cada subconjunto d¢(x,t)-medible A% de Q%!
esta dada por la integral [,., p*'(&(x,t))d€(x, ). Asumiremos que, para todo
&(z,t) en Q1

P4 (2, 1)) > 0.

Las fuerzas aplicadas de cuerpo pueden ser definidas equivalentemente
por su densidad b%' : Q&' — R? por unidad de masa en la configuraciéon

deformada, que se vincula con la densidad £ por medio de la ecuacion
fﬁ,t — pﬁ,tb&t.

Las fuerzas aplicadas describen la accion del mundo exterior sobre el
cuerpo. Una fuerza elemental f&'(¢(z,t))dé(x,t) es ejercida en el volumen
elemental dé(z,t) en cada punto &(z,t) de la configuracion deformada. De
igual manera, se ejerce una fuerza g&!(&(z, t))da®® sobre el area elemental da®'
en cada punto £(x,t) en el subconjunto T$" de la frontera de la deformacion
de configuraciéon. Por ejemplo, en el caso de un campo gravitatorio las fuerzas

aplicadas de cuerpo estan dadas por:

FEUE(@ b)) = —gp™ (E(x, 1)) es,

donde g denota la constante gravitacional y e3 es el vector unitario canénico

4



1.2 Principio de estrés de Euler y Cauchy

€3 = (O, O, 1)T

1.2. Principio de estrés de Euler y Cauchy

El siguiente axioma es el pilar sobre el que se funda la mecanica continua

para problemas estaticos.

Axioma 1.5. Consideremos un cuerpo ocupando una configuraciéon defor-
mada Q! y sujeto a fuerzas aplicadas representadas por las densidades

o= Q6 5 R3y gt : T$" — R3, entonces existe una funcion
t5 Q% x Sy — R3, donde Sy = {v € R3; |[v| =1},
tal que

(a) Para cualquier subdominio A% de Q%! y en cualquier punto &(z,¢) en

5" N AAS! donde né' el vector normal unitario exterior a T N 9 A%

exista,

t5(¢(x,t),n) = g™'(E(x,1)).

(b) Axioma de balance de fuerza: para cualquier subdominio A%! de
Qs
| swmas + [ @t <o
A&t

QASt

donde n®* denota el vector normal unitario exterior a lo largo de 9AS*.

(c) Axioma de balance de momento: para cualquier subdominio AS?

5



Preambulo

de Q&

/ 0€($,t)Af£’t(€($’t))dé(ﬂf,t)+/ of (x, ) At (E(x, ), n%")da™" = 0.
A&t

QA&

Aqui, A representa el producto exterior de R? y ox el vector asociado

al punto z.

Asi, este principio nos dice tres cosas: primero, asegura la existencia de
fuerzas elementales sobre la frontera de cualquier subdominio de la configura-
cion de referencia; segundo, dichas fuerzas dependen tinicamente del vector
normal n®‘ y no de la geometria particular que puedan tener los subdominios;
tercero, que cualquier subdominio de la configuraciéon de referencia esta en
equilibrio estatico en el sentido de que las fuerzas actuantes estdn balanceadas.

Al vector t5'(&(w,t),n%t) se le conoce como el vector de estrés de

Cauchy.

1.3. Teorema de Cauchy: el tensor de esfuerzos

de Cauchy

Teorema 1.6. Supongamos que la densidad de fuerza aplicada de cuerpo

FrQ8t 5 R es continua y que el campo vectorial de estrés de Cauchy
£ (E(x,t),m) € Q5 xS = (E(w,t), n) € R

es continuamente diferenciable con respecto de la variable £(x,t) en Q5! para

cada n en Sy y continuo con respecto a la variable n en Sy para cada &(x,t)

6



1.3 Teorema de Cauchy: el tensor de esfuerzos de Cauchy

en Q5. Entonces los axiomas de balance de fuerza y momento implican que

existe un campo tensorial continuamente diferenciable
TS : E(x,t) € Q5 — TS (¢(x,t)) € M,
tal que el vector de estrés de Cauchy satisface
1 (E(z,t), m) = TS (E(x, t))n, V E(z,t) € Q5 neS,,
y ademds,

— div¢ Tf’t(é(x,t)) = f’t(g(x,t)) para todo &(x,t) € Q&L
T4 (E(x, 1) = T (E(x,1))" para todo &(x,t) € Q°F,
TS (& (2, 8))nSt = o' (E(x,t)) para todo &(x,t) € TS,

L . t
donde né' es el vector normal unitario exterior a lo largo de TS".

Asi, el teorema anterior nos aporta tres resultados de gran importancia:
primero que el vector de estrés de Cauchy es lineal con respecto a su segunda
entrada; segundo, que el tensor T&! es simétrico; nos brinda una relacion, a
través de ecuaciones diferenciales parciales, entre el tensor T y £ g&*. Se
puede encontrar una demostracion del teorema en [6]. Al tensor T (¢(x, 1)) se
le conoce como el tensor de esfuerzos de Cauchy en el punto (z,t) de la
configuracion deformada Q%!. Los elementos de la j-ésima entrada (columna)
de este tensor corresponden a los componentes del vector de estrés de Cauchy

t*'(&(x,t),n) eligiendo a n como e;.



Preambulo

1.4. El principio de trabajo virtual en la confi-

guracion deformada

El siguiente resultado nos permite dar una equivalencia entre el problema
con valores en la frontera del tensor de esfuerzos de Cauchy y una formulacion

variacional. De nuevo, se puede encontrar una demostracion en [6].

Teorema 1.7. El problema con valores en la frontera

—dit* T&' = fo! en Q%
TSt = g sobre T,

es formalmente equivalente a las ecuaciones variacionales:

TS Vo0 de (x,t) = £ 0v8de(a,t) + / gt 0V dE (2, t)

Ot 08t

vdlidas para cualquier campo vectorial suficientemente diferenciable 0% -

Ot — R? que satisfaga

0 =0 en T§' =T —T§".

En la ecuacion anterior “:” denota el producto interior de matrices (A:B =

tr(ATB)). Se puede ver una demostracion de esto en [6].



1.5 Los tensores de estrés de Piola-Kirchhoff

1.5. Los tensores de estrés de Piola-Kirchhoff

Nos interesa determinar el campo de deformacion y el tensor de esfuerzos
de Cauchy que surgen en un cuerpo sujeto a un sistema dado de fuerzas
aplicadas, dejandolos expresados en variables lagrangianas x dadas y no en

variables eulerianas &(z,t) que no conocemos.

Recordemos que la transformada de Piola T : Q@ — M? de un campo ten-
sorial TS : Q&' — M? lleva a dicho campo en uno situado en la configuracion

de referencia haciendo
T = (det V&(t, 2)) T (E(x, 1))V €(t, )T

Asi, aplicaremos esta transformada al tensor de esfuerzos de Cauchy T,
en cuyo caso a la transformada de Piola T se le conoce como el primer
tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff. La principal ventaja de esta
transformada es que induce una relaciéon particularmente simple entre las

divergencias de ambos tensores:
divT(z) = (det V,&(t, z))dive TS (&(x, t)).

Como una consecuencia, las ecuaciones de equilibrio sobre la configuracion
deformada se transformaran en ecuaciones sobre la configuracion de referencia

que tendran una “estructura de divergencia” similar.

De igual manera podremos transformar el vector de estrés de Cauchy

5! (&(z, 1), nét) = TS (&(x,1))nét en un vector t(z,n) de tal manera que la

9



Preambulo

relaciéon

t(z,n) = T(z)n

se conserve, donde T'(x) es el primer tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff y n
y n®! son los vectores normales correspondientes en los puntos z y &(x, t) sobre
las fronteras de los subdominios A y A%! respectivamente. Notemos que no
hay ambigiiedad en el proceso pues el vector normal n®! en el punto &(z,t) es
el mismo para todo subdominio cuya frontera pase por el punto x con n como
vector normal ahi. En vista de la relacion T(z)nda = t5!(¢(x,t), n%)das?
que surge de la transformada de Piola, es suficiente definir el vector t(z,n)
con la relacion:

t(z,n)da = t>'(£(x,t), ) da®".

Como t&*(&(z,t), nét) = T (£(x,1))ns? por el teorema de Cauchy, entonces
se cumple la relacion deseada t(z,n) = T(z)n.

Al vector t(z,n) se le llama el primer vector de estrés de Piola-
Kirchhoff en el punto x de la configuracion de referencia a lo largo del
elemento de superficie orientada con normal n.

Mientras que el tensor de esfuerzos de Cauchy T (£(z,t)) es simétrico
(Teorema 1.6), el primer tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff T'(x) en general

no lo es; en su lugar tenemos:

T(z)" = V.€(t,2)'T(2)V.E(t,z) T,

Sin embargo, es deseable definir un tensor de esfuerzos simétrico en la con-

figuracion de referencia, escencialmente porque asi la ecuaciéon constitutiva

10



1.6 Las ecuaciones de equilibrio

en la configuracion de referencia adopta una forma més simple. Mas especifi-
camente, definimos el segundo tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff

Y (x) haciendo

N(z) = Val(2) ' T(x) = (detV,&(x)) Vol (z) ' T (E(w, 1)) Val(z) "

Notemos que ambos tensores de estrés de Piola-Kirchhoff T(z) y ¥(z)
dependen de la deformacion &, primero por la transformada de Piola en si y

en segundo lugar porque el tensor de esfuerzos de Cauchy también depende

de €.

1.6. Las ecuaciones de equilibrio

Nos queda trasformar las densidades de fuerza aplicada que aparecen en
las ecuaciones de equilibrio sobre la configuracion deformada: primero, con la
densidad f&¢ : Q&' — R3 de fuerza aplicada de cuerpo por unidad de volumen
en la configuracion deformada, asociamos el campo vectorial f :  — R? de

tal manera que
f(x)dx = f51(&(x, t))dE(z, t) para todo &(z,t) € Q5

donde dz y d¢(x,t) denotan los elementos de volumen correspondientes. Como

d¢(x,t) = detV £(x)dx, obtenemos

f(z) = (detV,£(2))f (€, 1)),

11



Preambulo

asi, el vector f(x) depende de la deformacion &, via el factor detV,£(x) por
un lado y via la posible dependencia de la densidad 5! de la deformacion

por otro lado.

El campo de vectores f : © — R? mide la densidad de la fuerza
aplicada de cuerpo por unidad de volumen en la configuracion de referencia;
el vector f(z) esta definido de tal modo que el vector elemental f(x)dz sea
igual a la fuerza de cuerpo elemental f(&(x,t))dé(z,t) que actia en el

elemento volumen correspondiente d¢(x,t) en el punto &(x,t).

Sea p : 2 — R la densidad de masa en la configuraciéon de referencia.
Expresando que la masa de los volumenes dx y dé(x,t) = detV £(x)dz es la
misma, encontramos que las densidades de masa p: Q — Ry p& : Q8 - R

se relacionan por la ecuacion

p(x) = detVo&(2)p™ (E(x,1)).

Esta relacion muestra ademés que, sin realizar ninguna consideracion sobre
la preservacion de la orientacion, el Jacobiano detV,(z) no se debe anular en
una deformacion real, pues una densidad de masa siempre es mayor que cero,

al menos macroscopicamente.

Luego, si definimos la densidad b : 2 — R3 de la fuerza aplicada de cuerpo

por unidad de masa en la configuracion de referencia haciendo
f(z) = p(x)b(x) para todo x € €,

se sigue que las densidades de la fuerza aplicada de cuerpo por unidad de
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1.6 Las ecuaciones de equilibrio

masa se encuentran relacionadas por

b(z) = b*(£(x,1)).

En segundo lugar, con el fin de transformar la condiciéon de forntera
Té'nét = g&t sobre IS = ¢(I'y, ¢) en una condicién similar sobre T'y, es sufi-
ciente usar el primer vector de estrés de Piola-Kirchhoff, el cual precisamente
se definié con este propésito. Con la densidad g&! : Ff’t — R? de la fuerza
aplicada de superficie por unidad de area en la configuracion deformada,

asociamos el campo vectorial g : I'; — R3 definido por
g(x)da = g&'(&(x, t))dat" para todo &(x,t) e T

donde da y da®' son los elementos de area correspondientes. Por la relacion

de la transformada de Piola, el vector g(z) esta dado por
g(x) = detV,&(2)|V.€(2) " nlg (§(x, 1))

Notemos que el vector g(z) depende de la deformacion & via, la formula que
relaciona los elementos de drea en una mano, y via la posbile dependencia de
la densidad g®' de la deformacion € en la otra. El campo vectorial g : I'; — R3
mide la densidad de la fuerza aplicada de superficie por unidad de area
en la configuracion de referencia; esta definido de tal manera que el vector
elemental g(x)da es igual a la fuerza de superficie elemental g&!(¢(z,t))da®!

que actiia en el elemento de 4rea correspondiente da‘' en el punto &(z,t).

Ahora podemos establecer el analogo al teorema (1.7) sobre la configuracion
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de referencia:

Teorema 1.8. FEl primer tensor de esfuerzos de Piola Kirchhoff
T(z) = (det Vo&(2)) T (€ (. 1)) Vi€ (2) ™"
satisface las siguientes ecuaciones en la configuracion de referencia

—div T(x) = flz), z € Q,
fo(x) T = T(x)vmg(x)T7 z € 9,

T(z)n = g(z), v €Ty,

donde fdx = f'dé(x,t), gda = g-tdast.

1.7. Materiales elasticos

Si consideramos las ecuaciones de equilibrio en la configuracion de referen-
cia (escritas en términos del primer tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff)
como parte de un problema con valores en la frontera cuyas incégnitas son los
seis componentes del tensor tensor de esfuerzos (tomando V ¢T7 = TV,£7)
y los tres componentes de la deformacion, queda claro que hay una discrepan-
cia entre el numero total de funciones desconocidas (nueve) y el niamero de
ecuaciones disponibles (tres). Asi, si queremos el modelo quede bien definido
debemos proveer seis ecuaciones mas.

Que el modelo mateméatico desarrollado hasta ahora esté incompleto
también se hace evidente con fundamento fisico. Mientras que las ecuaciones

de equilibrio son validas sin importar el material particular del que esta
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1.7 Materiales elasticos

hecho el cuerpo en consideracion, esté claro que la naturaleza subyacente del
material debe ser tomada en cuenta. Para el problema que abordaremos a
partir del proximo capitulo consideraremos exclusivamente una categoria de
materiales, para los cuales las ecuaciones adicionales requeridas pueden ser
suministradas de una forma muy sencilla, de acuerdo a la suposicion de que el
tensor de esfuerzos de Cauchy T**(¢(z, 1)) queda completamente determinado

por el gradiente de deformacion V£ en el punto correspondiente.

Asi, decimos que un material es elastico si existe un mapeo

A

T (z,M) € Q x M, — TM(:E,M) €S

llamado la funcién de respuesta para el estrés de Cauchy, tal que en
cualquier configuraciéon deformada que ocupe un cuerpo compuesto de este
material, el tensor de esfuerzos de Cauchy T**(&(x,t)) en cualquier punto
£(x,t) de la configuracion deformada esta relacionado con el gradiente de

deformacion V,£&(x) en el punto = correspondiente por la ecuacion
€t M
T (¢(x,1) =T (2, Vas(a,1)).

Esta relacion es llamada la ecuacién constitutiva del material. Recor-
damos que M?, denota el conjunto de todas las matrices de orden 3 cuyo
determinante es mayor a cero (el determinante del gradiente de deformacion
es mayor a cero por definiciéon) y que S* denota el conjunto de todas las
matrices simétricas de orden 3 (el tensor de esfuerzos de Cauchy siempre es
simétrico).

Por definicion, la funciéon de respuesta en cada punto de un material
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elastico debe estar definido para toda las matrices M en M?, . Implicitamente
en la definicién se encuentra la propiedad de que, dado cualquier punto x
en ) y una matriz M en M3, , existe una deformacion £ del cuerpo que
satisface V,£(x,t) = M (como resultado de la aplicacion de fuerzas de cuerpo
y condiciones en la frontera apropiadas, las cuales se dejan sin especificar).
Observemos que, en virtud de la relacion T = (detV &) TV, 67 que
relaciona al primer tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff con el tensor de

esfuerzos de Cauchy, existe un mapeo
T:Qx M, — M

dado por

~

T(2,M) = (detM)T" (z, M)M 7,

tal que
T(z) = T(z, V,&(x, t)) para todo z € Q.

El tipo de materiales elasticos aqui descritos se conocen formalmente como
materiales Cauchy-elésticos. Si bien esta definicion es abstracta y no existen
materiales reales que cumplan exactamente con la definicion, hay algunos que

se pueden suponer de este tipo para su analisis.

1.8. Indiferencia del marco de referencia

Un axioma general de fisica afirma que cualquier “cantidad observable”
i.e., cualquier material con una caracteristica intrinseca como una densidad

de masa,un vector de aceleracion, etc., debe ser independiente de la base
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1.8 Indiferencia del marco de referencia

ortogonal particular en la cual es calculada. Vamos a aplicar esto a materiales
elasticos, donde la cantidad “observable” calculada a través de una ecuaciéon

constitutiva es el vector de estrés de Cauchy.

Axioma 1.9 (axioma de indiferencia del marco de referencia). Supongamos
que la configuracion deformada Q%! es rotada en otra configuracion deformada
Ot e, ¢ = Q¢ para alguna Q en O3 (el grupo de rotaciones en R%).

Entonces
tg"’t/(go(a:, t'),Qn) = th’t(g(x,t), n) para todo = € Q,n € Sy,

donde t¥* = Q#¥ xS, — R3 y t& : Q8 x S; — R? denotan los campos
vectoriales del estrés de Cauchy en las configuraciones deformadas Q@ y Q&

respectivamente.

Teorema 1.10. La funcion de respuesta TM :Q x M3 — S? para el estrés
de Cauchy satisface el axioma de indiferencia del marco de referencia si y

solo si, para todo x € (2,

TM(x, QM) = QTM(x, ]\/.I)QTM para todo M € M., Q € Q3.

. ., ~ M . ,
Expresada en término de la funciéon de respuesta T para el primer estrés

de Piola-Kirchhoff, la equivalencia anterior se vuelve

TM(ac, QM) = QTM(x,M) para todo M € M3, Q € Q3.
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1.9. Viscosidad

Por ultimo diremos que significa que un fluido sea viscoso, con lo cual
terminaremos la caracterizacion de los materiales sobre los cuales trabajaremos.
La viscocidad en un fluido mide la resistencia interna que presenta el mismo a
ser deformado y se crea por la fuerzas de friccion interna entre las particulas
éste. De igual manera que con el tensor de esfuerzos de Cauchy, podemos definir
un tensor de esfuerzos viscoso Z que modele dichas fuerzas. Este tensor
dependera del gradiente de deformacion V£ y del gradiente de velocidad
V.&. En general, dicho tensor es mas complicado que el tensor de esfuerzos
elastico, por lo que no ahondaremos en el tema y tinicamente mencionaremos
algunas de sus propiedades en el proximo capitulo. En [11] se puede encontrar

un analisis profundo del tema.
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Capitulo 2

Modelos de elasticidad con efecto

de estrés-gradiente

En la primera parte de este capitulo, expondremos la ecuaciéon que modela
un cuerpo viscoelastico con efecto de estrés-gradiente y realizaremos algunas
consideraciones generales sobre la misma. Finalmente, en la segunda secciéon
nos restringiremos al caso que nos interesa: el de deformaciones en una sola
direccion coordenada y veremos las implicaciones que esto tiene en nuestro

modelo.

2.1. Efecto estrés-gradiente

Siguiendo la presentacion del capitulo anterior, sea €2 la configuraciéon
de referencia que modela un cuerpo elastico con temperatura y densidad
constantes. Denotaremos un punto en  con X y usamos £ : Q x R — R3

para denotar una deformacion. Por simplicidad y para no ser abrumados por
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Modelos de elasticidad con efecto de estrés-gradiente

la notacion, de ahora en adelante omitiremos los superindices como & y ¢
cuando hablemos de las variables. Entonces, el gradiente de deformacion esté

dado por F := Vx¢ vy podemos verlo como un elemento de R3*3,

Adoptando la notaciéon anterior, las ecuaciones de viscoelasticidad isotér-
mica con efecto de estrés-gradiente estan dadas por el siguiente balance de

momento lineal
§u — Vx - (DW(VE) + Z(VE, V&) — E(V3E)) = 0 (2.1)

donde DW representa el efecto del tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff, 7
es el tensor de esfuerzos viscoso y € el efecto de estrés-gradiente; este tltimo
término es el que agrega el efecto de la energia de superficie y con lo que
extendemos los trabajos realizados anteriormente (véase [5]), donde no se

consideraban estas fuerzas.

No olvidemos que tenemos la siguiente restriccion sobre el gradiente
det F > 0, (2.2)

que, como dijimos en el predmbulo, es necesaria para garantizar que se preserva

la orientacion del cuerpo.

En (2.1), el operador V- representa la divergencia del campo tensorial.
Usaremos la convenciéon de que, para un campo vectorial valuado en matrices,
la divergencia se toma por filas, i.e., si S es un tensor

0 0S;;

V -S = <eka_xk) . (Sijeiej) = ej axz .
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2.1 Efecto estrés-gradiente

donde los indices repetidos indican suma. Recordemos que, si S es un tensor

de orden n > 1, entonces V - S es un tensor de orden n — 1.

También usaremos la norma de matrices |F| = (tr(FTF))'/2, la cual est4
inducida por el producto interno: Fy : Fy = tr(FLF).

En vista de la segunda ley de la termodinamica [4], el tensor de esfuerzos
de Piola-Kirchhoff DW : R3*3 — R3*3 se expresa como la derivada de una
densidad de energfa elastica W : R3*3 — R. Supondremos que W es de clase
C! y acotada por abajo por lo que, sin perdida de generalidad, tomaremos
W > 0. Durante este trabajo, asumiremos que la funciéon de densidad de
energia elastica W es invariante respecto al marco de referencia como en |2, 4,
11]. Sea SO(3) el grupo de rotaciones en R?; la suposicion anterior se puede

formular como

W(RF) =W(F), YF € R*3 VR € SO(3).

Para evitar interpenetraciéon de materia, es natural pedir que la deformacion

¢ sea invertible. Para intentar asegurar esto, supondremos ademas que

W(F) — 400 si det F' — 0.

Enfatizamos que el tensor de esfuerzos viscoso Z : R3*3 x R3*3 — R3*3
depende del gradiente de deformacion F' y del gradiente de velocidad ) =
F, = V¢ = Vo, donde v = &. Desde el punto de vista fisico, el tensor de
esfuerzos Z también debe de ser compatible con los siguientes principios de la
mecanica de medios continuos: balance de momento angular, indiferencia de

marco y la desigualdad de Claussius-Duhem, la cual se utiliza regularmente
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Modelos de elasticidad con efecto de estrés-gradiente

en la mecéanica de medios continuos para expresar la segunda ley de la
termodinamica y declara que la entropia de un sistema aislado siempre
incrementa con el tiempo. Asi, para cualesquiera F,Q en R3*3 con det F # 0

se cumple que:
(a) matriz antsimétrica(F~'Z(F,Q)) = 0.
(b) Z(RF, R+ RQ) = RZ(F,Q) YR : R, — SO(3).

(c) Z(F,Q):Q 0.

En el primer inciso de la lista anterior, matriz antisimétrica representa la
parte antisimétrica de la matriz, i.e. si M es una matriz, entonces matriz
antisimétrica(M) = (M — MT). En particular, el balance de momento
angular nos dice que el tensor de esfuerzos debe ser simétrico; la indiferencia
de marco nos dice que, si rotdramos la base que tomamos para R3, el tensor
de esfuerzos correspondiente es igual que el tensor de esfuerzos original
multiplicado por la matriz de rotacion. La desigualdad de Claussius-Duhem
se utiliza regularmente en la mecénica de medios continuos para expresar
la segunda ley de la termodinamica, la cual declara que la entropia de un
sistema aislado siempre incrementa con el tiempo.

Por ltimo, el efecto de tension-gradiente € esta dado por
E(V*¢) = Vx - DU(V?¢)

para alguna densidad convexa ¥ : R3*3*3 — R, compatible con indiferencia

de marco.
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2.1 Efecto estrés-gradiente

La parte no viscosa correspondiente del sistema (2.1)
§u — Vx - (DW(VE)) =0

puede ser escrita como:
3 ~
(Fov)+ > 0xi(Gi(Fv)) =0,
=1

En la ecuacion anterior, (F,v) : © — R!'? representa cantidades conservadas,

mientras que los flujos G; : R'2 — R'2 estan dados por

7 W (F)

9 1V (F)

0Fy;

5, W (F)

donde el vector v aparece en la posicion j |8].

La densidad convexa ¥ contribuye a la ecuacion (2.1) a través del término

Vx - (E(V?)) = Vx - {Vx - DF(V*)}. (2.3)
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Modelos de elasticidad con efecto de estrés-gradiente

En vista de los 6rdenes de diferenciacion y la convexidad de ¥, se pide que
¥ >0; ¥(0)=0; D¥(0) =0; §Id < D*¥(-) < MId

donde d, M son dos ntimeros reales positivos e Id es la identidad del espacio
dual de R3*3%3 y que denotaremos por L(R3*3%3). Un ejemplo tipico es
U(G) = @ Asi las relaciones de los mapeos (ignorando las restricciones

fisicas) son:

wRPP 5 Ry
DY IR3X3X3 N R3><3><3

D2lp 2R3X3X3 SN L(R3><3><3)

Observacion 2.1. Cuando z es una variable en una dimensioén, como consi-
deraremos en la siguiente seccion, y el operador V- se reduce al operador
O, (2.3) toma la forma 9,{9, DW¥(92¢)}. Si identificamos &, como 7, entonces

02¢ = 1, y por la regla de la cadena (2.3) se vuelve
0o {0 DU (92€)} = H{ DV (73) T} (2.4)

Notemos también que D?¥ : R® — L(R?®) cuando V- se reduce a 9,; por

esto, asumimos que D?¥(-) como funcién matricial satisface la suposicion

0ld < DQLP(-) < M Id como operadores.
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2.2 Ecuaciones y modelos especificos

2.2. Ecuaciones y modelos especificos

Como dijimos anteriormente nos enfocaremos en la subclase de soluciones
planas, donde las soluciones en el espacio tridimensional completo dependen
unicamente de una sola direccién coordenada; esto es, trabajaremos con

deformaciones ¢ dadas por
E§X)=X+U(2), X =(2,y,2), U= (Uy,U,,Us) € R’

Correspondiendo a la deformacion anterior, el gradiente de deformaciéon con

respecto a X es:

1 0 Ul,z 1 O T1
F=101 Ugyz =10 1 T2
00 1+Us, 00 7

Denotaremos por V' = (1,u) = (71,72, T3, U1, U2, u3), donde 7 = Uy ,, 7o =
Uy, s =1+Us, yup = Uy, upg = Usy, ug = Usy, con la restriccion fisica
73 > 0 correspondiente a det F' > 0 en la region V' de viabilidad fisica.
1 0 ny
Escribiendo W(r) =W [0 1 = |, vemos que para todas las F' como

0 0 T3
en (2.1) se cumple que

Vy - (DW(F)) = (D, W(r))..

Esto es, la ecuacion planar hereda en una estructura variacional vectorial que

25



Modelos de elasticidad con efecto de estrés-gradiente

refleja la estructura variacional matricial.

En los siguientes capitulos estudiamos modelos (ecuaciones diferenciales
ordinarias de tipo onda viajera, ecuaciones diferenciales Hamiltonianas y
existencia de ondas estacionarias) para energia potencial elastica general y

damos un resultado abstracto de existencia bastante general.

2.3. El sistema en una dimension

Por convencién, utilizaremos x en R como variable espacial en lugar de z.

Asi, con nuestras consideraciones anteriores, la ecuacion (2.1) se vuelve

u — O (D W (1) + Z(7,uz) — E(72)) = 0.

Anadiendo ademas la hipotesis de que Z es lineal en la segunda entrada, muy
usual en la teoria de mecanica de medios continuos, y la observacion 2.1, la

ecuacion anterior nos proporciona el siguiente sistema:

Tt — Uy =0

w4+ 0(7)e = (b(T)ug)e — (d(72) Taw) 2

(2.5)

donde ¢ := —D,W (1), d(-) := D*¥(-) y b(7) es una funcién positiva definida.
Estamos interesados en la existencia de ondas viajeras periddicas del
sistema anterior, el cual incluye un término de tercer orden por el efecto de

tesion-gradiente.

26



Capitulo 3

Sistema de onda viajera

En este capitulo deduciremos algunas condiciones que debera cumplir una
onda viajera para ser solucion del sistema (2.5). Posteriormente veremos que
la ecuacion diferencial ordinaria que obtenemos del sistema debe ser de un
tipo muy particular: una ecuaciéon Hamiltoniana. Para terminar, emplearemos
la teoria de ecuaciones Hamiltonianas para excluir el posibilidad de que dicha

solucién sea trivial.

Entonces, buscamos una solucion de onda viajera del sistema (2.5), 7(x —
st),u(x — st), donde s en R es la velocidad de la onda. En lo siguiente,
denotemos por ’ a la diferenciaciéon con respecto de x — st. Por conveniencia,
continuaremos usando x para representar a x — st (de hecho, mostraremos

mas adelante que se necesita s = 0 para la existencia de ondas peridédicas u
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Sistema de onda viajera

homoclinicas). Con esta notacion, tenemos que

(1(x — st))y = —s7'
(u(z — st)), =o'

(u(z — st)); = —su’

por lo tanto, el sistema (2.5) se convierte en

e (3.1)
—su' +0(7) = (b)) = (d(+)7")

Sustituyendo la primera ecuacion en la segunda, obtenemos el siguiente sistema

de EDO de segundo orden sobre 7

—s(=s7') + o(r)' = (b(r)(~s7)) — ()"

— s*' +o(1) = —(b(1)s7') — (d(7)7").
Luego, en vista de que d(-) = D*V¥(-), se sigue rapidamente que

s’ +o(1) = —(b(1)s7) — (D*U(7)7").

Ahora, escogemos un punto arbitrario del espacio, xg, e integramos una
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3.1 Estructura Hamiltoniana

vez para obtener

/ (27 4 o(r))dy = / (—(b(r)sTY — (D)"Y )dy

= s'7 —§*7(20) +0(7) — o(7(m0)) = —b(7)sT + b(7(x0))57 (20)

— DYU(7") — DY (7' (x0))".

Recordando la definicion de ¢ con la funciéon de potencial elastico W en
el sistema (2.5) y haciendo q :== {DW (1) — s*7 — sb(T)7' — DU(7')'}Hs=sy, de

la ecuacién anterior obtenemos

—~DW (1) + s*1 + q = —sb(1)7 — DU(r'). (3.2)

3.1. Estructura Hamiltoniana

Definamos G(P) = D¥(P)P—¥(P) donde P pertenece aR” y ¥ : R* — R.

Calculemos la derivada de GG

dG dP  dD¥(P)
5= Dg/(p)@ + 5P = D¥(P)
= DV (P) + D*¥(P)P — D¥(P)

= D*W(P)P

Con lo anterior, estamos listos para demostrar una propiedad estructural de

nuestro sistema bajo una hipotesis adicional

Proposicion 3.1. Cuando s =0 y [D*¥(7')]7! = 1d, el sistema (3.2) resulta

ser un sistema Hamiltoninano.

29



Sistema de onda viajera

Demostracion. Comencemos sin la hipotesis sobre la segunda derivada de la

funcion ¥. Cuando s = 0, el sistema de onda viajera (3.2) se vuelve

—DW(7) +q=—DU(7'Y (3.3)

y la constante ¢ = {DW (1) — D¥(7')'}|z=z,- Como D?W(-) es positiva, tiene
inversa; asi, podemos reescribir la ecuacién anterior como un sistema de

primer orden considerando a 7, 7 como variables independientes:

= [D*w ()] ' D*w ()7’

= ([D*w ()] D> (+)7')’

= [(D2W(T/)T/)/D2W(T/) — DQW(T’)T’(DQW(T’))’] [(D*w(r'))]
= (Do ()] v+ DA ()7 — (D2 (r)]
= [D*0 ()] 1(DZW( )

= —[D*U ()] (=DW(7) + q) por (3.3)

Ahora, consideremos la superficie de energia dada por

H(r,7') = -W(7)+qr + G(7'). (3.4)
Vemos que
9 )
- H(r,7') = —DW(7) +¢
%T G (3.5)
—H(r,7) = T Dy ()7’
or' dr’
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3.1 Estructura Hamiltoniana

donde la tltima igualdad es consecuencia de nuestra observacion inicial. De
los caluclo anteriores notamos que, si [D?*W(7/)]7! = Id, el sistema (3.2) es

Hamiltoniano. O]

De la informacioén estructural anterior obtenderemos una condicidén nece-

saria para la existencia de ondas periédicas u homoclinicas.

Teorema 3.2. Para (3.2) con s <0 se satzsface < 0, donde

2
s
H(r,7) = -W(1)+ 5\712 +q7 + G(7).
Asi, no pueden aparecer orbitas homoclinicas o periddicas a menos que s = 0.

Demostracion. Cosideremos la evolucion de d%H (1,7") alo largo del flujo del

sistema (3.2), denotando ( = = — st se sigue que

TH ) = S H ) 4 S H
= (=DW(r) +q+ s, 7") + (DG(r'),7")
= (=DW(1) + q+ s’7,7") + (D*¥(r')7', ")
= (- W(T)+q—|—STT>+<D2 )", ')
= (=DW(7) 4+ q+ s’ + DU ('), 7")
= (=sb(r)7', 7).
La conclusién se sigue de que b(7) es positiva definida. m

El sistema Hamiltoniano. En lo siguiente, consideraremos el caso
U(P) = Ll | como primer paso mateméticamente natural. Del analisis anterior

sabemos que necesariamente s es igual a cero, i.e. todas las ondas periddicas
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Sistema de onda viajera

son estacionarias. El sistema de onda viajera se reduce a la siguiente forma

con constante integral g¢:

—7" = =D, W(1) +q, (36)
q= {DTW(T) - THHCCZIO'

Si tomamos el punto de vista Hamiltoniano, el Hamiltoniano que le

corresponde al sistema es
1
(7. 7') = §’Tl(x)’2 V(r, '),

donde V(7,7") == q - 7(x) — W(r(x)). Las soluciones periddicas del sistema

estan confinadas a la superficie H(7,7") = constante.
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Capitulo 4

Teorema general de existencia

En este capitulo, formularemos el problema en el marco del calculo de

variaciones y daremos la prueba al resultado de existencia.

4.1. Estructura del espacio

Como primer paso, recordemos las nociones de espacios de Sobolev invo-
lucrando periodicidad e introducimos la estructura del espacio que vamos a

emplear (ver [10]).

Definicion 4.1. Sea 2 un dominio (conjunto abierto n-dimensional) en R"
y sea p un numero real positivo. Denotamos por LP()) la clase de todas las

funciones medibles u, definidas en €2, para las cuales

/Q|u(:c)|pdx < 00

Identificamos en LP(2) funciones que son iguales casi donde quiera (a.e.) en
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Q2. Asi, los elementos de este espacio son en realidad clases de equivalencia de
funciones medibles que satisfacen la condiciéon anterior, siendo dos funciones
equivalentes si son iguales a.e. en ). Por conveniencia, ignoramos esta distin-
cién y escribimos u € LY (€); de la misma manera, escribimos u = 0 € LP()

si u(z) =0 a.e. en Q.

Es sencillo verificar que el espacio LP(£2) es un espacio vectorial y que el

funcional ||-||, dado por

= ( [ futolpa) "

define una norma en LP(Q2) si 1 < p < oo [ver 1].

Definicién 4.2. Para un namero real fijo 7' > 0, sea O3 el espacio de las
funciones de R en R™ (para nuestro proposito n = 1,2, 3) que son infinitamente

diferenciables y de periodo T'.

Lema 4.3. Sean u,v € L*(0,T;R"). Si para cada f € C,

/0 (u(t), f/(£)dt = — / (o(t), £(1))dt, (4.1)

entonces

T
/ vi(s)ds=0 Vj=1,...,n; (4.2)
0

ademds, existe un vector constante ¢ en R™ tal que

u(t) = /0 v(s)ds+c¢ a.een|0,T]. (4.3)
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4.1 Estructura del espacio

Demostracion. Sidenotamos por (e;) la base canénica de R", podemos escojer

la funciéon de prueba especifica f = e;, asi

T T
/ <v(s),e; > ds :/ vi(s)ds=0 (1<j<n)
0 0

Para la segunda propiedad, definamos w € C(0,T;R"™) como

se cumple que
T T pt
/0 <w(t),f(t)>dt:/0 {/0 <w(s), f'(t) > ds

Luego, del teorema de Fubini y de (4.2) se sigue que

/OT <w(t), f'(t) > dt = /OT UT <wv(s), f'(t) > dt} ds

= [ <o @)= 19> as

dt.

) /OTv(s)ds - /OT < o(s), f(s) > ds
_ _/OT < o(s), f(s) > ds.

Entonces, de (4.1) tenemos que, para todo f € C¥

/T < u(t) —w(t), f(t) > dt =0
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En particular, podemos escoger

f(t) = o (2mkt/T)e;, k e N\{0}, 1 <j<n
Cos

y de la teoria de series de Fourier se sigue que
u(t) —w(t) =rc
a.e. en [0, 7] para alguna ¢ € R".

]

A la funcion v := v’ se le llama derivada débil de u. En consecuencia,

tenemos

u(t) = /Ot o' (D)dl + ¢ (4.4)

a.e. en [0, 7]. Como de costumbre, identificamos la clase de equivalencia u y

su representante continuo. En particular, por (4.2),

para t,s € [0,T].

Definicion 4.4. Definimos el espacio de Hilbert H+ como es usual (que lo

convierte en un espacio de Banach reflexivo) con el siguiente producto interior
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4.2 Formulacién variacional del problema

y la norma correspondiente: para u,v € Hi
T T
<u,v >i= / (u,v) + (v, 0")ds;  ||ul]? = / ul® + [/ P ds.
0 0

Proposicion 4.5 (Propiedad de encaje compacto de Sobolev). El encaje

H} cc C[0,T] es compacto.

Proposicion 4.6. Siu € H}: y fOTu(t)dt = 0, entonces se cumple la de-

sigualdad de Wirtinger

T ) T2 T )
Ofdt < — "(t)|*dt
| pae< o [

y la desigualdad de Sobolev
T
ulse < 55 | ()t
0

La propiedad del encaje compacto de Sobolev nos proporcionara la se-
micontinuidad inferior débil necesaria para los funcionales no lineales. La
desigualdad de Wirtinger nos suministra con nomras equivalentes en los

espacios de Sobolev relacionados con media cero.

4.2. Formulacién variacional del problema

Ahora, para una T' > 0 dada, consideremos el problema (3.6) en H1.,
—7"=-D,W(r)+q=—-D,(W(r) —q-7),
7(0) —7(T)=0; 7(0)—7(T)=0.
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Primero, consideremos las formulaciones sin la restriccion fisica 75 > 0.

Supongamos que
1 [T
T = ?/o 7(x)dx = m.

Aqui, m € R", n =1,2,3 y usamos la barra para representar media sobre un

periodo. Entonces, podemos considerar el siguiente problema:

™ =DW(r) —¢q

Si buscamos soluciones periddicas, podemos determinar a ¢ integrando las

ecuaciones anteriores sobre un periodo; esto es
1 (T
q= —/ DW (1(z))dx.
T Jo

Definamos v(z) = 7(x) —m. Se puede ver fécilmente que + fOT v(z)dx =0,

asi v(x) satisface el sistema de ecuaciones:

V'(x) = DW(v+m) —q

Por conveniencia, reescribimos el sistema anterior como:

o' () = DW (v +m) — DW (m) + DW(m) — q

Luego, definamos W (v) = W(v+m) — DW(m)-vy § = ¢ — DW(m).
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Obtenemos el siguiente problema

Aqui también podemos determinar a ¢ integrando: % fOT DW (v)dz = q.

Observacion 4.7. En vista de la suposicion fisica (2.2), para modelos que

involucren direccioén 73 necesitamos que vz > —mg en [0, 7.

Definamos F(v) = W(u 4+ m) — W(m) — DW(m) - v e introducimos el

funcional

T 1 T
I(v) = / L pds + / Fv)dz
0 2 0

en el espacio

Hrpo = {v € Hyp; ©

1 /7
T/o de:O}.

Proposicion 4.8. v = 0 siempre es un punto critico del funcional Z definido

1
sobre Hr..

Demostracion. Sea ¢ € H%,O’ para ver que que v = ( es punto critico debemos

calcular la derivada

Notemos que:
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T T
I(v—i—tqb):/O %|v'—|—t¢’|2dx—|—/0 W(v+tp+m)—W(m)

— DW(m) - (v+t¢) dx.

Expandiendo en serie de Taylor W (v +m + t¢) = W (v+m) + DW (v +m) -
tp +O(t),

T T
Iv+te) =1(v) +t/ U’-(b’dx—l—t/ [DW (v+m) — DW(m)] - ¢ dx
0 0
+O0(#?)
Asi, tenemos que
T ~
T'(v)p = / v' - ¢' + DW(v) - ¢ du.
0
Tomando v = 0 y notando que DW (0) = 0 obtenemos el resultado. [

Observacion 4.9. Con nuestra formulacion, hacemos que v = 0 siempre
sea un punto critico y corresponde a la solucion constante. Esta propiedad
geométrica nos proporciona una buena manera de excluir la posibilidad de
que la solucién periddica que encontremos sea constante i.e., nos ayuda a

probar que las ondas periddicas son oscilatorias.

Proposicion 4.10. Sin restricciones fisicas en 73, el punto critico de T

corresponde a la solucion de (3.6).

Demostracion. Primero, supongamos que v resuelve
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Multiplicando la ecuacion por ¢ € Hr e integrando, obtenemos

T
/ v'¢! + DW (v) - pda = 0,
0

i.e., v es punto critico de Z.

Ahora, supongamos que v es punto critico y sea ¢ € Hj. Entonces

¢— ¢ € H}p. Asi, tenemos que

/OTU/'¢/+/(;TDW(U)-¢—ATDW(U).¢dx:O7

y por definicién de ¢

/OTU’-¢’+/OTDW(U)-¢—/OTDVT/(U)- (%/OTcﬁdx)dx:O;
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integrando por partes

/OTU"¢/+/OTDW(U)-qﬁ—/OT(%/OTDW(v)dx) cpdr =0

[vos [ 0w -a-0=0

Como lo anterior se cumple V ¢ € H1., concluimos que

v" = DW (v) — §.
[

Observacion 4.11. Si consideramos modelos con la restriccion vz > —ms,
tenemos que cosniderar un problema variacional con esta limitacién, la cual

convierte al conjunto admisible en no débilmente cerrado.

Para lidiar con la constante integral ¢, podemos restringir el conjunto ad-
misible (o escoger un espacio adecuado) en el cual consideremos el funcional o
empleemos multiplicadores de Lagrange para recuperarlo, anadiendo funcional

restringido en el espacio original sobre el que esté definido el funcional.

Proposicion 4.12. Sean X un espacio de Banach, I un funcional real de-
finido en X y U un conjunto secuencialmente débil compacto en X. Si I es
débilmente semicontinuo inferiormente, entonces I alcanza su minimo en U

i.e., existe xg € U tal que I(xg) = inf e I(2).
Demostracion. Sea ¢ = inf ey I(z). Por definicion de infimo, existe {x,} C U
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tal que I(x,) — c. En vista de que U es secuencialmente débilmente compacto,
{z,} admite un subsucesion débilmente convergente, la cual seguiremos
denotando como {xz,}. Sea xy € X el limite débil correspondiente. Como U
es débilmente cerrado, sabemos que xy € U. Luego, por la semicontinuidad
inferior de I tenemos que, ¢ = lim,, I(x,) > I(zy). Por otro lado, por definicion

de ¢, I(xy) < c. Por lo tanto, I(zg) = c. O

Es sabido que cualquier conjunto acotado y débilmente cerrado en un
espacio de Banach reflexivo X’ es débilmente compacto (esto es una consecuen-
cia del teorema de Banach-Alaoglu; véase [12]). En particular, un conjunto
acotado, cerrado y convexo en un espacio de Banach reflexivo es débilmente
compacto pues débilmente cerrado y cerrado en norma son equivalentes para

conjuntos convexos. Esto nos da los siguientes corolarios:

Corolario 4.13. Sean U un conjunto acotado y débilmente cerrado en un es-
pacio de Banach reflexivo X y sea I un funcional real débilmente semicontinuo

inferiormente en X. Entonces, existe xg € U tal que I(xg) = Infyep 1.

Definicién 4.14. Decimos que un funcional real I en un espacio de Banach

X es coercivo si

lim I(z) =400
|| x —+o0

Corolario 4.15. Cualquier funcional real débilmente semicontinuo inferior-
mente y coercivo I definido en un espacio de Banach reflexivo X admite un

manimaizador global.

Demostracion. Siinf I(z) = 400 entonces I = 400 y el resultado es inmedia-

to. Supongamos que no pasa lo anterior, sea ¢ = inf I y tomemos « € (¢, +00).
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Por la coercividad de I, existe > 0 tal que I(z) > ¢ si |x| > r. Se sigue que
¢ = inf,e,p, [(x) donde rBy es la bola de radio r en X. Luego, como X es
reflexivo, r By es débilmente cerrada (y acotada) y por el corolario anterior

tenemos el resultado. ]

4.3. Existencia de ondas periédicas estaciona-
rias

En esta seccion, primero daremos un resultado general para modelos
que involucran la suposicion fisica 73 > 0, i.e. v3 > —mg3. Supondremos las

siguientes condiciones sobre el potencial W
(A1) W e C? y W(r) — 400 si 13 — 07. Para 73 < 0 definimos W (1) = 4o0;

A2) Existe una constante positiva C tal que W(r) > & para 7 € R” (n =
p q =
3
1,2,3);

(A3) Existe un vector constante m € R3 = {m € R*m3 > 0} tal que
a{D*W(m)} NRL # 0. Aqui o{D?*W(m)} es el espectro de D*W (m).

En los siguientes lemas de esta seccion vamos a suponer que se cumplen

(A1), (A2) y (A3). Definimos los subconjuntos

-/41 = {'U - HI}’O;U{} > _m3}7 AQ = {U € H%,O;US Z _m3}'

Lema 4.16. Bajo las suposiciones (A1)-(A3), T es un funcional coercivo en

1
HT’O .
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Demostracion. Por la definicion de Z, s6lo debemos fijarnos en la parte

[ F(v)da. Asi,

/OT F(v)dz = /OT W(v+m)—W(m)—DW(m)-v dx

_ /T W (0 + m)dz — W(m)T

> —-W(m)T
> —00,
habiendo utilizado (A2). O

El lema anterior nos dice que, para una R suficientemente grande, los
minimizadores de Z en A; se restringen a los conjuntos A; == A; N B[0, R]
para i = 1,2 donde B|0, R] es la bola cerrada con centro en 0 y de radio R
en Hr,. Definamos ahora S; = {v € A;;Z(v) = infzeq, Z(0)}. Claramente,

tenemos que S; = {v € A;; Z(v) = infyeq, Z(D)}.
Lema 4.17. A es débilmente compacto en H%,o'

Demostracion. Por definicion A, es acotado. Como Hy es reflexivo, tenemos
también que Aj es secuencialmente débilmente compacto. Ahora veremos que

As es cerrado; sean v, w € Ay, queremos que

tv+(1—thwe Ay Vitelo1].

Como v, w € HJ,, se sigue inmediatamente que la suma convexa también

lo esta. Luego,
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[to + (1 — twls = tvs + (1 — t)ws
Z —tm3 — (1 — t)m3
> —ms,

= tv+ (1 —t)w € As.

Finalmente, para ver que la combinacion convexa esta en la bola aplicamos

un argumento analogo

[tv + (1 = w]|| < tljol] + (1 = #)[lwl]
<tR+(1—-¢t)R
<R,

= tv+ (1 —t)w € B[0, R].

Por lo tanto A, es convexo. Ahora veamos que A, es cerrado en la topologia
de la norma; sean {v,}, v € A, tales que v, h v. Luego, por el teorema
de encaje compacto de Sobolev tenemos que existe {v;} C {v,} tal que
M V', dado que la sucesion {v,} es acotada. Por unicidad del limite,

3
v =1". Como "UJ(- )

Uj
> —mg, por continuidad se tiene también que vz > —msg.
Asi, llegamos a que v € A,. Para un conjunto convexo, la propiedad de ser
cerrado en la topologia norma y cerrado débilmente son equivalentes, por lo
tanto A, es débilmente cerrado. Por todo lo anteior, concluimos que A es

débilmente compacto. O
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Lema 4.18. 7 es un funcional débilmente semicontinuo inferiormente en

1
Hzg.

Demostracion. Sean {v,}, v € H%,o tales que v, — v débilmente en H%,o- Por
el teorema de encaje compacto de Sobolev, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que también converge en C[0, 7| (pues existe una subsucesion que lo
hace y podemos denotarla igual) i.e., v,, — v uniformemente en C0,T)]. Asi,

tenemos que

/OT Flu,)dz — /OT F(v)dz.

Luego, por la propiedad de media cero también tenemos que fOT|v’ |*dx

esta en forma de norma, por lo tanto, obtenemos la conclusion. O

Lema 4.19. Se cumple que Sy # @ y v3 > —mg para v € Sy bajo las
suposiciones (A1)-(A3).

Demostracion. Por Proposicion 4.12 Sy # &. Notemos que 0 € Sy y que
Z(0) = 0, por lo tanto I(v) < 0 para v € Sy. Por contradiccion, supongamos
que existe 2 € [0, 7] tal que vz(xg) = —ms3. Luego, por el teorema de encaje

compacto de Sobolev existe una constante positiva K tal que,

|vg(x) + ms| = | (vs(2) +m3) — (vs(w0) + ms)| < Kl — 0|2
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Asi, por la suposicion (A2) tenemos

Z(v) :/0 (%)]v’|2dx+/0 W(v+m)—W(m) dz

T T
> / CK|z — zo| 'dx — / W(m) dx
0 0

:+OO

Esto tltimo se cumple ya que el primer integrando no converge y el segundo

es finito. Lo anterior es una contradiccién. O

Lema 4.20. Bajo las suposiciones (A1)-(A3) y considerando (%£)* < \(m),

se cumple que 0 ¢ S; = S5.
Demostracion. Calculemos la segunda variacion:

T(v+t6) — T(v) = 1/Tyz/ F g2 — V2 do + /T Flo+t6) — F(v) da
2 0 0

1 T T
25/0 200’ - ¢ + 2|2 dm/o F(v+tp) — F(v) dx.

Notemos que,

F(u+16) = F(v) = tF(0) -+ S (F'(0)0) + O()

2
= DT (0) -0+ 56+ (D'W(0)) + ().
Por lo tanto,

¢ (I"(v)¢) = %/0 \¢’!2dx+%/0 ¢ - (D*W (v)¢) d.
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Para mostrar que 0 ¢ Sy, consideremos
I I .
o-(@00) =5 [ NoPda 5 [0 (D)) do
1T 1 (7
= 5/0 |¢\2d:v+§/o ¢ - (D*W(v)¢) dx.

Sea (/5(:1:) = nsin(%Tx) con 0 < 1 < msy sea vy € R? un vector propio unitario

correspondiente a —A(m), el valor propio mas pequeiio de D*W (m) (que

existe por (A3)). Luego, como vy es unitario y nsin(25%) < 5, se cumple que

¢(x) == ¢(x)vy € Ay. Como v = 0 es punto critico de Z en Hr, y

26 - (Z"(0)¢) = /OT i <2%)2 <Cos<27rTx>>2dx
~A(m) /OTn2 (sm(%%Dde
IERS

< 0.

Por lo tanto 0 ¢ Sy y se sigue que S; = Ss. [

Teorema 4.21. Asumiendo (A1), (A2) y (A3). Si (3)? < A(m), tenemos
una solucion de tipo onda periddica no constante para el problema (2.5) para
la cual la media sobre un periodo de T es m. Aqui —A\(m) es el valor propio

mds pequerio de D*W (m).

Demostracion. Combinando los lemas 4.16 a 4.20 tenemos la prueba. O
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Capitulo 5

Ejemplo: ondas periédicas en un

fluido de van der Waals

En este capitulo expondremos un ejemplos concreto sobre el cual emplea-
remos la teoria desarrollada previamente para garantizar la existencia de

soluciones de tipo onda periédica plana del sistema.

5.1. Fluido de van der Waals

Primero, mencionaremos un poco de la importancia historica de la ecuacion
de van der Waals. Antiguamente, la forma més completa que se le habia
dado a las ecuaciones de movimiento de los fluidos no contenian ningtn
término dependiente de las diferencias de densidad. Sin embargo, era claro
que se debian apreciar efectos en circunstancias donde las variaciones de
densidad fuesen considerables; més aun, la determinaciéon de los términos

que se debieran agregar a las ecuaciones para tener en cuenta los efectos de
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una variacion en la densidad, por ejemplo en el caso de un fluido donde su
temperatura se aproxima a la temperatura critica, deberfan producir un interés
matematico. Asi, Johannes Diderik van der Waals (1827 - 1923) en su Théorie
thermodynamique de la capillarité dans ’hypothése d’une variation cotinue de
densité, mediante el uso de consideraciones tedricas de gran importancia, hizo
muy probable la suposicion de que la discontinuidad observada en la superficie
de separacion de un liquido y su gas era aparente y que existe una capa de
transicion, muy delgada pero atun asi de grosor considerable; ademas de que
el radio de la esfera de acciéon de las moléculas puede crecer indefinidamente
a medida que nos acercamos a la temperatura critica. Para un desarrollo
completo de la deduccion de los términos ver [9]. Asi, la ecuacion de van der
Waals ajusto la ecuacion de un gas ideal para tomar en cuenta el volumen no

cero de moléculas de gas sujetas a atracciones entre ellas.

El modelo. En coordenadas Lagrangianas (fijandonos en la configuracion
de referencia), el modelo para un fluido de van der Waals en una dimension

con temperatura constante es |7|:

Ut = Ty

(5.1)

Wt = Uy

con x en R, ¢ > 0 y donde u representa la veolicdad, 7 el estrés y w el volumen

especifico. La formulacion Lagrangiana del estrés en una dimension esta dado,
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5.1 Fluido de van der Waals

en general, por:

7= —P(w) + D(w)w? — C(w)wee + p(w)u,

= 7(w, u),

donde pu, D, C > 0y P = P(w) es la “funcion de presion” o ecuacion de

estado de van der Waals:

Pw)=———-—, 0<b<w<+o0.
w

Observacion 5.1. Para que en efecto el fluido presente transicion de fase, se
tiene que cumplir que existan dos puntos en los que la derivada de la funciéon

de presion sea cero, i.e. la ecuacion

RT 2a

P’(w) = —m + w3

—0, (5.2)

debe tener dos soluciones. Para establecer condiciones sobre los coeficienets

bajo las cuales se cumple lo anterior, hagamos

Q(w) = RTw® — 2a(w — b)?
— Q(b) = RTV®

> 0.
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Luego, derivamos una vez para obtener

Q' (w) = 3RTw? — 4a(w — b)

= 3RTw? — 4aw + 4ab.

Como queremos que @' (w) sea cero para alguna w, buscamos que el polinomio

anterior tenga raices; asi, necesitamos que su discriminante A cumpla:

A = 16a% — 16ab - 3RT > 0

= a > 3brT. (5.3)

Recordemos esta condicio6n pues nos seré util mas adelante para verificar que
al problema que planetaremos para un fluido de van der Waals, le podemos

aplicar el teorema 4.21.

Nos enfocaremos en el caso mas sencillo, donde
w=pu >0 C=Cy>0, D=0,
son constantes. Asi, la primera ecuacién del modelo (5.1) toma la forma:
u = 0y (—P(w) — Cowsy + potty).
Por lo tanto, escribiremos el modelo simplificado como:

wy — U, =0
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5.1 Fluido de van der Waals

Este sistema es compatible con (2.5) si tomamos

2
o P
2
— DU = Id,
y haciendo
o = P(w),
b(T) - luO > 07
d(Tx) =Cy > 0.
Recordando la definiciéon de o como
o=—-D,W(r),
podemos integrar P(w) para obtener:
W (w) = —RT log(w — b) — % (5.5)

Vamos a verificar que (5.4) cumple con las hipotesis (A1)-(A3):

(A1) W en C? y W(r) — 400 si 73 — 07. En (5.5) se ve claramente que

W es de clase C? para todo w en (b, 00). Luego, por la restriccion que

tenemos sobre w, la segunda condiciéon se traduce a pedir lo siguiente:

W(w) — +oo si w — b,
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(A2)

(A3)

Entonces hemos comprobado que, para el caso de un fluido de van der

56

pero esto también es inmediato pues,

lim —RTlog(w —b) = 400y lim —= < oo.

w—bt w—sbt

Existe una constante positiva C tal que W (1) > &: Esta hipotesis se
73

sigue de que el logaritmo crece mas lento que cualquier polinomio.

Existe un vector constante m € R% = {m € R*m3 > 0} tal que

o{D?*W(m)} NRY # (. Derivamos dos veces a W para obtener:

D (w) = % _ %
= —P'(w).

Asi, queremos que exista m positivo tal que:

RT 2a
(m—256)2 m3

= RTm* < 2a(m —b)?

<0

Para comprobar que siempre existe alguna m con esta propiedad po-

driamos volver a definir una () como antes,

Q(m) = RTm® — 2a(m — b)*

y obtendremos que justamente la condicion (5.3) nos garantiza la exis-

tencia de dicha m.



5.1 Fluido de van der Waals

Waals, se cumplen las hipotesis del teorema 4.21. Podemos enunciar el resul-

tado de la siguiente manera:

Teorema 5.2 (Existencia de ondas periddicas estacionarias para un fluido
de van der Waals). Sea el sistema (5.4) para un fluido de van der Waals cuya
ecuacion de estado es de la forma (5.2). Suponiendo que el fluido satisface
la condicion (5.3) (y por lo tanto existe un estado m > 0 tal que —A(m) =

—P'(m) < 0), entonces eziste una solucion de tipo onda estacionaria, no

2

VA(m)

constante y con cualquier periodo T' >
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Ejemplo: ondas periédicas en un fluido de van der Waals
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