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Resumen

Se realiz6 un estudio de sistemas no conservativos tanto a nivel clasico como
a nivel cuantico. Se introdujo un nuevo tiempo como pardametro y el tiem-
po original pasé a ser una nueva variable; de esta manera se estudiaron las
simetrias de un sistema clasico en particular, el del oscilador armoénico amor-
tiguado, en un espacio fase extendido. Para tener un estudio general a nivel
clasico fue necesario modificar el principio de accion para sistemas de esta
indole.

El proceso de cuantizaciéon tuvo un primer enfoque dentro del estudio del
método de Dirac para sistemas con constricciones. Pero el proceso completo
se llevé a cabo usando la integral de trayectoria con la implementacién de
las transformaciones canénicas.
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Capitulo 1

Introduccion

El tema central de este trabajo es estudiar sistemas no conservativos; es decir,
aquellos que intercambian o disipan energia con respecto a otro mientras el
movimiento se lleva a cabo. Las propiedades irreversibles y disipativas apa-
recen en la mayoria de los fenémenos fisicos de la vida diaria y aun asi sigue
siendo un problema en cuestion. En este trabajo se realizéo un estudio de
sistemas no conservativos a nivel clasico como cudntico. A nivel clédsico, toda
la informacion acerca del sistema se encuentra contenida en la accién, pa-
ra la descripciéon de sistemas no conservativos necesitamos un Hamiltoniano
dependiente del tiempo; no obstante, el principio de Hamilton en general no
puede describir procesos genéricos que incluyan procesos irreversibles, tales
como la disipacion de la energia, el amortiguamiento, etc.

Comenzamos el estudio clésico usando el método de Dirac, donde un ejemplo
particular fue el del oscilador arménico amortiguado. Lo resolvimos clésica-
mente, teniendo presente que otro objetivo seria cuantizar este sistema, lo
que nos sugiri6 de manera natural hacer uso de las transformaciones candni-
cas. Lo anterior nos llevo a encontrar la constriccion del sistema y a encontrar
también un problema de ordenamiento que nos motivé a utilizar la integral
de trayectoria para cuantizarlo.

Se estudiaron las simetrias del sistema no conservativo encontrando la carga
de Noether. Estudiamos la conservacion del flujo Hamiltoniano en un espacio
fase extendido, donde lo que inicialmente era un parametro ¢ ahora es una
nueva variable.

A nivel clasico realizamos una modificaciéon al principio de accién en base
a la formulacion realizada por Galley en [2]; ya que en esta formulacion se
imponian condiciones de borde tanto en los momentos como en las coorde-
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VIII INTRODUCCION

nadas, lo cual no nos parecié natural en un principio variacional y por ello
nosotros modificamos el principio de accién para que los bordes quedaran
fijos inicamente para g. Sin embargo, esto nos fue 1til solamente en la teoria
clasica.

A nivel cuantico, retomando la motivacién del Capitulo 2, estudiamos la in-
tegral de trayectoria y la usamos como herramienta para la cuantizacion del
oscilador armonico amortiguado, implementando a su vez las transformacio-
nes canonicas. Se encontré que la solucién a dicho sistema es consistente con
los resultados ya conocidos.



Capitulo 2

Método de Dirac

2.1. Introduccion

Las teorias que poseen un significado fisico fundamental tienden a ser teorias
de norma. El analisis de Dirac muestra que las teorias de norma son sistemas
Hamiltonianos con constricciones, en consecuencia podriamos considerar que
la formulaciéon Hamiltoniana es una formulacién fundamental y por ello es
importante establecer su estudio como punto de partida [12]. Para llegar
al formalismo Hamiltoniano, es importante resaltar que procederemos de la
manera usual, a partir de una accion escrita en términos de un lagrangiano,
como se muestra a continuacion.

2.2. El principio de accién

Comenzamos con el principio de acciéon en su forma Lagrangiana, el cual
contiene informacién acerca de la dindmica de un sistema y que ademés es
independiente del sistema de coordenadas que se elija; o bien, los sistemas
que describe son invariantes ante transformaciones de coordenadas.

S ") = / CL(q" ). (2.1)

t1

Imponemos las condiciones de frontera sobre las coordenadas,

q(t1) = a1,

o(t) = o (2.2)

1



2 CAPITULO 2. METODO DE DIRAC

Al variar la accién e imponer que sea estacionaria, obtenemos las ecuaciones
de movimiento de Euler-Lagrange

d (0L oL
i (o) 3 =" 29

en donden =1,...,N.

Las ecuaciones (2.3) se pueden reescribir de la siguiente manera,

"L o PL . PL L
oo’ " oot T agror  agr 2.0
PL ., 9L  PL , &L '

aiog! T agn  agrag ! T agror

De aqui definimos la matriz H;, como
2L

Hy = ———. 2.5
9500 (2.5)

Podemos notar que las ecuaciones de movimiento pueden determinar las ace-
leraciones ¢* del sistema, siempre y cuando la matriz Hy, (de nxn) sea inver-
tible; es decir, que el determinante de dicha matriz sea diferente de cero,

det(Hy,) # 0, (2.6)

de lo contrario, las aceleraciones no pueden ser univocamente determinadas
por las ecuaciones de movimiento. Si (2.6) es igual a cero, se dice que el
Lagrangiano es singular y ocurre que no todas las velocidades se pueden ob-
tener como funcién de los momentos y de las coordenadas. Todos los sistemas
reales son sistemas de norma, los cuales cumplen esta igualdad.

Utilizando la definicién usual del momento candnico
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oL
n - A ) 27
Pr = B (2.7)
podemos reescribir la ec.(2.6) utilizando (2.7)
P
det(H;y,) = det (%n) # 0. (2.8)
ql

Cuando el determinante de la matriz H;, es cero, se puede observar de la
ec.(2.8), la existencia de relaciones entre los momentos y las coordenadas.
Estas relaciones son llamadas constricciones primarias y se denotan por

Pm(q,p) =0, (2.9)

con m = 1,..., M. Usamos el subindice m para distinguir las diferentes rela-
ciones independientes de este tipo. Entonces, si M es el niimero de ecuaciones
independientes entre (2.9), se cumple que M = N—Rango(Hy,).

La ec. (2.9) define una hipersuperficie que se conoce como una superficie
de constriccién primaria, la cual es una subvariedad dentro del espacio fase
completo, cuya dimensién es (2N — M), sobre la cual se encuentra restringida
la dindmica del sistema.

2.2.1. Principio de accién en su forma hamiltoniana

Trabajar en el formalismo Hamiltoniano nos permite representar la dinamica
por medio de 2N coordenadas independientes, donde no solo podemos hacer
transformaciones sobre las ¢", sino también sobre las p;. Para introducir este
formalismo, realizamos la transicién entre L(q¢™, ¢",t) y H(q", pn,t) utilizan-
do la transformada de Legendre, y definiendo a H,. como el Hamiltoniano
candnico.

H,={"p, — L. (2.10)

Como H,. es una funcion que depende de las coordenadas y los momentos,
la transformada de Legendre ec. (2.10) posee la propiedad de que las ¢™ se
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incorporan al Hamiltoniano a través de la combinacién de p(q,q). Esto puede
ser verificado tomando la variaciéon d H, como se muestra a continuacion:

oL oL
0H, = q"0pn + 0¢"pp — 504" — 5—-0q",
aqn oq™
= §"0py + 04" Pp — padq" — a—qnéq , (2.11)
oL
= §"Op, — ——5q"
0"0pn = 5 200

Podemos observar que la variacion del Hamiltoniano canénico H. depende
tanto de la variaciéon de los momentos como de las coordenadas, pero no esta
involucrada la variacién de las velocidades. Sin embargo, el Hamiltoniano
definido por (2.10) no se encuentra univocamente determinado, ya que las
variaciones de sus coordenadas no son todas independientes entre si, pues
deben de preservar las constricciones primarias (2.9). De esta manera, pode-
mos decir que H,. estd bien definido solo sobre la superficie de la constriccion.
Si queremos extender la teoria de manera arbitraria a todo el espacio fase,
podemos trabajar con un Hamiltoniano total de la forma

Hy = H, + \"épn, (2.12)

donde A" es un multiplicador de Lagrange arbitrario, que puede ser cualquier
funcién de ¢" y pp.

Por lo anterior requerimos que las constricciones primarias sean cantidades
conservadas sobre la superficie de constriccion; es decir, que cualquier punto
sobre esta superficie debe permanecer dentro de ella ante la evolucién tem-
poral de dicho punto,

Sm = {6m, Hr} ~ 0. (2.13)

Por otro lado, volviendo a la ec.(2.11), observamos que ésta se cumple para
cualquier variacién de ¢" y p,, sujetas a la condiciéon de que se preserve la
constriccién (2.9), es por ello las ¢" y p, no pueden variar de manera inde-
pendiente. Los métodos de calculo de variaciones empleados para obtener las
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ecuaciones de movimiento deducen lo siguiente:

_OHr _ 9H, | |, 00,

=5 =5 A (2.14)

_ OHy  0H, 06
R il = (2.15)
¢ (g, p) = 0. (2.16)

Y asf las ecs.(2.14 y 2.15) serdn las ecuaciones de movimiento que describen
el cambio de ¢ y p en el tiempo, y que ademas involucran coeficientes A"
arbitrarios.

2.3. Paréntesis de Poisson

Resulta conveniente introducir un formalismo que nos permita escribir las
ecuaciones de movimiento ecs. (2.14) y (2.15) en un manera més compacta,
para ello utilizaremos el formalismo de los paréntesis de Poisson. Con la
ayuda de estos paréntesis, las ecuaciones de movimiento que fueron derivadas
a partir del principio variacional también se pueden escribir de la siguiente
manera:

. OF OF
F="—"—¢"+—p 2.1

en donde F(g,p) es una funcién arbitraria de las variables canénicas. Si sus-
tituimos los valores de (2.14) y (2.15) para ¢" y p,, expresamos a (2.17) como

F={F H} +X"{F,¢n}, (2.18)

o bien,
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F={F H} +X"{F én}={F. H+ "¢} (2.19)

Asi las ecuaciones de movimiento son escritas de manera concisa usando el
formalismo de los paréntesis de Poisson, los cuales se definen como

oF 0G  OF 0G

ey = 9q" Op,  Opn Dg

(2.20)

donde G(gq,p) es otra funcién arbitraria. Los paréntesis de Poisson cumplen
con las siguientes propiedades:

(I) Antisimetria: {F,G} = —{G, F'}.

(IT) Linealidad: {c\F + oG, B} = c1{F, B} + c2{G, B},

con ¢ y co constantes.

(ITI) Elemento neutro: {c,F'} =0,
con ¢ una constante.

(IV) Identidad de Jacobi: {F.{G,B}} + {G{B,F}} + {B{F,G}}=0.

(V) Regla de Leibnitz: {FG,B} = F{G, B} + {F, B}G.

Algo importante que debemos de tomar en cuenta en el formalismo de los
paréntesis de Poisson es que las ecuaciones de constriccion (2.9) no se deben
de usar antes de realizar un paréntesis de Poisson.

2.3.1. Constricciones primarias

Son las constricciones que relacionan las variables dinamicas de la teoria
Hamiltoniana (momentos y coordenadas), estas restringen la dindmica en el
espacio fase a una hipersuperficie llamada superficie de constriccién primaria.
Las constricciones primarias tienen la forma,

Om (4", pp) = 0. (2.21)
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Estas ecuaciones son llamadas ecuaciones débiles, o constricciones que son
débilmente cero. Las cuales solo pueden ser usadas después de haber traba-
jado todos los paréntesis de Poisson de la forma mostrada en la ec.(2.19),
hasta que tengamos la posibilidad de obtener las ecuaciones de movimiento
de una manera concisa,

F~{F Hr}. (2.22)

2.4. Algoritmo de Dirac-Bergmann

2.4.1. Constricciones secundarias

Ahora veamos algunas de las consecuencias de las ecuaciones de movimiento
(2.19). Como primer requisito para la consistencia del método es asegurarnos
de que la superficie de constriccién (2.21) se preserve bajo la operacién del
paréntesis de Poisson, i.e. que se preserve en el tiempo, para ello se requiere
que

G = {¢m, Hr} = 0. (2.23)

En este proceso pueden aparecer nuevas constricciones ¢y, llamadas constric-
ciones secundarias. Con k = M +1,..., M + K, y en donde K es el niimero
total de constricciones secundarias. Si durante el proceso vuelven a obte-
nerse mas constricciones, tenemos que imponer la condiciéon de que éstas se
preserven en el tiempo qbk ~ 0. Debemos de verificar si pueden surgir otras
generaciones de constricciones al repetir el proceso, hasta que ya no se en-
cuentren nuevas constricciones.

2.4.2. Ecuaciones débiles y fuertes

Antes de continuar cabe mencionar que hemos introducido el simbolo & para
denotar una igualdad débil en la ecuacion de constriccion. Esta cantidad estd
restringida numéricamente a ser 0. Sin embargo, no es idénticamente cero a
través del espacio fase. Esto significa que su paréntesis de Poisson con las
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variables candnicas no es cero.

Por otro lado, una ecuacién que se mantiene a través del espacio fase y no
solo en la subvariedad ¢; ~ 0 es llamada fuerte y se utiliza el simbolo = en
este caso.

2.4.3. Constricciones de primera clase y segunda clase

Después de obtener las constricciones primarias y secundarias, definimos una
clasificacion diferente de constricciones, o bien, de funciones definidas en el
espacio fase. Lo cual nos llevara al concepto de funciones de primera clase y
de sequnda clase.

Cantidad de primera clase: Una funcién F(q,p) es de primera clase si
su paréntesis de Poisson con cada constriccién es débilmente cero

{F,¢a} =~ 0, (2.24)
con A=1, ..., J. En donde J=j; + jo + ... + jn, siendo jy el nimero de cons-

tricciones de n-ésima generacion.

Si F' es de primera clase, entonces {F, ¢4} tiene que ser fuertemente igual a
alguna funcién lineal de ¢g. Asi tenemos que las ecuaciones fuertes son

{F,9a} = f£(q:p)¢5- (2.25)

Cantidad de segunda clase:  F(q, p) de segunda clase no satisface (2.24)
ni (2.25). Se dice que es de segunda clase si existe al menos una constriccion
tal que su paréntesis de Poisson con F' no se hace cero. Ahora podemos definir
las constricciones de primera clase y las constricciones de sequnda clase.

Constricciéon de primera clase:  Son todas aquellas constricciones G,
que satisfacen

{Ga, b5} = Clp(a,p)oc = 0, (2.26)
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cona=1,...,I, donde I el niimero de constricciones de primera clase. En este
caso no es posible determinar los multiplicadores de Lagrange asociados a las
constricciones ya que son parametros arbitrarios que aparecen en la solucién
de las ecuaciones de movimiento.

Constricciéon de segunda clase: En el caso de las constricciones de se-
gunda clase nos es posible determinar los multiplicadores de Lagrange gracias
a la existencia de la matriz C,3 = {Xa, xs}, formada por los paréntesis de
Poisson de las constricciones de segunda clase. Esta matriz cumple con la
caracteristica de que su determinante es diferente de cero sobre la superficie
de constriccién, lo cual hace que la matriz C,p sea invertible.

Para constricciones de segunda clase x, y X tenemos

{Xon XB} = Ca,ﬁ- (227)

Las caracteristicas de Cyg nos permiten mostrar que todos los multiplicado-
res de Lagrange asociados a las constricciones de segunda clase, pueden ser
determinados. Las constricciones de segunda clase no pueden ser interpre-
tadas como generadores de norma, por ello las transformaciones candnicas
generadas por estas constricciones no preservan todas las constricciones ¢;

~ 0.

2.4.4. Constricciones de primera clase como generado-
res de transformaciones de norma

La presencia de funciones arbitrarias \™ en el hamiltoniano total nos dice
que a pesar de que un estado fisico esté univocamente definido una vez que
es dado el conjunto de ¢’s y p’s, el postulado inverso no es cierto. Ya que hay
mas de un conjunto de valores de las variables candnicas que representan un
estado fisico. Si damos un conjunto inicial de variables canénicas a un tiempo
t1, estas definen completamente el estado fisico a ese tiempo, y esperariamos
que las ecuaciones de movimiento determinen totalmente el estado fisico a
otros tiempos.

Los coeficientes A son funciones arbitrarias del tiempo, lo cual significa que
el valor de las variables candnicas en t, dependera de la eleccién de A en el
intervalo de tiempo t;<t<t,. La diferencia entre los valores de una variable
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dindmica F’ a un tiempo ¢, corresponde a dos diferentes elecciones de dos fun-
ciones arbitrarias A™, \™ a un tiempo 1, con IA™= A"—\" de tal forma que

SF = SN™{F, épn}. (2.28)

Como la transformacion (2.28) no altera el estado fisico a un tiempo ¢, po-
demos decir que las constricciones de primera clase generan transformaciones
de norma. Aunque en general las transformaciones del tipo ec.(2.28) no son
las tinicas que no cambian el estado fisico. Los dos siguientes resultados son
validos.

1.- El paréntesis de Poisson {gzﬁm,qb;n} de dos constricciones de primera clase
cualesquiera, genera una transformacién de norma. Es decir, las transforma-
ciones generadas por las constricciones de primera clase preservan todas las
constricciones tanto de primera como de segunda clase, y por lo tanto mapean
un estado permitido en otro estado permitido.

2.- El paréntesis de Poisson {¢™ H'} de cualquier constricciéon primaria
de primera clase ¢™ con un hamiltoniano de primera clase H' genera una
transformacion de norma. Asi, el paréntesis de Poisson de dos generadores
de norma permanece como un generador de norma.

2.4.5. Constricciones de segunda clase y el paréntesis
de Dirac

Las constricciones de segunda clase no pueden ser interpretadas como genera-
dores de norma, por ende las transformaciones canénicas generadas por una
constriccion de segunda clase x no preserva todas las constricciones ¢;~0.
Como no son generadores de simetrias, mapean estados permitidos en esta-
dos no permitidos.

Las constricciones de segunda clase siempre pueden ser tratadas como las de
primera clase si uno incluye variables adicionales al problema tal que C,3 no
sea invertible. Consideremos el ejemplo mas sencillo de una teoria con cons-
tricciones de segunda clase, con N pares de coordenadas candnicas en donde
el primer par (q',p;) estd constrenido a ser cero, tal que las constricciones
son las siguientes:
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X1 =¢"~0, (2.29)

X2 =p1 =~ 0. (2.30)

En donde vemos que son de segunda clase ya que

{x1,x2} =1%0. (2.31)

Por las ecuaciones (2.29) y (2.30) vemos que los primeros grados de liber-
tad no son importantes, por lo cual podemos descartarlos y trabajar con los
paréntesis de Poisson modificados

N
. N [OF G 9G OF
(FGy =Y < S B 3pn) . (2.32)

n=2

El trabajar con (2.32) de dos constricciones (2.29) y (2.30) significa que pode-
mos fijar y, igual a cero antes de evaluar el paréntesis (usamos el paréntesis
* en vez de el paréntesis de Poisson); es decir, podemos fijar el conjunto de
constricciones de segunda clase fuertemente igual a cero. Las ecuaciones de
movimiento para (n>2) grados de libertad permanecen invariantes si reem-
plazamos el paréntesis de Poisson original por el paréntesis modificado.

Paréntesis de Dirac: Dirac propuso la generalizacién (2.31) para un con-
junto arbitrario de constricciones de segunda clase. Debido a que C,3 es una
matriz invertible, su inversa estd dada por C*? tal que:

CPC, =02 (2.33)
Y asi queda definido el Paréntesis de Dirac como

{F’ G}* = {F7 G} - {Fa Xa}CaB{Xﬁa G}7 (2'34)
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el cual tiene las propiedades de los paréntesis de Poisson:

(I) Antisimetria: {F,G}* = — {G, F'}".

(IT) Linealidad: {c1Fi + coFy, G} = c1{F1,G}* + ¢ {F>, G}*.

(ITI) Regla de Leibnitz: {F\F, G }* = Fi{F,G}* + F{F,G }*.

(IV) Identidad de Jacobi: {F{G,R}*}*+{RA{F, G} }'+{GA{R, F }*}*=0.

(V) Elemento neutro: {x,, F'}*=0.

2.5. Ejemplos

Ejemplo 1 Consideremos la accién clasica de una particula

S = /: dt (%m(f - V(q(t))) . (2.35)

Ahora parametrizamos a t tal que ¢ — 7(t), ahora t ya no es un pardmetro,
sino una variable de la que depende el lagrangiano. Al parametrizar ¢t obte-
nemos

dt
dt=[—1]d 2.
(dT) T, (2.36)
dt = idr. (2.37)

Mientras que para ¢(t) = ¢(7) obtenemos
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@EE e

La accién bajo esta parametrizacion se ve como

- [ () [ (8) (8) (6) v
- Lo () () () v (). e

S:Lith§—vmﬂﬂ.

Asi, el lagrangiano del sistema parametrizado es

L:-m%—vwﬂﬁ (2.40)

Obtenemos las ecuaciones de movimiento.

Para q:

4oy oL
dr \ 0q oqg

d (mqg aV .
— | — —t=0
dT<t)+8q ’

. .. 2.41
m g — gt —1—8—‘/15—0 ( )
{2 aqg
g gt ov .
- — - —t: .
m(t t2>+ 3 0

En donde el momento generalizado asociado a ¢ es:
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oL mg
P=—=—. 2.42

Para t:
d (OL\ 9L _
dr \ ot ot

L (-2 —vigery) - Z -0

dr 2 ot
d mq?
— (== _vV =0
& (5% - vam) =o
m (264G — 24t ov .
(2 ) =0 .
g ¢\ oV
—m (5 = ) - Z-d=0,
12 3 dq
e
qq q°t oV
—m (-0 i =0,
(t t2> dg ‘!

En donde el momento generalizado asociado a t es

oL P?
v = = —5- — V(e(7)),
P2
Pt‘{’ﬁ—FV(q(T)) = 0.

Asi vemos que hemos llegado a una expresion que nos dice que los momentos
generalizados del sistema no son independientes entre si, este resultado como
producto de la parametrizacion del tiempo ¢ nos definird una constriccion en
el sistema de la forma

P2
G(Pi Prya,t) = Pt 5=+ V(q(7)),

G(Ptapan7t) ~ 0.

(2.45)
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Usamos la transformada de Legendre para construir el Hamiltoniano canéni-
co, el cual tiene la siguiente forma:

H.= PG+ Pi— L. (2.46)

A partir de la forma de (2.46) podemos usar el teorema de Euler sobre fun-
ciones homogéneas. Observamos que el primer sumando es una funciéon ho-
mogénea de orden 2=1 en las velocidades; entonces,

. 0L oL .
Pi+Pi=g+<i—qL=1, 9.47
¢ + 1 (9ch+ o ( )
Y asi (2.46) nos quedarfa como
L L.
a—.q+%t—L_QL—L_L—L_O. (2.48)
q

De esta manera se puede ver de inmediato que el Hamiltoniano canénico es
0. Ahora bien, si queremos calcular explicitamente H. usando la constriccion
obtenemos lo siguiente:

H.= P,g+ Pt — L,

_ 1 .
= Pyq+ Pt — s + V(q)t,
2{
=Pg+ Pt — -2 +V(g)i
aqt Rt =5 -+ (9)t,
P2 P2 (2.49)

=9 L pi— 91 L V(g)t
m 5 2m+ (9)t,
. P% .

=Pt+ L + V()i

t+2m+ <Q)7

P2
=i(P+-L =0.
(t+2m+V(Q)> 0
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Y como Hy = H. + MG, en este caso tenemos que

Hp = )G,

Hp =\ (Pt + L i V(q)) . (2.50)

2m

Sean ¢' = (t,q) y P, = (P, P,), entonces calculamos:

Pq = {qu HT}>
_ OP,8Hr OP,9Hr
" dqi 0P, 0P, d¢' "’
o an 0HT
0P o¢i (2.51)
an 8HT
0P, 0q
1%
—)\a—q.

Lo mismo para F; :

: OH
P, = {P, Hy} = _a_tT = 0. (2.52)

Realizamos el mismo procedimiento para las coordenadas del sistema:

q= {CL HT}: t= {t, HT},
OHr OHr
oP, (2.53) 9P, (2.54)
= )\&. =\
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Ahora para comprobar el método de Dirac utilizamos el multiplicador de
Lagrange A y las ecuaciones anteriores. Cabe destacar que ¢t = % y =4

dr’
mientras que ¢’ = %. Asi, del resultado de la ecuacién (2.53)
Py 4 _dg
Yo _4_d_ , 9.55
m t dt 1 ( )

Y usando el resultado de la ecuacién (2.51) y la ec. (2.54) obtenemos lo si-
guiente:

8V Pq dpq /
———=—=—=PF. 2.56
dg t dt 1 (2:56)

Notemos que al derivar P, con respecto a ¢ de la ecuacién (2.55) y al sustituir
el resultado en la ecuacién (2.56) obtenemos

mq" + — =0. (2.57)

Y asi se observa claramente que hemos recuperado la ecuaciéon de movimiento
de Euler-Lagrange del sistema sin parametrizar. Al recuperar las ecuaciones
hemos comprobado el método de Dirac para este ejemplo.

Ahora, a nivel cudntico debemos promover las constricciones de primera clase,
en este caso (2.45), al nivel de operadores en el espacio de Hilbert. Podemos
ver a nuestra constriccién como un operador unitario, o bien, como el gene-
rador de una simetria que deja invariante al estado fisico [¢)

G ) = [y, (2.58)

en donde € es un pardametro real infinitesimal, y G es el generador de una
transformacién infinitesimal. De esta manera podemos hacer una expansion
de la transformacién de la siguiente manera:
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(2.59)

Podemos extender el resultado de la ec.(2.59) para un conjunto de constric-
ciones (G4, en donde a = 1,...n, con n el nimero de constricciones

G [9) = 0. (2.60)

La ec.(2.60) representa la versién cuantica de las constricciones, las cuales
ya han sido promovidas a operadores, y que ademés operan sobre un estado
fisico |¢) de tal manera que lo aniquilan. Esto proviene de pedir que los es-
tados en el espacio de Hilbert sean invariantes de norma (2.58).

Volviendo a (2.59), ahora escribimos la constriccién G en una base que de-
pende de ¢ y t en el formalismo de Heisenberg, en donde proyectamos a v en
la base de ¢, t:

(q,t| G ) = G(P,, P, 4, ) (g, t]¥)

.0 0
=G (—Zha_qa _Zhaa q, t) <q,t‘¢> :

(2.61)

De esta manera podemos decir que 1) = 9(q,t). Y ademads las coordenadas
se promueven a operadores bajo las siguientes prescripciones:

. B,
P P = —ih—

ot’
: . 0 2.62
Py By = =ity (2.62)

q(t) = 4(1), t—t.



2.5. EJEMPLOS 19

Reescribimos la Ec(2.45) y la hacemos actuar sobre una funcién de onda
que depende de q y t

WOt 0v(a.t)
2m  0¢? ot

+ V(g)¥(q,t) = 0. (2.63)

Reconocemos que el Hamiltoniano es el momento asociado el tiempo P, y
asi llegamos a la ecuacion de Schrodinger.

L 0v(g.t) h? 92
Hqy = th = _%a_qQ +V(g)| ¥(g,t). (2.64)

En este ejemplo realizamos una parametrizacién del tiempo sistema, anadien-
do un nuevo parametro 7 y promoviendo a nuestro tiempo original a una
variable més. Encontramos la constriccion del sistema, la cual nos permi-
ti6 calcular el Hamiltoniano total y por ende la evolucion temporal de las
coordenadas y momentos. Comprobamos el método al encontrar la ecuacion
de movimiento que depende del pardametro inicial; es decir, la ecuacién de
movimiento del sistema sin parametrizar. Posteriormente, para el proceso de
cuantizacion, promovimos las coordenadas a operadores, asi como también
promovimos la constriccion del sistema clasico a un operador en particular,
un operador que actiia como generador de una simetria sobre el estado fisico
|1)). Y finalmente logramos expresar la version cudntica de la particula clasi-
ca parametrizada, mediante la ecuacion de Schrodinger; el haber realizado
inicialmente la parametrizacién del tiempo, nos permitié poder llegar a es-
ta ecuacién de una manera directa, considerando también a la constriccion
clasica como un operador importante a nivel cuantico.

Ejemplo 2 Consideremos ahora el problema clasico de un rotor rigido bi-
dimensional, cuyo movimiento se ve constrenido a moverse en un circulo de
radio a. El lagrangiano del sistema es

L= %m(ﬂ +120%) — A(r — a). (2.65)

Calculamos los momentos generalizados:
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oL

P = —my 2.66
= O (2:60)

oL o
= — =mrb, 2.67
=2 (2.7

oL

=—=0 2.68
= (269

Al calcular el hamiltoniano total obtenemos:

Hp = H, + uPy = Py + Pyl + P\A — L + uPy,

. .1 1 .
= P.r+ Pyl + P\ — §m7*2 — §mr292 + A(r —a) + puPy,

P, P 1 (P\® 1 P \?
=P, (—T) + Py (—62> —-m (—) — —mr? (—6) + A(r —a) + pPy,
m mr 2 m 2 mr?

P P}

T

=5-+5 + A(r —a) + pP.

(2.69)

Notemos que la ec. (2.68) nos define ya una constriccién del sistema, evolu-
cionamos esta constriccion calculando Py y encontrando que,

P\ = {P\, Hy},
OP\OHy 0Py OHy
0N 0Py, 9P, O\ (2.70)
OHyp
=~ =—(r—a).

Como la evolucién temporal de Py nos dio como resultado algo diferente de
cero, se trata de una constriccion secundaria que renombramos como ¢ .
Ahora nosotros imponemos que ésta se debe preservar en el tiempo; es decir,
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que se cumpla que Py ~ 0; entonces,
o =r—a=0. (2.71)

Evolucionamos la constriccién secundaria para ver si encontramos nuevas
constricciones:

¢1 = {gbl:HT} = {(r - a)vHT}7
94 0Hr  O¢y OHy
~ 9r OP.  OP. or’ (2.72)
_OHr P

oOP.  m’

Al pedir que la constriccién secundaria se preserve imponemos ¢; =
Lo cual ha dado lugar a una constriccion terciaria de la forma:

s
2
(@]

$2 =P, = 0. (2.73)

Evolucionamos en el tiempo a nuestra constriccion terciaria:

¢o = {2, Hr},
0y 0Hr  O¢y 0Hr
~ or OP. 0P, or ' (2.74)
OHp P2

or mr3

Como en la evolucién de la constriccion terciaria obtuvimos el multiplicador
de Lagrange A\, podemos establecer en este punto, la igualdad estricta, de tal
manera que

. P2
= —2 —A=0. (2.75)

mr3
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Y facilmente evaluar el multiplicador de Lagrange,

2
Ty
mr3

A= (2.76)

Por lo tanto, podemos clasificar a nuestro par de constricciones (2.71) y (2.73)
como constricciones de segunda clase, y asi las renombramos como

X1=¢1=1—a,

X2 = ¢2 = D (2.77)

Entonces, la matriz C,p es

{xexat {x2 xe}

Cop = ({Xl,xl} {X17X2}> ' (2.78)

Calculamos las entradas de la matriz:

{x,,xai} ={r—a,r—a} =0,
{x2, x2t ={F, B} =0,
{x1.x2} ={r—a, P} =1,
{x2, x2} ={Pr,7 —a} = —1.

(2.79)

Por lo tanto C,p y su inversa son:

Cop = (_01 é) : (2.80) C* = ((1) _01> : (2.81)

En este momento podemos calcular el paréntesis de Dirac de la siguiente
manera:
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{AvB}* = {A7 B} - {A7Xa}caﬁ{X57 B}v
{7“, PT}* = {T, PT} - {7"7 X2}021{X17 Pr}>
{r,P}Y ={r,P.} —{r,P.}C*{r —a, P},
(P} =1-11)1)=1-1=0.

(2.82)

Y asi promovemos estos paréntesis a conmutadores para poder realizar el
proceso de cuantizacién,

[, P,] =0. (2.83)

Ejemplo 3 Consideremos ahora el oscilador armoénico amortiguado, cuyo
lagrangiano correspondiente es

L= (G - Sate?). (2.84)
2 2
con la ecuacion de movimiento
mqg + bq + kq = 0. (2.85)
En donde F' = —bg es una fuerza de fricciéon. Entonces, la accién de este

sistema no conservativo es

ty
S = / ebt/m (ch — ch) dt. (2.86)
" 2 2

En esta ejemplo vamos a realizar la parametrizacién del tiempo ¢ +— 7(1),

donde
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. d ]
dt =dri, L =-1 (2.87)

dt — +

Bajo estos cambios la accion se vuelve

b mq* k.
S = dr [e?/™ [ =2 — 2% )| . 2.88
/ti T{e (2 i 2! )] (2.88)

. 2 k ..
L=L(q,q,t,t7)=em (%q— — §q2t) . (2.89)

oL mq
P, =—=¢Wm (2 2.
0L mq¢* k.,
P=r=c ( 7750 (2.91)

De la ec.(2.90) podemos obtener la siguiente relacion:

e~tt/m, (2.92)

L)
3 |u

Ahora sustituimos 4 en la ec. (2.91) y obtenemos
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P, >k
P, = 6bi&/m _T _qe—bt/m . _q2 :
2 \m 2

P : 2.99)
IDt — __qe—bt/m . _q2ebt/m'
2m 2

Asi, podemos ver a la constriccién del sistema como

P? kq?
¢:B+§ifwm+gwwmz0 (2.94)
m

Promovemos las coordenadas a operadores bajo las siguientes prescripciones:

- 0

P, P, = —th—
t = I ? ot

- 0
P, — P, = —ih—,
dq (2.95)

> 2 O°
Pq — —h a—q2,
qg—q4=q

Entonces la expresion cudntica de (2.94) estd escrita de la siguiente forma,

2 . a’lvb(q’t) _ h2 —bt/mazw(cbt) k bt/m 2
Hy(g,t) = @hT = 5€ 3 5 (G

(g,t). (2.96)

De la ecuacién anterior observamos que al realizar la cuantizaciéon no obtuvi-
mos como resultado directo la ecuacion de Schrodinger, debido a los términos
con exponenciales presentes. Lo cual da pie a que posteriormente proceda-
mos haciendo uso de las transformaciones canénicas. Ahora, calculemos el
hamiltoniano canénico del sistema:
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H.= P+ Pi—1L,

P2 2k, mq* k.
i i (N e (8K 5\ g (MG
e = ¢ ( i)re of 2! c of  21%)°

H.=0.

(2.97)
Asi el hamiltoniano total queda definido por la constriccion,
HT:Hc+)\¢:)‘¢7
pP? kq? 2.98
2m 2

Calculamos la evolucion temporal de las coordenadas y momentos del siste-
ma:

OHrp

P,={P, Hr} = e — (kge™) | (2.99)
P, ={P, Hy} = _a% = A (—Qb—zq?e—bt/m + %e“/m) : (2.100)
¢={q,Hr} = %gj =\ (%ebt””) : (2.101)
i={t,Hr} = %if =\ (2.102)

Notemos que de la ec.(2.99) podemos obtener
% = % = —kge/™, (2.103)

Anélogamente, de la ec.(2.100) obtenemos
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Pt _ ﬁ _ bqu bt/m qu efbt/m.

G (2.104)

t dt 2m€ 2m?2

A partir de (2.102) ya podemos determinar el multiplicador de Lagrange A,
el cual sustituimos en la ec. ¢ (2.101) y obtenemos

q' — t (ie—bt/m> ’
_ m (2.105)
g _ @ _ &efbt/m
t dt m )

Finalmente, derivamos esta tltima expresién con respecto a ¢, sustituimos £,

r_ dPg
qu_ dt -

q// i i <—quebt/m + Péebt/m) =0,

m\ m (2.106)

mq” +bqg' + kg = 0.

Asi recuperamos la ecuacién de movimiento del oscilador arménico amorti-
guado en el tiempo original, por lo cual el método es consistente.

Volviendo al Lagrangiano de la ec.(2.84), y haciendo uso de transformacio-
nes canonicas, podemos obtener la solucién clasica. Primero construimos el
Hamiltoniano con la transformada de Legendre, en donde el momento y la
velocidad son:
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2 2.109
_ p efbt/m + Eq2ebt/m. ( )
2m 2

Mientras que las ecuaciones de movimiento de Hamilton son las siguientes:

ap ’ p= _8_7
(2.110) q (2.111)
ﬁe—bt/m’ _ _kqebt/m.
m

Ahora hacemos uso de las siguientes transformaciones canonicas, las cua-
les nos ayudaran a simplificar el hamiltoniano, eliminando la dependencia
explicita del tiempo:

Q = qe?/*m, (2.112) P = pe t/m, (2.113)

La funcion generadora de las transformaciones canoénicas es de tipo 2, ya que
depende de ¢, P y t:

Fy(q, P,t) = e?/*™qP. (2.114)

Asi, nuestro nuevo hamiltoniano escrito en términos de las transformaciones
canonicas es una funcién K que depende de @), P y t:

oF.
K(Q,Pt)=H(q,p.t)+ a—j,
P2

k 2 b bt
_ ad g pebt/2m 2.115
5 T 5@ g —alet ( )
P2 k., b

=— 4= — PQ.

2m+2Q+2m @
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Notemos que K no depende explicitamente del tiempo, por lo tanto para
este nuevo hamiltoniano la energia se conserva. Ahora resolvemos las ecua-
ciones de movimiento para (2.115) utilizando la ecuacién de Hamilton-Jacobi

1 /9S\?* &k oS 08
%(@) +§Q Q(aQ) =0, (2.116)

como K no depende explicitamente del tiempo, K = oy = cte, tal que
S =W — aqt, (2.117)

y asi la ecuacién de Hamilton-Jacobi se puede escribir como

aaQW , 2 2 881?/ (2.118)
ow la

Como la ecuacion anterior es una ecuacion cuadratica en el término ok
resolvemos de la siguiente manera,

g_g = ——Q + = \/ — 4mk)Q? + 8may, (2.119)

esta expresion puede integrarse de manera directa,

W(Q,o) = ——Q2 /dQ\/ — 4mk)Q? + 8may. (2.120)

Ahora derivamos con respecto a ay,
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Q = g_W =t+ 517
aq
_ aQ
B :|:2m/ V(2 —4mk)Q? + 8may (2.121)

— :|:2—m aresin MQ
T \VAmk — b2 Sma; '

Suponemos que 4mk > b*:

,  A4Amk — b
0T Tqm2
dmk — 6 kW
8m fn im 2 (2.122)
“ 2 \m 4m2) !
= S

Entonces,

1
t + 1 = — arcsin (1 /ﬂon) : (2.123)
Wo 20[1

Finalmente, la solucion al sistema, en términos de la coordenada transforma-

da () es

1

Qt) = j:w—o %o‘sm[wo(t + B1)]- (2.124)

En términos de la coordenada ¢ original, la soluciéon se ve como

q(t) = Q(t)e /> = i\/ %ebmmsz’n[wg(t + A1)l (2.125)

Wo
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en donde las constantes 1 y 31 son determinadas por las condiciones iniciales.
En este ejemplo nos dimos cuenta que para cuantizar el sistema tendriamos
que hacer uso de la ec.(2.94). Sin embargo, la misma forma de la ecuacién
nos sugiere el uso de transformaciones canoénicas, ya que la correspondencia
con la ecuacién de Schrodinger no es directa, como se muestra en (2.96).

En el ejemplo de la particula parametrizada consideramos a las constriccio-
nes como generadores de simetrias del sistema. Y recordemos que en el caso
clasico, el grupo mas grande de simetrias es el de las transformaciones canéni-

cas. Si usamos las transformaciones (2.112) y (2.113), podemos reescribir la
accion en términos de estas nuevas coordenadas.

S = / Ldt,
) /dt(PQ o (2.126)

En donde K es el nuevo hamiltoniano de la ec.(2.115); entonces,

S = /dt <PQ————Q2—— Q>. (2.127)

Ahora tomamos la variaciéon de la accién con respecto a P;

_o_ P (2.128)

Sustituimos P en K de la ec.(2.126) y obtenemos que
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1 . bO\? Kk b . b
K=— (m@ — —Q> + 5@? + % (mQ — TQ) . (2.129)

Entonces, la accién se ve como

2
S-/dt[@(mQ—gQ>—%(mQ—gQ) —g@—%Q(mQ—gQ)],

- Moy b ko, B
—/dtbQ—gQQ—§Q +8—mQ].

(2.130)
Asi, el nuevo Lagrangiano es
- om . b . ko b2
L=—Q*—-QQ - (= —-— Q> 2.131
2 @ 2QQ <2 8m) @ ( )

Calculamos la ecuacién de movimiento de Euler-Lagrange para (2.131):

d (0L ai_o
a\og) "o~ "

. b2
me@ + Q (k:——) =0.
4dm

(2.132)

Sustituimos Q = ¢e’/?™ y derivamos dos veces. Sustituimos en las ecuaciones

de Euler-Lagrange y observamos que obtenemos la ya conocida ecuacién de
movimiento del oscilador arménico amortiguado

mi + bg + kq = 0. (2.133)
Notemos que el término —gQQ de la ec.(2.131) es una derivada total, por lo

cual no afecta las ecuaciones de movimiento. Sin embargo, no vamos a des-
cartarlo, ya posteriormente veremos que es importante en la teoria cudntica.
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Ahora bien, podemos parametrizar el tiempo (como en los ejemplos anterio-
res) en la accién dada por la ecuacién (2.130) de tal forma que

t— T,
dt = drt,
sz_@ _0. (2.134)
T .
Q@ _ @
dt i’

Entonces, definomos una nueva accion S,

s_ [T ai|m (@) b, (Q) k@ PQ
- th[?<7>_§Q<?>_T+ 8m]v

. , ) (2.135)
i m Q) b_ . kQ°. bQ°.
= [ dr |=% —-QQ - =i il .
/ﬂ, T[Qt 90~ +8m]
Con el lagrangiano correspondiente,
5 m Qz b . kQ2 ) b2Q2 ]
L= ———- - —t t. 2.1
2t QQQ 2 * 8m (2.136)
Calculamos los momentos Py y P
oL Q b
Po=—=m—+—=0Q, 2.137
2= 55 =My 5@ (2.137)
oL 2k b2Q°?
p= Ot m& kg V& (2.138)

ot 12 2 8m
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Se puede verificar rdpidamente con el teorema de Euler para funciones ho-
mogéneas que el Hamiltoniano candnico se anula, debido a que

. .. 8L - L. . . .
HC:PQQ+Et—L':g—QQJr%t—L’:L/—Lf:o. (2.139)

Para encontrar la constriccién del sistema ¢, expresamos (2.138) en términos
, bQ ..

de los momentos, sustituyendo la cantidad % = % + 5,25 entonces,
Py Q17 kQ*  bPQ?
Pt — _@ _Q + _Q _ i + Q ,
2 m  2m 2 8m (2.140)
P = Pé kQZ b PoQQ =—-H
T om 2 om 9
Por lo tanto, la constriccion del sistema es
¢—P‘22+kQ2+ bPQ+P~0 (2.141)
T om 2 om= ¢ e ’

Notemos que el término Py en (2.140) conlleva un problema de ordenamien-
to para hacer la cuantizacién. Lo cual nos motiva a abordar posteriormente
la cuantizacién de este sistema utilizando la integral de trayectoria.



Capitulo 3

Simetrias del sistema no
conservativo

3.1. Introducciéon

El concepto de simetria en sistemas fisicos conlleva una invariancia de las
ecuaciones de movimiento, cuando un grupo de transformaciones continuas
son aplicadas al Lagrangiano o al Hamiltoniano del sistema. El teorema de
Noether relaciona estos conceptos por medio de una dependencia reciproca
entre las simetrias de una teoria con la existencia de cantidades (cargas y
corrientes de Noether) fisicas que ser conservan.

En este capitulo se calcula la carga de Noether asociada al oscilador arménico
amortiguado. A pesar de que se trata de un sistema no conservativo debi-
do a la dependencia explicita del tiempo ¢ en el Lagrangiano, tenemos una
cantidad conservada, la cual resulta ser el Hamiltoniano del sistema, escrito
en términos de las transformaciones candnicas que nos permiten eliminar la
dependencia temporal explicita.

3.2. Principio variacional

3.2.1. Variaciones virtuales

Cuando fijamos el tiempo en una variacién ( 0t = 0 ), pero variamos las
posiciones tenemos lo que son las variaciones virtuales, definidas como

6q" = ¢"* — ¢~ (3.1)

35
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Al tomar la variaciéon de la accion obtenemos:

to t2 -
55 =3 [t Lia.q) = [ dtdLido,
h h (3.2)

t2 OL ~ OL ~
- dt [ == 6q" + == 5"1).
/tl (8(1“ 1 9q” 1

Debemos resaltar que la variacién virtual conmuta con la derivada total,

= —0q". (3.3)

Entonces, al aplicar esto en la accién e integrando por partes, obtenemos

t2

)

h (3.4)

- t2 OL d OL)\ - oL ~
08 = dt - — 0q° 6q°
S /t <3q“ d aq'a) ¢+ L&;a q
0

9L d L -,
_/tl a <8qa_£aqa) o=

Imponiendo que las variaciones virtuales se anulan en los extremos

5qa(t1> = Sqa(tg) =0. (35)

Por lo tanto, para variaciones virtuales de la accién, se obtienen las ecuacio-
nes de Euler-Lagrange

d (0L oL
Y CANT a0
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Ademas, definimos

~ oL d 0L\ - d (0L -~
E=0L = — @ — a . 3.7
’ (aqa dtaq'a>5q T (8@@‘”) (3.7)

3.2.2. Variaciones reales

En este tipo de variaciones se varian tanto el tiempo como las posiciones,
0g" = ¢ (t') — ¢*(t). (3.8)

La variacién de la accion es la accién en las coordenadas transformadas me-
nos la accién original,

to . to
58:/ dt’L’(q’,q',t’)—/ dtL(q,q,t). (3.9)

t1 t1

De donde se tienen las siguientes relaciones de las variaciones:

St =1t —t, (3.10)
8q% = 0¢" + 6tg”, (3.11)
84" = Ot§* + 6" (3.12)

Sustituyendo estas variaciones en la variacion de la accién (3.9), obtenemos
que 0L es

oL oL .. 0L
0L =L"—L=—-—0¢"+ -=0q* + —-0t. 1
8qaq+aqaq+at (3.13)
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Entonces, al desarrollar obtenemos:

oL oL oL
0L = —6¢" + —0 —t,
900+ 50T
oL [~ oL /- oL
— a - a a oa _ t
o <5q + 0tq > + Eym <5q + 0t ) + 8155 ,

(9L dOLNg . d (L] (0L  OL. OL\.
“\og  dtage ) Tar [\ g ) ! aget Tt T o )"

- dL
=0L+ Edt'
(3.14)

Por lo tanto, la variacién real del Lagrangiano se puede escribir en términos
de su variacion virtual:

dL
0L=L'~ L =0L+—5t (3.15)

Sustituyendo estos resultados en la accién (3.9), ésta adquiere la siguiente
forma,

(3.16)

Ahora usamos el resultado de la ec.(3.7) en la ecuacién anterior, y suponien-
do que se cumplen las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenemos
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b T/OL  dAL\., d[0L-.\ d
os = ot (5~ i) 3o+ 3 (o) + ponn

d /oL
T (s s
/t1 dt (a ¢+ )

En este punto es conveniente introducir la deduccién variacional del teorema
de Noether, para comenzar con el estudio de las simetrias de un sistema
clasico.

(3.17)

3.2.3. Teorema de Noether

Debido a que queremos estudiar las simetrias de las ecuaciones de movimien-
to, debemos encontrar la carga de Noether, para ello comenzamos propo-
niendo que la variaciéon de una acciéon dada por S = ftf L(q,q,t) tenga la
siguiente estructura

dof)
0S8 = — dt—. 3.18
| iy (3.18)
Del resultado anterior tenemos que

Q

SL=L—L= —%,
(3.19)

=L =1L- @
dt

De esta manera, la accién se ve como:

dos? 2d (0L
= _— = —_ L
59 /t dt— /t e (a —5q" + ot )d

= / dt (—5q +5tL+ 59) (3.20)

/ dti (gLa (0g* — 0tq*) + otL + 69) =0.
t1
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Y entonces definimos la siguiente cantidad @),

oL oL
= 0¢° — ot | =—q* — L 08. 3.21
Q 94 ( 94 )+ (3.21)
La cual satisface que % = 0, por lo cual ) es una cantidad conservada,

se trata de la carga de Noether que proviene de las simetrias dq y dt, de
las ecuaciones de movimiento. A partir de esta expresién nosotros podemos
conocer las cantidades fisicas que se conservan en un sistema fisico con si-
metrias, posteriormente la utilizaremos para analizar nuestro sistema clésico
en el espacio fase extendido.

3.2.4. Teorema de Liouville

En el caso de un sistema que no depende explicitamente del tiempo, se formu-
la el teorema de Liouville, para sistemas cuya evolucion preserva elementos
de volumen en el espacio fase; es decir, sistemas donde el flujo fase preserva
volumenes. Las variables candnicas (¢, p) a un tiempo t; se relacionan con
las variables (@, P) a un tiempo ¢, mediante una transformacién canénica
en particular. La ec.(3.22) nos dice que el elemento de volumen en el espacio
fase es invariante bajo transformaciones canodnicas; es decir, no varia con el
tiempo. Lo anterior, en términos de fluidos, se puede interpretar como un
fluido incompresible:

El tamano de los elementos de volumen de las coordenadas originales y las
transformadas se encuentran relacionados por medio del determinante de la
matriz Jacobiana |J|,

(dg)(dp) = |J| (dQ)(dP). (3.23)

En donde (dq) = dgqy dgs...dq, 'y (dp) = dp;...dp, se transforman en los
nuevos elementos de volumen: (dQ) = dQ, dQs...dQ,, y (dP)=dP,...dP,.
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Adema3s la matriz Jacobiana es

[0Q1 Q1 0Q1 0Q1]
oq1 0 Op1 Jp
58, 56, 505 o0;
q1 q2 D1 Opn
J =
P, oP, OPn P,
LOn 7 9g¢2 7 Op1 77 Opa |

Cuando se trata de una transformacién canénica el valor absoluto del de-
terminante de la matriz Jacobiana es 1, y con ello se prueba la invariancia
candnica del elemento de volumen en el espacio fase.

Cuando tenemos un flujo que preserva voltimenes en el espacio fase y que
ademas es suficientemente bien comportado, el flujo satisface las ecuaciones
de movimiento, a dicho flujo se le llama flujo Hamiltoniano.

En base a la demostracion que se hace en [15], del teorema de Liouville, lo
verificamos para nuestro problema en el espacio fase extendido. Veamos el
caso de una funcién Hamiltoniana del tipo H = H(q, t, p, p;), donde las ecua-
ciones de Hamilton son las correspondientes a la particula parametrizada del
Ejemplo 1, que se encuentra en la seccién (2.5).

. NG . ONG
D=5 (3.24) i=, (3.26)
ONG . O0MNG

Estas ecuaciones definen un campo vectorial, a cada punto (p,p,q,t,) del

espacio fase le corresponde un vector 4-dimensional (—%—Ij, —%—Ig, %—5, g—g).

El flujo fase es un grupo de transformaciones del espacio fase dado por
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9"+ (p(0),p(0), (0),2(0)) — (p(7), pe(7), q(7), U(T)); (3.28)
donde p(7), pi(7), ¢(7) y t(7) son soluciones al sistema de ecuaciones de Ha-
milton.

El teorema de Liouville establece que el flujo fase preserva volimenes para
cualquier region D; es decir,

volumen de g° D = volumen de D.

Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
dadas por: @ = f(x), = = (p,pi,q,t). Sea

g (z) =z + f(z)T + O(7?), (3.29)

con 7—0.

Y D(0) una regién en el espacio y v(0) su volumen, entonces v(7) es el volu-
men de D(7) de tal manera que D(7) = g"D(0).

Por otro lado, si divf = 0, entonces g™ preserva volumenes; i.e. v(7) = v(0),
para demostrar esto proseguimos de la siguiente manera.

dv /
N~ divfde, 3.30
(dT ) =0 JD(0) (3:30)

en donde dx = dp dp, dq dt; entonces,

g™ x
(1) = det dz. 3.31
o= et % (3.31)

Sabemos que en general

detA = '™ 4 (3.32)
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en donde

A=Id+0f (3.33)

que en términos de sus componentes se ve como

Of; T (3.34)

Aij - 57;j + %

aproximando el logaritmo, en el espacio extendido tenemos

InA;; =~ 8f]
Oz (3.35)
= trinA =tr fl afi. .
oxi'  Ox
Para (3.32) obtenemos
detA = exp fl . (3.36)
P
Calculamos agz a partir de (3.29),
og'x of 9
o Id+ Frl +O(17). (3.37)

Entonces, el determinante de esta expresion es:
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g’ x af

_ a5 2
det e —1—|—Tt7“am + O(79),
4
ofi 2 (3.38)
pum 1 °
+TZ;%a+O“%
=1+ 71divf+ O(7?).
Por lo tanto,
o(T) = / = [1+ 7 divf + O(?)] da. (3.39)
D(0)

Por otro lado, en base a (3.30), si divf = 0; entonces 3—: = 0. De esa manera,
de las ecuaciones de Hamilton (3.24) — (3.27) se obtiene que

d@'vf—g _ONG +i _ONG —l—g ONG +2 ONG _0
- Op dq Opy ot dqg \ Op ot\ op, )

(3.40)

Tomando en cuenta que A = A(7) y que las demds variables son indepen-
dientes entre si. Con esto mostramos que la demostracion del teorema de
Liouville de [15] se cumple para sistemas dependientes del tiempo en el es-
pacio fase extendido, cuya accion es invariante ante reparametrizaciones del
tiempo. Ahora podemos proceder a realizar el ejemplo del oscilador arménico
amortiguado.

3.3. Ejemplo

Consideremos el Lagrangiano del oscilador arménico amortiguado,

. m [T k
Lig ;1) = (—qQ——qZ). (3.41)
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En el Capitulo 1 vimos que asociado a este sistema existe una cantidad que
llamamos K(q, p, t):

2 2
P° _pim . KOG pm b
K(g,p,t) = D bt/ +5- et/ + 5P (3.42)

La carga conservada (3.42) puede ser reescrita como

K(Q,P) = P + gQQ + iPQ. (3.43)

2m 2m

Hay que recordar las transformaciones candnicas que utilizamos:

P =pett/m (3.44) Q = q ™, (3.45)

Ahora calculamos las variaciones de ¢ y p generadas por K; dq y op, utili-
zando (3.42) y tomando un pardmetro infinitesimal €:

0K D bg
6q = {q,eK} B 6<m€ to ) (3.46)
_ _ oK _ bt/m /4
dp ={p,eK} = —¢ o0 € (qk‘e + o ) (3.47)
ot ={t,eK} =0. (3.48)

En seguida calculamos la variacién del Lagrangiano (3.41) y sustituimos

(3.46) y (3.47):
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oL oL oL oL oL
L= %500 50w g = Pso v s
OL = 5,00+ 5500+ 3ot = 5,00+ 5504

6L = '™ (mq 6¢ — kq 6q) .

Para sustituir d¢ y 6¢ en (3.49) reescribimos (3.46) usando p = g—s = mq
et/ entonces,

b b
5q:e(q+—q), (3.50) 5q=e(q‘+—q>.
2m

Sustituimos estos resultados en (3.49) y obtenemos:

bg b
OL = eebt/™ [mq’ (c'j+ _q) — kq (Q—I— _q)] ,
2m 2m

bg? kbq?
_ 6%ebt/m + quq 6bt/m — € q 6bt/m . equ ebt/m7

_ Eb_q2€bt/m Ei mq2 ebt/m . iqqebt/m . Ekbq2 ebt/m — € d k_q2€bt/m
2 dt \ 2 2

2m dt \ 2
2
+ e—kbq elt/m

om ’

— d kqQ bt/m qu bt/m
= —u (76 -5 ")
d
0L = ——6Q.
dt
(3.52)
En donde la cantidad 62 es

2 2
50 = ¢ kiebt/m . ﬂebt/m .
2 2

(3.53)

Utilizando (3.53) y el Lagrangiano (3.41), calculamos la carga de Noether:
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9 , (3.54)
-2 bt/m bqq bt/m k:q bt/m mq bt/m
Q = emg-e +e— +e— —e——e™m,
2 2 2
Sustituimos ¢ = = e~ /™ v obtenemos lo siguiente:
2 2
(P eym  OPT R
@=c <2me o T2 )
P2 kQ? (3.55)
=€e| —+ — —P
@=c <2m o o, Q)
Q = eK.

Veamos que nuestra carga de Noether es el Hamiltoniano de la ec.(2.115)
escrito en términos de las nuevas coordenadas encontradas por medio de las
transformaciones canonicas, las cuales se usaron para eliminar la dependen-
cia explicita del tiempo. Siendo asi K la energia conservada en el espacio fase
extendido, representado por las coordenadas originales y las transformadas:
(¢,p,t,p;) — (Q, P, T, Pr), con la funcién generadora F,. Encontramos las
ecuaciones de transformacion por medio de las siguientes relaciones genera-
das por Fj:

Fy(qi, B) = Fo(q, Py, t, P) = ;P = qP, + tPp = "/*™q P+t P, (3.56)

OF b
OF. =g = Pt g P
=2 =dmp (357) Ly
G = Prt 5 PQ,
2m

(3.58)
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F
OF: _ ge’?m, (3.59) T

OFy
5P t. (3.60)

Q= ~ 35—

Recordemos que de las ecuaciones (2.93) y (2.109) obtuvimos que p; = —H
y asi podemos comprobar de la ec.(3.58) que

Pr=—-H — iPQ = -K. (3.61)
2m

En base a la ec.(3.23), la relacién entre los elementos de volumen de las coor-
denadas originales y las transformadas es la siguiente,

dp dq dp, dt = |J| dP dQ dPy dT. (3.62)

En donde la matriz Jacobiana es

9Q 9Q 0Q  9Q
9¢ ot dp. o
ar  ar T T

OPr O0Pr OPr 0T
81% ot Ope Ie]
0 aP oP 0

Dq ot Opt  Op

ebt/2m %ebtﬂm 0 0
o 1 o0 | _,
S0 () 1 0 |
e—bt/2m _2p_b€fbt/2m 0 e—bt/2m

Por lo tanto, la transformacion es canénica. La carga de Noether que encon-
tramos nos dice que el flujo Hamiltoniano en este nuevo espacio fase extendido
es conservado, en donde K es el generador de las simetrias de las ecuaciones
de movimiento. En este ejemplo mostramos como podemos llevar a nuestro
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sistema original no conservativo a un espacio fase extendido, con una di-
mensién temporal extra, y tratar a ese sistema como uno que si conserva la
energia, solamente dentro del espacio extendido.



Capitulo 4

Principio variacional para
sistemas no conservativos

4.1. Introduccion

En mecanica clésica el principio de Hamilton se basa en una formulacién La-
grangiana o Hamiltoniana de un sistema que supone una dindmica conserva-
tiva; sin embargo, descripcion de sistemas no conservativos. En este capitulo
se estudiard la formulacién de Galley [2] para sistemas en donde no se con-
serva la energia, y se introducira un nuevo principio de acciéon modificando
el principio de Galley en las condiciones de borde.

4.2. Principio de Hamilton

El principio de accion de Hamilton es el punto de partida para el estudio del
movimiento de las particulas. El cual afirma que para cada sistema mecani-
co existe una integral S llamada accién, que toma su valor extremo de tal
forma que su variacién es cero. Es decir, establece que la trayectoria clasica
que toma una particula es tal que la accién es estacionaria (puede tomar un
valor maximo, se puede tratar de un punto silla o de un minimo). La accién
se puede representar como la integral con respecto al tiempo de la funcion
Lagrangiana del sistema mecanico en cuestion,

to
S— / dtL. (4.1)
t1

20
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El principio de Hamilton nos permite derivar las ecuaciones de movimiento
que determinan la dindmica del sistema dado. Cabe destacar que este prin-
cipio descansa en una formulacién ya sea Lagrangiana o Hamiltoniana que
supone una dindmica conservativa y que en general no describe sistemas no
conservativos.

La configuracién inicial, la evoluciéon dinamica y la configuracion final de
sistemas no conservativos se deben determinar a partir de las condiciones
iniciales, las cuales son usadas para resolver las ecuaciones de movimiento
derivadas a partir del principio de Hamilton, el cual es formulado con condi-
ciones de borde en el tiempo y no usando condiciones iniciales.

Esta sutileza ha dado lugar a complicaciones en ciertos casos y en consecuen-
cia ha dado pie a formulaciones Lagrangianas y Hamiltonianas para sistemas
no conservativos. En [2] y [3] muestran un ejemplo en donde el tratamiento
clasico del principio de Hamilton en un sistema no conservativo expone al-
gunas incongruencias en un ejemplo especifico de dos osciladores acoplados,
que mas adelante explicaremos.

Para tratar este problema se propone un nuevo principio variacional, el cual
involucra la variaciéon de dos conjuntos de trayectorias. Se define una nueva
accion, como la integral con respecto al tiempo de la funcién Lagrangiana
a lo largo de cada camino tal que las coordenadas y velocidades de los dos
caminos sean iguales entre si al tiempo final, sin que estén fijas en un valor
particular, ya que se requiere que el principio de Hamilton sea consistente
con una formulacién que involucre condiciones iniciales en vez de condiciones
de frontera.

El doblar los grados de libertad trae como consecuencia el que se pueda
incluir una funciéon K arbitraria, la cual acopla las dos trayectorias. Esta
funcién es la responsable de generar fuerzas generalizadas arbitrarias en las
ecuaciones de Euler-Lagrange, ademés de determinar la ganancia o pérdida
de energia del sistema.

4.3. Formulacion de Galley para sistemas no
conservativos

El ejemplo que toman en [2] para mostrar la motivacién de duplicar los gra-
dos de libertad para sistemas no conservativos es el siguiente.
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Sea un oscilador arménico con amplitud ¢(t), masa m y frecuencia w, el cual
se encuentra acoplado con una fuerza A a otro oscilador arménico cuya am-
plitud es Q(t), masa M y frecuencia 2. Notemos que el sistema total conserva
la energia, ya que el Lagrangiano no depende explicitamente del tiempo ¢.
La accién del sistema es

S0.0) = [ | B - o0+ Y@ -] a2)

No obstante, si solo estamos interesados en conocer la dindmica de ¢(t), debi-
do a que no conocemos o no tenemos acceso a la dindmica Q(t), entonces ¢(t)
se puede ver como un sistema que se encuentra abierto e intercambia energia
con (), entonces ¢(t) gana o pierde energia de una manera no conservativa.

Para tomar en cuenta el efecto que tiene el oscilador Q(t) en la evolucién de
q(t) debemos encontrar las soluciones a las ecuaciones de movimiento de )
y sustituirlas en la accién. La ecuacién de movimiento de () es

Q)+ 22Qu) = 240, (4.3

en donde la funcién de Green para este problema, es la funciéon Gr(t,t') que
satisface

Podemos resolver para Gg(t,t') escribiendo la funcién Delta en términos de
sus transformada de Fourier:

dw w(t—t")

St —t) = / ge‘ : (4.5)

Proponemos que Gg(t,t') sea de la forma
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Gr(t,t') = /dw%ew(t_t/). (4.6)

27

Sustituyendo Gg en la ec. (4.4) se obtiene

2
[d— + QQ} / d—wG(w)ew(t_t,) =0(t—1t),

dt? 2
iw(t—t') [O)2 9y [ dw iw(t—t') 4.7
dwG(w)e [ —w?] = Z—G(w)e ) (4.7)
T
1
G =g

Asi Gg nos queda como

1 - / 1
Gr(t,t) = - /dw et t=t) (4.8)

T 02 — w2’

Entonces, volviendo a la ec.(4.4), la solucién particular de (4.3) en términos
de la funcién de Green es

Q=3 [ Gt trattrar. (49)

Entonces,

N
LQ() == / LGt ) q(#)dt,
ti

= %/tfé(t — )q(t)dt', (4.10)
= %q(t)-

De tal modo que la solucién Q(t) estda dada por la suma de la solucién a la
ecuacion homogénea y la solucién particular:
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Q) =Qu+ Q= QH+—/ Gr(t, t)q(t)dt'. (4.11)

(3

Antes de sustituir la solucién Q(t) veamos que el siguiente término de la
accién (4.2) lo podemos integrar por partes y obtener lo siguiente:

/t;f %QQ - % Q) if - % /: QQdt. (4.12)

Entonces, (4.2) nos queda como

S = [ a3 -+ - Y (00 +007)] + 4 [ae]”
=/t;fdt [%(q — W >+Aq@——@ (%m) @] +¥ [QQ]Z
(4.13)

Por otro lado desarrollamos el siguiente término:
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ty M d2 ty M
[ e lee)e] - [ o |-yome]

M [t
== | dtl@Qn+ Q) Li(@Qn+ Q)]

M [

-5/ dt [(Qn + Qp) Le(Qp)]

M (2 AtfdthR<t,t'>q<t'>)
(4.14)

Por lo tanto,

ty M d2 )\2 ty
/ti dt {—7Q (@ + QZ) Q} -~ ). Gr(t,t)q(t)q(t)dt'dt. (4.15)

Ahora esta solucion la sustituimos en la accion total del sistema, obtenemos
la siguiente expresién para lo que serd nuestra accién efectiva:

2 tf

+m , dt'q(t)Gr(t, t")q(t)

(4.16)

Ssta) = [ it |5~ ) 4 dale)@ute)

i

En donde Qp(t) es la solucién homogénea y Gr(t —t') es la funcién de Green
retardada para el oscilador ). Cabe destacar que en el tltimo término de
(4.16) tenemos dos integrales temporales y tenemos también el producto de
q(t)q(t"), éste producto es simétrico en el tiempo t<+t’ y se acopla solo en la

(A

M

0, (5) [ avncn o).
0, (5) [ avste - o]
:Qp (%Q(ﬂ)] :

).
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parte simétrica temporal de la funcion de Green retardada. Asi, el segundo
término de (4.16) lo podemos expresar en términos de la funcién avanzada
de Green,

)\2 t / GRet (t7 t/) + GAdU(t7 t/) /
7 /t dtdt'q(t) { ; q(t'). (4.17)

La ecuacién de movimiento resultante es

2 ty

S At [Grec(t, ) + Gaao(t, )] q(t).  (4.18)

mq + mw?q = A\Qn(t) +

Se hace énfasis en que la funcién de Green avanzada implica soluciones que no
evolucionan causalmente. Por otro lado, el kernel de la integral es simétrico
en el tiempo, lo cual significa que la integral describe interacciones conserva-
tivas entre ¢ y (. Y es por ello que (4.18) no toma en cuenta la disipacion;
sin embargo, se trata de un proceso antisimétrico en el tiempo.

La funcién de Green avanzada que se encuentra en (4.17) y en (4.18), apa-
rece debido a que el factor ¢(t)q(t') se acopla solo en la parte simétrica en el
tiempo de la funcién de Green retardada. Lo que Galley propone en [2], es
introducir dos variables q; y g2, para romper esta simetria, lo cual implica
que q1(t)go(t') se acoplaran en la funcién de Green retardada no solo en la
parte simétrica. Variando con respecto a ¢; y estableciendo ga=¢; después de
haber hecho la variacién, nos dara la fuerza generalizada correcta. El proce-
dimiento para sistemas no conservativos en general se muestra a continuacion.

Sean ¢ = {¢:}Y, v ¢ = {4}, conjuntos de N coordenadas generalizadas y
velocidades de un sistema dindmico en general. Duplicamos ambos conjuntos
tales que, ¢ — (¢1,92) v ¢ — (¢1,¢2). La interpretacién de la duplicacion
de los grados de libertad es que la variable ¢; evoluciona desde algin valor
inicial ¢;; desde el tiempo ¢ = ¢; hasta un tiempo final, donde ¢, es un valor
determinado por la evolucién de ¢p;, en lugar de que sea especificado por el
problema. Lo mismo para ¢., que evoluciona desde un valor inicial gs;.

La nueva accién S para las variables duplicadas es la siguiente
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ty t;
S[Q17QQ] = / dtL(QLC]l,t) _/ dtL<q2aq27t)7
t; t
y s (4.19)
— [t ) - Lias ).
t

i

Como se puede observar, ¢; y ¢ se encuentran desacopladas una de la otra,
podemos anadir una funcién arbitraria K(qi, ¢z, ¢1, §2, t) que acople estas va-
riables duplicadas, tal que la accién (4.19) esté dada por

tr
Slq1, 2] = / dt [L(q1,G1,t) — L(q2, G2, t) + K(q1, 92, 41, s )] - (4.20)
t

i

Entonces, definimos el Lagrangiano que considera los grados de libertad du-
plicados como

A= L(Ql)dlvt) - L(Q27q27t) + K(Qlaq%QIaq'Q)t)' (421)

Sabemos que si anadimos una derivada total temporal al lagrangiano, las
ecuaciones de movimiento permanecen invariantes. Entonces, anadimos lo
que llamaremos como “factor de correccion”, de tal forma que el lagrangiano
que usaremos sera el siguiente,

g . . e . . d 3
A(Qlu 42,41, 492, t) = A(Qaa Ga, t) - A(qtm 4a, t) - %B(Qau Ga, t) (422)

En donde a = 1, 2. Entonces, al variar la acciéon tendremos una variacion en el
lagrangiano A. Considerando que la variacién de ¢, conmuta con la derivada
obtenemos

oA = S—A(sqa + g—/.\&ja — %53,
83{ aq;f d d (4.23)
=—9 8¢s — —0B

0. T ot T @



o8 CAPITULO 4. SISTEMAS NO CONSERVATIVOS

Asi, la variacion de la accién

- tro
S = / dtA, (4.24)
t;

queda como:

65 = /'tf dt(6A) = / tfdt [51\—%53]
(00e) = a0 (5
(g_ )%/tif {3%_%

oA

trTON  d
— 6BV + / dt[ _ =
’tl t; aQa d

D) ],
>] i [ )

(

J
[l
=[ 2

= g;z ., 04a(ts) — g;z , 0qa(t:) ) {8% (géi)} 0¢a-
(4.25)
Imponemos las siguientes condiciones:
Saalt) =0, (4:26) dan(ty) = daalty).  (4.27)
Entonces,
55 = gé ) 0qa(ty) — 6B, +/t;f dt [g;i - % (2;\)] 0ga.  (4.28)

Para que (4.28) recupere las ecuaciones de movimiento ordinarias de Euler-
Lagrange, proponemos que el término de borde B sea

OA

B—
Iqa

Ga(t)- (4.29)

tf
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Y de esta manera,

0B

ty

ti

OA
94a
oA
94a

ty
6Qa |ti )
tf

(0ga(ty) =

tf

6Qa(ti))‘

Y tomando en cuenta (4.26), la ec. (4.28) nos queda como

oA
05 = 8_ oqi(ty) +
/i {0% B
N /t [aqa -
oA d
0qa dt Ga

0.

dqu(ty) +
tf

ol - [%
)]
i)

7P

ty

29

(4.30)

5Q2(75f)] ;

(4.31)

Por lo cual, vemos que al agregar el término de borde B como un término
de correccion a nivel de la accién, las ecuaciones de movimiento permanecen
invariantes. En contraste con la formulacién de Galley [2], en donde se im-
pone la condicién de que los momentos coincidan en 7y, en nuestro caso solo

fue necesario imponer las condiciones (4.26) y

(4.27). Debido a que en un

principio variacional no es natural imponer condiciones de borde sobre las
coordenadas y los momentos. Introducimos un término de correccién en la
forma de una derivada total en el tiempo, la cual no afecta a las ecuaciones
de movimiento, e impusimos condiciones de borde tinicamente en las coorde-

nadas.

Para obtener las ecuaciones de movimiento, tomamos el lagrangiano (4.22),
asi las ecuaciones de movimiento seran
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d OA O\

— — = 4.32
dt 0¢q*  0q® (432)
Para ¢, se obtiene:
d OL 0L d oK 0K
_— = _— = — =0 4.33
diog  ogt [dz aqt aqlLL (4.33)
Y para ¢y tenemos:
d oL 0L d oK 0K
——— = - = : 4.34
dt 9¢>  0¢? [dt 0¢? 8q2] PL ( )

Ahora, para que las ecuaciones de movimiento sean fisicas, debemos tomar
el limite fisico dado por (4.35) y (4.36):

qg1 = (g2 =4(¢, (4-35) G1=q2=4¢. (4'36>

4.4. Ejemplo

Basandonos en la formulacion de Galley para sistemas no conservativos, cons-
truiremos la accién para un oscilador armoénico amortiguado,

A=L+K, (4.37)

en donde L es nuestro lagrangiano conservativo de la forma: L = %miﬂ—%k‘xz
y K es el potencial no conservativo definido como

K=-Xaq — ¢) (41 ;L ‘b> . (4.38)
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Entonces,

< . . . dB

A= L(g1,¢1,t) — L(g2, G2, t) + K(q1, @2, 61, G2, t) — 7R
1, 1 1o, 1 i1 +d\ dB
. ——k 2 - 2 _k, 2_)\ . =
Qm% B q1 2mQ2 + 9 5} (QI QQ) 5 dr’

en donde A es

A= L<ql7q‘17t> - L((J2>C]2,t) + K(q17q27q17QQ7t)'

Asi, la accion es

b . dB
S[q17q2] = / th(q1aq27ql>QZ7t) - Ea
t;

ty 1 1 1 1
= dt |=mq? — =kq? — =mq2 + —kag? — Mgy —
/t;' {2”’591 5 q; 2mq2 + 5 qs (QI Q2) 9

Donde B es

OA

B =
94a

Q(t):a—q-l

a
ty

que a nivel de las ecuaciones de movimiento interviene como

G+ G2

61

(4.39)

(4.40)

_dB
dt

(4.41)

(4.42)

|
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A YA oA
OB| = ——| 0¢a| = 7| 0qu(ty) — =—| 9¢a(ti),
v Odaly, 1y 9daly, 9a;,

OA OA OA
—6t+—5t——5t,~——,5ti,
|, )+ | mltn) = 57| bnt) = 52| At

)\ . A
[ - 5 611 - QQ):| 5Q1(tf) + [—mCJQ - 5(411 - (&)} 5(12(tf),
tf tf
) A
{ 611 - 612)] oqi(ti) — [—m(h - 5((11 — th)] 6qa(ti).
ty iy

(4.43)

Para calcular las ecuaciones de movimiento tomamos la variacién de la accidén:

tr -
5S = / dt5A = 0,
t;

oA oA tr tr TON  d OA
= ——| 6q,(ty) — —| 8q,(t;) — 0B +/ dt[ ——.}5,1:0,
aQa ty a ( f) aQa ty @ ( ) t; t; aqa dt 8qa q
. A _ A ty
= {m‘h — 5@ - ‘J2>] O (ti) — [—m(h — 5@ - Qz)] 8g2(ti) — 6B| +
tf ty t;
tr oA d OA
/tz- « {&za - @8%} 00 =0
(4.44)

Sustituimos el resultado de (4.43) en la ecuacion anterior (4.44) y asi obte-

1nemos

tf
[l g,

ON d oA
dqo  dt O,
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Asi las ecuaciones de movimiento para q; y ¢o son:

. 11+ q
m%@+k%@+A(m2%>:Q

G+ ¢
2

(4.46)

mis(£) + kg (t) + A (

Las cuales en el limite fisico satisfacen la ecuacién de movimiento del oscila-
dor arménico amortiguado

md(t) + A(t) + kq(t) = 0. (4.47)

Ahora, nos interesa cuantizar este sistema, para utilizar el método de Dirac
debemos encontrar la constriccién del sistema. Comenzamos parametrizando
. d ; . . .,
el tiempo como ¢t — 7(t); entonces, 3l = 4. Bajo esta parametrizacién la

dt
accién adquiere la siguiente forma:

T B )
S[qlaq2] = / dTA<q17q27t7q1a(ant;T>a

T @ 1, 1@k, Qi+
Slqr, ¢2] = /T dr {5”171 - ék‘fﬁt - §m72 + 561375 —Ma — @) - 9 21
(4.48)
Calculamos las ecuaciones de movimiento. Para ¢; tenemos:
d 0N OA
d @A : q1 + Go '
— |m=—=(q1 — kgt + | —— | =0.
= S -] (22 <o

En donde el momento generalizado asociado a ¢; es
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@A
Py = m% - E(Ch — ¢2). (4.50)

La ecuacién de movimiento para g, es

d 0N  OA
d @2 A : q1+ G2 '
— |-m=—=(q1 — — kgt — | ——— ) =0.
I m ; 5 (@1 QZ):| q2 ( 5
En donde el momento generalizado asociado a g5 es
q A
Py =—m= = 50— ). (4.52)
La ecuaciéon de movimiento para t es
d oA OA
ot o
4.53
IR BERY BN i )
— |m==—m=-= — = — =
dr |22 " Mo Tt T e
En donde el momento generalizado asociado a t es
lgg g 1, 5, 1
Po=m=-=—m-=— =k —kq;. 4.54
t m2t2 m2t2 2Q1+2€I2 (4.54)

Ahora reescribimos la ecuacion de P, en términos de los momentos y las coor-
denadas, reemplazando las siguientes cantidades:
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. 1 \ G2 B 1 A
-~ [qu + 5o - CI2)} L @s5) T el
t m 2
(4.56)
Entonces,
1T A2 J 1T, A2
Pt:§ Pq2+/\(Q1—Q2)Pq2+Z(CI1—Q2) ~ 5 Pq1+)\Pq1(CI1—Q2)+Z
1
— 5klei — @),
P2 p? h)

_ a1 q2 P

A 1
=5 " om T 2m 0 (@ — @) — 5—Pp(q1 — @) + P, — §k(q§ —¢3)=0.

2m
(4.57)

Notemos que la ec. (4.57) se anula al tomar el limite fisico, lo cual resulta ser
un problema sustancial al querer cuantizar y resolver el problema siguiendo
el método de Dirac, esto motiva a realizar el proceso de cuantizaciéon por
medio de la integral de trayectoria, en donde ya no tomaremos en cuenta el
principio de accién de Galley.

El método de Galley modificado ayuda a realizar una reformulacion del prin-
cipio de Hamilton para sistemas no conservativos; en donde se rompe la
simetria temporal de las funciones de Green que aparecen en las ecuaciones
de movimiento, introduciendo dos coordenadas distintas evaluadas a tiem-
pos distintos, asi como también anadiendo un término de borde desde el
Lagrangiano, imponiendo las condiciones de frontera tnicamente sobre las
coordenadas. Esta reformulacién nos permite tener un principio de Hamilton
consistente para sistemas no conservativos; sin embargo, al tratar de utilizar
el método de Dirac para realizar la cuantizacion, el resultado obtenido no
nos permitié proseguir en esta direccion, por lo cual decidimos abordar este
problema con la integral de trayectoria de Feynman.

(ql - q2)2 )



Capitulo 5

Integral de trayectoria

5.1. Introduccion

En este capitulo usaremos la integral de trayectoria como alternativa al pro-
ceso de cuantizacién La formulaciéon de la mecanica cuantica dada por la
integral de trayectoria, generaliza el principio de accién que conocemos de
la mecanica clédsica, reemplazando la nocién clasica de que el sistema se-
guird una unica trayectoria, por un sistema representado por una integral
funcional, la cual es la suma sobre todos los posibles caminos. El objeto fun-
damental que nos interesa calcular es la amplitud de transicién, la cual nos
da la probabilidad de que el sistema transite entre dos estados, por ejemplo
si el sistema se encuentra en un estado en el cuadro de Schrédinger [, t,) a
un tiempo t,, entonces la amplitud de transicién al estado|¢, t,) a un tiempo
tp se define como

K(1,6) = (i), ], 1) (5.1)

La integral de trayectoria la podemos ver como la suma de todos los caminos
continuos a pedazos de un punto ¢, a ¢, en el intervalo de tiempo t,-t,, en
donde cada camino tiene un factor de peso dado por la exponencial de la
accion clasica a lo largo de esa trayectoria. De esta manera, cada trayectoria
continua por pedazos representa una posible historia del movimiento de la
particula.

66
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5.2. Ordenamiento

La transicion de la mecanica clasica a la mecanica cuantica, en el formalismo
Hamiltoniano, se hace promoviendo las coordenadas a operadores, los cua-
les no necesariamente conmutan. Cuando en el Hamiltoniano clasico estan
involucrados productos de x y p, el orden del producto de estos términos
carece de importancia. Sin embargo, en la mecénica cuantica el orden de los
operadores juega un papel crucial, desafortunadamente no hay un principio
bien definido que especifique el orden de los operadores cuando pasamos de
la descripcion clasica a la cuantica de una teoria. Algunas prescripciones que
normalmente se utilizan son las siguientes.

El ordenamiento normal, el cual consiste en ordenar los productos de x y p de
tal forma que los momentos permanecen a la izquierda de las coordenadas.
Y el ordenamiento de Weyl, en donde se simetriza el producto de operadores
en todas sus posibles combinaciones.

Un resultado importante de la integral de trayectoria es el hecho de que el
problema de ordenamiento carece de importancia, si nosotros usaramos el
ordenamiento normal o el de Weyl, los resultados que obtendriamos serian
los mismos.

5.3. Integral funcional

El primer paso para derivar la integral de trayectoria es construir los eigenes-

tados |q,t) y |p,t) de los operadores Q(t) y P(t) en el cuadro de Heisenberg,
definidos como

ja.t) =gy, (5.2) p.t) =M p). (5.3)

Estos estados cumplen con la relacién de completez,

[ dala ) oot = contirre/n ( [ data <q|) cop(—iHI/h) = 1. (5.4)

o0 — 00
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El estado | ¢,t) es un eigenestado del operador @(t) en el cuadro de Heisen-
berg, en el sentido de que se cumple

Qt)la.t) =qlg.t). (5.5)

Mientras que en un estado |¢,t) en el cuadro de Schrédinger cumple

{ql,t) = (g, ). (5.6)

Estos estados pueden usarse para derivar la integral de trayectoria para la
transicion entre estados en el cuadro de Schrodinger, nos ayudaran a calcular
el objeto de nuestro interés, la amplitud de transicion K, que esta definida
como el producto interior de eigenestados instantaneos a distintos tiempos,

K (qa, ta; @vs ts) = (@b, tb|a, ta) (5.7)

donde t,>t,. De (5.6) nos podemos dar cuenta de que una vez que especifi-
camos los estados iniciales y finales del sistema, éste se propaga en el tiempo
desde 1 hasta ¢ a través de la funcién K. Por esta razon (5.7) a veces se le
identifica con el propagador o el "kernel”, ya que contiene toda la informa-
cién con respecto a la evolucién temporal del sistema.

Lo que sigue es hacer N particiones del intervalo de tiempo [ty,¢,] en N+1
pedazos infinitesimales, cuya duracion es de € = tzﬁ/jil Tomando el limite de
N — o0, y anadiendo a K el conjunto completo de eigenestados intermedios

instantaneos obtenemos

[e.e]

K(qa, ta; qvs ty) = / dqy -+ dan (qv, tolgn, tn) (ans tnlan—1, tv—1) -+ (@1, t1]Ga, ta) -
- (5.8)

De esta forma podemos ver que el j-ésimo término esta dado por
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(@js1,tj1]as. t5) = (g1 ] e 770D ;)

N
= (qu\ e n P g,
= e wli+1H eht H

— 6_%(tj+l_tj)H'

Para poder aplicar el operador Hamiltoniano H=T+ V(q), hacemos una
expansion en Taylor de la exponencial de la siguiente manera, trabajando en
el espacio de momentos.

<C]g+1| en Sat |q / dp; q]+l‘pa> <p]| e A ‘q )

— [ dny gyl il 1 - At g,

dp; :
/ 27T;iehpj qj+1—35) <1 — ﬁAtH(Qva])) ’

:/ @e ,{AtH(qJ7pg)+%Pj(qg‘+1*qj).
oo 2Th

(5.10)

En donde H(g;;p,) representa el Hamiltoniano ya evaluado, y donde simpli-
ficamos el elemento infinitesimal de la siguiente manera,

L oo
(gsalps) (pslas) = e ma/h. (5.11)

El hecho de que g; es el valor de la coordenada asociada con el estado g en
el tiempo ¢; nos permite hacer la siguiente identificacién,

1 dg; .
Am E(%’—H —q) = Tl (5.12)

Usando esto, podemos escribir
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o dp —lelpgi—H(p: g
<Qj+1,tj+1|qy'atj>%/ ﬁe wlpsds=H s 0]

_ / D5 [teLv;00)]
2mh

(5.13)

Donde £ (p;,q;) = p;j4;—H (p; — ¢;) es la densidad lagrangiana en la formu-
lacién hamiltoniana del sistema clésico.

Los elementos finitos de K se pueden escribir como el producto de N ele-
mentos de la forma:

d d § i
<Qb> tb|q(z7 ta> — ]\}I;Héo % . 2]?]7\; .. queﬁpN(q_QN)eﬁpN—l(QN_QN—l) .
. .e%pl(Q2_Q1)6%1’0(‘11—Q0)67AtH(QN§pN) e G%AtH(qo;po)’
N N
, > dpg---dpy 7 2 Pi(G+1-9) —#At X Hgsips)
= ]\}1_21)0 N dql quWe J=0 e J=0 ,
(5.14)

donde ¢o=q, Yy gn=¢q. Al desarrollar g;+; en una expansién con respecto a t;
tenemos

g1 = q(tjr1) = q(t; + At),
= q(t;) + Atq(t;), (5.15)
= q; + At

Por otro lado,

'MZ

Il
<}

x
lim e 7
N—oo

(psds—Hlgzips)) — of [t dtpi—H(ap) _ f [it dtLp.a) — o7 SP(E).a(0) tats]

(5.16)
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De esta manera es como aparece la accion clasica en el elemento de transi-
cién. Por otro lado, la medida de la integral de trayectoria de la ec. (5.14) se
escribe como

lim dq; - -dgy = Yq,
N—oco

dpo---dpx . (5.17)

A RN

Sustituyendo los resultados anteriores (5.15), (5.16) y (5.17) en la ec. (5.14),
obtenemos que el Kernel K, o bien, la amplitud de transicién estd dada por

q(ts)=ap .

<Qb7tb|QCL7ta> :/ @q@p 6%57 (518)
q

(tﬂ):qa

la cual es la integral de trayectoria de Feynman para la amplitud de transi-
cion en la mecanica cuantica. Cabe mencionar que una parte esencial para
el entendimiento de la integral de trayectoria consiste en comprender el sig-
nificado de la medida Zq%p.

En esta integral los puntos extremos se encuentran fijos y solo los puntos
intermedios son integrados sobre todo el espacio, asi cualquier configuracion
de puntos intermedios da lugar a trayectorias entre los puntos iniciales y fina-
les. Es por ello que integrar sobre todas estas configuraciones es equivalente
a sumar sobre todos los caminos que conectan los puntos iniciales y finales;
por ende la integral de trayectoria de Feynman simplemente nos dice que la
amplitud de transicién entre un estado inicial y un estado final es la suma
sobre todos los caminos que conectan estos dos puntos, con un factor de peso
en”. Este factor de peso es algo que en la mecénica cudntica usual no se
consideraba, clasicamente sabemos que la accion determina la dindmica del
sistema, mientras que en la mecanica cuantica lo que se encuentra es que
todas las posibles trayectorias contribuyen a la amplitud de transicion.
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5.4. Ejemplo

En este ejemplo calcularemos el Kernel de la particula libre utilizando el
método de la integral de trayectoria,

q2 X
K(qa,t2;q1,t1) = (g2, 2|, 1) = / DpPq er”. (5.19)
q1

to
Sabemos que para el caso de la particula libre S = / dt (pq — %); en-
t1

tonces,

” 2 gt i (pg— 22
<QQ7t2|QI7t1> - _@p@q eftl h(pq 2m)’

o i i . (5.20)
Po PN AN Ap(pg_ Pd
= dg, ...d =0 AtPidi— 3
/ql Do Ny 2an)

En donde,

N ‘ N Ag; N N
Y Atpig; =Y AtP i > Agipi = pi(g—q),
J=0 Jj=0 j=0 j=0
=po(q1 — qo) +P1(q2 — @1) + oo + Pr1(@n — Gn—1) + Pulq — Gn),
= Poq1 — Poqo +P192 — P1qi + --- + Pn—1 qn — Pn—1 Gn—1 + Pnq — Pnqn,
= —pogo + q1(po — P1) + @2(P1 — P2) + .. + @u(Pn—1 — Pn) + Pnq,

N
= P — Dodo + Y _ ¢5(pi—1 1))-
=0
(5.21)
Sustituimos (5.21) en (5.20); entonces,
a _ 2
(@2, talqn, t1) = / 2 dgy ... dgn (;lp%) (;lp;;) e Pra—poao+ 500 05 (pi-1 1)),
@ 7T &

(5.22)
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Aparte tenemos el siguiente término,

odgi iy
/ —(27%)6%‘1’(’3’*1 P = (pjalps) = 6(pj—1 — ). (5.23)

t—to T
n+1 n+l

Sustituimos (5.23) en (5.22) y en el tercer renglén usamos que At=
= T = At(n+ 1), y obtenemos lo siguiente:

0o dpo dp N B N L?
t t1) = i ————(po — P1)..0 (Prr—1 — P [Png—Pogo—3 7= At 5L
(st = [ S b = )bt — pr)ed |

oo . 2
_ / DPn_ tipna-poto— 5 Sttt 1)
— 00

(27h)

— /Oo &e%ﬂ?n(‘l—%)—%ﬂ

o 27 ’
— /Oo (dﬂ)e—%@%—?”pn(q—qo)]

o (2H '
— /Oo &e—%[P%—Q%pn(q—qowr%;(q—qo)?—%;(q—qo)Q}

o 27 ’
- /oo (dp%) e~ omi Pn = (a=a0))* o375 (4—0)?

oo (2m ’
= 6%(q—q0)2 /Oo %6_%@n—7j‘n(q—%)]?

_oo (2TR

(5.24)

Observemos que se tenemos una integral Gaussiana, cuyo resultado es

- . omh
/ dp,, e~ 2w Pr=F (a=0)* — TTZT (5:25)

e e

Por lo tanto, el Kernel de la particula libre es
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m 2mmh
Kpart.libre(q27 tg, q1, tl) = <(]27 tQ, q1, t1> — e2Th (g q0)2 ZT(—Q/]TFL)Q ’
\ (5.26)

— e2Th (g—qo0)

El conocer el Kernel de la particula libre nos permitira calcular parte de
la solucién cuéntica del oscilador arménico amortiguado. Siguiendo un pro-
cedimiento similar, en el siguiente capitulo realizamos el cédlculo, en donde
haremos uso de transformaciones candnicas que escondan la dependencia
explicita del tiempo.



Capitulo 6

Cuantizacion del oscilador
armonico amortiguado

En este capitulo trabajaremos el ejemplo del oscilador arménico amortigua-
do, haciendo uso de la integral de trayectoria para encontrar su solucion. Se
va a mostrar que la integral de trayectoria, o kernel del oscilador arménico
amortiguado tiene la forma

q2 . .
K(g2,ta;q1,t1) = (g2, to|q1, t1) = / DpDq er® = en I Kpa4(0,t2;0,1,).
q1
(6.1)

En donde la accion S, la cual al realizar las transformaciones candnicas se ve
como

1

S = tiﬁ@d—ﬂ%
I, o

t
S:/cﬁFQ—K+%H@Qﬁ.
t1

Otra forma de generar las transformaciones canénicas, en contraste con la
funcién generadora que utilizamos en el Ejemplo 3 del Capitulo 1, es utilizar

F3(p7 Q7 t) = _eribt/Qm = —pq, (63)

5
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en donde
OF3 —bt/2 OF; —bt
= = m 6.4 P=——"= /am. 6.5
= -2 = QM (64) o (65)
Entonces F] se escribe como

Asi, la funcién F; que aparece en el principio de accién resulta ser F} = 0
y por ende la accién S no se ve afectada por el término de la derivada total
que incluye a Fj, por lo cual (6.2) se puede escribir simplemente como

S = /tQ dt (PQ . K) . (6.7)

t1

Ahora debemos calcular la accién S, para ello retomamos la ec.(2.130) del
Capitulo 1, proponemos una ) = ) + @, conformada por una parte clasica
y otra parte cuantica, con las siguientes condiciones de frontera:

Qq(tl)
Qq(tZ)

gf (6.9)

Notemos que los bordes son clasicos, es decir ), es una trayectoria fija. Al
desarrollar términos, la accién (2.130) queda como



7

S

t2 mQ2 bQQ k b? 9
/,51 dt[Q _T_(E_S_m>Q]’
k b2

/: dt {%(ch +Qy)° - g(Qd + Q) (Qu + Q) — (_ _ _> (Qu + Qq)ﬂ |

2  8m

t2 . b . .
= O¢q t+ Sq +/ dt [chqu - §(chQq + ch@q) - KchQq:| )

t1

(6.10)

en donde K = k — %. Integrando por partes obtenemos una derivada total

en el tiempo que por los términos de borde se hace cero, asi

S = Scl + Sq + / 2 dt chIQq — S(chQq =+ ch@q) - KchQq:| 9

t1
t2 . bd
=95, dt c - ——
z—l-Sq-i—/tl _leQq 4dt(

) + §Qchl — EchQq — KchQq:| ;

t2 r . .
=St S+ [ dt[mQud, - KQu@y).
t1 -

= Sa+ 54+ /752 dt % (chqu - chlQQ) - KQCqu} ’

t1

to r .
=St Sy [ de [mGaQu+ KQuQ,).
t1 -

t2 r .
— Sut S, — / t [mQu + KQu) Q.
t1 -
(6.11)

Y con base en el resultado de la ecuacién de movimiento (1.132), la accién
nos queda como

S =S4+, (6.12)

Al resolver la accién S, obtenemos que
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CZ_?

¢ ~
TP _ B 0
- /t; dt -2 cl 2 cl 4dt( Cl) ’

K bd 2)}

t2 md - m .
= dt ~ 1. QCQC __Qc Qc - Q4 - -—
/tl _2 dt< [ l) 2 l l 2 cl ( cl

Scl = / ’ dt (QQ2 Kle - chle) )

to B d b d (613)
= /t1 dt _%E(Qd@d) - Z%( 31)} ;
. b t2 ) )
= {%ch@cl ZQZ} . = % [ch(b)@d(b) - ch(tl)ch(tl)]
b
1 [Q2(t2) — Qa(t)]
Ahora proponemos una solucién del tipo
Qu(t) = Acos(wt) + Bsen(wt); (6.14)
sean
A = Csen(a),
B = Ccos(a). (6.15)

Tomamos @) y al argumento de seno le sumamos un cero de la forma wt;-
wtq, asi Qy nos queda como

Qa = Csen(a) cos(wt) + C cos(ar) sen(wt) = C'sen(wt + ),
= C'sen(wt + wt; — wty + a) = Csenjw(t — t1) + (wty + a)],
= C'senfw(t — t1)] cos(wty + a) + C cos|w(t — t1)] sen(wty + ),
= C cos(wty + o) sen[w(t — t1)] + C'sen(wt; + a) cos|w(t — t1)].

(6.16)

Notemos que para el caso en el que ) se encuentra evaluada en el tiempo
t1, tenemos lo siguiente:
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Q1 = Qu(t1) = Csen(wty + ),

. . (6.17)
= Qa1 = Qu1(t1) = wC cos(wty + ).
De esta manera usando (6.17), la ec.(6.16) nos queda como
_ chl
Qu(t) = » senfw(t — t1)] + Qe cosw(t — t1)]. (6.18)

De la misma manera, usando la solucién propuesta inicialmente en (6.14) y
las condiciones (6.15), pero ahora sumando en el argumento de seno un cero
de la forma wite-wis obtenemos

Qa = Csenwt + wty — wits + a] = Csenfw(t — ta) + (wity + @),

= C'senfw(t — t9)] cos(wts + a) + C cosw(t — ta)] sen(wts + ), (6.19)
= Q;m sen[w(t — ta)] + Q2 cos|w(t — ta)].
En donde usamos que @), evaluada en el tiempo ¢, es
Qe = Qu(tz) = Csen(wts + ), (6.20)

= Quz = Qua(ts) = wC cos(wty + ).

Ahora, si evaluamos en t = t5 la ecuacién (6.18), obtenemos lo siguiente:

Qe = Qulte) = % sen[w(ts — t1)] + Qan cos(w(ty — t1)],

. o W(QCZQ - chl COS[W(t2 - tl)]) . w . cos(w
= chl - SGH[W(tQ — tl)] - SGH(WT) [ch2 chl ( T)]7
(6.21)
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en donde T = t9 — t;.

De la misma manera para el resultado de la ecuacién (6.19) evaluamos ¢t =
t, y obtenemos

chl - ch(tl) = QT Sen[ (tl - t2)] + QCIQ COS[&)(tl - t2)]7

W(Qu1 — Qua coslw(ty —t2)]) "
senfw(ty — to)] Sen(wT) [Qa1 — Qaz cos(wT)].

= ch2 -
(6.22)

Finalmente sustituimos los resultados de las ecuaciones (6.21) y (6.22) en la
accion clasica de la siguiente manera:

b
- [chQQCZZ - chchll] [QEZQ - §l1]7

cl

_ % { sen(wT) —— Qa1 — Quz cos(wT')| Qe — sen( )[chg Qe Cos(wT)]le}
b
- Z[sz - lel]a

- m [ 20QuiQaz | wcos(wT) b
S 2 [_ sen(wT) i sen(wT) (Qe + Q)| — Z(sz — Q%)

mw b
- 2 sen(wT) [cos(WT)(Q2 + Q%) — 2Qen Qui] — (ng Q%)
(6.23)
Sustituimos Q4 = g €*/?>™. Por lo tanto, nuestra accién cldsica es
mw . . b
S 7o o) (8 + ) — 2]
b, u y
1 <q2 —dien ) ) (6.24)
mw b
St = ooty [0sWT) (@ +QF) = 2QuQa] - 7(Q3 - Q1)
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Ahora trabajaremos con la parte cuantica de la integral de trayectoria dada
por Sy,

A
/ dt(— ——QQ—Z%(Q )) (6.25)
[ (5a-59).

De esta manera Kpa4(0,t;0,%y) queda como

Q2=0

et T
Koaa(0,t9;0,t) = / DQIDP exp (1/ dt
Q1=0 h t i

m
2
@2=0 i [m (& kb
K t0;0,81) = P — | dt|=Q(— -+ ——
044(0,2;0,11) /leo 2Q9 eafp(h/tl _2Q<dt2 m+4m2)Q})7
m
2

Q2=0 /l to r
:/ DQIDP exp (—/ dt
Q1=0 h t1 L

en donde w(t) = £ —
Sea 1(t) una eigenfuncién del operador del oscilador y consideremos la ecua-

cién diferencial (6.27), imponiendo las condiciones iniciales (6.28) y haciendo
uso del teorema de Gelfand obtenemos

Entonces,
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det (j% —w(t) — )\) D (t5)
det (L —w@(t) — ) P@(ta)

Si A=0, entonces (6.29)
det (% — w(l)(t)> det (% —w® (t)>

T = 3 = cte.
§V(t2) (L)

Para el caso siguiente tenemos

(% - wo) Po(t) =0,

(6.30)
d2
@wo(t) = woto(t).
Cuya solucion es
o(t) = Asen(wpt) + B cos(wot). (6.31)
Usando las condiciones iniciales del teorema de Gelfand:
o(t1) = Asen(woty) + B cos(wot1) = 0, (6.32)

Yo(ty) = Awg cos(woty) — Bwgsen(woty) = 1.

Resolviendo el sistema de ecuaciones de (6.32):

Asen(woty) = —B cos(woty),
— B cos(wot1) (6.33)

Y

sen(woty)
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sustituyendo A en (1) obtenemos:

-B t
%E;}f)l) wo cos(wot1) — B wysen(wotr) = 1,
B s sen(wot1) 7 (6.34)
wo | cos(wot1)? + sen(wytq)?
1
B=-—— t1)].
o [sen(wot1)]
Y ahora sustituimos B en (6.33); entonces,
t -1
A= _ cos(wot) <—> [sen(woty)],
sen(wotl) Wo (6 35)
Ao cos(wotl). -
Wo

Ahora sustituimos las constantes A y B de (6.34) y (6.35) en la solucién de
(6.31), y asi 9y nos queda como

o(t) = — senfw(t — ). (6.36)

wWo

Finalmente sustituimos este resultado en el teorema de Gelfand (6.29):

det (j—; - w(t))

150(75) Se=C (6.37)
= det (% - w(t)) = wio senfwg(t — t1)].

Usando el resultado de (6.26), la integral del argumento de la exponencial la
podemos expresar como



84 CAPITULO 6. OSCILADOR ARMONICO AMORTIGUADO

en donde Q(t)=>_, an¥,(t) y an=(1,Q(1)).

Sean Q(t) = a, y 2Q(t) = J Ilda,, donde suponemos que J = 1 ya que se
trata de una transformacion candnica; sin embargo, mas adelante veremos
que la implementacion de una transformacién canodnica conlleva detalles que
deben desarrollarse méas minuciosamente, para que asi la informacion obte-
nida pueda utilizarse en el limite semiclasico.

Suistituimos los resultados anteriores en la ecuacion de la parte cuantica del
kernel (6.26), obtenemos lo siguiente:

Q2 .
KOAA = / JHCZCLnGﬁ Z"Q%An,

Q1
e | 2mi _ ol /1 _ Cy .
mAn An \/det [d—z — w(t)]

(6.39)

dt?

Usando el resultado del determinante (6.29) obtenemos

Ko0a4(0,19;0,t1) =

C2

\/W—CO senfwo(te — t1)]

)

(6.40)

B \/ oot =]
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Usando el kernel de una particula libre,

m m
Kpr = = 41
PE2A (4 — t)2min ) T2min’ (6.41)

obtenemos que la parte cuantica del kernel del oscilador armoénico amorti-
guado es

mw
Koaa(0,t2;0, 1) = ”W. (6.42)

No obstante, cabe resaltar que la medida de la integral también cambia al ha-
cer la transformacién canodnica, al considerar esto vamos a obtener un término
extra en el kernel del oscilador arménico amortiguado. A continuacién abor-
daremos este problema.

6.1. Transformacion de la medida de la trans-
formacion canonica

En base a las transformaciones candnicas que realizamos (6.4) y (6.5). Si-
guiendo el método para calcular la transformacion de la medida de la integral
que se hace en [5], partimos de hacer un anélisis al rededor del punto fijo @,
para ello tomemos AQ); = Q;—Q;_1, en donde

AQ;
2 Y

(6.43) Qi1=Q; — AQQJ'. (6.44)

Q;=Q;+

En caso de que las transformaciones no nos fuesen dadas, podemos suponer
que nos es posible generar una funcién tal que ¢ = f(Q), de manera general.
Expandimos f(Q;) v f(Q;—1) alrededor del punto medio @Q; = % de la
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siguiente manera:

Qj_f<Qj)_f(Qj+A§2j)7

= f(Q;) + %f’(@j)AQy‘ + éf”(@j)(AQj)2 + %f’"(@j)(ﬁ@)g + ...
(6.45)

qj—1 = f(Qj—l) = f(@j - AQQj)y

_ 1 _ 1 ~ 1 ~
= f(Q)) — §f/(Qj)AQj + gf"(@j)(AQj)2 - @f”’(@j)(AQ;’)g + ...

(6.46)
Por otro lado, para los momentos podemos usar
AQ;
= p—= 6.47
J J qu ( )

Ahora calculamos Ag;:

_ 1 _ 1 _ 1 ~
Agj =g — g1 = f(Q;) + §f/(Qj)AQj + gf//(Qj)<AQj)2 + @fﬁ/(Qj)(AQg‘)?’ + ...
_ 1 _ 1 _ 1 ~
- [f(Qj) - §f/(Qj)AQj + gf”(Qj)<AQj)2 - 4_8fm<Qj)(AQj)3 + .
_ 1 _
= f(Q;)AQ; + ﬂf”’(Qj)(AQj)?' + ...

(6.48)

Sustituimos el resultado anterior en (6.47):
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pi=P—— AQ;
T P@)AQs + g f(Q)(AQ)P
1
P _
T1Q)) + 5 M(Q)(AQ))? + ..

T L@
=5 L”(Qj) 211G, A9 +]

Por lo tanto,

R R (D
ni=HEa) {1 21 71Q,)

@Q.

87

(6.49)

(6.50)

Ahora veamos que pasa con la transformacién de la medida, partiremos de

0
g = f(Q)) = dg; = aT;dej = f'(Q;)dQ;;

entonces,

N-1

H dgj = dqi...dgn—1 = f/(Q1)f(Q2) .. f'(Qn)dQ1dQs...dQN 1.

J=1

Reescribimos el resultado anterior como

N—-1 1
dgj = ! 1 ! @ ! 2 ! 1)---
H i f,(@b)f,@a)m@ )F Q)N F(Q2) ' (Qr)

VI (@n-1) [ (@n-2)V F(Q) f(Qn-1)dQ1dQs...dQy 1,

en donde

(6.51)

(6.52)

(6.53)
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F1(Q") = f'(@w), (6.54) F(@Q%) = f'(Qo). (6.55)

Por lo tanto, obtenemos lo siguiente,

N-1

N-1
dg; ! (d
jHl g = —f TG [\/f (Q))f }Hl Q).

(6.56)

.

1
[HCDIACR) }
los términos de borde. Ahora expandimos f/(Q;) v f'(Q;-1) alrededor de Q);:

en donde el término es un factor de normalizacién que elimina

H[ IR EACOR I (% (@) _1[f"<czj>])> (AQj)QI

j=1 f’(©z) f/(Qj) 43 f/(Qj
A L Q) Ao o L 1/"Qy) 1) A ,2] N’ld ,
[ (@) = 5 0 @]+8<2 #0317 @) (AQ)) r:[ Q,
(6.57)

Lo cual, al desarrollar y al considerar inicamente los términos de hasta se-
gundo orden en A(Q);, obtenemos

N-1 N N-1

1
dg; = ( 1——)\]A] ||dj, (6.58
=g 11 ( @aQ ) @ (095

NQ;) = (f”(g )) f"(Q; ). (6.59)
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Y ahora, de (6.50) obtenemos

B 1 1 f///
dq]—de?[ 217 (AF) ] (6.60)

Combinamos (6.58) y (6.60) de la siguiente forma:

N
s L
jl;[l (2rh)N 31;[1 4 = QN Q“) Hf Q] QJ)( Q;)
i SdP 1 1 f"(Q;)
@ T o gy [ i) 207
1 A { Lo L f"(Qy) 2 }
= dQ; | 1 —=-MQ;)(AQ); j el
QN F(Q) ]1:[1 2rh)N 91:[1 Q; 3 (Q;)(AQ;)? - 21 7(0) (AQ;)” +
(6.61)
si despreciamos los términos de segundo orden en A(Q); obtenemos
N dp N—ld 1 N ]
. = 6.62
g (2mh)N 1_1 SV (oDYI (D H WL N H @ (062
Para el caso continuo consideramos
N—-1 N—-1
2Q =[] d@;, (6.63) 2q = 1] da, (6.65)
j=1 Jj=1
N ap, N dp;
9P = I o (6.64) Ip = H e h ) (6.66)
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De esta manera la transformaciéon de la medida de la integral se puede obte-
ner de la siguiente relacién,

1
DqDp = DQIP. 6.67
= o (00

Como sabemos que ¢ = f(Q) debe existir para el caso general en donde no
conocemos las transformaciones canénicas explicitamente; en nuestro caso si
las conocemos, asi la funcién f(Q) es

q=f(Q) = Qe ">

6.68
:>f/(Q) — e*bt/Qm’ ( )
donde f/(Q%) = e /2™ y f/(QP) = ebt2/2m,
Por lo tanto, la transformacién de la medida de nuestro ejemplo es
1
2qPp = 2QIP = LMt/ AmgQ g p. (6.69)

\/e—btl/Qm G_bt2/2m

Finalmente, podemos escribir el kernel (6.1) de manera completa, agregando
el término que resulta de la transformacion de la medida de la integral. Jun-
tando los resultados (6.69), (6.42) y (6.24) obtenemos

m 1 mw . .
Koaa(ge, ta; qu, 1r) =142/ caply (m) [cos(wT)(q5 "™ + ¢i /™)

. b mw
-9 3o (1 Ft2)1 2 (02 Gbta/m 2 Jbti/m o
1q2 €2 ]4(‘12 € e} 2mih sen(wT)

(6.70)

Resultado que comparamos con el que ya ha sido previamente obtenido en
[4] por otro método, obteniendo el mismo resultado.



Capitulo 7

Conclusiones

Este trabajo se centrd en el estudio de sistemas no conservativos desde dos
perspectivas; la version clasica y la cuantizacién de este sistema. En la parte
clasica trabajamos particularmente con el oscilador armoénico amortiguado.
En primera instancia utilizamos el método de Dirac, entendiéndolo como
un enfoque preliminar a la cuantizacién, durante el desarrollo de este méto-
do introducimos la idea de la reparametrizacion del tiempo para estudiar
la constriccién del sistema y ademas esconder la dependencia explicita del
tiempo en el Lagrangiano. Sin embargo, nos encontramos con un problema
de ordenamiento y que el Hamiltoniano total se hacia cero debido a que éste
coincidia con la constriccion de sistema. Lo cual nos motivé a proseguir en
la cuantizacién por medio del método de la integral de trayectoria.

Posteriormente continuamos con el tratamiento clasico, dando cierta impor-
tancia a la reparametrizacion del tiempo que realizamos inicialmente; ya que
el introducir una nueva dimensién temporal al sistema dio lugar a un espacio
fase extendido. Analizamos las simetrias del sistema no conservativo en este
espacio extendido, donde el tiempo original ¢t se promovié a una nueva varia-
ble y se introdujo un tiempo nuevo 7 como parametro. Esto permitio llevar
al sistema no conservativo al espacio extendido de tal manera que éste se
volvié conservativo, ya que el flujo Hamiltoniano en este nuevo espacio fase
se preservaba a lo largo del nuevo parametro de tiempo. Un punto importan-
te a destacar es que al calcular la carga de Noether, la cantidad conservada
resulté ser el nuevo Hamiltoniano inducido por la transformacién canénica.

Por otro lado, realizamos una generalizacion del principio de acciéon de Ha-
milton a los sistemas no conservativos, basandonos en la formulacién hecha
inicialmente por Galley en [2]. Modificamos el principio variacional en los
términos de borde, donde las variaciones se hicieron unicamente sobre ¢.
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92 CAPITULO 7. CONCLUSIONES

Esta reformulacion nos permite tener un principio de accién consistente y
general para los sistemas no conservativos.

Volviendo a la motivacion de la cuantizacion por la integral de trayectoria,
proseguimos sobre esta linea, implementando el uso de las transformaciones
canodnicas para quitar la dependencia explicita del tiempo. Al realizar estas
transformaciones, surgié un término extra proveniente de la transformacion
de la medida de la integral. Al comparar el resultado que obtuvimos con el
que previamente ya se habia encontrado mediante un método diferente, ob-
servamos que los resultados eran los mismos. De esta manera comprobamos
la validez del método utilizado en este trabajo.

Finalmente, los resultados obtenidos motivan a hacer un estudio posterior
en diversos aspectos; uno de ellos seria por ejemplo, el estudio geométrico
del espacio fase visto como una variedad simpléctica, a su vez podriamos
realizar un estudio del espacio fase original y extendido a nivel cuantico. El
método que utilizamos bien podria implementarse en las teorias de campo
con parametros dependientes del tiempo, por ejemplo un campo escalar en
una métrica de FRW, dicho problema se reduce al usar un tiempo conforme
al de un campo escalar con masa dependiente del tiempo [16].
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