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Capitulo 1

Introduccion

La geometria tropical es un area que ha tenido un fuerte desarrollo en la
altima década, con aplicaciones en otras areas de la Matemética y de la Fi-
sica. El teorema fundamental de la geometria tropical para hipersuperficies
fue demostrado por Kapranov en un preprint en 2003 y aparecié publicado
en 2006 [EKLO06]. Distintas extensiones para ideales son posteriores a 2008
[ATLdM10, JMMOS].

La geometria tropical es el dual de las técnicas del poligono de Newton, que
aparece por primera vez para el estudio de curvas algebraicas planas en 1850
[Pui50]. En 1889, Fine extiende el poligono de Newton a ecuaciones diferen-
ciales [Fin89]. Tanto la extension del poligono como la del poliedro han dado
algoritmos para el célculo de soluciones [Can93, AC01, ACJ03]. En 2015 Grigo-
riev ha propuesto una definicion de “ecuacion diferencial tropical” [Gril5]. Esta
propuesta abre una nueva linea de investigacién en singularidades de ecuaciones
diferenciales. El hizo una propuesta para extender el concepto de variedad tro-
pical a ideales diferenciales [Gril5]. Su preprint fue claro en el caso lineal pero
no di6 el formalismo para el caso no lineal. Sugiri6 varias lineas de investigacion
y planted la pregunta:

.Es verdad que para cada ideal diferencial I en n-variables independientes

y una familia Si,...,5, € Z>¢ que sea una solucién de la tropicalizaciéon de
1, existe una solucién en serie de potencias de I cuya tropicalizacién es igual a
(S1,...,50)7

Para responder a esta pregunta, hemos intentado encontrar un contra ejem-
plo, pero no hemos encontrado ningin contra ejemplo para tener respuesta ne-
gativa a la pregunta de Dima Grigoriev. Asi que empezamos a extender las
herramientas de geometria tropical clasica al caso diferencial.

Espacio de arcos asociado a una variedad es analogo al conjunto de solucio-
nes de un ideal diferencial. Asi que surgi6 la idea de extender algunos resultados
de espacio de arcos al conjunto de soluciones de un ideal diferencial. Finalmente
pudimos dar una respuesta afirmativa a la pregunta de Dima Grigoriev y pu-
dimos probar lo reciproco de su pregunta. Extendemos el teorema fundamental
de geometria tropical al caso diferencial.
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Capitulo 2

Geometria Algebraica

En este capitulo introducimos los conceptos béasicos necesarios para, mas
adelante, introducir el espacio de arcos, la geometria tropical y la geometria
diferencial tropical.

2.1. Anillo de polinomios y conjuntos algebraicos

El anillo de polinomios en n variables x1,...,x, y coeficientes en el anillo
R se denota por R[zi,...,z,]. Es decir, los elementos de R[xi,...,z,] son
expresiones de la forma:

f@) =" can®, (2.1)

aEA

donde z representa las variables (z1,...,2,), 2@ = a* - 2%, ¢ € R, A C
Z%, v 4(A)' < oo. El polinomio en (2.1) induce una aplicacion

I R" — R
(al""7a’n) = f(a17~-~7an)=ana?l--ﬂ%”.
acA
Sea f un polinomio como en (2.1). Una n-ada a = (a1,...,a,) € R" es un

cero del polinomio f si f(a) = 0.
La variedad(hipersuperficie) asociada al polinomio f es el conjunto:

V(f) = {a € R"| f(a) = 0}.

La variedad asociada al conjunto de polinomios {fi,..., f,} en R[x1, ..
es el conjunto:

V(fi,---, fr)={a€R"| fi(a) =0, Vi,1<i<r}

1#(A) =Cardinalidad de A

. 7$n]
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Sea I un ideal del anillo R[z1,...,x,], la variedad asociada al ideal I es
el conjunto:

V(I):={a€R"| f(a)=0,Vf eI}

Sea S C R un subconjunto, el ideal generado por S es la interseccion de
todos los ideales de R que contienen a S. Usaremos la notacion (S) para el ideal
generado por S:

(S) := {Zaisi | #(A) < o0,a; € R, s; € S}.
€A

Observacion 2.1. Sea {f1,..., fr} un conjunto de polinomios en R[x1,...,x,],
la variedad asociada a f1,..., [, es igual a la variedad asociada al ideal generado
por f1,..., fr, es decir

V(fla"wﬁ“):V(<f17"'7f7“>)'

Sea R un anillo, un subconjunto de R™ es un conjunto algebraico si es la
variedad asociada a un conjunto de polinomios.

Un conjunto algebraico X se dice irreducible si no se puede escribir como
unién de dos subconjuntos algebraicos propios de X.

Sea K un campo, sean X; C K", X5 C K* subconjuntos algebraicos irredu-
cibles, donde r, s son numeros naturales. Un mapeo

’l/)ZX1—>X2,

es un morfismo regular si existen polinomios f1, ..., fs en las variables z1, ..., x,
tales que

Yz, .. xe) = (fi(zr,. o xe), oo fs(z, o0 xy),  Y(1, .., 2) € X
Un anillo R es noetheriano si todos sus ideales son finitamente generados.

Lema 2.2. Sea R un anillo conmutativo y noetheriano, entonces R[xq, ..., x,)
es un anillo noetheriano.

Demostracion. Ver por ejemplo [Lan93, teorema 4.1, p.186]. O
Lema 2.3. Sea K un campo, sea
Y3 Yy Y, K,
una secuencia de subconjuntos algebraicos en K™, entonces existe v tal que
Yy =Yigi =

Demostracion. Ver por ejemplo [Har77, ejemplo 1.4.7, p.5]. O
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Proposicion 2.4. Sea K un campo no numerable y sea X C K" una variedad
irreducible. Sea {V,}2, una familia de subvariedades propios de X, entonces

X # G V.
a=1

Demostracion. Supongamos X = K", probamos el resultado por induccién en
n € N.

Caso base:

Para n = 1, K es un campo no numerable entonces K # (Joo, Vi, ya que
cada V,, es finito.

Paso de induccion:

Sea n = r —1 € N, suponemos que K"~! 2 (J>7_, V,,. Vamos a probar la
afirmaciéon para n = r.

Consideremos la proyeccion natural

T K o5 K}
(c1y..y¢r) = (C1y.vy0rm1)

Supomgamos Vo, =V ({ fia};). Podemos escribir
fia = Zaija(l‘)xia
§=0

donde a;jo(z) € Klz1,...,z,_1]. Por la hipotesis de induccién tenemos
K™ % Ui .oV (@ija);
donde la unién se toma sobre todos los coeficientes no nulos a;;,. Entonces
3b = (by,...,b,—1) € K™=t talque ViVjVa tenemos a;ja(b) # 0.

Entonces para cada a tenemos 7! (b) € |JO—, Va, por lo tanto tenemos

Jvcxe
a=1

Esto termina la demostraciéon en el caso X = K".

Sea X C K". Por el teorema de normalizaciéon de Noether existe un morfismo
finito sobreyectivo f : X — K? donde d = dim(X). Sea {V,}3°, una familia
de subvariedades propias en X. Ya que dim(V,) < d, f es un morfismo propio,
podemos concluir que f(V,,) es una subvariedad propia de K% con dim(f(Va)) <
d,Va.

Por parte anterior tenemos

K # [ f(Va),

a=1

esto implica que X # (o Va. O
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Lema 2.5. Sea X una variedad y X, una componente irreducible de X. Si 'Y
es un subconjunto denso en X, entonces Y N X es denso en X;.

Demostracion. Podemos escribir X = X; U Z donde Z ; X. Ya que X; es una
componente irreducible de X tenemos Z N X; C X;. Supongamos que Y N X3
no es denso en Xy, entonces Y N X; C X;. Tenemos

Y=(ZnY)u(X:NnY)CZUu((YnXy),
entonces
YCcZu(YnX)cX\(Xi\ (XinZ)u(X;nY))).
El conjunto (X;NZ)U (X7 NY) es conjunto cerrado en X; entonces el conjunto
X1\ ((X1NZ)U (X1 NY) es conjunto abierto en X; \ Z, ya que X \ Z = X; \

Z, entonces el conjunto X \ (X1 \ (X1 NZ)U (X1 NY))) es conjunto cerrado
propio de X. Tenemos

YCY X,

esto es una contradiccion. O

2.2. Anillo de polinomios de Laurent

Sea K un campo, el anillo de polinomios de Laurent en n variables z1, ..., x,
y coeficientes en el anillo K se denota por K[yclil7 ..., xF"]. Es decir, los elemen-
tos de K[zi!, ..., 25" son expresiones de la forma:

fl@) =) aqa®, (2.2)
aEA

donde z representa las variables (z1,...,z,), 2% == 2" -+ 29", aq € R, A CZ"
v #H(A) < o0

El polinomio en (2.2) induce una aplicacion

f: (K*)™ — K
(a1y...yan) —  flag,...,an).

donde K* =K\ 0.

Sea f un polinomio de Laurent como en (2.2). Una n-ada a = (aq,...,a,) €
(K*)™ es un cero del polinomio de Laurent f si f(a) = 0.

La variedad (hipersuperficie) asociada al polinomio de Laurent f
es el conjunto:

V(f):={ac (K)" | f(a) =0}

La variedad asociada al conjunto de polinomios de Laurent {fi,..., f.}
en K[z, ... 22" es el conjunto:
V(fi,-ifr) i={a e (K)" | fila) =0, Vi 1<i<r}
Sea I un ideal del anillo K[zi?,. .., z£"], la variedad asociada al ideal I

es el conjunto:
V() :={ae (K)"| f(a) =0,Vf € I}.
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2.3. Anillo de polinomios con infinitas variables

Sea S un conjunto arbitario y sea {As}scs una coleccion de conjuntos, el
producto directo de las A; es:

H Ag = {(QS)SGS | Qs € As} .

seS
Cuando A; = R,Vs € S escriberemos
RY:=]] R
seS

y también, cuando no cree confusién denotaremos R*® := RS
La suma directa de las A; es el subconjunto del producto directo dado por:

@As = {(as)ses | as € Ag, #({as | as #0}) < oo} .

seS

Silas A, tienen estructura de anillo entonces 6986 g A tiene estructura de anillo.
Sea S un conjunto arbitrario, el anillo de polinomios en variables

{zs]s€S}

es el conjunto

Rlzs |s€ S):= {anxa |AC@ZZO,CQ € R, {(A) <oo}.

a€cA SES

donde x% := Mgcgx®s.
Sea f un polinomio

f=Y car™€Rlz,|s€S]. (2:3)
acA

El polinomio f induce una aplicaciéon

I RS — R

(yS)SES = f((ys)SES) :

El soporte de f se define de la siguiente manera

Supp(f) = {a e@P2z0 | ca # 0} .

seS

Si f es un polinomio tenemos £ (Supp(f))) < co.
Sea f un polinomio como en (2.3). Un elemento a = (as)ses € R es un
cero del polinomio f si f(a) = 0.
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La variedad asociada a f es el conjunto:
V(f):={a=(as)ses € R® | f(a) = 0}.

Sea I un ideal del anillo R[z, | s € S], la variedad asociada al ideal I es
el conjunto

V(I):={a = (as)ses € R° | f(a) =0,Yf € I}.

Ejemplo 2.6. Sea S un conjunto, sea I C R[z; | s € S] el ideal

I'=({zs}ses)-
La variedad asociada a [ es:
V(I)=1{(0,0,...) € R®}.
Observerse que si #(S) > #(N), el ideal I no es finitamente generado.

Observacioén 2.7. Por el ejemplo anterior el anillo de polinomios R[xs | s € 5]
no es notheriano si 4(S) £ #(N).

Ejemplo 2.8. Sea S = {1,...,n} C Z>¢. El anillo de polinomios en las varia-
bles {z | s € S} es
R[xs | ERS S] = R[.Tl, S ,xn].

Ejemplo 2.9. Sea S = {(4,7) | 1 <i < n,j > 0}, los elementos de R[z;; | 1 <
i < n,j > 0] son expresiones de la forma:

flx) = Z Ca Mij xf;] (2.4)
acA
donde co € R, A C Pi<i<n Z>o, t(A) < 0.
>0

El polinomio en (2.4) induce una aplicacion
f: RMZz0) R

(aij)ici<n  — f((aij)lﬁi§n>~
i< :

J> 7>0
Ejemplo 2.10. Sea I C Rlz;; |1 <i<2,j>0]. Sea I el ideal
I'=({z1; + 25}50),
la variedad asociada a I es el conjunto

V(I) = {Cl = (an,am,. .., 021,022, . . ) c RQ(ZZO) | f(a) = O,Vf (S I} =
{(a11,a12,a13, ..., —ai1, —ai2, —az,...) € R2Z20},
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2.4. Anillo de series de potencias

El anillo de series potencias en la variable ¢ con coeficientes en el campo
K se denota por K[[t]]. Los elementos de K[[t]] son expresiones de la forma:

p(t) =Y ait', (2.5)
i=0
donde a; € K, para i € Z>g.
El soporte de ¢ es el conjunto

Supp(p) == {i € Z>o | a; # 0}, (2.6)
el orden de ¢ sobre K[[t]] es dado por:
ord(yp) = min Supp(p).
Consideremos la series de potencias
o(t) = at® + bt + ctb € K[[t]],
donde a,b,c # 0. El orden de ¢ es:

ord(p(t)) = 2.

El campo de fracciones de K][[¢]] se denota por K((¢)), los elementos de K((t))
se pueden escribir de la forma:
$1
t) =1L,
(1) 2

donde @1, 5 € K[[t]], con ¢ # 0.
El orden en el anillo K[[t]] se extiende al campo fracciones K((¢)) de la forma
natural:

ord (‘“) — ord(p1) — ord(s). (2.7)

P2

. o) i . o'e) i
Para cada serie ) .° bit" con by # 0 se puede encontrar una serie » .~ c¢;t

tal que
oo ) (oo} )
O bit) (O ait’) =1.
i=0 i=0
Cuando by = 0, tenemos
D bt =" bt
i=0 i=0

donde r = ord(3_;2, b;t!), bl # 0. Entonces se puede encontrar una serie de la
forma Y%, ¢it’ tal que
o0

O bt (> eit) =1.
=0

i=r€Z
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Por lo tanto los elementos de K((¢)) se pueden escribir de la forma

g ait! - <
o) = =S5 = (= 75)Q_ait") = ( at') () ait') = dit".
Ei:o bit Zi:o bit ; i:%:ez ZZ:; i:%:ez

Los elementos de (K[[t]])" para n € N son las n-adas de la forma:

Qﬁ(t) = (901@)7 RS @n(t))a

donde ¢;(t) € K][[t]].
La biyeccion entre K=o y K[[t]] dada por

a= (aj)jZO — Zajtj, (2.8)

nos permite identificar los puntos de K[[t]] con puntos de K=o,
El campo de series de Puiseux es

o

K{{t}} = | K((t%)).

Los elementos de este campo son series de potencias
c(t) = c1t™ 4+ cot™ 4¢3t 4 - -+ |

donde ¢; € Ky a; < az < ag < --- son ndmeros racionales con denominador
comunes. El orden de ¢(t) se define como

ord(c(t)) = ay. (2.9)

Observacion 2.11. El campo de series de Puiseux es el cierre algebraico de
K((t)).

Demostracion. Ver [Pui50]. O

2.5. Limite inverso

Consideremos B un conjunto, una relaciéon binaria en un conjunto B es una
relaciéon de orden si es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Un conjunto que
esta equipado con una relacion de orden es un conjunto ordenado.

Sea A un conjunto ordenado con la relacion binaria <. Sea (A,)qca una
familia de conjuntos indexada por A, sea {Tas}ta<gea una coleccién de mapeos

Tap : Aﬁ — Aa.

Si m,p satisface las condiciones siguientes:
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1. La relacion o < 8 < implica 7oy = Tag © Tgy,
2. Va € A, w4 es identidad

decimos que el sistema ((Aq)aca, (Tag)a<pgea) €s un sistema inverso de con-
juntos y morfismos sobre A. El limite inverso del sistema ((Aq)aen; (Tag)a<pen)
es el conjunto:

@Aa = {(aa)ae/\ = H Ay | ag = maplag), forall a < g in A}.
acA a€EA

Si este conjunto no es vacio Va € A, A, # 0, denotamos el mapeo natural por
Mo : A— Ay, Va € A.

Ejemplo 2.12. Sea A =N, sea A,, = Z/p™Z, donde p es un namero primo,
Vm >m' € A, sea () €l morfismo natural

Tmme  L)/p" L — Z/pm’Z,

el sistema (Z/p™Z, Tmm’ )m>m’ea €8 un sistema inverso. El limite inverso de este
sistema es

1'&1 A, = {(mn) € H Z/p"Z| T = Tmm (Tm), for all m > m'}.
a€A neA

Existe una biyeccion entre @a A, y el conjunto

(SN
B= {(br)r%o 10, €{0,...,p—1},Vre ZZO}.

Pues tenemos la aplicacién

D B — @aeA Aq
(br)rezsy = (bo+bip+bop® + -+ brflprl)reN
que es injectiva: sea (by)rez., € B, sea ® ((by)rez.,) = 0 entonces Vr €
Z>0,Yi,1 <i<r, tenemos b; = 0, por lo tanto (b, ),ez., = 0.
La aplicacion es sobreyectiva: sea (ap)nen € I'&H(;e A A,, por la definciéon
tenemos

Um = a1 mod p™ ! = 3Ja,,_1€{0,...,p—1} tal que

— oym—1
Qm =P Qm—1 + Qm—1-

tenemos ® ((ar)rez.,) = (0 + a1p+ aop® + -+ + ar_lp’“—l)TeN = (ar),en-

Sea A un conjunto y sea < una relacién binaria en A, se dice que un sub-
conjunto B de A es cofinal si satisface la siguiente condicion:
Por cada a € A, existe algtin b € B tal que a < b.
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Proposicion 2.13. Sea A un conjunto ordenado que contiene un subconjunto
cofinal numerable, sea ((Aa)ach, (Tapg)a>pen) un sistema inverso y sea el con-
Junto A el limite inverso de este sistema que no es vacid. Si los mapeos T3 s0N
sobreyectivos para cada o > 3 € A, entonces las proyecciones naturales

A— A,

son sobreyectivas, Vo € A.
Demostracion. Ver por ejemplo [Bou04, proposicion 5, p.198] . O

El tema de limite inverso se puede encontrar también en [BCMM15].

2.6. Conjuntos constructibles y morfismos

Un conjunto se dice localmente cerrado si es un abierto de su cerradura,
es decir, el conjunto A es localmente cerrado si se puede escribir como la inter-
seccién de su cerradura con algtin conjunto abierto i.e. A= ANU, donde U es
un conjunto abierto.

Una unién finita de conjuntos localmentes cerrados es un conjunto cons-
tructible. Los conjuntos constructibles forman una algebra booleana.

Ejemplo 2.14. En la recta real con la topologia usual un ejemplo de conjun-
to constructible es el intervalo A = (0,3] C R que se puede escribir como la
interseccion de su cerradura A = [0, 3] con el conjunto abierto U = (0,4),

A=(0,3]=0,3]N(0,4).

Ejemplo 2.15. En el plano real con la topologia usual un ejemplo de conjunto
constructible es

C={(z,y) € R)?[1<2” +y* <2}
que se puede escribir como la intersecciéon de su cerradura C' = {(z,y) € (R)? |

1 < 22 + y? < 2} con el conjunto abierto C' = {(z,y) € (R)? | 22 +y* < 2} .

Ejemplo 2.16. Sea K un campo, sean X , Y C K" subconjuntos algebraicos
irreducibles, con la topologia de Zariski son conjuntos cerrados, entonces son
conjuntos costructibles.

Corolario 2.17. (Chevalley) Sea K un campo, sean X , Y C K" subconjuntos
algebraicos irreducibles. Sea f : X — Y un morfismo regular, entonces la ima-
gen de f es un conjunto constructible en Y. En general f manda cada conjunto
constructible en X a un conjunto constructible en Y.

Demostracion. Ver por ejemplo [Mum99, Corolario 2, p.51]. O

Lema 2.18. Sea X una variedad algebraica irreducible y sea Y un subconjunto
constructible de X . Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Y es denso en X,
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2. Y contiene un subconjunto abierto no vacio de X,
3. X\Y CX.

Demostracion. 1 => 2. Por la definicién de conjuntos constructibles podemos

escribir
l

Y ={JW\ 2,
i=1

donde Z; y Y; son conjuntos cerrados, Vi, 1 <4 <.

Si Vi, ¥; € X entonces dimY; < dim X, Vi, podemos concluir que Y C
Ué:IYZ- C X. Tenemos una contradiccién, ya que Y es denso en X.

Entonces 3i tal que Y; = X, tenemos U = Y; \ Z; que es un abierto y denso
en X.

2 = 3. Sea U C Y un abierto de X, entonces tenemos

X\YCcX\UCX.
Consideramos su cerradura, tenemos
X\YCcX\UCX.

3 = 2. Consideramos el conjunto abierto U = X \ (X \Y) que estd en Y.
2 = 1. Ver por ejemplo [Har77, Ejemplo 1.1.3, p.3 ]. Que el hecho que esta
linea es el dnico sitio en la demostracion donde utilizamos la hipotesis que X es
irreducible. O

Proposicion 2.19. Sea K un campo no numerable algebraicamente cerrado de
caracteristica cero. Sea {E4}22 | una familia creciente de conjuntos constructi-
bles en K™ con K™ =, Eo. Entonces existe o tal que K" = E,.

Demostracion. Supongamos E, C K" para cada a. La familia creciente de
conjuntos constructibles
EiCcEy,Cc---CcK" (210)

da una secuencia anidada de conjuntos constructibles
Kn\El DK”\EQ Do . (2.11)

Tomando el cierre en (2.11), obtenemos una secuencia anidada de subvariedades
algebraicas

Kn\E1:)Kn\E23...

Por lo tanto, hay m € N tal que K \ E, = K» \ E,, para cada o > m.

Sea X = K~ \ E, para a > m y sea X; una componente irreducible de X.
Entonces por el lema 2.5 (K" \ E,) N X; es denso en X; para o > m y por el
lema 2.18, contiene un conjunto abierto no vacio U, de X;.

Fo =X\ U,.
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Obtenemos F, N X1 C F, C X3, asi por la proposiciéon 2.4

Uoe1Fa € X;.
Esto implica que U2 ; E, no contiene X3 \ U3, F,, C K". Tenemos una contra-

diccion. O

2.7. Valoraciones

Sea R un anillo, un ideal m C R es un ideal maximal si para cada ideal T
conmCJ]CRtenemos I =mol=R.

Un anillo R es un anillo local si tiene un tnico ideal maximal.

Sea K un campo. Una valoracién sobre K es una funcion v : K — RU {o0}
que satisface las siguientes condiciones:

1. v(a) =0 & a=0,
2. v(ab) = v(a) + v(b),
3. v(a+0b) > min(v(a),v(b)) , Va,b e K*.

La imagen de la valoraciéon v es el grupo valores de v y lo denotamos por
r,.
Un campo K con una valoraciéon v se dice campo valorado y lo denotamos
por (K, v).

Lema 2.20. Sea K un campo algebraicamente cerrado entonces la sobreyeccion
K* — I', se escinde, es decir, existe un homomorfismo de grupos  : I'), — K*
con v(Q(w)) = w.

Demostracion. Ver por ejemplo [MS15, lema 2.1.15, p.54]. O

El conjunto de los elementos de K con valor no negativo
R, :={ceK:v(c) >0}, (2.12)
es un anillo de valoracion asociada a (K, v) con ideal maximal
m, :={ceK:v(c) >0}

El anillo cociente
K:=R,/m,,

es un campo que se llama el campo residual.

Ejemplo 2.21. Consideremos el campo de series de potencias K((¢)). El orden
definido en (2.7) es una valoracion en este campo.
El anillo de series de potencias K[[t]] se puede escribir de la forma:

K{[t]] = {¢(t) € K((¥)) | v(¢) = 0},
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que es exactamente el anillo de valoracién asociada a (K((¢)),v). Su ideal ma-
ximal es:

oo
m, ={p= Zciti | co = 0}.
=0

y el campo residual es el campo K.

Ejemplo 2.22. Consideremos K((t)) el campo de series de potencias. La apli-

cacién candnica
Q: T, = K((¥)*
w Y,

es una escision.

Ejemplo 2.23. Consideremos el campo de nimeros racionales, para p nimero
primo definimos la valoracion

vp 1 Q = RU{oo},

dada por v,(q) = k para ¢ = p*a/b, donde p no divide ni a ni b. Se dice que v,
es la valoracién p-adica.
Por ejemplo cuando p=3 tenemos

v3(2/9) = —2.
El anillo de valoraciones es
R, ={c/d|c,dec Z,ptd},
el ideal maximal es
m,, ={c/d|c,deZ,p|c,ptd}.

El campo residual R, /m,, es isomorfo a Z,. En efecto, consideremos el homo-
morfismo f dado por

f: R, : — Zy,
c/d — [d[d!

donde para cada a € Z, [a] es la clase de congruencia en Z,,.
El nicleo de f es m, y por el teorema de isomorfia tenemos:

K =R, /m, =7,

Ejemplo 2.24. Sea K{{t}} el campo de series de Puiseux, el orden definido en
(2.9) es una valoracion en este campo. El anillo de valoracion en (2.12) es

R, :={c(t) e K{{t}} | ord (c(t)) > 0}, (2.13)
el ideal maximal es
my, = {c(t) € K{{t}} [ ord (c(t)) > 0},

el campo residual es el campo K.
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Sea (K, v) un campo valorado. La valoracion inducida sobre (K)™ es:
v: (K)™ — (RU{oc})™
(a1,-..,an) = (v(ay),...,v(ay)).

2.8. Homogeneizacion

Sea f =) ca Car® € K[z1,...,2,] un polinomio. El grado de f es

d=mix{la| |ca#0},

donde | v |= 37 .

Sea f € K[zy,...,2,] un polinomio de grado d. Se dice que f es un polino-
mio homogéneo de grado d si cada término de f tiene grado d.

Sea I C Klz1,...,2,] un ideal. Se dice que I es un ideal homogéneo si

cada elemento de I es suma de un nimero finito de elementos homogéneos que
estdn en [.

Sea f = Ycoz® € K[z, ..., z,] un polinomio de grado d. La homogenei-
zacion de f es el polinomio:

o~

d—
[ = Zcaxy lod g ¢ Klzo, z1,. .., Ty

Ejemplo 2.25. Sea K el campo de series de potencias, sea f(x) = to$ + (12 +
)zy22 — 223 € K[x1,22,23). El grado de f es d = 5 y la homogeneizacion de
f es el polinomio R

f=tadad + (£ + Dajrize — xizs.

Sea I C K[z1,...,x,]| un ideal, la homogeneizacién de I es el ideal gene-
rado por la homogeneizacién de sus elementos,

I" =< f,f €I >CKlzg,a1,...,2).

A esta valoracion inducida la notamos también por v por abuso de notacion.



Capitulo 3

Conceptos basicos de
geometria tropical

En &lgebra tropical, la suma de dos niimeros es su minimo y el producto
de dos numeros es su suma. Esta estructura algebraica es conocida como el
semianillo tropical. La geometria algebraica tropical es la geometria algebraica
sobre el semianillo tropical.

Los origenes de la geometria algebraica se encuentran en el estudio de los
ceros de conjuntos de polinomios. Estos objetos son variedades algebraicas como
por ejemplo curvas planas y superficies en el espacio tri-dimensional. Tiene
sentido definir polinomios y funciones racionales sobre el semianillo tropical.
Estas funciones son lineales a trozos. Las variedades algebraicas también se
pueden definir en el entorno tropical. Son ahora subconjuntos de R™ que se
componen de poliedros convexos. Por lo tanto, la geometria algebraica tropical
es una version lineal a trozos de la geometria algebraica.

Los resultados de este capitulo se pueden consultar en el libro ‘Introduction
to tropical geometry’ by D.Maclagan, B.Sturmfels [MS15] y en [Stu02], [SS04],
[EKLO06], [JMMO8],[IMS09], [Aro10a], [Aro10b], [ABF13], [BIMS15].

3.1. Semi-anillo Tropical
El semi-anillo tropical es el conjunto T =R U {oo} con:

1. La operacion & llamada la adicién tropical,

x @y :=min{z,y},Va,y € T.
2. La operacién ® llamada la multiplicacion tropical,
rQy:=x+y,Ve,y € T.

23
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a UVeces

—_—
Dado a € Z>¢ definimos 2% =2 ® -0z = az. Stz = (z1,...,2,) y a =
(a1, an), B=(81,...,05,) tenemos
oo — x?al oy @l‘ga”’ =@+ + Ty (3]_)

2O(a+8) — x?(a1+51) Q-0 x%(an+5n) = (a1 + B1)a1 4 + (an + Bn)Tn =
xQDt @LEGB

Cuando no cree confusién escribiremos =% en lugar de z©.
Un polinomio tropical en n variables es una expresion de la forma

P(x) = @ Mgy © 2% (3.2)
a€eA

donde x representa las variables (z1,...,2,), mq € T, A CZ", §(A) < 0.
El polinomio tropical en (3.2) induce una aplicacién

P: R — R

w o Paep Ma O WO,

Esta aplicacion es lineal a trozos pues por (3.1), se puede escribir de la forma
P: R — R
w  — mingep{ma+ < w,a >},
donde < a,w >= 7" | aw;.
Ejemplo 3.1. Consideremos los polinomios tropicales siguientes:
1. P(z) =1@® (1 ® z) es un polinomio tropical que induce la aplicacion
P: Rl — R
x +— min{z+1,1}.

Por ejemplo tenemos P(—2) = min{—1,1} = —1. Para graficar esta fun-
cion dibujamos dos lineas en el plano de coordenadas (x1,z2),

g =11+ 1,22 =1,

el valor de p(z) es el minimo zo tal que (z1,x2) pertenece a alguna de
estas lineas. El grafico de P(z) es el dibujo (1).

2. P(z) = 3®2?) @ (2® z) ® 5 es un polinomio tropical que induce la
aplicacion
P: Rl — R
x +—— min{3+2z,2+z,5}.
Para graficar esta funcién dibujamos tres lineas en el plano de coordenados
(‘rlv .’Ez),
To =211+ 3,22 =2+ x1, 22 = O,
el valor de p(x) es el minimo x5 tal que (x1,x2) pertenece a alguna de
estas lineas. El grafico de P(x) es el dibujo (2).
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(2)

3. P(x1,22) = (40 x1) ® (3@ x2) ® 1 es un polinomio lineal tropical , que
induce la aplicacion

P: R — R
x> min{4d+ 1,3+ 2,1},

Para graficar esta funcién dibujamos tres planos en el espacio de coorde-
nadas (z1, za, T2),

z3=x1 +4,73 =3+ 22,73 = 1,

el valor de p(x) es el minimo x3 tal que (z1, z2, x3) pertenece a alguna de
estos planos. El grafico de P(x) es el dibujo (3).

Sea P(x) el polinomio tropical en (3.2). La variedad asociada a P es el
lugar no linealidad del grafo P, es decir,

V(P):={zeR"|3a,feAa#B, Pla)=m,0z*=mgoz’}. (3.3)

Ejemplo 3.2. 1. Consideremos el polinomio tropical P(z) =1® (z ® 1), la
variedad asociada a P es :

V(P) = {0}.
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(3)

2. Consideremos el polinomio tropical P(z) = 3 ©®2?) ® (2©® z) &5, la
variedad asociada a P es:

V(P)={-1,3}.
3. Consideremos el polinomio tropical P(z1,x9) = xl_l @ xo @ 1, la variedad
asociada a P es:
V(P) = {(%1,1‘2) S R2 | To — —X1 S ].} U {(1’1,%2) € R2 ‘ Tg = 1 S 7(7]1}
U{(l’l,xg) € R? | 1l=—2, < .’ﬂz}.

El conjunto de polinomios tropicales es un semianillo. Denotaremos por
T[wfl, I

rrn

3.2. Tropicalizacién de un polinomio

En lo que sigue, vamos a trabajar con un campo valorado (K, v).
Sea f(z) = Y ,ca @az® € K[z, ..., 25"], donde A C Z",§(A) < o0. La
tropicalizacion de f(x) es el polinomio tropical

trop(f) := @ v(aq) © .
aEA

que induce la aplicacién

trop(f): R* — R
z  +— mingepa{rv(an)+ < o,z >}

Ejemplo 3.3. Sea K el campo de series de Puiseux con coeficientes complejos,

sea f(x) = (%)x? — Hry 4+t 215 € K[zl 251, la tropicalizacion de f es

trop(f) = (v(rs) © 1) @ (v() © 23%) @ w(? — 26°) =
(-1osf) @ (-20237) @ (2),
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que induce la aplicacién

trop(f): R? — R
x  — mingea{—1+ 3x1, -2 — 22,2},

por ejemplo cuando = = (1,2) tenemos trop(f)(z) = —6.

Lema 3.4. Sean f,g € K[zlﬂ, ..., xE"]. Tenemos

r'n

trop(fg)(w) = trop(f)(w) ® trop(g)(w).

Demostracion. Podemos escribir los polinomios f y g de la forma

f(x) = Z anr®, g(x) = Z bgl‘ﬂ.

a€A BeEN

fg= Z Z aabﬁxo‘+ﬁ.

SEA+A’ 6=a+8

Tenemos

Sea w € I'}. Tenemos

trop(fg)(w) = minseaar {mfn atp=s {v(aabg) + (w,a + B>}} =
a€A,BeN

mingeaias {ml’n atp=s {v(aq)+v(bg)+ (w,a) + <w,ﬂ>}} )
acA,BeN

Por otro lado tenemos
trop(f)(w) + trop(g)(w) = mingea {v(aa) + (w, )} + mingen {v(bg) + (w, B)} =
mingen {v(aa) + (w, @) + mingea {v(bs) + (w, B)}} =
mingea mingear {v(aa) + (w, a) +v(bg) + (w, )} =

mingeaar ¢ min ayp—s {¥(aa) +v(bg) + (w,a) + (w,B)} 7.
aclA,BEN

O

Sea I C K[mlﬂ, ...,xI"]. La tropicalizacién de I es el conjunto de poli-

nomios tropicales:
trop(I) := {trop(f) | f € I}.

Sea (K, v) un campo valorado. Supongamos que el grupo de valores T',, es
denso en R. Supongamos que existe una escision ® : I', — K* con ®(¢) = ¢ y
t € K* y v(t) = 1. En esta seccion introduciremos el concepto de parte w—inicial
de un polinomio.

Lema 3.5. Sea f(z) = Y, caz® € Kzi?h, ... 2], sea w = (w1,...,w,) €
(T,)™. Entonces el polinomio

fu(x) =t g, - pong ),

estd en el anillo R, [x{d, ..., de (K,v), donde R, es el anillo local. Es decir,

rYn

todos los coeficientes de P, (x) tienen valor mayor o igual a cero.
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Demostracion. Sustituyendo tenemos

fuw(x) = t7tropNW) f(gwig, g,

= ¢~ rop(NW) ™ e (tWy )@ - (E 0y, ) O

— t—trop(f)('w) Z ca(tw1(¥1+"'+wn0¢n)x?l - l‘g"
— Ea Cat—trop(f)(w)+<oz,w>xa.

Para cada « tenemos
trop(f)(w) << a,w > +v(cy),

entonces la valoracion del coeficiente ¢, t~toP(H)(w)t<aw> og
V(cat—trop(f)(w)+<a7w>) — V(t—trop(.f)(w)+<a7w>) +v(ca) =
—trop(f)(w)+ < a,w > +v(cy) > —v(ca) + v(cy) = 0.

Entonces los coeficientes de f,,(x) estan en el anillo local R, por lo tanto

fuw(x) € Rl,[atlﬂ, . xil].

rn

Sea f(z) = 3, ca®® € R [z, ..., 21", definimos

donde ¢, denota la clase de ¢, en el campo residual. Asi

Fe Kt ... 2t

) n

donde K es el campo residual.

Lema 3.6. Sea f(z) =Y, car® € K[z, ..., 25", sea w € (T,)" entonces

fuw(x) #0.

Demostracion. Por la demostraciéon del lema 3.5 tenemos

Fo@) = 3 cat=trortD <> o

[e4

el valor de algunos coeficientes son cero, pues 33 tal que
trop(f)(w) =v(cg)+ < B,w > .
Entonces t_”(%)ca € R, \ m,, por lo tanto
e € K

donde K es el campo residual.
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Sea f(z) = 3, caz® € K[z, ..., 22", dado w = (wy, ..., w,) € ([,)™, la
parte w—inicial de f es

iy (f) 1= t=trop(H(w) f(twoyy ... twng,) = t—tror(f)(w) Do Cat®ae

= ZtTOP(f)(w):V(ca)+w.a t=v(ca CaT®,

donde @ denota la imagen de a en el campo residual R,. La definicién de parte
w—inicial depende de la escisién elegida.

Ejemplo 3.7. Sea K el campo de series de Puiseux con coeficientes comple-
jos, sea f(z) = (3 — tY)xy + (2 — t)ag + 23 + 3 — t° € K[zt 23t 23], la
tropicalizacién de f es

trop(f)=B0x1)® (10 x2) Bas P 3,

sea w = (0,3,5) € (I',)? tenemos trop(f)(w) = 3, entonces la parte w—inicial
de f con la escision candnica (ejemplo2.22) es

inw(f) =3 (& — )z, + 13 — 1) = (1 — Doy +1 -2 =21 + 1.

Consideremos la escision ®(¢) = (3t)¢ la parte w—inicial de f con esta escision
es

— 1 1
ing(f) = (3t)73(t3 — tY) 1 +(3) 3 (83 — t5) = 7 ((1 -tz +1-— t2> = 2—7(x1+1).
Consideremos la escision ®(¢) = (¢ + t2)¢, la parte w—inicial de f con esta

escision es

1—1¢ _
inw(f) =t +2) 3 — )z, +(E + )38 — ) = (H cay+1 —t> — Lo +1.

Cuando trabajamos con el campo de series de Puiseux utilizamos la escisién
canénica
¢ —to.
Sea I C K[mlﬂ, ...,2X1] un ideal, el ideal w—inicial asociado a I es
inw (1) := (inw(f), f € I).

Ejemplo 3.8. Sea Q el campo de los nimeros racionales con la valoraciéon
+1 +1 . +1

2-adica, sea I =< x1 + 229,22 + 4z >C Q[zT ", 25, x5 ], tenemos las tropica-
lizaciones
trop(z1 + 222) = 21 @ (L O x2),  trop(ws + 4as) = 22 ® (20 a3),
sea w = (1,1,1) € (T',)3, tenemos
trop(x1 + 2xz2)(w) = 1, trop(za + 4a3)(w) = 1,
las partes w—iniciales de los generadores de I son
iy (1 4 229) = 1,104 (22 + 423) = 29,
el ideal w—inicial asociada a I contiene

(x1,2) Cing(I).
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De hecho para igualdad tiene que usar el teoria de base de Grobner.

rn

Lema 3.9. Sea I C K[zi',..., 2" un ideal, sea w € T7. Si g € iny,(I)
entonces g = iny,(f) para algin f € 1.

Demostracion. Ver por ejemplo [MS15, lemma 2.6.3, p.83]. O

3.3. Hipersuperficies tropicales

Sea f(z) = > cp Gat®™ € K[zf!, ..., zE"]. La hipersuperficie tropical
asociada a f es la variedad asociada a la tropicalizacion de f. Es decir

Vr(f) == V(trop(f)).
Ejemplo 3.10. Sea K el campo de series de Puiseux con coeficientes complejos.

1. Sea f(x1,x2) = toy 4tz + 13 +t° € K[zF', 2F"]. La tropicalizacion de
fes:
trop(f)=(10xz1) ® (20 x2) ® 3,

la hipersuperficie tropical asociada a f es el conjunto
Vr(f) = {(z1,22) ER* |1+ 21 =2+ 25 <3} U
{(.Tl,xz) ERQ|I1+1:3S$2+2}U{(1‘1,I2) ERQ | 2—|—I2:3S$1—|—1}
Ver la figura (1).

(1)

2. Sea f(x1,x2) = ta} +4xix0 + 723 + 8 € K[zf!, 23], la tropicalizacion de
fes:
trop(f) = (1©2z1) @ (1 © x2) ® 222 B0,

la hipersuperficie tropical asociada a f es:

Vr(f) =

{(l‘l,l‘g) € R? | 14221 =214+ 22 < 2$2,0} U{(l‘l,l‘g) € R? | 14221 =229 <21 +$2,0}U
{(z1,22) €ER? | 1+ 221 =0 < 21 + 22,222} U{(21,72) € R? | 21 + 22 = 229 < 1 + 22,0}V
{(1’171’2) S R2 | 1+ a2 =0< 229, 1 +2I1}U{(I1,l‘2) S R2 | 200 =0 < 1+ 2z, 21 +I’2}
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/\R

Ver la figura (2).
3. Sea f(x1,29) = 323 + w120 + tad + toy + 20 + 1 € K[zF!, 25!
calizacion de f es:

, la tropi-

trop(f) = (3©221) ® (21 ©x2) ® (1 +222) & (1 +21) B2 ® 0,
la hipersuperficie tropical asociada a f es:

VT(f) = {(xl,xg) e R? | 34+2x1 =21+ 22 < 1+21’2,1+1’1,1’2,0}U
(1,22) ER? |3+ 221 =1+ 229 < 21 + 22,1 + 21, 79,0}V
(.’1?1,1‘2) € R? I 3421 =14+21 <21 +x2,1+2x2,x2,0}u
(371,33‘2) € R? I 34+ 2x1 =x9 <121 +$2,1+2$2,1+$1,0}U
(1‘1,2132) € R? | 3421 =0<uz +$2,1—|—2£€2,1—|—1’1,[E2}U
(I‘l,xg) €R2 |IL’1 + 120 =1+ 229 §3+2$1,1+.’E1,’£2,0}U
(1’1,!172) e R? |£E1 +xo=1+2x1 §3+2x1,1+2x2,x2,0}u
(.’)31,%2) € R? |l‘1 + X9 = X2 §3+2{L‘1,1+2$2,1+.’L‘170}U
(l‘l,l‘g) € R? Il‘l + X2 :0§3+2$1,1+2$2,1+$1,$2}U
(r1,22) €ER? | 1+ 229 = 1 + 21 < 3+ 221,71 + T2, 72,0}V
(1’1,1'2) GRQ | 14229 = 29 S3+21’1,I1+I’2,1+I170}U
(1’1,5EQ) € R? | 1422, =0<34221, 11 +£E2,].+"E1,.’£2}U
(r1,22) ER? | 1+ 21 = 29 < 3+ 221,21 + T2, 1 + 229,0}U
(.’L‘l,Ig) € R? I 1421 =0<3+ 221,21 +$2,1+2$2,$2}U
(Z‘1,$2) € R? Il‘2 =0<34 22,1, +$2,1+2$2,1—|—$1}.

{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{

Ver la figura (3).

Ejemplo 3.11. Sea Q el campo de nimeros racionales con la valoracion 2-adica,
sea f =2+ 3z + 42 + (1/4)2* € Q[a*1]. La tropicalizacion de f es:

trop(f)=1®z®(202%) & (-20z").
La hipersuperficie tropical asociada a f es:

Vr(f) = {2/3,1}.
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(3)

Sea f(z) € K[zF!,..., 2] un polinomio. Consideremos la hipersuperficie
asociada a f

V(f) =A{z e (K)" | f(x) =0},

vamos a relacionar la hipersuperficie algebraica con la hipersuperficie tropical.
Para esto consideremos el operador

trop(V(f)) : K" — r~ (3.4)

(Grres8n) = (W), (60):

Ejemplo 3.12. Sea K el campo de series de Puiseux con coeficientes complejos,
sea f = (t + 3)z +t? € K[z]. La hipersuperficie asociada a f es el punto

—¢2
Vi =)
Tenemos
—¢2
trop(V(£) = (vl 5)} = {1},

Teorema 3.13. (Kapranov) Sea (K,v) un campo valorado algebraicamente ce-

rrado con caracteristica cero. Sea f(z) = Y., car® € Kzi?,... 2], los si-

r'n
guientes conjuntos son iguales.
1. La hipersuperficie tropical Vi(f) en R™,

2. La clausura de conjunto A= {w € (I',))" | iny(f) no es un monomio } en
R7l7

3. La clasura de trop(V(f)) en R™.

Demostracion. Ver por ejemplo [EKLO6]. O
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3.4. Variedades tropicales

Sea I € K[zi?,..., 2] un ideal. La variedad tropical asociada a I es el
conjunto

V(1) == V(trop(1)) = () Vr ().

fel

SiI={(f1,...,[fr) setiene que

r

Vr(I) € ﬂ Vr(fi)-

i=1

La contencién inversa no es siempre cierta, como se puede ver en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.14. Sea K el campo de series de Puiseux con coeficientes complejos,
£, 25" el ideal generado por

sea I C K[zf!, 3!, o3
I = <t31‘1 + 229 — 323,429 — x3>.

La hipersuperficie tropical asociada a f; = t3x; + 225 — 3z3 es

Vr (fl) = {(x1,$27$3) € R3 | 3+x =29 < LEg}U
{(z1,20,23) € R® |21 +3 =23 < 22} U{(w1,22,23) € R? | zy = 25 <21 + 3},

v la hipersuperficie tropical asociada a fo = 4xs — x3 es
Vi (f2) = {(z1,22,23) € R3 | o = z3}.
La interseccién de estas hipersuperficies tropicales es el conjunto
Vr (f1) NVr (f2) = {(#1,22,23) € R® |29 = 23 < 13 +3}.
La variedad tropical asociada a I verifica
Vr(I) € Ve (f) NVr (f2).

Consideremos el polinomios f = 2f; — fo = 2t3x; + 5x3 € I. La hipersuperficie
tropical asociada a f es

Vi (f) = {(z1,00,23) €R® | 21 +3 =23}
Podemos concluir que
Vr(I) € Ve (f1) N Ve (f2) N Ve (f) = { (21,22, 23) ER? |21 +3=m9 =3} .

Por lo tanto

2
Vr(I) # ﬂ Vr(fs)-

i=1
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Un conjunto de generadores 7 = {f1, ..., f»} de I se llama una base tropi-
cal de I, si
T
Vr(I) = (| Ve (fi).
i=1
Lema 3.15. Sea 7 = {f1,..., fr} una base tropical de I, entonces para cada

w € (I',)", el ideal inicial in,,(I) contiene una unidad si y solo si in,(7) =
{inw(f), f € T} contiene una unidad.

Demostracion. Vamos a probar que para cada w € R", si in,(I) contiene una
unidad, entonces in,,(7) contiene una unidad. Supongamos que in,,(I) contiene
una unidad, entonces existe un polinomio f € I, tal que in,(f) es un monomio.
Por el teorema 3.13 w ¢ Vp(I) = (;_, Vr(f;), entonces Fi,1 < i < r tal que

w ¢ Vp(fi), por lo tanto in,, (7) tiene unidad. O

Teorema 3.16. Cada ideal I C K[z, ... 2] tiene una base tropical.

Demostracion. Ver [RGSTO05]. O
Sea I C K[zF!,..., '] un ideal, para relacionar la variedad algebraica

asociada a I con la variedad tropical asociada a I definimos el conjunto

trop(V(I)) == {(v(81), ..., v(8)) | (81,....6n) € V(I)}.

Ejemplo 3.17. Sea K campo de series de potencias. Sea I C K[xlﬂ, R
el ideal generado por
I = <I1 +172,1‘1 — 2172>.

La variedad asociada a I es
V() ={(a,—a),(b,b) | a,be K},
tenemos el conjunto
trop(V(I)) := {(v(a), v(=a)), (v(b),v(b)) [ a,b € K*} = {(r, =), (s,5) [ r, s € Z}.

El teorema fundamental de la geometria algebraica tropical establece una
estrecha relacién entre las variedades algebraicas y variedades tropicales.

Teorema 3.18. (Teorema Fundamental de geometria tropical ) Sea

(K,v) un campo valorado algebraicamente cerrado con car(K) = 0. Sea I C
K[ +1 +1

X7, xrt] un ideal, entonces los conjuntos siguientes son iguales:
1. La variedad tropical Vr(I) en R™.
2. La clausura del conjunto A = {w € (Tya)™ | iny(I) # (1)} en R™.
3. La clausura de trop(V(I)) en R™.

Demostracion. Ver por ejemplo [SS04]. O
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Ejemplo 3.19. Sea K el campo de series de Puiseux con coeficientes complejos,
sea f = 3wy +t2x9 + 2t € K[wy,22] v I = (321 + 1232+ 2t) el ideal generado por
f. La variedad tropical asociada a I es
VT(f) = {(1‘1,1‘2) € R? | Ty =20+ 2< 1} U {(1‘1,.132) € R? | 1 =1< 29 +2}U
{(1‘1,1‘2) S R? | To+2=1< ,131}.

El grafo de la hipersuperficie tropical es el dibujo (3.19).

(3.19)

La variedad asociada a I es

t?a + 2t -2
V(D ={(-"5 0 e K lae K a# =}

Agarramos p = (t* — 2t,—3) € V(I) tenemos

trop(p) = trop(t* — §t7 -3) = (1,0) € trop(V(I)).

En el grafo podemos ver que trop(p) = (1,0) € Vr(trop(f)), asi podemos
ver como dice el Teorema 3.18 que

trop(V(I)) C Vr(I).

Por la definicion tenemos

wropv (1) ={ (-5 a) ) lae ka2 2.
tenemos
(1,v(a)), si v(t?a) > 1,
t?a + 2t ) @2+v(a),v(a), siv(t?a)<1
W)= L), siv(a) = 1,b=atar. OO
(0,0), En todos los demas casos

La clausura de la union de estos conjuntos es, precisamente, Vr(I).
El ideal inicial in,,(I) no es un ideal monomial si:
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1. w=A(1,-1) VAeR A >0,
2. w=Abb—2) VAeR A>0,tal queb< 1,
3. w=(1,b),(b,—1) , tal que b > 1.

La linea tropical Vip(I) es el conjunto de todos los w que verifican una de las
condiciones 1,2, 3.



Capitulo 4

Algebra diferencial

Algebra diferencial fue introducido por Ritt y Kolchin [RR39], [Rit50], [Kol73].
En los capitulos anteriores trabajamos con dos operaciones adiciéon y multiplica-
cion, en este capitulo trabajaremos con tres operaciones adicién, multiplicaciéon
y derivacion.

La mayoria de los resultados de este capitulo se pueden consultar en el libro
Algebra diferencial por Ritt [Rit50], [Kol73].

4.1. Anillo diferencial

Sea R un anillo conmutativo con unidad. Una derivacién en R es un mapeo
d:R— R,
que satisface
L. d(a+b) = d(a) +d(b),Ya,b € R,
2. d(ab) = d(a)b + ad(b),Va,b € R.

Se dice que la pareja (R, d) es un anillo diferencial. Se dice que la pareja (R, d)
es un campo diferencial si R es un campo.

Ejemplo 4.1. Todo anillo conmutativo R con unidad puede convertirse en ani-
llo diferencial con la derivacion trivial. La derivacion trivial envia cada elemento
a cero.

Ejemplo 4.2. Sea C*(a,b) el anillo de las funciones diferenciables con valores
reales en el intervalo abierto (a,b). Entonces

D: C*®(a,b) — C>=(a,b)
f = f

es una derivacion. Por lo tanto C*°(a, b) tiene estructura de anillo diferencial.

37
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Sea (R, d) un anillo diferencial. Un ideal I C R se dice un ideal diferencial
si es cerrado bajo la derivacion.

Sea I un ideal diferencial en el anillo diferencial (R,d). El anillo cociente
R/I es un anillo diferencial con operador derivacion

d/I: R/I —  R/I
a+I +— d(a)+1,

Sea (R,d) un anillo diferencial, sea I C R un ideal. El ideal diferencial
generado por [ es la intersecciéon de todos los ideales diferenciales que contie-
nen a I, lo denotamos por (I)4. El ideal diferencial generado por f1,...,fs € R
es

<f1a"'7fs>d = <f13df15d2f1a"'7fsadfs7d2f5"">a

donde d’ es la composicion de d consigo mismo 7 veces.

4.2. Anillo diferencial de series de potencias

Sea K un campo diferencial. El anillo de series de potencias K[[¢]] con la
derivacion

d: K{[[t]] = K{[t]] }
Pt) = Yien,at! = dle(t) = Y at
J€Z>o

es un anillo diferencial, lo denotamos por (K[[t]], d).
Sea ¢ =z, ajt! € K[[t]]. La k—esima derivacion de ¢ es

= d* (500t ) = 520N G = 1)+ (G = b Dt~ = 52, frati "
=550 Lt agent.

Ejemplo 4.3. Sea K un campo, sea ¢ = 3 + t* + 2t — 58 + 19 € K[[t]], la
derivacién de ¢ es

d(p) = 3% + 41> 4+ 126 — 40t™ + 9¢°.

Cuando tenemos una serie de potencias de la forma 1 (t) = >
K[[t]] tenemos

() = 372, Jjatl = Z;io Groagnt = X7, %a(jﬂ)tj,
() =372, ﬁj(j — a2 =32 i (1 — Dagyat! =
Yizo oG+t

14
j€Zso j!ajt €

() =335 713G = 1)+ (G = k+ Dagt = = |
Yo oG — 1) = k+ Dagnt’ = 3520 jaG+nt-
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En los capitulos siguientes usaremos la biyeccion siguiente en lugar de la dada
en (2.8).

poo K=o o K
a=(aj)j>0 j;;!ajtj, (4.1)

El mapeo v tiene la siguiente propiedad:

d"pla) =Y By (4.2)
iz 7
lo que implica
A"V (a)li=o = a (4.3)
y entonces
a= (dkl/J(Q)‘t:O)kzo- (4.4)

4.3. Polinomios diferenciales

Sea z una indeterminada. Consideremos la secuencia infinita

Estos simbolos se van a utilizar para construir los polinomios diferenciales. Cada
polinomio diferencial contiene un ntimero finito de estos simbolos. El simbolo =
se llama indeterminado diferencial y el simbolo z(P) se dice la p—ésima deri-
vada de z. Cuando tenemos n—indeterminadas x1, . . ., x, denotamos la j—ésima
derivacién de x; por z;;, podemos decir que x; es la 0—ésima derivacién de ;.
Sea (R,d) un anillo diferencial, sean x1,...,x, indeterminadas. El conjunto de
los polinomios con coeficientes en R en las variables {x;; | 1 <i <mn,j > 0} es
un anillo que denotamos por

R{xq,...,zp). (4.5)

La derivacién d sobre R se puede extender a una derivacién D de R{z1,...,z,)
dada por

L. D(zij) = @i(j41) parai=1,...,ny j >0,

2. D(a) =d(a),Va € K.

El par (R(x1,...,%y), D) es un anillo diferencial llamado el anillo diferen-
cial de polinomios en n variables con coeficientes en R.

Los elementos de R{x1,...,z,) se llaman polinomios diferenciales. Un po-

linomio diferencial P € R(x1,...,z,) de orden menor o igual que O se puede
escribir de la forma

P= Z Y H(ﬂfij)M” (4.6)

MeACM,y(0+41)(Zx0)
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con ¥y € R, #(A)! < oo, M (041)(Z>0) es el conjunto de las matrices n x
(O+1) con entradas en Z>¢, a las entradas de la matriz M denotamos por M;;
y1<i<n0<;5<0.

Ejemplo 4.4. Consideramos el polinomio diferencial de orden 3

P(x) = t*(212) " @1325 (223) w30 — (14+1) (211)(212)* (223) 23225 (233) € K[[t]](21, . ..

En este polinomio tenemos 1 <7 <3y 0 < j < 3. Podemos escribir las matrices
Ml 3 M2

00 7 1
Mi=|4 00 5
1 0 00
0 8 2 0
Ma=| 0 0 0 1
6 0 1 9
Tenemos los coeficientes ¥y, =12 y ¥, = —(t + 1).

El polinomio diferencial en (4.6) induce una aplicacion

P: R™ — R
(4.7

(901’-~-’<Pn) = Plijidjtpm

donde P|xij=djw es el elemento de R obtenido mediante la sustitucién de z;;
por d?¢; en el polinomio diferencial P.

Ejemplo 4.5. Sea P(z) el polinomio diferencial en el ejemplo 4.4, sea ¢ =
(2t* +¢,5t% — 13, -3 — t + t°) € K][[t]]*. Tenemos

P(p) = Ply,,—aip, = t2(d?@1) d? 01 (d°02)* (dPp2)° (d°p3) —
(1 +t)(df<p1)8 d*p1)? (d3<pz)(d2¢3)(dows)6(d3s03)9 =
2(24¢2)7(48t)(5t2 — t3)4(10 — 6t)° (=3 — t +t°)—

(14 ) (83 + 1)8(24t2)%(—6)(20t3) (=3 — t + t°)5(60¢2)°.

Una n-ada ¢ = (p1,...,9,) € R" es una solucién de polinomio diferen-
cial P si P(y) =0.

Lema 4.6. Sea P € R{z1,...,zy), sea ¢ = (¢1,...,0n) € R™. Tenemos la
tqualdad
d* (P (¢)) = (D"P) (¢), (4.8)

Demostracion. Sea P un polinomio de la forma (4.6). Sustituimos ¢ en P. Te-

nemos
Z Yu H d )M

MeA

L(A) = Canrdinalidad de A

s Tn)-
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P(y) es un elemento de R. Derivando k veces tenemos

A4 (P(0)) = d* (Lyren vonr Ty (@)™ ) = S aren o (" Wan)d! (T, (@)™ ) =
l

ZMEA Zf:O (’;) dk_l(wM) ET10+"'+T”O:l (7'1(_),'” yTnO) )
15 g (Mg (Myy = 1)+ (M — 1+ 1) 72 () () 5770

e=1,s=0
En el otro lado tenemos
DEP = D* QZMEA Y Hm(xij)m'j) = Carea im0 (1) (W) DI, (i) M)

k — l
= Z(:QMEA El:O (l)dk l(¢M) ZT10+'”+T‘HO:I (T10,"' ,Tno)
TTet om0 (Mij(Mij = 1) -+ (Mij = Tes + DT, (i) M9 77e0)

Sustituimos ¢ en D*P. Tenemos

k _
Dk};(@) = ZMEA ZlZO (’;) dk l(q’[}M) ZT10+':'+TnO:l (7"19,"% ,7’71(9)
ITS oy (M (Msy — 1)~ (Mig — s + D)7 (1) () ()} M=)

Por lo tanto tenemos la igualdad. O

4.4. Soluciones de polinomios diferenciales

Sea R un anillo diferencial, sea P € R{x1,...,z,). Denotaremos al conjunto
de soluciones de P por

Solr(P) := {p € R"|P(p) = 0}.

Sea R’ C R un subanillo. La soluciéon de un polinomio diferencial P sobre R’
esta definida por
Solg/ (P) := Solgr(P)NR'.

Sea R C R” una extension de anillos. Se puede ver el polinomio diferencial P
como elemento de R”(x1,...,x,), teniendo sentido definir Solgr~(P). Tenemos

SOlR/(P) C SOZR(P) C SOZRH(P).

Ejemplo 4.7. Sea P(z) = (/)% — t3 + 2t — 1 € K[[t]](z). Los elementos del
conjunto siguiente son las soluciones del polinomio P(z)

{at%—t% |a::l:1€K}.
De hecho se tiene la igualdad; esto se puede demostrar utilizando el poligono
de Newton. Entonces el polinomio P no tiene solucién en el anillo de series

potencias. Podemos escribir

SOlK[[t]]P = (.
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Una solucién de un ideal diferencial es una n-ada ¢ = (¢1,...,9,) € R"
si P(p) =0,VP € I . Es decir

Solr(I) := m Solg(P).

Ejemplo 4.8. Sea I el ideal diferencial generado por
I=(P(z)=2"—x, Py(z) =2" — 2ta’ + x)q C K[[t]|{z1,...,2n).

Encontramos las soluciones

3

2
Solpa(P) ={ao(l+ 5+ 5+ ) Jao €K}, 0
ol (P2) = {ao(l =g+ 5 — T+ &) +alz— g +5+-)|a,a €K}

Entonces podemos ver la igualdad
Solg) (1) = Soli ) (P1) N Solgs (P2)-

Lema 4.9. Sea R un anillo diferencial, sea I = (f1, fa, ..., fr)a C R{(x1,...,2p)
un ideal diferencial generada por fi,..., fs. Tenemos

Solg(I) = [ Solr(f:)-

Demostracion. El ideal I contiene el conjunto {f1,..., fs}, entonces

Solr(I) C ﬂ Solr(fi)-

i=1

Sea ¢ € (i_, Solr(f;), entonces f;(¢) = 0,Vi,1 < i < r. Esto implica que
D*(f)(¢) =0,Vk > 0,Vi,1 <i <r.Sea g € I, podemos escribir

s
9= gihi,
i=1

donde g; = D*i f;. con 1 <I; <ry k; >0, h; € R(x1...2,).

4.5. Base de un ideal diferencial

En este seccién trabajamos con campo K de caracteristica cero.
El siguiente teorema, demostrando por Ritt, es fundamental para el &lgebra
diferencial ya que es analogo al teorema de los ceros de Hilbert.

Teorema 4.10. Sea K un campo diferencial, sean Fy, ..., F,, G € K(z1,...,z,)
polinomios diferenciales en n variables. Si cada solucion del sistema {F1,...,F,}
es una solucion de G entonces existe m € N tal que G™ es combinacion linear
de Fi, ..., F, con coeficientes en el anillo K(zy,...,z,).
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Demostracion. Ver por ejemplo [Rit50, p.27]. O

Sea K un campo diferencial, un ideal I C K(x1, ..., z,) se dice un ideal per-
fecto si, cada vez que una potencia entera positiva de un polinomio diferencial
f esta contenida en I, f esta contenida en I.

Sea 3 un sistema de polinomios diferenciales en K(x1,...,z,). La intersec-
cion de todos los ideales perfectos que contienen a X se llama el ideal perfecto
generado por X y lo denotamos por {X},

== () L
Iideal perfecto
»CcI

Lema 4.11. Sea K un campo diferencial, sea ® C K(z1,...,z,) un subconjunto.
Entonces

Solx ({®}) = Soli (®).

Demostracion. Ya que ® C {®} tenemos
Solx ({®}) € Solx(®).

Vamos a probar la otra inclusion. Sea ¢ € Solg(®) entonces Vf € ® tenemos
f(®) =0. Sea g € {®}, entonces existe m € Z>( tal que

S
9" = gihi,
=1

donde g; = D¥f para algtin f € ® y k >0, h; € K{xy,...,2,),Vi,1 <i<s.
Por lo tanto tenemos

g™(@) =Y _ gi(p)hi(e) =0 = g(p) = 0.
i=1

O

Sea ¥ un sistema infinito de polinomios diferenciales en K(x1, ..., z,). Sea ®
un subconjunto de Y. Se dice que ® es una base de ¥ si ¢ es un subconjunto
finito de X y el ideal perfecto {®} contiene a X.

Teorema 4.12. Sea K un campo diferencial de caracteristica cero. Cada sistema

infinito de polinomios diferenciales en K(x1,...,x,) tiene una base.
Demostracion. Ver por ejemplo [Rit50, teorema, p.10]. O
Sean K un campo diferencial. Sea ¥ un sistema de polinomios diferenciales
en K(z1,...,z,). La variedad asociada a ¥ es el conjunto
V(E) = U Solg(X%).
F/K

extension de campos
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Corolario 4.13. Sea K un campo diferencial de caracteristica cero, sea % C
K{z1,...,x,) un sistema infinito de polinomios diferenciales. La variedad aso-
ciada a X es igual a la variedad asociada a un subconjunto finito de X.

Demostracion. Por el teorema 4.12, el sistema X tiene una base ®. Como & C X
entonces V(X) la variedad asociada a ¥ esta contenida en V(®) la variedad
asociada a ®. Por otro lado, por la definicién de base tenemos ¥ C {®}, entonces
tenemos

V{®}) Cc V(D).

Por el lema 4.11 tenemos
V({®}) = V(®),

por lo tanto tenemos V(®) C V(X).
O

Lema 4.14. Sea R un anillo diferencial y sea F = Frac(R) el campo de frac-
ciones de R. Sea I C R{xy,...,x,) un ideal diferencial, sea I¢ la extension de
I en el F{xy,...,x,). Se tiene que I¢ es ideal diferencial de F(xq,...,x,).

Demostracion. Consideramos la extension
R{x1,...,xn) CF(x1,...,2n).
Por la definicién de extension de ideales tenemos
I° = {Zyiai |a; € I,y; € F(xq, ,xn)}
Consideramos b = >_ y;h(a;) € I, la derivacion de b es

D(b) = D(Z yiai) = Z D(yi)ai +yiD(a;) = ZD(yi)ai + ZyiD(ai),

la parte Y D(y;)a; estden I C I¢y como I es ideal diferencial entonces D(a;) €
Iy por lo tanto Y y;D(a;) € I°. O

4.6. Sistema de ecuaciones diferenciales

En este trabajo vamos a concentramos en el estudio de las soluciones de un
sistema de ecuaciones diferenciales en el anillo R(x1,...,z,) donde R = K][t]].

Ejemplo 4.15. Consideramos el sistema de ecuaciones diferencial siguiente
1. Pi(x) =txyy + 291 — t2 =0,
2. PQ(J,‘) = (t + 1)],‘10 — .1‘22t2 =0.

Las soluciones de este sistema estan en (K[[t]])2.



Capitulo 5

Espacio de arcos

El espacio de arcos fue introducido por Nash en 1968 [Nas95], el estudio de
estos espacios fue desarrollado por Kontsevich, Denef y Loeser[DL98], [DL99a],
[DL99b], [DLO2b], [DL0O2a]. Espacio de arcos en la geometria algebraica es un
herramiento para el estudio de la singularidades . En esta tesis extenderemos los
conceptos de espacios de arcos a soluciones de ecuaciones diferenciales. En este
capitulo introducimos algunos conceptos que en otros capitulos extendemos. Los
resultados de este capitulo se pueden consultar en [BMS13], [Bru09].

5.1. El espacio de arcos de una hipersuperficie

En este capitulo suponemos que K es un campo de caracteristica cero.
Sea f un polinomio en n variables con coeficientes en K, sea X la hipersu-
perficie asociada a f. El espacio de arcos de X es el conjunto:

Xoo i={a(t) = (a1(t), ..., an(t)) € (K[E])" [ f(a(t)) = 0},

Ejemplo 5.1. Sea f(x1,22) = 22 — 23 € K[z, 22, sea X la hipersuperficie

asociada a f. Vamos a describir X, el espacio de arcos de X. Agarramos
(ar(t), az(t) = (3 ayt’, Y agit?) € (KI[t]])?
j=0 j=0

y sustituimos en f(z1,x3). Tenemos

flar(t), ax(t)) = (X720 azjt!)” — (g anit))® =
(ag0 + agrt + agat® + - -+ ) — (a10 + annt + arpt® + - )% =
(a%o + (2(120&21)t + (a%l + 2&20&22)t2 + (2&20&23 + 4a21a22)t3 + - ) -

(a?o + Sa%Oallt + (3a%0a12 + 6a10a%1)t2 + (3a%0a13 — 12a1p9a11a12 — 6a:1)’1)t3 + - )

a%o — a?o + (2&20&21 — 3&?0)1,‘ + (2&20@22 + 2&%1 — ?)CL%OCLQ — 6&100,?1)7524—
(2@20b3 + 4(1211)2 — 3(1%0@13 — 12&10&11@12 — 6@‘%1)#5 + e

45
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Podemos ver que f(ai(t),a2(t)) tiene la forma de una serie de potencias en la
variable ¢ como Z;’io ¢;t* con coeficientes en K. Expresamos los coeficientes por
ck- Tenemos

_ 42 3 _ 2 _ 2 2 2
Co = a3y — Glg, C1 = 2G20a21 — 3a7y, C2 = 2a20022 + 2a5; — 3ajya12 — 6aipai;,
_ 2 3
c3 = 2as0a93 + 4asiase — 3&100,13 — 12a19a11012 — 6&11, ...

La 2—ada (ay(t),a2(t)) € Xo si y solo si f(ai(t),az2(t)) = 0 si y solo si los
coeficientes ¢ son cero, Vk > 0 si y solo si

2 _ .3 — 2 2 2 2
a3 = A7, 2(120(121 = 3&10, 2&20@22 + 2&21 — 3&1()&12 — 6(110&11 = 0,
2 3

2&201)3 + 4&211)2 - 3@100,13 - 12&10&11@12 - 6(111 = 0, e

Podemos ver los coeficientes ¢, VE > 0 como el valor de unos polinomios
Fr(z) € Kl |1<i<2,0<j <k

en (a;;)1<i<2. Siendo polinomios
0<5<k

~ s = 5 = ) ) )
Fy = x50 — x37, F1 = 2220721 — 321y, Fo = 2w207T22 + 225, — 32712 — 6Z10771,
_ 2 3
F3 = 2:6209323 + 4Z21I22 - 317101713 - 1217100,111712 - 6:611, e

Por lo tanto (a1(t),az(t)) € Xoo siy solo si (ai;)1<i<2 €s un cero de Fi,Vk > 0.
0<j<k

El ejemplo anterior es un caso particular del siguiente lema.

Lema 5.2. Dado f € Klzy,...,2,] y a(t) = 372 art!,..., 300 ant!) €
(K[[¢E]D™, tenemos

Fat) = 3 e, (5.1)

con

cr = F <(aij)19§n> ; (5.2)

0<5<k

donde F, son polinomios en las variables {z;j | 1 <i<n0<j<k}y
coeficientes en K.

Demostracion. Se puede escribir el polinomio

flz) = Z box®,

a€cA

donde b, € K. Sustituimos a(t) en f, tenemos

Fla®) =D baD art)™ .. (O anit) = bala10)* ... (ano)* + -
§=0

a€cA 7=0 a€cA
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et Z ba Z (a11,)** () .. (apy, ) | tF 4.
aeh arli+...4+anl,=k
0<1, <k

Entonces el coeficiente ¢, Vk > 0 es

> ba Yoo () (az,)™ - ()™

aE ayli+...+apl,=k
<ti<k
Se puede ver el coeficiente ¢, Vk > 0 como el valor del polinomio

Fi(z) = Y 0en ba (Zallﬁgiazznk(xul)o‘l(%zlg)al ---(xnln)a"> ,
0<I; <

en (aij)lgign. O
0<j<k

Observaciéon 5.3. Mantenemos los hipdtesis en el lema 5.2. Consideramos
X =V(f) la variedad asociada a f y Xoo el espacio de arcos de X. Tenemos
a(t) € Xoo si y solo si los coeficientes a;; cumplen las ecuaciones Fy(z) =
0,F(z)=0,....

Consideraremos la biyeccion (ver (4.1))

W (KZ=0)n — (K"
5.3)
1 ) 1 ; (
a=(aihicn = | D] et Y Sant! |
<iS ! = 4!
Sea f(xla e 73»'71) S K[xlv o 73:71]7 sea a = (aij)lgign' Tenemos
720
F (@) = co+ext+cat” + - 54
con

cx = Fy ((aij)1§i§n> ; (5.5)
0<j<k
donde Fj, son polinomios en las variables {z;; | 1 < i < n,0 < j < k}y
coeficientes en K.
Las familias de {Fy}r>0 ¥ {Fr x>0 en (5.2) y (5.4) estan relacionados por

F(zi;) = F(xi;5!),

para ver esta relacién es suficiente sustituir.
Sea (K, d) un campo diferencial. Como hemos visto en el capitulo Algebra
diferencial el anillo K(x1,...,x,) con operador D es un anillo diferencial.
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Lema 5.4. Dado f € K[z1,...,2,] y a = (a;j) € (KZ20)" tenemos

= DjFO(a)tj

fF¥@) =Y —; (5.6)
=0 7
donde Fy = f(x10,..-,%no) ¥ @ = (a10,-..,ano)-

Vamos a usar la idea en [Bru09]. Definimos las aplicaciones

o: Klog,...,2n] — K[

f = f(¥(a),
y
T: Klzy,...,20)] — K{[t]]
f = E;o 0 L FO(a) t.

Probamos que las aplicaciones ¢ y T son iguales. Obv1amente la aplicaciéon @
es aditiva y multiplicativa y la aplicacién YT es aditiva. Vamos a ver que T es
multiplicativa. Para esto elegimos los polinomios h, g € K[z, ...,x,], vamos a
demostrar

T(hg) = (W)Y (g).

Utilizando la regla de Leibniz para los polinomios Hy = h(x10,...,2Z1n) ¥y Go =
9(1'10’ s axln)

Di(HoGo) =Y (;) D'Hy,D'1G,.
=0
Obtenemos
Y(hg) = 3, 1D (HoGo) @)t = 3, Yoi_o 2o b—Su (@)t =

(Z 2 @r) (s 2ee@r).

Ya que ambas aplicaciones son aditivas y multiplicativas en sus argumentos, es
bastante ver la igualdad en las variables x;. Tenemos

o0

J 4
=>4
=0'

oo

t] — Z @ij t]

i (g
1l
7! = I

T = Y 0@ D””ZO -y
7=0

7=0
Podemos ver que ®(z;) y Y(x;) son iguales.
Observacion 5.5. Desde (5.6) y (5.5) podemos ver que

_ Dkf(alow--,ano)
N k! '

Ey, ((aij)lgign
0<j<k
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Sea m € Z>¢. El espacio de m-jets de la hipersuperficie X es el conjunto:
X = {at) € K[/ O™ | f(a(t)) =0 mod ¢™F1}.
Ejemplo 5.6. En el ejemplo 5.1 el espacio de 2-jets de X es :

_ 2 i 2 ] 2 _ 3 _ 9.2
Xo ={(Qizoamit’, > g azt’) |azy=ajy, 2aza21 = 3aiy,
2@20@22 + 2&%1 — 3&%00,12 — 6&10&%1 = 0}

5.2. El espacio de arcos de una variedad

Sea I C K[z1,...,z,] un ideal, sea X la variedad asociada a I. El espacio
de arcos de X es el conjunto:

X5 ={a(t) = (a(t),...,an(1)) € (K[ | f(a(t)) =0,Vf € I}.

Ejemplo 5.7. Sea I = (x; + 29 — 223) C K|z, 22, 23], sea X la variedad
asociada a I. Vamos a describir X/ el espacio de arcos de X. Agarramos

(ar(t), as(t), aa(t)) = (D ant’, Y agit’,y  ag;t') € (K[H])*,
=0 =0 =0

y sustituimos en f(z) = 21 + 2 — 223. Tenemos

flai(t), az(t), a3(t)) = 32720 art! + 30520 azjt! — 2372 g az;t! =

a10 + a1t + arat? + -+ + ago + gt + agat® + -+ — 2(aso + asit + azt® + o) =
a1 + azo — 2az0 + (a11 + az1 — 2az1)t + (a12 + a2 — 2a32)t*+

(a13 + a93 — 2a33)t3 4+

Tenemos (ay(t), az(t),az(t)) € XL siy solosi f(a1(t),az(t),as(t)) =0 siy solo
si sus coeficientes son ceros si y solo si

aig = —azg + 2azp, ai11 = —as1 +2asz1, a2 = —az + 2a3z,....
Entonces el espacio arcos de X es
oo oo o0
Xéo = {(Z(—agj + 2a3j)tl, Zagjtl, Zagjtl) ‘ a;j € K,Vl <1< 3,] > 0}
=0 j=0 j=0

Sea m € Zx>o. El espacio de m-jets de la variedad X = V(I) es el conjunto

X1 = {a(t) € (K[)/(0)™)" | f@(t)) =0 moed ™V € I},

m

Ejemplo 5.8. En el ejemplo 5.7 el espacio de 3-jets de X es

3 3 3
X?In = {(Z(—agj+2a3j)ti, Zagjti, Zagjti) ‘ aij € K,V1<i<3,0 <j< 3}
=0 =0 =0
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Lema 5.9. Sea a(t) = (Z;’;O apit!, . 2 g ant?) € (K[[H]])", sea a(t) =
(Z;":O aytl, ..., E;":O an;t’) la clase congruencia de a(t) mddulo t™ 1. Tene-
mos

a(t) € XL si solo si a(t) € X1, ¥m € Zs.

Demostracion. Supongamos a(t) € X! Vm € Zso. Entonces Vf € I tenemos
f(@(t)) = 0. Por el lema 5.2 f(a(t)) se puede escribir como

m
f@) =Yk ((aij)1<7;<n> th =0,
k=0 0<j<k
donde ﬁk € Klzij,1 <i<n,0<j <Ek|]. Podemos concluir que

Fy <(aij)1§i§n) =0, Y0O<E<m y Ym=>0,
0<5<k
entonces tenemos

fla(t)) = Zﬁk ((aij)1<i<n) th =0,Vf el

0<j<k
Esto implica que a(t) € XL.

Supongamos a(t) € XL . Entonces Vf € I tenemos f(a(t)) = 0. Por el lema
5.2 f(a(t)) se puede escribir de la forma

fla(t)) = iﬁk ((az’j)1§i§n) th =0,

k=0 0sj<k

podemos concluir ﬁk <(aij)1§i§n> = 0,Vk > 0, entonces tenemos
0<5<k

f(a(t)) = Zﬁk <(a¢j)1<i<n) th = 0,Ym > 0,Vf € I,
k=0

0<i<k
por lo tanto a(t) € X1. O
SeaI C K[zy,...,2,] unideal. Por el lema 2.2 existe un conjunto { f1, ..., fs} C
I tal que

I=<f1,...,fs>.

Utilizando la notacién introducida anteriormente escribimos Fy para Dkfg(wlo, ey Tno)-
La variedad asociada al conjunto {Fyg,1 < ¢ < s,k > 0} es el conjunto:

Ao =V ({ng}1<e<8) C (KZZO)TL. (5.7)
k>0
La variedad asociada al conjunto {Fy,1 <€ <s,0 <k <m} es el conjunto:

Ay =V ({FEk} 1<6<s ) C (Km+1)n~ (5.8)
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Lema 5.10. El espacio de arcos de la variedad asociada a I es igual a la tmagen
de A por U en (5.3), i.e,
V(A = XL.

Demostracion. Sea a(t) € ¥(Aw). Entonces existe b = (b;;)1<i<n € Ao tal que
Jj=0
U(b) = a(t). Tenemos
ng(b) = O,Vl S I S S,k Z 0,

lo cual implica
fe(T(b) =0,V1 <€ <s.

Por lo tanto ¥(b) = a(t) € X°.
Sea a(t) = (32520 bijt?, ..., D72 bnjt?) € X7°. Entonces

fe(a(t)) =0,V1 <l <s

esto implica que b = (b;j)1<i<n € Aoo. Por lo tanto a(t) = ¥(b) € ¥(Ay). O
Jj=0

Se puede probar que Ym > 0

U(A,) =X,
Observacion 5.11. Sea I C K[zy,...,x,] un ideal. Podemos concluir que la

imagen de As, por biyeccion 5.3 es el espacio de arcos asociado a la variedad
V(1) y la imagen de A,,,Ym > 0 por la biyeccion 5.3 es el espacio de m — jets
asociado a la variedad V (I).

Para m > m' > 0, definimos el morfismo algebraico natural m(,, ,,,/
T(mm?) - Kn(m+1) —  Knm'+D)

(5.9)
(aij) 1<icn > (aij) 1<i<n
0Zj<m 0<j<m/’

que tiene la propiedad
W(m,m’)(Am) = Am/.

Sea A = Zx¢. El sistema (A, T m/))m>mren €8 un sistema inverso, el
limite inverso de este sistema es

{(aij)lgiSn €[] Am | (@) 1<icn = Tmam)(@ij) 1<i<n }
>0

j>0 0<j<m’ 0<j<m

que es el conjunto A..
Las proyecciones naturales

T(m,m’) * Am — Am/,Vm > m/ >0
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son sobreyectivas, entones por la proposicién 2.13 las proyecciones
Ay — Ay, Vm € A,

son sobreyectivas.

Los conjuntos A,, son variedades algebraicas en (K)™(™*1)  los morfismos
naturales 7, ) son morfismos regulares, entonces por el lema 2.17 Vm > m' >
0, los conjuntos

’/T(?n,m/)(Am)7
son constructibles.
o0
Lema 5.12. El conjunto A, no es vacio si y sélo si ﬂ T(i,0)(As) no es vacio.
i=0

Demostracion. Para demostrar el lema definimos los conjuntos

oo

Bm = m F(z,m)(Az)

i=m
Consideremos las proyecciones naturales
T(mm) © Bm — B, Ym >m' € A.

Sea A = Z>o. El sistema (B, T(m,m’))m>m’eA €8 un sistema inverso, su limite
inverso es A,.. Por la proposicién 2.13 la proyeccion

o0
7o - Aoo — By = ﬂ W(i,O)(A'L')a
1=0

es sobreyectiva. Entonces para cada b € ;2 T(i,0)(Ai) existe a € A tal que
mo(a) = b.
Sea a € As. Entonces mo(a) € ;g m(i,0) (Ai)- O

Proposicion 5.13. Sea K un campo no numerable. El conjunto A, C K™%0
no es vacio si y solo si A,, C K™D no es vacio para cada m € Z>.

Demostracion. Por el Lema 5.12 A no es vacio si y solo si (1,2 7(;,0)(A;) no
es vacio, entonces es suficiente probar (- 7(i,0)(Ai) no es vacio si y solo si 4,
no es vacio para cada m € Zxg.

Por los resultados anteriores cada m(,, 0)(A.,) €s un conjunto constructible,
entonces por la definiciéon podemos escribir de la expresion

Tm,0)(Am) = Ui UUpm2 U...UUpg,,,

con Uy = Ui \ Wi para algtn conjunto cerrado Wi,;.
Entonces tenemos

T (m,0) (Am) \ U:;l Wini C (m\ Wml) ) (TM\ Wm2) U...u (Umsm \ Wmsm)

= T(m,0) ( m)
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Ya que K es un campo no numerable entonces Y, = [J, W,,,; es un conjunto
cerrado propio de (., 0y(Ay,) con

om0y (Am) \ Yin C T(om 0y (Am)- (5.10)

Por otro lado tenemos una secuencia anidada de conjuntos constructibles en
(K)"

- C m(2,0)(A2) C T(1,0)(A1) C Ag C (K)™. (5.11)

Tomando el cierre en (5.11), tenemos una secuencia anidada de conjuntos ce-
rrados asi que

- C 77(2’0)(142) C 77(1’0)(141) C AQ C (K)n.

Cada secuencia anidada de conjuntos cerrados de (K)™ por el lema 2.3 es esta-
cionaria, es decir que existe m € N tal que 7(;0)(A;) = T(y,0)(Am) para cada

j>m.
7T(mO) \UYCﬂ T(4,0)

Podemos concluir que si el conjunto 7, ¢)(Am) no es vacio para cada m € Zxq
entonces por la proposiciéon 2.4, ﬂ;’io 7(1,0)(A;) no es vacio.

Si iz m(:,0)(Ai) no es vacio entonces 7, 0)(Am) no es vacio para cada
m € Zxg. Por lo tanto A,, para cada m € Zx>( no es vacio. L]
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Capitulo 6

Geometria diferencial tropical

El Poligono de Newton fue inventado por Newton y reinventado y utilizando
por Puiseux en 1850 [Pui50] para estudiar curvas singulares y fue generalizado
a polinomios diferenciales por Fine en 1889 [Fin89]. Esta extension ha dado mu-
chos resultados [Can93, AC01, ACJO03]. Dado que la variedad tropical es dual a
una subdivisiéon del poliedro de Newton, es de esperar que la extension de con-
ceptos tropicales al caso diferencial produzca nuevos resultados. En este capitulo
extendemos algunas herramientas de geometria tropical al caso diferencial. Con
estas herramientas en el capitulo 7 demostramos el teorema fundamental de la
geometria diferencial tropical respondiendo a una pregunta de Grigoriev [Gril5].

Cuando en la geometria tropical consideramos el operador diferencial surge
la geometria diferencial tropical.

6.1. Semi-anillo diferencial tropical

En la geometria diferencial tropical trabajaremos con series de potencias en
lugar de trabajar con series de Puiseux. Por lo tanto trabajaremos con sub semi-
anillo H = (Z>oU{c0}, ®, ®) lugar de trabajar con el semi-anillo (RU{oo}, B, ®).

Un polinomio diferencial tropical en n variables de orden menor o
igual que O es una expresion de la forma:

P(z) = D av () (@i)PMe, (6.1)

MEACMHX(0+1)(ZZO) 1<i<n,0<5<0O

tENL,US) >

donde ap; € H, car(A) < ooy My, (0+1)(Z>0) es el conjunto de las matrices
nx (O+1) con entradas en Z>¢. A las entradas de la matriz M denotamos por
Mij~

Denotaremos un monomio diferencial tropical en n variables de orden
menor o igual que O por

evi= () (wiy)®Me. (6.2)

35
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Denotaremos el conjunto de los polinomios diferenciales tropicales con n
variables por L = H{z1,...,2,}.

Sea K un campo, sea ¢ = Y .o a;t’ € K[[{] una serie de potencias. En la
geometria tropical clasica, la tropicalizacién de ¢ es igual a su orden, pero en
la geometria diferencial tropical es necesario considerar el conjunto de todos los
exponentes de ¢, es decir, la tropicalizacién de ¢ es el subconjunto de Zxg
dado por

trop() := Supp(y),

ver la pagina [15].
Sea S C Z>g. Definimos el conjunto

(V)" == {(z;);50 € K?>° |z; =0siysolosi j¢ S}.
Sea ¢(t) € K[[t]], entonces
1/1_1(94’) € (Vtrop(tp))*7

donde v es la biyeccion en (4.1).
Sea ¢ = (¢1,...,¢n) € K[[t]]". La tropicalizacion de ¢ es

trop(p) := (trop(e1), - - - trop(en)) € (P(Zx0))"

donde P(Z>() es el conjunto de subconjunto de Z>.
Sea S = (S1,...,5n) € (P(Z>0))", definimos el conjunto

(Vo) := {(a:ij)1<i<n IS (KZZO)H ‘ z;j =0siysolosi j ¢ Sl} , (6.3)
0<y
Sea ¢ = (¢1,...,¢n) € K[[t]]", entonces tenemos

v ! ((p) € (Vtrop(go) ) * )

donde ¥ es la biyeccion en (5.3).
Sea T' C K[[t]]". La tropicalizacién de T es el conjunto:

trop(T) := {trop(¢),p € T} C (P(Z>0))" .
Ejemplo 6.1. Sea T = {(a + bt,at®> — 4t3),a,b € K} C (K][t]])?. Tenemos

trop(T) = {({1},{2,3}), ({0}, {2,3}), ({0, 1}, {2,3}), ({0, 1}, {2}), ({0, 1}, {3}),
({0}, {2}), ({0}, £3}), ({1}, {2}), ({1}, {3})}-
Sea K un campo, sea ¢ = Y :- +a;t" € K[[t]]. Tenemos

o

. 1 .
de) =" et

i=j 7"
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Si K tiene caracteristica cero, la tropicalizacion de d’ () es

trop (d¢) = {i—j|a;#0,Vi,i>j}
= {i—j|ietrop(p)NZx>;},

siendo la valoracion de d?(y)

v(dp) = min{i—j|i€ trop(p)NZx;}
= min{i|i € trop(p) NZ>;} —j
= min (trop(y) N Zs;) — j.

La igualdad anterior justifica la siguiente definicién:
Un conjunto S C Zxq induce un mapeo Val : Zso — Z>o U {oo} de la
siguiente manera

s—7j, cons=min{a € S:a > j},

Valg(j) == { (6.4)

00, cuando SNZx; = 0.
Sea ¢ € K[[t]]. Con la definicién anterior se tiene que
si trop(p) =8 = v(d(p)) = Vals(j).
Sea (S1,...,5,) C (Z>o)". Definimos
Vals,,..s,) = Valg,,...,Valg,) € (Zso)" .
Sea ¢ = (¢1,...,9n) € (K[[t]])™. Con la definicién anterior se tiene que

si - trop (¢) = (51,...,5,) = v (& (p) = Vals,(j),- .., Vals, (j)).
Ejemplo 6.2. Consideremos el conjunto S = {1,3,4} ,
1. Valsg(2) =min{s€ S |s>2} -2=3-2=1
2. Valg(5) := o0

6.2. Soluciones de un polinomio diferencial tro-
pical

En el capitulo de Algebra diferencial hemos definido las soluciones de un
sistema de polinomios diferenciales con n variables como elementos de (K[[¢]])™.
Hemos definido las soluciones de un polinomio diferencial tropical con n variables
como elementos de (P(Zxo))".

El polinomio diferencial tropical P en (6.1) induce una aplicacion

P (P(Zz0)" — Zxo
S§=(5,....5) = minyea{d; ; Mi;Vals,(§) + an}-
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Lema 6.3. Sea (S1,...,5,) € (P(Z>0))", sea epr el monomio diferencial tro-
pical en (6.2). Tenemos

em(S1,...,5) =0«<=j€S;,Vi,j con M, #0.
Es decir, Valg,(j) = 0 si y solo si j € ;.
Demostracion. Supongamos Valg, (j) = 0. Por la definicion tenemos

min{s € S;|s>j}—j=0 =min{seS;|s>j}=57=
=j€Ss;.

Supongamos j € S;. Por la definicién tenemos
Valg,(j) =min{s € S; | s>j}—-j=7—j=0.
O

Una n-ada S = (S1,...,5,) € (P(Z>0))" es una solucién de un polinomio
diferencial tropical P si se cumple una de las siguientes condiciones (ver (3.3))

L 3My, My € A C Myxo041)(Z>0), M1 # Ms tal que P(S) = e, (5) +
anp, = EMz(S) + am,,

o
2. P(S) = 0.

Denotamos por Sol(P) al conjunto de soluciones del polinomio diferencial tro-
pical P.

Sea T un conjunto de polinomios diferenciales tropicales, . El conjunto de
soluciones de T es :

Sol(T) := {S C (P(Zs0))" | S € Sol(P),¥P € T}.

Un polinomio diferencial tropical como (6.1) se dice lineal si los exponentes
verifican 0 < M;; < 1.

Ejemplo 6.4. Consideramos el polinomio diferencial tropical P(z) = x14, con-
sideramos el conjunto S = {1,2,3}. Tenemos

P(S) =Vals(4) = 0.
Entonces el conjunto S es una solucion de P(x) = x14.
Ejemplo 6.5. Consideremos el polinomio diferencial tropical
P(z) =226 1.
Vamos a encontrar las soluciones de P. En este polinomio ¢ = 1. Tenemos

P(S) = min{Vals(2),1}.
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Un conjunto S es una solucion de P(x) si se verifica la condicion siguiente:
Vals(2) =1,
es decir

min{se€S|s>2}-2=1=min{se€S|s>2} =3 =
S={{3uBUC,minC >4,B cC {0,1}}.

Ejemplo 6.6. Consideremos el polinomio diferencial tropical lineal
Plx)=(x1101)® (x1302) ® 3.
Vamos a encontrar las soluciones de P. En este polinomio ¢ = 1. Tenemos
P(S) = min{1 4+ Vals(1),2 + Vals(3),3}.

El conjunto S es una solucién de P(x) si se verifica al minimo una de las 3
condiciones siguientes:

1. P(S)=1+Vals(1) =3 <2+ Vals(3)
2. P(S) =1+ Valg(1) = 2 + Valg(3) < 3
3. P(S) =2+ Valg(3) =3 < 1+ Vals(1)

1. Para encontrar el conjunto S vamos a ver la primera condicién:

1+Vals(l)=3 = 1+min{seS|s>1}-1=3
= min{seS|s>1}=3.

Asi el conjunto S es
S={{3}UC,minC > 4}.

Para ver que S es una solucién de P(z) tenemos que ver la condicién
siguiente: si es cierta entonces S es una soluciéon de P.

14 Valg(1) =3 < 2+ Valg(3).
Sustituyendo S tenemos,
14 Valg(1) =3 <2+ Valg(3) =2+0=2.
Esta igualdad no es cierto, asi el conjunto S no es una solucion de P(z).
2. Vamos a ver la segunda condicién:

1+Valg(1) =2+4+Valsg(3) = 1l4+min{seS|s>1}—-1=2+min{seS|s>3}-3
= min{se€S|s>3} —min{seS|s>1}=1.
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Asi tenemos S = {{2,3} UC U B, minC > 4, B C {0}}. Por otro lado se
cumple,
1+ Vals(l) =2+ Vals(?)) <3,

de donde obtenemos

1+ Vals(l) =24 Val5(3) =2<3.

Asi el conjunto S es una solucion del polinomio P(x).

3. Vamos a ver la tercera condicién ,

24+Valsg(3)=3 = 24+ min{se€S|>3}-3=3
= min{se€S|s>3} =4

Asi tenemos S = {{4} UC U B, minC > 4,B C {0,1,2}}.

Por otro lado la condicién se cumple,
2+ Vals(3) =3 <1+ Valg(1),
de donde obtenemos
2+ Valg(3) =3<1+Vals(l)=1+3=4.
Asi el conjunto S es una solucion de P(z) .
Luego P(x) tiene las soluciones:
Sol(P) =
{{2,3} UCUB, minC >4,B C{0}}U{{4}UCUB, minC >4,B C{0,1,2}}.
Ejemplo 6.7. Consideremos el polinomio diferencial tropical
P = (21202)&(21301) P26 (22203) B (221 ©1) = min{z12+2, x13+1, 2, x22+3, x21+1}.
Vamos a encontrar todas las soluciones de este polinomio. Consideremos
P(S) =min{2 + Valg, (2),Vals, (3) + 1,Vals, (1) + 1, Valg, (2) + 3,2}

Una n-ada S = (51, 52) es una solucion de este polinomio diferencial tropical si
al minimo cumple al minimo una de las condiciones siguientes:

1. P(S) =2+ Vals1(2) = 1 + Valg, (3),

2. P(S) =2+ Valgi(2) =2,

3. P(S) =1+ Vals, (3) =2,
)
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© ® N o o

P(S) = Vals, (2) +3 =2,

P(S) = Vals,(2) + 3 = Valg, (1) + 1,
P(S) =2+ Valg, (2) = Vals, (1) + 1,
P(S) =1+ Valg, (3) = Valg, (1) + 1,
P(S) = Vals,(2) + 3 = 1 + Valg, (3).

Para encontrar el conjunto S vamos a ver cada condicién:

1.

2+ Vals, (2) =1+ Valg, (3). Por definiciéon tenemos

24+ min{s; € S|s1>2}-2=1+min{s; € S|s>3}-3

min{s; € S1 | s1 >3} —min{s; € S1|s1 >2} =2.
Asi tenemos
S1={{2,4}UCUB,|minC >5,B C {1}}.
El conjunto S5 es un conjunto que verifica las condiciones siguientes:

a) 2<1+4Valg,(1),
b) 2 <3+ Vals,(2).

Encontramos el conjunto S; que tiene la forma.
Sy ={CUB|minC >2,B C {0}}.

La 2—ada (S1,S52) es una solucion de P(z), si se cumple la condicion
siguiente:
24+ Valg, (2) =14+ Valg, (3) < 2.

La 2-ada (S1, S2) cumple esta condicién entonces es una solucion de P(x).

. 24+ Valg, (2) =2

Por definicién tenemos:
min{s; €51 |s1 >2} =2
Asi tenemos
S ={{2}uCuUB,minC >3,B C{0,1}}.
El conjunto Sy es un conjunto que verifica las condiciones siguientes:

0) 2 <1+ Valg,(1),
b) 2 < 3+ Vals,(2).
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Encontramos el conjunto Sy que tiene la forma
So={CUB|minC >2,B C {0}}.
La 2-ada (S1, S2) es una solucion de P, si se cumple la condicién siguiente:

24+ Valg, (2) =2 <1+ Valg, (3).

La desigualdad es cierta si 3 no pertenece en S;, entonces 2—ada (51, .S2)
es una solucién de P, donde

S ={{2}uCUB,minC >4,BC{1}} ySe={CUB|minC >2,BC
{0}}.

1+ Valsl (3) =2

Por definicién tenemos

ml’n{31 €S1|81 23}—3:1=>mf11{81 651|31 23}:4
=S ={{4}uCuUuB,minC >5, B C{1,2}}.
El conjunto S5 es un conjunto que se cumple las condiciones siguientes:

a) 2<1+Valg,(1),
b) 2 <34 Vals,(2).

Encontramos el conjunto Ss que tiene la forma.
So={CUB |minC >2,B C {0}}.
La 2-ada (S1, S2) es una solucion de P, si cumple la condicion siguiente:
14+ Vals,(3) =2 <2+ Valg, (2).

La 2-ada (57, S2) cumple esta condiciéon entonces es una solucion de P(z).

.14 Valg, (1) = 2.

Por definicién tenemos:
1+min{52652|8221}—1:2$min{82652\5221}:2.

Asi tenemos
So={{2}UC | minC >2,B C {0}}.
El conjunto S; es un conjunto que verifica las condiciones siguientes:
a) 2<1+4+Valg, (2),
b) 2 <3+ Valg, (2).
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Encontramos el conjunto S7 que tiene la forma
S ={CUB|minC >3,BC{0,1}}.
La 2-ada (57, S2) es una solucion de P, si se cumple la condicién siguiente
1+ Valg, (1) =2 <3+ Valg,(2),

La 2-ada (S1, S2) cumple esta condicién entonces es una solucion de P(x).

5. 3+ Valg,(2) =2 = Valg,(2) = —1.

Por definicién esto es imposible.

6. 3+ Vals,(2) =1+ Valg, (1) = Vals, (1) — Vals,(2) = 2.

Por definicién tenemos

mfn{52652|8221}—1—min{52632|5222}+2:2

=
min{sy € So | s2 > 1} —min{ss € S2 | s2 > 2} = 1.

Por definicion esto es imposible.

7. 2+ Valg, (2) =1+ Valg,(1).

Por definicién tenemos
min{s, € Sy | 52 > 1} = min{s; € S1 | s1 > 2}.
Asi tenemos

Sl :{{a}ucluBhb:aZQ,ml’nC1 >a,Bl C {0,1}},

So = {{b} UC2, minCs > b,,a =b > 2}.

La 2-ada {S1, S2} no es una solucion de este sistema. Pues para cualquier
a = b > 2 la condicion siguiente no se verifica

2+ Valsl (2) =3+ VCLZS2 (2)

8. 1+ Vals,(3) =1+ Valg,(1).

Por definicién tenemos

min{sl €51 | So > 3} — min{SQ € S | So > 1} =2,
Tenemos
S1 = {{a}UCy, minCy > a+1,a > 3}, S5 = {{b}UCy, min Cy > b+1,b > 1},

con a — b = 2. La 2-ada (S, S2) es una solucion de P, si se cumplen las
condiciones siguientes:
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a) 14+ Vals,(3) =1+ Valg, (1) <3+ Vals,(2),

b) 1+ Valg,(3) =1+ Vals, (1) <2+ Vals, (2),

c) 1+ Va151(3) =1+ Vals2(1) <1+ Valg (3).
Se verifica la siguiente condicién si b < 2,

d) 1+ Vals,(3) =1+ Valg, (1) < 2.

La 2-ada (S7,.52) es una solucion de este sistema si b < 2.

9. 3+ Valg,(2) = 2.

Por definicién esto es imposible.

6.3. Tropicalizacién de polinomios diferenciales

En lo que sigue trabajaremos con R = K[[t]] C K((¢)) el anillo de series de
potencias. Consideramos el polinomio diferencial en n variables de orden menor
o igual que O

P= 3 e [[@i)™ € K[[H])(1,..,@a),  (6.5)

MEACM, x (0+1)(Z>0) i,J

donde s € R, $(A) < 0.
La tropicalizaciéon de P es el polinomio tropical de orden menor o igual
que O

trop(P(x)) = B vr) Q) @) |, (66)

MEACMHX(0+1)(220) 1<i<n,0<;<O

donde v es la valoraciéon de orden.
Sea I un ideal diferencial. La tropicalizacién del ideal I es

trop(I) := {trop(P),P € I}.

Tenemos

Sol(trop(I)) = ﬂ Sol(trop(f)).
fel

Ejemplo 6.8. Consideremos el polinomio diferencial
P = (3t + Tt°)w14 + (34 2t + t¥)w19 + (5% + Ttz + Staes +t* —2t' =0

entones tenemos

Yrg = 32 4 Tt P1g = 3+ 2t + 13, 1hg0 = 5t + Tt a3 = 5,9(t) = t> — 2t*
Y10 = 0,913 = 0,121 = 0,722 = 0,924 = 0
v(1a) = 2,v(¢12) = 0,v(120) = 3, v(123) = 1,v(g(t)) = 3.

My (041)(Z>0) es el conjunto de las matrices n x (O + 1) con entradas en Zxo, a las
entradas de la matriz M denotamos por M;;.
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El polinomio tropical asociado a P
trop(P) := (20 x14) D 212D (30 22) ® (1 © xa3) @ 3.

Lema 6.9. Sean f,g € K[[t]|{x1, ..., z,) polinomios diferenciales de orden O y
O, sea S = (51,...,5,) € (P(Zxp))". Tenemos

1. trop(fg)(S) = trop(f)(S) © trop(g)(S),
2. trop(f*) = ktrop(f)

3. trop(tf)(S) > 1,

4. Sol(trop(f*)) = Sol(trop(f)).

Demostracion. La demostracion de la parte (1) es analoga a la demostracion
del Lema 3.4. La demostracién de la parte (2) es consecuencia de (1). Vamos a
probar la parte (3). Si f(z) tiene la forma

f(z) = Z (Y H(xz’j)M”}

MeACM,, 5 (0+41)(Z30) 2
la tropicalizacién de f es
trop(f(z)) = GB v(¥m) @ (i) "M | = ]{/[ng}\{’/(@M)+Z M; jx; 5},
MeA 1<i<n,0<;<O ,J

y la tropicalizaciéon de tf es

trop(tf(x)) = @ren (V(WJM) ngign,ogjgo(l’ij)@Mi’j)

= maneA{V(t) + I/(QQM) + Zi,j Mi,jmi,j}~
Sustituyendo S tenemos

trop(tf)(S) = minyea{v(t) +viem) + > ; Mi;Vals, ()}
=minyea{l +v(em) + 3, ; Mi;Vals, (5)}
=1+ minyea{v(onm)+ >, M;;Vals,(j)} =1+trop(f)(S).

<

2]

Por lo tanto trop(tf)(S) > 1.
Vamos a probar la parte (4). Sea S = (S1,...,5,) € Sol(trop(f)). Entonces
dM, N € A tal que

trop(f)(S) = v(ear) + Y MigVals,(j) = v(en) + ) NigVals,(j).
(2% 4,J
Por la parte (2) tenemos

trop(f*) = ktrop(f) = k min {v(ear) + > M)

.3
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Sustituyendo S tenemos

trop(f*)(S) = kminmea{v(pm) + 32, ; Mi;Vals, (j)} = ktrop(f)(S) =
B (vioan) + i, MigVals, (7)) = k (vien) + i, NigVals, (7)) -

Por lo tanto S € Sol(trop(f*)).
Sea S € Sol(trop(f*)). Tenemos

trop(f*)(S) = ktrop(f)(S).
Podemos concluir que S € Sol(trop(P)). O

Lema 6.10. Sea I C K[[t]|(x1,...,2n) un ideal diferencial, sea v € Sol(I).
Tenemos

trop(p) € Sol(trop(I)).

Demostracion. Consideramos el polinomio

P(zx) = > dur [ J (i)™ € 1.
MeACMy,x(0+1)(Z>0) ij
Supongamos ¢ = (¢1,..., ) = (3o cutl, ..., > 72, cut!) es una solucién de

P. Probaremos que S = (S1...,5,) = (trop(e1), ..., trop(yy)) es una solucion
de trop(P). Denotamos

Unr(t) =yt + b (1)
donde g,b\ﬂ//[(t) es un polinomio con orden mayor que (), es decir,

v(thar) > v(ar).

El polinomio diferencial tropical asociado al polinomio diferencial P es

{vww)+ D> > My}

0<i<n 0<j<(0+1)

trop(P) = mfn
MEACMHX(OJA)(ZZO)

Sustituyendo S tenemos

trop(P)(8) = min{v(¥ar) + D> > MyVals (5)}

0<i<n 0<j<(0+1)

Vamos a probar que n-ada (Si,...,S,) es una soluciéon de trop(P), es decir,
dN,Be A C Mnx(@-l—l)(ZZO);N # B talque

trop(P(5)) = minyea{v(¥n) + 2o<icn 2o<ij<(o+1) NijVals, (1)} =
mingea{v(¢p) + Eogign 20§j§(0+1) Bi;jVals,(j)},



6.3. TROPICALIZACION DE POLINOMIOS DIFERENCIALES 67

sustituyendo (p1,...,®,) en P se obtiene :
> e I @!)M=0
MEAC M,y (041 (Z30) 1<i<n,0<5<(0+1)

Z (Z>0)¥ar(t) H ((Z critt) )M — g

MEACMx (0+1) 1<i<n,0<5<(041) k=1
> () 11 (O (ean(k(k—1) ... (k—j+1))t"7)Ms = 0. (6.7)
MeA 1<i<n,0<<(04+1) k=1

Denotamos c¢;x(k(k—1) ... (k—j+1)) por A;;i, sustituyendo A;;x y ¥ar(t) =
(a2 + s (t) en la ecuacion (6.7) se obtiene :

S Y @t ™ o) I At )M =0,
MEA kzj 1<i<n,0<5<(0+1)

Tenemos Ny
Dok ZMeA(ji(wM)) [ ;(Aujt™=7) M
+ 2 mren 2ok Y () I 5 (Aupgtt=7)Mia =0,

desde la igualdad 1/(171\1\;) > v(tpr) tenemos

v(Woar () > v(ar) + Y3 (k= §) My

i=1k>j

Elegimos

E = min{v(¥ar) + Z(k —J)M,;},

k>j

entonces existe N € A tal que E = v(¢n)+ > i, > k>, (k= j)Nij, por lo tanto
el polinomio P tiene un monomio ¥ con F = v(y5) + > i, > osi(k—J)Bij y

v(n)+ Y Y (k= 5Ny =v(¥p)+ Y > (k= j)By.
i=1k>j i=1k>j
donde B = {B;;} € A. La igualdad anterior se puede escribir de la forma
v(n)+) ) min{(k—j) | k € Si}Nij = v(yp)+) Y min{(k—j) | k € 5i}Bi;.
i=1 k>j i=1k>j
Por la definicién de Valg,(j) la igualdad anterior es exactamente

v(Yn) + )Y Vals,())Ny = v(¥p) + Y Y Vals,(j)Bij-

=1 k>j i=1k>j



68 CAPITULO 6. GEOMETRIA DIFERENCIAL TROPICAL

Por la forma de elegir FE tenemos

trop(P(S)) = v(bn) + Y Y Vals,(j)Ni = v(¥p) + Y _ Y Vals, (j)Bi;.

i=1k>j i=1k>j

Entonces (S1,...,S,) es una solucion de trop(P). O



Capitulo 7

Conjunto de soluciones de un
ideal diferencial.

En este capitulo vamos a extender los conceptos y resultados relacionados
con en el espacio de arcos al caso de polinomios diferenciales. Como hemos
visto en el espacio de arcos sustituyendo la biyeccion (5.3) en un polinomio
en K[zy,...,z,], tenemos una serie de potencias. En el caso de los polinomios
diferenciales sucede lo mismo.

Sea I C K(x1,...,z,) un ideal diferencial, sea J = I N K[z1,...,x,]. Si
(J)aifr = I, es decir, el ideal diferencial generado por J es igual a I, entonces
X7 el espacio de arcos asociado a V(J) es igual al conjunto de las soluciones
de I, es decir,

XI = Sol(I).
Sea P(z) € K|[[t]]{z1,...,7,) un polinomio diferencial y sea a € (K%20)".
Tenemos
P(¥(a)) = > Fr(a)t", (7.1)
k>0
donde Fy(z) son polinomoios en K(z1,...,Z,).

Ejemplo 7.1. Sea P(z) = 2(?) +¢—2 un polinomio diferencial, sea a = (a;);>0 €
(KZ%20), tenemos

P(¥(a) =) Fi(a)t",

E>0
donde Fy(a) = 2as — 2, Fy(a) = 6as + 1, F3(a) = 12ay, . ...

Lema 7.2. Sea P(z) € K][[t]](z1,...,zn) un polinomio diferencial, sea a €
(KZz0)m ¢ P(W(a)) = > k>0 Fy(a)t*. Tenemos

Fil) = o7 (@*P)] _, (@)

69
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Demostracion. Agarramos a = (a;j)1<i<n € (K?20)", escribimos
>0

Consideremos P(¥(a)), derivamos k veces y ponemos ¢ = 0. Tenemos

Fy(a) = L

0) = Hld“ (P (@)

Por el lema 4.6 tenemos

1

(PP P)(¥(@))]e=o-

1
[ (P(¥(@)))]i=o

Por (4.7) tenemos

1

[ (DFP)(¥(a))]=0 = Llprp)

k! xu:wmﬁ”L:w

y por (4.3) y (4.4) tenemos

(D*P),, g ],y = 1O Pla=a im0 = 130 Pli=ole)

zi;=Y(a
O

Por (2.2) sabemos que un ideal en el anillo de polinomios K[[t]][z1, ..., Zn]
es finitamente generado. Un ideal diferencial I en el anillo K[[t]]{z1,...,2,) no
es necesariamente finitamente generado. De todas formas

por el lema 4.13 existen f1,..., fs € I tal que

Sol(I) = () Sol(fo). (7.2)
=1

Sea a € (KZZO)". Para cada ¢,1 </ < s tenemos

f(¥(@) = Fula)t*,

donde Fyi(z) son los polinomoios en K(z1,...,z,). Por el lema 7.2 tenemos
Lok
Fow = 17 (d" fo)l,_, -
Consideramos el conjunto de los ceros de {Fy}1<i<s en (Kzzo)n
E>0

A =V ((Fuhigee. ) € (50" (73)
k>0

El siguiente lema es una extension del lema 5.10 en espacio de arcos.
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Lema 7.3. Sea I un ideal diferencial. El conjunto de soluciones de I es igual
a la imagen de A, por la biyeccion V en 5.3, es decir,

Sol(I) = U(As).

Demostracion. Sea ¢ € Sol(I). Podemos escribir

Y = Z%aljtj7...,2%anjtj

>0 §>07"
Consideramos a = (a;;)1<i<n € (K%20)"_ Para cada 1 < ¢ < s tenemos
j=0
felp) =Y Fur(a)t* =0,

entonces
Vk >0, Fii(a) = 0.

Podemos concluir
a€ Ax.

Tenemos ¥(a) = ¢ entonces
v € U(Ax).

Consideramos a € A, entonces Vk > 0,1 <[ < s tenemos

Fii(a) =0= fi(¥(a)) =0= ¥(a) € Sol(I).

Para cada m > 0, sea N,, es mas peqgeno entero positivo tal que
FrpeKlzij,1<i<n,0<j<N,|,V1</l<s50<k<m. (7.4)

Ahora describiremos una extension al ideal diferencial de la definicién del espacio
de m — jets( ver por ejemplo [Moull], observacién 5.11).
Consideremos el conjunto de ceros de Fj; paracada0 < k <m,1 <[ <s:

A= (b ygrss ) (€9 (75)
0<k<m

Para m > m’ > 0, definimos el morfismo algebraico natural T(m,m’)

Timmey : KPOmAD o RN 1)

(aij) 1<icn = (@ij) 1<i<n
0Zj<m 0<j<m/

que tiene la propiedad
7r(m,m’)(Am) C Ay

Lema 7.4. El conjunto A es el limite inverso del sistema (Am, (ﬂ'(m’m/))mszzo).
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Demostracion. Sea A = Z>(. El sistema (Am, (’ﬂ'(mvm/))mzmlzo) es un sistema
inverso y su limite inverso es

1'glmeA Am :
= {(aij)lgign €[LnsoAm | (ai) 1<i<n = Tmm)(ai5) 1<i<n ,¥m' < m en A},
720 = 0<G<N, 0<5 <N

esto es igual a A.
O

Sea S = (S1,...,5,) € (P(Z>0))" una n-ada. Consideramos (Vg)* ( ver
(6.3))

(Vs)* = {(xij)1<i<n S (KZZO)" | Ti; =0siy solo sij ¢ Si} .

0<y

Definimos el conjunto
Acog = Ao NVE.

Para m > 0 consideramos el conjunto
Vmg = (ai]‘) 1<i<n € Kn(NM+1) | Tij = 0 si y solo Sij ¢ S; p.
0<j<m/

Para m > 0 existe L,, < n(N,, + 1) tal que
Ving™ =~ (K*)Lm, (7.6)

Definimos el conjunto
AmS = Am ﬂvmg

Para m > m/ > 0, tenemos la inclusién

ﬂ-(m,m’)(AmS) c Am’S~
El conjunto A g es el limite inverso del sistema ((Am.s)mezso, T(m,m’) )m>m’ €z
Lema 7.5. Unan-ada S = (S1,...,S,) € (P(Z>0))" estd contenida en trop(Sol(I))
si y solo si existe a = (ai;)1<i<n € Aoo con trop(¥(a)) = S.

Jj=0

Demostracion. Supongamos S C trop(Sol(I)). Existe ¢ € Sol(I) tal que S =
trop(¢p). Por el lema 7.3 tenemos

U(As) = Sol(I).

Por lo tanto
¢ € V(Ax),

entonces Ja € A tal que ¢ = ¥(a) con trop(¥(a)) = S.
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Supongamos existe ¢ € A con S = trop(¥(a)). Tenemos
U(a) € U(Ax).
Por el lema 7.3 tenemos W(As,) = Sol(I). Tenemos
S = trop(¥(a)) € trop(Sol(I)).
O

Lema 7.6. Sea S = (S1,...,5,) € (P(Z>0))" una n-ada, entonces tenems
S € trop(Sol(I)) si y solo si

AooS = Aoo n VE
no es vacio.

Demostracion. Supongamos S = (S1,...,S,) € trop(Sol(I)). Por el lema 7.5

existe a = (a;j)1<i<n € Aoo con trop(¥(a)) = 5, es decir, V1 < i < n tenemos
j=>0

S; ={j | a;j # 0}.
Entonces

Q5 = 0 <:>j ¢ Si,
podemos concluir que a € V5.

Supongamos que A, NV§ no es vacio, entonces existe

a = (ai)1<i<n € Ao N V.
Jj=0

Esto implica que ¥(a) € U(A). Por el lema 7.3 tenemos ¥(a) € Sol(I). Ya
que a € V% tenemos a;; # 0 si solo si j € \S;, entonces trop(¥(a)) = S. Podemos
concluir que S € trop(Sol([)). O

Sea n-ada S = (S1,...,8,) € (P(Z>0))", Vm € Z>o. Consideramos los
conjuntos

Bpg = n Ti,m) (Aig).

1=m
Las proyecciones Vm > m’ € Zx>g
T(m,m’) * Bns » B g,
son sobreyectivas.

Lema 7.7. El conjunto A g es limite inverso del sistema (B, g, T(mm/))m>m’
es decir,
AooS’ = lim BmS~
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Demostracion. Sea A = Zxo, el sistema (Bps, T(m,m’))m>m’ €8 un sistema in-
verso y su limite inverso es

@mEA BmS =
{(aijhgign c Hm>0 Bi.s | (aij) 1<i<n = F(m,m')(az‘j) 1<i<n ,Vm’ <m en A}7
7>0 = 0<G<N,./ 0<j<Nm
esto es igual a A. O
oo
Lema 7.8. El conjunto As no es vacio si y solo si ﬂ 7(i,0)(Aig) no es vacio.
i=0

Demostracion. Por el lema 7.6 A, s es limite inverso del sistema (B, g, W(m,m/))mzm'-
Por la proposicion 2.13, Vm > 0 el mapeo

Trm:Aoo —>Bms

es sobreyectivo. Para m = 0 tenemos

o0

By = ﬂ m(i,0)(Ais),
i=0

por lo tanto

oo
7o Aoo — [ T(a,0)(Ais),
i=0

es sobreyectivo, entonces para cada b € (.2, m(i,0)(Aig) existe a € Ay tal que
mo(a) = b.
Para cada a € A tenemos mo(a) € ;=g mi,0)(Ais)- O

Proposicion 7.9. El conjunto Asg no es vacio si y solo si A, g no es vacio
para cada m € Z>.

Demostracion. Por el colorario 2.17 el conjunto 7, 0)(Ams), ¥m es un con-
junto constuctibe. Sabemos que los conjuntos constructibles forman un algebra
booleana. Entonces los complementos de 7(y,,0)(Ams), Vm € Z>( son conjuntos
constructibles. Por lo tanto la secuencia anidada de conjuntos constructibles en
(K*)Fo = Vg

te C7T(2’0) (Ags)cﬂ'(l’o) (A] S)CAOsC(K*)LO (77)
induce una familia creciente de conjuntos constructibles

0 c (K*)LO\AOS C (K*)LO\W(LO) (A1s) C (K*)LO\W(ZO) (A2s) C( )
7.8
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o0
Por el lema 7.8 el conjunto A,.g es vacio si y solo si ﬂ T(i,0)(Aig) es vacio si y
i=0

solo si el conjunto (K*)™ \ ﬂ 7(5,0)(Aig) es igual a (K*)"° si y solo si

i=0
(K™ = J K™\ 70 (Ais).
i=0

Entonces, por la proposiciéon 2.19, existe m tal que (]K*)LO \ T(m,0) (Ams) =

(K*)LO. Por lo tanto existe m tal que 7(,, o) (Amg) es vacio. Esto implica que
existe m tal que A,,q es vacio.
O
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Capitulo 8

Teorema fundamental de la
geometria diferencial tropical

Ahora estamos listos para probar el resultado que nos permitira trabajar
en el anillo noetheriano K[z;;,1 < ¢ < n,0 < j < N,,] en lugar del anillo no-
noetheriano K[z;;,1 <4 < n,0 < j]. Para probar este resultado hemos usado el
teorema de los ceros de hilbert y los resultados anteriores.

Teorema 8.1. (Eztension del teorema fundamental de la geometria tropical)
Sea K un campo algebraicamente cerrado y no numerable de caracteristica cero,
sea I un ideal diferencial en K[[t]]{(z1,...,2,). Entonces tenemos

trop(Sol(I)) = Sol(trop(I))
Demostracion. Por el lema 6.10 tenemos la inclusiéon

trop(Sol(I)) C Sol(trop(I)),
aqui solo tenemos que probar

Sol(trop(I)) C trop(Sol(I)).
Sea S = (S1,...,5,) € P(Z>o)" tal que S ¢ trop(Sol(I)), es decir, que no
existe ninguna solucién de I cuya tropicalizaciéon es S. Probamos que S no
puede ser una solucion de la tropicalizacion de I, es decir, S ¢ Sol(trop(I)) .
Para probar esto encontramos un polinomio g € I cuya tropicalizacién no tiene

S como solucién.
Por el lema 4.13 tenemos

Sol(I) = () Sol(fe),
(=1

donde fy,...,fs € 1.

7
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Paral < /¢ < syk € Z>o podemos escribir Fy := (dkff))‘tzo . Por hipotesis
tenemos S ¢ trop(Sol(I)) entonces por el lema 7.6 As el conjunto de los ceros
de {Fu, | 1 <€ < sk & Zso} es vacio. Por lo tanto por la proposiciéon 7.9 existe
m € N tal que A,,5 el conjunto de los ceros de {Fyp, | 1 < £ <s0<k <m} es
vacio.

Tomamos m € N tal que A,,g es vacio. Denotamos por Fu, la imagen de Fyy
en el anillo

K[xij 01 < ) < n,O S] < Nm]/<$”j ¢ Sl>

Por (7.6) tenemos A,,5 C (K*)%=, con L,, < n(N,, + 1), ya que A,,g es vacio,
entonces tenemos

V(Fpl<l<s,0<k<m)CV 11 i
{0<i<n,j€Si:j<Nm}

Por el Teorema de ceros de Hilbert, existe o > 1 tal que

o
By = 11 ri; € (Fel<L<s0<k<m).
{0<i<n,j€S::j<Nm}

Aqui Eps es un monomio diferencial inducido por la matriz M € M« (n,,+1)(Z>0)
con entradas M;; = 0 para j ¢ S; y M,;; = a para j € S;.

Esto implica que existe un conjunto de polinomios {Gyx:1 <€ <s,0 <k <
m} C Klzi;,1 <i<n,jeS;,j< Ny tal que

> GexFor=Euy. (8.1)
1<t<s
0<k<m
entonces
EE: (;&kfk$ = FEy + h, (82)
1<4<s
0<k<m
para algun h € (z;;:5 ¢ Si, 7 < Np) C Kz : 1 <i<n,0<j < N,]. Porla
definicion de Fyy, existe un polinomio A en K][¢]](z1,...,z,) tal que
g:= Y Gepd"fo=Ey+h+tA (8.3)
1<t<s
0<k<m
Ya que I es un ideal diferencial y fi,..., fs € I entonces el polinomio diferencial

g también est& en I. Tenemos
trop(g)(S) = min{trop(En)(S), trop(h)(S), trop(tA)(S)}.

Por (6.2) y por el lema 6.3 tenemos

tTOp(EM)(S) = E]y[(S) = Z MZJV(IZSI(]) =0.
JES:
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Ya que h € (2;5:5 € Si,j < N, por el lema 6.3 si h # 0 entonces
trop(h)(S) # 0.

Por el lema 6.9 parte ¢ tenemos, si tA # 0, entonces
trop(tA)(S) > 1.

Por lo tanto trop(g)(S) = 0 y minimo se alcanza solo en el monomio &y,
entonces S no es una solucion de (trop(g)). Podemos concluir que S no es una
solucion de la tropicalizacion de I. O
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Capitulo 9

Problemas abiertos

1. Probar el teorema fundamental de la geometria diferencial tropical en caso
que el campo K es numerable o encontrar un contraejemplo para el campo
numerable K.

2. Extension de base tropical a base tropical diferencial.

81
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