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Capítulo 1

Introducción

La geometría tropical es un área que ha tenido un fuerte desarrollo en la
última década, con aplicaciones en otras áreas de la Matemática y de la Fí-
sica. El teorema fundamental de la geometría tropical para hipersuper�cies
fue demostrado por Kapranov en un preprint en 2003 y apareció publicado
en 2006 [EKL06]. Distintas extensiones para ideales son posteriores a 2008
[AILdM10, JMM08].

La geometría tropical es el dual de las técnicas del polígono de Newton, que
aparece por primera vez para el estudio de curvas algebraicas planas en 1850
[Pui50]. En 1889, Fine extiende el polígono de Newton a ecuaciones diferen-
ciales [Fin89]. Tanto la extensión del polígono como la del poliedro han dado
algoritmos para el cálculo de soluciones [Can93, AC01, ACJ03]. En 2015 Grigo-
riev ha propuesto una de�nición de �ecuación diferencial tropical� [Gri15]. Esta
propuesta abre una nueva linea de investigación en singularidades de ecuaciones
diferenciales. El hizo una propuesta para extender el concepto de variedad tro-
pical a ideales diferenciales [Gri15]. Su preprint fue claro en el caso lineal pero
no dió el formalismo para el caso no lineal. Sugirió varias líneas de investigación
y planteó la pregunta:

¾Es verdad que para cada ideal diferencial I en n-variables independientes
y una familia S1, . . . , Sn ∈ Z≥0 que sea una solución de la tropicalización de
I, existe una solución en serie de potencias de I cuya tropicalización es igual a
(S1, . . . , Sn)?

Para responder a esta pregunta, hemos intentado encontrar un contra ejem-
plo, pero no hemos encontrado ningún contra ejemplo para tener respuesta ne-
gativa a la pregunta de Dima Grigoriev. Así que empezamos a extender las
herramientas de geometría tropical clásica al caso diferencial.

Espacio de arcos asociado a una variedad es análogo al conjunto de solucio-
nes de un ideal diferencial. Así que surgió la idea de extender algunos resultados
de espacio de arcos al conjunto de soluciones de un ideal diferencial. Finalmente
pudimos dar una respuesta a�rmativa a la pregunta de Dima Grigoriev y pu-
dimos probar lo reciproco de su pregunta. Extendemos el teorema fundamental
de geometría tropical al caso diferencial.

7
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Capítulo 2

Geometría Algebraica

En este capítulo introducimos los conceptos básicos necesarios para, más
adelante, introducir el espacio de arcos, la geometría tropical y la geometría
diferencial tropical.

2.1. Anillo de polinomios y conjuntos algebraicos

El anillo de polinomios en n variables x1, . . . , xn y coe�cientes en el anillo
R se denota por R[x1, . . . , xn]. Es decir, los elementos de R[x1, . . . , xn] son
expresiones de la forma:

f(x) =
∑
α∈Λ

cαx
α, (2.1)

donde x representa las variables (x1, . . . , xn), xα := xα1
1 · · ·xαnn , cα ∈ R, Λ ⊂

Zn≥0 y ](Λ)1 <∞. El polinomio en (2.1) induce una aplicación

f : Rn −→ R

(a1, . . . , an) 7→ f(a1, . . . , an) =
∑
α∈Λ

cαa
α1
1 · · · aαnn .

Sea f un polinomio como en (2.1). Una n-ada a = (a1, . . . , an) ∈ Rn es un
cero del polinomio f si f(a) = 0.

La variedad(hipersuper�cie) asociada al polinomio f es el conjunto:

V (f) := {a ∈ Rn | f(a) = 0}.

La variedad asociada al conjunto de polinomios {f1, . . . , fr} enR[x1, . . . , xn]
es el conjunto:

V (f1, . . . , fr) := {a ∈ Rn | fi(a) = 0, ∀i, 1 ≤ i ≤ r}.
1](Λ) =Cardinalidad de Λ

9
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Sea I un ideal del anillo R[x1, . . . , xn], la variedad asociada al ideal I es
el conjunto:

V (I) := {a ∈ Rn | f(a) = 0,∀f ∈ I}.

Sea S ⊂ R un subconjunto, el ideal generado por S es la intersección de
todos los ideales de R que contienen a S. Usaremos la notación 〈S〉 para el ideal
generado por S:

〈S〉 :=

{∑
i∈Λ

aisi | ](Λ) <∞, ai ∈ R, si ∈ S

}
.

Observación 2.1. Sea {f1, . . . , fr} un conjunto de polinomios en R[x1, . . . , xn],
la variedad asociada a f1, . . . , fr es igual a la variedad asociada al ideal generado
por f1, . . . , fr, es decir

V (f1, . . . , fr) = V (〈f1, . . . , fr〉) .

Sea R un anillo, un subconjunto de Rn es un conjunto algebraico si es la
variedad asociada a un conjunto de polinomios.

Un conjunto algebraico X se dice irreducible si no se puede escribir como
unión de dos subconjuntos algebraicos propios de X.

Sea K un campo, sean X1 ⊂ Kr, X2 ⊂ Ks subconjuntos algebraicos irredu-
cibles, donde r, s son números naturales. Un mapeo

ψ : X1 −→ X2,

es unmor�smo regular si existen polinomios f1, . . . , fs en las variables x1, ..., xr
tales que

ψ(x1, . . . , xr) = (f1(x1, . . . , xr), . . . , fs(x1, . . . , xr)), ∀(x1, ..., xr) ∈ X1.

Un anillo R es noetheriano si todos sus ideales son �nitamente generados.

Lema 2.2. Sea R un anillo conmutativo y noetheriano, entonces R[x1, . . . , xn]
es un anillo noetheriano.

Demostración. Ver por ejemplo [Lan93, teorema 4.1, p.186].

Lema 2.3. Sea K un campo, sea

· · ·Y3 ⊂ Y2 ⊂ Y1 ⊂ Kn,

una secuencia de subconjuntos algebraicos en Kn, entonces existe r tal que

Yr = Yr+1 = · · · .

Demostración. Ver por ejemplo [Har77, ejemplo 1.4.7, p.5].
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Proposición 2.4. Sea K un campo no numerable y sea X ⊂ Kn una variedad
irreducible. Sea {Vα}∞α=1 una familia de subvariedades propios de X, entonces

X 6=
∞⋃
α=1

Vα.

Demostración. Supongamos X = Kn, probamos el resultado por inducción en
n ∈ N.

Caso base:
Para n = 1, K es un campo no numerable entonces K 6=

⋃∞
α=1 Vα, ya que

cada Vα es �nito.
Paso de inducción:
Sea n = r − 1 ∈ N, suponemos que Kr−1 6=

⋃∞
α=1 Vα. Vamos a probar la

a�rmación para n = r.
Consideremos la proyección natural

π : Kr → Kr−1

(c1, . . . , cr) 7→ (c1, . . . , cr−1)

Supomgamos Vα = V ({fiα}i). Podemos escribir

fiα =
∑
j=0

aijα(x)xjr,

donde aijα(x) ∈ K[x1, . . . , xr−1]. Por la hipótesis de inducción tenemos

Kr−1 6= ∪i,j,αV (aijα),

donde la unión se toma sobre todos los coe�cientes no nulos aijα. Entonces

∃b = (b1, . . . , br−1) ∈ Kr−1 talque ∀i∀j∀α tenemos aijα(b) 6= 0.

Entonces para cada α tenemos π−1(b) *
⋃∞
α=1 Vα, por lo tanto tenemos

∞⋃
α=1

Vα $ Kr.

Esto termina la demostración en el caso X = Kn.
Sea X ⊂ Kr. Por el teorema de normalización de Noether existe un mor�smo

�nito sobreyectivo f : X → Kd donde d = dim(X). Sea {Vα}∞α=0 una familia
de subvariedades propias en X. Ya que dim(Vα) < d, f es un mor�smo propio,
podemos concluir que f(Vα) es una subvariedad propia de Kd con dim(f(Vα)) <
d,∀α.

Por parte anterior tenemos

Kd 6=
∞⋃
α=1

f(Vα),

esto implica que X 6=
⋃∞
α=1 Vα.
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Lema 2.5. Sea X una variedad y X1 una componente irreducible de X. Si Y
es un subconjunto denso en X, entonces Y ∩X1 es denso en X1.

Demostración. Podemos escribir X = X1 ∪ Z donde Z $ X. Ya que X1 es una
componente irreducible de X tenemos Z ∩X1 ( X1. Supongamos que Y ∩X1

no es denso en X1, entonces Y ∩X1 ( X1. Tenemos

Y = (Z ∩ Y ) ∪ (X1 ∩ Y ) ⊂ Z ∪ (Y ∩X1),

entonces

Y ⊂ Z ∪ (Y ∩X1) ⊂ X \
(
X1 \

(
(X1 ∩ Z) ∪ (X1 ∩ Y )

))
.

El conjunto (X1∩Z)∪ (X1 ∩ Y ) es conjunto cerrado en X1 entonces el conjunto
X1 \

(
(X1 ∩ Z) ∪ (X1 ∩ Y

)
es conjunto abierto en X1 \Z, ya que X \Z = X1 \

Z, entonces el conjunto X \
(
X1 \

(
(X1 ∩ Z) ∪ (X1 ∩ Y )

))
es conjunto cerrado

propio de X. Tenemos
Y ⊂ Y $ X,

esto es una contradicción.

2.2. Anillo de polinomios de Laurent

Sea K un campo, el anillo de polinomios de Laurent en n variables x1, . . . , xn
y coe�cientes en el anillo K se denota por K[x±1

1 , . . . , x±nn ]. Es decir, los elemen-
tos de K[x±1

1 , . . . , x±nn ] son expresiones de la forma:

f(x) =
∑
α∈Λ

aαx
α, (2.2)

donde x representa las variables (x1, . . . , xn), xα := xα1
1 · · ·xαnn , aα ∈ R, Λ ⊂ Zn

y ](Λ) <∞ .
El polinomio en (2.2) induce una aplicación

f : (K?)n −→ K

(a1, . . . , an) 7→ f(a1, . . . , an).

donde K? = K \ 0 .
Sea f un polinomio de Laurent como en (2.2). Una n-ada a = (a1, . . . , an) ∈

(K?)n es un cero del polinomio de Laurent f si f(a) = 0.
La variedad (hipersuper�cie) asociada al polinomio de Laurent f

es el conjunto:
V (f) := {a ∈ (K?)n | f(a) = 0}.

La variedad asociada al conjunto de polinomios de Laurent {f1, . . . , fr}
en K[x±1

1 , . . . , x±nn ] es el conjunto:

V (f1, . . . , fr) := {a ∈ (K?)n | fi(a) = 0, ∀i, 1 ≤ i ≤ r}.

Sea I un ideal del anillo K[x±1
1 , . . . , x±nn ], la variedad asociada al ideal I

es el conjunto:
V (I) := {a ∈ (K?)n | f(a) = 0,∀f ∈ I}.
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2.3. Anillo de polinomios con in�nitas variables

Sea S un conjunto arbitario y sea {As}s∈S una colección de conjuntos, el
producto directo de las As es:∏

s∈S
As := {(αs)s∈S | αs ∈ As} .

Cuando As = R,∀s ∈ S escriberemos

RS :=
∏
s∈S

R,

y también, cuando no cree confusión denotaremos R]S := RS

La suma directa de las As es el subconjunto del producto directo dado por:⊕
s∈S

As := {(αs)s∈S | αs ∈ As, ]({αs | αs 6= 0}) <∞} .

Si las As tienen estructura de anillo entonces
⊕

s∈S As tiene estructura de anillo.
Sea S un conjunto arbitrario, el anillo de polinomios en variables

{xs | s ∈ S}

es el conjunto

R[xs | s ∈ S] :=

{∑
α∈Λ

cαx
α | Λ ⊂

⊕
s∈S

Z≥0, cα ∈ R, ](Λ) <∞

}
.

donde xα := us∈Sxαs .
Sea f un polinomio

f =
∑
α∈Λ

cαx
α ∈ R[xs | s ∈ S]. (2.3)

El polinomio f induce una aplicación

f : RS −→ R

(ys)s∈S 7→ f ((ys)s∈S) .

El soporte de f se de�ne de la siguiente manera

Supp(f) =

{
α ∈

⊕
s∈S

Z≥0 | cα 6= 0

}
.

Si f es un polinomio tenemos ] (Supp(f))) <∞.
Sea f un polinomio como en (2.3). Un elemento a = (as)s∈S ∈ RS es un

cero del polinomio f si f(a) = 0.
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La variedad asociada a f es el conjunto:

V (f) := {a = (as)s∈S ∈ RS | f(a) = 0}.

Sea I un ideal del anillo R[xs | s ∈ S], la variedad asociada al ideal I es
el conjunto

V (I) := {a = (as)s∈S ∈ RS | f(a) = 0,∀f ∈ I}.

Ejemplo 2.6. Sea S un conjunto, sea I ⊂ R[xs | s ∈ S] el ideal

I = 〈{xs}s∈S〉.

La variedad asociada a I es:

V (I) = {(0, 0, . . .) ∈ RS}.

Observerse que si ](S) ≥ ](N), el ideal I no es �nitamente generado.

Observación 2.7. Por el ejemplo anterior el anillo de polinomios R[xs | s ∈ S]
no es notheriano si ](S) ≮ ](N).

Ejemplo 2.8. Sea S = {1, . . . , n} ⊂ Z≥0. El anillo de polinomios en las varia-
bles {xs | s ∈ S} es

R[xs | s ∈ S] = R[x1, . . . , xn].

Ejemplo 2.9. Sea S = {(i, j) | 1 ≤ i ≤ n, j ≥ 0}, los elementos de R[xij | 1 ≤
i ≤ n, j ≥ 0] son expresiones de la forma:

f(x) =
∑
α∈Λ

cα ui,j x
αij
ij (2.4)

donde cα ∈ R, Λ ⊂
⊕

1≤i≤n
j≥0

Z≥0, ](Λ) <∞.

El polinomio en (2.4) induce una aplicación

f : Rn(Z≥0) −→ R

(aij)1≤i≤n
j≥0

7→ f

(
(aij)1≤i≤n

j≥0

)
.

Ejemplo 2.10. Sea I ⊂ R[xij | 1 ≤ i ≤ 2, j ≥ 0]. Sea I el ideal

I = 〈{x1j + x2j}j≥0〉,

la variedad asociada a I es el conjunto

V (I) = {a = (a11, a12, . . . , a21, a22, . . .) ∈ R2(Z≥0) | f(a) = 0,∀f ∈ I} =
{(a11, a12, a13, . . . ,−a11,−a12,−a13, . . .) ∈ R2(Z≥0)}.
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2.4. Anillo de series de potencias

El anillo de series potencias en la variable t con coe�cientes en el campo
K se denota por K[[t]]. Los elementos de K[[t]] son expresiones de la forma:

ϕ(t) =

∞∑
i=0

ait
i, (2.5)

donde ai ∈ K, para i ∈ Z≥0.
El soporte de ϕ es el conjunto

Supp(ϕ) := {i ∈ Z≥0 | ai 6= 0}, (2.6)

el orden de ϕ sobre K[[t]] es dado por:

ord(ϕ) = mı́nSupp(ϕ).

Consideremos la series de potencias

ϕ(t) = at2 + bt5 + ct6 ∈ K[[t]],

donde a, b, c 6= 0. El orden de ϕ es:

ord(ϕ(t)) = 2.

El campo de fracciones de K[[t]] se denota por K((t)), los elementos de K((t))
se pueden escribir de la forma:

φ(t) =
ϕ1

ϕ2
,

donde ϕ1, ϕ2 ∈ K[[t]], con ϕ2 6= 0.
El orden en el anillo K[[t]] se extiende al campo fracciones K((t)) de la forma

natural:

ord

(
ϕ1

ϕ2

)
= ord(ϕ1)− ord(ϕ2). (2.7)

Para cada serie
∑∞
i=0 bit

i con b0 6= 0 se puede encontrar una serie
∑∞
i=0 cit

i

tal que

(

∞∑
i=0

bit
i)(

∞∑
i=0

cit
i) = 1.

Cuando b0 = 0, tenemos
∞∑
i=0

bit
i = tr

∞∑
i=0

b′it
i,

donde r = ord(
∑∞
i=0 bit

i), b′0 6= 0. Entonces se puede encontrar una serie de la
forma

∑∞
i=r∈Z cit

i tal que

(

∞∑
i=0

bit
i)(

∞∑
i=r∈Z

cit
i) = 1.
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Por lo tanto los elementos de K((t)) se pueden escribir de la forma

φ(t) =

∑∞
i=0 ait

i∑∞
i=0 bit

i
= (

1∑∞
i=0 bit

i
)(

∞∑
i=0

ait
i) = (

∞∑
i=r1∈Z

cit
i)(

∞∑
i=0

ait
i) =

∞∑
i=r2∈Z

dit
i.

Los elementos de (K[[t]])n para n ∈ N son las n-adas de la forma:

ϕ(t) = (ϕ1(t), . . . , ϕn(t)),

donde ϕi(t) ∈ K[[t]].
La biyección entre KZ≥0 y K[[t]] dada por

ψ : KZ≥0 −→ K[[t]]

a = (aj)j≥0 7→
∑
j≥0

ajt
j , (2.8)

nos permite identi�car los puntos de K[[t]] con puntos de KZ≥0 .
El campo de series de Puiseux es

K{{t}} =

∞⋃
N=1

K
((
t

1
N

))
.

Los elementos de este campo son series de potencias

c(t) = c1t
a1 + c2t

a2 + c3t
a3 + · · · ,

donde ci ∈ K y a1 < a2 < a3 < · · · son números racionales con denominador
comunes. El orden de c(t) se de�ne como

ord(c(t)) = a1. (2.9)

Observación 2.11. El campo de series de Puiseux es el cierre algebraico de
K((t)).

Demostración. Ver [Pui50].

2.5. Límite inverso

Consideremos B un conjunto, una relación binaria en un conjunto B es una
relación de orden si es re�exiva, antisimétrica y transitiva. Un conjunto que
está equipado con una relación de orden es un conjunto ordenado.

Sea Λ un conjunto ordenado con la relación binaria ≤. Sea (Aα)α∈Λ una
familia de conjuntos indexada por Λ, sea {παβ}α≤β∈Λ una colección de mapeos

παβ : Aβ −→ Aα.

Si παβ satisface las condiciones siguientes:
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1. La relación α ≤ β ≤ γ implica παγ = παβ ◦ πβγ ,

2. ∀α ∈ Λ, παα es identidad

decimos que el sistema ((Aα)α∈Λ, (παβ)α≤β∈Λ) es un sistema inverso de con-
juntos y mor�smos sobre Λ. El límite inverso del sistema ((Aα)α∈Λ, (παβ)α≤β∈Λ)
es el conjunto:

lim←−
α∈Λ

Aα :=
{

(aα)α∈Λ ∈
∏
α∈Λ

Aα | aα = παβ(aβ), for all α ≤ β in Λ
}
.

Si este conjunto no es vacío ∀α ∈ Λ, Aα 6= ∅, denotamos el mapeo natural por

πα : A −→ Aα,∀α ∈ Λ.

Ejemplo 2.12. Sea Λ = N, sea Am = Z/pmZ, donde p es un número primo,
∀m ≥ m′ ∈ Λ, sea π(m,m′) el mor�smo natural

πmm′ : Z/pmZ −→ Z/pm
′
Z,

el sistema (Z/pnZ, πmm′)m≥m′∈Λ es un sistema inverso. El límite inverso de este
sistema es

lim←−
α∈Λ

Aα =
{

(xn) ∈
∏
n∈Λ

Z/pnZ | xm′ = πmm′(xm), for all m ≥ m′
}
.

Existe una biyección entre lim←−α∈Λ
Aα y el conjunto

B =
{

(br)r∈Z≥0
| br ∈ {0, . . . , p− 1},∀r ∈ Z≥0

}
.

Pues tenemos la aplicación

Φ : B −→ lim←−α∈Λ
Aα

(br)r∈Z≥0
7→

(
b0 + b1p+ b2p

2 + · · ·+ br−1p
r−1
)
r∈N

que es injectiva: sea (br)r∈Z≥0
∈ B, sea Φ

(
(br)r∈Z≥0

)
= 0 entonces ∀r ∈

Z≥0,∀i, 1 ≤ i ≤ r, tenemos bi = 0, por lo tanto (br)r∈Z≥0
= 0.

La aplicación es sobreyectiva: sea (an)n∈N ∈ lim←−α∈Λ
Aα, por la de�nción

tenemos

am ≡ am−1 mod pm−1 =⇒ ∃αm−1 ∈ {0, . . . , p− 1} tal que
am = pm−1αm−1 + am−1.

tenemos Φ
(
(αr)r∈Z≥0

)
=
(
α0 + α1p+ α2p

2 + · · ·+ αr−1p
r−1
)
r∈N = (ar)r∈N.

Sea A un conjunto y sea ≤ una relación binaria en A, se dice que un sub-
conjunto B de A es co�nal si satisface la siguiente condición:

Por cada a ∈ A, existe algún b ∈ B tal que a ≤ b.
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Proposición 2.13. Sea Λ un conjunto ordenado que contiene un subconjunto
co�nal numerable, sea ((Aα)α∈Λ, (παβ)α≥β∈Λ) un sistema inverso y sea el con-
junto A el límite inverso de este sistema que no es vació. Si los mapeos παβ son
sobreyectivos para cada α ≥ β ∈ Λ, entonces las proyecciones naturales

A→ Aα,

son sobreyectivas, ∀α ∈ Λ.

Demostración. Ver por ejemplo [Bou04, proposición 5, p.198] .

El tema de límite inverso se puede encontrar también en [B�MM15].

2.6. Conjuntos constructibles y mor�smos

Un conjunto se dice localmente cerrado si es un abierto de su cerradura,
es decir, el conjunto A es localmente cerrado si se puede escribir como la inter-
sección de su cerradura con algún conjunto abierto i.e. A = A ∩ U , donde U es
un conjunto abierto.

Una unión �nita de conjuntos localmentes cerrados es un conjunto cons-
tructible. Los conjuntos constructibles forman una algebra booleana.

Ejemplo 2.14. En la recta real con la topología usual un ejemplo de conjun-
to constructible es el intervalo A = (0, 3] ⊂ R que se puede escribir como la
intersección de su cerradura A = [0, 3] con el conjunto abierto U = (0, 4),

A = (0, 3] = [0, 3] ∩ (0, 4).

Ejemplo 2.15. En el plano real con la topología usual un ejemplo de conjunto
constructible es

C = {(x, y) ∈ (R)2 | 1 ≤ x2 + y2 < 2}

que se puede escribir como la intersección de su cerradura C = {(x, y) ∈ (R)2 |
1 ≤ x2 + y2 ≤ 2} con el conjunto abierto C = {(x, y) ∈ (R)2 | x2 + y2 < 2} .

Ejemplo 2.16. Sea K un campo, sean X , Y ⊂ Kn subconjuntos algebraicos
irreducibles, con la topología de Zariski son conjuntos cerrados, entonces son
conjuntos costructibles.

Corolario 2.17. (Chevalley) Sea K un campo, sean X , Y ⊂ Kn subconjuntos
algebraicos irreducibles. Sea f : X −→ Y un mor�smo regular, entonces la ima-
gen de f es un conjunto constructible en Y . En general f manda cada conjunto
constructible en X a un conjunto constructible en Y .

Demostración. Ver por ejemplo [Mum99, Corolario 2, p.51].

Lema 2.18. Sea X una variedad algebraica irreducible y sea Y un subconjunto
constructible de X. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Y es denso en X,
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2. Y contiene un subconjunto abierto no vacío de X,

3. X \ Y ( X.

Demostración. 1 =⇒ 2. Por la de�nición de conjuntos constructibles podemos
escribir

Y =

l⋃
i=1

(Yi \ Zi),

donde Zi y Yi son conjuntos cerrados, ∀i, 1 ≤ i ≤ l.
Si ∀i, Yi ( X entonces dimYi < dimX,∀i, podemos concluir que Y ⊂

∪li=1Yi ( X. Tenemos una contradicción, ya que Y es denso en X.
Entonces ∃i tal que Yi = X, tenemos U = Yi \ Zi que es un abierto y denso

en X.
2 =⇒ 3. Sea U ⊂ Y un abierto de X, entonces tenemos

X \ Y ⊂ X \ U ( X.

Consideramos su cerradura, tenemos

X \ Y ⊂ X \ U ( X.

3 =⇒ 2. Consideramos el conjunto abierto U = X \ (X \ Y ) que está en Y.
2 =⇒ 1. Ver por ejemplo [Har77, Ejemplo 1.1.3, p.3 ]. Que el hecho que esta
linea es el único sitio en la demostración donde utilizamos la hipótesis que X es
irreducible.

Proposición 2.19. Sea K un campo no numerable algebraicamente cerrado de
caracteristica cero. Sea {Eα}∞α=1 una familia creciente de conjuntos constructi-
bles en Kn con Kn =

⋃
αEα. Entonces existe α tal que Kn = Eα.

Demostración. Supongamos Eα ( Kn para cada α. La familia creciente de
conjuntos constructibles

E1 ⊂ E2 ⊂ · · · ⊂ Kn (2.10)

da una secuencia anidada de conjuntos constructibles

Kn \ E1 ⊃ Kn \ E2 ⊃ ... . (2.11)

Tomando el cierre en (2.11), obtenemos una secuencia anidada de subvariedades
algebraicas

Kn \ E1 ⊃ Kn \ E2 ⊃ ... .

Por lo tanto, hay m ∈ N tal que Kn \ Eα = Kn \ Em para cada α ≥ m.
Sea X̂ = Kn \ Eα para α ≥ m y sea X1 una componente irreducible de X̂.

Entonces por el lema 2.5 (Kn \ Eα) ∩X1 es denso en X1 para α ≥ m y por el
lema 2.18, contiene un conjunto abierto no vacío Uα de X1.

Fα = X1 \ Uα.
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Obtenemos Eα ∩X1 ⊂ Fα ( X1, así por la proposición 2.4

∪∞α=1Fα ( X1.

Esto implica que ∪∞α=1Eα no contiene X1 \∪∞α=1Fα ⊂ Kn. Tenemos una contra-
dicción.

2.7. Valoraciones

Sea R un anillo, un ideal m ( R es un ideal maximal si para cada ideal I
con m ⊂ I ⊂ R tenemos I = m o I = R.

Un anillo R es un anillo local si tiene un único ideal maximal.
Sea K un campo. Una valoración sobre K es una función ν : K→ R∪ {∞}

que satisface las siguientes condiciones:

1. ν(a) =∞⇔ a = 0,

2. ν(ab) = ν(a) + ν(b),

3. ν(a+ b) ≥ min(ν(a), ν(b)) , ∀a, b ∈ K∗.

La imagen de la valoración ν es el grupo valores de ν y lo denotamos por
Γν .

Un campo K con una valoración ν se dice campo valorado y lo denotamos
por (K, ν).

Lema 2.20. Sea K un campo algebraicamente cerrado entonces la sobreyección
K? → Γν se escinde, es decir, existe un homomor�smo de grupos Ω : Γν → K?
con ν(Ω(w)) = w.

Demostración. Ver por ejemplo [MS15, lema 2.1.15, p.54].

El conjunto de los elementos de K con valor no negativo

Rν := {c ∈ K : ν(c) ≥ 0}, (2.12)

es un anillo de valoración asociada a (K, ν) con ideal maximal

mν := {c ∈ K : ν(c) > 0}.

El anillo cociente
K := Rν/mν ,

es un campo que se llama el campo residual.

Ejemplo 2.21. Consideremos el campo de series de potencias K((t)). El orden
de�nido en (2.7) es una valoración en este campo.

El anillo de series de potencias K[[t]] se puede escribir de la forma:

K[[t]] = {φ(t) ∈ K((t)) | ν(φ) ≥ 0},
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que es exactamente el anillo de valoración asociada a (K((t)), ν). Su ideal ma-
ximal es:

mν = {ϕ =

∞∑
i=0

cit
i | c0 = 0}.

y el campo residual es el campo K.

Ejemplo 2.22. Consideremos K((t)) el campo de series de potencias. La apli-
cación canónica

Ω : Γν → K((t))∗

w 7→ tw,

es una escisión.

Ejemplo 2.23. Consideremos el campo de números racionales, para p número
primo de�nimos la valoración

νp : Q→ R ∪ {∞},

dada por νp(q) = k para q = pka/b, donde p no divide ni a ni b. Se dice que νp
es la valoración p-ádica.

Por ejemplo cuando p=3 tenemos

ν3(2/9) = −2.

El anillo de valoraciones es

Rνp = {c/d | c, d ∈ Z, p - d},

el ideal maximal es

mνp = {c/d | c, d ∈ Z, p | c, p - d}.

El campo residual Rνp/mνp es isomorfo a Zp. En efecto, consideremos el homo-
mor�smo f dado por

f : Rνp : −→ Zp

c/d 7→ [c][d]−1

donde para cada a ∈ Z, [a] es la clase de congruencia en Zp.
El núcleo de f es mνp y por el teorema de isomorfía tenemos:

K = Rνp/mνp
∼= Zp.

Ejemplo 2.24. Sea K{{t}} el campo de series de Puiseux, el orden de�nido en
(2.9) es una valoración en este campo. El anillo de valoración en (2.12) es

Rν := {c(t) ∈ K{{t}} | ord (c(t)) ≥ 0}, (2.13)

el ideal maximal es

mν := {c(t) ∈ K{{t}} | ord (c(t)) > 0},

el campo residual es el campo K.
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Sea (K, ν) un campo valorado. La valoración inducida sobre (K)n es:

ν : (K)n −→ (R ∪ {∞})n

(a1, . . . , an) 7→ (ν(a1), . . . , ν(an)).

2.8. Homogeneización

Sea f =
∑
α∈Λ cαx

α ∈ K[x1, . . . , xn] un polinomio. El grado de f es

d = máx
α∈Λ
{| α | | cα 6= 0},

donde | α |= Σni=1αi.
Sea f ∈ K[x1, . . . , xn] un polinomio de grado d. Se dice que f es un polino-

mio homogéneo de grado d si cada término de f tiene grado d.
Sea I ⊆ K[x1, . . . , xn] un ideal. Se dice que I es un ideal homogéneo si

cada elemento de I es suma de un número �nito de elementos homogéneos que
están en I.

Sea f = Σcαx
α ∈ K[x1, . . . , xn] un polinomio de grado d. La homogenei-

zación de f es el polinomio:

f̂ := Σcαx
d−|α|
0 xα ∈ K[x0, x1, . . . , xn].

Ejemplo 2.25. Sea K el campo de series de potencias, sea f(x) = tx3
1 + (t2 +

1)x1x2 − x4
1x3 ∈ K[x1, x2, x3]. El grado de f es d = 5 y la homogeneización de

f es el polinomio
f̂ = tx2

0x
3
1 + (t2 + 1)x3

0x1x2 − x4
1x3.

Sea I ⊆ K[x1, . . . , xn] un ideal, la homogeneización de I es el ideal gene-
rado por la homogeneización de sus elementos,

Ih :=< f̂, f ∈ I >⊂ K[x0, x1, . . . , xn].

A esta valoración inducida la notamos también por ν por abuso de notación.



Capítulo 3

Conceptos básicos de
geometría tropical

En álgebra tropical, la suma de dos números es su mínimo y el producto
de dos números es su suma. Esta estructura algebraica es conocida como el
semianillo tropical. La geometría algebraica tropical es la geometría algebraica
sobre el semianillo tropical.

Los orígenes de la geometría algebraica se encuentran en el estudio de los
ceros de conjuntos de polinomios. Estos objetos son variedades algebraicas como
por ejemplo curvas planas y super�cies en el espacio tri-dimensional. Tiene
sentido de�nir polinomios y funciones racionales sobre el semianillo tropical.
Estas funciones son lineales a trozos. Las variedades algebraicas también se
pueden de�nir en el entorno tropical. Son ahora subconjuntos de Rn que se
componen de poliedros convexos. Por lo tanto, la geometría algebraica tropical
es una versión lineal a trozos de la geometría algebraica.

Los resultados de este capítulo se pueden consultar en el libro `Introduction
to tropical geometry' by D.Maclagan, B.Sturmfels [MS15] y en [Stu02], [SS04],
[EKL06], [JMM08],[IMS09], [Aro10a], [Aro10b], [ABF13], [BIMS15].

3.1. Semi-anillo Tropical

El semi-anillo tropical es el conjunto T = R ∪ {∞} con:

1. La operación ⊕ llamada la adición tropical,

x⊕ y := mı́n{x, y},∀x, y ∈ T.

2. La operación � llamada la multiplicación tropical,

x� y := x+ y,∀x, y ∈ T.

23
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Dado a ∈ Z≥0 de�nimos x�a =

a veces︷ ︸︸ ︷
x� · · · � x = ax. Si x = (x1, . . . , xn) y α =

(α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) tenemos

x�α = x�α1
1 � · · · � x�αnn = α1x1 + · · ·+ αnxn. (3.1)

x�(α+β) = x
�(α1+β1)
1 � · · · � x�(αn+βn)

n = (α1 + β1)x1 + · · ·+ (αn + βn)xn =
x�α � x�β .

Cuando no cree confusión escribiremos xα en lugar de x�α.
Un polinomio tropical en n variables es una expresión de la forma

P (x) =
⊕
α∈Λ

mα � x�α (3.2)

donde x representa las variables (x1, . . . , xn), mα ∈ T, Λ ⊂ Zn, ](Λ) <∞.
El polinomio tropical en (3.2) induce una aplicación

P : Rn −→ R
w 7−→

⊕
α∈Λmα � w�α,

Esta aplicación es lineal a trozos pues por (3.1), se puede escribir de la forma

P : Rn −→ R
w 7−→ mı́nα∈Λ{mα+ < w,α >},

donde < α,w >=
∑n
i=1 αiwi.

Ejemplo 3.1. Consideremos los polinomios tropicales siguientes:

1. P (x) = 1⊕ (1� x) es un polinomio tropical que induce la aplicación

P : R1 −→ R
x 7−→ mı́n{x+ 1, 1}.

Por ejemplo tenemos P (−2) = mı́n{−1, 1} = −1. Para gra�car esta fun-
ción dibujamos dos líneas en el plano de coordenadas (x1, x2),

x2 = x1 + 1, x2 = 1,

el valor de p(x) es el mínimo x2 tal que (x1, x2) pertenece a alguna de
estas líneas. El gra�co de P (x) es el dibujo (1).

2. P (x) = (3 � x2) ⊕ (2 � x) ⊕ 5 es un polinomio tropical que induce la
aplicación

P : R1 −→ R
x 7−→ mı́n{3 + 2x, 2 + x, 5}.

Para gra�car esta función dibujamos tres líneas en el plano de coordenados
(x1, x2),

x2 = 2x1 + 3, x2 = 2 + x1, x2 = 5,

el valor de p(x) es el mínimo x2 tal que (x1, x2) pertenece a alguna de
estas líneas. El grá�co de P (x) es el dibujo (2).
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(1)

(2)

3. P (x1, x2) = (4 � x1) ⊕ (3 � x2) ⊕ 1 es un polinomio lineal tropical , que
induce la aplicación

P : R2 −→ R
x 7−→ mı́n{4 + x1, 3 + x2, 1},

Para gra�car esta función dibujamos tres planos en el espacio de coorde-
nadas (x1, x2, x2),

x3 = x1 + 4, x3 = 3 + x2, x3 = 1,

el valor de p(x) es el mínimo x3 tal que (x1, x2, x3) pertenece a alguna de
estos planos. El grá�co de P (x) es el dibujo (3).

Sea P (x) el polinomio tropical en (3.2). La variedad asociada a P es el
lugar no linealidad del grafo P , es decir,

V (P ) :=
{
x ∈ Rn | ∃α, β ∈ Λ, α 6= β, P (x) = mα � xα = mβ � xβ

}
. (3.3)

Ejemplo 3.2. 1. Consideremos el polinomio tropical P (x) = 1⊕ (x� 1), la
variedad asociada a P es :

V(P ) = {0}.
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(3)

2. Consideremos el polinomio tropical P (x) = (3 � x2) ⊕ (2 � x) ⊕ 5, la
variedad asociada a P es:

V(P ) = {−1, 3}.

3. Consideremos el polinomio tropical P (x1, x2) = x−1
1 ⊕ x2 ⊕ 1, la variedad

asociada a P es:

V(P ) = {(x1, x2) ∈ R2 | x2 = −x1 ≤ 1} ∪ {(x1, x2) ∈ R2 | x2 = 1 ≤ −x1}
∪{(x1, x2) ∈ R2 | 1 = −x1 ≤ x2}.

El conjunto de polinomios tropicales es un semianillo. Denotaremos por
T[x±1

1 , . . . , x±nn ].

3.2. Tropicalización de un polinomio

En lo que sigue, vamos a trabajar con un campo valorado (K, ν).
Sea f(x) =

∑
α∈Λ aαx

α ∈ K[x±1
1 , . . . , x±nn ], donde Λ ⊂ Zn, ](Λ) < ∞. La

tropicalización de f(x) es el polinomio tropical

trop(f) :=
⊕
α∈Λ

ν(aα)� xα.

que induce la aplicación

trop(f) : Rn −→ R
x 7−→ mı́nα∈Λ{ν(aα)+ < α, x >}.

Ejemplo 3.3. Sea K el campo de series de Puiseux con coe�cientes complejos,
sea f(x) = ( t2

t4+t3 )x3
1− 1

t2x
−2
2 + t2− 2t5 ∈ K[x±1

1 , x±1
2 ], la tropicalización de f es

trop(f) =
(
ν( t2

1+t3 )� x3
1

)
⊕
(
ν( 1

t2 )� x−2
2

)
⊕ ν(t2 − 2t5) =(

−1� x3
1

)
⊕
(
−2� x−2

2

)
⊕ (2),
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que induce la aplicación

trop(f) : R2 −→ R
x 7−→ mı́nα∈Λ{−1 + 3x1,−2− 2x2, 2},

por ejemplo cuando x = (1, 2) tenemos trop(f)(x) = −6.

Lema 3.4. Sean f, g ∈ K[x±1
1 , . . . , x±nn ]. Tenemos

trop(fg)(w) = trop(f)(w)� trop(g)(w).

Demostración. Podemos escribir los polinomios f y g de la forma

f(x) =
∑
α∈Λ

aαx
α, g(x) =

∑
β∈Λ′

bβx
β .

Tenemos
fg =

∑
δ∈Λ+Λ′

∑
δ=α+β

aαbβx
α+β .

Sea w ∈ Γnν . Tenemos

trop(fg)(w) = mı́nδ∈Λ+Λ′

{
mı́n α+β=δ

α∈Λ,β∈Λ′
{ν(aαbβ) + 〈w,α+ β〉}

}
=

mı́nδ∈Λ+Λ′

{
mı́n α+β=δ

α∈Λ,β∈Λ′
{ν(aα) + ν(bβ) + 〈w,α〉+ 〈w, β〉}

}
.

Por otro lado tenemos

trop(f)(w) + trop(g)(w) = mı́nα∈Λ {ν(aα) + 〈w,α〉}+ mı́nβ∈Λ′ {ν(bβ) + 〈w, β〉} =
mı́nα∈Λ {ν(aα) + 〈w,α〉+ mı́nβ∈Λ′{ν(bβ) + 〈w, β〉}} =
mı́nα∈Λ mı́nβ∈Λ′ {ν(aα) + 〈w,α〉+ ν(bβ) + 〈w, β〉} =

mı́nδ∈Λ+Λ′

{
mı́n α+β=δ

α∈Λ,β∈Λ′
{ν(aα) + ν(bβ) + 〈w,α〉+ 〈w, β〉}

}
.

Sea I ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±nn ]. La tropicalización de I es el conjunto de poli-

nomios tropicales:
trop(I) := {trop(f) | f ∈ I} .

Sea (K, ν) un campo valorado. Supongamos que el grupo de valores Γν es
denso en R. Supongamos que existe una escisión Φ : Γν → K∗ con Φ(ζ) = tζ y
t ∈ K∗ y ν(t) = 1. En esta sección introduciremos el concepto de parte w−inicial
de un polinomio.

Lema 3.5. Sea f(x) =
∑
α cαx

α ∈ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ], sea w = (w1, . . . , wn) ∈
(Γν)n. Entonces el polinomio

fw(x) = t−trop(f)(w)f(tw1x1, . . . , t
wnxn),

está en el anillo Rν [x±1
1 , . . . , x±1

n ] de (K, ν), donde Rν es el anillo local. Es decir,
todos los coe�cientes de Pw(x) tienen valor mayor o igual a cero.
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Demostración. Sustituyendo tenemos

fw(x) = t−trop(f)(w)f(tw1x1, . . . , t
wnxn)

= t−trop(f)(w)
∑
α cα(tw1x1)α1 · · · (twnxn)αn

= t−trop(f)(w)
∑
α cα(tw1α1+···+wnαn)xα1

1 · · ·xαnn
=
∑
α cαt

−trop(f)(w)+<α,w>xα.

Para cada α tenemos

trop(f)(w) ≤< α,w > +ν(cα),

entonces la valoración del coe�ciente cαt−trop(f)(w)+<α,w> es

ν(cαt
−trop(f)(w)+<α,w>) = ν(t−trop(f)(w)+<α,w>) + ν(cα) =

−trop(f)(w)+ < α,w > +ν(cα) ≥ −ν(cα) + ν(cα) = 0.

Entonces los coe�cientes de fw(x) están en el anillo local Rν , por lo tanto

fw(x) ∈ Rν [x±1
1 , . . . , x±1

n ].

Sea f(x) =
∑
α cαx

α ∈ Rν [x±1
1 , . . . , x±1

n ], de�nimos

f =
∑
α

cαx
α,

donde cα denota la clase de cα en el campo residual. Así

f ∈ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ],

donde K es el campo residual.

Lema 3.6. Sea f(x) =
∑
α cαx

α ∈ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ], sea w ∈ (Γν)n entonces

fw(x) 6= 0.

Demostración. Por la demostración del lema 3.5 tenemos

fw(x) =
∑
α

cαt
−trop(f)(w)+<α,w>xα,

el valor de algunos coe�cientes son cero, pues ∃β tal que

trop(f)(w) = ν(cβ)+ < β,w > .

Entonces t−ν(cα)cα ∈ Rν \mν , por lo tanto

t−ν(cβ)cβ ∈ K

donde K es el campo residual.
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Sea f(x) =
∑
α cαx

α ∈ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ], dado w = (w1, . . . , wn) ∈ (Γν)n, la
parte w−inicial de f es

inw(f) := t−trop(f)(w)f(tw0x0, . . . , twnxn) = t−trop(f)(w)
∑
α cαt

α.wxα

=
∑
trop(f)(w)=ν(cα)+w.α t

−ν(cα)cαx
α,

donde a denota la imagen de a en el campo residual Rν . La de�nición de parte
w−inicial depende de la escisión elegida.

Ejemplo 3.7. Sea K el campo de series de Puiseux con coe�cientes comple-
jos, sea f(x) = (t3 − t4)x1 + (t2 − t)x2 + x3 + t3 − t5 ∈ K[x±1

1 , x±1
2 , x±1

3 ], la
tropicalización de f es

trop(f) = (3� x1)⊕ (1� x2)⊕ x3 ⊕ 3,

sea w = (0, 3, 5) ∈ (Γν)3 tenemos trop(f)(w) = 3, entonces la parte w−inicial
de f con la escisión canónica (ejemplo2.22) es

inw(f) = t−3 ((t3 − t4))x1 + t−3(t3 − t5) = (1− t)x1 + 1− t2 = x1 + 1.

Consideremos la escisión Φ(ζ) = (3t)ζ la parte w−inicial de f con esta escisión
es

inw(f) = (3t)−3(t3 − t4)x1+(3t)−3(t3 − t5) =
1

27

(
(1− t)x1 + 1− t2

)
=

1

27
(x1+1).

Consideremos la escisión Φ(ζ) = (t + t2)ζ , la parte w−inicial de f con esta
escisión es

inw(f) = (t+ t2)−3(t3 − t4)x1+(t+ t2)−3(t3 − t5) =

(
1− t
t+ 1

x1 + 1− t
)

= 1.x1+1.

Cuando trabajamos con el campo de series de Puiseux utilizamos la escisión
canónica

Φ : ζ → tζ .

Sea I ⊆ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] un ideal, el ideal w−inicial asociado a I es

inw(I) := 〈inw(f), f ∈ I〉.

Ejemplo 3.8. Sea Q el campo de los números racionales con la valoración
2-adica, sea I =< x1 + 2x2, x2 + 4x3 >⊆ Q[x±1

1 , x±1
2 , x±1

3 ], tenemos las tropica-
lizaciones

trop(x1 + 2x2) = x1 ⊕ (1� x2), trop(x2 + 4x3) = x2 ⊕ (2� x3),

sea w = (1, 1, 1) ∈ (Γν)3, tenemos

trop(x1 + 2x2)(w) = 1, trop(x2 + 4x3)(w) = 1,

las partes w−iniciales de los generadores de I son

inw(x1 + 2x2) = x1, inw(x2 + 4x3) = x2,

el ideal w−inicial asociada a I contiene

〈x1, x2〉 ⊆ inw(I).
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De hecho para igualdad tiene que usar el teoría de base de Grobner.

Lema 3.9. Sea I ⊆ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] un ideal, sea w ∈ Γnν . Si g ∈ inw(I)
entonces g = inw(f) para algún f ∈ I.

Demostración. Ver por ejemplo [MS15, lemma 2.6.3, p.83].

3.3. Hipersuper�cies tropicales

Sea f(x) =
∑
α∈Λ aαx

α ∈ K[x±1
1 , . . . , x±nn ]. La hipersuper�cie tropical

asociada a f es la variedad asociada a la tropicalización de f . Es decir

VT (f) := V(trop(f)).

Ejemplo 3.10. Sea K el campo de series de Puiseux con coe�cientes complejos.

1. Sea f(x1, x2) = tx1 + t2x2 + t3 + t5 ∈ K[x±1
1 , x±1

2 ]. La tropicalización de
f es:

trop(f) = (1� x1)⊕ (2� x2)⊕ 3,

la hipersuper�cie tropical asociada a f es el conjunto

VT (f) =
{

(x1, x2) ∈ R2 | 1 + x1 = 2 + x2 ≤ 3
}
∪{

(x1, x2) ∈ R2 | x1 + 1 = 3 ≤ x2 + 2
}
∪
{

(x1, x2) ∈ R2 | 2 + x2 = 3 ≤ x1 + 1
}
.

Ver la �gura (1).

(1)

2. Sea f(x1, x2) = tx2
1 + 4x1x2 + 7x2

2 + 8 ∈ K[x±1
1 , x±1

2 ], la tropicalización de
f es:

trop(f) = (1� 2x1)⊕ (x1 � x2)⊕ 2x2 ⊕ 0,

la hipersuper�cie tropical asociada a f es:

VT (f) =
{(x1, x2) ∈ R2 | 1 + 2x1 = x1 + x2 ≤ 2x2, 0} ∪ {(x1, x2) ∈ R2 | 1 + 2x1 = 2x2 ≤ x1 + x2, 0}∪
{(x1, x2) ∈ R2 | 1 + 2x1 = 0 ≤ x1 + x2, 2x2} ∪ {(x1, x2) ∈ R2 | x1 + x2 = 2x2 ≤ 1 + 2x1, 0}∪
{(x1, x2) ∈ R2 | x1 + x2 = 0 ≤ 2x2, 1 + 2x1} ∪ {(x1, x2) ∈ R2 | 2x2 = 0 ≤ 1 + 2x1, x1 + x2}.
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(2)

Ver la �gura (2).

3. Sea f(x1, x2) = t3x2
1 + x1x2 + tx2

2 + tx1 + x2 + 1 ∈ K[x±1
1 , x±1

2 ], la tropi-
calización de f es:

trop(f) = (3� 2x1)⊕ (x1 � x2)⊕ (1 + 2x2)⊕ (1 + x1)⊕ x2 ⊕ 0,

la hipersuper�cie tropical asociada a f es:

VT (f) = {(x1, x2) ∈ R2 | 3 + 2x1 = x1 + x2 ≤ 1 + 2x2, 1 + x1, x2, 0}∪
{(x1, x2) ∈ R2 | 3 + 2x1 = 1 + 2x2 ≤ x1 + x2, 1 + x1, x2, 0}∪
{(x1, x2) ∈ R2 | 3 + 2x1 = 1 + x1 ≤ x1 + x2, 1 + 2x2, x2, 0}∪
{(x1, x2) ∈ R2 | 3 + 2x1 = x2 ≤ x1 + x2, 1 + 2x2, 1 + x1, 0}∪
{(x1, x2) ∈ R2 | 3 + 2x1 = 0 ≤ x1 + x2, 1 + 2x2, 1 + x1, x2}∪
{(x1, x2) ∈ R2 | x1 + x2 = 1 + 2x2 ≤ 3 + 2x1, 1 + x1, x2, 0}∪
{(x1, x2) ∈ R2 | x1 + x2 = 1 + x1 ≤ 3 + 2x1, 1 + 2x2, x2, 0}∪
{(x1, x2) ∈ R2 | x1 + x2 = x2 ≤ 3 + 2x1, 1 + 2x2, 1 + x1, 0}∪
{(x1, x2) ∈ R2 | x1 + x2 = 0 ≤ 3 + 2x1, 1 + 2x2, 1 + x1, x2}∪
{(x1, x2) ∈ R2 | 1 + 2x2 = 1 + x1 ≤ 3 + 2x1, x1 + x2, x2, 0}∪
{(x1, x2) ∈ R2 | 1 + 2x2 = x2 ≤ 3 + 2x1, x1 + x2, 1 + x1, 0}∪
{(x1, x2) ∈ R2 | 1 + 2x2 = 0 ≤ 3 + 2x1, x1 + x2, 1 + x1, x2}∪
{(x1, x2) ∈ R2 | 1 + x1 = x2 ≤ 3 + 2x1, x1 + x2, 1 + 2x2, 0}∪
{(x1, x2) ∈ R2 | 1 + x1 = 0 ≤ 3 + 2x1, x1 + x2, 1 + 2x2, x2}∪
{(x1, x2) ∈ R2 | x2 = 0 ≤ 3 + 2x1, x1 + x2, 1 + 2x2, 1 + x1}.

Ver la �gura (3).

Ejemplo 3.11. Sea Q el campo de números racionales con la valoración 2-adica,
sea f = 2 + 3x+ 4x2 + (1/4)x4 ∈ Q[x±1]. La tropicalización de f es:

trop(f) = 1⊕ x⊕ (2� x2)⊕ (−2� x4).

La hipersuper�cie tropical asociada a f es:

VT (f) = {2/3, 1}.
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(3)

Sea f(x) ∈ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] un polinomio. Consideremos la hipersuper�cie
asociada a f

V (f) = {x ∈ (K?)n | f(x) = 0} ,

vamos a relacionar la hipersuper�cie algebraica con la hipersuper�cie tropical.
Para esto consideremos el operador

trop(V (f)) : Kn → Γn

(δ1, . . . , δn) 7→ (ν(δ1), . . . , ν(δn)).
(3.4)

Ejemplo 3.12. Sea K el campo de series de Puiseux con coe�cientes complejos,
sea f = (t+ 3)x+ t2 ∈ K[x]. La hipersuper�cie asociada a f es el punto

V (f) = { −t
2

t+ 3
}.

Tenemos

trop(V (f)) = {ν(
−t2

t+ 3
)} = {1}.

Teorema 3.13. (Kapranov) Sea (K, ν) un campo valorado algebraicamente ce-
rrado con característica cero. Sea f(x) =

∑
α cαx

α ∈ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ], los si-
guientes conjuntos son iguales.

1. La hipersuper�cie tropical VT (f) en Rn,

2. La clausura de conjunto A = {w ∈ (Γν)n | inw(f) no es un monomio } en
Rn,

3. La clasura de trop(V (f)) en Rn.

Demostración. Ver por ejemplo [EKL06].
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3.4. Variedades tropicales

Sea I ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] un ideal. La variedad tropical asociada a I es el
conjunto

VT (I) := V(trop(I)) =
⋂
f∈I

VT (f).

Si I = 〈f1, . . . , fr〉 se tiene que

VT (I) ⊆
r⋂
i=1

VT (fi).

La contención inversa no es siempre cierta, como se puede ver en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.14. Sea K el campo de series de Puiseux con coe�cientes complejos,
sea I ⊂ K[x±1

1 , x±1
2 , x±1

3 ] el ideal generado por

I = 〈t3x1 + 2x2 − 3x3, 4x2 − x3〉.

La hipersuper�cie tropical asociada a f1 = t3x1 + 2x2 − 3x3 es

VT (f1) =
{

(x1, x2, x3) ∈ R3 | 3 + x1 = x2 ≤ x3

}
∪{

(x1, x2, x3) ∈ R3 | x1 + 3 = x3 ≤ x2

}
∪
{

(x1, x2, x3) ∈ R3 | x2 = x3 ≤ x1 + 3
}
,

y la hipersuper�cie tropical asociada a f2 = 4x2 − x3 es

VT (f2) =
{

(x1, x2, x3) ∈ R3 | x2 = x3

}
.

La intersección de estas hipersuper�cies tropicales es el conjunto

VT (f1) ∩ VT (f2) =
{

(x1, x2, x3) ∈ R3 | x2 = x3 ≤ x1 + 3
}
.

La variedad tropical asociada a I veri�ca

VT (I) ⊂ VT (f1) ∩ VT (f2) .

Consideremos el polinomios f = 2f1 − f2 = 2t3x1 + 5x3 ∈ I. La hipersuper�cie
tropical asociada a f es

VT (f) =
{

(x1, x2, x3) ∈ R3 | x1 + 3 = x3

}
.

Podemos concluir que

VT (I) ⊂ VT (f1) ∩ VT (f2) ∩ VT (f) =
{

(x1, x2, x3) ∈ R3 | x1 + 3 = x2 = x3

}
.

Por lo tanto

VT (I) 6=
2⋂
i=1

VT (fi).
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Un conjunto de generadores τ = {f1, . . . , fr} de I se llama una base tropi-
cal de I, si

VT (I) =

r⋂
i=1

VT (fi).

Lema 3.15. Sea τ = {f1, . . . , fr} una base tropical de I, entonces para cada
w ∈ (Γν)n, el ideal inicial inw(I) contiene una unidad si y solo si inw(τ) =
{inw(f), f ∈ τ} contiene una unidad.

Demostración. Vamos a probar que para cada w ∈ Rn, si inw(I) contiene una
unidad, entonces inw(τ) contiene una unidad. Supongamos que inw(I) contiene
una unidad, entonces existe un polinomio f ∈ I, tal que inw(f) es un monomio.
Por el teorema 3.13 w /∈ VT (I) =

⋂r
i=1 VT (fi), entonces ∃i, 1 ≤ i ≤ r tal que

w /∈ VT (fi), por lo tanto inw(τ) tiene unidad.

Teorema 3.16. Cada ideal I ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] tiene una base tropical.

Demostración. Ver [RGST05].

Sea I ⊆ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] un ideal, para relacionar la variedad algebraica
asociada a I con la variedad tropical asociada a I de�nimos el conjunto

trop(V (I)) := {(ν(δ1), . . . , ν(δn)) | (δ1, . . . , δn) ∈ V (I)}.

Ejemplo 3.17. Sea K campo de series de potencias. Sea I ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ]
el ideal generado por

I = 〈x1 + x2, x1 − x2〉.

La variedad asociada a I es

V (I) = {(a,−a), (b, b) | a, b ∈ K?},

tenemos el conjunto

trop(V (I)) := {(ν(a), ν(−a)) , (ν(b), ν(b)) | a, b ∈ K?} = {(r,−r), (s, s) | r, s ∈ Z}.

El teorema fundamental de la geometría algebraica tropical establece una
estrecha relación entre las variedades algebraicas y variedades tropicales.

Teorema 3.18. (Teorema Fundamental de geometría tropical ) Sea
(K, ν) un campo valorado algebraicamente cerrado con car(K) = 0. Sea I ⊆
K[x±1

1 , . . . , x±1
n ] un ideal, entonces los conjuntos siguientes son iguales:

1. La variedad tropical VT (I) en Rn.

2. La clausura del conjunto A = {w ∈ (Γval)
n | inw(I) 6= 〈1〉} en Rn.

3. La clausura de trop(V (I)) en Rn.

Demostración. Ver por ejemplo [SS04].
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Ejemplo 3.19. Sea K el campo de series de Puiseux con coe�cientes complejos,
sea f = 3x1 + t2x2 + 2t ∈ K[x1, x2] y I = 〈3x1 + t2x2 + 2t〉 el ideal generado por
f . La variedad tropical asociada a I es

VT (f) = {(x1, x2) ∈ R2 | x1 = x2 + 2 ≤ 1} ∪ {(x1, x2) ∈ R2 | x1 = 1 ≤ x2 + 2}∪
{(x1, x2) ∈ R2 | x2 + 2 = 1 ≤ x1}.

El grafo de la hipersuper�cie tropical es el dibujo (3.19).

(3.19)

La variedad asociada a I es

V (I) = {(− t
2a+ 2t

3
, a) ∈ K? | a ∈ K?, a 6= −2

t
}.

Agarramos ρ = (t2 − 2
3 t,−3) ∈ V (I) tenemos

trop(ρ) = trop(t2 − 2

3
t,−3) = (1, 0) ∈ trop(V (I)).

En el grafo podemos ver que trop(ρ) = (1, 0) ∈ VT (trop(f)), así podemos
ver como dice el Teorema 3.18 que

trop(V (I)) ⊆ VT (I).

Por la de�nición tenemos

trop(V (I)) =

{(
ν(− t

2a+ 2t

3
), ν(a)

)
| a ∈ K?, a 6= −2

t

}
,

tenemos

(ν(− t
2a+ 2t

3
), ν(a)) =


(1, ν(a)), si ν(t2a) > 1,

(2 + ν(a), ν(a)), si ν(t2a) < 1,

(ν(b),−1), si ν(t2a) = 1, b = t2a+ 2t.

(0, 0), En todos los demás casos

(3.5)

La clausura de la unión de estos conjuntos es, precisamente, VT (I).
El ideal inicial inw(I) no es un ideal monomial si:
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1. w = λ(1,−1) ,∀λ ∈ R, λ ≥ 0,

2. w = λ(b, b− 2) ,∀λ ∈ R, λ ≥ 0, tal que b ≤ 1 ,

3. w = (1, b), (b,−1) , tal que b ≥ 1.

La línea tropical VT (I) es el conjunto de todos los w que veri�can una de las
condiciones 1, 2, 3.



Capítulo 4

Álgebra diferencial

Álgebra diferencial fue introducido por Ritt y Kolchin [RR39], [Rit50], [Kol73].
En los capítulos anteriores trabajamos con dos operaciones adición y multiplica-
ción, en este capítulo trabajaremos con tres operaciones adición, multiplicación
y derivación.

La mayoría de los resultados de este capítulo se pueden consultar en el libro
Álgebra diferencial por Ritt [Rit50], [Kol73].

4.1. Anillo diferencial

Sea R un anillo conmutativo con unidad. Una derivación en R es un mapeo

d : R −→ R,

que satisface

1. d(a+ b) = d(a) + d(b),∀a, b ∈ R,

2. d(ab) = d(a)b+ ad(b),∀a, b ∈ R.

Se dice que la pareja (R, d) es un anillo diferencial. Se dice que la pareja (R, d)
es un campo diferencial si R es un campo.

Ejemplo 4.1. Todo anillo conmutativo R con unidad puede convertirse en ani-
llo diferencial con la derivación trivial. La derivación trivial envía cada elemento
a cero.

Ejemplo 4.2. Sea C∞(a, b) el anillo de las funciones diferenciables con valores
reales en el intervalo abierto (a, b). Entonces

D : C∞(a, b) −→ C∞(a, b)
f 7→ f ′,

es una derivación. Por lo tanto C∞(a, b) tiene estructura de anillo diferencial.

37
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Sea (R, d) un anillo diferencial. Un ideal I ⊂ R se dice un ideal diferencial
si es cerrado bajo la derivación.

Sea I un ideal diferencial en el anillo diferencial (R, d). El anillo cociente
R/I es un anillo diferencial con operador derivación

d/I : R/I −→ R/I
a+ I 7→ d(a) + I,

Sea (R, d) un anillo diferencial, sea I ⊂ R un ideal. El ideal diferencial
generado por I es la intersección de todos los ideales diferenciales que contie-
nen a I, lo denotamos por 〈I〉d. El ideal diferencial generado por f1, . . . , fs ∈ R
es

〈f1, . . . , fs〉d = 〈f1, df1, d
2f1, . . . , fs, dfs, d

2fs, . . .〉,

donde di es la composición de d consigo mismo i veces.

4.2. Anillo diferencial de series de potencias

Sea K un campo diferencial. El anillo de series de potencias K[[t]] con la
derivación

d : K[[t]] −→ K[[t]]

ϕ(t) =
∑
j∈Z≥0

ajt
j 7→ d(ϕ(t)) =

∑
j∈Z≥0

ajjt
j−1,

es un anillo diferencial, lo denotamos por (K[[t]], d).
Sea ϕ =

∑
j∈Z≥0

ajt
j ∈ K[[t]]. La k−esíma derivación de ϕ es

dkϕ = dk
(∑∞

j=0 ajt
j
)

=
∑∞
j=k(j)(j − 1) · · · (j − k + 1)ajt

j−k =
∑∞
j=k

j!
k!ajt

j−k

=
∑∞
j=0

(j+k)!
k! aj+kt

j .

Ejemplo 4.3. Sea K un campo, sea ϕ = t3 + t4 + 2t6 − 5t8 + t9 ∈ K[[t]], la
derivación de ϕ es

d(ϕ) = 3t2 + 4t3 + 12t5 − 40t7 + 9t8.

Cuando tenemos una serie de potencias de la forma ψ(t) =
∑
j∈Z≥0

1
j!ajt

j ∈
K[[t]] tenemos

d(ψ) =
∑∞
j=1

1
j!jajt

j−1 =
∑∞
j=0

1
(j+1)!ja(j+1)t

j =
∑∞
j=0

1
j!a(j+1)t

j ,

d2(ψ) =
∑∞
j=2

1
j!j(j − 1)ajt

j−2 =
∑∞
j=0

1
(j+2)!j(j − 1)a(j+2)t

j =∑∞
j=0

1
j!a(j+2)t

j ,

.

.

.
dk(ψ) =

∑∞
j=k

1
j!j(j − 1) · · · (j − k + 1)ajt

j−k =∑∞
j=0

1
(j+k)!j(j − 1) · · · (j − k + 1)a(j+k)t

j =
∑∞
j=0

1
j!a(j+k)t

j .
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En los capítulos siguientes usaremos la biyección siguiente en lugar de la dada
en (2.8).

ψ : KZ≥0 −→ K[[t]]

a = (aj)j≥0 7→
∑
j≥0

1

j!
ajt

j , (4.1)

El mapeo ψ tiene la siguiente propiedad:

dkψ(a) =
∑
j≥0

ak+j

j!
tj (4.2)

lo que implica
dkΨ(a)|t=0 = ak (4.3)

y entonces
a = (dkψ(a)

∣∣
t=0

)k≥0. (4.4)

4.3. Polinomios diferenciales

Sea x una indeterminada. Consideremos la secuencia in�nita

x, x′, x′′, . . . , x(p), . . . .

Estos símbolos se van a utilizar para construir los polinomios diferenciales. Cada
polinomio diferencial contiene un número �nito de estos símbolos. El símbolo x
se llama indeterminado diferencial y el símbolo x(p) se dice la p−ésima deri-
vada de x. Cuando tenemos n−indeterminadas x1, . . . , xn denotamos la j−ésima
derivación de xi por xij , podemos decir que xi es la 0−ésima derivación de xi.
Sea (R, d) un anillo diferencial, sean x1, . . . , xn indeterminadas. El conjunto de
los polinomios con coe�cientes en R en las variables {xij | 1 ≤ i ≤ n, j ≥ 0} es
un anillo que denotamos por

R〈x1, . . . , xn〉. (4.5)

La derivación d sobre R se puede extender a una derivación D de R〈x1, . . . , xn〉
dada por

1. D(xij) = xi(j+1) para i = 1, . . . , n y j ≥ 0,

2. D(a) = d(a),∀a ∈ K.

El par (R〈x1, . . . , xn〉, D) es un anillo diferencial llamado el anillo diferen-
cial de polinomios en n variables con coe�cientes en R.

Los elementos de R〈x1, . . . , xn〉 se llaman polinomios diferenciales. Un po-
linomio diferencial P ∈ R〈x1, . . . , xn〉 de orden menor o igual que O se puede
escribir de la forma

P =
∑

M∈Λ⊆Mn×(O+1)(Z≥0)

ψM
∏
i,j

(xij)
Mij (4.6)
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con ψM ∈ R, ](Λ)1 < ∞, Mn×(O+1)(Z≥0) es el conjunto de las matrices n ×
(O+ 1) con entradas en Z≥0, a las entradas de la matriz M denotamos por Mij

y 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ O.

Ejemplo 4.4. Consideramos el polinomio diferencial de orden 3

P (x) = t2(x12)7x13x
4
20(x23)5x30−(1+t)(x11)8(x12)2(x23)x32x

6
30(x33)9 ∈ K[[t]]〈x1, . . . , xn〉.

En este polinomio tenemos 1 ≤ i ≤ 3 y 0 ≤ j ≤ 3. Podemos escribir las matrices
M1,M2

M1 =

 0 0 7 1
4 0 0 5
1 0 0 0


M2 =

 0 8 2 0
0 0 0 1
6 0 1 9


Tenemos los coe�cientes ψM1 = t2 y ψM2 = −(t+ 1).

El polinomio diferencial en (4.6) induce una aplicación

P : Rn −→ R

(ϕ1, . . . , ϕn) 7→ P |xij=djϕi ,
(4.7)

donde P |xij=djϕi es el elemento de R obtenido mediante la sustitución de xij
por djϕi en el polinomio diferencial P .

Ejemplo 4.5. Sea P (x) el polinomio diferencial en el ejemplo 4.4, sea ϕ =
(2t4 + t, 5t2 − t3,−3− t+ t5) ∈ K[[t]]3. Tenemos

P (ϕ) = P |xij=djϕi = t2(d2ϕ1)7d3ϕ1(d0ϕ2)4(d3ϕ2)5(d0ϕ3)−
(1 + t)(d1ϕ1)8(d2ϕ1)2(d3ϕ2)(d2ϕ3)(d0ϕ3)6(d3ϕ3)9 =
t2(24t2)7(48t)(5t2 − t3)4(10− 6t)5(−3− t+ t5)−

(1 + t)(8t3 + 1)8(24t2)2(−6)(20t3)(−3− t+ t5)6(60t2)9.

Una n-ada ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) ∈ Rn es una solución de polinomio diferen-
cial P si P (ϕ) = 0.

Lema 4.6. Sea P ∈ R〈x1, . . . , xn〉, sea ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) ∈ Rn. Tenemos la
igualdad

dk (P (ϕ)) =
(
DkP

)
(ϕ) , (4.8)

Demostración. Sea P un polinomio de la forma (4.6). Sustituimos ϕ en P . Te-
nemos

P (ϕ) =
∑
M∈Λ

ψM
∏
i,j

(djϕi)
Mij .

1](Λ) = Canrdinalidad de Λ
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P (ϕ) es un elemento de R. Derivando k veces tenemos

dk(P (ϕ)) = dk
(∑

M∈Λ ψM
∏
i,j(d

jϕi)
Mij

)
=
∑
M∈Λ

∑k
l=0

(
k
l

)
dk−l(ψM )dl

(∏
i,j(d

jϕi)
Mij

)
=∑

M∈Λ

∑k
l=0

(
k
l

)
dk−l(ψM )

∑
r10+···+rnO=l

(
l

r10,··· ,rnO

)∏n,O
e=1,s=0

(
Mij(Mij − 1) · · · (Mij − res + 1)dj+res(ϕi)(d

j(ϕi))
Mij−res

)
.

En el otro lado tenemos

DkP = Dk
(∑

M∈Λ ψM
∏
i,j(xij)

Mij

)
=
∑
M∈Λ

∑k
l=0

(
k
l

)
dk−l(ψM )Dl(

∏
i,j(xij)

Mij )

=
∑
M∈Λ

∑k
l=0

(
k
l

)
dk−l(ψM )

∑
r10+···+rnO=l

(
l

r10,··· ,rnO

)∏n,O
e=1,s=0

(
Mij(Mij − 1) · · · (Mij − res + 1)xi(j+res)(xij)

Mij−res
)
.

Sustituimos ϕ en DkP . Tenemos

DkP (ϕ) =
∑
M∈Λ

∑k
l=0

(
k
l

)
dk−l(ψM )

∑
r10+···+rnO=l

(
l

r10,··· ,rnO

)∏n,O
e=1,s=0

(
Mij(Mij − 1) · · · (Mij − res + 1)dj+res(ϕi)(d

j(ϕi))
Mij−res

)
.

Por lo tanto tenemos la igualdad.

4.4. Soluciones de polinomios diferenciales

Sea R un anillo diferencial, sea P ∈ R〈x1, . . . , xn〉. Denotaremos al conjunto
de soluciones de P por

SolR(P ) := {ϕ ∈ Rn|P (ϕ) = 0}.

Sea R′ ⊂ R un subanillo. La solución de un polinomio diferencial P sobre R′

está de�nida por
SolR′(P ) := SolR(P ) ∩R′.

Sea R ⊂ R′′ una extensión de anillos. Se puede ver el polinomio diferencial P
como elemento de R′′〈x1, . . . , xn〉, teniendo sentido de�nir SolR′′(P ). Tenemos

SolR′(P ) ⊂ SolR(P ) ⊂ SolR′′(P ).

Ejemplo 4.7. Sea P (x) = (x′)2 − t3 + 2t2 − 1 ∈ K[[t]]〈x〉. Los elementos del
conjunto siguiente son las soluciones del polinomio P (x){

at
1
2 − t 2

3 | a = ±1 ∈ K
}
.

De hecho se tiene la igualdad; esto se puede demostrar utilizando el polígono
de Newton. Entonces el polinomio P no tiene solución en el anillo de series
potencias. Podemos escribir

SolK[[t]]P = ∅.
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Una solución de un ideal diferencial es una n-ada ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) ∈ Rn
si P (ϕ) = 0,∀P ∈ I . Es decir

SolR(I) :=
⋂
P∈I

SolR(P ).

Ejemplo 4.8. Sea I el ideal diferencial generado por

I = 〈P1(x) = x′ − x, P2(x) = x′′ − 2tx′ + x〉d ⊂ K[[t]]〈x1, . . . , xn〉.

Encontramos las soluciones

SolK[[t]](P1) = {a0(1 + t
1! + t2

2! + t3

3! + · · · ) | a0 ∈ K},
SolK[[t]](P2) = {a0(1− t2

2! + t2

2! −
t4

4! + t6

6! · · · ) + a1(x− t3

3! + t5

5! + · · · ) | a0, a1 ∈ K}.

Entonces podemos ver la igualdad

SolK[[t]](I) = SolK[[t]](P1) ∩ SolK[[t]](P2).

Lema 4.9. Sea R un anillo diferencial, sea I = 〈f1, f2, . . . , fr〉d ⊂ R〈x1, . . . , xn〉
un ideal diferencial generada por f1, . . . , fs. Tenemos

SolR(I) =

r⋂
i=1

SolR(fi).

Demostración. El ideal I contiene el conjunto {f1, . . . , fs}, entonces

SolR(I) ⊆
r⋂
i=1

SolR(fi).

Sea ϕ ∈
⋂r
i=1 SolR(fi), entonces fi(ϕ) = 0,∀i, 1 ≤ i ≤ r. Esto implica que

Dk(fi)(ϕ) = 0,∀k ≥ 0,∀i, 1 ≤ i ≤ r. Sea g ∈ I, podemos escribir

g =

s∑
i=1

gihi,

donde gi = Dkifli con 1 ≤ li ≤ r y ki ≥ 0, hi ∈ R〈x1 . . . xn〉.

4.5. Base de un ideal diferencial

En este sección trabajamos con campo K de característica cero.
El siguiente teorema, demostrando por Ritt, es fundamental para el álgebra

diferencial ya que es análogo al teorema de los ceros de Hilbert.

Teorema 4.10. Sea K un campo diferencial, sean F1, . . . , Fn, G ∈ K〈x1, . . . , xn〉
polinomios diferenciales en n variables. Si cada solución del sistema {F1, . . . , Fn}
es una solución de G entonces existe m ∈ N tal que Gm es combinación linear
de F1, . . . , Fn con coe�cientes en el anillo K〈x1, . . . , xn〉.
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Demostración. Ver por ejemplo [Rit50, p.27].

Sea K un campo diferencial, un ideal I ⊂ K〈x1, . . . , xn〉 se dice un ideal per-
fecto si, cada vez que una potencia entera positiva de un polinomio diferencial
f está contenida en I, f está contenida en I.

Sea Σ un sistema de polinomios diferenciales en K〈x1, . . . , xn〉. La intersec-
ción de todos los ideales perfectos que contienen a Σ se llama el ideal perfecto
generado por Σ y lo denotamos por {Σ},

{Σ} :=
⋂

Iideal perfecto
Σ⊂I

I.

Lema 4.11. Sea K un campo diferencial, sea Φ ⊂ K〈x1, . . . , xn〉 un subconjunto.
Entonces

SolK({Φ}) = SolK(Φ).

Demostración. Ya que Φ ⊂ {Φ} tenemos

SolK({Φ}) ⊆ SolK(Φ).

Vamos a probar la otra inclusión. Sea ϕ ∈ SolK(Φ) entonces ∀f ∈ Φ tenemos
f(Φ) = 0. Sea g ∈ {Φ}, entonces existe m ∈ Z≥0 tal que

gm =

s∑
i=1

gihi,

donde gi = Dkf para algún f ∈ Φ y k ≥ 0, hi ∈ K〈x1, . . . , xn〉,∀i, 1 ≤ i ≤ s .
Por lo tanto tenemos

gm(ϕ) =

s∑
i=1

gi(ϕ)hi(ϕ) = 0⇒ g(ϕ) = 0.

Sea Σ un sistema in�nito de polinomios diferenciales en K〈x1, ..., xn〉. Sea Φ
un subconjunto de Σ. Se dice que Φ es una base de Σ si Φ es un subconjunto
�nito de Σ y el ideal perfecto {Φ} contiene a Σ.

Teorema 4.12. Sea K un campo diferencial de característica cero. Cada sistema
in�nito de polinomios diferenciales en K〈x1, . . . , xn〉 tiene una base.

Demostración. Ver por ejemplo [Rit50, teorema, p.10].

Sean K un campo diferencial. Sea Σ un sistema de polinomios diferenciales
en K〈x1, . . . , xn〉. La variedad asociada a Σ es el conjunto

V(Σ) :=
⋃
F/K

extensión de campos

SolF(Σ).
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Corolario 4.13. Sea K un campo diferencial de característica cero, sea Σ ⊂
K〈x1, . . . , xn〉 un sistema in�nito de polinomios diferenciales. La variedad aso-
ciada a Σ es igual a la variedad asociada a un subconjunto �nito de Σ.

Demostración. Por el teorema 4.12, el sistema Σ tiene una base Φ. Como Φ ⊂ Σ
entonces V(Σ) la variedad asociada a Σ esta contenida en V(Φ) la variedad
asociada a Φ. Por otro lado, por la de�nición de base tenemos Σ ⊂ {Φ}, entonces
tenemos

V({Φ}) ⊂ V(Σ).

Por el lema 4.11 tenemos
V({Φ}) = V(Φ),

por lo tanto tenemos V(Φ) ⊂ V(Σ).

Lema 4.14. Sea R un anillo diferencial y sea F = Frac(R) el campo de frac-
ciones de R. Sea I ⊂ R〈x1, . . . , xn〉 un ideal diferencial, sea Ie la extensión de
I en el F〈x1, . . . , xn〉. Se tiene que Ie es ideal diferencial de F〈x1, . . . , xn〉.

Demostración. Consideramos la extensión

R〈x1, . . . , xn〉 ⊂ F〈x1, ..., xn〉.

Por la de�nición de extensión de ideales tenemos

Ie =
{∑

yiai | ai ∈ I, yi ∈ F〈x1, ..., xn〉
}
.

Consideramos b =
∑
yih(ai) ∈ Ie, la derivación de b es

D(b) = D(
∑

yiai) =
∑

D(yi)ai + yiD(ai) =
∑

D(yi)ai +
∑

yiD(ai),

la parte
∑
D(yi)ai está en I ⊂ Ie y como I es ideal diferencial entonces D(ai) ∈

I y por lo tanto
∑
yiD(ai) ∈ Ie.

4.6. Sistema de ecuaciones diferenciales

En este trabajo vamos a concentramos en el estudio de las soluciones de un
sistema de ecuaciones diferenciales en el anillo R〈x1, . . . , xn〉 donde R = K[[t]].

Ejemplo 4.15. Consideramos el sistema de ecuaciones diferencial siguiente

1. P1(x) = tx11 + x21 − t2 = 0,

2. P2(x) = (t+ 1)x10 − x22t
2 = 0.

Las soluciones de este sistema están en (K[[t]])2.



Capítulo 5

Espacio de arcos

El espacio de arcos fue introducido por Nash en 1968 [Nas95], el estudio de
estos espacios fue desarrollado por Kontsevich, Denef y Loeser[DL98], [DL99a],
[DL99b], [DL02b], [DL02a]. Espacio de arcos en la geometría algebraica es un
herramiento para el estudio de la singularidades . En esta tesis extenderemos los
conceptos de espacios de arcos a soluciones de ecuaciones diferenciales. En este
capítulo introducimos algunos conceptos que en otros capítulos extendemos. Los
resultados de este capítulo se pueden consultar en [BMS13], [Bru09].

5.1. El espacio de arcos de una hipersuper�cie

En este capítulo suponemos que K es un campo de característica cero.
Sea f un polinomio en n variables con coe�cientes en K, sea X la hipersu-

per�cie asociada a f . El espacio de arcos de X es el conjunto:

X∞ := {a(t) = (a1(t), . . . , an(t)) ∈ (K[[t]])n | f(a(t)) = 0} ,

Ejemplo 5.1. Sea f(x1, x2) = x2
2 − x3

1 ∈ K[x1, x2], sea X la hipersuper�cie
asociada a f . Vamos a describir X∞ el espacio de arcos de X. Agarramos

(a1(t), a2(t)) = (

∞∑
j=0

a1jt
j ,

∞∑
j=0

a2jt
j) ∈ (K[[t]])2

y sustituimos en f(x1, x2). Tenemos

f(a1(t), a2(t)) = (
∑∞
j=0 a2jt

j)2 − (
∑∞
j=0 a1jt

j)3 =

(a20 + a21t+ a22t
2 + · · · )2 − (a10 + a11t+ a12t

2 + · · · )3 =(
a2

20 + (2a20a21)t+ (a2
21 + 2a20a22)t2 + (2a20a23 + 4a21a22)t3 + · · ·

)
−(

a3
10 + 3a2

10a11t+ (3a2
10a12 + 6a10a

2
11)t2 + (3a2

10a13 − 12a10a11a12 − 6a3
11)t3 + · · ·

)
=

a2
20 − a3

10 + (2a20a21 − 3a2
10)t+ (2a20a22 + 2a2

21 − 3a2
10a12 − 6a10a

2
11)t2+

(2a20b3 + 4a21b2 − 3a2
10a13 − 12a10a11a12 − 6a3

11)t3 + · · · .

45
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Podemos ver que f(a1(t), a2(t)) tiene la forma de una serie de potencias en la
variable t como

∑∞
i=0 cit

i con coe�cientes en K. Expresamos los coe�cientes por
ck. Tenemos

c0 = a2
20 − a3

10, c1 = 2a20a21 − 3a2
10, c2 = 2a20a22 + 2a2

21 − 3a2
10a12 − 6a10a

2
11,

c3 = 2a20a23 + 4a21a22 − 3a2
10a13 − 12a10a11a12 − 6a3

11, . . . .

La 2−ada (a1(t), a2(t)) ∈ X∞ si y solo si f(a1(t), a2(t)) = 0 si y solo si los
coe�cientes ck son cero, ∀k ≥ 0 si y solo si

a2
20 = a3

10, 2a20a21 = 3a2
10, 2a20a22 + 2a2

21 − 3a2
10a12 − 6a10a

2
11 = 0,

2a20b3 + 4a21b2 − 3a2
10a13 − 12a10a11a12 − 6a3

11 = 0, . . . .

Podemos ver los coe�cientes ck,∀k ≥ 0 como el valor de unos polinomios

F̃k(x) ∈ K[xij | 1 ≤ i ≤ 2, 0 ≤ j ≤ k]

en (aij)1≤i≤2
0≤j≤k

. Siendo polinomios

F̃0 = x2
20 − x3

10, F̃1 = 2x20x21 − 3x2
10, F̃2 = 2x20x22 + 2x2

21 − 3x2
10x12 − 6x10x

2
11,

F̃3 = 2x20x23 + 4x21x22 − 3x2
10x13 − 12x10a11x12 − 6x3

11, . . . .

Por lo tanto (a1(t), a2(t)) ∈ X∞ si y solo si (aij)1≤i≤2
0≤j≤k

es un cero de F̃k,∀k ≥ 0.

El ejemplo anterior es un caso particular del siguiente lema.

Lema 5.2. Dado f ∈ K[x1, . . . , xn] y a(t) = (
∑∞
j=0 a1jt

j , . . . ,
∑∞
j=0 anjt

j) ∈
(K[[t]])n, tenemos

f(a(t)) =
∑
k≥0

ckt
k, (5.1)

con

ck = F̃k

(
(aij)1≤i≤n

0≤j≤k

)
, (5.2)

donde F̃k son polinomios en las variables {xij | 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ k} y
coe�cientes en K.

Demostración. Se puede escribir el polinomio

f(x) =
∑
α∈Λ

bαx
α,

donde bα ∈ K. Sustituimos a(t) en f , tenemos

f(a(t)) =
∑
α∈Λ

bα(

∞∑
j=0

a1jt
j)α1 . . . (

∞∑
j=0

anjt
j)αn =

∑
α∈Λ

bα(a10)α1 . . . (an0)αn + · · ·
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· · ·+
∑
α∈Λ

bα

 ∑
α1l1+...+αnln=k

0≤li≤k

(a1l1)α1(a2l2)α1 . . . (anln)αn

 tk + · · · .

Entonces el coe�ciente ck,∀k ≥ 0 es

∑
α∈Λ

bα

 ∑
α1l1+...+αnln=k

0≤li≤k

(a1l1)α1(a2l2)α1 . . . (anln)αn

 .

Se puede ver el coe�ciente ck,∀k ≥ 0 como el valor del polinomio

F̃k(x) =
∑
α∈Λ bα

(∑
α1l1+...+αnln=k

0≤li≤k
(x1l1)α1(x2l2)α1 . . . (xnln)αn

)
,

en (aij)1≤i≤n
0≤j≤k

.

Observación 5.3. Mantenemos los hipótesis en el lema 5.2. Consideramos
X = V (f) la variedad asociada a f y X∞ el espacio de arcos de X. Tenemos

a(t) ∈ X∞ si y solo si los coe�cientes aij cumplen las ecuaciones F̃0(x) =

0, F̃1(x) = 0, . . ..

Consideraremos la biyección (ver (4.1))

Ψ : (KZ≥0)n −→ (K[[t]])n

a = (aij)1≤i≤n
j≥0

7→

∑
j≥0

1

j!
a1jt

j , . . . ,
∑
j≥0

1

j!
anjt

j

 ,
(5.3)

Sea f(x1, . . . , xn) ∈ K[x1, . . . , xn], sea a = (aij)1≤i≤n
j≥0

. Tenemos

f (Ψ(a)) = c0 + c1t+ c2t
2 + · · · (5.4)

con

ck = Fk

(
(aij)1≤i≤n

0≤j≤k

)
, (5.5)

donde Fk son polinomios en las variables {xij | 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ k} y
coe�cientes en K.

Las familias de {F̃k}k≥0 y {Fk}k≥0 en (5.2) y (5.4) están relacionados por

F̃ (xij) = F (xijj!),

para ver está relación es su�ciente sustituir.
Sea (K, d) un campo diferencial. Como hemos visto en el capitulo Álgebra

diferencial el anillo K〈x1, . . . , xn〉 con operador D es un anillo diferencial.
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Lema 5.4. Dado f ∈ K[x1, . . . , xn] y a = (aij) ∈ (KZ≥0)n tenemos

f (Ψ(a)) =

∞∑
j=0

DjF0(â)

j!
tj . (5.6)

donde F0 = f(x10, . . . , xn0) y â = (a10, . . . , an0).

Vamos a usar la idea en [Bru09]. De�nimos las aplicaciones

Φ : K[x1, . . . , xn] −→ K[[t]]

f 7→ f (Ψ(a)) ,

y
Υ : K[x1, . . . , xn] −→ K[[t]]

f 7→
∑∞
j=0

DjF0(â)
j! tj .

Probamos que las aplicaciones Φ y Υ son iguales. Obviamente la aplicación Φ
es aditiva y multiplicativa y la aplicación Υ es aditiva. Vamos a ver que Υ es
multiplicativa. Para esto elegimos los polinomios h, g ∈ K[x1, . . . , xn], vamos a
demostrar

Υ(hg) = Υ(h)Υ(g).

Utilizando la regla de Leibniz para los polinomios H0 = h(x10, . . . , x1n) y G0 =
g(x10, . . . , x1n)

Di(H0G0) =

i∑
l=0

(
i

l

)
DlH0D

i−1G0.

Obtenemos

Υ(hg) =
∑
i

1
i!D

i(H0G0)(â)ti =
∑
i

∑i
l=0

DlH0

l!
Di−1G0

(i−1)! (â)ti =(∑
i
DiH0

i! (â)ti
)(∑

i
DiG0

i! (â)ti
)
.

Ya que ambas aplicaciones son aditivas y multiplicativas en sus argumentos, es
bastante ver la igualdad en las variables xi. Tenemos

Φ(xi) =

∞∑
j=0

aij
j!
tj ,

y

Υ(xi) =

∞∑
j=0

Djxi0(â)

j!
tj =

∞∑
j=0

xij
j!

(â)tj =

∞∑
j=0

aij
j!
tj .

Podemos ver que Φ(xi) y Υ(xi) son iguales.

Observación 5.5. Desde (5.6) y (5.5) podemos ver que

Fk

(
(aij)1≤i≤n

0≤j≤k

)
=
Dkf(a10, . . . , an0)

k!
.
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Sea m ∈ Z≥0. El espacio de m-jets de la hipersuper�cie X es el conjunto:

Xm := {a(t) ∈ (K[[t]]/(t)m+1)n | f(a(t)) ≡ 0 mód tm+1}.

Ejemplo 5.6. En el ejemplo 5.1 el espacio de 2-jets de X es :

X2 = {(
∑2
i=0 a1it

i,
∑2
i=0 a2it

i) | a2
20 = a3

10, 2a20a21 = 3a2
10,

2a20a22 + 2a2
21 − 3a2

10a12 − 6a10a
2
11 = 0}.

5.2. El espacio de arcos de una variedad

Sea I ⊂ K[x1, . . . , xn] un ideal, sea X la variedad asociada a I. El espacio
de arcos de X es el conjunto:

XI
∞ := {a(t) = (a1(t), . . . , an(t)) ∈ (K[[t]])n | f(a(t)) = 0,∀f ∈ I} .

Ejemplo 5.7. Sea I = 〈x1 + x2 − 2x3〉 ⊂ K[x1, x2, x3], sea X la variedad
asociada a I. Vamos a describir XI

∞ el espacio de arcos de X. Agarramos

(a1(t), a2(t), a3(t)) = (

∞∑
j=0

a1jt
i,

∞∑
j=0

a2jt
i,

∞∑
j=0

a3jt
i) ∈ (K[[t]])3,

y sustituimos en f(x) = x1 + x2 − 2x3. Tenemos

f(a1(t), a2(t), a3(t)) =
∑∞
j=0 a1jt

j +
∑∞
j=0 a2jt

j − 2
∑∞
j=0 a3jt

j =

a10 + a11t+ a12t
2 + · · ·+ a20 + a21t+ a22t

2 + · · · − 2(a30 + a31t+ a32t
2 + · · · ) =

a10 + a20 − 2a30 + (a11 + a21 − 2a31)t+ (a12 + a22 − 2a32)t2+
(a13 + a23 − 2a33)t3 + · · · .

Tenemos (a1(t), a2(t), a3(t)) ∈ XI
∞ si y solo si f(a1(t), a2(t), a3(t)) = 0 si y solo

si sus coe�cientes son ceros si y solo si

a10 = −a20 + 2a30, a11 = −a21 + 2a31, a12 = −a22 + 2a32, ....

Entonces el espacio arcos de X es

XI
∞ = {(

∞∑
j=0

(−a2j + 2a3j)t
i,

∞∑
j=0

a2jt
i,

∞∑
j=0

a3jt
i) | aij ∈ K,∀1 ≤ i ≤ 3, j ≥ 0}.

Sea m ∈ Z≥0. El espacio de m-jets de la variedad X = V (I) es el conjunto

XI
m := {a(t) ∈ (K[[t]]/(t)m+1)n | f(a(t)) ≡ 0 mód tm+1,∀f ∈ I}.

Ejemplo 5.8. En el ejemplo 5.7 el espacio de 3-jets de X es

XI
m = {(

3∑
j=0

(−a2j+2a3j)t
i,

3∑
j=0

a2jt
i,

3∑
j=0

a3jt
i) | aij ∈ K,∀1 ≤ i ≤ 3, 0 ≤ j ≤ 3}.
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Lema 5.9. Sea a(t) = (
∑∞
j=0 a1jt

j , . . . ,
∑∞
j=0 anjt

j) ∈ (K[[t]])n, sea a(t) =

(
∑m
j=0 a1jt

j , . . . ,
∑m
j=0 anjt

j) la clase congruencia de a(t) módulo tm+1. Tene-
mos

a(t) ∈ XI
∞ si solo si a(t) ∈ XI

m,∀m ∈ Z≥0.

Demostración. Supongamos a(t) ∈ XI
m,∀m ∈ Z≥0. Entonces ∀f ∈ I tenemos

f(a(t)) = 0. Por el lema 5.2 f(a(t)) se puede escribir como

f(a(t)) =

m∑
k=0

F̃k

(
(aij)1≤i≤n

0≤j≤k

)
tk = 0,

donde F̃k ∈ K[xij , 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ k]. Podemos concluir que

F̃k

(
(aij)1≤i≤n

0≤j≤k

)
= 0, ∀0 ≤ k ≤ m y ∀m ≥ 0,

entonces tenemos

f(a(t)) =

∞∑
k=0

F̃k

(
(aij)1≤i≤n

0≤j≤k

)
tk = 0,∀f ∈ I.

Esto implica que a(t) ∈ XI
∞.

Supongamos a(t) ∈ XI
∞. Entonces ∀f ∈ I tenemos f(a(t)) = 0. Por el lema

5.2 f(a(t)) se puede escribir de la forma

f(a(t)) =

∞∑
k=0

F̃k

(
(aij)1≤i≤n

0≤j≤k

)
tk = 0,

podemos concluir F̃k

(
(aij)1≤i≤n

0≤j≤k

)
= 0,∀k ≥ 0, entonces tenemos

f(a(t)) =

m∑
k=0

F̃k

(
(aij)1≤i≤n

0≤j≤k

)
tk = 0,∀m ≥ 0,∀f ∈ I,

por lo tanto a(t) ∈ XI
m.

Sea I ⊂ K[x1, . . . , xn] un ideal. Por el lema 2.2 existe un conjunto {f1, . . . , fs} ⊂
I tal que

I =< f1, . . . , fs > .

Utilizando la notación introducida anteriormente escribimos F`k paraDkf`(x10, . . . , xn0).
La variedad asociada al conjunto {F`k, 1 ≤ ` ≤ s, k ≥ 0} es el conjunto:

A∞ = V

(
{F`k}1≤`≤s

k≥0

)
⊂
(
KZ≥0

)n
. (5.7)

La variedad asociada al conjunto {F`k, 1 ≤ ` ≤ s, 0 ≤ k ≤ m} es el conjunto:

Am = V

(
{F`k} 1≤`≤s

0≤k≤m

)
⊂
(
Km+1

)n
. (5.8)
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Lema 5.10. El espacio de arcos de la variedad asociada a I es igual a la imagen
de A∞ por Ψ en (5.3), i.e,

Ψ(A∞) = XI
∞.

Demostración. Sea a(t) ∈ Ψ(A∞). Entonces existe b = (bij)1≤i≤n
j≥0

∈ A∞ tal que

Ψ(b) = a(t). Tenemos

F`k(b) = 0,∀1 ≤ ` ≤ s, k ≥ 0,

lo cual implica
f`(Ψ(b)) = 0,∀1 ≤ ` ≤ s.

Por lo tanto Ψ(b) = a(t) ∈ X∞I .
Sea a(t) = (

∑∞
j=0 b1jt

j , . . . ,
∑∞
j=0 bnjt

j) ∈ X∞I . Entonces

f`(a(t)) = 0,∀1 ≤ ` ≤ s

esto implica que b = (bij)1≤i≤n
j≥0

∈ A∞. Por lo tanto a(t) = Ψ(b) ∈ Ψ(A∞).

Se puede probar que ∀m ≥ 0

Ψ(Am) = XI
m.

Observación 5.11. Sea I ⊂ K[x1, . . . , xn] un ideal. Podemos concluir que la
imagen de A∞ por biyección 5.3 es el espacio de arcos asociado a la variedad
V (I) y la imagen de Am,∀m ≥ 0 por la biyección 5.3 es el espacio de m− jets
asociado a la variedad V (I).

Para m ≥ m′ ≥ 0, de�nimos el mor�smo algebraico natural π(m,m′)

π(m,m′) : Kn(m+1) −→ Kn(m′+1)

(aij) 1≤i≤n
0≤j≤m

7→ (aij) 1≤i≤n
0≤j≤m′

(5.9)

que tiene la propiedad
π(m,m′)(Am) = Am′ .

Sea Λ = Z≥0. El sistema (Am, π(m,m′))m≥m′∈Λ es un sistema inverso, el
límite inverso de este sistema es{

(aij)1≤i≤n
j≥0

∈
∏
m≥0

Am | (aij) 1≤i≤n
0≤j≤m′

= π(m,m′)(aij) 1≤i≤n
0≤j≤m

}
,

que es el conjunto A∞.
Las proyecciones naturales

π(m,m′) : Am −→ Am′ ,∀m ≥ m′ ≥ 0
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son sobreyectivas, entones por la proposición 2.13 las proyecciones

A∞ −→ Am,∀m ∈ Λ,

son sobreyectivas.
Los conjuntos Am son variedades algebraicas en (K)n(m+1), los mor�smos

naturales π(m,m′) son mor�smos regulares, entonces por el lema 2.17 ∀m ≥ m′ ≥
0, los conjuntos

π(m,m′)(Am),

son constructibles.

Lema 5.12. El conjunto A∞ no es vacío si y sólo si

∞⋂
i=0

π(i,0)(Ai) no es vacío.

Demostración. Para demostrar el lema de�nimos los conjuntos

Bm :=

∞⋂
i=m

π(i,m)(Ai).

Consideremos las proyecciones naturales

π(m,m′) : Bm −→ Bm′ ,∀m ≥ m′ ∈ Λ.

Sea Λ = Z≥0. El sistema (Bm, π(m,m′))m≥m′∈Λ es un sistema inverso, su límite
inverso es A∞. Por la proposición 2.13 la proyección

π0 : A∞ −→ B0 =

∞⋂
i=0

π(i,0)(Ai),

es sobreyectiva. Entonces para cada b ∈
⋂∞
i=0 π(i,0)(Ai) existe a ∈ A∞ tal que

π0(a) = b.
Sea a ∈ A∞. Entonces π0(a) ∈

⋂∞
i=0 π(i,0)(Ai).

Proposición 5.13. Sea K un campo no numerable. El conjunto A∞ ⊂ Kn(Z≥0)

no es vacío si y solo si Am ⊂ Kn(m+1) no es vacío para cada m ∈ Z≥0.

Demostración. Por el Lema 5.12 A∞ no es vacío si y solo si
⋂∞
i=0 π(i,0)(Ai) no

es vacío, entonces es su�ciente probar
⋂∞
i=0 π(i,0)(Ai) no es vacío si y solo si Am

no es vacío para cada m ∈ Z≥0.
Por los resultados anteriores cada π(m,0)(Am) es un conjunto constructible,

entonces por la de�nición podemos escribir de la expresión

π(m,0)(Am) = Um1 ∪ Um2 ∪ . . . ∪ Umsm ,

con Umi = Umi \Wmi para algún conjunto cerrado Wmi.
Entonces tenemos

π(m,0)(Am) \
⋃si
i=1Wmi ⊂

(
Um1 \Wm1

)
∪
(
Um2 \Wm2

)
∪ . . . ∪

(
Umsm \Wmsm

)
= π(m,0)(Am).
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Ya que K es un campo no numerable entonces Ym =
⋃si
i=1Wmi es un conjunto

cerrado propio de π(m,0)(Am) con

π(m,0)(Am) \ Ym ⊂ π(m,0)(Am). (5.10)

Por otro lado tenemos una secuencia anidada de conjuntos constructibles en
(K)n

· · · ⊂ π(2,0)(A2) ⊂ π(1,0)(A1) ⊂ A0 ⊂ (K)n. (5.11)

Tomando el cierre en (5.11), tenemos una secuencia anidada de conjuntos ce-
rrados asi que

· · · ⊂ π(2,0)(A2) ⊂ π(1,0)(A1) ⊂ A0 ⊂ (K)n.

Cada secuencia anidada de conjuntos cerrados de (K)n por el lema 2.3 es esta-
cionaria, es decir que existe m ∈ N tal que π(j,0)(Aj) = π(m,0)(Am) para cada
j > m.

π(m,0)(Am) \
∞⋃
i=m

Yi ⊂
∞⋂
i=0

π(i,0)(Ai).

Podemos concluir que si el conjunto π(m,0)(Am) no es vacío para cada m ∈ Z≥0

entonces por la proposición 2.4,
⋂∞
i=0 π(i,0)(Ai) no es vacío.

Si
⋂∞
i=0 π(i,0)(Ai) no es vacío entonces π(m,0)(Am) no es vacío para cada

m ∈ Z≥0. Por lo tanto Am para cada m ∈ Z≥0 no es vacío.
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Capítulo 6

Geometría diferencial tropical

El Polígono de Newton fue inventado por Newton y reinventado y utilizando
por Puiseux en 1850 [Pui50] para estudiar curvas singulares y fue generalizado
a polinomios diferenciales por Fine en 1889 [Fin89]. Esta extensión ha dado mu-
chos resultados [Can93, AC01, ACJ03]. Dado que la variedad tropical es dual a
una subdivisión del poliedro de Newton, es de esperar que la extensión de con-
ceptos tropicales al caso diferencial produzca nuevos resultados. En este capítulo
extendemos algunas herramientas de geometría tropical al caso diferencial. Con
estas herramientas en el capitulo 7 demostramos el teorema fundamental de la
geometría diferencial tropical respondiendo a una pregunta de Grigoriev [Gri15].

Cuando en la geometría tropical consideramos el operador diferencial surge
la geometría diferencial tropical.

6.1. Semi-anillo diferencial tropical

En la geometría diferencial tropical trabajaremos con series de potencias en
lugar de trabajar con series de Puiseux. Por lo tanto trabajaremos con sub semi-
anilloH = (Z≥0∪{∞},⊕,�) lugar de trabajar con el semi-anillo (R∪{∞},⊕,�).

Un polinomio diferencial tropical en n variables de orden menor o
igual que O es una expresión de la forma:

P (x) =
⊕

M∈Λ⊂Mn×(O+1)(Z≥0)

aM
⊙

1≤i≤n,0≤j≤O

(xij)
�Mi,j , (6.1)

donde aM ∈ H, car(Λ) < ∞ y Mn×(O+1)(Z≥0) es el conjunto de las matrices
n× (O+ 1) con entradas en Z≥0. A las entradas de la matriz M denotamos por
Mij .

Denotaremos unmonomio diferencial tropical en n variables de orden
menor o igual que O por

εM :=
⊙

1≤i≤n,0≤j≤O

(xij)
�Mi,j . (6.2)

55
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Denotaremos el conjunto de los polinomios diferenciales tropicales con n
variables por L = H{x1, . . . , xn}.

Sea K un campo, sea ϕ =
∑∞
i=0 ait

i ∈ K[[t]] una serie de potencias. En la
geometría tropical clásica, la tropicalización de ϕ es igual a su orden, pero en
la geometría diferencial tropical es necesario considerar el conjunto de todos los
exponentes de ϕ, es decir, la tropicalización de ϕ es el subconjunto de Z≥0

dado por
trop(ϕ) := Supp(ϕ),

ver la pagina [15].
Sea S ⊂ Z≥0. De�nimos el conjunto

(VS)∗ :=
{

(xj)j≥0 ∈ KZ≥0 | xj = 0 si y solo si j /∈ S
}
.

Sea ϕ(t) ∈ K[[t]], entonces

ψ−1(ϕ) ∈ (Vtrop(ϕ))
∗,

donde ψ es la biyección en (4.1).
Sea ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) ∈ K[[t]]n. La tropicalización de ϕ es

trop(ϕ) := (trop(ϕ1), . . . , trop(ϕn)) ∈ (P(Z≥0))
n
,

donde P(Z≥0) es el conjunto de subconjunto de Z≥0.
Sea S = (S1, . . . , Sn) ∈ (P(Z≥0))

n, de�nimos el conjunto

(VS)∗ :=

{
(xij)1≤i≤n

0≤j
∈
(
KZ≥0

)n | xij = 0 si y solo si j /∈ Si
}
, (6.3)

Sea ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) ∈ K[[t]]n, entonces tenemos

Ψ−1(ϕ) ∈ (Vtrop(ϕ))
∗,

donde Ψ es la biyección en (5.3).
Sea T ⊂ K[[t]]n. La tropicalización de T es el conjunto:

trop(T ) := {trop(ϕ), ϕ ∈ T} ⊂ (P(Z≥0))
n
.

Ejemplo 6.1. Sea T = {(a+ bt, at2 − 4t3), a, b ∈ K} ⊂ (K[[t]])2. Tenemos

trop(T ) = {({1}, {2, 3}), ({0}, {2, 3}), ({0, 1}, {2, 3}), ({0, 1}, {2}), ({0, 1}, {3}),
({0}, {2}), ({0}, {3}), ({1}, {2}), ({1}, {3})}.

Sea K un campo, sea ϕ =
∑∞
i=0

1
i!ait

i ∈ K[[t]]. Tenemos

dj(ϕ) =

∞∑
i=j

1

j!
ait

i−j .



6.2. SOLUCIONES DE UN POLINOMIO DIFERENCIAL TROPICAL 57

Si K tiene característica cero, la tropicalización de dj(ϕ) es

trop
(
djϕ

)
= {i− j | ai 6= 0,∀i, i ≥ j}
= {i− j | i ∈ trop(ϕ) ∩ Z≥j} ,

siendo la valoración de dj(ϕ)

ν
(
djϕ

)
= mı́n {i− j | i ∈ trop(ϕ) ∩ Z≥j}
= mı́n {i | i ∈ trop(ϕ) ∩ Z≥j} − j
= mı́n (trop(ϕ) ∩ Z≥j)− j.

La igualdad anterior justi�ca la siguiente de�nición:
Un conjunto S ⊂ Z≥0 induce un mapeo V al : Z≥0 7−→ Z≥0 ∪ {∞} de la

siguiente manera

ValS(j) :=

{
s− j, con s = min{α ∈ S:α ≥ j},
∞, cuando S ∩ Z≥j = ∅.

(6.4)

Sea ϕ ∈ K[[t]]. Con la de�nición anterior se tiene que

si trop(ϕ) = S ⇒ ν(dj(ϕ)) = V alS(j).

Sea (S1, . . . , Sn) ⊂ (Z≥0)
n. De�nimos

V al(S1,...,Sn) = (V alS1 , . . . , V alSn) ∈ (Z≥0)
n
.

Sea ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) ∈ (K[[t]])n. Con la de�nición anterior se tiene que

si trop (ϕ) = (S1, . . . , Sn)⇒ ν
(
dj(ϕ)

)
= (V alS1

(j), . . . , V alSn(j)).

Ejemplo 6.2. Consideremos el conjunto S = {1, 3, 4} ,

1. V alS(2) = mı́n{s ∈ S | s ≥ 2} − 2 = 3− 2 = 1

2. V alS(5) :=∞

6.2. Soluciones de un polinomio diferencial tro-

pical

En el capítulo de Álgebra diferencial hemos de�nido las soluciones de un
sistema de polinomios diferenciales con n variables como elementos de (K[[t]])n.
Hemos de�nido las soluciones de un polinomio diferencial tropical con n variables
como elementos de (P(Z≥0))

n.
El polinomio diferencial tropical P en (6.1) induce una aplicación

P : (P(Z≥0))n −→ Z≥0

S = (S1, . . . , Sn) 7−→ mı́nM∈Λ{
∑
i,jMijV alSi(j) + aM}.
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Lema 6.3. Sea (S1, . . . , Sn) ∈ (P(Z≥0))n, sea εM el monomio diferencial tro-
pical en (6.2). Tenemos

εM (S1, . . . , Sn) = 0⇐⇒ j ∈ Si,∀i, j con Mij 6= 0.

Es decir, V alSi(j) = 0 si y solo si j ∈ Si.

Demostración. Supongamos V alSi(j) = 0. Por la de�nición tenemos

mı́n{s ∈ Si | s ≥ j} − j = 0 ⇒ mı́n{s ∈ Si | s ≥ j} = j ⇒
⇒ j ∈ Si.

Supongamos j ∈ Si. Por la de�nición tenemos

V alSi(j) = mı́n{s ∈ Si | s ≥ j} − j = j − j = 0.

Una n-ada S = (S1, . . . , Sn) ⊆ (P(Z≥0))n es una solución de un polinomio
diferencial tropical P si se cumple una de las siguientes condiciones (ver (3.3))

1. ∃M1,M2 ∈ Λ ⊂ Mn×(O+1)(Z≥0), M1 6= M2 tal que P (S) = εM1
(S) +

aM1
= εM2

(S) + aM2
,

o

2. P (S) =∞.

Denotamos por Sol(P ) al conjunto de soluciones del polinomio diferencial tro-
pical P .

Sea T un conjunto de polinomios diferenciales tropicales, . El conjunto de
soluciones de T es :

Sol(T ) := {S ⊂ (P(Z≥0))n | S ∈ Sol(P ),∀P ∈ T}.

Un polinomio diferencial tropical como (6.1) se dice lineal si los exponentes
veri�can 0 ≤Mij ≤ 1.

Ejemplo 6.4. Consideramos el polinomio diferencial tropical P (x) = x14, con-
sideramos el conjunto S = {1, 2, 3}. Tenemos

P (S) = V alS(4) =∞.

Entonces el conjunto S es una solución de P (x) = x14.

Ejemplo 6.5. Consideremos el polinomio diferencial tropical

P (x) = x12 ⊕ 1.

Vamos a encontrar las soluciones de P . En este polinomio i = 1. Tenemos

P (S) = mı́n{V alS(2), 1}.
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Un conjunto S es una solución de P (x) si se veri�ca la condición siguiente:

V alS(2) = 1,

es decir

mı́n{s ∈ S | s ≥ 2} − 2 = 1 =⇒ mı́n{s ∈ S | s ≥ 2} = 3 =⇒
S = {{3} ∪B ∪ C,mı́nC ≥ 4, B ⊂ {0, 1}}.

Ejemplo 6.6. Consideremos el polinomio diferencial tropical lineal

P (x) = (x11 � 1)⊕ (x13 � 2)⊕ 3.

Vamos a encontrar las soluciones de P . En este polinomio i = 1. Tenemos

P (S) = mı́n{1 + V alS(1), 2 + V alS(3), 3}.

El conjunto S es una solución de P (x) si se veri�ca al mínimo una de las 3
condiciones siguientes:

1. P (S) = 1 + V alS(1) = 3 ≤ 2 + V alS(3)

2. P (S) = 1 + V alS(1) = 2 + V alS(3) ≤ 3

3. P (S) = 2 + V alS(3) = 3 ≤ 1 + V alS(1)

1. Para encontrar el conjunto S vamos a ver la primera condición:

1 + V alS(1) = 3 ⇒ 1 + mı́n{s ∈ S | s ≥ 1} − 1 = 3

⇒ mı́n{s ∈ S | s ≥ 1} = 3.

Así el conjunto S es

S = {{3} ∪ C,mı́nC ≥ 4}.

Para ver que S es una solución de P (x) tenemos que ver la condición
siguiente: si es cierta entonces S es una solución de P .

1 + V alS(1) = 3 ≤ 2 + V alS(3).

Sustituyendo S tenemos,

1 + V alS(1) = 3 ≤ 2 + V alS(3) = 2 + 0 = 2.

Está igualdad no es cierto, así el conjunto S no es una solución de P (x).

2. Vamos a ver la segunda condición:

1 + V alS(1) = 2 + V alS(3) ⇒ 1 + mı́n{s ∈ S | s ≥ 1} − 1 = 2 + mı́n{s ∈ S | s ≥ 3} − 3

⇒ mı́n{s ∈ S | s ≥ 3} −mı́n{s ∈ S | s ≥ 1} = 1.
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Así tenemos S = {{2, 3} ∪ C ∪ B, minC ≥ 4, B ⊆ {0}}. Por otro lado se
cumple,

1 + V alS(1) = 2 + V alS(3) ≤ 3,

de donde obtenemos

1 + V alS(1) = 2 + V alS(3) = 2 ≤ 3.

Así el conjunto S es una solución del polinomio P (x).

3. Vamos a ver la tercera condición ,

2 + V alS(3) = 3 ⇒ 2 + mı́n{s ∈ S |≥ 3} − 3 = 3

⇒ mı́n{s ∈ S | s ≥ 3} = 4.

Así tenemos S = {{4} ∪ C ∪B, minC ≥ 4, B ⊆ {0, 1, 2}}.
Por otro lado la condición se cumple,

2 + V alS(3) = 3 ≤ 1 + V alS(1),

de donde obtenemos

2 + V alS(3) = 3 ≤ 1 + V alS(1) = 1 + 3 = 4.

Así el conjunto S es una solución de P (x) .

Luego P (x) tiene las soluciones:

Sol(P ) =
{{2, 3} ∪ C ∪B, minC ≥ 4, B ⊆ {0}} ∪ {{4} ∪ C ∪B, minC ≥ 4, B ⊆ {0, 1, 2}}.

Ejemplo 6.7. Consideremos el polinomio diferencial tropical

P = (x12�2)⊕(x13�1)⊕2⊕(x22�3)⊕(x21�1) = min{x12+2, x13+1, 2, x22+3, x21+1}.

Vamos a encontrar todas las soluciones de este polinomio. Consideremos

P (S) = mı́n{2 + V alS1(2), V alS1(3) + 1, V alS2(1) + 1, V alS2(2) + 3, 2}.

Una n-ada S = (S1, S2) es una solución de este polinomio diferencial tropical si
al mínimo cumple al mínimo una de las condiciones siguientes:

1. P (S) = 2 + V alS1(2) = 1 + V alS1(3),

2. P (S) = 2 + V alS1(2) = 2,

3. P (S) = 1 + V alS1(3) = 2,

4. P (S) = V alS2
(1) + 1 = 2,
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5. P (S) = V alS2(2) + 3 = 2,

6. P (S) = V alS2
(2) + 3 = V alS2

(1) + 1,

7. P (S) = 2 + V alS1
(2) = V alS2

(1) + 1,

8. P (S) = 1 + V alS1(3) = V alS2(1) + 1,

9. P (S) = V alS2(2) + 3 = 1 + V alS1(3).

Para encontrar el conjunto S vamos a ver cada condición:

1. 2 + V alS1
(2) = 1 + V alS1

(3). Por de�nición tenemos

2 + mı́n{s1 ∈ S | s1 ≥ 2} − 2 = 1 + mı́n{s1 ∈ S | s ≥ 3} − 3

⇒
mı́n{s1 ∈ S1 | s1 ≥ 3} −mı́n{s1 ∈ S1 | s1 ≥ 2} = 2.

Así tenemos

S1 = {{2, 4} ∪ C ∪B, | mı́nC ≥ 5, B ⊆ {1}}.

El conjunto S2 es un conjunto que veri�ca las condiciones siguientes:

a) 2 ≤ 1 + V alS2
(1),

b) 2 ≤ 3 + V alS2
(2).

Encontramos el conjunto S2 que tiene la forma.

S2 = {C ∪B | mı́nC ≥ 2, B ⊆ {0}}.

La 2−ada (S1, S2) es una solución de P (x), si se cumple la condición
siguiente:

2 + V alS1
(2) = 1 + V alS1

(3) ≤ 2.

La 2-ada (S1, S2) cumple esta condición entonces es una solución de P (x).

2. 2 + V alS1
(2) = 2

Por de�nición tenemos:

min{s1 ∈ S1 | s1 ≥ 2} = 2

Así tenemos

S1 = {{2} ∪ C ∪B,mı́nC ≥ 3, B ⊆ {0, 1}}.

El conjunto S2 es un conjunto que veri�ca las condiciones siguientes:

a) 2 ≤ 1 + V alS2
(1),

b) 2 ≤ 3 + V alS2
(2).
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Encontramos el conjunto S2 que tiene la forma

S2 = {C ∪B | mı́nC ≥ 2, B ⊆ {0}}.

La 2-ada (S1, S2) es una solución de P , si se cumple la condición siguiente:

2 + V alS1(2) = 2 ≤ 1 + V alS1(3).

La desigualdad es cierta si 3 no pertenece en S1, entonces 2−ada (S1, S2)
es una solución de P , donde

S1 = {{2} ∪C ∪B,mı́nC ≥ 4, B ⊆ {1}} y S2 = {C ∪B | mı́nC ≥ 2, B ⊆
{0}}.

3. 1 + V alS1
(3) = 2

Por de�nición tenemos

mı́n{s1 ∈ S1 | s1 ≥ 3} − 3 = 1⇒ mı́n{s1 ∈ S1 | s1 ≥ 3} = 4.

⇒ S1 = {{4} ∪ C ∪B,mı́nC ≥ 5, B ⊆ {1, 2}}.

El conjunto S2 es un conjunto que se cumple las condiciones siguientes:

a) 2 ≤ 1 + V alS2(1),

b) 2 ≤ 3 + V alS2
(2).

Encontramos el conjunto S2 que tiene la forma.

S2 = {C ∪B | mı́nC ≥ 2, B ⊆ {0}}.

La 2-ada (S1, S2) es una solución de P , si cumple la condición siguiente:

1 + V alS1
(3) = 2 ≤ 2 + V alS1

(2).

La 2-ada (S1, S2) cumple esta condición entonces es una solución de P (x).

4. 1 + V alS2
(1) = 2.

Por de�nición tenemos:

1 + mı́n{s2 ∈ S2 | s2 ≥ 1} − 1 = 2⇒ mı́n{s2 ∈ S2 | s2 ≥ 1} = 2.

Así tenemos
S2 = {{2} ∪ C | mı́nC ≥ 2, B ⊆ {0}}.

El conjunto S1 es un conjunto que veri�ca las condiciones siguientes:

a) 2 ≤ 1 + V alS1
(2),

b) 2 ≤ 3 + V alS1
(2).
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Encontramos el conjunto S1 que tiene la forma

S1 = {C ∪B | mı́nC ≥ 3, B ⊆ {0, 1}}.

La 2-ada (S1, S2) es una solución de P , si se cumple la condición siguiente

1 + V alS2
(1) = 2 ≤ 3 + V alS2

(2),

La 2-ada (S1, S2) cumple esta condición entonces es una solución de P (x).

5. 3 + V alS2
(2) = 2 ⇒ V alS2

(2) = −1.

Por de�nición esto es imposible.

6. 3 + V alS2(2) = 1 + V alS2(1) ⇒ V alS2(1)− V alS2(2) = 2.

Por de�nición tenemos

mı́n{s2 ∈ S2 | s2 ≥ 1} − 1−mı́n{s2 ∈ S2 | s2 ≥ 2}+ 2 = 2

⇒
min{s2 ∈ S2 | s2 ≥ 1} −mı́n{s2 ∈ S2 | s2 ≥ 2} = 1.

Por de�nición esto es imposible.

7. 2 + V alS1
(2) = 1 + V alS2

(1).

Por de�nición tenemos

mı́n{s2 ∈ S2 | s2 ≥ 1} = mı́n{s1 ∈ S1 | s1 ≥ 2}.

Así tenemos

S1 = {{a} ∪ C1 ∪B1, b = a ≥ 2,mı́nC1 > a,B1 ⊆ {0, 1}},

y

S2 = {{b} ∪ C2,mı́nC2 ≥ b, , a = b ≥ 2}.

La 2-ada {S1, S2} no es una solución de este sistema. Pues para cualquier
a = b ≥ 2 la condición siguiente no se veri�ca

2 + V alS1
(2) = 3 + V alS2

(2).

8. 1 + V alS1(3) = 1 + V alS2(1).

Por de�nición tenemos

min{s1 ∈ S1 | s2 ≥ 3} −min{s2 ∈ S2 | s2 ≥ 1} = 2,

Tenemos

S1 = {{a}∪C1,mı́nC1 ≥ a+1, a ≥ 3}, S2 = {{b}∪C2,mı́nC2 ≥ b+1, b ≥ 1},

con a − b = 2. La 2-ada (S1, S2) es una solución de P , si se cumplen las
condiciones siguientes:
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a) 1 + V alS1(3) = 1 + V alS2(1) ≤ 3 + V alS2(2),

b) 1 + V alS1
(3) = 1 + V alS2

(1) ≤ 2 + V alS1
(2),

c) 1 + V alS1(3) = 1 + V alS2
(1) ≤ 1 + V alS1

(3).

Se veri�ca la siguiente condición si b ≤ 2 ,

d) 1 + V alS1
(3) = 1 + V alS2

(1) ≤ 2.

La 2-ada (S1, S2) es una solución de este sistema si b ≤ 2.

9. 3 + V alS2
(2) = 2.

Por de�nición esto es imposible.

6.3. Tropicalización de polinomios diferenciales

En lo que sigue trabajaremos con R = K[[t]] ⊂ K((t)) el anillo de series de
potencias. Consideramos el polinomio diferencial en n variables de orden menor
o igual que O

P =
∑

M∈Λ⊆Mn×(O+1)(Z≥0)

ψM
∏
i,j

(xij)
Mij ∈ K[[t]]〈x1, . . . , xn〉, (6.5)

donde ψM ∈ R, ](Λ) <∞.
La tropicalización de P es el polinomio tropical de orden menor o igual

que O

trop(P (x)) =
⊕

M∈Λ⊂Mn×(O+1)(Z≥0)

ν(ψM )
⊙

1≤i≤n,0≤j≤O

(xij)
�Mi,j

 , (6.6)

donde ν es la valoración de orden.
Sea I un ideal diferencial. La tropicalización del ideal I es

trop(I) := {trop(P ), P ∈ I}.

Tenemos
Sol(trop(I)) =

⋂
f∈I

Sol(trop(f)).

Ejemplo 6.8. Consideremos el polinomio diferencial

P := (3t2 + 7t5)x14 + (3 + 2t+ t3)x12 + (5t3 + 7t4)x2 + 5tx23 + t3 − 2t4 = 0

entones tenemos

ψ14 = 3t2 + 7t5, ψ12 = 3 + 2t+ t3, ψ20 = 5t+ 7t4, ψ23 = 5, g(t) = t3 − 2t4

ψ10 = 0, ψ13 = 0, ψ21 = 0, ψ22 = 0, ψ24 = 0
ν(ψ14) = 2, ν(ψ12) = 0, ν(ψ20) = 3, ν(ψ23) = 1, ν(g(t)) = 3.

Mn×(O+1)(Z≥0) es el conjunto de las matrices n × (O + 1) con entradas en Z≥0, a las

entradas de la matriz M denotamos por Mij .
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El polinomio tropical asociado a P

trop(P ) := (2� x14)⊕ x12 ⊕ (3� x2)⊕ (1� x23)⊕ 3.

Lema 6.9. Sean f, g ∈ K[[t]]〈x1, . . . , xn〉 polinomios diferenciales de orden O y
O′, sea S = (S1, . . . , Sn) ∈ (P(Z≥0))n. Tenemos

1. trop(fg)(S) = trop(f)(S)� trop(g)(S),

2. trop(fk) = ktrop(f)

3. trop(tf)(S) ≥ 1,

4. Sol(trop(fk)) = Sol(trop(f)).

Demostración. La demostración de la parte (1) es análoga a la demostración
del Lema 3.4. La demostración de la parte (2) es consecuencia de (1). Vamos a
probar la parte (3). Si f(x) tiene la forma

f(x) =
∑

M∈Λ⊆Mn×(O+1)(Z≥0)

ψM
∏
i,j

(xij)
Mij ,

la tropicalización de f es

trop(f(x)) =
⊕
M∈Λ

ν(ψM )
⊙

1≤i≤n,0≤j≤O

(xij)
�Mi,j

 = mı́n
M∈Λ
{ν(ϕM )+

∑
i,j

Mi,jxi,j},

y la tropicalización de tf es

trop(tf(x)) =
⊕

M∈Λ

(
ν(tψM )

⊙
1≤i≤n,0≤j≤O(xij)

�Mi,j

)
= mı́nM∈Λ{ν(t) + ν(ϕM ) +

∑
i,jMi,jxi,j}.

Sustituyendo S tenemos

trop(tf)(S) = mı́nM∈Λ{ν(t) + ν(ϕM ) +
∑
i,jMi,jV alSi(j)}

= mı́nM∈Λ{1 + ν(ϕM ) +
∑
i,jMi,jV alSi(j)}

= 1 + mı́nM∈Λ{ν(ϕM ) +
∑
i,jMi,jV alSi(j)} = 1 + trop(f)(S).

Por lo tanto trop(tf)(S) ≥ 1.
Vamos a probar la parte (4). Sea S = (S1, . . . , Sn) ∈ Sol(trop(f)). Entonces

∃M,N ∈ Λ tal que

trop(f)(S) = ν(ϕM ) +
∑
i,j

Mi,jV alSi(j) = ν(ϕN ) +
∑
i,j

Ni,jV alSi(j).

Por la parte (2) tenemos

trop(fk) = ktrop(f) = k mı́n
M∈Λ
{ν(ϕM ) +

∑
i,j

Mi,jxi,j}.
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Sustituyendo S tenemos

trop(fk)(S) = kmı́nM∈Λ{ν(ϕM ) +
∑
i,jMi,jV alSi(j)} = ktrop(f)(S) =

k
(
ν(ϕM ) +

∑
i,jMi,jV alSi(j)

)
= k

(
ν(ϕN ) +

∑
i,j Ni,jV alSi(j)

)
.

Por lo tanto S ∈ Sol(trop(fk)).
Sea S ∈ Sol(trop(fk)). Tenemos

trop(fk)(S) = ktrop(f)(S).

Podemos concluir que S ∈ Sol(trop(P )).

Lema 6.10. Sea I ⊂ K[[t]]〈x1, . . . , xn〉 un ideal diferencial, sea ϕ ∈ Sol(I).
Tenemos

trop(ϕ) ∈ Sol(trop(I)).

Demostración. Consideramos el polinomio

P (x) =
∑

M∈Λ⊂Mn×(O+1)(Z≥0)

ψM
∏
ij

(xij)
Mij ∈ I.

Supongamos ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) = (
∑∞
l=1 c1lt

l, . . . ,
∑∞
l=1 cnlt

l) es una solución de
P . Probaremos que S = (S1 . . . , Sn) = (trop(ϕ1), . . . , trop(ϕn)) es una solución
de trop(P ). Denotamos

ψM (t) = aν(ψM )t
ν(ψM ) + ψ̃M (t),

donde ψ̃M (t) es un polinomio con orden mayor que ν(ψM ), es decir,

ν(ψ̃M ) > ν(ψM ).

El polinomio diferencial tropical asociado al polinomio diferencial P es

trop(P ) := mı́n
M∈Λ⊂Mn×(O+1)(Z≥0)

{ν(ψM ) +
∑

0≤i≤n

∑
0≤j≤(O+1)

Mijxij}.

Sustituyendo S tenemos

trop(P )(S) = mı́n
M∈Λ
{ν(ψM ) +

∑
0≤i≤n

∑
0≤j≤(O+1)

MijV alSi(j)}.

Vamos a probar que n-ada (S1, . . . , Sn) es una solución de trop(P ), es decir,
∃N,B ∈ Λ ⊂Mn×(O+1)(Z≥0), N 6= B talque

trop(P (S)) = mı́nN∈Λ{ν(ψN ) +
∑

0≤i≤n
∑

0≤j≤(O+1)NijV alSi(j)} =

mı́nB∈Λ{ν(ψB) +
∑

0≤i≤n
∑

0≤j≤(O+1)BijV alSi(j)},
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sustituyendo (ϕ1, . . . , ϕn) en P se obtiene :∑
M∈Λ⊂Mn×(O+1)(Z≥0)

ψM (t)
∏

1≤i≤n,0≤j≤(O+1)

(ϕ
(j)
i )Mij = 0

∑
M∈Λ⊂Mn×(O+1)

(Z≥0)ψM (t)
∏

1≤i≤n,0≤j≤(O+1)

((

∞∑
k=1

ckit
k)(j))Mij = 0

∑
M∈Λ

ψM (t)
∏

1≤i≤n,0≤j≤(O+1)

((

∞∑
k=1

(cik(k(k−1) . . . (k−j+1))tk−j)Mij = 0. (6.7)

Denotamos cik(k(k−1) . . . (k−j+1)) por Aijk, sustituyendo Aijk y ψM (t) =

aν(ψM )t
ν(ψM ) + ψ̃M (t) en la ecuación (6.7) se obtiene :∑

M∈Λ

∑
k≥j

(aν(ψM )t
ν(ψM ) + ψ̃M (t))

∏
1≤i≤n,0≤j≤(O+1)

(Aikjt
k−j)Mij = 0.

Tenemos ∑
k≥j

∑
M∈Λ(tν(ψM ))

∏
i,j(Aikjt

k−j)Mij

+
∑
M∈Λ

∑
k≥j ψ̃M (t)

∏
i,j(Aikjt

k−j)Mij = 0,

desde la igualdad ν(ψ̃M ) > ν(ψM ) tenemos

ν(ψ̃M (t)tk−j) > ν(ψM ) +

n∑
i=1

∑
k≥j

(k − j)Mij .

Elegimos
E := min{ν(ψM ) +

∑
k≥j

(k − j)Mij},

entonces existe N ∈ Λ tal que E = ν(ψN ) +
∑n
i=1

∑
k≥j(k− j)Nij , por lo tanto

el polinomio P tiene un monomio tF con F = ν(ψB) +
∑n
i=1

∑
k≥j(k− j)Bij y

ν(ψN ) +

n∑
i=1

∑
k≥j

(k − j)Nij = ν(ψB) +

n∑
i=1

∑
k≥j

(k − j)Bij .

donde B = {Bij} ∈ Λ. La igualdad anterior se puede escribir de la forma

ν(ψN )+

n∑
i=1

∑
k≥j

mı́n{(k−j) | k ∈ Si}Nij = ν(ψB)+

n∑
i=1

∑
k≥j

mı́n{(k−j) | k ∈ Si}Bij .

Por la de�nición de V alSi(j) la igualdad anterior es exactamente

ν(ψN ) +

n∑
i=1

∑
k≥j

V alSi(j)Nij = ν(ψB) +

n∑
i=1

∑
k≥j

V alSi(j)Bij .
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Por la forma de elegir E tenemos

trop(P (S)) = ν(ψN ) +

n∑
i=1

∑
k≥j

V alSi(j)Nij = ν(ψB) +

n∑
i=1

∑
k≥j

V alSi(j)Bij .

Entonces (S1, . . . , Sn) es una solución de trop(P ).



Capítulo 7

Conjunto de soluciones de un
ideal diferencial.

En este capítulo vamos a extender los conceptos y resultados relacionados
con en el espacio de arcos al caso de polinomios diferenciales. Como hemos
visto en el espacio de arcos sustituyendo la biyección (5.3) en un polinomio
en K[x1, . . . , xn], tenemos una serie de potencias. En el caso de los polinomios
diferenciales sucede lo mismo.

Sea I ⊂ K〈x1, . . . , xn〉 un ideal diferencial, sea J = I ∩ K[x1, . . . , xn]. Si
〈J〉diff = I, es decir, el ideal diferencial generado por J es igual a I, entonces
XJ
∞ el espacio de arcos asociado a V (J) es igual al conjunto de las soluciones

de I, es decir,
XJ
∞ = Sol(I).

Sea P (x) ∈ K[[t]]〈x1, . . . , xn〉 un polinomio diferencial y sea a ∈ (KZ≥0)n.
Tenemos

P (Ψ(a)) =
∑
k≥0

Fk(a)tk, (7.1)

donde Fk(x) son polinomoios en K〈x1, . . . , xn〉.

Ejemplo 7.1. Sea P (x) = x(2)+t−2 un polinomio diferencial, sea a = (aj)j≥0 ∈
(KZ≥0), tenemos

P (Ψ(a)) =
∑
k≥0

Fk(a)tk,

donde F0(a) = 2a2 − 2, F1(a) = 6a3 + 1, F2(a) = 12a4, . . . .

Lema 7.2. Sea P (x) ∈ K[[t]]〈x1, . . . , xn〉 un polinomio diferencial, sea a ∈
(KZ≥0)n y P (Ψ(a)) =

∑
k≥0 Fk(a)tk. Tenemos

Fk(a) =
1

k!
(dkP )

∣∣
t=0

(a).

69
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Demostración. Agarramos a = (aij)1≤i≤n
j≥0

∈ (KZ≥0)n, escribimos

Ψ(a) = (Ψ(a)1, . . . ,Ψ(a)n).

Consideremos P (Ψ(a)), derivamos k veces y ponemos t = 0. Tenemos

Fk(a) =
1

k!
[dk(P (Ψ(a)))]t=0.

Por el lema 4.6 tenemos

1

k!
[dk(P (Ψ(a)))]t=0 =

1

k!
[(DkP )(Ψ(a))]t=0.

Por (4.7) tenemos

1

k!
[(DkP )(Ψ(a))]t=0 =

1

k!

[
(DkP )|

xij=Ψ(a)
(j)
i

]
t=0

,

y por (4.3) y (4.4) tenemos[
(DkP )|

xij=Ψ(a)
(j)
i

]
t=0

=
1

k!
[(DkP )|xij=aij ]t=0 =

1

k!
(dkP )|t=0(a).

Por (2.2) sabemos que un ideal en el anillo de polinomios K[[t]][x1, . . . , xn]
es �nitamente generado. Un ideal diferencial I en el anillo K[[t]]〈x1, . . . , xn〉 no
es necesariamente �nitamente generado. De todas formas

por el lema 4.13 existen f1, . . . , fs ∈ I tal que

Sol(I) =

s⋂
`=1

Sol(f`). (7.2)

Sea a ∈ (KZ≥0)n. Para cada `, 1 ≤ ` ≤ s tenemos

f`(Ψ(a)) =
∑
k≥0

F`k(a)tk,

donde F`k(x) son los polinomoios en K〈x1, . . . , xn〉. Por el lema 7.2 tenemos

F`k =
1

k!
(dkf`)

∣∣
t=0

.

Consideramos el conjunto de los ceros de {F`k}1≤`≤s
k≥0

en
(
KZ≥0

)n
A∞ := V

(
{F`k}1≤`≤s

k≥0

)
⊂
(
KZ≥0

)n
. (7.3)

El siguiente lema es una extensión del lema 5.10 en espacio de arcos.
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Lema 7.3. Sea I un ideal diferencial. El conjunto de soluciones de I es igual
a la imagen de A∞ por la biyección Ψ en 5.3, es decir,

Sol(I) = Ψ(A∞).

Demostración. Sea ϕ ∈ Sol(I). Podemos escribir

ϕ =

∑
j≥0

1

j!
a1jt

j , . . . ,
∑
j≥0

1

j!
anjt

j

 .

Consideramos a = (aij)1≤i≤n
j≥0

∈ (KZ≥0)n. Para cada 1 ≤ ` ≤ s tenemos

f`(ϕ) =
∑

F`k(a)tk = 0,

entonces
∀k ≥ 0, Flk(a) = 0.

Podemos concluir
a ∈ A∞.

Tenemos Ψ(a) = ϕ entonces
ϕ ∈ Ψ(A∞).

Consideramos a ∈ A∞, entonces ∀k ≥ 0, 1 ≤ l ≤ s tenemos

Flk(a) = 0⇒ fl(Ψ(a)) = 0⇒ Ψ(a) ∈ Sol(I).

Para cada m ≥ 0, sea Nm es más peqeño entero positivo tal que

F`,k ∈ K[xij , 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ Nm], ∀ 1 ≤ ` ≤ s, 0 ≤ k ≤ m. (7.4)

Ahora describiremos una extensión al ideal diferencial de la de�nición del espacio
de m− jets( ver por ejemplo [Mou11], observación 5.11).

Consideremos el conjunto de ceros de Flk para cada 0 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ s :

Am := V

(
{F`k} 1≤`≤s

0≤k≤m

)
⊂
(
KNm+1

)n
. (7.5)

Para m ≥ m′ ≥ 0, de�nimos el mor�smo algebraico natural π(m,m′)

π(m,m′) : Kn(Nm+1) −→ Kn(Nm′+1)

(aij) 1≤i≤n
0≤j≤m

7→ (aij) 1≤i≤n
0≤j≤m′

que tiene la propiedad

π(m,m′)(Am) ⊂ Am′ .

Lema 7.4. El conjunto A∞ es el límite inverso del sistema
(
Am, (π(m,m′))m≥m′≥0

)
.
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Demostración. Sea Λ = Z≥0. El sistema
(
Am, (π(m,m′))m≥m′≥0

)
es un sistema

inverso y su límite inverso es

lim←−m∈Λ
Am :

=
{

(aij)1≤i≤n
j≥0

∈
∏
m≥0Am | (aij) 1≤i≤n

0≤j≤Nm′
= π(m,m′)(aij) 1≤i≤n

0≤j≤Nm
,∀m′ ≤ m en Λ

}
,

esto es igual a A∞.

Sea S = (S1, . . . , Sn) ∈ (P(Z≥0))
n una n-ada. Consideramos (VS)∗ ( ver

(6.3))

(VS)∗ :=

{
(xij)1≤i≤n

0≤j
∈
(
KZ≥0

)n | xij = 0 si y solo sij /∈ Si
}
.

De�nimos el conjunto
A∞S := A∞ ∩ V∗S .

Para m ≥ 0 consideramos el conjunto

Vm∗S :=

{
(aij) 1≤i≤n

0≤j≤m′
∈ Kn(Nm+1) | xij = 0 si y solo sij /∈ Si

}
.

Para m ≥ 0 existe Lm ≤ n(Nm + 1) tal que

VmS∗ ' (K∗)Lm . (7.6)

De�nimos el conjunto
AmS := Am ∩ Vm∗S .

Para m ≥ m′ ≥ 0, tenemos la inclusión

π(m,m′)(AmS) ⊂ Am′S .

El conjuntoA∞S es el límite inverso del sistema ((AmS)m∈Z≥0
, π(m,m′))m≥m′∈Z≥0

.

Lema 7.5. Una n-ada S = (S1, . . . , Sn) ∈ (P(Z≥0))
n
está contenida en trop(Sol(I))

si y solo si existe a = (aij)1≤i≤n
j≥0

∈ A∞ con trop(Ψ(a)) = S.

Demostración. Supongamos S ⊂ trop(Sol(I)). Existe ϕ ∈ Sol(I) tal que S =
trop(ϕ). Por el lema 7.3 tenemos

Ψ(A∞) = Sol(I).

Por lo tanto
ϕ ∈ Ψ(A∞),

entonces ∃a ∈ A∞ tal que ϕ = Ψ(a) con trop(Ψ(a)) = S.
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Supongamos existe a ∈ A∞ con S = trop(Ψ(a)). Tenemos

Ψ(a) ∈ Ψ(A∞).

Por el lema 7.3 tenemos Ψ(A∞) = Sol(I). Tenemos

S = trop(Ψ(a)) ∈ trop(Sol(I)).

Lema 7.6. Sea S = (S1, . . . , Sn) ∈ (P(Z≥0))
n
una n-ada, entonces tenems

S ∈ trop(Sol(I)) si y solo si

A∞S := A∞ ∩ V∗S

no es vacío.

Demostración. Supongamos S = (S1, . . . , Sn) ∈ trop(Sol(I)). Por el lema 7.5
existe a = (aij)1≤i≤n

j≥0
∈ A∞ con trop(Ψ(a)) = S, es decir, ∀1 ≤ i ≤ n tenemos

Si = {j | aij 6= 0}.

Entonces
aij = 0⇐⇒ j /∈ Si,

podemos concluir que a ∈ V∗S .
Supongamos que A∞ ∩ V∗S no es vacío, entonces existe

a = (aij)1≤i≤n
j≥0

∈ A∞ ∩ V∗S .

Esto implica que Ψ(a) ∈ Ψ(A∞). Por el lema 7.3 tenemos Ψ(a) ∈ Sol(I). Ya
que a ∈ V∗S tenemos aij 6= 0 si solo si j ∈ Si, entonces trop(Ψ(a)) = S. Podemos
concluir que S ∈ trop(Sol(I)).

Sea n-ada S = (S1, . . . , Sn) ∈ (P(Z≥0))
n, ∀m ∈ Z≥0. Consideramos los

conjuntos

BmS :=

∞⋂
i=m

π(i,m)(AiS).

Las proyecciones ∀m ≥ m′ ∈ Z≥0

π(m,m′) : BmS −→ Bm′S ,

son sobreyectivas.

Lema 7.7. El conjunto A∞S es límite inverso del sistema (BmS , π(m,m′))m≥m′ ,
es decir,

A∞S = lim←−BmS .
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Demostración. Sea Λ = Z≥0, el sistema (BmS , π(m,m′))m≥m′ es un sistema in-
verso y su límite inverso es

lim←−m∈Λ
BmS :={

(aij)1≤i≤n
j≥0

∈
∏
m≥0BmS | (aij) 1≤i≤n

0≤j≤Nm′
= π(m,m′)(aij) 1≤i≤n

0≤j≤Nm
,∀m′ ≤ m en Λ

}
,

esto es igual a A∞.

Lema 7.8. El conjunto A∞S no es vacío si y solo si

∞⋂
i=0

π(i,0)(AiS) no es vacío.

Demostración. Por el lema 7.6A∞S es límite inverso del sistema (BmS , π(m,m′))m≥m′ .
Por la proposición 2.13, ∀m ≥ 0 el mapeo

πm : A∞ −→ BmS

es sobreyectivo. Para m = 0 tenemos

B0 =

∞⋂
i=0

π(i,0)(AiS),

por lo tanto

π0 : A∞ −→
∞⋂
i=0

π(i,0)(AiS),

es sobreyectivo, entonces para cada b ∈
⋂∞
i=0 π(i,0)(AiS) existe a ∈ A∞ tal que

π0(a) = b.
Para cada a ∈ A∞ tenemos π0(a) ∈

⋂∞
i=0 π(i,0)(AiS).

Proposición 7.9. El conjunto A∞S no es vacío si y solo si AmS no es vacío
para cada m ∈ Z≥0.

Demostración. Por el colorario 2.17 el conjunto π(m,0)(AmS), ∀m es un con-
junto constuctibe. Sabemos que los conjuntos constructibles forman un álgebra
booleana. Entonces los complementos de π(m,0)(AmS),∀m ∈ Z≥0 son conjuntos
constructibles. Por lo tanto la secuencia anidada de conjuntos constructibles en
(K∗)L0 ' V∗0S

· · · ⊂π(2,0)(A2S)⊂π(1,0)(A1S)⊂A0S⊂(K∗)L0 (7.7)

induce una familia creciente de conjuntos constructibles

∅ ⊂ (K∗)L0 \A0S ⊂ (K∗)L0 \π(1,0) (A1S) ⊂ (K∗)L0 \π(2,0) (A2S) ⊂ · · · .
(7.8)
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Por el lema 7.8 el conjunto A∞S es vacío si y solo si
∞⋂
i=0

π(i,0)(AiS) es vacío si y

solo si el conjunto (K∗)L0 \
∞⋂
i=0

π(i,0)(AiS) es igual a (K∗)L0 si y solo si

(K∗)L0 =

∞⋃
i=0

(K∗)L0 \ π(i,0) (AiS) .

Entonces, por la proposición 2.19, existe m tal que (K∗)L0 \ π(m,0) (AmS) =

(K∗)L0 . Por lo tanto existe m tal que π(m,0) (AmS) es vacío. Esto implica que
existe m tal que AmS es vacío.
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Capítulo 8

Teorema fundamental de la
geometría diferencial tropical

Ahora estamos listos para probar el resultado que nos permitirá trabajar
en el anillo noetheriano K[xij , 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ Nm] en lugar del anillo no-
noetheriano K[xij , 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j]. Para probar este resultado hemos usado el
teorema de los ceros de hilbert y los resultados anteriores.

Teorema 8.1. (Extensión del teorema fundamental de la geometría tropical)
Sea K un campo algebraicamente cerrado y no numerable de característica cero,
sea I un ideal diferencial en K[[t]]〈x1, . . . , xn〉. Entonces tenemos

trop(Sol(I)) = Sol(trop(I))

Demostración. Por el lema 6.10 tenemos la inclusión

trop(Sol(I)) ⊂ Sol(trop(I)),

aquí solo tenemos que probar

Sol(trop(I)) ⊂ trop(Sol(I)).

Sea S = (S1, . . . , Sn) ∈ P(Z≥0)
n tal que S /∈ trop(Sol(I)), es decir, que no

existe ninguna solución de I cuya tropicalización es S. Probamos que S no
puede ser una solución de la tropicalización de I, es decir, S /∈ Sol(trop(I)) .
Para probar esto encontramos un polinomio g ∈ I cuya tropicalización no tiene
S como solución.

Por el lema 4.13 tenemos

Sol(I) =

s⋂
`=1

Sol(f`),

donde f1, . . . , fs ∈ I.

77
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Para 1 ≤ ` ≤ s y k ∈ Z≥0 podemos escribir F`k := (dkf`))
∣∣
t=0

. Por hipótesis
tenemos S /∈ trop(Sol(I)) entonces por el lema 7.6 A∞S el conjunto de los ceros
de {F`k | 1 ≤ ` ≤ s k ∈ Z≥0} es vacío. Por lo tanto por la proposición 7.9 existe
m ∈ N tal que AmS el conjunto de los ceros de {F`k | 1 ≤ ` ≤ s 0 ≤ k ≤ m} es
vacío.

Tomamos m ∈ N tal que AmS es vacío. Denotamos por F`k la imagen de F`k
en el anillo

K[xij : 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ Nm]/ 〈xij :j /∈ Si〉 .

Por (7.6) tenemos AmS ⊆ (K∗)Lm , con Lm ≤ n(Nm + 1), ya que AmS es vacío,
entonces tenemos

V
(
F`,k:1 ≤ ` ≤ s, 0 ≤ k ≤ m

)
⊂ V

 ∏
{0≤i≤n,j∈Si:j≤Nm}

xi,j

 .

Por el Teorema de ceros de Hilbert, existe α ≥ 1 tal que

EM =
∏

{0≤i≤n,j∈Si:j≤Nm}

xi,j
α
∈
〈
F`,k:1 ≤ ` ≤ s, 0 ≤ k ≤ m

〉
.

Aquí EM es un monomio diferencial inducido por la matrizM ∈Mn×(Nm+1)(Z≥0)
con entradas Mij = 0 para j /∈ Si y Mij = α para j ∈ Si.

Esto implica que existe un conjunto de polinomios {G`,k:1 ≤ ` ≤ s, 0 ≤ k ≤
m} ⊂ K[xij , 1 ≤ i ≤ n, j ∈ Si, j ≤ Nm] tal que∑

1≤`≤s
0≤k≤m

G`,kF`,k = EM . (8.1)

entonces ∑
1≤`≤s
0≤k≤m

G`,kF`,k = EM + h, (8.2)

para algún h ∈ 〈xij :j /∈ Si, j ≤ Nm〉 ⊂ K[xij : 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ Nm]. Por la
de�nición de F`k, existe un polinomio λ en K[[t]]〈x1, . . . , xn〉 tal que

g :=
∑

1≤`≤s
0≤k≤m

G`,kd
kf` = EM + h+ tλ. (8.3)

Ya que I es un ideal diferencial y f1, . . . , fs ∈ I entonces el polinomio diferencial
g también está en I. Tenemos

trop(g)(S) = mı́n{trop(EM )(S), trop(h)(S), trop(tλ)(S)}.

Por (6.2) y por el lema 6.3 tenemos

trop(EM )(S) = εM (S) =
∑
j∈Si

MijV alSi(j) = 0.
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Ya que h ∈ 〈xij :j /∈ Si, j ≤ Nm〉, por el lema 6.3 si h 6= 0 entonces

trop(h)(S) 6= 0.

Por el lema 6.9 parte c tenemos, si tλ 6= 0, entonces

trop(tλ)(S) ≥ 1.

Por lo tanto trop(g)(S) = 0 y mínimo se alcanza solo en el monomio εM ,
entonces S no es una solución de (trop(g)). Podemos concluir que S no es una
solución de la tropicalización de I.
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Capítulo 9

Problemas abiertos

1. Probar el teorema fundamental de la geometría diferencial tropical en caso
que el campo K es numerable o encontrar un contraejemplo para el campo
numerable K.

2. Extensión de base tropical a base tropical diferencial.
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