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Introduccion

Este trabajo pretende abordar el tema de la estimaciéon de los ingresos futuros, un problema
muy comun en los negocios, y de mucha utilidad a los comerciantes pues les permite planificar
sus gastos en funcién del dinero que estimen recibir por concepto de sus ventas. Particular-
mente el interés de este trabajo estd en estudiar los micro negocios dedicados a la venta de
articulos de tlapaleria y ferreteria. Los gastos a planificar en este tipo de negocios son compra
de mercancia, pago de sueldos, renta o impuestos, éstos en su mayoria gastos fijos, pero tam-
bién deben prever gastos de algunos siniestros como reparacion del inmueble o robo. La suma
de estos puede ocasionar fuertes impactos en la economia de un negocio, provocando fluctua-
ciones en sus ingresos y en ocasiones el cierre del establecimiento. Por tanto, la planificacion de
gastos y prediccién de los ingresos debe situarse como un procedimiento de vital importancia.

El objetivo de esta tesis es obtener predicciones de las ventas futuras de un establecimiento,
aplicando distintos métodos estadisticos. El analisis realizado se conoce como analisis de se-
ries de tiempo, pues hace uso de datos recolectados a través del tiempo. Para la elaboracién
de este trabajo se utilizaron los datos de un negocio familiar de este ramo, ubicado en el mu-
nicipio Nezahualcéyotl, Edo. de México. Al mismo tiempo, estas proyecciones pueden ser de
utilidad a los duenos quienes, con la informacion generada, tienen la posibilidad de mejorar
el desempeno de su empresa.

La estructura del documento es de cuatro capitulos tedrico-practicos y un iltimo capitulo de
conclusiones. En cada uno de los primeros cuatro capitulos se explica el fundamento tedrico-
matematico de una metodologia diferente de andlisis de series de tiempo. El orden en que
aparece cada tema va de acuerdo a la complejidad que presenta, de manera que los prime-
ros capitulos tratan los temas mas sencillos, mientras que los ultimos contienen temas mas
complejos y recientes en el campo del andlisis de series de tiempo. Al final de cada capitulo
se presenta la aplicacion de la metodologia a los datos reales y se comentan brevemente los
resultados.

En el capitulo 1 se explica el analisis de regresién lineal simple, un analisis cuyo objetivo es la
prediccion de una variable a partir de otra. Este andlisis no fue creado para el tratamiento de
datos recolectados a través del tiempo, pero la intencién es introducir los conceptos basicos
de un modelo estadistico, como su construccién, estimacion de parametros, la interpretacion
de los pardametros obtenidos, la medicion del ajuste y las pruebas de hipotesis asociadas con
la significancia de los parametros y la validacién de supuestos. Todos estos son conceptos que
aparecen en cualquier tipo de analisis estadistico, particularmente en los andlisis de series de
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tiempo. El modelo de regresion lineal se retoma en posteriores capitulos como un modelo de
apoyo en el modelamiento de ciertos comportamientos en la serie o incluso como parte de un
modelo de prediccion avanzada.

En el capitulo 2 se exponen los métodos clasicos del andlisis de series de tiempo, los cuales
parten de la idea que las series estan integradas por cuatro componentes: tendencia, ciclo,
estacionalidad y componente irregular. Para obtener estimaciones futuras de los datos, se
supone un esquema en que los componentes estan combinados, ya sea sumados (esquema
aditivo) o multiplicados (esquema multiplicativo), y a través del esquema elegido se separa
cada componente encontrando patrones de regularidad que puedan ser reproducidos.

En este capitulo también se aborda la forma correcta de iniciar el estudio de series temporales
eliminando alteraciones en la serie por la misma medicién del tiempo (efecto calendario), y
el alza de precios (inflacién) que puede dar la apariencia de haber tendencia donde no la
hay. Al final del capitulo se presentan los métodos de alisado exponencial (también llamados
de suavizamiento exponencial o exponential smoothing en inglés), tres métodos clasificados
como clasicos pero con diferencias marcadas con los métodos arriba mencionados, pues se
retroalimentan a medida que se generan nuevos datos, lo que permite obtener resultados sa-
tisfactorios con menor nimero de observaciones.

El capitulo 3 habla sobre la metodologia Box-Jenkins la cual hace uso de procesos estocas-
ticos, esto implica visualizar a la serie como un conjunto de variables aleatorias, cada una
en cierto tiempo, de forma que cada observacién corresponde al valor que toma la variable
aleatoria en un tiempo dado. Para modelar el comportamiento de una serie real se parte del
supuesto de que las variables estan correlacionadas entre si. En ocasiones cada variable puede
verse como una regresion en donde los predictores son variables de la misma serie en momen-
tos pasados (modelos autorregresivos), en otras ocasiones pueden verse como un conjunto
de choques aleatorios (modelos de promedios méviles). La combinacién de estos modelos se
conoce como procesos ARMA y permiten modelar una amplia gama de series temporales
siempre que sean estacionarias, es decir, que la media general y la correlacién entre variables
no dependan del tiempo. Aunque dichos modelos no puedan ser utilizados para series con
tendencia o estacionalidad, algunas sencillas modificaciones permiten considerar tales com-
portamientos en las series. Asi las series que presentan tendencia pueden ser modeladas por
procesos ARIMA, las series que presentan tendencia y estacionalidad se modelan con proce-
sos SARIMA vy series que presentan estacionalidad pero no tendencia pueden ser modeladas
por procesos SARMA.

Bajo esta metodologia, la serie analizada puede ser generada por alguno de los procesos men-
cionados por lo que parte del capitulo trata sobre las técnicas de identificacién de modelo,
en esta etapa se observa la autocorrelacion de las variables y los tipos de comportamientos
presentes en la serie. En cualquiera de estos procesos, la estimacion de los parametros se hace
necesariamente con ayuda de un paquete estadistico que a lo largo de todo el trabajo serd
el programa R. Después de estimar los parametros de varios modelos posibles se debe elegir
entre alguno de ellos, esta eleccion puede estar en funcién del ajuste del modelo pero también
debe corroborarse que los residuales cumplan ciertos supuestos, por lo que se mencionan las
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pruebas de hipotesis correspondientes.

El capitulo 4 es el ultimo referente a métodos de andlisis de series temporales, y trata el ana-
lisis dinamico, para algunos autores considerado como un método avanzado de prediccién. Se
trata de una combinacién entre los modelos ARMA del capitulo 3 con el analisis de regresion
visto en el capitulo 1. En otras palabras el objetivo es predecir una serie de tiempo en fun-
cién de otra serie mediante una regresiéon lineal, modificando el supuesto de que los errores no
deban estar correlacionados entre si, sino que se modelen con alguno de los procesos ARMA,
ARIMA, SARMA o SARIMA. Con ello se logra obtener el peso de cada variable explicativa
sobre la explicada de forma confiable al no violar supuestos y reducir el error de prediccion
con respecto a los métodos anteriores.

En el texto se indica que por el hecho de incluir procesos ARMA, su estimacion requiere de un
paquete estadistico y varios pasos para ajustar un modelo adecuado. Sin embargo, es posible
ahorrar algunos pasos en la identificacién del modelo debido a que existen procedimientos
que a partir de las estimaciones hechas con un modelo genérico permiten obtener un mejor
modelo en pocos pasos.

Por 1ltimo en el capitulo 5 se presentan las conclusiones del trabajo, en estas se resume la
informacion que proporcioné cada método sobre la serie. Se compara la precision de las pre-
dicciones de los modelos utilizados y se comentan las ventajas y desventajas mas importantes
de cada modelo. También se emiten recomendaciones a los duenos del negocio con las cuales
mejorar a futuro la precision de las estimaciones, y de la eleccién del modelo de estimacion
segun las circunstancias.
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Capitulo 1

Modelo de regresion lineal simple

1.1. Conceptos basicos del modelo de regresién lineal
simple

El anélisis de regresién estudia la dependencia de una variable (variable dependiente) res-
pecto de una o mds variables (variables explicativas) con el objetivo de estimar o predecir la
media o valor promedio poblacional de la primera en términos de los valores conocidos o fijos
de la(s) segunda(s).

Algunos ejemplos comunes de este tipo son: la dependencia del consumo personal con res-
pecto al ingreso, la demanda de un producto en relacion al gasto en publicidad, o bien el
rendimiento de un cultivo en relacién de la temperatura, lluvia, cantidad de sol y fertilizantes.
Si el andlisis tiene solo una variable explicativa se le conoce como andlisis de regresién lineal
simple, mientras que si tiene dos o mas variables explicativas se le conoce como analisis de
regresion lineal multiple. En este capitulo se abordara unicamente el modelo de regresion
lineal simple.

Gujarati y Porter (2010) mencionan algunas caracteristicas del andlisis de regresién que lo
diferencian de otra clase de anélisis:

= En el andlisis de regresiéon interesa lo que se conoce como dependencia estadistica entre
variables, no asi la funcional o determinista, propia de la fisica clasica.

= Una relacién estadistica por si misma no puede implicar causalidad, para pensar en
causalidad se debe acudir a consideraciones a priori o tedricas. Por ejemplo, si bien se
sabe que el rendimiento del cultivo depende de la lluvia (entre otras cosas), no existe
una razoén estadistica que impida pensar que la lluvia depende del cultivo, pero la
relacién de dependencia e independencia que se da a las variables se debe a cuestiones
no estadisticas como el sentido comun.

= A diferencia de un analisis de correlacion, en donde el objetivo es medir el grado de
asociacion lineal entre dos variables, el andlisis de regresién pretende estimar el valor



promedio de una variable con base en los valores fijos de otras. En el analisis de co-
rrelacion no hay diferencia entre la variable dependiente y explicativa. Por ejemplo,
la correlacion entre las calificaciones de exdamenes de matematicas y estadistica es la
misma que entre las calificaciones de los exdamenes de estadistica y los exdmenes de
matematicas.

El objetivo del andlisis de regresion simple es averiguar la forma en que varia el valor promedio
de una variable dependiente Y de acuerdo al valor dado de una variable explicativa X; en
términos de probabilidad decimos que el valor esperado de la variable dependiente Y dado
un valor X; de la variable explicativa X esta en funcién de ese valor X, esto es:

E(Y|X:) = f(Xi), i={1,..,N}

donde N corresponde al nimero de observaciones en la poblacién, y la funcién f(X;) se
conoce como funcién de esperanza condicional o funciéon de regresion poblacional (FRP).
El modelo de regresiéon lineal simple tiene la siguiente FRP:

f(X5) = 81+ BeX;

donde B; y (B2 son parametros desconocidos pero fijos, que se denominan coeficientes de re-
gresion; a (31 se le conoce como coeficiente de intercepcion, o término constante, y a 32 como
coeficiente de pendiente.

La linealidad se puede interpretar de dos formas, linealidad en las variables y linealidad en
los parametros. Linealidad en las variables indica que la FRP es una funcion lineal de la
variable X, es decir que la variable explicativa esta elevada al exponente uno en la FRP, por
ejemplo, f(X;) = 1+ B3X;. Por otro lado, la linealidad en los pardmetros, indica que la FRP
es una funcion lineal de los coeficientes de regresién, por tanto sélo pueden estar elevados a
la potencia uno, por ejemplo:

f(Xi) =B+ BQXZ‘Q
F(X0) = b1+ Bo X + B3 X7,
son modelos de regresion lineales en los pardmetros pero no en las variables. La linealidad en

los parametros es la pertinente en el desarrollo de la teoria del modelo, por lo que en regresion
cuando se habla de linealidad se refiere a linealidad en los parametros.

El Modelo Cldsico de Regresion Lineal (MCRL) se compone de un componente determinista,
la FRP, més un componente estocastico, el término aleatorio llamado u;, es decir:

Y = Bi + BoXi + uy,

por tanto, u; es la desviacion del valor observado Y; con respecto a su media condicional
u =Y, — E(Y|X;).

En la mayoria de los casos ocurre que sélo se dispone de una muestra de la poblacion para
hacer el estudio y no de toda la poblacion, por ello usamos el concepto de funcion de regresién
muestral (FRM) que como la FRP es la esperanza condicional de Y dado un valor de X pero
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con la diferencia de que se trabaja con una muestra de la poblaciéon. Esta se expresa de la
siguiente manera:

E(?’\Xz) = gl + B2Xi7

donde E(S//TXI) es el estimador de E(Y|X;), A, el estimador de 1 y /35 el estimador de S,.
El modelo de regresién lineal simple usando la FRM queda de la siguiente manera!:

Y, =6+ BXi+a,  i={1,..,n}

donde n corresponde al nimero de observaciones en la muestra, y #; es el error muestral.

El objetivo principal del andlisis de regresion es estimar la FRP con base en la FRM. Este
término de perturbacién estocastica es de gran importancia en el analisis de regresién por
muchas razones entre ellas las siguientes:

= Una teoria puede tener la certeza de que X afecta a Y pero ignoraria o no tendria certeza
sobre otras variables, por lo que u; es un substituto de todas las variables excluidas en
el modelo.

= Aunque se conozcan las variables que afecten a Y ademds de X es comun que no se
tenga la informacién disponible sobre las mismas.

= Es posible que la influencia conjunta de todas las demas variables o varias de ellas sea
muy pequena, y su efecto combinado sea mejor tratarlo como una variable aleatoria u;.

= A pesar de introducir al modelo todas las variables pertinentes es posible seguir obser-
vando aleatoriedad intrinseca en la variable dependiente Y que no sea explicada.

= Principio de parsimonia: Conviene mantener el modelo de regresién lo mas sencillo
posible ya que si la teoria explica sustancialmente la relacién y no tiene argumentos
bastante sélidos para incluir mas variables, es mejor que el término w; represente a
todas las demads variables.

» En modelos con dos variables (explicativa y dependiente) el modelo puede inferirse al
observar un diagrama de dispersion, por ejemplo, podria verse si los datos se ajustan
a una linea recta como en el MCRL, o bien a una pardbola o haber una relacién
exponencial, etc., pero en un modelo de regresion multiple no es facil determinar la
forma funcional adecuada.

Por otra parte, el MCRL plantea siete supuestos de la forma en que se generan X; y u;:

1) El modelo de regresion es lineal en los pardmetros, que como se indicé anteriormente
puede ser o no ser lineal en las variables.

2) Los valores que toma la variable explicativa X pueden considerarse fijos en muestras
repetidas, o haber sido muestreados junto con la variable dependiente, en este caso se
supone que X es independiente del término de error, esto es, Cov(X;, u;) = 0.

!Gujarati, D. N. y Porter, D. C., 2010, Econometria, (Pilar Carril, trad.). México: Mc Graw Hill, p. 44



3) El valor medio del error u; es igual a cero, es decir, E[u;] = 0.

4) Homocedasticidad o varianza constante de u;. La varianza del término de error, es la
misma sin importar el valor de X.

5) No hay autocorrelacién entre las perturbaciones. Dados dos valores cualesquiera de
X, X; vy X; (¢ diferente de j ), la correlacién entre dos u; y u; es cero. En otras
palabras, estas observaciones se muestrean de manera independiente. Simbdlicamente,
Cov(u;, u;]X;, X;) = 0, o bien, Cov(u;,u;) = 0 si X no es estocastica.

6) El nimero de observaciones n debe ser mayor al niimero de pardmetros por estimar.
7) No todos los valores de X deben ser iguales.

Si a los supuestos del MCRL se anade el supuesto de que u; se distribuye como una variable
aleatoria normal con media cero y varianza o2, es decir, u; ~ N (0, 0?), obtenemos el Modelo
Clasico de Regresion Lineal Normal (MC’RLN} Ya que la FRM es una aproximacién de la
FRP, es necesario encontrar los pararnetros muestrales 61, 52 y 62 de manera en que se
acerquen lo mds posible a 31, 32 v 02.

1.2. Estimacién de parametros

Dados los n pares de observaciones (X;,Y;), donde n corresponde al tamano de la muestra,
interesa determinar la FRM, o bien elegir los estimadores 51 y 62, de modo que sea lo mas
cercana posible a los valores de Y observados.

Un primer criterio en el que se puede pensar intuitivamente es el de minimizar la suma de los
errores (o residuales) Y7 | @;. Sin embargo, este criterio da igual peso a los errores grandes
o pequenos, dejando la posibilidad de que desviaciones muy grandes positivas, se compensen
con desviaciones muy grandes negativas (al igual que con las pequenas), es decir que la suma
podria incluso ser cero pero la dispersion de los datos podria ser muy grande. El método
de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO) establece como criterio minimizar la suma de los
cuadrados de los residuales (SCR):

=Y 0 =Y (Yi— B+ 5 X0),
i=1 i=1

0SCR 0 0SCR

lo cual ocurre cuando — =0y — = 0, que respectivamente corresponden a las
o _ 9 9ps
sigulentes ecuaclones:
—ZYVF”&‘F&Z)Q:O (1.1)
=1 1=1
_Z)/iXi‘i‘BlZXi'f‘BQZX?:O (1.2)
i=1 i=1 i=1

Estas son conocidas como las ecuaciones normales de los coeficientes de regresion. Al dejar de
un lado de las ecuaciones los términos que contienen a los coeficientes de regresion, podemos
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observarlas como un sistema de ecuaciones con dos variables las cuales son (5 y (2. Si se
sustituye >I | X; = nX y se despeja a 51 en (1.1) se obtiene:

B =Y — X, (1.3)

que puede substituirse en la ecuacién (1.2), de donde:

T Y X, —nXY
n 2 V2
X7 —nX

Otra forma de escribir el mismo estimador es usando expresiones alternativas para los esti-

madores muestrales de la covarianza y varianza. Los estimadores insesgados de tienen como

denominador n — 1, pero si se usa n como denominador los estimadores son los siguientes

— 1 n _ 1 n _
Cou(X,Y) = ( > XZ-Y;~> - XY, Var(X) = < > Xzz) — X2, puede verse que si en la
n\i=1 i=1

n

By =

(1.4)

ecuacién (1.4) se divide entre n arriba y abajo (es decir, se multiplica por 1 = ), entonces

1/n
1/n

(> también puede verse como:

s Cou(X,Y)
&——ﬁmyr (1.5)

Mientras que f; se obtiene a través de la ecuacién (1.3).

no .9
Para obtener el estimador de o2 se usa el hecho de que la variable % se distribuye como
una variable aleatoria x? con n— 2 grados de libertad. Dado que la esperanza de esta variable

es n — 2, al despejar se obtiene:

E(iﬁf) = (n —2)o?

por tanto, si se define:
2 el uy
 on-=2

éste resulta ser un estimador insesgado para o2, y donde el término n — 2, como se dijo, es
conocido como el nimero de grados de libertad (gl). El término corresponde al niimero total
de observaciones en la muestra menos el nimero de parametros que se estiman o incluyen
en el modelo. En otras palabras, es la cantidad de observaciones independientes de un total
de n observaciones. Asi, para calcular Y1 | 47 , es necesario obtener antes Bl y BQ. Por
consiguiente, estas dos estimaciones imponen dos restricciones a Y°* ; 42, obteniendo entonces,
n — 2 observaciones independientes.



1.3. Coeficiente de determinacién y de correlacién

El coeficiente de determinacion es una medida de la bondad de ajuste, esto es, dice cuan bien
se ajusta la linea de regresion a los datos. Para definirlo debemos tener presente las siguientes
sumas:

= La Suma de Cuadrados Totales SCT = Y7, (Y; — Y)? es la suma que mide la variacién
total de la variable Y con respecto a su media.

» La Suma de Cuadrados Explicada SCE = > (V; — Y)?, es la suma asociada a la
variacién de los valores estimados Y; con respecto a la media. También se le conoce
como suma de cuadrados debida a la regresién.

A

» La Suma de Cuadrados de los Residuos SCR = 3" | (Y; — Y;)?, es la suma asociada a
la variacién residual, es decir, la variacion de los valores estimados con respecto de sus
valores observados.

La Suma de Cuadrados Totales tiene la propiedad de descomponerse en funcién de las dos
sumas restantes:

SCT = SCE + SCR,

lo cual muestra que la variacién total en los valores Y observados alrededor del valor de
su media puede dividirse en dos partes, una atribuible a la linea de regresion y la otra a
algun efecto aleatorio, pues no todas las observaciones de Y caen sobre la linea ajustada. El
coeficiente de determinacién, denotado por R?, mide el porcentaje de variacién total en Y
explicada por el modelo de regresién, matematicamente tiene la siguiente expresion:

, Y (Yi-Y)?  SCE
YL (Y;—Y)2 SCT

Este coeficiente tiene las siguientes dos propiedades:
1) Es una cantidad no negativa.

2) Sus limites son 0 < R? < 1. Entre més se acerque a 1 (entre més cercano sea la SCE a la
SCT) mejor serd el ajuste ya que la variacion total de Y es en mayor medida atribuible
a la regresién que al error.

Por otro lado, el coeficiente de correlacion es una medida del grado de asociacion lineal entre
dos variables cuantitativas. El coeficiente de correlacion muestral se calcula como:

n Z;L:1 XY — ZZ‘L:1 X Z?:1 Y;
\/[” Sy X7 = (0 Xo)A[n i, VP — (0, Ya)?

Entre sus propiedades méas importantes se encuentran:

R:

1) Cae dentro de los limites —1 < R < 1. El signo lo determina el numerador el cual mide
la covariacién entre las dos variables.



2) Es simétrico, es decir, el coeficiente de correlacién entre X y Y es el mismo que entre
Yy X.

3) Es una medida de asociacién lineal o dependencia lineal, su uso en la descripcién de
relaciones no lineales no tiene significado.

4) Una correlacién igual a cero no necesariamente implica independencia.

Obsérvese que el coeficiente de correlacién al cuadrado corresponde al coeficiente de deter-
minacién.

1.4. Construccion de intervalos de confianza para los
parametros

En lugar de depender de un solo estimador puntual, se puede construir un intervalo alrede-
dor del estimador puntual, por ejemplo, dentro de dos o tres errores estandar a cada lado
del estimador puntual, tal que este intervalo incluya al verdadero valor del parametro con
una alta probabilidad probabilidad, por ejemplo, un 95 %. Esta es, a grandes rasgos, la idea
basica de la estimacion por intervalos.

Si tomamos por ejemplo al pardametro 5 el objetivo es encontrar dos nimeros positivos, &
y «, de modo que la probabilidad de que el intervalo aleatorio (62 — 0, BAQ + 0) contenga al
verdadero (5 sea 1 — «, donde a « se le conoce como nivel de significancia. Partiendo del
MCRLN los estimadores por MCO tienen las siguientes propiedades:

1) Son insesgados, es decir, el valor esperado del estimador es el pardmetro. Matematica-
mente: E(5y) = By E(51) = by

2) Tiene varianza minima dentro de la clase de todos los estimadores lineales insesgados.

3) Presentan consistencia; es decir, a medida que el tamano de la muestra aumenta inde-
finidamente, los estimadores convergen hacia sus verdaderos valores poblacionales.

4) Al ser funciones lineales de u;, 6} y B} estan normalmente distribuidas:
By~ N(ﬁlyUél)

32 ~ N(ﬁ270§2)

donde ‘7%1 y 0%2 corresponden respectivamente a Var(Bl) y Var(Bg). Estas varianzas
2
tienen las siguientes expresiones: 03 = 02% y 05, = WQ—XP’ recordando

que o2 es la varianza del error u;.

5) Como se mencioné en la seccién anterior el término (n — 2)(62/0?) estd distribuido
como una variable x? (ji-cuadrada), con (n — 2) grados de libertad.
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6) 31 y 32 se distribuyen de manera independiente respecto de &2.

Teorema?: Sea Z; una variable normal estdndar y Z, una variable x? con k grados de
libertad e independiente de Z;, entonces la variable definida como:

2R
N/

sigue la distribucion ¢ de Student con k grados de libertad. A continuacién se calculan los
intervalos de confianza de los parametros utilizando el teorema y las propiedades anteriores.

t

Para el intervalo de confianza de [ usamos Z; = &%ﬁﬁ? y Zy = (n — 2)?—3, ya que por la
2

propiedad 4, al ser 32 una variable normalmente distribuida entonces Z; se distribuye como
una variable normal estandar. Por la propiedad 5 la variable Z, tiene una distribucién ji-
cuadrada con n — 2 grados de libertad. Ademas utilizando la propiedad 6 se llega a que Z;
es independiente de Z,, por lo tanto, la variable ¢t queda expresada de la siguiente forma:

_ Z1\/E _ (32 — [32)
\/72 ‘fﬁ2 ’

t

S es el estimador de la desviacion estandar de 5. Utilizando los

percentiles de la distribucion ¢ podemos crear un intervalo como este:

en donde o, =

P(—ta/z § t S ta/g) =1- a, (16)

donde t,/5 es tal que P(t > t,/2) = /2. Al sustituir ¢ y reorganizar los términos el intervalo
de confianza queda de la siguiente forma:

P(By — tajaGsy < Pa < Bo+tads,) =1 —a, (L.7)

por lo tanto, el intervalo de confianza al (1 — «) % para 3, es:

(32 - ta/QOC\BQa 32 + tOl/QO/-\BQ)' (18)

La interpretacién de este intervalo de confianza es: dado el coeficiente de confianza de 95 %, en
95 de cada 100 casos, los intervalos como (1.8) contendran al verdadero valor de /3. Pero no
se puede afirmar que la probabilidad de que el intervalo especifico de la ecuacion contenga al
verdadero 35 sea de 95 %, porque este intervalo es ahora fijo y no aleatorio; por consiguiente,
B2 se encontrara o no dentro de él: la probabilidad de que el intervalo fijo especifico incluya
al verdadero valor de (35 es por consiguiente 1 6 0. De manera andloga se obtiene el intervalo
para (31, el cual es el siguiente:

(Bl _ta/2(fBlaBl +ta/2§ﬁ1)a (19)

2Puede verse en Gujarati, D. N. y Porter, D. C., 2010, Econometria, (Pilar Carril, trad.). México: Mc
Graw Hill, p. 144.




2
en donde 63, = 4/ % , es el estimador de la desviacién estdndar de og,. El intervalo

de confianza para o2 se obtiene usando los percentiles de la distribucién x? ya que la variable

X% = (n — 2)(6%/0?) tiene una distribucién x?, por tanto:

P(XZ/Q <x* < X%—a/2) =l-a

A A2
Pln-2-2—<o?<n-2)2—| =1—-a,
2 2
Xl—a/2 Xa/2

quedando el intervalo de confianza de o2 al (1 — a) % de la siguiente manera:

62 &2
(n—2)———,(n—2) )
< X%—a/2 Xi/z

Los intervalos de confianza se usan como un método para hacer pruebas de hipotesis aunque
no es el inico método. Una prueba de hipdtesis es un procedimiento basado en evidencia
de la muestra y la teoria de probabilidad para determinar si la hipdtesis es una afirmacion
razonable. En una prueba de hipdtesis suele probarse la hipétesis nula denotada por Hy frente
a una hipoétesis alternativa denotada con H;. Por ejemplo se pueden plantear las hipdtesis:

H() . 62 =0.5 vSs H1 . 62 7é 0.5. (110)

Se conoce como error tipo I aceptar Hy dado que sea falsa. El nivel de significancia o se
define como la probabilidad cometer un error tipo I. Para contrastar H, contra H; se usa una
regla de decision, bajo el enfoque del método del intervalo de confianza la regla es: construir
un intervalo de confianza para s a 100 x (1 — ) %, si 0.5 (es decir, el valor de 5y en Hy)
se encuentra dentro de este intervalo de confianza no se rechaza Hy, pero si esta fuera del
intervalo se rechaza H,.

Dentro de las pruebas de hipdtesis existe otro enfoque llamado prueba de significancia. Esta
consiste en que la decision de aceptar o rechazar Hj se toma con base en el valor del estadistico
de prueba obtenido con los datos disponibles. Por ejemplo, si se quiere probar la hipdtesis en
(1.10) se toma la ecuacién (1.6) y se transforma en la siguiente:

P(B; - tOc/Q(fBQ S /32 S 5; + ta/QfBQ) - 1 — Q, (].].].)

donde B3 es el valor de (5 segin Hy (0.5 en este ejemplo). Nétese que (1.11) es similar a
la ecuacién (1.7) con la diferencia que en medio de la desigualdad estd el estadistico B,
Con esto se obtiene un intervalo de confianza para la variable aleatoria 3, para un nivel de
significancia «. Esta prueba puede interpretarse de la siguiente manera: Si se toma como
cierta la hipotesis H, entonces la probabilidad de que la variable aleatoria 32 esté en el
intervalo (85 — ta/20s,, 35 + taj203,) €s de (1 — ) %. Si al calcular la variable By, esta se
encuentra dentro del intervalo, entonces no se rechaza Hy, de no estar dentro del intervalo se
rechaza tal hipotesis.

Sin embargo, no es necesario obtener un intervalo de confianza para 5. Para probar la misma



hipdtesis en (1.10) se calcula el valor de t = % sustituyendo el valor de 8, dado en la
hipétesis nula, si ¢ cae entre los percentiles (tambié; llamados valores criticos t) dados en (1.6)
entonces no se rechaza la hipdtesis nula, y por el contrario de no estar dentro de ellos indica
que hay elementos significativos para pensar que el valor hipotético de S no es compatible
con los datos de la muestra. Al usar la distribucion ¢ a dicha prueba se le llama la prueba
t. En el analisis de regresion es importante determinar si el valor de 3y pudiera ser igual a
cero ya que en ese caso la variable independiente no estaria afectando de ninguna manera a

la variable dependiente, y el analisis no tendria sentido.

1.5. Analisis de varianza

La comparacién simultdnea de varias medias poblacionales se denomina analisis de varianza
(ANOVA). En el caso de la regresion lineal se emplea para probar la hipdtesis de que todos
los coeficientes de regresién (a excepcién del intercepto) son iguales a cero, en cuyo caso,
como se menciond, el analisis no tendria sentido. Por tanto, el analisis de varianza en la
regresion lineal simple proporciona una forma alterna pero complementaria de probar la
hipotesis nula f5 = 0. Para realizar dicha prueba se emplea la distribucién F' que tiene las
siguientes caracteristicas:

= La distribucion F no puede ser negativa: El menor valor que F puede tomar es cero.

= Es una distribucién continua: Supone un ntmero infinito de valores entre el cero y el
infinito positivo.

= Es sesgada de manera positiva: La cola larga de la distribucion es hacia el lado derecho.
Cuando el numero de grados de libertad aumenta, tanto en el numerador como en el
denominador, la distribucién se aproxima a ser normal.

» Es asintética: Cuando los valores de X aumentan, la curva F se aproxima al eje X pero
nunca lo toca.

Teorema: Si Z; y Z, son variables ji-cuadrada independientemente distribuidas, con k; y ko
gl respectivamente, entonces la variable:

~ Zifk

Zy ks’

tiene una distribucién F' con ky y ko grados de libertad.Gujarati y Porter demuestran que

7, = Z(f/, ~Y)? (1a SCE) y Zy = 2(Y; — }A/;)Q (la SCR) son variables aleatorias con 1 y

(n — 2) gl respectivamente. Si se anade la hipdtesis nula de que S = 0, entonces, la variable
F en (1.12) ahora sustituida como

(1.12)

SCE/1

F=serim—2)

tiene asociada una distribucién F con 1 gl en el numerador y (n — 2) gl en el denominador.
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La idea intuitiva del andlisis de varianza es obtener dos expresiones distintas de varianzas
asociadas al modelo de regresion para después obtener la razén de dichas estimaciones y si
esta razon es aproximadamente 1, entonces las dos estimaciones son iguales y se concluye
que las medias poblacionales son iguales. En este caso el denominador como se vio en la
seccién 1.1 es el estimador insesgado para o?. Mientras que el numerador (la SCE) puede
demostrarse® que tiene un valor esperado de

o’ + 33> (Xi — X)?
i=1

Bajo la hipétesis de que 5 = 0 el valor esperado de la SCE es también o2. Por tanto, en caso
de que la hipdtesis nula sea cierta tendriamos dos estimadores insesgados diferentes para el
mismo pardmetro o2 y la razén F deberfa ser cercana a 1, pero si la hipétesis nula es recha-
zada, entonces el cociente es mayor que 1. Es por ello que la region de rechazo de la hipotesis
nula esta en la cola derecha de la distribucién.

La distribucion F sirve como un arbitro para indicar en qué instancia la razon de las varianzas
muestrales es mucho mayor que 1, el procedimiento es buscar el percentil de F{; ,,_9) (con un
gl en el numerador y n — 2 gl en el denominador) con el nivel de significancia « elegido tal
que:

P(F > F(l,n—?)) = Q.

La regla de decision es rechazar Hy si I rebasa el cuantil asociado a la prueba F(; ,_s), ya
que en este valor critico la probabilidad de rechazar Hy dado que sea cierta es el 100a % y si
F' es mayor entonces la probabilidad de cometer dicho error serd aiin menor.

Otra herramienta para decidir aceptar o rechazar una hipotesis nula, tanto para la prueba
t como para la prueba F, es el valor p (o p value) del estadistico de prueba. Este se define
como la probabilidad exacta de cometer un error tipo I dado un valor del estadistico. Por
ejemplo, para un andlisis de regresiéon con 13 observaciones y un valor ¢ = 10.3428 se obtiene
un wvalor p = 0.00009. Es decir que la probabilidad de rechazar Hy : 2 = 0 dado que es
verdadera, para el valor ¢ = 10.3428 de una variable aleatoria con distribucion ¢ con 11 gl es
0.00009. En la practica suele fijarse el nivel de significancia a y rechazar la hipétesis nula si
el valor p es menor que «, la ventaja de obtener el valor p es se tiene mas libertad de elegir
a asumiendo mayor o menor riesgo de equivocacién. En este ejemplo se rechaza Hj si se fija
aen 0.05, pero si se es muy adverso al riesgo también puede rechazarse H eligiendo a = 0.001.

En el cuadro 1.1 se muestra la tabla ANOVA la cual resume la informacion del andlisis de
varianza. En esta se muestran las fuentes de variacién: debida a la regresion, debida al residuo
y la variaciéon total. En la columna gl los grados de libertad correspondientes. En la columna
SC las sumas de cuadrados asociadas a cada fuente de variacién, como se vio en la Seccién
1.2 la SCFE se asocia con la variacion explicada por la regresién, la SCR se asocia con la
variacién que explica el residuo y la SCT' se asocia con la variaciéon total de la variable. En la
columna SCM la suma de cuadrados promedio de cada una de las fuentes de variacion, que

3Véase K. A. Brownlee, Statistical Theory and Methodology in Science and Engineering, John Wiley &
Sons, Nueva York, 1960, pp. 278-280.
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Fuente de variacion | gl SC  SCM F

Regresion 1 SCFE SCTE
SCE/1
SCR/(n—2)

Residuo o error n—2 SCR (i(i%

Total n—1 SCT

Cuadro 1.1: Tabla ANOVA

corresponde a la suma de cuadrados de la fuente entre los grados de libertad correspondientes.
Por 1ltimo el estadistico F' que corresponde ser la division de la suma de cuadrados medios
de la regresion entre la suma de cuadrados medios del residuo.

1.6. Deteccion de autocorrelacion

Uno los supuestos del MCRL es la no autocorrelacién de las perturbaciones. Su deteccién
es importante pues en presencia de autocorrelacién los estimadores de MCO, a pesar de
ser lineales, insesgados y tener distribucién asintéticamente normal (es decir, en muestras
grandes), dejan de tener varianza minima entre todos los estimadores lineales insesgados. En
resumen, no son eficientes en relacién con los demas estimadores lineales e insesgados. Dicho
de otro modo, es posible que no sean los Mejores Estimadores Lineales Insesgados (MELI).
Como resultado, las pruebas usuales t y F' pueden no ser validas.

Prueba d de Durbin-Watson

Una de las pruebas mas conocidas para detectar correlacién serial es la prueba Durbin-
Watson. La hipétesis nula es siempre la no autocorrelacién?, es decir Hy : p = 0, donde a p
se conoce como coeficiente de autocorrelaciéon, y se usa el estadistico d definido como:

_ ool — iy—1)?

~9
>oie U

d

en el que puede verse que el numerador del estadistico el nimero de observaciones es n — 1
porque se pierde una observacion al obtener las diferencias consecutivas. Gujarati y Porter
(2010) explican que la construccién del estadistico d se basa en los siguientes supuestos:

1) El modelo de regresién incluye el término del intercepto. Si dicho término no esté
presente (a lo que se le conoce como regresién a través del origen) es esencial efectuar
de nuevo la regresion con dicho término para obtener la SCR.

2) Las variables explicativas, X, son no estocdasticas, es decir, son fijas en muestreo repetido.

4 Anderson, Sweeney, Williams, Camm, y Cochran, Statistics for Business €& Economics, Boston, Cenagage
Learning, 2015, pp.793-796
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3) Las perturbaciones u; se generan mediante el esquema autorregresivo de primer orden
o modelo AR(1):

Uy = puy_1 + &4, (1.13)

donde €, es término de error de ruido blanco, el cual satisface: E(e;) = 0, Var(e;) = o2,
y Cov(ey, e145) = 0 para s # 0. Por tanto, no se puede utilizar para detectar esquemas
autorregresivos de orden superior.

4) Se supone que el término de error u; estd normalmente distribuido.

5) No hay observaciones faltantes en los datos.

A diferencia de las pruebas t o F', en esta prueba no hay un valor critico inico que lleve al
rechazo o a la aceptaciéon de la hipdtesis nula de que no hay correlacion serial de primer orden
en las perturbaciones u;. Sin embargo, existen unos limites superior dy; e inferior dy, tales que
si el estadistico d cae por fuera de estos valores criticos, puede tomarse una decision respecto
de la presencia de correlacion serial positiva o negativa. Por el contrario si el estadistico cae
dentro del intervalo la prueba no es concluyente y no puede tomarse una decision. Estos
limites dependen del ntimero de observaciones n, del nivel de confianza « y del niimero de
variables explicativas, mas no de los valores que adquieren estas variables explicativas.

Debido a que las sumas >} 5@ v >_; 5 U;—q difieren solo en un término puede expresarse d
como la siguiente aproximacién:

S, Wi

d~2(1 — ,
Z?:ﬂ?

y si se define
Dt Uyl
Y
como el coeficiente de autocorrelacién muestral, entonces la aproximacién para d puede ex-
presarse como:

p=

d=~2(1-p).

Ya que p tiene como limites —1 < p < 1, el estadistico d toma los valores 0 < d < 4. En donde
0 implica una autocorrelacion positiva perfecta, 4 una autocorrelacién negativa perfecta y 2
no hay autocorrelacién. Las reglas de decisién se muestran en el cuadro 1.2°.

Como se observa, la prueba no solo indica si existe o no correlacion serial entre las pertur-
baciones, sino también en caso de haber autocorrelacion, si esta es positiva o negativa. La
autocorrelacion positiva se presenta cuando a una perturbacion positiva sigue una perturba-
cion también positiva, o a una negativa sigue una negativa. Las series de tiempo econémicas
por lo general muestra autocorrelacién positiva, pues en ellas los datos se desplazan hacia
arriba o hacia abajo en extensos periodos. La autocorrelacién negativa se presenta cuando a
una perturbacién positiva sigue una perturbacién negativa, es decir exhiben un movimiento
ascendente y descendente constante.

5 Anderson, et al.,op. cit., pp.795-796
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Hipotesis alternativa Rango Decision
Hy:p>0 d<dp Hay autocorrelacion positiva
dr, <d <dy La prueba no es concluyente
dy < d No hay evidencia de autocorrelacion positiva
Hy:p<0 d>4—dg Hay autocorrelacion negativa
4 —dy <d<4—d; | La prueba no es concluyente
d<4—dy No hay evidencia de autocorrelaciéon negativa
Hy:p#0 d<dj Hay autocorrelacion positiva
d>4—dg Hay autocorrelacion negativa
dr <d <dy La prueba no es concluyente
4 —dy <d<4-—d; | La prueba no es concluyente
dy <d <4 —dy No hay evidencia de autocorrelacion

Cuadro 1.2: Reglas de decisiéon de la prueba d

En algunas ocasiones los residuales no estan correlacionados con un retraso de orden uno
como en (1.13), sino que pueden estar correlacionados a ordenes mayores, por lo que pueden
usarse otras pruebas.

La prueba Breusch-Godfrey

Una prueba mas general de autocorrelacion es la prueba de Breusch-Godfrey en el sentido
de que permite como variables explicativas los valores rezagados de la variable dependiente®
y considera esquemas autorregresivos de orden mayor. De hecho, en el contexto de series de
tiempo su uso es preferible al de la prueba Durbin-Watson. La prueba parte de un modelo
de regresion simple:

Yt :61+52Xt+ut, (114)

en el que el término w; tiene un comportamiento autorregresivo de orden p (AR(p)), esto es:

Up = PrUs—1 + Pallg—2 + -+ - + PplUs—p + &4

en donde la variable ¢; se distribuye normal y no estd autocorrelacionada, y la hipotesis nula
de la prueba es:

H0:p1:p2:---:pp:0,
es decir que no existe correlacion de ningin orden. Para obtener el estadistico de prueba
existen dos pasos previos, el primero es estimar por MCO el modelo en (1.14) y obtener los

6Gujarati y Porter no mencionan explicitamente como hacer dicha prueba pero sugieren los siguientes
articulos: L.G. Godfrey, “Testing Against General and Moving Average Error Models When the Regressor
include Lagged Dependent Variable”, Econometrica, Vol. 46, 1978, pp. 1293-1302 y T.S. Breusch, “Testing
for Autocorrelation in Dynamic Models”, Australian Economic Papers, vol. 17, 1978, pp. 334-355.
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residuos 1, el segundo es estimar una regresién auxiliar siguiendo este esquema:

Uy = aq + Xy + Prily—1 + Polip—o + - -+ + Pplly—p + &4

El estadistico de prueba es:

donde n es el niimero de observaciones, p el orden autorregresivo escogido y R? es el coefi-
ciente de determinacién de la regresién auxiliar en (1.15). Bajo la hipétesis nula tiene una
distribucién x? con p grados de libertad, de manera que fijando un error a = 0.05, si el
estadistico es mas grande que el percentil al 95% de confianza (o bien se obtiene un valor
p menor a 0.05) se rechaza la hipdtesis nula, con lo que al menos una autocorrelacién serd

distinta de cero.

1.7.

Este primer ejemplo pretende ilustrar los conceptos de regresién y verificacion de supuestos

Aplicacion

(n _p)R2 ~ Xf)?

(1.15)

vistos en el capitulo. En la siguiente tabla se muestran las ventas mensuales de un negocio
de Julio 2010 a Diciembre 2014.

Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec
2010 207.41 336.36 301.57 325.61 209.45 409.27
2011 331.66 293.64 314.65 284.23 310.00 317.13 371.82 33591 351.68 322.03 287.19 437.06
2012 355.62 322.89 305.56 325.37 350.08 327.10 362.95 361.14 361.54 360.99 363.74 469.71
2013 423.83 348.76 332.52 339.63 352.11 337.41 33854 359.51 326.63 366.91 357.81 496.83
2014 404.69 337.32 316.56 340.23 346.21 356.49 354.83 377.24 326.42 359.16 338.84 465.90
Cuadro 1.3: Ventas mensuales
o
o —
o
o
Ln —
<
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c <
Q
> o
LD —
o
o
o —
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[ [ [ [ [ [ [ [ [
Dec Jun Dec Jun Dec Jun Dec Jun Dec

Figura 1.1: Ventas mensuales

"Los datos estédn transformados a cierta escala, sin afectar la interpretacién de los resultados obtenidos.
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Por tanto si se toma al tiempo como la variable explicativa de forma que X; = Mes i, y las
ventas como variable dependiente de forma que Y; = Venta del mes i, con i = {1,...,54},
entonces se puede pensar en ajustar un modelo de regresion lineal simple con el objetivo de
explicar las ventas de cierto mes i en funcion del tiempo.

El valor esperado de las ventas de un mes i (Y;) dado el mes i (X;) es f(X;) = 51 + (X,
la llamada funcién de regresiéon poblacional (FRP). El término independiente [3; puede in-
terpretarse como la venta del mes cero (Junio 2010), mientras que (5 puede verse como el
incremento de la venta promedio por mes. La Figura 1.1 es la gréafica de dichas ventas con
respecto al tiempo. En ella se observa que la relacién entre estas dos variables no es exacta-
mente lineal, pero no se descarta el modelo ya que conforme transcurre el tiempo las ventas
aumentan, y parece haber una tendencia creciente en las mismas.

El Modelo Clésico de Regresién Lineal (MCRL) indica que las ventas del mes i se componen
de la FRP mas un componente estocastico denotado u;:

Y, =01+ X +uw,  i={1,..,54}. (1.16)

Debido a que se trabaja con una muestra de los datos, el MCRL se estima con la funcion de
regresiéon muestral FRM y un error muestral, con lo que el modelo a probar es el siguiente:

Y=+ 5o Xs+ 0, i={1,..,54}. (1.17)

Para la estimaciéon de parametros del andlisis de regresion lineal simple se utilizo el software
estadistico R. Una vez ingresado el modelo, el resumen de los resultados muestra la siguiente
salida:

> regresion<-lm(serie mes)
> summary(regresion)

Call:
Im(formula = serie ~ mes)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-52.10 -23.07 -15.46 12.16 131.37

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 320.5611 11.4017 28.115 < 2e-16 **x*
mes 1.0690 0.3607 2.964 0.00458 *x

Signif. codes: O '#xx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
Residual standard error: 41.31 on 52 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1445, Adjusted R-squared: 0.128
F-statistic: 8.783 on 1 and 52 DF, p-value: 0.004579
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El estimador para ; (la venta del mes cero) es 5} = 320.56, en este punto es adecuado pre-
guntarse: jes posible que el intercepto sea cero y en realidad no sea necesario este parametro
en el modelo? Para responder a la pregunta se recurre a la prueba t, fijando primero un nivel
de significancia del 5%. Bajo la hipétesis Hy : ;1 = 0, el valor ¢ es: t=28.115, el cual no se
encuentra en el intervalo (—tg.025,t0.025) que es (-2.006, 2.006), por lo que se rechaza dicha
hipdtesis. Por tanto el parametro 3; que representa la venta inicial tiene sentido en el modelo.

El estimador para (32 (la pendiente de crecimiento mensual) es By = 1.0690. Para este pard-
metro es ain mas importante saber si su valor puede ser cero, pues de serlo, el tiempo seria
un factor que no explica el comportamiento promedio de las ventas y el modelo no tendria
sentido. La probabilidad de rechazar Hy : 82 = 0 dado que es verdadera, para el valor ¢t =
2.964 de una variable aleatoria ¢t con 52 gl es 0.00458 o bien 0.458 %, dado que se fij6 un
error maximo del 5% se rechaza la hipdtesis nula. Por tanto el modelo tiene sentido pues el
tiempo “influye” sobre el comportamiento de las ventas.

Véase que se aplico la prueba t para ; mediante la comparacion con el valor critico ¢ y para
B2 mediante el valor p, pero pueden usarse indistintamente y obtener el mismo resultado en
la inferencia. Por otro lado, como se vio en la seccion 1.3, se puede hacer inferencia sobre los
pardmetros a través de sus intervalos de confianza descritos en las ecuaciones (1.8) y (1.9)
los cuales son los siguientes, a un 95 % de confianza:

> confint(regresion, level=.95)

2.5 % 97.5 %
(Intercept) 297.6818392 343.440327
mes 0.3451773  1.792791

Como en ninguno de estos intervalos esta el cero, se comprueba el hecho de que se rechazan
las hipdtesis nulas g1 =0y By = 0.

El estimador para la desviacién residual es ¢ = 41.31. Respecto a la bondad de ajuste el
resumen de R muestra que R? = 0.1445 , es decir que el 14.45 % de la variacién de las ventas
es explicada por el modelo, en otras palabras el avance del tiempo explica aproximadamente el
14 % de la variacién de las ventas, el otro 86 % de variacién restante lo explica el componente
aleatorio. Este porcentaje no representa un buen ajuste y es atribuible al hecho de que
los residuales 7; estan disenados para captar la variacién de efectos que son aleatorios de
variables que no conocemos como gasto en publicidad, compras o nimero de clientes diarios.
Sin embargo, en los datos existen elementos claramente no aleatorios, véase que las ventas
siguen un patron anual, este efecto llamado estacionalidad sera de vital importancia en el
estudio de estos datos a lo largo de este trabajo. También debe considerarse eliminar de la
serie la inflacion y el efecto calendario, puntos a tratar en el siguiente capitulo.

Sobre el analisis de varianza el resumen muestra el estadistico F y el valor p del modelo,
utilizando este tltimo la interpretacion es la siguiente: al fijar un error del 5%, si se rechaza
la hipétesis nula Hy : 8 = 0 la probabilidad de equivocarse es de 0.46 %, como es menor al
error permitido puede rechazarse tal hipotesis. Como se menciono en el caso de la regresion
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Figura 1.2: Grafica de residuos contra residuos retrasados 1 y 12 periodos

lineal simple, el analisis de varianza probdé la misma hipétesis que la prueba t para el para-
metro (5 reafirmando la decision.

Df  Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
mes 1 14989.72 14989.72 8.78  0.0046
Residuals 52 88747.87  1706.69

Cuadro 1.4: Tabla ANOVA del modelo

En la tabla ANOVA del modelo (Cuadro 1.4) puede verse que la suma de los cuadrados de
los residuos es mayor que la suma de los cuadrados de la regresion, algo que ya se habia visto
en el calculo de R?. Pero al tomar en cuenta los grados de libertad, la variable explicativa
“mes” tiene mayor suma de cuadrados media que los residuos, estos valores son estimaciones
para o2 + 833" (X; — X)? y o2 respectivamente. De hecho es 8.78 veces mayor, cantidad
que representa el estadistico I'. Para una variable con distribuciéon F de 1y 52 gl, el 95% de
las observaciones se encuentran por debajo del valor critico 4.03, pero el estadistico F' = 8.78
indica que es improbable (con un nivel de significancia del 5 %) que la muestra provenga de
una distribucién F', y por tanto se rechaza la hipdtesis nula Sy = 0.

La validez de las pruebas de hipdtesis mencionadas depende de la validacién de supuestos
entre ellos la no autocorrelacion entre los residuales. La figura 1.2 muestra la relacién de los
residuales retrasados 1 y 12 lugares, en la primera podria existir autocorrelacion aunque el
efecto es mucho mas evidente entre los residuales desplazados 12 lugares. Para confirmar se
aplican las pruebas d y Breusch-Godfrey con las funciones dwtest y bgtest del software R,
en la libreria 1lmtest.

> library(lmtest)
> dwtest(regresion,alternative="two.sided")

Durbin-Watson test
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data: regresion
DW = 1.6035, p-value = 0.1042
alternative hypothesis: true autocorrelation is not O

Consultando en tablas de del estadistico para n = 14, una variable explicativa y a = 0.05 los
limites son d;, = 1.528 y dyy = 1.601. Para probar la hipétesis de que no hay autocorrelacion
de los residuos, debe ocurrir dy < d < 4 — dy, lo cual ocurre pues 1.601< 1.6035<2.399, por
apenas muy poco la prueba concluye que no hay autocorrelacién. Como se dijo anteriormente
la prueba Durbin Watson puede identificar autocorrelacién cuando se presenta como en 1.13, y
bajo el supuesto de que éstos se distribuyen de manera normal. Aunque en este caso la prueba
concluyé que no existe autocorrelacion, en el grafico Q-Q plot de los residuales estandarizados
(figura 1.3), se observa que los puntos del gréfico no se acercan a la linea de identidad, en
particular en el centro y pare derecha de la escala. Esto lleva a pensar que los residuales no
son normales, y por tanto, la prueba Durbin Watson podria no reflejar resultados vélidos.
Mas detalles sobre esta y otras pruebas de normalidad pueden consultarse en la seccién (3.7).

Sample Quantiles
1
|

Figura 1.3: Grafico Q-Q plot de los residuales estandarizados

> bgtest(regresion,order=12,type="Chisq")
Breusch-Godfrey test for serial correlation of order up to 12

data: regresion
LM test = 32.153, df = 12, p-value = 0.00131

Al aplicar la prueba Breusch-Godfrey de orden p = 12 y a = 0.05, los resultados indican que
el estadistico 1.6 es muy grande para provenir de una distribucién ji-cuadrada con 12 grados
de libertad, por lo que en efecto alguna autocorrelacién p; con i = {1...,12} es distinta de
cero. De hecho es muy probable que sea la de orden 12, pues la misma prueba para érdenes
menores no mostrd autocorrelacion.
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Debido a que existe algin tipo de autocorrelacién temporal, las pruebas ¢ y F' no proporcio-
nan conclusiones validas. La idea de que el incremento en las ventas por trimestre se explica
por el paso del tiempo no es realista. El tiempo en realidad no explica por si mismo de manera
directa las variaciones de cualquier variable que se recoja a través del tiempo, mas bien dichas
variaciones son producto de otras variables como el gasto en el resurtido de mercancia, even-
tos especificos que ocurren en el ano, por ejemplo las vacaciones, fiestas decembrinas, inicio
o fin de ciclo escolar, etc.; el tiempo puede usarse para establecer patrones de regularidad en
el comportamiento de cierta variable.

Basta con ver la figura 1.1 para notar que el modelo no podria predecir confiablemente los
datos. Por supuesto este ejemplo fue tomado a propdsito a manera de introduccion de los
datos y conceptos que se estaran manejando, muchos de los cuales se retomaran en capitulos
posteriores, especialmente en el capitulo 4.

Los siguientes capitulos abordan de mejor manera el tratamiento de datos de tipo series de
tiempo, en el siguiente capitulo incluso se observa como el analisis de regresién puede usarse
cémo un método de apoyo para poder captar la tendencia en el analisis clasico de series de
tiempo.
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Capitulo 2

Analisis clasico de series temporales

2.1. Conceptos basicos del analisis clasico de series tem-
porales

2.1.1. Definicién de series de tiempo

Una serie de tiempo se puede definir como “una sucesion de observaciones correspondientes
a una variable en distintos momentos de tiempo. En general, las diferentes observaciones
se obtienen a intervalos regulares y de duracion constante. Asi las series pueden tener pe-
riodicidad anual, semestral, mensual, trimestral, etc., segin los periodos de tiempo en que
vengan recogidos los datos que la componen™. Ejemplos de series de tiempo son las ventas
trimestrales de una empresa, el nimero de clientes por hora que llegan a un negocio, el precio
diario del dolar o la produccién anual de maiz a nivel nacional.

En general conviene que los intervalos de tiempo entre observaciones consecutivas sean de la
misma longitud para evitar los llamados problemas de calendario que suceden, por ejemplo,
por el hecho de que no todos los meses tienen el mismo nimero de dias y también porque
algunas festividades no caen todos los anos en las mismas fechas, este y otros temas relacio-
nados al tratamiento de los datos se trataran més adelante en esta misma seccion.

El estudio de las series temporales es una de las técnicas mas habituales cuando el objetivo
es la prediccion de valores futuros de la variable, aunque también puede utilizarse con el
unico proposito de describir la historia de una determinada variable. Es necesario el anélisis
de los datos para obtener conclusiones més fiables ya que de ello dependen decisiones, pues
si los datos se tratan directamente pueden tener una interpretacion erronea, induciendo a
conclusiones y decisiones equivocadas.

Morilla (2000) explica que existen anédlisis que tienen distintas metodologias, cada una trabaja
bajo cierto conjunto de hipdtesis, lo que da lugar a los siguientes enfoques:

"Morilla, Andlisis de Series Temporales, Madrid, La Muralla, 2000, p. 12.
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Enfoque determinista: el enfoque determinista supone que la variable presenta un patron
fijo, por lo que las irregularidades de la serie son vistas como una desviacion respecto
a una pauta de comportamiento sistematico.

Enfoque estocastico: en el enfoque estocéstico se percibe la generacion de la serie a través
de la teoria de los procesos estocasticos. La metodologia Box-Jenkins es la de mas
difusién en este enfoque.

Bajo este contexto, este capitulo habla del andlisis cldsico de series temporales, el cual tiene
un enfoque determinista pues considera a la serie integrada por cuatro componentes: tenden-
cia, ciclo, estacionalidad y componente irregular, de las que se hablard con mas detalles en
la siguiente seccion.

En esta metodologia se asume que las observaciones de la serie estas autocorrelacionados.
Por ejemplo, si la ocupacién hotelera ha crecido de un ano a otro es posible esperar que el si-
guiente ano también crezca, o bien si las ventas del mes de diciembre han sido histéricamente
las mas altas, por qué no esperar que en diciembre del ano actual se siga comportando igual.
No tomar en cuenta la autocorrelacion puede llevar a conclusiones erréneas, su tratamiento
es parte del proceso de modelacion.

También Morilla (2000) comenta que el andlisis de series temporales abarca las siguientes
etapas:

1. Tratamiento de los datos. Esta es la parte previa a la utilizacién de cualquier técnica,
en ésta se considera la naturaleza cronoldgica de los datos. Entre los aspectos que se
consideran estan:

a) Los cambios en el valor del dinero, pues repercuten en aquellas series expresadas
en términos monetarios ya que el valor del dinero varia a causa de la inflacion. Para
poder trabajar con los datos es necesario expresarlos de manera en que todos ellos
sean comparables a través del tiempo con un periodo base, a este proceso se les
denomina deflactacion. Basicamente consiste en eliminar el efecto de la inflacién
dividiendo cada elemento entre su correspondiente indice de precios, usualmente
el indice de precios al consumidor.

No se considera con ello que la inflacién sea constante pues el indice de precios se
obtiene de manera mensual, por lo que es una serie de tiempo como también lo es
la inflacion.

b) Los efectos de calendario, los cuales se refieren al problema que surge por el hecho
de que no todos los meses tienen el mismo numero de dias, o que no todos los dias
festivos coincidan el mismo dia todos los anos. En una serie de ventas mensual,
las ventas en los meses con 31 dias podrian verse mas altas que aquellos con 30
dias, por el simple hecho de tener un dia més de venta. Lo que suele hacerse en la
practica es multiplicar por un factor de ajuste para que todos los meses parezcan
tener el mismo nimero de dias (30 en general). Asi, por ejemplo, de los 31 dias de
Enero se toman solo treinta para el analisis, lo que se consigue multiplicando las
ventas de Enero por el factor (30/31).
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¢) Un punto que adicional en el pre-procesamiento de datos es el de los valores ati-
picos (outliers) y los valores faltantes (missing values). Sobre este tema Morilla
(2000) comenta que “conviene eliminar o no tomar en cuenta esos picos u ob-
servaciones anormales, con el fin de que factores esporadicos no distorsionen los
resultados del analisis”. Pero se tiene el inconveniente de que la mayoria de los
métodos no pueden aplicarse sobre datos incompletos, asi que las opciones son
trabajar con menor cantidad de informacién o bien reemplazar estos valores, un
proceso llamado imputacion. El tema es muy extenso, y aunque no es el tema
principal de esta tesis se recomienda el trabajo de Steffen Moritz, Alexis Sarda,
Thomas Bartz-Beielstein, Martin Zaefferer, Jorg Stork (2015) “Comparison of di-
ferent Methods for Univariete Time Series Imputation in R quienes hablan sobre
la forma en que se generan los valores perdidos, y comparan distintos métodos de
imputacion. En el caso de valores atipicos trabajos como el de Kraiser y Maravall
(1999)3 presentan los tipos de valores atipicos asf como su deteccién y correccién
bajo el metodologia de Box-Jenkins. Existen de hecho funciones y librerias enteras
en R dedicadas a la detecciéon y correccién de estos valores, por ejemplo tsoutlier
, libreria cuyo autor es Javier Lépez-de-Lacalle asi como varias funciones en la li-
breria Forecast por Rob J. Hyndman®.

2. Representacion grafica. Ver graficamente el comportamiento de la serie facilita la toma
de decisiones acerca de los métodos mas adecuados a aplicar en ella.

3. Modelizacion. En esta etapa la finalidad es buscar el modelo que mejor se ajuste a los
datos de la serie, es decir que explique mejor la realidad que se desea analizar.

4. Validacion del modelo. Para este punto se debe conocer si el modelo que representa la
serie tiene validez para describir su historia y/o hacer predicciones.

5. Prediccién. El objetivo principal del analisis de series es la prediccién, que consiste en
determinar el valor futuro que tomara la variable aplicando un modelo determinado.

2.1.2. Componentes de una serie temporal

Partiendo del analisis clasico de series de tiempo, una serie se concibe integrada por movi-
mientos a corto, medio y largo plazo, de alguna forma superpuestos. Por tanto, cada uno
de estos movimientos es tratado como una componente de la serie, su estudio consiste en
determinar los patrones de regularidad en cada uno de ellos, con la finalidad de reproducir
el comportamiento de la serie. Morilla (1999) explica las componentes de la siguiente forma:

2Puede consultarse en: https://arxiv.org/ftp/arxiv/papers/1510/1510.03924.pdf.

3Puede consultarse en: http://www.bde.es/f/webbde/SES/
Secciones/Publicaciones/PublicacionesSeriadas/DocumentosTrabajo/99/Fic/dt9915e.pdf.

4Mayores detalles sobre estas librerias pueden consultarse en:
https://cran.r-project.org/web /packages/tsoutliers /tsoutliers.pdf y
https://cran.r-project.org/web /packages/forecast/forecast.pdf respectivamente.
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Tendencia:

Se considera tendencia al movimiento suave y regular de la serie a largo plazo. Esta
es de gran interés ya que refleja la direccién del movimiento de una determinada va-
riable. Puede detectarse si a largo plazo la serie adopta una marcha persistente en su
crecimiento, decrecimiento o estabilidad. No se restringe a ser de comportamiento li-
neal estable, Hyndman y Athanasopoulos (2012) explican que “No tiene que ser lineal.
A veces nos referimos a una tendencia de “direccién cambiante” cuando esta podria ir
de una tendencia creciente a una tendencia decreciente.”. Para observarla es necesario
disponer de un horizonte temporal amplio.

Estacionalidad:

Morilla (2000) define la estacionalidad como los movimientos regulares de la serie que
tienen una periodicidad menor al ano. Probablemente esta definicion considera series
de tiempo econdmicas, aunque de una manera mas general Hyndman y Athanasopoulos
(2012) mencionan que “La estacionalidad es siempre de un periodo fijo y conocido™, sin
restringirla a un periodo anual. Hay muchos casos de series donde se observa claramente
esta componente y la mayor parte de las veces obedece a factores institucionales o
climatolégicos. Por ejemplo, la serie de tiempo de las ventas mensuales de abrigos se ve
afectada por el factor climatoldgico pues sus ventas més altas se presentan en invierno®.
Por otra parte la estacionalidad puede considerarse estable periodo a periodo o por el

contrario presentarse afectada por una cierta tendencia.
Ciclo:

Un ciclo se distingue por una serie de movimientos ascendentes y descendentes sepa-
rados por puntos de inflexiéon que en la terminologia econdmica corresponden a las
denominadas fases de recuperacion, prosperidad, recesiéon y depresion. Una vez mas
Hyndman y Athanasopoulos (2012) proporcionan una visién ligeramente distinta que
da mas claridad a los conceptos, pues indican: “Un patrén ciclico existe cuando los datos
exhiben subidas y bajadas que no son de un periodo fijo”. Ademé&s también lo diferen-
cian de la estacionalidad segun lo siguiente: “si las fluctuaciones no son de un periodo
fijo entonces son ciclicas, si el periodo no cambia y estan asociadas con un aspecto del
calendario, entonces el patrén es estacional. En general, la duracién promedio del ciclo
es mas larga que la duracion del patron estacional, y la magnitud de los ciclos tiende a

ser més variable que la magnitud de los patrones estacionales™.

Componente irregular:

Se caracteriza porque no corresponde un comportamiento sistematico o regular y en

STraduccién mia. Hyndman, R.J. & Athanasopoulos G. (2012), Forecasting: principles and practice. Re-
cuperado de: https://www.otexts.org/fpp/6/1

6Como aclaracién, cuando en este trabajo se mencionen las “estaciones” de la serie no se refiere a las cuatro
estaciones climatoldgicas, sino a los periodos de tiempo en que esta dividido el ano para su estudio ya sean
semanas, quincenas, meses, trimestres, etc.

"Traducciéon mfa. Hyndman, R.J. & Athanasopoulos G. (2012), Forecasting: principles and practice. Re-
cuperado de: https://www.otexts.org/fpp/6/1
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consecuencia no seria posible su prediccion. En el enfoque clasico se atribuye esta irre-
gularidad al azar; sin embargo, en los analisis habituales de las series de tiempo, algunas
veces es posible encontrar la causa que provoca esta irregularidad. Por ejemplo, puede
ocurrir que las ventas de un negocio se hayan caido en cierto mes debido a una huelga,
o bien desastres naturales, guerras, etc. Esto lleva de nuevo al tema de valores perdidos
y valores atipicos mencionado anteriormente.

En una serie no tienen por qué estar presente todas las componentes, pero la componente
irregular debera ser incluida siempre, ya que estamos trabajando con series que no son
deterministas y por tanto estaran afectadas por una perturbacion al menos de caracter
aleatorio.

Antes de poder llevar a cabo el andlisis de las componentes, se deben tomar en cuenta las
siguientes hipotesis:

1)

2)

La componente ciclo, de existir, estd asociada con la tendencia formando una sola
componente, llamada ciclo-tendencia.

Debemos asumir una cierta estabilidad en la estructura del fenémeno estudiado, de tal
forma que si la serie presenta cambios bruscos de tendencia, seria mas adecuado dividir
el periodo de observaciéon y estudiar cada parte por separado. Por otro lado, un cambio
de tendencia en los datos puede deberse a alguna causa especifica, y se requiera la
informacion de en qué medida afectd a la serie. Por ejemplo, la entrada en vigor de una
nueva legislacién puede afectar el precio de las acciones de alguna empresa en particular,
compra de publicidad se supondria elevaria las ventas a partir de la emision del anuncio,
o bien la implementacion medidas para reducir contaminacién. Este analisis es llamado
intervention analysis en inglés, y aunque en este trabajo no se entrard en detalles sobre
este tema, puede consultarse mayor informacién en el capitulo 10 del libro Time series
analysis, univariate and multivariate methods por William W.S. Wei.

Hay que tener en cuenta el periodo de observacién, pues puede suceder que, de forma
incorrecta, se efectiie una prediccién decreciente de la tendencia, basandose en que las
observaciones finales formaban la parte decreciente de un ciclo de actividad.

Asumiremos que dentro del ano, la influencia de la estacionalidad sobre el nivel medio
de la serie es nulo, es decir, a lo largo de un ano los efectos positivos se supone que se
compensan con los negativos resultando nulo el efecto neto (razén por la cual las series
con periodicidad anual no presentan efectos de la estacionalidad).
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2.2. Modelos aditivo y multiplicativo y criterios para
detectarlos

El anélisis clasico se identifica como Y; al valor de la variable en el tiempo ¢. La idea principal

es que Y; es de la forma:
Y;f = f(TCt7 Et> It)7

donde

TC} : es la componente de ciclo-tendencia en el tiempo ¢,
E}: es la componente estacional en el tiempo ¢,

I;: es la componente irregular en el tiempo t.

Es decir que la variable esté en funcién de estas cuatro componentes (aunque ciclo y tenden-
cia son tratadas como una sola). La mayorfa de las series pueden trabajarse con alguno de
los siguientes esquemas:

Esquema multiplicativo
}/;5 - TCt X Et X It

Este esquema puede describirse de la siguiente forma “El modelo multiplicativo asume que las
cuatro componentes se deben a causas diferentes pero no son necesariamente independientes
y pueden afectarse entre si. Describe la tendencia como un valor absoluto mientras que los
otros componentes |[...] son expresados como tasas o porcentajes.”.

Esquema aditivo
Y, =TCi+ By + I,

También Jain y Jhunjhunwala explican sobre este modelo: “El modelo aditivo asume que los
cuatro componentes de de la serie de tiempo son independientes uno de otro y describe a

todos los componentes como valores absolutos™.

Los criterios para detectar si las componentes se asocian de manera aditiva o multiplica-
tiva segun Morilla son los siguientes:

= Representacion grafica de la serie

Si el grafico de la serie tiene sus oscilaciones mas o menos de la misma amplitud en torno
a la tendencia seria un indicador de aditividad en las componentes, es decir, estariamos
admitiendo una hipdtesis de independencia entre la tendencia y las demés fluctuacio-
nes. Por el contrario, cuando las variables muestran oscilaciones no constantes si no
cada vez mayores o bien cada vez menores a través del tiempo, entonces el esquema
multiplicativo dard mejores resultados. La figura 2.1 explica graficamente lo descrito.

= Analisis del grafico desviacion tipica media

8Jain & Jhunjhunwala, 2007, Business Statistics, New Delhi, Tata McGraw-Hill, p. 8.5
9Jain & Jhunjhunwala, op. cit., p. 8.5
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Esquema aditivo Esquema multiplicativo

Figura 2.1: Esquema de los modelos aditivo y multiplicativo.

Este método consiste en obtener y representar graficamente mediante un diagrama
cartesiano, la media y la desviacion estandar de la variable dentro de cada ano, y con
base en ello analizar la nube de puntos resultante.

Si el aspecto de la nube de puntos corresponde con una linea més o menos creciente
elegirfamos una asociacion multiplicativa entre las componentes. Por el contrario si la
nube de puntos se distribuye de forma aleatoria, el esquema aditivo seria mas apropiado.

Método de las diferencias y cocientes estacionales

La diferencia estacional es la resta entre dos datos consecutivos, pero de la misma
estacion. Por ejemplo, una serie de estacionalidad anual se expresa como:

dji = Yji — Y1, (2.1)

donde Yj; es el valor de la serie en el ano j con j = {1, ...,e} donde e es el nimero de
anos, en la estacién i con i = {1, ..., k}, existiendo k estaciones en el ano. Por ejemplo,
si la serie es trimestral £ = 4 o si es mensual k£ = 12.

Mientras que el cociente estacional se obtiene por la divisién de dos datos consecutivos,
pero de la misma estacion, es decir:

Cii = Y/ Vi1 (2.2)
Al obtener las series de diferencias y cocientes estacionales, se perderan en cada una k

observaciones, correspondientes al primer ano.

Como siguiente paso se obtienen los coeficientes de variacion para las diferencias y
cocientes estacionales, estos son respectivamente:

Desviacion tipica (d)
CV(d) =
(4) media (d)
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_ Desviacién tipica (c)

CV(e) =

media (c)

Por 1ultimo se toma una decisién con la siguiente regla:

Si CV(d) es menor que CV(c) se elige el modelo aditivo.
Si CV(c) es menor que C'V (d) se elige el modelo multiplicativo.

En otras palabras, los coeficientes estacionales estan asociados con una relacién multi-
plicativa entre la tendencia y la estacionalidad, mientras que las diferencias estacionales
estan asociadas con una relacién aditiva entre la tendencia y la estacionalidad. Se elige
el modelo que presente menor variacion, para lo cual comparamos los coeficientes de
variacién, ya que es una medida que permite la comparacion de varianzas en grupos de
distinta escala.

Una vez adaptado el modelo de integracién de componentes que mejor se adapta a la serie,
el siguiente paso es la identificacién de cada una de ellas. En las siguientes secciones se habla
del analisis de componentes, que se refiere a encontrar el patron de regularidad de cada
componente. Especificamente, se tratan los analisis de estacionalidad y tendencia, pues la
componente irregular por definicién no tiene un patrén de regularidad, y la componente ciclo
se trata conjuntamente con la tendencia debido a que la duracién de un ciclo no es constante
a lo largo de la serie.

2.3. Analisis de estacionalidad

Antes de iniciar cabe aclarar que los métodos de analisis de estacionalidad y analisis de ten-
dencia de la siguiente seccién son parte del andlisis clasico que Morilla (2000) presenta en
Andlisis de series temporales.

El analisis de estacionalidad se puede realizar con dos propdsitos diferentes:

El primero es eliminar las fluctuaciones de caracter peridédico que se presentan en la serie a
lo largo del ano, con el objetivo de hacer comparables los datos correspondientes a estacio-
nes diferentes, a este proceso se le llama desestacionalizacién. Por ejemplo, si se compara la
variacién del indice de precios al consumidor, entre los meses de noviembre y diciembre, se
vera que ésta es muy alta, pues diciembre es un mes en el que los precios sufren un aumento
considerable como consecuencia de los mayores gastos que acompanan a la fiesta de Navidad.
Por tanto el mes de noviembre no seria comparable si no se elimina previamente la estacio-
nalidad presente en la serie.

El segundo proposito del anélisis de estacionalidad es la prediccion, es decir anticipar un valor
de la variable, por lo que se necesita tener conocimiento de esta componente.

Los diversos métodos que se utilizan para el analisis de la estacionalidad estiman esta com-
ponente a través de indices, expresando con ello las variaciones porcentuales de las diferentes
estaciones del ano respecto a la media anual.

Método de la razén a la media mévil
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Como se verd en la siguiente seccion, la media movil es un método de estimacién de ten-
dencia, usado en los casos en que la tendencia no tiene un patrén bien definido, es decir, no
es creciente ni decreciente durante todo el periodo de tiempo observado. En esta seccion es
necesario explicar el método, pues a partir de estas medias mdviles se obtienen los indices
con los que se estima la componente estacional de la serie.

Para un conjunto de datos {Y7,Y5,...,Yr} donde Y7 es el dltimo elemento de la serie, se
denomina media mévil de orden p a la serie de promedios de p observaciones. Los valores de
esta nueva serie se asignan al momento central, por tanto sea p = 2¢ + 1, la media mévil de
orden p del elemento ¢ se define como:

Por ejemplo, en un conjunto de diez datos, el primer elemento usando la media moévil p =5

., VYo 4+ Y+ Yi+Ys ,
corresponde a: Y3 = , Véase que se asigna al momento ¢t = 3, ya que

Y3 es el elemento central de los datos considerados. Es decir que este primer elemento esta
representando al elemento Y3. El siguiente elemento en la serie de medias méviles, que prome-
dia de Y5 a Yg, se asigna al momento ¢ = 4, y asi sucesivamente quedando todos los elementos
de la media mévil centrados en los siguientes momentos {3,4,5,6,7,8}. Finalmente se obtienen
seis elementos ya que este método conlleva a la pérdida de observaciones, particularmente
en este ejemplo se pierden cuatro observaciones de la serie original. Para que la media movil
quede totalmente centrada es necesario que el orden de la media sea un nimero impar.

Sin embargo, también es posible hacer series de promedios méviles de un orden p par'’. Un
ejemplo ayudara a ver que existe un problema y una sencilla solucién, si se hace una me-
dia mévil de orden p = 4, los elementos estardan centrados en los momentos {2.5, 3.5, 4.5,

,8.5}, pero haciendo nuevamente una media mévil de orden dos a la serie de promedios
moéviles obtenida, la serie estard centrada en los momentos {3,4, ... ,8}.

Morilla explica la intuitividad del la media mévil hablando primero de la media global pues
“la media global de una serie constituye una representacion de la misma siempre que su va-
riabilidad no sea grande”, luego explica que el simple hecho de que una serie tenga tendencia
y que ademas varie a lo largo del tiempo hace que una media global no sea adecuada para
describir la serie y concluye que por tanto se necesita “recurrir al concepto de media mévil con
el fin de que el promedio se vaya adaptando a las circunstancias cambiantes que se produzcan
en la historia cambiante de la serie™!.

En el contexto del analisis de estacionalidad explica “el orden de la media mas apropiado se
hara coincidir precisamente con la periodicidad con que vengan expresados los datos dentro
del afio”2, esto es, si la serie tiene periodicidad mensual se toma un promedio mévil de orden

OMorilla, op. cit., p. 60.
HUMorilla, op. cit., p. 59.
2Morilla, op. cit., p. 61.
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p = 12. Esto trae como consecuencia que las componentes estacional e irregular tienda a
anularse en promedio y se obtiene una serie més representativa de la componente tendencia.
Con el objetivo de estimar la componente estacional, el método de la razon a la media moévil,
que explica Morilla (2000) sigue los siguientes pasos:

1)

Estimar la tendencia ciclo a través de la obtencién de una media movil, cuyo orden p
permita la eliminacién de la componente estacional, este debe ser igual al niimero de
estaciones en el ano. En las series econdmicas es usual que los datos tengan una perio-
dicidad mensual, bimestral, o trimestral, en todas ellas el nimero de observaciones por
periodo es par: 12 meses, 6 bimestres, 4 trimestres en el ano. Luego como se comento
para quedar completamente centrada se hace una nueva media mévil de orden 2.

En este primer paso, ademas de quedar eliminada la estacionalidad también se habra
purgado parte de las irregularidades, puesto que toda media mévil proporciona una
serie mas suavizada.

Obtener las razones o porcentajes con respecto a las medias moéviles, es decir los co-
cientes de la serie original entre las medias moviles calculadas en el paso anterior.
Como resultado se obtiene una primera estimacién de la estacionalidad. El calculo de
las medias méviles, es una estimacion de la tendencia-ciclo T'C;;, con j = {1...e} y
i = {1...k}. Partiendo del modelo multiplicativo, en el que Y;; = TC;; x E;; x I;;
si se divide cada elemento de la serie original entre su correspondiente media movil se
obtiene el elemento estacional de la serie:

Y
TCjJ'

a estos cocientes se les nombra los Indices Brutos de Estacionalidad (IBE). Brutos en
el sentido de que ain conservan el componente irregular. En el caso de tratar con el
modelo aditivo la eliminaciéon del componente ciclo-tendencia se hace por sustraccion,
es decir:

Y}'J‘ — TC]‘J' = Ejﬂ' + Ij,i = IBE]J

Calcular la media de todos los IBE de una misma estacion. Este paso se hace bajo el
supuesto de que la estacionalidad es estable de un ano a otro, por lo que las variaciones
de los IBE de una misma estacion serian poco significativas, entonces seria valido re-
sumir los distintos indices de una misma estaciéon en uno solo, y el calculo de la media
consigue eliminar en su mayor parte las variaciones irregulares. Se consiguen con ello &
indices de estacionalidad (/F) con la siguiente ecuacion:

e—1
. IBE;,

B, ==t

—_ 1=1,..,k
e—1

Normalizacion de los indices de estacionalidad. Los indices no deben afectar, en prin-
cipio, el nivel de la serie, su suma debe ser igual a 100k, pero nada garantiza que se
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consiga ello con las operaciones realizadas hasta el momento. En este paso se obtiene
primero la media de todos los IF, a la que se denota por I E (sin subindices).

"L IE;
IE==="2 (2.4)
k
Luego, los indices de estacionalidad normalizados estan dados por:
IE;
IEN; = ) 2.5
TE (2.5)

Los TEN; son por tanto, los k valores finales que se usan como estimacién de las
influencias estacionales, correspondientes a las diferentes estaciones del ano, y que se
mantendran constantes a lo largo del tiempo (en el supuesto de estacionalidad estable).
Su interpretacion es el porcentaje de desviacién de cada observacién con respecto a la
tendencia.

Es posible que sintetizar las variaciones estacionales en £ indices no sea conveniente porque
la estacionalidad no sea estable, observandose algin tipo de tendencia en la misma para ello
podemos:

)

Se representa graficamente todos los IBE para cada estacién observando su compor-
tamiento a través de los anos. En esta inspeccion puede intuirse la funcién que mejor
ajuste a la nube de puntos. Es decir para cada estacion tendremos una funcion de la
forma:

IBE; = f(t) + & i=1,... k.
Por ejemplo, para el caso de una serie trimestral, si se nota que los puntos se acoplan
a una linea recta en cada estacién, obtendremos cuatro funciones:
IBE), = ay + by + &
IBEy =g+ by + ¢
IBEs = a3+ bs + &
IBEy = a4 + by + .

Se estima la funcién por minimos cuadrados ordinarios. En este proceso se elimina parte
de la irregularidad.

Dando valores a t obtendremos estimaciones de estacionalidad para cada trimestre y
ano, incluso estas funciones se pueden utilizar para predecir la estacionalidad en anos
futuros.
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La desestacionalizacién

Como se comento al principio de la seccion la estimacion del componente estacional se hace
con la finalidad de hacer diagnodsticos mas correctos de la realidad, ya que los movimientos
ciclicos y de tendencia se apreciaran mucho mejor si se observa la serie desestacionalizada.
Para que el proceso de desestacionalizacion pueda ser exitoso debe tomarse en cuenta que:
movimientos ciclicos y de tendencia se apreciardn mucho mejor si se observa la serie desesta-
cionalizada. Morilla (2000) menciona el proceso de desestacionalizacién debe tomar en cuenta
lo siguiente:

a) No se deben distorsionar los movimientos ciclicos bésicos.!

b) Las fluctuaciones irregulares deben comportarse de forma aleatoria cuando se considera
que la autocorrelacién tiene periodicidad alrededor de 12 (si la serie es mensual).

¢) La suma de la serie desestacionalizada debe ser igual a la suma de la serie original, ya
que la desestacionalizacién no debe interferir en el resultado final.

Bajo el esquema multiplicativo, la serie desestacionalizada se obtiene dividiendo la serie
original entre los indices de estacionalidad normalizados:
Y;f,z‘ _ TCt,i X Et,i X ]t,i
IEN; IEN;

~ TC’M X Itﬂ', (26)

mientras que bajo el esquema aditivo se hace por sustraccion
}/;577; — [ENZ = TOtﬂ; + Et,i + [t,i — [ENZ =~ TC’M + [t,i-
Método de las diferencias estacionales

Este método consiste en crear una nueva serie la cual tendréd eliminado el efecto de la com-
ponente estacional, para ello debe suponerse que la serie original sigue el modelo aditivo y
que el componente estacional es tal que ocurre lo siguiente:

Et - Et—87

ademas los componentes estacionales suman cero, esto es:

S
S B = 0.
k=1
Tomando en cuenta los aspectos anteriores vemos que la serie
Zy =Y =Y,

tiene eliminado el componente estacional, pues los elementos E;_, y F; se anulan al restarse,
por lo que en la nueva serie Z; solo estan presentes los componentes tendencia y error. Bajo
este método no se desestacionaliza propiamente la serie original sino a la nueva serie.

B Morilla no profundiza en el punto pero puede entenderse que el proceso de desestacionalizacién, como su
nombre no indica sélo debe quitar el efecto de la estacionalidad, y no debe afectar la ciclo-tendencia de la
serie.
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2.4. Analisis de tendencia

Para el estudio de la tendencia se emplean dos enfoques distintos, el global y el local. En el
enfoque global estimacion de la tendencia se mantendria constante para todo el periodo. Y
por tanto los métodos usados para estimarla, consisten en el ajuste de una funciéon matema-
tica dependiente del tiempo. Se emplea con la finalidad de realizar predicciones a largo plazo.

El enfoque local es el preferido cuando se trata de efectuar predicciones a corto plazo, ya
que como la estimacion de la tendencia va cambiando a medida que se anaden nuevas obser-
vaciones, los métodos adaptan mejor las circunstancias cambiantes. Las medias moviles asi
como los métodos de alisado (que se explicardan en la seccién 2.5 de este capitulo) utilizan
este enfoque local.

Método del ajuste analitico

Este método tiene un enfoque global, consiste en tratar de modelar la tendencia mediante
funciones matemaéticas dependientes del tiempo. Formalmente: T; = f(¢), en donde la funcién
f puede adoptar multiples expresiones. El supuesto mas habitual es el de tendencia lineal,
aunque muchas series econémicas se ajustan mejor con funciones de tipo exponencial o para-
boélica. El grafico de la serie nos puede dar una idea aproximada de qué tipo de funcién cabe
ajustar en cada caso.

Para la aplicacion de este método se requiere previamente que la componente estacional, de
existir sea eliminada, pues de lo contrario las oscilaciones interanuales perturbarian la identifi-
cacion de la tendencia. De esta forma se considerara que las serie sélo tiene dos componentes,
tendencia y residuo, con lo cual se observaria la serie en la forma: Y, = T, + I; con lo que se
intenta extraer la componente tendencia ajustando un modelo como el modelo de regresion
lineal.

En este caso, no se usa con el mismo planteamiento que en el analisis de regresion, ya que no
se pretende analizar la capacidad explicativa de la variable tiempo, sino encontrar regulari-
dades en el mismo.

Algunos de los modelos de tendencia mas habituales, para el método del ajuste analitico son:

= Modelo de tendencia lineal
En este modelo, la serie sin efecto de la componente estacional, tiene el siguiente com-
portamiento:
Y, =a+ bt +¢,.

En donde la tendencia a es el nivel de tendencia para t = 0, y b representa el incremen-
to o decremento esperado cuando pasamos de un ano a otro. Los estimadores de a y b
corresponden a los estimadores 37 y 2, por lo que el calculo de estimacién es el mismo.
Para poder elegir un modelo de tendencia lineal, graficamente los puntos deben estar
mas o menos alineados en torno a una recta.

En el analisis de regresion el modelo carecia de sentido si se llegaba a la conclusién de
que el parametro de la pendiente fuese cero, pero tratandose del analisis de tendencia,

33



el modelo con pendiente cero se refiere a que la tendencia es constante con el paso del
tiempo.

Una desventaja importante en este e incluso en los siguientes modelos de tendencia es
que los errores se suponen normalmente distribuidos y no correlacionados y de varianza
constante!*. Si bien suponemos que la serie no tiene la componente estacional, la auto-
correlacion de los errores no provienen necesariamente de esta componente, por lo que
cabe la posibilidad de que los errores estén correlacionados y no se tengan estimadores
confiables.

= Modelo de tendencia cuadratica o parabdlica
Este es el caso en el que f() ya no tiene una forma lineal sino parabdlica, es decir:

Y, = aj + aot + ast® + ¢,

También es un modelo de regresion lineal, pues la linealidad de la regresién no depende
del exponente de la variable t, si no del exponente de los parametros a;, sin embargo,
este se convierte en un modelo de regresion lineal multiple.

La manera de detectar si los datos se adecuan a un modelo parabdlico es la siguiente.
Se define la primera diferencia de una serie como:

AY, =Y, =Y,
mientras que la segunda diferencia se calcula como:
A%Y; = AY, — AY, 4.

Tomando solo la parte determinista del modelo de tendencia parabdlica para hacer las
diferencias, puede verse que la primera diferencia tiene forma de una ecuacién lineal:

AY; =a; + agt -+ CL3t2 — {al + CLQ(t — 1) —+ CLg(t — 1)2}
= a9 + az + 2(1,3t

Entonces la serie de diferencias debe parecerse a una recta, en donde as + a3 es la orde-
nada al origen. Mientras que la serie de segundas diferencias resulta ser una constante:

A%Y, = ay + as + 2ast — [az + a3 + 2a(t — 1)]
= 2(13

De donde se deduce que esta serie debe oscilar alrededor de un término constante. En-
tonces al obtener la primera diferencia de una serie, si resulta oscilar alrededor de una
linea recta, o si la segunda diferencia parece oscilar alrededor de un término constante,
son indicios para pensar que el modelo de tendencia parabdlica es adecuado.

De hecho la n-ésima diferencia filtra a un polinomio de orden n, esto es, si la serie se
ajusta a un polinomio de orden n, la enésima diferencia deberia oscilar alrededor de un
valor constante.

MMorilla (2000), op. cit., pp. 48-49.
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= Modelo tendencia exponencial

Este modelo tiene la forma:
th — 6a—i—bt

En general el ajuste exponencial esta indicado cuando la serie de datos varian en progre-
sion geométrica. Una forma de saber si los datos se adecian a este modelo es considerar
la serie de crecimientos dada por:

Yi=Y1) Y

t.c.= = — 1.
Y Y

Se elige el modelo exponencial si el comportamiento de los crecimientos a lo largo del
tiempo parece ser constante, ya que la funciéon exponencial se caracteriza por tener
una tasa de crecimiento constante. Este modelo puede manejarse como un modelo de
regresion lineal simple tomando el logaritmo en ambos lados de la ecuacion:

InY; = In(e*™) = (a + bt)in(e) = a + bt.

Es decir que si se trabaja con la serie de logaritmos de Y;, ésta se comporta como
una linea recta, a la que se modela como una regresion lineal simple para obtener los
parametros a y b.

Método de la media movil

El ajuste de una funcion matematica para representar la tendencia de una serie es apropiado
cuando se observa un crecimiento o decrecimiento continuo en los valores de la serie. Sin
embargo, cuando el ritmo de crecimiento cambia a lo largo del tiempo, entonces la funcion
puede aproximarse para intervalos cortos de tiempo. Este es el caso del método de la media
movil que corresponde a un enfoque local del analisis de tendencia.

En la seccién anterior se mencioné el método de la media mévil para la estimacién de la
estacionalidad. En esta seccién el objetivo es la estimaciéon de la tendencia, para lo cual tam-
bién es importante la eliminacion de la estacionalidad, pues de conservarse, no se distinguiria
claramente la componente de tendencia. Igual que en la seccién anterior, para llegar a este
objetivo se calcula la media mévil de orden p tal que coincida con la periodicidad de la serie,
de no ser asi, la estacionalidad no quedara totalmente eliminada.

Una vez eliminada la estacionalidad, las medias moviles obtenidas son una representacion de
la evolucién de la tendencia de una manera mas sencilla que con las funciones analiticas, y que
se adapta mejor los cambios de tendencia. Sin embargo, para fines de prediccion no es la mejor
alternativa ya que este método no tiene una funciéon matematica que pueda extrapolarse en
funcién de tiempo. Su uso es mejor alternativa para fines descriptivos. En resumen, el método
de la media movil para la estimacion de tendencia tiene los siguientes inconvenientes:

s Pérdida de observaciones.

» Dificultad para hacer predicciones, pues no tiene una funcién que permita la extrapo-
lacion.
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= No disponemos de una medida de fiabilidad como el coeficiente de correlacion o el
coeficiente de determinacion.

= Los promedios méviles pueden generar ciclos u otros movimientos que no estaban pre-
sentes en los datos originales.

= La aplicacién de medias moviles introduce autocorrelacion incluso en las series aleatorias
puras y, ademds, puede modificar la autocorrelacién previa.

Método de las diferencias

Este método no estima o identifica la tendencia de la serie, sino que la elimina. El procedi-
miento es obtener una nueva serie Z; en la que cada elemento es la diferencia de la forma:

Zy =Y, =Y.

Bajo el supuesto de que la serie admite una tendencia lineal, si se resta a cada valor de la
serie su valor anterior, la tendencia quedara eliminada de la serie resultante. A esta operacién
se denomina diferenciar una serie y se utiliza habitualmente en la modelizacién ARIMA de la
metodologia Box-Jenkins, de la que se habla en el siguiente capitulo. Si la primera diferencia
no consigue eliminar la tendencia, la hipdtesis de linealidad puede no ser la mas indicada.
En este caso, si un ajuste parabdlico pareciera adecuado, se somete la serie una nueva dife-
renciacién. De manera general, puede aplicarse la enésima diferencia en caso de que la serie
presente una tendencia polinomial de orden n.

Morilla resume los inconvenientes de este método de la siguiente manerals:

» Por cada diferenciacion de la serie se pierde una observacion.

= Se requiere que la serie no presente estacionalidad o que haya sido previamente elimi-
nada.

= Puede que con la diferenciacion se elimine alguna otra componente.

= Se dificultan las predicciones pues con esta técnica no se identifica la tendencia.

Sobre el ultimo punto, si bien la diferenciacion es invertible, Morilla probablemente se re-
fiere a que no se tiene una funcién matematica dependiente del tiempo que permita hacer
predicciones mediante extrapolacién.

2.5. Métodos de alisado

Los métodos de alisado son técnicas de andlisis de series temporales que se retroalimentan a
medida que se generan nuevos datos. Facilitan la prediccion pues usan, para tal fin, formulas
recurrentes (es decir que la estimacion de cada término estd en funcién de términos anteriores).
Estas técnicas también son de enfoque determinista como los modelos de descomposicion, pero
tienen las siguientes diferencias:

5Morilla, op. cit., pp. 69-70.
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1) Los modelos de descomposicién, son de validez global ya que intentan extraer las regu-
laridades a través de funciones dependientes del tiempo. Mientras que los métodos de
alisado son de validez local, pues tratan de combinar en cada momento las observacio-
nes pasadas con el fin de descubrir la estructura del fenémeno.

Es por ello que los métodos de alisado dan mejores resultados cuando la estructura de
los datos se muestra inestable.

2) Las técnicas de alisado son més indicadas cuando se quiere predecir sobre todo en el
corto plazo, ya que los cambios estructurales se detectan antes.

3) Los resultados son satisfactorios incluso cuando se dispone de un menor niimero de
observaciones.

En esta seccion se usaran los siguientes términos y notaciones:

» La informacién de la variable desde el momento 1 hasta el momento T, se denota por:
Y17}/é7"'7Y157"‘YT—17YT'

= Predicciones intramuestrales: son las estimaciones que se hacen de la variable dentro
del periodo que abarque la muestra de observaciones. Las predicciones intramuestrales
un periodo hacia adelante se representan como: Y; ;.

s Predicciones extramuestrales: son las realizadas para momentos futuros al periodo de
observacién. Las predicciones que se hacen uno, dos o h periodos adelante, condi-
cionadas a la informacion con que se dispone en el momento 7' se denotan como:

Yryyr, Yroor, - Yron
= El error de prediccion se denota como: e; = Y; — Y.

El esquema bésico de referencia en estos modelos es el de una serie que oscila en torno a su
valor medio, es decir:
Y = a; + &,

donde a; representa el nivel medio de la serie y ¢, designa las desviaciones de caracter alea-
torio que se producen en torno a ese valor medio. Se asume que en la variable €, no existe
autocorrelaciéon. Ademas el nivel a; depende del tiempo ¢ porque estos métodos ajustan el
nivel la serie de acuerdo a la informacién que se disponga de cada uno, es por ello que estas
técnicas se denominan de estructura variable.

2.5.1. Alisado exponencial simple

La técnica del alisado exponencial simple se usa en series que no tienen tendencia ni es-
tacionalidad, o bien en series en las que estas componentes ya fueron eliminadas. La idea
principal de esta técnica es que supone que la informacién més cercana al momento de la
prediccion es més relevante que las observaciones mas alejadas. Por ello, para hacer una pre-
diccién sobre un cierto periodo, se toma un promedio ponderado de todos los datos anteriores.
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Un promedio o media ponderada es un promedio en el que no todas las observaciones tienen el
mismo peso, por ejemplo, un curso con tres exdmenes que valen 20 %, 60 % y 20 %, si las cali-
ficaciones de estos son 9, 7 y 8, entonces la calificacién final serd 9(0.2) 4+7(0.6) +8(0.2) = 7.6
mientras que en un promedio normal la calificacién seria 8. Notese que los pesos suman la

unidad (o bien el 100 %).

En el alisado exponencial simple se da mayor peso a los datos mas recientes, y los pesos
decrecen de forma exponencial. Matematicamente el nivel a; se estima de la siguiente forma:

a=A=aY;+a(l-a)Y 1 +a(l—a)Y s+ =ad Y (l—a), (2.7)
i=0

donde el parametro « es la constante de alisamiento, sus limites son 0 < a < 1. En este
caso la suma de los pesos no es igual a uno para un nimero pequeno de observaciones, sino
que mientras mas observaciones se tengan mas se acerca dicha suma a la unidad, es decir,

Las predicciones intramuestrales se calculan de la siguiente manera:
Y;f+1/t = At Y;E+2/t+1 = At+1 YT/Tfl = Ar_

de manera que, la estimacion para el momento ¢ + 1 contando con los primeros t datos, es la
alisada con los primeros ¢ términos. Mientas que las predicciones extramuestrales son siempre
Ar, pues la tnica informacién real es la que se tiene hasta el momento 7"

}A/T-i—l/T = Ar 57T+2/T = Ar ffT-&-h/T = Ar

Una forma més simple de calcular las predicciones, se obtiene al factorizar en la férmula (2.7)
el término (1 — «), obteniendo la siguiente férmula recursiva:

At = C(K + (1 — Oé)[C(K,l + Oé(l — Oé))/t,Q + .. ]
At = O{}/; + (1 — O[)At_l

Es recursiva en el sentido de que la estimacién del periodo actual A; requiere de la estimacion
del periodo anterior A;_;, ésta a su vez requiere del promedio A;_s, y asi hasta llegar al
término A;. Con esto las estimaciones son calculadas como:

Yipip=aY + (1 — )Yy

De este modo las nuevas observaciones se utilizaran para actualizar las estimaciones hechas en
periodos anteriores. De hecho, el uso de féormulas recursivas para hacer promedios ponderados
es en lo que se basan los métodos de alisado. Para usar esta formula recursiva debe asignarse
un valor inicial a A;, para lo cual se tienen estas opciones:

s Considerar A, =Y

= Utilizar la media de los primeros valores de la serie.
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» Elegir como valor inicial la media muestral de todos los valores de la serie, que seria
adecuado para series que muestren una cierta estabilidad.

El uso de a proporciona una serie con menor o mayor suavidad. Si este parametro se aproxima
a cero querria decir que se le da mayor importancia a la parte de alisado lo que provocard
una serie con menos irregularidades. Por el contrario si « estd cercano a uno, los valores mas
recientes pesaran mas, las estimaciones se ajustaran mas a ellos y proporcionara una serie
de predicciones con menor alisamiento. Sin embargo, el valor més adecuado para « es el que
minimice el error cuadratico medio, EC'M , este se define como:

T Y_?Q
ECM:ZL 2
t=1 T

2.5.2. Alisado exponencial doble (modelo de Holt)

El modelo de Holt se aplica a las series que presenten una tendencia lineal pero no estaciona-
lidad, puede entonces aplicarse sin problemas a series con periodicidad anual pues éstas no
presentan estacionalidad, o bien si se trabaja con una periodicidad menor a la anual (men-
sual, trimestral, etc.) debe eliminarse el efecto de la estacionalidad para poder trabajar con
este método. El método Holt trabaja con dos constantes de alisado (ay ) con la finalidad
de que el método se adapte con mayor flexibilidad a los valores de la serie.

El modelo funciona de esta manera, se estima mediante promedios ponderados (o bien alisa-
miento) tanto el nivel de tendencia (a;) como la pendiente de un periodo a otro (b;), con el
uso de formulas recursivas. Es por ello que también se le conoce como el alisado exponencial
doble. Las ecuaciones de alisado son las siguientes:

Ecuacién de nivel
a; =Y+ (1 — a)(a_1 + bi—1)

En ella se observa que la estimaciéon de nivel del periodo ¢, se compone de a;_; més b;_1,
para evitar que las predicciones queden sistematicamente sesgadas.

Ecuaciéon de pendiente
by =P(a; —ar—1)+ (1 =01 con0<a<lyO<p<l.

Los valores de la pendiente se actualizan, segtin se observa una formula, a través de una media
ponderada entre el tltimo valor estimado, b;,_; y la diferencia entre las dos estimaciones mas
recientes del nivel, a; — a;_1.

Las predicciones para el periodo muestral son de la forma:
Yiji—1 = a1+ bi_q,
mientras que las predicciones extramuestrales se obtienen como:

yT—f—h/T =ar + bTh
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2.5.3. Modelo Holt-Winters

El modelo de Holt-Winters una extension del modelo de Holt que permite modelar ademas
del nivel y la pendiente, el comportamiento estacional. Las series susceptibles de ser tratadas
mediante la técnica de Holt -Winters son aquellas que contienen una componente de tendencia
aproximadamente lineal y otra de caracter estacional. Este factor estacional, denotado por
¢, puede incluirse de forma aditiva o de forma multiplicativa, dando lugar a los siguientes
modelos:

Asociacién multiplicativa
EZEXEt—FéEt:(CLt—Ftht) X Cp + &

Asociacién aditiva
V=T +E)+e=(a+bxt)+c+e

Observamos que en ambos casos la perturbacién aleatoria se introduce aditivamente. Como
en los otros métodos de alisado, el de Holt-Winters también estima la pendiente, el nivel y
ahora el factor estacional de manera recursiva. Las ecuaciones de actualizacién para el caso
de la asociacion multiplicativa son las siguientes:

s Fcuacién de nivel

Y,
a=a—— + (1 —a)(a_1 4+ b1)
Ct—k

= Ecuacién de pendiente
by = B(ar — ar—1) + (1 — B)be—1

= FEcuacién del factor estacional
Y,
Ct = ’Y*t + (I —7)ci—
Qy

En donde k es el niimero de estaciones al ano, de manera que k = 12 si la serie es mensual,
mientras que «, 3y v las constantes de alisado correspondientes, todas ellas entre cero y uno.

En el caso de la asociacién aditiva las ecuaciones de actualizacion son:

s Fcuacién de nivel

ag=a(Yy—c k) + (1 —a)(a_q+bi1)

= Ecuacién de pendiente

by = B(ar — ar—1) + (1 — B)b—1
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» FEcuacién del factor estacional
ce = (Y —ar) + (1 = y)cii

La ecuacion de nivel similar a la empleada por el modelo Holt, sélo que en este caso debe
quitarse la estacionalidad a la nueva observacion Y;, es por ello que aparece dividida entre
componente estacional del mismo periodo pero del ano anterior (¢;_x, donde como se dijo k
es el nimero de estaciones en el afo). De manera similar una ecuacién del factor estacional,
a la observacién Y; se le divide entre a;, para observar solamente el componente estacional
de la observacion. Las férmulas que se usan para prediccion en el modelo multiplicativo son
las siguientes:

Para el periodo muestral fft/t_l = (ay—1 + bi—1)ci—x
Para predicciones extramuestrales }A/T+h 7 = (ar + bph)crin—k.
Mientras que en el modelo aditivo se utilizan las siguientes:

Para el periodo muestral }A/;/t_l =ap_1+ b1+ g

Para predicciones extramuestrales ?THL 7 = ar + brh + cryp_p.

Para iniciar los céalculos del modelo deben conocerse los valores iniciales de los componentes
nivel, pendiente y estacionalidad. Este es un tema bastante amplio en el que existe mas de
una respuesta. Hyndman (1998) propone los siguientes valores iniciales:

TRy

P (2.8)

Qo

S Y- XL Y

k? ’
en donde ag es el valor del nivel inicial, puede verse que es el promedio de las observaciones
del primer ano; mientras que la pendiente inicial by es equivalente a obtener el promedio de
las pendientes entre cada estacién en los primeros dos anos. Por ultimo, para los primeros k
componentes estacionales, si el modelo es multiplicativo, se usa:

by = (2.9)

Y; .
ci=— coni=1,... k, (2.10)
ap

mientras que si el modelo es aditivo se usa:
¢ =Y,—ayg coni=1,... k. (2.11)

Hyndman comenta como ventajas que son estimadores faciles de calcular y producen resul-
tados aceptables, sin embargo, tienen la desventaja de provocar resultados poco fiables en
series cortas y que las estimaciones pueden hacerse a partir de la observacién k+1, con lo que
se pierde un periodo de observaciones. La funcién HoltWinters en R utiliza las estimaciones
en (2.8) y (2.9) cuando la serie no es estacional, o bien sélo la estimacién en (2.8) si la serie
tampoco presenta tendencia.
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Morilla (2000) sugiere realizar una regresién lineal simple a los datos previamente desesta-
cionalizados con el método de la media movil, y utilizar los parametros ordenada al origen y
pendiente como ag y by respectivamente, mientras que para los factores estacionales pueden
usarse los indices proporcionados por el método de la media mévil antes explicado. Al res-
pecto, Hyndman (2008) también recomienda la regresién con valores desestacionalizados y
obtener los parametros a y b como los valores iniciales, pero advierte no hacer dicha regresion
con valores no desestacionalizados. También menciona que este procedimiento es utilizado
en la funcién HoltWinters de la libreria stats de R, cuando la serie es estacional y se usan
los primeros dos afios de los datos'®, aunque, los pardmetros iniciales, también pueden ser
asignados por el usuario.

Por 1ltimo, Hyndman (2008) habla sobre un nuevo método de estimacion de los valores ini-
ciales, en el que estos son estimados junto con los parametros de suavizamiento a, 5 y v
por el método de méxima verosimilitud. Si bien este método sigue las ecuaciones de Holt-
Winters, es en esencia distinto, pues en la teoria detras de este método estan los modelos
llamados modelos de espacio de estado. Estos contemplan una variedad cercana a 30 modelos
de los cuales los tres antes mencionados son casos particulares. Su estimacion es también mas
compleja y no se revisara en este trabajo, pero como ventaja no solo pueden estimar valores
futuros sino también intervalos de confianza para los mismos. La funciéon ets de R utiliza
este método de estimacion.

1 Hyndman, R. J. (29 de Noviembre de 2010). Initializing the Holt-Winters method [Mensaje en un blog].
Recuperado de: http://www.r-bloggers.com/initializing-the-holt- winters-method/
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2.6. Aplicacién

Se seguiran utilizando los mismos datos mensuales del negocio dedicado a la venta de articu-
los de ferreteria y tlapaleria en el municipio de Nezahualcoyotl, mostrados en la figura 1.1.
Para empezar a trabajar la base de datos deben tomarse en cuenta los efectos de calendario
de inflacion. Para quitar el efecto calendario, a los datos de los meses Enero, Febrero, Marzo,
Mayo, Julio, Agosto, Octubre y Diciembre se dividen entre sus 31 dias (en el caso de las
ventas de Febrero se dividen entre 28 dias), y luego se multiplican por 30 para hacer parecer
que tienen 30 dias.

También es importante remover el efecto inflacionario, pues los datos no son comparables a
través del tiempo, por ejemplo, las ventas en Noviembre 2012 no se pueden comparar con las
ventas de Julio 2010, pues en ese lapso de tiempo los precios subieron un 10.22 %. La infla-
cion mensual se mide con los indices de precios al consumidor, informacién que se obtiene
a través del portal del INEGI (Instituto Nacional de Estadistica Geografia e Informaética).
El incremento porcentual entre un indice y otro es la inflacion mensual. Luego debe elegirse
un periodo base, en este caso se toma el primer periodo en la serie, de forma que todos
los elementos de la serie podran compararse con el mes de Julio 2010. Para obtener datos
deflactados (sin inflacién) véase un ejemplo, si las ventas no subieran por el fenémeno de la
inflacién, las ventas en Noviembre 2012 serian de 363.74/(1+10.22 %)=330.01. De la misma
forma, las ventas de los deméds meses se dividen entre la inflacién respecto del mes base Julio
2010.

El Cuadro 2.1 muestra los datos sin el efecto calendario, y sin efecto de la inflacién. Al gra-
ficar los datos, como se muestra en la Figura 2.2 vemos que esta serie no muestra una fuerte
tendencia al alza, sin embargo, si muestra un fuerte comportamiento estacional con el mas
alto pico en Diciembre.

Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec
2010 287.82  324.61 299.17 310.68 292.89 385.49
2011  310.87 303.59 293.26 273.76 291.10 307.74 347.50 313.44 338.27 297.75 271.45 396.52
2012  320.37 310.31 274.55 303.05 316.54 304.22 324.85 322.26 331.91 319.10 330.01 411.46
2013 369.78 335.23 286.59 302.28 304.29 301.49 292.83 310.09 290.03 313.79 313.29 418.58
2014 337.93 311.07 262.95 292,58 289.04 307.01 29492 31242 278.11 294.51 283.42 377.47

Cuadro 2.1: Ventas mensuales sin los efectos de calendario ni de inflacion

Es momento de decidir si se adopta el esquema aditivo o el multiplicativo para el tratamiento
de la serie. De manera grafica, al observar la Figura 2.2, se observa que los picos de Diciem-
bre crecen a cada ano, a excepcion de Diciembre 2014. Sin embargo, a simple vista no puede
asegurarse que las oscilaciones son de la misma amplitud. Seguin el gréfico desviacién tipica
media (Figura 2.3)'7, la media parece crecer junto con la varianza, y proporciona elementos
para pensar que es mas adecuado el esquema multiplicativo. Si bien esto no es del todo cierto
en el dltimo ano, se confirmara con el método de las diferencias y los cocientes estacionales
cual es el modelo al que més se ajusta la serie.

17Se tomaron en cuenta los cuatro afios con informacién completa.
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Figura 2.2: Ventas mensuales sin los efectos de calendario ni de inflacion
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Figura 2.3: Grafico de desviacion tipica media

Con ayuda del software R se hacen cédlculos de las diferencias y cocientes estacionales usando
las férmulas (2.1) y (2.2) y se obtienen los coeficientes de variacién correspondientes.

> cv_dif #Coeficiente de Variacién de diferencias estacionales
[1] 26.20403
> cv_cof #Coeficiente de Variacién de cocientes estacionales

[1] 0.0802564

Al ser menor la variacién de los cocientes, se prefiere el esquema multiplicativo, rectificando
el resultado anterior.
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Anélisis de la estacionalidad

Para estudiar la estacionalidad de la serie se usara el método de la media movil que permitira
estimarla y posteriormente eliminar su efecto de los datos. Al aplicar una media mévil de
orden p = 12 se elimina el efecto estacional, por ser el nimero de meses en el ano. Pero esta
serie no esta correctamente centrada, por ejemplo, si las observaciones de la serie las deno-
tamos como Y7, Y5, Y3, ..., entonces la serie de promedios médviles estiman a los elementos
Y5, Y, Y5, ..., sin embargo, las observaciones no se encuentran en esas posiciones y no
tendria sentido describir ni hacer predicciones para puntos en el tiempo que no se observan.
Para centrar los datos se aplica una media movil de orden p = 2, de manera que los nuevos
promedios méviles sean Y'Y, Yy, ..., quedan correctamente centrados. La nueva serie de
medias moviles ya centradas y con la pérdida de doce observaciones puede observarse en la
Figura 2.4.
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Figura 2.4: Media mévil de orden p=2 aplicada a la media mévil de orden p=12

Mediante el método de las razones a la media movil se obtienen los indices brutos de esta-
cionalidad, como en la férmula (2.3) y graficados en la figura 2.5 de 2011 a 2013, pues solo
en estos anos se tienen indices en todos los meses. En esta se aprecia que en 2011 el compor-
tamiento estacional fue ligeramente distinto en algunos meses con respecto a 2012 y 2013,
pero en ningun caso parece observarse tendencia en algin indice, ademas los IBE entre 2012
y 2013 son més parecidos entre si, por lo que podemos suponer que la componente estacional
es estable.

Habiendo visto que cada mes tiene un comportamiento similar afno con ano, tiene sentido el
célculo de los indices estacionales normalizados (IEN), obtenidos segin las ecuaciones (2.3),
(2.4) y (2.5), lo que proporciond los siguientes resultados:

[1] 1.0508474 0.9980819 0.8991808 0.9237358 0.9561213 0.9557411 1.0085723
[8] 0.9889644 1.0042896 0.9728935 0.9558657 1.2857061

A partir de estos indices se ve que el mes con mayor venta es Diciembre, seguramente rela-
cionado con el aguinaldo que se da a los trabajadores, mientras que Marzo suele ser el mes
con menores ventas, probablemente relacionado con las vacaciones de semana santa, pues
incluso en la figura 2.5 puede verse que en 2011 cuando esta festividad fue a mediados de
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Figura 2.5: Indices Brutos de Estacionalidad de los afios 2011 a 2013

abril, el efecto se recorrié al mes de abril, en 2012 y 2013 ocurrié en marzo y principios de
abril respectivamente pero afecté mas en el mes de marzo. Es de notar que esto no ocurre
en las vacaciones de Julio pues estas son vacaciones escolares, y dado el giro del negocio, no
tienen tanto impacto.

La obtencion de la serie desestacionalizada es el primer propésito del analisis de estacionali-
dad, se obtuvo dividiendo cada observacién entre su IEN correspondiente (ecuacion 2.6) y se
muestra en la figura 2.6. Este procedimiento permite remover la estacionalidad de la serie sin
afectar la suma anual. De esta forma los meses son comparables entre si, por ejemplo, se sabe
que en Diciembre se tienen ventas mas altas que en Noviembre por el efecto estacional, pero
sin el efecto estacional esto solo ocurre en 2011, en los siguientes anos la venta de Noviembre
es siempre mayor, debido a que se estda observando propiamente las componentes tendencia
y error de la serie. Esta serie es la base para el andlisis de tendencia.

o

o O /o\ \O
e e

320 340
| |
| —©°
o
—
| —
~o
—_
_—

o

280 300
1 |
\‘
R
\
o
re
o
°~
O\
o
~N
o—|
o/
\o
o
~
o
-
o—]
——
\
—
\
o
o/
]
o |
e
\
T
-
o
o

2011 2012 2013 2014 2015

Figura 2.6: Serie de ventas sin el efecto de la componente estacional
Anélisis de la tendencia
A primera vista la serie desestacionalizada parece tener una tendencia constante, pues las
observaciones oscilan en general alrededor de la media. Sin embargo, en algunos periodos se

agrupan mas por arriba de la media, mientras que en otros se agrupan mas por debajo de la
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media. Lo cual hace pensar que el comportamiento de la tendencia de la serie puede ser una
combinacion de tendencia constante, creciente y decreciente.

Debe tenerse presente que si bien se elimind el efecto estacional, la serie aun presenta el
efecto aleatorio, por lo que parece conveniente utilizar una media mévil para suavizar la serie
y asi obtener una mejor visibilidad de la tendencia. Como la estacionalidad ya fue removida,
puede utilizarse cualquier orden p impar para que el centrado de la serie sea automatico, y
que no involucre pérdida de tantas observaciones. Desde un orden p = 3, aunque un orden tan
pequeno podria no suavizar lo suficiente la serie, probaremos con los érdenes p = 5, p = 9,
p =13 (figura 2.7).
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Figura 2.7: Medias moviles de la serie con 6rdenes p=>5, p=9, p=13

En las medias méviles con orden p =5y p = 9, se alcanza a distinguir de ligeras tendencias
a la alza de inicios a mediados de 2011, luego cae a la baja hasta finales de 2011, vuelve
a subir durante todo 2012 y en 2013 cae la mitad del ano, mientras que la otra mitad se
recupero ligeramente, sin llegar al nivel maximo de finales de 2012 , que ademaés es el afio con
movimientos mas constantes a la alza. Para la media moévil de orden p = 13 el movimiento de
tendencia mas alto es en el ano 2012, mientras que en 2011 ya no se observan picos sino mas
bien una tendencia constante, y para los anos 2013 y 2014 se ve una clara tendencia a la baja.

El movimiento més visible es el de alza hasta 2012 y baja a partir de 2013. Es probable que
el movimiento a la baja en ventas esté relacionado con dos hechos, el primero es el robo del
vehiculo utilizado para transportar mercancias, registrado a finales de 2012; el segundo es
que, al ser un negocio familiar los hijos estaban encargados completamente de surtir mercan-
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cla, y empezaron a alternar su actividad en el negocio con su actividad profesional. Debido
a que la tendencia de la serie no es constante a través del tiempo seria mas adecuado hacer
estimaciones a través de los métodos de alisado, que con los métodos clasicos.

Prediccién

Como la serie tiene estacionalidad se ocupara el método de Holt-Winters, en el que los factores
estacionales iniciales serdn los dados por los indices estacionales normalizados ya calculados.
Para el nivel y la pendiente iniciales se calculé la ordenada al origen y la pendiente de los
primeros dos anos desestacionalizados.

En el alisamiento se consideraron todas las observaciones sin importar que los indices estacio-
nales calculados no tomaron en cuenta las observaciones de 2010, simplemente se supondra
que en 2010 se tiene el mismo patrén estacional, con el propdsito de aprovechar toda la
informacion posible. La funcién HoltWinters de R, hace los célculos del suavizamiento y
encuentra los valores de o, 8 y v que minimizan el ECM. Es importante mencionar que esta
funcién empieza el suavizamiento en la observacion uno del segundo ano, es decir en Julio
2011, pues considera que el primer ano se perdié en la estimacién de los valores iniciales. Pero
en este caso, los valores iniciales fueron calculados para que el alisamiento empiece en Julio
2010, por lo que para conseguir el alisamiento desde la primera observacién se agregd a la
serie todo un ano de observaciones anteriores no reales antes del primer ano, que el programa
simplemente no considera en los cédlculos.

La funcién fue llamada de la siguiente manera: HoltWinters(seriek,seasonal="mult",
s.start=ien3, b.start=i2,1.start=g2), con lo que se aplica el método Holt-Winters al
objeto seriek que contiene a la serie con un ano extra de observaciones, con el argumento
seasonal se indica que utilice el método multiplicativo, y los pardametros iniciales de es-
tacionalidad, tendencia y nivel se asignan utilizando los argumentos s.start, b.start y
1.start respectivamente. Con este procedimiento se obtuvo un ECM de 243.4521, la grafica
2.8 muestra en rojo el alisamiento y prediccién de la serie bajo el procedimiento descrito.

400
|

Ventas

2011 2012 2013 2014 2015 2016

Figura 2.8: Alisamiento y prediccién con Holt-Winters usando la funcién HoltWinters

Por otro lado se aplicé también el suavizamiento con la funciéon ets la cual también uti-
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liza el modelo Holt-Winters indicando usar el modelo “MAM”*®. Como se menciond, esta
funcién incorpora una rutina que estima no solo los parametros «, 5 y 7, sino también los
valores iniciales ag y by que minimizan el ECM. El resultado de este procedimiento llamado
con la funcién ets(serie2, model="MAM", damped=FALSE)!’ tuvo un ECM=229.2934 y el
alisamiento puede verse en la figura 2.9.

350 400
| |

Ventas

300
|

2011 2012 2013 2014 2015 2016

Figura 2.9: Alisamiento y prediccién con Holt-Winters segtin la funcion ets.

18En los modelos State Space Models “MAM?” indica que el Error (nivel), Tendencia y Estacionalidad (ETS)
se comportan de manera multiplicativa, aditiva y multiplicativa respectivamente.

19Gi el argumento damped se asigna en TRUE los cdlculos del método son ligeramente diferentes a los de
Holt-Winters, por lo que es necesario asignarlo en FALSE.
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Capitulo 3

Metodologia Box-Jenkins

3.1. Conceptos basicos

La metodologia Box-Jenkins es la de mas difusién en el enfoque estocastico del estudio de
series de tiempo, se basa en teoria de procesos estocdsticos. Las siguientes definiciones se
usaran de manera reiterada en adelante.

Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias {X;} en donde el subindice ¢
puede ser una variable continua (adopta cualquier valor en un intervalo especifico) o discreta
(adopta sélo ciertos valores y existen vacios entre ellos). Para el caso de este trabajo se con-
siderara siempre que t es discreta y varia sobre los niimeros enteros.

Una realizacion de un proceso estocastico es el conjunto los valores observados de las varia-
bles {X;} de un proceso estocdstico. Dichos valores se denotan con letras mintsculas, asi x4
es el valor observado de la variable aleatoria X, x5 el valor observado de la variable X5, etc.
En este sentido una serie de tiempo puede referirse al proceso estocastico como tal, o bien a
una realizacién de este.

El propdsito de este analisis es obtener inferencias de las series, a través del establecimiento
de un modelo de probabilidad hipotético para representar los datos. Para los datos observados
{z;} se entiende por modelo de serie de tiempo como la especificacién de las distribuciones
conjuntas (o posiblemente sélo las medias y covarianzas) de una secuencia de variables alea-
torias {X,}, para las cuales se da por sentado que {z;} es una realizacién.

Un modelo probabilistico completo para una serie de tiempo, especifica todas las distribu-
ciones conjuntas P[X; < xq,...,X, < z,]| para todos los posibles valores de x; y para
n = {1,2,...}. Lo cual sélo ocurre cuando se comprende el mecanismo por el cual son ge-
nerados los datos, por lo que en la practica, dificilmente se obtienen tales distribuciones
conjuntas. En vez de eso se especifican sélo el primer y segundo momentos de las distribu-
ciones conjuntas, esto es, lo valores esperados F(X;) y los productos esperados E (X1, X;),
parat={1,2,...} y h={1,2,... }.

Bajo estas consideraciones el tratamiento de una serie de tiempo segiin esta metodologia es
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el siguiente:

1)

Graficar la serie y examinar los principales aspectos de la grafica, particularmente si
existen: tendencia, componente estacional, cambios de comportamiento y observaciones
aisladas.

Homogeneizar varianza de los datos, remover la tendencia y el componente estacional
para conseguir series estacionarias de segundo orden, las cuales se abordan en la siguien-
te seccion. Una serie de tiempo es estacionaria si tiene propiedades estadisticas similares
a la misma serie de tiempo desplazada h periodos de tiempo, para cualquier entero h,
estas propiedades incluyen varianza y media constantes. El tema de estacionariedad
se abordara con mayor detalle en la siguiente seccion, pero ahora es relevante porque
la teoria estd disenada para aplicarse sobre series estacionarias. Si bien en la realidad
es muy raro encontrar series de este tipo, pueden aplicarse diferentes transformaciones
a la serie original que permitan obtener una serie transformada estacionaria a la cual
aplicar la metodologia.

Un método frecuentemente usado para estabilizar la varianza de una serie es aplicar la
transformacién de Box-Cox:

AHXD - 1) para X; >0, A >0

X pu—
f(Xe) log(Xy) para X; > 0, A = 0.

(3.1)

Algunos autores mencionan que A se elige de tal forma que la relacién —Zt sea constante,

en donde o; y p; son la desviacién estandar y la media de X;, palré t=12....N
con N el nimero de observaciones de la serie. Sin embargo, no es posible obtener
una estimacién de la varianza a partir de una sola observacién. Lo que se hace es
partir los datos en H grupos con el mismo nimero de observaciones, pueden excluirse n
observaciones al principio o al final de la serie con el objetivo de procurar homogeneidad
en los grupos (por ejemplo anos incompletos), y se calcula la media y la desviacién
estandar muestral de estos grupos. Para el caso de esta transformacién se denotan como
S, v X a la desviacién y media muestrales dentro del grupo h, para h = 1,2,..., H,
respectivamente. Luego se hace una tabla con los calculos de )’ﬁ’i ~ para distintos valores
de A que van de -1 a 1. El valor de A que genere una menor Vari;cién (que puede medirse

con el coeficiente de variacién) ente los valores ;{"1 < serd el valor de A méas adecuado
h

para realizar la transformacion.

Sobre remover la tendencia y la estacionalidad podria ocuparse algin método de los
descritos en el capitulo anterior, pero en este capitulo se hablard de los procedimientos
propios de la metodologia Box-Jenkins, los cuales remueven esos componentes a través
de la diferenciacién, en las secciones 3.5 y 3.6 se ahonda sobre el tema.

Si se ocuparon los métodos vistos en el capitulo 2 o bien no fue necesario remover
tendencia y estacionalidad, se escoge un modelo ARMA que se ajuste a la serie trans-
formada, haciendo uso de las funciones muestrales de autocorrelacién y autocorrelacién
parcial que se definiran en las secciones siguientes. Por otro lado si se utilizan modelos
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ARIMA o SARIMA, antes de la eleccién de un modelo, se elige el grado de diferencia-
cion, que en si mismo es un parametro de los modelos.

A lo largo de todo este capitulo se describen los modelos teéricos ARMA, ARIMA y
SARIMA, asi como los procedimientos que permiten encontrar el modelo con mejor
ajuste a los datos.

4) La prediccién de valores futuros de la serie se logra a través de la prediccion de la serie
transformada, y luego invirtiendo la trasformaciones que se le hayan aplicado.

3.1.1. Funciones de autocovarianza y autocorrelacién

Las funciones de autocovarianza y autocorrelacion se definen para series estacionarias, a su
vez las series estacionarias se definen a través de las siguientes dos funciones:

Sea {X;} una serie de tiempo con segundo momento finito, esto es, E(X?) < oo,

» La funcién media de {X;} es

px(t) = E(Xy) (3.2)
» Y la funcién de covarianza de {X;} es

Vx(r,8) = Cov(Xy, Xo) = E[(Xy — px (r))(Xs — px(s))] (3-3)

Entonces un proceso estacionario (débilmente o de segundo orden) {X,;} es aquel que
cumple las siguientes dos condiciones:

(i) El valor de px(t) no depende del tiempo ¢.
(ii) El valor de vx(t + h,t) no depende del tiempo ¢ para cualquier valor h.

Por otro lado una serie de tiempo {X,} es estrictamente estacionaria si cample que para toda
n > 0y para toda h en los enteros, los vectores (Xi,...,X,) v (X144, .., Xnin) tienen las
mismas distribuciones conjuntas. Sin embargo, cuando se hable sobre una serie de tiempo
estacionaria, se referird siempre a la estacionariedad débil.

Definido el concepto de series estacionarias, las funciones de autocorrelacién y autocovarianza
se definen de la siguiente forma:

Sea {X;} una serie de tiempo estacionaria, la funcién de autocovarianza (ACVF por sus
siglas en inglés) de {X;} con retraso h es:

Vx (h) = Cov(Xipn, X3). (3.4)

En ella se puede apreciar que sélo se requiere el parametro h, debido a que al ser una serie
estacionaria la covarianza no depende de la variable tiempo ¢, si no solo del retraso h.
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Las propiedades de -, son:

7x(0) =0,
|vx(h)] < vx(0) para toda h, (3.5)
vx(h) = vx(—h) para toda h.

Por la igualdad de la tercera linea de (3.5), se entiende que la funcién 7(.) es par, por lo cual
es comun que al hablar de h siempre se trate como un valor positivo.

Por otro lado la funcién de autocorrelacién (ACF por sus siglas en inglés) de {X;} con
retraso h es:

p(t) = 240 = Corr(Xean, X0,

y mide la correlacién entre la variable X; y X, ;. Estas funciones se pueden calcular siempre
que se tenga informacion al menos sobre la media y varianza tedricas de todas las variables
aleatorias en la serie. Por ejemplo, un proceso de ruido blanco es una secuencia de variables
aleatorias normales no correlacionadas, cada una con media cero y varianza o2 (de donde se
desprende que 0% = E(X?) < o). Este es un proceso estacionario ya que su funcién media y
de covarianza no dependen del tiempo ¢, sus funciones de autocovarianza y autocorrelacién

son las siguientes:
o> st h=0
X (h) = )

0 si h#0
1 si h=0
PXM =0 si h#0.

Cabe mencionar que es comun usar la notacién 7, = vx(h), para la funcién de autocova-
rianza y py = px(h) para la funcién de autocorrelacion.

Sin embargo, en la practica no se tienen realmente los valores tedricos sobre la media y va-
rianza de todas las variables X,...,X,,, sino que se cuenta solamente con las observaciones
de dichas variables z1, ..., z, (es decir, se cuenta con una realizacién del proceso). Por lo que
se usan las versiones muestrales de las funciones ACVF y ACF.

Sean {z;} con t = {1,...,n} las observaciones de una serie de tiempo, y Z la media muestral

n
de {z;}, con & = % > x4, entonces la funcién de autocovarianza muestral, con retraso h es:
t=1

n

1 nlhl B B
- (gqp) — ) (2 — ), —n <h<n, (3.6)
t

I
—

y la funcién de autocorrelacién muestral con retraso h es:
NI
p( ) PN 0 Y
7(0)
La importancia de la ACF, como se vera en las siguientes secciones, estd en su utilidad para
identificar los parametros relacionados con los términos de un modelo de promedios moéviles.

—n < h <n. (3.7)
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3.1.2. Funcion de autocorrelacién parcial

La funcién de autocorrelacion parcial (PACF) de un proceso estacionario X;, denotada por
Onn, para h =1,2,..., es:
o1 = Corr( X1, Xi) = p(1), (3.8)

mientras que . .
Onn = Corr(Xewn — Xipwn, Xo — X3), para h > 2 (3.9)

donde X\t+h = BlXt+h—1 + BgXtJrh_g 4+t Bh_lX/grl, es la regresion de X, sobre las varia-
bles intermedias entre X; ., y X¢, por otro lado X; = 51 X1 + BoXpwo + -+ + Brno1 Xewn—1,
es la regresion de X; sobre las variables intermedias entre X; y X;,,. Debido a que X} es un
proceso estacionario los coeficientes /3; son los mismos para ambas regresiones!.

Como se observa, la PACF no es otra cosa que la correlacién entre los residuos de la regresién
de X; sobre las variables intermedias { X1, Xy12,..., Xiin 1} v los residuos de la regresiéon
de Xy, sobre las mismas variables intermedias. De manera intuitiva, esta correlacién entre X,
y Xiin, tiene removido el efecto lineal de las variables intermedias { X1, X0, ..., Xepn_1}-

A partir de las ecuaciones de Yule-Walker en (3.36) se obtienen expresiones mas sencillas,
mostradas en (3.10).

1 P1 P2 oo Pp—2 P1
L ;o p P1 1 pr .-+ Pp-3 P2
‘1 p1 pr 1 po
| PLoP2 | P2 p1 P3 | Pp—1 Pp—2 Pp-3 --- P1  Pp
22 = 33 = T sy Opp =
I m L p1 p2 1 P1 P2 oo Pp—2 Pp-1
pro 1 pro 1o pro L pr o Ppes P2
p2 pr 1
Pp-1 Pp—2 Pp-3 --- P1 1
(3.10)

La funcion de autocorrelacién parcial muestral, sustituye los valores p; por las correspondien-
tes estimaciones muestrales p;.

!Shumway, R. H. & Stoffer, D. S., Time Series Analysis and Its Applications: With R Ezamples, New
York, USA: Springer, 2011, p. 165.
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3.2. Modelos MA(q)

Un proceso {X;} es un proceso de promedios méviles MA(q) con media u si {X;} puede
escribirse como:
Xt =Uu+eéer+ (9181571 + o+ qut—q (311)

donde p, 61, ...,0, son constantes reales y {¢;} un proceso de ruido blanco. En realidad los
pesos 6; no necesariamente suman uno, por lo que el proceso no es un promedio de las va-
riables del ruido blanco, mas bien el modelo intenta expresar a X; como una suma finita
ponderada de choques aleatorios independientes.

Cuando p = 0 se dice que el proceso X; esta centrado en cero, esto no ocurre usualmente,
pero un proceso puede ser modificado, de tal modo que una nueva serie X; = X; — p para
toda t, esté centrada en cero, lo que facilita el tratamiento de las series. Con el propésito de
poder expresar el modelo de una forma méas compacta, se utiliza el operador retraso B (del
inglés Backward), que se define por las siguientes relaciones:

BX; =X

B*X, = B(BX,) = X;_»
(3.12)

B*X, = B(B*'X,) = X,_;.

Un modelo con g = 0 puede escribirse como X; = ¢; + 1,1 + - -+ + 0464—4 ¥ en forma de
operador:
X = 0(B)ey (3.13)

en donde 6(B) = (1+ 6, B+ 60:B* + - - + 6,B7) es el polinomio de promedios méviles. Cabe
mencionar que B puede verse como la variable de un polinomio de grado ¢, en el cual sus
soluciones pueden ser nimeros reales o complejos, lo cual resulta conveniente para probar las
propiedades de causalidad e invertibilidad deseables e incluso necesarias en la modelacién de
series de tiempo.

Los modelos MA(q) son procesos causales, estos son aquellos que pueden representarse
como X; = pu+¢&;+ Y1641 +ags_o+ ..., y la suma del valor absoluto de los pesos converge,
es decir >7°, |[1h;| < 0o. O bien si el proceso tiene media cero un proceso causal tiene la forma:

Xi = ¢(B)e (3.14)

donde ¥(B) = (1+ B +1,B*+...). En el caso de los modelos MA(q), ¥, = 0 para k > g,
por lo que 2% ;] = 371 16;| < oo, de ahi que todos los procesos de promedios méviles
sean causales.

La explicacién intuitiva del significado de causalidad se tratara en la siguiente seccion ya
que es una cualidad més relacionada a los procesos AR(p). Por el momento basta decir que
todos los procesos causales son estacionarios, y por tanto todos los procesos MA(q) son
estacionarios. Lo anterior también puede comprobarse al ver que su funcion media y de
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autocovarianza no dependen del tiempo ¢. Para un proceso MA(q) centrado en cero se tiene
que:

E[X] =0
Y(0) = (1+67+ 63+ +02)02
a—h (3.15)
0'62292‘91'4_;1 h:].,,q
’V(h) = i=0
0 h>q+1
Se deduce entonces la ACF como:
1 h=0
-1 0,0,
p(h) = Zgiyﬁ/ h=1,....q (3.16)
i=0 Y}
0 h>q+1

Otra importante propiedad de los procesos estocasticos es la invertibilidad. Un proceso es
invertible si existen constantes {m;} tales que Y72 |m| < oo de manera que el término de
error €; pueda expresarse como una suma de los valores del proceso ponderados por los pesos
{m;}, es decir, e, = >3, mX¢—; con my = 1, o bien, en forma de operador:

W(B)Xt = &, (317)
en donde 7(B) = (1 + m B+ mB*+...).

. Qué significa que un proceso sea invertible? Para los modelos MA(q) ocurre que varios mo-
delos pueden tener la misma funcién de autocorrelacion pero solo uno de ellos es invertible,
o en otras palabras solo uno puede invertirse de un proceso media movil a un proceso auto-
rregresivo como los abordados en la siguiente seccién. Un ejemplo que explican Shumway y
Stoffer (2011) ilustra lo anterior, véanse los siguientes dos modelos:

1
Xt = U + gut,h U ~ iid N(O, 25)

}/t = V¢ + 5’075,1, Vg ~ iid N(O, 1)

donde #id significa que los errores son variables independientes e idénticamente distribuidas,
cada error u; tiene una distribucion normal con media 0 y varianza 25 mientras que cada
error v; es una variable normal estandar. A pesar de ello, usando la ecuacién (3.15), ambos
procesos tienen la misma funcién de autocovarianza:

26 h =0,
v(h) =<5 h=1, (3.18)
0 h>1.

y por tanto la misma funcién de autocorrelacién. Por otro lado,

1 1 1 s 1\/
up = Xy — 5ut—1 =X — *(Xt—l - *Ut—2) = Z ( - ) Xt—j

5 5 — 5)
7 (3.19)
vy =Y, — 5,4 =Y, — 5(3/;71 - 57}1%2) = (—5)35@73'
§j=0
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De las ecuaciones (3.19) se deduce que al poner el error de cada serie en funcién de sus
respectivos procesos, ambos pueden expresarse como una suma de las variables del proceso,
pero sélo uno de los procesos es invertible, pues la condiciéon de que la suma de los pesos sea
finita (352, |m| < 00), se cumple sélo en el primer caso, en donde %2 |(—3)7| < co. En
conclusion, la utilidad de la invertibilidad esta en el hecho de que, si se tiene la funcién de
autocovarianza para la cual exista mas de un modelo que cumpla tener dicha funcién, por
conveniencia se elige el modelo que sea invertible, pues éste es tinico.

Existen varias maneras para comprobar cuando un proceso de promedios moviles es invertible,
una de las m4s intuitivas se apoya del siguiente resultado de series de potencias: 1 +a + a® +

_ n+1 . . .
a4+ tat =1 1, que cuando n tiende a infinito toma la forma:

0 .
>l

=0

(3.20)

)
—a

lo cual ocurre siempre que la razon a sea menor que 1 en valor absoluto, en caso contrario la
serie de potencias no se acerca a un valor finito. El proceso MA(1) se define por la siguiente
ecuacion:

Xt =&+ 9181‘/,1, (321)

que también puede verse como X; = (1 + 6 B)e;, y suponiendo que |0;]| < 1, entonces:

1 i . i L 0 .
Er = 7Xt = Z(—elB)th = Z(—QI)ZBZXt = Z(—Ql)th_i (322)
1+ 6,8 i=0 i=0 i=0

Es importante observar que la segunda igualdad de (3.22) es posible sélo si |6;] < 12. Por
otro lado cuando X; se multiplica por la suma se ve afectada por el operador B¢, obteniendo
la suma buscada en (3.17), y ademds la suma de los pesos Y22, 6} es finita por (3.20) ya que
|601] < 1. En conclusiéon |#;| < 1 es la condicién necesaria para que X; sea invertible.

Visto de otra forma, si el polinomio #(z) correspondiente al proceso MA(1), donde 6(z) =
1 + 6,2, se iguala a cero, entonces la raiz z = i debe ser mayor a 1 en valor absoluto para

asegurar que |¢,] < 1, y con ello la 1nvert1b111dad del proceso.

Para generalizar el resultado a los modelos MA(q), debe tomarse en cuenta que todo polinomio
de grado n con coeficientes reales y valor independiente unitario puede ser representado como
una multiplicacién de n polinomios de grado 1. Por tanto cualquier polinomio 6(z) de un
proceso MA(q) puede verse como:

0(2) = (14 012+ 02> + - + 0,27) = (L —mz)(1 —maz) ... (1 —n42). (3.23)

Segun lo cual un proceso MA (q) puede verse como en la ecuacién (3.24), siempre que cada
raiz z de (1 —n;z) =0 coni = 1,...,q sea mayor a 1 en valor absoluto, o bien si z es un

2En principio la condicién a cumplirse es |#;B| < 1, Sabau comenta en su libro Andlisis Econométrico
Dindmico (2011, p. 97) que el operador B puede verse como una variable compleja con médulo unitario
(|B| =1), por lo que |#1B| < 1 se cumple siempre que |6;| < 1.
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nimero complejo, esté fuera del circulo unitario. Con que una sola raiz z tome valores dentro
del circulo unitario, el inverso del polinomio dard lugar a una suma divergente, y se concluira
que el modelo no es invertible.

1 P 1 1 1
0B)"" (1—mB)(1-nB)" " (1-1,B)
Por tanto, la condicién para que cualquier proceso MA(q) sea invertible es que cada una de

las raices z del polinomio 0(z) = 0 en (3.23), que pueden ser reales o complejas, estén fuera
del circulo unitario.

e = X, (3.24)

Algunos autores mencionan que para que un proceso MA(q) sea invertible se requiere que la
matriz de autocorrelaciéon definida como:

1 P1 P2 .. PN-1
PN — P1 1 P1 -+ PN-2 (325>
PN-1 PN-2 PN-3 --- 1

debe ser definida positiva, es decir, que el determinante de Py y todos sus menores principales
deben ser positivos, como en la ecuacién (3.26).

1 e _
L, 1 o1 po , Pll £2 gN 1
‘p 11 >0, pr 1 pr|>0,...,] ™ N N (3.26)
1 e
1
Pz PN-1 PN-2 PN-3 --. 1

Sin embargo, es preferible el uso de los polinomios para probar invertibilidad, por su utilidad
en las pruebas de raices unitarias, importantes en la validacion de supuestos y la estimacion
de parametros.

Identificacion del parametro q

La manera de identificar un proceso MA(q) es a través de su ACF, ya que, como se ve en
la férmula (3.16) resulta que p, = 0 para h > ¢, entonces se elige como ¢ el valor de h
mas grande para el que p, # 0. Y aunque no se tengan los valores de las 6;, puede hacerse
inferencia a partir de los valores muestrales de p. Sin embargo, debido a que la funcién py,
estd afectada por variaciones muestrales, debe establecerse un criterio para saber desde que
momento las autocorrelaciones muestrales son cero.

Una prueba de hipdtesis ayuda a determinar cuando el parametro p, por sus variaciones mues-
trales, pueda ser estadisticamente igual a cero, para lo cual debe considerarse la distribucion
de pn. Wei (2006) menciona que para n grande la distribucién de pj, es aproximadamente
normal con media py,, v la varianza estd dada por la férmula de Bartlett 3. Para modelos en
los que pp, = 0 a partir de h > m, como el modelo MA(q), se tiene que

1
(1+2p7 +2p5 + -+ +2p2).

Var(py) ~ -

3La férmula de Bartlett puede consultarse en el libro de Brockwell & Davis (2002), Introduction to time
series and forecasting, p. 61.
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Pero ya que no se cuenta con los valores reales de p; (i = 1,...,m) pueden usarse sus
respectivas estimaciones muestrales de forma que:

1
Ss, o ¢n(1+2ﬁ%+2ﬁ%+---+2ﬁ%)
es el error estandar de py,.

Segun el enfoque de pruebas de significancia, no se rechaza la hipotesis nula Hy : pp = 0
al 95% de confianza si el estimador p;, estd dentro del intervalo (—1.965;,,+1.96S5,,). Sin
embargo es mas comun utilizar el intervalo de confianza de un ruido blanco. Es decir, si el
proceso X; es un ruido blanco entonces p; ~ N (0, %) para ¢ = 1,2,..., por lo que no se
rechaza la hipdtesis Hy : p; = 0 al 95 % de confianza si el estimador p; esta dentro del inter-
valo (—1.96/y/n,+1.96/y/n). Como este intervalo es més estrecho, si p; estda dentro de éste
también estd dentro de (—1.965;,,+1.96S;,).

La figura (3.1) muestra las funciones ACF y PACF muestrales de una serie MA(1) simulada,
las lineas punteadas indican los limites inferior y superior del intervalo (—1.96/y/n, +1.96/1/n)
donde n = 100. Se comprueba que las variaciones muestrales provocan que p; no sea exacta-
mente cero para ¢ > 1, pero al estar dentro del intervalo de confianza se consideran estadis-
ticamente cero y se identifica que ¢ = 1.

ACF PACF
1.0 10
08 08
06 06
0.4 0.4
0.2 fpmmmmmmmmmmmmm e mnnonn oo 02 } ————————————————————————————
0.0 H‘ ‘ T 00 |" T
02 rmeemmmmenn s s oo 02 -1 L -------------------------
0.4 04
06 06
08 - -08

Figura 3.1: ACF y PACF muestrales de una serie MA(1) simulada.
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3.3. Modelos AR(p)

Un proceso { X;} es un proceso autorregresivo de orden p con media u si { X;} puede escribirse
como:

Xi=p+ 9 Xoqg+- -+ 0 X + &y, (3.27)

donde f, ¢1, . . ., ¢, son nimeros reales y {&;} un proceso de ruido blanco. A este proceso se le
denota AR(p). Se le conoce como autorregresivo debido a que la ecuacién (3.27) se asemeja
a la de una regresién lineal (multiple si p > 1), pero con la diferencia de que en este caso las
variables control no son variables independientes sino p variables anteriores al tiempo ¢ del
mismo proceso que si presentan dependencia entre ellas. Por lo demas, también incluye los

términos aleatorio (g;) y los coeficientes de regresiéon (u, ¢1, ..., ¢,), propios del modelo de
regresion.
El modelo AR(p), centrado (con p = 0), puede verse como X; — 91 X1 — -+ — ¢ Xi—p = &4,

o también de la siguiente forma:

P(B) X = &, (3.28)

en donde ¢(B) es el polinomio autorregresivo definido por:
$(B) = (1= ¢1B — §2B° — -+ = ¢,B"). (3.29)
El caso més simple es el modelo AR(1):

Xi =1 Xe 1+ & (3.30)

(1-¢1B)X; =&,
a partir de este pueden verse propiedades importantes que posteriormente pueden generali-
zarse a los modelos AR(p). Primero es destacable que el proceso es causal cuando se satisface
la condicién de que |¢p1| < 1. Esto se comprueba de manera muy similar a como se comprueba
la invertibilidad en los procesos MA(q):

1 o0
X = 1_¢ B ;}(%B €t = ZWBZ& Z¢15t i (3'31)

Como se observa en (3.31) la condicién de que |¢1| < 1 para que el proceso sea causal, se
requiere desde la segunda igualdad. Cuando una serie es causal el modelo tiene sentido.

Témese por ejemplo el caso de que |p1| > 1 en (3.30), el cual no es causal (ni estacionario), se
observaria que los valores X; de la serie crecerian bastante en magnitud mientras el tiempo
t corre. Esto se debe a que la suma X; = 32°, ¢%e,_; no converge (en media cuadrada), pues
|41]* crece sin limite, a esta clase de modelos se les llama explosivos. Una posible solucién para
convertir este modelo en estacionario es expresarlo como X; = ¢7 ' X;11 — ¢1 €441, de ma-
nera que cada elemento X; = — 3°°) ¢ ‘er4; converge debido a que |¢7'| < 1. Sin embargo,
aunque se logré con ello que el proceso fuese estacionario, es también dependiente del futuro,
y resultaria inutil querer trabajar con este modelo, pues requeriria conocer previamente los
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datos futuros para poder predecir el futuro. Cuando ¢; = 1 se le llama un proceso de cami-
nata aleatoria sin deriva, para el cual también es comprobable que no es causal ni estacionario.

Similar a lo que sucede en la ecuacién (3.23), también el polinomio ¢(z) puede escribirse
como la multiplicaciéon de p ecuaciones de grado uno:

$z) = (1= 1z — ¢o2" — - = ) = (1 = 2)(1 — 2) ... (1 = G2). (3.32)

Y asi como |¢1| debe ser menor a uno en (3.31), las (; deben de estar dentro del circulo
unitario como condicion para hacer el proceso causal. En conclusion:

= No todos los procesos AR(p) son causales.

= Si se trabaja con modelos que no sean causales, la dependencia del futuro llevaria a
la invalidez de los resultados obtenidos en el analisis mientras que el uso de modelos
causales asegura que el modelo tenga sentido.

» La causalidad de los modelos AR(p) se comprueba exactamente igual que la invertibi-
lidad en los procesos MA(q). Asi, las raices del polinomio ¢(z) = 0, en (3.29), deben
estar fuera del circulo unitario para que el proceso AR(p) sea causal.

Debido a que todo proceso causal es estacionario, puede deducirse que la condicion para
verificar que el proceso AR(1) sea estacionario es la misma para verificar que sea causal. Si el
proceso esté centrado en cero, entonces E[X;] = 0 para toda t. Por otro lado la varianza del
proceso puede obtenerse de la siguiente forma, primero nétese que Cov(X;_p, &) = 0 pues:

Cov(Xy_n, &) = E[Xi_net) — E[X_n]Eley)
= E[; ¢z‘€t7h7i€t] - E[thh]E[gt] (333)

y por ser un proceso de ruido blanco
- 0 - E[Xt_h]O - 0

Luego se obtiene la varianza de X;:

Var(X;) = vx(0) = Var(¢1 Xe—1 + &)

=Var(¢p1Xi—1) + Var(e;) + 2Cov(p1 X1, &)

= ¢Var(Xi_1) +02+0
por (3.33)

= 017x(0) + o2 (3.34)
factorizando y despejando x(0) se obtiene)

(1= ¢7)7x(0) = o?
o2

x(0) = (1_725%)
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La funcién de autocovarianza se obtiene al multiplicar ambos lados de la igualdad (3.30) por
X;_; v tomando esperanza:

Cov(Xi—p, Xt) = vx(h) = E[Xi—n X4
= E[X;_n01 Xe—1 + Xi—ned
= Cov(Xi_p, 01 Xi—1) + Cov(X;_p, &)
=¢1yx(h—1)+0

repitiendo h veces se obtiene (3.35)
= ¢ivx(0)
y por (3.34) se obtiene
— ¢h O-g
-t
Con ello, la funcién de autocorrelacién es px(h) = Ilhl, la cual tiende a cero conforme las

diferencias h se hacen mds grandes. Véase que, en efecto, la condicién de que |¢p1| < 1 es
necesaria para que el proceso sea estacionario, ya que evita que la varianza del proceso en
(3.34) adquiera valores negativos.

Con el ejemplo del modelo AR(1), puede notarse que a diferencia de los modelos MA(q)
no existe una sola ecuacion con la que se obtenga la autocovarianza de cualquier proceso
AR(p), pero es posible formar un sistema de ecuaciones con las cuales es sencillo calcular la
autocovarianza y autocorrelacién de cualquiera de estos. Se les conoce como las ecuaciones
Yule- Walker:

p1 = Q1+ Qap1 + -+ Pppp—1
= $1p1+ Po - + PPy
p2 = Q1p1 + @2 OpPp—2 (3.36)

Pp = P1Pp—1 + Q2pp—2 + -+ + Op.

De esta forma, para un AR(2), segin las ecuaciones (3.36), se tiene que p; = ¢1 + ¢op1 y
p2 = ¢1p1 + @2, por tanto:

= gbl p2 = d)%
1— ¢ 1 — ¢
y siguiendo las mismas ecuaciones de forma iterativa, se observa que pp = ¢1pp_1 + G2pr_2

para k > 3. Estas ecuaciones pueden generalizarse para cualquier proceso AR(p) y se conocen
como las ecuaciones Yule-Walker extendidas.

P + ¢ (3.37)

En cuanto a la propiedad de invertibilidad, ocurre que todo proceso AR(p) es invertible,
ya que pueden representarse como 7(B)X; = &, en este caso Yo% |m;| = >0, |¢:| que por ser
p sumandos, con p constante, es una suma finita. Esto quiere decir que si se tiene la ACF de
un proceso autorregresivo, entonces existe un tinico modelo AR(p) que genera el la funcién de
autocorrelacion. Sin embargo, las funciones de autocorrelacion muestrales no proporcionan
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suficiente informacion para identificar el parametro p.
Identificacién del parametro p

Obsérvese que la funcién de autocorrelacién del AR(1) px(h) = | 'y en general la de cual-
quier proceso AR(p) decae exponencialmente, y no como la ACF de cualquier modelo MA(q)
que toma el valor cero en todos los valores de h mayores a ¢. Esto hace que, en comparacion,
sea mas dificil identificar el pardmetro p de los modelos AR(p), pues la funcién p(h) no se
trunca cuando h es mayor que p.

En los procesos AR(p), la funcién de autocorrelacion parcial PACF, que se vio en la seccién
3.3., se usa para identificar el orden p de un proceso autorregresivo. Véase, por ejemplo, el
proceso AR(1), por definicién ¢1; = p(1) = ¢. El cdlculo de ¢9o considera las variables X,
X1y Xiyo, para hacer dos regresiones lineales la primera tiene a X; 5 como variable depen-
diente y X;,; como variable independiente, la segunda tiene a X; como variable dependiente
y X1 como variable independiente. Shumway y Stoffer (2011) muestran que en ambos casos
el coeficiente de pendiente 8 = ¢, por lo que Xt+2 =X y X, = dXi11. Al calcular ¢oo
obtenemos:

G2 = CO?”T(XtJrz - Xt+27 Xy — Xt)
= Corr(Xiyo — 0 Xir1, Xo — 0 Xi41)
= Corr(epre, Xy — ¢ X111) (3.38)
por causalidad
=0
También muestran que la correlacion parcial ¢p, = 0 para h > 1, y de manera mds general,
en cualquier modelo AR(p) se tiene que ¢, = 0 para h > p*.

El estadistico muestral ¢y, visto en la férmula (3.10), pierde observaciones conforme h es mas
grande, por lo que se recomienda no considerar un rezago h superior a n/3, con n el nimero
de observaciones. Para determinar a partir de qué valor de h los coeficientes muestrales Qghh
son estadisticamente cero se hace uso de su distribucién. Los coeficientes gghh se distribuyen
de manera normal para una muestra grande, esto es:

dnn ~ N(o, n '’ (3.39)

donde ¢np v ¢nn son los vectores de autocorrelacion parcial muestral y autocorrelacién parcial

respectivamente, y T, es la matriz de varianzas y covarianzas del proceso®.

Asi como en la identificacion del parametro ¢, suele usarse la banda de confianza de un ruido
blanco, en el que sus coeficientes ¢y, tienen una distribucién asintéticamente normal con me-
dia cero y varianza Var(¢ps) = +. ¢ Si ¢y, se encuentra en el intervalo (—1.96/v/n, +1.96/1/n)

4Shumway & Stoffer, op. cit., p. 106.

5Brockwell & Davis (2002), Introduction to time series and forecasting, p. 141.

5Wei W., 2006, Time Series Analysis Univariate and Multivariate Methods. Boston, USA: Pearson Addison
Wesley, p. 22.
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entonces se considera que es estadisticamente cero. Este intervalo es més estrecho que el que
se obtendria con la distribucion mencionada en el parrafo anterior, el modelo se identifica
por el hecho de que ¢, = 0 cuando h es mayor que p. Nétese que es el mismo intervalo que
se usa para identificar cuando p = 0 y el uso de la banda de confianza de un ruido blanco
se justifica de manera similar. Al respecto, Brockwell y Davis (2002) justifican el uso de la
banda de confianza de un ruido blanco de una forma distinta, explican que si se ajusta un
modelo autorregresivo de orden m a un modelo AR(p) con m > p, entonces @mm (que es el
valor muestral de la autocorrelacién parcial de retraso m) tiene una distribucién aproxima-
damente normal con media cero y varianza 1/n; por tanto si el modelo AR(p) es el adecuado

para los datos, entonces los valores qgkk con k > p deberan ser compatibles con la distribucién
N(0,1/n).

La figura (3.2) muestra las funciones ACF y PACF muestrales de una serie AR(1) simulada,
las lineas punteadas indican los limites inferior y superior del intervalo (—1.96/+/n, +1.96/+/n)
donde n = 100. Se comprueba que las variaciones muestrales provocan que ngShh no sea exac-
tamente cero para h > 1, pero al estar dentro del intervalo de confianza se consideran esta-
disticamente cero y se identifica que p = 1.

ACF PACF

i 21

B 02 oo

04 04

06 - 06

0.8 08 7

Figura 3.2: ACF y PACF muestrales de una serie AR(1) simulada.

Pruebas de raices unitarias

En la practica, para determinar si la serie es estacionaria, no se cuenta con el polinomio sino
con los valores de la serie. Es por ello que las pruebas de raices unitarias determinan si los
datos indican la presencia estadistica de alguna raiz (; fuera del circulo unitario. Retomando
el caso del proceso AR(1), las hipdtesis a contrastar son:

HO : ’qbl‘ >1 O] Hi: ’¢1| < 1, (340)
en donde H, indica que el proceso no es estacionario, mientras que H; indicaria que si lo es.
Sin embargo, lo que en realidad importa es comprobar la hipdtesis alternativa, y cémo es

relativamente méas sencillo probar una hipotesis con una distribucion especifica, entonces la
prueba se realiza con las siguientes hipétesis:

HO : gbl =1 VS H; |¢1’ <1 (341)
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Motivo por el cual a estas pruebas se les conoce como “pruebas de raices unitarias”. Una de
las més famosas es la prueba de Dickey-Fuller (DF). En esta se visualiza la diferencia del
proceso como una regresion lineal, es decir:

VX=X, — X
=0 X1+ — Xo
= (1 —1)Xi1 + &
=1 X1t e

(3.42)

Segun esta ecuacion, puede obtenerse un estimador para ¢; = ¢; — 1 mediante una regresién
lineal, en la misma forma en que se obtuvo el pardmetro de la pendiente en el Capitulo 1, y
podran contrastarse las hipotesis:

HO P11 = 0 vs Hl L1 ?é 0, (343)

que son equivalentes a las de (3.41) (de aceptar Hy : ¢ = 0 querra decir que ¢; es una raiz
fuera del circulo unitario). De hecho, el estadistico ¢ que se usé en el test de significancia de
la pendiente en la regresion lineal, es el mismo que se usa en esta prueba para contrastar
las hipdtesis. Sin embargo, no se compara contra los valores criticos de una distribucién t,
pues estos no son adecuados en presencia de inestabilidad bajo la hipdtesis nula. Los valores
criticos propuestos por Dickey-Fuller para esta prueba, al 10%, 5% y 1% de significancia
son: -2.5808, -2.8877 y -3.4902; de manera que se rechaza la hipétesis nula al (1 — «) % de
confianza si el estadistico t es menor que el valor critico al a % de significancia.

La generalizacién este test a los modelos AR(p) se le conoce como el test Dickey-Fuller au-
mentado (DFA), siguiendo bédsicamente el mismo proceso de visualizar el proceso diferenciado
como una regresion lineal, el pardmetro pendiente ¢ ahora es:

p=¢1+ ¢+ -+ ¢p—1 (3.44)

se deduce de (3.32), que ¢ = —¢(1), y que si se acepta que Hy : ¢ = —¢(1) = 0 indicard que
al menos una de las raices (; es unitaria. Sin embargo, esta prueba tiene las desventajas de
que no se sabe a priori qué valor de p usar, y para que la prueba sea valida debe comprobarse
que los errores £; se comporten como un ruido blanco.

Existen otras pruebas que intentan atacar estos problemas, como la Phillips-Perron (el lla-
mado PP test) el cual no tiene una distribucién tan restrictiva a los errores, sin embargo, se
sabe que en general las pruebas de raices unitarias tienden a encontrar alguna raiz unitaria
donde no la hay. Una de las recomendaciones frecuentes es corroborar por otros medios si
se estd tratando con una serie no estacionaria, como la inspeccién visual. Por ejemplo las
series en donde el ACF no decrece rapidamente tienen alguna tendencia lo que las hace no
estacionarias.
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3.4. Modelos ARMA (p, q)

Un proceso {X;} es un proceso autorregresivo de media mévil de ordenes p y ¢, con media
p=0si {X;} puede expresarse como:

Xi— X = = G Xy = &+ Oreim -+ Oy,

o bien en funcién de los polinomios #(B) y ¢(B) se tiene que ¢(B)X; = 6(B)e;, aunque
también es usual encontrar X; despejado en la parte izquierda de la ecuacién:

0(B)
X, = 3.45
" oB)” )
donde {&;} es un proceso de ruido blanco y los polinomios §(B) y ¢(B) no tienen raices en
comun. A este proceso se le denota ARMA(p, q). La existencia de una raiz comuin implicaria

que el modelo no tuviese 6rdenes (p, q) sino (p —1,q — 1).

De manera intuitiva el modelo puede verse como la mezcla de los dos procesos antes descritos.
Al respecto de ellos puede observarse la existencia de una dualidad entre los procesos MA(q)
y AR(p): los primeros son siempre causales y su invertibilidad se comprueba al estar todas
las raices z del polinomio 6(z) = 0 fuera del circulo unitario, mientras que los segundos son
siempre invertibles y son causales cuando todas las raices z del polinomio ¢(z) = 0 estan
fuera del circulo unitario. Generalmente dichos procesos no se encuentran por separado de
manera natural, sino que suelen estar mezclados como en el modelo ARMA(p, ¢). Este es un
proceso tan general, que fue establecido por Wold (1938) que todo proceso estacionario puede
ser representado como un proceso ARMA(p, q).

Para que un proceso ARMA sea causal (y por ende estacionario) se requiere que las raices
de ¢(z) = 0 estén fuera del circulo unitario. Del mismo modo serd invertible si las raices de

0(z) = 0 también estdn fuera del circulo unitario.

Identificacion de los parametros p y q

Cuadro 3.1: Comportamiento de la ACF y la PACF para los modelos AR, MA y ARMA

AR(p) MA(q) ARMA(p, q)
ACF  Disminuye lentamente Se trunca después Disminuye lentamente
del retraso ¢ después del retraso (¢ — p)
PACF Se trunca después Disminuye lentamente Disminuye lentamente
del retraso p después del retraso (p — q)

Las funciones muestrales de autocorrelacién y autocorrelaciéon parcial son suficientes para
identificar si las observaciones de una serie de tiempo tienen el comportamiento de un mode-
lo AR(p) o un MA(q), e incluso permiten encontrar el valor de p y ¢ més adecuados. En los
modelos ARMA(p, q) dichas funciones sélo permiten saber si las observaciones se adaptan al
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modelo ARMA, pero es menos factible usarlas para identificar los valores de p y q.

Como se muestra en el cuadro 3.1 las funciones ACF y PACF para un proceso ARMA no se
truncan sino que van disminuyendo. Esto se debe a que se supone al proceso como causal e
invertible, entonces la parte autorregresiva tiene un representacién media mévil infinita por
lo que la funcion de autocorrelacion no se trunca, del mismo modo la parte media maévil tiene
una representacion autorregresiva infinita y por tanto la funcion de autocorrelacion parcial
no se trunca.

Tsay(2005) presenta una funcién que permite identificar los 6rdenes p y ¢ de un modelo
ARMA, llamada funcién de aucotorrelacién extendida (EACF por sus siglas en inglés). Un
ejemplo ayudara a entender el funcionamiento de dicha funcién, supéngase que se tiene un mo-
delo ARMA(1,1), es decir, X; = ¢X;_1+e;+60¢,_1, por tanto los residuales W7 ; = X —ngSXt_l
se comportan como un proceso MA(g). A partir de W, se obtienen estimaciones de p( jy con
j > 1 donde el subindice (1,7) quiere decir que se estiman las correlaciones extendidas de
retraso j de primer orden, ya el modelo autorregresivo de la serie es de orden 1.

En una serie de datos no se sabe de antemano los valores de p y ¢, asi que se calcula la EACF
de ordenes autorregresivos mayores que 1, es decir para el orden 2, se calculan los residuales
Wyt = X4 — gngt_l — <§2Xt_2 y las autocorrelaciones muestrales extendidas po j, con j > 1.
Los estimadores de ¢; y ¢ pueden obtenerse a partir de las ecuaciones Yule-Walker gene-
ralizadas, de manera andloga para dérdenes autorregresivos mayores. La informacion de los
valores p(; ;) se presenta en forma tabulada como en el cuadro 3.2.

MA

AR 1 2 3 4 5) 6 7
0 | ;m P2 3 P4 s Pe pr
L | payy Pz Paz) Paa Pas Pas P
2 | Pey Pe2 Pe3) Pea Pes) Pee P
3 | PBy PB2 B3 PBa Pes)  PBe) PG
4 | P Pu2) Pu3) Pua) Pas) Pas) P
5 | Py P62 P63 Pea Pes) Pes) P

Cuadro 3.2: Funcién EACF muestral, en donde cada p; ) es el valor de la autocorrelaciéon
muestral de retraso j y orden autorregresivo .

Para un modelo ARMA(p, q), la tabla 3.2 tendrd un patrén “triangular” en donde los va-
lores p(; ;) dentro de este triangulo, son estadisticamente cero y la posicién (7,5) del pico
superior izquierdo de este tridngulo corresponderd con los 6rdenes (p, q) del modelo ARMA.
Por ejemplo, en un modelo ARMA(1,1) todas las autocorrelaciones p; seran significativas, las
autocorrelaciones p( ;) serdn no significativas para j > 2, las autocorrelaciones p(p ;) seran
no significativas para j > 3, etc. En su forma simplificada la tabla s6lo muestra O’s y X’s
denotando valores que son cero y distintos de cero respectivamente.
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Otra opcion de seleccion de los 6rdenes para estos modelos, a través de una opcién sistemaética
es el Criterio de Informacion de Akaike Corregido (AICC) mostrado en (3.46). E1 AICC se usa
como un método de comparacién de modelos basado en la teoria de la informacién y utiliza
para su calculo la estimacién de los pardmetros ¢ y 6 por Mdzima Verosimilitud (MV). Este
ultimo es un método de estimacién de parametros que funciona bajo la idea de tomar como
estimacion de los parametros aquellos que maximicen la probabilidad de obtener la muestra
observada, dicha probabilidad es la llamada funcién de verosimilitud L(e). El indice AICC
se calcula como:

2(p+q+1)n
(n—p—q—2)
En la ecuacién (3.46), n es el nimero de observaciones, p y ¢ los érdenes del modelo, y ép,

AICC = —2In[L(¢,,0,,62)] + (3.46)

éq, y 62 son los vectores de los pardmetros estimados de los por MV, por lo que L((ﬁp, éq, 52)
denota el maximo valor que alcanza la funcién de verosimilitud.

La estrategia para la identificacién de p y g por el criterio de AICC, podria sintetizarse de la
siguiente manera: establecer un rango de valores posibles para p y ¢, posteriormente estimar
a través de MV los pardmetros ¢; (i = 1,...,p), 8; (j = 1,...,q) y o2 para los posibles
modelos ARMA(p, ¢). Por tltimo elegir el modelo con la combinacién de érdenes p y ¢ que
minimice el valor del estadistico AICC. Por su construccion, el término negativo recompensa
la bondad de ajuste y el término positivo penaliza el sobreajuste, razén por la que se escoge
el modelo con el valor més pequeno.

El valor de este estadistico no tiene unidades y carece de sentido cuando se tiene el de un
solo modelo, pero cuando se tienen varios modelos, permite compararlos e indica que el que
tenga el valor mas bajo es el que explica mejor los datos con el menor nimero de parametros,
siendo el méas cercano a la realidad. Esta indefinicién de la escala, puede resultar en que los
valores sean incluso negativos, en tal caso se sigue el mismo criterio de elegir el modelo con

el menor AICC.
Raices unitarias en los modelos ARMA

La existencia de raices unitarias en cualquiera de los dos lados de la ecuacién tendria implica-
ciones importantes. Debido a que los procesos ARMA(p, ¢) modelan procesos estacionarios,
la presencia de una raiz unitaria en el polinomio autorregresivo invalidaria los resultados de
la estimacién. En la ecuacién (3.47) se muestra un modelo ARMA en el que una de las p
raices de la parte autorregresiva es unitaria, modelar este tipo de series no estacionarias es
un tema del siguiente seccion.

6y 1(B)(1 = B)X, = 0,(B)e, (3.47)

Por otro lado la presencia de una raiz unitaria en el polinomio de promedios méviles genera
no invertibilidad. Esto significa que el proceso no tiene la representacion tnica, y la causa de
esta es la sobre diferenciacién. Como se aprecia en la ecuacién (3.48), aplicar una diferencia
extra al proceso ARMA(p, q) se estd agregando una raiz unitaria al polinomio del proceso
MA.

6p(B)V X, = 0,(B)(1 - B)e, (3.48)
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3.5. Modelos ARIMA

A partir de esta seccién se describen modelos para procesos no estacionarios. Al tratar con es-
tos, como primera instancia suelen aplicarse transformaciones a los datos para obtener series
estacionarias y con decrecimiento rapido de la funcién de autocorrelacion. El primer modelo
por analizar es el proceso ARIMA.

Un proceso { X;} es un proceso autorregresivo integrado de promedios méviles ARIMA(p, d, q)
si {X;} puede expresarse como:

o(B)(1 — B)'X, = 0(B)e, parad>1 (3.49)

donde ¢; es un proceso de ruido blanco. El modelo indica que la serie diferenciada d veces
puede modelarse como un proceso ARMA(p, q). Es usual escribir el modelo usando el opera-
dor V = (1 — B), por lo que (3.49) es equivalente a ¢(B)V4(X;) = 0(B)e;, d > 1. Véase
que VX; = X; — X;_1.

Noétese que el modelo ARIMA con d = 1 realiza estimaciones a partir de la serie (1 — B)X;
mientras que el modelo ARMA en (3.47) hace estimaciones sobre X, es decir, aunque la
expresion matematica es la misma, el proceso ARIMA esta efectivamente diferenciado.

Para mirar el proceso desde una perspectiva intuitiva deben recordarse los siguientes aspectos:

» Comunmente las series no son estacionarias por alguno(s) de los siguientes tres motivos:
1) exhiben algun tipo de tendencia, 2) su varianza no es constante o 3) presentan de
algin factor tipo semi determinista como puede ser la estacionalidad.

= Cuando una serie presenta una tendencia de grado d, esta puede removerse de la serie
tomando las diferencias de orden d (como se vio en el capitulo anterior).

Por tanto, intuitivamente {X;} es un proceso ARIMA si VX, el proceso con tendencia remo-
vida, puede modelarse como un proceso ARMA(p, q) causal. Los modelos ARIMA permiten
modelar series que originalmente no son estacionarias, cuando la razén de la no estacionarie-
dad es la presencia de una tendencia lineal o polinomial.

Ademés el pardmetro 1 como el de la ecuacion (3.27), en estos modelos no tiene el mismo
papel que en los modelos anteriores, ya que p no esta relacionado con la media del proceso
sino que representa el término de pendiente deterministica. Témese como ejemplo el siguiente
proceso con d =1, p =0y ¢ = 0 (también conocido como caminata aleatoria con deriva):

(1-B)X;=p+e

entonces
Xe=Xe 1+ p+e
Xi=X, o+ 2u+¢e+6 (3.50)

t
=Xp+({t—k)pu+ D e parat>k.
j=k+1
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En tal modelo se observa como el pardmetro p es ahora la pendiente de una tendencia de-
terministica lo cual ocurre para cualquier modelo ARIMA cuando d > 0. Wei (2006) explica
que para t grande este término se hace muy dominante en el comportamiento de la serie,
forzandola a seguir un patron deterministico, por lo que en general cuando d > 0 se asume
que p = 0, a menos que sea claro en los datos o por la naturaleza del problema, que un
componente deterministico sea realmente necesario.

Identificacion del parametro d

Sabau (2011) explica el siguiente algoritmo para determinar el orden de integracién se logra

mediante una aplicacién iterativa de la prueba DFA de la siguiente manera’:

1) Fijar d = 0.
2) Aplicar la prueba DFA a la serie VX;.

3) En caso de no rechazar la hipétesis nula Hy : ¢1 = 0, aumentar el grado de diferenciacién
d en una unidad, y regresar al paso dos.

4) En caso de aceptar la hipétesis alternativa Hy : p; < 0: , tomar el ultimo valor de d
como el orden de integracion.

Si no se diferencia lo suficiente no se alcanzara a remover la tendencia y seguird siendo un
proceso no estacionario, con presencia de raices unitarias, ante la duda de la existencia de
estas hay que volver a diferenciar. Por otro lado diferenciar de mas el proceso provoca no
invertibilidad como se aprecia en la ecuacion (3.48), ante la duda de una raiz unitaria en el
polinomio MA hay que diferenciar menos. Si existe la duda legitima mejor diferenciar de mas
que de menos ya que la no invertibilidad es menos grave que la no estacionariedad.

Wei (2006) menciona otra forma de identificar el valor del parametro d de esta forma: si la
ACF muestral decae lentamente y la PACF muestral se corta después del retraso 1, indica

que la diferenciacién es necesaria®.

Como dato adicional, Shumway y Stoffer (2011) explican que si se ha aplicado el logaritmo a
la serie y luego se aplica una diferencia, la serie trasformada se interpreta (por propiedades
de los logaritmos) como la serie de las tasas de crecimientos.

3.6. Modelos SARIMA

Un proceso {X;} es un modelo estacional autorregresivo integrado de promedios méviles
(SARIMA) (p,d,q)x(P,D,Q), con periodo s si la serie diferenciada Y; = (1 — B)4(1 — B*)P X,
es un proceso ARMA definido por:

6(B)®(B")Y; = 6(B)O(B")e, (3.51)

"Sabau H., Andlisis Econométrico Dindmico, México: Universidad Iberoamericana, 2011, p. 125.
8Wei W., 2006, Time Series Analysis Univariate and Multivariate Methods. Boston, USA: Pearson Addison
Wesley, p.109
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con ¢(B) y 0(B) definidos como antes y adicionalmente:

®(BY)=1—®, B — ;B> — ... — &pB"*

(3.52)
O(B*) =1+ ©,B* + ©,B% + ... + Qo B,

donde s representa el niimero de observaciones por periodo, por ejemplo, si la serie fuese
recogida mensualmente s = 12, si fuese recogida trimestralmente s = 4, etc. Sea X; una
serie con comportamiento estacional a la que se le ajusta un modelo ARIMA como en la
ecuaciéon (3.53), ocurre que el término de error b; no se comporta como un ruido blanco.
Esto es, los polinomios ¢(z) y #(z) modelan el comportamiento no estacional de la serie, es
decir, el comportamiento entre observaciones consecutivas, por ejemplo, el comportamiento
entre meses del mismo ano si la serie fuese mensual, pero no hay en el modelo elementos que
expliquen el comportamiento estacional. En el modelo SARIMA se intenta solucionar dicho
problema tratando a b; como otra serie ARIMA la cual modele el comportamiento estacional
de X;, en el ejemplo de la serie mensual modelaria el comportamiento de los meses entre
anos.

¢(B)(1 - B)'X; = 6(B)b, (3.53)
®(B*)(1 — B*)Pb, = O(B*)e; (3.54)

En (3.54) los pardmetros P, D y @) tienen efecto sobre la serie b; y €; corresponde a un pro-
ceso de ruido blanco. De lo anterior puede inferirse que el término de integracion D tiene la
funcién de eliminar, en caso de existir, alguna tendencia en el comportamiento estacional; sin
embargo, rara vez es mayor que uno, pues el comportamiento estacional suele ser muy similar
afio con ano. Por otro lado los polinomios ®(B*) y O(B*) definidos como en (3.52), tienen la
funcion de modelar la parte autorregresiva y media moévil del comportamiento estacional de
la serie, por ejemplo en el caso de una serie mensual, estos modelaran las relaciones de un
mes con el mismo mes de anos anteriores pues en los polinomios solo hay elementos no nulos
cada 12 diferencias. Brockwell y Davis (2002) mencionan que en raras ocasiones D es mayor
que 1 mientras que P y () no suelen ser mayores a 3.

Si se sustituye (3.54) en (3.53), y se define Y; = (1 — B)¥(1 — B*)P X, se obtendr4 el modelo
SARIMA presentado en (3.51), en el que se observa que los elementos estacionales estan mul-
tiplicados por los respectivos elementos no estacionales, razén por la que es conocido como
el modelo ARIMA estacional multiplicativo.

En cuanto a las propiedades de causalidad e invertibilidad, el proceso Y; es causal si y solo si
las raices de los polinomios ¢(z) y ®(z) estan fuera del circulo unitario. La misma condicién
se pide en los polinomios (z) y ©(z) para que el proceso sea invertible.

Puede ocurrir que una serie no presente tendencia de manera estacional ni de forma no
estacional, es decir, que el proceso tenga media, varianza y comportamiento estacional cons-
tantes. Este comportamiento se modela mediante un modelo tipo SARM A(p, q) x (P, Q), su
representacion matematica corresponde a:

$(B)®(B*) X, = 0(B)O(B)e,. (3.55)
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En (3.55) puede verse que el ajuste es directamente sobre la variable X; y no sobre una
variable diferenciada, pues al no presentar tendencias los parametros d y D son cero. Este
modelo puede verse como un caso particular del modelo ARMA con parametros p + sP y
q + s@, con una gran cantidad de coeficientes intermedios nulos.

AR(P), MA(Q), ARMA(P,Q),

ACF*  Disminuye lentamente Se trunca después Disminuye lentamente
para retrasos h = ks del retraso s para retrasos h = ks

conk=1,2,..., conk=1,2,...,
PACF* Se trunca después Disminuye lentamente Disminuye lentamente
del retraso Ps para retrasos h = ks para retrasos h = ks

conk=1,2,..., conk=1,2,...,

* Los valores en retrasos h # ks para k = 1,2,..., son cero.

Cuadro 3.3: Comportamiento de las funciones ACF y PACF para modelos puramente esta-
cionales

Identificacién de los parametros P, D y Q

El cuadro 3.3 sirve como guia en la identificacién de los pardmetros cuando se trata de pro-
cesos puramente estacionales, en los que tnicamente P y @ son distintos de cero”. Como
se observa, la identificacién de los érdenes P y Q de los procesos SARMA, es muy similar
a como se identifican en los procesos ARMA, la diferencia es que en los modelos SARMA
se pone atencién a las funciones ACF y PACF en las diferencias multiplo de la estacionalidad.

Puede haber méas de una opcion que parezca admisible en la modelacién del proceso, por
lo cual una posibilidad es elegir aquella combinacion de los parametros que proporcione el
estadistico AICC mas bajo.

Sobre la identificacién de los pardmetros de un modelo SARIMA Shumway y Stoffer (2011)
comentan que es conveniente identificar primero los érdenes de integracién (d y D). En un
ejemplo identifican primero el orden no estacional, y si con este primer orden de diferenciacion
basta para que el proceso tengan media y varianza constante entonces se asume que D = 0,
y se procede a identificar los 6rdenes P y () como en el modelo SARMA (con la guia del
cuadro 3.3). De hecho plantean varias opciones sobre los valores que pueden tomar P, () asi
como de p y g, para posteriormente comparar los modelos posibles con el estadistico AICC?,

9Shumway & Stoffer, op. cit., p. 155.
0Shumway & Stoffer, op. cit., pp. 158-161.
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3.7. Prediccion

Como explican Brockwell y Davis (2002), el problema de la prediccién consiste en estimar
el valor de X, 5, con h > 0, de una serie de tiempo estacionaria en funciéon de los valores
X, ..., X1, con media p y funcién de autocovarianza v conocidas. Explican que la estimacion
de X4, (denotada por P, X, . 0 Xn+h) es de la forma:

Pan+h =ag+ CLl)(n + -+ anXlu

y la meta es encontrar los valores ay, . . ., a, de tal que se minimice el error cuadratico medio,

que es: A
S(ag,...,a,) = E(Xnsn — Xnin)? (3.56)

Un primer camino a tomar en el proceso de prediccion es tratar de minimizar directamente

3.56). Después de aplicar n+1 derivadas parciales se llega a que ag = wu(1—>"7" . a;), mientras
0 =1 "1/

que los valores de aq,...,a, se obtienen a partir del siguiente sistema de ecuaciones:

Fn(ala s 7an)/ = Vn(h%

donde T',, es la matriz de autocovarianzas de (X1, ..., X,.) vy v (h) = (v(h),v(h+1),...,v(h+
n—1))". En el caso particular en que n = p los valores a; (i = 1,...,p) proporcionan estima-
ciones para los valores de ¢, de un modelo AR(p)™ y es justo la razén de que los estimadores
de ¢; en (3.10) obtenidos con las ecuaciones Yule-Walker estén expresados como solucién de
este sistema de ecuaciones. De hecho, los coeficientes a; se ven usualmente renombrados en
la literatura como a; = ¢,; (1 =1,...,n).

Aplicar esta idea para hacer estimaciones tiene el inconveniente de gastar muchos recursos
computacionales, por lo que se desarrollaron procedimientos que permiten realizar los célcu-
los de manera recursiva como es el algoritmo Durbin-Levinson'?. El procedimiento de este
algoritmo consiste en obtener X'nﬂ basado en las primeras n observaciones y utilizar este
resultado para estimar Xn+2 basado en las primeras n + 1 observaciones, y asi de manera
sucesiva. A través del algoritmo Durbin Levinson, los predictores de un paso se obtienen
segun la expresion:

Xn+l = Z ¢ann+1fj7 J=1...,n (357)
j=1
para lo cual se obtienen, también de manera sucesiva, los valores ¢,; (j = 1,...,n). Sin

embargo, (3.57) no es la tnica representaciéon de X, ;1 que permite llevar a cabo el célculo
de las predicciones, Brockwell y Davis (2002) mencionan que a través de

X1 =2 0nj(Xng1-j — Xuj1-j) (3.58)
j=1

también es posible realizar los cdlculos de predicciéon. En (3.58), a los términos X, — X,
se les llama errores de prediccién de un paso (o innovaciones), de ahi que el algoritmo que

HShumway & Stoffer, op. cit., p. 113.
12Brockwell & Davis, 2002, op. cit., p. 69.
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permite estimar los valores de 0,,;, predicciones y error cuadrédtico medio se le llame algoritmo
innovaciones'3. Bajo esta representacién, la estimacién de h pasos X, 15 es de la forma:

n+h—1

PoXnin= > Onin-15(Xnpn-j — Xnsn ), (3.59)
i=h

su calculo es posible ya que el algoritmo permite estimar no soélo X, sino también los valores
Onj

De manera andloga al algoritmo Durbin-Levinson, el algoritmo innovaciones permite esti-
mar los pardmetros (61, ...,0,) de un modelo MA(q), ya que 6,,; — 6; para n — oo . En
este sentido los estimadores obtenidos se consideran preliminares, pues se utilizan como valo-
res iniciales, pues conforman la informacién de partida del método de méxima verosimilitud®®.

El algoritmo innovaciones funciona para cualquier serie con segundo momento finito, mas
especificamente, para un modelo ARMA (p, q) las ecuaciones de prediccién son de la forma:

A A

p q
Xosh =Y PoXoinoi+ Y Onino1;(Xntnoj — Xosnj),

i=1 j=h

siempre que n > m = max(p,q) y h > 1 %. En el caso de los modelos ARMA, los estima-
dores de ¢, . . ., ¢, pueden obtenerse con el algoritmo bajo el supuesto de causalidad!?. Para
modelos ARIMA y SARIMA los mismos métodos pueden adaptarse para obtener ecuaciones
de prediccion, estas pueden consultarse en Brockwell y Davis, 2002 paginas 198-210.

Por tultimo debe hacerse notar que las predicciones realizadas se hicieron tomando en cuenta
la serie afectada por la transformacion de Box-Cox, el efecto calendario y la inflacion. Estas
transformaciones deben realizarse de manera inversa para que la serie y las predicciones
puedan visualizarse en escala de pesos, y cumplir con el fin principal del analisis.

13Las ecuaciones del algoritmo innovaciones pueden consultarse en Shumway y Stoffer, Time series analysis
and its applications, p. 114.

14 Brockwell & Davis, 2002, op. cit., p. 101.

15Los detalles sobre la estimacién por méxima verosimilitud pueden consultarse en Brockwell y Davis, 2002,
op. cit., pags. 158-161.

16Brockwell y Davis, 2002, op. cit., p. 104.

17Véase Brockwell y Davis, 2002, op. cit., pags. 154-155.

75



3.8. Diagndstico del modelo

El siguiente paso en el ajuste de un modelo cualquiera de los tratados en este capitulo es el
diagnostico del modelo. El objetivo en este punto es revisar que los supuestos que se hicieron
al respecto de los residuales se hayan cumplido, o bien saber en qué grado se cumplen, como
son el comportamiento normal y la no correlacion entre ellos. Al realizar el diagndstico del
modelo, los residuales se definen como:

Wt:(Xt_Xt)/w/rt—ly paratzl,...,n

donde X; es el mejor predictor lineal de X; basado en las observaciones al tiempo t — 1,
.1 = E(X; — Xy)?/0% y 0% es la varianza del ruido blanco del modelo ajustado. Para

muestras grandes W; tienen propiedades similares al proceso de ruido blanco &;. Lo mas
comun es trabajar con los residuales rescalados que se definen como:

R =W,/6, t=1,...,n (3.60)

donde 6 = /(X}; W2)/n. Para revisar la normalidad en los residuales rescalados se realizan

comunmente alguno de los siguientes andalisis:

» Un histograma de los residuales debe parecerse al histograma de una distribucién normal
estandar.

= La grafica conocida como Q-Q plot muestra en el eje vertical, los cuantiles del con-
junto de datos, mientras que en el eje horizontal muestra los cuantiles tedricos de la
distribucién normal (0,1) dado que se trabaja con residuos estandarizados. Es decir,
cada punto en la grafica representa el cuantil tedrico contra el cuantil empirico, por lo
que se esperaria que ambos valores sean muy parecidos. De esta forma mientras més se
asemejan los puntos a la linea recta de la identidad mas se acercan los datos empiricos
a una distribucién normal.

» La prueba de normalidad de Anderson-Darling prueba si los datos ordenados {Y; <
... < Yn} provienen de una distribucién normal, el estadistico de prueba es:

L= N-Y QkN_ LinFv) + in(1 — F(Ya )], (3.61)
k=1

Con N el numero de datos y F() la funcién de distribucién normal estdndar. En este
caso la hipotesis nula es Hy: La muestra aleatoria proviene de una distribuciéon normal y
se rechaza con un nivel de significancia o = 0.05 si el estadistico A? es mayor que 0.752,
o bien un valor p menor a 0.05. El test asume que los errores no estan correlacionados,
por lo que es conveniente utilizar alguna de las pruebas siguientes para corroborar este
supuesto.

Al respecto de la aleatoriedad y autocorrelacion algunas pruebas adecuadas son:
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= La prueba de corrida de rachas debe mostrar que los residuales son aleatorios. Las
hipétesis a contrastar en esta prueba son Hj : Los residuales son aleatorios contra H, :
Los residuales no son aleatorios. Por lo que, con un valor de significancia a = 0.05,
buscamos que el valor p de la prueba sea més grande que « para aceptar la hipdtesis
nula.

» Las autocorrelaciones muestrales p.(h) deben ser estadisticamente cero para todos los
valores de h.

» Fl estadistico de Ljung-Box-Pierce, mostrado en (3.62), debe mostrar que el efecto
conjunto de las autocorrelaciones, hasta la diferencia H, no sea significativo.

pe(h)

n —

Q=n(n+2) i (3.62)

>

donde p. es el coeficiente de autocorrelacion de los residuos y n el nimero de obser-
vaciones. Considerando las primeras H autocorrelaciones, las hipdtesis a contrastar en
esta prueba son Hj : No hay autocorrelacion contra H, : Por lo menos una autocorrela-
cién es diferente de cero. Bajo Hj el estadistico tiene una distribucion ji-cuadrada con
H — p — q grados de libertad (por lo que la prueba puede realizarse para H mayor a
p + q). Para un valor de significancia a = 0.05, buscamos que el valor p de la prueba
sea mas grande que « y asi aceptar la hipdtesis nula.

3.9. Aplicacién

Continuando con el ejemplo, sobre la serie de ventas se hard el analisis a través de la metodo-
logia de Box-Jenkins. Los datos son los mismos que se presentaron en el cuadro 2.1, también
se retomaron los cambios hechos a la base en el ejemplo anterior pues también deben con-
siderarse los datos sin los efectos de la inflacion y calendario. A continuacion se presenta la
seleccion del modelo siguiendo los pasos sugeridos en la literatura.

Paso 1: Graficar la serie y escoger las transformaciones apropiadas

La grafica de esta serie se encuentra en la figura 2.2. Las primeras transformaciones que deben
aplicarse son las de reduccién de varianza antes que las de diferenciaciéon. En este caso se
aplico el logaritmo a la serie, pues de las transformaciones Box-Cox, con distintos valores de
0 < A< 1.5, A =0 (el logaritmo) fue la que mostré mayor reduccién de varianza. A esta
serie se le llamard Y;, puede verse en la figura 3.3.

En ella también se observa una linea que marca el promedio general de la serie, y guidandonos
inicialmente por el hecho de que no hay claras desviaciones de esa linea, y que la varianza
pareciera constante a través del tiempo, se trabajara bajo la hipdtesis de que no se necesitan

diferencias para que la serie sea estacionaria.

Paso 2: Determinar si es necesario aplicar algiin grado de diferenciacién
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Figura 3.3: Serie de datos una vez aplicada la transformacién Box-Cox Y; = In(X;)

e
-

0.5

ACF
0.0

-0.5
|

1.0

Partial ACF

0.0

T T T T T T T T T T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

Figura 3.4: Funciones ACF y PACF de la serie Y}

La figura 3.4 muestra las funciones ACF y PACF de la serie Y;. En series donde hay una clara
tendencia observariamos en la ACF que en todos los retrasos los valores serian significativos
y decrecerian muy poco con el tiempo, pero en esta serie ocurre que los valores de ACF son
practicamente cero excepto por los retrasos estacionales. Probablemente esto nos indica que
no se necesitan diferencias para que el modelo sea estacionario, o bien que no hay raices
unitarias.

Para corroborar puede ser ayuda la prueba DFA como se vio en la seccion 3.6, esta prueba

determina si existen raices unitarias en un modelo AR(p), en general los programas calculan
el estadistico de prueba para un valor de p asignado por default.

> library(tseries)
> adf.test(serie3)
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Augmented Dickey-Fuller Test

data: serie3
Dickey-Fuller = -3.6689, Lag order = 3, p-value = 0.03562
alternative hypothesis: stationary

El test DFA aplicado a la serie Y; muestra un valor p de 0.03562, es decir, si se rechaza que el
proceso es no estacionario (hip6tesis nula) la probabilidad de equivocarse es del 3.562 %, por
lo que el proceso puede asumirse como estacionario. Sin embargo, debe tomarse con ciertas
precauciones ya que no se sabe si los errores €; se comportan como ruido blanco, de cualquier
modo se aceptard el resultado pues concuerda con la inspeccion visual de la ACF. Como se
menciond anteriormente cuando se consiguen media y varianza constantes no es necesario
aplicar una diferenciacion de orden D. Para corroborar se aplicé una diferencia estacional,
con lo que se obtuvo un proceso cuya media y varianza no eran constantes, y cuyos pronos-
ticos mostraban intervalos de confianza muy amplios. Esto a su vez, esta relacionado con el
hecho de que el comportamiento estacional es muy estable con el tiempo, como se vio en el
capitulo anterior por lo que no es probable que exista alguna raiz unitaria estacional que deba
removerse. De lo anterior se concluye que d = 0y D = 0 es decir, se usara un modelo SARMA.

Pudiera parecer contradictorio que en el capitulo anterior, se observé algo parecido a una
tendencia cuadrética (en cuyo caso d = 2), pues en el suavizamiento por medias méviles
centrado se observé una tendencia a la alza hasta 2012 y luego decrecimiento desde 2013
(véase la figura 2.4), sin embargo, es muy posible que ese movimiento no haya reflejado la
tendencia, pudo deberse al componente ciclico y a los eventos ocurridos en el negocio. Ademas
en ejercicios adicionales se vio que los modelos SARMA tuvieron mejor ajuste y predicciones
mas estables que modelos SARIMA con d = 2 en donde las predicciones no reflejaban correc-
tamente el comportamiento estacional de la serie el cual es el movimiento mas importante en
la serie.

Paso 3: Identificar los parametros p, ¢, Py @

La eleccién de los parametros es probablemente una de las tareas mas dificiles en la modela-
cién, para empezar uno puede apoyarse de las graficas de ACF y PACF en la figura 3.4, de
donde se obtiene la siguiente informacién: sobre los parametros estacionales lo mas seguro es
que P =1 pues solo en el retraso 12 la correlacion parcial es estadisticamente significativa,
por otro lado () podria tomar los valores uno o dos, pues en la diferencia 36 ya no parece
significativa; en cuanto a los pardmetros no estacionales se observa que ambos p y ¢ podrian
tomar valores entre cero y tres. Para este caso no se utilizé la funcién EACF pues Wei (2006)
no recomienda su uso en modelos estacionales, ya que adquiere patrones complicados, y sélo
proporciona informacién sobre p y ¢'®. Esta funcién puede encontrarse en la libreria TSA de R.

La naturaleza cambiante de estos datos dificulté atin mas la deteccion del proceso, por lo que
se aprovecharon las herramientas de programacion que brinda R, utilizando para la estimacion
de los parametros la funciéon Arima de la libreria forecast, y un bucle que permitié extraer en

8Wei, W.,op. cit., p. 169.
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menor tiempo los resultados del estadistico AICC, pruebas de normalidad y rachas de varios
modelos a la vez, con el propésito de obtener un panorama general del comportamiento de
un parametro especifico.

valoresaicc<-numeric(length(16))
normal<-numeric(length(16))
aleat<-numeric(length(16))

i=1

for (p in 0:3){
for (q in 0:3) {modelo<- Arima(serie3,order=c(p,0,q),seasonal =

3

list(order=c(1,0,1) ,period=12),include.mean=TRUE)
valoresaicc[i]<-modelo$aicc

z<-modelo$residuals

x<-ad.test (z)

normal [i]<-x$p.value
y<-runs.test(as.factor(z>median(z)))
aleat[i]<-y$p.value

i<-i+1}

valoresaicc
normal
aleat

Con el bucle se corrieron varios modelos cambiando en cada uno p y ¢, que por tener mayor
cantidad de valores posibles, tienen mas combinaciones, mientras que P y () se cambiaron
manualmente. A partir de las corridas se determinaron los parametros de la siguiente forma:

Sobre el parametro P no hay duda que su valor es 1, pues cualquier cambio provoco
menores ajustes (mayores valores de AICC) y residuales no distribuidos normalmente.

Al respecto de Q también resulté claro que su valor deber ser uno, caso en el que
se obtuvieron mejores ajustes y los residuales resultaron en su mayoria normalmente
distribuidos, lo cual no ocurre con () = 2 ni ) = 0.

Una vez detectados Py @, la eleccion de p y ¢ se hizo con base en las estimaciones de los
modelos SARIMA ((p, 0, ¢) x(1,0,1) los valores de AICC de estos modelos pueden verse en
el cuadro 3.4. En este caso los valores de AICC son negativos, pero el criterio sigue siendo
el mismo: elegir el modelo con menor AICC, pues su valor tiene una escala arbitraria.
Se deduce entonces que los mejores modelos en ajuste son el SARIMA(0,0,2)x(1,0,1);2
y el SARIMA(2,0,0)%(1,0,1)15 pues al tener los menores valores de AICC son lo que
proporcionan mayor informacién con el menor niimero de parametros.

El modelo con menor AICC es el SARIMA(0,0,2) x (1,0,1)12, con ello es el que
mejor explica los datos con el minimo niimero de pardmetros, sin embargo, presenta un
problema, los parametros #; y ©; no resultan significativos, esto es no son mayores que
1.96 veces su error tipico, por lo que podrian ser cero. Del mismo modo ocurre en el
modelo SARIM A(2,0,0) x (1,0, 1)1 (el segundo con mejor ajuste) con los parametros
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p q AICC |p q AICC
0 0 -11998 |2 0 -122.94
0 1 -12050|2 1 -121.26
0 2 -123.13|2 2 -118.57
0 3 -12055|2 3 -115.74
1 0 -122203 0 -121.22
11 -121.24 |3 1 -118.56
1 2 -12057 |3 2 -115.75
1 3 -11800|3 3 -114.58

Cuadro 3.4: Valores de AICC para distintos modelos SARIM A(p,0,q) x (1,0,1)12

¢1 v ©1. Dado que en segundo punto se establecié que el mejor ajuste se obtuvo con
@ = 1, el problema no esta en ©4, es mas probable que §; = 0 0 ¢; = 0. En R es posible
fijar un parametro en cero, en la funcién Arima con el comando fixed.

» Finalmente se encontré que el modelo con mejor ajuste fue el SARIMA(2,0,0) x
(1,0,1)12 fijando en cero el pardmetro ¢;, en los resultados se observa que, gracias a
este cambio, todos los pardmetros son significativos.

> library(forecast)

> modelo2<-Arima(serie3,order=c(2,0,0), seasonal = list(order=c(1,0,1),
+ period=12),include.mean=TRUE, fixed=c(0,NA,NA,NA,NA),

+ transform.pars=FALSE)

> modelo2

Series: serie3
ARIMA(2,0,0)(1,0,1)[12] with non-zero mean

Coefficients:
arl ar2 sarl smal intercept
0 0.3257 0.9906 -0.7895 5.7413
s.e. 0 0.1366 0.0244 0.2607 0.0389

sigma”2 estimated as 0.003266: 1log likelihood=67.03
AIC=-124.07 AICc=-122.82 BIC=-114.12

Paso 4: Verificacion de supuestos

Una vez verificado que todos los pardametros son significativos, en este paso se pretende probar
que los errores se comportan estadisticamente como un ruido blanco, pues de ello depende la
veracidad de las inferencias hechas sobre los parametros.

La figura 3.5 muestra que la distribucién de los residuales es bastante parecida a una dis-

tribucion normal, y en la grafica Q-Q plot los puntos se acercan bastante bien a la linea de
identidad, sélo con ligeras desviaciones en la parte derecha de la cola, atin asi los cuantiles
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Figura 3.5: Histograma y Q-Q plot de los residuales estandarizados del modelo
SARIMA(2,0,0) x (1,0,1)12 con pardmetro ¢; = 0

empiricos se acercan bastante a los cuantiles teéricos. También el comportamiento se verifica
al aplicar la prueba de Anderson-Darling,

> library(nortest)
> ad.test(z)

Anderson-Darling normality test

data: =z
A = 0.47427, p-value = 0.232

en la que se obtiene un valor p mucho mayor a 0.05 con lo que no se rechaza la hipdtesis nula
de normalidad. Por otro lado para corroborar que los residuales no estén autocorrelacionados

Series z Ljung—Box Test
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Figura 3.6: ACF y prueba Ljung-Box-Pierce (para H > 3) de los residuales estandarizados
del modelo SARIM A(2,0,0) x (1,0, 1)12 con pardmetro ¢; = 0.

puede verse a partir de la grafica ACF (Figura 3.6, lado izquierdo) que no hay autocorrela-

ciones muestrales significativas en ningin retraso. Al respecto del test de Ljung-Box-Pierce,
no hay un valor H especifico para el cual probar que la suma de las autocorrelaciones es cero,
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por ello es comun probarlo para varios valores de H y obtener una grafica con los valores
p de cada prueba, como la grafica del lado derecho en la Figura 3.6, en donde se utilizé un
valor H = 30. El grafico se gener6 con la siguiente instruccién LBQPlot(z, lag.max = 30,
Startlag = 4, k = 3, SquaredQ = TRUE), en este caso estamos estimando 3 pardmetros
por lo que la prueba puede iniciarse desde H = 4, y aunque en este punto la hipdtesis nu-
la se acepta por muy poco, en los siguientes valores de H se acepta que no hay autocorrelacion.

Por tultimo la prueba de rachas nos indica que los residuales son aleatorios, con todos estos
argumentos puede concluirse que los residuales del modelo elegido si se comportan como un
ruido blanco y los parametros del modelo no son cero.

> runs.test(as.factor(z>median(z)))

Runs Test

data: as.factor(z > median(z))
Standard Normal = -1.3739, p-value = 0.1695
alternative hypothesis: two.sided

Paso 5: Prediccion

Haciendo uso de la funciéon forecast, en la figura 3.7 se aprecian las estimaciones de los
primeros 12 valores futuros de la serie (linea azul) y sus intervalos al 80 % y 95 % de confian-
za (bandas gris obscuro y gris claro respectivamente). En ella se observa que la prediccion
sigue el efecto estacional promedio de la serie, caidas en los meses de enero a marzo y de
septiembre a noviembre, y alzas de abril a agosto y diciembre. Es de resaltar el hecho de
que los intervalos de confianza tengan una razonable distancia de la media pues se observd
en otros modelos, algunos incluso con buen ajuste, que los intervalos crecian mucho con el
tiempo, eso pareceria indicar que los parametros elegidos fueron adecuados para la serie.

A pesar de que la prediccién se hizo a la serie transformada Y; pueden obtenerse ya algunas
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Figura 3.7: Prediccion de la serie para el ano 2015

conclusiones de la figura 3.7, como el hecho de que en todo el ano 2015 se espera una venta
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ligeramente mayor contra la de 2014, esto puede explicarse por el hecho de que se estimé un
modelo sin diferenciacién, por lo que se espera que el nivel de la serie sea siempre el mismo,
y como en 2014 las ventas fueron en general bajas, en 2015 deberian subir para regresar a la
media habitual.

Para tener la serie y sus predicciones en la escala original las trasformaciones aplicadas antes
de ajustar el modelo deben invertirse por lo que a la serie se aplicaron la funcién exponencial,
el inverso de los pesos del efecto calendario y el inverso de los pesos por el efecto inflacionario.
El efecto de la inflacion, es susceptible de predecirse aplicando la metodologia Box Jenkins
a la serie de la inflacién. Ya que la inflacién no es la serie de interés en este trabajo, sélo
se comentard que fue posible modelarla con un proceso SARIMA(0, 1,2) x (1,0, 1). Después
de este procedimiento las ventas esperadas para 2015 pueden verse en la figura 3.8. Los
cambios principales con respecto a la figura 3.7 es que se observa en la escala original, y
que el efecto inflacionario muestra como las ventas han ido subiendo por el alza de precios,
efecto ya tomado en cuenta en las predicciones de la serie. Basicamente este prondstico tuvo
el objetivo de informar a los duenos el comportamiento esperado de sus ventas para que
revisaran su presupuesto de compras. No tendria mucho sentido describir a la serie a través
de esta grafica pues la tendencia no puede verse claramente por el efecto inflacionario, por
ejemplo, en 2015 se esperan las ventas mas altas que en cualquier ano anterior pero, por lo
visto en los andlisis anteriores, esto no refleja una tendencia creciente sino el alza de precios.

Ventas
400 450 500
. . .

350
.

300
.

2011 2012 2013 2014 2015 2016

Figura 3.8: Prediccién de la serie para el ano 2015 expresado en la escala original (moneda
nacional)

Debe tomarse en cuenta el uso de estos prondsticos asume que las condiciones seran las mis-
mas entre periodos, sin embargo, este iltimo punto puede no cumplirse del todo, ya que este
establecimiento ha tenido varios cambios en periodos cortos de tiempo, como se mencioné a
finales de 2012 cuando se registré el robo del vehiculo usado para transportar mercancia, y
entre 2012 y 2014 los hijos de la familia, encargados de resurtir el local, se iniciaron en otras
actividades profesionales por lo que se redujo el tiempo trabajado en el negocio.
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Capitulo 4

Modelos de regresion dinamicos
(Regresion con errores ARMA)

4.1. Conceptos basicos de los modelos de regresién con
errores ARMA

Este capitulo pretende conjuntar los conceptos vistos en los capitulos 1 y 3, pues los modelos
dindmicos unen los conceptos de regresion lineal con los conceptos de series de tiempo segtiin
la metodologia Box-Jenkins.

En un modelo de regresion Y; = 31 + £ X; 4+ u; se asume que los errores u; son independien-
tes e idénticamente distribuidos, pero cuando las variables dependiente y explicativas son
recogidas a través del tiempo, es comin es que estos supuestos no se cumplan. Hyndman y
Athanasopoulos (2003) explican que las consecuencias de incumplir con estos supuestos son
las siguientes:

= Los coeficientes de regresion estimados ya no son los mejores estimadores pues se ha
omitido cierta informacién en su calculo.

» Las pruebas asociadas al modelo (por ejemplo, las pruebas t para verificar la significan-
cia de los coeficientes) no dan resultados confiables.

Por ello se considera que los errores pueden ser modelados de manera mas apropiada como
un proceso ARMA(p, ¢). El modelo de regresién con errores ARMA es el siguiente:

Y = Bo+ Sixig + -+ Brpy + wy,

o(B)wy = 0(B)ey, (4.1)

en donde la variable dependiente y; esta en funcién de k variables explicativas z;; (con
i =1,...,k), y un término de error, el error del modelo de regresiéon w; que a su vez, al
ser un proceso ARMA estd afectado por un ruido blanco e;. De hecho, también es posible
considerar que los errores w; pueden ser modelados con procesos ARIMA lo que se verd en
la siguiente seccion.
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Para poder utilizar el modelo de regresion con errores ARMA Hyndman y Athanasopoulos
(2012) recomiendan que tanto la variable dependiente como las explicativas sean estacio-
narias'. Por tanto deben someterse a diferenciacién las variables que lo necesiten para ser
estacionarias, pero debido a que es deseable conservar la relacion entre la variable dependien-
te v las explicativas, si se diferencia una variable deben diferenciarse todas. En este caso se
le conoce como un modelo en diferencias, y es equivalente a utilizar un modelo de regresion
con errores ARIMA?2. Cuando el modelo incluye variables que son todas estacionarias y no
necesitan diferenciacion se le conoce como modelo en niveles.

Este modelo es susceptible de utilizar variables explicativas con retraso, como en (4.2), en
donde w; es el proceso ARMA y z,_; es la variable x; retrasada i lugares con i =1,..., 7.

Yt = Bo + Yoxt + M1+ YT+ wy (4.2)

El nimero de variables con retraso j puede seleccionarse utilizando el estadistico AICC junto
con los valores p y g para el proceso ARMA. Es decir, se toman las j variables retrasadas
y parametros p y g para los cuales el valor de AICC sea el menor. Este modelo puede ser
util al pensar en series de tiempo econdémicas en donde variables como el gasto en publici-
dad, compra de mercancia u otras variables pueden no impactar de manera inmediata en
las ventas. Por ejemplo, los gastos en publicidad (variable explicativa) pueden surtir efecto
en la cantidad de clientes (variable dependiente) uno o varios meses después de haber sido
efectuados.

4.2. Tendencia en modelos de regresién dinamicos

Segin Brockwell y Davis (2002) las variables x;; pueden utilizarse para modelar alguna ten-
dencia en los datos, por ejemplo, usando x1; =t y x3; = t* se puede ajustar una tendencia
cuadrética. Al respecto Hyndman y Athanasopoulos (2003) explican con mayor detalle las
tendencias lineales diferenciando las tendencias deterministas de las estocasticas, una ten-
dencia determinista es obtenida cuando se usa un modelo de regresion de la forma:

Y = Bo + it + wy, (4.3)

donde w; es un proceso ARMA. Mientras que una tendencia estocastica es obtenida cuando
wy en (4.3) es un proceso ARIMA con d =1 (con ello, w; — w;_1 es un proceso ARMA), y si
a (4.3) se le resta y;_1 = By + f1(t — 1) + wy—1 puede visualizarse la expresion como:

(e — Y1) = Br + w0y, o bien

Y = Y1 + 1+ wy

L Aunque no lo hacen explicito, parece ser que Hyndman y Athanasopoulos se refieren a variables esto-
casticas en este punto, pues no aplican el mismo criterio cuando las variables explicativas son funciones del
tiempo t.

2Hyndman, R.J. & Athanasopoulos G. 2012, Forecasting: principles and practice, Recuperado de:
https://www.otexts.org/fpp/9/1.
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donde w; = w; — w,_; es un proceso ARMA. La primera igualdad en (4.4) permite observar
que los modelos con errores ARIMA son modelos en diferencias con errores ARMA ya que
se modela la serie diferenciada ¥; —Y;_; y w’ es un proceso ARMA, mientras que la segunda
igualdad permite interpretar el modelo como una caminata aleatoria donde el error no es un
ruido blanco sino un proceso ARMA.

Ambos modelos de tendencia son tan similares que incluso producen estimaciones muy
cercanas, la diferencia estd en que el intervalo de prediccion de la tendencia estocéstica es
m&s amplio pues los errores son no estacionarios, esto no es necesariamente una desventaja.
Hyndman y Athanasopoulos explican que (4.3) tiene implicito el supuesto de que la tenden-
cia no cambiard a través del tiempo, mientas que la tendencia de (4.4) se interpreta como la
tendencia promedio de la serie en el periodo observado y no necesariamente la tasa de creci-
miento que serd observada en el futuro, por tanto es mas seguro hacer predicciones tomando
en cuenta una tendencia estocéstica.

4.3. Estimacion de los coeficientes de regresién

En el primer capitulo se vio como estimar los parametros de un modelo de regresiéon por
minimos cuadrados ordinarios, sin embargo, este método presenta el problema de que en
presencia de residuales correlacionados no proporciona estimadores de varianza minima. Un
mejor método de estimacién de los parametros 8 = (0o, ..., 5k) es el método de minimos
cuadrados generalizados (GLS, por sus siglas en inglés), el cual permite agregar al modelo el
supuesto de que los errores de la regresion estan correlacionados. Para entenderlo se examinara
el modelo de regresion lineal con k variables explicativas en forma matricial

Y =XB8+W,

donde Y = (Y7, ...,Y,), X es la matriz con las variables explicativas en la que cada renglén
T, = (T, ), B = Br,....0) y W = (Wi,...,W,). En la estimacién por minimos
cuadrados ordinarios se parte del supuesto de que los errores W no estan correlacionados,
esto es K (WWI) = 021, en cambio la estimacién por GLS permite que los residuales estén
correlacionados de forma que:

E(WW') =T,,

donde I',, # I es la matriz de varianzas y covarianzas de W. En el método de MCO se obtenian
los estimadores de B al minimizar la suma de los residuales al cuadrado que en forma matricial
se expresa como (Y — XB) (Y — X ), mientras que la estimacién por minimos cuadrados
generalizados se obtiene al minimizar la suma de cuadrados ponderados:

(Y~ XB)T, (Y — XB).
Los estimadores que se obtienen son de la forma
Bows = (X T X)'XT'Y, (4.5)

y la gran ventaja del método de minimos cuadrados generalizados es que proporciona los
mejores estimadores lineales insesgados, en el sentido de que las combinaciones lineales de 8
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son las de menor varianza, es decir,
VC”"(C/BGLS) < VC”’(C/B)
por lo que la estimacién por GLS se prefiere contra la estimacién por OLS3.

También es posible estimar 8 por maxima verosimilitud*, en donde la funcién de verosimilitud
es de la forma:

L(B, 9,0, 0%) = (21)"/*(detT,,) " ?exp{—(1/2)(Y — XB) T, (Y — XB)}, (4.6)

a través de la cual se obtienen los pardmetros (51, ..., 0%), (¢1,...,¢,) ¥ (01,...,0,). En la
préactica los pardmetros no se obtienen de (4.6) con un solo célculo algebréico sino que, como
explican Brockwell y Davis, para minimizar la log-verosimilitud (el logaritmo de la ecuacién
(4.6)) se requieren los errores de prediccién de un paso del proceso W =Y — X3, y para
obtener estos ultimos se requieren estimaciones iniciales de 3, ¢ y € usando el algoritmo
innovaciones, sin embargo no se detalla como incluir en el algoritmo los parametros .

Debe notarse que el modelo tiene un problema tanto en la estimacién de los parametros
como en la identificacién del modelo ARMA de los residuales, y es que para obtenerlos deben
conocerse los coeficientes de regresion, o bien debe conocerse el modelo de ARMA para
obtener los coeficientes 3.

4.4. Identificacion del modelo

Un primer método de identificacion del modelo es una extension del método propuesto por
Cochrane y Orcutt (1949)° el cual parte del supuesto que si se conocen los parametros ¢ y
de los errores wy, no es necesario calcular numéricamente los parametros 3, sino que pueden
obtenerse algebraicamente por GLS como en (4.5), el procedimiento de este método es el
siguiente:

1) Calcular BOLS y los residuales estimados Y; — X/BOLSW parat=1,...,n.
2) Ajustar un modelo ARMA(p, ¢) por maxima verosimilitud a los residuales obtenidos.

3) Calcular algebraicamente el estimador BG s haciendo uso del modelo ARMA ajustado
a los residuales.

4) Calcular los residuales con los coeficientes GLS Y; — X/BGLS, t=1,...,n, y regresar
al paso (2), parar cuando los estimadores se hayan estabilizado.5

3Brockwell & Davis, 2002, op. cit., p. 212.
4Brockwell & Davis, 2002, op. cit., p. 213.
5Brockwell & Davis, 2002, op. cit., p. 214.
SBrockwell & Davis, 2002, op. cit., p. 214.
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Otro método que explican Hyndman y Athanasopoulos, se basa en utilizar un modelo proxy
para los errores ARMA, esto es, modelarlos con un proceso ARMA preestablecido o aproxi-
mado sin importar que no sea el que mejor ajuste a los errores. Aunque en primera instancia
el modelo no sea el méas adecuado, permite tomar en cuenta buena parte de la autocorrela-
cion de los errores, de manera que los coeficientes 3 estimados se acerquen a los del modelo
definitivo. Posteriormente los coeficientes  permiten encontrar un mejor modelo para los w;
con el cual volver a estimar el modelo. El procedimiento completo lo explican de esta forma:

A) Verificar que la variable explicada y todas las predictivas sean estacionarias, en caso
contrario aplicar diferenciacion a todas las variables para preservar la interpretabilidad,
hasta que se obtenga la estacionariedad.

B) Ajustar la regresion con el modelo prozy para los residuales wy, el modelo proxy que se
sugiere utilizar es un AR(2) para series no estacionales, o bien un SARIMA(2,0,0) x
(1,0,0),, para series estacionales, donde m es el periodo estacional.

C) Calcular los errores w; del modelo de regresién ajustado e identificar un modelo ARMA
apropiado para los mismos.

D) Volver a ajustar el modelo completo con el nuevo modelo ARMA para los errores.
E) Verificar que los otros errores e; se comporten como un proceso de ruido blanco.

Obtenido el modelo definitivo puede usarse para hacer predicciones de la variable depen-
diente, tomando en cuenta que para lograrlo también deben estimarse a futuro las variables
explicativas y de los errores w; con los algoritmos mencionados en el capitulo anterior. Cuando
las variables X; son funciones del tiempo t las predicciones se obtienen simplemente susti-
tuyendo valores de ¢. Pero cuando son series de tiempo se tienen dos opciones, la primera
es tratar y predecir cada serie por separado, y la segunda es asumir ciertos valores. Puede
considerarse como una desventaja que las predicciones de la variable dependiente no toman
en cuenta la incertidumbre de las predicciones de las variables explicativas.
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4.5. Aplicacion

En esta seccién se aplicardn tres modelos a los datos, en el primero de ellos se analizara la
tendencia de la serie determinista y estocéstica, en el segundo se haran predicciones tomando
como variable explicativa las compras del negocio, y en el tercero se probara si las compras
de meses anteriores tienen algin efecto sobre las ventas.

En el primer caso el modelo a probar es Y; = By + (1t + w;, donde Y; son las ventas mensuales
y w; es un proceso ARMA, béasicamente es el modelo probado en el primer capitulo en
donde el incumplimiento de supuestos no permitié obtener conclusiones validas, pero con
una metodologia que si permite hacer inferencia sobre los coeficientes 5y y 51. El modelo fue
ajustado con el comando Arima a través del pardmetro xreg permite agregar una variable
explicativa, en este caso la variable tiempo. En un primer momento Se utilizé el modelo proxy
propuesto en el inciso B) (es decir un SARIMA (2,0,0) x (1,0,0)12) vy ajustar un modelo
ARMA mas adecuado a wy, en este caso se opté por un SARIMA (0,0,2) x (1,0,1)12 los
resultados fueron los siguientes:

> time_modell<-Arima(serie3,xreg=seq(1:54),order=c(0,0,2),
+ seasonal = list(order = c(1,0,1), period = 12),

+ fixed=c(0,NA,NA,NA,NA,NA) ,transform.pars=FALSE)

> time_modell

Series: serie3
ARIMA(0,0,2)(1,0,1)[12] with non-zero mean

Coefficients:
mal ma?2 sarl smal intercept seq(1:54)
0 0.3143 0.9923 -0.8106 5.7489 -2e-04
s.e. 0 0.1326 0.0170 0.2002 0.0381 6e-04

sigma”2 estimated as 0.003238: 1log likelihood=67.01
AIC=-122.01  AICc=-120.23 BIC=-110.08

En este primer modelo no se hara un analisis a fondo ya que es muy parecido a la aplica-
cién del capitulo anterior, véase que los coeficientes obtenidos son muy parecidos, si acaso
cambiaron fue por el efecto de la variable tiempo que resultd tener un coeficiente 3; resulto
practicamente cero y no significativo. Si se eliminara esta variable estariamos exactamente
en el caso del modelo utilizado en el capitulo tres.

Si bien se aplicé el modelo también modelando los errores con un proceso SARIMA cond =1
(es decir, una tendencia estocéstica), no es necesario mostrar los resultados pues del mismo
modo la variable tiempo no fue significativa y su inclusién no hace sentido. Del hecho de
que la variable tiempo no tenga un efecto significativo en las ventas puede concluirse que no
existe en los datos una tendencia lineal creciente ni decreciente.
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El modelo que principalmente pretende probarse en este capitulo es el que tiene una variable
explicativa diferente del tiempo, para este caso ademés de las ventas mensuales (variable
dependiente) se pudieron recabar también los datos de las compras de mercancia (variable
explicativa). La figura 4.1 muestra ambas series deflactadas, sin efecto calendario y con la
transformacion Box-Cox aplicada. Recuérdese que deflactar se refiere a remover el efecto de
la inflacién, mientras que quitar el efecto calendario se refiere a ponderar la serie para que
todas las observaciones reflejen ventas de 30 dias por mes. Por tanto este segundo modelo a
probar tiene la siguiente forma:

Y, = Bo + [ Xy + wy, (4.7)

en donde Y; son las ventas, X; las compras (ambas series con las trasformaciones arriba
descritas) y w; un proceso ARMA (en este caso estacional).
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Figura 4.1: Serie de ventas (y;) en rojo y serie de compras (z;) en azul, ambas sin efecto
calendario, deflactadas y con transformacién Box-Cox.

Siguiendo el procedimiento de Hyndman y Athanasopoulos, el inciso A) habla de verificar la
estacionariedad de Y; y X, para la serie de ventas ya fue corroborado en el capitulo anterior,
por lo que ahora necesitamos saber si la serie de compras es estacionaria. Graficamente puede
verse que no parece tener ninguna tendencia, pero el test Dickey-Fuller aumentado indica lo
contrario:

> adf.test (compra3)

Augmented Dickey-Fuller Test
data: compra3

Dickey-Fuller = -3.2837, Lag order = 3, p-value = 0.08345
alternative hypothesis: stationary
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el valor p=0.083 muestra que la serie tiene una raiz unitaria, pero recuérdese que entre las
desventajas de esta prueba (y de las pruebas de raices unitarias en general) esta el encontrar
raices unitarias donde no las hay realmente. Es muy posible que este sea el caso, pues el valor
p es inferior a 0.1 y la serie no presenta un comportamiento a la alza ni a la baja, ademas la
funcién de ACF en la figura 4.2 muestra que las autocorrelaciones de la serie tienen valores
pequenos desde los primeros retrasos, lo cual no ocurriria de tener alguna tendencia. Por lo
anterior se considera a la serie de compras como estacionaria, y dado que ambas series lo son,
se utilizarda un modelo en niveles.
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Figura 4.2: Funciones muestrales ACF (izquierda) y PACF (derecha) de serie de compras (z;)

Al ajustar por primera vez el modelo dinamico, se modelaron los errores w; con el proceso
recomendado en el inciso B), el SARIMA(2,0,0) x (1,0,0);2 por ser una serie estacional.
Con este ejercicio se obtuvieron los errores wy, su comportamiento se muestra en la figura 4.3
donde se aprecian lor errores y las funciones ACF y PACF.
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Figura 4.3: Gréficas de errores wy, ACF y PACF obtenidos con el modelo prozy

A partir de las graficas de la figura 4.3 se pretende identificar los valores de los parametros
P, Q, py q que describan a la serie w; mas adecuadamente que el modelo proxy. Sobre Py
() debe ser 1 en ambos casos, pues solo en el restraso 12 la correlacién y la autocorrelacién
parcial, tienen un valor que sobresale de las bandas de confianza. Por otro lado las funciones
ACF y PACF no tienen valores significativos antes del retraso 12, lo que indicaria que p =0y
q = 0, sin embargo este modelo no cumplié ciertas pruebas sobre la no autocorrelacion de los
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residuales. Al usar el bucle mostrado en el capitulo anterior, en este caso con la modificacion
de insertar como variable predictiva las compras, fue posible obtener los valores de AICC so-
bre el ajuste de varios modelos. El modelo con mejor ajuste para w; (tomando en cuenta que
cumpliese los supuestos sobre los residuales e;) fue el SARIMA(0,0,2) x (1,0, 1)15. Se realiz6
nuevamente la estimacién del modelo dindmico con el proceso SARIMA(0,0,2) x (1,0, 1)1
para los errores w;.

Al usar el modelo prozxy para los errores w; se elimind parte de la autocorrelacién de la
regresion, y con ello los coeficientes S fueron lo suficientemente buenos para elegir un mejor
modelo a los errores w;. Esto a su vez permitio re-estimar adecuadamente los coeficientes .
Aunque suena simple, el proceso resulta un poco largo, por lo que a continuacion se presenta
el cédigo en R con el que se llegé al modelo final.

#Modelo 1 (Ecuacién 4.7)

#La serie w_t fue ajustada con el modelo proxy indicado en el inciso B)
#Los objetos seried y comprad son las ventas y compras después de las
#trasformaciones (inflacidén, calendario y Box-Cox)

#E1 modelo se guarda en un objeto tipo Arima al que se le 1llamé "proxy"

proxy<-Arima(serie3, xreg=compra3,order=c(2,0,0),

seasonal = list(order =c(1, 0, 0), period = 12))
#Siguiendo con el inciso C), el comportamiento de la serie w_t antes
#inobservable, puede ahora observarse en la figura 4.3 con el comando:

tsdisplay(arima.errors(proxy), main="ARIMA errors",lag.max = 40)

#Las graficas sugieren que los w_t pueden verse como un proceso
#SARIMA con P=1, Q=1, p=0 y g=0.

#Modelo 2
#Segin el inciso D) se vuelve a ajustar el modelo completo
#con el nuevo proceso identificado

nvo<- Arima(serie3, xreg=compra3,order=c(0,0,0),
seasonal = list(order = c(1,0,1), period = 12))

Series: vental
ARIMA(0,0,0)(1,0,1)[12] with non-zero mean

Coefficients:
sarl smal intercept comprad
0.9576 -0.6978 4.4407  0.2562
s.e. 0.1369 0.4834 0.3574 0.0702

sigma”2 estimated as 0.003457: 1log likelihood=70.86

93



AIC=-131.72  AICc=-130.47 BIC=-121.77

#Continuando con el punto E) se prueba el cumplimiento de
#los resudiales e_t

z<-nvo$residuals
> ad.test(z)

Anderson-Darling normality test

data: 2z
A = 0.6345, p-value = 0.09308

> runs.test(as.factor(z>median(z)))
Runs Test
data: as.factor(z > median(z))
Standard Normal = -2.4729, p-value = 0.0134
alternative hypothesis: two.sided
> Box.test(z, lag = 5, type = "Ljung-Box", fitdf = 2)

Box-Ljung test

data: =z
X-squared = 8.1213, df = 3, p-value = 0.04357

#No hubo problemas con la estimacién

#Los residuales cumplieron con la prueba de normalidad
#Pero no cumplieron la prueba de rachas

#La prueba Ljung-Box no se acepta para H=5 (ni para H<5)
#H=6 es el primer valor donde se acepta la hipétesis nula
#Al parecer los residuales e_t aln conservan correlacién
#Deben probarse otros modelos

#Modelo 3 (Definitivo)
#Después de correr otros modelos se determiné que P=1,Q=1, p=0 y g=2

def<-Arima(serie3, xreg=compra3,order=c(0,0,2),
seasonal = list(order = c(1, 0, 1), period = 12))

Se deja hasta este punto el programa en R cuyo objetivo fue dar a conocer los principales
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pasos de cémo se obtuvo el modelo definitivo. Los parametros de este modelo, asi como las
pruebas de cumplimiento de supuestos de los residuales ¢;, se presentan a continuacion. La
estimacion produjo los siguientes resultados:

> def<-Arima(serie3, xreg=compra3,order=c(0,0,2),
+ seasonal = list(order = c(1, 0, 1), period = 12))
> def

Series: seried
ARIMA(0,0,2)(1,0,1)[12] with non-zero mean

Coefficients:
mal ma2 sarl smal intercept compra3
0.2906 0.4130 0.9612 -0.6470 4.6279 0.2188
s.e. 0.1269 0.1377 0.0854 0.3722 0.2737 0.0534

sigma”2 estimated as 0.00272: log likelihood=75.72
AIC=-137.43 AICc=-135 BIC=-123.51

Puede verse que todos los coeficientes, a excepcién de uno, son significativos pues rebasan 1.96
veces su desviacién estandar. El pardmetro media mévil estacional ©; (smal) es el que resulta
no significativo al 95 % de confianza, sin embargo, su estadistico t=(-0.6470/0.3722)=-1.738
indica que el valor absoluto de © es 1.738 veces més grande que su desviacion estandar. Si
se compara contra el cuantil de la normal al 90 % de confianza (1.64 para la prueba de dos
colas), vemos que es todavia significativo a un 90 % de confianza, por tanto seguird conside-
randose significativo. Ademas otras corridas mostraron que al fijarlo en cero, las predicciones
no seguian adecuadamente el patréon estacional.

Retomando el inciso E) para el modelo definitivo, toca el turno de verificar los supuestos
hechos sobre los errores e;. Empezando por el supuesto de normalidad, la prueba Anderson-
Darling muestra, con un valor p de 0.5369, que se acepta la hipétesis de normalidad. Ademas
de que los la figura 4.4 muestra una distribucién de los e; normal en el histograma y en el

Q-Q plot.

> ad.test (def$residuals)

Anderson-Darling normality test

data: def$residuals
A = 0.31347, p-value = 0.5369
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Figura 4.4: Histograma y Q-Q plot de los residuales e; estandarizados del modelo definitivo

Sobre el supuesto de no autocorrelacién, en la siguiente prueba de rachas se acepta la hipdtesis
de aleatoriedad con un valor p de 0.78.

> runs.test(as.factor(def$residuals>median (def$residuals)))
Runs Test

data: as.factor(def$residuals > median(def$residuals))
Standard Normal = -0.27477, p-value = 0.7835
alternative hypothesis: two.sided

La figura 4.5 muestra la funcion ACF cuyos valores son todos no significativos, y los valores
p de las pruebas de Ljung-Box, todos mayores a 0.05, indican que los errores e; no estan
correlacionados, por lo que podemos asumir que los errores se comportan como un ruido
blanco.

Ljung-Box Test
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Figura 4.5: Gréficas de ACF y Ljung-Box Test de los errores e; del modelo dinamico definitivo

El modelo ya puede usarse para hacer predicciones de la serie de ventas, para lo cual, es ne-
cesario aplicar por separado los pasos de la metodologia Box-Jenkins y obtener predicciones
de la serie de compras. Vale la pena mencionar algunos aspectos sobre la identificacién de
este modelo, pues si bien se siguié la metodologia aplicada en el capitulo anterior, esta serie
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tuvo algunos aspectos particulares.

Notese que a pesar de que el comportamiento de la serie de compras sea un poco erratico,
aun conserva un componente estacional en el que las compras son bajas los primeros meses
del ano y altas en los tultimos. Esta combinacién de componente erratico y estacional trae
consigo un problema: varios modelos, estacionales o no, una vez ajustados parecen cumplir los
supuestos de los residuales. Ahora bien, no sélo se busca que el modelo a aplicar cumpla los
supuestos para los residuales, sino también que no tenga problemas de estimacion e incluso
que las predicciones reproduzcan el comportamiento estacional de la serie.

Si se observa la figura 4.2, parece tener sentido que p, g, P y () sean cero, o bien cabe la
posibilidad de que Q = 2, pues pareciera que la tunica autocorrelacion significativa esta en el
retraso 24 de la ACF. Sin embargo, teniendo en cuenta lo descrito en el parrafo anterior, no
parece compatible que la serie provenga de un proceso de ruido blanco. Otros modelos fueron
probados y se encontré que un modelo con P =1y ) = 1 es un posible candidato. De los
tres modelos a probar se encontré lo siguiente:

» El modelo de ruido blanco cumplié los supuestos para los residuales (normalidad y no
autocorrelacién), pero las proyecciones en este modelo son simplemente la media de
las observaciones, con lo que no se reprodujo el comportamiento estacional de la serie.
Tuvo un AICC de -49.71.

» El modelo SARIMA(0,0,0) x (0,0,2)15 (P =0, @ = 2) cumplié los supuestos para los
residuales, sin embargo el parametro G, no resulto significativo, su error de estimacion
resulté mas grande que el propio parametro. Por otro lado, las predicciones no reflejaron
el comportamiento estacional de la serie. Tuvo un AICc de -57.99.

» El modelo SARIMA(0,0,0) x (1,0,1)12 (P = 1, @ = 1) cumplié los supuestos para
los residuales, en cuando estimacion el pardmetro ©; no es significativo a un 95 % de
confianza, pero su desviacion es menor que el pardmetro, por iltimo las predicciones si
reflejaron el comportamiento estacional de la serie. Tuvo un AICC de -53.73.

A pesar de no tener el menor AICC, el SARIMA(0,0,0) x (1,0, 1);2 tuvo un mejor comporta-
miento en cuanto estimacion y prediccion de la serie, por lo que se ajusto a la serie de compras.
Calculadas las predicciones de las compras para 2015, fue posible estimar las ventas del ano
2015, ahora con el modelo dinamico definitivo, usando la funciéon forecast de la libreria
forecast. Las estimaciones de ambas series se observan en la figura 4.6, en donde se observa
que el intervalo de confianza de las compras es més grande que el de las ventas, de hecho el
intervalo de confianza de las ventas es mas estrecho comparado con el del modelo SARIMA
en el capitulo anterior, es decir, considerar las compras redujo la variacién de las estimaciones.
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Figura 4.6: Prediccién e intervalos de confianza de la serie de ventas y; (arriba) y de la serie

de compras x; (abajo)

En la figura 4.7 se visualiza la prediccion para 2015 de ambas variables en la escala original.
Un hecho que vale la pena resaltar es que la variable compras tiene un patrén no tan bien
definido como el de la variable ventas, incluso el modelo con mejor ajuste muestra que fuera
del comportamiento estacional no hay mucha interaccién entre los meses del mismo ano. De
tener un patrén menos erratico probablemente se pudiera reducir aun mas la varianza de
las predicciones, es un punto que los duenos podrian tomar en cuenta para su planeacion de

compras.
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Figura 4.7: Prediccion de la serie para el ano 2015 expresado en la escala original (moneda

nacional)
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Como tltimo anélisis de este capitulo se vera la posibilidad de ajustar el modelo dindmico
con la variable compras inmediatas y compras retrasadas. No hay una regla de cuantos pre-
dictores retrasados elegir inicialmente, y segin Hyndman y Athanasopoulos el mejor modelo
es el que presente menor AICC,sin embargo, se hizo un ejercicio considerando la variable X,
hasta con cuatro retrasos y se encontré que el modelo con menor AICC es el que tinicamente
tiene la variable control X;. No tendria sentido repetir el andlisis anterior, ademé&s de que
en cierto sentido es cuestionable utilizar solamente el estadistico AICC para determinar el
modelo a elegir sin considerar si se cumplen los supuestos para los residuales.

Por otro lado, las correlaciones de las compras retrazadas contra las ventas en general no
son significativas, y dado que el negocio no tiene ninguna bodega talvez no tenga sentido
preguntarse por el impacto de las compras de dos, tres o cuatro meses anteriores. De hecho,
algunas empresas que se dedican a la compraventa de mercancia, tienen politicas sobre la
cantidad de mercancia a comprar, la cual debe ser suficiente para que se termine en no mas
de un mes. Teniendo en cuenta la informacién anterior, hace mas sentido preguntarse si las
ventas se ven afectadas por las compras hasta con un mes de retraso. Por tanto se ajusté un
modelo como el siguiente:

Yt = Bo + Yort + M1 + wy, (4.8)

en donde las ventas y; son explicadas por las compras del mismo mes x; y las compras con
un mes de retraso x; ;. Se encontr6 que el modelo en el que ajustaron mejor los errores
wy, segun las graficas de ACF, PACF y valores de AICC fue el SARIMA(0,0,2) x (1,0,1).
También se cumplieron los supuestos de los errores e; a una variable normal, y se obtuvieron
los siguientes coeficientes:

Call:
arima(x = serie3[2:54], order = c(0, 0, 2), seasonal = list(order = c(1, O,
1), period = 12), xreg = mercancial[2:54, 1:2])

Coefficients:
mal ma2 sarl smal intercept comp_lag0 comp_lagl
0.2895 0.4053 0.8897 -0.3823 4.7110 0.2095 -0.0073
s.e. 0.1252 0.1409 0.1466 0.4059 0.4284 0.0539 0.0522

sigma”2 estimated as 0.002787: 1log likelihood = 75.12, aic = -134.24

con lo cual se descarta el uso de la variable retrasada pues se observa que el coeficiente
v = —0.0073 de la variable x; ; (identificado como comp_lagl) es practicamente cero, es
decir que las compras del mes anterior no influyen en las ventas del mes actual y por tanto
tampoco tienen informaciéon que aportar en la predicciéon. Es posible que este resultado tenga
que ver con el hecho de que se compre la mercancia semanalmente, y que como se menciond,
no se cuenta con el espacio para comprar mercancia para mas de un mes.
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Capitulo 5

Conclusiones

A lo largo del trabajo se obtuvieron estimaciones de las ventas del establecimiento para el afio
2015 con distintos métodos. Como se mencioné al principio del documento, estos métodos
varian en complejidad tanto en su construccion tedrica como en el calculo de estimaciones,
pues algunos podrian hacerse con ayuda de una hoja de célculo mientras que otros requieren
el uso de paquetes estadisticos. En cada método fue posible medir el ajuste del modelo, pero
también al finalizar el ano fue posible comparar la exactitud de cada método con el que se
realizé la prediccion. Si bien en el trabajo se manejé una escala arbitraria, para medir el error
de estimacién se obtuvieron las predicciones en la escala de la moneda nacional, se revirtié
la trasformacion del logaritmo, cuando se aplico, y se compararon contra las ventas de 2015
deflactadas y sin efecto calendario.

Modelo ECM
Holt-Winters 3,084.39
SARIMA 1,813.71
Modelo dinamico | 1,807.97

Cuadro 5.1: Error cuadratico medio de las predicciones de 2015 de cada modelo

El error cuadratico medio en cada método puede verse en el cuadro 5.1, en este se observa
que el modelo con las estimaciones menos precisas fue el modelo Holt-Winters, mientras que
el mas preciso fue el modelo dindmico. De esto podria concluirse que las estimaciones fueron
mas precisas entre mas complejo fue el modelo usado. Véase que el error del modelo dinamico
fue apenas un poco menor que el error del modelo SARIMA, sin embargo, el AICC obtenido
en ambos modelos en los capitulos 3 y 4, mostré que el modelo dindmico tuvo un mejor ajuste
pues su valor AICC fue de -135, menor que el del modelo SARIMA de -122. Por otro lado,
si bien el error muestra qué método proporcioné mejores estimaciones, cada método también
proporcioné informacion relevante del comportamiento de la serie.

Con los métodos clasicos vistos en el capitulo 2, se estimé el patrén estacional de la serie,
mediante los indices estacionales normalizados y con estos se logré obtener la serie desesta-
cionalizada. En este primer ejercicio se vio que el comportamiento estacional suele variar muy
poco ano con ano. La tendencia mostrd tener un comportamiento menos estable en el tiempo,
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pues hasta 2012 parecia subir pero en adelante parecia bajar, por lo que la estimacion de
los ingresos se hizo con el modelo exponencial Holt-Winters, en el que se tomé en cuenta los
resultados de la desestacionalizacién para estimar valores iniciales. Con este método se con-
firmé que el comportamiento estacional es poco variable pues el parametro de suavizamiento
exponencial estacional v fue muy cercano a cero, es decir, se daba practicamente todo el peso
de la estimacion estacional a los valores reales de la serie y poco o nada a los valores estimados.

Una ventaja del método Holt-Winters que es un método relativamente sencillo, en su inter-
pretacion y en el calculo de las predicciones. Es decir, tiene logica pensar que la serie estéa
compuesta por tres elementos nivel, pendiente y estacionalidad, y que estos se combinan de
alguna manera para crear la serie observada. El calculo de las estimaciones podria ser realiza-
do sin problemas por los mismos duenos, pues como se observa en el capitulo 2, se obtuvieron
resultados muy similares con la funcién ets de la libreria forecast de R, lo que se hace en
una sola instruccién teniendo las ventas sin inflacion ni efecto calendario.

La desventaja de este método es que al dar méas peso a las observaciones mas recientes, en
los datos de este negocio, tomdé como tendencia de las predicciones la tendencia a la baja
de los tdltimos dos anos, cuando la tendencia no siempre fue asi, y ademéds es posible que
haya tenido que ver con el robo registrado. De hecho las predicciones con este método tienen
menor error al principio de 2015 que al final. En conclusién es un método sencillo, pero cuyas
predicciones deben tomarse con cautela sobre todo para predicciones de largo plazo.

En el andlisis con el modelo de SARIMA se obtuvo informacién a partir de los ejercicios
realizados para la identificacion del modelo. Se observé que no hay una clara tendencia a la
alza ni a la baja, si bien en los ejercicios del Capitulo 2 se noté un comportamiento de subida
y bajada, las funciones ACF y PACF mostraron que las observaciones no estan fuertemente
correlacionadas con las observaciones anteriores por lo que se descarté la posibilidad de que
exista alguna tendencia en los datos que fuera necesario remover.

Contrariamente, el comportamiento estacional tuvo un marcado patrén. Para modelar tan-
to el comportamiento estacional como no estacional se usé un modelo SARIM A(2,0,0) x
(1,0,1)12, en donde uno de los dos pardmetros autorregresivos p se fijé en cero. Sobre los
parametros P, ), p y ¢ seleccionados, no hay una clara interpretacién pues no hay una teoria
que relacione las caracteristicas de la actividad del negocio con el tipo de proceso que deba
seguir su serie de ventas, simplemente el proceso encontrado es el que se ajusta mejor a los
datos, de manera que se infiere que las ventas fueron generadas por dicho proceso.

Como desventaja se tiene que la identificacién del modelo no es facil, pues existe una am-
plia variedad de modelos a elegir, cada uno con una medida de ajuste y comportamiento de
residuales distintos. En ocasiones si el ajuste de un modelo mejora con respecto a otro que
se tuviese contemplado, lleva a considerar cambiar de opinién. Esto hizo necesario probar
muchos modelos y apoyarse en herramientas de programacién para obtener informacién de
todos estos modelos posibles a elegir. Al final, en la eleccion del modelo no se tomé en cuen-
ta exclusivamente el ajuste, sino que también se observé el cumplimiento de los supuestos,
descartando aquellos modelos que, a pesar de tener buen ajuste, incumplian alguno de los

102



supuestos de los residuales.

Otra desventaja del modelo es que no tiene una interpretacion sencilla, a diferencia del mode-
lo anterior tipo Holt-Winters, en este no es tan intuitivo ver a la serie como una combinaciéon
de choques aleatorios, a veces de sus mismos valores con retraso, a veces de un ruido blanco
o ambas situaciones. Mas aun, la interpretacién en los modelos ARIMA y SARIMA es un
poco mas dificil al incluir pardmetros para modelar la tendencia y estacionalidad. Ademas
conforme se desarrolla el andlisis aparecen algunos aspectos en la identificacién en los que es
necesario profundizar en conocimientos técnicos, por ejemplo, las pruebas de raices unitarias.
La ventaja de toda esta teoria detras del modelo es que proporciona predicciones mucho mas
cercanas a las ventas reales de 2015, comparadas con las obtenidas con Holt-Winters, como
puede verse en el cuadro 5.1, pues el ECM es considerablemente més bajo.

El tercer modelo probado, el modelo dinamico, mostré adecuarse muy bien a los datos, y
tuvo también la utilidad de corroborar la hipotesis de que el monto de las compras hechas
en un mes afecta de manera positiva a la venta esperada del mismo mes. Esta es una de
las conclusiones més importantes del trabajo, pues dado que el coeficiente de regresion de la
variable compras fue significativamente mayor que cero, fue posible informar a los duenos del
negocio dos aspectos, el primero es que sus compras afectan a sus ventas de manera signifi-
cativa, y el segundo cudnto sube la venta esperada por cada peso de compra de mercancia.
También se comprobd que las compras de un mes no tienen un peso significativo en las ventas
del mes siguiente, esto se relaciond a que no se cuenta con el suficiente espacio para guardar
mercancia para mas de un mes.

Este modelo puede considerarse mas complejo que el anterior, pues utiliza también los mode-
los SARIMA con todos los conceptos asociados, sin embargo, la identificacién del modelo del
error fue menos compleja gracias a que se utilizaron modelos prozy, los cuales permitieron
llegar de forma mas rapida al modelo con mejor ajuste. Por otro lado, las predicciones del
modelo resultaron un poco mas precisas que las obtenidas con el modelo SARIMA, pero de
mayor utilidad fue obtener intervalos de confianza més reducidos que con el modelo SARIMA.

En el futuro es probable que pudieran mejorarse las estimaciones obtenidas con este modelo,
es decir, las compras siguen a grandes rasgos el comportamiento estacional de las ventas
pero con mayor variacion, por lo que no eliminan tanta variacién en la serie de ventas. Para
obtener estimaciones mas precisas, a los duenios se les recomienda que tengan mas control
en el dinero destinado a compras, si bien es cierto que dependen en gran medida del monto
vendido, un patrén de compras més claro podria disminuir el error en la estimacion. También
con el mismo fin, el registro de esta variable deberia hacerse de forma mas detallada, pues se
observd que su registro es menos riguroso que el de los ingresos, lo cual crea la posibilidad
de error en la recoleccion de los datos, que a su vez aporta en la variabilidad de las compras.

Por ltimo, no siempre el mejor método es el méas preciso, por ejemplo, si se requieren estima-
ciones de las ventas futuras para decidir el monto a comprar el mes siguiente, se sabe entonces
que se tiene poco tiempo para el andlisis, y que podria sacrificarse un poco de precisién usan-
do el método Holt-Winters sin tanto problema pues el error no es grande para estimaciones

103



a corto plazo. Por otro lado, si més bien se requiere una prediccién a largo plazo para tomar
decisiones financieras, o bien se quiere medir el impacto de alguna otra variable en las ventas,
entonces lo que se busca es precision en las predicciones o en los coeficientes estimados, en tal
caso seria mejor utilizar los modelos SARIMA o dindmicos. Ambos modelos requieren mayor
tiempo de analisis, no solo porque deba elegirse uno entre una gran variedad sino también
porque son modelos que se deben ir actualizando conforme se recaben nuevas observaciones,
pues estas pueden provocar cambios en los valores de los parametros al realizar nuevamente
los céalculos, o incluso cambiar niimero de parametros a estimar o el tipo de modelo. En el
modelo Holt-Winters las nuevas estimaciones también provocan cambios en los valores de los
parametros, pero el calculo es exactamente el mismo y el modelo no tendria por qué cambiar.

En resumen, la precisién de las estimaciones es siempre un objetivo del analisis pero la elec-

cion de algin método no sélo depende de la precision, sino también de circunstancias parti-
culares de cada situaciéon, como la intencién y tiempo con que se cuente para hacer el andlisis.
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