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Introduccion

Existe la posibilidad de que uno domine de manera notable un tema matemaético,

sin entender su esencia.

Albert Einstein

EL presente trabajo se avoca al estudio de la teoria de las bifurcaciones. Aqui,
resalta la siguiente pregunta: ;Qué es una bifurcacién?

Bifurcacién (del latin bifurcus, ahorquillado) es la accién de separar algo en
varias prtes; por ejemplo: en matematicas, la teoria de bifurcaciones, estudia los
cambios en la estructura cualitativa o topoldgica de una familia determinada (pasar
de un estado estable a uno inestable o viceversa).

En el primer capitulo intriduciremos los elementos basicos del andlisis funcional
considerendo principalmente los conceptos de operador lineal acotado y del espectro
de un operador compacto, para demostrar los teoremas de gran importancia a lo
largo de este capitulo. Dichos teoremas son: el teorema de la grafica cerrada y el
teorema de acotacién uniforme.

El segundo capitulo utiliza los conceptos basicos de operador lineal acotado para
definir el operador derivada en dimension infinita o dicho de otra manera en espa-
cios de Banach. Este operador derivada nos conducira a la construccién de varias
herremientas ttiles en el calculo diferencial en espacios de Banach las cuales son: la
derivada de F'rechet, la derivada de Gateaux, el teorema de la funcion inversa, el

teorema de la funciéon implicita, etc..
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En el tercer capitulo presenta mas o menos de manera sintética los elementos
basicos de la teoria de grado topolégico de Brouwer y su extencién a espacios de
dimension infinita, el grado de Leray — Schauder. Por grado entendemos como el
numero de soluciones de una ecuacién diferencial lineal o no lineal.

En el cuarto capitulo presenta como en el capitulo tercero de manera sistemaética,
los elementos béasicos de la teoria de indice y su extencién a espacios de Banach.
Dicha extencion se llama el indice de Leray — Schauder que permitira demostrar
uno de los teoremas de gran utilidad para la construccién de la demostracién al
teorema de Rabinowitz due se discutird en el sexto capitulo, dicho teorema se le
conoce como el teorema de idice de Leray — Schauder.

En el capitulo quinto se estudiaran los elementos necesarios en la teoria de bifur-
caciones por mencionar algunos: Condicién necesaria y suficiente para la existencia
de un punto de bifurcacion, el principio de salto de indice y el principio de con-
tinuidad. Estos dos 1ltimos proporcionaran una herremienta 1til en la demostracion
del de Rabinowitz que se mostrara en el siguiente capitulo.

En el capitulo sexto se enunciaran y demostraran dos resultados muy importantes
en la teoria de bifurcaciones, estos son: el teorema de bifurcacion de Krasnoselskit
y el teorema de bifurcacion de Rabinowitz. Este iltomo se demostrara de dos
maneras: demostracion geométrica y demostracion analitica.

En el dtimo capitulo, se analizaran algunas aplicaciones mostrando la utilidad

de los teoremas del capitulo anterior.



Capitulo 1

Elementos de Analisis Funcional

En este capitulo se discutirdan algunos temas clasicos del Analisis Funcional Lin-

eal.

1.1 Espacios Métricos y Normados
Definicién 1.1. Un espacio métrico es un conjunto X dotado de una funcion
d: X x X — R que tiene las siguientes propiedades:

1. d(z,y) > 0 para todo z,y € X,
2. d(z,x) =0siysélosixz=y,

3. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) para todo z,y,z € X.

La funcién d se llama la métrica del espacio X. La propiedad 3 de la métrica es

llamada la desigualdad del triangulo. Cuando X es el espacio R™ y la métrica es
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dada por la férmula

n 1/2
d(z,y) = <Z(1‘z - y1>2> )

i=1
en donde x = (z1,...,2,), ¥y = (Y1,...,Yn), la propiedad 3 dice exactamente que en
la geometria euclideana la longitud de un lado del tridngulo es menor que la suma
de las longitudes de los lados restantes.

Este ejemplo fundamental representa al mismo tiempo un caso particular de la

métrica definida por medio de una norma.

Definicién 1.2. Dado un espacio vectorial E sobre el campo K, que puede ser el
campo de los reales R o bién el campo de los complejos C, se define una norma

sobre FE como una funcién no negativa
E>xw— |z|| e Ry

que satisface las siguientes condiciones:
a. |laz|| =la|||lz|, r € E, a € K
b. ||z|| = 0 implica x = 0,
c. Nz +yll < llzfl + [lyll-

El par (E,|| - ||) es lamado un espacio normado. Cada norma define en forma

natural una métrica convirtiendo F en un espacio métrico. Ponemos

d(z,y) = ||z =yl

y las propiedades b y ¢ aseguran el cumplimiento de las condiciones 1,2 y 3.

Una bola centrada en z € X y de radio r > 0 es el conjunto
B(z,r) ={y € X : d(z,y) <r}.

Decimos que un conjunto A C X es acotado si existe en X una bola B(x,r) con

r > 0 que contiene a A. Un conjunto A es completamente acotado si para todo
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€ > 0 existe un conjunto finito {zy,...,x,} C X tal que A C Ul B(z;,¢€).

Una aplicacion F' : X — Y del espacio métrico X en el espacio métrico Y es
continua en € X si para todo 7 > 0 la imagen inversa F'~'(B(F(zx),r)) es una
vecindad de x. La aplicacién F' es continua en todas partes si y sélo si para todo
conjunto abierto O en Y el conjunto F~*(0O) es abierto en X.

El espacio de todas las aplicaciones continuas de X en Y se denota por C'(X,Y).
Un homeomor fismo del espacio X en Y es una aplicacién biyectia F': X — Y tal

que su aplicacién inversa F~!: Y — X también es continua.

1.2 Operadores Lineales Acotados

Antes de continuar, se dard una definicién muy ttil para el resto del capitulo.

Definicién 1.3. Un espacio métrico X es completo si cada sucesion de Cauchy en X

converge a un punto en X. Un espacio de Banach es un espacio normado completo.

Definicién 1.4. Sean F, I espacios vectoriales sobre un campo K. Un mapeo

L : E — F se dice que es un operador lineal si satisface:
(i) L(x +y) = L(x) + L(y) para todo z,y € E
(ii) L(ax) = aL(x) para cada x € E y para cada o € K.

La transformacion L preserva las operaciones de espacio vectorial tales como la
suma y la multiplicacién por un escalar.

La siguiente condicién es equivalente a (i) y a (i) de la Definicién 1.4. L(ax +
Py) = aL(zx) + fL(y) para cada z,y € E'y o, € K. Poniendo a = 0 en (i),

L(0) = 0. Bajo una transformacién lineal, el 0—vector siempre va al 0—vector.

Definicién 1.5. Sean E, F espacios normados, y sea L : £ — F un operador

lineal. L es un operador lineal acotado si existe C' > 0 tal que
|Lz||r < Cllz|lp paratodo z € E. (1.1)

Un subconjunto A en un espacio normado E es acotado si sup ||z|| < oo.
€A
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1.3 Dos Principios Fundamentales

1.3.1 El Teorema de la Grafica Cerrada

Definicién 1.6. Un subconjunto de un espacio métrico es denso en ninguna parte
si su cerradura no contiene ningin punto interior. Un espacio métrico es de primera
categoria (de Baire) si es una uniéon numerable de subconjuntos cerrados y densos
en ninguna parte. Un espacio métrico es de segunda categoria (de Baire) si no es

de primera categoria.

Teorema 1.7 (Lema de Baire). Sea X # @ un espacio métrico completo y sea

(An)ns1 € X una sucesion de subconjuntos cerrados. Supongamos que
Int(A,) =0 Vn>1.

Entonces
Int (U An) = 0.
n=1
Demostracién. Ver [5] u

Teorema 1.8 (de la Aplicacién Abierta). Sean E y F dos espacios de Banach y
sea T un operador lineal continuo de E en F' que es suprayectivo. Entonces existe

una constante ¢ > 0 tal que
T(Bg(0,1)) D Br(0,c).

Demostracién. Ver [5] |

Corolario 1.9. Sean E y F dos espacios de Banach y sea T un operador lineal
continuo de E en F' que es biyectivo, es decir inyectivo y suprayectivo. Entonces

T~ es también continuo (de F en E).
Demostracién. Ver [5] [

Corolario 1.10. Sea E un espacio vectorial provisto de dos normas, || - |1 y | - |2-

Supongamos que E es un espacio de Banach para ambas normas y que existe una
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constante C' > 0 tal que
x|l < C|lz|l1 Vz € E.

Entonces las dos normas son equivalentes, es decir, que existe una constante ¢ > 0
tal que

[zl < cllzlls Vo e .
Demostracién. Ver [5] [

Teorema 1.11 (de la Gréfica Cerrada). Sean E y F' dos espacios de Banach. Sea
T un operador lineal de E en F. Supongamos que la grdfica de T, G(T), es cerrada

en B x F. Entonces T es continuo.

Demostracién. ver [5] u

1.3.2 El Pincipio de Acotacién Uniforme

Notacion 1.12. Sean E y F' dos espacios vectoriales normados. Denotaremos por
L(E,F) al espacio de los operadores lineales continuos y acotados de E en F' equipa-

dos con la norma

1T llece,ry = sup [[T].
cE

T
llzll<1

De manera usual, escribiremos L(E) en vez de L(E, E).

Teorema 1.13 (Banach-Steinhaus, Principio de Acotacién Uniforme). Sean E y F
dos espacios de Banach y sea (T})ie;r una familia no necesariamente numerable de

operadores lineales continuos de E en F'. Supongamos que

sup || Tiz|]| < o0 Vz € E. (1.2)
iel
Entonces
sup [|Tillee ) < 00 (1.3)
ic

Demostracién. Ver [5]. |
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Corolario 1.14. Sean E y F' dos espacios de Banach. Sea (T),) una sucesion de
operadores lineales continuos de E en I tal que para cada x € E, T,x converge,

n — 0o a un limite denotado por Tx. Entonces tenemos
1. stllp Tl c(e,ry < o0,
2. TelL(EF),
3 N Tllee,ry < liminf | T.[|s s m-
Demostracién. Ver [5]. [

Corolario 1.15. Sea G un espacio de Banach y sea B un subconjunto de G. Supong-

amos que
para cada f € G*, el conjunto f(B) = {(f,z) : x € B} es acotado en R. ~ (1.4)

Entonces

B es acotado. (1.5)

Demostracién. Ver [5]. |

1.4 Operadores Compactos

Nota 1.16. (a) En espacios métricos, compacidad y compacidad secuencial (toda

sucesion tiene una subsucesion convergente) son equivalentes.
(b) Un subconjunto compacto de un espacio métrico es cerrado.
(¢) Un subconjunto compacto de un espacio normado es acotado.

Definicién 1.17. Un operador acotado 1" € L(F, F') se dice que es compacto si

T(Bg) tiene cerradura compacta en F.

El conjunto de todos los operadores compactos de E en I es denotado por

K(E, F). Para simplificar, escribiremos K(F) = K(E, E).
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Teorema 1.18. El conjunto KX(E, F') es un subespacio lineal cerrado de L(E, F).
Demostracién. Ver [5]. [

Definicién 1.19. Un operador T' € L(E, F) se dice que es de rango finito si el
rango de T, R(T'), es de dimencién finita.

Corolario 1.20. Sea (T,) una sucesion de operadores con rango finito y sea T €

L(E,F) tal que || T, — T||g(p,r)y — 0. Entonces T € X(E, F).

Demostracién. Ver [5]. |

1.5 Teoria de Riesz-Fredholm

Lema 1.21 (Lema de Riesz). Sea E un espacio vectorial normado, y sea M C E

un espacio lineal cerrado tal que M # E. Entonces
Ve > 0,3u € E tal que |jul| =1y d(u,M) > 1—e.

Demostracién. Ver [5]. [

Teorema 1.22 (Riesz). Sea E un espacio vectorial normal con Bg compacto. En-

tonces E es de dimencion finita.

Demostracién. Ver [5]. [

1.6 El Espectro de un Operador Compacto

Definicién 1.23. Sea T' € L(F).

El conjunto resolvente, denotado por p(T'), estd definido por
p(T) ={X e R: (T — \) es biyectivo y acotado de E en F'}

El espectro, denotado por o(T'), es el complemento del conjunto resolvente, es

decir, o(T) = R\ p(T).
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Proposicién 1.24. El espectro o(T') de un operador acotado T es compacto y

o(T) < =TI, + 7]

Demostracién. Ver [5]. |
Teorema 1.25. Sea T' € K(E) con dim(E) = oo, entonces tenemos:

a. 0€0(T),

b. o(T)N{0} = 0,(T)\{0}, donde 0,(T') es el espectro puntual.

c. uno de los siguientes casos se cumple:

i. o(T) = {0},
ii. o(T)N\A0} son valores propios del {0},

iii. o(T)N\A{0} es una sucesion convergente a 0.
Demostracién. Ver [5]. [

Lema 1.26. Sea T' € K(E) y sea (An)n>1 una sucesion de nimeros reales distintos

tal que
Ap — A

A € o(T)N{0} Vn.
Entonces A = 0.
Demostracién. Ver [5]. [

Estos teoremas mostrados anteriormente seran de gran utilidad en capiputlos

posteriores.



Capitulo 2

Elementos del Calculo Diferencial
y el Teorema de la Funcion

Implicita en Espacios de Banach

La meta de este capitulo es demostrar una generalizacién en espacios de Banach
del Teorema de la Funcion Implicita la cual tiene varias aplicaciones significati-
vas, es decir, a los sistemas de ecuaciones, ecuaciones integrales y a las ecuaciones

diferenciales.
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2.1 El Calculo Diferencial en Espacios de Banach

2.1.1 Calculo Diferencial Formal

Sea f : X — Y una funcién entre dos espacios de Banach. Usaremos o(]|h||) para
describir aquellas expresiones que a grandes rasgos, son de orden mayor que uno en
h cuando h — 0. El concepto bésico de todo el calculo diferencial (propiamente en
sus mismos términos) es el método de linealizacion. Este método consiste en: una

linealizacién de f(z + h) con respecto a h, esto es una descomposicién de la forma
fl@+h) = f(x) +df(x,h) +o(||h]]), (2.1)

donde df (x, h) representa la parte lineal con respecto a h. De manera similar, para

h fijo, linealizamos con respecto a k, obteniendo
Af (z + b, ) = df (z, h) + &2 F((z, ), B) + of[Ih]). (2:2)

Continuando de esta manera, obtenemos d°f((x,r),k, h), etc. La definicién de las
F-derivadas la cual definiremos més adelante, f'(z), f”(x),... se estructura de esta

forma

f’(CL’)h = df(l’, h>’ f”(ZE)kh = de(('r7 k)7 h)?

etc. Nuestra meta corresponde al método clasico, que define la derivada en un punto
de una funcion real f : R — R como la pendiente de la tangente en dicho punto.
La gréfica de f aproximada por la tangente (Véase la figura i). La tangente en el
punto (z, f(z)) corresponde a la funcién h — f(z) + f'(z)h. Esta es exactamente

la parte lineal en (2.1).
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T b

X

Figura 7

En el espacio, las superficies son aproximadas por sus planos tangentes. Si f :
R? — R es una funcién real en dos variables, entonces h +— f(z) + f'(x)h donde

f'(x)h = df (z, h) corresponde al plano tangente a través del punto (z, f(x)).

2.1.2 Las Derivadas de Fréchet y de Gateaux

Comenzaremos introduciendo un poco de notacién. Para una funcién r : U(0) C

X — Y, escribiremos:

r(z) =o(]|z]), x = 0 < r(x)/||z]] — 0, x = 0 (2.3)

r(z) =o0(1), x = 0 < r(r)— o, z—0.

Escribimos £(X,Y') para las clases de todos los mapeos

T: X —Y, T es lineal y continuo, X,Y son espacios de Banach (2.4)

La siguente definicién es basicas

Definicién 2.1. Sea f : U(z) € X — Y una funcién dada, con X y Y espacios

de Banach. Aqui U(x) denota una vecindad de z.

1. La funcién f es Frechet —diferenciable en x si, y s6lo si existe una aplicacion

T e L(X,Y) tal que

flx+h) — f(x) =Th+o(||h]), h—0 (2.5)
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para todo h en alguna vecindad de cero. Si ésta existe, T' es llamada F —
derivada de f en x. Definimos f'(x) = T. La F — diferencial en x esta

definida por df (z, h) = f'(z)h.
2. La funcién f es Gateaux —di ferenciable en x si, y s6lo si existe una aplicacion
T e L(X,Y) tal que

flz+tk) — f(z) =tTk + o(t), t—0, (2.6)

para todo k con ||k|| = 1 y todos los nimeros reales ¢ en alguna vecindad de
cero. T es llamada la G — derivada de f en z. Definimos f'(z) = T. La

G — diferencial en z esta definida por dgf(x,h) = f'(x)h.

3. Silas F'—derivadas (respectivamente las G —derivada) f'(z) exiten para todo

x € A, entonces la funcién

ffTACX — L(X,)Y)  por oz f(x) (2.7)

es llamada la F' — derivada (resctivamente la G — derivada) de f sobre A.

4. Derivadas de orden mayor se definen de manera sucesiva. De donde, f”(z) es

la derivada de f’ en z.

Observacién: (Simplificacién de la Notacién). La derivada de f" en z, es decir,
f/l(x)’
fll@+h) = f(z)+ f"(@)h+o(|h]),  h—=0.

Por (2.7), f”(x) es un operador lineal continuo de X a £(X,Y), es decir,

f"(z) € L(X,L(X,Y)).

Si tomamos a h, k € X, entonces

M)k e L(X,Y)  (f'(w)k)heY.
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De ahora en adelante se abreviara a este 1ltimo, como:

1" (z)kh.

Omitiendo los paréntesis no nos causara confucién, pero simplificamos la notacién.

Tenemos la desigualdad

1" (@) kR < (L () k[l
< I @NIER-

En consecuencia, (h,k) — f”(x)kh es una funcién bilineal acotada perteneciente
al conjunto X x X a Y. En andlisis clésico, el simbolo f”(z) es usado de manera
dual, para denotar ambas, la segunda derivada en x y la derivada (diferencial) de la
funcién f. Trabajando con espacios de Banach, debemos mantener una distincion

estricta entre f'(x) € L(X,Y)y f': D(f) C X — L(X,Y).
Proposicién 2.2. (Relacion entre F' — derivada y la G — derivada)
1. Cada F — derivada en x es también una G — derivada en x.

2. Una G —derivada en x donde pasando al limite en (2.8) es uniforme para todo

k con ||k|| = 1, es también una F — derivada en x.

Fah — 1 L) =)

t—0 t

(2.8)

3. Si " existe como una G—derivada en alguna vecindad de x, y si [’ es continua

en x, entonces f'(x) es también una F — derivada en x.

4. St f'(x) existe como una F — derivada en x, entonces f es también continua

en x.

Demostracién. Para la demostracién, ver [37]. |
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2.1.3 Derivadas Parciales

La siguiente definicion de una derivada parcial es completamente paralela a la del

modelo clasico.

Definicién 2.3. Consideremos dado la siguiente funcién f: D(f) C X xY — Z
por (z,y) — f(z,y), donde X,Y y Z son espacios de Banach.

Sea y fijo y definimos g(z) = f(z,y). Si g tiene una F' — derivada (resp. G —
derivada) en x, entonces definimos la F' — derivada parcial (resp. G — derivada) de

f en (z,y) con respecto a la primera variable x siendo f,(z,y) = ¢'(x).

La derivada f,(x,y) esta definida de manera similar. En lugar de f,(z,y), fy(x,y)
también se escribe D f(z,y), Daf(x,y), respectivamente.

Investigaremos la validez de la formula

f'@y)(h k) = folz,y)h + fy(z,y)k. (2.9)

Proposicién 2.4. (Derivadas Parciales)

1. Si f es F' — diferenciable en (x,y), entonces las F' — derivadas parciales f,

y fy existen en (z,y) y (2.9) se cumple para todo he X ykeY.

2. Reciprocamente, si f tiene F' — derivadas parciales f, y f, en una vecindad
de (z,y), y si estas son continuas en (x,y), entonces f'(x,y) existe como una

F — derivada y (2.9) se cumple.

3. La funcion f es continuamente F' — diferenciable en una vecindad de (z,y)

sty solo si todas las F' — derivadas parciales son continuas en una vecindad

de (z,vy).

Una conclusién similar se cumple para aplicaciones de la forma

(X1, ..y ) = fag, .., xy).

Demostracién. Para la demostracién, ver [37]. |
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2.2 El Teorema de la Funcién Implicita

Resolveremos la ecuaciéon

F(z,y) =0, (2.10)

la cual tiene un punto solucién dado, F(zg,yo) = 0, para y en una vecindad de
(x0,%0), es decir, encontraremos una funciéon = — y(z) tal que y(zo) = yo v

F(z,y(z)) = 0. (ver fig. ii(a)). La condicion determinante para la existencia

de una tnica solucién es la siguiente:

El operador inverso, F,(xo,y0) ' : Z —Y, (2.11)

existe como un operador lineal continuo.

(Xo ’ Yo)

(a) (b)
Figura iz

Como Y y Z son espacios de Banach, esta condicion es equivalente a la siguiente:

Esto por el Teorema 1.7.

La F — derivada parcial Fy(xo,y0) : Y — Z es biyectiva. (2.12)

El concepto subyacente es en reescribir la ecuacién (2.10) en una forma equiva-

lente

y—yo = (y — yo) — Fy(wo,y0)  Flz,y). (2.13)

Si escribimos a F' como una serie de potencia clasica alrededor de (xg, 39), como
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sigue
F(x,y) = F(xo,y0)+a(z—x0) +b(y—yo)+ términos de orden mayor o igual a dos;

ahora notemos que F(xq, o) =0y Fy(xo, %) = a , F,(zo,y0) = b. En consecuencia,
la ecuacién inicial F(z,y) = 0 para (z,y) € R? es equivalente a:

en una vencidad de (xq, yo)

Yy — 1o = —b ta(x — zo) + términos de orden superior.

Esta es exactamente la ecuacién (2.13). La condicién clave (2.11) garantiza la exis-
tencia de la inversa b~!. Esto hace claro que el lado derecho de (2.13) es de primer
orden con respecto al pardmetro pequeno (z — xg), y de sequndo orden con respecto

a (y — yo). Asi esperamos poder aplicar el Teorema del Punto Fijo de Banach.
Teorema 2.5 (Teorema de la Funcién Implicita). Supdngase que:

1. la funcion F : U(xg,y0) € X XY — Z estd definida en una vecindad abierta
U(zo,v0), F(zo,y0) = 0, donde X,Y,Z son espacios de Banach sobre K = R
o K=C.

2. F, existe y es una F — derivada parcial sobre U(xg,yo) y (2.12) se cumple.
3. F, F, son continuas en (xq, Yo)-

Entonces las siguientes afirmaciones se cumplen:

(a) EXISTENCIA Y UNICIDAD. Existen nimeros positivos ro y r tales que, para
cada v € X satisfaciendo ||x — zo|| < 1o, existe exactamente un y(x) € Y por

el cual ||y — yo|| <7y F(x,y(x)) =0.

(b) CONSTRUCCION Y LA SOLUCION. La sucesion {y,(x)} de aprozimaciones

sucesivas, definidas por yo(r) = Yo, Y

Yn1(2) = yn () = Fy (T, yn) " Fy(2, yn(2)),
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converge a la solucion y(z), cuando n — oo, para todos los puntos x € X que
satisfacen ||z — xo|| < 19.

(¢) CONTINUIDAD. Si F es continua en una vecindad de (z9,%o), entonces y(.)

es continua en una vecindad de xg.

(d) DIFERENCIABILIDAD CONTINUA. Si F' es ua aplicacion de clase C™, 1 <
m < 00, en una vecindad de (zo,yo), entonces y(.) es también una aplicacion

de clase C™ en una vecindad de xq.
Demostracién. Para la demostracién, ver [37]. |

Corolario 2.6. Si F' es analitica en (x¢,yo), entonces la solucion y(.) es analitica

en To.
Demostracién. Para la demostracién, ver [37]. [

Las herramientras utilizadas en este capitulo enriqueceran los métodos analiticos

que se utilizaran en el capitulo 5.



Capitulo 3

Elementos de la Teoria de Grado

La teoria de grado ha sido ampliamente utilizada en el estudio de las soluciones
de las ecuaciones diferenciales ordinarias y ecuaciones diferenciales parciales, por
medio de ella se han desarrollado métodos que permiten obtener informacién sobre
la existencia, el nimero de soluciones y la naturaleza de las soluciones. La teoria
de bifurcacion, por ejemplo, constituye hoy en dia un area amplia de investigacion
que se apoya fuertemente de la teoria de grado para su desarrollo. También, la
teoria de grado permite obtener teoremas de punto fijo, de gran importancia en las
aplicaciones.

Inicialmente se define la nocién de grado para funciones de clase C! en un
abierto acotado de RY respecto a un punto regular (mas adelante se definird) y
se muestran algunos ejemplos. En seguida se introducen los elementos necesarios
para definir el grado de la funcién con respecto a un punto singular (también mas

adelante se definira), asi como la extension de funciones continuas y se demuestran
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las propiedades mas importante, que veremos mas adelante. Finalmente, se pre-
sentan algunas aplicaciones topoldgicas que se desprenden de las propiedades del
grado.

En lo sucesivo ) representard un conjunto abierto y acotado de RY y 99 su

frontera.

3.1 Grado en Dimension Finita

Definicién 3.1. Sea f € C*Q,RY). Sp(Q2) = {x € Q : det(f'(z)) = 0} es el

conjunto de los puntos criticos de f.

Definicién 3.2. Un punto y € RY se denomina un valor regular de f si f~'(y) N

St(Q) = @ y un valor singular si f~(y) N S;(Q) # 2.

Definicién 3.3. Sea M (X,Y) el conjunto de aplicaciones continuas entre espacios
topolégicos X y Y. Dos funciones f,g € M(X,Y) se dicen homotépicas si existe
una aplicacién continua i : X x [0,1] — Y tal que h(z,0) = f(x) y h(z,1) = g(z).

A continuacion se enunciard (sin demostracion), el Teorema de Sard. La de-

mostracién de este teorema se puede encontrar en [4].

Teorema 3.4. Sea f € CY(Q,RY), G un abierto tal que G C €. Entonces el

congunto f(S;(Q)) tiene medida cero en RV,

Definicién 3.5 (Grado de Brouwer). Sea f € C'Y(Q,RY)NC(Q,RY), y ¢ f(0)
un valor regular de f. El grado de f en 2 respecto a y, d(f,Q,y), se define como

grad(f,Qy) =Y sgn(det(f'(x))). (3.1)

z€f~1(y)NN
Si f~Y(y) = @, definimos d(f,Q,y) = 0.

Afirmacién. La suma (3.1) es finita pues el conjunto f~1(y) N Q es finito.
En efecto, si dicho conjunto fuera infinito, como € es conpacto entonces tendria

un punto limite que denotaremos por zy € . Luego existird una sucesién {z,} C
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f~Yy) de elementos distintos que converge a xy tal que f(z,) = y para todo n.
Por la continuidad de f, f(zg) = y. Como y no esta en la imagen de la frontera
de €, se tiene que xy ¢ 9Q. Por lo tanto xy € 2N f~1(y). Al ser y valor regular,
det(f'(x)) # 0. Por el Teorema de la Funcién Inversa existe un abierto, V' C €,
que contiene a xy tal que f es inyectiva alli. De la convergencia de {z,}, se tiene la
existencia de un natural k tal que {z,} C V Vn > k. Luego f(x,) =y Vn > k, esto
contradice el hecho de que f es inyectiva en V, por lo tanto por el Teorema de la

Funcién Inversa, tenemos la afirmacién.

3.1.1 El Grado Respecto a un Valor Singular

A continucién sin demostracién enunciaremos la construccion del grado en puntos
singulares.

Sea f € CHQ)NC(Q), y € RN — £(99). Se supone que y es un valor regular
de f. Luego f~*(y) = {x1,...,zx}. Por el Teorema de la funcién inversa, existen
vecindades, V(x;), tal que V(z;) C Q, f es inyectiva en cada vecindad, ya que
det(f'(x)) # 0 para toda z € LkJ V(z;) y ademds estas vecindades son ajenas dos a
dos, ya que los x; son puntos ;:isllados.

Sea ¢ = f—y : Q — RY. Ciertamente ¢ € C(Q) N C(Q). Se nota que
@(x;) = 0, por tanto ¢(V(x;)) es una vecindad de cero para todo i. Ademas, existe

k
n > 0 tal que B(0,n) C [ ¢(V(x;)). Finalmente, existe § > 0 tal que
i=1

k
lp(x)| =6 VreQ-| V(). (3.2)

=1

Definicién 3.6. El soporte de una funcion es el conjunto de puntos donde la funcion

no es cero, o la cerradura de ese conjunto y se denota asi.

supp(f) :=A{z € R™: f(z) # 0}.

Con estas ideas en mente podemos eninciar el siguiente lema.

Lema 3.7. Sean f,n,6 y ¢ como arriba, y v = min{n,0}. Sea ® € C*°(0,00) N



3.1. GRADO EN DIMENSION FINITA 27

C[0,00) tal que supp(®) C (0,7) y

/RN (|z|)dz = 1. (3.3)

Entonces
grad(F,9,) = [ (1) = ydet( ().

El siguiente lema es fundamental para extender la definicién de grado a puntos

singulares, se conoce con el nombre de los siete epsilons y establece que dos fun-

ciones proximas en C'(§2) tienen el mismo grado, siempre que y esté suficientemente

separado de la imagen de la frontera de Q.

Lema 3.8 (Lema de los 7 ¢’s). Seany € RY un valor singular de fi, fo € C*(Q)N

C(Q), € > 0. Supongamos que

|fi(z) —y| > Te i=1,2; x € 00 (3.4)

[fi(z) — fo(x)| <€ z e (3.5)
Entonces

grad(fh Q7 y) = grad(fg, Q7 y)

La misma conclusién del lema anterior se da en el siguiente lema para dos puntos

regulares cercanos que verifiquen las condiciones del lema de los siete epsilons.

Lema 3.9. Sean f; € C*(Q)NC(Q), ¢; € RN coni=1,2. Sea e > 0. Supongamos

que
|fi(x) —q;| = Te i,j=1,2 x € S (3.6)
|fi(z) — fo(z)| <e €0 (3.7)
g1 — g2 < e (3.8)

y los puntos q1 y g2 son valores requlares. Entonces grad(fi,€, q1) = grad(fs,, qo).

Demostracién. Ver [17]. |
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Ya disponemos de los elementos necesarios para construir la definicion del grado
para funciones f € C* respecto a un valor singular y € RY — f(99).

Por el Teorema de Sard, f(S¢(€2)) tiene medida cero y por lo tanto su comple-
mento, Cf(S;(€)), es denso en RY. Luego existe una sucesién {y,} C Cf(S;(2)) tal
que y, — y. Entonces existe ng € N tal que y,, € f(9Q) Vn > ny.

Afirmacion.
lim grad(f,$, y,)
n—oo

existe y es independiente de la eleccién de la sucesion {y,}.

Demostracién. Como los y,, son valores regulares, por el Lema 3.8, con f; = fo =
f, se tiene d(f, 2, yn,) = d(f, 2, yn) para todo n > ny. En consecuencia dicho limite
existe.

Sea {t, } otra sucesién tal que ¢, — y, con ¢, valores regulares de f y ¢, ¢ f(9%)
para cada n > k, donde k € N. Por el Lema 3.8 existe n; € N tal que d(f,Q,y,) =

d(f,Q,t,) Vn = ny y esto demuestra que el limite es independiente de la sucesién

{Yn}- [ |

Definicién 3.10. Sea f € C1(Q) N C(Q), y € RY — £(99) un valor singular. Se

define el grado de f en () respecto a y, como

grad(f,Q,y) := lim grad(f,Q,yn),
n—o0

donde {y,} es una sucesién de valores regulares que converge a y.

El préximo lema es la version del Lema de los siete epsilons para puntos singu-

lares.

Lema 3.11. Sean fi,fo € CYQ) N CQ), y € RN un valor singular y ¢ > 0.
Supongase que

|fi(z) —y| = 8¢ x € 0N (3.9)

|fi(x) — fo(x)] <€ z € Q. (3.10)
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Entonces

grad(fh Q7 y) = gTCLd(fQ, Q7 y)

Demostracién. Ver [19]. [

3.1.2 Propiedades del Grado de Brouwer

Teorema 3.12 (existencia). Sea f € C(QRY),y ¢ f(0Q). Si d(f,Qy) # 0

entonces eziste un xo € Q tal que f(xg) = y.

Demostracién. Por reduccién al absurdo. Suponga que Vo € Q0 f(z) # y. Luego
existe € > 0 tal que | f(z) —y| > €. Por el Teorema de aproximacion de Weierstrass,
existe {f,} € C*(Q) N C(Q) tal que f,, — f uniformemente en Q, y se tiene para

algin ng € N que

e < |f(x) =yl < [f(2) = ful@)] + | fulz) =yl

< 5+ fal@) — ]

Vn = ng Vx € Q.

Por lo tanto
€

5 para n = ng,x € .

() =yl >

Luego = ¢ f,'(y) Vz € Q si n > ng. Esto implica que d(f,,Q,y) = 0 para n > ny.

Si n tiende a oo, entonces grad(f,2,y) = 0 lo cual contradice la hipdtesis. |

La segunda propiedad es un criterio muy importante para saber cuando dos

funciones tienen el mismo grado.

Teorema 3.13 (Invarianza Homotépica). Sea H : Q x [0, 1] — RY una homotopia

de fyge CQ) tal que H(x,t) # y para x € 0 y t € [0,1]. Entonces d(H,,y)
es constante en [0,1]. En particular se tiene que grad(f,€,y) = grad(g,Q,y).

Demostracién. Seat — grad(H(-,t),€,y), el teorema se cumple al demostrar que

la funcidon es continua.
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Por la continuidad uniforme de H, dado € > 0 existe 6 = d(¢) > 0 tal que si

t1 — to| < &, entonces |H(x,t;) — H(x,t5)| < £ para todo x € Q.

wlm

Por otra parte, como y # H(0Q2 x [0, 1]) entonces |H(x,t) — y| > 9¢ para cada
t €]0,1] y cada x € 9. Existen sucesiones {f} y {2} en C1(Q) N C(Q) tales que
fHXx) = H(x,t1), f2(z) — H(z,t;) uniformemente en Q. Como en la demostracién

del Lema 3.10, existe ng € N tal que

9¢ < |H(x,t1) — y
<|H(z,t) = fo(@)] + £ (z) =yl

<et|fulz) -yl

es decir,

1fi@) —y| >8  n>=mng,x €N

n

De manera similar se tiene que |f2(z) — y| > 8e.

Finalmente, para = € Q

720) = 201 < 172() — Hr, )] + [Hz, 1) — Hr, 1)
+ [H(z,t) — f2(2)] < e

Aplicando el Lema 3.7 o el Lema 3.10 segtin sea y regular o singular a fi con (i =
1,2) se concluye que grad(f}, Q,y) = grad(f?,Q,y) para n > ny. Cuando n — oo,
de la Definicién 3.11 se obtiene que grad(H(-,t1),Q,y) = grad(H(-,t2),,y). Se ha
demostrado que si |t; —ta| < entonces |grad(H(-,t1), Q.y) — grad(H(-,t2),Q,y)| <
€. Por lo tanto la aplicacion es continua y como tiene valores en Z, entonces

grad(H(-,t),Q,y) es constante en [0, 1]. [

Se enunciara a continuacion, sin demostracién, otra propiedad importante del
grado. Esta propiedad afirma que si se descompone el dominio en dos abiertos
ajenos, la suma de los grados en cada abierto es igual al grado de la funcién en todo

el dominio.

Teorema 3.14 (Extensién). Si € es un abierto con Q; C Q yy ¢ f(0Q1)U f(092),
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entonces

grad(f,Q,y) = grad(f,Q,y) + grad(f,Q — Q4,y).

3.1.3 Dos Consecuencias de las Propiedades

Teorema 3.15. Sean f,g € C(Q,RY) tal que f(z) = g(z) para cada x € 09,
y & f(O). Entonces grad(f,Q,y) = grad(g,Q,vy).

Demostracion. Basta simplemente con aplicar la propiedad de invarianza del grado

por homotopfa, a la funcién H : Q x [0,1] — RY definida por

H(z,t) =tf(z)+ (1 —1t)g(x).

Teorema 3.16 (Punto fijo de Brouwer). Sea B = {z € RN : |z|| < 1}. Si

f: B — B es continua, entonces eviste x € B tal que f(x) =z.

Demostracién. Se debe de garantizar que f tiene un punto fijo en 0B o en B.
Suponga que f no tiene puntos fijos en dB. Sea H : B x [0,1] — RY dada
por H(z,t) = x — tf(x). H es una homotopia continua de I y I — f. Se sabe
que H(z,t) # 0 paraz € 0B y t € [0,1]. Como 0 € B, por la invarianza bajo

homotopia, se tiene
grad(I, B,0) = grad(I — f,B,0) =1 # 0.

Luego por el teorema de existencia f tiene un punto fio en B. ]

3.2 Grado en Dimension Infinita

En ecuaciones diferenciales los espacios de funciones en los cuales se trabaja son,
generalmente, espacios de dimensién infinita. De alli surgio la necesidad de gener-
alizar el concepto de grado a espacios de dimensién infinita. Este se conoce como el

grado de Leray — Schauder. Este concepto se define para operadores de la forma
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I — f donde f es un operador compacto. La idea consiste en aproximar f por medio
de operadores de rango finito, lo cual permite encontrar un espacio de dimension
finita donde se puede aplicar el grado de Brouwer.

Inicialmente se enuncia un teorema de densidad, basico en la construccion de
esta teoria. Seguidamente se presentan las condiciones que permiten definir el grado
de Leray-Schauder de un operador definido en un abierto acotado de un espacio de
Banach. El grado de Leray-Schauder tiene las mismas propiedades del grado de
Brouwer y sus demostraciones son consecuencia directa de la definicion.

Sea E un espacio de Banach real y 2 C E un abierto acotado. El siguiente
teorema dice que un operador compacto, T, se puede aproximar por un operador de

rango finito.

Teorema 3.17. Sea Q0 un abierto y acotado y T : Q — E compacto. Entonces

para cada € > 0 existe T, : @ — E de rango finito tal que

sup [|T'(x) = Te(z)|| < e

zeQ
Demostracién. Ver [9]. [

Se considerard ahora un operador T': Q — E compacto, y y € E— (I —T)(9Q).
Se vera que existe o > 0 tal que dist(y, (I —T)(092)) > «. En efecto, si no fuera
cierto, entonces existiria una sucesién {z,} C 0 tal que ||y — (I — T)x,|| — O.
Por la compacidad de T existe una subsucesién {z,, } tal que T'(x,, ) converge a un

cierto yo. Ahora

[2n, = yo = yll <My + T(@n,) = @npll + lyo = T(an, )| = 0,

es decir x,, — yo+y. Como 02 es cerrado, yo+y € 2. Finalmente, la continuidad
de T implica que yo = T'(yo+vy) y asiy € (I —T)(01), lo cual es una contradiccion.
Enseguida se garantizara la existencia de un subconjunto de dimension finita en el

cual se puede hablar del grado de Brouwer. Para T : Q — E dado, por el teorema
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anterior existe T, : © — E de rango finito tal que

sup [|T(z) — Ta(2)]| <

e

vo] 2

Sea E, := (T,(Q),y), el subespacio generado por la base de T,,(Q) y y. Sea €, :=
QN E, €, esun abierto en E,, que es un espacio de dimension finita. Ahora
d((I =T)lg,,Qa,y) tiene sentido, es decir se puede hablar del grado de Brouwer, ya

que primero, (I — T,)(€,) C E, y segundo porque y ¢ (I — T,)(0,).

Efectivamente para x € 0€),, se tiene
a
lz = Ta(2) =yl > llz = T(2) =yl = [ Ta(e) = T(@)|] > llz = T(2) —yll - 5.
Puesto que y ¢ (I —T)(09) y 09, C 9N se concluye que

o
|z = Ta(z) = yll = a =

—>0.
2

El siguiente teorema permite definir el grado en dimensién infinita.

Teorema 3.18 (Reduccién). Sean X,, € RN, X,, € RM espacios normados tales que
dim(X,,) = m < dim(X,) = n. Sean Q C X,, un abierto acotado, f : @ — X,,
continua, y € X, — (I — f)(0Q). Entonces

grad(I — f,Q,y) = grad ((I — Planx 2N Xm,y)

Ahora, se dispone de los elementos que permiten definir el grado de Leray-

Schauder.

Definicién 3.19. Sea E un espacio de Banach real, {2 C E un abierto acotado,
f:Q — E compactoy y € E— (I — f)(99). Sea f. como en el Teorema 3.17 y
E un subespacio de dimensién finita que contenga a (f.(Q),y) y Q := QN E. Se
define el grado de Leray — Schauder, asi

grad([ - f’ Qay) = gTCLd ((I - f€|Q767 Qe7y) :
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Se demostrara que la definicién anterior es independiente de f.. En efecto, sean
f. v f. como en la definicién previa. Sean E,, E, los subespacios de dimension finita
correspondientes a Ji y fe respectivamente.

Sea Es := (E,, E,), el generado por las bases de £, y E,, Q, =QNE,, Q, =

QNE,, Qs = QN Es. Por el Teorema de reduccion, se tiene que
g’f’(ld[([ - f;)|m’ Qﬁu y] = grad([ - fw Q(Sa y) (311>

grad((I = f)lg, Q. y) = grad(I — fo.Q5.y) (3.12)

Sean € < a 'y H(z,t) :== t(I — f)(z) + (1 — t)(I — f.)(x). H es una homotopia
continua. Se puede ver usando la desigualdad del tridngulo que ||H(z,t) — (I —
f)(@)]| < §y deaqui se concluye que || H(z,t)—y|| = 5 > 0. Por lo tanto H(x,t) # y
V(z,t) € 095 x [0, 1].

Por la invarianza bajo la homotopia del grado de Brouwer, se tiene

grad(l — fe,Qs,y) = grad(l — f.,Qs,y) (3.13)

De (3.11), (3.12) y (3.13) se concluye que
grad((I = flg Q] = grad((I = f)lg;, 2. y)-

3.2.1 Propiedades del Grado de Leray-Schauder

A continuacién se presentaran sin dar demostracion las principales propiedades del

grado de Leray-Schauder.
Teorema 3.20. Siy € Q, entonces grad(I,Q,y) =1; siy ¢ Q, grad(I,Q,y) = 0.

Teorema 3.21 (Existencia). Si grad(I,Q,y) # 0, entonces existe xo € Q tal que
(I = f)(@o) = y.

Teorema 3.22 (Invarianza Homotépica). Sea Q@ C E un abierto acotado y h :
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[0,1] x Q@ — E una homotopia compacta (es decir, h es continua y I|g — h es
compacta) tal que h(x) # y para (t,x) € [0,1] x 0Q. Entonces grad(h(t,z),Q,y) es

constante para todo t € [0, 1].

Teorema 3.23 (Esciscion). Sea 2 = Q; UQy donde Q; son abiertos ajenos. Sean f

compacto yy ¢ (I — f)(02). Entonces
grad([ - fa va) = gT’CZd([ - f7 th) + gTCLd([ - f7 QQa y)

Los teoremas siguientes son consecuencia del Teorema de invarianza del grado

bajo homotopia.

Teorema 3.24. Sean f,g : Q — E funciones compactas, f(x) = g(x) Yo € 09.
Entonces sty ¢ (I — f)(052),

grad(I — f,Q,y) = grad(I — g,,y).

Teorema 3.25 (Punto fijo de Schauder). Sea D un abierto acotado y conezo tal
que 0 € D. Sea f : D — E una funcién compacta con f(D) C D. Entonces f

tiene un punto fijo.

Como vimos, la teoria de Grado es una herramienta utilizada para determinar el
nimero de soluciones de una ecuacion diferencial ordinaria o parcial, por medio de
ella se han desarrollado métodos que permitieron obtener informacién sobre la exis-
tencia, el nimero de soluciones y la naturaleza de las soluciones. Estas herramientas

se generalizaran en el siquiente capipulo.



Capitulo 4

Elementos de la Teoria de Indice

En las siguientes secciones, nos familiarizaremos con los conceptos de indice
de un punto fijo y el grado de una aplicacién. Estos dos conceptos forman una
herramienta topoldgica profunda y crucial para establecer los teoremas de existencia
en el presente trabajo. Nos esforzaremos para dotar de un enfoque muy elemental
a los conceptos de indice de punto fijo y el grado de una aplicacién, este enfoque

requerird una experiencia minima del célculo diferencial e integral.
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4.1 Conocimientos Intuitivos y Conceptos Basicos

4.1.1 Numero de Vueltas y El Grado de una Aplicacién

Consideremos una aplicacién continua sobre un disco cerrado de radio R, U(0, R),

con centro en el origen en R%:

F:U(0,R) C R* — R

. |
w=] Lo
U :
o]
w=20

Figura 1

A medida de que x viaja una vez alrededor de la frontera del disco, en una
manera mateméaticamente positiva, los puntos de la imagen F'(z) viajan a lo largo
de una curva orientada C'. Asumiremos que 0 # C'.

Consideremos a wy y a w_ como el nimero de vueltas sobre el origen en una

manera matematica positiva y negativa, y definamos el grado de una aplicacién por

grad(F,U) = wy —w_. (4.1)
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donde U = U(0, R). Como en la Figura 1 donde w = wy — w_. Esta definicién nos

conduce a dos resultados importantes.

(1) Principio de existencia de Kronecker. Si grad(F,U) # 0 entonces existe

xg € U con F(xy) = 0.

(2) Invarianza homotdpica. Si F' cambia continuamente de alguna manera que
ninguna de las curvas correspondientes C' pase a travez del origen, entonces

grad(F,U) se mantiene sin cambio.

[lustraremos estos dos principios con una demostracion geométrica del Teorema

Fundamental del Algebra: sea
h(z,t) = 2" + (ap_12" " + -+ ap)t, n#0,

donde z € Cy t € [0,1]. Si|z| = Ry R es suficientemente grande, entonces para

todo z y todo t € [0, 1] tenemos que
|h(z,t)] = R" — t(Jan_1|R"™ + - + |ag]) > 0. (4.2)

Cuando z recorre la frontera del disco U = {z € C : |z|] < R} en una manera
positiva, h(z,0) = 2" gira sobre el origen n veces en una manera positiva. Como ¢
varfa de 0 a 1, h(z,0) se transforma en h(z, 1) sin tocar el origen, por (4.2). Asi de

(2) se tiene que
grad(hy,U) = grad(ho,U) =n, n # 0 donde hi(z) = h(z,t).

Entonces (1) inplica que existe zy € U con h(zp, 1) = 0. Esto es el Teorema Funda-
mental del Algebra.
Es importante observar que el grado de una aplicacién es igual a la suma de las

multiplicidades de los ceros de la aplicacién.
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4.1.2 El Grado de una Funcion en R

Sea F' : [a,b] C R — R una funcién continua con F(a) # 0y F(b) # 0y
—00 < a < b < 0o. Haciendo un pequefio cambio de F a F, si es necesario, siempre

se puede obtener la siguiente situacion genérica Figura 2

]|

B

Figura 2

(a) La funcién F es continuamente diferenciable sobre [a,b] y, como F', no tiene

ceros en los puntos frontera.

(b) En el interior del intervalo [a, b], la funcién F' no tiene o sélo un nimero finito
de ceros, xi,...,Tn,, v estos son todos regulares (no degenerados), es decir,

F'(x;) # 0 para todo i.

Entonces consideramos

donde G = (a,b), y definamos
grad(F,G) = grad(F,G).

Si F no tiene ceros sobre [a,b], entonces grad(F,G) = 0. Si llamamos al
sgn(F(z;)) como el indice cero, entonces grad(F,G) es igual a la suma de los indices

cero de F sobre G.
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Si F': G C R — R es una funcién continua con G = (a, b), entonces

0 siF(a),F(b) >0,

grad(F,G)=q1 si F(a) <0y F(b) >0,

-1 si F(a) >0y F(B) <0.

\

Entonces grad(F, G) # 0 siempre implica la existencia de al menos una solucién de
F(z) = 0 sobre G. Esto no es mas que el cldsico Teorema del Valor Intermedio.

También es notable que grad(F,G) dependa solamente de los valores en la 0G.

4.1.3 El Grado de una Aplicacién en RY

Para un y € RY fijo queremos que grad(F, G, y) sea medida del niimero de soluciones

de la ecuacién

Fx)=y, 2€G,

tomando en consideracion las multiplicidades positivas y negativas. Cuando y = 0,
simplemente escribimos grad(F, G).

Sea F': G C RY — RY una aplicacién continua sobre el cerradura del conjunto
acotado abierto G. En analogia con R nuestra definicién se basa en las siguientes

dos formulas

grad(F,G,y) ngn (det(F(x;))) (4.3)

grad(F,G,y) := grad(F,G,y). (4.4)

Mads precisamente, consideremos grad(F,G,y) = 0 para G = @ y para G no

vacio y y fijo, se requiere que
(a) F(x) # y sobre 0G;

(b) la aplicacién F : G — RY es C' con

sup |[F(x) — F(a)| < inf |F(z) — y],

z€0G
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asi la ecuacion

F(x) =y, zeG
no tiene o tiene exactamente un numero finito de soluciones 1, ..., x,,, todas de las
cuales son regulares, es decir, det(F'(x;)) # 0 para todo i, En otras palabras, y es
un valor regular de F'. Si no existen soluciones, tomamos a grad(F,G,y) = 0.
Esto nos lleva a un hecho importante de que grad(F, G,y) es invariante bajo una
perturbacion. Esta propiedad es crucial para las aplicaciones. Permite un célculo
del grad(F,G,y) a través de una reduccién a aplicaciones mas simples. Entonces

grad(F,G,y) # 0 implica la existencia de la solucién de la ecuacion

F(z) =y, z €q.

Si no llegara a haber solucién, entonces F(x) =y, € G tampoco tendria solucién
para una aproximaciéon F, y asi grad(F,G,y) = 0. Pero entonces (4.4) implica que
grad(F,G,y) = 0, lo cudl es una contradiccion.

De (a), el infimo en (b) es mayor que cero. El significado intuitivo de (a) es que,
naturalmente, una pequena perturbacion de F' no puede causar que las soluciones

de F(x) =y, con x € G, se anulen en la frontera.

4.1.4 El Grado de una Aplicacion Lineal Local

Cuando zg es una solucién aislada de F(z) = y, definimos

gTCLd(F, Zo, y) = grad(F, U(ZL’()), y)v

donde U(x) es una vecindad suficientemente pequena de xy. En el caso F : U(xg) C
RY — R¥, esta definicién es independiente de U(xg). En el caso donde la apli-

cacién sea de clase C' con det(F'(zg)) # 0, tenemos que

grad(F, zo,y) = sgn(det(F'(zo))).
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Cuando y = 0 escribimos deg(F’, zo) y lo llamamos indice cero de z.

4.1.5 Indice de Punto Fijo
Ademas de la ecuacién de punto fijo

flx) ==, x € G,

consideramos una ecuacién equivalente

x— f(x) =0, z e G,
y definimos el indice de punto fijo de una manera natural por
Z(fa G) = grad(] - fv Ga 0)

El indice de punto fijo es una medida del nimero de puntos fijos de f sobre G,
tomando en cuenta multiplicidades.
Si tenemos un indice de punto fijo, podemos regresar al grado de una aplicacién

a través de

grad(F,G,y) =i(f, Q) donde Fz)=z— f(x)+y.

4.1.6 Homotopia

Dos aplicaciones continuas f,g : X — Y entre espacios topologicos X y Y son
llamados homot6picos si y sélo si existe una aplicacién continua H : X x[0,1] — Y
tal que

H(z,0) = f(z) Yy H(z,1) = g(x) Ve € X.

Definicién 4.1. 1. Sea V(G, X) el conjunto de todos las aplicaciones f de la

forma siguiente:

(i) f:G C X — X es compacto, donde G es un conjunto abierto acotado
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en un espacio de Banach X;

(ii) f no tiene puntos fijos sobre la frontera 0G.

2. Dos aplicaciones f, g € V(G, X) se dice que son compactamente homotépicos

sobre 0 si y solo si existe una aplicacién H con las siguientes propiedades:

(i) H:G x[0,1] — X es compacto;
(i) H(x,t) # x para todo (z,t) € G x [0, 1];
(iii) H(z,0) = f(z) y H(x,1) = g(x) sobre G.

Escribimos 0G : f ~ g. La aplicaciéon H es llamada una homotopias compactas.

Para abreviar, llamaremos a las homotopias compactas simplemente homotopias.
Asi, para evitar confuciones, llamaremos homotopias en el sentido topologico general,
homotopias topologicas. Notemos que aplicaciones continuas y compactas son las
mismas sobre conjuntos cerrados G en espacios de Banach de dimensién finita.

Es importante que la homotopia se puede caracterizar por una condiciéon mas

débil. Para f,g € V(G, X) tenemos que:

(H) La relacién homotépica G : f = g se cumple si y sélo si existe una aplicacion

compacta H : 0G x [0,1] — X con
H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(z) sobre 0G

mientras que H(x,t) # x para todo (z,t) € 0G x [0, 1].

Para demostrar (H), primero extenderemos la aplicacion H : 0G x [0,1] — X
por medio de H(z,0) = f(x) y H(z,1) = g(z) para todo * € G. llamaremos
a la extencion de la imagen como A. Para extender a un mapeo continuo H :
G x [0,1] — X utilizaremos el Teorema de Extension (la demostracién se dard al
final de la seccién) cuya imagen cae en co(A) (cubierta convexa de A). Como G es
acotado y f, g son compactos, el conjuntos A es relativamente compacto y por tanto,
también lo es co(A). En consecuencia, la aplicacién extendido H : G x [0,1] — X

es compacto.
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Proposicién 4.2. Aplicaciones en la clase V (G, X) y las relaciones de homotopia:
(1) si f € V(G,X) entonces xle%fa | f(z) —z| >0;
(2) el conjunto de puntos fijos f € V(G, X) es compacto;
(8) la relacion OG : f = g es una relacion de equivalencia;

(4) la relacion OG : f = g se cumple si f,g € V(G,X) y
_ inf _ 2l
sup [f(2) = gz}l < inf |IF(@) ==l
(5) para cada homotopia H eziste una constante a tal que

|H(z,t)—z| >a>0 ¥(at)€dG x[0,1].

Notemos que si G = @, entonces, por definicion, el inf y el sup son iguales a

400 y —o0, respectivamente.
Demostracién. Sélo demostraremos (2) — (5)

(2) Si f(zn) = 7, y 2, € G para todo n, entonces la compacidad de f fmplica que
existe una subsucesién {z,,} tal que f(z,/) — =, cuando n — oco. Asi z,, — =

y por lo tanto f(z) = x.

(3) REFLEXIVIDAD : Tenemos 0G : f = f por H(x,t) = f(x).
SIMETRIA :si 0G : f = g por H, entonces 0G : g = f por H(x,t) =
H(z,1—1).

TRANSITIVIDAD :si0G : f = gpor H y 0G : g = h por Hy entonces
0G : f = h por

Hi(x,2t), para 0 <t < 1/2,
H(z,t) = 1 26) /

Hy(z,2t — 1), para1/2 <t < 1.
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(4) Sea H(x,t) = tg(z) + (1 —t)f(z). Entonces H es compacto sobre G x [0, 1],

y para todo (z,t) € 0G x [0, 1] tenemos que
1H (z,t) — || = | f(x) — 2| = [[f(x) — g(=)] > 0.

(5) sino fuera cierto, existe una sucesién de elementos (x,,t,) en OG x [0, 1] para
los cuales H(zp,t,) — x, — 0 cuando n — oco. Como H es compacto, existe
ademéds una subsucesién convergente (x,,t, ) tal que H(x,/,t,) — = cuando
n — oo. Entonces z,, — = y x € 0G. Existe otra subsucesion para la cual
tpr — t cuando n — oco. Asi H(x,t) — x con (x,t) € G x [0,1] Lo cuél

contradice la Definicién 4.1.

Definicién 4.3. Para cada f € V(G, X), consideramos un entero i( f, G), llamada
la aplicacion de punto fijo de f sobre G de modo que los siguientes axiomas se

cumplan.

(A1) (Normalizacién). Si f(z) = 2o para todo x € G, y algtin x4 € G fijo, entonces
i(f,G) =1L

(A2) (Principio de existencia de Kronecker). Si i(f,G) # 0, entonces exsiste una

x € G tal que f(z) = x.

(A3) (Aditividad). Tenemos

n

j=1

siempre que f € V(G,X) y f € V(G;,X) para toda j, donde {G,} es una

particién regular de G, es decir, los G; son ajenos 2 a 2y G = |J G; (Figura
=1

3). "

(A4) (Invarianza Homotépica). Si G : f = g, entonces i(f,G) = i(g, G).
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Figura 3

Ahora discutiremos estos axiomas. Relacionamos el indice de punto fijo con
el hecho de que i(f,G) mide el nimero de puntos fijos de f sobre G, tomando
multiplicidades, si existen. En Axioma (Al), la aplicacién tiene exactamente un
punto fijo zy. La condicién i(f, G) = 1 no es més que una normalizacién, de acuerdo
con (A2). Axioma (A2) contiene la prueba primaria para utilizar el indice de punto
fijo en las demostraciones de existencia. Si, en (A3) la aplicacién f no tiene puntos
fijos sobre cualquier 0G;, entones f € V(G, X) implica que f € V(G;, X) para toda
j. En el Axioma (A3) y en otras ocaciones no distinguiremos la diferencia entre
la aplicacién f y su restriccién sobre Gj asi que mantendremos la notacién simple.
Axioma (A4) describe la estabilidad del indice de punto fijo bajo una deformacién
continua que no dan lugar a puntos fijos sobre la frontera 0G.

Maés adelante, demostraremos que en efecto existe un indice de punto fijo que
satisface (A1) a (A4), y que es unico. Antes de eso queremos demostrar que los
axiomas nos llevan a una serie de consecuencias importantes. Una estrategia general

de la demostracién es la siguiente:

(a) relacionar una aplicacién dada f por una homotopia a una aplicacién mas

simple para la cudl i(g, G) se conoce,

(b) aplicar (A4) para obtener i(f,G) =i(g,G) # 0, y entonces (A2) para concluir

que la aplicacién f tiene un punto fijo sobre G.

4.1.7 Propiedades Generales

Ahora enunciaremos algunas consecuencias de los axiomas.
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Proposicién 4.4. Los siguientes enunciados se cumplen para todos las aplicaciones
f,9 € V(G X).

(1) (Dependencia sobre valores frontera). Si f(x) = g(x) sobre G, entoncesi(f,G) =
i(g,G)

(2) (libre de Punto Fijo). Si f es libre de punto fijo, entonces i(f,G) = 0.

(3) (Propiedad de escision). Para Gy C G se tiene i(f,G) = i(f,G1), si f es libre
de punto fijo sobre el conjunto G — G y el conjunto G, es abierto (Figura 4).

(4) (Continuidad del indice de punto fijo). Si

sup [£(z) ~ g(a)]| < inf (@) -]

entonces i(f,G) = i(g,G).

<>yl
Figura 4

De manera inmediata utilizaremos estas propiedades. Propiedad (1) dice que el
indice de punto fijo i(f, G) depende sélo de los valores frontera de f. En realidad, la
propiedad (1) es un caso espacial de la propiedad (4), y la segunda es consecuencia
inmediata del axioma (A4), la Proposicién 4.2 dice que 0G : f = g. También la
propiedad (4) implica inmediatamente que la aplicacién f +— i(f, G) es continua

sobre V (G, X).
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Propiedad (2) es una consecuencia inmediata del axioma (A2). En particular,
tenemos i(f, G) = 0 cuando G = @. Hay un ntmero de situaciones, por elemplo en
bi furcacion topolégica, donde es ventajoso permitir el conjunto vacio.

Finalmente, Propiedad (3) se sigue del axioma (A3), el cudl dice que

i(f,G) =i(f,Gy) +i(f,G — Gy),

y de propiedad (2), el cual dice que i(f, G — G1) = 0 cuando f no tiene puntos fijos
sobre G — G;. Esto completa la demostracién de la Proposicién 4.4.

Una vez que tenemos un indice de punto fijo, podemos definir el grado de una
aplicacion en forma paralela con las definiciones anteriores al grado de una apli-

cacion.

Definicién 4.5. Sea F : G ¢ X — X una aplicacién definida sobre la cerradura
de un conjunto acotado abierto G en un espacio de Banach X, sin valor fijo y sobre
la frontera 0G, es decir, y ¢ F(0G). Mas aun, sea F' una perturbacion compacta de
la identidad, es decir,

F=I-f

donde f es compacta sobre G. Entonces definimos elgrado de una aplicacién por
grad(F,G,y) = i(f +y,G).

Esta definicién de una aplicacion de grado estd basado sobre el hecho de que la
ecuacién F(x) = y es equivalente a la ecuacién de punto fijo g(x) = x. Por lo que

la aplicacién de grado grad(F,G,y) mide el nimero de soluciones de la ecuacién

F(z) =y, r€Qq.

tomando en consideracién las multiplicidades positivas y negativas.

Definicién 4.6 (indice de Punto Fijo Local). Sea f : U(zy) € X — X una

aplicacion compacta sobre una vecindad de xy en un espacio de Banach X, y sea x
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un punto fijo aislado de f. Entonces definimos el indice de punto fijo local de f en

el punto xy por

Z(fa l’o) = Z(fa U<x07 R))>
donde el radio R de la bola U(zg, R) a través de z( es suficientemente pequeno.

La propiedad de escision combinada con el hecho de que zy es un punto fijo
aislado demuestra que para un R > 0 suficientemente pequeno, esta definicién es
independiente de R (Figura 5). Si aplicamos el axioma (A3) y una particién como

en la Figura 6, obtendremos una demostracion instantanea del siguiente resultado.

Figura 5

Figura 6

Proposicién 4.7 (Teorema de Suma del Indice). Si la aplicacién f € V (G, X) tiene

solo un numero finito de puntos fijos x1,...,x,, sobre G, entonces

i(f,G) :Zz(f,xj).

Jj=1
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Para definir la aplicacion local del grado, consideramos la aplicaciéon F' : U(xg) C
X — X en una vecindad de zy en un espacio de Banach X, que es una perturbacién

compacta de la unidad. Ademads, xq es una solucién aislada de la ecuacién

F(z) =y, cony fijo.
Dado esto, sea
gr’ﬁad<F7 o, y) = gT’(ld(F, U(x(b R)? y)

La relacion entre el grado de una aplicacion y el indice de punto fijo inmediatamente
implica que esta definicion también es independiente de R para R > 0 suficiente-

mente pequeno.

4.1.8 Existencia y Unicidad del Indice de Punto Fijo en RY

y en Espacios de Banach

Definicién 4.8. Sea G un conjunto abierto y acotado en RY. Entonces V,(G, RY)

denota el conjunto de todas las aplicaciones f con las siguientes propiedades:
(i) la aplicacién f : G — RY es continua y es una aplicacién C* sobre G,

(ii) la aplicacién f tiene un ndmero finito de puntos fijos, si los hay, todos los

puntos fijos son regulares y ninguno de ellos se encuentra en la frontera 0G.

Definicién 4.9 (Indice de Punto Fijo). (a) Para f € Vy(G,RY) sea

i(f,G) = D sgn(det(F'(x;))),

7j=1
donde F(z) =z — f(x) y x1,..., 2, son puntos fijos de f sobre G.

(b) Para f € V(G,RY) y G # @ elegimos una f € Vo(G,RY) con

sup [|£() = F(2)]| < inf [If(w) 2]

r€0G
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y definimos

i(f,G) =i(f.G).
(c) Para G =@, i(f,G) = 0.

Ejemplo 4.10. Sea f : [a,b] — R una funcién continua con —o0o < a < b < 0.
Pongamos F(z) = = — f(r). Sea F definida en términos de f. Consideremos
G = (a,b). Los punto fijos de f son los mismos que los ceros de F.

Si f € V(G,R), f no tiene puntos fijos en la frontera, y por lo tanto F' no tiene
ceros, sobre la frontera de [a,b]. Con el fin de calcular i(f,G), por Definicién 4.8
debemos elegir una funcién f € Vo(G,R) que aproxima a f suficientemente. Esto

significa que eligiremos una funcién F € C'[a, b] con
F(2) - F@)| < |F(@)|  paraz = a,b,

donde F' a lo més tiene un numero finito de ceros, 1, ..., z,, sobre (a,b), todos en

los cuales son regulares, es decir, F” (xj) # 0 para toda j. Entonces

Si F no tiene ceros, entonces i(f, G) = grad(F,G) = 0. Una mirada a la Figura 7,

con F = F, demuestra que

;

0, si F(a)F(b) >0,
i(f,G) = grad(F,G) =41, s F(a) <0y F(b) >0,

—1

\

, st F(a) >0y F(b) <0.
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Figura 7

La homotopia OG : f = f; significa que existe un mapeo continuo H : [a,b] X

[0,1] — R con
H(z,0) = f(z) y  Hx,1)=flr) Veelsb

como también H (z,t) # 0 para todo t € [0,1] y 2 = a,b. Un argumento elemental

demuestra que
0G: f=f & F(a)Fi(a) >0 y F(b)Fi(b) > 0.

Por lo que se tiene Fi(z) = x — fi(x).

Los siguientes dos teoremos los enunciaremos sin demostracion.
Teorema 4.11 (Indice de Punto Fijo de Brouwer). Para todo f € V(G,RY) y todo
V(G,RY) con N > 1 arbitrario, entonces existe exactamente un indice de punto fijo

que satisface los axiomas (Al) a (A4) y este indice es el definido en la Definicion

4.8.
Demostracién. Ver [37] |

Teorema 4.12 (fndice de Punto Fijo de Leray-Schauder). Para todos los mapeos
feV(G,X) ytodo V(G,X) con espacios de Banach arbitrarios X, entonces existe

ezactamente un indice de punto fijo que satisface los axiomas (Al) a (A4).

Demostracién. Ver [37]. |
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4.2 Aplicaciones del Indice de Punto Fijo

En esta seccién demostraremos como el indice de punto fijo (T, G) se puede aplicar
facilmente para ontener un niimero inportante de resultados con respecto al operador

T, considerando simplemente la homotopia
H(x,t) =tT(x)+ (1 —t)g(z), (4.5)

donde g = g; ¥y ¢1(x) = x0 0 g2(x) = 2z. Se sigue de (Al) y la Definicién 4.8,
repectivamente que

i(g1,G) =1 paraxy € G (4.6)

i(g2,G) = (=) paraG c RN y0 € G. (4.7)

Los enunciados correspondientes para el Mapeo de Grado son

grad(I —z9,G) =1  paraxzy € G

grad(—I1,G) = (=1)N GcRYy0egG.
Si consideramos:
* un principio de punto fijo general;

* dualidad entre problemas de punto fijo en una regién y problemas de valor

propio sobre la frontera;

* salto de indice y principio general de valor propio;

4.2.1 Un Principio de Punto Fijo General

Este principio general se basa en la siguiente condicién geométrica simple.

(H1) El conjunto imagen T'(0G) no contiene puntos de rayos exteriores, es decir,
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existe un zy € G tal que

Tx # xo + 7(x — x0) V1 > 1lyx € 0G.

En la Figura 8 esto significa que para cada x € 0G, el punto Tz no cae sobre

el rayo punteado.

oG
\/’-\
4 x
Figura 8

(H2) El operador T : G C X — X es compacto sobre la cerradura del conjunto

acotado abierto no vacio GG en el espacio de Banach X.

Teorema 4.13 (Principio de Punto Fijo de Rayos Omitidos). Sean (H1) y (H2)

satisfechos. Entonces T tiene un punto fijo.

Demostracién. Si T tiene un punto fijo sobre G, entonces no hay nada que hacer.
Si no, entonces 7' € V(G; X). Consideremos la homotopia (4.5) con g(z) = zo. Se
sigue de (H1) que

H(z,t)#x  VY(z,t) € 0G x [0,1].

Si H(x,t) = x, entonces

tTx + (1 —t)xg = .

Se sigue que t # 0y t # 1 y por lo tanto
Tr =29+t (z — x0), > 1.

Pero esto contradice (H1). Por la invarianza homotépica (A4) del indice de punto

fijo y por (4.6), obtenemos

i(T,G) =1i(g9,G) = 1.
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Por el principio de existencia (A2), el operador T' entonces tiene un punto fijo. W

(D) (Principio de Dualidad). Sea G’ un conjunto acotado abierto en un espacio de
Banach X con 0 € G y sea T : G — X un operador compacto. Entonces
existen exactamente dos posibles situaciones:

(a) el operador T' tiene un vector propio sobre OG con valor propio A > 1;
(b) (a) no es el caso, y T tiene un punto fijo sobre G.
Miés adelante veremos que (D) corresponde la dualidad entre el principio de salto

de indice, que es la teoria fundamental de bifurcacion, y el principio de continuacion

global.

4.2.2 Un Principio de Valor Propio General

Consideremos la ecuacién de valor propio

Tz = \Sx, x € 0G, )\ <0. (4.8)

Aplicando el indice de punto fijo a los problemas de valor propio, aprovechamos el
hecho de que el indice de punto fijo salta. En el caso que nos ocupa, la condicion
fundamental es

i(I—T,G) #4i(I - S,G),

el cual, traducido al mapeo de grado, se lee

grad(T, G) # grad(S, G). (4.9)

Este salto en el indice, significa que los mapeos no son homotépicos. En particular, el
punto en el que una homotopia lineal no ofrece una solucién de (4.8), como veremos

a continuacion.

Proposicién 4.14 (Principio de Valor Propio). Sea G un conjunto acotado abierto
no vacio en un espacio de Banach X. Sean T,S : G — X las perturbaciones

compactas de la identidad con Tx # 0 y Sx # 0 sobre 0G.
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Si la condicion de salto de indice (4.9) se satisface, entonces el problema de valor

propio (4.8) tiene una solucion.

Demostracién. Propongamos
H(z,t)=tTx + (1 —t)Sx.

Debido a (4.9) y la invarianza homotépica del mapeo de grado, H no puede ser una
homotopia mod 0. Esto es que existe un punto (z,t) € 0G x [0,1] para el cual
H(z,t) = 0. Como Tx # 0y Sz # 0 sobre 0G, podemos tener ni ¢t = 1 ni ¢t = 0.

Pero entonces (4.8) tiene una solucién. [

Ejemplo 4.15. El problema de valor propio
Tx = Az, x € 0G, (4.10)

tiene una solucién, en RY con N impar, con un valor propio real A # 0, si
(i) el conjunto G es acotado y abierto en RY con 0 € G, y
(ii) el mapeo T : G — RY es continuo y T # 0 sobre 9G.

Esta tltima condicién es necesaria para A # 0.

Demostracién. Sea S = +I. Entonces grad(S,G) = £1. Por lo tanto, siempre se

satisface (4.9), y la conclucién es consecuencia inmediata de la Proposicién 4.13. W

4.2.3 Un Continuo de Puntos Fijos

Consideremos el siguiente problema. Supongamos que tenemos una ecuacién opera-

cional

x =Tz, r € G, (4.11)

y sabemos que pequenas perturbaciones de esta ecuacién tiene soluciones unicas.
Una mirada a la Figura 9 demuestra que la propia ecuaciéon no necesita tener

solucién unica. Sin embargo, una segunda mirada nos llevaria a esperar que al menos
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un conjunto de soluciones conexas como el limite de los conjuntos solucién de las

ecuaciones que tienen solucién unica.

Figura 9

En efecto, bajo hipétesis adecuadas, el conjunto solucién Fiz(T") de (4.11) forma un
continuo, es decir, un conjunto compacto, conexo.
Indicando nuestra situacién con més precision, estudiaremos simultaneamente la

ecuaciéon (4.11) y la ecuacién perturbada

r=T.x+vy, red (4.12)
teniendo en cuenta la condicion de aproximacién

sup [Tz — Teox|| < e (4.13)

zeG

para todo € > 0 y la determinante condicién del indice de punto fijo
i(T,G) # 0. (4.14)

Teorema 4.16 (Krasnoselskii y Perov (1959)). El conjunto solucion de la ecuacion

(4.11) es un continuo no vacio bajo las siguientes condiciones.
(1) El operador T € V (G, X) satisface (4.14).
(ii) Para cada € > 0 existe un operador compacto T, : G C X — X que satisface

(4.13) de modo que la ecuacion de aproximacion (4.12) tiene a lo mds una

solucion x para cada y € X dado, con ||y|| < e.

Demostracién. El conjunto solucién Fiz(T) de (4.11) es no vacio, por (4.14) y

compacto por la Proposicion 4.2.
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Supongamos que Fiz(T') no es conexo. Entonces existe una particion

FZ$(T) :M1UM2 con MlﬂMQ :@,

donde M; y M, son no vacias y cerradas, y por lo tanto compactas. Con el fin de

extraer una contradiccién, escojamos vecindades abiertas G; de M; con

GiNGy, =9 Yy G; CcG parat = 1,2

(Figura 10). Si ponemos a M igual a la cerradura de G U G5 entonces

i(T,G) = i(T,Gy) +i(T, Gy) +i(T,G — M). (4.15)

Figura 10

Ya que no hay puntos fijos de T sobre G — M, tenemos i(t,G — M) = 0. A

continuaciéon demostraremos que

i(T,Gy) = i(T,Gy) = 0, (4.16)

Entonces (T, G) = 0 y obtenemos la contradiccién deseada de (4.14).
Ahora estableceremos (4.16) demostrando que i(7,G1) = 0 y observando que
i(T,G2) = 0 se demuestra de manera similar. De nuestra definicién 7' no tiene

puntos fijos sobre 0G1, asi que

|t = Tz|| >a>0 sobre G} .
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Tomemos un z € Ms, asi Tz = z, y definimos S.x = T.x + Tz — T.z. La ecuacién
r=>5.x (4.17)

tiene la solucién z € G, que por hipétesis, es la tnica sobre G. Entonces (4.17) no
tiene soluciones sobre G, y asi i(S., G1) = 0. Pero T se puede aproximar de manera

arbitraria uniformemente cercana sobre (G; por S., asi por razones homotodpicas,

i(T,Gy) = i(S — £,G1). n

Ahora, usaremos el indice de punto fijo para proporcionar otro criterio util para
determinar si el conjunto de puntos fijos de un operador es un continuo. Para esto

necesitamos las siguientes dos condiciones simples.
(H1) i(T,G) = 1.
(H2) ¢(T,U) > 0 si T tiene un punto fijo sobre el subconjunto abierto U de G.

Proposicién 4.17. Si (H1) y (H2) se cumplen para un operador T € V (G, X),

entonces el conjunto de puntos fijos de T sobre G es un continuo no vacio.

Demostracién. De lo contrario (4.15) implica que (7, G) > 2 al contrario. [

4.3 El Indice de Punto Fijo para Mapeos Difer-

enciables y Analiticos

4.3.1 El Indice de Punto Fijo de las Funciones Analiticas

Clasicas

Con el fin de obtener una imagen de la situacion general, consideraremos una funcion
analitica f : U C C — C de una variable compleja z. En acorde con nuestro

acuerdo general, identificamos z = £ + in con (£,7n). Esto hace a f un mapeo real

sobre R2.
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Proposicién 4.18. Sea f : U C C — C una funcion analitica sobre un conjunto
abierto acotado U y continua sobre U. Si f no tiene puntos fijos sobre la frontera

de U, entonces lo siguiente es verdadero.
(a) La funcion f tiene a lo mds un nimero finito de puntos fijos sobre U.
(b) Eziste una vecindad adecuada a cada punto fijo z; € U sobre el cudl f tiene
una expansion en series de potencia convergente

f(z)=2z+4+(2— Zj)k(CO +a(z—z)+te(z—z)+--- (4.18)

donde ¢y # 0 y k es un entero positivo fijo. Aqui k y todos los coeficientes

dependen de z;. Para el indice de punto fijo local
i(f.2) = k (4.19)

y para el indice de punto fijo,

j=1

St 21,...,2, Son todos los puntos fijos de f sobre U. Asi, en particular,

i(f,U) > 0.
(c) i(f,U) =0 siy sdlo si f es un punto fijo libre sobre U.

(d) i(f,U) =1 siysdlo si f tiene exactamente un punto fijo sobre U y este punto

fijo es reqular.
(e) Sii(f,U) =m entonces [ tiene a lo mds m puntos fijos sobre U.

Demostracién. Ver [37] pp.617 — 618. |
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4.4 Teorema de Indice de Laray-Schauder

El célculo del indice de punto fijo local esta basado en las siguientes dos férmulas

i(f? 550) = i(f/(%);o) (4-21)

i(f'(20),0) = (~1)", (4.22)

donde a = > x();) de las multiplicidades algebraicas de todos los valores propios
Aj>1de f/ Zxo). Si no existen dichos valores propios, entonces sea a = 0.

Por lo que a también es igual a la suma de las multiplicidades algebraicas de
todos los nimeros caracteristicos de f’(xg) en (0,1). El principio de linealizacién

de Leray-Schauder esta contenido en (4.21). De (4.21) y de (4.22) obtenemos de

manera inmediata la férmulas correspondientes para la aplicacién de grado, a saber
grad(I — f,xq) = grad(I — f'(xg),0) = (—1)*

Proposicién 4.19 (Teorema de Indice de Leray-Schauder (1934)). Si el operador
f:U(zg) € X — X sobre un espacio de Banach X es compacto sobre una vecindad
de un punto fijo reqular débil xo, entonces (4.21) se comple.

Si el espacio de Banach X es real, entonces (4.22) también se cumple, mientras

que i(f,xg) = 1 siempre que el espacio de Banach X sea complejo.
Demostracién. Ver [37]. |

El Teorema de indice dice que el indice de punto fijo local en un punto regular
débil o en un punto regular es siempre +1. En las secciones anteriores dimos re-
sultados sobre el calculo del indice de punto fijo local para puntos fijos singulares.
Por ejemplo, la aplicacién f : C — C con f(z) = z + czF y ¢ # 0 tiene indice

i(f,0) = k.

Corolario 4.20 (Salto de fndice). Sea L : X — X un operador lineal compacto

sobre un espacio de Banach X real. St g es un numero caracteristico de L de
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multiplicidad algebraica x(po), entonces
i((p0 +€)L,0) = (=1)X*i((p1g — €) L, 0) (4.23)

para todo € > 0 suficientemente pequeno.

Ejemplo 4.21. Sea L : R?® — R3 una matriz de la forma

A 100
L= 0 )\1 0
0 0 X

La multiplicidad algebraica de A; es igual a la multiplicidad del cero A; de la ecuacién
escalar det(L — \;I) = 0 y es igual al nimero de \; el cual aparece en la forma
canonica de Jordan de L. Aqui L ya estd en esa forma. En consecuencia, la multi-
plicidad algebraica de \; es igual a 2 respecto a Ag esigual a 1. Sea A\; # 1y Ay # 1.

Entonces tenemos

—1, para \y > 1,
i(L,0) =

+1, para Ay < 1.

4.4.1 Principio de Continuacion de Leray-Schauder Global

Consideremos la siguiente ecuacion dependiente del parametro

r—H(p,x)=0 peR zeX. (4.24)
X
A C
b+
/”—.—
a_._
E il
i )
(a) (b)

Figura 11
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Figura 12

La formulacién original del principio de continuacién afirma que cuando conose-
mos la solucién (p1, 1) puede conducirnos a la solucién (pg, x2) con py < po. Gen-
eralizando esta pregunta afirmando cuando existe un continuo de las soluciones de
(4.24) el cual conecta al conjunto {y;} x G con el conjunto {us} x G. La respuesta

a esta afirmacion depende de las siguientes dos condiciones.

(H1) La ecuacién (4.24) no tiene soluciones sobre [uq, 2] X 9G.
(H2) i(H(ps,).G) £ 0.

Recordemos que un continuo es un conjunto compacto conexo. La condicién
(H2) se utilizo para garantizar la existencia de una solucién inicial de (4.24) para
i = p1. En contraste, (H1), intuitivamente hablando, impide a la curva solucién
@ — x(p) que comience en la solucion inicial, de salir de la region G atravez de
la frontera G antes del tiempo u = pe. Nuestra demostracion de hecho no puede
garantizar la existencia de las curvas solucién como en la Figura 11(b), pero sélo del

continuo.

Teorema 4.22 (Principio de Continuacién de Leray-Schauder Global (1934)). Sea
H : [p, p2) x G — X un operador compacto, donde G es un conjunto acotado
abierto en un espacio de Banach X.

Sean (H1) y (H2) satisfechos. Entonces la ecuacion (4.24) tiene un continuo C

de soluciones en R x X que conecta al conjunto {p1} x G con el conjunto {us} x G.

Demostracién. Ver [37]. |
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4.4.2 Componentes Solucién no Acotadas

Cuando investigamos la ecuacion dependiente del parametro, naturalmente nos hici-
mos la pregunta, cuando existen curvas soluciéon que son no acotadas, o estricta-
mente hablando, quienes tienden a infinito cuando el parametro tiende a infinito.
Regeneralizando ésta pregunta, no considerando las curvas, en general las soluciones
componente no acotadas. Esta pregunta se plantea con frecuencia en la Teoria de
Bifurcacion en particular. Consideremos un caso el cual no se requiere de una bi-

furcacion. Investigamos la ecuacion dependiente del parametro

r—H(p,x)=0 peR zeX. (4.25)
y requerimos que
H0,z)=0 VzelX. (4.26)
X
C

T 4 ~H
Figura 13

Asi, el lado izquierdo de (4.25) es una perturbacién de la unidad. Un caso especial

de (4.25) es el siguiente
x = pF(x), peR zeX. (4.27)

En este caso (4.26) siempre se satisface. Notemos, sin embargo, que para F(0) =0
la conclucién del siguiente Teorema es un tanto facil, para entonces (4.26) tiene
automaticamente una componente solucién trivial no acotada x = 0, o mas precisa-
mente, el conjunto de todas (u,z) con x = 0y p € R arbitraria es una componente
solucién no acotada. Este resultado nos lleva a la tipica pregunta de Teoria de

Bifurcacién: cuando las soluciones no triviales ramifican soluciones triviales?
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Nuestra es como sigue. Sea C' una componente del conjunto de soluciones S de
(4.25) en R x Xque contiene el punto (0,0). Sean C y C_ las restricciones de C' a

los parametros con valores positivos y negatovos, respectivamente, es decir

Ci:CQ(RiXX).

Cuando Cy y C_ son no acotados? Claramente

C:C+UC_ Yy C+ﬂ0_:{(0,0)}

La Figura 13 muestra la situacién.

Teorema 4.23 (Leray-Schauder (1934)). Sea X un espacio de Banach con X #
{0} y sea H : R x X — X wuna aplicacidn compacta y que satisface la condicion
(3.26).

Entonces la componente solucion C de la ecuacion (4.25) que contiene al (0,0)

es no acotada, asi como los subconjuntos Cy y C_.

X

Figura 14
Demostracién. Ver [37], y la Figura 14. [

Si ahora consideramos una versién modificada de (4.25), a saber la ecuacién

x—H(p,x)=0 peR,  re K (4.28)

con la condicién

H0,z)=0 Vzek, (4.29)
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es decir, nos interesa sélo las soluciones con valores positivos del parametro el cual
cae en el cono ordenado K. En la practica, esta es una pregunta usual de soluciones
positivas. Denotaremos por C, (K) como la componente del conjunto solucién de

(4.28) en R, x K que contienen al (0,0).

Corolario 4.24. Si K es un cono ordenado en un espacio de Banach X y si el mapeo
compacto H : Ry x K — K satisface la condicion (4.29), entonces la componente

solucion C4(K) es no acotada.

Demostracién. Existe una retraccién r : X — K, tal que para H(p,z) =

H(u,r(x)) podemos aplicar el Teorema 4.22 a la ecuacion

x— H(p,x) =0, pweR xeX. (4.30)

Pero para u € R, las soluciones de (4.30) y de (4.28) son identicas. [

4.4.3 Aplicaciones a Ecuaciones Integrales

Queremos aplicar el Teorema 4.22 a la ecuacién integral no lineal
b
x(s) = ,u/ G(s,t)f(t,z(t))dt, a<s<buekR. (4.31)

Aqui, estableceremos las siguientes condiciones.

(H1) Las funciones G : [a,b] X [a,b] — Ry f : R x [a,b] — R son continuas y

—o00 < a<b<oo.
(H2) Tenemos G(s,t) >0y f(t,x) > 0 para todo s,t € [a,b] y z € R,.

Si escogemos a X = Cla,b] y K = C,la,b], entonces (4.31) se convierte en la
ecuacion operacional

x = pF(x), pweR zeX.

El Teorema 4.22 y el Corolario 4.23 implican el siguiente resultado.
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Proposicién 4.25. Si (H1) se satisface, entonces la ecuacion integral (4.31) tiene

dos conjuntos solucion conexos no acorados,

Cy CRy x Cla,b] y C_ CR_ x Cla,b],

que contiene la solucion trivial p =0,z = 0.
Si (H1) y (H2) se satisfacen, entonces (4.31) tiene un conjunto solucion conexo

no acotado

C g R+ X O+[CL, b],
que contiene la solucion trivial = 0,2 = 0.

Observemos que este resultado es trivial cuando f(¢,0) = 0, para luego todos las
(,z) con p € R,z = 0 forman una rama solucién trivial no acotada en R x Cla, b)].
En este caso, naturalmente, surge la pregunta de que si las soluciones no triviales
se ramifican de esta rama trivial. Esta es una vez mas una pregunta de Teoria de
Bifurcacion.

Las herramientas utilizadas en este capitulo y en conjunto con las del capitulo 3
mostraran su gran utilidad en los capitulos posteriores, principalmente en el capitulo

6.



Capitulo 5

Elementos de la Teoria de

Bifurcaciones

La teoria de Bifurcaciones proporciona la existencia matematica de escenarios
de bifurcacion observados en diferentes sistemas y experimentos. Una condicion
necesaria para la existencia de una bifurcacion es que el Teorema de la funcién

Implicita no se cumpla.

5.1 Bifurcaciones

Consideremos la ecuacién real

F(p,z)=0. (5.1)

con (x, ) € R?
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Si F(po,x0) =0 y
FI(MO’xO) 7é 0.

y si F es una aplicacién C* en una vecindad de (u, 7o), entonces por el Teorema
de la Funcién Implicita, la ecuacién (5.1) se puede resolver de manera unica para
x en una vecindad de (g, o). Este resultado es exactamente una curva solucién

atravéz de (1o, o), como en la fig. 17,

X

(kg Xg)

Figura 17

entonces si F, (1o, x9) = 0 es posible que exista una bifurcacion en (g, xg), €s

decir, una ramificacion de la curva solucién como en la Fig. 18.

Figura 18

El ejemplo més simple estd dado por F'(u, z) = (1 — po)? — (x —xp)?. Situaciones

similares resultan cuando (5.1) es un operador ecuacién.

Definicién 5.1. Sea X un espacio de Banach sobre K. El punto (uo, zo) es llamado

un punto de bifurcacion de (5.2) syss

(i) F(Mo, xo) =0,
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(ii) para n = 1,2,..., existen dos sucesiones, {(tin,xn)} v {(tin,¥yn)}, solucion
de las ecuaciones (5.2), que convergen a (pg, o) cuando n — oo. Estas son

sucesiones distintas, es decir, z,, # y, para todo n (Fig.18).

5.2 C.N.E. de un Punto de Bifurcacion

Comenzemos con una ecuacion operacional

F(u,z) =0, pekK xeX. (5.2)

Proposicién 5.2. (Condicion Necesaria para una Bifurcacion) Sea X yY espacios
de Banach sobre K, y sea F : U(up,79) € K x X — Y un mapeo C* en una
vecindad de (o, o).

Si (po, o) es un punto de bifurcacion de (5.2), entonces el operador inverso

1

F, (o, xo)~" no existe sobre Y.

Esto se da directamente del Teorema de la Funcién Implicita (Teorema 2.5).
Ahora, consideremos las siguientes dos situaciones frecuentes. Primero estudi-

aremos el problema de valor propio no lineal

x=u(Lz+ Nz), pekKxeX. (5.3)

Ejemplo 5.3. Sea L : X — X un operador lineal compacto sobre X, un espacio

de Banach sobre K. Sea N : U(0) € X — X definido sobre una vecindad de cero

[Nex]
lll

Si (p,x) es un punto de bifurcacién de (5.3), entonces p es un nimero carac-

en X con

— 0, cuando ||z|| — 0.

teristico del problema linealizado z = pLx.

Demostracién. Si y es un ntimero caracteristico, entonces (poL — I)~! no existe,
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es decir

p(Lx+ Nz) =x = p(Lx + Nx) —x =0
= pLx +puNzx —x =0
= z(uL— 1)+ pNx =0
= a(pl—1)=0

= x = pulz.

Contra ejemplo 5.4. Sea X = R?. Consideremos (£, 7). El punto (0,1), es decir,

u,= 1,2 =0, no es un punto de bifurcacion de la ecuacion
leﬁ(f—ng)v /’LGRw%EX
n=p(n+&),
si bien g = 1 es un numero caracteristico del problema linealizado x = ux.

Demostraciéon. Primero veremos que g = 1 es un niimero caracteristico del sistema

linealizado

(u—1I)x =0, con =1,

r=pr=c=uz, YVu=1
Ahora,

(0,1) = F(p,z) = (u(& —n°, u(n + &)
= (1(0),1(0))
= (0,0).
oF _ [ w3y OF 10

= 5-l00 = =1
ox 3”52 L ox 0 1
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entonces (2551 )) ! existe.

Ahora, multiplicanco (5.4) por (—n) y (£), obtenemos

—&n = —pén + pn’*
&n = pgn + pg’
0=pu +n) =& +7"=0

=E&=n.

5.3 El Principio de Salto de Indice

En la seccién anterior discutinos algumos problemas de bifurcaciéon. Nuestro punto

de partida fue la ecuacion dependiente del parametro
F(u,xz) =0, peR zeX. (5.5)

Una condicién necesaria para existencia de una bifurcacién en el punto (po, zo)
fue que F,(uo, o) no fuera biyectiva, de este modo no se pudo aplicar el Teorema
de la Funcién Implicita, lo que implicarfa la solubilidad local de la solucién (5.5)
de manera tnica sobre una vecindad de (ug, o). Esta condicién, sin embargo no
fue suficiente. En la seccién anterior proporcionamos un nimero de condiciones
suficientes simples para una bifurcacién, pero ain no tenemos a la mano un principio
general que proporcione una comprension cualitativa mas profunda del fenémeno de
bifurcacién. El objetivo de esta seccion es colocar un principio topolégico general a la
cabeza de la teoria de bifurcaciones que derive resultados importantes de bifurcacion
local y global. La palabra magica es "principio de salto de indice.” Este prncipio

se lee mas o menos de la siguiente manera:

(P) Si el indice salta sobre una curva solucion conocida, entonces existe una bi-

furcacion.
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En funcién del contexto, por indice queremos decir ya sea el indice de punto fijo o
el grado de una aplicacion local (indice cero). Queremos ilustrar este sorprendente
principio de gran alcance con un ejemplo sencillo que se consideré en la seccion

anterior. En (5.5), sea

F(p.x) = 2* — 12, donde X =R, u € R.

En el punto (0,0) tenemos F,(0,0) = 0 de modo que el Teorema de la Funcién

Implicita no se puede aplicar. Atravez del punto (0,0) pasa la solucién
T =L con (L un numero real arbitrario. (5.6)

Examinaremos el comportamiento del indice cero j = sgn(F,(u, x)) a lo largo de la
curva solucién (5.6). Entonces j(u) = sgn(2u) y en = 0 existe un salto en j. En
efecto, existe una nueva solucién en (0, 0), llamandola x = —p con g un nimero real

arbitrario (Fig.19).

salto de indice en o

Figura 19

Como un ejemplo mas, consideremos

F(u,r) =2+ u° con X =R. (%)

Aqui de nuevo tenemos F,(0,0) = 0. Ahora sin embargo, el punto (0,0) es
una solucién aislada de (5.5) y no es un punto de bifurcacién, ya que nos hemos
restringjido a soluciones reales. En el caso complejo X = C, la ecuacién (*) tiene

dos soluciones # = +ip con g un nimero real arbitrario, de modo que (0,0) es un
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punto de bifurcaciéon complejo.

Consideremos la ecuacién siguiente
x— H(p,x) =0, peER xzeX (5.7)

y requerimos lo siguiente:

(H1) El operador H : U(up,0) C R x X — X es compacto con H(u,0) =0y X

un espacio de Banach.
(H2) Para pi < pip tenemos i(H(p1,.),0) # i(H (2, .),0).

Aqui naturalmente requerimos que los indices estén definidos y en (H1) sea U (g, 0) =
[p1, 2] x U(0), donde py < po < pe y U(0) es una vecindad del origen en X. La

condicién de salto de indice (H2) también se puede expresar de la siguiente forma
grad(l — H(p,.),0) # grad(l — H(pz),. =,0).

Teorema 5.5 (Principio de Salto de Indice (PSI)). (a) Si (H1) se satisface y si
(0, 0) no es un punto de bifurcacion de la ecuacion (5.7), entonces i(H (p,.),0)

esta definido y es constante sobre una vecindad de p = pyg.

(b) Si (H1) y (H2) se satisfacen, entonces la ecuacion (5.7) tiene un punto de

bifurcacion (u,0) con py < p < ps.

Demostracién. (a) Si (1,0) no es un punto de bifurcacién, entonces existe una
vecindad de (19, 0) en el cual (i, 0) es la unica soluciones de (5.5). La Invari-

anza Homotopica (A4) implica que i(H (u,.),0) es constante.

(b) Supongamos que dicho punto de bifurcacién no existe, Entonces i(H (, .),0),
como una funcién de pu, es localmente constante por (a) y es un valor entero,
y asi es constante sobre |1, p2]. Pero esto contradice el condicién de salto de

indice (H?2).
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5.4 Aplicaciones a Sistemas de Ecuaciones

Consideremos el sistema de ecuaciones
F(u,r) =0, peR xzeRY (5.8)

y proporcionaremos un resultado de bifurcacién de este sistema que sirve como
prototipo para los resultados generales de bifurcacién local y global. Haremos las

siguientes suposiciones.
(H1) La funcién F : RN+*! — R¥ es de clase C.

(H2) La curva solucién. La aplicacién de clase C ¢ — (u(t), 2(t)) definido sobre R
proporciona una solucién de (5.8) para todo ¢ € R, donde la funcién p: R —

R es mondtona estrictamente creciente.

Definimos d(t) = det(F,(u(t),z(t))). La ecuacién (5.8) consiste del sistema de

ecuaciones no lineales Fj(p,z) =0,7=1,..., N.
Proposicién 5.6. Supongamos las hipdtesis (H1) y (H2) se satisfacen.

1. PRINCIPIO DE SALTO DE INDICE (PSI). Si d(t,)d(ty) < 0 para t; < t,

fijos, entonces (5.8) tiene un punto de bifurcacion (u(t),z(t)) con t; <t < to.

2. BIFURCACION LOCAL Y GLOBAL. Si d(.) cambia de signo en to, entonces
(u(t),z(t)) es un punto de bifurcacion de (5.8). En este punto de bifurcacion,
un conjunto solucion conexo C de (5.8) se ramifica. Este conjunto o no es
acotado en RNTY o es acotado e intersecta la curva solucién original (f[2) en

otro punto F'ig.20.

s

Figura 20
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Por un cambio de signo, d(.) tiene un cero aislado en ¢ y cambia de signo cuando
t atraviesa tg.
Demostracién. Definamos h(t,z) = F(u(t), z(t) + ).

Entonces (5.8) es equivalente a h(t,0) = 0

F(u,z) =0, Vu € R, z € RV,

Asi
h(t,0) = F(u(t),z(t) + 0)
= F(u(t),z(t))
=0.
Entonces,

Por (a) d(t1)d(t2) < 0, para t; < tg, el indice cambia de signo en algin punto ¢ con
t1 <t <ty Porel (PSI) (u(t),z(t)) es un punto de bifurcacion.
Dado esto, también se tiene el caso local de (b). La demostracién del caso global

se dard en el siguiente capitulo, T'eorema de Rabinowitz. ]

5.5 Principio de Dualidad

La dualidad entre el PSI y el Principio de Continuacién de Leray-Schauder (PC' —
L — Sch).
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Consideremos la ecuacién
F(u,x) =0, peRzeRY (5.9)

sujeta a la condicién siguiente:

(H) La funcién F : RV+*! — RN es de clase C* y sea G un conjunto acotado en

RY.

Para el método de continuacion es importante tener la condicién de indice
> " sgn(det(Fy (1, ;) # 0, (5.10)
j=1

o la condiciéon mas general

grad(F(u,.),G) # 0. (5.11)

9

Proposiciéon 5.7 (Método de Continuacién). Sea (H) dado. Supongamos que no
existen soluciones de (5.9) sobre [u1, 2] X 0G y que, para p = py, la ecuacion
(5.9) tiene exactamente un nimero impar de soluciones 1, ..., x, en G, todas ellas
requlares, es decir, det(Fy(p1,x;)) # 0 para toda j.

Entonces (5.9) también tiene una solucion x € G para p = .

Corolario 5.8. La ecuacion (5.9) tiene una solucion v € G para p = ps siempre

que las siguientes dos condiciones se satisfagan.

(i) La funcion F : [uy, po] x G — RN es continuo y G es un conjunto abierto

acotado en RV

(i) No ezisten soluciones de (5.9) sobre [p1, us] x OG y (5.11) se satisface.

Para la bifurcacién, la condicion de salto de indice

sgn(det(Fy(p, #(pn))) 7 sgn(det(Fy(uz, ©(p2))) (5.12)

es esencial.
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Proposicién 5.9 (Salto de Indice y Bifurcacién). Supongamos que (H) se cumple
y que la ecuacion (5.9) tiene una curva solucion de clase C* p s x(u) sobre [puy, puo]
que satisface (5.12), donde ambos lados son distintos de cero.

Entonces existe un punto de bifurcacion de la ecuacion (5.9) sobre esta curva, es

decir, que existe un punto (p,x(p)) con p € (p1, u2) es un punto de bifutcacion de

(5.9).
Esto se sigue derectamente del Teorema 5.5 (Principio de Salto de fndice).

Proposicién 5.10 (Componentes Solucién No Acotadas). Si (H) se cumple y si
F(0,2) = z sobre RN, entonces la ecuacion (5.9) tiene conjuntos solucién conexas
no acotadas Cy en Ry x RY con (0,0) € Cx.

Si (H) se cumple con F(u,x) € RY para todo (u,x) € RY ™ y
F(0,z) =z, Vr € Rf,

entonces la ecuacion (5.9) tiene un conjunto solucién conexo y no acotado en RY 1.

Para poder explicar la dualidad antes mencionada, consoderamos el caso especial

siguiente.

(S) Sea N = 1y sea G = (a1,a2) un intervalo abierto acotado. Entonces el
conjunto R = [y, s1z] X G es un rectdngulo con lados verticales R; = {u;} X

la1, as] y lados horizontales @Q; = [p1, po] X {a;} (Fig.21(a)).

Q, /
1 x 1
[ 2
o]~

(a) (b) (c)

Figura 21



5.5. PRINCIPIO DE DUALIDAD 79

Ejemplo 5.11 (Principio de Continuacién). En la Proposicién 5.7 la hipdtesis in-
cluye la no existencia de soluciones de (5.9) sobre @)1 y ()2 mientras que existen
soluciones sobre Ry que satisfacen la condicién de indice (5.10) o de manera gen-
eral, (5.11). En este caso garantizaremos la existencia de una componente solucién
de (5.9) que conecta a Ry con Ry en R. Sin embargo, no necesariamente seria una
curva como se muestra en (Fig.21(a)), sino que podria ser cualquier tipo de conjunto

conexo.

Ejemplo 5.12 (Contra ejemplo al Principio de Continuacién). Si la condicién de
indice (5.10) o (5.11) no se cumple, entonces no hay necesidad de que exista una
componente solucién que conecte a Ry con Ry. La situacién en (Fig.21(c)) podria

ser. Un ejemplo simple de esto esta dado por

F(p,z) =2*+pu con p; = —1.

Para p = py la ecuacion F(p,x) = 0 tiene exactamente dos soluciones x4 = +1,

mientras que para ps > 0 no existen soluciones reales. En efecto, como

sgn(det(Fy(uy,z4))) = £1,

la condicién de indice (5.10) es violada, digamos para G' = (—2,2).

Ejemplo 5.13 (Dualidad). De nuevo sea (5) satisfecha. Si existe una curva solucién

de clase Ct, > x(u) de (5.9) sobre [y, ps] con

FJU(/’LM:C(M]))#O paraj:Lza

entonces existen las posibilidades siguientes:.

(i) (Caso de Continuacion). La curva no contiene un punto de bifurcacién de la
ecuacion (5.9), es decir, la situacion es exactamente la de la (Fig.21(a)). Se

sigue de la invarianza homotdpica del grado de una aplicacién que grad(F(p,.), z(un)) =
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cte par todo p € [u1, pio] donde P(p) = (p, x(p)). Consecuentemente,

sgn(Fe(P(p))) = sgn(Fu(P(p2)))- (5.13)

Como grad(F(u,.),G) = sgn(F.(P(n))) # 0, podemos aplicar el principio de

continuacion para obtener la solucién (ug, x(p2)) de (5.9).

(ii) (Caso de Bifurcacion). Si tenemos la igualdad en (5.13), entonces algin punto
interior de la curva solucién es un punto de bifurcacién de (5.9), por el principio
de salto de indice. En este caso el principio de continuacién no se puede
aplicar como una regla, para una situacion suficientemente regular, como en

(Fig.21(b)), existen soluciones sobre los lados (), del rectangulo.

Esta es la tan mencionada dualidad entre la continuacién y la bifurcacién.

En el siguiente capitulo se utilizaran todas las herremientas vistas anteriormente.



Capitulo 6

Teorema de Krasnoselskii y

Teorema de Rabinowitz

6.1 El Teorema de Krasnoselskii

Consideremos la ecuacién
x = p(Lxr+ Nz), peKzeX (6.1)

con la solucién trivial x = 0, con p arbitraria. Aqui IV es una perturbacién de la parte
principal lineal. Queremos encontrar soluciones no triviales. Nuestras hipdtesis son

las siguientes.

(H1) X es un espacio de Banach sobre K = R, C.
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(H2) El operador L : X — X lineal y compacto.

(H3) El operador no lineal N : U(0) € X — X es compacto y ||[Nz|/||z]] — 0

cuando ||z|| — 0.

Teorema 6.1 (Krasnoselskii (1956)). Supongamos que tenemos las condiciones

(H1) — (H3)

(a) (Condicion Necesaria). Si (f10,0) es un punto de bifurcacion de (6.1), entonces

Lo es un numero caracteristico de L.

(b) (Condicion Suficiente (para K = R)). Si o es un nimero caracteristico de L
de multiplicidad algebraica impar en el espacio de Banach X, entonces (u,0)

es un punto de bifurcacion de (6.1).

Consideremos la ecuacién
F(u,z)=0, pekKrzeX (6.2)

Definicién 6.2. Sea X un espacio de Banach sobre K. El punto (g, o) es llamado

un punto de bifurcacién de (6.2) si y sélo si

(i) F(o,x0) =0,

(ii) paran =1,2,... existen dos sucesiones

{(n, )}y {(ttn, yn) }

soluciones de (6.5) las cuales convergen a (ug, o) cuando n — oco. Estas dos

sucesiones son distintas, es decir, x,, # ¥, para todo n.

Proposicién 6.3. Sean X,Y espacios de Banach sobre K, F : U(uo, o) C K X
X —Y de clase C*.
Si (po, o) es un punto de bifurcacion de (6.2), entonces el operador inverso

Fy (o, z0) ™ no existe sobre X.
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Demostracion. Una aplicacién directa del Teorema de la Funcién Implicita, ya

que, como (1, o) es un punto de bifurcacién, entonces el operador inverso no es

biyectivo.

Demostracion del Teorema 6.1.
(6.1), el hecho de que (u,0) sea un punto de bifurcacién, implica la existencia
de una sucesion { (i, x,)} de soluciones de (6.4) con x,, # 0 para todo n con

(tn, xn) — (p0,0) cuando n — oo. Si p es un nimero caracteristico (

entonces

existe un operador continuo sobre X, entonces se tiene de (6.1) que

R = ([ — /LUL)_l

Ty = (b — o) RLzy, + RNz,

Como x,, # 0, dividiendo por z, obtenemos

De donde

Entonces

Lz, Nz,
1= (Mn - MO)R + ,unR T
Nz,

= (ftn — po) RL + pp R——.

n

Ty = (L + nxy)

r = pulLxr, x,= pu,Lx,.

(I — pL)x, = x, — pulLx,
= pn Ly + proNwy, — proLixy
= (ftn — po) Ly + i Ny,

(a) Como = = 0 es una solucién trivial de
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asi se tiene
[N,

[

1< [pn = pol[[RL| + [l [ R

y tomando limite obtenemos

1<0
de donde obtenemos una contradiccion.

(b) Si (10,0) no es un punto de bifurcacién, entonces por el Principio de Salto de
Indice (Teorema 5.5),

i(u(L + N),0) = cte. (6.3)

para toda p en una vecindad de py. Por el Teorema de Indice de Leray

Schauder (Teorema 4.18),
i(u(L + N),0) =i(uL,0) = cte.
por el Salto de Indice (Corolario 4.19

i((po — €)L,0) = (—1)")i((pug + €) L, 0)

para todo € > 0. Como la multiplicidad algebraica de x(uo) es impar, entonces

existe un punto de bifurcacién, lo cual es una contradiccién.

6.2 El Teorema de Rabinowitz

En paralelo con la secciéon anterior investigaremos el comportamiento global de la

solucién de las ramas de bifurcacién de la ecuacién
x = pu(Lz + Nzx), pekKxeX. (6.4)

La meta es justificar de manera rigurosa el comportamiento cualitativo representado

en la (Fig.23). Comenzemos con las siguientes hipotesiss.
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C(.Ug)
""‘C(IU(}) /

/Io /uo

(a) (b)

Figura 23

($H1) Los operadores L, N : X — X son compactos en el espacio de Banach X

sobre K donde K = R. Mds ain, L es lineal y ||Nx||/||z|| — 0 cuando ||z|| — O.

($2) El nimero real ji es un nimero caracteristico de L de multiplicidad algebraica

impar.

En la seccién anterior, en esta situacién (pg,0) es un punto de bifurcacién de
(6.9). La ramificacién de la bifurcacién comienza en (pg,0) (Cémo se comporta
globalmente? Como no podemos estar seguros de que esta curva ramificada, escog-
amos una componente solucién C(p) que comienza en (g, 0). Més precisamente,

consideremos

S={(u,z) e Kx X : (u,x) es una solucién de (6.4) con x # 0}

y S denotando la cerradura de S en K x X. Ahora sea C(j) la componente solucién
de S que contiene a (j19,0). Ademds, denotemos una rama de la solucién trivial de
(6.4) por

T={(px) e Kx X :2=0}
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Figura 24

Entonces tenemos (124,0) € SNT syss (u;,0) es un punto de bifurcacién de (6.4),

es decir, p1; debe necesariamente ser un nimero caracterfistico de L (Fig.24).

Teorema 6.4 (Rabinowitz (1971)). Supongamos (H1) y ($2) son dados. Entonces

existen exactamente dos posibilidades.
(i) C(uo) es no acotado (Fig.23(a)).

(11) C(po) es compacto y ademds de (f19,0) también contiene otro punto de la rama

de la solucion trivial T (Fig.23(D)).

Observemos que incluso en el caso (i) es posible que C'(up) intersecte a 7" una

vez mas (Fig.24).

Corolario 6.5. En el caso (ii) el conjunto C(pg) contiene un nimero par de puntos
(fto,0) para los cuales p; es un numero caracteristico de L de maltiplicidad alge-

braica.

Para el problema lineal, es decir, N = 0, siempre tenemos el caso (i) (Fig.25(a)).
Esto nos lleva de manera natural a la pregunta de las condiciones bajo las cuales el

problema no lineal también se mantiene en el caso (7).

Y

T ]
Mo Ky Mo Ky

(a) (b)

Figura 25
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6.3 Demostracion del Teorema de Rabinowitz

Finally, I note that it is not at all impossible that the proof,
which T have based on geometric principles here,

be given in a purely analytic form;

but I believed the presentation which

I developed here to be less abstract and to expose better
the essence of the proof than one could

expect from an analytic proof.

Carl Friedrich Gauss (1799)

(First proof of the fundamental theorem of algebra)f

Para el Teorema 6.6 sobre bifurcacién global presentamos demostraciones analiticas
y geométricas. La segunda muestra muy claramente la idea mas simple detréds de la

demostracion, mientras que la otra demuestra ser generalizable a un Teorema de J.

Izet

6.3.1 Demostracion Geométrica del Teorema de Rabinowitz

Demostracion Geométrica. Para la demostracion geométrica, suponemos que
no estamos en el caso (i), asi que C'(pp) es acotado. Entonces C(p) es un espacio
métrico compacto ya que ambos L y N lo son, y debemos demostrar que C(u)
contiene un punto de la forma (x,0) ademas de (pg, 0).

Para esto, consideramos que C(j19) no contiene dicho punto adicional (u,0), esto
nos lleva a una contradiccién. Existe un conjunto abierto acotado U en R x X tal
que C(pg) C Uy SNOU = . Como se muestra en la (Fig.26(a)). Este hecho se
establecera en el primer paso de la demostracién analitica con la ayuda del Teorema
de Separacién para conjuntos compactos, ([35], [37]) . Ahora podemos seguir el hilo
de la (Fig.26(b)) para contruir un conjunto acotado M en R x X el cual separe a
C(po) del eje-pu.

Consideremos el conjunto V.= U — M y H(pu,xz) = pu(Lz + Nz). Sea V, =
{z:(,x) eV} yU,={x: (n,z) € U}. La Invarianza Homotdpica Generalizada
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([37], (A4*)) implica que
i(H(p,.),V,) = cte.

X X

£

V=U-M
(a) (b) (c)
Figura 26

separadamente para p < po y po < p. Como V, = () para |u| grande ya que U es

acotada, asi la constante es cero. Ademas,
i(H(p,.),U,) = cte, para toda .
Por la propiedad de Aditividad (A3),
i(H(p, ), Uy) = i(H(p, ), 0) +i(H(p, ), Vi)
para toda p en una vecindad de pg, donde p # pg. Por lo que
i(H(p,.),0) = cte.

para toda p en una vecindad de pg, donde pu # pg. Por otro lado, como en la
demostracion local del Teorema de Krasnoselskii, este indice salta en pug, por el
Corolario 4.19 ya que po es un numero caracteristico de multiplicidad algebraica
impar.

Esta es la contradiccion deseada y aqui se termina la demostracion. Por lo tanto,
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C'(1o) contiene otro punto (u,0) con u # po. [

6.3.2 Demostracion Analitica del Teorema de Rabinowitz

Para la demostracion analitica del Teorema de Rabinowitz estd basada en los sigu-

ientes 4 resultados, que nos daran la demostracion del teorema.

Demostracién Analitica. Supondremos que C(1) es acotada ya que los niimeros
caracteristicos de L no pueden tener un punto de acumulacién finito, C'(j1o) contiene,
con una numeracién adecuada, exactamente un nimero finito de puntos (x;,0),j =
0,1,...,m donde las ;1; son nimeros caracteristicos de L. Necesitamos demostrar
que esta lista incluye exactamente un nimero par de p; de multiplicidad algebraica
impar x(x;). En la demostracion geométrica utilizamos el indce de punto fijo en
el espacio X. Aqui utilizaremos el grado de una aplicacién en el espcio producto

R x X. El truco es considerar la funcion
he(p, ) == (|lz||* = r*, 2 — p(Lz + Nz))

sobre R x X con r > 0. Entonces h,(u,z) = 0 implica x = u(Lz + Nz) y ||z| = r.

Enseguida demostraremos los siguientes tres resultados.

(a) Existe un conjunto abierto acotado U en R x X tal que no existen ceros de h,

sobre OU.

(b) Seleccionamos bolas abiertas M; en R x X con centro en (1, 0), es decir,
My = {(1,2) €R x X : (s — 13)? + [jall? < € + ()}

Para un € > 0 suficientemente pequeno, todas las M; estan en U, y todos los

ceros de h,() sobre U estan en una de las bolas M;.

(c) Sea h = h,( cuando € > 0 es suficientemente pequeno. Entonces

grad(h,U) = 0; (6.5)
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grad(h, My) = i((; — L,0) — i((s; + €)L,0). (6.6)

Ahora demostraremos que las concluciones se siguen de inmediato de (a) a (¢). Por

(b) y la propiedad de aditividad tenemos

grad(h,U) = ngd(h, M;). (6.7)

Jj=0

Por el Corolario 4.19,

grad(hv Mj) = i((ﬂj - €)L7 0) - i((ﬂj + €)L7 0)
= (1= (=1)"")i((; — )L, 0)
= 4(1— (_1)x(uj)

De (6.11),

0 six(py) es par,
grad(h, M;) = ’

+2  si x(p;) es impar.
Por (6.7) y (6.5) el nimero de y; con x(u;) impar es entonces par. Este es el caso
deceado. Ahora demostraremos los casos (a) y (¢) en los siguientes 4 pasos.

PASO 1: Construccion de una vecindad adecuada U de C(u;). (Fig.27).

X
]

Figura 27

para el caso m = 1. Demostraremos que existe un conjunto abierto acotado U en
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R x X tal que
C(uo) CU Yy ounsS=49.

Més atn, (p;,0) € U para j =0,1,...,m y U no contiene mas puntos (p,0) donde
f es un numero caracteristico de L'y p # pj, j = 0,1,...,m. Esto demuestra de
manera inmediata a (a).

Como C'(pp) es compacto, podemos encontrar un conjunto U; que satisface todas

las condiciones anteriores excepto OU; NS = (). Ahora consideremos K = U; NSy
AlzC(,uj), AQZ@UlﬂS.
Entonces

(o) K, Ay y Ay son espacios métricos compactos;
(B) A1 es una componente de K;

() AiUA, C Ky AinAy,=0.

El Teorema de Separacién para conjuntos compactos ([35], [37]) garantiza la exis-

tencia de los conjuntos compactos K, y Ky en K tal que
K=K UK,, KiNKy, =0,
y A; C K;, para j = 1,2, entonces
A C Ky Ay C K.

Obviamente K; C U;. En efecto, tenemos una propiedad més fuerte K, C Uy,
ya que, si z € OU; N K esto implicaria que z € OU; N S, contradiciendo el hecho de
que KN Ky =0y Ay C K.

Ahora seleccionemos una vecindad abierta U de Kj tal que K1 C U C Uy y

K> N U = 0; de donde esta U tiene todas las propiedades deceadas.
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PASO 2: Para este caso, consideremos la siguiente ecuacién
r = pu(Lx+tNx) (6.8)

Para demostrar que para cada € > 0 suficientemente pequeno, existe un y(e) > 0
tal que cuando (, p,t) es una solucién de (6.8) con (u,z) € U y t € [0,1], ||z] <
r(e), p ¢ (uj — € p;+€) para j =0,1,...m, entonces

=0 (6.9)

Ademas asumimos que 7(e) — 0, cuando € — 0.
Si tomamos (6.9) en ¢ = 1, obtenemos (b). Entonces para demostrar (6.9),

escribimos (6.8) de la siguiente manera
F(u,z,t) =0= F(u,z,t) =z — p(Lx +tNz) = 0.
Entonces
Fo(u,0,t) =1 — puL

pues como L : X — X es un opersdor lineal sobre un espacio de Banach X y

Nz = o(]|z||) para x — 0 es decir

[Na|

=0, ||z =0
||

entonces

Fo(p,z,t) =1 — puL — tuN'z

y como N’z = Nz, entonces se tiene que

Fo(p, 2, t) =1 —pL —tuNzx
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asi,

— [ — L —tu-0

=1 —uL.
Ahora, para i # p;, se tiene que
(I —pL)™ € L(X).

Esto demuestra (6.9) con r dependiendo de p y de t, seleccionando una cubierta
apropiada del conjunto de valores (u,t).
PASO 3: Demostracién de (6.5). La frontera U no contiene puntos de S, de

modo que no hay soluciones de # = u(Lz + Nzx). Usando homotopia tenemos
grad(h,,U) =cte  para todor > 0.

Pero U es acotado, asi que para r suficientemente grande, h, no tiene ceros en U, y
(6.5) se cumple.
PASO 4: Demostracion de (6.6) Usando la homotopia

H(p, @, t) = ({2 = r(e)’] + (1 = t)g(u), T(u, 2, 1))

donde

g(p) = € = (n—pj)% y T(p,x,t) = & — p(Lx + tNx).

Si t = 0, entonces

H(,U,,J},O) = (gu)7x - M<$>>

= (¢ — (1 — py)*, v — p(x)).
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Si t = 1, entonces
H(p,z,1) = ([lz|* = r(e)*, = — (uLx + Na))
Hemos construido H de modo que H(p, z,t) # 0 sobre 9M; x [0, 1]. Por si esto no
fuera asi, entonces tendriamos
2

)+ (= p)? = r(e)® =] = (n — p;)* — €,

x = pu(Lx +tNx)

(6.10)

para alguna (p,z) € OM;, y t € [0,1]. Entonces (u, x) € OM; implica
(1= p3)* + ll2]|* = € +r(e)”.

Por lo tanto = p; £ ey ||| = r(€), por (6.5). Sin embargo, x = 0, por (6.4), asi
tenemos la contradiccion deceada.

La invarianza homotopica del grado de una aplicacion nos dice ahora que
gTGd((H(.,O),Mj> :grad(H('al)ij)‘ (611)

Tenemos H(.,1) = hy). Mas atin H(.,0) tiene exactamente dos ceros Py = (u; £

€,0) sobre M;. Por el teorema de suma de indice tenemos que
grad(H(.,0), My) = grad(H(.,0), Py) + grad(H(.,0), P_).
Obtenemos la derivada de Fréchet mediante linealizacion:

H(p,2,0) = (9(p), T'(p1,x,0))
= (¢ = (u— ;)% — pLz)
= H'(p,2,0) = (2 — p5), 1 — pL)
(n =) =€ = (u—py) = e
== (+2¢,1 — ulL)
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H'(Ps,0)(7,y) = (F2ev,y — (1; £ €)Ly).

Para fi(y) := F2ey tenemos grad(f,0) = F1. Por el teorema de indice de la

seccion 4.4, para € > 0 tenemos

grad(H(.,0), Py) = grad(H'(Px,0),0).

Finalmente, teorema del producto de [37] obtenemos

grad(H'(Py,0,0) = grad(f+,0)grad(I — (u1; £€)L,0)
— Fgrad(l — (45 + )L,0)

= :FZ.((/LJ' + €>L> 0)'

Hemos demostrado que

grad(H(-,0), M;) = grad(H(-,1), M;)

H(-,0) = hy(e, entonces

grad(H(-,1), M;) = grad(h,), M;)

grad(H(-,0), M;) = grad(H(-,0), Py) + grad(H(-,0), P_)

gTad(H('7 0)7 P+) = grad((H’(-, 0)7 P—i—)? 0)

= —i((n+¢€)L,0).

grad(H(-,0), P_) = grad((H'(-,0), P_),0)

i((p—€)L,0).
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Entonces

grad(hr, Mj) = Z((:u - E)L’ O) - Z((:u + E)Lv O)

A continuacion ilusraremos algunos ejemplos que enriquecen toda la teoria abor-

dada en el presente trabajo.



Capitulo 7

Aplicaciones

Los siguientes dos ejemplos son: el primero es una aplicacién directa al Teorema

de Rabinowitz, mientras que el segundo, es un caso particular del mismo llevado al

caso K = C.

7.0.1 El Teorema de Dancer (1974)

Corolario 7.1 (Teorema de Dancer (1974)). Si (H1,) y (H2,) de [9], [37] se
cumplen, entonces (g,0) es un punto de bifurcacion de (6.4) y S, contiene una
componente solucion no acotada Cy(pg) que pasa a través de (pg,0).

Si adicionalmente (H3y) de [9], [37] se satisface, entonces (pu,x) € Cy(po) y
W # po simpre implica que x >0 y p > 0.

Demostracién. Ver [9], [37] |
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7.0.2 El Teorema de J. Ize (1976)1

Este resultado es debido a un gran profesor muy estimado entre la comunidad
matematica de la Facultad de Ciencias como en otras instituciones en México y

en el extranjero.

Corolario 7.2 (Teorema de J. Ize (1976)"). Supongamos ($1) se cumple con
K= C. Siuy es un nimero caracteristico de L, entonces exactamente uno de los

siguientes dos casos se cumplen.
(1) C(po) es no acotado

(ii) C(uo) es compacto e intersecta a la rama solucion trivial T un nimero finito
de puntos (u;,0), donde existen eractamente un nimero par de p; que son

numeros caracteristicos de L de multiplicidad algebraica impar.
Si N es analitica, entonces siempre tenemos el caso (7).

Demostracién. Ver [18], [37]. |

7.0.3 Otras Aplicaciones

Ejemplo 7.3. Consiseremos la siguiente ecuacion:
y'+ Ay =0, y(0)=0,y(L)=0,L>0 (7.1)
1. Si A =0, entonces se tiene y” = 0 y la solucién general es de la siguiente forma:

y(x) = Az +b
y(0) = A(0)+ B=B=0=— B =0, condicion de frontera

y(L) =AL =0= A=0. Entonces A= B = 0.

Entonces para A < 0, s6lamente existe la solucién trivial y = 0. Asi que A =0

no es un valor propio.
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2. Si A > 0, entonces escribimos A = —a?, a > 0.

Entonces la ecuacién toma la siguiente forma:

y//_a2y:0

y su solucion general es

y(r) = C1e® + Che™*" = Acosh(ax) + Bsenh(ax),

dondeA:C’1+C'2yB:C'1+C'2.

elaz) | o(—ax)
2

e(az) _o(—ax)

Notemos que: cosh(ax) = :

y senh(ax) =

Alpicanco la condicién inicial y(0) = 0, obtenemos

y(0) = Acosh(0) + Bsenh(0) = A = 0.

De esta forma y(z) = Bsenh(ax). Ahora, la segunda condicién de frontera
y(L) = 0 produce

y(L) = Bsenh(alL) =0
y esto implica que B = 0 ya que o # 0 y senh(x) = 0 inicamente para z = 0.
Asi la solucién del problema (1) para A > 0 es la solucién trivial y = 0 y por

lo tanto podemos concluir que (1) no tiene valores propios negativos.

3. La tltima posibilidad es que A = o > 0, o > 0, entonces la ecuacién diferen-
cial es la siguiente:

y"—i—a2y:0

con solucuon general

y(x) = Acos(ax) + Bsen(ax).
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La condicién inicial y(0) = 0 implica que
y(0) = Acos(0) + Bsen(0) =0 = A =10
entonces la soluciéon es

y(z) = Bsen(ax).

La condicién inicial y(L) = 0 implica que
y(L) = Bsen(alL) = 0.
B # 0 solamente cuando al. es un multiplo entero positivo de 7; esto es
aL=m, 27, ...,nm,....

’ _ 2 1.2 42 2_2
Asi que A = o = (77, 4n°, ..., n’77).

Por lo tanto, el problema (1) tiene una secuencia infinita de valores propios

positivos

n’m?

A= n=123 =\, =n"

Con B =1, la funcién propia asociada al valor propio A, es

nmr
yn(z) = sen (T) = sen(nx).
10 —x
Ejemplo 7.4. Sea X = R?, L= NE N(z,\) =L ,
0 5 x
2 1

Consideremos

F(x,\) =2 — ALz — N(z,\)

L es compacto, ya que si z € By(1) es abierto, entonces

—
e}

B
8

—

Lx = =

D=
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|Lz|| = y/x} + (%)% Asi que cuando x € By(1)
1 5
< - = R
Lol <1+ 5 \/;

de donde L(By(1)) tiene cerradura compacta. Asi podemos tomar otra norma y

acontece lo mismo.

Ahora,

10 x x

T — O I

0 % T2 %

y la linealizacién de F'(z, \) es:

x Az 1—-MNzx
w—Ma=[""]- H = ( J
To %33'2 (1 — %)Z‘Q

Asi que si A es un nimero caracteristico, entonces © — A\Lx = 0 esto es,

A
(I=XNz1=0 y (1—§)x220

y tenemos que A\; = 1, Ay = 2 son los niimeros caracteristicos de donde A™! € o(L)
es dicir, \7! = % = u, satisface p =1, p = % cada uno de multiplicidad 1, esto es
de multiplicidad impar y por el teorema de Krasnoselskii. Como la multiplicidad de
los valores propios es 1, su suma es 2 que es par. Asi cada punto (0,1), y (0,2) es
un punto de bifurcacién.

Para A = [1,2], tenemos una soluciéon = = (x1,x2) que pasa por los puntos
(0,1) y (0,2). Esta solucién es:

F(z,\) =0

entonces tenemos

F(z,\) =2 — ALz — N(z,\)
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y obtenenos las soluciones

(1= Nz + 25 =0

3
A Ty

(].-—).TQ——:O

2 2

que podemos expresar como:

As{ tenemos

(11— Nz, = -3

(2 — Ny = 25,

Resolvemos el sistema, ecuacion (7.2) al elevarlo al cubo, se obtiene

(2- N =af

entonces

xy = (2 —\)"*2].

Ahora sustituimos en (7.1) para obtener

(1—Nzy = —(2— )2}

A =Dz = (2—\) 32

Por lo tanto

102
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Ahora
== 1Dz; =+A—1D\—=1)Y82-N)3*
= £\ —1)"8(2 - \)¥/8
entonces
Ty = £(N—1)¥8(2 - N8,
Asi que

z=£ (A= 1)YE2 =N (A= 1)382 - NV,

Por lo tanto, cuando A € [1,2], tienda a 1, la solucién toca al punto (0,1) y cuando

A € [1,2], tienda a 2, la solucién toca al punto (0,2).
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