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Introduccion

Las nociones de categoria, funtor y transformacién natural fueron introducidas formalmente
en 1942 (ver [EM42]) por Samuel Eilenberg (1913-1998) y Saunders Mac Lane (1909-2005).
Una exposicion puntualizada seria expuesta en 1945 (ver [EM45]). En 1948 Mac Lane utiliza
el lenguaje categdrico para considerar enunciados y demostraciones duales (ver [ML48]). Pos-
teriormente establece explicitamente el principio de dualidad (ver [ML50]). También introduce
la definicién de objetos por medio de propiedades universales en lugar de las cldsicas construc-
ciones conjuntistas.

Entre 1950 y 1956 S. Eilenberg, en colaboraciones con Norman Steenrod (1910-1971) y
con Henri Cartan (1904-2008), publica dos libros fundamentales ( [ES52] y [CE56] ). En dichos
trabajos hace un uso extenso de los conceptos de categoria, funtor y transformacion natural
como herramienta para demostraciones en la categoria de modulos. Estos libros hicieron época,
ya que ahi se menciona por primera vez el término dlgebra homolégica.

Mas adelante, en 1957, Alexander Grothendieck (1928-2014) desarrolla, usando nocio-
nes categoricas, el dlgebra homoldgica en categorias abelianas (ver [Gr57]). Dichas nociones
no solo engloban a las categorias de mddulos, sino que también a las categorias de haces de
modulos. En dicho trabajo se emplea por primera vez un uso sistemdtico de propiedades univer-
sales y sus duales. A. Grothendieck descubrié que ciertos tipos de categorias de gavillas eran
abelianas; y con base en esto, le di6é una fundamentacion categdrica a la geometria algebraica,
revoluciondndola por completo. Aunque inicialmente hubo resistencia a aceptar este enfoque,
no tom6 mucho tiempo para reconocer que dicho tratamiento es natural para el estudio de la
geometria algebraica.

En 1964 Daniel Gray Quillen (1940-2011) present6 su tesis doctoral en Harvard, bajo la
direccion de Raoul Bott (1923-2005), después se traslada al MIT y comienza a trabajar, fuerte-
mente influenciado por Daniel Marinus Kan (1927-2013), en temas relacionados con topologia

algebraica. Tres afios después publica [Qui67], ahi define una categoria de modelo !, es decir;

YEl término categoria de modelo es la abreviacion de categoria de modelo para una teoria de homotopia.

vV
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una categoria, con limites y colimites finitos, equipada con tres clases distinguidas de morfis-
mos (fibraciones, cofibraciones y equivalencias débiles) que satisfacen ciertos axiomas. En el
mismo texto define una categoria de modelo cerrada (esta definicion incluye a la primera). La
definicién de categorias de modelo ha sido modificada a través de los afios, incluso por el mismo
D. Quillen. En 1969, él publica [Qui69] y ahi refina su definicion de categoria de modelo cerra-
da, en la literatura moderna estas categorias son simplemente llamadas categorias de modelo,
agregando la condicion de que la categoria tenga limites y colimites pequefios. Recientemente
dicha definicién ha sido modificada, utilizando el concepto de sistemas de factorizacién débiles
y finalmente, gracias al Lemma de Tierney, la definicion se simplifica a dos axiomas.

En el capitulo 1 expondremos definiciones basicas de la teoria de categorias, ademds de
algunos resultados que servirdn de herramienta para el desarrollo de los capitulos siguientes.

En el capitulo 2 enunciaremos la definicién de categoria de modelo que aparece en [Qui69];
para esto, desarrollaremos definiciones preliminares y resultados sobre el concepto de propie-
dad de levantamiento, después utilizaremos el concepto de sistema de factorizacion débil para
reescribir la definicion. En seguida utilizaremos el lema de Tierney para mostrar que el axioma
de retraccién es consecuencia del resto de los axiomas de la definicién. Después definiremos
cuando un sistema de factorizacion débil es funtorial, esta propiedad facilita ciertas construc-
ciones en una categoria de modelo. Posteriormente estudiaremos la teoria de homotopia desa-
rrollada en una categoria de modelo. En seguida expondremos las propiedades de la categoria
de homotopia, definida por Quillen. Ademas revisaremos algunas propiedades de los morfismos
entre categorias de modelo, dichos morfismos son los funtores de Quillen. Presentaremos un re-
sultado conocido como el argumento del objeto pequerio. Dicho resultado es una herramienta
para obtener una factorizacion funtorial en una categoria. Luego, utilizaremos el argumento del
objeto pequerio para obtener un resultado que nos permite construir un tipo de estructura de mo-
delo, la cual llamaremos cofibrantemente generada. Terminaremos este capitulo mencionando
algunas construcciones, que no son triviales, para formar una categoria de modelo.

En el capitulo 3 describiremos una conexion entre las estructuras de modelo y la teoria de
pares de cotorsién. Dicha conexién fue establecida en 2002 por Mark Hovey. El probé que dada
una estructura de modelo abeliana en una categoria bicompleta abeliana es posible construir
dos pares de cotorsion completos de clases de objetos triviales, cofibrantes 'y fibrantes, ademas
la inversa también es cierta, esto es, si tenemos tres clases de objetos que forman un triple
de Hovey; esto es, dos pares de cotorsion completos compatibles ademds de una condicion
adicional, entonces es posible obtener una estructura de modelo abeliana, tal que las clases de

objetos triviales, cofibrantes y fibrantes, coinciden con las clases iniciales.



Capitulo 1

Preliminares categoricos

En este capitulo se exponen definiciones basicas de la teoria de categorias, ademas de algunos

resultados que servirdn de herramienta para el desarrollo de los capitulos siguientes.

1.1. Fundamentos

Uno de los principales objetivos de la teoria de categorias es estudiar propiedades generales de
objetos matematicos. Para lograr esto, por lo general, se necesita considerar ciertas colecciones
de conjuntos, como la coleccion de todos los conjuntos o el “conjunto” de todos los grupos. Pero
considerar colecciones de conjuntos arbitrarias puede implicar ciertos problemas. En efecto,
si asumimos que la coleccién U de todos los conjuntos es un conjunto nos encontramos con
la conocida paradoja de Bertrand Russell (1822-1970). Para ver esto, considere el siguiente
conjunto
C={XeclU|X¢X},

el cual tiene la siguiente propiedad.
CeCeC¢cC.

Note que dicha propiedad es un absurdo. La aparicion de paradojas, como la anterior, plantea
el problema de encontrar una axiomatizacion de la teoria de conjuntos, o alguna teoria que
suministre fundamentos adecuados para la practica matemaética en la teoria de categorias. Mac
Lane hace una discusion sobre los fundamentos para la teoria de categorias (ver [ML98] y
[ML67]), en la cual se menciona que una forma de lograr dicha fundamentacion es asumiendo

la existencia de ciertos conjuntos llamados “universos ” .
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Definicion 1.1.1. Un universo es un conjunto U con las siguientes propiedades:
(a) Sixew y wel, entonces x € U.
(b) Sile U yVielsetiene que x; € U, entonces l.glxi c U
(c¢) Six € Uentonces & (x) € U.
(d) SixeU,wC Uy f:x— wes una funcién suprayectiva, entonces w € U.

(e) Nell.

Donde N denota el conjunto de los niimeros naturales y & (x) el conjunto potencia de x. La

siguiente proposicion es una consecuencia de la definicion anterior.
Proposicion 1.1.2. Para un universo U, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) SixeU yw C x, entonces w € U.
(b) SixeUyw e U, entonces {x,w} € U.
(c) SixeUyw e U, entonces x x w € U.
(d) SixeUyw e U, entonces x¥ € U.

Demostracion. Para ilustrar, probaremos sélo el primer inciso de la proposicion.
(a) Se tiene que w € & (x), ya que w C x. Ademds & (x) € U por (c); y finalmente, por (a) se
cumplequew cU. MW

Observamos que las propiedades de U y la proposicién anterior, aseguran que las operaciones
estandares de la teoria de conjuntos aplicadas a elementos de U generan elementos de U. De
este modo los fundamentos para la teoria de categorias pueden hacerse de forma axiomatica,
asumiendo los axiomas estandares de la teoria de conjuntos de Abraham Helavi Fraenkel (1891-
1965) y Ernest Friedrich Ferdinad Zermelo ( 1871- 1953), el axioma de elecién (ver [Je02]) y

el siguiente axioma:
Axioma 1. Existe un universo U.

Con un universo U fijo, podemos llamar conjuntos pequeiios a los elementos de U, es decir,
U serfa el conjunto de todos los conjuntos pequefios. Similarmente, una funcién f : A — B

es pequefia si A y B son conjuntos pequefios. Ahora, podemos construir la categoria Set de
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todos los conjuntos pequefios; y de forma similar, podriamos considerar un conjunto pequefio
con estructura de grupo, llamédndolo grupo pequeiio y formar la categoria Grp de todos los
grupos pequefios. Finalmente, podemos considerar el mismo proceso para formar categorias
cuyos objetos son conjuntos pequefios con cierta estructura.

Otra alternativa es usar la teoria de conjuntos y clases de Kurt Friedrich Godel (1906-1978) y
Paul Isacc Bernays (1988-1977), ademas del axioma de eleccion. Advertimos que en la teoria
de Zermelo-Fraenkel, las nociones primitivas son “conjuntos” y la relacién de “pertenencia”,
mientras que en la teoria de Godel-Bernays hay una nocién extra llamada “clase”. En esta teoria

se tienen los siguientes axiomas (ver [Je02] ) .

Axioma 2. Extensionalidad. Si X y Y tienen los mismos elementos, entonces X =Y.
Axioma 3. Todo conjunto es una clase.

Axioma 4. Una clase X es un conjunto si pertenece a alguna clase Y.

De este modo, una clase se piensa como un “conjunto grande .

Axioma 5. Par. Si X y Y son conjuntos, entonces existe el conjunto {X,Y }.

Axioma 6. Esquema de comprehension. Si ¢ (x,X;,...,X,) es una féormula donde sélo se
cuantifica un ndmero finito de pardmetros y ademds estos parametros son conjuntos, entonces

existe una clase A tal que:
x € Asiysolosi¢(x,Xy,...,X,) es cierta.
Por ejemplo, existe una clase A con la propiedad:
G € A siy solosi G “es un grupo”.

La expresion “es un grupo”es la abreviacion de los axiomas de grupo. En otras palabras, defi-
nimos la “clase de todos los grupos”. De la misma forma, podemos deducir la existencia de la

clase de todos los conjuntos o la clase de todos los espacios topoldgicos.
Axioma 7. Infinito. Existe un conjunto infinito.

Axioma 8. Union. Para cualquier conjunto X existe el conjunto [JX.
Axioma 9. Potencia. Para cualquier conjunto X existe el conjunto & (X).

Axioma 10. Reemplazo. Si una clase F es una funcién y X es un conjunto, entonces {F (z) | z€ X}

es un conjunto.
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Axioma 11. Regularidad. ! Para cualquier conjunto X no vacio existe ¥ tal que ¥ € X y
XNY=2.

El axioma de regularidad establece que la relacion “€” de pertenencia en cualquier familia de
conjuntos es bien fundada. Por ejemplo, una consecuencia de este axioma es la imposibilidad

de la existencia de secuencias infinitas como esta
... €X5€XeX; X,
en particular, no existe un conjunto X con la siguiente propiedad
XeX,
y tampoco existen “ciclos “como este
Xo € X1... € X, € Xp.

De este modo, el axioma de regularidad postula la imposibilidad de la existencia de ciertos

conjuntos.

Axioma 12. Eleccion. Existe una funcion F tal que F (X) € X para cualquier conjunto X no

vacio.

La teorfa axiomdtica formada por los Axiomas 2 hasta 11 sera denotada como BG ? y por BGC
la teorfa formada por BG y el Axioma 12. Por conveniencia, las clases que no son conjuntos las
llamaremos clases propias y a los conjuntos clases pequenas. Observamos que la colecciéon X
de todos los conjuntos es una clase propia, ya que X no es un conjunto (ver Paradoja de B. Rus-
sell). Finalmente observamos que, si usamos el axioma de la existencia de un universo U, y lo
fijamos, tenemos un modelo de la teoria de Godel-Beynars, usando conjuntos como elementos
de U y clases como subconjuntos de U. Esto nos permite elegir la terminologia que usaremos;

conjuntos y clases o conjuntos pequeos.

Convencion: En este trabajo usaremos la terminologia de clases y conjuntos.

IEl axioma de regularidad fue introducido en 1925 por John von Neumann (1903-1957).
2El sistema axiomatico BG fue introducido por P. I. Bernays en 1937.
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1.2. Categorias y funtores

Definicion 1.2.1. Una categoria % estd determinada por una clase Obj(%’) de objetos, una clase
Mor(%’) de morfismos y una operacion binaria o parcialmente definida en Mor(%’) tales que:

(a) Mor(%¢) := U [A,B], , donde [A, B, es un conjunto para todo par A, B € Obj(%).
A,BEOb(?)

(b) VX,Y,A,B c Obj(¥), se tiene que si (X,Y) # (A,B) entonces [A,B],N[X,Y], = a.

(c¢) Para cualquier tercia A, B,C € Obj(%), la operacion o induce una funcién:
[B,C|, % [A,B], — [A,C] definida por (g, f) — go f,

que cumple las siguientes propiedades:

(c.1) Asociatividad: (hog)o f =ho(go f) siempre que dichas composiciones estén de-
finidas.

(c.2) Existencia de identidades: VA € Obj (%) existe 14 € [A,A] tal que Vg € [B,A], y
Vfe€[A,B],setieneque foly =fylgog=g.

El conjunto [A, B],, puede ser denotado por Hom¢ (A, B) o bien por € (A, B), y la clase Obj(%)

por |€’|. Ademds un morfismo f € [A, B, serd representado por f: A — B > o simplemente

A—L-B , y para simplificar la notacién, escribiremos g f en lugar de go f. Finalmente diremos

que A es el dominio de f y B es el codominio de f, en simbolos escribiremos Dom(f) :=A'y
Codom(f) := B.

Observacion 1.2.2. Los puntos (a) y (b), de la definicion anterior, se traducen en el hecho de
que todo morfismo f de % tiene asociado un tnico dominio y codominio. Finalmente (c.2)

implica que la identidad 14 asociada a un objeto A € Obj (%) es tnica.

Definicion 1.2.3. Una categoria ¢ es pequeiia si la clase de objetos Obj(%’) es un conjunto.
Ademds, si el conjunto Obj(%) es finito diremos que % es finita.

Definicion 1.2.4. Sean <7 y % categorias. Diremos que .7 es una subcategoria de 4 si satis-

face las siguientes condiciones:

3La idea fundamental de representar una funcién con una flecha apareci6 por primera vez alrededor de 1940,
en trabajos de Witold Hurewicz (1904-1956) sobre grupos de homotopia relativa. Asi, la notaciéon f: X — Y
sutituyo rdpidamente la notacién ocasional f (X) C Y para referirnos a una funcién.
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(a) Obj(«/) C Obj(2),
(b) para cualquier par de objetos A, B € Obj (<) se tiene que <7 (A,B) C %A (A,B),
(¢) la composicién de morfismos de <7 es la misma que en %,

(d) sil’y € o/ (A,A) eslaidentidad de A en & y 14 € B (A,A) es la identidad de A en Z,

entonces 1, = 14.

Definicion 1.2.5. Una subcategoria </ de 4 se dice plena si para cualquier par de objetos
A,B € Obj(«7) se cumple que <7 (A,B) = A (A,B).

Ejemplos 1.2.6. En los primeros tres ejemplos, la composicién de morfismos es la composicion

usual de funciones.

(a) La categoria Set cuya clase de objetos es la clase de todos los conjuntos y Set(A, B) es el

conjunto de todas las funciones de A a B.

(b) La categoria Ab cuyos objetos son grupos abelianos y Ab(A, B) es el conjunto de todos
los morfismos de grupos abelianos de A a B.

(c¢) Sea R un anillo. La categoria RMod que tiene como objetos R-mddulos izquierdos y
rMod(A,B) es el conjunto de todos los R-morfismos de A a B. De manera anéloga la
categoria Modp que tiene como objetos R-mddulos derechos y Modg (A, B) es el conjunto
de todos los R-morfismos de A a B (ver [Ro09]).

(d) Si(M,e,e) es un monoide, se construye una categoria .# como sigue:

(d.1) Obj(.#): ={M}
(d.2) M(M.M): =M

La composicion o de morfismos en .# ese define como fog : =feg, y el morfismo

identidad 1,4 es e.

(e) Si (X, <) esun conjunto parcialmente ordenado, podemos darle una estructura de cate-
goria como sigue:

(e.1) Obj(X): =X



1.2. CATEGORIAS Y FUNTORES 7

(e.2) Va,b € X se define:
@ siatb
X (a,b) := ’
(a.) { {(a,b)} sia<b.
La composicion de morfismos en X estd determinada por (b,c) o (a,b) := (a,c). Ademas
se tiene que Vx € X el morfismo identidad 1, es (x,x).

(f) Categorias discretas. Si D es un conjunto podemos darle una estructura de categoria

como sigue:

(f.1) Obj(D): =X
(f.2) VX,Y € D se define:
L 1%} si X #Y,
D(X’Y)'_{{lx}:{ly} si X =Y.

(g) Lacategoria Ab cuyos objetos son grupos abelianos y Ab(A, B) es el conjunto de todos los
morfismos de grupos de A a B La composicién o de morfismos se define como 1y oly =
lx para todo X € D, finalmente observamos que el tnico morfismo 1y € D (X,X) es el

morfismo identidad de X. Una categoria .27 con esta estructura se dice discreta,

(h) SiX = {x} esun conjunto con un solo elemento *, definimos la categoria 1 de la siguente
forma, Obj(1)= X; Homy (x,*) = {1.} y la composicién o en 1 estd determinada como
sigue 1, 01,:=1,.

Definicion 1.2.7. Sean &' y 4 categorias. Un funtor covariante F : o/ — 2 consiste de una

asignacion ( X oy )— ( FX o Fy ) que satisface las siguientes condiciones:

(a) preserva la composicion: Si g f estd definida en o7, entonces T (gf) =T (g) T (f),

(b) preserva la identidad: Para todo A € Obj(&/), se tiene que T (14) = 17(4).
Ejemplos 1.2.8.

(a) Sea ¢ una categoria. El funtor identidad 1., : € — ¢ se define como sigue:
VA€ Obj(¢)1,(A)=AyVfeMor(€)1,(f)=f.

(b) Sean &/ y % categorfas y X un objeto fijo de %, se define un funtor A, : &/ — %,
llamado funtor constante en X, comosigue: A, (A) =X VA€ Obj(«/)yA_, (f)=1x
Vf € Mor(«7). Si <7 es la categoria 1, el funtor constante en X se denota simplemente

como A, .
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(c¢) Sea </ una subcategoria de Z. El funtor inclusion / : of — 2 esta definido como sigue:
VA€ Obj(¥)I(A)=AyVfeMor(¥€)I(f)=f.

(d) El funtor olvido U:xMod——>Set de la categoria de R-mddulos izquierdos a la categoria
de conjuntos. Este funtor olvida la estructura de R-médulo izquierdo de los objetos de
rMod. Es decir, si M es un R-médulo izquierdo, entonces U (M) = M es considerado
como un conjunto sin estructura de R-médulo izquierdo. Ademads si f es un R-morfismo,
entonces U (f) = f es considerado como una funcién. De manera similar, podemos con-

siderar el funtor olvido que tenga como dominio a Modg.

(e) Sean % una categoria y C € Obj(%¢’) un objeto fijo. Definimos el funtor 7. : € —Set
como sigue:

(e.l) T.(A): =% (C,A) VA € Obj(%),
(e2) Vf € € (A,B), definimos T.(f): ¢ (C,A) = ¢ (C,B) de la siguiente forma,
T.(f)(8):=fg Vg€ € (C,A).

El funtor 7. es llamado funtor covariante Hom y usualmente se denota como ¢ (C, —)
o por Homy (C, —). Ademis T, (f) serd denotado como f; de este modo f (g) = fg.

Definicion 1.2.9. Sean .« y & categorias. Un funtor contravariante F : &/ —> % consiste de

una asignacion ( X Loy )y— ( FY U FX ) que satisface las siguientes condiciones:
(a) invierte la composicion: Si g f esta definida en <7, entonces T (gf) =T (f) T (g),
(b) preserva la identidad: Para todo A € Obj(&) se tiene que T (14) = 17(4).

Si F : of — 28 es un funtor covariante, o contravariante, diremos que <7 es el dominio de F
y A es el codominio de F, también que F tiene valores en 4. Finalmente, cuando no exista

confusion, si F es un funtor covariante, nos referiremos a él simplemente como un funtor.
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Ejemplos 1.2.10.

(a) El funtor P* : Set— Set se define como sigue: para cualquier funcién f : X — Y,
P(X):=22(X)yP*(f):P*(Y)— P*(X)estadadapor P*(f) (U):={xe X | f(x) e U},
o simplemente P* (f) (U) = f~' (U), para cualquier subconjunto U de Y. Usualmente P*

es llamado funtor contravariante potencia.

(b) Sean % una categoria y C € Obj(%) un objeto fijo. Definimos el funtor 7¢ : ¥ —Set,

como sigue:

(b.1) T¢(A): =% (A,C) VA € Obj(%),
(b.2) Vf € €(A,B), definimos T¢(f): % (B,C) — % (A,C) de la siguiente forma,
Te(f)(g): = gf Vg € € (C,A).

El funtor 7¢ es llamado funtor contravariante Hom y usualmente lo denotaremos por
% (—,C) o como Homy (—,C). Ademéas T¢ (f) serd denotado simplemente por f*; de

este modo f*(g) = gf.

Definicién 1.2.11. Un funtor F : &/ — 2 es fiel (resp. pleno) si VA,A €Obj(«/) la funcién
inducida & (A,A) — % (FA,FA), definida por f — Ff, es inyectiva (resp. suprayetiva).
Decimos que un funtor fiel F es una inmersion si la funcién inducida Obj(.f') — Obj(A),
definida por A — FA, es inyectiva.

Definicion 1.2.12. Sean F : o — By G : 8 — € funtores. La composicion GF : &7 — €
de G con F se define como sigue: (GF) (f) :=G(F (f)) paratoda f : X — Y en &/ .

La composicion de funtores es claramente asociativa. Ademas, si F : o/ — By G: B — €
son ambos covariantes o contravariantes, entonces GF es covariante; y si sélo uno de ellos es

covariante entonces F G es contravariante.

Definicion 1.2.13. Si & es una categoria pequefia, diremos que un funtor F' : Z — % es un
diagrama en %. Ademas, si Z es finita diremos que el funtor F : 2 — % es un diagrama
finito.

La definicion anterior captura la idea intuitiva de un diagrama. En efecto, si consideramos un
diagrama abstracto como una multigrafica dirigida G, es decir; un conjunto V de vértices y
para cualquier par de vértices u y v un conjunto arr(u,v), posiblemente vacio, de flechas de u a

v, entonces un diagrama F : ¥ — ¢ puede ser considerado como una gréfica cuyos vértices
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estdn etiquetados por objetos F (D) en ¥ y cada una de las flechas de la grafica por un morfismo
Ff:FD — FE de Z. Por ultimo, cuando dibujamos un diagrama omitimos las flechas que

corresponden a los morfismos identidades.

1.3. Dualidad

La idea de dualidad categdrica es, siguiendo a S. Mac Lane, el proceso de “invertir flechas”.
Dicho concepto es muy importante; y para definirlo, necesitamos hacer ciertas observaciones
y aclaraciones sobre el lenguaje formal de BGC (ver pag. 4). Para exponer los axiomas de
BGC de forma precisa, BGC se desarrolla, en el marco del cdlculo de predicados de primer
orden. Ademads de la relacion de igualdad “=", el lenguaje de BGC consiste de la relacion de
pertenencia “€” y férmulas bien formadas* que se construyen a partir de formulas atémicas
(por ejemplo ¥ € X y X =Y) por medio de los conectivos logicos: A, V, =, <>y =, y de
cuantificadores l6gicos: 3 y V. Sin embargo, en la practica utilizamos otros simbolos, como
operaciones binarias, constantes o incluso férmulas de manera informal. Por ejemplo, el axioma
2 se escribe formalmente como Vu(u € X <> u€Y) — X =Y. Por lo que entenderemos que,
cada una de las expresiones matemadticas en esta tesis, se puede escribir en una forma en la
cual solo se involucre los simbolos 16gicos mencionados; ademas del simbolo de igualdad y
de pertenencia, es decir como una férmula bien formada. Por lo anterior es obvio que cualquier
expresion en la que se refiera a los componentes de una categoria .<7 se puede escribir como una
férmula bien formada. Asi, una férmula ¢ que se refiera a los componentes de una categoria .27/
la llamaremos férmula categdrica. Por ejemplo, la siguiente formua ¢ (X) asociada a un objeto
X de

©(X): VX eObj(«)ye o (X,X)

es una formula categorica. Con estas aclaraciones y la siguiente definicién, podemos decir como

construir la formula dual de una féormula categorica.

Definicion 1.3.1. Sea % una categoria. La categoria dual ¢* de ¢ estd definida de la manera
siguiente: Obj(¢™) := Obj(¥) y €* (A,B) := € (B,A) VA,B € Obj(%*). Ademas diremos que
f*:B — Aesun morfismo en €* siy sélosi f : A — B es un morfismo en %’; de esta manera

la composicién de morfismos en €™* se define como f* o g* := (go f)*.

4También se usa expresién bien formada.
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Observacion 1.3.2. Podemos definir un funtor contravariante D, : &/ — /" como sigue,
D, (A):=AVA € Obj()y Dy (f) = f*Vf € Mor(«). Note que (*)" = o

Asi, la formula dual @* de una formula categorica @, se construye reemplazando cada término
que se refiera a un conjunto <7 (X,Y) por el término que se refiere al conjunto «7* (X,Y) y
reemplazar cada término que se refiera a un morfismo f por el término que se refiere al morfismo
f*. Finalmente usamos la definicién de 7" para escribir la férmula en términos de la categoria

/. Veamos un ejemplo, construyamos la formula dual de la siguiente férmula
o :Vfed (X,Y)Vge o/ (W,Y)existenyc o/ (P,X)y 6 € o/ (P,W) tales que fy = gé.
Realizando los reemplazos indicados obtenemos lo siguiente

Vit e/ (X,Y)Vg* € o/* (W,Y)existen ¥ € &/ (P,X)y 6" € o&/* (P,W) tales que
f*,}fk — g*a*'
Por dltimo, observamos que f*y* = (yf)" y que g*6* = (8g)". Para escribir la férmula anterior,
en términos de la categoria original

0" Vfed (Y, X)Vge o/ (Y,W)existeny € .o/ (X,P)y 6 € o/ (W,P) tales que yf = 8g.

En efecto, el proceso para construir la formula dual ¢* es el proceso de invertir las flechas en ¢.

Podemos observar como ¢ y ¢@* plantean la existencia de los siguientes cuadrados conmutativos
5

¢ P—'-X o* P-"-Xx
| - A

Diremos que una férmula @ es auto dual si es equivalente a su formula dual @*. Lo anterior
no pasa en general. Por otro lado, observamos que una una formula categorica puede ser una
propiedad, un enunciado, teorema o incluso una demostracion. Esto hace posible dualizar los
conceptos anteriores; por lo que aqui radica la gran importancia del concepto de dualidad en la
teoria de categorias. De hecho, si ¢ es una férmula que relaciona morfismos y objetos de una
categoria .o/, entonces existe una relacion logica con ¢*; la cual es conocida como el Principo
de dualidad en teoria de categorias. Dicho principio dice lo siguiente: Si ¢ es una férmula ca-

tegorica que es verdadera, es decir; ¢ es una consecuencia logica de los axiomas de la teoria de

SProbablemente los diagramas conmutativos fueron usados por primera vez por W. Hurewicz.
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categorifas, entonces ¢* también es verdadera ®. Con frecuencia una propiedad ¢* es denotada

por co-¢, como veremos mas adelante, cada definicion categdrica tendrd su dual.

Observacion 1.3.3. Sea ¥ una categoria arbitraria y Set la categoria de conjuntos. Un funtor
contravariante F :% — Set define un funtor F* : &/* — 2 covariante como sigue: F*A :=
FA para todo A €0bj(«7*) y si f* : B— C es un morfismo en /", se define F*f := Ff. En

efecto, F* es un funtor; si f*: B— Cy g*: C — D son morfismos en </ *, entonces
F* (g f*)=F*((f8)") =F (fg) =F (o) F (f) = F* (¢") F*(f*),
ademas
F*((14)") = F (14) = Lpa = lpa.

De esta forma, un funtor contravariante F : .o — 2 puede ser considerado simplemente como
un funtor covariante F* : o/ — A

1.4. Morfismos y objetos

Definicion 1.4.1. Un morfismo f: X — Y es mono-escindible si existe un morfismov:Y — X
tal que vf = lx, en este caso diremos que X es retracto de Y. Dualmente, decimos que f es
epi-escindible si existe un morfismo v: Y — X tal que fv = ly. Si f es mono-escindible y
epi-escindible decimos que f es un isomorfismo y que X es isomorfo a Y, en simbolos X =Y.

Si f es un isomorfismo, entonces los anteriores morfismos v y v son iguales. Por lo tanto se dice
que v = ves el inverso de f y se denota como f~!. Ademds, la clase de todos los isomorfimos

de una categoria % es denotada como Iso(%).

Definicion 1.4.2. Diremos que un funtor F : &/ — 2 es representativo ’ si VB cObj(%)
existe A €0Obj(«7) tal que FA = B.

Definicion 1.4.3. Diremos que un funtor F : &/ — % es una equivalencia de categorias si F’
es fiel, pleno y representativo. En este caso escribiremos .o/ = A.

®El principio de dualidad fue formulado por primera vez en 1950 por S. Mac Lane en [ML50].
El término representativo proviene de [Mi64]. También se usan los términos denso y esencialmente sobre

objetos.
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Definicion 1.4.4. Sean % una categoriay f € ¢ (X,Y). Diremos que f es un monomorfismo
si para todo par de morfismos g,g € ¢ € (Z,X) tales que fog = fog, se tiene que g = g.
Dualmente, diremos que f es un epimorfismo si para todo par de morfismos h,ﬁ €EE(Y,W)
tales que ho f = ﬁof, se tiene que h=h.

La clase de todos los monomorfismos (resp. epimorfismos) de una categoria ¢ es denotada por
Mon(%’) (resp. Epi(%)).

Observacién 1.4.5. Las clases Iso(%’), Mon(%') y Epi(%’) son cerradas bajo composicién 8.

Ademds si f es mono-escindible (resp. epi-escindible ) entonces f €EMon(%) (resp. f €Epi(¥%)).

Definicion 1.4.6. Una categoria .« es balanceda si todo morfismo que es monomorfismo y

epimorfismo es un isomorfismo.

Proposicion 1.4.7. Si un morfismo f: X — Y es mono-escindible y también un epimorfismo,
entonces es un isomorfismo. Dualmente, si un morfismo f : X — Y es un epi-escindible y

también un monomorfismo, entonces es un isomorfismo.

Definicion 1.4.8. Un objeto X de una categoria % es inicial (resp. final) si VY €Obj(C) existe
un unico morfismo f : X — Y (resp. f : Y — X).

Proposicion 1.4.9. Si Y y X son objetos iniciales (resp. finales) en una categoria 4  entonces

Y = X. Es decir los objetos iniciales (resp. finales) son tinicos salvo isomorfismos.
Por lo anterior, si X es un objeto inicial (resp. final) serd denotado como O (resp. 1).

Definicion 1.4.10. Si un objeto X de una categoria es final e inicial diremos que es un objeto

Cero.

Observamos que un objeto cero es tnico salvo isomorfismos. De este modo, un objeto cero se
denotara como 0.

1.5. Transformaciones naturales

Definicion 1.5.1. Sean F,G : &/ — 28 funtores covariantes. Una transformacion natural

o : F = G, de F a G, es una familia de morfismos o := {4 : FA — GA}AG‘ en 4, tal que

|

8Una clase de morfismos M es cerrada bajo composicién cuando Vf,g €M, tal que gf estd definida, se tiene
que gf €M.
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para todo morfismo f € &/ (A,A’), el siguiente diagrama es conmutativo

FA—% . GA

ol -~ e

/ /

Usualmente, los morfimos a4 son llamados componentes de la transformacion natural oc. Ademas,

representaremos a una transformacion natural ¢ : F' == G con el siguiente diagrama

o a A.

Observamos que una transformacion natural

o={ay:FA— GA}

A€\ |
induce una funcién @ :0bj(.«7 ) —Mor(4), definida como @ (A) := a4 VA €Obj(.<7). Recipro-
camente, decimos que una funcién « :0bj(«/') —Mor(%) es natural en los objetos de <7 si

existen funtores F,G : &/ — 28 con los que se puede inducir una transformacion natural

o:={ay: FA— GA}

A€| |
definida como oy := ¢ (A) VA €0bj(«).
Definicién 1.5.2. Sean oo = {ay : FA — GA}AGM y B={B1:GA— HA}AGW| transfor-

maciones naturales. La composiciéon foa : F = H de B con « esta definida como sigue,
(Boa), := Pao oy paratodo A € Obj(/).

Notemos que la composicion de transformaciones naturales es asociativa.

Ejemplo 1.5.3. La transformacion natural identidad 17 : 7 = T es por definicion,
(17)4 := 174 para todo A € Obj(«/). En efecto, si consideramos & : F =Gy pf:G=F
transformaciones naturales, entonces se cumple que xoly =a y lpof3 = .

Observacion 1.5.4. Sean F,G,H y K funtores y & : F = G una transformacion natural como

en el siguiente diagrama

@f’f@ﬂa%’(@.
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Definimos una transformacién natural K« : KF = KG de la siguiente forma, (Ko) 5 := K (0tp)
para todo B €Obj(#). De manera similar aH : FH = GH esta definida por (aH), := Oya
para todo A €0bj(.«7). Por lo que tenemos los siguientes diagramas

FH KF
PR Y
o aH € B Ka 9.
~_ vV~ ~_V 7
GH KG

La observacion anterior nos permite hacer la siguiente definicion.

Definicion 1.5.5. Sean F,G: &/ — By H,K: B — € funtores, o : F —= Gy :H =K
transformaciones naturales. Se define el producto de Godement 3 x o : HF —> KG de 3 con
o de la siguiente forma, Bx o := (BG) o (Ha).

Es claro que B * o es una transformacion natural y que el producto de Godement es asociati-
vo. Ademads, la representacion por medio de diagramas nos permite considerar al producto de

Godement como una “composicion horizontal” de transformaciones naturales.

F H HF
/—\ P TN N

7 “’a # \Jlﬁ/ ¢ — 4 pra v
\G/ K KG

En contraste, la composicion de transformaciones naturales se visualiza como una “composi-

cion vertical ”.

F F
- i ST T
o B +—— o Boa A
\GJW \H/
H H

Proposicion 1.5.6. Sean a, 3,7y 6 transformaciones naturales, como en el siguiente diagrama

F G
SIS
N N L
L M

entonces se cumple la siguiente igualdad,

(6xy)o(Bra)=(50p)*(roa).
Definicion 1.5.7. Sea ot = {04 : F (A) — G(A)}Aew
o es una equivalencia natural si VA € Obj(.</) se tiene que o4 es un isomorfismo. En este caso

una transformacion natural. Decimos que

existe una transformacién natural ! : G = F definida por (&-'),= (&t4)'. Escribiremos
F = G para denotar que existe una equivalencia natural entre F' y G.
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1.6. Producto de categorias y funtores de varias variables

n
Definicion 1.6.1. Sean <7, %, ... y </, categorias. Construimos la categoria H;zf, , llamada
i=1
producto de .2#; hasta .27, como sigue:

(@) Obj(fll%>:= Obj (/) x .. X Obj (7).

n
(b) SiA=(Ay,...,A;) y B=(By,...,By) son objetos de H;zfl , se define:
i=1

ﬁ;zf,- (A,B) := o (A,B) X ... x %, (A, B).
i=1

n
La composicién de morfismos en H;z%, estd determinada como sigue,
i=1

4 (A,C)
1

% (B,C) x [ [ #(4,B) —
= i=1

n

1

i=1

donde ((g17"'7gn)a(fla"'?fi’l)) — (gl Ofl,---,gnofn) .

n
(¢) Si A= (Ay,...,A;) es un objeto de H&Z el morfismo identidad esta definido como
i=1
lA = (1A1 g ey 1An>'

Definicion 1.6.2. Sean <7 , ..., o7, y 9 categorias y {I,J} una particién de {1,...,n}. Un funtor
n

de n variables F : H&Z — 2 covariante en la i-ésima variable Vi € I y contravariante en la
i=1
Jj-ésima variable Vj € J se define como:

(a) Una funcion Obj( [ [ ) — Obj(#), donde (Ay,...,An) — F (Ay, ..., Apn).
i=1
(b) Vi€l fi€ o/ (Ai,B;) yVj€J, fj € & (B},A;) una funcién inducida
(f],...,fn) — F(fl,...,fn>, dondeF(fl,...,fn) < %((A],...,An),(Bl,...,Bn)),

que cumple las siguientes condiciones:
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(b.1) Preserva la composicion: Si las siguientes composiciones estin definidas; h; = g; f;
Vielyhj=fjgjVjeJ, entonces F (hy,....h,) =F (g1,..,8n) F (f1,--s fn)-

n
(b.2) Preserva la identidad: Si A = (Ay,...,A,) es un objeto de H;zf, , entonces
i=1
T (IA) =1l74.

Observacion 1.6.3. Sean F es funtor de n variables, como en la definicién anterior, y k un

elemento de {1,...,n}. Entonces V A; € &7 (con i # k) podemos inducir un funtor
F/f],...,A,, G — B
de la siguiente forma,
(@) Ff 4 (A):=F(A1,...,Ap_1,A,Apy1, .-, An) VA € Obj(.2%).

(b) Ff 4, () i=F (Lay,-- s a o filags- -5 la,) Vf € Mor(#).

in

Los funtores F /{(1 .., son llamados funtores parciales de una variable inducidos de F, estos

funtores se interpretan como si en F dejamos fijas A; (con k # i) variables. Ademas, notamos que

si F' es covariante (resp. contravariante) en la k-ésima variable entonces F, fl 4. €scovariante
veoAn

(resp. contravariante).

Ejemplo 1.6.4. Sea <7 una categoria. Se define T : .o/ x o —Set, llamado funtor Hom de
dos variables, como sigue,

(@) T(X,Y):= o/ (X,Y)V(X,Y) € Obj(e x 7).

(b) Si fed (X,X) y ged (Y,Y) sedefine T(f,g): < (X,Y) — o (X,Y) como
T(f,g) (u) ::gusuE%()_(,X).

Observamos que F es covariante en la segunda variable y contravariante en la primer variable.
Ademas, los funtores parciales inducidos de T son los funtores Hom, es decir, si fijamos la
primer variable (resp. segunda) obtemos el funtor 7€ (resp. T.) definido anteriormente. Usual-

mente 7' es denotado como <7 (—, —) o por Hom,/(—, —).
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1.7. Bifuntores

Definicion 1.7.1. Sea F : &/ x 28 — % un funtor de dos variables. Diremos que F es un
bifuntor ° si es covariante en ambas variables. Ademds, los funtores parciales inducidos de F

seran denotados como F (A, —) y F (—,B).

Proposicion 1.7.2. Sean A, € y & categorias. Supongamos que VC € Obj(%’) existe un funtor
Le: B — 2y VB € Obj(A) existe un funtor Mp : € — 2 tales que

M5 (C) =Lc(B) Y(B,C) € Obj(Z) x Obj(%).

Entonces existe un bifuntor S : # x ¢ — & tal que los funtores parciales inducidos de §

cumplen que
S(—,C)=L.VCeObj(¢)yS(B,—) =MV Bec Obj(A),

siys6losiV(f,g) € Mor(#) x Mor(€),con f € B(B,B')y g€ % (C,C’), se tiene la siguiente
igualdad Mp (g)oLc (f) = Lo (f) o Mg (g).

Demostracion. Ver [ML98].
Observacion 1.7.3.

(a) Sean F : 4 x 9 — & un bifuntor, f € € (A,B)y g € Z(X,Y). Los funtores parciales

inducidos de F' cumplen la siguiente igualdad
F(f7 lY)F(lAvg) = F(fvg) = F(137g)F(f7 IX) :
Es decir, el siguiente diagrama conmuta

F(f,1x)

F(A,X) F (B,X)

F(IA,g)l F(f.g) |F(13.,g)

F(A,Y) F(B)Y) .

F(f71Y)

Haciendo (o), = F(f,1x) y (t;)y = F (14,g), obtenemos los siguientes diagramas

conmutativos

°En [Mi64] un funtor de dos variables es simplemente un bifuntor, pero en esta tesis haremos esta diferencia.
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F(A,X) (@) F(B,X) F(A,X) (@), F(A,Y)
F(iag) - |F(1B.,g> F(f.lx) - F(f.ly)
F(A,Y) F(B.Y) F(B,X) F(BY).
or )y % )p

Esto permite ver que los morfismos f y g inducen las siguientes transformaciones natura-
lesof:F(A,—)=F(B,—) y 0g4:F(—,X)=F(—,Y) en los respectivos funtores

parciales.

(b) Sean F y G bifuntores y o una transformacion natural como en el siguiente diagrama

F

/_\
g XB « © .

\_G/

Entonces VA €0bj(.«7) y VB €0bj(#) se inducen transformaciones naturales

F(A,—) F(—,B)
TR 1 X
B ﬂaA B y o @ A,
\_/ \/
G(A-) G(—.B)

definidas como (aa)p := @4 p) VA €0bj() y (atg)4 1= 4 ) VB €Obj(ZA), respecti-

vamente.

1.8. Categorias de funtores

Definicion 1.8.1. Si ./ y % son categorias, denotaremos por Fun(.27, %) a la clase de todos los
funtores covariantes F de ./ a . Ademas si F,G €Fun(</, %), denotaremos por Nat(F,G) a
la clase de todas las transformaciones naturales o de F' a G.

La definicién anterior, y la asociatividad de la composicién de transformaciones naturales, nos
sugieren construir una categoria que tenga como objetos la clase Fun(.«7, %) y para cada par de
funtores F y G, la clase de morfismos de F a G sea la clase Nat(F, G). El requisito pendiente es
que Nat(F,G) sea un conjunto. La siguiente proposicion garantiza la condicion necesaria para

que esto suceda.



20 CAPITULO 1. PRELIMINARES CATEGORICOS

Proposicion 1.8.2. Si .o/ es una categoria pequefia y % es una categoria arbitraria, entonces
VF,G € Fun(.«/, %) la clase Nat(F, G) de transformaciones naturales de F a G es un conjunto.

Demostracion. Consideremos la siguiente clase H(%#) 1= {# (FA,GA) | A €Obj(«/) } y la
siguiente funcion, @ : Obj(«7) — H(Z) definida como A — % (FA,GA), por el axioma de
reemplazo se tiene que H(A) es un conjunto. Aplicando el axioma de la unién y de la potencia,
concluimos que & (|J H(Z) ) es un conjunto. Por otro lado, observamos que una transfor-
macioni natural oo € Nat(F,G) es por definicion una clase de mapeos {ay : FA — GA}AGM,
y por lo tanto se tiene la siguiente contencién o C |J H(A). Concluimos después que a €
Z (J H(A) ), 1o cual implica que Nat(F,G) C & (| H(Z) ). De lo anterior y el axioma de

la potencia, se deduce que Nat(F,G) es un conjunto. g

Definicion 1.8.3. Sean &7 una categoria pequefia y % una categoria arbitraria. La categoria
de funtores ' %7 de o/ a % se define como sigue: Obj(%”):=Fun(</,%) y VF,G €
Fun(</, %) se define  (F,G):=Nat(F,G). La composicién de morfismos es la composicién
de transformaciones naturales. Ademas, el morfismo identidad sera la transformacion identidad
1F para cualquier F € Fun(.</, %).

Proposicion 1.8.4. Si .o/ es una categoria pequena, entonces la clase Mor(.<7) de morfismos de
4/ es un conjunto.

Demostracion. Definamos la siguiente clase W (&) :={ &/ (A,B) | A,B € Obj ()} y la si-
guiente funciéon Q : Obj(A) x Obj(A) — W (<), determinada como (A,B) — <7 (A,B);
observamos que Q es en efecto una funcién por la definicion 1.2.6(b) . Por el axioma de reem-
plazo, W (.27) es un conjunto; pero Mor(</)=W (7). m

En general, la categoria 2 hereda las propiedades de 7. Hasta ahora, podemos enunciar la

siguiente proposicion.

Proposicion 1.8.5. Si <7 y 4 son categorias pequefias, entonces % es una categoria pequeia.

1.9. Lema de Yoneda

En esta seccion expondremos un resultado de gran importancia en la teoria de categorias, el cual

es conocido como lema de Yoneda ''. Las referencias para esta seccion son [MLI8] y [B194].

1013 importancia de las categorias de funtores, algunas veces llamadas categorias de diagramas, fue enfatizada

por A. Grothendieck en 1947.
'] término lema de Yoneda se origin6 en 1954, en una entrevista entre Nobuo Yoneda (1930-1996) y Saunders

Mac Lane hecha en Paris.
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Lema 1.9.1 (Lema de Yoneda). Sean F : o/ —Set un funtor, A un objeto fijo de & y
o/ (A,—) : &/ — Set el funtor Hom. Entonces, la funcién

®F,A :Nat(;zf(A,—),F)—>F(A), Oti—>OCA(1A),
es una biyeccion.

Demostracion. Ver [B194].
La funcion O 4 tiene ciertas propiedades de naturalidad. Antes de enunciar estas propiedades,

introduciremos las siguientes observaciones.
Observacion 1.9.2.

(a) Para un morfismo f : A — B en una categoria <7, se obtiene la siguiente transforma-
cién natural & (f,—) : & (B,—) = &/ (A,—) donde & (f,—)_.(g) := gf para todo
C € Obj (&) y para todo morfismo g € <7 (B,C).
En efecto, veamos que <7 (f,—) es una transformacion natural. Para ello, consideramos

un morfismo & : C — D en &7, y veamos que el siguiente diagrama conmuta

‘d(fvi)c

o (B,C) o (A,C)
,;zf(B,h)I IW(AJI)
o (B.D) o/ (A.D) .

’ D

Para g € o/ (B,C), se tienen las siguientes igualdades:
(7 (A ) (A (f,=)c (&) = ( (A, h)) (8f) = hef
(o (f;=)p) (7 (B,1) (8)) = ( (f,—)p) (hg) = hgf

las cuales prueban la naturalidad de <7 (f,—).
Por otro lado, consideremos los siguientes morfismos m : X — Y yn:Y — Z, luego,
para cualquier morfismo [ € <7 (Z,C), se cumple

nm,—))c(1). ecu. 1.9.1 (a)

Ademds (&7 (14,—))c (1) =114 =1 paratodo! € &/ (A,C),es decir & (14,—) =1/(a ).
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(b) Sea F : .o/ — Set un funtor fijo. Definimos un funtor N : .o —Set como sigue:

(b.1) Np(A): = Nat(«/ (A,—),F) para todo A €Obj(.«/),
(b.2) si f: A — Besun morfismo en .2/ entonces

Nr (f) :Nr(A) — Np (B), o+ Nrp(f)(a):=oaod (f,—).

En efecto, Nr es un funtor, sim: X — Y yn:Y — Z son morfismos en .o, entonces

[N (1) o N (m)] (@) = Nr (n) (NF (et))
(n) (

=aog (m—)osl (n,—)
=aoo (nm,—)
= Np (nm) (o) . ecu.1.9.1(b)

Nr(la)(@)=aod (1a,—)=aolyu )= q,
para cualquier o € Nat(/ (A, —) , F), por lo tanto N (14) = 1y_a)-

¢) Si A es un objeto fijo de una categoria pequena .o7. El funtor Ny : Set” — Set se define
(c) jeto fij gorfa peq

de la siguiente forma:
(c.1) Ng(F):=Nat(</ (A,—),F) paratodo F €Fun(</,Set),
(¢.2) si o e Set” (F,G) es un morfismo de Set” entonces
Ng(a) :No(F) — N4 (G), o+ Ny(a)(0):=aoo0.

Veamos que N4 es un funtor, para ello, concideremos ¢ : F = G y 8 : G = H mofismos
de Set”, entonces se tiene la siguiente igualdad

[Na(B)Na(@)](0) =Na(B) (Na(o))
=Na(B)(ao0)
=Boaoco

=Ng(Boa)(o)

para toda o € Nat(</ (A,—),F). Ademds se tiene que
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Mi(17)(0) = 1500 =0
para toda 0 € Nat(o/ (A, —),F), es decir Ny (1r) = Ly, (p).-

(d) Para un objeto A fijo de una categoria pequeiia 7, se define el funtor evaluaciéon Evy :

Set” — Set como sigue:
(d.1) Evs(F):=F (A) paratodo F € Fun(A,Set),
(d.2) si a € Set” (F,G) es un morfismo de Set” entonces
Evgu (OC) cEvy (F) — Evy (G), o+— Evy (Ot): = 0y.

Veamos que Evy4 es de verdad un funtor. En efecto, sean o : F =G y B:G=—H

transformaciones naturales. Entonces

Eva (o) 0Eva (B) = 0afa = (o), =Eva(aof).

Ademas

Eva (1r) = (1F)4 = 1ra = lgy, (1,)-

Proposicion 1.9.3. La funcién Of 4, definida en el lema de Yoneda, induce una transformacién
natural ) : Np :== F definida como 14 := ®fp4 para todo A €Obj(.«7). Mds atin, si .7 es
pequeiia, O 4 induce una tranformacion natural p : Ny = Ev, definida como pr: = Of4 para
todo F €Fun(</,Set).

Demostracion

(a) Veamos que 7 es una transformacion natural. En efecto, consideramos el siguiente dia-

grama

N (A) A FA

NF(f)l ij
NF (B) ?FBu

B

donde f : A — B es un morfismo en .2/. Demostraremos que el diagrama anterior con-
muta. Sea ¢ € Nat(</ (A, —),F). Entonces, se tiene la siguiente igualdad

Ffon,(a) =Ffo®ra(a)=Ffo(a(la)).

Por otro lado, para cualquier morfismo F : C — D de <7 el siguiente diagrama conmuta
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-
o (A,C) £~ FC
ﬂf(A,f)l - ij
FD FD,

Gp

por la naturalidad de «, es decir
Ffoo,=o,049 (A,f).

Por lo tanto, se tiene que

Ffo(oa(1a))=agod/ (A, f)(1a)
= ap[ (A, f) (14)]
=ag(f).

Entonces se tiene que
Ffon,(a)=as(f).
Por otra parte

[nBoNF (f)] (@) = ng[Nr (f) (a)]

= Orz [Nr (f) ()]

= (o (A,—))g (1)
=ago (< (f,—)p(1p))
=op(f),

lo cual demuestra la naturalidad de 1. m

(b) Veamos que p es una transformacion natural. Para ello, consideremos el siguiente diagra-

ma

Na(F) —27Ev, (F)
NA((P)j lEVA(QD)
Na(G) —5~Eva(G) ,



1.9. LEMA DE YONEDA 25

donde @ : F = G es un morfismo en Set” . Para a € Nat(.<7 (A, —), F), tenemos

[Eva (¢) 0 pr] (@) =Eva (@) (OFa (@)
=Eva (¢) (aa(14))

= QDA(OCAolA).

Por otro lado

[pG oNa (@)l (@) = pc (Na (@) (2x))
=pg(poa)
=04 (po)
= (poa), (1a)

=@ao0y01y,
probandose la naturalidad de p. m

Observacion 1.9.4. Sea </ un categoria pequeiia. Entonces, los funtores Ny : Set” — Set y

Nr : @/ —>Set, definidos en la Observacion 1.9.2, cumplen las siguientes afirmaciones:
(a) VF €Fun(<7,Set) y VA € Obj (/) se tiene que Np (A) = Ny (F),
(b) Vf € o (A,A") y Yy Set? (F,F') se tiene que Ny () o N (f) = Npr (f) o Na ().

Demostracion.
Laigualdad de (@) se cumple por definicién de Nr y Ny. Por otro lado, para @ € Nat (<7 (A, —) , F),

tenemos

[Nar (v) o NF (f)] (a) = Nar () [NF (f) ()]
=Ny (v)[ood (f, )]
Z’}/OOCO,Q{(f,—),

ademas

[Npr (f) oNa ()] (&) = Npr (f) [Na (1) (o0)]
= Np (f) (yar)
:’)/O(Xoﬂ(f,—),



26 CAPITULO 1. PRELIMINARES CATEGORICOS

lo cual demuestra la igualdad de (b). m
Por el Lema 1.7.2 y la Observacién 1.9.4, existe un bifuntor N : 7 x Set” — Set tal que los
funtores parciales inducidos de N cumplen que

N(—,F)=Nr y N(A,—) =Ny VF € Fun(«,Set) y VA € Obj (<7).
Ms atin, por el iniciso 1.7.3(b), para f € </ (A,B) y a € Set” (F,G) tenemos que

N(f &) =N(la,0)oN(f,1F)
= [N(A, =) ()] o [N (=, F) ()]
= Na () oNF (f).
Es decir,

N(f,a):N(A,F) — N(G,B), c— N(f,a)(c)=0aocod (f,—).
Definicion 1.9.5. Sea ¥ una categoria pequiia. Se define el funtor E : &7 X Set” —s Set como
sigue:

(a) E(A,F):=FA VA€ Obj(«)y VF € Fun(A,Set) ,
(b) si (f,a):(A,F) — (B,G) es un morfismo en . x Set” entonces

E(f,a):E(A,F) — E(B,G) estd definida como E (f,a) := Gf o 0y.

Observamos que E (f,a) = Gfooy = agpoFf, yaque a:F —> G es una transformacién
natural.

Veamos que E es un funtor. Para (f,a) : (A,F) — (B,G) y (g,B) : (B,G) — (C,H) morfis-
mos de o7 x Set” se tiene que

E((g,B)o(f,a)]=E(gf,Bo)
=H(gf)o(Boa),
=H(g)oH(f)oPacaa.

Por otro lado, la naturalidad de ¢ y § hace conmutar el siguiente diagrama

FA-% AP pga
RN
Fb—g= GB——~HB

ng = ng

GC&HC,
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por lo cual, podemos hacer la siguiente sustitucion

H(g)o[H(f)oPaloosa=H(g)o[BgoG(f)]oou
=E(g,B)oE(f,a),

por lo tanto

E|(gB)o(f, )]

H(g)oH (f)oBaocoy
H(g)oBpoG(f)ooy
E(g,B)oE(f, ).

Por ultimo,

E(lA,IF) == <1F)A OF(lA) == 1FAO IFA = 1FA-

Lema 1.9.6. La funciones ®f 4 : Nat(o/ (A,—),F)—FA definen una transformacién natural
O:N=FE.

Demostracion. Sean f € o/ (A,B) y o € Set” (F,G). Demostremos que el siguiente diagrama

conmuta
N(AF)—4 L E(AF)
N(ﬂa)‘ = \E(ﬁa)
N(B,G) ———=E(B,G) .

En efecto, para 6 € N (A, F) =Nat(</ (A,

-)
[E(f,@)0@p4] (0) =E(f,a) [OFa(0)]
— E(f,0) (04 (14))
— o F (1) (04 (1)
=ogoF (f)ofoly
=oago[F(f)ooa](14). ecu. 1.9.2

,F) se tiene que

Por otro lado, la naturalidad de ¢ : 7 (A, —) = F hace conmutar el siguiente diagrama

o (A,A) FA
ﬂ(&f)t = ]Ff
< (A,B) FB.
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Entonces
[F(f)o0a](14) = [0/ (A, —)] (14)
=0 (A, =) (14)]
= o0po foly.
Sustituyendo lo anterior en la ecuacién 1.9.2 se tiene que
[E(f,@)0@Fa] (0) =apoF (f)ofola
= oo [F (f)ooa](14)
=Qpoogofoly
=ogoopolpof.
Ademas,
[©c5oN (f,@)] (6) =Og5N(f,a)(0)]
= @g.slaoc0d (f,-)
= (@ocod (f,—))p(1n)
= agoop [ (f,—)p(15)]
=aqagoogolpgof.
Por lo tanto
E(f,0)0®ps =0OgpoN(f,a),
lo cual demuestra que ©® es una transformacion natural. g

Definicién 1.9.7. Sea <7 una categoria pequefia. El funtor de Yoneda Y : o7* — Set” se

define como sigue:
(a) Y(A):=4/(A,—) VA € Obj (&),
(b) si f*: B — C es un morfismo en /" entonces Y (f*) := <7 (f,—).
Veamos que Y es un funtor. Sean f*: B— Cy g* : C — D morfismos de ./ *. Entonces
Y (g'f) =Y ((f8)")
= (g,—)od (f,—) Por ecu. 1.9.1(a)

=Y ()Y (f).

Ademas
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Y ((14)7) =Y (1a) = (14, =) = Ly(a—y = ly(a).
Proposicion 1.9.8. El funtor de Yoneda Y : &/ — Set” es fiel, pleno e inyectivo en objetos.

Demostracion. La demostracion de que Y es fiel y pleno puede consultarse en [B194]. Demos-
traremos que Y es inyectivo en objetos. En efecto, si A y B son objetos de .o/ tales que A # B,
entonces por la Definicion 1.2.1(b) se tiene que o7 (A,X) # </ (B,X) para todo X €Obj(</*),
esdecirY (A) (X) #Y (B)(X), lo que implicaque Y (A) #Y (B). m

El resultado anterior nos dice que el funtor de Yoneda es un encaje, por lo cual, a menudo se

refiere a Y como el encaje de Yoneda.

1.10. Categorias cociente

En esta seccidon expondremos la nocidén de categoria cociente y la propiedad universal que

cumple esta categoria. Las referencias para esta seccién son [Mi64] y [MLI8].

Definicion 1.10.1. Sean % una categoria y ~ una relacién de equivalencia en la clase Mor (%)

de morfismos de €. Decimos que ~ es compatible con % si satisface las siguientes condiciones

(a) la restriccion de ~ a cada conjunto % (X,Y) es una relacién de equivalencia en dicho

conjunto;

(b) la clase cociente Mor (%) /. es a la unién de todos los conjuntos cocientes € (X,Y) /

esdecirMor(¢)/.:= |J <X, Y)/_,
A,BEOb(7)

~

(c) sifr~ fentonces hfg~ hfg, siempre que dichas composiciones estén definidas en %

Observamos que la condicion 1.10.1(c) es equivalente a la siguiente condicion (presentada en
[Mi64]):

(d) Sif~ fentonces fgr~ fg yhf ~ hf siempre que dichas composiciones estén definidas
en .

Notacién 1.10.2. La clase de equivalencia de un morfismo f de ¢ serd denotada como [f] , es

decir, [f] :={g &€ Mor(%) | g~ f}. Cuando no exista confusién, escribiremos simplemente

[f]-
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Definicion 1.10.3. Sea ~ una relacion de equivalencia compatible con una categoria 4. Se

define la categoria cociente ¢’/ como sigue:
(@) Obj(¢/.): = Obj(?),
(b) €/_(X,)Y):=% (X,Y)/._ paratodo X,Y €Obj(% /),

(¢) la composicién de morfismos @ en ¢’/ _ estd definida como sigue

o6/ .(Y,2) x ¢/ (X,Y) —C/ (X,Y), ([f],[g]) — [flelg]:=1[fogl,

donde o es la composicién en €.
(d) VX € Obj (%' /~) el morfismo identidad es 1x = [1x].

Ejemplo 1.10.4. Si 4 =Top y f ~ g significa que f es homotopica a g, entonces la categoria
cociente Top/_ es la categoria Toph, que tiene como objetos espacios topoldgicos y como

morfismos clases de homotopia de una funciones continuas.

Proposicion 1.10.5. Sea ~ una relacion de equivalencia compatible con una categoria 4. En-

tonces, existe un funtor Q@ : ¢ — % /_ con las siguientes propiedades:

(@) Q. (f) =0 (f). siempre que f ~ f,

(b) para todo funtor H : € — & tal que H (f) = H (f), siempre que f ~ £, existe un tinico

funtor H : € /.. — 2 que hace conmutar el siguiente diagrama

(g&%/w

s
H R
s H

9
Demostracion. Definimos Q__ : € — €'/ _ de la siguiente forma:
(a) O_(A):= AVA €O0bj (%),

(b) Q_(f):=[fIVf e (A,B).

Veamos que Q _ es un funtor. En efecto, para f : X — Y y g: Y — Z morfismos de €', tenemos
que

0. (ef)=lefl=lglelf1=0.(g) e Q. (/).
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Por otro lado, si h: A — By k : B— A son morfismos en % tenemos las siguientes igualdades
[h] @ [1a] = [A1a] = [A] 'y [1a] e [k] = [1ak] = [K],
por lo tanto
Q. (1a) =[la] = 1g_(a)-

Ademds, f ~ f implica que [f] = [f], es decir, O_ (f) =Q_ (f).
Por otra parte, supongamos que H : 4 — 2 es un funtor tal que H (f) = H ( f) , siempre que
f ~ f. De este modo, definimos un funtor H:¢ /.. — & como sigue:

(a) H(A) :=H(A) VA € Obj (%)
(b) si[f]:A —s Besun morfismo en %’/_, entonces H ([f]) := H (f).

Observamos que H esta bien definido, es decir, si f ~ f entonces H ([f]) = H( [7])- Es claro
que I—AIQN =H yque H es tnico. m

1.11. Categorias coma

La construccién de las categorias coma es de gran importancia para desarrollar el concepto de
morfismo universal, el cual es fundamental para la exposicion del concepto de limite y su dual

colimite. La referencia para esta seccion es [B194].

Definicién 1.11.1. Sean F : o/ — €'y G : 28 — € funtores. La categoria coma ' (F,G) se

define como sigue:
(@) Obj(F,G):={(A,f,B) | A €Obj(#), B€Obj(#)y f €€ (FA,GB)}.

(b) Si f=(A,f,B)y §=(X,g,Y) son objetos de (F,G) se define:
(F,G) (f,8) :== {(a,b) |a€ o/ (A,X),b€ B(B,Y)ygoFa=Gbof}.

Esto es, los pares (a,b) que hacen conmutar el siguiente diagrama

12La nocién general de categoria coma fue introducida en 1963 por Francis William Lawvere (1937-) en su
tesis doctoral ( [La63] ), bajo la direccioén de S. Eilenberg.
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FA-F4. px

|- e

La composicién de morfismos o en (F,G) se define como (c,d) o (a,b):=(ca,db).

FA-FFx  Fx-FeFm A7y
I e T N |

(¢) Sif=(A,f,B)esunobjetode (F,G), el morfismo identidad se define como 1;:=(14,1p).

En efecto, la composicion de morfismos en (F,G), inducida de las composiciones de <7 y de

A, estd bien definida; de este modo (F, G) es una categoria.

Definicién 1.11.2. Sean ./ una categoria y X un objeto fijo de .. La categoria (1,/,A,) es
llamada categoria de objetos sobre X y la categoria (A, , 1./) es llamada categoria de objetos
bajo X. Ademais (1./,A, ) es denotada como (<7 | X),y (A, 1) como (X | &).

Podemos notar que (&7 | X)*=(X | &*).

Observacion 1.11.3. Sean F : o — € y G : 4 — ¢ funtores. Entonces, se pueden inducir
los siguientes funtores; U : (F,G) — &/ y V : (F,G) — %, definidos como sigue:

(a) U(A,f,B):=AyV(A,f,B):=BVY(A, f,B) € Obj(F,G),
(b) U(a,b):=ayV(a,b):=b V(a,b) € Mor (F,G).

Y una transformacion natural & : F oU = G oV definida de la siguiente forma:
(d) oarp):=f V(A f,B) € Obj(F,G).

Los funtores U y V son llamados proyecciones de la categoria coma (F,G).
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1.12. Categoria de morfismos

La siguiente construccion tendrd un papel importante en el siguiente capitulo, ya que en funcién
de ella, escribiremos un axioma en la definicién de categoria de modelo.

-
Definicion 1.12.1. Dada una categoria %", podemos construir la categoria de morfismos % de

% como sigue:
(a) Obj <C_é> :=Mor(%);

(b) siae %(AO,AI) ybe %(Bo,Bl), se define:

—>

Cf(a,b) = {(fo,fl) € CK(A(),Bo) X Cg(Al,BD | bfo :flcl}.

Esto es, los pares (fp, f1) que hacen conmutar el siguiente diagrama

ap i>bo

L - lb
aj Tb]

La composicién de morfismos o en @ estd determinada como
016 (b,c)x € (a,b) — € (a,c), ((g0,81),(fo,/1)) — (g0/0,81/1);

(c) para f € € (A,B), definimos el morfismo identidad en f como 17 := (14,1p).

Note que la composicién de morfismos en ‘2, inducida de la de %, estd bien definida y que z

-
es una categoria. Ademads % también suele ser denotada como Map(%).

La categoria de morfismos de % puede ser definida como una categoria coma. Si considera-
—
mos el funtor identidad 14 : 4 — % entonces ¢ es simplemente la categoria coma (14, 1¢).

N
Elegimos escribir 4" de forma explicita por la importancia que tiene en el capitulo siguiente.

Observacion 1.12.2. Sean % una categoria y Z la categoria de morfismos de %. Entonces,

podemos definir los siguientes funtores

(a) dom,, : % — €, el cual estd definido como sigue: dom,, f := A para todo f € € (A,B)
y dom,, (a,b) := a para todo (a,b) € C_K)(f,g);
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(b) cod,, : G — %, el cual estd deﬁnicl()) como sigue: cod,, f := B paratodo f € € (A,B) y
dom,, (a,b) := b para todo (a,b) € € (f,8);

ademas de una transformacion natural:
(¢) 8¢ : domgy = cody definida como (&), := f para todo f € Obj ( % ).

Es claro que los funtores domy y cody son las proyecciones de la categoria coma (14, 1¢).
Finalmente, cuando no exista confusién, simplemente escribiremos 6, dom y cod para referirnos

a la transformacion natural y a los funtores definidos anteriormente.

1.13. Limites y colimites

Las construcciones universales aparecen de diversas formas en las matemaéticas. Los limites y
colimites son un importante ejemplo de construcciones universales. En esta seccion, definiremos
el concepto de morfismo universal, después el de colimite, y su dual limite. La referencia para
esta seccion es [ML98].

Definicion 1.13.1. Sean F' : 2 — % un funtor y X un objeto de %. Un morfismo universal
13 de X a F es un objeto (A, f,B) inicial de la categorfa coma (A, , F).

De este modo, el objeto (A, f,B) puede ser considerado como un morfismo f: X — FB en
% tal que para cualquier morfismo g € ¢ (X, FD) existe un tinico morfismo ¢ € ¥ (B,D) que

hace conmutar el siguiente diagrama

Ejemplo 1.13.2. Grupos Libres. Si consideramos un grupo abeliano libre V, , con base X, y un
grupo abeliano W, entonces para cualquier funcién f : X — W existe un morfismo de grupos
abelianos ¢ : V, — W que hace conmutar el siguiente diagrama

131 os morfismos universales son dnicos salvo isomorfismos, tal vez por esta falta de tinicidad absoluta, la nocién
de morfismo universal fue desarrollada con lentitud, bastantes ejemplos se desarrollaron hasta que Pierre Samuel
(1921-2009) formulé la nocién general de morfismo universal en 1948. Esta nocion general fue usada extensamente
y popularizada por N. Bourbaki.
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V-5 W,

donde i es la funcidn inclusion. Esta construccion se obtiene considerando el funtor olvido

U : Ab —>Set y la categoria coma (A,,U), se sigue que i es un morfismo universal de X a U.

Definicion 1.13.3. Sean % una categoria arbitraria y & una categoria pequefia. Definimos el
funtor diagonal A : € — €7 como sigue

(a) AC: = A, ¥C € Obj (%),

(b) paraf:X — Y en¥,setiene Af: A, , = A, ,, donde (Af)p: = f VD € Obj(2).

Consideremos un diagrama F' : 2 — ¢ en ¢ y el funtor constante A, : 1 — €7. Podemos
construir la categoria coma (A,,A). Formalmente, un objeto de esta categoria es una tercia
(%,m,C);donde x €1,C € Obj(¢)y n:1r = AC es una transformacion natural de 17 (x) =
F a AC. Por lo anterior podemos considerar a (x,71,C) simplemente como una transformacién
natural 1 : F = AC y un objeto C € Obj(%’). Por otro lado 1 : F = AC hace conmutar el
siguiente diagrama

FD—""- AC(D)
Frl = |ac)
FE AC(E)

E
para cuaquier morfismo f : D — E en . El diagrama anterior se simplifica como sigue
F

FD ! _FE
IS
c

Asi, una transformacion natural 1 : F' == AC, por lo general, es llamada cocono con base F'y
vértice C. Por otra parte, sin : F == AC'y ¢ : F = AK son objetos de (A,,A), un morfismo de
1M a o es, por definicién, un par de morfismos (14, €) que hacen conmutar el siguiente diagrama
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donde € : C — K es un morfismo en €'y 1, es el tinico morfismo en 1. Haciendo las evalua-

ciones del funtor A, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

AC=—=AK .
Ag

Por lo tanto (Ag) ) = 6. Ademds, por definicion, se tiene que (Ag) =D VD €Obj(Z). Por lo

cual el siguiente diagrama conmuta

v

4

C K.

Por lo tanto, un morfismo en (A, , A) es considerado simplemente como un morfismo € : C — K
en € que hace conmutar el diagrama anterior para todo D € Obj(2).

Definicion 1.13.4. Un colimite de un diagrama F : 2 — % en % es un objeto inicial en la
categoria (A, ,A), es decir un morfismo universal de F' a A.

Por lo anterior, un colimite de F es un objeto C €0bj(%’) y una transformacién natural 1 :
F = AC, la cual llamaremos diagrama colimite y que denotaremos por 1 : F' = C . Ademas,
un colimite 1) : F = C de F es un objeto inicial, por lo que 1 : FF == C tiene la siguiente
propiedad; para cualquier cocono ¢ : FF = K existe un tinico morfismo ¢ : C — K que hace

conmutar el siguiente diagrama

FD
y Y
C---—f--~K

para todo D € Obj(Z). Ademas un colimite ) : F = C de F es unico salvo isomorfismos,
ya que es un objeto inicial; es decir, para cualquier otro colimite ¢ : F = K de F existe un
isomorfismo i : C — K tal que ionp = 0, VD €Obj(2). Por lo anterior, escribiremos lim F
6 colim F para referirnos al objeto C. De esta forma escribiremos {nD :FD — @F } DelD)
para referirnos al colimite del diagrama F' : ¥ — €.

La definicion dual de colimite es limite. Ahora, revisemos con brevedad la construccién de un

limite para un funtor F.
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Definicion 1.13.5. Sean F' : 9 — % un funtor y X un objeto de 4. Un morfismo universal
de F a X esun objeto (A, f,B) final de la categoria coma (F,A, ) de objetos sobre X.

De este modo, el objeto (A, f,B) puede ser considerado como un morfismo f : FA — X en
% tal que, para cualquier morfismo g € € (FC,X), existe un dnico morfismo y € 7 (C,A) que

hace conmutar el siguiente diagrama

AxB =B.

Realizaremos el procedimiento dual del efectuado para desarrollar el concepto de colimite.
Si consideramos un diagrama F : 2 — % en € y después construimos la categoria coma
(A,A, ), como en la construccién de colimite; un objeto de (A, A, ) es una transformacién natural
U : AC — F, denotada por  : C = F, y un objeto C de ¥. Ademas u : AC = F hace

conmutar el siguiente diagrama
C
2N
FD T FE ,

para cualquier morfismo f : D — E. Asi u es llamada cono con base en F' y vértice C. Por

otra parte, si L : C =—> F'y 7: K = F son conos, un morfismo k, de i a T, es simplemente un
morfismo k : C — K que hace conmutar el siguiente diagrama

C K K

para todo D € Obj (2).

Definicion 1.13.6. Un limite, de un diagrama F : ¥ — % en %, es un objeto final en la

categoria (A, A, ), es decir un morfismo universal de A a F.

Por lo anterior, un limite de F' es una transformacion natural y : C = F, la cual llamaremos
diagrama limite, y un objeto C € Obj(%). Ademds, un limite u : C = F es un objeto final;
por lo que, u tiene la siguiente propiedad: para cualquier cono 7 : K = F existe un unico

morfismo Yy : K — C que hace conmutar el siguiente diagrama
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para todo objeto D € Obj (2). Finalmente, por el hecho de que it : C = F es Unica salvo iso-
morfismos, escribiremos lim F* 6 IQF para referirnos al objeto C. De esta forma, escribiremos
{nD : @F — FD}DQD| para referirnos al limite del diagrama F' : 9 — €.

1.14. Productos y coproductos

En esta seccion enunciaremos la definicion del producto de una familia de objetos {C;},.; de
una categoria €. Después, mostraremos que dicha definicién es precisamente el limite de cierto
diagrama F : 9 — % . También haremos lo mismo para la definicién dual, el coproducto.
Por ultimo mostraremos algunas propiedades de estas construcciones. La referencia para esta
seccidn es [B194].

Definicién 1.14.1. Sean / un conjunto y {C;},.; una familia de objetos de una categoria €. Un
producto de {C;},.; es

(a) un objeto P €0bj(¥¢) y

(b) una familia de morfismos {p, : P — C;},_, de €,

iel
tal que para cualquier objeto Q €Obj(%’) y cualquier familia de morfismos {g; : Q — Ci},;

existe un unico morfismo 1 : Q — P que hace comutar el siguiente diagrama

para todo i € I. Ademas, cuando / es finito diremos que el producto es finito.

Ahora, mostraremos que el producto de cierto diagrama F : D — % cumple la defincién an-
terior. En efecto, definimos el siguiente conjunto D := {C;};.;, y le damos la estructura de
una categoria discreta. Entones el limite del funtor F : D — %’; definido como F (C;) := C;
y F (1¢,) := ¢, Vi € I, es una transformacién natural {; : mF — F (C,-)}l.el que cumple la
definicién del producto de {C;},;.
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Observacion 1.14.2. El objeto P de la definicion 1.14.1 es tnico salvo isomorfismos, esto

sucede por la definicién de limite. De este modo, P serd denotado como HCi, y las funciones
il

p, : [IC; — C; usualmente son llamadas proyecciones.

Definicion 1.14.3. Sean / un conjunto y {C;},.; una familia de objetos de una categoria ¢". Un

coproducto de {C;}, ; es
(a) un objeto U €Obj(¥) y
(b) una familia de morfismos {s; : C; — U}, de €

tal que para cualquier objeto V €Obj(%’) y cualquier familia de morfismos {t;: C; — V },,
existe un unico morfismo 1 : U — V que hace comutar el siguiente diagrama

para todo i € I. Ademds, cuando / es finito diremos que el coproducto es finito.
De forma dual, el coproducto de una familia de objetos {C;},.; es el colimite de un diagrama
F : D — €. La construccion es dual a la del producto. Més atin, el objeto U es tnico salvo
isomorfismos, por lo cual, U es denotado como HCi.

i€l
Finalmente, las funciones s, son llamadas coproyecciones y en algunos casos inyecciones o

inclusiones. Sin embargo, los morfismos s; no son monomorfismos en general.

Definicion 1.14.4. Sean / un conjunto y % una categoria. Diremos que % tiene productos
(resp. coproductos) si el producto (resp. coproducto) de cualquier familia de objetos {C;},.; de
€ existe.

Notacion 1.14.5. El producto (resp. coproducto) de un conjunto I = {A, B} de objetos, si existe,
es llamado producto (resp.coproducto) binario y es denotado como A[[B (resp. A[[B).

Existen muchos ejemplos de productos y coproductos, mencionaremos dos ejemplos de uso

frecuente.

Ejemplos 1.14.6.
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(a) En la categoria Set el producto cartesiano ' de una familia de conjuntos {Xi}icp es el
producto de dicha familia , es decir

[T ={ () | 55 € X,

icl

las funciones p; : HX,- — Xj, definidas como pi{(xj)jel] := Xx;j, son las proyecciones del
icl
producto. El coproducto de {X},.; es la unién disjunta, es decir

[T x=Jxix{i},

i€l icl

las funiones s; : X; — H X;, definidas como s; (x) := (x,i), son las inclusiones del co-
icl
producto.
(b) Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado con la estructura de categoria del ejemplo
1.2.6(e). El producto (resp. coproducto) de una familia {x;},., de objetos de X define el

infimo (resp. supremo) de X.

Observacion 1.14.7. La nocién de objeto final (resp. inicial) también se obtiene por medio de
un limite (resp. colimite). En efecto el producto (resp. coproducto) de una familia vacia de ob-
jetos en una categoria ¢ define un objeto X que satisface la siguiente condicién: VY € Obj (%)
existe un dnico morfismo f € € (¥,X) (resp. f € ¢ (X,Y)). Esta condicion es precisamente la

definicion de objeto final (resp. inicial).
Ejemplos 1.14.8.
(a) En la categoria Con, el conjunto vacio es un objeto inicial. Y cualquier conjunto X = {x}
con un solo elemento es un objeto final. Lo mismo sucede en la categoria Top.

(b) En las categorias gMod y Modg el médulo {0} es un objeto inicial y terminal.

(c) En la categoria Ani, que tiene como objetos anillos conmutativos R y morfismos de ani-
los, el anillo {0} es un objeto terminal, y el conjunto de nimeros enteros Z, con estructura

de anillo, es un objeto inicial.

En las siguientes dos secciones haremos varias definiciones, los objetos y morfismos que cum-
plen estas definiciones son el limite o colimite de ciertos diagramas. No realizaremos la cons-
truccion de estos diagramas, como se hizo con la definicién del producto.

14La idea de describir el producto cartesiano por medio de morfismos universales fue formulada en 1948 por S.
Mac Lane en [ML48].
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1.15. Igualadores y coigualadores

Definicion 1.15.1. Sean f,g: A — B morfismos en una categoria ¢’. Decimos que k : K — A

es un igualador de f y g si

(a) fk= gk,

(b) para cualquier morfismo m € € (M,A) tal que fm = gm, existe un tnico morfismo 7N €

% (M, K) que hace conmutar el siguiente diagrama

M

|

| m
nV\ f

8

Definicion 1.15.2. Sean f,g: A — B morfismos en una categoria 4. Decimos que k : B— K

es un coigualador de f'y g si

(a) kf = kg,

(b) para cualquier morfismo m € € (B,M) tal que mf = mg, existe un tnico morfismo 1 €

% (K,M) que hace conmutar el siguiente diagrama

f
AT TB—F.k
— >

N

M.

Observacion 1.15.3. Sean f y g morfismos en una categoria %. Si el igualador (resp. coigua-
lador)de fy gesk: K — A (resp. k : B— K), entonces K es unico salvo isomorfismos.

Proposicion 1.15.4. Sean f,g: A — B morfismos en una categoria % Si el igualador de f'y
gesk: K — A, entonces k es un monomorfismo. De forma dual, si el coigualdor de 'y g es

k : B— K, entonces k es un epimorfismo.

Demostracion. Sean u,v : C — K tales que ku = kv. Entonces, tenemos las siguientes igualda-
des

gku)=g(ku) y f(kv)=g(kv),
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por lo cual, existe un dnico morfismo 1 € ¢ (C,K) que hace conmutar el siguiente diagrama

C

ku=kv
n
| oo

K—=A_ "B,
k _—

8

por lo que se tienen las siguientes igualdades
kn=ku y kn=kv,

por la unicidad de 7, se concluye que u = v. La demostracion para el coigualador de f'y g es

duaL.

1.16. Productos y coproductos fibrados

Definicion 1.16.1. Sean f:A — Cy g : B— C morfismos en una categoria % . Decimos que
los morfismos f € € (P,B) y g € ¢ (P,A) son un producto fibrado de f y g si satisfacen las

siguientes condiciones

(a) gf = f2,

(b) para cualquier par de morfismos g € ¢ (P,A) y f € ¢ (P,B) tal que gf = fg, existe un

tinico morfismo 1 : P — P que hace conmutar el siguiente diagrama

— B
f
= 8
f

—C.

El objeto P, de la definicion anterior, es Unico salvo isomorfismos, de este modo, denotaremos
a P como ArCIB.

Definicion 1.16.2. Diremos que una categoria % tiene productos fibrados si para cualquier
par de morfismos f € ¢ (A,C) y g € € (B,C) el producto fibrado de f y g existe.
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Definicion 1.16.3. Sean f: C —> Ay g : C — B morfismos en una categoria % . Decimos que
los morfismos f € ¢ (B,P)y g € € (A,P) son un coproducto fibrado !> de f y g si satisfacen
las siguientes condiciones

(@) fe=28f y

(b) para todo par de morfismos f € € (B,f’) yEETE (A,I_D) tal que fg = gf, existe un tinico
morfismo 71 : P — P que hace conmutar el siguiente diagrama

El objeto P, de la definicién anterior, es Unico salvo isomorfismos, de este modo, denotaremos
aPcomoA EB.

Definicion 1.16.4. Diremos que una categoria % tiene coproductos fibrados si para cualquier
par de morfismos f € € (C,A) y g € € (C,B) el coproducto fibrado de f 'y g existe.

Proposicion 1.16.5. Consideremos el siguiente diagrama de producto fibrado en una categoria

¢

Allp_/ _p
C
A C.
7

Entonces se cumplen las siguientes condiciones
(a) si g es un monomorfismo, entonces g es monomorfismo;

(b) si g es un isomorfismo, entonces g también es isomorfismo.

STambién se usa el término suma amalgamada.
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Demostracion.
(a) Sean u,v: Q — AEIB morfismos de %’ tal que gu = gv. Definimos g:=guy f := fu, por
lo cual

f8=f8u=gfu=gf,

lo que implica la conmutatividad del siguiente diagrama

o—'.p

|- |

A—=C
f Y

por lo tanto f y g tienen la propiedad del producto fibrado. Por otro lado, demostremos la

conmutatividad de los siguientes diagramas

-

Diagrama 1 Diagrama 2

El diagrama 1 conmuta por definicién de gy f. Por otro lado tenemos que
gfv=rgv=fau=gfu=gf,

como g es un monomorfismo se concluye que f = ]?v. Ademads gu = gv, es decir g = gv, por
lo tanto el diagrama 2 conmuta. Finalmente por la propiedad universal del producto fibrado se
concluyeque u =v. m

(b) Supongamos que g es un isomorfismo. Por lo cual, el siguiente diagrama conmuta.

haciendo f := g fy g := 14, tenemos que existe un tinico morfismo g : A — AIgB que hace

conmutar el siguiente diagrama
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de este diagrama obtenemos las siguientes igualdades
fa=Ffy 81=5%

es decir; fq = g~ f 'y 8q = 14. Para simplificar notacién escribiremos P :=All8. De este modo,
queda demostrar que gg = 1p, para esto demostraremos que los siguientes diagramas conmutan

Diagrama 3 Diagrama 4

La conmutatividad del diagrama 3 se concluye de las siguientes igualdades
g8 =148=8 y fag=g'fg=g"'¢f=18f= 1,

la conmutatividad del diagrama 4 es clara, asi, por la propiedad universal del producto fibrado
se concluye que gg = 1p. m

El inciso 1.16.5(a) se puede parafrasear como el producto fibrado de un monomorfismo es un
monomorfismo, la version dual es que el coproducto fibrado de un epimorfismo es un epimor-
fismo. La siguiente proposicion es conocida como la propiedad de asociatividad del producto
fibrado.

Proposicion 1.16.6. Si consideramos el siguiente diagrama conmutativo en una categoria ¢’
l 2) je
D—— E —F,
o

entonces se cumplen las siguientes afirmaciones :
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(a) Si los cuadrados (1) y (2) son diagramas de productos fibrados, entonces el siguiente
cuadrado es un diagrama de producto fibrado

ba

. c

A
el 3) Le
D F.

s

af

(b) Si € tiene productos fibrados y los cuadrados (2) y (3) son diagrama de productos fibra-
dos, entonces el cuadrado (1) es un diagrama de producto fibrado.

Demostracion. Ver [B194].

1.17. Categorias completas y cocompletas

En esta seccion expondremos el concepto de categoria completa, y su dual categoria cocom-
pleta. Ademas, los criterios necesarios para saber cuando una categoria es completa (resp. co-
completa). La importancia de esta seccion radica en el hecho de que un axioma de la definicion
de categoria de modelo es precisamente que una categoria de modelo es completa'y cocompleta.
La bibliografia para esta seccion es [MLI8] y [B194].

Definicion 1.17.1. Una categoria % es completa (resp. cocompleta) si cualquier diagrama
F : 9 — % tiene limite (resp. colimite).

Definicion 1.17.2. Diremos que una categoria ¢ es bicompleta si es completa y cocompleta.

Definicion 1.17.3. Una categoria % es finitamente completa (resp. finitamente cocompleta) si
todo diagrama finito F' : & — % tiene limite (resp. colimite). Finalmente, si ¢’ es una categoria

finitamente completa y finitamente cocompleta, diremos que ¢ es finitamente bicomopleta.

Teorema 1.17.4 (Existencia de limites y colimites). Una categoria 4" es completa (resp. co-
completa) si toda familia {C;},.; de objetos de ¢ tiene producto (resp. coproducto) y cada par
de flechas f'y g de ¢ tiene igualador (resp. coigualador).

Demostracion. Ver [B194].

Proposicion 1.17.5. Sea € una categoria. Entonces, las siguientes condiciones son equivalen-
tes:
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(a) € es finitamente completa (resp. cocompleta).

(b) ¥ tiene objeto terminal (resp. inicial), productos (resp. coproductos) binarios e igualado-

res (resp. coigualadores).

(¢) ¥ tiene objetos terminales (resp. iniciales) y productos fibrados (resp. coproductos fibra-
dos).

Demostracion. Ver [B194].

Proposicion 1.17.6. La categoria 7 de funtores de . a 2 es completa (resp. cocompleta) si
A es completa (resp. cocompleta).
Demostracion. Ver [B194].

Definicion 1.17.7. Un funtor F : of — 2 preserva limites si para todo diagrama G : ¥ —
&/, con limite {TID : @G — GD}D€|D‘, se tiene que {FnD : FlgnG — FGD}DE‘D| es el
limite de F o G.

Observacion 1.17.8. El funtor identidad 1, : &/ — o/ preserva limites.

Proposicion 1.17.9. Sean % una categoria y C € Obj (%) un objeto fijo. Entonces el funtor
% (C,—) : ¥ —> Set preserva limites. En particular, preserva monomorfismos.
Demostracion. Ver [B194].

Proposicion 1.17.10. Sean o/ y Z# categorias completasy F : &/ — €y G : B — € fun-
tores que preservan limites. Entonces la categoria (F,G) es completa, mas adn, los funtores
proyeccion U : (F,G) — &/ y V : (F,G) — 2 preservan limites.

Demostracion. Ver [B194].

1.18. Funtores adjuntos

En esta seccion presentaremos la nocion de funtor adjunto y algunos resultados relacionados.

Las referencias para esta seccion son [B194] y [ML98].

Definicion 1.18.1. Sean F : &/ — 98 un funtor y B un objeto de Z. Una reflexion de B a lo
largo de F es un objeto Rp € Obj (/) y un morfismo ng € A (B, FRp) tal que VA € Obj ()
y Vb € A (B,FA) existe un tnico morfismo o € <7 (Rp,A) que hace conmutar el siguiente
diagrama
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B
TIBJ _ b

De forma dual, una coreflexion de B a lo largo de F es un objeto Cp € Obj(.2/) y un mor-
fismo €p € #(FCp,B) tal que VA € Obj(«/) y Vb € B (FA,B) existe un tnico morfismo

B € <7 (A,Cg) que hace conmutar el siguiente diagrama

B
83] b

Cuando no exista confusién escribiremos (Rp,Np) y (Cp,€p) para referirnos a la reflexion y

coreflexion de B a lo largo de F' respectivamente.

Observacion 1.18.2. Sean F : o/ — 8 un funtor y B un objeto de Z. Si la reflexion (resp.
coreflexion) de B a lo largo de F existe, entonces el objeto Rp (resp. Cp) es Unico salvo isomor-
fismos.

Proposicion 1.18.3. Sea F : &/ — 2 un funtor. Si VB € Obj (A) existe una reflexién de B a

lo largo de F, la cual es (Rp, 1p), entonces existe un dnico funtor R : & — <7 tal que
(a) VB € Obj () se tiene que RB = Rp;

(b) la familia de morfismos {np:B —>FRB}BE\B\ induce una transformacion natural
n:1g = FR.

Demostracion. Ver [B194]

Definicion 1.18.4. Sean F : o/ — By G : B — </ funtores. Decimos que G es adjunto
izquierdo '® de F si existe una transformacién natural i : 1 = F o G tal que VB € Obj (%)
se tiene que (GB, np) es una reflexién de B a lo largo de F. Dualmente, G es adjunto derecho
de F si existe una transformacion natural € : F o G = 1 4 tal que VB € Obj () se tiene que
(GB, €p) es una coreflexion de B a lo largo de F.

16D, Kan define por primera vez la nocién de funtor adjunto en [Ka58] .
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Observacion 1.18.5. Podemos concluir que un funtor F : &/ — 4 tiene un adjunto izquierdo
si cualquier objeto B € Obj(A) tiene una reflexion a lo largo de F. En efecto, utilizando el
Axioma de eleccion, para cada objeto B € Obj (#) elegimos una reflexién de B a lo largo de F
y después usamos la Proposicién 1.18.3.

En lo siguiente enunciaremos un teorema que relaciona el concepto de funtor adjunto izquierdo
con el de adjunto derecho. Ademas, este teorema describe el concepto de adjuncion en términos

de la categoria Set. Para realizar esto, haremos una observacion preliminar.
Observacion 1.18.6. Sean F : &7 — By G : B — </ funtores.
(a) Elfuntor o7 (G—,—) : B* x of — Set estd definido como sigue
(a.1) & (G—,—)(X,Y):= </ (GX,Y) paratodo (X,Y) € Obj (#* x &),
(a.2) paraun morfismo (f*,g): (X,Y) — (W,Z) de #* x o
I (G—,—)(f",g) = (Gf,g): o (GX,Y) — o/ (GW,Z)

estd determinada como <7 (Gf,g) (r) :=goroGf paratodo r € o (GX,Y)

GX —L Y

Gf = 4

GW —7Z.
grG(f)

(b) El funtor B (—,F—) : * x o/ — Set se define como sigue
(b.1) B(—,F—)(X,Y):= A (X,FY) paratodo (X,Y) € Obj (#* x <7 );
(b.2) paraun morfismo (f*,g): (X,Y) — (W,Z) de B* x o/
B(—F-)(f*g):=B(f,Fg): B(X,FY) — B(W,FZ)

estd determinada como A (f,Fg)(r) := Fgoro f paratodo r € B (X,FY).

X " S FY
S = Fg
w yA
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Teorema 1.18.7. Sean F' : o/ — By G: 4 — o/ funtores. Entonces, las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:
(a) G es adjunto izquierdo de F'.

(b) Existen transformaciones naturales ) : 1y =— FoG y ¢€:GoF — 1, que cumplen

las siguientes igualdades:
(Ipxg)o(nxlp)=1r y  (exlg)o(lg*n)=lc.

(¢) Existe un isomorfismo natural ® : & (G—,—) = A (—,F—).
(d) F es adjunto derecho de G.
Demostracion. Ver [B194]

Escribiremos G - F para decir que G es un adjunto izquierdo de F, o equivalentemente que F es
adjunto derecho de G. Ademas, diremos que 1 y € son la unidad y counidad de la adjuncion
G - F respectivamente.

De esta forma, dependiendo de la caracterizacion que usemos para referirnos a una adjuncion
G - F, usaremos varias notaciones, siguiendo a S. Mac Lane, si utilizamos el inciso (b); escri-
biremos (G, F,n,€) : 8 — <f parareferirnos a la adjuncién G - F, por otro lado, si utilizamos
la caracterizacion del inciso (c¢) escribiremos (G, F,0) : Z — /.

Observacion 1.18.8. El inciso 1.18.7(c) implica la existencia funciones biyectivas
Oup: 9 (GB,A) — % (B,FA) VA € Obj (<) y VB € Obj (A)

naturales en A y B !7. De este modo, la naturalidad ® implica la conmutatividad de los siguientes

diagramas
?) 6,
o/ (GA,B) —=—~ % (A,FB) o/ (GA,B) —="— % (A,FB)
o (1ga,k) = PB(14,Fk) o/ (Gh,1p) = PB(hFp)
</ (GA,B) e (A,FB) </ (GA,B) » % (A,FB) ,

17Esta es la definicién original de funtor adjunto, es decir, la que aparece en [Ka58]. De hecho, el término adjunto
proviene de la propiedad que cumple el adjunto 7* de una transformacidn lineal 7', en un espacio de Hilbert H. Esta
propiedad es (T*x,Y) = (x,Ty) Vx,y € H. Asi, la analogia con la relacién de los conjuntos <f (GB,A) =2 % (B,FA)

es clara.
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V(A,B) € Obj(#* x <) y para cualquier par de morfismos k € </ (B,B) y h* € #* (A,A).
Finalmente, para f € <7 (GA, B) tenemos las siguientes igualdades

Fko®p(f) =0, g(kof) y Oap(f)oh=0y5(foGf).

Proposicién 1.18.9. Sean F,F : B — o y G: o/ — A funtores. Si F y F son adjuntos
izquierdos de G, entonces F' = F.
Demostracion. Ver [ML98].

Proposicion 1.18.10. Sean F,G,H y K funtores como en el siguiente diagrama

G K
¥4 B €
F H

SiG-H4FyK-H,entonces GoK 1HoK.
Demostracion. Ver [B194].

Definicion 1.18.11. Sea F : &/ — 2% un funtor. Diremos que F satisface la condicion del
conjunto solucion si para todo B € Obj(4) existen un conjunto /g y una familia de morfis-
mos {f;: B— FA,-},,EIB de A tal que Vh € A (B,FA) existeni € Iy y f € o/ (A;,A) que hacen
conmutar el siguiente diagrama

B
fi] N

El siguiente teorema es debido a Peter J. Freyd (1936 - ).

Teorema 1.18.12 (Teorema del funtor adjunto). Sean .« una categoria completay F : &7 — %

un funtor. Entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(a) F tiene un funtor adjunto izquierdo.

(b) F preserva limites y satisface la condicion del conjunto solucién.
Demostracion. Ver [ML98].

Proposicion 1.18.13. Sea F : &/ — % un funtor. Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes

(a) Existe un funtor G : 8 — &/ e isomorfismos naturales ) : 13 = FGy € : GF = 14.
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(b) F tiene un funtor adjunto izquierdo G. Ademds, la unidad 7 y counidad ¢ de la adjuncién

G - F son isomorfismos naturales.
(¢) F esuna equivalencia de categorias, es decir, F es fiel, pleno y representativo.

Demostracion. Ver [MLIS].

1.19. Categorias abelianas

Definicion 1.19.1. Sea </ una categoria. Decimos que <7 tiene objeto cero si existe X €
Obj (/) tal que X es un objeto cero de <7

Definicion 1.19.2. Sean .o/ una categoria con objeto ceroy f: A — B un morfismo de <.

Entonces f es un morfismo cero si se factoriza de la siguiente forma

A—f>B

NS

Observacion 1.19.3. Sea .o/ una categoria con objeto cero. Entonces
(a) VYA,B € Obj (&) existe un dnico morfismo cero ¢ : A — B;

(b) si f esun morfismo cero de <7, entonces gf y f¢ son morfismos cero, siempre que dichas

composiciones estén definidas.
De este modo, el morfismo ¢ de la observacion 1.19.3(a) es denotado por 04 p.

Definicion 1.19.4. Sean . una categoria con objeto ceroy f : A — B un morfismo de .«7. El
nucleo de f es el igualador de f'y 04 3. Dualmente, el coniicleo de f es el coigualdor de f'y

04,8

Notacion 1.19.5. El nidcleo de un morfismo f : A — B sera denotado como
ker(f) : Ker(f) — A.

Dualmente, el conucleo de f sera denotado por

coker (f) : B— Coker(f).
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Por la Proposicion 1.15.3, el nucleo de un morfismo es monomorfismo. De forma dual, el
conucleo de un morfismo es epimorfismo.

Enunciaremos una consecuencia de la definicidn anterior.

Observacion 1.19.6. Sean .7 una categoria con objeto cero y f : A — B un monomorfismo
de .o7. Entonces

(a) sige o/ (C,A)y fg =0, entonces g =0,
(b) el nicleo de f es el morfismo 0 — A,
(c) VA,B € Obj (&) se tiene que ker (04 5) = 14.

Definicion 1.19.7. Una categoria <7 es preaditiva si todo conjunto de morfismos <7 (X,Y)

tiene una estructura de grupo abeliano tal que la composicion de morfismos
o: (Y, Z)x o (X,Y)— o (X,Z)
es bilineal. Es decir,
h(f+h)=hf+hg (f+8)h=fh+gh,
siempre que dichas composiciones estén definidas.

Proposicion 1.19.8. Sean . una categoria preaditiva y X un objeto de 7. Entonces son equi-

valentes las siguientes condiciones

(a) X es objeto inicial,

(b) X es objeto final,

(¢) X es objeto cero,

(d) o/ (X,X) es el grupo abeliano trivial, es decir, <7 (X,X) = {0}.
Demostracion. Ver [ML9S].

Proposicion 1.19.9. Sean ./ una categoria preaditivay f,g: A — B morfismos de <. Enton-

ces las siguientes condiciones son equivalentes

(a) Eligualador de f'y g existe.
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(b) Elntcleo de f — g existe.
Demostracion. Ver [B294].

Definicion 1.19.10. Sean A y B objetos de una categoria preaditiva <. Un diagrama de bipro-
ducto de A y B es un diagrama

PA PB
A P B,
N ip
en <7, tal que
pacia=1a ppoip=1p iaopa+ipopp=lp.

El objeto P es llamado biproducto de A y B.

Teorema 1.19.11. Sean ./ una categoria preaditiva y A,B objetos de .o7. Las siguientes afirma-

ciones son verdaderas
(a) El producto de A y B existe si y sélo si el biproducto de A y B existe.

(b) Si el biproducto de Ay B es

entonces

es un diagrama de producto de A y B. Més atin,

B—>P'hA7
'p ‘A

es un diagrama de coproducto de A y B. En particular, se tienen las siguientes igualdades
Py =0 pyi, =0.

(c¢) El producto de A y B existe si y sélo si el coproducto de A y B existe.
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Demostracion. Ver [ML98].

Por el teorema anterior, el biproducto de A y B, si existe, es Unico salvo isomorfismos. De este

modo, el biproducto de A y B suele ser denotado como A & B.

Definicion 1.19.12. Sea <7 una categoria. Decimos que <7 tiene biproductos si VA, B € Obj (<)
el diagrama de biproducto de A y B existe.

Definicion 1.19.13. Una categoria <7 es aditiva si es una categoria preaditiva que tiene objeto

cero y biproductos.

El teorema 1.19.11 implica la siguiente proposicion.

Proposicion 1.19.14. Sean ./ una categoria aditiva y A y B objetos de 7. Entonces
ATIB=AIIB=A®B.

La proposicién anterior nos sugiere obtener, por iteracioén, un biproducto n-ario
n
DA =4, o0,
j=1

caracterizado, salvo isomorfismos, por el diagrama de biproducto n-ario

ia, n Pa,
A, PA; A, k=1...n,
j=1
y las igualdades
iA]pA|+"'+iAnpAn =1 pkij ::5jk Jk=1,...,n.

Notacion 1.19.15. Sean ./ una categoria con productos binarios y A es un objeto de 7. El

morfismo & : A — AJ]A que hace conmutar el siguiente diagrama de producto

Py Py

A A

ATIA

AT

A

usualmente es denotado por 6 := A, : A — A[]A y llamado morfismo diagonal. Dualmente,
si &7 tiene coproductos binarios, el morfismo 1 : B[[B — B que hace conmutar el siguiente

diagrama de coproducto
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Sy S
B——=B[[B~——B
N
B

es denotado por 1 :=V, : B[|B — By llamado morfismo codiagonal.
Observacion 1.19.16. Sea <7 una categoria aditiva. Entonces

(a) para cualquier morfismo (f,g): (A,X) — (B,Y) de &/ x </ se obtiene un tinico morfis-
mo N :A®X — B@Y que hace conmutar el siguiente diagrama de producto

Py Pp

Y BaY B

8Py T" p,
A®X ,

por lo cual, n es denotado como 1 := f & g. Mds atn, el morfismo f & g puede ser

determinado por el siguiente diagrama de coproducto

A— A Aex <X x

= nt
igf iy8
BDY ,

(b) se define el bifuntor biproducto @ : &/ x o — o/ como sigue:

(b.1) ®(A,B):=A®B VA,Bc Obj(«);
(b.2) para un morfismo (f,g) : (A,X) — (B,Y) se define @ (f,g) :=f D g;

(c¢) paraun morfismo f:A; ®A, — B; @ B, de <7, obtenemos el siguiente diagrama

pA2 pAl
- = - >
Ar : Al DA, : Al
ig ; iy,
s g

1
B2 316932 Bla

Js, Jp,

de este modo, f estd determinado por los siguientes morfismos
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fm,n ::quofol.An:Al’l—>Bm I’I’L,nzl,z.

Lo anterior nos sugiere utilizar la siguiente notacién

o (f f)
fz,l f 22
para representar a f. Mas adn, si consideramos un morfismo g : By & By — C; & (3,
la composicion gf es representada por el producto de las matrices que representan a
f vy a g. Esta notacién se puede extender al caso del biproducto n-ario. En particular,
dados f:A, — By g : A, — B morfimos, escribiremos (f,g) : A, @A, — B para
referirnos a la factorizacion correspondiente. De forma dual, dados h: A — B, y k:

A — B, morfismos, escribiremos (?) : A — B, & B, para referirnos a la factorizacion

correspondiente.
Proposicion 1.19.17. Sean .o/ una categoria aditivay f,g : A — B morfismos de .<7. Entonces
f+e=V,(fog)A,

Demostracion.

Vy(fog)A, =V, (feg) lip, +ip,)A,
=[V,(f@8)ip,A]+ [V, (f28)i,p,A,]
Vo (f®g)i, +V, (f®g)i,
=V,i f+ VBzzg
=f+tg =

Definicion 1.19.18. Sean ./ y A categorias preaditivas. Un funtor F : .o/ — 2 es aditivo si
VA, B € Obj (<) la funcién

o/ (A,B) — B (FA,FB), f+—— F/f,
es un homomorfismo de grupos abelianos.
Ejemplo 1.19.19. Sean <7 una categoria aditiva y A € Obj (<) un objeto fijo. El funtor
Hy:=o/ (A,—): o/ — Ab

definido como
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(a) </ (A,—)(B):= </ (A,B) para todo B € Obj (7 );
(b) paracada f € o7 (X,Y) se tiene que <7 (A, —) (f) (g) := fg para todo g € </ (A,X),
es un funtor aditivo. En efecto, para cada f,g € <7 (X,Y) se tiene que
o (A=) (F—8) () = (f—g)h = fh—gh =/ (A=) (f) (h) — o (A,=) () (h)

paratodo h € o7 (A, X).
De forma dual se puede definir el funtor contravariante H* := o7 (—,A) : &/ — Ab, que tam-

bién es aditivo.

Observacion 1.19.20. Sean .« y 4 categorias aditivas y F : @/ — 98 un funtor aditivo. En-

tonces F (0) = 0 para cualquier objeto (resp. morfismo) cero.

Proposicion 1.19.21. Sean <7 y 4 categorias aditivas y F : &/ — 2 un funtor aditivo. Enton-

ces las siguientes afirmaciones son equivalentes
(a) F es aditivo.
(b) F preserva biproductos.
(¢) F preserva productos finitos.
(d) F preserva coproductos finitos.
Demostracion. Ver [B294].
Definicion 1.19.22. Una categoria <7 es abeliana si satisface las siguientes condiciones
(a) < es aditiva;
(b) todo morfismo de <7 tiene nicleo y coniicleo;
(¢) todo monomorfismo de .2 es un nicleo y todo epimorfismo de .27 es un contcleo.

8

Observamos que la definicién de categoria abeliana '3 es autodual. Por lo anterior, si .27 es una

categoria abeliana, entonces .<7* también lo es.

I8Es posible definir una categoria abeliana de una forma en la cual no se involucre la estructura de grupo abeliano
en cada conjunto < (A, B). En efecto, una categoria .27 es abeliana si tiene objeto cero, productos y coproductos
binarios, ademds de cumplir los incisos 1.19.22(b) y 1.19.22(c) de la definicién de categoria abeliana. Finalmente,
la igualdad de la Proposicién 1.19.17 puede ser adaptada para introducir una operacion binaria en cada conjunto
</ (A, B). Dicha operacién dota de una estructura de grupo abeliano a cada conjunto <7 (A, B).
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Ejemplo 1.19.23. Sea R un anillo. Las categorias RkMod y Mody son abelianas. Y como se

espera, la categoria Ab de grupos abelianos también es abeliana.

Observacion 1.19.24. Sean .o/ una categoria abeliana y f € Mor(<7). Consideremos el si-

guiente diagrama conmutativo

f

7 B

A
al = jcoker(f)
0

—— Coker(f),

entonces los morfismos ¢ y coker ( f) son un coproducto fibradode a y f.
Demostracion. Sean a € </ (B,P) y B € </ (0,P) tales que af = Ba. Luego, la existencia de

un morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama

se induce de la propiedad universal del contcleo de f. m

Proposicion 1.19.25. Sean 4" una categoria abeliana y .27 una categoria aditiva pequefia. En-
tonces €7 es abeliana.
Demostracion. Ver [B294].

Proposicion 1.19.26. Si <7 es una categoria abeliana, entonces <7 es finitamente completa y
finitamente cocompleta.

Demostracion. Supongamos que o/ es una categoria abeliana, entonces .o/ tiene objeto final
y biproductos; por la Proposicion 1.19.9, o7 tiene igualadores. Finalmente, por la Proposicion

1.17.5 es finitamente completa. De forma dual, .7 es finitamente cocompleta. g

Proposicion 1.19.27. Sean <7 una categoria abelianay f : A — B un morfismo de .<7. Entonces

son equivalentes las siguientes afirmaciones

(a) f esisomorfismo.
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(b) f es monomorfismo y epimorfismo.

Proposicion 1.19.28. Sean 7 una categoria abelianay f : A — B un morfismo de .2/. Entonces
son equivalentes las siguientes afirmaciones

(a) f es monomorfismo.
(b) Ker(f)=0.
(c) Si fg =0, entonces g =0, siempre que dicha composicion esté definida.

Proposicion 1.19.29. Sean <7 una categoria abelianay f : A — B un morfismo de .<7. Entonces
f se factoriza de la siguiente forma

/ B
c,

donde m € Mon (/) y e € Epi (</). Mds atn,

A

m =ker(coker(f)), e =coker(ker(f)), y Ker(coker(f)) = Coker (ker(f)).
Demostracion. Ver [ML98].
La factorizacion f = me es llamada factorizacion a través de la imagen de f.

Proposicion 1.19.30. Consideremos el siguiente diagrama en una categoria abeliana <7

f=me

A B

g = h

A— B,
F=ine

donde m,m € Mon{.<7) y e,e € Epi{.</). Entonces existe un inico morfismo k que hace con-

mutar el siguiente diagrama

<~

|

o

o
3

=
-

:t>><°°—2>

Y
Il A<
3 |

:
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Demostracion. Ver [ML98].

Proposicion 1.19.31. Sea &7 una categoria abeliana. Si m es un monomorfismo y e es un epi-

morfismo de &7, entonces
m =Kker(coker(m)) e =coker(ker(e)).
Demostracion. Ver [B294].

Definicion 1.19.32. Sean .« una categoria abeliana 'y f : A — B un morfismo de /. La ima-
gen de f se define como im(f) := ker(coker(f)). Dualmente, la coimagen de f se define
como coim (f) := coker (ker (f)). Para simplificar notacién escribiremos im (f) : Im(f) — B
y coim (f) : A — Coim (f).

Observacion 1.19.33. Sea . una categoria abeliana.

(a) Todo morfismo f: A — B de o/ tiene asociado el siguiente diagrama

ker(f) f B coker(f)

Ker (f) A Coker (f)
coim(f) = im(f)
Coim (f) - - = - =Im(f)

donde f es un isomorfismo.

(b) Si fy g son morfismos tales que gf = 0, entonces existen morfismos ¢ y ¥ que hacen

conmutar el siguiente diagrama

im(f)  ker(s)

¥
A Pl ——cC
;)ker(f ) Coir$(g)
Coker (f) Coim(g) :

L4

ademads, ¢ es monomorfismo y ¥ es epimorfismo.

Demostracion. Observemos que

gf =goim(f)ocoim(f) =0,
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ya que coim (f) es epimorfismo se concluye que goim (f) =0, esto asegura la existencia
de ¢. Veamos que ¢ es monomorfismo. En efecto, supongamos que ¢a = @b, entonces
ker (f) @a = ker (f) @b, por lo tanto im (f)a = im (f) b, como im (f) es monomorfismo
se concluye que a = b. La demostracion para y es dual. g

Observacion 1.19.34. Sea .« una categoria.

(a) Paratodo A € Obj (/) se define la clase

[o/,A] == { f € Obj (e L A) | f € Mon () };
(b) para cada clase [«7,A] se define un preorden <, como

f<,8 <= existe htal que f = gh;
(c) ademds, dicho preorden induce una relacién de equivalencia =, en [<7,A], definida como
f=8 = [f<,gyes,f.
(d) Finalmente, para cada morfismo f € [<7,A] la clase de equivalencia
fle, ={sclal | £=,8 }

es llamada clase de sub-objetos de A. Si g € | f]EA diremos que Dom (g) es un sub-
objeto de A, en simbolos, escribiremos Dom (g) C A. Notamos que si f = &, entonces

el dominio de f y el dominio de g son isomorfos.
Por la importancia en construcciones futuras, haremos la definicién dual de sub-objeto.
Observacion 1.19.35. Sea .« una categoria.

(a) Paratodo B € Obj (<) se define la clase
[B,o/]:={f€Obj(B| ) | fe€Epi()}
(b) para cada clase [B,.</| se define un preorden <, como

f<,8 <= existe htalque f = hg;
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(c) ademds, dicho preorden induce una relacién de equivalencia =, en [B, 7], definida como

f=.8 <= [f<,g8vy ¢<,f.

(d) Finalmente, para cada morfismo f € [B,.2/| la clase de equivalencia

A=, ={scB.a | f=,8}

es llamada la clase cociente de B. Si g € | f]EB diremos que Codom (g) es un objeto
cociete de B. Notamos que si f = &, entonces el codominio de f y el codominio de g

son isomorfos.
Cuando no exista confusion, escribiremos simplemente <y =.

Proposicion 1.19.36. Sean f : A — By g : B— C morfismos de una categoria abeliana ..

Entonces
f<ker(g) < gf=0 < g<coker(f).
Demostracion. Ver [ML98].

Definicion 1.19.37. Sea .« una categoria abeliana. Consideremos la siguiente sucesion, finita

o infinta, de morfismos en &/

X

Decimos que X es una sucesion exacta en <7 si ker (f,,,) im (f,) para todo n.

:An

Proposicion 1.19.38. Sea .<7 una categoria abeliana. Entonces

(a) O AL .p es una sucesion exacta siy solo si f es monomorfismo;
(b) B A 0 es una sucesion exacta si y solo si g es un epimorfismo;
(c) O A—L B8 . C esexactasi y solo si f =ker(g);

(d) A I .p—%.¢C 0 es exacta si y solo si g =coker(f).

Demostracion. Ver [B294].
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Proposicion 1.19.39. Sea .7 una categoria abeliana. Consideremos el siguiente diagrama

AN

en </, donde f =ipy g = jq son las factorizaciones a través de la imagenes de f y g respecti-

vamente. Las siguientes condiciones son equivalentes

(@) A /. B—% -~ C esunasucesion exacta;
(b) I——>B—~ ~C esuna sucesién exacta;
(c) A /. B—% -] esunasucesién exacta;
(d) 1—-+>B—2 ] esuna sucesion exacta.

Demostracion. Ver [B294].

Definicion 1.19.40. Una sucesion exacta corta es una sucesion exacta de la siguiente forma

f g

0 A C 0.

Proposicion 1.19.41. Sea

0 A B C 0

una sucesion exacta corta en una categoria abeliana .o7. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes
(a) g es epi-escindible;
(b) f es mono-escindible;
(c) existen morfismos s € &7 (C,B) y r € < (B,A) tales que
r g

A B C,
f S

es un diagrama de biproducto de A y C.

Demostracion. Ver [B294].
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Diremos que una sucesion exacta corta se escinde si cumple cualquiera de los incisos de la

proposicion anterior.

Proposicion 1.19.42 (Lema del 5). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

f g

A B h

D i

el

r N

Voo W X — Y > Z

en una categoria abeliana .7, tal que las filas son sucesiones exactas. Si r, s, u 'y v son isomor-
fismos, entonces ¢ es isomorfismo.
Demostracion. Ver [B294].

Lema 1.19.43 (Lema de la serpiente). Considere el siguiente diagrama conmutativo, con filas
exactas, en una categoria abeliana o7

0 A—"sB—°¢.C 0
0 X——>Y——Z 0.

Entonces existe una sucesion exacta en &/

0

Ker (f)

Ker (g)

Ker (h)

Coker (f)

Coker(g)

Coker (h) ——0.

Demostracion. Ver [ML98].

De hecho, el Lema de la serpiente tiene la siguiente variante. La demostracion puede encontrarse
en [Ob0O0].

Lema 1.19.44. Considere el siguiente diagrama conmutativo, con filas exactas, en una categoria
abeliana 7.

A—"2sB—°¢.C 0
S = g‘ = h
0 X Y y4

3)
)
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Entonces existe una sucesion exacta en .o/

Ker (g)

Ker (f) Ker (h)

Coker (f)

Coker(g)

Coker (h) .
El siguiente corolario del anterior lema serd usado en esta tesis.

Corolario 1.1945. Si f : X — Y y g: Y — Z son morfismos de una categoria abeliana o7,

entonces existe una sucesion exacta
0 — Ker(f) — Ker(gf) — Ker (g) — Coker (f) — Coker (gf) — Coker (g) —0.

El siguiente resultado es de gran utilidad en el Capitulo 3 porque nos brinda una factoriza-
cién del nicleo de un epimorfismo en una categoria abeliana, y de forma dual para cada mo-
nomorfismo obtenemos una factorizacion de su conucleo. La demostracion puede encontrarse
en [ML98].

Proposicion 1.19.46. Sea .o/ una categoria abeliana. Si f, g € Epi (<), entonces existe un dia-

grama conmutativo

0 0
1 Cri
Ker (f) —> Ker (f)
= ker(f)
0 —— Ker(g) iz Y 0
1Ker(g) = = f

0——Ker(g) — V4 Z X 0

0 0

con filas y columnas exactas. Dualmente, Si f,g € Mon (.%7), entonces existe un diagrama con-

mutativo
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0 0

0 X s 7 okerts) Coker(g) ——0
f = = 1C0ker(g)
0 Y YI)}IZ—>Coker(g) —0
coker(f) =
Coker (f) ——— Coker (f)
Coker(f)
0 0

con filas y columnas exactas.

Definicion 1.19.47. Sea F : &/ — 2 un funtor aditivo entre categorias abelianas. Decimos
que

(a) F es exacto izquierdo si para cualquier sucesion exacta

en o/, se tiene que

es una sucesion exacta en 4.

(b) F es exacto derecho si para cualquier sucesion exacta

en <7, se tiene que

es una sucesion exacta en 4.
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(c) F es exacto si para cualquier sucesion exacta

en &7, se tiene que

es una sucesion exacta en 4.
Proposicion 1.19.48. Sea F : &/ — 28 un funtor aditivo entre categorias abelianas. Entonces
(a) F es exacto izquierdo si y sélo si F preserva limites finitos;
(b) F es exacto derecho si y s6lo si F preserva colimites finitos;
(c) F esexacto siy sélo si F preserva limites y colimites finitos.
Demostracion. Ver [B194].

Ejemplo 1.19.49. Sean ./ una categoria y A € Obj(«/). El funtor 7 (A,—) : ¥ — Ab es
exacto izquierdo, ya que <7 (A, —) preserva limites.



Capitulo 2

Categorias de modelo

2.1. Definicion de categorias de modelo

Antes de enunciar la definicion de categoria de modelo, que usaremos en esta tesis, expondre-
mos conceptos preliminares y algunas propiedades que se derivan de ellos. La bibliografia para
esta seccion es [Hi03] y [Ho99].

Definicion 2.1.1. Sean f:A — By g : C — D morfismos en una categoria %’. Decimos que
f es un retracto de g si f es un retracto de g en la categoria €. Es decir, existen morfismos
(ho,h1): f —> gy (ko,k1) : g — f en &, tales que el siguiente diagrama es conmutativo

Diremos que el diagrama anterior es un diagrama de retraccion y Re(g) denotara a la clase de

morfismos f que son retracto de g. Es decir,
Re(g) = {f €Mor(%) | f es un retracto de g }.

Definicion 2.1.2. Sea M una clase de morfismos en una categoria . Decimos que M es cerra-
da bajo retractos si Vf € M se cumple que Re(f)CM.

69
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Observacion 2.1.3. La clase Iso(%¢’) de isomorfismos, de una categoria ¢, es cerrada bajo
retractos.
Demostracion. Sean g €Iso(%’) un isomorfismo y f €Re(g) un retracto de g. Entonces tenemos

el siguiente diagrama de retraccion

Dot
=
)

\
-
32
| N <=
o
I =)
-~
&H

|

~
3
N
~

ly

1

lo que implica que (ﬁgil )f =ng ' (gn)=1x y f (ﬁgilm) =ngg~ m = ly. Por lo tanto

fE€ls0(%). m

Definicion 2.1.4. Sean f : A — By g: C — D morfismos en una categoria 4. Decimos que
f se levanta por la izquierda con respecto de g ! (o equivalentemente que g se levanta por
la derecha con respecto de f) si para todo cuadrado conmutativo

B—V>D’

existe un morfismo d € € (B,C), tal que el siguiente diagrama conmuta

B~——D.

El cuadrado conmutativo anterior es conocido como problema de levantamiento > y d es

llamado solucién del problema.

Notacion 2.1.5. Escribiremos f M g para indicar que un morfismo f se levanta por la izquierda
con respecto de un morfismo g. En tal caso, diremos también que g se levanta por la derecha

con respecto al morfismo f.

La expresién que se usa en la literatura es “f has the left lifting property with respect to g ”, probablemente

fue usada por primera vez por Quillen en [Qui69].
2 Aunque parece mds un problema de “llenado diagonal ”, elegimos esta nomenclatura porque concuerda més

con la expresion “f se levanta por la izquierda con respecto de g .



2.1. DEFINICION DE CATEGORIAS DE MODELO 71

Observacion 2.1.6. f M f siy sélosi f € Iso(%).
Demostracion.

(=)Supongamos que f h f. Entonces el siguiente problema de levantamiento

XL)X

_ A
f\ a’ ‘f
/S =

/

Y— v,
Y

tiene una soluciéon d : Y — X, es decir, df = 1x y fd = ly. Por lo tanto f es un isomorfismo.

(<) Supongamos que f es un isomorfismo. Consideremos el siguiente problema de levanta-

miento.
A——=C
_ 7
f d ‘f
;o=
/
B D.

Parad :=uf~! tenemos que df =uf~'f=uy fd= fuf '=vff l=v.m

Definicion 2.1.7. Sean M una clase de morfismos de una categoria %y f un morfismo de %
Decimos que f se levanta por la izquierda con respecto de M si Vg €M se tiene que f M g,
lo cual denotaremos como f rh M. Dualmente, decimos que f se levanta por la derecha con
respecto de M si Vg €M se tiene que g M f, esto es denotado como M rh f.

Notacién 2.1.8. Denotaremos como "M a la clase de morfismos que se levantan por la izquierda

con respecto de M, es decir,
"M = {f eMor(%¥) | fhM}.

De manera similar, la clase de morfismos que se levantan por la derecha con respecto de M es

denotada como M™, es decir,
MP={f eMor(€) | M f}.
Observacion 2.1.9. Sean € y M clases de morfismos en una categoria % . Entonces
EC"™M =  Mmcem

Demostracion. (=) Sea f € M. Veamos que Vg € & se cumple que g th f. En efecto, sea g € M.
Dado que & C ™M, obtenemos que f h g Vf € €. Por lo tanto g € &M y asi M C &M,
(<) es similar g
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Escribiremos & th M para indicar que & C ™M, o en tal caso M C &M,

Proposicién 2.1.10. Sea M una clase de morfismos de una categoria %. Entonces Iso(%)CM™
y MM es cerrada bajo composiciones y retractos. Andlogamente, Iso(%)C"M y ™M es cerrada
bajo composiciones y retractos.

Demostracion.

(a) Iso(€)C"M. Sean f € Iso(%€) y m € M. Observamos que nf ' es una solucién del si-

guiente problema de levantamiento

X—2-w
Fé
| nf~

m

Nl
=

/
Y— 7,

A
yaque (mn) f~' = (f) ' =7
(b) "M es cerrada bajo composicién. Sean f,g € "M y m € M tales que gf estd definida.
Demostraremos que gf €"M. Para esto, encontraremos una solucién para el siguiente problema
de levantamiento

) L

il = 7
Y /

/o
g¢/ -

/

Como f,g € ™M, existen soluciones d y & para los siguientes problemas de levantamiento

[

X U Y w
- 7 - 7
fj /d: Lm gl /57 lm
Yi-Z—>V A i
8 1 1
Ahora bien, observe que
(0g)f=df =1,

lo que implica que 0 es la solucion del problema de levantamiento

l

X U

Y ——"Z7.
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(¢) ™M es cerrada bajo retractos. Sean f € "M y i €Re(f). Demostraremos que & € MM.
En efecto, sea g € M. Veamos que & h g. Para esto, consideremos el siguiente problema de

levantamiento

~

<

L
7
/

hi

-

Tf

s
—>lZ

<

Para h €Re(f) tenemos el siguiente diagrama de retraccion

<

|

Q
> |
d

=
-
[
| R<—~—

Il
-

=

|

3)

<
3
=
N

<

Combinando los diagramas anteriores obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

)

=
B S —
[T
kﬁ
-
Il
<<TQ
([
oQ
-~

=
>l
)

<
3

I~
3

—_—
<

Observemos que f M g por hipotesis, por lo cual existe una solucién 8 : Y — W para el si-

guiente problema de levantamiento
X _in w
v
57 s
In

A=
/
/
Y——7Z7,
finalmente, definimos d := &m, por lo cual tenemos que
dh= (0m)h= 38 (mh) =96 (fm)=(8f)m= Am=1

Mas aun,
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gd=g(6m)=(gd)m=Inm=1.

Lo anterior demuestra que d es una solucion al primer problema de levantamiento

Por lo tanto 4 M g, probandose & e M.
Las demostraciones para M™ se realizan de forma dual. g

Definicion 2.1.11. Sean % una categoria con coproductos fibrados, f y g morfismos en 4 como

en el siguiente diagrama de coproducto fibrado

8

X Z

f _ 7

y — -yUz,
g X

Decimos que fes cambio de cobase de f a lo largo de g. Dualmente, si f y g son morfismos

de & como en el siguente diagrama de producto fibrado

~

8

yllz Y
X

f‘ = f
A X.

Decimos que fes cambio de base de f a lo largo de g.

Notacion 2.1.12. Denotaremos a la clase de morfismos que son cambio de base de un morfismo
f como Ba(f), es decir;

Ba(f) := {fe Mor(%) | g € Mor(¢€) tal que f es cambio de base de f alo largo de g }.

Ademas, la clase de morfismos que son cambio de cobase de un morfismo f serd denotada como
Cb(f), es decir,

Cb(f) := {fe Mor (%) | 3g € Mor (%) tal que f es cambio de cobase de f alo largo de g }.
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Definicion 2.1.13. Una clase de morfismos € es cerrada bajo coproductos fibrados (resp.
productos fibrados) si Vf € € se tiene que Cb(f) C € (resp. Ba(f) C &).

Proposicion 2.1.14. Sean % una categoria con productos fibrados y coproductos fibrados; y
M una clase de morfismos de %. Entonces "M es cerrado bajo coproductos fibrados y M™ es
cerrada bajo productos fibrados.

Demostracion. Veamos que "M es cerrada bajo coproductos fibrados. Sean f €™M y i € M.
Veamos que er Cb(f) se tiene que frh h. En efecto, para f tenemos el siguiente diagrama de
coproducto fibrado

X Z
f _ 7
Y yUz.

~

X

Consideremos el siguiente problema de levantamiento

Z—"——=P
7
-~ = s
f o/ h
vz ——o.

Para encontrar una solucion del problema de levantamiento anterior, consideremos el diagrama

conmutativo
X% .7z " _p
f ] = fl = lh
_— I—I _—
Y z Y " Z——0.

Note que el siguiente problema de levantamiento

tiene solucién d, ya que f M h. Ahora bien, de la conmutatividad del siguiente diagrama
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Por lo que

df =u vy dg=d.

La primer igualdad implica la conmutatividad del siguiente diagrama

Z—% sp
ylz
X

Para finalizar, basta probar que hd = v, y de este modo, d serd una solucién para el primer
problema de levantamiento. En efecto, de la conmutatividad del diagrama

X% .p

se tiene que

hdf = hug,
y de este modo, podemos formar el siguiente diagrama de coproducto fibrado

_
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del cual concluimos que Ad es el unico morfismo que cumple la siguientes igualdades
hdg=hd y hdf=hu.

Dado que vf: hu, por la unicidad de hd, se tiene que v = hd. De manera dual M™ es cerrada
bajo productos fibrados. g

El siguiente lema es de gran relevancia porque es requerido en la demostraciéon de algunos

resultados siguientes.

Lema 2.1.15 (Argumento de retracciéon). Si un morfismo f : A — B de una categoria & se
factoriza como f = pi y ademads f rh p, entonces f €Re(i). Dualmente, si f se factoriza como
f = piyademds i f, entonces f €Re(p).

Demostracion. Supongamos que f se factoriza como f = piy que f M p. La factorizacion de f

implica la conmutatividad del siguiente diagrama

A—‘.B

|-

Cc——C.

e

Dado que f M p, existe un morfismod : C — B, talque df =iy pd = 1¢. Lo anterior implica
la conmutatividad del siguiente diagrama

1a
/;\
AIAAIAA
R
c—4.p " ¢
~_ = 7
Ic

probandose que f €Re(i).m

Definicion 2.1.16. Una estructura de modelo, en una categoria ¢, es un triple (C,F,'W) de
clases de morfismos de %, llamadas cofibraciones, fibraciones y equivalencias débiles res-

pectivamente, que cumplen los siguientes axiomas:

(M.1) Tres por dos. Si f y g son morfismos en % tales que gf estd definida, y dos de los

morfismos f, gy gf estdn en W, entonces el tercero estd en W.

(M.2) Retractos. W, Fy C son cerradas bajo retractos.
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(M.3) Levantamiento. (CNW)MF y Ch (FNW).

(M.4) Factorizacion. Para cualquier morfismo f de % existen morfismos i € C, g € F, p €
FNWyjeCnNW tales que f se factoriza como f = piy f =gqj

N

A— 1 f—D.

NoA

Cuando f € CN'W, siguiendo a Quillen, diremos que f es una cofibracion trivial. Ademas, si
g € FN'W diremos que g es una fibracién trivial 3 .

Definicion 2.1.17. Una categoria de modelo  es una categoria .# bicompleta dotada con una
estructura de modelo (C,F,'W).

Observamos que los axiomas de la definicion de categoria de modelo son autoduales. Ademas,
una categoria .# puede tener dos estructuras de modelo diferentes. Por tltimo, dos clases de
morfismos de una estructura de modelos determina a la restante, es decir, si tenemos dos clases
de morfismos, entonces la clase de morfismos restante se obtiene en funcidn de las demas. Este

hecho se formaliza con la siguiente proposicién °.

Proposicion 2.1.18. Sea (C,F, W) una estructura de modelo de una categoria .# . Entonces

(a)"(FNW)=¢, c) enw="7,
(b)) Fnw=em d)(enW)"=7.

Demostracion. (a) Probaremos solamente el primer inciso, ya que los restantes se prueban de
manera similar. Veamos primero que ™ (FNW) C €. Sea f € ™(FNW). Por definicién de
estructura de modelos existen morfismos i € C y p € FN'W tales que f = pi. Por hipétesis te-
nemos que f h p. Luego, por el Argumento de retraccion concluimos que f € Re (i), y usando
ahora que C es cerrada bajo retractos se concluye que f € C, esto demuestra que ™ (FNW) Cce.
La otra contencién C C M (FN'W) se concluye de (M.3). m

3Los términos fibracién trivial y cofibracién trivial se utilizan en [Qui67], también se usan los términos
fibracion aciclica y cofibracién aciclica, respectivamente.

“Esta es la definicion de categoria de modelo cerrada que Quillen presenta en [Qui69] (pag. 233), con una
diferencia, Quillen utiliza categorias finitamente bicompletas. En la literatura moderna, las categorias de modelo

cerradas son simplemente llamadas categorias de modelo.
SEsta es la razén por la cual D. Quillen utilizé el término categoria de modelo cerrada.
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Proposicion 2.1.19. Sea .# una categoria de modelo. Entonces
(a) lasclases F y FNW son cerradas bajo composiciones, retractos y productos fibrados,
(b) lasclases C y CN'W son cerradas bajo composiciones, retractos y coproductos fibrados.
Demostracion. La proposicion es consecuencia de las Proposiciones 2.1.10, 2.1.14 y 2.1.18. m
Proposicion 2.1.20. Sean .# una categoria de modelo y g un morfismo de .. Entonces
gEW «— JheCnNWydkeFNW tales que g = kh.

Demostracion.

(=) Sea g € W. Por (M.4) existen morfismos 7 € CN'W y k € F tales que g = kh. Luego por
(M.1) se concluye que k € W.

(<) se concluye inmediatemante de (M.1). g

Notemos que una categoria bicompleta .# puede tener varias estructuras de modelo. Asi, pa-
ra evitar confusiones, si .# y .4 son categorias de modelo, escribiremos (C ,,.F ,W )y
(€,,F,,W ) parareferirnos a la estructura de modelo de .# y .4 respectivamente.

Ejemplos 2.1.21. Revisaremos algunas construcciones sencillas para obtener una categoria de

modelo.

(a) Sea .# una categoria de modelo. En tal caso, la categoria dual .#Z* tiene una estructura

de modelo definida como sigue

C F

=5 L =0C

Vi

Ve a Y W,=W,.

Ademas .Z* es bicompleta ya que .# es bicompleta. Por lo que .Z* es una categoria de

modelo.

n
(b) Sean .#,,...,.#, categorias de modelo. La categoria H//[l tiene una estructura de mo-
i=1

delo (C,F, W) definida como sigue

G::{(fh...,fn) |f,~e(?%iVi:1,...,n},3"::{(f1,...,fn) \ﬁe&”ﬂiwzl,...,n}
Wi={(fi oo fo) | €W, Vi=1,. 0}

Por ultimo

n
M; es bicompleta ya que .#; es bicompleta paratodai=1,...,n.

i=1
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(c¢) Sean .# una categoria de modelo y X un objeto fijo de .#. En tal caso, la categoria
(A | X) de objetos sobre X tiene una estructura de modelo (C,5,'W). La construc-
cion es la siguiente; primero se define el siguiente funtor U : (# | X) — .# como
U(A,f,X):=Aparatodo f € # (A,X)y U (u) := u para todo u € Mor (.# | X), des-
pués

C:={feMor(M|X)|UfeC} F:={feMor(M|X)|UfeTF ,}

W:={feMor(M|X)|UfeW ,}

es una estructura de modelo en (.# | X). Observamos que la construccién anterior se
puede realizar con la categoria (X | .#') de objetos bajo X.

Definicion 2.1.22. Sean ./ una categoria de modelo y X un objeto de .# . Decimos que X es
un objeto cofibrante si el inico morfismo 0 — X es una cofibracién. Si el tnico morfismo
X — 1 es una fibracién, diremos que X es un objeto fibrante. Diremos que X es un objeto

trivial si el unico morfismo 0 — X es una equivalencia débil.

Recordamos que .# es bicompleta, por lo que el objeto inicial O y final 1 de .# existen.

Finalizaremos esta seccion, introduciendo la siguiente notacion.

Notacion 2.1.23. Sea .# una categoria de modelo. Consideremos la estructura de modelo
(C,F,'W) de .4 1a clase de objetos fibrantes serd denotada como F°, la clase de objetos cofi-
brantes serd denotada como C* y W* denotara la clase de objetos triviales.

2.2. Sistemas de factorizacion débiles

En esta seccién enunciaremos la definicién de un sistema de factorizacion débil en una cate-
goria. Este concepto es utilizado para refinar la definicion de categoria de modelo que presen-

tamos en la seccion anterior. La bibliografia para esta seccion es [RiLF] y [Ril4].

Definicion 2.2.1. Sean £ y R clases de morfismos de una categoria 4. Decimos que el par or-

denado (£,R) es un sistema de factorizacién débil en € si cumple las siguientes condiciones:
(a) Axioma de levantamiento. L =R y LM =R .

(b) Axioma de factorizacion. Vf € Mor(%’) existen morfismos [ € £y r € R tales que f = rl.
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Notamos que cada clase de un sistema de factorizacion débil determina a la otra.
Las Proposiciones 2.1.18 y 2.1.10 permiten reformular la definicién de una estructura de modelo

como sigue.

Definicién 2.2.2. Una estructura de modelo en una categoria 4 es un triple (C,F,'W) de
clases de morfismos de %, llamadas cofibraciones, fibraciones y equivalencias débiles, res-
pectivamente, que cumplen las siguientes propiedades:

(M.1) Tres por dos. Si f y g son morfismos en % tales que gf estd definida, y si dos de los
morfismos f, gy gf estdin en W, entonces el tercero estd en W.

(M.2) Retractos. La clase W es cerrada bajo retractos.

(M.5) Factorizacion. (CN'W,J) y (C,F N'W) son sistemas de factorizacion débil en €.

Proposicion 2.2.3. Sea (£,R) un sistema de factorizacion débil en una categoria %. Entonces
LNR=1Is0(F).

Demostracion. Sea f € LNR. Luego f € TRAR, y asi f M f. Por la Observacion 2.1.6 se tiene
que f €1s0 (%), lo cual demuestra que £LNR C Iso (%). Por otro lado, sean f € Iso (%) y g € R.
Consideremos el siguiente problema de levantamiento

A—LsC

i

\
I

Definiendo d := uf~!, se tiene que df = uff ' =uy ademas gd = guf ' =vff 1 =v. Lo
anterior demuestra que f Mg, y asi f €™ R. De forma similar se prueba que f € £™, por lo tanto
Iso(¢)CLNR. m

La siguiente observacion es una consecuencia inmediata de la proposicion anterior.
Observacion 2.2.4. Sea (C,F,'W) una estructura de modelo de una categoria ¢. Entonces
CNWNTF =TIso(%).

Expondremos un resultado que nos brinda condiciones necesarias para obtener un sistema de
factorizacion débil. Antes de esto introduciremos algunas definiciones.

Definicion 2.2.5. Sean ¢ una categoriay u: X — Z y v:Y — Z morfismos de €. Decimos
que u es un retracto de dominio de v si existen morfismos f € € (X,Y)y g € € (¥,X) que

hacen conmutar el siguiente diagrama
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Ix
Y
u

3%

Definicion 2.2.6. Sean % una categoriay u:Z — X y v:Z — Y morfismos de % . Decimos

X

que u es un retracto de codominio de v si existen morfismos f € € (X,Y)y g € ¢ (Y,X) que

hacen conmutar el siguiente diagrama

Z
u jv u
X f\Y/gX
Ix

Notacion 2.2.7. La clase de morfismos que son retracto de dominio de v serd denotada como

Dr(v), es decir
Dr(v) := {u € Mor (%) | u es retracto de dominio de v}.

Ademas, escribiremos Cr(v) para denotar a la clase de morfismos que son retracto de codominio
de v, lo que significa que

Cr(v) := {u € Mor (%) | u es retracto de codominio de v}.

Definicion 2.2.8. Sea M una clase de morfismos de una categoria ¢’. Decimos que M es cerra-
da bajo retractos de dominio (resp. de codominio) si Vf € M se tiene que Dr(f) C M (resp.
Cr(f) € M).

Observacion 2.2.9. Sea v un morfismo de una categoria %’. Entonces
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Reorganizando el diagrama anterior obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

Ix
A
X Y X
f|g
72 .7 1z 7

El diagrama anterior nos dice que u € Re (v). La otra contension se prueba de forma similar. g

Proposicion 2.2.10. Sea (£,R) un par de clases de morfismos de una categoria ¢, que cumple

las siguientes dos siguientes condiciones:
(a) Vf € Mor (%) existen morfismos [ € Ly r € R tal que f = rl,
(b) LMR.
Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes
(¢) £y R son cerrados bajo retractos,

(d) Sisesmono-escindibley sf € £ entonces f € L;y sit es epi-escindible y g¢ € R entonces
gEeR,

(e) L es cerrada bajo retractos de codominio y R es cerrada bajo retractos de dominio,

(f) (L£,R) es un sistema de factorizacién débil en %

Demostracion.
[(c) = (d)] Sean f :A — B, s: B— Cyt:C— B morfismos en ¢ tales que ts = lp y
sf € L. Formemos el siguiente diagrama conmutativo

Il
-e&,’
Il

N t
Dicho diagrama muestra que f € Re (sf). Por la proposicién 2.1.10 se concluye que f € £. La
otra afirmacién del inciso (d) se prueba de forma similar.
[(d) = (e)] Seanu:Z — X yv:Z — Y morfismos de ¢ tales que u € Dr(v) y v € £. Veamos
que u € L. En efecto, consideremos el siguiente diagrama



84 CAPITULO 2. CATEGORIAS DE MODELO

Notemos que f es mono-escindible y que fou = v € L. Luego, por hipdtesis concluimos que
u € L. De forma dual se prueba que R es cerrada bajo retractos de dominio.

[(e) = (f)] Veamos que R = £L™. El inciso (b) es equivalente a R C L™ Sea h € L. Por el
inciso (a), existen morfismos f € Ly g € R tales que h = gf. Por lo tanto, el siguiente problema

de levantamiento

tiene como solucion d : Z — X. Reorganizando el diagrama anterior, obtenemos el siguiente

diagrama

lo que implica que & €Dr(g). Por el inciso (e), concluimos que & € R. Esto demuestra que
L C R. De forma dual se tiene que £ = nR.
[(f) = (c)] Se sigue de la Proposicién 2.1.10. g

Ejemplos 2.2.11. Mencionaremos dos ejemplos de sistemas de factorizacion débiles presenta-
dos en [Ri114].

(a) Si € una categoria entonces (Iso(%), Mor(%¢") ) y (Mor(%), Iso(%¢’)) son sistemas de

factorizacion débiles en % .

(b) La categoria Set tiene al menos seis sistemas de factorizacién débiles. En efecto, con-
sideremos las siguientes clases de morfismos: A := Mor (Set), € := Epi(Set), M :=
Mon (Set), I :=1Iso(Set) y N := {f € Mor(Set) | Dom(f) = ¢ y Codom (f) # ¢}. En-
tonces (A,J), (7,A4), (E,M), (M, E), (A\N,JUN) y (M\N, EUN) son sistemas de fac-
torizacion débiles en Set.
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2.3. Adjunciones

Proposicion 2.3.1. Sean G : ## — &/ un funtor y F : .o/ — 28 un funtor adjunto derecho de
G.Si g € Mor(A)y f € Mor (&) entonces

Gghf <= gMmFf.

Demostracion.
(=) Sean g€ B(A,B)y f € o/ (X,Y) tales que Gg rh f. Veamos que g h F f. Para esto, pro-
baremos que el siguiente problema de levantamiento

A" Fx

R
gl g LFf

B —v> FY,
tiene una solucion. Por la adjuncion, existe un isomorfismo natural
0:d(G—,—) = B(—,F-).
Por lo que existen morfismos u € o7 (GA,X) yv € & (GB,Y) tales que
Oax(u)=d y Opy(v)=7
La naturalidad de ®, hace conmutar el siguiente diagrama

GA—LsX

o)

Dado que Gg h f, por hipotesis, existe d : GB — X talque doGf =uy fod = v. Por lo tanto,
Opx (d) = d : B— FX es una solucién al primer problema de levantamiento.

(<) se demuestra de forma dual. g

Lema 2.3.2. Sean G : 4 — &/ un funtor, F : o/ — 24 un funtor adjunto derecho de G,
(A, B) un sistema de factorizacién débil en A y (L, R) un sistema de factorizacién débil en <7

Entonces

GA)CL <<= F(R)CB.



86 CAPITULO 2. CATEGORIAS DE MODELO

Demostracion.

(=) Supongamos que G (A) C L. Veamos que F (R) C B. Sea f € R. Observamos que G (A) C
£ = "R implica que Gg rh f para todo g € A. Por la proposicién 2.3.1 tenemos que g h Ff.
Entonces F f € A" =B y por lo tanto F (R) C ‘B.

(<) se demuestra de forma similar. g
Definicion 2.3.3. Sean .# y ./ categorias de modeloy T : .# — .4 un funtor. Decimos que

(a) T preserva fibraciones (resp. cofibraciones) si
T3, <cJ, (resp.T(C,)CC,),
(b) T preserva fibraciones triviales (resp. cofibraciones triviales) si
TJF,NW_ )CF NW, (@esp.T(C,NW_ )CC NW, ).

Proposicion 2.3.4. Sean .# y ./ categorias de modelo, F : .# — A unfuntory G: N — A
un funtor adjunto izquierdo de F'. Entonces

(a) G preserva cofibraciones si y sélo si F' preserva fibraciones triviales;
(b) G preserva cofibraciones triviales si y s6lo si F preserva fibraciones.

Demostracion. La proposicion se concluye del Lema 2.3.2. g

2.4. Simplificacion de la definicion de categoria de modelo

En esta seccién enunciaremos y probaremos un resultado conocido como el Lema de Tierney © .
Dicho lema reduce la definicién de estructura de modelo a dos axiomas. La referencia para esta
seccion es [JTO7].

Lema 2.4.1. Sean % una categoria bicompleta y (C,F, W) un triple de clases de morfismos en

% que cumplen las siguientes condiciones:

(N.1) Si f'y g son morfismos en % tales que g f esta definida, y dos de los morfismos f, gy gf
estan en W, entonces el tercero esta en W,

LLamado asi por el matematico estadounidense Myles Tierney (1937-)
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(N.2) (CN'W,F)y (C,FN'W) son sistemas de factorizacion débiles en %
Entonces W es cerrada bajo retractos.
Demostracion. Antes de comenzar la prueba haremos la siguientes observaciones.
(a) laclase FN'W es cerrada bajo retractos (Proposicion 2.1.10),
(b) laclase ™ (T N'W) es cerrada bajo coproductos fibrados (Proposicién 2.1.14).

Sean g € Wy f €Re(g). Veamos que f € W. En efecto, para f €Re(g) tenemos el siguiente
diagrama de retracion

Diagrama 1

Caso 1. Supongamos que f € F. Como (CNW,F) es un sistema de factorizacién débil en €,
existen morfismos j € CN'Wy g € J tales que

8=4J. (2.1)
Observamos que g, j € W. Luego, por (N.1) se tiene que g € W, y entonces
qeEWNGT. (2.2)

Sustituyendo g = ¢ en el cuadrado derecho del Diagrama 1, obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo

Diagrama 2

El Diagrama 2 tiene una solucién d : Z — A yaque j € CNWy f € J. De este modo, los

siguientes diagramas conmutan
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X —A A
= 7 7
Jj . d ’ fl
s s
o d s
z Z-5-2.
Diagrama 3 Diagrama 4

Ahora bien, si unimos el cuadrado izquierdo del Diagrama 1 y el Diagrama 4 obtenemos el

siguiente diagrama

Js d

A—7Z——A
AR
B——=D—~B.
Diagrama 5
Observamos que

djs=ts=1,4.

La igualdad anterior, demuestra que el Diagrama 5 es un diagrama de retraccion, probandose
que f €Re(q). Recordando que € N'W es cerrada bajo retractos y que ¢ € €N'W, concluimos
que f € CN'W. Porlotanto f € W. g

Caso general. Observamos que existen morfismos i € CN'W'y p € F tales que

f=rpi, (2.3)

ya que (CNW, ) es un sistema de factorizacién débil en ¢". Tomando el coproducto fibrado de

i y de s, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

A—2 X

. io
; -

E

Uy
A

1

Diagrama 6

La observacion (b), nos dice que
ir e CN'W. (2.4)

Si consideramos la siguiente igualdad

1,i=il, = its,
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podemos escribir el siguiente cuadrado conmutativo

A—2sX

|- e

EFE—F.

E

Diagrama 7

Luego, por la propiedad universal del coproducto fibrado, existe un tinico morfismo
riEUx —E

que hace conmutar el siguiente diagrama

G
E—+EUx
A
lg E .
Diagrama 8

Del diagrama anterior, obtenemos las siguientes igualdades
rip = it y riy = 1g. (2.5
Sustituyendo f = pi en el cuadro izquierdo del Diagrama 1, obtenemos el siguiente diagrama

A—=X

Diagrama 9

Luego, por la propiedad universal del coproducto fibrado existe un unico morfismo & : E I/;IX

— D que hace conmutar el siguiente diagrama

Diagrama 10
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De dicho diagrama, obtenemos las siguientes igualdades
kiy =up y ki, =g. (2.6)
Como i, € CN'Wy g € W concluimos, por (N.1) que
keW. (2.7)
Por otro lado, componiendo las igualdades de (2.6) con v, obtenemos las siguientes igualdades
vki; = vup y vki, =vg. (2.8)

De este modo, el siguiente diagrama es conmutativo

Diagrama 11
De forma similar, componiendo las igualdades de (2.5) con p, obtenemos las siguientes igual-
dades
prip = pit y prii=p. (2.9)

Estas igualdades implican la conmutatividad del siguiente diagrama

Diagrama 12

Los Diagramas 11 y 12 muestran que las composiciones pr y vk cumplen la propiedad uni-
versal del coproducto fibrado, por lo tanto pr = vk. Escribiendo esta igualdad con un cuadro

conmutativo, tenemos

Elx " F
A

| - ]
D B.

Diagrama 13
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Si escribimos la primer igualdad de (2.6) como un cuadrado conmutativo, obtenemos
E-"-glx
A
| -k

Diagrama 14

Juntando los Diagramas 13 y 14, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

E-'.pglUxy_r. g
A
B— ~D— B,

Diagrama 15

el cual es un diagrama de retraccion ya que ijr = lg. Por lo tanto p €Re(k). Recordando que
ke Wyque ped, porel caso 1, concluimos que p € W. Finalmente, tenemos que f = pi y
que p,i € W. Luego por (N.1) concluimos que f € W. g

Terminaremos esta seccion enunciando la definicion simplificada de una categoria de modelo.
Para lograr esto, necesitamos simplificar la definicion de estructura de modelo en una categoria
C.

Definicion 2.4.2. Una estructura de modelo simplificada, en una categoria %, es un triple
(C,F, W) de clases de morfismos de %, llamadas cofibraciones, fibraciones y equivalencias

débiles, respectivamente, que satisfacen los siguientes axiomas:

(A.1) Tres por dos. Si f y g son morfismos en % tales que gf estd definida, y dos de los
morfismos f, gy gf estdn en W, entonces el tercero estd en W.

(A.2) Factorizacion. (CN'W,JF) y (€,FN'W) son sistemas de factorizacién débil en %
De este modo, la definicion simplificada de categoria de modelo es la siguiente.

Definicion 2.4.3. Una categoria de modelo simplificada es una categoria .# bicompleta do-
tada con una estructura de modelo simplificada (C,F,W).

Observacion 2.4.4. Toda estructura de modelo simplificada es una estructura de modelo. En
efecto, el Lema 2.4.1 establece que las Definiciones 2.2.2 y 2.4.2 son equivalentes. De esta for-
ma, a partir de aqui, simplemente nos vamos a referir a una estructura de modelo simplificada,

como una estructura de modelo.
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2.5. Sistemas de factorizacion débil funtoriales

Para realizar algunas construcciones con categorias de modelo, se supone que un sistema de
factorizacion débil sea funtorial. En esta seccidn, expondremos un resultado que nos brinda
condiciones necesarias para que un sistema de factorizacion sea funtorial. La referencia para

esta seccion es [RTO02].

Definicién 2.5.1. Sean Z la categoria de morfismos de una categoria ¢’ y L,R : % — € fun-
tores. Diremos que el par ordenado (L, R) es una factorizacién funtorial en € si

(a) se cumplen las siguientes igualdades:

domy o L = dome, codgoL=domyoR y codyoR=cody. (2.10)

(b) Vf € Mor (%) se tiene que f = R(f)L(f).

Definicion 2.5.2. Un sistema de factorizacién débil (£,XR) en una categoria ¢ se dice fun-
torial si existe una factorizacién funtorial (L,R) en % tal que L(f) € Ly R(f) € R para todo
f €Mor (%).

Definicion 2.5.3. Sea .# una categoria de modelo. Si los sistemas de factorizacién débiles
(CNAW,F)y (€, FN'W) que determinan la estructura de modelo de .# son funtoriales, diremos
que . tiene una estructura de modelo funtorial.

De hecho, en varios textos, por ejemplo [Ho99] y [Hi03], se supone que toda estructura de

modelo es funtorial.

Definiciéon 2.5.4. Sean (£,R) un sistema de factorizacién débil en una categoria €, F : G —C
un funtor, A : domy = F y p : F = cody transformaciones naturales. Decimos que el triple
(F,A,p) es una realizacion funtorial de (£,R) si

(a) 64 =poA,esdecir (8z), = f = psAs paratodo f € Mor (¢);
(b) Vf €Mor(¢)setieneque Arc Ly preR.
Para simplificar la notacidn, a partir de aqui, escribiremos dom:= dom¢, cod:= cody y d4 := 6.

Observacion 2.5.5. Sean (£,R) un sistema de factorizacién débil en una categoria ¢’y (F,A,p)
una realizacion funtorial de (£,R).
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(a) Vf e LyVgeRsecumple que fthpry Ag h g.
Demostracion. Sea f € L. Por el inciso (a) de la definicién anterior se tiene que f = psAy.

Ademds pr € R = LM yasi fhp ¢ De forma similar se demuestra que A, M g. m

(b) Sean f,g,uy v morfismos de ¥ como en el siguiente diagrama conmutativo

A

f

%%N

B——

La naturalidad de A y p, y la Definicién 2.5.4(a) implican la conmutatividad del siguiente

diagrama

domf » Ff o7 codf

dom(u,v) = F(u,y) = cod(u,v)
g l Pg
domg Fg codg.
\i/
8

s
A lf F‘lf Pr B
u| = F(Ivv) = v
A
X% _fg— P _y

El diagrama anterior sugiere que la realizacion funtorial (F,A,p) de un sistema de fac-
torizacion débil (£, R) determina las clases de morfismos £ y R. De hecho, esto sucede,

antes de demostrarlo, revisemos la siguiente observacion.

(c) Para f € £ el siguiente problema de levantamiento
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A
A—"Ff

_
- /
s ll’f
;o=
/

B,

f

B

1

tiene una solucion s : B — Ff. Esto sucede por el inciso (a) de esta observacion.
Ademas, tenemos la siguiente igualdad prs = 1, lo que implica que s es mono-escindible.

De forma dual, para g € R el siguiente problema de levantamiento

XX o x
e

Ag 7 g
=

FgTYa

tiene una solucion ¢ : Fg — X, esto sucede por el inciso (a) de esta observacién. Ademas,
tenemos la siguiente igualdad A, = 1y, lo que implica que ¢ es epi-escindible .

La observacion 2.5.5(c) sugiere la siguiente definicion.

Definicién 2.5.6. Sean F : @ — € un funtor, A : dom = F y p : F = cod transformaciones
naturales tales que 6 = p o A. Definimos las siguientes clases de funciones

Lp:={feMor(%) | 3s € € (codf,Ff) tal que Ar=sfy p,s=leoar}y
Rp = {g €Mor (¢) | 3t € € (Fg,domg) tal que py =gty tAs = 1d0mg}-

Observamos que el funtor F y las transformaciones naturales A y p, de la definicion anterior,

no necesariamente son parte de una realizacion funtorial de un sistema de factorizacion débil
(L,R).

Proposicion 2.5.7. Sean Ly y Rp clases de morfismos como en la Definicion 2.5.6. Entonces
(a) L F rh RF,
(b) Lry Rr son cerradas bajo retractos.

Demostracion.

(a) Sean f € Lp y g € Rp. Veamos que el siguiente problema de levantamiento
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tiene una solucién. En efecto, ya que f € LF y g € Rp, existen morfismos s € € (codf,Ff)y
t € ¢ (Fg,domg) tales que

)Lf =sf, Pys = leodfs pg=g Yy thy= Ldomg-

Podemos visualizar la informacion que tenemos para encontrar una solucién del problema de

levantamiento con el siguiente diagrama

X Lx X

u
A - a t
= Ff Fg =
/ i ) \
g B v

En efecto, definiendo d :=tF (u,v)s obtenemos una solucién para dicho problema de levanta-

A

u,)

F(
Py

B Y.

miento, por lo tanto Lp th Rp.
(b) Sean f € Lp y h € Re(f). Luego, tomemos el siguiente diagrama de retraccion

1a
AT )|( A
h = i’ = h
B—Y -y .B.

Factorizando f 'y h, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo
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X A
A, - A,
F Fh = |n
F(p,q)
pf = ph
Y 7 B.

Yaque f € L, existe s € € (Y,Ff) tal que

ps=1ly y A =sf.

Luego, definiendo 5:= F (p,q) o s o v, tenemos que

Soh=F (p,q)osovoh

Ademas,
p,os=p,oF (p,g)osov
:qufOSOV

=go ly ov=1 B-
Las igualdades anteriores prueban que 7 € L. m

Ahora, veamos que una realizacién funtorial (F,A,p) de un sistema de factorizacion débil
(L,R) determina a las clases £ y R.

Proposicion 2.5.8. Sea (F,A,p) una realizacion funtorial de un sistema de factorizacion débil
(£,R) en una categoria €. Entonces L =Lr y R=Rp.
Demostracion. Veamos que £ = L. En efecto, para f € L existe un morfismo s € € (codf, F f)

tal que
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lf:sf y pfS: lcodf-

Notamos que A € £y que s es mono-escindible. Por la Proposicién 2.2.10 concluimos que f €
L, 1o cual demuestra que L C L. Por otro lado, para f € £ tenemos que f = p fﬂtf. Ademas, por

la Observacion 2.5.5(a), se tiene que f M p ;> por lo cual, el siguiente problema de levantamiento

A
A—"LFf

pr

tiene una solucién s : B — F' f, es decir,

sf=Ar 'y sp,=1s.

Lo anterior demuestra que f € L, y por lo tanto £ C L. La igualdad R = Rf se prueba de
forma dual. g

Teorema 2.5.9. Sean F : & — % un funtor, A : dom = F y p : F = cod transformaciones
naturales tales que

(@) 6=poldy
(b) preRryAreLp Vf eMor ().

Entonces (Lr, Rr) es un sistema de factorizacion débil en €. Mds adn, el triple (F, A, p) es una
realizacion funtorial de (Lp, Rp).

Demostracion. Veamos que el par (Lg, Rp) cumple las condiciones de los incisos (a), (b) y (¢)
de la Proposicién 2.2.10. En efecto, el inciso (a) se cumple por hipdtesis, y los incisos (b) y (¢)
se cumplen por la Proposicion 2.5.7. Por lo tanto (Lr, Rr) es un sistema de factorizacion débil
ené.m

Terminaremos esta seccion enunciando un teorema que nos dice precisamente cuando un siste-

ma de factorizacion débil es funtorial.

Teorema 2.5.10. Sea (£,R) un sistema de factorizacién débil en una categoria 4. Entonces
(L, R) es funtorial si y sélo si (£,R) tiene una realizacion funtorial (F,A,p).
Demostracion. Ver [RT02].
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2.6. Homotopia

En esta seccion estudiaremos la teoria de homotopia desarrollada en una categoria de modelo.
Después estudiaremos y analizaremos las propiedades de la categoria de homotopia de una

categoria de modelo. Las referencias para esta seccion son [Hi03] y [Ho99].

Notacion 2.6.1. Sean A y A; objetos de una categoria de modelo .#Z y {f;: Ay — B}k:L2
una familia de morfismos de .# . La propiedad universal del coproducto de {A;} k=1 induce un
morfismo 1 : Aj[JA> — B que hace conmutar el siguiente diagrama

11‘11 II'l2

A1]1]A2

S ‘} )
B.

Ay

A

El morfismo 1 : A;[[A; — B es denotado como 1 := [f, f2].

Dualmente, si {gx : B — Ai}g_, , es una familia de morfismos de .#. La propiedad universal
del producto de {Ay };_ , induce un morfismo 6 : A [JA2 — B que hace conmutar el siguiente
diagrama

r T
1 p

ATTA, —— Ay

Ay

Finalmente, el morfismo 6 : B— A []A es denotado como 6 := (f1, f2).

Definicion 2.6.2. Sean .# una categoria de modelo, X y Y objetos de .. Un objeto cilindro
de X es un objeto X A7 de .# y una factorizacién

[1x,1x]

X1IX X

N4

X NI

tal que i es una cofibracién y p es una fibracion trivial. Un objeto camino de Y es un objeto ¥’

de .# y una factorizacion

’D. Quillen en [Qui67] denota a un objeto cilindro como X x I porque en Top los cilindros usuales son un
producto de la forma X x 1.
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Iyl
Y(Y—Y>YHY
N

N

tal que s es una cofibracion trivial y ¢ es una fibracion.

YI
Notacion 2.6.3. Consideremos los diagramas de la definicion anterior. Definiendo

i1 :=ioing y ip :=ioiny,

obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

in1 in2
X X[IX X
= il = '
b )
XANI.

De este modo, consideremos la siguiente notacion i := iy [ [ ip.

Dualmente, definiendo

q1:=pryoq y q2 :=prpoq

obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

pr pr

Y<——Y[IY ——=7Y
4 Tq 9
Y.

De esta manera, consideremos la siguente notacioén q := g1 [[¢».
Estas notaciones nos permiten realizar la siguiente definicion.

Definicion 2.6.4. Sean .# una categoria de modelo y f,g : X — Y morfismos de .#. Una
homotopia izquierda de f a g consiste de un objeto cilindro

x,1x

X]IX ] X
p

\:

X NI

de X y un morfismo H : X Al — Y que hacen conmutar el siguiente diagrama
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i

|
X — X NI

4 9]

X.
Una homotopia derecha de f a g consiste de un objeto camino

(1y,1y) YIIY

oA

YI

Y

de Y y un morfismo H : X — Y/ que hacen conmutar el siguiente diagrama

X

1
Y q1 Y q2 Y.

Si existe una homotopia izquierda (resp. derecha) de f a g diremos que f es homotdpico iz-
quierdo (resp. derecho) a g, en simbolos escribiremos f !l g (resp. fLg).Sif ! gy f1g,diremos
que f es homotdpico a g, en este caso escribiremos f~ g.

Observacion 2.6.5. El Axioma (M.4) de la definicion de estructura de modelo (Def. 2.1.16),
implica que cualquier objeto X de una categoria de modelo .# tiene un objeto cilindro y un

objeto camino.
Proposicion 2.6.6. Sean .# una categoria de modelo y X,Y € Obj (.#).

(a) SiY y X son cofibrantes, entonces los morfismos inj : X — X[[Y yiny : Y — X[[Y

son cofibraciones.

(b) SiY y X son fibrantes, entonces los morfismos pr; : X[[X — Y y pr, : Y [[X — X son

fibraciones.

Demostracion.

(a) Notemos que el siguiente diagrama conmutativo
0 X
Y

jinl

— XY

inz
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es un diagrama de coproducto fibrado. Luego, como la clase de cofibraciones es cerrada bajo

coproductos fibrados, se sigue (a). La demostracion del inciso (b) es dual. g
Lema 2.6.7 (K. S. Brown). Sea .# una categoria de modelo.

(a) Sig:X — Y esuna equivalencia débil entre objetos cofibrantes, entonces g se factoriza
como g = ji, donde i es una cofibracion trivial y j es una fibracion trivial; ademds j tiene
un inverso derecho que es una cofibracion trivial.

(b) Si g:X — Y es una equivalencia débil entre objetos fibrantes, entonces g se factoriza
como g = ji, donde i es una fibracion trivial y j es una cofibracion trivial; ademas i tiene

un inverso izquierdo que es una fibracion trivial.

Demostracion.
(a) Recordemos que la proposicion anterior asegura que los morfismos in; : X — X[[Y e

inp : ¥ — X []Y son cofibraciones. Por otro lado, consideremos la siguiente factorizacion

XIIY _ by

Xzy/

donde k es una cofibracion y j es una fibracion trivial. Notemos que g = jokoin; = [g, ly]oiny,

in in

X XY <———7Y
= | =
g [&il/] Iy
Y.

Como g y j son equivalencias débiles, concluimos que ¢ := koin; es una equivalencia débil,
ademds in; y k son cofibraciones, entonces ¢ es una cofibracion trivial. Por dltimo, observamos
que jokoiny = [g,1y|oiny = ly.

La demostracion del inciso (b) es dual. g

Definicion 2.6.8. Sean .# una categoria de modeloy f : X — Y un morfismo de .# . Decimos
que f es una equivalencia de homotopia si existe un morfismo i € .# (Y,X) tal que hf ~ lx
y fh~ly.

La siguiente proposicion resume las propiedades de la relacion de homotopia izquierda, y la no-
cién dual, la relacion de homotopia derecha. Esta proposicion es estandar y viene originalmente
de [Qui67].
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Proposicion 2.6.9. Sean .# una categoria de modeloy f,g : B— X morfismos de .# . Enton-

ces, las siguientes condiciones se satisfacen

(a) si flgyhe A (X,Y), entonces hflhg. Dualmente, si fLgyhe A (A,B), entonces
fhlgh.

1 X €s un objeto fibrante, f ~ S ,b), entonces ~gh. Dualmente, s1 5 €s un
b) SiX bjeto fib l¢yhe . #(AB h'gh. Dual i B
objeto cofibrante, fL gy he . # (X,Y), entonces hf L hg.

(c) Si B es un objeto cofibrante, entonces la relacion de homotopia izquierda es una relacién
de equivalencia en .# (B,X). Dualmente, si X es un objeto fibrante, entonces la relacion

de homotopia derecha es una relacién de equivalencia en .# (B, X).

(d) Si B es un objeto cofibrante y h € .# (X,Y) es una fibracion trivial, o una equivalencia

débil, entre objetos fibrantes, entonces /4 induce un isomorfismo
M (BX)| 1 — M (B)Y)/ 1 .

(e) Si X es un objeto fibrante y h € .# (A,B) es una cofibracion trivial, o una equivalencia
débil, entre objetos cofibrantes, entonces 4 induce un isomorfismo

%(B,X)/L —>.//(A,X)/L .

(f) Si B es un objeto cofibrante, entonces f ! g implica que fXg. Ademis, si X/ es un objeto
camino de X, entonces existe una homotopia derecha K : B — X de f a g. Dualmente,
si X es un objeto fibrante, entonces f~ g implica que f ! g, ademas existe una homotopia

izquierda de f a g.
Demostracion. Ver [Ho99].

Proposicion 2.6.10. Sean .# una categoria de modelo, B un objeto cofibrante y X un objeto fi-
brante de .2 . Entonces las relaciones  y ~ en .# (B,X) coinciden. Ademds, dichas relaciones

son relaciones de equivalencia en .# (B,X).

Definicion 2.6.11. Sea .# una categoria de modelo con la estructura de modelo (C,F, W) de
A . Definimos la subcategoria plena .#¢ de .# donde:

Obj () := C*NTF*; es decir los objetos de .# que son cofibrantes y fibrantes.
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La proposicion 2.6.9 implica la siguiente observacion.

Observacion 2.6.12. La relacion ~ de homotopia es una relacién de equivalencia en Mor(.Zcy),

mas aun, ~ es compatible con la categoria .Zy.

Definicion 2.6.13 (D. M. Kan). Sea .# una categoria de modelo. La categoria 7. de ho-
motopia clasica de ./ se define como w.Z.; 1= Mcs/._.

Proposicion 2.6.14. Sean .7 una categoria de modelo y f un morfismo de .#¢. Entonces f es
una equivalencia débil de .Z siy sdlo si es una equivalencia de homotopia.
Demostracion. Ver [Ho99].

La categoria de homotopia cldsica es de cierto modo inadecuada, ya que algunas construcciones
podrian requerir objetos que no necesariamente sean fibrantes y cofibrantes. Por esto, necesi-
tamos una categoria de homotopia que tenga todos los objetos de la categoria de modelo. La

proxima contruccion, de una categoria de homotopia, cample este requisito.

Definicion 2.6.15. Sean 4 una categoria y 8 una clase de morfismos de %’. Una localizaciéon
de ¢ con respecto de § es una categoria 4’ [S™!] y un funtor y: ¢ — ¢ [$7!] tales que

(a) y(s) es un isomorfismo; para todo s € 8,

(b) para cualquier categoria # y cualquier funtor F : &/ — A tales que F (s) € Iso (%) para
todo s € 8, existe un tnico funtor D: ¢ [§7!] — L talque Doy=F.

La localizacién 8 de una categoria es, formalmente, el proceso afadir los inversos de ciertos
morfismos. Sin embargo, éste proceso no necesariamente es posible. Es decir, la localizacion
de una categoria, no necesariamente existe. De hecho, si intentamos construir la localizacion de
una categoria, el proceso podria requerir que las clases & [8’1} (X,Y) de morfismos no fueran
conjuntos.

Notemos que el inciso 2.6.15(b) implica que la categoria & [8_]} es Unica salvo isomorfismos

de categorias.

Proposicion 2.6.16. Sean % una categoria y X un conjunto de morfismos de 4. Entonces,
la localizacién ¢ [X *1} de ¢ con respecto de X existe. Mds aun, si ¢ es pequeia, entonces
¢ [X~'] también es pequefia.

Demostracion. Ver [B194].

8Por analogia con el caso de los anillos de fracciones, donde formalmente se afiaden los inversos de un conjunto

de elementos del anillo, la localizacién de una categoria ¢ también suele llamarse categoria de fracciones de €.
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Definicion 2.6.17. Sea .# una categoria de modelo. La categoria de homotopia de Quillen de
A eslalocalizacion de . con respecto a clase W de equivalencias débiles . Dicha localizacion

es denotada por y: .# — Ho (4.

Frecuentemente, se refiere a la categorfa de homotopia de Quillen ® simplemente como la cate-
goria Ho (.#). No obstante, se entiende la existencia del funtor y: .# — Ho (.#).

Sin embargo, puesto que Ho (.#) es una localizacién por definicion, la existencia de Ho (.#)
no estd asegurada. Para demostrar la existencia de dicha localizacién, necesitamos las nociones

de reemplazo cofibrante y reemplazo fibrante.

Lema 2.6.18. Sean ./ una categoria de modelo y (C,F,'W) la estuctura de modelo de .. Si
(C,F, W) es funtorial, entonces

(a) existen un funtor Q : .# — .#, llamado funtor de reemplazo'’ cofibrante de .7, tal
que QX € C*® para todo X € Obj (.#) y una transformacién natural @ : Q =1 4y

(b) existen un funtor R : .#/ — ./, llamado funtor de reemplazo fibrante de ./, tal que
RX € F* paratodo X € Obj(.#) y una transformacién natural 8 : 1, = R.

Demostracion.

(a) El Teorema 2.5.10 nos dice que (C,F N'W) tiene una factorizacién funtorial (F,A,p). Lue-
go, para cada X € Obj (.#') consideramos el Gnico morfismo X:0—X. Después, para todo
morfismo f: X — Y de .# tenemos el siguiente cuadrado conmutativo

0
K

Y.

1
0——

-
X

X

f

De la definicion de realizacion funtorial y la conmutatividad del cuadrado anterior obtenemos

el siguiente diagrama conmutativo

°En la literatura se usa simplemente Categoria de homotopia.
10También se usa el término aproximacion.
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donde A,,4, € €y p,,p, € FNW. Notemos que FX ece, ya que A, es una cofibracion.
De esta manera, podemos definir un funtor Q : .# — . de la siguiente forma

(a.1) OX := FX para todo X € Obj (A).
(a2) Qf :=F (1, f) paratodo f € Mor ().

Veamos que Q : .# — ./ es un funtor. En efecto, Para cada par de morfimos f: X — Yy
g:Y — Z de ./ tenemos

Q(gf) = F(lo,8f) = F (10,8) F (10,8) = Qg0
Ademis, para todo X € Obj (.#) tenemos

Olx =F (1o, 1x) = 1p(15,14) = lox-

Por otro lado, la conmutatividad del siguiente diagrama

—  F(1 —
FX (lo,f) FY
P2 = Py
X Y,

nos dice que existe una transformacion natural o : Q — 1 4, definida como o := p para
todo X € Obj (A#).

ox -2 . x

Qfl B lf
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La prueba del inciso (b) es dual. g

Observacion 2.6.19. Sean .# una categoria de modelo y R : .# — .# un reemplazo fibrante
de .7 . Si X es un objeto cofibrante, entonces R (X) también lo es. En particular, para cualquier
objeto X de ./ se tiene que R (Q (X)) es un objeto fibrante y cofibrante.

Demostracion. Sea 6 := {ox : X — R(X)} P la transformacién natural asociada a R. No-

Xel.
temos que el siguiente morfismo

Ox

0 X

R(X)
es una cofibracion, ya que oy es una cofibracion trivial; y por lo tanto R (X) es cofibrante. g

Teorema 2.6.20. Sean .7 una categoria de modelo y (C,F, W) la estuctura de modelo de .7 .
Si (C,F,'W) es funtorial, entonces la categoria de homotopia de Quillen de .# existe.
Demostracion. Sean Q : .# — ./ un reemplazo cofibrante de .#' y F : .# — .# un reem-
plazo fibrante de .# . Definimos la categoria Ho (.#') como sigue

(a) Obj(Ho(.#)) := Obj(.4).

(b) VX,Y € Obj(#) se define

Ho (.#)(X,Y) := .# (RQX,RQY) /

~

(c¢) La composicion de morfismos en Ho (.#) es la misma que la de w.#. Es decir, la
composicion de clases de homotopia de morfismos entre objetos que son cofibrantes y

fibrantes.
El funtor y: .#4 — Ho (.#) se define como sigue
(d) y(X):=X paratodo X € Obj(.#),

(e) para todo morfismo f € .# (X,Y) se define y(f) := [RQf] . Es decir y(f) es la clase de
homotopia del morfismo RQf.

Notemos que si f es una equivalencia trivial, entonces Q f también lo es. En efecto, recordemos
que Qf o px = f o py, donde los morfismos py, py son equivalencias débiles. De forma similar,
se puede concluir que Rf es una equivalencia débil. Lo anterior implica que, para cualquier
equivalencia débil f, se tiene que RQf es una equivalencia débil. Por la Proposicion 2.6.14,
concluimos que RQf es una equivalencia de homotopia, es decir, un isomorfismo en Ho (.Z).

Los detalles restantes se pueden encontrar en [Hi03]. g



2.6. HOMOTOPIA 107

Observacion 2.6.21. En la demostracion del Teorema 2.6.20, suponer que (C,F,' W) es funto-
rial es de vital importancia para la prueba. Sin embargo, Quillen demuestra la existencia de la
categoria de homotopia Ho (.#) sin suponer que la estructura de modelo de .# es funtorial.
Haremos un esbozo de la contruccion que hizo Quillen. Dicha construccién proviene original-
mente de [Qui67].

Sean .# una categoria de modelo y (C,F, W) la estructura de modelo de .7 .
(a) Definimos las subcategorias plenas . y .#; de .# donde
Obj(A:):=C* y Obj(A):=3F"°.
(b) Luego, definimos la categoria ., como
(b.1) Obj () :=C®y
(b.2) ¥VX,Y € C°® se define n.#.(X,Y) := .# (X,Y)/r. Usando el inciso 2.6.9.(b) se

induce la composicién en w.Z.

(¢) De forma dual, se define la categoria w.#; como
(c.1) Obj(mdy) =C*®y
(c.2) VX,Y € F* sedefine m.a; (X,Y):=.# (X,Y)/ . .Denuevo, se usa el inciso 2.6.9.(D)

para definir la composicion en 7.#5.

(d) Por otro lado, para cada X € Obj (.#) tomamos las siguientes factorizaciones

St

donde QX € C*, RX € F*,ix c CNWy px € FNW. Si X € C°, tomamos QX =X y
px = lx. Dualmente, si X € F°, tomamos RX = X e ix = ly.

Ademds, para cada morfismo f € .Z (X,Y) tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0——QY

T

X ——Y.
Q Sfopx

Notemos que el morfimo 0 — QX es una cofibracion, por lo que existe un morfismo

Qf : OX — QY que hace conmutar el siguiente diagrama
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0—— QY
- 7
j of le
X — Y.
Q fopx

Luego, se tiene que Q (go f) L QgoOf y Qlx < lgx, siempre que go f esté definida. De
esta forma, se define un funtor Q : .# — w.#,. como

(d.1) QX := QX paratodo X € Obj(.#)y
(d.1) Qf :=[Qf] . paratodo f € Mor ().

r
~

De forma dual, definimos un funtor R : .#/ — /. Después, la restriccién del funtor
Q: M —nM.en M r induce un funtor Q : WMy — TMcy 'y larestriccion del funtor
R: M —s wMy en M, induce un funtor R:nM, —s M.

(e) Finalmente, la categoria de homotopia Ho (.#') de .# se define como sigue
(e.1) Obj(Ho(A)):=Obj(.A).
(e.2) VX,Y € Obj(.#) se define
Ho (.#)(X,Y) := n.#( ROX,ROX ).

(e.3) El funtor y: .# — Ho (.#) se define como y(X) := X para todo X € Obj(.#) y
7(f) := RQ para todo morfismo f € .# (X,Y).

Terminaremos esta seccion con, siguiendo a Mark Hovey, el “teorema fundamental sobre las

categorias de modelo”. La demostracion puede encontrarse en [Ho99].

Teorema 2.6.22. Sean .# una categoria de modeloy v: .# — Ho(.#) la categoria de ho-
motopia de Quillen de .7 . Entonces

(a) m..s es equivalente a Ho (.Z);

(b) y(f) es un isomorfismo si y s6lo si f es una equivalencia débil.

2.7. Funtores de Quillen

En esta seccion revisaremos algunas propiedades de los morfismos entre categorias de modelo.

Hasta ahora, se puede pensar que es conveniente que un funtor entre dos categorias de modelo
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preserve fibraciones, cofibraciones y equivalencias débiles, para desarrollar construcciones en
la teoria de categorias de modelo. Como veremos, esto no sera necesario. Las referencias para
esta seccion son [Ho99] y [Hi03].

Definicion 2.7.1. Sean .# y ./ categorias de modelo y T : .# — .4 un funtor. Decimos
que T es un funtor de Quillen izquierdo si tiene adjunto derecho y preserva cofibraciones
y cofibraciones triviales. Ademads, diremos que 7 es un funtor de Quillen derecho si tiene

adjunto izquierdo y preserva fibraciones y fibraciones triviales.
Enunciaremos algunas propiedades elementales de los funtores de Quillen.
Observacion 2.7.2.

(a) La composicion de dos funtores de Quillen izquierdos (resp. derechos) es un funtor de
Quillen izquierdo (resp. derecho).

(b) El funtor identidad de una categoria de modelo es un funtor de Quillen izquierdo y dere-

cho.

Definicion 2.7.3. Sean .# y .4 categorias de modelo. Una adjuncion (G,F,®) : A — A es

una adjuncion de Quillen si G es un funtor de Quillen izquierdo.

Lema 2.7.4. Sean .# y .4 categorias de modelo y (G,F,®) : A4 — 4 una adjuncién. En-

tonces (G, F,®) es una adjuncion de Quillen si y sélo si F es un funtor de Quillen derecho.
Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la Proposicion 2.3.4. g

Observacion 2.7.5. Sean (G, F1,0,) : 4 — M y (G2, F>,0;) : .4, — M3 adjunciones
de Quillen. La composicién (G, F,®) : A, — M3, de (Ga,F>,0;) con (G, F,01), se define
como

F.=FokF G:=GroGy ®:=0,00;.

La composicion (G, F,®) es una adjuncién de Quillen, mds aiin, dicha composicion es asocia-

tiva.

El siguiente resultado es una mejora del Lema 2.7.4, éste es debido a Daniel K. Dugger. La

demostacion puede encontrarse en [Hi03].

Lema 2.7.6. Sean .# y .4 categorias de modelo y (G, F,®) : 4/ — .# una adjuncion. En-

tonces, las siguientes condiciones son equivalentes
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(a) (G,F,0): A4 — . una adjuncién de Quillen.
(b) G preserva cofibraciones triviales y cofibraciones con dominio y codominio cofibrantes.
(¢) F preserva fibraciones triviales y fibraciones con dominio y codominio fibrantes.

Definicion 2.7.7. Una adjuncién de Quillen (G,F,®) : 4/ — .# es una equivalencia de
Quillen si para cualquier objeto fibrante X de .4 y cualquier objeto cofibrante ¥ de .#, un
morfismo f: GX — Y es una equivalencia débil en . siy sélo si @ (f) : X — FY es una

equivalencia débil en .4".

Finalizaremos esta seccidon enunciando un teorema que establece una relacion entre categorias
de modelo equivalentes, en el sentido de la Defincion 2.7.7, con sus categorias de homotopia.

La demostracién puede encontrarse en [Hi03].

Teorema 2.7.8. Sea (G,F,®) : 4 — .# una adjunci6n de Quillen. Si (G, F,®) es una equi-

valencia de Quillen, entonces las categorias de homotopia Ho (.#') y Ho (./") son equivalentes.

2.8. Categorias de modelo cofibrantemente generadas

El objetivo de esta seccion es presentar un resultado conocido como el argumento del objeto
pequerio. Dicho resultado es una herramienta para obtener una factorizacioén funtorial en una
categoria. Después, utilizaremos el argumento del objeto pequerio para obtener un resultado
que nos permite construir un tipo de estructura de modelo, la cual llamaremos cofibrantemente
generada. Para desarrollar esta herramienta, necesitaremos algunas nociones sobre teoria de

conjuntos (ver [Je02]).
Observacion 2.8.1. Sean &7 y # categorias.

(a) Una clase de objetos P C Obj (<) determina una subcategoria plena .<p de </ como si-
gue:
(a.1) Obj(etp):=P
(a.2) ¥X,Y € Obj(fp) se define o#p (X,Y) := o/ (X,Y). La composicion en <Zp es la
misma que <7

(b) Un funtor F : &/ — 2 induce el funtor F|yp : o/p — A definido como sigue:

(b.1) Flp(X):=F (X)paratodo X € Obj(o/p)y F|p (f):=F (f) paratodo f € Mor ().
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Definicion 2.8.2. Sean %" una categoria cocompleta y A un ordinal, considerado como una

categoria. Una A-sucesion en ¢ es un funtor S : A — %, es decir un diagrama

So S1 S» SB (ﬁ</1),

tal que para todo ordinal limite '! y < A se tiene que li_n}S |y >~ Sy. La composicion de una
A-sucesion es el morfismo So — lim.S.

Definicion 2.8.3. Sean ¢ una categoria y M C Mor (%) una clase de morfismos. Una compo-

Sp

sicion transfinita de morfismos de M es la composicion de una A-sucesién en

So S1 S» Sﬁ (ﬁ<)~),

para algin ordinal 4, tal que V3 +1 < A el morfimo S5 — Sg | estd en M. Denotaremos una
composicion transfinita de morfismos en M por Co (M), : So — ligS .

Definicion 2.8.4. Una clase de morfismos M, en una categoria %, es cerrada bajo composicion
transfinita si cualquier composicién transfinita Co (M), : So — @S de morfismos de M

esta en M.

Proposicién 2.8.5. Si M es una clase de morfismos de una categoria %, entonces "M es cerrada
bajo composicién transfinita.

Demostracion. La prueba se hace por induccion transfinita.

Definicion 2.8.6. Sea y un cardinal. Decimos que un ordinal limite o es y-filtrado si VA C o
con |A| < v se tiene que sup (A) < a.

Observacion 2.8.7. Sean A y B cardinales tales que A < 8 y o un ordinal limite. Si o es
B-filtrado, entonces o es A-filtrado.

Observacion 2.8.8. Sean % una categoria cocompletay S: A — % una A-sucesion en %. Para
cada objeto A € Obj (%) se puede inducir un morfismo

¥ lim e (A,S—) — CK(A,]QS)

'Un ordinal o es un ordinal limite si no es un ordinal sucesor.
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de la siguiente forma:

(1) Consideremos diagramas de colimites para los funtores ¢ (A,S—): % — Sety S: A —
¢

L N

¢ (A,Sp)

(2) Conlos diagramas anteriores podemos construir un cocono con base en el funtor ¢ (A,5—) :
¢ — Set

¢ (A,limS)

@ (Ang) ¢ (Ang)

¢ (A,Sp) ¢ (A, Sp)

(3) La propiedad universal del colimite induce la existencia de un morfismo ¥ que hace

conmutar el siguiente diagrama

lim @ (4,5—) - - - - - oo -7 (AlimS)
N - %nﬁ)
¢ (A,Sp)

para todo B < A.

Definicion 2.8.9. Sean % una categoria cocompleta, D una clase de morfismos de %, k¥ un
cardinal y A un objeto de . Decimos que A es k-pequeiio relativo en D si para todo ordinal
k-filtrado A y toda A-sucesion

So S S» SB (ﬁ <;L>,
tal que V3 +1 < A el morfismo Sg — Sg.,| estd en D, y el morfismo inducido

¥ lim % (A,S—) — € (A,lim )
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es un isomorfismo. Diremos que un objeto A € Obj(%) es pequeiio relativo en D si A es
K-pequeiio relativo en D para algin cardinal k. Finalmente, diremos que A es pequeiio si es

pequeiio relativo en Mor (7).
Enunciaremos la definicion anterior en el caso en el que k es un cardinal finito.

Definicion 2.8.10. Sean % una categoria cocompleta, D una clase de morfismos de 4 y A un
objeto de . Decimos que A es finito relativo en D si es kK-pequefio, para alguin cardinal finito

k. Finalmente, diremos que A es finito si es finito relativo en Mor (%).
Definicion 2.8.11. Sean M una clase de morfismos en una categoria 4"y f un morfismo de &

(a) Diremos que f es M-inyectivo (resp. M-proyectivo) si f € MM (resp. f € "M). La clase
de todos los morfismos M-inyectivos (resp. M-proyectivos) sera denotada como M-Iny
(resp. M-Proy). Esto es M-Iny = M™ y M-Proy = "M.

(b) Diremos que f es una M-cofibracién (resp. M-fibracién) si f € " (M-Iny) (resp. €
(M—Proy)m). La clase de todas las M-cofibaciones (resp. M-fibaciones) es denotada por
M-Cof (resp. M-Fib). Esto es M-Cof = ™ (M-Iny) y M-Fib = (M—Proy)m.

La siguiente observacion es un consecuencia inmediata de la definicion anterior.
Observacion 2.8.12. Para M y N clases de morfismos en una categoria %, se tiene que:
(a) M C M-Cof y M C M-Fib;
(b) si M C N, entonces N-Iny C M-Iny y N-Proy C M-Proy;
(¢) finalmente, si M C N, entoneces M-Cof C N-Cof y M-Fib C N-Fib.

Lema 2.8.13. Sean (F,U,®) : ¥ — Z una adjuncién, N C Mor (%) y M C Mor (Z) clases
de morfismos. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) U (FM-Iny) C M-Iny.
(b) F (M-Cof) C FM-Cof.
(¢) F (UN-Proy) C N-Proy.

(d) U (N-Fib) C UN-Fib.
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Demostracion.

(a) Six € U (FM-Iny), entonces x = Ug, con g € FM-Iny. Lo anterior quiere decir que F f h g
para todo f € M. Ahora bien, por la Proposicién 2.3.1 se tiene que f M Ug para todo f € M, lo
cual prueba que x = Ug € M-Iny.

Los incisos restantes se prueban andlogamente como en (a).m

Definicion 2.8.14. Sea I un conjunto de morfismos de una categoria cocompleta 4. Un com-
plejo I-celular relativo '? es una composicion transfinita de coproductos fibrados de elementos
de I. Esto es, si f : A — B es un complejo I-celular relativo, entonces existe una A-sucesion
S: A — % en € tal que f es la composicién de la A-sucesion; ademds para todo 3 tal que
B+ 1 < A, existe un diagrama de coproducto fibrado

Cp U Sp

i -]

D —Sp11

con fg € I. Denotaremos a la clase de todos los complejos I-celulares relativos como I-Cel.
Finalmente, diremos que un objeto A € Obj (%) es un complejo /-celular si el morfismo 0 — A

esta en I-Cel.

Observacion 2.8.15. Para cada conjunto / de morfismos en una categoria cocompleta & se

tiene que I C [-Cel. En efecto, considerando el siguiente diagrama de coproducto fibrado

A— A A
f| _ |f
B— B,

obtenemos que f € I-Cel, ya que f se considera como una 1-sucesion.

Proposicion 2.8.16. Sea 7 un conjunto de morfismos de una categoria cocompleta %’. Entonces,
(a) I-Cel C I-Cof;
(b) si f € I-Cel, entonces todo retracto de f estd en I-Cof;

(c) I-Cel es cerrada bajo composicion transfinita.

12También se usa el término I-cofibracion regular.
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Demostracion.

(a) Recordemos que I C I-Cof; y que por definicién tenemos que I-Cof = M (I rh). Por las Propo-
siciones 2.8.5y 2.1.14, tenemos que /-Cof es cerrada bajo composicidn transfinita y coproductos
fibrados. Finalmente, por definicién de /-Cel, concluimos que /-Cel C [-Cof.g

(b) La proposicion 2.1.10 asegura que I-Cof es cerrada bajo retractos, y por el inciso anterior
concluimos lo que deseamos demostrar. g

(¢) Ver [Ho99].

Teorema 2.8.17 (El argumento del objeto pequeio). Sean % una categoria cocompleta e /
un conjunto de morfismos de . Si todos los dominios de los morfismos de / son pequends
relativos en /-Cel '3, entonces existe una factorizacién funtorial (y,8) en % tal que y(f) € I-
Cely 6 (f) € I-Iny para todo f € Mor (%).

Demostracion. Ver [Ho99].

Corolario 2.8.18. Sean % una categoria cocompleta e / un conjunto de morfismos de . Si to-
dos los dominios de los morfismos de I son pequefios relativos en /-Cel, entonces (I-Cof, I-Iny)
es un sistema de factorizacion débil funtorial en €.

Demostracion. Para cada clase de morfismos M de 4 tenemos las siguientes relaciones
T )y = (7 ()™

En particular, tenemos que /-Cof = ™ (I-Iny) e I-Iny = I = (m (Im)) h— (I—Cof)m. Por otro
lado, el argumento del objeto pequeno garantiza la existencia de una factorizacién funtorial
(7,6) en € tal que y(f) € I-Cel C I-Cof y 6 (f) € I-Iny para todo f € Mor (%). m

Corolario 2.8.19. Sean % una categoria cocompleta e / un conjunto de morfismos de %. Si
todos los dominios de los morfismos de / son pequends relativos en /-Cel, entonces para todo
morfismo f € I-Cof existe un morfismo g € I-Cel tal que f € Re(g).

Demostracion. Sea f € [-Cof. Por el argumento del objeto pequeio, existen morfismos g €
I-Cel y p € I-Iny tales que f = pg. Notemos que f rh p. Por ultimo, por el argumento de
retraccion (Lema 2.1.15) concluimos que f € Re(g).m

El siguiente resultado es debido a Philip S. Hirschhorn. La demostracién puede encontrarse
en [Ho99].

I3Esta condicion es conocida como , siguiendo a D. Kan, el argumento del objeto pequerio. En este caso, se dice

que I permite el argumento del objeto pequerio.
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Proposicion 2.8.20. Sea / un conjunto de morfismos de una categoria cocompleta 4. Si todos
los dominios de los morfismos de 7 son pequeios relativos en I-Cel y A € Obj (%) es un objeto

pequeiio relativo en /-Cel, entonces A es pequeio relativo en I-Cof.

Definicién 2.8.21. Sean .7 una categoria de modelo y (C,F, W) la estructura de modelo de
. Diremos que .# es cofibrantemente generada si existen conjuntos / y J de morfismos de
A tales que:

(a) Los dominios de los morfismos de I son pequefios relativos en /-Cel.
(b) Los dominios de los morfismos de J son pequefios relativos en J-Cel.
(¢) FNW =I-Iny y F = J-Iny.

En este caso, diremos que / es el generador de cofibraciones y que J es el generador de
cofibraciones triviales. Finalmente diremos que (C,J, W) es una estructura de modelo cofi-

brantemente generada.
Observacion 2.8.22. De la definicion anterior podemos concluir que
C=I-Cof y CNW=J-Cof.

La siguiente proposicion presenta algunas propiedades bésicas de las categorias cofibrantemente
generadas.

Proposicion 2.8.23. Sea .# una categoria de modelo cofibrantemente generada tal que / es
su generador de cofibraciones y J su generador de cofibraciones triviales. Supongamos que

(C,F,' W) es la estructura de modelo de .#, entonces
(a) toda cofibracion es retracto de un elemento de /-Cel;
(b) los dominios de los morfismos de 7 son pequeiios relativos en C;
(¢) toda cofibracion trivial es retracto de un elemento de J-Cel y
(d) los dominios de los morfismos de J son pequefios relativos en CN'W.

Demostracion. Ver [Ho99].
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Teorema 2.8.24 (D. M. Kan). Sean % una categoria bicompleta, M una clase de morfismos
de €, 1 y J conjuntos de morfismos de 4. Entonces, existe una estructura de modelo cofi-
brantemente generada en % tal que I es el generador de cofibraciones; J es el generador de
cofibraciones triviales y M es la clase de equivalencias débiles de & si y sélo si se cumplen las

siguientes condiciones:

(a) M es cerrada bajo retractos y cumple el axioma (M.1) '# de la definicién de estructura de

modelo;
(b) los dominios de los morfismos de I son pequeos relativos en /-Cel,
(¢) los dominios de los morfismos de J son pequenos relativos en J-Cel;
(d) J-Cof C MNI-Cof;
(e) I-Iny C MNJ-Iny.;
(f) Cualquiera de las siguientes contenciones se cumple
MNI-Cof CJ-Cof o MnNJ-Iny C I-Iny.

Demostracion.
(=) Es claro que la estructura de modelo (C,F, M) cofibrantemente generada en ¢ cumple los
incisos (a) , (b),(c),(d),(e) y (f)-
(«<=) Definamos una estructura de modelo (C,F, W) como sigue
C:=1-Cof TJ:=J-Iny W =M.

Observemos que J-Cof = ™ (J-Iny) = "F. Ahora veamos que (€, F, W) es una estructura de

modelo. Veamos que se cumplen los axiomas de la definicion de estructura de modelo (Def.
2.1.16).

(M.1) Tres por dos. Por inciso (a).
(M.2) Retractos. Por inciso (a).

(M.3) Factorizacion. Usando el argumento de objeto pequeiio con los conjuntos / y J res-
pectivamente, obtenemos factorizaciones funtoriales (a,f) y (y,0) en ¢ tales que para

cualquier morfismo f de ¢ el siguiente diagrama conmuta

1%Es decir, Si f y g son morfismos en € tal que gf estd definida, y si dos de los morfismos f, gy gf estén en
‘W, entonces el morfismo restante estd en 'W.
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C
a<f>/4 ) \ﬁ\\(f)

A~ —-D,

Y(f)\* ; Af)

con o (f) € I-Cel C I-Cof = C, B(f) € I-Iny C WNJ-Iny = WNF, y(f) € J-Cel C
J-Cof ="F y §(f) € J-Iny = 7.

(M.4) Levantamiento. CN'WhF y CrhFNW.

Probemos que (CN'W) rh F. En efecto, supongamos que W N I-Cof C J-Cof. Haciendo
las sustituciones posibles obtenemos WN € C hg , esto es equivalente a (WNC) rh F.
Demostremos que € M (FN'W). Veamos que FN'W C €™, Sea p € FNW. Entonces p =
B(p)a(p),cona(p) € l-Cel CI-Cof =Cy B (p) € I-Iny CWNJ-Iny =WNF. Como
W cumple el axioma (M.1), tenemos que & (p) € W; por el argumento de retraccion
concluimos que p € Re (B (p)). Notemos que /-Iny es cerrado bajo retractos. Luego p €
I-Iny, por lo que I-Cof h p, es decir p € €. Lo anterior prueba que FN'W C €™, lo cual
equivalente a que Ch (FNW). m

Lema 2.8.25. Sean .#) una categoria de modelo cofibrantemente generada, donde I es el gene-
rador de cofibraciones y J el generador de cofibraciones triviales, ., una categoria de modelo
y (F,U,®) : .#, — /> una adjuncién. La adjuncién (F,U,®) es una adjuncion de Quillen si
y s6lo si F f es una cofibraciéon Vf € I y F f es una cofibracion trivial Vf € J.

Demostracion. Sean (C1,F1, W) y (Cp,F2, W») las estructuras de modelo de .#; y .#>, res-
pectivamente.

(=) Sea f € I. Recordemos que I C I-Cof y notemos que /-Cof = € (Obs. 2.8.22), por lo que
f €1. Ya que F es parte de una adjuncion de Quillen, por lo que F preserva cofibraciones.
Entonces F f € C,. De forma andloga se demuestra que F f € es una cofibracién trivial Vf € J.
(<) Veamos que F preserva cofibraciones. En efecto, por hipdtesis tenemos que FI C Cj.
Luego FI-Cof C C,-Cof (Obs. 2.8.12). Por otro lado, tenemos que F (I-Cof) C FI-Cof (Lema

2.8.13). Por lo anterior, tenemos las siguientes contenciones
F (I-Cof) C FI-Cof C C,-Cof.
De nuevo, recordemos que /-Cof = C; y notemos que

©y-Cof = f (€2m> =" (ffz N Wz) = Gs.
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Sustituyendo, obtenemos
F(Cy) C FI-Cof C Gy,

y entonces F (C1) C Cy, lo cual significa que F preserva cofibraciones. De forma andloga se
demuestra que F preserva cofibraciones triviales. g

Definicion 2.8.26. Sean (£,R) un sistema de factorizacion débil en una categoria cocompleta

%y K un conjunto de morfismos de % .

(a) La clase Cof (K) se define como la clase de morfismos que son retractos de elementos de
K-Cel.

(b) Diremos que (£,R) es cofibrantemente generado si existe un conjunto / de morfismos
de ¢ tal que R =1I"y £ = Cof (I).

Proposicion 2.8.27. Si ./ es una categoria de modelo cofibrantemente generada tal que / es su
generador de cofibraciones, entonces I-Cof = Cof (I).

Demostracion. Recordemos que I-Cel C I-Cof (Prop. 2.8.16) y que I-Cof es cerrada bajo re-
tractos, esto demuestra que Cof (1) C I-Cof. Por otro lado, la Proposicién 2.8.23(a) asegura que
I-Cof CCof(I). m

Observacion 2.8.28. Si consideramos una categoria de modelo .# cofibrantemente generada,
su estructura de modelo (C,F, W) estd determinada por dos sistemas de factorizacion débiles

(CNW,TF) y (C,FN'W). Dichos sistemas de factorizacion cumplen que
C=I1-Cof CNW=J-Cof ITNW=I-Iny T =J-Iny.

Por la Proposicién 2.8.27 concluimos que (CN'W,JF) y (€, FN'W), como se espera, son cofi-
brantemente generados. Es decir, los sistemas de factorizacién que determinan a una categoria

de modelo cofibrantemente generada son cofibrantemente generados.

Terminaremos esta seccidon enunciando un teorema que nos dice cuando un sistema de factori-

zacion débil es funtorial.

Teorema 2.8.29. Un sistema de factorizacion débil cofibrantemente generado en una categoria
localmente presentable 4 es funtorial.
Demostracion. Ver [RT02].
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2.9. Estructuras de modelo

En esta seccion haremos una breve presentacion de algunas estructuras de modelo que son
clasicas en la literatura. Remarcamos que aunque son estructuras clésicas, la verificacion de los

axiomas de la definicion de estructura de modelo no es trivial.

2.9.1. Estructura de modelo de Quillen

Consideremos la categoria Top, cuyos objetos son espacios topoldgicos y Top (X,Y) es el con-
junto de todas las funciones continuas de A a B. Ademas, la composicién en Top es la compo-
sicion usual de funciones.

Sean I = [0, 1] el intervalo cerrado unitario; I" = [0,1] x --- x [0,1] (n veces) un n-cubo y
19 = {x}. Decimos que dos funciones f,g € Top son homotépicas si existe una funcién conti-

nua
H:XxI—Y

tal que H (X,0) = f(x) y H(X,1) = g (x) para todo x € X. En este caso, escribirmos f ~ g para
indicar que f y g son homotdpicas. De hecho, la relacién ~ es una relacion de equivalencia.

Denotaremos la frontera de I" por dI". De este modo, si fijamos un punto x de un espacio
topoldgico X, una funcién f : (I",dI") — (X,x) es continua si f : I" — X es continua y

flor" = {x}.

El n-ésimo grupo de homotopia de X en x esta definido por el cociente
Tty (X,x) :={f: (", I") — (X,x) | f escontinua } / ~.
Ademis, cada funcién g € Top (X,Y) induce un homomorfismo de grupos
7, (g,x): m (X,x) — m, (Y,g(x)), [f+— gofparatodox e X.

Un morfismo g € Top (X,Y) es una equivalencia de homotopia débil si el homomorfismo
7, (g,x) es un isomorfismo de grupos Vn > 0.
Ast, la categoria Top tiene una estructura de modelo (€, F, W), donde

(Q.1) W es la clase de equivalencias de homotopia débiles.

(Q.2) F es la clase de todas las fibraciones de Serre 1. Es decir, las funciones continuas que se

levantan por la derecha con respecto de todas las inclusiones de la forma

151 lamadas asf por el matematico francés Jean Pierre Serre (1926 - ).
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D'"x(0— D" x1,

donde D" es un n-disco cerrado unitario, es decir, D" := {x € R" | ||x|| < 1}.
(Q.3) Ceslaclase de todos los morfismos que son retracto de un CW-complejo relativo.

Esta estructura es conocida como la estructura de modelo de Quillen en Top, o en su defecto, la
g-estructura de modelo en Top. Ademads, es la primer estructura de modelo presentada explici-
tamente, la referencia original para esta construccion es [Qui67].

El inciso (Q.2) sugiere claramente que esta categoria de modelo es cofibrantemente generada,

de hecho, esto es cierto. Los detalles de esta constuccion pueden encontrarse en [Ho99].

2.9.2. Estructura de modelo de Stgm

Una funcién f € Top es una equivalencia de homotopia si existe g € Top tal que go f ~ Ix y

fog~ ly.Laestructura de modelo (C,F, W) definida por Arne Stgm esta determinada como
(S.1) Wes la clase de todas las equivalencias de homotopia.

(S.2) F es la clase de las fibraciones de Hurewicz '°. Es decir, las funciones continuas que se
levantan por la derecha con respecto de las inclusiones de la forma X x {0} — X X I,

donde X es un espacio topoldgico.

(S.3) Ces laclase de todas las funciones continuas que se levantan con respecto de la clase de

todas las funciones que son fibracciones de Hurewicz y equivalencias de homotopia.

Lo detalles de esta construccién pueden encontrarse en [St72].

2.9.3. Categoria estable de médulos

Un anillo R es quasi-Frobenius si la clase de R-mddulos (izquierdos o derechos) proyectivos
es igual a la clase de R-mddulos (izquierdos o derechos) inyectivos.

Consideremos la categoria gMod de R-moddulos izquierdos, con R un anillo quasi-Frobenius; y
f,g €r Mod morfismos. Decimos que f y g son establemente equivalentes si f — g se facto-
riza a través de un R-médulo proyectivo !7. En sfmbolos, escribimos f ~ g. Asi, un morfismo
f € kMod (M, N) se dice equivalencia estable si existe g € RMod (N, M) tal que go f ~ 1y y

16lamadas asf por el matemético polaco Wiltod Hurewicz.
17Esta relacién se puede definir cuando R es un anillo arbitrario.
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fog~ly.
La categoria kMod de R-moédulos izquierdos, con R un anillo quasi-Frobenius tiene una estruc-
tura de modelo (C,F, W) '8 definida como sigue

(E.1) W es la clase de todos los morfismos que son equivalencias estables.
(E.2) T eslaclase de todos los epimorfismos de gMod.
(E.3) C eslaclase de todos los monomorfismos de RkMod.

La relaciéon definida anteriormente es una relaciéon de equivalencia, mds adn, es compatible
con la composicion de gkMod. De este modo, la categoria estable de R-médulos se define
como StgMod := gMod/ ~. En este caso la categoria de homotopia de RMod es precisamente
StrMod.

Por otro lado, la definicién de esta estructura de modelo no sugiere explicitamente que esta
sea cofibrantemente generada, sin embargo, lo es. El conjunto de todas la inclusiones de la
forma L :— R, donde L es un ideal izquierdo de R, es el conjunto generador de cofibraciones.
Ademas, el conjunto generador de cofibraciones triviales es el conjunto que tiene solamente al

morfismo inclusién 0 — R. Los detalles de esta construccién pueden encontrarse en [Ho99].

2.9.4. Estructura de modelo proyectiva

Sea R anillo. Consideremos la categoria Comp (xkMod) de complejos en gMod. La categoria
Comp (rMod) tiene una estructura de modelo (C,JF, W) determinada como sigue

(P.1) W es la clase de todos los quasi-isomorfismos. Es decir, los morfismos de cadena f* :
C* — K" tal que el homomorfismo de grupos inducido H" (f*) : H" (C*) — H" (K*)

es un isomorfismo.
(P.2) JF eslaclase de todos los epimorfismos de Comp (rkMod).

(P.3) Ceslaclase de todos los morfismos de cadena ( f”) = f*:C* — K" tales que para todo

n € Z el morfismo f' : C' — K" es mono-escindible y tiene conticleo cofibrante.

Esta estructura de modelo es cofibrantemente generada. En efecto, paratodo M € gkMod y n € Z

definimos los complejos SZM#) y DEM,n) como sigue

8Por practicidad, llamaremos a esta estructura de modelo estructura estable en xMod.
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Sk L M si k=n Dk L M si k=n o k=n—1
(M,n) " 0 si k#n. (Mn) " 0 si k#n y k#n—1.

Las respectivas diferenciales estdn visualizadas en los siguientes diagramas

Stym: co—=0—>M—=0
° . lM
D, > 0—M—"-M—0

Notemos que existe una inyeccién SZM n—1) DEM_n). Asi, el conjunto generador de cofibra-
ciones es el conjunto de todos los morfismo de cadena de la forma SZMm—l) — DZM,n) y el
conjunto generador de cofibraciones triviales es el conjunto de todos los morfismos de la for-
maQ — DZM,H). En este caso, la categoria de homotopia de Comp (xkMod) es precisamente la
categoria derivada de pMod. Los detalles pueden encontrase en [Ho99].

2.9.5. Estructura de modelo absoluta

La siguiente estructura de modelo en Comp (zkMod) es conocida como la estructura de modelo

absoluta.

(As.1) W es la clase de morfismos de cadena que son equivalencias de homotopia (ver definicién
A.2.6)

(As.2) J es laclase de todos los morfismos de cadena (f”) = f*:C* — K" tales que para todo
n € Z el morfismo f' : C' — K es epi-escindible .

(As.3) Ces laclase de todos los morfismos de cadena (fn) = f*:C* — K"* tales que para todo
n € Z el morfismo f : C' — K" es mono-escindible .

Esta estructura de modelo tiene cierta relevancia en el capitulo 3, pues dicha estructura no es

abeliana. Los detalles de esta construccion pueden encontrarse en [HCO02].



Capitulo 3
Categorias de modelo y pares de cotorsion

La meta de este capitulo es describir una conexion entre las estructuras de modelo y la teoria
de pares de cotorsion. Dicha conexién fue establecida en 2002 por Mark Hovey. El probé que
cierta estructura de modelo en una categoria bicompleta abeliana induce dos pares de cotorsion
completos. La reciproca también es cierta, esto es, si tenemos tres clases de objetos que forman
dos pares de cotorsion completos y compatibles, entonces es posible obtener una estructura de

modelo con algunas caracteristicas particulares.

3.1. Pares de cotorsion

En este capitulo consideraremos categorias abelianas que no necesariamente tengan suficientes
inyectivos (o proyectivos). Por lo anterior, trabajaremos con el funtor Ext%; : &/ — Ab, donde
P es la clase de todas las sucesiones exactas cortas de o/ (ver Apéndice A). Sin embargo,
usaremos la notacion Extjz{ para referirnos al funtor Ext%,. De hecho, si la categoria o7 tiene
suficientes inyectivos (o proyectivos), entonces los funtores anteriores son equivalentes (ver
Teorema A.6.14).

Definicion 3.1.1. Sea A una clase de objetos de un categoria abeliana <. El complemento
ortogonal derecho de A con respecto del funtor Ext{l@d se define como

At:={Y€cObj(«) | Extl, (A,Y)=0VAE€ A }.
El complemento ortogonal izquierdo de A con respecto del funtor Ext}(z{ se define como

LA:={Y cO0bj(«) | Extl, (Y, A)=0VAc A }.

124
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Definicion 3.1.2. Sean D y € clases de objetos de una categoria abeliana 7. El par ordenado
(D, €) es un par de cotorsién ! en o si

D=+ y &E=DL

Definicion 3.1.3. Sea U una clase de objetos de una categoria abeliana .<7. Decimos que U es

cerrada bajo extensiones si para cualquier sucesion exacta corta

0 X X X 0

en o/, con X1,X; € U, se tiene que X € U.
Observacion 3.1.4.

(a) Las clases Dy € son cerradas bajo retractos.
Demostracién. Para D € D'y D retracto de D tenemos la siguiente sucesion

D r D p

D,
donde pr = 1. Consideremos el funtor contravariante Ext}(z{ (—,E),con E € E. De este

modo, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

Ext!, (p.E) Ext!, (rE)

Extl, (D,E) Ext., (D,E) Ext,, (D,E) ,

~—~ -

1Extjz{ (D.E)

entonces Ext!, (D, E) es retracto de Ext!, (D,E), y asi Ext, (D, E) = 0, probéndose que
D elte=D. ]

(b) Las clases D y € son cerradas bajo extensiones.

Demostracion. Sea

0 Dy D D, 0

ITambién se usa el término teoria de cotorsién. Los pares de cotorsién fueron introducidos en 1979 por Luigi
Salce, en la categoria de grupos abelianos, y redescubiertos por Edgar. E. Enochs y coautores en la década de 1990.
De hecho, la teoria de pares de cotorsién son de gran importancia en las matemadticas. Por ejemplo, fueron usados
para demostrar que todo médulo tiene una covertura plana.
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una sucesion exacta corta en <7, con D1,D; € D. Para cada E € € obtenemos la siguiente
sucesion exacta

..—=Ext}, (D2,E) ——=Ext!, (D,E) ——Ext,, (D|,E) — ...

Notamos que
Extl, (D,,E) =0=Ext!, (Dy,E),
por lo tanto Ext!, (D, E) =0, probandose que D €+ € =D. g
Las demostraciones para € son andlogas.

Ejemplos 3.1.5. Sea &/ una categoria abeliana.

(a) Consideremos la clase Iny (.27') de todos los objetos inyectivos de .27 y la clase Pro (<) de
todos los objetos proyectivos de .<7. Entonces (Obj (<) ,Iny («7)) y (Pro (<) ,0bj (7))
son pares de cotorsion en <7

(b) Sean Ay B clases de objetos de .. Notemos que A C + (AL) yAC (lA) L. Ademis,
A C B implica que B+ C A+ y =B C +A. Con lo anterior se concluye que

A=Ay A=),
Luego, (L (AL) ,AL) y (LA, (LA) L) son pares de cotorsién en 7.
La siguiente definicion esta basada en el ejemplo anterior.

Definicion 3.1.6. Secan A y B clases de morfismos de una categoria abeliana .. Diremos que el
par ordenado (A, B) tiene suficientes proyectivos si VX € Obj(.<7) existe una sucesion exacta
corta

0 B A X 0

en o/, tal que A € Ay B € B. Dualmente, decimos que (A, B) tiene suficientes inyectivos si
VX € Obj (/) existe una sucesion exacta corta

0 X B A 0

en o/, tal que A € Ay B € B. Si (A, B) tiene suficientes proyectivos e inyectivos diremos
que es un par completo. Finalmente, cuando un par de cotorsién (D, ) es un par completo,

simplemente diremos que es un par de cotorsion completo.
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Observacion 3.1.7. Una categoria abeliana .o/ tiene sufientes proyectivos si y solo si el par de
cotorsién (Pro («7),0bj (7)) tiene suficientes proyectivos.

El siguiente ejemplo proviene de [EJOO].

Ejemplo 3.1.8. Sean R un anillo y xkMod la categoria de R-mddulos izquierdos.

(a) Si P esla clase de R-mddulos planos y € la clase de R-mddulos de cotorsion, es decir,
P+ = C, entonces (P, ) es un par de cotorsién en kMod. Dicho par es conocido como el
par de cotorsion de Enochs.

(b) Si (D, E) es un par de cotorsion en gMod, con suficientes inyectivos (resp. proyectivos),
entonces (D, £) tiene suficientes proyectivos (resp. inyectivos).

Definicion 3.1.9. Sea U una clase de objetos de una categoria abeliana .<7. Decimos que U es

gruesa si

(a) U es cerrada bajo retractos y extensiones.

(b) U es cerrada bajo nicleos de epimorfismos. Es decir, para cualquier sucesion exacta

corta

0 X X X, 0

en 7, con X, X, € U, se tiene que X; € U.

(¢) Ues cerrada bajo coniicleos de monomorfismos. Es decir, para cualquier sucesion exacta

corta

0 X1 X X 0

en <7, con X, X; € U, se tiene que X, € U.

Definicion 3.1.10. Sean (D,&’) y (D',&) pares de cotorsién en una categoria abeliana .
Decimos que (D, &) y (D', &) son U-compatibles si existe una clase de objetos U C Obj (=)
tal que D' =DNUy & = ENU. En este caso, simplemente diremos que (D, ENU) y (DNU, E)

son pares de cotorsion compatibles.

Definicion 3.1.11. Sean (D, ENU) y (DNU,E) pares de cotorsion completos y compatibles
en una categoria abeliana 7. Decimos que (D, &, U) es un triple de Hovey en .7 si U es una

clase gruesa.
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3.2. La correspondencia pequena de Hovey

En esta seccién expondremos una version simplificada de la correspondencia de Hovey, esto es,
obtendremos un sistema de factorizacion débil a partir de un par de cotorsion y viceversa. Di-
cho resultado puede ser nombrado como, siguiendo a M. Pérez en [MP16], la correspondencia
pequena de Hovey.

El siguiente Lema es la primer conexion implicita entre pares de cotorsion y sistemas de facto-

rizacion débiles.

Lema 3.2.1. Sean ./ una categoria abeliana, f : X — Y un monomorfismoen &'y g: W — Z
un epimorfismo de «. Si Ext!, (Coker (f),Ker(g)) =0, entonces f M g.

Demostracion. Encontraremos una solucion para el siguiente problema de levantamiento

X—%-w
- 7
- /
f / 8
/ —
7/
Y Z.

En efecto, consideremos el siguiente diagrama

0

K 0
k

w-—2% x
g = f
z- Py
0 C




3.2. LA CORRESPONDENCIA PEQUENA DE HOVEY 129

Donde ¢ := coker (f) y k = ker(g). Es claro que las filas del diagrama son sucesiones exactas

cortas. El Lema A.5.10 nos permite formar el siguiente diagrama, donde (—,—) := &/ (—,—) y
(=) =EBxt'(—,-).
C1 C2 C3 C4
0 0 0 0
F: 0 (C7K) (YaK)_>(X7K)_>1(C7K):O
= = (X.,h) =
i 0—— (€W)—— (W) L2 oeow) 21 (W)
= (V) = (X.g) =
) 1
F3: 0 (C,Z) (Y7Z> (f.2) <X7Z) 5, <C7Z)

Fs: 0—!'(C.K)=0—='(Y. K)—'(X,K) ——=2(C,K) ,

con filas F; y columnas C; exactas para toda 1 <i < 4. Note que la igualdad Ext}j (C,K)=0se
da por hipotesis.

Ahora bien, para a € o7 (Y,W) tenemos que 9y (&) = 0. En efecto, la columna C4 es exacta y
Extl, (C,K) =0, y asi la funcién

Ext!, (X,g): Ext!, (C,W) — Ext!, (C,Z)
es inyectiva. Por otro lado, dado que B f = ga, tenemos que

oz((X,8) (@) = 8z (gax) = 8z ((f,2) (B)) =0.

Asi que Ext! (X,g) (6w () =0, probandose que & (o) = 0. Por exactitud de la fila F existe

un morfismo
oy —w
tal que & = d° o f. Ahora bien, consideremos el siguiente morfismo
B—god’:Y —Z.

Entonces
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*

ﬁ—godoﬁ—f>(ﬁ—godo)of:ﬁof—godoof.
Notemos que
Bof—god’of=Bof—goa=0.
Luego, por exactitud de la fila F3 existe un morfismo
1:C—Z

tal que [oc = B — god". La exactitud de la columna C; y la igualdad Extiy (C,K) =0 implican
que la siguiente funcion

(C,g): o (C,W)— o (C,Z)
es suprayectiva, por lo cual existe un morfismo
'.-C—Ww
talque [ = gol’.Sead :=d’+1'oc:Y — W. Entonces
dof=(d"+l'oc)of=d’f+locof=a+0=a y
god=g(d°+1'oc)=god’+gol'o=god’+loc=god"+B —god’ =p.
Lo anterior prueba que f h g. m

Definicion 3.2.2. Sea X una clase de objetos de una categoria abeliana <7 . Definimos las si-

guientes clases de morfismos
Mony (&) :={f € Mon (<) | Coker(f) € X } y Epiy («):={f € Epi(«/) | Ker(f) € X }.

Lema 3.2.3. Sean <7 una categoria abeliana y X C Obj (<7) una clase cerrada bajo extensiones.
Entonces las clases Mony (7) y Epiy (27) son cerradas bajo composiciones.
Demostracion. Probemos que Mony (27) es cerrada bajo composiciones. Sean f: X — Y y

g : Y — Z morfismos de Mony («). El Corolario 1.19.45 nos brinda una sucesion exacta en
4

0 — Ker(f) — Ker(go f) — Ker(g) — Coker (f) — Coker (g o f) — Coker (g) —O0.
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Es claro que Ker (f) =0 = Ker(g), ya que f y g son monomorfismos. Por el diagrama anterior

obtenemos
0 — Coker (f) — Coker (g o f) — Coker (g) — 0.

Por hipétesis, tenemos que Coker (f),Coker(g) € X, y ademds X es cerraba bajo extensio-
nes. Luego Coker(go f) € X, lo cual demuestra que go f € Mony (7). La demostracién para
Epiy (/) es dual. g

Teorema 3.2.4. Sea ./ una categoria abeliana. Si (D,&) es un par de cotorsién completo
en .o/, entonces las clases Monyp (<7) y Epig (/) forman un sistema de factorizacion débil
(Monyg (<) ,Epie (7)) en o7 .

Demostracion.

(a) Axioma de factorizacion. Sea f € Mor (/). Demostraremos que f se factoriza como
f=poi,conieMong (&) y p € Epig ().

Caso 1. Sea f un monomorfismo. Consideremos la siguiente sucesion exacta corta

0 x—1 Ly o 0

donde C := Coker (f). Ya que (D,&), es un par de cotorsiéon completo, existe una sucesion

exacta corta

0 E D C 0,

con D€ Dy E € & Dado que coker(f) y g son epimorfismos, la Proposicion 1.19.46 nos

permite construir el siguiente diagrama conmutativo

0 0
E—E . F

0 ), Q- YICTD D 0
1x = p = 8

0 X——Y el C 0
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con filas y columnas exactas. Por lo anterior, obtenemos la siguiente factorizacion
X ! Y
yiIp

Observemos que i € Monyg (&) y p € Epig (7).

Caso 2. Sea f un epimorfismo. La demostracion es dual al caso anterior.

Caso 3. Sea f un morfismo arbitrario. Consideremos la siguiente factorizacién de f

X ! Y
f\A%

XoY :

donde f: (lf") = (lx @ f)oix (Obs. 1.19.16). Note que f es un monomorfismo. En efecto,
la ecuacién py o f 1x nos dice prec1samente que f es un monomorfismo. De forma similar,
py es un epimorfismo. Por el Caso 1, f se factoriza como f = ¥ o', con I’ € Mony () y
r' € Epig (7). Notemos que py or’ € Epi (7). Por el caso 2, py or’ =rol” con I"” € Mony, ()
y r € Epig (&7). Por lo anterior, tenemos que

f=pyof=pyorol' =rol"ol.

Finalmente tenemos que [ oI’ € Mony («7) por el Lema 3.2.3.

(b) Axioma de levantamiento.

(b.1) Veamos que [Mony, (7)™ C Epig («7) y ™ [Epig ()] € Mony (). En efecto, sea f €
M [Epig (<7)]. Por el axioma de factorizacién, f se factoriza como f = rol, con [ € Mong, (.<7)

y r € Epig (&7). Por lo anterior, el siguiente problema de levantamiento

tiene una solucién d : Y — X. Notemos que / es monomorfismo y que [ = d o f, por lo cual
f € Mon (7). Ahora bien, veamos que Ext!, (Coker (f),E) =0 para todo E € €. En efecto, sea
[S] € Ext’}zf (Coker (f),E) una clase de sucesiones exactas cortas representada por la siguiente
sucesion
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S: 0 E—2% -7 C 0,

con C := Coker(f) y E € €. Veamos que S se escinde. Observemos que el siguiente diagrama
es un diagrama de coproducto fibrado

X 0
]
Y —— Coker(f) .

Recordemos que f € ™ [Epi (&7)] y que la clase ™ [Epi, (.o7)] es cerrada bajo coproductos fibra-
dos (Prop. 2.1.14). Entonces, el morfismo 0 — Coker (f) estd en " [Epi. (.27)]. Notemos que

B € Epig (<7). Por lo cual, el siguiente problema de levantamiento

Coker (f) — Coker (f) ,

1 Coker(f)

tiene una solucién & : Coker (f) — Z. Lo anterior nos dice que 6 o B = I¢gger(f)- Esto prueba
que S se escinde, por lo tanto Ext!, (Coker (f),E) = 0 para todo E € &, entonces Coker (f) €
M& = D, con lo anterior tenemos que f € Monp (7). La otra contensién [Monqg (.27 )]m -
Epi¢ (27) se prueba de forma similar.

(b.2) Demostremos que Mony, (<) C ™ [Epi, ()] y Epig (27) C [Mongp (%)]m. En efecto,
sea f € Monp (&), esto es, f € Mon (/) y Coker (f) € D. Tomemos g € Epig (7). Entonces
g € Epi (&) y Ker(g) € €. Lo anterior nos dice que Ext!, (Coker (f),Ker (g)) = 0. Finalmente
por el Lema 3.2.1 concluimos que f rh g, por lo tanto f € m [Epig («7)]. Lo anterior prueba que
Mony, () C M [Epi, (o7)]. La otra contencién Epig () C [Monyp (o7 )]rh se prueba de forma
similar. g

El Teorema 3.2.4 muestra explicitamente como obtener un sistema de factorizacion débil a partir
de un par de cotorsiéon completo en una categoria abeliana. Ahora, expondremos la relacién

reciproca.

Definicion 3.2.5. Sea (£,R) un sistema de factorizacion débil en una categoria ¢’. Definimos
las siguientes clases
Coker (L) :={Coker(l) | I L} y Ker(R):={Ker(r) | reR}.
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Lema 3.2.6. Sean </ una categoria abeliana y (£,R) un sistema de factorizacién débil en o7/

tal que £ C Mon (/) y R C Epi (< ). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes
(a) Sil € Mon () y Coker (/) € Coker (L), entonces [ € L.
(b) SireEpi(o)yKer(r) € Ker(R), entonces r € R.
(c) VX € Ker(R) y VA € Coker (£) se tiene que Ext!, (A4,X) =0.

Demostracion.
[(a) = (c)] Sean A € Coker(£) y X € Ker(R). Veamos que Ext!, (4,X) = 0. En efecto, sea
[S] € Ext!, (A, X) una clase de sucesiones exactas cortas representada por la siguiente sucesién

S: 0 x—1 .y A 0.

Probemos que S se escinde. Por el inciso (a) tenemos que f € L. Por otro lado, existe un
morfismo r € R C Epi (/) tal que X = Ker(r). De este modo, obtenemos la siguiente sucesion
exacta corta

S:0 x o w5 0.

Notemos que el siguiente diagrama es un diagrama de producto fibrado

% ker(r) W

r

0 Z

Y

y recordemos que la clase R es cerrada bajo productos fibrados, por lo tanto el morfismo X — 0

estd en R. Luego, el siguiente problema de levantamiento

XLX

Yy ——0

tiene una solucion, por lo que existe un morfismo d : ¥ — X tal que d o f = 1x. Lo anterior
prueba que S se escinde.

[(c) = (a)] Sea I € Mon (/) tal que Coker (/) € Coker(£). Veamos que [ € £. Sea r € R.
Por hipétesis, tenemos que r € Epi () con Ker(r) € Ker(R). Por lo anterior, se tiene que

Ext!, (Coker(7),Ker(r)) = 0. Por el Lema 3.2.1, concluimos que I f r, esto prueba que I €
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"R = L.
[(b) < (c)] se demuestra de forma dual. g

Definicion 3.2.7. Sean <7 una categoria abeliana y (£,XR) un sistema de factorizacién débil en
</ . Diremos que (£,R) es abeliano si

(a) L CMon (o) yRCEpi().
(b) (L£,R) cumple cualquiera de los incisos equivalentes del Lema 3.2.6.

Observacion 3.2.8. El sistema de factorizacién débil (Mony (<7) ,Epig (27)) que proporciona
el Teorema 3.2.4 es abeliano.

Demostracion. Por definicion tenemos que Mony, (7)) C Mon (.«f) y Epig (7) C Epi (&7 ). Vea-
mos que Ext!, (A,X) =0 VA € Coker(Mony, («7)) y VX € Ker (Epig (<7)). En efecto, sean A €
Coker (Mony (7)) y X € Ker (Epig («7)). Entonces A = Coker (1) para algin [ € Mong ()
y X = Ker(r) para algiin r € Epig (7). Lo anterior nos dice que A € D y X € &, por lo tanto
Extl, (A,X)=0.u

Teorema 3.2.9. Sea </ una categoria abeliana. Si (£,R) es un sistema de factorizacion débil
abeliano en .27, entonces las clases Coker (£) y Ker (R) forman un par de cotorsiéon completo
(Coker (£),Ker(R)) en o7

Demostracion.

(a) (Coker(L),Ker(R)) es un par completo.

(a.1) (Coker(L),Ker(R)) tiene suficientes proyectivos. Sea X € Obj (/). Tomemos la si-

guiente factorizacion

0

N

conl € LyreR. Esclaro que Ker (r) € Ker (R). Por otro lado, tenemos que / € Mon (/) con

X

A = Coker () € Coker (£). Luego, tomemos la siguiente sucesién exacta corta

ker(r)

S: 0 Ker (r) A———=X 0,

con A € Coker (L) y Ker (r) € Ker (R).
(a.2) (Coker(L),Ker(R)) tiene suficientes inyectivos. La demostracion es similar al inciso
anterior, aqui factorizamos el morfismo X — 0.
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(b) (Coker(L),Ker(R)) es un par de cotorsion.

(b.1) Demostremos que Coker (£) C  [Ker (R)] y Ker (R) C [Coker (£)]*. Sea A € Coker (£).
Luego, A = Coker (/) para algiin / € £. Por hipétesis, tenemos que Ext!, (4,X) =0 para todo
X € Ker (R). Probandose que A € + [Ker(R)]. La otra contensién Ker (R) C [Coker (£)]" se
prueba de forma similar.

(b.2) Demostremos que - [Ker (R)] C Coker (£) y [Coker (£)]+ C Ker(R). Sea X € *+ [Ker (R)].

Por el inciso (a), existe una sucesion exacta corta

S:0 B A X 0,

con A € Coker(£L) y B € Ker(R). Observamos que el morfismo 0 — A estd en £. En efecto,

tenemos que A € Coker (/) para algtin [ € £. De esta forma, el siguiente diagrama

M 0

B

N Coker(/) A

es un diagrama de coproducto fibrado. Recordemos que la clase £ es cerrada bajo coproductos
fibrados (Prop. 2.1.14). Luego, el morfismo 0 — A estd en £. Por otro lado, por hipétesis
tenemos que Ext}Q{ (X,B) =0, esto nos dice que S se escinde, por lo cual, existe un morfismo
E X — Atal que Bo E = lx. De esta forma, podemos construir el siguiente diagrama de

retraccion

o>

MO
=) |l

| > <
= |l
~—0OQ

|

Dicho diagrama nos dice que el morfismo 0 — X es un retracto de 0 — A. Ya que £ es
cerrado bajo retractos (Proposicién 2.1.10), tenemos que 0 — X estd en £, y ademds X =
Coker(0 — X)e L. m

Teorema 3.2.10 (Correspondencia pequeiia de Hovey). Sea .7 una categoria abeliana.

(a) Si(L,R)esunsistema de factorizacion débil abeliano en <7, entonces (Coker (L) ,Ker (R))
es un par de cotorsién completo en .o7.
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(b) Si(D,E) es un par de cotorsion completo en <7, entonces (Monyg (<), Epig (27)) es un

sistema de factorizacion débil abeliano en 7.

De hecho, la correspondencia pequeia de Hovey induce una propiedad adicional entre los pares

de cotorsiéon completos y los sistemas de factorizacion débiles abelianos.

Notacion 3.2.11. Sea .7 una categoria abeliana. La clase de todos los pares de cotorsiéon com-
pletos en <7 es denotada por Co(.<7) y la clase de todos los sistemas de factorizacion débiles

abelianos en .o/ es denotada como Fa (.«7).
Observacion 3.2.12. La correspondencia pequefia de Hovey induce asiganaciones
H:Co(<&/) — Fa(s/), (D,€)— (Monyp («),Epig (<)) y
H:Fa(o/)— Co(), (L,R)—> (Coker(L),Ker(R)).

Proposicion 3.2.13. Las asignaciones H y H son inversas.

Demostracion.

(a) H oH = lpa(r)- Sea (£,R) un sistema de factorizacién débil abeliano en 7. Luego,
(Coker (£),Ker(R)) es un par de cotorsiéon completo en 7. Por lo que

(MOHCOker(L) (%> aEpiKer(fR) (52{)>
es un sistema de factorizacion débil en abeliano en 7. Probemos las siguientes igualdades
Moncoker(e) (@) =Ly Epigey(p) (&) = R.

Sea f € Mongeker(c) (7). Luego, f € Mon (/) y Coker(f) € Coker(£). Por definicién de
sistema de factorizacion abeliano, concluimos que f € £. Sea f € £. Entonces f € Mon (/) y
Coker (f) € Coker (£). Esto nos dice que f € Mongoger(c) (¢7). La otra igualdad se demuestra
de forma dual.

(b) HoH = lcy(.)- Sea (D, &) un par de cotorsién completo en <7 Por la correspondencia
pequeiia de Hovey , [Mony, («7) ,Epig (.o7)] es un sistema de factorizacién débil en <7 Luego,

(Coker (Mony, (7)) ,Ker (Epig (7))
es un sistema de factorizacion débil abeliano en A. Probemos las siguientes igualdades

D = Coker(Mong (7)) 'y &€ =Ker(Epig (&)).
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Sea X € Coker (Mony («7)). Entonces, X = Coker (f) con f € Mony (). Por lo tanto f €
Mon (o) y Coker (f) € D. Esto prueba que X € D. Sea X € D. Ya que (D, €) es un par de

cotorsion completo, existe una sucesion exacta corta en A

/

S: 0 E pD—% % 0,

con E € £y D € D. Luego, podemos formar la siguiente sucesion exacta corta

fi=ker(g)

S:0 D il X 0,

Ker(g)

lo anterior nos dice que X = Coker(f) con f € Mon (<) y Coker(f) =X € D. Lo anterior
significa precisamente que X € Coker (Mony («7)). La otra igualdad se demuestra de forma

similar. g

3.3. La correspondencia de Hovey

En esta secciéon mostraremos que un triple de Hovey en una categoria abeliana <7 determina
cierta estructura de modelo, la cual es conocida como estructura de modelo abeliana. La inversa
también es cierta. Esto es, cada estructura de modelo abeliana determina un triple de Hovey.
Dicho triple esta formado por las clases de objetos cofibrantes, fibrantes y triviales.

Realizaremos un razonamiento > que nos va a sugerir la relacién entre los pares de cotorsién y
las categorias de modelo. En efecto, consideremos un par de cotorsién (D, ) en una categoria

abeliana 7 y una sucesion exacta corta

0 A—"-B D 0,

con D € D. Entonces, para todo E € & la funcion <7 (i,E) : &/ (B,E) — </ (A,E) es supra-
yectiva ya que Ext}Q{ (D,E) =0. En el lenguaje de categorias de modelo, lo anterior dice que el

siguiente problema de levantamiento

AL E

_ 7
=
B——0,
tiene una solucién. Si consideramos a i como una cofibracién trivial entonces E — 0 parece

ser una fibracion. Siguiendo esta idea, € podria ser la clase de todos los objetos fibrantes. Esto

sugiere una relacion entre categorias de modelo y pares de cotorsion.

2Este razonamiento proviene de [Ho02].
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3.3.1. Categorias de modelo abelianas

Antes de exponer la correspondencia Hovey, vamos a introducir la nocién de estructura de

modelo abeliana.

Definicion 3.3.1. Sea (C,F,' W) una estructura de modelo en una categoria abeliana .. Deci-
mos que (C,F,' W) es abeliana si

(A.1) feCsiysolosi f e Mon(e)y Coker(f) € C®;
(A2) g€ TFsiysolosig e Epi(«)yKer(g) € F°.
Recordemos que C* y F* son la clase de objetos cofibrantes y fibrantes respectivamente.

Definicion 3.3.2 (M. Hovey). Una categoria de modelo abeliana es una categoria abeliana

bicompleta ./ dotada con una estructura de modelo abeliana (C,F,'W).

Definicion 3.3.3. Sean .# una categoria de modelo y (C,F,'W) la estructura de modelo de
# . Diremos que un objeto X € Obj(.#) es cofibrante trivial si el morfismo 0 — X es una
cofibracion trivial. De forma dual, diremos que X es un objeto fibrante trivial si el morfis-
mo X — 1 es una fibracion trivial. La clase de objetos cofibrantes triviales es denotada por
(EN'W)* y la de los objetos fibrantes triviales como (FN'W)*.

Observacion 3.3.4. C*NW* = (CNW)* y F* NW* = (FN'W)*.

Demostracion.

XeCnNWN eXelCyXeWw
S0—X]eCy [0 —X]eW
<0—X]eCnW
SXe(CnNW)®.

La demotracion de la otra igualdad es similar. g

Observacion 3.3.5. Sea .7 una categoria de modelo abeliana. Entonces, el conticleo de una
cofibracion trivial es un objeto cofibrante trivial. Dualmente, el nucleo de una fibracion trivial
es un objeto fibrante trivial.

Demostracion. Sea f : A — B una cofibracion trivial de .«7. Notemos que el siguiente diagrama
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Aa—L .
|-
0 —— Coker(f),

es un diagrama de coproducto fibrado. Recordemos que la clase de cofibraciones triviales es
cerrada bajo coproductos fibrados, entonces el morfismo 0 — Coker (f) es una cofibracion tri-
vial, por lo tanto el contcleo de f es un objeto cofibrante trivial. La otra afirmacion se demuestra

de forma dual. g

En una estructura de modelo abeliana, las cofibraciones triviales y las fibraciones triviales tienen

una caracterizaciéon mas sencilla.

Lema 3.3.6. Sean &/ una categoria de modelo abeliana y (C,F,'W) la estructura de modelo
abeliana de <7

(@) feCNWsiysolosifeMon(«)y Coker(f) e (CNW)®.
(b) feFNWsiysolosifeEpi(e)yKer(f) e (FNW)*.

Demostracion.(a)

(=) Sea f € CN'W. En particular f € C, y ademas f € Mon (/). La Observacién 3.3.5 nos
dice que Coker (f) € (EN'W)*.

(<) Sea f € Mon (.«7) tal que Coker (f) € (€N'W)*. Veamos que f € CN'W = "F. En efecto,

consideremos el siguiente problema de levantamiento

Xx—%-w
_ A
f // 8
/ —
/
Y y4

con g € J. Encontraremos una solucién para el problema de levantamiento anterior. Ya que
(C,F,' W) es una estructura de modelo abeliana tenemos que g € Epi (<) y Ker(g) € F°. Ahora,
veamos que Ext!, (Coker (f),Ker (g)) = 0. En efecto, tomemos [S] € Ext! , (Coker (f),Ker(g))
una clase de sucesiones exactas cortas en .« representada por

S: 0 h

Ker (g) X

Coker (f) ——0.

Veamos que S se escinde. Notemos que el morfismo % : X — Coker (f) es una fibracién, ya
que A es un epimorfismo y su nicleo Ker(g) es un objeto fibrante. Por lo anterior, el siguiente

problema de levantamiento
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0 =X
l _/ 7 h
Coker (f) Coker (f)
Coker(f)

tiene una solucion. Entonces existe d : Coker (f) — X tal que hd = Leoker(f)- Por lo tanto S se
escinde. Lo anterior prueba que Ext!, (Coker (f),Ker(g)) = 0. Por el Lema 3.2.1 concluimos
que f M g, probandose que f € "F. m

Observacion 3.3.7. Sean </ una categoria de modelo abeliana y (C,F,'W) la estructura de

modelo abeliana de <. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen
(a) Coker(CN'W)=C*N'W*y Coker(C) = C°.
(b) Ker (FNW)=F*NW*yKer(F) =3°.

(¢) Los sistemas de factorizacion (CN'W,F) y (C,FN'W), que definen a (C,F, W), son abe-

lianos.

Demostracion.
(a) Coker (CN'W) =C*N'W*.

X € Coker (CN'W) < X = Coker () con € CN'W
< X =Coker(l) con [ € Mon (<) y Coker(l) € C*N'W*
= X = Coker(l) € C*N'W*.
XeCnNW <0 —XeCnNW
< [0 — X] € Mon (/) y Coker (0 — X) € C*N'W*
Notemos que X = Coker (0 — X)
=X e nNW".

(b) Se demuestra de forma similar al inciso (a).
(¢) Veamos que el sistema de factorizacion débil (CN'W,F) es abeliano. En efecto, la defini-
cién de estructura de modelo abeliana nos dice que CN'W C Mon (<), y ademas F C Epi (7).

Por otro lado, supongamos que
leMon(«7) y Coker(l) € Coker(CN'W)=C*NW?*,

por el Lema 3.3.6 concluimos que / € CN'W. g
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3.3.2. La correspondencia de Hovey

Teorema 3.3.8. Sea </ una categoria abeliana. Si (C,F, W) es una estructura de modelo abe-
liana en <7, entonces (C*,F*, W*) es un triple de Hovey.

Demostracion.

Sea (C,F,'W) una estructura de modelo abeliana en 7. La definicién de estructura de modelo
nos dice que (CN'W,F) y (€, FN'W) son sistemas de factorizacion débiles. Ademads, dichos sis-
temas de factorizacién son abelianos, por la Observacién 3.3.7.(c). La correspondencia pequefia
de Hovey nos dice que

Cp:= (Coker(CN'W),Ker(F)) y C,:=(Coker(C),Ker(FN'W))
son pares de cotorsion completos.
(a) C1y C; son pares de cotorsion W*-compatibles. La Observacion 3.3.7 nos dice que
Ci=(C*NW*3%) vy GCy=(CLF°NWe).

Esto nos dice precisamente que Cy y C; son W*-compatibles.

(b) W* es gruesa.

(b.1) W* es cerrada bajo retractos. Sean Y € W* y X un retracto de Y. Luego, existen morfis-
mos u'y v de &/ que hacen conmutar el siguiente diagrama

X 1x X

Veamos que X € W*. En efecto, de lo anterior se tiene que el siguiente diagrama de retraccién

o

e

¢

<_
I
| R<=—
I
~—o

>

—_
<

Observamos que el morfismo 0 — Y estd en W ya que Y € W*. Luego,0 — X estden W ya

que W es cerrada bajo retractos. Probandose que X € W*.

Antes de verificar los axiomas restantes de la definicion de clase gruesa, realizaremos la si-
guiente construccion.
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Sea

f 8

S: 0 Wi - 4 W, 0

una sucesion exacta corta en .2/. Tomemos la siguiente factorizacion

Q,

coni € CN'Wy p e J. Usando que (C,F, W) es una estructura de modelo abeliana, tenemos
(1) i € Mon (/) y Coker (i) € C*N'W*;
(2) pe€Epi(«)yKer(p) € F°.

La propiedad universal del contcleo nos dice que existe un morfismo g : Coker (i) — W, que

hace conmutar el siguiente diagrama

0 Wi i coker(9) Coker (i) ———0
|
1W1 = P = : q
|
Y
0 24} 7 w z Wa 0.

Notemos que g es un epimorfismo, ya que g ocoker (i) = go p y p, g son epimorfismos. Usando

el Lema de la serpiente, en el diagrama anterior, obtenemos la siguiente sucesion exacta

0

Ker (1w,)

Ker(p)

Ker(g)

Coker (1y,) — Coker (p) — Coker (¢) ——0.

Simplificando, obtenemos las siguiente sucesion exacta

0

Ker (p)

Ker(g) ——0.

Luego el morfismo Ker (p) — Ker (¢) es un isomorfismo (Prop. 1.19.27). Dado que g € Epi ()
y Ker(q) = Ker(p) € F°, se tiene que g € F.

(b.2) W* es cerrada bajo niicleos de epimorfismos. Supongamos que W, W, € W* en la suce-
si6n exacta S. Veamos que W; € W*. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo
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Coker (i) 9

~,

Notemos que los morfismos 0 — Coker (i) y 0 — W, estan en 'W; ya que W € W* y

/%)

Coker (i) € C*N'W*. Por el Axioma tres por dos, tenemos que ¢ € W, por lo tanto g € FNW.
Por la definicién de estructura de modelo abeliana, concluimos que Ker (¢) € F* N'W*. Dado
que Ker (p) = Ker(g) € F*N'W?, por la definicion de estructura de modelo abeliana tenemos
que p € INW.

Advertimos que hasta ahora no se ha usado la hipotesis W € We*,

Ahora bien, tomemos el siguiente diagrama conmutativo

N

donde p € FN'Wy [0 — W] € W. Lo anterior sucede porque W € W*. Por el Axioma tres

por dos, el morfismo 0 — Q estd en W. De la misma forma, tomemos el siguiente diagrama

conmutativo

Wi i 0

NS

Por el Axioma tres por dos, el morfismo 0 — W estd en W, probdandose que W; € W*.

(b.3) W* es cerrada bajo extensiones. Supongamos que W;,W, € W*. La demostracion es
la misma que el inciso anterior hasta la advertencia del uso de la hipé6tesis W € W*. Ya que
f=poi,con p e FNW y ademds i € CN'W, tenemos que f € W. Tomando el siguiente

diagrama conmutativo
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concluimos que el morfismo 0 — W estd en W; esto sucede porque los morfismos 0 — W; y
f estan en W, probandose W € W*.

(b.4) W* es cerrada bajo conticleos de monomorfismos. La demostracion es similar a los dos

Incisos anteriores. m

Aseguramos que la implicacion, en el teorema anterior, es una equivalencia. Antes de probarlo,

vamos a introducir la siguiente notacion.

Notacion 3.3.9. Sean R y 8 clases de morfismos de una categoria 4. Definimos la siguiente

clase de morfismos
Rx8:={sor|reRyses8}.

Es claro que si (£,R) es un sistema de factorizacion débil en €, entonces £ * R = Mor (%).

Teorema 3.3.10. Sea .o/ una categoria abeliana. Si (D,&,U) es un triple de Hovey en .7,

entonces existe una dnica estructura de modelo abeliana (C,F,' W) en <7 tal que
(1) €=Mony (&),
(2) F = Epig («7),
(3) W=Monpqy (&) *Epigq ().

Demostracion. Sea (D, E,U) un triple de Hovey en 7. Lo anterior nos dice que (D,ENU) y
(DNU,E) son pares de cotorsiéon completos en 7. Por la correspondencia pequeiia de Hovey

tenemos que
Fi := (Monpm () ,Epig (¢/)) 'y  Fp:=(Monyp (<), ,Epigy ()

son sistemas de factorizacion débiles abelianos en 7.

Antes de demostrar que (C,F, W) es una estructura de modelo abeliana en <7, probaremos la

primera de las siguientes igualdades. La otra igualdad se demuestra de manera dual.
(a) Monpy (/) =CNW y  Epigq (&) =FNW.

(a.1) Monpqy («7) C CN'W. Sea f € Monpqy (). Es claro que f € C. Por otro lado, tomemos

la siguiente factorizacion
X\ N A

Y.

\

X Y




146 CAPITULO 3. CATEGORIAS DE MODELO Y PARES DE COTORSION
La Proposicién 2.2.3 nos dice que Mony, (<) NEpig~ (/) =1Iso(<7). Luego 1y € Epigy ().
Esto demuestra que f € 'W.

(a.2) CN'W C Monpq (7). Sea f € CN'W. Entonces f € Monyp (<) y ademds f = eom,
con m € Monpy (&), e € Epigqy (), Coker (m) € DNUy Ker(e) € €NU. Por el Corolario
1.19.45 obtenemos la siguiente sucesion exacta

0 — Ker (m) — Ker (f) — Ker (e) — Coker (m) — Coker () — Coker (¢) — 0.
Simplificando la sucesion anterior obtenemos
0 — Ker (e) — Coker (m) — Coker () — 0.

Ya que U es gruesa, concluimos que Coker (f) € U. Por lo tanto Coker (f) € DNU, probandose
que f € Mongpy ().

Abhora bien, las igualdades del inciso (a) nos dicen que
Flz(eﬁw,?) y FQZ(G,?QW).

(b) W satisface el Axioma tres por dos. Sean f: X — Y y g:Y — Z morfismos en <7
(b.1) Supongamos que f,g € W. Veamos que go f € W.
Caso 1. Sean g € Monpy () y f € Epigqy («7). Tomemos la siguiente factorizacion

gof

N

W,

X Z

con e € Epigy («7) y m € Mony, (7). Por la propiedad universal del conticleo, existe un mor-

fismo ¢ : Coker (m) — Coker (g) que hace conmutar el siguiente diagrama

0 X = cokertm) _ Coker (m) ———0
|
o= e = a
v
0 Y Z z woker(s) conker (g) 0.

Notemos que ¢ es un epimorfismo, ya que coker (g) y e lo son. Usando el Lema de la serpiente

en el diagrama anterior obtenemos la siguiente sucesion exacta
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0 ker (q)

Ker (e)

Ker (f)

Coker (f)

Coker (e)

Coker(q) ——0.

Simplificando, obtenemos las siguiente sucesion exacta

Ker (f)

Por hipdtesis, Ker(f) y Ker(e) estdn en U. Ya que U es gruesa, concluimos que Ker(g) € U.

0

Ker (e) Ker(q) ——0,

Por otro lado, consideremos la siguiente sucesion exacta corta

Ker(q) q

0.

0 Ker (q) Coker (m) Coker (g)

Luego Coker (m) € U, ya que U es cerrada bajo extensiones. Esto prueba que m € Mongpy (&),
por lo tanto go f € W.
Caso general. Sean f y g son morfismos arbitrarios de W. Por definiciéon de W, obtenemos la

siguiente factorizacion
gof =(exomy)o(erom),

con my,my € Monpqy (/) y e1,ez € Epigq (7). Por el caso anterior, tenemos que
mpoe| = e3oms,
con m3 € Monpqy (/) y e3 € Epig («7). Entonces
gof = (e,omp)o(ejomy) =ey0e30mzomy,

Recordemos que las clases Monpqy (7) y Epig () son cerradas bajo composiciones (Prop.
2.1.10). Probandose que go f € W.

(b.2) Supongamos que g,go f € W. Veamos que f € W.
Caso 1. Sea f € Mong («7). Tomemos la siguiente factorizacion

con e € Epigy () y m € Monpqy («7). Reorganizando el diagrama anterior obtenemos

x—l .y ¢ 7
mof = m| = 1z
% W z.
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Notemos que mo f € Mony (27). Por otro lado, por hipétesis, podemos tomar la siguiente fac-

x—= .z
N ) /
W )
con e; € Epigq (&) y m; € Monpqy (7). Dado que F := (Mong (/) ,Epigq (7)) es un

sistema de factorizacion débil en <7, el siguiente problema de levantamiento tiene una solucion

X Wi

torizacion

my

X w— 7
1x = d| = 17
X W ——Z.

Ahora bien, tomemos la siguiente factorizacion

w d W,
A - %
Wa,

con e € Epig (&) y my € Monyp (7). Notemos que e = ej od = (e 0 e2) omy. Por el Coro-

lario 1.19.45 obtenemos la siguiente sucesion exacta

0 — Ker (my) — Ker (¢) — Ker (e 0 e;) — Coker (my) — Coker (¢) — Coker (ej o e3) — 0.

Notemos que e o ey € Epig (27), ya que Epig (<) es cerrada bajo composiciones. Simpli-

ficando la sucesidn anterior, obtenemos

0——Ker(e) ker (ej o ep) — Coker (m;) —0,

con Ker(e),Ker(ejoep) € U, por lo que Coker (m;) € D NU. Por otro lado, observamos que
m) = ez o (mpomo f). Por el Corolario 1.19.45, obtenemos la siguiente sucesion exacta
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0

Ker (m)

Ker (myomo f) Ker (e;)

Coker (mpomo f)

Coker (m)

Coker (e;) —0.

Simplificando, obtenemos

0

Ker (e;) — Coker (mp omo f) — Coker (m;) ——0.

Ya que U es gruesa, tenemos que Coker (mpomo f) € U. Probandose que (myomo f) estd en
Monqpq («7). De forma similar, usando la composicion m; o (mo f), obtenemos la siguiente

sucesion exacta

0

Ker (mo f) Ker(mpomo f) Ker (my)

Coker (mo f) =——— Coker (mp omo f) —— Coker (mp) ——0.

Simplificando, obtenemos

0

Coker (mo f) —— Coke (mp omo f)

Coker (mp) —0.

Entonces Coker (mo f) € U. Esto prueba que (mo f) € Monpqy (). Finalmente, tomemos la

composicion mo f para obtener la siguiente sucesion exacta
0 — Ker(f) — Ker (mo f) — Ker (m) — Coker (f) — Coker (m o f) — Coker (m) —0.
Simplificando la sucesion anterior, obtenemos

0

Coker (f)

Coker (mo f)

Coker (m) —0.

Luego, Coker (f) € U. Probandose que f € Mongpqy (&) = CNW.
Caso general. Sea f cualquier morfismo de .o/. Tomemos la siguiente factorizacién f = eom
conm € Mony, (/) y e € Epig («7). Entonces

gof=go(eom)=(goe)om.

Notemos que e € Epigq (&) = FNW. Por el inciso (b.1) tenemos que (goe) € W, y por el

caso anterior concluimos que m € W. Por lo tanto f =eom € 'W.
(b.3) Supongamos que f,go f € W. La demostracién de que g € W es similar al inciso (5.2).

(c) (C,F, W) es una estructura de modelo abeliana en <7



150 CAPITULO 3. CATEGORIAS DE MODELO Y PARES DE COTORSION

(c.1) Aseguramos que C* =D y F* = €. En efecto, veamos que se satisface la primer igual-
dad, la otra igualdad se demuestra de forma similar. Sea X € C°®. Luego, Coker (0 — X) € C,
por lo tanto X = Coker (0 — X) € D. Sea X € D, notemos que [0 — X] € Mon (%) y que
X = Coker (0 — X)), esto significa que [0 — X] € C, por lo tanto X € C°.

Las igualdades del inciso (c.1) nos dicen que

(¢.2) f € C=Mong (&) siy sélosi f € Mon(</)y Coker(f) € D= C°,
(¢.3) g€ F=Epig (&) siysolosi g € Epi(«)yKer(f) € €E=3".
Probandose que (C,F, W) es una estructura de modelo abeliana en <7

(d) Unicidad de (C,F,'W). Supongamos que (X,Y,Z) es una estructura de modelo abeliana en
o/ tal que

x* =D, ye—¢ y 2=

Luego, de los incisos (c.2) y (¢.3) concluimos que € = X' y F =Y. Para terminar, basta probar

que W* = U. Dicha igualdad se prueba en la Proposicion 3.3.14 g
Teorema 3.3.11 (Correspondencia de Hovey). Sea .o/ una categoria abeliana bicompleta 3.

(a) Si (C,F,W) es una estructura de modelo abeliana en <7, entonces (C*,F*, W*) es un

triple de Hovey.

(b) Si (D,E,U) es un triple de Hovey en o7, entonces existe una tnica estructura de modelo
abeliana (C,F,'W) en & tal que
(b.1) € =Monqg ().
(b.2) F =Epig ().
(b.3) W =Monpy (&) *Epigry ().
Notacion 3.3.12. Sea </ una categoria abeliana bicompleta. La clase de todos los triples de

Hovey en </ es denotada por Tr (<7) y la clase de todos las estructuras de modelo abelianas en
</ es denotada como Ea (.<).

Observacion 3.3.13. La correspondencia de Hovey induce asignaciones

3Notemos que la demostracién de la correspondencia de Hovey no depende del hecho de que o7 sea bicompleta.
Dicha hipétesis s6lo se requiere en la definicién de categoria de modelo.
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H:Tr(&/) — Ea(s/), (D,E,U)+— (Monyp («7),Epig (&), Monpqy (&) *Epigq (<))
H:Ea(&) — Tr (), (C,F,W)— (C°,F* W*).

Proposicion 3.3.14. Las asignaciones H 'y H son inversas.
Demostracion.
(a) HoH = lqr(e)- Sea (D, €, U) un triple de Hovey. Luego,

(C,F,W) := (Monyp (&) ,Epig («7) ,Monpqy () * Epigry ()

es una estructura de modelo abeliana en .<7. Por la correspondencia de Hovey, (C*,F°*,'W*) es
un triple de Hovey. Veamos que se cumplen las siguientes igualdades

C* =D, J*=£ y We =1U.

Las primeras dos igualdades ya se han establecido. Veamos la tercer igualdad.

(a.1) W C'W*. Sea W € U. Tomemos la siguiente factorizacion

cons € CyreFNW. Notemos que A = Coker (s) € D y Ker (r) € ENU. Luego, consideremos

la siguiente sucesion exacta corta

0 Ker (r) A =W 0.

Observamos que Ker (r) ,W € U, entonces A € U, ya que U es gruesa. Probandose que s € CN'W.
Por el Axioma tres por dos, tenemos que el morfismo 0 — W estd en W, por lo tanto W € W*.

(a.2) W* CU. Sea W € W*. Tomemos la siguiente factorizacion

N

cons € CN'WyreJ. El Corolario 1.19.45 nos brinda la siguiente sucesion exacta

0 w

0 — Ker (s) — Ker (%) — Ker (r) — Coker (s) — Coker (%) — Coker (s) — 0.

Simplificando la sucesion anterior, obtenemos
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0 — Ker(r) — Coker (s) — Coker (%) — 0.
Notemos que Ker (), Coker (s) = A € U, por lo que W = Coker (%) € U, ya que U es gruesa.

(b) HoH = lga(w)- Sea (€, F, W) una estructura de modelo abeliana en <7. Luego, (C*,5°, W*)
es un triple de Hovey. La correspondencia de Hovey nos dice que

(Monee (/) ,Epige (27) ,Mongeqyye (&) * Epigeqpe (7))

es una estructura de modelo abeliana en .o/ Es claro que € = Mone. (&7) y F = Epig. (7).
Finalmente
Mongeqyye () * Epigeype (&7) = (CNAW) % (FN'W) (Lema 3.3.6)
=W. (Prop. 2.1.20)

Ejemplos 3.3.15. Los siguientes ejemplos de estructuras de modelo abelianas fueron descu-
biertos antes de la nocion de estructura de modelo abeliana.

(a) La estructura de modelo estable sobre RMod es abeliana. Esta estructura resulta de
aplicar la correspondencia de Hovey al triple (Pro (xMod),Obj (zfMod) , Pro (rMod)).

(b) La estructura de modelo proyectiva es abeliana. Los detalles del triple de Hovey que
genera dicha estructura puede encontrarse en [MP16].

Ejemplos 3.3.16. Los siguientes ejemplos de estructuras de modelo en una categoria abeliana
</ no son abelianas en general.

(a) La estructura de modelo trivial en .7 (Mor (<) ,Mor (/) ,Iso (<)) no es abeliana a
menos que Mor (&) = Iso ().

(b) La estructura de modelo absoluta en Comp (xMod) no necesariamente es abeliana. En
efecto, todo objeto C* € Comp (.<7) es cofibrante, es decir, el morfismo (¢") :0 — C*® es
mono-escindible grado a grado, esto es, cada morfismo ¢" : 0 — C" es mono-escindible

para todo n € Z. En particular, consideremos el siguiente diagrama en Comp (zMod)

..0 0 7 0 0...
|
|
= fO — |
|
Y
0 0 Z 0 0...
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Notemos que el morfismo f = ( fn) es un monomorfismo con conucleo cofibrante, sin
embargo no es mono-escindible grado a grado. Por lo anterior, la estructura de modelo ab-
soluta en Comp (zMod) no es abeliana. Recordemos que los detalles de esta construccion
pueden encontrarse en [HCO02]. Sin embargo Hovey menciona que es posible modificar la

definicion de estructura de modelo abeliana para incluir este ejemplo (ver [Ho02]).



Apéndice A

Elementos de Algebra homoldgica

A.1. Complejos de cadena

La finalidad de éste apéndice es exponer los elementos de dlgebra homoldgica que son requeri-
dos en esta tesis. Este apéndice esta basado en [SV07] y complementado con [ML75], [Ob00]
y [MP16].

Definicion A.1.1. Sean <7 una categoria y P € Obj (/). Decimos que P es proyectivo si para
todo diagrama en &/

P

jf

A T‘ B 5
con g epimorfismo, existe un morfismo 4 : P — A tal que f = gh.
Observacion A.1.2.

(a) Un objeto P es proyectivo si y sélo si el funtor Hp := </ (P,—) : &/ — Ab preserva

epimorfismos.

(b) El funtor Hp : &/ — Ab es exacto si y solo si P es proyectivo.

Demostracion. Tomemos la siguiente sucesion exacta corta en .o/

8

S: 0 C——A B 0.

Aplicando el funtor Hp obtenemos

154
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HplS]: 0 Hp (C) " 1, (4) 9L B, (B) 0.
Notemos que Hp es exacto izquierdo, por lo tanto
Hp(r) Hp(g)
0 Hp (C) Hp(A) Hp (B)

€s una sucesion exacta.

Si P es proyectivo, la funcion Hg (g) : Hg (A) — Hp (B) es suprayectiva, lo cual demues-
tra que Hp [S] es una sucesion exacta corta.

Reciprocamente. Si Hp es exacto, entonces la funcién Hg (g) : Hg (A) — Hp (B) es su-
prayectiva, por lo tanto Hp preserva epimorfismos. Por el inciso anterior se concluye que

P es proyectivo.m

Definicion A.1.3. Decimos que una categoria </ tiene suficientes proyectivos si VA € Obj ()

existe un epimorfismo e : P — A, con P proyectivo.

Definicion A.1.4. Sea E un objeto de una categoria <. Decimos que E es un objeto inyectivo
si para todo diagrama en .o/

A—2-B
|
E,
con g monomorfismo, existe un morfismo 4 : B — E tal que f = hg.

Observacion A.1.5.

(a) Un objeto E es inyectivo si y sélo si el funtor HE := o/ (—,E) : &/ — Ab envia mono-
morfismos a epimorfismos.

Demostracion. Supongamos que E es inyectivo. Consideremos el siguiente diagrama

A—2-B

/|

E

con g monomorfismo. De este modo, la funcién <7 (g,E) : &/ (B,E) — </ (A,E) es
suprayectiva porque existe un morfismo 4 € <7 (B,E) tal que f = .o/ (g,E) (h) = hg.
Reciprocamente, supongamos que el funtor HX envia monomorfismos a epimorfismos.

Consideremos el siguiente diagrama
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8

- B

BN

KH
-~

el

con g monomorfismo. Entonces la funcién <7 (g,E) : o (B,E) — </ (A,E) es supra-
yectiva, por lo que existe un morfismo i € o7 (B,E) tal que f = &7 (g,E) (h) =hg. m

(b) Elfuntor HY = o (—,E) : &/ — Ab es exacto si y sélo si E es inyectivo.

Definicion A.1.6. Decimos que una categoria .o/ tiene suficientes inyectivos si VA € Obj (<)

existe un monomorfismo m : A — E, con E inyectivo.

Definicion A.1.7. Un complejo ' en una categoria abeliana 27 es una sucesién

n—1 dn dn+1
(c*d.): ... LS

s Yo

n+2

en <7, tal que dz, dgl = 0 para todo n € Z. Los morfismos dz, son llamados diferenciales.

Para simplificar la notacién, denotaremos a un complejo como C*® := (C’,dc.) o simplemen-

te por C. Por tltimo, la clase de todos los complejos en un categoria </ serd denota como
|Comp ().
Para introducir la categoria de todos los complejos, definiremos los morfismos de cadena.

Definicion A.1.8. Sean C* := (C*,d,

) y K*:=(K*,d,.) complejos en una categoria abelina

) K.
2/ . Un morfismo de cadena

£ (Ctd) — (K.

yree ) YKe®

de C*® a K*®, es una sucesion de morfismos f* := { f.c— Kn} = tal que el siguiente dia-

grama
n

n dC. Cn+ 1
— 1
fﬂ — \ fn+

+1

Kn _ Kn
dKo

conmuta Vn € Z.

IPor simplicidad, escribiremos complejo para referirnos a cocomplejo de cocadena.
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. ., n
Cuando no exista confusion, denotaremos a un morfismo de cadena solamente como f* := ( f ) .

Definicion A.1.9. Sea ./ una categoria abeliana. La categoria Comp (/) de todos los comple-
jos en .7 se define como sigue

(a) Obj(Comp (7)) := |Comp (/)|

(b) SiC*®y K" son complejos de cadena en <7, se define
Comp () (C*,K*) ;= {f* | f* es un morfismo de cadena de C* a K* }.

(c) Sif*:(C*d.)— (K*,dy,)yg": (K dy,) — (Q°,d,,) son morfismos de cadena la
composicion g*f* se define como g*f*:={g"f :C' — 0"} o

Note que, para cualquier complejo C*®, el morfismo identidad es 1¢e := {1Cn ' — Cn} .

7z 2~ . . n .
Mas atin, un morfismo de cadena f* = ( f ) es un isomorfismo si f es un isomorfismo en .

para todo n € Z.
Proposicion A.1.10. Si .o/ es una categoria abeliana, entonces Comp (<) es abeliana.

Note que la estructura de grupo abeliano para cada conjunto Comp («7) (C*,K*) esta determi-

nada como
gt =(+g),
donde f*= (f')yg*=(g).

Definicion A.1.11. Diremos que un complejo C*® := (C',dc.) es positivo si C' = 0 para todo

n < 0. Dualmente, C*® := (C’,dc.) es negativo si c'=0 para todo n > 0.

Observamos que los complejos positivos forman una subcategoria plena Comp- (/') de Comp (27 ).

De forma dual, los complejos negativos forman una subcategoria plena Comp0§ (/) de Comp (7).

A.2. Homologia

Para obtener el funtor de cohomologia, definiremos el funtor Z" : Comp (/) — <7 de n-
cociclos y el funtor B" : Comp (.«f) — o/ de n-cobordes.

Definicion A.2.1. Para cada X* € |Comp (.«7)| se define
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(a) Z"(X*®) := Ker (d;.),
(b) B"(X*):=Im (d."),

(c) ul, :=ker(d,,), de este modo, u, : Z" (X*) — X",
(d) la factorizacion de d I"a través de su imagen

f’l

1
1 n
A\ A

(e) el monomorfismo g, : B" (X*) — Z" (X*) que hace conmutar el siguiente diagrama

n—1

d

Xn—l b & Xn
By o, RC
B"(X*) —i> 2" (X*)
Hyo

(note que la Observacion 1.19.33(b) garantiza la existencia de u”,).

Para cada morfismo de cadena f*® : L* — K* se tiene que

n f_l n+1 n
dK' L'

Vn € Z, 1o que muestra que f u;, tiene la propiedad del nucleo de d; . Entonces existe

un unico morfismo
Zn(f*):Z"(L*) — Z"(K*)

que hace conmutar el siguiente diagrama

N
N}
N
.
)
h:
%

h

|
=
=

N
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en .« .

Por otro lado,

coker (u!, ) = coker (ker (d":l>> = coim <d2_1> =Bt L' — B (L*).

L L] L]

Ademas,
n—1¢"1 n—1 _ pn—1,n—17n—1 _ n—1 _
ﬁK‘ f uLo - ﬁK. uKo Z (f) - OZ (f) - 0’

n—1 g1 . : " n—1 .
lo que muestra que BK, f~ tiene la propiedad del conicleo de u,"". Por lo cual, existe

un unico morfismo
B'(f*):B"(L*) — B"(K")

que hace conmutar el siguiente diagrama

un:l . ﬁn:l
0 A A P S .y 1 £ 0
Z”l(f')\ = f”ll = B"(f*)
0 zZ1(L) 1 K" — B" (K*®) 0
Uy Bye

con columnas exactas en .7 .

Las asignaciones anteriores definen el funtor Z" : Comp (/) — < de n-cociclos y el funtor
B" : Comp (<) — o/ de n-cobordes. Ademds, dichos funtores son aditivos.

Observacion A.2.2. El siguiente diagrama es conmutativo en una categoria abeliana .o/

B (L*) —L 7L
B(r) - 2(r)
B'(K*)— 7" (K*).
K.

En efecto, de la siguiente igualdad

wy, 2" (f) s Bt = ug, i, B (f) B!
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se concluye que
Z'(f) W = Mg B"(f),
ya que uy, € Mon () y B! € Epi ().
Definicién A.2.3. Para cada monomorfismo p, : B" (X*) — Z" (X*) definimos el cociente
Pl := coker (,u}’;) : 72" (X*) — Coker (,u;’)
En simbolos, escribiremos Coker (,u)’;,) =7Z"(X*)/B"(X*).
Definicion A.2.4. Sean ./ una categoria abeliana y n € Z. El funtor de cohomologia
H": Comp (&) :— o,
de grado n, se define de la siguiente forma
(a) H"(X*):=Z"(X*)/B" (X*®) para todo X* € Obj(Comp (7)),
(b) para cada morfismo f* :L* — K* de Comp (<) se define
HY (7)Y (L) — 1" (K°)

como el tnico morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama

0 B (L*) — & gLy — B (L) 0
B”(f‘)l - Z”(f')l - ()
0 B"(K*) ———Z7"(K*) ——H"(K*) 0
uK' pK.

con filas exactas en <.

Observacion A.2.5. El funtor H" : Comp (<) :— <7 es aditivo, pues los funtores Z" y B" lo

son.

Definicion A.2.6. Sean f*, g* € Comp (<7) (X*,Y*) morfismos de cadena. Decimos que f* es

homotépico a g* si existe una familia de morfismos @ := { @ : X' — Y " }neZ en </ tal que

n+l n

d,.

J

f—g¢:=d.'0+6
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para todo n € Z.

Si f* es homotopico a g°, escribiremos f* ~ g°. Por dltimo, un complejo de cadena f* : X*®* —
Y* es una una equivalencia de homotopia de cadena si existe un morfismo de cadena g° :
Y* — X®talque g®o f* ~ lxe.y f*0og® ~ ly..

Proposicion A.2.7. Sean f*,g* € Comp (<) (X*,Y*) morfismos de cadena. Si f* ~ g°, enton-
ces H" (f*) = H" (g*) para todo n € Z.

A.3. Resoluciones

Definicion A.3.1. Sean <7 una categoria abeliana y A € Obj (/). Una resolucién derecha de
A es un par ordenado (K*, €) donde

(a) K* esun complejo positivo de <7,

(b) €:A— K" es un morfismo de <7, llamado morfismo de aumentacién, tal que

0
0 dKO 1

K

0 A—=K
es una sucesion exacta en 7. La resolucion (K*, €) es exacta si H" (K*) = 0 para todo

n > 1, e inyectiva si K" es inyectivo en .o/ para todo n > 0.

Por dualidad, podemos obtener la definicién de resolucion izquierda de un objeto, ademads de

la nocién de resolucion izquierda proyectiva.

Definicion A.3.2. Sean ./ una categoria abeliana y A € Obj (<). Una resolucién izquierda de
A es un par ordenado (P*,n) donde

(a) P* es un complejo negativo en de <7,

(b) n: P’ — A es un morfismo de <7 , llamado morfismo de aumentacion, tal que

—1
-1 dP' 0 ¢

P P A o

es una sucesion exacta en .o7. La resolucion (P*,€) es exacta si H" (K*®) = 0 para todo
n < —1, y proyectiva si K" es proyectivo en </ para todo n < 0.
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Proposicion A.3.3. Sea </ una categoria abeliana con suficientes inyectivos. Entonces cual-

quier objeto A € Obj (/) tiene una resolucion exacta inyectiva.

Proposicion A.3.4. Considere el siguiente diagrama

U Uy
A, ~A, - A,

!

0

en una categoria abeliana .7, donde Q es un objeto inyectivo, @u, =0y la sucesién
“ Uy
Al A2 A3

es exacta. Entonces existe un tnico morfismo y € <7 (A,,Q) que hace conmutar el siguiente

diagrama

Proposicion A.3.5. Sean A y B objetos de una categoria abeliana <7 con suficientes inyectivos,
K*® := (K*,¢€) una resolucién exacta de A y L® := (L®,n) una resolucién inyectiva de B. Si
u € o/ (A,B), entonces existe un morfismo f* : K* — L*® en Comp («7) tal que el siguiente

diagrama conmuta en .o/

€
—_—

S

KO
3
0

_ g0

<
R

=

Ademds, si g* : K* — L® es un morfismo en Comp () tal que g’ € = nu, entonces f* ~ g°.

Definicion A.3.6. El morfismo f* : K®* — L°®, de la proposicién anterior, se le conoce como

morfismo de levantamiento de u.

En términos de levantamientos, la Proposicion A.3.5 dice que dos levantamientos de un mismo

morfismo son homotdpicos.
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A.4. Funtores Derivados

Notacion A.4.1. Dada una categoria abeliana ./ con suficientes inyectivos, la Prosicion A.3.3
asegura que cualquier objeto A € Obj (<) tiene una resolucién derecha exacta inyectiva. De
esta forma, para todo A € Obj (o) elegiremos una resolucion derecha exacta inyectiva que

(]
denotaremos como (I*,¢, ).

Definicion A.4.2. Sean ./ una categoria abeliana con suficientes inyectivos, Z una categoria
abeliana, F : o/ — %8 un funtor aditivo y (I°,€,) una resolucion derecha exacta inyectiva de
un objeto arbitrario A € Obj («7). Definimos F (IZ) como el complejo positivo

FI): .. 0 F(I%) —A e F )] — 2 F [12] —2
en 4.

Definicion A.4.3. Sean <7 y 4 categorias abelianas y F : &/ — 2 un funtor aditivo. Definimos
el funtor F* : Comp (&) — Comp (A) de la siguiente forma

(a) paracada X*® € Comp (), F*(X*®):=M"®, donde M*:= (F (X"),F (d,.)),

(b) para todo morfismo f*: X* — Y* en Comp (&), se define
Fo(f*):={F(f):F(X") —F (")} .

Observacion A.4.4. El funtor F* : Comp (&) — Comp (%) es aditivo. Ademds, si f*® ~ g°,
entonces F* (f*) ~ F* (g°).

Definicion A.4.5. Sean ./ una categoria abeliana con suficientes inyectivos, £ una categoria
abelianay F : &/ — %8 un funtor aditivo. Para cada n € Z se define el n-ésimo funtor derivado
derecho de F, denotado por R"F : o/ — 98, como sigue

(a) (R"F)(A):=H"(F [Iﬂ) para todo A € Obj(«7), donde H" : Comp (B) — A es el n-

ésimo funtor de cohomologia,

(b) paracadau:A — B, se define

(R'F) () := H" (F* (%)) : H" (F (I})) — H" (F (I})),

A

donde f* € Comp () (I%,I3) es un levantamiento de u (ver Definicién A.3.6).
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Veamos que R"F esté bien definido. En efecto, supongamos que g° : I3 — I es otro levan-
tamiento de u, por la Proposicién A.3.5 sabemos que f*® ~ g°®, después, por la Observacién
A.4.4 concluimos que F* (f*) ~ F*(g*). Finalmente, por la Proposicién A.2.7 se concluye que
H" (F*(f*)) = H" (F* (g*))-

Antes de demostrar que R"F es, en efecto, un funtor, realizaremos la siguiente observacion.

Observacion A.4.6. Sean <7 una categoria abeliana con suficientes inyectivos, u € <7 (A,B) y
ve o/ (B,C). Si f* es un levantamiento de u y g* es un levantamiento de v, entonces g° f* es un
levantamiento de uv.

La demostracion de esta observacion se sigue de la conmutatividad del siguiente diagrama en
o

SA 0
A I
| = Lf()
£B 0
B I
L 0
v = 8
0
C——1.

Por lo anterior,

Ademas, R"F es un funtor aditivo. Antes de demostrarlo, consideremos la siguiente observa-

cion.

Observacion A.4.7. Sean .o/ una categoria abeliana con suficientes inyectivos y u,uy :A — B
morfismos de 7. Si f* es un levantamiento de u; y g* es un levantamiento de u;, entonces
g°® + f* es un levantamiento de uy + u.

La demostracion es inmediata de la siguiente igualdad

0
(gO +f )SA :gOSA +g08A = 83M2+83u1 — SB(M2+M1 )
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Asi,
(R'F) (uz +ur) =H" (F* (g* + f*))
ZH”(F'(g) F*(f*))
=H"(F*(f))+H"(F*(g))
= (R"F) (u2) + (R"F) (u1) -

Lo anterior prueba que R"F es un funtor aditivo.

En lo siguiente, veremos que la construccion del funtor derivado no depende, esencialmente, de
la eleccién de una resolucion derecha exacta e inyectiva.

Supongamos que para cada objeto A € Obj (/) elegimos una resolucion exacta e inyectiva
(I' €, ) diferente a la de la Notacion A.4.1. Luego, podemos construir otro funtor derivado
R"F : o/ — 9 para todo n € Z. La siguiente proposicién nos dice como se relacionan dichos

funtores.

Proposicion A.4.8. Sean ./ una categoria abeliana con suficientes inyectivos, % una categoria
abeliana 'y F : &/ — 28 un funtor aditivo. Entonces los funtores R"F' y R"F son naturalmente
equivalentes.

Observacion A.4.9. Sea </ una categoria abeliana con suficientes inyectivos y A € Obj (<).
(a) (R"F)(A) =0 paratodo n <0, ya que I} es un complejo positivo.

(b) Si Q es un objeto inyectivo de <7, entonces (R"F) (Q) =0 Vn # 0. Esto es porque

es una resolucidn exacta e inyectiva de Q.

Lema A.4.10. Si F : &/ — 2 es un funtor exacto izquierdo, entonces ROF es naturalmente
equivalente a F. Ademds, si F es exacto, entonces (R"F)(A) =0Vn € Zy VA € Obj ().

A.5. El funtor Ext

Definicion A.5.1. Sea &/ una categoria abeliana con suficientes inyectivos y A un objeto fijo de
/. Para toda i € Z el funtor covariante aditivo
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Ext, (A,—): o — Ab
se define como Ext’, (A,—) := R'Hy.

Definicion A.5.2. Sea .o/ una categoria abeliana con suficientes proyectivos y B un objeto fijo

de 7. Para toda i € Z el funtor contravariante aditivo
ext', (—,B): o/ — Ab

se define como ext;% (—,B) := L'H®, donde L'H® es el i-ésimo funtor derivado a izquierda de

HE. Dicho funtor, se calcula andlogamente, usando resoluciones izquierdas exactas proyectivas.

Proposicion A.5.3. Si &/ es una categoria abeliana con suficientes inyectivos y proyectivos,
entonces ext’ , (A, B) ~ Ext’, (A, B) VA, B € Obj (&).

Definicion A.5.4. Sean X* € Comp (/) un complejo negativo y Z* € Comp (<7 ) un complejo

positivo. Definimos la longitud de X* y de Z* como sigue, donde min@ := oo,

(@) 1(X*) ::min{n >0|X " =0Vk> n}.

(b) 1(2*) ::min{n >0|Z =0 vk > n}

Definicion A.5.5. Sea ./ una categoria abeliana y A € Obj (<) un objeto fijo. La dimensién
proyectiva de A se define como

pd(A) := min{l(P*®) | (P*,€) es una resolucion izquierda exacta proyectiva de A}.
Anélogamente, la dimension inyectiva de A se define como
id(A) :=min{/(P*) | (P*,€) es una resolucién derecha exacta e inyectiva de A}.

Proposicion A.5.6. Secan ./ una categoria abeliana con suficientes proyectivos y A un objeto

de <7. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) pd(4) <n.
(b) Ext,(A,C) =0 Vi>nyVC € Obj ().
(c) Ext"J1(A,C) =0 YC € Obj(«).

(d) Elfuntor Ext’, (A, —) : &/ —> Ab es exacto derecho Vi > n.
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(e) Sien la sucesion exacta en <7

S: 0 X % x S X —% .4 0

n n—1 0

los objetos X, con k < n, son proyectivos, entonces X, también es proyectivo.

Corolario A.5.7. Sean ./ una categoria abeliana con suficientes proyectivos y A un objeto de

</ . Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) A es proyectivo.
(b) Ext',(A,B)=0 Vi>0y VB e Obj().
(c) Extl, (A,B)=0 VB € Obj(&).

Ahora, enunciaremos la proposicién dual y su corolario.

Proposicion A.5.8. Sean <7 una categoria abeliana con suficientes inyectivos y A un objeto de

</ . Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) id(A) <n.
(b) Ext,(C,A) =0 Vi>nyVC € Obj ().
(c) Ext*I1(C,A) =0 VC € Obj ().
(d) El funtor Ext', (—,A) : &/ — Ab es exacto derecho.
(e) Sien la sucesion exacta en .o/

% adl X % x 0

S: 0 A X - .

0

los objetos X, con k < n, son inyectivos, entonces X, también es inyectivo.

Corolario A.5.9. Sean &/ una categoria abeliana con suficientes inyectivos y A un objeto de
</ . Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) A es inyectivo.
(b) Ext,(B,A)=0 Vi>0y VB € Obj(«).

(c) Ext!,(B,A)=0 VB € Obj(<).
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El siguiente resultado es usado en esta tesis. La demostracion puede encontrarse en [Ob00].

Lema A.5.10. Sea </ una categoria abeliana con suficientes inyectivos y proyectivos. Para cada

X € Obj (/) y cada sucesion exacta corta

0 A B C 0

existen sucesiones exactas infinitas en .o/

S;: 0 o (X,A) o (X,B) o (X,C)
Ext!, (X,A) =——Ext!, (X,B) Extl, (X,C)
Ext?, (X,A)

S: 0 o (C,X) o (B,X) o (C,X)

Ext!, (C,X) ——Ext!, (B,X) ——=Ext., (A,X)

Ext?, (X,X)

A.6. Clases propias

En esta seccién presentaremos una descripcion alternativa del funtor Ext}Q{ en términos de su-

cesiones exactas cortas.

Definicion A.6.1. Sean S| y S, sucesiones exactas cortas en una categoria abeliana 7. Un
morfismo s : S| — S», de S7 a 7, es una tercia de morfismos s := (f, g, /) que hacen conmutar

el siguiente diagrama

Si: 0—~A——~B—~C——>0
oo e b
S;: 0—=X——>Y—>Z——0.

Diremos que s := (f,g,h) es un isomorfismo si f,g y 4 son isomorfismos en .27, en simbolos

escribiremos S| ~ 5.

Definicion A.6.2. Diremos que una sucesion exacta corta

0 A B C 0
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en una categoria abeliana .2/ es una sucesion exacta escindible si es isomorfa a la siguiente

sucesion
iy Pc

Definicion A.6.3. Sea P una clase de sucesiones exactas cortas en una categoria abeliana .<7. Si

f g

0 A B C 0

pertenece a P diremos que f es un P-monomorfismo y que g es un P-epimorfismo.

Definicion A.6.4. Diremos que una clase P de sucesiones exactas cortas de una categoria abe-

liana .o/ es una clase propia si satisface los siguientes axiomas
(P.1) P es cerrada bajo isomorfismos, es decir, siS € Py S ~ §, entonces S € P.

(P.2) VA,B € Obj(A), la sucesion
Iy Pc

pertenece a P.

P3) Sify fAson P-monomorfismos, entonces f]? es un P-monomorfismo, siempre que ffA

esté definida.
(P4) Si ff es un P-monomorfismo, entonces f es un P-monomorfismo.

(P.5) Si gy g son P-epimorfismos, entonces gg es un P-epimorfismo, siempre que gg esté de-
finida.

(P.6) Si gg es un P-epimorfismo, entonces g es un P-epimorfismo.
Note que la intereseccion de una familia de clases propias es de nuevo una clase propia.

Ejemplo A.6.5. Sea <7 una categoria abeliana. La clase Ses (.<7') de todas las sucesiones exactas
cortas de <7 y la clase Esc(«7) de todas las sucesiones exactas escindibles de <7 son clases

propias.

Definicion A.6.6. Sean P un clase propia en una categoria abeliana 2/ y S1,5> € P . Decimos

que las sucesiones
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S:0 A B c 0y S:0 A B C 0

son congruentes si existe un morfismo (14, f, 1) : § — S. En este caso, escribiremos S| = S5.

Notamos que el morfismo f es un isomorfismo, esto sucede por el Lema del 5 (Prop. 1.19.42).

Luego, la relacion de congruencia = es una relacion de equivalencia.
Observacion A.6.7. Sea P una clase propia en una categoria abeliana .7

(a) Considere el siguiente diagrama en .o/

donde § es una sucesion exacta corta. Entonces existe una sucesion Sy exacta corta en .o/

que hace conmutar el siguiente diagrama

S 0 A B C 0
14 = |7 = Y
Sy: 0 A— Bllc—.¢C 0,
;oo @

donde el cuadrado derecho es un diagrama de producto fibrado. Ademas, el morfismo f

se obtiene de la propiedad universal del producto fibrado

(b) De forma dual, para cada diagrama
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A :

donde S es una sucesion exacta corta en .7, existe una sucesion exacta corta .S que hace

conmutar el siguiente diagrama

S 0—-A—' B8 ¢ 0
loc _ ja _ \IC
as 0 A—-alp . C 0
;e o8

(c) Mas aun, si S € P, entonces a.S,Sy € P.
(d) En este caso, se tiene que (aS) Y= a (Sy).
Definicion A.6.8. Sean

S]ZO A] f Bl el

C1 0 y 52:0 A2 f2 32 82 C2 0

sucesiones de una clase propia P de una categoria abeliana 7. La suma directa de S; y S, se

define como la sucesion

f18f2 81082 0.

S16S,:0 Al BPA) —=B B —=SC1 (G

Observacion A.6.9. Si S;,S, € P, entonces S; P S, € P.

Definicion A.6.10. Sean

Sy :0 A B C 0y $:0 A B C 0

sucesiones de una clase propia P de una categoria abeliana <7. La suma de Baer 2 de S; y S»

se define como
S1+8:=Vy (Sl @Sz)Ac.

Claramente S; + 5, € P.

2] lamada asf por el matemadtico aleman Reinhodl Baer (1902-1979).
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Observacion A.6.11. En el caso de la definicion anterior, se satisfacen las siguientes congruen-
cias
a(S1+SH)=aS1+aS, (S1+S5)y=S17+S27.
Ademads, para o, 00 : A —>Zy N, : C — C se tiene que
(+m)Si=auSi+asSi Si(n+nrn) =Sin+Sin

Definicion A.6.12. Sea P una clase propia en una categoria abeliana A. Para cada par de objetos
Ay C de of se define el conjunto Ext%; (C,A) de todas las clases de congruencia de las sucesiones

que empieza en A y terminan con C, es decir,

Exth (C,A) = {[S_ | $: 0—=A—L~B—%

C 0 }.
Donde [S]_ :={£€ P | 2=S5}.

Observacion A.6.13. Ext%; (C,A) tiene una estructura de grupo abeliano, determinada por la

suma de Baer. Ademads, el elemento neutro aditivo es la clase de congruencia de la sucesion
0 A asclc——o.
De esta forma, para cada C € Obj (.«7) definimos el funtor covariante
Ext}, (C,—): o/ — Ab

como sigue

(a) Bxth(C,—)(A) := Extl, (C,A) para todo A € Obj (7).

(b) paracadac:A—s A,

Ext} (C,—) (f) : Bxth (C,A) — Exth ( C,A) estd determinada por [S]= — [0S .

De forma dual se puede definir un funtor contravariante Ext}, (—,C) : &/ — Ab.

El siguiente resultado relaciona los funtores Ext}, (C,—) y Ext!, (C,—). La demostracién deta-

llada puede encontrarse en [MP16].

Teorema A.6.14 (Descripcion de Baer de Ext}% (X,Y)). Sean <7 una categoria abeliana y P la
clase de todas las sucesiones exactas cortas en .o7. Si o7 tiene suficientes proyectivos o inyecti-
vos, entonces VX,Y € Obj (/) se tiene que Ext!, (X,Y) = Ext}, (X,Y).

Para cada clase propia P general, existe una transformacién natural {7, : Ext}, (C,A) — Ext!, (C,A)}
que tiene como componentes 7, monomorfismos. Es decir, Ext%; (C,—) es un subfuntor de
Extl, (C,—).



Apéndice B
Categorias localmente presentables

El préposito de este apéndice es enunciar la definicion de categoria presentable (ver [AR94]).

Para lograr eso presentaremos algunas definiciones de la teoria de conjuntos (ver [Je02]).

Definicion B.0.15. Sean (P, <,) un conjunto parcialmente ordenado, X un subconjunto no vacio
de Py a un elemento de P. Decimos que a es un elemento menor de X sia € X y Vx € X se

tiene que a < X.

Definicion B.0.16. Sea (P, <,) un conjunto linealmente ordenado. Decimos que P es un con-

junto bien ordenado por < si todo subconjunto no vacio de P tiene un elemento menor.
Definicion B.0.17. Decimos que un conjunto 7 es transitivo si VX € T se cumple que X C T.

Definicion B.0.18. Un nimero ordinal (o simplemente ordinal) es un conjunto transitivo que
es bien ordenado por la relacion de pertenencia.

Definicion B.0.19. Sean Ord la clase de todos los ordinales y ¢, B ordinales. Definimos un

orden < en Ord como sigue
oa<f siysdlosi oe€p.

Observacion B.0.20. El orden < definido anteriormente es un orden lineal. Ademads, se cumple
trivialmente que . = { B | B < o }.

Definicién B.0.21. Sea o un ordinal. El sucesor de o se define como ot + 1 := aU{a}. Si un
ordinal « es tal que o = 3 + 1, para algun ordinal 3, diremos que & es un ordinal sucesor. En
este caso contrario, diremos que & es un ordinal limite, esto es, @« = |J a.

Teorema B.0.22. Todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un tinico ordinal.

173
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De hecho, se define una aritmética de nimeros ordinales, esto es, se define la suma, el producto

y la exponenciacion de nimeros ordinales.

Definicion B.0.23. Sean Y y X conjuntos. Decimos que Y y X tienen la misma cardinalidad si

existe una funcién biyectiva f : X — Y. En simbolos escribimos |X| = |Y|.

Observacion B.0.24. Si W es un conjunto bien ordenado, entonces existe un ordinal ¢ tal que
|W| = |al. Lo anterior sucede por el Teorema B.0.22.

Definicion B.0.25. Un cardinal es un nimero ordinal « tal que Vf3 < « se tiene que |a| # |B].

Definicion B.0.26. Sea W un conjunto bien ordenado. La cardinalidad de W se define como el
ordinal menor o tal que |W| = |a|. En simbolos escribiremos |W| := a.

Es claro que el ordinal |W| = o es un cardinal. Un ordinal infinito que es cardinal es llamado

aleph. En particular, |N| := X, .

Definicion B.0.27. Sea A un cardinal infinito. Decimos que A es regular si no puede ser expre-
sado como A = Z Aicon o, A < A.
i<a

Definicion B.0.28. Sea A un cardinal regular.

(a) Un conjunto parcialmente ordenado (X, <) es A-dirigido si todo subconjunto de X con

cardinal menor que A tiene una cota superior.

(b) Consideremos un conjunto parcialmente ordenado (X, <) con estructura de categoria.

Diremos que un diagrama F : X — % es A-dirigido si (X, <) es A-dirigido.
(c¢) Diremos que un colimite de un diagrama F : X — % es A-dirigido.

(d) Un objeto C de una categoria ¢ es A-presentable si el funtor € (C,—) : € — Set pre-
serva colimites A-dirigidos, Diremos que C € Obj (%) es presentable si es A-presentable

para algun cardinal regular A.

(e) Una categoria ¢ es localmente A-presentable si existe una familia A C Obj(.2) de
objetos A-presentables tal que todo objeto de € es un colimite A-dirigido de objetos de
A. Diremos que una categoria es localmente presentable si es localmente A-presentable

para algun cardinal regular A.
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Ejemplos B.0.29.
(a) Un conjunto X es A-presentable en Set si y sélo si [X| < A.
(b) La categoria Set es localmente X -presentable.
(c) La categoria Top no es localmente X -presentable.

(d) Si ./ es una categoria localmente X -presentable y % una categoria pequefia, entonces

/% es localmente X ,-presentable.
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