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1.1. Fundamentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2. Categorı́as y funtores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3. Dualidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.4. Morfismos y objetos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.5. Transformaciones naturales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.6. Producto de categorı́as y funtores de varias variables . . . . . . . . . . . . . . 16

1.7. Bifuntores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.8. Categorı́as de funtores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.9. Lema de Yoneda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.10. Categorı́as cociente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.11. Categorı́as coma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

1.12. Categorı́a de morfismos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.13. Lı́mites y colı́mites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

1.14. Productos y coproductos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

1.15. Igualadores y coigualadores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

1.16. Productos y coproductos fibrados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

1.17. Categorı́as completas y cocompletas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

1.18. Funtores adjuntos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

1.19. Categorı́as abelianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2. Categorı́as de modelo 69

2.1. Definición de categorı́as de modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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Índice alfabético 178



Introducción

Las nociones de categorı́a, funtor y transformación natural fueron introducidas formalmente

en 1942 (ver [EM42]) por Samuel Eilenberg (1913-1998) y Saunders Mac Lane (1909-2005).

Una exposición puntualizada serı́a expuesta en 1945 (ver [EM45]). En 1948 Mac Lane utiliza

el lenguaje categórico para considerar enunciados y demostraciones duales (ver [ML48]). Pos-

teriormente establece explı́citamente el principio de dualidad (ver [ML50]). También introduce

la definición de objetos por medio de propiedades universales en lugar de las clásicas construc-

ciones conjuntistas.

Entre 1950 y 1956 S. Eilenberg, en colaboraciones con Norman Steenrod (1910-1971) y

con Henri Cartan (1904-2008), publica dos libros fundamentales ( [ES52] y [CE56] ). En dichos

trabajos hace un uso extenso de los conceptos de categorı́a, funtor y transformación natural

como herramienta para demostraciones en la categorı́a de módulos. Estos libros hicieron época,

ya que ahı́ se menciona por primera vez el término álgebra homológica.

Más adelante, en 1957, Alexander Grothendieck (1928-2014) desarrolla, usando nocio-

nes categorı́cas, el álgebra homológica en categorı́as abelianas (ver [Gr57]). Dichas nociones

no sólo engloban a las categorı́as de módulos, sino que también a las categorı́as de haces de

módulos. En dicho trabajo se emplea por primera vez un uso sistemático de propiedades univer-

sales y sus duales. A. Grothendieck descubrió que ciertos tipos de categorı́as de gavillas eran

abelianas; y con base en esto, le dió una fundamentación categórica a la geometrı́a algebraica,

revolucionándola por completo. Aunque inicialmente hubo resistencia a aceptar este enfoque,

no tomó mucho tiempo para reconocer que dicho tratamiento es natural para el estudio de la

geometrı́a algebraica.

En 1964 Daniel Gray Quillen (1940-2011) presentó su tesis doctoral en Harvard, bajo la

dirección de Raoul Bott (1923-2005), después se traslada al MIT y comienza a trabajar, fuerte-

mente influenciado por Daniel Marinus Kan (1927-2013), en temas relacionados con topologı́a

algebraica. Tres años después publica [Qui67], ahı́ define una categorı́a de modelo 1, es decir;

1El término categorı́a de modelo es la abreviación de categorı́a de modelo para una teorı́a de homotopı́a.
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INTRODUCCIÓN V

una categorı́a, con lı́mites y colı́mites finitos, equipada con tres clases distinguidas de morfis-

mos (fibraciones, cofibraciones y equivalencias débiles) que satisfacen ciertos axiomas. En el

mismo texto define una categorı́a de modelo cerrada (esta definición incluye a la primera). La

definición de categorı́as de modelo ha sido modificada a través de los años, incluso por el mismo

D. Quillen. En 1969, él publica [Qui69] y ahı́ refina su definición de categorı́a de modelo cerra-

da, en la literatura moderna estas categorı́as son simplemente llamadas categorı́as de modelo,

agregando la condición de que la categorı́a tenga lı́mites y colı́mites pequeños. Recientemente

dicha definición ha sido modificada, utilizando el concepto de sistemas de factorización débiles

y finalmente, gracias al Lemma de Tierney, la definición se simplifica a dos axiomas.

En el capı́tulo 1 expondremos definiciones básicas de la teorı́a de categorı́as, además de

algunos resultados que servirán de herramienta para el desarrollo de los capı́tulos siguientes.

En el capı́tulo 2 enunciaremos la definición de categorı́a de modelo que aparece en [Qui69];

para esto, desarrollaremos definiciones preliminares y resultados sobre el concepto de propie-

dad de levantamiento, después utilizaremos el concepto de sistema de factorización débil para

reescribir la definición. En seguida utilizaremos el lema de Tierney para mostrar que el axioma

de retracción es consecuencia del resto de los axiomas de la definición. Después definiremos

cuando un sistema de factorización débil es funtorial, esta propiedad facilita ciertas construc-

ciones en una categorı́a de modelo. Posteriormente estudiaremos la teorı́a de homotopı́a desa-

rrollada en una categorı́a de modelo. En seguida expondremos las propiedades de la categorı́a

de homotopı́a, definida por Quillen. Además revisaremos algunas propiedades de los morfismos

entre categorı́as de modelo, dichos morfismos son los funtores de Quillen. Presentaremos un re-

sultado conocido como el argumento del objeto pequeño. Dicho resultado es una herramienta

para obtener una factorización funtorial en una categorı́a. Luego, utilizaremos el argumento del

objeto pequeño para obtener un resultado que nos permite construir un tipo de estructura de mo-

delo, la cual llamaremos cofibrantemente generada. Terminaremos este capı́tulo mencionando

algunas construcciones, que no son triviales, para formar una categorı́a de modelo.

En el capı́tulo 3 describiremos una conexión entre las estructuras de modelo y la teorı́a de

pares de cotorsión. Dicha conexión fue establecida en 2002 por Mark Hovey. Él probó que dada

una estructura de modelo abeliana en una categorı́a bicompleta abeliana es posible construir

dos pares de cotorsión completos de clases de objetos triviales, cofibrantes y fibrantes, además

la inversa también es cierta, esto es, si tenemos tres clases de objetos que forman un triple

de Hovey; esto es, dos pares de cotorsión completos compatibles además de una condición

adicional, entonces es posible obtener una estructura de modelo abeliana, tal que las clases de

objetos triviales, cofibrantes y fibrantes, coinciden con las clases iniciales.



Capı́tulo 1

Preliminares categóricos

En este capı́tulo se exponen definiciones básicas de la teorı́a de categorı́as, además de algunos

resultados que servirán de herramienta para el desarrollo de los capı́tulos siguientes.

1.1. Fundamentos

Uno de los principales objetivos de la teorı́a de categorı́as es estudiar propiedades generales de

objetos matemáticos. Para lograr esto, por lo general, se necesita considerar ciertas colecciones

de conjuntos, como la colección de todos los conjuntos o el “conjunto” de todos los grupos. Pero

considerar colecciones de conjuntos arbitrarias puede implicar ciertos problemas. En efecto,

si asumimos que la colección U de todos los conjuntos es un conjunto nos encontramos con

la conocida paradoja de Bertrand Russell (1822-1970). Para ver esto, considere el siguiente

conjunto

C = {X ∈ U |X /∈ X} ,

el cual tiene la siguiente propiedad.

C ∈C⇔C /∈C.

Note que dicha propiedad es un absurdo. La aparición de paradojas, como la anterior, plantea

el problema de encontrar una axiomatización de la teorı́a de conjuntos, o alguna teorı́a que

suministre fundamentos adecuados para la práctica matemática en la teorı́a de categorı́as. Mac

Lane hace una discusión sobre los fundamentos para la teorı́a de categorı́as (ver [ML98] y

[ML67]), en la cual se menciona que una forma de lograr dicha fundamentación es asumiendo

la existencia de ciertos conjuntos llamados “universos ” .

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES CATEGÓRICOS

Definición 1.1.1. Un universo es un conjunto U con las siguientes propiedades:

(a) Si x ∈ w y w ∈ U, entonces x ∈ U.

(b) Si I ∈ U y ∀i ∈ I se tiene que xi ∈ U, entonces
⋃

i∈I
xi ∈ U.

(c) Si x ∈ U entonces P (x) ∈ U.

(d) Si x ∈ U, w⊆ U y f : x−→ w es una función suprayectiva, entonces w ∈ U.

(e) N ∈ U.

Donde N denota el conjunto de los números naturales y P (x) el conjunto potencia de x. La

siguiente proposición es una consecuencia de la definición anterior.

Proposición 1.1.2. Para un universo U, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si x ∈ U y w⊆ x, entonces w ∈ U.

(b) Si x ∈ U y w ∈ U, entonces {x,w} ∈ U.

(c) Si x ∈ U y w ∈ U, entonces x×w ∈ U.

(d) Si x ∈ U y w ∈ U, entonces xw ∈ U.

Demostración. Para ilustrar, probaremos sólo el primer inciso de la proposición.

(a) Se tiene que w ∈P (x), ya que w⊆ x. Además P (x) ∈ U por (c); y finalmente, por (a) se

cumple que w ∈ U. �

Observamos que las propiedades de U y la proposición anterior, aseguran que las operaciones

estándares de la teorı́a de conjuntos aplicadas a elementos de U generan elementos de U. De

este modo los fundamentos para la teorı́a de categorı́as pueden hacerse de forma axiomática,

asumiendo los axiomas estándares de la teorı́a de conjuntos de Abraham Helavi Fraenkel (1891-

1965) y Ernest Friedrich Ferdinad Zermelo ( 1871- 1953), el axioma de eleción (ver [Je02]) y

el siguiente axioma:

Axioma 1. Existe un universo U.

Con un universo U fijo, podemos llamar conjuntos pequeños a los elementos de U, es decir,

U serı́a el conjunto de todos los conjuntos pequeños. Similarmente, una función f : A −→ B

es pequeña si A y B son conjuntos pequeños. Ahora, podemos construir la categorı́a Set de
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todos los conjuntos pequeños; y de forma similar, podrı́amos considerar un conjunto pequeño

con estructura de grupo, llamándolo grupo pequeño y formar la categorı́a Grp de todos los

grupos pequeños. Finalmente, podemos considerar el mismo proceso para formar categorı́as

cuyos objetos son conjuntos pequeños con cierta estructura.

Otra alternativa es usar la teorı́a de conjuntos y clases de Kurt Friedrich Gödel (1906-1978) y

Paul Isacc Bernays (1988-1977), además del axioma de elección. Advertimos que en la teorı́a

de Zermelo-Fraenkel, las nociones primitivas son “conjuntos” y la relación de “pertenencia”,

mientras que en la teorı́a de Gödel-Bernays hay una noción extra llamada “clase”. En esta teorı́a

se tienen los siguientes axiomas (ver [Je02] ) .

Axioma 2. Extensionalidad. Si X y Y tienen los mismos elementos, entonces X = Y .

Axioma 3. Todo conjunto es una clase.

Axioma 4. Una clase X es un conjunto si pertenece a alguna clase Y .

De este modo, una clase se piensa como un “conjunto grande ”.

Axioma 5. Par. Si X y Y son conjuntos, entonces existe el conjunto {X ,Y}.

Axioma 6. Esquema de comprehensión. Si φ (x,X1, . . . ,Xn) es una fórmula donde sólo se

cuantifica un número finito de parámetros y además estos parámetros son conjuntos, entonces

existe una clase A tal que:

x ∈A si y sólo si φ (x,X1, . . . ,Xn) es cierta.

Por ejemplo, existe una clase A con la propiedad:

G ∈A si y sólo si G “es un grupo”.

La expresión “es un grupo”es la abreviación de los axiomas de grupo. En otras palabras, defi-

nimos la “clase de todos los grupos”. De la misma forma, podemos deducir la existencia de la

clase de todos los conjuntos o la clase de todos los espacios topológicos.

Axioma 7. Infinito. Existe un conjunto infinito.

Axioma 8. Unión. Para cualquier conjunto X existe el conjunto
⋃

X .

Axioma 9. Potencia. Para cualquier conjunto X existe el conjunto P (X).

Axioma 10. Reemplazo. Si una clase F es una función y X es un conjunto, entonces {F (z) | z ∈ X}

es un conjunto.
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Axioma 11. Regularidad. 1 Para cualquier conjunto X no vacı́o existe Y tal que Y ∈ X y

X ∩Y =∅.

El axioma de regularidad establece que la relación “∈” de pertenencia en cualquier familia de

conjuntos es bien fundada. Por ejemplo, una consecuencia de este axioma es la imposibilidad

de la existencia de secuencias infinitas como esta

... ∈ X3 ∈ X2 ∈ X1 ∈ X0,

en particular, no existe un conjunto X con la siguiente propiedad

X ∈ X ,

y tampoco existen “ciclos ”como este

X0 ∈ X1... ∈ Xn ∈ X0.

De este modo, el axioma de regularidad postula la imposibilidad de la existencia de ciertos

conjuntos.

Axioma 12. Elección. Existe una funcion F tal que F (X) ∈ X para cualquier conjunto X no

vacı́o.

La teorı́a axiomática formada por los Axiomas 2 hasta 11 será denotada como BG 2 y por BGC

la teorı́a formada por BG y el Axioma 12. Por conveniencia, las clases que no son conjuntos las

llamaremos clases propias y a los conjuntos clases pequeñas. Observamos que la colección X

de todos los conjuntos es una clase propia, ya que X no es un conjunto (ver Paradoja de B. Rus-

sell). Finalmente observamos que, si usamos el axioma de la existencia de un universo U, y lo

fijamos, tenemos un modelo de la teorı́a de Gödel-Beynars, usando conjuntos como elementos

de U y clases como subconjuntos de U. Esto nos permite elegir la terminologı́a que usaremos;

conjuntos y clases o conjuntos pequeños.

Convención: En este trabajo usaremos la terminologı́a de clases y conjuntos.

1El axioma de regularidad fue introducido en 1925 por John von Neumann (1903-1957).
2El sistema axiomático BG fue introducido por P. I. Bernays en 1937.
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1.2. Categorı́as y funtores

Definición 1.2.1. Una categorı́a C está determinada por una clase Obj(C ) de objetos, una clase

Mor(C ) de morfismos y una operación binaria ◦ parcialmente definida en Mor(C ) tales que:

(a) Mor(C ) :=
⋃

A,B∈Obj(C )

[A,B]
C

, donde [A,B]
C

es un conjunto para todo par A,B∈Obj(C ).

(b) ∀ X ,Y,A,B ∈ Obj(C ), se tiene que si (X ,Y ) 6= (A,B) entonces [A,B]
C
∩ [X ,Y ]

C
=∅.

(c) Para cualquier tercia A,B,C ∈ Obj(C ), la operación ◦ induce una función:

[B,C]
C
××× [A,B]

C
−→ [A,C]

C
definida por (g, f ) 7−→ g◦ f ,

que cumple las siguientes propiedades:

(c.1) Asociatividad: (h◦g) ◦ f = h ◦ (g◦ f ) siempre que dichas composiciones estén de-

finidas.

(c.2) Existencia de identidades: ∀A ∈ Obj(C ) existe 1A ∈ [A,A]
C

tal que ∀g ∈ [B,A]
C

y

∀ f ∈ [A,B]
C

se tiene que f ◦1A = f y 1A ◦g = g.

El conjunto [A,B]
C

puede ser denotado por HomC (A,B) o bien por C (A,B), y la clase Obj(C )

por |C |. Además un morfismo f ∈ [A,B]
C

será representado por f : A −→ B 3 o simplemente

A
f // B , y para simplificar la notación, escribiremos g f en lugar de g◦ f . Finalmente diremos

que A es el dominio de f y B es el codominio de f , en sı́mbolos escribiremos Dom( f ) := A y

Codom( f ) := B.

Observación 1.2.2. Los puntos (a) y (b), de la definición anterior, se traducen en el hecho de

que todo morfismo f de C tiene asociado un único dominio y codominio. Finalmente (c.2)

implica que la identidad 1A asociada a un objeto A ∈ Obj (C ) es única.

Definición 1.2.3. Una categorı́a C es pequeña si la clase de objetos Obj(C ) es un conjunto.

Además, si el conjunto Obj(C ) es finito diremos que C es finita.

Definición 1.2.4. Sean A y B categorı́as. Diremos que A es una subcategorı́a de B si satis-

face las siguientes condiciones:

3La idea fundamental de representar una función con una flecha apareció por primera vez alrededor de 1940,

en trabajos de Witold Hurewicz (1904-1956) sobre grupos de homotopı́a relativa. Ası́, la notación f : X −→ Y

sutituyo rápidamente la notación ocasional f (X)⊂ Y para referirnos a una función.
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(a) Obj(A )⊆ Obj(B),

(b) para cualquier par de objetos A,B ∈ Obj (A ) se tiene que A (A,B)⊆B (A,B),

(c) la composición de morfismos de A es la misma que en B,

(d) si 1′A ∈ A (A,A) es la identidad de A en A y 1A ∈B (A,A) es la identidad de A en B,

entonces 1′A = 1A.

Definición 1.2.5. Una subcategorı́a A de B se dice plena si para cualquier par de objetos

A,B ∈ Obj(A ) se cumple que A (A,B) = B (A,B).

Ejemplos 1.2.6. En los primeros tres ejemplos, la composición de morfismos es la composición

usual de funciones.

(a) La categorı́a Set cuya clase de objetos es la clase de todos los conjuntos y Set(A,B) es el

conjunto de todas las funciones de A a B.

(b) La categorı́a Ab cuyos objetos son grupos abelianos y Ab(A,B) es el conjunto de todos

los morfismos de grupos abelianos de A a B.

(c) Sea R un anillo. La categorı́a RMod que tiene como objetos R-módulos izquierdos y

RMod(A,B) es el conjunto de todos los R-morfismos de A a B. De manera análoga la

categorı́a ModR que tiene como objetos R-módulos derechos y ModR(A,B) es el conjunto

de todos los R-morfismos de A a B (ver [Ro09]).

(d) Si (M,•,e) es un monoide, se construye una categorı́a M como sigue:

(d.1) Obj(M ) : ={M}

(d.2) M (M,M) : = M

La composición ◦ de morfismos en M ese define como f ◦ g : = f • g, y el morfismo

identidad 1M es e.

(e) Si (X ,≤) es un conjunto parcialmente ordenado, podemos darle una estructura de cate-

gorı́a como sigue:

(e.1) Obj(X) : = X
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(e.2) ∀a,b ∈ X se define:

X (a,b) :=

{
∅ si a � b,

{(a,b)} si a≤ b .

La composición de morfismos en X está determinada por (b,c)◦ (a,b) := (a,c). Además

se tiene que ∀x ∈ X el morfismo identidad 1x es (x,x).

( f ) Categorı́as discretas. Si D es un conjunto podemos darle una estructura de categorı́a

como sigue:

( f .1) Obj(D) : = X

( f .2) ∀X ,Y ∈ D se define:

D(X ,Y ) : =

{
∅ si X 6= Y,

{1X}= {1Y} si X = Y.

.

(g) La categorı́a Ab cuyos objetos son grupos abelianos y Ab(A,B) es el conjunto de todos los

morfismos de grupos de A a B La composición ◦ de morfismos se define como 1X ◦1X =

1X para todo X ∈ D, finalmente observamos que el único morfismo 1X ∈ D(X ,X) es el

morfismo identidad de X . Una categorı́a A con esta estructura se dice discreta,

(h) Si X = {⋆} es un conjunto con un solo elemento ⋆, definimos la categorı́a 111 de la siguente

forma, Obj(111)= X ; Hom111(⋆,⋆) = {1⋆} y la composición ◦ en 111 está determinada como

sigue 1⋆ ◦1⋆: = 1⋆.

Definición 1.2.7. Sean A y B categorı́as. Un funtor covariante F : A −→B consiste de una

asignación ( X
f // Y ) 7−→ ( FX

F f // FY ) que satisface las siguientes condiciones:

(a) preserva la composición: Si g f está definida en A , entonces T (g f ) = T (g)T ( f ),

(b) preserva la identidad: Para todo A ∈ Obj(A ), se tiene que T (1A) = 1T (A).

Ejemplos 1.2.8.

(a) Sea C una categorı́a. El funtor identidad 1
C

: C → C se define como sigue:

∀A ∈ Obj(C ) 1
C
(A) = A y ∀ f ∈Mor(C ) 1

C
( f ) = f .

(b) Sean A y B categorı́as y X un objeto fijo de B, se define un funtor ∆
A ,X

: A −→B,

llamado funtor constante en X , como sigue: ∆
A ,X

(A)=X ∀A∈Obj(A ) y ∆
A ,X

( f )= 1X

∀ f ∈ Mor(A ). Si A es la categorı́a 111, el funtor constante en X se denota simplemente

como ∆
X
.
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(c) Sea A una subcategorı́a de B. El funtor inclusión I : A →B está definido como sigue:

∀A ∈ Obj(C ) I (A) = A y ∀ f ∈Mor(C ) I ( f ) = f .

(d) El funtor olvido U :RMod=⇒Set de la categorı́a de R-módulos izquierdos a la categorı́a

de conjuntos. Este funtor olvida la estructura de R-módulo izquierdo de los objetos de

RMod. Es decir, si M es un R-módulo izquierdo, entonces U (M) = M es considerado

como un conjunto sin estructura de R-módulo izquierdo. Además si f es un R-morfismo,

entonces U ( f ) = f es considerado como una función. De manera similar, podemos con-

siderar el funtor olvido que tenga como dominio a ModR.

(e) Sean C una categorı́a y C ∈ Obj(C ) un objeto fijo. Definimos el funtor T
C

: C −→Set

como sigue:

(e.1) T
C
(A) : = C (C,A) ∀A ∈ Obj(C ),

(e.2) ∀ f ∈ C (A,B), definimos T
C
( f ) : C (C,A) → C (C,B) de la siguiente forma,

T
C
( f )(g) : = f g ∀g ∈ C (C,A).

El funtor T
C

es llamado funtor covariante Hom y usualmente se denota como C (C,−)

o por HomC (C,−). Además T
C
( f ) será denotado como f∗; de este modo f∗ (g) = f g.

Definición 1.2.9. Sean A y B categorı́as. Un funtor contravariante F : A −→B consiste de

una asignación ( X
f // Y ) 7−→ ( FY

F f // FX ) que satisface las siguientes condiciones:

(a) invierte la composición: Si g f está definida en A , entonces T (g f ) = T ( f )T (g),

(b) preserva la identidad: Para todo A ∈ Obj(A ) se tiene que T (1A) = 1T (A).

Si F : A −→B es un funtor covariante, o contravariante, diremos que A es el dominio de F

y B es el codominio de F , también que F tiene valores en B. Finalmente, cuando no exista

confusión, si F es un funtor covariante, nos referiremos a él simplemente como un funtor.
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Ejemplos 1.2.10.

(a) El funtor P∗ : Set−→ Set se define como sigue: para cualquier función f : X → Y ,

P∗ (X) :=P (X) y P∗ ( f ) : P∗ (Y )→P∗ (X) está dada por P∗ ( f )(U) := {x ∈ X | f (x) ∈U},

o simplemente P∗ ( f )(U) = f−1 (U), para cualquier subconjunto U de Y . Usualmente P∗

es llamado funtor contravariante potencia.

(b) Sean C una categorı́a y C ∈ Obj(C ) un objeto fijo. Definimos el funtor TC : C −→Set,

como sigue:

(b.1) TC (A) : = C (A,C) ∀A ∈ Obj(C ),

(b.2) ∀ f ∈ C (A,B), definimos TC ( f ) : C (B,C) −→ C (A,C) de la siguiente forma,

TC ( f )(g) : = g f ∀g ∈ C (C,A).

El funtor TC es llamado funtor contravariante Hom y usualmente lo denotaremos por

C (−,C) o como HomC (−,C). Además TC ( f ) será denotado simplemente por f ∗; de

este modo f ∗ (g) = g f .

Definición 1.2.11. Un funtor F : A −→B es fiel (resp. pleno) si ∀A,A ∈Obj(A ) la función

inducida A
(
A,A

)
−→B

(
FA,FA

)
, definida por f 7−→ F f , es inyectiva (resp. suprayetiva).

Decimos que un funtor fiel F es una inmersión si la función inducida Obj(A ) −→ Obj(B),

definida por A 7−→ FA, es inyectiva.

Definición 1.2.12. Sean F : A −→B y G : B−→C funtores. La composición GF : A −→C

de G con F se define como sigue: (GF)( f ) := G(F ( f )) para toda f : X −→ Y en A .

La composición de funtores es claramente asociativa. Además, si F : A −→B y G : B −→ C

son ambos covariantes o contravariantes, entonces GF es covariante; y si sólo uno de ellos es

covariante entonces FG es contravariante.

Definición 1.2.13. Si D es una categorı́a pequeña, diremos que un funtor F : D −→ C es un

diagrama en C . Además, si D es finita diremos que el funtor F : D −→ C es un diagrama

finito.

La definición anterior captura la idea intuitiva de un diagrama. En efecto, si consideramos un

diagrama abstracto como una multigráfica dirigida G, es decir; un conjunto V de vértices y

para cualquier par de vértices u y v un conjunto arr(u,v), posiblemente vacı́o, de flechas de u a

v, entonces un diagrama F : D −→ C puede ser considerado como una gráfica cuyos vértices
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están etiquetados por objetos F (D) en D y cada una de las flechas de la gráfica por un morfismo

F f : FD −→ FE de D . Por último, cuando dibujamos un diagrama omitimos las flechas que

corresponden a los morfismos identidades.

1.3. Dualidad

La idea de dualidad categórica es, siguiendo a S. Mac Lane, el proceso de “invertir flechas” .

Dicho concepto es muy importante; y para definirlo, necesitamos hacer ciertas observaciones

y aclaraciones sobre el lenguaje formal de BGC (ver pag. 4). Para exponer los axiomas de

BGC de forma precisa, BGC se desarrolla, en el marco del cálculo de predicados de primer

orden. Además de la relación de igualdad “=”, el lenguaje de BGC consiste de la relación de

pertenencia “∈” y fórmulas bien formadas4 que se construyen a partir de formulas atómicas

(por ejemplo Y ∈ X y X = Y ) por medio de los conectivos lógicos: ∧, ∨, →, ↔ y ¬, y de

cuantificadores lógicos: ∃ y ∀. Sin embargo, en la práctica utilizamos otros sı́mbolos, como

operaciones binarias, constantes o incluso fórmulas de manera informal. Por ejemplo, el axioma

2 se escribe formalmente como ∀u(u ∈ X ↔ u ∈ Y )→ X = Y . Por lo que entenderemos que,

cada una de las expresiones matemáticas en esta tesis, se puede escribir en una forma en la

cual solo se involucre los sı́mbolos lógicos mencionados; además del sı́mbolo de igualdad y

de pertenencia, es decir como una fórmula bien formada. Por lo anterior es obvio que cualquier

expresión en la que se refiera a los componentes de una categorı́a A se puede escribir como una

fórmula bien formada. Ası́, una fórmula ϕ que se refiera a los componentes de una categorı́a A

la llamaremos fórmula categórica. Por ejemplo, la siguiente fórmua ϕ (X) asociada a un objeto

X de A ,

ϕ (X) : ∀X ∈Obj(A ) ∃y ∈ A (X ,X)

es una fórmula categórica. Con estas aclaraciones y la siguiente definición, podemos decir como

construir la fórmula dual de una fórmula categórica.

Definición 1.3.1. Sea C una categorı́a. La categorı́a dual C ∗ de C está definida de la manera

siguiente: Obj(C ∗) := Obj(C ) y C ∗ (A,B) := C (B,A) ∀A,B ∈ Obj(C ∗). Además diremos que

f ∗ : B−→ A es un morfismo en C ∗ si y sólo si f : A−→ B es un morfismo en C ; de esta manera

la composición de morfismos en C ∗ se define como f ∗ ◦g∗ := (g◦ f )∗.

4También se usa expresión bien formada.
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Observación 1.3.2. Podemos definir un funtor contravariante DA : A −→ A ∗ como sigue,

DA (A) := A ∀A ∈ Obj(A ) y DA ( f ) := f ∗ ∀ f ∈Mor(A ). Note que (A ∗)∗ = A .

Ası́, la fórmula dual ϕ∗ de una fórmula categorı́ca ϕ , se construye reemplazando cada término

que se refiera a un conjunto A (X ,Y ) por el término que se refiere al conjunto A ∗ (X ,Y ) y

reemplazar cada término que se refiera a un morfismo f por el término que se refiere al morfismo

f ∗. Finalmente usamos la definición de A ∗ para escribir la fórmula en términos de la categorı́a

A . Veamos un ejemplo, construyamos la fórmula dual de la siguiente fórmula

ϕ : ∀ f ∈A (X ,Y ) ∀g ∈A (W,Y ) existen γ ∈A (P,X) y δ ∈A (P,W ) tales que f γ = gδ .

Realizando los reemplazos indicados obtenemos lo siguiente

∀ f ∗ ∈A ∗ (X ,Y ) ∀g∗ ∈A ∗ (W,Y ) existen γ∗ ∈A ∗ (P,X) y δ ∗ ∈A ∗ (P,W ) tales que

f ∗γ∗ = g∗δ ∗.

Por último, observamos que f ∗γ∗= (γ f )∗ y que g∗δ ∗= (δg)∗. Para escribir la fórmula anterior,

en términos de la categorı́a original

ϕ∗ : ∀ f ∈A (Y,X) ∀g ∈A (Y,W ) existen γ ∈A (X ,P) y δ ∈A (W,P) tales que γ f = δg.

En efecto, el proceso para construir la fórmula dual ϕ∗ es el proceso de invertir las flechas en ϕ .

Podemos observar como ϕ y ϕ∗ plantean la existencia de los siguientes cuadrados conmutativos
5

ϕ P
γ //

δ
��

=

X

f
��

W g
// Y

ϕ∗ P

=

X
γoo

W

δ

OO

Y

f

OO

g
oo

Diremos que una fórmula ϕ es auto dual si es equivalente a su fórmula dual ϕ∗. Lo anterior

no pasa en general. Por otro lado, observamos que una una fórmula categórica puede ser una

propiedad, un enunciado, teorema o incluso una demostración. Esto hace posible dualizar los

conceptos anteriores; por lo que aquı́ radica la gran importancia del concepto de dualidad en la

teorı́a de categorı́as. De hecho, si ϕ es una fórmula que relaciona morfismos y objetos de una

categorı́a A , entonces existe una relación lógica con ϕ∗; la cual es conocida como el Principo

de dualidad en teorı́a de categorı́as. Dicho principio dice lo siguiente: Si ϕ es una fórmula ca-

tegórica que es verdadera, es decir; ϕ es una consecuencia lógica de los axiomas de la teorı́a de

5Probablemente los diagramas conmutativos fueron usados por primera vez por W. Hurewicz.
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categorı́as, entonces ϕ∗ también es verdadera 6. Con frecuencia una propiedad ϕ∗ es denotada

por co-ϕ , como veremos más adelante, cada definición categórica tendrá su dual.

Observación 1.3.3. Sea C una categorı́a arbitraria y Set la categorı́a de conjuntos. Un funtor

contravariante F : C −→ Set define un funtor F∗ : A ∗ −→B covariante como sigue: F∗A :=

FA para todo A ∈Obj(A ∗) y si f ∗ : B −→C es un morfismo en A ∗, se define F∗ f := F f . En

efecto, F∗ es un funtor; si f ∗ : B−→C y g∗ : C −→ D son morfismos en A ∗, entonces

F∗ (g∗ f ∗) = F∗
(
( f g)∗

)
= F ( f g) = F (g)F ( f ) = F∗ (g∗)F∗ ( f ∗),

además

F∗
(
(1A)

∗)= F (1A) = 1FA = 1F∗A.

De esta forma, un funtor contravariante F : A −→B puede ser considerado simplemente como

un funtor covariante F∗ : A ∗ −→B

1.4. Morfismos y objetos

Definición 1.4.1. Un morfismo f : X −→Y es mono-escindible si existe un morfismo v : Y →X

tal que v f = 1X , en este caso diremos que X es retracto de Y . Dualmente, decimos que f es

epi-escindible si existe un morfismo v̂ : Y −→ X tal que f v̂ = 1Y . Si f es mono-escindible y

epi-escindible decimos que f es un isomorfismo y que X es isomorfo a Y , en sı́mbolos X ∼= Y .

Si f es un isomorfismo, entonces los anteriores morfismos v y v̂ son iguales. Por lo tanto se dice

que v = v̂ es el inverso de f y se denota como f−1. Además, la clase de todos los isomorfimos

de una categorı́a C es denotada como Iso(C ).

Definición 1.4.2. Diremos que un funtor F : A −→ B es representativo 7 si ∀B ∈Obj(B)

existe A ∈Obj(A ) tal que FA∼= B.

Definición 1.4.3. Diremos que un funtor F : A −→B es una equivalencia de categorı́as si F

es fiel, pleno y representativo. En este caso escribiremos A ∼= B.

6El principio de dualidad fue formulado por primera vez en 1950 por S. Mac Lane en [ML50].
7El término representativo proviene de [Mi64]. También se usan los términos denso y esencialmente sobre

objetos.
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Definición 1.4.4. Sean C una categorı́a y f ∈ C (X ,Y ). Diremos que f es un monomorfismo

si para todo par de morfismos g, ĝ ∈ C ∈ (Z,X) tales que f ◦ g = f ◦ ĝ, se tiene que g = ĝ.

Dualmente, diremos que f es un epimorfismo si para todo par de morfismos h, ĥ ∈ C (Y,W )

tales que h◦ f = ĥ◦ f , se tiene que ĥ = h.

La clase de todos los monomorfismos (resp. epimorfismos) de una categorı́a C es denotada por

Mon(C ) (resp. Epi(C )).

Observación 1.4.5. Las clases Iso(C ), Mon(C ) y Epi(C ) son cerradas bajo composición 8.

Además si f es mono-escindible (resp. epi-escindible ) entonces f ∈Mon(C ) (resp. f ∈Epi(C )).

Definición 1.4.6. Una categorı́a A es balanceda si todo morfismo que es monomorfismo y

epimorfismo es un isomorfismo.

Proposición 1.4.7. Si un morfismo f : X −→Y es mono-escindible y también un epimorfismo,

entonces es un isomorfismo. Dualmente, si un morfismo f : X −→ Y es un epi-escindible y

también un monomorfismo, entonces es un isomorfismo.

Definición 1.4.8. Un objeto X de una categorı́a C es inicial (resp. final) si ∀Y∈Obj(C) existe

un único morfismo f : X −→ Y (resp. f : Y −→ X).

Proposición 1.4.9. Si Y y X son objetos iniciales (resp. finales) en una categorı́a C entonces

Y ∼= X . Es decir los objetos iniciales (resp. finales) son únicos salvo isomorfismos.

Por lo anterior, si X es un objeto inicial (resp. final) será denotado como 0 (resp. 1).

Definición 1.4.10. Si un objeto X de una categorı́a es final e inicial diremos que es un objeto

cero.

Observamos que un objeto cero es único salvo isomorfismos. De este modo, un objeto cero se

denotará como 000.

1.5. Transformaciones naturales

Definición 1.5.1. Sean F,G : A −→ B funtores covariantes. Una transformación natural

α : F =⇒ G, de F a G, es una familia de morfismos α := {αA : FA−→ GA}
A∈|A |

en B, tal que

8Una clase de morfismos M es cerrada bajo composición cuando ∀ f ,g ∈M, tal que g f está definida, se tiene

que g f ∈M.
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para todo morfismo f ∈A (A,A′), el siguiente diagrama es conmutativo

FA
αA //

F f
��

=

GA

G f
��

FA′
αA′

// GA′.

Usualmente, los morfimos αA son llamados componentes de la transformación natural α. Además,

representaremos a una transformación natural α : F =⇒ G con el siguiente diagrama

α
��

A

F
&&

G

99B .

Observamos que una transformación natural

α = {αA : FA−→ GA}
A∈|A |

induce una función α :Obj(A )−→Mor(B), definida como α (A) :=αA ∀A∈Obj(A ). Recı́pro-

camente, decimos que una función α :Obj(A )−→Mor(B) es natural en los objetos de A si

existen funtores F,G : A −→B con los que se puede inducir una transformacı́on natural

α := {αA : FA−→ GA}
A∈|A |

definida como αA := α (A) ∀A ∈Obj(A ).

Definición 1.5.2. Sean α = {αA : FA−→ GA}
A∈|A |

y β = {βA : G A−→ HA}
A∈|A |

transfor-

maciones naturales. La composición β ◦α : F =⇒ H de β con α está definida como sigue,

(β ◦α)A := βA ◦αA para todo A ∈ Obj(A ).

Notemos que la composición de transformaciones naturales es asociativa.

Ejemplo 1.5.3. La transformación natural identidad 1T : T =⇒ T es por definición,

(1T )A := 1TA para todo A ∈ Obj(A ). En efecto, si consideramos α : F =⇒ G y β : G =⇒ F

transformaciones naturales, entonces se cumple que α ◦1T = α y 1F ◦β = β .

Observación 1.5.4. Sean F,G,H y K funtores y α : F =⇒ G una transformación natural como

en el siguiente diagrama

α

��
A

H // B

F

##

G

<<C
K // D .
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Definimos una transformación natural Kα : KF =⇒KG de la siguiente forma, (Kα)B :=K (αB)

para todo B ∈Obj(B). De manera similar αH : FH =⇒ GH está definida por (αH)A := αHA

para todo A ∈Obj(A ). Por lo que tenemos los siguientes diagramas

αH
��

A

FH

$$

GH

:: C Kα
��

B

KF
&&

KG

::D .

La observación anterior nos permite hacer la siguiente definición.

Definición 1.5.5. Sean F,G : A −→B y H,K : B −→ C funtores, α : F =⇒G y β : H =⇒ K

transformaciones naturales. Se define el producto de Godement β ⋆α : HF =⇒ KG de β con

α de la siguiente forma, β ⋆α := (βG)◦ (Hα).

Es claro que β ⋆α es una transformación natural y que el producto de Godement es asociati-

vo. Además, la representación por medio de diagramas nos permite considerar al producto de

Godement como una “composición horizontal” de transformaciones naturales.

α

��
β

��
A

F

##

G

<<B

H

%%

K

99 C
✤

⋆ // β⋆α

��
A

HF

%%

KG

99 C

En contraste, la composición de transformaciones naturales se visualiza como una “composi-

ción vertical ”.

α
��A

G
//

F

""

H

>>
β
��

B
✤
◦ // β◦α

��

A

F

""

H

>>B

Proposición 1.5.6. Sean α,β ,γ y δ transformaciones naturales, como en el siguiente diagrama

α�� β��A
H //

F

##

L

<<γ
��

B
K //

G

$$

M

::δ��
C ,

entonces se cumple la siguiente igualdad,

(δ ⋆ γ)◦ (β ⋆α) = (δ ◦β )⋆ (γ ◦α).

Definición 1.5.7. Sea α = {αA : F (A)−→ G(A)}
A∈|A|

una transformación natural. Decimos que

α es una equivalencia natural si ∀A∈Obj(A ) se tiene que αA es un isomorfismo. En este caso

existe una transformación natural α−1 : G =⇒ F definida por (α−1)A= (αA)−1 . Escribiremos

F ∼= G para denotar que existe una equivalencia natural entre F y G.
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1.6. Producto de categorı́as y funtores de varias variables

Definición 1.6.1. Sean A1, A2, ... y An categorı́as. Construimos la categorı́a
n

∏
i=1

Ai , llamada

producto de A1 hasta An, como sigue:

(a) Obj(
n

∏
i=1

Ai ) := Obj(A1)×. . .×Obj(An).

(b) Si A = (A1, ...,An) y B = (B1, ...,Bn) son objetos de
n

∏
i=1

Ai , se define:

n

∏
i=1

Ai (A,B) := A1 (A,B)× ...×An (A,B).

La composición de morfismos en
n

∏
i=1

Ai está determinada como sigue,

n

∏
i=1

Ai (B,C)×××
n

∏
i=1

Ai (A,B)−→
n

∏
i=1

Ai (A,C)

donde ((g1, ...,gn) ,( f1, ..., fn)) 7−→ (g1 ◦ f1, ...,gn ◦ fn) .

(c) Si A = (A1, ...,An) es un objeto de
n

∏
i=1

Ai el morfismo identidad está definido como

1A := (1A1
, ...,1An

).

Definición 1.6.2. Sean A1 , ... , An y B categorı́as y {I,J} una partición de {1, ...,n}. Un funtor

de nnn variables F :
n

∏
i=1

Ai −→B covariante en la i-ésima variable ∀i ∈ I y contravariante en la

j-ésima variable ∀ j ∈ J se define como:

(a) Una función Obj(
n

∏
i=1

Ai ) −→ Obj(B), donde (A1, ...,An) 7−→ F (A1, ...,An).

(b) ∀i ∈ I, fi ∈A (Ai,Bi) y ∀ j ∈ J, f j ∈A
(
B j,A j

)
una función inducida

( f1, ..., fn) 7−→ F ( f1, ..., fn), donde F ( f1, ..., fn) ∈B ((A1, ...,An) ,(B1, ...,Bn)),

que cumple las siguientes condiciones:
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(b.1) Preserva la composición: Si las siguientes composiciones están definidas; hi = gi fi

∀i ∈ I y h j = f jg j ∀ j ∈ J, entonces F (h1, ...,hn) = F (g1, ...,gn)F ( f1, ..., fn).

(b.2) Preserva la identidad: Si A = (A1, ...,An) es un objeto de
n

∏
i=1

Ai , entonces

T (1A) = 1TA.

Observación 1.6.3. Sean F es funtor de n variables, como en la definición anterior, y k un

elemento de {1, ...,n}. Entonces ∀ Ai ∈Ai (con i 6= k) podemos inducir un funtor

Fk
A1,...,An

: Ak −→B

de la siguiente forma,

(a) Fk
A1,...,An

(A) := F (A1, . . . ,Ak−1,A,Ak+1, . . . ,An) ∀A ∈ Obj(Ak).

(b) Fk
A1,...,An

( f ) := F
(
1A1

, . . . ,1Ak−1
, f ,1Ak+1

, . . . ,1An

)
∀ f ∈Mor(Ak).

Los funtores Fk
A1,...,An

son llamados funtores parciales de una variable inducidos de F , estos

funtores se interpretan como si en F dejamos fijas Ai (con k 6= i) variables. Además, notamos que

si F es covariante (resp. contravariante) en la k-ésima variable entonces Fk
A1,...,An

es covariante

(resp. contravariante).

Ejemplo 1.6.4. Sea A una categorı́a. Se define T : A ×A −→Set, llamado funtor Hom de

dos variables, como sigue,

(a) T (X ,Y ) := A (X ,Y ) ∀(X ,Y ) ∈ Obj(A ×A ).

(b) Si f ∈A
(
X ,X

)
y g ∈A

(
Y,Y

)
se define T ( f ,g) : A (X ,Y )−→A

(
X ,Y

)
como

T ( f ,g)(u) := gu f ∀ u ∈A
(
X ,X

)
.

X
u //

=

Y

g
��

X

f

OO

gu f
// Y

Observamos que F es covariante en la segunda variable y contravariante en la primer variable.

Además, los funtores parciales inducidos de T son los funtores Hom, es decir, si fijamos la

primer variable (resp. segunda) obtemos el funtor TC (resp. T
C
) definido anteriormente. Usual-

mente T es denotado como A (−,−) o por HomA (−,−).
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1.7. Bifuntores

Definición 1.7.1. Sea F : A ×B −→ C un funtor de dos variables. Diremos que F es un

bifuntor 9 si es covariante en ambas variables. Además, los funtores parciales inducidos de F

serán denotados como F (A,−) y F (−,B).

Proposición 1.7.2. Sean B, C y D categorı́as. Supongamos que ∀C ∈ Obj(C ) existe un funtor

LC : B −→D y ∀B ∈ Obj(B) existe un funtor MB : C −→D tales que

MB (C) = LC (B) ∀(B,C) ∈ Obj(B) × Obj(C ).

Entonces existe un bifuntor S : B×C −→ D tal que los funtores parciales inducidos de S

cumplen que

S (−,C) = L
C
∀C ∈ Obj(C ) y S (B,−) = MB ∀ B ∈ Obj(B),

si y sólo si ∀( f ,g)∈Mor(B)×Mor(C ), con f ∈B (B,B′) y g∈C (C,C′), se tiene la siguiente

igualdad MB′ (g)◦LC ( f ) = LC′ ( f )◦MB (g).

Demostración. Ver [ML98].

Observación 1.7.3.

(a) Sean F : C ×D −→ E un bifuntor, f ∈ C (A,B) y g ∈ D (X ,Y ). Los funtores parciales

inducidos de F cumplen la siguiente igualdad

F ( f ,1Y )F (1A,g) = F ( f ,g) = F (1B,g)F ( f ,1X) .

Es decir, el siguiente diagrama conmuta

F (A,X)
F( f ,1X ) //

F(1A,g)

��

F( f ,g)

&&

F (B,X)

F(1B,g)

��
F (A,Y )

F( f ,1Y )
// F (B,Y ) .

Haciendo
(
α f

)
X
= F ( f ,1X) y (αg)X

= F (1A,g), obtenemos los siguientes diagramas

conmutativos

9En [Mi64] un funtor de dos variables es simplemente un bifuntor, pero en esta tesis haremos esta diferencia.
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F (A,X)

=

(α f )X //

F(1A,g)

��

F (B,X)

F(1B,g)

��
F (A,Y )

(α f )Y

// F (B,Y )

F (A,X)

=

(αg)A //

F( f ,1X )

��

F (A,Y )

F( f ,1Y )

��
F (B,X)

(αg)B

// F (B,Y ) .

Esto permite ver que los morfismos f y g inducen las siguientes transformaciones natura-

les α f : F (A,−) =⇒ F (B,−) y αg : F (−,X) =⇒ F (−,Y ) en los respectivos funtores

parciales.

(b) Sean F y G bifuntores y α una transformación natural como en el siguiente diagrama

α
��

A ×B

F

&&

G

88C .

Entonces ∀A ∈Obj(A ) y ∀B ∈Obj(B) se inducen transformaciones naturales

α
A

��
B

F(A,−)

%%

G(A,−)

::B y α
B

��
A

F(−,B)

&&

G(−,B)

88 B ,

definidas como (αA)B := α(A,B) ∀A ∈Obj(A ) y (αB)A := α(A,B) ∀B ∈Obj(B), respecti-

vamente.

1.8. Categorı́as de funtores

Definición 1.8.1. Si A y B son categorı́as, denotaremos por Fun(A ,B) a la clase de todos los

funtores covariantes F de A a B. Además si F,G ∈Fun(A ,B), denotaremos por Nat(F,G) a

la clase de todas las transformaciones naturales α de F a G.

La definición anterior, y la asociatividad de la composición de transformaciones naturales, nos

sugieren construir una categorı́a que tenga como objetos la clase Fun(A ,B) y para cada par de

funtores F y G, la clase de morfismos de F a G sea la clase Nat(F,G). El requisito pendiente es

que Nat(F,G) sea un conjunto. La siguiente proposición garantiza la condición necesaria para

que esto suceda.
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Proposición 1.8.2. Si A es una categorı́a pequeña y B es una categorı́a arbitraria, entonces

∀F,G ∈ Fun(A ,B) la clase Nat(F,G) de transformaciones naturales de F a G es un conjunto.

Demostración. Consideremos la siguiente clase H(B) := {B (FA,GA) | A ∈Obj(A ) } y la

siguiente función, Φ : Obj(A ) −→ H(B) definida como A 7−→B (FA,GA), por el axioma de

reemplazo se tiene que H(B) es un conjunto. Aplicando el axioma de la unión y de la potencia,

concluimos que P (
⋃

H(B) ) es un conjunto. Por otro lado, observamos que una transfor-

macioń natural α ∈ Nat(F,G) es por definición una clase de mapeos {αA : FA−→ GA}
A∈|A |

,

y por lo tanto se tiene la siguiente contención α ⊆
⋃

H(B). Concluimos después que α ∈

P (
⋃

H(B) ), lo cual implica que Nat(F,G) ⊆P (
⋃

H(B) ). De lo anterior y el axioma de

la potencia, se deduce que Nat(F,G) es un conjunto. �

Definición 1.8.3. Sean A una categorı́a pequeña y B una categorı́a arbitraria. La categorı́a

de funtores 10 BA de A a B se define como sigue: Obj
(
BA

)
:=Fun(A ,B) y ∀F,G ∈

Fun(A ,B) se define BA (F,G):=Nat(F,G). La composición de morfismos es la composición

de transformaciones naturales. Además, el morfismo identidad será la transformación identidad

1F para cualquier F ∈ Fun(A ,B).

Proposición 1.8.4. Si A es una categorı́a pequeña, entonces la clase Mor(A ) de morfismos de

A es un conjunto.

Demostración. Definamos la siguiente clase W(A ) :={A (A,B) | A,B ∈ Obj(A )} y la si-

guiente función Ω : Obj(A)×Obj(A) −→ W(A ), determinada como (A,B) 7−→ A (A,B);

observamos que Ω es en efecto una función por la definición 1.2.6(b) . Por el axioma de reem-

plazo, W(A ) es un conjunto; pero Mor(A )=W(A ). �

En general, la categorı́a BA hereda las propiedades de A . Hasta ahora, podemos enunciar la

siguiente proposición.

Proposición 1.8.5. Si A y B son categorı́as pequeñas, entonces BA es una categorı́a pequeña.

1.9. Lema de Yoneda

En esta sección expondremos un resultado de gran importancia en la teorı́a de categorı́as, el cual

es conocido como lema de Yoneda 11. Las referencias para esta sección son [ML98] y [B194].

10La importancia de las categorı́as de funtores, algunas veces llamadas categorı́as de diagramas, fue enfatizada

por A. Grothendieck en 1947.
11El término lema de Yoneda se originó en 1954, en una entrevista entre Nobuo Yoneda (1930-1996) y Saunders

Mac Lane hecha en Paris.
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Lema 1.9.1 (Lema de Yoneda). Sean F : A −→Set un funtor, A un objeto fijo de A y

A (A,−) : A −→ Set el funtor Hom. Entonces, la función

ΘF,A : Nat(A (A,−) ,F)−→F (A), α 7−→ αA (1A),

es una biyección.

Demostración. Ver [B194].

La función ΘF,A tiene ciertas propiedades de naturalidad. Antes de enunciar estas propiedades,

introduciremos las siguientes observaciones.

Observación 1.9.2.

(a) Para un morfismo f : A −→ B en una categorı́a A , se obtiene la siguiente transforma-

ción natural A ( f ,−) : A (B,−) =⇒ A (A,−) donde A ( f ,−)
C
(g) := g f para todo

C ∈ Obj(A ) y para todo morfismo g ∈A (B,C).

En efecto, veamos que A ( f ,−) es una transformación natural. Para ello, consideramos

un morfismo h : C −→ D en A , y veamos que el siguiente diagrama conmuta

A (B,C)
A ( f ,−)

c //

A (B,h)

��

A (A,C)

A (A,h)

��
A (B,D)

A ( f ,−)
D

// A (A,D) .

Para g ∈A (B,C), se tienen las siguientes igualdades:

(A (A,h))(A ( f ,−)C (g)) = (A (A,h))(g f ) = hg f

(A ( f ,−)D)(A (B,h)(g)) = (A ( f ,−)D)(hg) = hg f

las cuales prueban la naturalidad de A ( f ,−).

Por otro lado, consideremos los siguientes morfismos m : X −→ Y y n : Y −→ Z, luego,

para cualquier morfismo l ∈A (Z,C), se cumple

[A (m,−)◦A (n,−)]C (l) = [A (m,−)C ◦A (n,−)C] (l)

= (A (m,−))C (A (n,−)C (l))

= (A (m,−))C (ln)

= (A (nm,−))C (l) . ecu. 1.9.1 (a)

Además (A (1A,−))C (l)= l1A = l para todo l ∈A (A,C), es decir A (1A,−)= 1A (A,−).
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(b) Sea F : A −→ Set un funtor fijo. Definimos un funtor NF : A −→Set como sigue:

(b.1) NF (A) : = Nat(A (A,−) ,F) para todo A ∈Obj(A ),

(b.2) si f : A−→ B es un morfismo en A entonces

NF ( f ) : NF (A)−→ NF (B), α 7−→ NF ( f )(α) := α ◦A ( f ,−).

En efecto, NF es un funtor, si m : X −→ Y y n : Y −→ Z son morfismos en A , entonces

[NF (n)◦NF (m)] (α) = NF (n)(NF (α))

= NF (n)(α ◦A (m,−))

= α ◦A (m,−)◦A (n,−)

= α ◦A (nm,−)

= NF (nm)(α) . ecu.1.9.1(b)

Para cualquier α ∈ Nat(A (A,−) ,F). Además

NF (1A)(α) = α ◦A (1A,−) = α ◦1A (A,−) = α,

para cualquier α ∈ Nat(A (A,−) ,F), por lo tanto NF (1A) = 1N
F
(A).

(c) Si A es un objeto fijo de una categorı́a pequeña A . El funtor NA : SetA −→ Set se define

de la siguiente forma:

(c.1) NA (F) : = Nat(A (A,−) ,F) para todo F ∈Fun(A ,Set),

(c.2) si α ∈ SetA (F,G) es un morfismo de SetA entonces

NA (α) : NA (F)−→ NA (G), σ 7−→ NA (α)(σ) := α ◦σ .

Veamos que NA es un funtor, para ello, concideremos α : F =⇒G y β : G=⇒H mofismos

de SetA , entonces se tiene la siguiente igualdad

[NA (β )NA (α)] (σ) = NA (β )(NA (σ))

= NA (β )(α ◦σ)

= β ◦α ◦σ

= NA (β ◦α)(σ)

para toda σ ∈ Nat(A (A,−) ,F). Además se tiene que
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NA (1F)(σ) = 1F ◦σ = σ

para toda σ ∈ Nat(A (A,−) ,F), es decir NA (1F) = 1NA(F).

(d) Para un objeto A fijo de una categorı́a pequeña A , se define el funtor evaluación EvA :

SetA −→ Set como sigue:

(d.1) EvA (F) := F (A) para todo F ∈ Fun(A,Set),

(d.2) si α ∈ SetA (F,G) es un morfismo de SetA entonces

EvA (α) : EvA (F)−→ EvA (G), α 7−→ EvA (α) : = αA.

Veamos que EvA es de verdad un funtor. En efecto, sean α : F =⇒ G y β : G =⇒ H

transformaciones naturales. Entonces

EvA (α)◦EvA (β ) = αAβA = (α ◦β )A = EvA (α ◦β ).

Además

EvA (1F) = (1F)A = 1FA = 1EvA(1F ).

Proposición 1.9.3. La función ΘF,A, definida en el lema de Yoneda, induce una transformación

natural η : NF :=⇒ F definida como ηA := ΘF,A para todo A ∈Obj(A ). Más aún, si A es

pequeña, ΘF,A induce una tranformación natural ρ : NA =⇒ EvA definida como ρF : = ΘF,A para

todo F ∈Fun(A ,Set).

Demostración

(a) Veamos que η es una transformación natural. En efecto, consideramos el siguiente dia-

grama

NF (A)
η

A //

NF ( f )
��

FA

F f

��
NF (B)

η
B

// FB ,

donde f : A −→ B es un morfismo en A . Demostraremos que el diagrama anterior con-

muta. Sea σ ∈ Nat(A (A,−) ,F). Entonces, se tiene la siguiente igualdad

F f ◦η
A
(α) = F f ◦ΘF,A (α) = F f ◦ (αA (1A)) .

Por otro lado, para cualquier morfismo F : C −→ D de A el siguiente diagrama conmuta
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A (A,C)
α

C //

A (A, f )
��

=

FC

F f

��
FD

α
D

// FD,

por la naturalidad de α , es decir

F f ◦α
C
= α

D
◦A (A, f ).

Por lo tanto, se tiene que

F f ◦ (αA (1A)) = αB ◦A (A, f )(1A)

= αB [A (A, f )(1A)]

= αB ( f ) .

Entonces se tiene que

F f ◦η
A
(α) = αB ( f ).

Por otra parte

[ηB ◦NF ( f )] (α) = ηB [NF ( f )(α)]

= ΘF,B [NF ( f )(α)]

= (α ◦A (A,−))B (1B)

= αB ◦ (A ( f ,−)B (1B))

= αB ( f ) ,

lo cual demuestra la naturalidad de η . �

(b) Veamos que ρ es una transformación natural. Para ello, consideremos el siguiente diagra-

ma

NA (F)
ρ

F //

NA(ϕ)
��

EvA (F)

EvA(ϕ)
��

NA (G)
ρ

G

// EvA (G) ,



1.9. LEMA DE YONEDA 25

donde ϕ : F =⇒ G es un morfismo en SetA . Para α ∈ Nat(A (A,−) ,F), tenemos

[EvA (ϕ)◦ρF ] (α) = EvA (ϕ)
(
ΘF,A (α)

)

= EvA (ϕ)(αA (1A))

= ϕA (αA ◦1A) .

Por otro lado

[ρG ◦NA (ϕ)] (α) = ρG (NA (ϕ)(α))

= ρG (ϕ ◦α)

= ΘG,A (ϕ ◦α)

= (ϕ ◦α)A (1A)

= ϕA ◦αA ◦1A,

probándose la naturalidad de ρ . �

Observación 1.9.4. Sea A un categorı́a pequeña. Entonces, los funtores NA : SetA −→ Set y

NF : A −→Set, definidos en la Observación 1.9.2, cumplen las siguientes afirmaciones:

(a) ∀F ∈Fun(A ,Set) y ∀A ∈ Obj(A ) se tiene que NF (A) = NA (F),

(b) ∀ f ∈A (A,A′) y ∀γ ∈ SetC (F,F ′) se tiene que NA′ (γ)◦NF ( f ) = NF ′ ( f )◦NA (γ).

Demostración.

La igualdad de (a) se cumple por definición de NF y NA. Por otro lado, para α ∈Nat(A (A,−) ,F),

tenemos

[NA′ (γ)◦NF ( f )] (α) = NA′ (γ) [NF ( f )(α)]

= NA′ (γ) [α ◦A ( f ,−)]

= γ ◦α ◦A ( f ,−) ,

además

[NF ′ ( f )◦NA (γ)] (α) = NF ′ ( f ) [NA (γ)(α)]

= NF ′ ( f )(γα)

= γ ◦α ◦A ( f ,−) ,
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lo cual demuestra la igualdad de (b). �

Por el Lema 1.7.2 y la Observación 1.9.4, existe un bifuntor N : A ×SetA −→ Set tal que los

funtores parciales inducidos de N cumplen que

N (−,F) = NF y N (A,−) = NA ∀F ∈ Fun(A ,Set) y ∀A ∈ Obj(A ).

Más aún, por el iniciso 1.7.3(b), para f ∈A (A,B) y α ∈ SetA (F,G) tenemos que

N ( f ,α) = N (1A,α)◦N ( f ,1F)

= [N (A,−)(α)]◦ [N (−,F)( f )]

= NA (α)◦NF ( f ) .

Es decir,

N ( f ,α) : N (A,F)−→ N (G,B), σ 7−→ N ( f ,α)(σ) = α ◦σ ◦A ( f ,−).

Definición 1.9.5. Sea A una categorı́a pequña. Se define el funtor E : A ×SetA −→ Set como

sigue:

(a) E (A,F) := FA ∀A ∈ Obj(A ) y ∀F ∈ Fun(A,Set) ,

(b) si ( f ,α) : (A,F)−→ (B,G) es un morfismo en A ×SetA entonces

E ( f ,α) : E (A,F)−→ E (B,G) está definida como E ( f ,α) := G f ◦αA.

Observamos que E ( f ,α) = G f ◦αA = αB ◦F f , ya que α : F =⇒ G es una transformación

natural.

Veamos que E es un funtor. Para ( f ,α) : (A,F)−→ (B,G) y (g,β ) : (B,G)−→ (C,H) morfis-

mos de A ×SetA se tiene que

E [(g,β )◦ ( f ,α)] = E (g f ,β ◦α)

= H (g f )◦ (β ◦α)A

= H (g)◦H ( f )◦βA ◦αA.

Por otro lado, la naturalidad de α y β hace conmutar el siguiente diagrama

FA
αA //

F f
��

=

GA
βA //

=G f
��

HA

H f
��

Fb
αB

// GB

=Gg
��

βB

// HB

Hg
��

GC
βC // HC ,
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por lo cual, podemos hacer la siguiente sustitución

H (g)◦ [H ( f )◦βA]◦αA = H (g)◦ [βB ◦G( f )]◦αA

= E (g,β )◦E ( f ,α) ,

por lo tanto

E [(g,β )◦ ( f ,α)] = H (g)◦H ( f )◦βA ◦αA

= H (g)◦βB ◦G( f )◦αA

= E (g,β )◦E ( f ,α) .

Por último,

E (1A,1F) = (1F)A ◦F (1A) = 1FA ◦1FA = 1FA.

Lema 1.9.6. La funciones ΘF,A : Nat(A (A,−) ,F)−→FA definen una transformación natural

Θ : N =⇒ E.

Demostración. Sean f ∈A (A,B) y α ∈ SetA (F,G). Demostremos que el siguiente diagrama

conmuta

N (A,F)
θF,A //

N( f ,α)

��

=

E (A,F)

E( f ,α)

��
N (B,G)

θG,B

// E (B,G) .

En efecto, para σ ∈ N (A,F) =Nat(A (A,−) ,F) se tiene que

[
E ( f ,α)◦ΘF,A

]
(σ) = E ( f ,α)

[
ΘF,A (σ)

]

= E ( f ,α)(σA (1A))

= αB ◦F ( f )(σA (1A))

= αB ◦F ( f )◦ f ◦1A

= αB ◦ [F ( f )◦σA] (1A) . ecu. 1.9.2

Por otro lado, la naturalidad de σ : A (A,−) =⇒ F hace conmutar el siguiente diagrama

A (A,A)
σA //

A (A, f )
��

=

FA

F f

��
A (A,B)

αB

// FB .
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Entonces

[F ( f )◦σA] (1A) = [σB ◦A (A,−)] (1A)

= σB [A (A,−)(1A)]

= σB ◦ f ◦1A.

Sustituyendo lo anterior en la ecuación 1.9.2 se tiene que

[
E ( f ,α)◦ΘF,A

]
(σ) = αB ◦F ( f )◦ f ◦1A

= αB ◦ [F ( f )◦σA] (1A)

= αB ◦σB ◦ f ◦1A

= αB ◦σB ◦1B ◦ f .

Además,

[
ΘG,B ◦N ( f ,α)

]
(σ) = ΘG,B [N ( f ,α)(σ)]

= ΘG,B [α ◦σ ◦A ( f ,−)]

= (α ◦σ ◦A ( f ,−))B (1B)

= αB ◦σB [A ( f ,−)B (1B)]

= αB ◦σB ◦1B ◦ f .

Por lo tanto

E ( f ,α)◦ΘF,A = ΘG,B ◦N ( f ,α),

lo cual demuestra que Θ es una transformación natural. �

Definición 1.9.7. Sea A una categorı́a pequeña. El funtor de Yoneda Y : A ∗ −→ SetA se

define como sigue:

(a) Y (A) := A (A,−) ∀A ∈ Obj(A ),

(b) si f ∗ : B−→C es un morfismo en A ∗ entonces Y ( f ∗) := A ( f ,−).

Veamos que Y es un funtor. Sean f ∗ : B−→C y g∗ : C −→ D morfismos de A ∗. Entonces

Y (g∗ f ∗) = Y
(
( f g)∗

)

= A ( f g,−)

= A (g,−)◦A ( f ,−) Por ecu. 1.9.1(a)

= Y (g∗)Y ( f ∗) .

Además
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Y
(
(1A)

∗) = Y (1A) = A (1A,−) = 1A (A,−) = 1Y (A).

Proposición 1.9.8. El funtor de Yoneda Y : A ∗ −→ SetA es fiel, pleno e inyectivo en objetos.

Demostración. La demostración de que Y es fiel y pleno puede consultarse en [B194]. Demos-

traremos que Y es inyectivo en objetos. En efecto, si A y B son objetos de A ∗ tales que A 6= B,

entonces por la Definición 1.2.1(b) se tiene que A (A,X) 6= A (B,X) para todo X ∈Obj(A ∗),

es decir Y (A)(X) 6= Y (B)(X), lo que implica que Y (A) 6= Y (B). �

El resultado anterior nos dice que el funtor de Yoneda es un encaje, por lo cual, a menudo se

refiere a Y como el encaje de Yoneda.

1.10. Categorı́as cociente

En esta sección expondremos la noción de categorı́a cociente y la propiedad universal que

cumple esta categorı́a. Las referencias para esta sección son [Mi64] y [ML98].

Definición 1.10.1. Sean C una categorı́a y ∼ una relación de equivalencia en la clase Mor(C )

de morfismos de C . Decimos que∼ es compatible con C si satisface las siguientes condiciones

(a) la restricción de ∼ a cada conjunto C (X ,Y ) es una relación de equivalencia en dicho

conjunto;

(b) la clase cociente Mor(C )/∼ es a la unión de todos los conjuntos cocientes C (X ,Y )/∼ ,

es decir Mor(C )/∼ :=
⋃

A,B∈Obj(C )

C (X ,Y )/∼ ,

(c) si f ∼ f̂ entonces h f g∼ h f̂ g, siempre que dichas composiciones estén definidas en C .

Observamos que la condición 1.10.1(c) es equivalente a la siguiente condición (presentada en

[Mi64]):

(d) Si f ∼ f̂ entonces f g∼ f̂ g y h f ∼ h f̂ , siempre que dichas composiciones estén definidas

en C .

Notación 1.10.2. La clase de equivalencia de un morfismo f de C será denotada como [ f ]
∼

, es

decir, [ f ]
∼

:= {g ∈Mor(C ) | g∼ f}. Cuando no exista confusión, escribiremos simplemente

[ f ].
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Definición 1.10.3. Sea ∼ una relación de equivalencia compatible con una categorı́a C . Se

define la categorı́a cociente C /∼ como sigue:

(a) Obj(C /∼): = Obj(C ),

(b) C /∼ (X ,Y ) : = C (X ,Y )/∼ para todo X ,Y ∈Obj(C /∼),

(c) la composición de morfismos • en C /∼ está definida como sigue

• : C /∼ (Y,Z) × C /∼ (X ,Y ) −→ C /∼ (X ,Y ), ([ f ] , [g]) 7−→ [ f ]• [g] := [ f ◦g],

donde ◦ es la composición en C .

(d) ∀X ∈ Obj(C /∼) el morfismo identidad es 1X = [1X ].

Ejemplo 1.10.4. Si C =Top y f ∼ g significa que f es homotopı́ca a g, entonces la categorı́a

cociente Top/∼ es la categorı́a Toph, que tiene como objetos espacios topológicos y como

morfismos clases de homotopı́a de una funciones continuas.

Proposición 1.10.5. Sea ∼ una relación de equivalencia compatible con una categorı́a C . En-

tonces, existe un funtor Q∼ : C −→ C /∼ con las siguientes propiedades:

(a) Q∼ ( f ) = Q∼
(

f̂
)
, siempre que f ∼ f̂ ,

(b) para todo funtor H : C −→D tal que H ( f ) = H
(

f̂
)
, siempre que f ∼ f̂ , existe un único

funtor Ĥ : C /∼ −→D que hace conmutar el siguiente diagrama

C

=

Q∼ //

H

��

C /∼

Ĥ}}
D

Demostración. Definimos Q∼ : C −→ C /∼ de la siguiente forma:

(a) Q∼ (A) := A ∀A ∈ Obj(C ),

(b) Q∼ ( f ) := [ f ] ∀ f ∈ C (A,B).

Veamos que Q∼ es un funtor. En efecto, para f : X −→Y y g : Y −→ Z morfismos de C , tenemos

que

Q∼ (g f ) = [g f ] = [g]• [ f ] = Q∼ (g)•Q∼ ( f ).
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Por otro lado, si h : A−→ B y k : B−→ A son morfismos en C tenemos las siguientes igualdades

[h]• [1A] = [h1A] = [h] y [1A]• [k] = [1Ak] = [k],

por lo tanto

Q∼ (1A) = [1A] = 1Q∼(A)
.

Además, f ∼ f̂ implica que [ f ] =
[

f̂
]
, es decir, Q∼ ( f ) = Q∼ ( f̂ ).

Por otra parte, supongamos que H : C −→ D es un funtor tal que H ( f ) = H
(

f̂
)
, siempre que

f ∼ f̂ . De este modo, definimos un funtor Ĥ : C /∼ −→D como sigue:

(a) Ĥ (A) := H (A) ∀A ∈ Obj(C )

(b) si [ f ] : A−→ B es un morfismo en C /∼ , entonces Ĥ ([ f ]) := H ( f ).

Observamos que Ĥ está bien definido, es decir, si f ∼ f̂ entonces Ĥ ([ f ]) = Ĥ(
[

f̂
]
). Es claro

que ĤQ∼ = H y que Ĥ es único. �

1.11. Categorı́as coma

La construcción de las categorı́as coma es de gran importancia para desarrollar el concepto de

morfismo universal, el cual es fundamental para la exposición del concepto de lı́mite y su dual

colı́mite. La referencia para esta sección es [B194].

Definición 1.11.1. Sean F : A −→ C y G : B −→ C funtores. La categorı́a coma 12 (F,G) se

define como sigue:

(a) Obj(F,G):={(A, f ,B) | A ∈Obj(A ), B ∈Obj(B) y f ∈ C (FA,GB)}.

(b) Si f̂=(A, f ,B) y ĝ=(X ,g,Y ) son objetos de (F,G) se define:

(F,G)
(

f̂ , ĝ
)

:= {(a,b) | a ∈A (A,X), b ∈B (B,Y ) y g◦Fa = Gb◦ f }.

Esto es, los pares (a,b) que hacen conmutar el siguiente diagrama

12La noción general de categorı́a coma fue introducida en 1963 por Francis William Lawvere (1937-) en su

tesis doctoral ( [La63] ), bajo la dirección de S. Eilenberg.
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FA
Fa //

f
��

=

FX

g
��

GB
Gb

// GY.

La composición de morfismos ◦ en (F,G) se define como (c,d)◦ (a,b):=(ca,db).

FA
Fa //

f
��

=

FX

g
��

GB
Gb

// GY

FX
Fc //

g
��

=

FM

h
��

GY
Gd

// FZ

7−→

FA
F(ca) //

f
��

=

FM

h
��

GB
G(db)

// FZ

(c) Si f̂ =(A, f ,B) es un objeto de (F,G), el morfismo identidad se define como 1 f̂
:=(1A,1B).

En efecto, la composición de morfismos en (F,G), inducida de las composiciones de A y de

B, está bien definida; de este modo (F,G) es una categorı́a.

Definición 1.11.2. Sean A una categorı́a y X un objeto fijo de A . La categorı́a (1A ,∆
X
) es

llamada categorı́a de objetos sobre X y la categorı́a (∆
X
,1A ) es llamada categorı́a de objetos

bajo X . Además (1A ,∆
X
) es denotada como (A ↓ X), y (∆

X
,1A ) como (X ↓A ).

Podemos notar que (A ↓ X)∗=(X ↓A ∗).

Observación 1.11.3. Sean F : A −→ C y G : B −→ C funtores. Entonces, se pueden inducir

los siguientes funtores; U : (F,G)−→A y V : (F,G)−→B, definidos como sigue:

(a) U (A, f ,B) := A y V (A, f ,B) := B ∀(A, f ,B) ∈ Obj(F,G),

(b) U (a,b) := a y V (a,b) := b ∀(a,b) ∈Mor(F,G).

Y una transformación natural α : F ◦U =⇒ G◦V definida de la siguiente forma:

(d) α(A, f ,B) := f ∀(A, f ,B) ∈ Obj(F,G).

Los funtores U y V son llamados proyecciones de la categorı́a coma (F,G).
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1.12. Categorı́a de morfismos

La siguiente construcción tendrá un papel importante en el siguiente capı́tulo, ya que en función

de ella, escribiremos un axioma en la definición de categorı́a de modelo.

Definición 1.12.1. Dada una categorı́a C , podemos construir la categorı́a de morfismos
#»

C de

C como sigue:

(a) Obj
(

#»

C

)
:=Mor(C );

(b) si a ∈
#»

C (A0,A1) y b ∈
#»

C (B0,B1), se define:

#»

C (a,b) := {( f0, f1) ∈ C (A0,B0)×C (A1,B1) | b f0 = f1a}.

Esto es, los pares ( f0, f1) que hacen conmutar el siguiente diagrama

a0
f0 //

a

��

=

b0

b
��

a1
f1

// b1.

La composición de morfismos ◦ en
#»

C está determinada como

◦ :
#»

C (b,c)×××
#»

C (a,b)−→
#»

C (a,c), ((g0,g1) ,( f0, f1)) 7−→ (g0 f0,g1 f1);

(c) para f ∈ C (A,B), definimos el morfismo identidad en f como 1 f := (1A,1B).

Note que la composición de morfismos en
#»

C , inducida de la de C , está bien definida y que
#»

C

es una categorı́a. Además
#»

C también suele ser denotada como Map(C ).

La categorı́a de morfismos de C puede ser definida como una categorı́a coma. Si considera-

mos el funtor identidad 1C : C −→ C entonces
#»

C es simplemente la categorı́a coma (1C ,1C ).

Elegimos escribir
#»

C de forma explı́cita por la importancia que tiene en el capı́tulo siguiente.

Observación 1.12.2. Sean C una categorı́a y
#»

C la categorı́a de morfismos de C . Entonces,

podemos definir los siguientes funtores

(a) dom
C

:
#»

C −→ C , el cual está definido como sigue: dom
C

f := A para todo f ∈ C (A,B)

y dom
C
(a,b) := a para todo (a,b) ∈

#»

C ( f ,g);
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(b) cod
C

:
#»

C −→ C , el cual está definido como sigue: cod
C

f := B para todo f ∈ C (A,B) y

dom
C
(a,b) := b para todo (a,b) ∈

#»

C ( f ,g);

además de una transformación natural:

(c) δC : domC =⇒ codC definida como (δC ) f := f para todo f ∈ Obj(
#»

C ).

Es claro que los funtores domC y codC son las proyecciones de la categorı́a coma (1C ,1C ).

Finalmente, cuando no exista confusión, simplemente escribiremos δ , dom y cod para referirnos

a la transformación natural y a los funtores definidos anteriormente.

1.13. Lı́mites y colı́mites

Las construcciones universales aparecen de diversas formas en las matemáticas. Los lı́mites y

colı́mites son un importante ejemplo de construcciones universales. En esta sección, definiremos

el concepto de morfismo universal, después el de colı́mite, y su dual lı́mite. La referencia para

esta sección es [ML98].

Definición 1.13.1. Sean F : D −→ C un funtor y X un objeto de C . Un morfismo universal
13 de X a F es un objeto (A, f ,B) inicial de la categorı́a coma (∆

X
,F).

De este modo, el objeto (A, f ,B) puede ser considerado como un morfismo f : X −→ FB en

C tal que para cualquier morfismo g ∈ C (X ,FD) existe un único morfismo φ ∈ D (B,D) que

hace conmutar el siguiente diagrama

∆
X
A = X

g

  

f

��
=

FB
Fφ

// FD .

Ejemplo 1.13.2. Grupos Libres. Si consideramos un grupo abeliano libre V
X
, con base X , y un

grupo abeliano W , entonces para cualquier función f : X −→W existe un morfismo de grupos

abelianos ϕ : V
X
−→W que hace conmutar el siguiente diagrama

13Los morfismos universales son únicos salvo isomorfismos, tal vez por esta falta de únicidad absoluta, la noción

de morfismo universal fue desarrollada con lentitud, bastantes ejemplos se desarrollaron hasta que Pierre Samuel

(1921-2009) formuló la noción general de morfismo universal en 1948. Esta noción general fue usada extensamente

y popularizada por N. Bourbaki.
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X

f

��

i

��
=

VX φ
// W ,

donde i es la función inclusión. Esta construcción se obtiene considerando el funtor olvido

U : Ab−→Set y la categorı́a coma (∆
X
,U), se sigue que i es un morfismo universal de X a U .

Definición 1.13.3. Sean C una categorı́a arbitraria y D una categorı́a pequeña. Definimos el

funtor diagonal ∆ : C −→ C D como sigue

(a) ∆C : = ∆
D,C
∀C ∈ Obj (C ),

(b) para f : X −→ Y en C , se tiene ∆ f : ∆
D,X

=⇒ ∆
D,Y

, donde (∆ f )D: = f ∀D ∈ Obj(D).

Consideremos un diagrama F : D −→ C en C y el funtor constante ∆
F

: 1−→ C D . Podemos

construir la categorı́a coma (∆
F
,∆). Formalmente, un objeto de esta categorı́a es una tercia

(⋆,η ,C); donde ⋆∈111, C ∈ Obj(C ) y η : 1F =⇒ ∆C es una transformación natural de 1F (⋆) =

F a ∆C. Por lo anterior podemos considerar a (⋆,η ,C) simplemente como una transformación

natural η : F =⇒ ∆C y un objeto C ∈ Obj(C ). Por otro lado η : F =⇒ ∆C hace conmutar el

siguiente diagrama

FD
η

D //

F f

��

=

∆C (D)

∆C( f )

��
FE

η
E

// ∆C (E) ,

para cuaquier morfismo f : D−→ E en D . El diagrama anterior se simplifica como sigue

FD
F f //

η
D !!

=

FE

η
E}}

C

Ası́, una transformación natural η : F =⇒ ∆C, por lo general, es llamada cocono con base F y

vértice C. Por otra parte, si η : F =⇒ ∆C y σ : F =⇒ ∆K son objetos de (∆
F
,∆), un morfismo de

η a σ es, por definición, un par de morfismos (1⋆,ε) que hacen conmutar el siguiente diagrama

∆
F
(⋆)

∆
F
(1⋆) +3

η

��

=

∆
F
(⋆)

σ

��
∆C

∆ε
+3 ∆K ,
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donde ε : C −→ K es un morfismo en C y 1⋆ es el único morfismo en 111. Haciendo las evalua-

ciones del funtor ∆
F
, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

F
1F +3

η

��
=

F

σ

��
∆C

∆ε
+3 ∆K .

Por lo tanto (∆ε)η = σ . Además, por definición, se tiene que (∆ε)
D
= D ∀D ∈Obj(D). Por lo

cual el siguiente diagrama conmuta

FD
η

D

}}

σ
D

""
=

C
ε

// K .

Por lo tanto, un morfismo en (∆
F
,∆) es considerado simplemente como un morfismo ε :C−→K

en C que hace conmutar el diagrama anterior para todo D ∈ Obj(D).

Definición 1.13.4. Un colı́mite de un diagrama F : D −→ C en C es un objeto inicial en la

categorı́a (∆
F
,∆), es decir un morfismo universal de F a ∆.

Por lo anterior, un colı́mite de F es un objeto C ∈Obj(C ) y una transformación natural η :

F =⇒∆C, la cual llamaremos diagrama colı́mite y que denotaremos por η : F =⇒C . Además,

un colı́mite η : F =⇒ C de F es un objeto inicial, por lo que η : F =⇒ C tiene la siguiente

propiedad; para cualquier cocono σ : F =⇒ K existe un único morfismo ϕ : C −→ K que hace

conmutar el siguiente diagrama

FD
η

D

}}

σ
D

""
=

C
ϕ

// K .

para todo D ∈ Obj(D). Además un colı́mite η : F =⇒ C de F es único salvo isomorfismos,

ya que es un objeto inicial; es decir, para cualquier otro colı́mite σ : F =⇒ K de F existe un

isomorfismo i : C −→ K tal que i ◦ηD = σ
D
∀D ∈Obj(D). Por lo anterior, escribiremos lim

−→
F

ó colı́mF para referirnos al objeto C. De esta forma escribiremos
{

ηD : FD−→ lim
−→

F
}

D∈|D|

para referirnos al colı́mite del diagrama F : D −→ C .

La definición dual de colı́mite es lı́mite. Ahora, revisemos con brevedad la construcción de un

lı́mite para un funtor F .
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Definición 1.13.5. Sean F : D −→ C un funtor y X un objeto de C . Un morfismo universal

de F a X es un objeto (A, f ,B) final de la categorı́a coma (F,∆
X
) de objetos sobre X .

De este modo, el objeto (A, f ,B) puede ser considerado como un morfismo f : FA −→ X en

C tal que, para cualquier morfismo g ∈ C (FC,X), existe un único morfismo ψ ∈D (C,A) que

hace conmutar el siguiente diagrama

FA

f
  

=

FC
Fψoo

g
~~

∆X B = B.

Realizaremos el procedimiento dual del efectuado para desarrollar el concepto de colı́mite.

Si consideramos un diagrama F : D −→ C en C y después construimos la categorı́a coma

(∆,∆
F
), como en la construcción de colı́mite; un objeto de (∆,∆

F
) es una transformación natural

µ : ∆C −→ F , denotada por µ : C =⇒ F , y un objeto C de C . Además µ : ∆C =⇒ F hace

conmutar el siguiente diagrama

C

µ
D

~~

µ
E

!!
=

FD
F f

// FE ,

para cualquier morfismo f : D −→ E. Ası́ µ es llamada cono con base en F y vértice C. Por

otra parte, si µ : C =⇒ F y τ : K =⇒ F son conos, un morfismo κ , de µ a τ , es simplemente un

morfismo κ : C −→ K que hace conmutar el siguiente diagrama

C

µD
!!

κ //

=

K

τD
}}

FD ,

para todo D ∈ Obj(D).

Definición 1.13.6. Un lı́mite, de un diagrama F : D −→ C en C , es un objeto final en la

categorı́a (∆,∆
F
), es decir un morfismo universal de ∆ a F .

Por lo anterior, un lı́mite de F es una transformación natural µ : C =⇒ F , la cual llamaremos

diagrama lı́mite, y un objeto C ∈ Obj(C ). Además, un lı́mite µ : C =⇒ F es un objeto final;

por lo que, µ tiene la siguiente propiedad: para cualquier cono τ : K =⇒ F existe un único

morfismo ψ : K −→C que hace conmutar el siguiente diagrama
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FD

=

C

µ
D

>>

K ,

τ
D

aa

ψ
oo

para todo objeto D ∈ Obj(D). Finalmente, por el hecho de que µ : C =⇒ F es única salvo iso-

morfismos, escribiremos lı́mF ó lim
←−

F para referirnos al objeto C. De esta forma, escribiremos{
ηD : lim
←−

F −→ FD
}

D∈|D|
para referirnos al lı́mite del diagrama F : D −→ C .

1.14. Productos y coproductos

En esta sección enunciaremos la definición del producto de una familia de objetos {Ci}i∈I de

una categorı́a C . Después, mostraremos que dicha definición es precisamente el lı́mite de cierto

diagrama F : D −→ C . También haremos lo mismo para la definición dual, el coproducto.

Por último mostraremos algunas propiedades de estas construcciones. La referencia para esta

sección es [B194].

Definición 1.14.1. Sean I un conjunto y {Ci}i∈I una familia de objetos de una categorı́a C . Un

producto de {Ci}i∈I es

(a) un objeto P ∈Obj(C ) y

(b) una familia de morfismos {p
i
: P−→Ci}i∈I de C ,

tal que para cualquier objeto Q ∈Obj(C ) y cualquier familia de morfismos {qi : Q−→Ci}i∈I

existe un único morfismo η : Q−→ P que hace comutar el siguiente diagrama

P

pi
��

=

Q
ηoo

qi
��

Ci

para todo i ∈ I. Además, cuando I es finito diremos que el producto es finito.

Ahora, mostraremos que el producto de cierto diagrama F : D −→ C cumple la definción an-

terior. En efecto, definimos el siguiente conjunto D := {Ci}i∈I , y le damos la estructura de

una categorı́a discreta. Entones el lı́mite del funtor F : D −→ C ; definido como F (Ci) := Ci

y F (1Ci
) := 1Ci

∀i ∈ I, es una transformación natural
{

πi : lim
←−

F −→ F (Ci)
}

i∈I
que cumple la

definición del producto de {Ci}i∈I .
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Observación 1.14.2. El objeto P de la definición 1.14.1 es único salvo isomorfismos, esto

sucede por la definición de lı́mite. De este modo, P será denotado como ∏
i∈I

Ci, y las funciones

p
i
: ∏Ci −→Ci usualmente son llamadas proyecciones.

Definición 1.14.3. Sean I un conjunto y {Ci}i∈I una familia de objetos de una categorı́a C . Un

coproducto de {Ci}i∈I es

(a) un objeto U ∈Obj(C ) y

(b) una familia de morfismos {si : Ci −→U}i∈I de C

tal que para cualquier objeto V ∈Obj(C ) y cualquier familia de morfismos {ti : Ci −→V}i∈I

existe un único morfismo η : U −→V que hace comutar el siguiente diagrama

Ci

=
si

��

ti

��
U

η
// V

para todo i ∈ I. Además, cuando I es finito diremos que el coproducto es finito.

De forma dual, el coproducto de una familia de objetos {Ci}i∈I es el colı́mite de un diagrama

F : D −→ C . La construcción es dual a la del producto. Más aún, el objeto U es único salvo

isomorfismos, por lo cual, U es denotado como
∏

i∈I

Ci.

Finalmente, las funciones s
i

son llamadas coproyecciones y en algunos casos inyecciones o

inclusiones. Sin embargo, los morfismos s
i
no son monomorfismos en general.

Definición 1.14.4. Sean I un conjunto y C una categorı́a. Diremos que C tiene productos

(resp. coproductos) si el producto (resp. coproducto) de cualquier familia de objetos {Ci}i∈I de

C existe.

Notación 1.14.5. El producto (resp. coproducto) de un conjunto I = {A,B} de objetos, si existe,

es llamado producto (resp.coproducto) binario y es denotado como A∏B ( resp. A
∏

B).

Existen muchos ejemplos de productos y coproductos, mencionaremos dos ejemplos de uso

frecuente.

Ejemplos 1.14.6.
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(a) En la categorı́a Set el producto cartesiano 14 de una familia de conjuntos {Xi}i∈I es el

producto de dicha familia , es decir

∏
i∈I

Xi =
{(

x j

)
j∈I
| x j ∈ X j

}
,

las funciones pi : ∏
i∈I

Xi −→ Xi, definidas como pi

[
(x j) j∈I

]
:= xi, son las proyecciones del

producto. El coproducto de {X}i∈I es la unión disjunta, es decir

∏

i∈I

Xi =
⋃

i∈I

Xi×{i},

las funiones si : Xi −→
∏

i∈I

Xi, definidas como si (x) := (x, i), son las inclusiones del co-

producto.

(b) Sea (X ,≤) un conjunto parcialmente ordenado con la estructura de categorı́a del ejemplo

1.2.6(e). El producto (resp. coproducto) de una familia {xi}i∈I de objetos de X define el

ı́nfimo (resp. supremo) de X .

Observación 1.14.7. La noción de objeto final (resp. inicial) también se obtiene por medio de

un lı́mite (resp. colı́mite). En efecto el producto (resp. coproducto) de una familia vacı́a de ob-

jetos en una categorı́a C define un objeto X que satisface la siguiente condición: ∀Y ∈ Obj(C )

existe un único morfismo f ∈ C (Y,X) (resp. f ∈ C (X ,Y )). Esta condición es precisamente la

definición de objeto final (resp. inicial).

Ejemplos 1.14.8.

(a) En la categorı́a Con, el conjunto vacı́o es un objeto inicial. Y cualquier conjunto X = {⋆}

con un solo elemento es un objeto final. Lo mismo sucede en la categorı́a Top.

(b) En las categorı́as RMod y ModR el módulo {0} es un objeto inicial y terminal.

(c) En la categorı́a Ani, que tiene como objetos anillos conmutativos R y morfismos de ani-

llos, el anillo {0} es un objeto terminal, y el conjunto de números enteros Z, con estructura

de anillo, es un objeto inicial.

En las siguientes dos secciones haremos varias definiciones, los objetos y morfismos que cum-

plen estas definiciones son el lı́mite o colı́mite de ciertos diagramas. No realizaremos la cons-

trucción de estos diagramas, como se hizo con la definición del producto.

14La idea de describir el producto cartesiano por medio de morfismos universales fue formulada en 1948 por S.

Mac Lane en [ML48].
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1.15. Igualadores y coigualadores

Definición 1.15.1. Sean f ,g : A−→ B morfismos en una categorı́a C . Decimos que k : K −→ A

es un igualador de f y g si

(a) f k = gk,

(b) para cualquier morfismo m ∈ C (M,A) tal que f m = gm, existe un único morfismo η ∈

C (M,K) que hace conmutar el siguiente diagrama

M

η
��

m

��
K

k
//

=

A
f //

g
// B .

Definición 1.15.2. Sean f ,g : A−→ B morfismos en una categorı́a C . Decimos que k : B−→ K

es un coigualador de f y g si

(a) k f = kg,

(b) para cualquier morfismo m ∈ C (B,M) tal que m f = mg, existe un único morfismo η ∈

C (K,M) que hace conmutar el siguiente diagrama

A
f //

g
// B

m !!

k // K

η
��

=

M .

Observación 1.15.3. Sean f y g morfismos en una categorı́a C . Si el igualador (resp. coigua-

lador) de f y g es k : K −→ A (resp. k : B−→ K), entonces K es único salvo isomorfismos.

Proposición 1.15.4. Sean f ,g : A −→ B morfismos en una categorı́a C . Si el igualador de f y

g es k : K −→ A, entonces k es un monomorfismo. De forma dual, si el coigualdor de f y g es

k : B−→ K, entonces k es un epimorfismo.

Demostración. Sean u,v : C −→ K tales que ku = kv. Entonces, tenemos las siguientes igualda-

des

g(ku) = g(ku) y f (kv) = g(kv),
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por lo cual, existe un único morfismo η ∈ C (C,K) que hace conmutar el siguiente diagrama

C

η
��

ku=kv

��
K

k
//

=

A
f //

g
// B ,

por lo que se tienen las siguientes igualdades

kη = ku y kη = kv,

por la únicidad de η , se concluye que u = v. La demostración para el coigualador de f y g es

dual.�

1.16. Productos y coproductos fibrados

Definición 1.16.1. Sean f : A−→C y g : B−→C morfismos en una categorı́a C . Decimos que

los morfismos f̂ ∈ C (P,B) y ĝ ∈ C (P,A) son un producto fibrado de f y g si satisfacen las

siguientes condiciones

(a) g f̂ = f ĝ ,

(b) para cualquier par de morfismos g ∈ C
(
P,A

)
y f ∈ C

(
P,B

)
tal que g f = f g, existe un

único morfismo η : P−→ P que hace conmutar el siguiente diagrama

P f

##

g

!!

η

%%
=

=

P
f̂

//

ĝ

��
=

B

g

��
A

f // C .

El objeto P, de la definición anterior, es único salvo isomorfismos, de este modo, denotaremos

a P como A∏

C
B.

Definición 1.16.2. Diremos que una categorı́a C tiene productos fibrados si para cualquier

par de morfismos f ∈ C (A,C) y g ∈ C (B,C) el producto fibrado de f y g existe.
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Definición 1.16.3. Sean f : C −→ A y g : C −→ B morfismos en una categorı́a C . Decimos que

los morfismos f̂ ∈ C (B,P) y ĝ ∈ C (A,P) son un coproducto fibrado 15 de f y g si satisfacen

las siguientes condiciones

(a) f̂ g = ĝ f y

(b) para todo par de morfismos f ∈ C
(
B,P

)
y g ∈ C

(
A,P

)
tal que f g = g f , existe un único

morfismo η : P−→ P que hace conmutar el siguiente diagrama

C g
//

f

��
=

B

=

f̂

�� f

��

A
ĝ //

g ..

=

P
η

&&
P

El objeto P, de la definición anterior, es único salvo isomorfismos, de este modo, denotaremos

a P como A
∏

C
B.

Definición 1.16.4. Diremos que una categorı́a C tiene coproductos fibrados si para cualquier

par de morfismos f ∈ C (C,A) y g ∈ C (C,B) el coproducto fibrado de f y g existe.

Proposición 1.16.5. Consideremos el siguiente diagrama de producto fibrado en una categorı́a

C

A∏

C
B

=

f̂ //

ĝ

��

B

g

��
A

f
// C .

Entonces se cumplen las siguientes condiciones

(a) si g es un monomorfismo, entonces ĝ es monomorfismo;

(b) si g es un isomorfismo, entonces ĝ también es isomorfismo.

15También se usa el término suma amalgamada.
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Demostración.

(a) Sean u,v : Q −→ A∏

C
B morfismos de C tal que ĝu = ĝv. Definimos g := ĝu y f := f̂ u, por

lo cual

f g = f ĝu = g f̂ u = g f ,

lo que implica la conmutatividad del siguiente diagrama

Q

=

f //

g

��

B

g

��
A

f
// C ,

por lo tanto f y g tienen la propiedad del producto fibrado. Por otro lado, demostremos la

conmutatividad de los siguientes diagramas

Q f

##

g

##

u
&&

=

=

A∏
C

B
f̂

//

ĝ
��

=

B

g
��

A
f // C

Q f

##

g

##

v

&&

=

=

A∏
C

B
f̂

//

ĝ
��

=

B

g
��

A
f // C .

Diagrama 1 Diagrama 2

El diagrama 1 conmuta por definición de g y f . Por otro lado tenemos que

g f̂ v = f ĝv = f ĝu = g f̂ u = g f ,

como g es un monomorfismo se concluye que f = f̂ v. Además ĝu = ĝv, es decir g = ĝv, por

lo tanto el diagrama 2 conmuta. Finalmente por la propiedad universal del producto fibrado se

concluye que u = v. �

(b) Supongamos que g es un isomorfismo. Por lo cual, el siguiente diagrama conmuta.

A

=

g−1 f //

1A
��

B

g

��
A

f
// C ,

haciendo f := g−1 f y g := 1A, tenemos que existe un único morfismo q : A−→ A∏
C

B que hace

conmutar el siguiente diagrama
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A f

##

g

""

q

&&

=

=

A∏
C

B
f̂

//

ĝ
��

=

B

g

��
A

f // C ,

de este diagrama obtenemos las siguientes igualdades

f̂ q = f y ĝq = g,

es decir; f̂ q = g−1 f y ĝq = 1A. Para simplificar notación escribiremos P :=A ∏
C B. De este modo,

queda demostrar que qĝ = 1P, para esto demostraremos que los siguientes diagramas conmutan

P f̂

""

ĝ

##

qĝ

&&
=

=

P
f̂

//

ĝ
��

=

B

g
��

A
f // C

P f̂

""

ĝ

##

1P

&&
=

=

P
f̂

//

ĝ
��

=

B

g
��

A
f // C

Diagrama 3 Diagrama 4

La conmutatividad del diagrama 3 se concluye de las siguientes igualdades

ĝqĝ = 1Aĝ = ĝ y f̂ qĝ = g−1 f ĝ = g−1g f̂ = 1B f̂ = f̂ ,

la conmutatividad del diagrama 4 es clara, ası́, por la propiedad universal del producto fibrado

se concluye que qĝ = 1P. �

El inciso 1.16.5(a) se puede parafrasear como el producto fibrado de un monomorfismo es un

monomorfismo, la versión dual es que el coproducto fibrado de un epimorfismo es un epimor-

fismo. La siguiente proposición es conocida como la propiedad de asociatividad del producto

fibrado.

Proposición 1.16.6. Si consideramos el siguiente diagrama conmutativo en una categorı́a C

A
a //
=

c
��

(1)

B
=

b //

(2)d
��

C

e
��

D
f

// E g
// F ,

entonces se cumplen las siguientes afirmaciones :
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(a) Si los cuadrados (1) y (2) son diagramas de productos fibrados, entonces el siguiente

cuadrado es un diagrama de producto fibrado

A

(3)

ba //

e
��

C

e
��

D
g f

// F .

(b) Si C tiene productos fibrados y los cuadrados (2) y (3) son diagrama de productos fibra-

dos, entonces el cuadrado (1) es un diagrama de producto fibrado.

Demostración. Ver [B194].

1.17. Categorı́as completas y cocompletas

En esta sección expondremos el concepto de categorı́a completa, y su dual categorı́a cocom-

pleta. Además, los criterios necesarios para saber cuando una categorı́a es completa (resp. co-

completa). La importancia de esta sección radica en el hecho de que un axioma de la definicion

de categorı́a de modelo es precisamente que una categorı́a de modelo es completa y cocompleta.

La bibliografı́a para esta sección es [ML98] y [B194].

Definición 1.17.1. Una categorı́a C es completa (resp. cocompleta) si cualquier diagrama

F : D −→ C tiene lı́mite (resp. colı́mite).

Definición 1.17.2. Diremos que una categorı́a C es bicompleta si es completa y cocompleta.

Definición 1.17.3. Una categorı́a C es finitamente completa (resp. finitamente cocompleta) si

todo diagrama finito F : D −→C tiene lı́mite (resp. colı́mite). Finalmente, si C es una categorı́a

finitamente completa y finitamente cocompleta, diremos que C es finitamente bicomopleta.

Teorema 1.17.4 (Existencia de lı́mites y colı́mites). Una categorı́a C es completa (resp. co-

completa) si toda familia {Ci}i∈I de objetos de C tiene producto (resp. coproducto) y cada par

de flechas f y g de C tiene igualador (resp. coigualador).

Demostración. Ver [B194].

Proposición 1.17.5. Sea C una categorı́a. Entonces, las siguientes condiciones son equivalen-

tes:
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(a) C es finitamente completa (resp. cocompleta).

(b) C tiene objeto terminal (resp. inicial), productos (resp. coproductos) binarios e igualado-

res (resp. coigualadores).

(c) C tiene objetos terminales (resp. iniciales) y productos fibrados (resp. coproductos fibra-

dos).

Demostración. Ver [B194].

Proposición 1.17.6. La categorı́a BA de funtores de A a B es completa (resp. cocompleta) si

B es completa (resp. cocompleta).

Demostración. Ver [B194].

Definición 1.17.7. Un funtor F : A −→B preserva lı́mites si para todo diagrama G : D −→

A , con lı́mite
{

ηD : lim
←−

G−→ GD
}

D∈|D|
, se tiene que

{
FηD : F lim

←−
G−→ FGD

}
D∈|D|

es el

lı́mite de F ◦G.

Observación 1.17.8. El funtor identidad 1A : A −→A preserva lı́mites.

Proposición 1.17.9. Sean C una categorı́a y C ∈ Obj(C ) un objeto fijo. Entonces el funtor

C (C,−) : C −→ Set preserva lı́mites. En particular, preserva monomorfismos.

Demostración. Ver [B194].

Proposición 1.17.10. Sean A y B categorı́as completas y F : A −→ C y G : B −→ C fun-

tores que preservan lı́mites. Entonces la categorı́a (F,G) es completa, más aún, los funtores

proyección U : (F,G)−→A y V : (F,G)−→B preservan lı́mites.

Demostración. Ver [B194].

1.18. Funtores adjuntos

En esta sección presentaremos la noción de funtor adjunto y algunos resultados relacionados.

Las referencias para esta sección son [B194] y [ML98].

Definición 1.18.1. Sean F : A −→B un funtor y B un objeto de B. Una reflexión de B a lo

largo de F es un objeto RB ∈ Obj(A ) y un morfismo ηB ∈B (B,FRB) tal que ∀A ∈ Obj(A )

y ∀b ∈ B (B,FA) existe un único morfismo α ∈ A (RB,A) que hace conmutar el siguiente

diagrama
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B

b

""
ηB

�� =

FRB
Fα

// FA .

De forma dual, una coreflexión de B a lo largo de F es un objeto CB ∈ Obj(A ) y un mor-

fismo εB ∈ B (FCB,B) tal que ∀A ∈ Obj(A ) y ∀b ∈ B (FA,B) existe un único morfismo

β ∈A (A,CB) que hace conmutar el siguiente diagrama

B

=

FCB

εB

OO

FA .

b

bb

Fβ
oo

Cuando no exista confusión escribiremos (RB,ηB) y (CB,εB) para referirnos a la reflexión y

coreflexión de B a lo largo de F respectivamente.

Observación 1.18.2. Sean F : A −→B un funtor y B un objeto de B. Si la reflexión (resp.

coreflexión) de B a lo largo de F existe, entonces el objeto RB (resp. CB) es único salvo isomor-

fismos.

Proposición 1.18.3. Sea F : A −→B un funtor. Si ∀B ∈ Obj(B) existe una reflexión de B a

lo largo de F , la cual es (RB,ηB), entonces existe un único funtor R : B −→A tal que

(a) ∀B ∈ Obj(B) se tiene que RB = RB;

(b) la familia de morfismos {ηB : B−→ FRB}
B∈|B|

induce una transformación natural

η : 1B =⇒ FR.

Demostración. Ver [B194]

Definición 1.18.4. Sean F : A −→B y G : B −→ A funtores. Decimos que G es adjunto

izquierdo 16 de F si existe una transformación natural η : 1B =⇒ F ◦G tal que ∀B ∈ Obj(B)

se tiene que (GB,ηB) es una reflexión de B a lo largo de F . Dualmente, G es adjunto derecho

de F si existe una transformación natural ε : F ◦G =⇒ 1B tal que ∀B ∈ Obj(B) se tiene que

(GB,εB) es una coreflexión de B a lo largo de F .

16D. Kan define por primera vez la noción de funtor adjunto en [Ka58] .
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Observación 1.18.5. Podemos concluir que un funtor F : A −→B tiene un adjunto izquierdo

si cualquier objeto B ∈ Obj(B) tiene una reflexión a lo largo de F . En efecto, utilizando el

Axioma de elección, para cada objeto B ∈ Obj(B) elegimos una reflexión de B a lo largo de F

y después usamos la Proposición 1.18.3.

En lo siguiente enunciaremos un teorema que relaciona el concepto de funtor adjunto izquierdo

con el de adjunto derecho. Además, este teorema describe el concepto de adjunción en términos

de la categorı́a Set. Para realizar esto, haremos una observación preliminar.

Observación 1.18.6. Sean F : A −→B y G : B −→A funtores.

(a) El funtor A (G−,−) : B∗×A −→ Set está definido como sigue

(a.1) A (G−,−)(X ,Y ) := A (GX ,Y ) para todo (X ,Y ) ∈ Obj(B∗×A );

(a.2) para un morfismo ( f ∗,g) : (X ,Y )−→ (W,Z) de B∗×A

A (G−,−)( f ∗,g) := A (G f ,g) : A (GX ,Y )−→A (GW,Z)

está determinada como A (G f ,g)(r) := g◦ r ◦G f para todo r ∈A (GX ,Y )

GX
r //

=

Y

g

��
GW

G f

OO

grG( f )
// Z .

(b) El funtor B (−,F−) : B∗×A −→ Set se define como sigue

(b.1) B (−,F−)(X ,Y ) := B (X ,FY ) para todo (X ,Y ) ∈ Obj(B∗×A );

(b.2) para un morfismo ( f ∗,g) : (X ,Y )−→ (W,Z) de B∗×A

B (−,F−)( f ∗,g) := B ( f ,Fg) : B (X ,FY )−→B (W,FZ)

está determinada como B ( f ,Fg)(r) := Fg◦ r ◦ f para todo r ∈B (X ,FY ).

X
r //

=

FY

Fg

��
W

f

OO

F(g)r f
// Z
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Teorema 1.18.7. Sean F : A −→B y G : B −→A funtores. Entonces, las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:

(a) G es adjunto izquierdo de F .

(b) Existen transformaciones naturales η : 1B =⇒ F ◦G y ε : G ◦F =⇒ 1A que cumplen

las siguientes igualdades:

(1F ⋆ ε)◦ (η ⋆1F) = 1F y (ε ⋆1G)◦ (1G ⋆η) = 1G.

(c) Existe un isomorfismo natural Θ : A (G−,−) =⇒B (−,F−).

(d) F es adjunto derecho de G.

Demostración. Ver [B194]

Escribiremos G ⊣ F para decir que G es un adjunto izquierdo de F , o equivalentemente que F es

adjunto derecho de G. Además, diremos que η y ε son la unidad y counidad de la adjunción

G ⊣ F respectivamente.

De esta forma, dependiendo de la caracterización que usemos para referirnos a una adjunción

G ⊣ F , usaremos varias notaciones, siguiendo a S. Mac Lane, si utilizamos el inciso (b); escri-

biremos (G,F,η ,ε) : B−→A para referirnos a la adjunción G ⊣ F , por otro lado, si utilizamos

la caracterización del inciso (c) escribiremos (G,F,Θ) : B −→A .

Observación 1.18.8. El inciso 1.18.7(c) implica la existencia funciones biyectivas

ΘA,B : A (GB,A)−→B (B,FA) ∀A ∈ Obj(A ) y ∀B ∈ Obj(B)

naturales en A y B 17. De este modo, la naturalidad Θ implica la conmutatividad de los siguientes

diagramas

A (GA,B)
θA,B //

A (1GA,k)

��
=

B (A,FB)

B(1A,Fk)

��

A
(
GA, B̂

)
θG,B

// B
(
A,FB̂

)

A (GA,B)
θA,B //

A (Gh,1B)

��
=

B (A,FB)

B(h,1FB)

��

A
(
GÂ,B

)
θ

Â,B

// B
(
Â,FB

)
,

17Esta es la definición original de funtor adjunto, es decir, la que aparece en [Ka58]. De hecho, el término adjunto

proviene de la propiedad que cumple el adjunto T ∗ de una transformación lineal T , en un espacio de Hilbert H. Esta

propiedad es 〈T ∗x,Y 〉= 〈x,Ty〉 ∀x,y∈H. Ası́, la analogı́a con la relación de los conjuntos A (GB,A)∼=B (B,FA)

es clara.
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∀(A,B) ∈ Obj(B∗×A ) y para cualquier par de morfismos k ∈ A
(
B, B̂

)
y h∗ ∈ B∗

(
A, Â

)
.

Finalmente, para f ∈A (GA,B) tenemos las siguientes igualdades

Fk ◦ΘA,B ( f ) = ΘA,B̂ (k ◦ f ) y ΘA,B ( f )◦h = ΘÂ,B ( f ◦G f ).

Proposición 1.18.9. Sean F, F̂ : B −→ A y G : A −→ B funtores. Si F y F̂ son adjuntos

izquierdos de G, entonces F ∼= F̂ .

Demostración. Ver [ML98].

Proposición 1.18.10. Sean F ,G,H y K funtores como en el siguiente diagrama

A
F

// B
H

//

Goo
C .

Koo

Si G ⊣ F y K ⊣ H, entonces G◦K ⊣ H ◦K.

Demostración. Ver [B194].

Definición 1.18.11. Sea F : A −→ B un funtor. Diremos que F satisface la condición del

conjunto solución si para todo B ∈ Obj(B) existen un conjunto IB y una familia de morfis-

mos { fi : B−→ FAi}i∈IB
de B tal que ∀h ∈B (B,FA) existen i ∈ IB y f ∈A (Ai,A) que hacen

conmutar el siguiente diagrama

B

h

""
fi

�� =

FAi
F f

// FA .

El siguiente teorema es debido a Peter J. Freyd (1936 - ).

Teorema 1.18.12 (Teorema del funtor adjunto). Sean A una categorı́a completa y F : A −→B

un funtor. Entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(a) F tiene un funtor adjunto izquierdo.

(b) F preserva lı́mites y satisface la condición del conjunto solución.

Demostración. Ver [ML98].

Proposición 1.18.13. Sea F : A −→ B un funtor. Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes

(a) Existe un funtor G : B −→A e isomorfismos naturales η : 1B =⇒ FG y ε : GF =⇒ 1A.
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(b) F tiene un funtor adjunto izquierdo G. Además, la unidad η y counidad ε de la adjunción

G ⊣ F son isomorfismos naturales.

(c) F es una equivalencia de categorı́as, es decir, F es fiel, pleno y representativo.

Demostración. Ver [ML98].

1.19. Categorı́as abelianas

Definición 1.19.1. Sea A una categorı́a. Decimos que A tiene objeto cero si existe X ∈

Obj(A ) tal que X es un objeto cero de A .

Definición 1.19.2. Sean A una categorı́a con objeto cero y f : A −→ B un morfismo de A .

Entonces f es un morfismo cero si se factoriza de la siguiente forma

A

  

f //

=

B

000 .

>>

Observación 1.19.3. Sea A una categorı́a con objeto cero. Entonces

(a) ∀A,B ∈ Obj(A ) existe un único morfismo cero c : A−→ B;

(b) si f es un morfismo cero de A , entonces g f y f ĝ son morfismos cero, siempre que dichas

composiciones estén definidas.

De este modo, el morfismo c de la observación 1.19.3(a) es denotado por 000A,B.

Definición 1.19.4. Sean A una categorı́a con objeto cero y f : A−→ B un morfismo de A . El

núcleo de f es el igualador de f y 000A,B. Dualmente, el conúcleo de f es el coigualdor de f y

000A,B.

Notación 1.19.5. El núcleo de un morfismo f : A−→ B será denotado como

ker( f ) : Ker( f )−→ A.

Dualmente, el conúcleo de f será denotado por

coker( f ) : B−→ Coker( f ).
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Por la Proposición 1.15.3, el núcleo de un morfismo es monomorfismo. De forma dual, el

conúcleo de un morfismo es epimorfismo.

Enunciaremos una consecuencia de la definición anterior.

Observación 1.19.6. Sean A una categorı́a con objeto cero y f : A −→ B un monomorfismo

de A . Entonces

(a) si g ∈A (C,A) y f g = 000, entonces g = 000,

(b) el núcleo de f es el morfismo 000−→ A,

(c) ∀A,B ∈ Obj(A ) se tiene que ker
(
000A,B

)
= 1A.

Definición 1.19.7. Una categorı́a A es preaditiva si todo conjunto de morfismos A (X ,Y )

tiene una estructura de grupo abeliano tal que la composición de morfismos

◦ : A (Y,Z)×A (X ,Y )−→A (X ,Z)

es bilineal. Es decir,

h( f +h) = h f +hg ( f +g)h = f h+gh,

siempre que dichas composiciones estén definidas.

Proposición 1.19.8. Sean A una categorı́a preaditiva y X un objeto de A . Entonces son equi-

valentes las siguientes condiciones

(a) X es objeto inicial,

(b) X es objeto final,

(c) X es objeto cero,

(d) A (X ,X) es el grupo abeliano trivial, es decir, A (X ,X) = {000}.

Demostración. Ver [ML98].

Proposición 1.19.9. Sean A una categorı́a preaditiva y f ,g : A−→ B morfismos de A . Enton-

ces las siguientes condiciones son equivalentes

(a) El igualador de f y g existe.
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(b) El núcleo de f −g existe.

Demostración. Ver [B294].

Definición 1.19.10. Sean A y B objetos de una categorı́a preaditiva A . Un diagrama de bipro-

ducto de A y B es un diagrama

A
iA

// P
pAoo pB //

B ,
iB

oo

en A , tal que

pA ◦ iA = 1A pB ◦ iB = 1B iA ◦ pA + iB ◦ pB = 1P.

El objeto P es llamado biproducto de A y B.

Teorema 1.19.11. Sean A una categorı́a preaditiva y A,B objetos de A . Las siguientes afirma-

ciones son verdaderas

(a) El producto de A y B existe si y sólo si el biproducto de A y B existe.

(b) Si el biproducto de A y B es

A
i
A

// P

p
Aoo

p
B //

B ,
i
B

oo

entonces

B Pp
A

oo
p

B

// A

es un diagrama de producto de A y B. Más aún,

B
i
B

// P A ,
i
A

oo

es un diagrama de coproducto de A y B. En particular, se tienen las siguientes igualdades

p
A
i
B
= 000 p

B
i
A
= 000.

(c) El producto de A y B existe si y sólo si el coproducto de A y B existe.
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Demostración. Ver [ML98].

Por el teorema anterior, el biproducto de A y B, si existe, es único salvo isomorfismos. De este

modo, el biproducto de A y B suele ser denotado como A⊕B.

Definición 1.19.12. Sea A una categorı́a. Decimos que A tiene biproductos si ∀A,B∈Obj(A )

el diagrama de biproducto de A y B existe.

Definición 1.19.13. Una categorı́a A es aditiva si es una categorı́a preaditiva que tiene objeto

cero y biproductos.

El teorema 1.19.11 implica la siguiente proposición.

Proposición 1.19.14. Sean A una categorı́a aditiva y A y B objetos de A . Entonces

A∏B∼= A
∏

B∼= A⊕B.

La proposición anterior nos sugiere obtener, por iteración, un biproducto nnn-ario

n⊕

j=1

A j := A
1
⊕·· ·⊕A

n
,

caracterizado, salvo isomorfismos, por el diagrama de biproducto n-ario

A
k

iA
k //

n⊕

j=1

A j

p
A

k // A
k
, k = 1 . . . ,n,

y las igualdades

i
A1

p
A1
+ · · ·+ i

An
p

An
:= 1 p

k
i

j
:= δ

jk
j,k = 1, . . . ,n.

Notación 1.19.15. Sean A una categorı́a con productos binarios y A es un objeto de A . El

morfismo δ : A−→ A∏A que hace conmutar el siguiente diagrama de producto

A A ∏A
p

1oo
p

2 // A
=

A

1
A

dd

δ

OO

1
A

::
=

usualmente es denotado por δ := ∆
A

: A−→ A∏A y llamado morfismo diagonal. Dualmente,

si A tiene coproductos binarios, el morfismo η : B
∏

B −→ B que hace conmutar el siguiente

diagrama de coproducto
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B
s
1 //

1
B $$

B
∏

B

η
��

B
s

2oo

1
Bzz

=

B

=

es denotado por η := ∇
B

: B∏B−→ B y llamado morfismo codiagonal.

Observación 1.19.16. Sea A una categorı́a aditiva. Entonces

(a) para cualquier morfismo ( f ,g) : (A,X)−→ (B,Y ) de A ×A se obtiene un único morfis-

mo η : A⊕X −→ B⊕Y que hace conmutar el siguiente diagrama de producto

Y B⊕Y
p

Yoo

= =

p
B // B

A⊕X

η

OO

f p
A

::

gp
X

dd

,

por lo cual, η es denotado como η := f ⊕ g. Más aún, el morfismo f ⊕ g puede ser

determinado por el siguiente diagrama de coproducto

A
i
A //

i
B

f $$

A⊕X

η

��

= =

X

i
Y

gzz

i
Xoo

B⊕Y ,

(b) se define el bifuntor biproducto
⊕

: A ×A −→A como sigue:

(b.1)
⊕

(A,B) := A⊕B ∀A,B ∈ Obj(A ) ;

(b.2) para un morfismo ( f ,g) : (A,X)−→ (B,Y ) se define
⊕

( f ,g) := f ⊕g;

(c) para un morfismo f : A1⊕A2 −→ B1⊕B2 de A , obtenemos el siguiente diagrama

A2
i
A2

// A1⊕A2

f

��

p
A2oo

p
A1 //

A1
i
A1

oo

B2
j
B2

// B1⊕B2

q
B2oo

q
B1 //

B1,
j
B1

oo

de este modo, f está determinado por los siguientes morfismos
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f
m,n := q

Bm
◦ f ◦ i

An
: An −→ Bm m,n = 1,2.

Lo anterior nos sugiere utilizar la siguiente notación

f :=

(
f

1,1 f
1,2

f
2,1 f

2,2

)
,

para representar a f . Más aún, si consideramos un morfismo g : B1⊕B2 −→ C1⊕C2,

la composición g f es representada por el producto de las matrices que representan a

f y a g. Esta notación se puede extender al caso del biproducto n-ario. En particular,

dados f : A
1
−→ B y g : A

2
−→ B morfimos, escribiremos ( f ,g) : A

1
⊕A

2
−→ B para

referirnos a la factorización correspondiente. De forma dual, dados h : A −→ B
1

y k :

A −→ B
2

morfismos, escribiremos
(

h
k

)
: A −→ B

1
⊕B

2
para referirnos a la factorización

correspondiente.

Proposición 1.19.17. Sean A una categorı́a aditiva y f ,g : A−→ B morfismos de A . Entonces

f +g = ∇
B
( f ⊕g)∆

A
.

Demostración.

∇
B
( f ⊕g)∆

A
= ∇

B
( f ⊕g)(i

1
p

1
+ i

2
p

2
)∆

A

= [∇
B
( f ⊕g) i

1
p

1
∆

A
]+ [∇

B
( f ⊕g) i

2
p

2
∆

A
]

= ∇
B
( f ⊕g) i

1
+ ∇

B
( f ⊕g) i

2

= ∇
B
i
1

f + ∇
B
i
2
g

= f +g .�

Definición 1.19.18. Sean A y B categorı́as preaditivas. Un funtor F : A −→B es aditivo si

∀A,B ∈ Obj(A ) la función

A (A,B)−→B (FA,FB), f 7−→ F f ,

es un homomorfismo de grupos abelianos.

Ejemplo 1.19.19. Sean A una categorı́a aditiva y A ∈ Obj(A ) un objeto fijo. El funtor

HA := A (A,−) : A −→ Ab

definido como
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(a) A (A,−)(B) := A (A,B) para todo B ∈ Obj(A );

(b) para cada f ∈A (X ,Y ) se tiene que A (A,−)( f )(g) := f g para todo g ∈A (A,X),

es un funtor aditivo. En efecto, para cada f ,g ∈A (X ,Y ) se tiene que

A (A,−)( f −g)(h) = ( f −g)h = f h−gh = A (A,−)( f )(h) − A (A,−)(g)(h)

para todo h ∈A (A,X).

De forma dual se puede definir el funtor contravariante HA := A (−,A) : A −→ Ab, que tam-

bién es aditivo.

Observación 1.19.20. Sean A y B categorı́as aditivas y F : A −→B un funtor aditivo. En-

tonces F (000) = 000 para cualquier objeto (resp. morfismo) cero.

Proposición 1.19.21. Sean A y B categorı́as aditivas y F : A −→B un funtor aditivo. Enton-

ces las siguientes afirmaciones son equivalentes

(a) F es aditivo.

(b) F preserva biproductos.

(c) F preserva productos finitos.

(d) F preserva coproductos finitos.

Demostración. Ver [B294].

Definición 1.19.22. Una categorı́a A es abeliana si satisface las siguientes condiciones

(a) A es aditiva;

(b) todo morfismo de A tiene núcleo y conúcleo;

(c) todo monomorfismo de A es un núcleo y todo epimorfismo de A es un conúcleo.

Observamos que la definición de categorı́a abeliana 18 es autodual. Por lo anterior, si A es una

categorı́a abeliana, entonces A ∗ también lo es.

18Es posible definir una categorı́a abeliana de una forma en la cual no se involucre la estructura de grupo abeliano

en cada conjunto A (A,B). En efecto, una categorı́a A es abeliana si tiene objeto cero, productos y coproductos

binarios, además de cumplir los incisos 1.19.22(b) y 1.19.22(c) de la definición de categorı́a abeliana. Finalmente,

la igualdad de la Proposición 1.19.17 puede ser adaptada para introducir una operación binaria en cada conjunto

A (A,B). Dicha operación dota de una estructura de grupo abeliano a cada conjunto A (A,B).
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Ejemplo 1.19.23. Sea R un anillo. Las categorı́as RMod y ModR son abelianas. Y como se

espera, la categorı́a Ab de grupos abelianos también es abeliana.

Observación 1.19.24. Sean A una categorı́a abeliana y f ∈ Mor(A ). Consideremos el si-

guiente diagrama conmutativo

A
f //

=a
��

B

coker( f )
��

000 c
// Coker( f ) ,

entonces los morfismos c y coker( f ) son un coproducto fibrado de a y f .

Demostración. Sean α ∈ A (B,P) y β ∈ A (000,P) tales que α f = βa. Luego, la existencia de

un morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama

A
f

//

a

��

=

B

=

coker( f )

�� α

��

000
c //

β
--

=

Coker( f )

η

&&
P

se induce de la propiedad universal del conúcleo de f . �

Proposición 1.19.25. Sean C una categorı́a abeliana y A una categorı́a aditiva pequeña. En-

tonces C A es abeliana.

Demostración. Ver [B294].

Proposición 1.19.26. Si A es una categorı́a abeliana, entonces A es finitamente completa y

finitamente cocompleta.

Demostración. Supongamos que A es una categorı́a abeliana, entonces A tiene objeto final

y biproductos; por la Proposición 1.19.9, A tiene igualadores. Finalmente, por la Proposición

1.17.5 es finitamente completa. De forma dual, A es finitamente cocompleta. �

Proposición 1.19.27. Sean A una categorı́a abeliana y f : A−→B un morfismo de A . Entonces

son equivalentes las siguientes afirmaciones

(a) f es isomorfismo.
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(b) f es monomorfismo y epimorfismo.

Proposición 1.19.28. Sean A una categorı́a abeliana y f : A−→B un morfismo de A . Entonces

son equivalentes las siguientes afirmaciones

(a) f es monomorfismo.

(b) Ker( f ) = 000.

(c) Si f g = 000, entonces g = 000, siempre que dicha composición esté definida.

Proposición 1.19.29. Sean A una categorı́a abeliana y f : A−→B un morfismo de A . Entonces

f se factoriza de la siguiente forma

A

e   

f //

=

B

C ,

m

??

donde m ∈Mon(A ) y e ∈ Epi(A ). Más aún,

m =ker(coker( f )), e =coker(ker( f )), y Ker(coker( f ))∼= Coker(ker( f )).

Demostración. Ver [ML98].

La factorización f = me es llamada factorización a través de la imagen de f .

Proposición 1.19.30. Consideremos el siguiente diagrama en una categorı́a abeliana A

A
f=me //

g

��
=

B

h

��

Â
f̂=m̂ ê

// B̂,

donde m, m̂ ∈Mon{A ) y e, ê ∈ Epi{A ). Entonces existe un único morfismo k que hace con-

mutar el siguiente diagrama

A
=

f

%%
e

//

g
��

=

X

=k
��

m
// B

h
��

Â
=

f̂

88
ê // X̂

m̂ // B̂ .
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Demostración. Ver [ML98].

Proposición 1.19.31. Sea A una categorı́a abeliana. Si m es un monomorfismo y e es un epi-

morfismo de A , entonces

m =ker(coker(m)) e =coker(ker(e)).

Demostración. Ver [B294].

Definición 1.19.32. Sean A una categorı́a abeliana y f : A−→ B un morfismo de A . La ima-

gen de f se define como im( f ) := ker(coker( f )). Dualmente, la coimagen de f se define

como coim( f ) := coker(ker( f )). Para simplificar notación escribiremos im( f ) : Im( f )−→ B

y coim( f ) : A−→ Coim( f ).

Observación 1.19.33. Sea A una categorı́a abeliana.

(a) Todo morfismo f : A−→ B de A tiene asociado el siguiente diagrama

Ker( f )
ker( f ) // A

=

f //

coim( f )
��

B
coker( f ) // Coker( f )

Coim( f )
f̂

// Im( f )

im( f )

OO

donde f̂ es un isomorfismo.

(b) Si f y g son morfismos tales que g f = 000, entonces existen morfismos ϕ y ψ que hacen

conmutar el siguiente diagrama

Im( f )
ϕ //

im( f )
��

Ker(g)

ker(g)

ww
A

f // B

coim(g)
��

g
//

coker( f )
vv

C

Coker( f )
ψ

// Coim(g) ,

además, ϕ es monomorfismo y ψ es epimorfismo.

Demostración. Observemos que

g f = g◦ im( f )◦ coim( f ) = 000,
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ya que coim( f ) es epimorfismo se concluye que g◦ im( f ) = 000, esto asegura la existencia

de ϕ . Veamos que ϕ es monomorfismo. En efecto, supongamos que ϕa = ϕb, entonces

ker( f )ϕa = ker( f )ϕb, por lo tanto im( f )a = im( f )b, como im( f ) es monomorfismo

se concluye que a = b. La demostración para ψ es dual. �

Observación 1.19.34. Sea A una categorı́a.

(a) Para todo A ∈ Obj(A ) se define la clase

[A ,A] := { f ∈ Obj(A ↓ A) | f ∈Mon(A ) };

(b) para cada clase [A ,A] se define un preorden ≤
A

como

f ≤
A

g ⇐⇒ existe h tal que f = gh;

(c) además, dicho preorden induce una relación de equivalencia≡
A

en [A ,A], definida como

f ≡
A

g ⇐⇒ f ≤
A

g y g≤
A

f .

(d) Finalmente, para cada morfismo f ∈ [A ,A] la clase de equivalencia

[ f ]≡
A

:=
{

g ∈ [A ,A] | f ≡
A

g
}

es llamada clase de sub-objetos de A. Si g ∈ [ f ]≡
A

diremos que Dom(g) es un sub-

objeto de A, en sı́mbolos, escribiremos Dom(g) ⊂ A. Notamos que si f ≡
A

g, entonces

el dominio de f y el dominio de g son isomorfos.

Por la importancia en construcciones futuras, haremos la definición dual de sub-objeto.

Observación 1.19.35. Sea A una categorı́a.

(a) Para todo B ∈ Obj(A ) se define la clase

[B,A ] := { f ∈ Obj(B ↓A ) | f ∈ Epi(A ) };

(b) para cada clase [B,A ] se define un preorden ≤
B

como

f ≤
B

g ⇐⇒ existe h tal que f = hg;
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(c) además, dicho preorden induce una relación de equivalencia≡
A

en [B,A ], definida como

f ≡
A

g ⇐⇒ f ≤
A

g y g≤
A

f .

(d) Finalmente, para cada morfismo f ∈ [B,A ] la clase de equivalencia

[ f ]≡
B

:=
{

g ∈ [B,A ] | f ≡
B

g
}

es llamada la clase cociente de B. Si g ∈ [ f ]≡
B

diremos que Codom(g) es un objeto

cociete de B. Notamos que si f ≡
B

g, entonces el codominio de f y el codominio de g

son isomorfos.

Cuando no exista confusión, escribiremos simplemente ≤ y ≡.

Proposición 1.19.36. Sean f : A −→ B y g : B −→C morfismos de una categorı́a abeliana A .

Entonces

f ≤ ker(g) ⇐⇒ g f = 000 ⇐⇒ g≤ coker( f ).

Demostración. Ver [ML98].

Definición 1.19.37. Sea A una categorı́a abeliana. Consideremos la siguiente sucesión, finita

o infinta, de morfismos en A

Σ : . . . // A
n−1

f
n−1 // A

n

fn // A
n+1

f
n+1 // A

n+2
// . . . .

Decimos que Σ es una sucesión exacta en A si ker
(

f
n+1

)
≡

An
im( f

n
) para todo n.

Proposición 1.19.38. Sea A una categorı́a abeliana. Entonces

(a) 000 // A
f // B es una sucesión exacta si y solo si f es monomorfismo;

(b) B
g // A // 000 es una sucesión exacta si y solo si g es un epimorfismo;

(c) 000 // A
f // B

g // C es exacta si y solo si f =ker(g);

(d) A
f // B

g // C // 000 es exacta si y solo si g =coker( f ).

Demostración. Ver [B294].
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Proposición 1.19.39. Sea A una categorı́a abeliana. Consideremos el siguiente diagrama

A
f //

p
!!

=

B
g //

q
!!

=

C

I
i

==

J
j

==

en A , donde f = ip y g = jq son las factorizaciones a través de la imágenes de f y g respecti-

vamente. Las siguientes condiciones son equivalentes

(a) A
f // B

g // C es una sucesión exacta;

(b) I
i // B

g // C es una sucesión exacta;

(c) A
f // B

q // J es una sucesión exacta;

(d) I
i // B

q // J es una sucesión exacta.

Demostración. Ver [B294].

Definición 1.19.40. Una sucesión exacta corta es una sucesión exacta de la siguiente forma

000 // A
f // B

g // C // 000 .

Proposición 1.19.41. Sea

000 // A
f // B

g // C // 000

una sucesión exacta corta en una categorı́a abeliana A . Las siguientes condiciones son equiva-

lentes

(a) g es epi-escindible;

(b) f es mono-escindible;

(c) existen morfismos s ∈A (C,B) y r ∈A (B,A) tales que

A
f

// B
roo g //

C ,
s

oo

es un diagrama de biproducto de A y C.

Demostración. Ver [B294].
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Diremos que una sucesión exacta corta se escinde si cumple cualquiera de los incisos de la

proposición anterior.

Proposición 1.19.42 (Lema del 5). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

A

=

f //

r

��

B

=

g //

s

��

C

=

h //

t

��

D

=u

��

i // E

v

��
V

j
// W

k
// X

l
// Y m

// Z

en una categorı́a abeliana A , tal que las filas son sucesiones exactas. Si r, s, u y v son isomor-

fismos, entonces t es isomorfismo.

Demostración. Ver [B294].

Lema 1.19.43 (Lema de la serpiente). Considere el siguiente diagrama conmutativo, con filas

exactas, en una categorı́a abeliana A .

000 // A
m //

=f

��

B
e //

=g

��

C //

h

��

000

000 // X
m̂

// Y
ê

// Z // 000 .

Entonces existe una sucesión exacta en A

000 // Ker( f ) // Ker(g) // Ker(h)

rr
Coker( f ) // Coker(g) // Coker(h) // 000.

Demostración. Ver [ML98].

De hecho, el Lema de la serpiente tiene la siguiente variante. La demostración puede encontrarse

en [Ob00].

Lema 1.19.44. Considere el siguiente diagrama conmutativo, con filas exactas, en una categorı́a

abeliana A .

A
m //

=f

��

B
e //

=g

��

C //

h

��

000

000 // X
m̂

// Y
ê

// Z .
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Entonces existe una sucesión exacta en A

Ker( f ) // Ker(g) // Ker(h)

qq
Coker( f ) // Coker(g) // Coker(h) .

El siguiente corolario del anterior lema será usado en esta tesis.

Corolario 1.19.45. Si f : X −→ Y y g : Y −→ Z son morfismos de una categorı́a abeliana A ,

entonces existe una sucesión exacta

000 // Ker( f ) // Ker(g f ) // Ker(g) // Coker( f ) // Coker(g f ) // Coker(g) // 000.

El siguiente resultado es de gran utilidad en el Capı́tulo 3 porque nos brinda una factoriza-

ción del núcleo de un epimorfismo en una categorı́a abeliana, y de forma dual para cada mo-

nomorfismo obtenemos una factorización de su conúcleo. La demostración puede encontrarse

en [ML98].

Proposición 1.19.46. Sea A una categorı́a abeliana. Si f ,g ∈ Epi(A ), entonces existe un dia-

grama conmutativo

000

��

000

��
Ker( f )

��

1Ker( f ) //

=

Ker( f )

ker( f )

��
000 // Ker(g) //

1Ker(g)

��

=

Y ∏

X
Z //

��

=

Y //

f

��

000

000 // Ker(g)
ker(g)

// Z

��

g
// X

��

// 000

000 000

con filas y columnas exactas. Dualmente, Si f ,g ∈Mon(A ), entonces existe un diagrama con-

mutativo
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000

��

000

��
000 // X

g //

f

��

=

Z
coker(g) //

��
=

Coker(g) //

1Coker(g)

��

000

000 // Y //

coker( f )

��

=

Y
∏

X
Z //

��

Coker(g) // 000

Coker( f )

��

1Coker( f )

// Coker( f )

��
000 000

con filas y columnas exactas.

Definición 1.19.47. Sea F : A −→B un funtor aditivo entre categorı́as abelianas. Decimos

que

(a) F es exacto izquierdo si para cualquier sucesión exacta

000 // A // B // C

en A , se tiene que

F (000) // F (A) // F (B) // F (C)

es una sucesión exacta en B.

(b) F es exacto derecho si para cualquier sucesión exacta

A // B // C // 000

en A , se tiene que

F (A) // F (B) // F (C) // F (000)

es una sucesión exacta en B.
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(c) F es exacto si para cualquier sucesión exacta

000 // A // B // C // 000

en A , se tiene que

F (000) // F (A) // F (B) // F (C) // F (000)

es una sucesión exacta en B.

Proposición 1.19.48. Sea F : A −→B un funtor aditivo entre categorı́as abelianas. Entonces

(a) F es exacto izquierdo si y sólo si F preserva lı́mites finitos;

(b) F es exacto derecho si y sólo si F preserva colı́mites finitos;

(c) F es exacto si y sólo si F preserva lı́mites y colı́mites finitos.

Demostración. Ver [B194].

Ejemplo 1.19.49. Sean A una categorı́a y A ∈ Obj(A ). El funtor A (A,−) : C −→ Ab es

exacto izquierdo, ya que A (A,−) preserva lı́mites.



Capı́tulo 2

Categorı́as de modelo

2.1. Definición de categorı́as de modelo

Antes de enunciar la definición de categorı́a de modelo, que usaremos en esta tesis, expondre-

mos conceptos preliminares y algunas propiedades que se derivan de ellos. La bibliografı́a para

esta sección es [Hi03] y [Ho99].

Definición 2.1.1. Sean f : A−→ B y g : C −→ D morfismos en una categorı́a C . Decimos que

f es un retracto de g si f es un retracto de g en la categorı́a
#»

C . Es decir, existen morfismos

(h0,h1) : f −→ g y (k0,k1) : g−→ f en
#»

C , tales que el siguiente diagrama es conmutativo

A
=

1A

%%

h0

//

f
��

=

C

=g

��

k0

// A

f
��

B
=

1B

88
h1 // D

k1 // B .

Diremos que el diagrama anterior es un diagrama de retracción y Re(g) denotará a la clase de

morfismos f que son retracto de g. Es decir,

Re(g) = { f ∈Mor(C ) | f es un retracto de g }.

Definición 2.1.2. Sea M una clase de morfismos en una categorı́a C . Decimos que M es cerra-

da bajo retractos si ∀ f ∈M se cumple que Re( f )⊆M.

69
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Observación 2.1.3. La clase Iso(C ) de isomorfismos, de una categorı́a C , es cerrada bajo

retractos.

Demostración. Sean g ∈Iso(C ) un isomorfismo y f ∈Re(g) un retracto de g. Entonces tenemos

el siguiente diagrama de retracción

X
=

1X

&&

m̂
//

f
��

=

A

=g

��

n̂
// U

f
��

Y
=

1Y

88
m // Y

n // Y ,

lo que implica que
(
n̂g−1m

)
f = n̂g−1 (gm̂) = 1X y f

(
n̂g−1m

)
= ngg−1m = 1Y . Por lo tanto

f ∈Iso(C ). �

Definición 2.1.4. Sean f : A−→ B y g : C −→ D morfismos en una categorı́a C . Decimos que

f se levanta por la izquierda con respecto de g 1 (o equivalentemente que g se levanta por

la derecha con respecto de f ) si para todo cuadrado conmutativo

A
u //

f

��

=

C

g

��
B v

// D ,

existe un morfismo d ∈ C (B,C), tal que el siguiente diagrama conmuta

A
u //

f

��

=

C

g

��
B

d

>>

v
// D .

=

El cuadrado conmutativo anterior es conocido como problema de levantamiento 2 y d es

llamado solución del problema.

Notación 2.1.5. Escribiremos f ⋔ g para indicar que un morfismo f se levanta por la izquierda

con respecto de un morfismo g. En tal caso, diremos también que g se levanta por la derecha

con respecto al morfismo f .

1La expresión que se usa en la literatura es “ f has the left lifting property with respect to g ”, probablemente

fue usada por primera vez por Quillen en [Qui69].
2Aunque parece más un problema de “llenado diagonal ”, elegimos esta nomenclatura porque concuerda más

con la expresión “ f se levanta por la izquierda con respecto de g ”.
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Observación 2.1.6. f ⋔ f si y sólo si f ∈ Iso(C ).

Demostración.

(⇒)Supongamos que f ⋔ f . Entonces el siguiente problema de levantamiento

X
1X //

f

��

=

X

f

��
Y

d

??

1Y

// Y ,

=

tiene una solución d : Y −→ X , es decir, d f = 1X y f d = 1Y . Por lo tanto f es un isomorfismo.

(⇐) Supongamos que f es un isomorfismo. Consideremos el siguiente problema de levanta-

miento.

A
u //

f

��

=

=

C

f

��
B

d

>>

v
// D .

Para d := u f−1 tenemos que d f = u f−1 f = u y f d = f u f−1 = v f f−1 = v. �

Definición 2.1.7. Sean M una clase de morfismos de una categorı́a C y f un morfismo de C .

Decimos que f se levanta por la izquierda con respecto de M si ∀g ∈M se tiene que f ⋔ g,

lo cual denotaremos como f ⋔M. Dualmente, decimos que f se levanta por la derecha con

respecto de M si ∀g ∈M se tiene que g ⋔ f , esto es denotado como M ⋔ f .

Notación 2.1.8. Denotaremos como ⋔M a la clase de morfismos que se levantan por la izquierda

con respecto de M, es decir,

⋔M = { f ∈Mor(C ) | f ⋔M}.

De manera similar, la clase de morfismos que se levantan por la derecha con respecto de M es

denotada como M⋔, es decir,

M⋔={ f ∈Mor(C ) | M ⋔ f}.

Observación 2.1.9. Sean E y M clases de morfismos en una categorı́a C . Entonces

E⊆⋔ M ⇐⇒ M⊆ E⋔.

Demostración.(⇒) Sea f ∈M. Veamos que ∀g ∈ E se cumple que g ⋔ f . En efecto, sea g ∈M.

Dado que E⊆ ⋔M, obtenemos que f ⋔ g ∀ f ∈ E. Por lo tanto g ∈ E⋔ y ası́ M⊆ E⋔.

(⇐) es similar �
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Escribiremos E ⋔M para indicar que E⊆ ⋔M, o en tal caso M⊆ E⋔.

Proposición 2.1.10. Sea M una clase de morfismos de una categorı́a C . Entonces Iso(C )⊆M⋔

y M⋔ es cerrada bajo composiciones y retractos. Análogamente, Iso(C )⊆⋔M y ⋔M es cerrada

bajo composiciones y retractos.

Demostración.

(a) Iso(C )⊆⋔M. Sean f ∈ Iso(C ) y m ∈M. Observamos que n f−1 es una solución del si-

guiente problema de levantamiento

X
n //

f

��

=

W

m

��
Y

n f−1

??

n̂
// Z ,

=

ya que (mn) f−1 = (n̂ f ) f−1 = n̂.

(b) ⋔M es cerrada bajo composición. Sean f ,g ∈ ⋔M y m ∈M tales que g f está definida.

Demostraremos que g f ∈⋔M. Para esto, encontraremos una solución para el siguiente problema

de levantamiento

X

=

=

l //

f ��

U

m

��

Y
g ��
Z

l̂

//

BB

V .

Como f ,g ∈ ⋔M, existen soluciones d y δ para los siguientes problemas de levantamiento

X
=

f
��

l // U

m
��

Y

d

::

g
// Z

l̂

// V

=

Y
d //

g

��

=
W

m
��

Z

δ

::

l̂

// V .
=

Ahora bien, observe que

(δg) f = d f = l,

lo que implica que δ es la solución del problema de levantamiento

X
l //

g f

��

=

U

m

��
Y

δ

>>

l̂

// Z .
=
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(c) ⋔M es cerrada bajo retractos. Sean f ∈ ⋔M y h ∈Re( f ). Demostraremos que h ∈ ⋔M.

En efecto, sea g ∈ M. Veamos que h ⋔ g. Para esto, consideremos el siguiente problema de

levantamiento

U
l̂ //

h

��

=

=

W

g

��
V

>>

l
// Z .

Para h ∈Re( f ) tenemos el siguiente diagrama de retracción

U
=

1U

&&

m̂
//

h

��
=

X

=f

��

n̂
// U

h

��
V

=

1V

88
m // Y

n // V .

Combinando los diagramas anteriores obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

U
=

1U

&&

m̂
//

h

��
=

X

=f

��

n̂
// U

h

��

l̂

//

=

W

g

��
V

=

1V

99
m // Y

n // V
l // Z .

Observemos que f ⋔ g por hipotesis, por lo cual existe una solución δ : Y −→W para el si-

guiente problema de levantamiento

X
l̂ n̂ //

f

��

=

W

g

��
Y

δ

??

ln
// Z ,

=

finalmente, definimos d := δm, por lo cual tenemos que

dh = (δm)h = δ (mh) = δ ( f m̂) = (δ f ) m̂ = l̂ n̂ m̂ = l̂.

Más aún,
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gd = g(δm) = (gδ )m = lnm = l.

Lo anterior demuestra que d es una solución al primer problema de levantamiento

X
l̂ //

h

��

=

W

g

��
Y

d

>>

l
// Z .

=

Por lo tanto h ⋔ g, probándose h ∈⋔ M.

Las demostraciones para M⋔ se realizan de forma dual. �

Definición 2.1.11. Sean C una categorı́a con coproductos fibrados, f y g morfismos en C como

en el siguiente diagrama de coproducto fibrado

X
g //

f

��

=

Z

f̂

��

Y
ĝ

// Y
∏

X
Z .

Decimos que f̂ es cambio de cobase de f a lo largo de g. Dualmente, si f y g son morfismos

de C como en el siguente diagrama de producto fibrado

Y ∏

X
Z

=

ĝ //

f̂

��

Y

f

��
A g

// X .

Decimos que f̂ es cambio de base de f a lo largo de g.

Notación 2.1.12. Denotaremos a la clase de morfismos que son cambio de base de un morfismo

f como Ba( f ), es decir;

Ba( f ) :=
{

f̂ ∈ Mor(C ) | ∃g ∈Mor(C ) tal que f̂ es cambio de base de f a lo largo de g }.

Además, la clase de morfismos que son cambio de cobase de un morfismo f será denotada como

Cb( f ), es decir,

Cb( f ) :=
{

f̂ ∈ Mor (C ) | ∃g ∈Mor(C ) tal que f̂ es cambio de cobase de f a lo largo de g }.
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Definición 2.1.13. Una clase de morfismos E es cerrada bajo coproductos fibrados (resp.

productos fibrados) si ∀ f ∈ E se tiene que Cb( f ) ⊆ E (resp. Ba( f ) ⊆ E).

Proposición 2.1.14. Sean C una categorı́a con productos fibrados y coproductos fibrados; y

M una clase de morfismos de C . Entonces ⋔M es cerrado bajo coproductos fibrados y M⋔ es

cerrada bajo productos fibrados.

Demostración. Veamos que ⋔M es cerrada bajo coproductos fibrados. Sean f ∈⋔M y h ∈M.

Veamos que ∀ f̂ ∈ Cb( f ) se tiene que f̂ ⋔ h. En efecto, para f tenemos el siguiente diagrama de

coproducto fibrado

X
g //

f

��

=

Z

f̂

��

Y
ĝ

// Y
∏

X
Z .

Consideremos el siguiente problema de levantamiento

Z
u //

f̂

��

=

=

P

h

��
Y

∏

X
Z

==

v
// Q .

Para encontrar una solución del problema de levantamiento anterior, consideremos el diagrama

conmutativo

X
g //

f

��
=

Z
u //

=f̂
��

P

h

��
Y

ĝ
// Y

∏

X
Z v

// Q .

Note que el siguiente problema de levantamiento

X
ug //

f

��

=

P

h

��
Y

d̂

>>

vĝ
// Q ,

=

tiene solución d̂, ya que f ⋔ h. Ahora bien, de la conmutatividad del siguiente diagrama
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X
g //

f
��

=

Z

u
��

Y
d̂

// P ,

existe un único morfismo d que hace conmutar el siguiente diagrama

X g
//

f
��

=

Z

=

f̂
��

u

��

Y
ĝ //

d̂ //

=

Y
∏

X
Z

d

&&
P .

Por lo que

d f̂ = u y dĝ = d̂.

La primer igualdad implica la conmutatividad del siguiente diagrama

Z

=

u //

f̂

��

P

Y
∏

X
Z

d

>>

.

Para finalizar, basta probar que hd = v, y de este modo, d será una solución para el primer

problema de levantamiento. En efecto, de la conmutatividad del diagrama

X
ug //

f

��

=

P

h

��
Y

d̂

??

vĝ
// Z ,

=

se tiene que

hd̂ f = hug,

y de este modo, podemos formar el siguiente diagrama de coproducto fibrado

X g
//

f
��

=

Z

=

f̂
��

hu

��

Y
ĝ //

hd̂ ..

=

Y
∏

X
Z

hd

&&
Q ,
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del cual concluimos que hd es el único morfismo que cumple la siguientes igualdades

hdĝ = hd̂ y hd f̂ = hu.

Dado que v f̂ = hu, por la únicidad de hd, se tiene que v = hd. De manera dual M⋔ es cerrada

bajo productos fibrados. �

El siguiente lema es de gran relevancia porque es requerido en la demostración de algunos

resultados siguientes.

Lema 2.1.15 (Argumento de retracción). Si un morfismo f : A −→ B de una categorı́a C se

factoriza como f = pi y además f ⋔ p, entonces f ∈Re(i). Dualmente, si f se factoriza como

f = pi y además i ⋔ f , entonces f ∈Re(p).

Demostración. Supongamos que f se factoriza como f = pi y que f ⋔ p. La factorización de f

implica la conmutatividad del siguiente diagrama

A
i //

f
��

=

B

p
��

C
1C

// C .

Dado que f ⋔ p, existe un morfismo d : C −→ B, tal que d f = i y pd = 1C. Lo anterior implica

la conmutatividad del siguiente diagrama

A
=

1A

%%

1A

//

f
��

=

A

=i

��

1A

// A

f
��

C
=

1C

88
d // B

p // C ,

probándose que f ∈Re(i).�

Definición 2.1.16. Una estructura de modelo, en una categorı́a C , es un triple (C,F,W) de

clases de morfismos de C , llamadas cofibraciones, fibraciones y equivalencias débiles res-

pectivamente, que cumplen los siguientes axiomas:

(M.1) Tres por dos. Si f y g son morfismos en C tales que g f está definida, y dos de los

morfismos f , g y g f están en W, entonces el tercero está en W.

(M.2) Retractos. W, F y C son cerradas bajo retractos.
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(M.3) Levantamiento. (C∩W) ⋔ F y C ⋔ (F∩W).

(M.4) Factorización. Para cualquier morfismo f de C existen morfismos i ∈ C, q ∈ F, p ∈

F∩W y j ∈ C∩W tales que f se factoriza como f = pi y f = q j

A

i
??

f //

j ��

C

=
p

��

B

=
q

??D .

Cuando f ∈ C∩W, siguiendo a Quillen, diremos que f es una cofibración trivial. Además, si

g ∈ F∩W diremos que g es una fibración trivial 3 .

Definición 2.1.17. Una categorı́a de modelo 4 es una categorı́a M bicompleta dotada con una

estructura de modelo (C,F,W).

Observamos que los axiomas de la definición de categorı́a de modelo son autoduales. Además,

una categorı́a M puede tener dos estructuras de modelo diferentes. Por último, dos clases de

morfismos de una estructura de modelos determina a la restante, es decir, si tenemos dos clases

de morfismos, entonces la clase de morfismos restante se obtiene en función de las demás. Este

hecho se formaliza con la siguiente proposición 5.

Proposición 2.1.18. Sea (C,F,W) una estructura de modelo de una categorı́a M . Entonces

(a)⋔ (F∩W) = C, (c) C∩W = ⋔F,

(b) F∩W = C⋔, (d)(C∩W)⋔ = F.

Demostración. (a) Probaremos solamente el primer inciso, ya que los restantes se prueban de

manera similar. Veamos primero que ⋔ (F∩W) ⊂ C. Sea f ∈ ⋔ (F∩W). Por definición de

estructura de modelos existen morfismos i ∈ C y p ∈ F∩W tales que f = pi. Por hipótesis te-

nemos que f ⋔ p. Luego, por el Argumento de retracción concluimos que f ∈Re(i), y usando

ahora que C es cerrada bajo retractos se concluye que f ∈ C, esto demuestra que ⋔ (F∩W)⊂ C.

La otra contención C ⊂ ⋔ (F∩W) se concluye de (M.3). �

3Los términos fibración trivial y cofibración trivial se utilizan en [Qui67], también se usan los términos

fibración acı́clica y cofibración acı́clica, respectivamente.
4Esta es la definición de categorı́a de modelo cerrada que Quillen presenta en [Qui69] (pag. 233), con una

diferencia, Quillen utiliza categorı́as finitamente bicompletas. En la literatura moderna, las categorı́as de modelo

cerradas son simplemente llamadas categorı́as de modelo.
5Esta es la razón por la cual D. Quillen utilizó el término categorı́a de modelo cerrada.
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Proposición 2.1.19. Sea M una categorı́a de modelo. Entonces

(a) las clases F y F∩W son cerradas bajo composiciones, retractos y productos fibrados,

(b) las clases C y C∩W son cerradas bajo composiciones, retractos y coproductos fibrados.

Demostración. La proposición es consecuencia de las Proposiciones 2.1.10, 2.1.14 y 2.1.18. �

Proposición 2.1.20. Sean M una categorı́a de modelo y g un morfismo de M . Entonces

g ∈W ⇐⇒ ∃h ∈ C∩W y ∃k ∈ F∩W tales que g = kh.

Demostración.

(⇒) Sea g ∈W. Por (M.4) existen morfismos h ∈ C∩W y k ∈ F tales que g = kh. Luego por

(M.1) se concluye que k ∈W.

(⇐) se concluye inmediatemante de (M.1). �

Notemos que una categorı́a bicompleta M puede tener varias estructuras de modelo. Ası́, pa-

ra evitar confusiones, si M y N son categorı́as de modelo, escribiremos (C
M
,F

M
,W

M
) y

(C
N
,F

N
,W

N
) para referirnos a la estructura de modelo de M y N respectivamente.

Ejemplos 2.1.21. Revisaremos algunas construcciones sencillas para obtener una categorı́a de

modelo.

(a) Sea M una categorı́a de modelo. En tal caso, la categorı́a dual M ∗ tiene una estructura

de modelo definida como sigue

C
M∗ := F

M
, F

M∗ := C
M

y W
M∗ :=W

M
.

Además M ∗ es bicompleta ya que M es bicompleta. Por lo que M ∗ es una categorı́a de

modelo.

(b) Sean M1, . . . ,Mn categorı́as de modelo. La categorı́a
n

∏
i=1

Mi tiene una estructura de mo-

delo (C,F,W) definida como sigue

C :=
{
( f1, . . . , fn) | fi ∈ C

Mi
∀i = 1, . . . ,n

}
, F :=

{
( f1, . . . , fn) | fi ∈ F

Mi
∀i = 1, . . . ,n

}

W :=
{
( f1, . . . , fn) | fi ∈W

Mi
∀i = 1, . . . ,n

}
.

Por último
n

∏
i=1

Mi es bicompleta ya que Mi es bicompleta para toda i = 1, . . . ,n.
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(c) Sean M una categorı́a de modelo y X un objeto fijo de M . En tal caso, la categorı́a

(M ↓ X) de objetos sobre X tiene una estructura de modelo (C,F,W). La construc-

ción es la siguiente; primero se define el siguiente funtor U : (M ↓ X) −→M como

U (A, f ,X) := A para todo f ∈M (A,X) y U (u) := u para todo u ∈Mor(M ↓ X), des-

pués

C := { f ∈Mor(M ↓ X) |U f ∈ C
M
} F := { f ∈Mor(M ↓ X) |U f ∈ F

M
}

W := { f ∈Mor(M ↓ X) |U f ∈W
M
}

es una estructura de modelo en (M ↓ X). Observamos que la construcción anterior se

puede realizar con la categorı́a (X ↓M ) de objetos bajo X .

Definición 2.1.22. Sean M una categorı́a de modelo y X un objeto de M . Decimos que X es

un objeto cofibrante si el único morfismo 0 −→ X es una cofibración. Si el único morfismo

X −→ 1 es una fibración, diremos que X es un objeto fibrante. Diremos que X es un objeto

trivial si el único morfismo 0−→ X es una equivalencia débil.

Recordamos que M es bicompleta, por lo que el objeto inicial 0 y final 1 de M existen.

Finalizaremos esta sección, introduciendo la siguiente notación.

Notación 2.1.23. Sea M una categorı́a de modelo. Consideremos la estructura de modelo

(C,F,W) de M ; la clase de objetos fibrantes será denotada como F•, la clase de objetos cofi-

brantes será denotada como C• y W• denotará la clase de objetos triviales.

2.2. Sistemas de factorización débiles

En esta sección enunciaremos la definición de un sistema de factorización débil en una cate-

gorı́a. Este concepto es utilizado para refinar la definición de categorı́a de modelo que presen-

tamos en la sección anterior. La bibliografı́a para esta sección es [RiLF] y [Ri14].

Definición 2.2.1. Sean L y R clases de morfismos de una categorı́a C . Decimos que el par or-

denado (L,R) es un sistema de factorización débil en C si cumple las siguientes condiciones:

(a) Axioma de levantamiento. L = ⋔R y L⋔ = R .

(b) Axioma de factorización. ∀ f ∈Mor(C ) existen morfismos l ∈L y r∈R tales que f = rl.
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Notamos que cada clase de un sistema de factorización débil determina a la otra.

Las Proposiciones 2.1.18 y 2.1.10 permiten reformular la definición de una estructura de modelo

como sigue.

Definición 2.2.2. Una estructura de modelo en una categorı́a C es un triple (C,F,W) de

clases de morfismos de C , llamadas cofibraciones, fibraciones y equivalencias débiles, res-

pectivamente, que cumplen las siguientes propiedades:

(M.1) Tres por dos. Si f y g son morfismos en C tales que g f está definida, y si dos de los

morfismos f , g y g f están en W, entonces el tercero está en W.

(M.2) Retractos. La clase W es cerrada bajo retractos.

(M.5) Factorización. (C∩W,F) y (C,F∩W) son sistemas de factorización débil en C .

Proposición 2.2.3. Sea (L,R) un sistema de factorización débil en una categorı́a C . Entonces

L∩R= Iso(C ).

Demostración. Sea f ∈L∩R. Luego f ∈ ⋔R∩R, y ası́ f ⋔ f . Por la Observación 2.1.6 se tiene

que f ∈ Iso(C ), lo cual demuestra que L∩R⊂ Iso(C ). Por otro lado, sean f ∈ Iso(C ) y g∈R.

Consideremos el siguiente problema de levantamiento

A
=

=

u //

f
��

C

g

��
B

>>

v
// D .

Definiendo d := u f−1, se tiene que d f = u f f−1 = u y además gd = gu f−1 = v f f−1 = v. Lo

anterior demuestra que f ⋔ g, y ası́ f ∈⋔ R. De forma similar se prueba que f ∈L⋔, por lo tanto

Iso(C )⊂ L∩R. �

La siguiente observación es una consecuencia inmediata de la proposición anterior.

Observación 2.2.4. Sea (C,F,W) una estructura de modelo de una categorı́a C . Entonces

C∩W∩F = Iso(C ).

Expondremos un resultado que nos brinda condiciones necesarias para obtener un sistema de

factorización débil. Antes de esto introduciremos algunas definiciones.

Definición 2.2.5. Sean C una categorı́a y u : X −→ Z y v : Y −→ Z morfismos de C . Decimos

que u es un retracto de dominio de v si existen morfismos f ∈ C (X ,Y ) y g ∈ C (Y,X) que

hacen conmutar el siguiente diagrama
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X
=

1X

$$f //

u
""

Y
= =v

��

g // X

u
||

Z

Definición 2.2.6. Sean C una categorı́a y u : Z −→ X y v : Z −→ Y morfismos de C . Decimos

que u es un retracto de codominio de v si existen morfismos f ∈ C (X ,Y ) y g ∈ C (Y,X) que

hacen conmutar el siguiente diagrama

=

Z

v

��

u

""

u

|| =

X
=

1X

::f
// Y g

// X

Notación 2.2.7. La clase de morfismos que son retracto de dominio de v será denotada como

Dr(v), es decir

Dr(v) := {u ∈Mor(C ) | u es retracto de dominio de v}.

Además, escribiremos Cr(v) para denotar a la clase de morfismos que son retracto de codominio

de v, lo que significa que

Cr(v) := {u ∈Mor(C ) | u es retracto de codominio de v}.

Definición 2.2.8. Sea M una clase de morfismos de una categorı́a C . Decimos que M es cerra-

da bajo retractos de dominio (resp. de codominio) si ∀ f ∈M se tiene que Dr( f )⊆M (resp.

Cr( f )⊆M).

Observación 2.2.9. Sea v un morfismo de una categorı́a C . Entonces

Dr(v)⊆ Re(v) y Cr(v)⊆ Re(v).

Demostración. Para u ∈ Dr(v) tenemos el siguiente diagrama

X
=

1X

$$f //

u ##

Y
= =v

��

g // X

u{{
Z .
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Reorganizando el diagrama anterior obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

X
=

1X

&&

f
//

u

��
=

Y

=v

��

g
// X

u

��
Z

=

1x

88
1Z // Z

1Z // Z .

El diagrama anterior nos dice que u ∈ Re(v). La otra contensión se prueba de forma similar. �

Proposición 2.2.10. Sea (L,R) un par de clases de morfismos de una categorı́a C , que cumple

las siguientes dos siguientes condiciones:

(a) ∀ f ∈Mor(C ) existen morfismos l ∈ L y r ∈ R tal que f = rl,

(b) L ⋔ R.

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes

(c) L y R son cerrados bajo retractos,

(d) Si s es mono-escindible y s f ∈L entonces f ∈L; y si t es epi-escindible y gt ∈R entonces

g ∈ R,

(e) L es cerrada bajo retractos de codominio y R es cerrada bajo retractos de dominio,

( f ) (L,R) es un sistema de factorización débil en C .

Demostración.

[(c)⇒ (d)] Sean f : A −→ B, s : B −→ C y t : C −→ B morfismos en C tales que ts = 1B y

s f ∈ L. Formemos el siguiente diagrama conmutativo

A
1A //

f

��

=

A
1A //

=s f

��

A

f

��
B s

// C
t

// B .

Dicho diagrama muestra que f ∈ Re(s f ). Por la proposición 2.1.10 se concluye que f ∈ L. La

otra afirmación del inciso (d) se prueba de forma similar.

[(d)⇒ (e)] Sean u : Z −→ X y v : Z −→Y morfismos de C tales que u∈Dr(v) y v∈L. Veamos

que u ∈ L. En efecto, consideremos el siguiente diagrama
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=

Z

v

��

u

##

u

|| =

X
=

1X

::f
// Y g

// X .

Notemos que f es mono-escindible y que f ◦ u = v ∈ L. Luego, por hipótesis concluimos que

u ∈ L. De forma dual se prueba que R es cerrada bajo retractos de dominio.

[(e)⇒ ( f )] Veamos que R = L⋔. El inciso (b) es equivalente a R ⊆ L⋔. Sea h ∈ L⋔. Por el

inciso (a), existen morfismos f ∈L y g∈R tales que h= g f . Por lo tanto, el siguiente problema

de levantamiento

X
1X //

f
��

=
X

h
��

W

d

>>

g
// Y ,

=

tiene como solución d : Z −→ X . Reorganizando el diagrama anterior, obtenemos el siguiente

diagrama

X
=

1X

$$f //

h ##

W
= =g

��

d // X

h{{
Y

lo que implica que h ∈Dr(g). Por el inciso (e), concluimos que h ∈ R. Esto demuestra que

L⋔ ⊆ R. De forma dual se tiene que L= ⋔R.

[( f )⇒ (c)] Se sigue de la Proposición 2.1.10. �

Ejemplos 2.2.11. Mencionaremos dos ejemplos de sistemas de factorizacı́on débiles presenta-

dos en [Ri14].

(a) Si C una categorı́a entonces ( Iso(C ), Mor(C ) ) y (Mor(C ), Iso(C )) son sistemas de

factorización débiles en C .

(b) La categorı́a Set tiene al menos seis sistemas de factorización débiles. En efecto, con-

sideremos las siguientes clases de morfismos: A := Mor(Set), E := Epi(Set), M :=

Mon(Set), I := Iso(Set) y N := { f ∈Mor(Set) | Dom( f ) = φ y Codom( f ) 6= φ}. En-

tonces (A,I), (I,A), (E,M), (M,E), (A\N,I∪N) y (M\N,E∪N) son sistemas de fac-

torización débiles en Set.
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2.3. Adjunciones

Proposición 2.3.1. Sean G : B −→A un funtor y F : A −→B un funtor adjunto derecho de

G. Si g ∈Mor(B) y f ∈Mor(A ) entonces

Gg ⋔ f ⇐⇒ g ⋔ F f .

Demostración.

(⇒) Sean g ∈B (A,B) y f ∈ A (X ,Y ) tales que Gg ⋔ f . Veamos que g ⋔ F f . Para esto, pro-

baremos que el siguiente problema de levantamiento

A
=

=

û //

g

��

FX

F f
��

B

==

v̂
// FY ,

tiene una solución. Por la adjunción, existe un isomorfismo natural

Θ : A (G−,−) =⇒B (−,F−).

Por lo que existen morfismos u ∈A (GA,X) y v ∈A (GB,Y ) tales que

ΘA,X (u) = û y ΘB,Y (v) = v̂.

La naturalidad de Θ, hace conmutar el siguiente diagrama

GA
u //

Gg
��

=

X

f
��

GB v
// Y .

Dado que Gg ⋔ f , por hipotesis, existe d : GB−→ X tal que d ◦G f = u y f ◦d = v. Por lo tanto,

ΘB,X (d) := d̂ : B−→ FX es una solución al primer problema de levantamiento.

(⇐) se demuestra de forma dual. �

Lema 2.3.2. Sean G : B −→ A un funtor, F : A −→ B un funtor adjunto derecho de G,

(A,B) un sistema de factorización débil en B y (L,R) un sistema de factorización débil en A .

Entonces

G(A)⊆ L ⇐⇒ F (R)⊆B.
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Demostración.

(⇒) Supongamos que G(A)⊆L. Veamos que F (R)⊆B. Sea f ∈R. Observamos que G(A)⊆

L = ⋔R implica que Gg ⋔ f para todo g ∈ A. Por la proposición 2.3.1 tenemos que g ⋔ F f .

Entonces F f ∈A⋔ =B y por lo tanto F (R)⊆B.

(⇐) se demuestra de forma similar. �

Definición 2.3.3. Sean M y N categorı́as de modelo y T : M −→N un funtor. Decimos que

(a) T preserva fibraciones (resp. cofibraciones) si

T (F
M
)⊆ F

N
(resp. T (C

M
)⊆ C

N
),

(b) T preserva fibraciones triviales (resp. cofibraciones triviales) si

T (F
M
∩W

M
)⊆ F

N
∩W

N
(resp. T (C

M
∩W

M
)⊆ C

N
∩W

N
).

Proposición 2.3.4. Sean M y N categorı́as de modelo, F : M →N un funtor y G : N →M

un funtor adjunto izquierdo de F . Entonces

(a) G preserva cofibraciones si y sólo si F preserva fibraciones triviales;

(b) G preserva cofibraciones triviales si y sólo si F preserva fibraciones.

Demostración. La proposición se concluye del Lema 2.3.2. �

2.4. Simplificación de la definición de categorı́a de modelo

En esta sección enunciaremos y probaremos un resultado conocido como el Lema de Tierney 6 .

Dicho lema reduce la definición de estructura de modelo a dos axiomas. La referencia para esta

sección es [JT07].

Lema 2.4.1. Sean C una categorı́a bicompleta y (C,F,W) un triple de clases de morfismos en

C que cumplen las siguientes condiciones:

(N.1) Si f y g son morfismos en C tales que g f está definida, y dos de los morfismos f , g y g f

están en W, entonces el tercero está en W;

6LLamado ası́ por el matemático estadounidense Myles Tierney (1937-)
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(N.2) (C∩W,F) y (C,F∩W) son sistemas de factorización débiles en C .

Entonces W es cerrada bajo retractos.

Demostración. Antes de comenzar la prueba haremos la siguientes observaciones.

(a) la clase F∩W es cerrada bajo retractos (Proposición 2.1.10),

(b) la clase ⋔ (F∩W) es cerrada bajo coproductos fibrados (Proposición 2.1.14).

Sean g ∈W y f ∈Re(g). Veamos que f ∈W. En efecto, para f ∈Re(g) tenemos el siguiente

diagrama de retración

A
=

1A

%%
s

//

f
��

=

X

=g

��

t
// A

f
��

B
=

1B

88
u // D

v // B .

Diagrama 1

Caso 1. Supongamos que f ∈ F. Como (C∩W,F) es un sistema de factorización débil en C ,

existen morfismos j ∈ C∩W y q ∈ F tales que

g = q j. (2.1)

Observamos que g, j ∈W. Luego, por (N.1) se tiene que q ∈W, y entonces

q ∈W∩F. (2.2)

Sustituyendo g = q j en el cuadrado derecho del Diagrama 1, obtenemos el siguiente diagrama

conmutativo

X
t //

j
��

=

A

f
��

Z vq
// B .

Diagrama 2

El Diagrama 2 tiene una solución d : Z −→ A ya que j ∈ C∩W y f ∈ F. De este modo, los

siguientes diagramas conmutan
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X
t //

j
��

=
A

Z
d

??

=

A

f
��

Z

d
>>

vq
// Z .

Diagrama 3 Diagrama 4

Ahora bien, si unimos el cuadrado izquierdo del Diagrama 1 y el Diagrama 4 obtenemos el

siguiente diagrama

A
js //

f
��

=

Z
d //

=q

��

A

f
��

B u
// D v

// B .

Diagrama 5

Observamos que

d js = ts = 1A.

La igualdad anterior, demuestra que el Diagrama 5 es un diagrama de retracción, probándose

que f ∈Re(q). Recordando que C∩W es cerrada bajo retractos y que q ∈ C∩W, concluimos

que f ∈ C∩W. Por lo tanto f ∈W. �

Caso general. Observamos que existen morfismos i ∈ C∩W y p ∈ F tales que

f = pi , (2.3)

ya que (C∩W,F) es un sistema de factorización débil en C . Tomando el coproducto fibrado de

i y de s, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

A
s //

i

��

=

X

i2

��

E
i1

// E
∏

A
X .

Diagrama 6

La observación (b), nos dice que

i2 ∈ C∩W . (2.4)

Si consideramos la siguiente igualdad

1
E
i = i1

A
= its,
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podemos escribir el siguiente cuadrado conmutativo

A
s //

i
��

=

X

it
��

E
1E

// E .

Diagrama 7

Luego, por la propiedad universal del coproducto fibrado, existe un único morfismo

r : E
∏

A
X −→ E

que hace conmutar el siguiente diagrama

A s
//

i
��

=

X

=

i2
��

it

��

E
i1 //

1E //

=

E
∏

A
X

r

&&
E .

Diagrama 8

Del diagrama anterior, obtenemos las siguientes igualdades

ri2 = it y ri1 = 1E . (2.5)

Sustituyendo f = pi en el cuadro izquierdo del Diagrama 1, obtenemos el siguiente diagrama

A
s //

i
��

=

X

g

��
E up

// D .

Diagrama 9

Luego, por la propiedad universal del coproducto fibrado existe un único morfismo k : E
∏

A
X

−→ D que hace conmutar el siguiente diagrama

A s
//

i
��

=

X

=

i2
�� g

��

E
i1 //

up //

=

E
∏

A
X

k

&&
Y .

Diagrama 10
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De dicho diagrama, obtenemos las siguientes igualdades

ki1 = up y ki2 = g . (2.6)

Como i2 ∈ C∩W y g ∈W concluimos, por (N.1) que

k ∈W . (2.7)

Por otro lado, componiendo las igualdades de (2.6) con v, obtenemos las siguientes igualdades

vki1 = vup y vki2 = vg . (2.8)

De este modo, el siguiente diagrama es conmutativo

A s
//

i
��

=

X

=

i2
�� vg

��

E
i1 //

vup //

=

E
∏

A
X

vk

&&
B .

Diagrama 11

De forma similar, componiendo las igualdades de (2.5) con p, obtenemos las siguientes igual-

dades

pri2 = pit y pri1 = p . (2.9)

Estas igualdades implican la conmutatividad del siguiente diagrama

A s
//

i
��

=

X

=

i2
�� pit

��

E
i1 //

p //

=

E
∏

A
X

pr

&&
B .

Diagrama 12

Los Diagramas 11 y 12 muestran que las composiciones pr y vk cumplen la propiedad uni-

versal del coproducto fibrado, por lo tanto pr = vk. Escribiendo esta igualdad con un cuadro

conmutativo, tenemos

E
∏

A
X

r //

k

��
=

E

p

��
D v

// B .

Diagrama 13
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Si escribimos la primer igualdad de (2.6) como un cuadrado conmutativo, obtenemos

E
i1 //

p

��
=

E
∏

A
X

k

��
B u

// D .

Diagrama 14

Juntando los Diagramas 13 y 14, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

E
i1 //

p

��
=

E
∏

A
X

r //

=k

��

E

P

��
B u

// D v
// B ,

Diagrama 15

el cual es un diagrama de retracción ya que i1r = 1E . Por lo tanto p ∈Re(k). Recordando que

k ∈W y que p ∈ F, por el caso 1, concluimos que p ∈W. Finalmente, tenemos que f = pi y

que p, i ∈W. Luego por (N.1) concluimos que f ∈W. �

Terminaremos esta sección enunciando la definición simplificada de una categorı́a de modelo.

Para lograr esto, necesitamos simplificar la definición de estructura de modelo en una categorı́a

C .

Definición 2.4.2. Una estructura de modelo simplificada, en una categorı́a C , es un triple

(C,F,W) de clases de morfismos de C , llamadas cofibraciones, fibraciones y equivalencias

débiles, respectivamente, que satisfacen los siguientes axiomas:

(A.1) Tres por dos. Si f y g son morfismos en C tales que g f está definida, y dos de los

morfismos f , g y g f están en W, entonces el tercero está en W.

(A.2) Factorización. (C∩W,F) y (C,F∩W) son sistemas de factorización débil en C .

De este modo, la definición simplificada de categorı́a de modelo es la siguiente.

Definición 2.4.3. Una categorı́a de modelo simplificada es una categorı́a M bicompleta do-

tada con una estructura de modelo simplificada (C,F ,W).

Observación 2.4.4. Toda estructura de modelo simplificada es una estructura de modelo. En

efecto, el Lema 2.4.1 establece que las Definiciones 2.2.2 y 2.4.2 son equivalentes. De esta for-

ma, a partir de aquı́, simplemente nos vamos a referir a una estructura de modelo simplificada,

como una estructura de modelo.
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2.5. Sistemas de factorización débil funtoriales

Para realizar algunas construcciones con categorı́as de modelo, se supone que un sistema de

factorización débil sea funtorial. En esta sección, expondremos un resultado que nos brinda

condiciones necesarias para que un sistema de factorizacı́on sea funtorial. La referencia para

esta sección es [RT02].

Definición 2.5.1. Sean
#»

C la categorı́a de morfismos de una categorı́a C y L,R :
#»

C −→
#»

C fun-

tores. Diremos que el par ordenado (L,R) es una factorización funtorial en C si

(a) se cumplen las siguientes igualdades:

domC ◦L = domC , codC ◦L = domC ◦R y codC ◦R = codC . (2.10)

(b) ∀ f ∈Mor(C ) se tiene que f = R( f )L( f ).

Definición 2.5.2. Un sistema de factorización débil (L,R) en una categorı́a C se dice fun-

torial si existe una factorización funtorial (L,R) en C tal que L( f ) ∈ L y R( f ) ∈ R para todo

f ∈Mor(C ).

Definición 2.5.3. Sea M una categorı́a de modelo. Si los sistemas de factorización débiles

(C∩W,F) y (C,F∩W) que determinan la estructura de modelo de M son funtoriales, diremos

que M tiene una estructura de modelo funtorial.

De hecho, en varios textos, por ejemplo [Ho99] y [Hi03], se supone que toda estructura de

modelo es funtorial.

Definición 2.5.4. Sean (L,R) un sistema de factorización débil en una categorı́a C , F :
#»

C →C

un funtor, λ : domC =⇒ F y ρ : F =⇒ codC transformaciones naturales. Decimos que el triple

(F,λ ,ρ) es una realización funtorial de (L,R) si

(a) δC = ρ ◦λ , es decir (δC ) f = f = ρ f λ f para todo f ∈Mor(C );

(b) ∀ f ∈Mor(C ) se tiene que λ f ∈ L y ρ f ∈ R.

Para simplificar la notación, a partir de aquı́, escribiremos dom:= domC , cod:= codC y δC := δ .

Observación 2.5.5. Sean (L,R) un sistema de factorización débil en una categorı́a C y (F,λ ,ρ)

una realización funtorial de (L,R).
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(a) ∀ f ∈ L y ∀g ∈ R se cumple que f ⋔ ρ f y λg ⋔ g.

Demostración. Sea f ∈L. Por el inciso (a) de la definición anterior se tiene que f = ρ f λ f .

Además ρ f ∈ R= L⋔, y ası́ f ⋔ ρ f . De forma similar se demuestra que λg ⋔ g. �

(b) Sean f ,g,u y v morfismos de C como en el siguiente diagrama conmutativo

A
u //

f

��
=

X

g

��
B v

// Y .

La naturalidad de λ y ρ , y la Definición 2.5.4(a) implican la conmutatividad del siguiente

diagrama

dom f
=

f

((

λ f

//

dom(u,v)

��

=

F f

=F(u,v)

��

ρ f

// cod f

cod(u,v)

��
domg

=

g

66

λg // Fg
ρg // codg .

Evaluando los funtores correspondientes, obtenemos el siguiente diagrama

A
=

f

&&

λ f

//

u

��

=

F f

=F(u,v)

��

ρ f

// B

v

��
X

=

g

77
λg // Fg

ρg // Y .

El diagrama anterior sugiere que la realización funtorial (F,λ ,ρ) de un sistema de fac-

torización débil (L,R) determina las clases de morfismos L y R. De hecho, esto sucede,

antes de demostrarlo, revisemos la siguiente observación.

(c) Para f ∈ L el siguiente problema de levantamiento
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A
λ f //

f

��

=

F f

ρ f

��
B

s

??

1B

// B ,

=

tiene una solución s : B −→ F f . Esto sucede por el inciso (a) de esta observación.

Además, tenemos la siguiente igualdad ρ f s= 1B, lo que implica que s es mono-escindible.

De forma dual, para g ∈ R el siguiente problema de levantamiento

X
1X //

λg

��

=

X

g

��
Fg

t

>>

ρg

// Y ,

=

tiene una solución t : Fg−→X , esto sucede por el inciso (a) de esta observación. Además,

tenemos la siguiente igualdad tλg = 1X , lo que implica que t es epi-escindible .

La observación 2.5.5(c) sugiere la siguiente definición.

Definición 2.5.6. Sean F :
#»

C −→C un funtor, λ : dom =⇒ F y ρ : F =⇒ cod transformaciones

naturales tales que δ = ρ ◦λ . Definimos las siguientes clases de funciones

LF :=
{

f ∈Mor(C ) | ∃s ∈ C (cod f ,F f ) tal que λ f = s f y ρ
f
s = 1cod f

}
y

RF :=
{

g ∈Mor(C ) | ∃t ∈ C (Fg,domg) tal que ρg = gt y tλg = 1domg

}
.

Observamos que el funtor F y las transformaciones naturales λ y ρ , de la definición anterior,

no necesariamente son parte de una realización funtorial de un sistema de factorización débil

(L,R).

Proposición 2.5.7. Sean LF y RF clases de morfismos como en la Definición 2.5.6. Entonces

(a) LF ⋔ RF ,

(b) LF y RF son cerradas bajo retractos.

Demostración.

(a) Sean f ∈ LF y g ∈ RF . Veamos que el siguiente problema de levantamiento
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A
u //

f

��

=

=

X

g

��
B

??

v
// Y

tiene una solución. En efecto, ya que f ∈ LF y g ∈ RF , existen morfismos s ∈ C (cod f ,F f ) y

t ∈ C (Fg,domg) tales que

λ f = s f , ρ
f
s = 1cod f , ρg = gt y tλg = 1domg.

Podemos visualizar la información que tenemos para encontrar una solución del problema de

levantamiento con el siguiente diagrama

A

f

��

u //

λ
f

""

X

=

1X //

λg

##

=

X

g

��

<<

t

= F f
F(u,v)

//

ρ
f

##

=

Fg

ρg

##

=

=

B
1B

//

s

<<

B v
// Y .

En efecto, definiendo d := tF (u,v)s obtenemos una solución para dicho problema de levanta-

miento, por lo tanto LF ⋔ RF .

(b) Sean f ∈ LF y h ∈ Re( f ). Luego, tomemos el siguiente diagrama de retracción

A
=

1A

&&
u

//

h

��

=

X

=f

��

p
// A

h

��
B

=

1B

77
v // Y

q // B .

Factorizando f y h, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo
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=

A

h

!!

u //

λ
h

��

=

X
p //

λ
f

��

=

A

h

~~

λ
h

��
=Fh

=

F(u,v)
//

ρ
h

��

F f
F(p,q)

//

ρ
f

��

=

Fh

ρ
h

��
B v

// Y q
// B .

Ya que f ∈ LF , existe s ∈ C (Y,F f ) tal que

ρ
f
s = 1Y y λ

f
= s f .

Luego, definiendo ŝ := F (p,q)◦ s◦ v, tenemos que

ŝ◦h = F (p,q)◦ s◦ v◦h

= F (p,q)◦ s◦ v◦ρ
h
◦λ

h

= F (p,q)◦ s◦ρ
f
◦F (u,v)◦λ

h

= F (p,q)◦ s◦ρ
f
◦λ

f
◦u

= F (p,q)◦ s◦ f ◦u

= F (p,q)◦λ
f
◦u

= λ
h
◦ p◦u = λ

h
.

Además,

ρ
h
◦ ŝ = ρ

h
◦F (p,q)◦ s◦ v

= q◦ρ
f
◦ s◦ v

= q◦1Y ◦ v = 1B.

Las igualdades anteriores prueban que h ∈ LF . �

Ahora, veamos que una realización funtorial (F,λ ,ρ) de un sistema de factorización débil

(L,R) determina a las clases L y R.

Proposición 2.5.8. Sea (F,λ ,ρ) una realización funtorial de un sistema de factorización débil

(L,R) en una categorı́a C . Entonces L= LF y R= RF .

Demostración. Veamos que L=LF . En efecto, para f ∈LF existe un morfismo s∈C (cod f ,F f )

tal que
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λ f = s f y ρ
f
s = 1cod f .

Notamos que λ f ∈L y que s es mono-escindible. Por la Proposición 2.2.10 concluimos que f ∈

L, lo cual demuestra que LF ⊂L. Por otro lado, para f ∈L tenemos que f = ρ
f
λ f . Además, por

la Observación 2.5.5(a), se tiene que f ⋔ ρ
f
, por lo cual, el siguiente problema de levantamiento

A
λ f //

f

��

=

F f

ρ f

��
B

s

??

1B

// B ,

=

tiene una solución s : B−→ F f , es decir,

s f = λ f y sρ
f
= 1B.

Lo anterior demuestra que f ∈ LF , y por lo tanto L ⊂ LF . La igualdad R = RF se prueba de

forma dual. �

Teorema 2.5.9. Sean F :
#»

C −→ C un funtor, λ : dom =⇒ F y ρ : F =⇒ cod transformaciones

naturales tales que

(a) δ = ρ ◦λ y

(b) ρ f ∈ RF y λ f ∈ LF ∀ f ∈Mor(C ).

Entonces (LF ,RF) es un sistema de factorización débil en C . Más aún, el triple (F,λ ,ρ) es una

realización funtorial de (LF ,RF).

Demostración. Veamos que el par (LF ,RF) cumple las condiciones de los incisos (a), (b) y (c)

de la Proposición 2.2.10. En efecto, el inciso (a) se cumple por hipótesis, y los incisos (b) y (c)

se cumplen por la Proposición 2.5.7. Por lo tanto (LF ,RF) es un sistema de factorización débil

en C . �

Terminaremos esta sección enunciando un teorema que nos dice precisamente cuando un siste-

ma de factorización débil es funtorial.

Teorema 2.5.10. Sea (L,R) un sistema de factorización débil en una categorı́a C . Entonces

(L,R) es funtorial si y sólo si (L,R) tiene una realización funtorial (F,λ ,ρ).

Demostración. Ver [RT02].
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2.6. Homotopı́a

En esta sección estudiaremos la teorı́a de homotopı́a desarrollada en una categorı́a de modelo.

Después estudiaremos y analizaremos las propiedades de la categorı́a de homotopı́a de una

categorı́a de modelo. Las referencias para esta sección son [Hi03] y [Ho99].

Notación 2.6.1. Sean A1 y A2 objetos de una categorı́a de modelo M y { fi : Ak −→ B}k=1,2

una familia de morfismos de M . La propiedad universal del coproducto de {Ak}k=1,2 induce un

morfismo η : A1
∏

A2 −→ B que hace conmutar el siguiente diagrama

A1

in
1 //

f1 %%

A1
∏

A2

η
��

A2

in
2oo

f2yy

=

B .

=

El morfismo η : A1
∏

A2 −→ B es denotado como η := [ f1, f2].

Dualmente, si {gk : B−→ Ai}K=1,2 es una familia de morfismos de M . La propiedad universal

del producto de {Ak}k=1,2 induce un morfismo δ : A1 ∏A2−→B que hace conmutar el siguiente

diagrama

A1 A1 ∏A2

pr
1oo

pr
2 // A2

=

B .

g1

ee

δ

OO

g2

99
=

Finalmente, el morfismo δ : B−→ A1 ∏A2 es denotado como δ := ( f1, f2).

Definición 2.6.2. Sean M una categorı́a de modelo, X y Y objetos de M . Un objeto cilindro

de X es un objeto X ∧ I 7 de M y una factorización

X
∏

X

i $$

[1X ,1X ] //

=

X

X ∧ I

p

<<

tal que i es una cofibración y p es una fibración trivial. Un objeto camino de Y es un objeto Y I

de M y una factorización

7D. Quillen en [Qui67] denota a un objeto cilindro como X × I porque en Top los cilindros usuales son un

producto de la forma X× I.
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Y

s ��

(1Y ,1Y ) //

=

Y ∏Y

Y I

q

<<

tal que s es una cofibración trivial y q es una fibración.

Notación 2.6.3. Consideremos los diagramas de la definición anterior. Definiendo

i1 := i◦ in1 y i2 := i◦ in2,

obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

X
in

1 //

i
1 %%

X
∏

X

i
��

X
in

2oo

i
2yy

=

X ∧ I .

=

De este modo, consideremos la siguiente notación i := i1
∏

i2.

Dualmente, definiendo

q1 := pr1 ◦q y q2 := pr2 ◦q

obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

Y Y ∏Y
pr

2 //
pr

1oo Y
=

Y I .

q

OO

q
2

::

q
1

dd
=

De esta manera, consideremos la siguente notación q := q1 ∏q2.

Estas notaciones nos permiten realizar la siguiente definición.

Definición 2.6.4. Sean M una categorı́a de modelo y f ,g : X −→ Y morfismos de M . Una

homotopı́a izquierda de f a g consiste de un objeto cilindro

X
∏

X

i $$

[1X ,1X ] //

=

X

X ∧ I

p

<<

de X y un morfismo H : X ∧ I −→ Y que hacen conmutar el siguiente diagrama
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Y

X

f
::

i1

// X ∧ I
= =

H

OO

X .

g
ee

i2

oo

Una homotopı́a derecha de f a g consiste de un objeto camino

Y

s ��

(1Y ,1Y ) //

=

Y ∏Y

Y I

p

<<

de Y y un morfismo H : X −→ Y I que hacen conmutar el siguiente diagrama

X

H
��

f

||

g

##
Y Y I

q2

//
q1

oo
= =

Y .

Si existe una homotopı́a izquierda (resp. derecha) de f a g diremos que f es homotópico iz-

quierdo (resp. derecho) a g, en sı́mbolos escribiremos f l
∼ g (resp. f r

∼ g). Si f l
∼ g y f r

∼ g, diremos

que f es homotópico a g, en este caso escribiremos f ∼ g.

Observación 2.6.5. El Axioma (M.4) de la definición de estructura de modelo (Def. 2.1.16),

implica que cualquier objeto X de una categorı́a de modelo M tiene un objeto cilindro y un

objeto camino.

Proposición 2.6.6. Sean M una categorı́a de modelo y X ,Y ∈ Obj(M ).

(a) Si Y y X son cofibrantes, entonces los morfismos in1 : X −→ X
∏

Y y in2 : Y −→ X
∏

Y

son cofibraciones.

(b) Si Y y X son fibrantes, entonces los morfismos pr1 : X ∏X −→Y y pr2 : Y ∏X −→ X son

fibraciones.

Demostración.

(a) Notemos que el siguiente diagrama conmutativo

0 //

��
=

X

in1
��

Y
in2

// X
∏

Y
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es un diagrama de coproducto fibrado. Luego, como la clase de cofibraciones es cerrada bajo

coproductos fibrados, se sigue (a). La demostración del inciso (b) es dual. �

Lema 2.6.7 (K. S. Brown). Sea M una categorı́a de modelo.

(a) Si g : X −→Y es una equivalencia débil entre objetos cofibrantes, entonces g se factoriza

como g = ji, donde i es una cofibración trivial y j es una fibración trivial; además j tiene

un inverso derecho que es una cofibración trivial.

(b) Si g : X −→ Y es una equivalencia débil entre objetos fibrantes, entonces g se factoriza

como g = ji, donde i es una fibración trivial y j es una cofibración trivial; además i tiene

un inverso izquierdo que es una fibración trivial.

Demostración.

(a) Recordemos que la proposición anterior asegura que los morfismos in1 : X −→ X
∏

Y e

in2 : Y −→ X
∏

Y son cofibraciones. Por otro lado, consideremos la siguiente factorización

X
∏

Y

k ##

[g,1Y ] //

=

Y

Z ,
j

??

donde k es una cofibración y j es una fibración trivial. Notemos que g = j◦k◦ in1 = [g,1Y ]◦ in1,

X
in

1 //

g
""

X
∏

Y

[g,1Y ]

��

Y
in

2oo

1Y||

=

Y .

=

Como g y j son equivalencias débiles, concluimos que t := k ◦ in1 es una equivalencia débil,

además in1 y k son cofibraciones, entonces t es una cofibración trivial. Por último, observamos

que j ◦ k ◦ in2 = [g,1Y ]◦ in2 = 1Y .

La demostración del inciso (b) es dual. �

Definición 2.6.8. Sean M una categorı́a de modelo y f : X −→Y un morfismo de M . Decimos

que f es una equivalencia de homotopı́a si existe un morfismo h ∈M (Y,X) tal que h f ∼ 1X

y f h∼ 1Y .

La siguiente proposición resume las propiedades de la relación de homotopı́a izquierda, y la no-

ción dual, la relación de homotopı́a derecha. Esta proposición es estándar y viene originalmente

de [Qui67].
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Proposición 2.6.9. Sean M una categorı́a de modelo y f ,g : B−→ X morfismos de M . Enton-

ces, las siguientes condiciones se satisfacen

(a) si f l
∼ g y h ∈M (X ,Y ), entonces h f l

∼ hg. Dualmente, si f r
∼ g y h ∈M (A,B), entonces

f h r
∼ gh.

(b) Si X es un objeto fibrante, f l
∼ g y h ∈M (A,B), entonces f h l

∼ gh. Dualmente, si B es un

objeto cofibrante, f r
∼ g y h ∈M (X ,Y ), entonces h f r

∼ hg.

(c) Si B es un objeto cofibrante, entonces la relación de homotopı́a izquierda es una relación

de equivalencia en M (B,X). Dualmente, si X es un objeto fibrante, entonces la relación

de homotopı́a derecha es una relación de equivalencia en M (B,X).

(d) Si B es un objeto cofibrante y h ∈M (X ,Y ) es una fibración trivial, o una equivalencia

débil, entre objetos fibrantes, entonces h induce un isomorfismo

M (B,X)/ l
∼
−→M (B,Y )/ l

∼
.

(e) Si X es un objeto fibrante y h ∈M (A,B) es una cofibración trivial, o una equivalencia

débil, entre objetos cofibrantes, entonces h induce un isomorfismo

M (B,X)/ r
∼ −→M (A,X)/ r

∼ .

( f ) Si B es un objeto cofibrante, entonces f l
∼ g implica que f r

∼ g. Además, si X I es un objeto

camino de X , entonces existe una homotopı́a derecha K : B−→ X I de f a g. Dualmente,

si X es un objeto fibrante, entonces f r
∼ g implica que f l

∼ g, además existe una homotopı́a

izquierda de f a g.

Demostración. Ver [Ho99].

Proposición 2.6.10. Sean M una categorı́a de modelo, B un objeto cofibrante y X un objeto fi-

brante de M . Entonces las relaciones l
∼ y r

∼ en M (B,X) coinciden. Además, dichas relaciones

son relaciones de equivalencia en M (B,X).

Definición 2.6.11. Sea M una categorı́a de modelo con la estructura de modelo (C,F,W) de

M . Definimos la subcategorı́a plena Mcf de M donde:

Obj(Mcf) := C•∩F•; es decir los objetos de M que son cofibrantes y fibrantes.



2.6. HOMOTOPÍA 103

La proposición 2.6.9 implica la siguiente observación.

Observación 2.6.12. La relación∼ de homotopı́a es una relación de equivalencia en Mor(Mcf),

más aún, ∼ es compatible con la categorı́a Mcf.

Definición 2.6.13 (D. M. Kan). Sea M una categorı́a de modelo. La categorı́a πMcf de ho-

motopı́a clásica de M se define como πMcf := Mcf/∼ .

Proposición 2.6.14. Sean M una categorı́a de modelo y f un morfismo de Mcf. Entonces f es

una equivalencia débil de M si y sólo si es una equivalencia de homotopı́a.

Demostración. Ver [Ho99].

La categorı́a de homotopı́a clásica es de cierto modo inadecuada, ya que algunas construcciones

podrı́an requerir objetos que no necesariamente sean fibrantes y cofibrantes. Por esto, necesi-

tamos una categorı́a de homotopı́a que tenga todos los objetos de la categorı́a de modelo. La

próxima contrucción, de una categorı́a de homotopı́a, cumple este requisito.

Definición 2.6.15. Sean C una categorı́a y S una clase de morfismos de C . Una localización

de C con respecto de S es una categorı́a C
[
S−1
]

y un funtor γ : C −→ C
[
S−1
]

tales que

(a) γ (s) es un isomorfismo; para todo s ∈ S,

(b) para cualquier categorı́a B y cualquier funtor F : A −→B tales que F (s)∈ Iso(B) para

todo s ∈ S, existe un único funtor D : C
[
S−1
]
−→B tal que D◦ γ = F .

La localización 8 de una categorı́a es, formalmente, el proceso añadir los inversos de ciertos

morfismos. Sin embargo, éste proceso no necesariamente es posible. Es decir, la localización

de una categorı́a, no necesariamente existe. De hecho, si intentamos construir la localización de

una categorı́a, el proceso podrı́a requerir que las clases C
[
S−1
]
(X ,Y ) de morfismos no fueran

conjuntos.

Notemos que el inciso 2.6.15(b) implica que la categorı́a C
[
S−1
]

es única salvo isomorfismos

de categorı́as.

Proposición 2.6.16. Sean C una categorı́a y X un conjunto de morfismos de C . Entonces,

la localización C
[
X−1

]
de C con respecto de X existe. Más aún, si C es pequeña, entonces

C
[
X−1

]
también es pequeña.

Demostración. Ver [B194].

8Por analogı́a con el caso de los anillos de fracciones, donde formalmente se añaden los inversos de un conjunto

de elementos del anillo, la localización de una categorı́a C también suele llamarse categorı́a de fracciones de C .
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Definición 2.6.17. Sea M una categorı́a de modelo. La categorı́a de homotopı́a de Quillen de

M es la localización de M con respecto a clase W de equivalencias débiles . Dicha localización

es denotada por γ : M −→Ho(M ).

Frecuentemente, se refiere a la categorı́a de homotopı́a de Quillen 9 simplemente como la cate-

gorı́a Ho(M ). No obstante, se entiende la existencia del funtor γ : M −→Ho(M ).

Sin embargo, puesto que Ho(M ) es una localización por definición, la existencia de Ho(M )

no está asegurada. Para demostrar la existencia de dicha localización, necesitamos las nociones

de reemplazo cofibrante y reemplazo fibrante.

Lema 2.6.18. Sean M una categorı́a de modelo y (C,F,W) la estuctura de modelo de M . Si

(C,F,W) es funtorial, entonces

(a) existen un funtor Q : M −→M , llamado funtor de reemplazo10 cofibrante de M , tal

que QX ∈ C• para todo X ∈ Obj(M ) y una transformación natural α : Q =⇒ 1M ; y

(b) existen un funtor R : M −→M , llamado funtor de reemplazo fibrante de M , tal que

RX ∈ F• para todo X ∈ Obj(M ) y una transformación natural β : 1M =⇒ R.

Demostración.

(a) El Teorema 2.5.10 nos dice que (C,F∩W) tiene una factorización funtorial (F,λ ,ρ). Lue-

go, para cada X ∈ Obj(M ) consideramos el único morfismo
#»

X : 0 −→ X . Después, para todo

morfismo f : X −→ Y de M tenemos el siguiente cuadrado conmutativo

0
10 //

#»

X

��

=

0

#»

Y

��
X

f
// Y .

De la definición de realización funtorial y la conmutatividad del cuadrado anterior obtenemos

el siguiente diagrama conmutativo

9En la literatura se usa simplemente Categorı́a de homotopı́a.
10También se usa el término aproximación.
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=

0

#»

X

##

10 //

λ #»

X

��

=

0

#»

Y

||

λ #»

Y

��
=F

#»

X

=

F(10, f )
//

ρ #»

X

��

F
#»

Y

ρ #»

Y

��
X

f
// Y ,

donde λ #»

X
,λ #»

Y
∈ C y ρ #»

X
,ρ #»

Y
∈ F∩W. Notemos que F

#»

X ∈ C•, ya que λ #»

X
es una cofibración.

De esta manera, podemos definir un funtor Q : M −→M de la siguiente forma

(a.1) QX := F
#»

X para todo X ∈ Obj(M ).

(a.2) Q f := F (10, f ) para todo f ∈Mor(M ).

Veamos que Q : M −→M es un funtor. En efecto, Para cada par de morfimos f : X −→ Y y

g : Y −→ Z de M tenemos

Q(g f ) = F (10,g f ) = F (10,g)F (10,g) = QgQ f .

Además, para todo X ∈ Obj(M ) tenemos

Q1X = F (10,1X) = 1F(10,1X ) = 1QX .

Por otro lado, la conmutatividad del siguiente diagrama

F
#»

X

=

F(10, f ) //

ρ #»

X

��

F
#»

Y

ρ #»

Y

��
X

f
// Y ,

nos dice que existe una transformación natural α : Q −→ 1M , definida como αX := ρ #»

X
para

todo X ∈ Obj(M ).

QX
αX //

Q f
��

=

X

f

��
QY

αY

// Y .
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La prueba del inciso (b) es dual. �

Observación 2.6.19. Sean M una categorı́a de modelo y R : M −→M un reemplazo fibrante

de M . Si X es un objeto cofibrante, entonces R(X) también lo es. En particular, para cualquier

objeto X de M se tiene que R(Q(X)) es un objeto fibrante y cofibrante.

Demostración. Sea σ := {σX : X −→ R(X)}
X∈|M |

la transformación natural asociada a R. No-

temos que el siguiente morfismo

0 // X
σX // R(X)

es una cofibración, ya que σX es una cofibración trivial; y por lo tanto R(X) es cofibrante. �

Teorema 2.6.20. Sean M una categorı́a de modelo y (C,F,W) la estuctura de modelo de M .

Si (C,F,W) es funtorial, entonces la categorı́a de homotopı́a de Quillen de M existe.

Demostración. Sean Q : M −→M un reemplazo cofibrante de M y F : M −→M un reem-

plazo fibrante de M . Definimos la categorı́a Ho(M ) como sigue

(a) Obj(Ho(M )) := Obj(M ).

(b) ∀X ,Y ∈ Obj(M ) se define

Ho(M )(X ,Y ) := M (RQX ,RQY )/∼ .

(c) La composición de morfismos en Ho(M ) es la misma que la de πMcf. Es decir, la

composición de clases de homotopı́a de morfismos entre objetos que son cofibrantes y

fibrantes.

El funtor γ : M −→Ho(M ) se define como sigue

(d) γ (X) := X para todo X ∈ Obj(M ),

(e) para todo morfismo f ∈M (X ,Y ) se define γ ( f ) := [RQ f ]
∼

. Es decir γ ( f ) es la clase de

homotopı́a del morfismo RQ f .

Notemos que si f es una equivalencia trivial, entonces Q f también lo es. En efecto, recordemos

que Q f ◦ pX = f ◦ pY , donde los morfismos pX , pY son equivalencias débiles. De forma similar,

se puede concluir que R f es una equivalencia débil. Lo anterior implica que, para cualquier

equivalencia débil f , se tiene que RQ f es una equivalencia débil. Por la Proposición 2.6.14,

concluimos que RQ f es una equivalencia de homotopı́a, es decir, un isomorfismo en Ho(M ).

Los detalles restantes se pueden encontrar en [Hi03]. �
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Observación 2.6.21. En la demostración del Teorema 2.6.20, suponer que (C,F,W) es funto-

rial es de vital importancia para la prueba. Sin embargo, Quillen demuestra la existencia de la

categorı́a de homotopı́a Ho(M ) sin suponer que la estructura de modelo de M es funtorial.

Haremos un esbozo de la contrucción que hizo Quillen. Dicha construcción proviene original-

mente de [Qui67].

Sean M una categorı́a de modelo y (C,F,W) la estructura de modelo de M .

(a) Definimos las subcategorı́as plenas Mc y Mf de M donde

Obj(Mc) := C• y Obj(Mf) := F•.

(b) Luego, definimos la categorı́a πMc como

(b.1) Obj(πMc) := C• y

(b.2) ∀X ,Y ∈ C• se define πMc (X ,Y ) := M (X ,Y )/ r
∼ . Usando el inciso 2.6.9.(b) se

induce la composición en πMc.

(c) De forma dual, se define la categorı́a πMf como

(c.1) Obj(πMf) := C• y

(c.2) ∀X ,Y ∈F• se define πMf (X ,Y ) :=M (X ,Y )/ l
∼

. De nuevo, se usa el inciso 2.6.9.(b)

para definir la composición en πMf.

(d) Por otro lado, para cada X ∈ Obj(M ) tomamos las siguientes factorizaciones

0

""

//

=

X

Q(X)

pX

<<
y

X

iX ##

//

=

1

R(X) ,

<<

donde QX ∈ C•, RX ∈ F•, iX ∈ C∩W y pX ∈ F∩W. Si X ∈ C•, tomamos QX = X y

pX = 1X . Dualmente, si X ∈ F•, tomamos RX = X e iX = 1X .

Además, para cada morfismo f ∈M (X ,Y ) tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 //

��
=

QY

PY

��
QX

f◦pX

// Y .

Notemos que el morfimo 0 −→ QX es una cofibración, por lo que existe un morfismo

Q f : QX −→ QY que hace conmutar el siguiente diagrama
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0 //

��

=

=

QY

PY

��
QX

Q f

==

f◦pX

// Y .

Luego, se tiene que Q(g◦ f ) r
∼Qg◦Q f y Q1X

r
∼ 1QX , siempre que g◦ f esté definida. De

esta forma, se define un funtor Q : M −→ πMc como

(d.1) QX := QX para todo X ∈ Obj(M ) y

(d.1) Q f := [Q f ]
r∼

para todo f ∈Mor(M ).

De forma dual, definimos un funtor R : M −→ πM f . Después, la restricción del funtor

Q : M −→ πMc en M f induce un funtor Q̂ : πM f −→ πMc f y la restricción del funtor

R : M −→ πM f en Mc induce un funtor R̂ : πMc −→ πMc f .

(e) Finalmente, la categorı́a de homotopı́a Ho(M ) de M se define como sigue

(e.1) Obj(Ho(M )) := Obj(M ).

(e.2) ∀X ,Y ∈ Obj(M ) se define

Ho(M )(X ,Y ) := πMcf ( R̂QX , R̂QX ).

(e.3) El funtor γ : M −→ Ho(M ) se define como γ (X) := X para todo X ∈ Obj(M ) y

γ ( f ) := R̂Q para todo morfismo f ∈M (X ,Y ).

Terminaremos esta sección con, siguiendo a Mark Hovey, el “teorema fundamental sobre las

categorı́as de modelo”. La demostración puede encontrarse en [Ho99].

Teorema 2.6.22. Sean M una categorı́a de modelo y γ : M −→ Ho(M ) la categorı́a de ho-

motopı́a de Quillen de M . Entonces

(a) πMc f es equivalente a Ho(M );

(b) γ ( f ) es un isomorfismo si y sólo si f es una equivalencia débil.

2.7. Funtores de Quillen

En esta sección revisaremos algunas propiedades de los morfismos entre categorı́as de modelo.

Hasta ahora, se puede pensar que es conveniente que un funtor entre dos categorı́as de modelo
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preserve fibraciones, cofibraciones y equivalencias débiles, para desarrollar construcciones en

la teorı́a de categorı́as de modelo. Como veremos, esto no será necesario. Las referencias para

esta sección son [Ho99] y [Hi03].

Definición 2.7.1. Sean M y N categorı́as de modelo y T : M −→ N un funtor. Decimos

que T es un funtor de Quillen izquierdo si tiene adjunto derecho y preserva cofibraciones

y cofibraciones triviales. Además, diremos que T es un funtor de Quillen derecho si tiene

adjunto izquierdo y preserva fibraciones y fibraciones triviales.

Enunciaremos algunas propiedades elementales de los funtores de Quillen.

Observación 2.7.2.

(a) La composición de dos funtores de Quillen izquierdos (resp. derechos) es un funtor de

Quillen izquierdo (resp. derecho).

(b) El funtor identidad de una categorı́a de modelo es un funtor de Quillen izquierdo y dere-

cho.

Definición 2.7.3. Sean M y N categorı́as de modelo. Una adjunción (G,F,Θ) : N −→M es

una adjunción de Quillen si G es un funtor de Quillen izquierdo.

Lema 2.7.4. Sean M y N categorı́as de modelo y (G,F,Θ) : N −→M una adjunción. En-

tonces (G,F,Θ) es una adjunción de Quillen si y sólo si F es un funtor de Quillen derecho.

Demostración. Es una consecuencia inmediata de la Proposición 2.3.4. �

Observación 2.7.5. Sean (G1,F1,Θ1) : M1 −→M2 y (G2,F2,Θ2) : M2 −→M3 adjunciones

de Quillen. La composición (G,F,Θ) : M1 −→M3, de (G2,F2,Θ2) con (G1,F1,Θ1), se define

como

F := F2 ◦F1 G := G2 ◦G1 Θ := Θ2 ◦Θ1.

La composición (G,F,Θ) es una adjunción de Quillen, más aún, dicha composición es asocia-

tiva.

El siguiente resultado es una mejora del Lema 2.7.4, éste es debido a Daniel K. Dugger. La

demostación puede encontrarse en [Hi03].

Lema 2.7.6. Sean M y N categorı́as de modelo y (G,F,Θ) : N −→M una adjunción. En-

tonces, las siguientes condiciones son equivalentes
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(a) (G,F,Θ) : N −→M una adjunción de Quillen.

(b) G preserva cofibraciones triviales y cofibraciones con dominio y codominio cofibrantes.

(c) F preserva fibraciones triviales y fibraciones con dominio y codominio fibrantes.

Definición 2.7.7. Una adjunción de Quillen (G,F,Θ) : N −→M es una equivalencia de

Quillen si para cualquier objeto fibrante X de N y cualquier objeto cofibrante Y de M , un

morfismo f : GX −→ Y es una equivalencia débil en M si y sólo si Θ( f ) : X −→ FY es una

equivalencia débil en N .

Finalizaremos esta sección enunciando un teorema que establece una relación entre categorı́as

de modelo equivalentes, en el sentido de la Definción 2.7.7, con sus categorı́as de homotopı́a.

La demostración puede encontrarse en [Hi03].

Teorema 2.7.8. Sea (G,F,Θ) : N −→M una adjunción de Quillen. Si (G,F,Θ) es una equi-

valencia de Quillen, entonces las categorı́as de homotopı́a Ho(M ) y Ho(N ) son equivalentes.

2.8. Categorı́as de modelo cofibrantemente generadas

El objetivo de esta sección es presentar un resultado conocido como el argumento del objeto

pequeño. Dicho resultado es una herramienta para obtener una factorización funtorial en una

categorı́a. Después, utilizaremos el argumento del objeto pequeño para obtener un resultado

que nos permite construir un tipo de estructura de modelo, la cual llamaremos cofibrantemente

generada. Para desarrollar esta herramienta, necesitaremos algunas nociones sobre teorı́a de

conjuntos (ver [Je02]).

Observación 2.8.1. Sean A y B categorı́as.

(a) Una clase de objetos P⊆ Obj(A ) determina una subcategorı́a plena AP de A como si-

gue:

(a.1) Obj(AP) := P

(a.2) ∀X ,Y ∈ Obj(AP) se define AP (X ,Y ) := A (X ,Y ). La composición en AP es la

misma que A .

(b) Un funtor F : A −→B induce el funtor F |P : AP −→B definido como sigue:

(b.1) F |P (X) :=F (X) para todo X ∈Obj(AP) y F |P ( f ) :=F ( f ) para todo f ∈Mor(AP).
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Definición 2.8.2. Sean C una categorı́a cocompleta y λ un ordinal, considerado como una

categorı́a. Una λ -sucesión en C es un funtor S : λ −→ C , es decir un diagrama

S0
// S1

// S2
// . . . // Sβ

// . . . (β < λ ),

tal que para todo ordinal lı́mite 11 γ < λ se tiene que lim
−→

S|γ ≃ Sγ . La composición de una

λ -sucesión es el morfismo S0 −→ lim
−→

S.

S0
//

''

S1
//

  

S2

��

// . . . //

. . .

Sβ
//

ww

. . .

. . .

lim
−→

S .

Definición 2.8.3. Sean C una categorı́a y M⊆Mor(C ) una clase de morfismos. Una compo-

sición transfinita de morfismos de M es la composición de una λ -sucesión en C

S0
// S1

// S2
// . . . // Sβ

// . . . (β < λ ),

para algún ordinal λ , tal que ∀β +1 < λ el morfimo Sβ −→ Sβ+1 está en M. Denotaremos una

composición transfinita de morfismos en M por Co(M)λ : S0 −→ lim
−→

S.

Definición 2.8.4. Una clase de morfismos M, en una categorı́a C , es cerrada bajo composición

transfinita si cualquier composición transfinita Co(M)λ : S0 −→ lim
−→

S de morfismos de M

está en M.

Proposición 2.8.5. Si M es una clase de morfismos de una categorı́a C , entonces ⋔M es cerrada

bajo composición transfinita.

Demostración. La prueba se hace por inducción transfinita.

Definición 2.8.6. Sea γ un cardinal. Decimos que un ordinal lı́mite α es γ-filtrado si ∀A ⊆ α

con |A|< γ se tiene que sup(A)< α .

Observación 2.8.7. Sean λ y β cardinales tales que λ < β y α un ordinal lı́mite. Si α es

β -filtrado, entonces α es λ -filtrado.

Observación 2.8.8. Sean C una categorı́a cocompleta y S : λ −→C una λ -sucesión en C . Para

cada objeto A ∈ Obj(C ) se puede inducir un morfismo

Ψ : lim
−→

C (A,S−)−→ C
(
A, lim
−→

S
)

11Un ordinal α es un ordinal lı́mite si no es un ordinal sucesor.
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de la siguiente forma:

(1) Consideremos diagramas de colı́mites para los funtores C (A,S−) : C −→ Set y S : λ −→

C

lim
−→

C (A,S−)

=

::
µβ

dd
µβ ′

C
(
A,Sβ

)
// C
(
A,Sβ ′

)

lim
−→

S

=

;;
ηβ

dd
ηβ ′

Sβ
// Sβ ′ .

(2) Con los diagramas anteriores podemos construir un cocono con base en el funtor C (A,S−) :

C −→ Set

C
(
A, lim
−→

S
)

=

;;
C (A,ηβ)

cc
C (A,ηβ ′)

C
(
A,Sβ

)
// C
(
A,Sβ ′

)

(3) La propiedad universal del colı́mite induce la existencia de un morfismo Ψ que hace

conmutar el siguiente diagrama

lim
−→

C (A,S−) Ψ //
gg

µβ
=

C
(
A, lim
−→

S
)

88

C (A,ηβ)

C
(
A,Sβ

)

para todo β < λ .

Definición 2.8.9. Sean C una categorı́a cocompleta, D una clase de morfismos de C , κ un

cardinal y A un objeto de C . Decimos que A es κ-pequeño relativo en D si para todo ordinal

κ-filtrado λ y toda λ -sucesión

S0
// S1

// S2
// . . . // Sβ

// . . . (β < λ ),

tal que ∀β +1 < λ el morfismo Sβ −→ Sβ+1 está en D, y el morfismo inducido

Ψ : lim
−→

C (A,S−)−→ C
(
A, lim
−→

S
)
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es un isomorfismo. Diremos que un objeto A ∈ Obj(C ) es pequeño relativo en D si A es

κ-pequeño relativo en D para algún cardinal κ . Finalmente, diremos que A es pequeño si es

pequeño relativo en Mor(C ).

Enunciaremos la definición anterior en el caso en el que κ es un cardinal finito.

Definición 2.8.10. Sean C una categorı́a cocompleta, D una clase de morfismos de C y A un

objeto de C . Decimos que A es finito relativo en D si es κ-pequeño, para algún cardinal finito

κ . Finalmente, diremos que A es finito si es finito relativo en Mor(C ).

Definición 2.8.11. Sean M una clase de morfismos en una categorı́a C y f un morfismo de C .

(a) Diremos que f es M-inyectivo (resp. M-proyectivo) si f ∈M⋔ (resp. f ∈ ⋔M). La clase

de todos los morfismos M-inyectivos (resp. M-proyectivos) será denotada como M-Iny

(resp. M-Proy). Esto es M-Iny =M⋔ y M-Proy = ⋔M.

(b) Diremos que f es una M-cofibración (resp. M-fibración) si f ∈ ⋔ (M-Iny) (resp. ∈

(M-Proy)⋔). La clase de todas las M-cofibaciones (resp. M-fibaciones) es denotada por

M-Cof (resp. M-Fib). Esto es M-Cof = ⋔ (M-Iny) y M-Fib = (M-Proy)⋔.

La siguiente observación es un consecuencia inmediata de la definición anterior.

Observación 2.8.12. Para M y N clases de morfismos en una categorı́a C , se tiene que:

(a) M⊆M-Cof y M⊆M-Fib;

(b) si M⊆N, entonces N-Iny⊆M-Iny y N-Proy⊆M-Proy;

(c) finalmente, si M⊆N, entoneces M-Cof⊆N-Cof y M-Fib⊆N-Fib.

Lema 2.8.13. Sean (F,U,Θ) : C −→ D una adjunción, N ⊆Mor(C ) y M ⊆Mor(D) clases

de morfismos. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) U (FM-Iny)⊆M-Iny.

(b) F (M-Cof)⊆ FM-Cof.

(c) F (UN-Proy)⊆N-Proy.

(d) U (N-Fib)⊆UN-Fib.
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Demostración.

(a) Si x ∈U (FM-Iny), entonces x =Ug, con g ∈ FM-Iny. Lo anterior quiere decir que F f ⋔ g

para todo f ∈M. Ahora bien, por la Proposición 2.3.1 se tiene que f ⋔Ug para todo f ∈M, lo

cual prueba que x =Ug ∈M-Iny.

Los incisos restantes se prueban análogamente como en (a).�

Definición 2.8.14. Sea I un conjunto de morfismos de una categorı́a cocompleta C . Un com-

plejo I-celular relativo 12 es una composición transfinita de coproductos fibrados de elementos

de I. Esto es, si f : A −→ B es un complejo I-celular relativo, entonces existe una λ -sucesión

S : λ −→ C en C tal que f es la composición de la λ -sucesión; además para todo β tal que

β +1 < λ , existe un diagrama de coproducto fibrado

Cβ

gβ //

fβ

��
=

Sβ

��
Dβ

// Sβ+1

con fβ ∈ I. Denotaremos a la clase de todos los complejos I-celulares relativos como I-Cel.

Finalmente, diremos que un objeto A∈Obj(C ) es un complejo I-celular si el morfismo 0→ A

está en I-Cel.

Observación 2.8.15. Para cada conjunto I de morfismos en una categorı́a cocompleta C se

tiene que I ⊂ I-Cel. En efecto, considerando el siguiente diagrama de coproducto fibrado

A
1A //

f

��

=

A

f

��
B

1B

// B ,

obtenemos que f ∈ I-Cel, ya que f se considera como una 1-sucesión.

Proposición 2.8.16. Sea I un conjunto de morfismos de una categorı́a cocompleta C . Entonces,

(a) I-Cel ⊆ I-Cof;

(b) si f ∈ I-Cel, entonces todo retracto de f está en I-Cof;

(c) I-Cel es cerrada bajo composición transfinita.

12También se usa el término I-cofibración regular.
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Demostración.

(a) Recordemos que I ⊆ I-Cof; y que por definición tenemos que I-Cof = ⋔
(
I⋔
)
. Por las Propo-

siciones 2.8.5 y 2.1.14, tenemos que I-Cof es cerrada bajo composición transfinita y coproductos

fibrados. Finalmente, por definición de I-Cel, concluimos que I-Cel ⊆ I-Cof.�

(b) La proposición 2.1.10 asegura que I-Cof es cerrada bajo retractos, y por el inciso anterior

concluimos lo que deseamos demostrar. �

(c) Ver [Ho99].

Teorema 2.8.17 (El argumento del objeto pequeño). Sean C una categorı́a cocompleta e I

un conjunto de morfismos de C . Si todos los dominios de los morfismos de I son pequenõs

relativos en I-Cel 13, entonces existe una factorización funtorial (γ,δ ) en C tal que γ ( f ) ∈ I-

Cel y δ ( f ) ∈ I-Iny para todo f ∈Mor(C ).

Demostración. Ver [Ho99].

Corolario 2.8.18. Sean C una categorı́a cocompleta e I un conjunto de morfismos de C . Si to-

dos los dominios de los morfismos de I son pequeños relativos en I-Cel, entonces (I-Cof, I-Iny)

es un sistema de factorización débil funtorial en C .

Demostración. Para cada clase de morfismos M de C tenemos las siguientes relaciones

⋔
(
M⋔
)
⋔
(
M⋔
)

y M⋔ =
(
⋔
(
M⋔
))

⋔.

En particular, tenemos que I-Cof = ⋔ (I-Iny) e I-Iny = I⋔ =
(
⋔
(
I⋔
))

⋔ = (I-Cof)⋔. Por otro

lado, el argumento del objeto pequeño garantiza la existencia de una factorización funtorial

(γ,δ ) en C tal que γ ( f ) ∈ I-Cel⊆ I-Cof y δ ( f ) ∈ I-Iny para todo f ∈Mor(C ). �

Corolario 2.8.19. Sean C una categorı́a cocompleta e I un conjunto de morfismos de C . Si

todos los dominios de los morfismos de I son pequenõs relativos en I-Cel, entonces para todo

morfismo f ∈ I-Cof existe un morfismo g ∈ I-Cel tal que f ∈ Re(g).

Demostración. Sea f ∈ I-Cof. Por el argumento del objeto pequeño, existen morfismos g ∈

I-Cel y p ∈ I-Iny tales que f = pg. Notemos que f ⋔ p. Por último, por el argumento de

retracción (Lema 2.1.15) concluimos que f ∈ Re(g).�

El siguiente resultado es debido a Philip S. Hirschhorn. La demostración puede encontrarse

en [Ho99].

13Esta condición es conocida como , siguiendo a D. Kan, el argumento del objeto pequeño. En este caso, se dice

que I permite el argumento del objeto pequeño.
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Proposición 2.8.20. Sea I un conjunto de morfismos de una categorı́a cocompleta C . Si todos

los dominios de los morfismos de I son pequeños relativos en I-Cel y A ∈ Obj(C ) es un objeto

pequeño relativo en I-Cel, entonces A es pequeño relativo en I-Cof.

Definición 2.8.21. Sean M una categorı́a de modelo y (C,F,W) la estructura de modelo de

M . Diremos que M es cofibrantemente generada si existen conjuntos I y J de morfismos de

M tales que:

(a) Los dominios de los morfismos de I son pequeños relativos en I-Cel.

(b) Los dominios de los morfismos de J son pequeños relativos en J-Cel.

(c) F∩W= I-Iny y F = J-Iny.

En este caso, diremos que I es el generador de cofibraciones y que J es el generador de

cofibraciones triviales. Finalmente diremos que (C,F,W) es una estructura de modelo cofi-

brantemente generada.

Observación 2.8.22. De la definición anterior podemos concluir que

C= I-Cof y C∩W= J-Cof.

La siguiente proposición presenta algunas propiedades básicas de las categorı́as cofibrantemente

generadas.

Proposición 2.8.23. Sea M una categorı́a de modelo cofibrantemente generada tal que I es

su generador de cofibraciones y J su generador de cofibraciones triviales. Supongamos que

(C,F,W) es la estructura de modelo de M , entonces

(a) toda cofibración es retracto de un elemento de I-Cel;

(b) los dominios de los morfismos de I son pequeños relativos en C;

(c) toda cofibración trivial es retracto de un elemento de J-Cel y

(d) los dominios de los morfismos de J son pequeños relativos en C∩W.

Demostración. Ver [Ho99].
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Teorema 2.8.24 (D. M. Kan). Sean C una categorı́a bicompleta, M una clase de morfismos

de C , I y J conjuntos de morfismos de C . Entonces, existe una estructura de modelo cofi-

brantemente generada en C tal que I es el generador de cofibraciones; J es el generador de

cofibraciones triviales y M es la clase de equivalencias débiles de C si y sólo si se cumplen las

siguientes condiciones:

(a) M es cerrada bajo retractos y cumple el axioma (M.1) 14 de la definición de estructura de

modelo;

(b) los dominios de los morfismos de I son pequeños relativos en I-Cel;

(c) los dominios de los morfismos de J son pequeños relativos en J-Cel;

(d) J-Cof⊆M∩ I-Cof;

(e) I-Iny⊆M∩ J-Iny.;

( f ) Cualquiera de las siguientes contenciones se cumple

M∩ I-Cof⊆ J-Cof o M∩ J-Iny⊆ I-Iny.

Demostración.

(⇒) Es claro que la estructura de modelo (C,F,M) cofibrantemente generada en C cumple los

incisos (a) ,(b) ,(c) ,(d) ,(e) y ( f ).

(⇐) Definamos una estructura de modelo (C,F,W) como sigue

C := I-Cof F := J-Iny W :=M.

Observemos que J-Cof = ⋔ (J-Iny) = ⋔F. Ahora veamos que (C,F,W) es una estructura de

modelo. Veamos que se cumplen los axiomas de la definición de estructura de modelo (Def.

2.1.16).

(M.1) Tres por dos. Por inciso (a).

(M.2) Retractos. Por inciso (a).

(M.3) Factorización. Usando el argumento de objeto pequeño con los conjuntos I y J res-

pectivamente, obtenemos factorizaciones funtoriales (α,β ) y (γ,δ ) en C tales que para

cualquier morfismo f de C el siguiente diagrama conmuta

14Es decir, Si f y g son morfismos en C tal que g f está definida, y si dos de los morfismos f , g y g f están en

W, entonces el morfismo restante está en W.
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A

α( f )
??

f //

γ( f ) ��

C

=
β ( f )

��

B

=

δ ( f )

??
D ,

con α ( f ) ∈ I-Cel ⊆ I-Cof = C, β ( f ) ∈ I-Iny ⊆W∩ J-Iny = W∩F, γ ( f ) ∈ J-Cel ⊆

J-Cof = ⋔F y δ ( f ) ∈ J-Iny = F.

(M.4) Levantamiento. C∩W ⋔ F y C ⋔ F∩W.

Probemos que (C∩W) ⋔ F. En efecto, supongamos que W∩ I-Cof ⊆ J-Cof. Haciendo

las sustituciones posibles obtenemos W∩C⊆ ⋔F, esto es equivalente a (W∩C) ⋔ F.

Demostremos que C ⋔ (F∩W). Veamos que F∩W⊆ C⋔. Sea p ∈ F∩W. Entonces p =

β (p)α (p), con α (p) ∈ I-Cel⊆ I-Cof = C y β (p) ∈ I-Iny⊆W∩J-Iny =W∩F. Como

W cumple el axioma (M.1), tenemos que α (p) ∈W; por el argumento de retracción

concluimos que p ∈ Re(β (p)). Notemos que I-Iny es cerrado bajo retractos. Luego p ∈

I-Iny, por lo que I-Cof ⋔ p, es decir p ∈ C⋔. Lo anterior prueba que F∩W⊆ C⋔, lo cual

equivalente a que C ⋔ (F∩W). �

Lema 2.8.25. Sean M1 una categorı́a de modelo cofibrantemente generada, donde I es el gene-

rador de cofibraciones y J el generador de cofibraciones triviales, M2 una categorı́a de modelo

y (F,U,Θ) : M1 −→M2 una adjunción. La adjunción (F,U,Θ) es una adjunción de Quillen si

y sólo si F f es una cofibración ∀ f ∈ I y F f es una cofibración trivial ∀ f ∈ J.

Demostración. Sean (C1,F1,W1) y (C2,F2,W2) las estructuras de modelo de M1 y M2, res-

pectivamente.

(⇒) Sea f ∈ I. Recordemos que I ⊆ I-Cof y notemos que I-Cof = C (Obs. 2.8.22), por lo que

f ∈ I. Ya que F es parte de una adjunción de Quillen, por lo que F preserva cofibraciones.

Entonces F f ∈ C2. De forma análoga se demuestra que F f ∈ es una cofibración trivial ∀ f ∈ J.

(⇐) Veamos que F preserva cofibraciones. En efecto, por hipótesis tenemos que FI ⊆ C2.

Luego FI-Cof ⊆ C2-Cof (Obs. 2.8.12). Por otro lado, tenemos que F (I-Cof) ⊆ FI-Cof (Lema

2.8.13). Por lo anterior, tenemos las siguientes contenciones

F (I-Cof)⊆ FI-Cof⊆ C2-Cof.

De nuevo, recordemos que I-Cof = C1 y notemos que

C2-Cof = ⋔
(
C2

⋔
)
= ⋔ (F2∩W2) = C2.
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Sustituyendo, obtenemos

F (C1)⊆ FI-Cof⊆ C2,

y entonces F (C1) ⊆ C2, lo cual significa que F preserva cofibraciones. De forma análoga se

demuestra que F preserva cofibraciones triviales. �

Definición 2.8.26. Sean (L,R) un sistema de factorización débil en una categorı́a cocompleta

C y K un conjunto de morfismos de C .

(a) La clase Cof(K) se define como la clase de morfismos que son retractos de elementos de

K-Cel.

(b) Diremos que (L,R) es cofibrantemente generado si existe un conjunto I de morfismos

de C tal que R= I⋔ y L= Cof(I).

Proposición 2.8.27. Si M es una categorı́a de modelo cofibrantemente generada tal que I es su

generador de cofibraciones, entonces I-Cof = Cof(I).

Demostración. Recordemos que I-Cel ⊆ I-Cof (Prop. 2.8.16) y que I-Cof es cerrada bajo re-

tractos, esto demuestra que Cof(I)⊆ I-Cof. Por otro lado, la Proposición 2.8.23(a) asegura que

I-Cof⊆ Cof(I). �

Observación 2.8.28. Si consideramos una categorı́a de modelo M cofibrantemente generada,

su estructura de modelo (C,F,W) está determinada por dos sistemas de factorización débiles

(C∩W,F) y (C,F∩W). Dichos sistemas de factorización cumplen que

C= I-Cof C∩W= J-Cof F∩W= I-Iny F = J-Iny.

Por la Proposición 2.8.27 concluimos que (C∩W,F) y (C,F∩W), como se espera, son cofi-

brantemente generados. Es decir, los sistemas de factorización que determinan a una categorı́a

de modelo cofibrantemente generada son cofibrantemente generados.

Terminaremos esta sección enunciando un teorema que nos dice cuando un sistema de factori-

zación débil es funtorial.

Teorema 2.8.29. Un sistema de factorización débil cofibrantemente generado en una categorı́a

localmente presentable C es funtorial.

Demostración. Ver [RT02].
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2.9. Estructuras de modelo

En esta sección haremos una breve presentación de algunas estructuras de modelo que son

clásicas en la literatura. Remarcamos que aunque son estructuras clásicas, la verificación de los

axiomas de la definición de estructura de modelo no es trivial.

2.9.1. Estructura de modelo de Quillen

Consideremos la categorı́a Top, cuyos objetos son espacios topológicos y Top(X ,Y ) es el con-

junto de todas las funciones continuas de A a B. Además, la composición en Top es la compo-

sición usual de funciones.

Sean I = [0,1] el intervalo cerrado unitario; In = [0,1]× ·· · × [0,1] (n veces) un n-cubo y

I0 = {⋆}. Decimos que dos funciones f ,g ∈ Top son homotópicas si existe una función conti-

nua

H : X× I −→ Y

tal que H (X ,0) = f (x) y H (X ,1) = g(x) para todo x ∈ X . En este caso, escribirmos f ∼ g para

indicar que f y g son homotópicas. De hecho, la relación ∼ es una relación de equivalencia.

Denotaremos la frontera de In por ∂ In. De este modo, si fijamos un punto x de un espacio

topológico X , una función f : (In,∂ In) −→ (X ,x) es continua si f : In −→ X es continua y

f [∂ In] = {x}.

El n-ésimo grupo de homotopı́a de X en x está definido por el cociente

πn (X ,x) := { f : (In,∂ In)−→ (X ,x) | f es continua }/∼.

Además, cada función g ∈ Top(X ,Y ) induce un homomorfismo de grupos

πn (g,x) : πn (X ,x)−→ πn (Y,g(x)), f 7−→ g◦ f para todo x ∈ X .

Un morfismo g ∈ Top(X ,Y ) es una equivalencia de homotopı́a débil si el homomorfismo

πn (g,x) es un isomorfismo de grupos ∀n≥ 0.

Ası́, la categorı́a Top tiene una estructura de modelo (C,F,W), donde

(Q.1) W es la clase de equivalencias de homotopı́a débiles.

(Q.2) F es la clase de todas las fibraciones de Serre 15. Es decir, las funciones continuas que se

levantan por la derecha con respecto de todas las inclusiones de la forma

15Llamadas ası́ por el matemático francés Jean Pierre Serre (1926 - ).
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Dn×0−→ Dn× I,

donde Dn es un n-disco cerrado unitario, es decir, Dn := {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1}.

(Q.3) C es la clase de todos los morfismos que son retracto de un CW -complejo relativo.

Esta estructura es conocida como la estructura de modelo de Quillen en Top, o en su defecto, la

q-estructura de modelo en Top. Además, es la primer estructura de modelo presentada explı́ci-

tamente, la referencia original para esta construcción es [Qui67].

El inciso (Q.2) sugiere claramente que esta categorı́a de modelo es cofibrantemente generada,

de hecho, esto es cierto. Los detalles de esta constucción pueden encontrarse en [Ho99].

2.9.2. Estructura de modelo de Støm

Una función f ∈ Top es una equivalencia de homotopı́a si existe g ∈ Top tal que g◦ f ∼ 1X y

f ◦g∼ 1Y . La estructura de modelo (C,F,W) definida por Arne Støm está determinada como

(S.1) W es la clase de todas las equivalencias de homotopı́a.

(S.2) F es la clase de las fibraciones de Hurewicz 16. Es decir, las funciones continuas que se

levantan por la derecha con respecto de las inclusiones de la forma X ×{0} −→ X × I,

donde X es un espacio topológico.

(S.3) C es la clase de todas las funciones continuas que se levantan con respecto de la clase de

todas las funciones que son fibracciones de Hurewicz y equivalencias de homotopı́a.

Lo detalles de esta construcción pueden encontrarse en [St72].

2.9.3. Categorı́a estable de módulos

Un anillo R es quasi-Frobenius si la clase de R-módulos (izquierdos o derechos) proyectivos

es igual a la clase de R-módulos (izquierdos o derechos) inyectivos.

Consideremos la categorı́a RMod de R-módulos izquierdos, con R un anillo quasi-Frobenius; y

f ,g ∈R Mod morfismos. Decimos que f y g son establemente equivalentes si f −g se facto-

riza a través de un R-módulo proyectivo 17. En sı́mbolos, escribimos f ∼ g. Ası́, un morfismo

f ∈ RMod(M,N) se dice equivalencia estable si existe g ∈ RMod(N,M) tal que g◦ f ∼ 1M y

16Llamadas ası́ por el matemático polaco Wiltod Hurewicz.
17Esta relación se puede definir cuando R es un anillo arbitrario.
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f ◦g∼ 1N .

La categorı́a RMod de R-módulos izquierdos, con R un anillo quasi-Frobenius tiene una estruc-

tura de modelo (C,F,W) 18 definida como sigue

(E.1) W es la clase de todos los morfismos que son equivalencias estables.

(E.2) F es la clase de todos los epimorfismos de RMod.

(E.3) C es la clase de todos los monomorfismos de RMod.

La relación definida anteriormente es una relación de equivalencia, más aún, es compatible

con la composición de RMod. De este modo, la categorı́a estable de R-módulos se define

como StRMod := RMod/∼. En este caso la categorı́a de homotopı́a de RMod es precisamente

StRMod.

Por otro lado, la definición de esta estructura de modelo no sugiere explı́citamente que esta

sea cofibrantemente generada, sin embargo, lo es. El conjunto de todas la inclusiones de la

forma L :−→ R, donde L es un ideal izquierdo de R, es el conjunto generador de cofibraciones.

Además, el conjunto generador de cofibraciones triviales es el conjunto que tiene solamente al

morfismo inclusión 000−→ R. Los detalles de esta construcción pueden encontrarse en [Ho99].

2.9.4. Estructura de modelo proyectiva

Sea R anillo. Consideremos la categorı́a Comp(RMod) de complejos en RMod. La categorı́a

Comp(RMod) tiene una estructura de modelo (C,F,W) determinada como sigue

(P.1) W es la clase de todos los quasi-isomorfismos. Es decir, los morfismos de cadena f • :

CCC• −→ KKK• tal que el homomorfismo de grupos inducido Hn ( f •) : Hn (CCC•) −→ Hn (KKK•)

es un isomorfismo.

(P.2) F es la clase de todos los epimorfismos de Comp(RMod).

(P.3) C es la clase de todos los morfismos de cadena
(

f
n)

= f • :CCC• −→KKK• tales que para todo

n ∈ Z el morfismo f
n

: C
n
−→ K

n
es mono-escindible y tiene conúcleo cofibrante.

Esta estructura de modelo es cofibrantemente generada. En efecto, para todo M ∈ RMod y n∈Z

definimos los complejos SSS•(M,n) y DDD•(M,n) como sigue

18Por practicidad, llamaremos a esta estructura de modelo estructura estable en RMod.
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S
k

(M,n) :=
{

M si k=n
000 si k 6=n. D

k

(M,n) :=
{

M si k=n o k=n−1
000 si k 6=n y k 6=n−1.

Las respectivas diferenciales están visualizadas en los siguientes diagramas

SSS•(M,n) : . . . // 000 // M // 000 // . . .

DDD•(M,n) : . . . // 000 // M
1M // M // 000 // . . .

Notemos que existe una inyección SSS•(M,n−1) −→DDD•(M,n). Ası́, el conjunto generador de cofibra-

ciones es el conjunto de todos los morfismo de cadena de la forma SSS•(M,n−1) −→ DDD•(M,n) y el

conjunto generador de cofibraciones triviales es el conjunto de todos los morfismos de la for-

ma 000−→DDD•(M,n). En este caso, la categorı́a de homotopı́a de Comp(RMod) es precisamente la

categorı́a derivada de RMod. Los detalles pueden encontrase en [Ho99].

2.9.5. Estructura de modelo absoluta

La siguiente estructura de modelo en Comp(RMod) es conocida como la estructura de modelo

absoluta.

(As.1) W es la clase de morfismos de cadena que son equivalencias de homotopı́a (ver definición

A.2.6)

(As.2) F es la clase de todos los morfismos de cadena
(

f
n)

= f • :CCC• −→KKK• tales que para todo

n ∈ Z el morfismo f
n

: C
n
−→ K

n
es epi-escindible .

(As.3) C es la clase de todos los morfismos de cadena
(

f
n)

= f • :CCC• −→KKK• tales que para todo

n ∈ Z el morfismo f
n

: C
n
−→ K

n
es mono-escindible .

Esta estructura de modelo tiene cierta relevancia en el capı́tulo 3, pues dicha estructura no es

abeliana. Los detalles de esta construcción pueden encontrarse en [HC02].



Capı́tulo 3

Categorı́as de modelo y pares de cotorsión

La meta de este capı́tulo es describir una conexión entre las estructuras de modelo y la teorı́a

de pares de cotorsión. Dicha conexión fue establecida en 2002 por Mark Hovey. Él probó que

cierta estructura de modelo en una categorı́a bicompleta abeliana induce dos pares de cotorsión

completos. La recı́proca también es cierta, esto es, si tenemos tres clases de objetos que forman

dos pares de cotorsión completos y compatibles, entonces es posible obtener una estructura de

modelo con algunas caracterı́sticas particulares.

3.1. Pares de cotorsión

En este capı́tulo consideraremos categorı́as abelianas que no necesariamente tengan suficientes

inyectivos (o proyectivos). Por lo anterior, trabajaremos con el funtor Ext1P : A −→ Ab, donde

P es la clase de todas las sucesiones exactas cortas de A (ver Apéndice A). Sin embargo,

usaremos la notación Ext1
A

para referirnos al funtor Ext1P. De hecho, si la categorı́a A tiene

suficientes inyectivos (o proyectivos), entonces los funtores anteriores son equivalentes (ver

Teorema A.6.14).

Definición 3.1.1. Sea A una clase de objetos de un categorı́a abeliana A . El complemento

ortogonal derecho de A con respecto del funtor Ext1
A

se define como

A⊥ := {Y ∈ Obj(A ) | Ext1
A
(A,Y ) = 000 ∀A ∈A }.

El complemento ortogonal izquierdo de A con respecto del funtor Ext1
A

se define como

⊥A := {Y ∈ Obj(A ) | Ext1
A
(Y,A) = 000 ∀A ∈A }.

124
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Definición 3.1.2. Sean D y E clases de objetos de una categorı́a abeliana A . El par ordenado

(D,E) es un par de cotorsión 1 en A si

D= ⊥E y E=D⊥.

Definición 3.1.3. Sea U una clase de objetos de una categorı́a abeliana A . Decimos que U es

cerrada bajo extensiones si para cualquier sucesión exacta corta

000 // X1
// X // X2

// 000

en A , con X1,X2 ∈ U, se tiene que X ∈ U.

Observación 3.1.4.

(a) Las clases D y E son cerradas bajo retractos.

Demostración. Para D ∈D y D̂ retracto de D tenemos la siguiente sucesión

D̂
r // D

p // D̂ ,

donde pr = 1D̂. Consideremos el funtor contravariante Ext1
A
(−,E), con E ∈ E. De este

modo, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

Ext1
A

(
D̂,E

) Ext1
A
(p,E)

//

1
Ext1

A
(D̂,E)

66
Ext1

A
(D,E)

=

Ext1
A
(r,E)

// Ext1
A

(
D̂,E

)
,

entonces Ext1
A

(
D̂,E

)
es retracto de Ext1

A
(D,E), y ası́ Ext1

A

(
D̂,E

)
= 000, probándose que

D̂ ∈ ⊥E=D. �

(b) Las clases D y E son cerradas bajo extensiones.

Demostración. Sea

000 // D1
// D // D2

// 000

1También se usa el término teorı́a de cotorsión. Los pares de cotorsión fueron introducidos en 1979 por Luigi

Salce, en la categorı́a de grupos abelianos, y redescubiertos por Edgar. E. Enochs y coautores en la década de 1990.

De hecho, la teorı́a de pares de cotorsión son de gran importancia en las matemáticas. Por ejemplo, fueron usados

para demostrar que todo módulo tiene una covertura plana.
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una sucesión exacta corta en A , con D1,D2 ∈D. Para cada E ∈ E obtenemos la siguiente

sucesión exacta

. . . // Ext1
A
(D2,E) // Ext1

A
(D,E) // Ext1

A
(D1,E) // . . .

Notamos que

Ext1A (D2,E) = 000 = Ext1A (D1,E) ,

por lo tanto Ext1
A
(D,E) = 000, probándose que D ∈⊥ E=D. �

Las demostraciones para E son análogas.

Ejemplos 3.1.5. Sea A una categorı́a abeliana.

(a) Consideremos la clase Iny(A ) de todos los objetos inyectivos de A y la clase Pro(A ) de

todos los objetos proyectivos de A . Entonces (Obj(A ) , Iny(A )) y (Pro(A ) ,Obj(A ))

son pares de cotorsión en A .

(b) Sean A y B clases de objetos de A . Notemos que A⊆ ⊥
(
A⊥
)

y A⊆
(
⊥A
)
⊥. Además,

A⊆B implica que B⊥ ⊆A⊥ y ⊥B⊆ ⊥A. Con lo anterior se concluye que

A⊥ =
(
⊥
(
A⊥
))
⊥ y ⊥A= ⊥

((
⊥A
)
⊥
)
.

Luego,
(
⊥
(
A⊥
)
,A⊥

)
y
(
⊥A,

(
⊥A
)
⊥
)

son pares de cotorsión en A .

La siguiente definición está basada en el ejemplo anterior.

Definición 3.1.6. Sean A y B clases de morfismos de una categorı́a abeliana A . Diremos que el

par ordenado (A,B) tiene suficientes proyectivos si ∀X ∈Obj(A ) existe una sucesión exacta

corta

000 // B // A // X // 000

en A , tal que A ∈ A y B ∈ B. Dualmente, decimos que (A,B) tiene suficientes inyectivos si

∀X ∈ Obj(A ) existe una sucesión exacta corta

000 // X // B // A // 000

en A , tal que A ∈ A y B ∈ B. Si (A,B) tiene suficientes proyectivos e inyectivos diremos

que es un par completo. Finalmente, cuando un par de cotorsión (D,E) es un par completo,

simplemente diremos que es un par de cotorsión completo.
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Observación 3.1.7. Una categorı́a abeliana A tiene sufientes proyectivos si y sólo si el par de

cotorsión (Pro(A ) ,Obj(A )) tiene suficientes proyectivos.

El siguiente ejemplo proviene de [EJ00].

Ejemplo 3.1.8. Sean R un anillo y RMod la categorı́a de R-módulos izquierdos.

(a) Si P es la clase de R-módulos planos y C la clase de R-módulos de cotorsión, es decir,

P⊥ = C, entonces (P,C) es un par de cotorsión en RMod. Dicho par es conocido como el

par de cotorsión de Enochs.

(b) Si (D,E) es un par de cotorsión en RMod, con suficientes inyectivos (resp. proyectivos),

entonces (D,E) tiene suficientes proyectivos (resp. inyectivos).

Definición 3.1.9. Sea U una clase de objetos de una categorı́a abeliana A . Decimos que U es

gruesa si

(a) U es cerrada bajo retractos y extensiones.

(b) U es cerrada bajo núcleos de epimorfismos. Es decir, para cualquier sucesión exacta

corta

000 // X1
// X // X2

// 000

en A , con X ,X2 ∈ U, se tiene que X1 ∈ U.

(c) U es cerrada bajo conúcleos de monomorfismos. Es decir, para cualquier sucesión exacta

corta

000 // X1
// X // X2

// 000

en A , con X ,X1 ∈ U, se tiene que X2 ∈ U.

Definición 3.1.10. Sean (D,E′) y (D′,E) pares de cotorsión en una categorı́a abeliana A .

Decimos que (D,E′) y (D′,E) son U-compatibles si existe una clase de objetos U ⊆ Obj(A )

tal que D′=D∩U y E′=E∩U. En este caso, simplemente diremos que (D,E∩U) y (D∩U,E)

son pares de cotorsión compatibles.

Definición 3.1.11. Sean (D,E∩U) y (D∩U,E) pares de cotorsión completos y compatibles

en una categorı́a abeliana A . Decimos que (D,E,U) es un triple de Hovey en A si U es una

clase gruesa.
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3.2. La correspondencia pequeña de Hovey

En esta sección expondremos una versión simplificada de la correspondencia de Hovey, esto es,

obtendremos un sistema de factorización débil a partir de un par de cotorsión y viceversa. Di-

cho resultado puede ser nombrado como, siguiendo a M. Pérez en [MP16], la correspondencia

pequeña de Hovey.

El siguiente Lema es la primer conexión implı́cita entre pares de cotorsión y sistemas de facto-

rización débiles.

Lema 3.2.1. Sean A una categorı́a abeliana, f : X −→Y un monomorfismo en A y g : W −→ Z

un epimorfismo de A . Si Ext1
A
(Coker( f ) ,Ker(g)) = 000, entonces f ⋔ g.

Demostración. Encontraremos una solución para el siguiente problema de levantamiento

X
α //

f

��

=

=

W

g

��
Y

>>

β
// Z .

En efecto, consideremos el siguiente diagrama

000

��
X

f

��

=

αoo

Y

c

��

βoo

C

��
000

000

��
K

k

��
W

g

��
Z

��
000

.
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Donde c := coker( f ) y k = ker(g). Es claro que las filas del diagrama son sucesiones exactas

cortas. El Lema A.5.10 nos permite formar el siguiente diagrama, donde (−,−) := A (−,−) y
i (−,−) := Exti (−,−).

C1 C2 C3 C4

F1 :

F2 :

F3 :

F4 :

000

��

000

��

000

��

000

��

000 // (C,K) //

��

=

(Y,K) //

��

=

(X ,K) //

(X ,h)

��

=

1 (C,K) = 000

��

000 // (C,W ) //

��

=

(Y,W )
( f ,W ) //

(Y,g)

��

=

(X ,W )
δW //

(X ,g)

��

=

1 (C,W )

��

000 // (C,Z) //

��

=

(Y,Z)
( f ,Z)

//

��

=

(X ,Z)
δZ

//

��

=

1 (C,Z)

��

000 // 1 (C,K) = 000 // 1 (Y,K) // 1 (X ,K) // 2 (C,K) ,

con filas Fi y columnas Ci exactas para toda 1≤ i≤ 4. Note que la igualdad Ext1
A
(C,K) = 000 se

da por hipótesis.

Ahora bien, para α ∈A (Y,W ) tenemos que δW (α) = 000. En efecto, la columna C4 es exacta y

Ext1
A
(C,K) = 000, y ası́ la función

Ext1
A
(X ,g) : Ext1

A
(C,W )−→ Ext1

A
(C,Z)

es inyectiva. Por otro lado, dado que β f = gα , tenemos que

δZ ((X ,g)(α)) = δZ (gα) = δZ (( f ,z)(β )) = 000.

Ası́ que Ext1 (X ,g)(δW (α)) = 000, probándose que δW (α) = 0. Por exactitud de la fila F2 existe

un morfismo

d0 : Y −→W

tal que α = d0 ◦ f . Ahora bien, consideremos el siguiente morfismo

β −g◦d0 : Y −→ Z.

Entonces
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β −g◦d0 ✤

f ∗ //
(
β −g◦d0

)
◦ f = β ◦ f −g◦d0 ◦ f .

Notemos que

β ◦ f −g◦d0 ◦ f = β ◦ f −g◦α = 000.

Luego, por exactitud de la fila F3 existe un morfismo

l : C −→ Z

tal que l ◦c = β −g◦d0. La exactitud de la columna C1 y la igualdad Ext1
A
(C,K) = 000 implican

que la siguiente función

(C,g) : A (C,W )−→A (C,Z)

es suprayectiva, por lo cual existe un morfismo

l′ : C −→W

tal que l = g◦ l′. Sea d := d0 + l′ ◦ c : Y −→W . Entonces

d ◦ f =
(
d0 + l′ ◦ c

)
◦ f = d0 f + l′ ◦ c◦ f = α +000 = α y

g◦d = g
(
d0 + l′ ◦ c

)
= g◦d0 +g◦ l′◦= g◦d0 + l ◦ c = g◦d0 +β −g◦d0 = β .

Lo anterior prueba que f ⋔ g. �

Definición 3.2.2. Sea X una clase de objetos de una categorı́a abeliana A . Definimos las si-

guientes clases de morfismos

MonX (A ) := { f ∈Mon(A ) | Coker( f ) ∈ X } y EpiX (A ) := { f ∈ Epi(A ) | Ker( f ) ∈ X }.

Lema 3.2.3. Sean A una categorı́a abeliana y X⊆Obj(A ) una clase cerrada bajo extensiones.

Entonces las clases MonX (A ) y EpiX (A ) son cerradas bajo composiciones.

Demostración. Probemos que MonX (A ) es cerrada bajo composiciones. Sean f : X −→ Y y

g : Y −→ Z morfismos de MonX (A ). El Corolario 1.19.45 nos brinda una sucesión exacta en

A

000 // Ker( f ) // Ker(g◦ f ) // Ker(g) // Coker( f ) // Coker(g◦ f ) // Coker(g) // 000.
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Es claro que Ker( f ) = 000 = Ker(g), ya que f y g son monomorfismos. Por el diagrama anterior

obtenemos

000 // Coker( f ) // Coker(g◦ f ) // Coker(g) // 000.

Por hipótesis, tenemos que Coker( f ) ,Coker(g) ∈ X, y además X es cerraba bajo extensio-

nes. Luego Coker(g◦ f ) ∈ X, lo cual demuestra que g◦ f ∈MonX (A ). La demostración para

EpiX (A ) es dual. �

Teorema 3.2.4. Sea A una categorı́a abeliana. Si (D,E) es un par de cotorsión completo

en A , entonces las clases MonD (A ) y EpiE (A ) forman un sistema de factorización débil

(MonD (A ) ,EpiE (A )) en A .

Demostración.

(a) Axioma de factorización. Sea f ∈ Mor(A ). Demostraremos que f se factoriza como

f = p◦ i, con i ∈MonD (A ) y p ∈ EpiE (A ) .

Caso 1. Sea f un monomorfismo. Consideremos la siguiente sucesión exacta corta

000 // X
f // Y

coker( f ) // C // 000

donde C := Coker( f ). Ya que (D,E), es un par de cotorsión completo, existe una sucesión

exacta corta

000 // E // D
g // C // 000 ,

con D ∈ D y E ∈ E. Dado que coker( f ) y g son epimorfismos, la Proposición 1.19.46 nos

permite construir el siguiente diagrama conmutativo

000

��

000

��
E

��

1E //

=

E

��
000 // X

i //

1X

��

=

Y ∏

C
D //

p

��

=

D //

g

��

000

000 // X
f

// Y

��

coker( f )
// C

��

// 000

000 000 ,
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con filas y columnas exactas. Por lo anterior, obtenemos la siguiente factorización

X
f //

i !!
=

Y

Y ∏

C
D

p

>>

.

Observemos que i ∈MonD (A ) y p ∈ EpiE (A ).

Caso 2. Sea f un epimorfismo. La demostración es dual al caso anterior.

Caso 3. Sea f un morfismo arbitrario. Consideremos la siguiente factorización de f

X
f //

f̂ ""

=

Y

X⊕Y

pY

<<

,

donde f̂ =
(

1X
f

)
:= (1X ⊕ f ) ◦ iX (Obs. 1.19.16). Note que f̂ es un monomorfismo. En efecto,

la ecuación pX ◦ f̂ = 1X nos dice precisamente que f̂ es un monomorfismo. De forma similar,

pY es un epimorfismo. Por el Caso 1, f̂ se factoriza como f̂ = r′ ◦ l′, con l′ ∈ MonD (A ) y

r′ ∈ EpiE (A ). Notemos que pY ◦r′ ∈ Epi(A ). Por el caso 2, pY ◦r′= r◦ l′′ con l′′ ∈MonD (A )

y r ∈ EpiE (A ). Por lo anterior, tenemos que

f = pY ◦ f̂ = pY ◦ r′ ◦ l′ = r ◦ l′′ ◦ l′.

Finalmente tenemos que l′′ ◦ l′ ∈MonD (A ) por el Lema 3.2.3.

(b) Axioma de levantamiento.

(b.1) Veamos que [MonD (A )]⋔ ⊆ EpiE (A ) y ⋔ [EpiE (A )] ⊆MonD (A ). En efecto, sea f ∈
⋔ [EpiE (A )]. Por el axioma de factorización, f se factoriza como f = r ◦ l, con l ∈MonD (A )

y r ∈ EpiE (A ). Por lo anterior, el siguiente problema de levantamiento

X
l //

f

��

=

Z

r

��
Y

d

??

1Y

// Y

=

tiene una solución d : Y −→ X . Notemos que l es monomorfismo y que l = d ◦ f , por lo cual

f ∈Mon(A ). Ahora bien, veamos que Ext1
A
(Coker( f ) ,E) =000 para todo E ∈ E. En efecto, sea

[S] ∈ Ext1
A
(Coker( f ) ,E) una clase de sucesiones exactas cortas representada por la siguiente

sucesión



3.2. LA CORRESPONDENCIA PEQUEÑA DE HOVEY 133

S : 000 // E
α // Z

β // C // 000 ,

con C := Coker( f ) y E ∈ E. Veamos que S se escinde. Observemos que el siguiente diagrama

es un diagrama de coproducto fibrado

X //

f

��

=

000

��
Y // Coker( f ) .

Recordemos que f ∈ ⋔ [EpiE (A )] y que la clase ⋔ [EpiE (A )] es cerrada bajo coproductos fibra-

dos (Prop. 2.1.14). Entonces, el morfismo 000 −→ Coker( f ) está en ⋔ [EpiE (A )]. Notemos que

β ∈ EpiE (A ). Por lo cual, el siguiente problema de levantamiento

000 //

��

=

=

Z

β

��
Coker( f )

99

1Coker( f )

// Coker( f ) ,

tiene una solución δ : Coker( f )−→ Z. Lo anterior nos dice que δ ◦β = 1Coker( f ). Esto prueba

que S se escinde, por lo tanto Ext1
A
(Coker( f ) ,E) = 000 para todo E ∈ E, entonces Coker( f ) ∈

⋔E = D, con lo anterior tenemos que f ∈ MonD (A ). La otra contensión [MonD (A )]⋔ ⊆

EpiE (A ) se prueba de forma similar.

(b.2) Demostremos que MonD (A ) ⊆ ⋔ [EpiE (A )] y EpiE (A ) ⊆ [MonD (A )]⋔. En efecto,

sea f ∈MonD (A ), esto es, f ∈Mon(A ) y Coker( f ) ∈D. Tomemos g ∈ EpiE (A ). Entonces

g ∈ Epi(A ) y Ker(g) ∈ E. Lo anterior nos dice que Ext1
A
(Coker( f ) ,Ker(g)) = 000. Finalmente

por el Lema 3.2.1 concluimos que f ⋔ g, por lo tanto f ∈ ⋔ [EpiE (A )]. Lo anterior prueba que

MonD (A ) ⊆ ⋔ [EpiE (A )]. La otra contención EpiE (A ) ⊆ [MonD (A )]⋔ se prueba de forma

similar. �

El Teorema 3.2.4 muestra explı́citamente como obtener un sistema de factorización débil a partir

de un par de cotorsión completo en una categorı́a abeliana. Ahora, expondremos la relación

recı́proca.

Definición 3.2.5. Sea (L,R) un sistema de factorización débil en una categorı́a C . Definimos

las siguientes clases

Coker(L) := {Coker(l) | l ∈ L } y Ker(R) := {Ker(r) | r ∈ R } .
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Lema 3.2.6. Sean A una categorı́a abeliana y (L,R) un sistema de factorización débil en A

tal que L⊆Mon(A ) y R⊆ Epi(A ). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes

(a) Si l ∈Mon(A ) y Coker(l) ∈ Coker(L), entonces l ∈ L.

(b) Si r ∈ Epi(A ) y Ker(r) ∈ Ker(R), entonces r ∈ R.

(c) ∀X ∈ Ker(R) y ∀A ∈ Coker(L) se tiene que Ext1
A
(A,X) = 000.

Demostración.

[(a)⇒ (c)] Sean A ∈ Coker(L) y X ∈ Ker(R). Veamos que Ext1
A
(A,X) = 000. En efecto, sea

[S] ∈ Ext1
A
(A,X) una clase de sucesiones exactas cortas representada por la siguiente sucesión

S : 000 // X
f // Y // A // 000 .

Probemos que S se escinde. Por el inciso (a) tenemos que f ∈ L. Por otro lado, existe un

morfismo r ∈R⊆ Epi(A ) tal que X = Ker(r). De este modo, obtenemos la siguiente sucesión

exacta corta

Ŝ : 000 // X
ker(r) // W

r // Z // 000 .

Notemos que el siguiente diagrama es un diagrama de producto fibrado

X
ker(r) //

��

=

W

r

��
000 // Z ,

y recordemos que la clase R es cerrada bajo productos fibrados, por lo tanto el morfismo X −→000

está en R. Luego, el siguiente problema de levantamiento

X
=

=

1X //

f

��

X

��
Y //

??

000

tiene una solución, por lo que existe un morfismo d : Y −→ X tal que d ◦ f = 1X . Lo anterior

prueba que S se escinde.

[(c)⇒ (a)] Sea l ∈ Mon(A ) tal que Coker(l) ∈ Coker(L). Veamos que l ∈ L. Sea r ∈ R.

Por hipótesis, tenemos que r ∈ Epi(A ) con Ker(r) ∈ Ker(R). Por lo anterior, se tiene que

Ext1
A
(Coker(l) ,Ker(r)) = 000. Por el Lema 3.2.1, concluimos que l ⋔ r, esto prueba que l ∈
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⋔R= L.

[(b)⇔ (c)] se demuestra de forma dual. �

Definición 3.2.7. Sean A una categorı́a abeliana y (L,R) un sistema de factorización débil en

A . Diremos que (L,R) es abeliano si

(a) L⊆Mon(A ) y R⊆ Epi(A ).

(b) (L,R) cumple cualquiera de los incisos equivalentes del Lema 3.2.6.

Observación 3.2.8. El sistema de factorización débil (MonD (A ) ,EpiE (A )) que proporciona

el Teorema 3.2.4 es abeliano.

Demostración. Por definición tenemos que MonD (A )⊆Mon (A ) y EpiE (A )⊆Epi (A ). Vea-

mos que Ext1
A
(A,X) = 000 ∀A∈Coker(MonD (A )) y ∀X ∈Ker(EpiE (A )). En efecto, sean A∈

Coker(MonD (A )) y X ∈ Ker(EpiE (A )). Entonces A = Coker(l) para algún l ∈MonD (A )

y X = Ker(r) para algún r ∈ EpiE (A ). Lo anterior nos dice que A ∈D y X ∈ E, por lo tanto

Ext1
A
(A,X) = 000. �

Teorema 3.2.9. Sea A una categorı́a abeliana. Si (L,R) es un sistema de factorización débil

abeliano en A , entonces las clases Coker(L) y Ker(R) forman un par de cotorsión completo

(Coker(L) ,Ker(R)) en A .

Demostración.

(a) (Coker(L) ,Ker(R)) es un par completo.

(a.1) (Coker(L) ,Ker(R)) tiene suficientes proyectivos. Sea X ∈ Obj(A ). Tomemos la si-

guiente factorización

000 //

l ��

=

X

A

r

??

,

con l ∈L y r ∈R. Es claro que Ker(r) ∈Ker(R). Por otro lado, tenemos que l ∈Mon(A ) con

A = Coker(l) ∈ Coker(L). Luego, tomemos la siguiente sucesión exacta corta

S : 000 // Ker(r)
ker(r) // A

r // X // 000 ,

con A ∈ Coker(L) y Ker(r) ∈ Ker(R).

(a.2) (Coker(L) ,Ker(R)) tiene suficientes inyectivos. La demostración es similar al inciso

anterior, aquı́ factorizamos el morfismo X −→ 000.
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(b) (Coker(L) ,Ker(R)) es un par de cotorsión.

(b.1) Demostremos que Coker(L)⊆ ⊥ [Ker(R)] y Ker(R)⊆ [Coker(L)]⊥. Sea A ∈ Coker(L).

Luego, A = Coker(l) para algún l ∈ L. Por hipótesis, tenemos que Ext1
A
(A,X) = 000 para todo

X ∈ Ker(R). Probándose que A ∈ ⊥ [Ker(R)]. La otra contensión Ker(R) ⊆ [Coker(L)]⊥ se

prueba de forma similar.

(b.2) Demostremos que ⊥ [Ker(R)]⊆Coker(L) y [Coker(L)]⊥⊆Ker(R). Sea X ∈⊥ [Ker(R)].

Por el inciso (a), existe una sucesión exacta corta

S : 000 // B // A // X // 000 ,

con A ∈ Coker(L) y B ∈ Ker(R). Observamos que el morfismo 000 −→ A está en L. En efecto,

tenemos que A ∈ Coker(l) para algún l ∈ L. De esta forma, el siguiente diagrama

M //

l

��

=

000

��
N

Coker(l)
// A

es un diagrama de coproducto fibrado. Recordemos que la clase L es cerrada bajo coproductos

fibrados (Prop. 2.1.14). Luego, el morfismo 000 −→ A está en L. Por otro lado, por hipótesis

tenemos que Ext1
A
(X ,B) = 000, esto nos dice que S se escinde, por lo cual, existe un morfismo

β̂ : X −→ A tal que β ◦ β̂ = 1X . De esta forma, podemos construir el siguiente diagrama de

retracción

000
= %%//

��

=

000

=

��

// 000

��
X

=

1X

88
β̂ // A

β // X .

Dicho diagrama nos dice que el morfismo 000 −→ X es un retracto de 000 −→ A. Ya que L es

cerrado bajo retractos (Proposición 2.1.10), tenemos que 000 −→ X está en L, y además X =

Coker(000−→ X) ∈ L. �

Teorema 3.2.10 (Correspondencia pequeña de Hovey). Sea A una categorı́a abeliana.

(a) Si (L,R) es un sistema de factorización débil abeliano en A , entonces (Coker(L) ,Ker(R))

es un par de cotorsión completo en A .
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(b) Si (D,E) es un par de cotorsión completo en A , entonces (MonD (A ) ,EpiE (A )) es un

sistema de factorización débil abeliano en A .

De hecho, la correspondencia pequeña de Hovey induce una propiedad adicional entre los pares

de cotorsión completos y los sistemas de factorización débiles abelianos.

Notación 3.2.11. Sea A una categorı́a abeliana. La clase de todos los pares de cotorsión com-

pletos en A es denotada por Co(A ) y la clase de todos los sistemas de factorización débiles

abelianos en A es denotada como Fa(A ).

Observación 3.2.12. La correspondencia pequeña de Hovey induce asiganaciones

H : Co(A )−→ Fa(A ), (D,E) 7−→ (MonD (A ) ,EpiE (A )) y

Ĥ : Fa(A )−→ Co(A ), (L,R) 7−→ (Coker(L) ,Ker(R)).

Proposición 3.2.13. Las asignaciones H y Ĥ son inversas.

Demostración.

(a) H ◦ Ĥ = 1Fa(A ). Sea (L,R) un sistema de factorización débil abeliano en A . Luego,

(Coker(L) ,Ker(R)) es un par de cotorsión completo en A . Por lo que

(
MonCoker(L) (A ) ,EpiKer(R) (A )

)

es un sistema de factorización débil en abeliano en A . Probemos las siguientes igualdades

MonCoker(L) (A ) = L y EpiKer(R) (A ) = R.

Sea f ∈ MonCoker(L) (A ). Luego, f ∈ Mon(A ) y Coker( f ) ∈ Coker(L). Por definición de

sistema de factorización abeliano, concluimos que f ∈ L. Sea f ∈ L. Entonces f ∈Mon(A ) y

Coker( f ) ∈ Coker(L). Esto nos dice que f ∈MonCoker(L) (A ). La otra igualdad se demuestra

de forma dual.

(b) Ĥ ◦H = 1Co(A ). Sea (D,E) un par de cotorsión completo en A . Por la correspondencia

pequeña de Hovey , [MonD (A ) ,EpiE (A )] es un sistema de factorización débil en A . Luego,

(Coker(MonD (A )) ,Ker(EpiE (A )))

es un sistema de factorización débil abeliano en A. Probemos las siguientes igualdades

D= Coker(MonD (A )) y E= Ker(EpiE (A )).
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Sea X ∈ Coker(MonD (A )). Entonces, X = Coker( f ) con f ∈ MonD (A ). Por lo tanto f ∈

Mon(A ) y Coker( f ) ∈ D. Esto prueba que X ∈ D. Sea X ∈ D. Ya que (D,E) es un par de

cotorsión completo, existe una sucesión exacta corta en A

S : 000 // E
f // D

g // X // 000 ,

con E ∈ E y D ∈D. Luego, podemos formar la siguiente sucesión exacta corta

Ŝ : 000 // Ker(g)
f :=ker(g) // D

g // X // 000 ,

lo anterior nos dice que X = Coker( f ) con f ∈ Mon(A ) y Coker( f ) = X ∈ D. Lo anterior

significa precisamente que X ∈ Coker(MonD (A )). La otra igualdad se demuestra de forma

similar. �

3.3. La correspondencia de Hovey

En esta sección mostraremos que un triple de Hovey en una categorı́a abeliana A determina

cierta estructura de modelo, la cual es conocida como estructura de modelo abeliana. La inversa

también es cierta. Esto es, cada estructura de modelo abeliana determina un triple de Hovey.

Dicho triple está formado por las clases de objetos cofibrantes, fibrantes y triviales.

Realizaremos un razonamiento 2 que nos va a sugerir la relación entre los pares de cotorsión y

las categorı́as de modelo. En efecto, consideremos un par de cotorsión (D,E) en una categorı́a

abeliana A y una sucesión exacta corta

000 // A
i // B // D // 000 ,

con D ∈ D. Entonces, para todo E ∈ E la función A (i,E) : A (B,E) −→ A (A,E) es supra-

yectiva ya que Ext1
A
(D,E) = 000. En el lenguaje de categorı́as de modelo, lo anterior dice que el

siguiente problema de levantamiento

A
f //

i
��

=

=

E

��
B

??

// 000,

tiene una solución. Si consideramos a i como una cofibración trivial entonces E −→ 000 parece

ser una fibración. Siguiendo esta idea, E podrı́a ser la clase de todos los objetos fibrantes. Esto

sugiere una relación entre categorı́as de modelo y pares de cotorsión.

2Este razonamiento proviene de [Ho02].
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3.3.1. Categorı́as de modelo abelianas

Antes de exponer la correspondencia Hovey, vamos a introducir la noción de estructura de

modelo abeliana.

Definición 3.3.1. Sea (C,F,W) una estructura de modelo en una categorı́a abeliana A . Deci-

mos que (C,F,W) es abeliana si

(A.1) f ∈ C si y sólo si f ∈Mon(A ) y Coker( f ) ∈ C•;

(A.2) g ∈ F si y sólo si g ∈ Epi(A ) y Ker(g) ∈ F•.

Recordemos que C• y F• son la clase de objetos cofibrantes y fibrantes respectivamente.

Definición 3.3.2 (M. Hovey). Una categorı́a de modelo abeliana es una categorı́a abeliana

bicompleta A dotada con una estructura de modelo abeliana (C,F,W).

Definición 3.3.3. Sean M una categorı́a de modelo y (C,F,W) la estructura de modelo de

M . Diremos que un objeto X ∈ Obj(M ) es cofibrante trivial si el morfismo 0 −→ X es una

cofibración trivial. De forma dual, diremos que X es un objeto fibrante trivial si el morfis-

mo X −→ 1 es una fibración trivial. La clase de objetos cofibrantes triviales es denotada por

(C∩W)• y la de los objetos fibrantes triviales como (F∩W)•.

Observación 3.3.4. C•∩W• = (C∩W)• y F•∩W• = (F∩W)•.

Demostración.

X ∈ C•∩W•⇔ X ∈ C• y X ∈W•

⇔ [000−→ X ] ∈ C y [000−→ X ] ∈W

⇔ [000−→ X ] ∈ C∩W

⇔ X ∈ (C∩W)• .

La demotración de la otra igualdad es similar. �

Observación 3.3.5. Sea A una categorı́a de modelo abeliana. Entonces, el conúcleo de una

cofibración trivial es un objeto cofibrante trivial. Dualmente, el núcleo de una fibración trivial

es un objeto fibrante trivial.

Demostración. Sea f : A−→ B una cofibración trivial de A . Notemos que el siguiente diagrama
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A
f //

=
��

B

��
000 // Coker( f ) ,

es un diagrama de coproducto fibrado. Recordemos que la clase de cofibraciones triviales es

cerrada bajo coproductos fibrados, entonces el morfismo 000−→Coker( f ) es una cofibración tri-

vial, por lo tanto el conúcleo de f es un objeto cofibrante trivial. La otra afirmación se demuestra

de forma dual. �

En una estructura de modelo abeliana, las cofibraciones triviales y las fibraciones triviales tienen

una caracterización más sencilla.

Lema 3.3.6. Sean A una categorı́a de modelo abeliana y (C,F,W) la estructura de modelo

abeliana de A .

(a) f ∈ C∩W si y sólo si f ∈Mon(A ) y Coker( f ) ∈ (C∩W)•.

(b) f ∈ F∩W si y sólo si f ∈ Epi(A ) y Ker( f ) ∈ (F∩W)•.

Demostración.(a)

(⇒) Sea f ∈ C∩W. En particular f ∈ C, y además f ∈Mon(A ). La Observación 3.3.5 nos

dice que Coker( f ) ∈ (C∩W)•.

(⇐) Sea f ∈Mon(A ) tal que Coker( f ) ∈ (C∩W)•. Veamos que f ∈ C∩W= ⋔F. En efecto,

consideremos el siguiente problema de levantamiento

X
α //

f

��

=

=

W

g

��
Y

??

β
// Z ,

con g ∈ F. Encontraremos una solución para el problema de levantamiento anterior. Ya que

(C,F,W) es una estructura de modelo abeliana tenemos que g∈ Epi(A ) y Ker(g)∈F•. Ahora,

veamos que Ext1
A
(Coker( f ) ,Ker(g)) =000. En efecto, tomemos [S]∈ Ext1

A
(Coker( f ) ,Ker(g))

una clase de sucesiones exactas cortas en A representada por

S : 000 // Ker(g) // X
h // Coker( f ) // 000.

Veamos que S se escinde. Notemos que el morfismo h : X −→ Coker( f ) es una fibración, ya

que h es un epimorfismo y su núcleo Ker(g) es un objeto fibrante. Por lo anterior, el siguiente

problema de levantamiento
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000 //

��

=

=

X

h

��
Coker( f )

99

1Coker( f )

// Coker( f )

tiene una solución. Entonces existe d : Coker( f )−→ X tal que hd = 1Coker( f ). Por lo tanto S se

escinde. Lo anterior prueba que Ext1
A
(Coker( f ) ,Ker(g)) = 000. Por el Lema 3.2.1 concluimos

que f ⋔ g, probándose que f ∈ ⋔F. �

Observación 3.3.7. Sean A una categorı́a de modelo abeliana y (C,F,W) la estructura de

modelo abeliana de A . Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen

(a) Coker(C∩W) = C•∩W• y Coker(C) = C•.

(b) Ker(F∩W) = F•∩W• y Ker(F) = F•.

(c) Los sistemas de factorización (C∩W,F) y (C,F∩W), que definen a (C,F,W), son abe-

lianos.

Demostración.

(a) Coker(C∩W) = C•∩W•.

X ∈ Coker(C∩W)⇔ X = Coker(l) con l ∈ C∩W

⇔ X = Coker(l) con l ∈Mon(A ) y Coker(l) ∈ C•∩W•

⇒ X = Coker(l) ∈ C•∩W•.

X ∈ C•∩W•⇔ [000−→ X ] ∈ C∩W

⇔ [000−→ X ] ∈Mon(A ) y Coker(000−→ X) ∈ C•∩W•

Notemos que X = Coker(000−→ X)

⇒ X ∈ C•∩W•.

(b) Se demuestra de forma similar al inciso (a).

(c) Veamos que el sistema de factorización débil (C∩W,F) es abeliano. En efecto, la defini-

ción de estructura de modelo abeliana nos dice que C∩W⊆Mon(A ), y además F ⊆ Epi(A ).

Por otro lado, supongamos que

l ∈Mon(A ) y Coker(l) ∈ Coker(C∩W) = C•∩W•,

por el Lema 3.3.6 concluimos que l ∈ C∩W. �



142 CAPÍTULO 3. CATEGORÍAS DE MODELO Y PARES DE COTORSIÓN

3.3.2. La correspondencia de Hovey

Teorema 3.3.8. Sea A una categorı́a abeliana. Si (C,F,W) es una estructura de modelo abe-

liana en A , entonces (C•,F•,W•) es un triple de Hovey.

Demostración.

Sea (C,F,W) una estructura de modelo abeliana en A . La definición de estructura de modelo

nos dice que (C∩W,F) y (C,F∩W) son sistemas de factorización débiles. Además, dichos sis-

temas de factorización son abelianos, por la Observación 3.3.7.(c). La correspondencia pequeña

de Hovey nos dice que

C1 := (Coker(C∩W) ,Ker(F)) y C2 := (Coker(C) ,Ker(F∩W))

son pares de cotorsión completos.

(a) C1 y C2 son pares de cotorsión W•-compatibles. La Observación 3.3.7 nos dice que

C1 = (C•∩W•,F•) y C2 = (C•,F•∩W•).

Esto nos dice precisamente que C1 y C2 son W•-compatibles.

(b)W• es gruesa.

(b.1)W• es cerrada bajo retractos. Sean Y ∈W• y X un retracto de Y. Luego, existen morfis-

mos u y v de A que hacen conmutar el siguiente diagrama

X
1X //

u
##
=

X

Y .

v

;;

Veamos que X ∈W•. En efecto, de lo anterior se tiene que el siguiente diagrama de retracción

000
=
000

&&//

��
=

000

=
��

// 000

��
X

=

1X

88
u // Y

v // X .

Observamos que el morfismo 000−→ Y está en W ya que Y ∈W•. Luego, 000−→ X está en W ya

que W es cerrada bajo retractos. Probándose que X ∈W•.

Antes de verificar los axiomas restantes de la definición de clase gruesa, realizaremos la si-

guiente construcción.
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Sea

S : 000 // W1
f // W

g // W2
// 000

una sucesión exacta corta en A . Tomemos la siguiente factorización

W1
f //

i

  

=

W

Q ,

p

>>

con i ∈ C∩W y p ∈ F. Usando que (C,F,W) es una estructura de modelo abeliana, tenemos

(1) i ∈Mon(A ) y Coker(i) ∈ C•∩W•;

(2) p ∈ Epi(A ) y Ker(p) ∈ F•.

La propiedad universal del conúcleo nos dice que existe un morfismo q : Coker(i)→W2 que

hace conmutar el siguiente diagrama

000 // W1
i //

=1W1

��

Q
coker(i) //

=p

��

Coker(i) //

q

��

000

000 // W1
f

// W g
// W2

// 000 .

Notemos que q es un epimorfismo, ya que q◦coker(i) = g◦ p y p,g son epimorfismos. Usando

el Lema de la serpiente, en el diagrama anterior, obtenemos la siguiente sucesión exacta

000 // Ker(1W1
) // Ker(p) // Ker(g)

rr
Coker(1W1

) // Coker(p) // Coker(q) // 000.

Simplificando, obtenemos las siguiente sucesión exacta

000 // Ker(p) // Ker(g) // 000.

Luego el morfismo Ker(p)→Ker(q) es un isomorfismo (Prop. 1.19.27). Dado que q∈ Epi(A )

y Ker(q)∼= Ker(p) ∈ F•, se tiene que q ∈ F.

(b.2)W• es cerrada bajo núcleos de epimorfismos. Supongamos que W,W2 ∈W• en la suce-

sión exacta S. Veamos que W1 ∈W•. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo
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Coker(i)
q //

=

W2

000 ,

??cc

Notemos que los morfismos 000 −→ Coker(i) y 000 −→ W2 están en W; ya que W2 ∈ W• y

Coker(i) ∈ C•∩W•. Por el Axioma tres por dos, tenemos que q ∈W, por lo tanto q ∈ F∩W.

Por la definición de estructura de modelo abeliana, concluimos que Ker(q) ∈ F• ∩W•. Dado

que Ker(p) ∼= Ker(q) ∈ F•∩W•, por la definición de estructura de modelo abeliana tenemos

que p ∈ F∩W.

Advertimos que hasta ahora no se ha usado la hipótesis W ∈W•.

Ahora bien, tomemos el siguiente diagrama conmutativo

Q
p //

=

W

000 ,

??__

donde p ∈ F∩W y [000−→W ] ∈W. Lo anterior sucede porque W ∈W•. Por el Axioma tres

por dos, el morfismo 000 −→ Q está en W. De la misma forma, tomemos el siguiente diagrama

conmutativo

W1
i //

=

Q

000 .

??``

Por el Axioma tres por dos, el morfismo 000−→W1 está en W , probándose que W1 ∈W•.

(b.3) W• es cerrada bajo extensiones. Supongamos que W1,W2 ∈W•. La demostración es

la misma que el inciso anterior hasta la advertencia del uso de la hipótesis W ∈W•. Ya que

f = p ◦ i, con p ∈ F ∩W y además i ∈ C∩W, tenemos que f ∈W. Tomando el siguiente

diagrama conmutativo

W1
f //

=

W

000 ,

??``
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concluimos que el morfismo 000−→W está en W; esto sucede porque los morfismos 000−→W1 y

f están en W, probándose W ∈W•.

(b.4)W• es cerrada bajo conúcleos de monomorfismos. La demostración es similar a los dos

incisos anteriores. �

Aseguramos que la implicación, en el teorema anterior, es una equivalencia. Antes de probarlo,

vamos a introducir la siguiente notación.

Notación 3.3.9. Sean R y S clases de morfismos de una categorı́a C . Definimos la siguiente

clase de morfismos

R∗S := { s◦ r | r ∈ R y s ∈ S} .

Es claro que si (L,R) es un sistema de factorización débil en C , entonces L∗R= Mor(C ).

Teorema 3.3.10. Sea A una categorı́a abeliana. Si (D,E,U) es un triple de Hovey en A ,

entonces existe una única estructura de modelo abeliana (C,F,W) en A tal que

(1) C= MonD (A ),

(2) F = EpiE (A ),

(3) W= MonD∩U (A )∗EpiE∩U (A ).

Demostración. Sea (D,E,U) un triple de Hovey en A . Lo anterior nos dice que (D,E∩U) y

(D∩U,E) son pares de cotorsión completos en A . Por la correspondencia pequeña de Hovey

tenemos que

F1 := (MonD∩U (A ) ,EpiE (A )) y F2 := (MonD (A ) ,EpiE∩U (A ))

son sistemas de factorización débiles abelianos en A .

Antes de demostrar que (C,F,W) es una estructura de modelo abeliana en A , probaremos la

primera de las siguientes igualdades. La otra igualdad se demuestra de manera dual.

(a) MonD∩U (A ) = C∩W y EpiE∩U (A ) = F∩W.

(a.1) MonD∩U (A )⊆C∩W. Sea f ∈MonD∩U (A ). Es claro que f ∈C. Por otro lado, tomemos

la siguiente factorización

X
f //

f   
=

Y

Y .
1Y

>>
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La Proposición 2.2.3 nos dice que MonD (A )∩EpiE∩U (A )= Iso(A ). Luego 1Y ∈EpiE∩U (A ).

Esto demuestra que f ∈W.

(a.2) C∩W ⊆MonD∩U (A ). Sea f ∈ C∩W. Entonces f ∈MonD (A ) y además f = e ◦m,

con m ∈MonD∩U (A ), e ∈ EpiE∩U (A ), Coker(m) ∈D∩U y Ker(e) ∈ E∩U. Por el Corolario

1.19.45 obtenemos la siguiente sucesión exacta

000 // Ker(m) // Ker( f ) // Ker(e) // Coker(m) // Coker( f ) // Coker(e) // 000.

Simplificando la sucesión anterior obtenemos

000 // Ker(e) // Coker(m) // Coker( f ) // 000.

Ya que U es gruesa, concluimos que Coker( f )∈U. Por lo tanto Coker( f )∈D∩U, probándose

que f ∈MonD∩U (A ).

Ahora bien, las igualdades del inciso (a) nos dicen que

F1 = (C∩W,F) y F2 = (C,F∩W).

(b) W satisface el Axioma tres por dos. Sean f : X −→ Y y g : Y −→ Z morfismos en A .

(b.1) Supongamos que f ,g ∈W. Veamos que g◦ f ∈W.

Caso 1. Sean g ∈MonD∩U (A ) y f ∈ EpiE∩U (A ). Tomemos la siguiente factorización

X
g◦ f //

m
  
=

Z

W ,

e

>>

con e ∈ EpiE∩U (A ) y m ∈MonD (A ). Por la propiedad universal del conúcleo, existe un mor-

fismo q : Coker(m)−→ Coker(g) que hace conmutar el siguiente diagrama

000 // X
m //

=f

��

W
coker(m) //

=e

��

Coker(m) //

q

��

000

000 // Y g
// Z

coker(g)
// conker(g) // 000 .

Notemos que q es un epimorfismo, ya que coker(g) y e lo son. Usando el Lema de la serpiente

en el diagrama anterior obtenemos la siguiente sucesión exacta
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000 // Ker( f ) // Ker(e) // ker(q)

rr
Coker( f ) // Coker(e) // Coker(q) // 000.

Simplificando, obtenemos las siguiente sucesión exacta

000 // Ker( f ) // Ker(e) // Ker(q) // 000,

Por hipótesis, Ker( f ) y Ker(e) están en U. Ya que U es gruesa, concluimos que Ker(q) ∈ U.

Por otro lado, consideremos la siguiente sucesión exacta corta

000 // Ker(q)
Ker(q) // Coker(m)

q // Coker(g) // 000.

Luego Coker(m)∈U, ya que U es cerrada bajo extensiones. Esto prueba que m∈MonD∩U (A ),

por lo tanto g◦ f ∈W.

Caso general. Sean f y g son morfismos arbitrarios de W. Por definición de W, obtenemos la

siguiente factorización

g◦ f = (e2 ◦m2)◦ (e1 ◦m1),

con m1,m2 ∈MonD∩U (A ) y e1,e2 ∈ EpiE∩U (A ). Por el caso anterior, tenemos que

m2 ◦ e1 = e3 ◦m3,

con m3 ∈MonD∩U (A ) y e3 ∈ EpiE∩U (A ). Entonces

g◦ f = (ee ◦m2)◦ (e1 ◦m1) = e2 ◦ e3 ◦m3 ◦m1,

Recordemos que las clases MonD∩U (A ) y EpiE∩U (A ) son cerradas bajo composiciones (Prop.

2.1.10). Probándose que g◦ f ∈W.

(b.2) Supongamos que g,g◦ f ∈W. Veamos que f ∈W.

Caso 1. Sea f ∈MonD (A ). Tomemos la siguiente factorización

Y
g //

m
  
=

Z

W ,

e

>>

con e ∈ EpiE∩U (A ) y m ∈MonD∩U (A ). Reorganizando el diagrama anterior obtenemos

X
f //

m◦ f

��

=

Y
g //

=m

��

Z

1Z

��
W

1W

// W e
// Z .
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Notemos que m◦ f ∈MonD (A ). Por otro lado, por hipótesis, podemos tomar la siguiente fac-

torización

X
g◦ f //

m1 !!
=

Z

W1 ,

e1

>>

con e1 ∈ EpiE∩U (A ) y m1 ∈MonD∩U (A ). Dado que F2 := (MonD (A ) ,EpiE∩U (A )) es un

sistema de factorización débil en A , el siguiente problema de levantamiento tiene una solución

X
m1 //

m◦ f

��

=

W1

e1

��
W

d

>>

e
// Z .

=

Reorganizando el diagrama anterior, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

X
m◦ f //

1X

��

=

W
e //

=d

��

Z

1Z

��
X m1

// W1 e1

// Z .

Ahora bien, tomemos la siguiente factorización

W
d //

m2
!!
=

W1

W2 ,

e2

==

con e2 ∈ EpiE∩U (A ) y m2 ∈MonD (A ). Notemos que e = e1 ◦d = (e1 ◦ e2)◦m2. Por el Coro-

lario 1.19.45 obtenemos la siguiente sucesión exacta

000 // Ker(m2) // Ker(e) // Ker(e1 ◦ e2) // Coker(m2) // Coker(e) // Coker(e1 ◦ e2) // 000.

Notemos que e1 ◦e2 ∈ EpiE∩U (A ), ya que EpiE∩U (A ) es cerrada bajo composiciones. Simpli-

ficando la sucesión anterior, obtenemos

000 // Ker(e) // ker(e1 ◦ e2) // Coker(m2) // 000,

con Ker(e) ,Ker(e1 ◦ e2) ∈ U, por lo que Coker(m2) ∈ D∩U. Por otro lado, observamos que

m1 = e2 ◦ (m2 ◦m◦ f ). Por el Corolario 1.19.45, obtenemos la siguiente sucesión exacta
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000 // Ker(m2 ◦m◦ f ) // Ker(m1) // Ker(e2)

qq
Coker(m2 ◦m◦ f ) // Coker(m1) // Coker(e2) // 000.

Simplificando, obtenemos

000 // Ker(e2) // Coker(m2 ◦m◦ f ) // Coker(m1) // 000.

Ya que U es gruesa, tenemos que Coker(m2 ◦m◦ f ) ∈ U. Probándose que (m2 ◦m◦ f ) está en

MonD∩U (A ). De forma similar, usando la composición m2 ◦ (m◦ f ), obtenemos la siguiente

sucesión exacta

000 // Ker(m◦ f ) // Ker(m2 ◦m◦ f ) // Ker(m2)

qq
Coker(m◦ f ) // Coker(m2 ◦m◦ f ) // Coker(m2) // 000.

Simplificando, obtenemos

000 // Coker(m◦ f ) // Coke(m2 ◦m◦ f ) // Coker(m2) // 000.

Entonces Coker(m◦ f ) ∈ U. Esto prueba que (m◦ f ) ∈MonD∩U (A ). Finalmente, tomemos la

composición m◦ f para obtener la siguiente sucesión exacta

000 // Ker( f ) // Ker(m◦ f ) // Ker(m) // Coker( f ) // Coker(m◦ f ) // Coker(m) // 000.

Simplificando la sucesión anterior, obtenemos

000 // Coker( f ) // Coker(m◦ f ) // Coker(m) // 000.

Luego, Coker( f ) ∈ U. Probándose que f ∈MonD∩U (A ) = C∩W.

Caso general. Sea f cualquier morfismo de A . Tomemos la siguiente factorización f = e◦m

con m ∈MonD (A ) y e ∈ EpiE∩U (A ). Entonces

g◦ f = g◦ (e◦m) = (g◦ e)◦m .

Notemos que e ∈ EpiE∩U (A ) = F∩W. Por el inciso (b.1) tenemos que (g◦ e) ∈W, y por el

caso anterior concluimos que m ∈W. Por lo tanto f = e◦m ∈W.

(b.3) Supongamos que f ,g◦ f ∈W. La demostración de que g ∈W es similar al inciso (b.2).

(c) (C,F,W) es una estructura de modelo abeliana en A .
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(c.1) Aseguramos que C• = D y F• = E. En efecto, veamos que se satisface la primer igual-

dad, la otra igualdad se demuestra de forma similar. Sea X ∈ C•. Luego, Coker(000−→ X) ∈ C,

por lo tanto X = Coker(000−→ X) ∈ D. Sea X ∈ D, notemos que [000−→ X ] ∈Mon(A ) y que

X = Coker(000−→ X), esto significa que [000−→ X ] ∈ C, por lo tanto X ∈ C•.

Las igualdades del inciso (c.1) nos dicen que

(c.2) f ∈ C= MonD (A ) si y sólo si f ∈Mon(A ) y Coker( f ) ∈D= C•,

(c.3) g ∈ F = EpiE (A ) si y sólo si g ∈ Epi(A ) y Ker( f ) ∈ E= F•.

Probándose que (C,F,W) es una estructura de modelo abeliana en A .

(d) Unicidad de (C,F,W). Supongamos que (X,Y,Z) es una estructura de modelo abeliana en

A tal que

X• =D, Y• = E y Z• = U.

Luego, de los incisos (c.2) y (c.3) concluimos que C= X y F = Y. Para terminar, basta probar

que W• = U. Dicha igualdad se prueba en la Proposición 3.3.14 �

Teorema 3.3.11 (Correspondencia de Hovey). Sea A una categorı́a abeliana bicompleta 3.

(a) Si (C,F,W) es una estructura de modelo abeliana en A , entonces (C•,F•,W•) es un

triple de Hovey.

(b) Si (D,E,U) es un triple de Hovey en A , entonces existe una única estructura de modelo

abeliana (C,F,W) en A tal que

(b.1) C= MonD (A ).

(b.2) F = EpiE (A ).

(b.3) W= MonD∩U (A )∗EpiE∩U (A ).

Notación 3.3.12. Sea A una categorı́a abeliana bicompleta. La clase de todos los triples de

Hovey en A es denotada por Tr(A ) y la clase de todos las estructuras de modelo abelianas en

A es denotada como Ea(A ).

Observación 3.3.13. La correspondencia de Hovey induce asignaciones

3Notemos que la demostración de la correspondencia de Hovey no depende del hecho de que A sea bicompleta.

Dicha hipótesis sólo se requiere en la definición de categorı́a de modelo.
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H : Tr(A )−→ Ea(A ), (D,E,U) 7−→ (MonD (A ) ,EpiE (A ) ,MonD∩U (A )∗EpiE∩U (A ))

Ĥ : Ea(A )−→ Tr(A ), (C,F,W) 7−→ (C•,F•,W•).

Proposición 3.3.14. Las asignaciones H y Ĥ son inversas.

Demostración.

(a) Ĥ◦H = 1Tr(A ). Sea (D,E,U) un triple de Hovey. Luego,

(C,F,W) := (MonD (A ) ,EpiE (A ) ,MonD∩U (A )∗EpiE∩U (A ))

es una estructura de modelo abeliana en A . Por la correspondencia de Hovey, (C•,F•,W•) es

un triple de Hovey. Veamos que se cumplen las siguientes igualdades

C• =D, F• = E y W• = U.

Las primeras dos igualdades ya se han establecido. Veamos la tercer igualdad.

(a.1) U⊆W•. Sea W ∈ U. Tomemos la siguiente factorización

000 //

s
��
=

W

A ,

r

>>

con s∈ C y r ∈F∩W. Notemos que A = Coker(s)∈D y Ker(r)∈ E∩U. Luego, consideremos

la siguiente sucesión exacta corta

000 // Ker(r) // A
r // W // 000 .

Observamos que Ker(r) ,W ∈U, entonces A∈U, ya que U es gruesa. Probándose que s∈C∩W.

Por el Axioma tres por dos, tenemos que el morfismo 000−→W está en W, por lo tanto W ∈W•.

(a.2) W• ⊆ U. Sea W ∈W•. Tomemos la siguiente factorización

000
⋆ //

s
��
=

W

A ,

r

>>

con s ∈ C∩W y r ∈ F. El Corolario 1.19.45 nos brinda la siguiente sucesión exacta

000 // Ker(s) // Ker(⋆) // Ker(r) // Coker(s) // Coker(⋆) // Coker(s) // 000.

Simplificando la sucesión anterior, obtenemos
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000 // Ker(r) // Coker(s) // Coker(⋆) // 000.

Notemos que Ker(r) ,Coker(s) = A ∈ U, por lo que W = Coker(⋆) ∈ U, ya que U es gruesa.

(b) H◦Ĥ= 1Ea(A ). Sea (C,F,W) una estructura de modelo abeliana en A . Luego, (C•,F•,W•)

es un triple de Hovey. La correspondencia de Hovey nos dice que

(MonC• (A ) ,EpiF• (A ) ,MonE•∩W• (A )∗EpiF•∩W• (A ))

es una estructura de modelo abeliana en A . Es claro que C = MonC• (A ) y F = EpiF• (A ).

Finalmente

MonE•∩W• (A )∗EpiF•∩W• (A ) = (C∩W)∗ (F∩W) (Lema 3.3.6)

=W . (Prop. 2.1.20)

Ejemplos 3.3.15. Los siguientes ejemplos de estructuras de modelo abelianas fueron descu-

biertos antes de la noción de estructura de modelo abeliana.

(a) La estructura de modelo estable sobre RMod es abeliana. Esta estructura resulta de

aplicar la correspondencia de Hovey al triple (Pro(RMod) ,Obj(RMod) ,Pro(RMod)).

(b) La estructura de modelo proyectiva es abeliana. Los detalles del triple de Hovey que

genera dicha estructura puede encontrarse en [MP16].

Ejemplos 3.3.16. Los siguientes ejemplos de estructuras de modelo en una categorı́a abeliana

A no son abelianas en general.

(a) La estructura de modelo trivial en A (Mor(A ) ,Mor(A ) , Iso(A )) no es abeliana a

menos que Mor(A ) = Iso(A ).

(b) La estructura de modelo absoluta en Comp(RMod) no necesariamente es abeliana. En

efecto, todo objeto CCC• ∈Comp(A ) es cofibrante, es decir, el morfismo (cn) : 000−→CCC• es

mono-escindible grado a grado, esto es, cada morfismo cn : 000−→C
n

es mono-escindible

para todo n ∈ Z. En particular, consideremos el siguiente diagrama en Comp(ZMod)

. . .000 // 000 //

=

��

Z //

=f 0

��

000 //

��

000 . . .

. . .000 // 000 // Z // 000 // 000 . . . .
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Notemos que el morfismo f =
(

f
n)

es un monomorfismo con conúcleo cofibrante, sin

embargo no es mono-escindible grado a grado. Por lo anterior, la estructura de modelo ab-

soluta en Comp(ZMod) no es abeliana. Recordemos que los detalles de esta construcción

pueden encontrarse en [HC02]. Sin embargo Hovey menciona que es posible modificar la

definición de estructura de modelo abeliana para incluir este ejemplo (ver [Ho02]).



Apéndice A

Elementos de Álgebra homológica

A.1. Complejos de cadena

La finalidad de éste apéndice es exponer los elementos de álgebra homológica que son requeri-

dos en esta tesis. Este apéndice está basado en [SV07] y complementado con [ML75], [Ob00]

y [MP16].

Definición A.1.1. Sean A una categorı́a y P ∈ Obj(A ). Decimos que P es proyectivo si para

todo diagrama en A

P

f
��

A g
// B ,

con g epimorfismo, existe un morfismo h : P−→ A tal que f = gh.

Observación A.1.2.

(a) Un objeto P es proyectivo si y sólo si el funtor HP := A (P,−) : A −→ Ab preserva

epimorfismos.

(b) El funtor HP : A −→ Ab es exacto si y sólo si P es proyectivo.

Demostración. Tomemos la siguiente sucesión exacta corta en A

S : 000 // C
r // A

g // B // 000 .

Aplicando el funtor HP obtenemos

154



A.1. COMPLEJOS DE CADENA 155

HP [S] : 000 // HP (C)
HP(r) // HP (A)

HP(g) // HP (B) // 000 .

Notemos que HP es exacto izquierdo, por lo tanto

000 // HP (C)
HP(r) // HP (A)

HP(g) // HP (B)

es una sucesión exacta.

Si P es proyectivo, la función HB (g) : HB (A)−→HB (B) es suprayectiva, lo cual demues-

tra que HB [S] es una sucesión exacta corta.

Recı́procamente. Si HB es exacto, entonces la función HB (g) : HB (A) −→ HB (B) es su-

prayectiva, por lo tanto HB preserva epimorfismos. Por el inciso anterior se concluye que

P es proyectivo.�

Definición A.1.3. Decimos que una categorı́a A tiene suficientes proyectivos si ∀A∈Obj(A )

existe un epimorfismo e : P−→ A, con P proyectivo.

Definición A.1.4. Sea E un objeto de una categorı́a A . Decimos que E es un objeto inyectivo

si para todo diagrama en A

A
g //

f
��

B

E ,

con g monomorfismo, existe un morfismo h : B−→ E tal que f = hg.

Observación A.1.5.

(a) Un objeto E es inyectivo si y sólo si el funtor HE := A (−,E) : A −→ Ab envı́a mono-

morfismos a epimorfismos.

Demostración. Supongamos que E es inyectivo. Consideremos el siguiente diagrama

A
g //

f
��

B

E

con g monomorfismo. De este modo, la función A (g,E) : A (B,E) −→ A (A,E) es

suprayectiva porque existe un morfismo h ∈A (B,E) tal que f = A (g,E)(h) = hg.

Recı́procamente, supongamos que el funtor HE envı́a monomorfismos a epimorfismos.

Consideremos el siguiente diagrama
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A
g //

f
��

B

E

con g monomorfismo. Entonces la función A (g,E) : A (B,E) −→ A (A,E) es supra-

yectiva, por lo que existe un morfismo h ∈A (B,E) tal que f = A (g,E)(h) = hg. �

(b) El funtor HP = A (−,E) : A −→ Ab es exacto si y sólo si E es inyectivo.

Definición A.1.6. Decimos que una categorı́a A tiene suficientes inyectivos si ∀A ∈ Obj(A )

existe un monomorfismo m : A−→ E, con E inyectivo.

Definición A.1.7. Un complejo 1 en una categorı́a abeliana A es una sucesión

(
C•,d

C•

)
: . . . // C

n−1
d

n−1

C• // C
n

d
n

C• // C
n+1

d
n+1

C• // C
n+2 // . . . .

en A , tal que d
n

C•
d

n+1

C•
= 000 para todo n ∈ Z. Los morfismos d

n

C•
son llamados diferenciales.

Para simplificar la notación, denotaremos a un complejo como CCC• :=
(
C•,d

C•

)
o simplemen-

te por CCC. Por último, la clase de todos los complejos en un categorı́a A será denota como

|Comp(A )|.

Para introducir la categorı́a de todos los complejos, definiremos los morfismos de cadena.

Definición A.1.8. Sean CCC• :=
(
C•,d

C•

)
y KKK• :=

(
K•,d

K•

)
complejos en una categorı́a abelina

A . Un morfismo de cadena

f • :
(
C•,d

C•

)
−→

(
K•,d

K•

)
,

de CCC• a KKK•, es una sucesión de morfismos f • :=
{

f
n

: C
n
−→ K

n}
n∈Z

tal que el siguiente dia-

grama

C
n d

n

C• //

f
n

��

=

C
n+1

f
n+1

��

K
n

d
n

K•

// K
n+1

conmuta ∀n ∈ Z.

1Por simplicidad, escribiremos complejo para referirnos a cocomplejo de cocadena.



A.2. HOMOLOGÍA 157

Cuando no exista confusión, denotaremos a un morfismo de cadena solamente como f • :=
(

f
n)

.

Definición A.1.9. Sea A una categorıa abeliana. La categorı́a Comp(A ) de todos los comple-

jos en A se define como sigue

(a) Obj(Comp(A )) := |Comp(A )|.

(b) Si CCC• y KKK• son complejos de cadena en A , se define

Comp(A )(CCC•,KKK•) := { f • | f • es un morfismo de cadena de CCC• a KKK• }.

(c) Si f • :
(
C•,d

C•

)
−→

(
K•,d

K•

)
y g• :

(
K•,d

K•

)
−→

(
Q•,d

Q•

)
son morfismos de cadena la

composición g• f • se define como g• f • :=
{

g
n

f
n

: C
n
−→ Q

n}
n∈Z

.

Note que, para cualquier complejo CCC•, el morfismo identidad es 1C• :=
{

1C
n : C

n
−→C

n}
n∈Z

.

Más aún, un morfismo de cadena f • =
(

f
n)

es un isomorfismo si f
n

es un isomorfismo en A

para todo n ∈ Z.

Proposición A.1.10. Si A es una categorı́a abeliana, entonces Comp(A ) es abeliana.

Note que la estructura de grupo abeliano para cada conjunto Comp(A )(CCC•,KKK•) está determi-

nada como

f •+g• :=
(

f
n
+g

n)
,

donde f • =
(

f
n)

y g• =
(
g

n)
.

Definición A.1.11. Diremos que un complejo CCC• :=
(
C•,d

C•

)
es positivo si C

n
= 000 para todo

n < 0. Dualmente, CCC• :=
(
C•,d

C•

)
es negativo si C

n
= 000 para todo n > 0.

Observamos que los complejos positivos forman una subcategorı́a plena Comp≥000 (A ) de Comp(A ).

De forma dual, los complejos negativos forman una subcategorı́a plena Comp000≤ (A ) de Comp(A ).

A.2. Homologı́a

Para obtener el funtor de cohomologı́a, definiremos el funtor Zn : Comp(A ) −→ A de n-

cociclos y el funtor Bn : Comp(A )−→A de n-cobordes.

Definición A.2.1. Para cada XXX• ∈ |Comp(A )| se define
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(a) Zn (XXX•) := Ker
(
d

n

XXX•

)
,

(b) Bn (XXX•) := Im
(
d

n−1
XXX•

)
,

(c) un
XXX•

:= ker
(
d

n

XXX•

)
, de este modo, un

XXX•
: Zn (XXX•)−→ X

n
,

(d) la factorización de d
n−1
XXX•

a través de su imagen

X
n−1

β n−1

XXX• ""

d
n−1

XXX• //

=

X
n−1

Bn (XXX•)

αn

XXX•

<< ,

(e) el monomorfismo µn
XXX•

: Bn (XXX•)−→ Zn (XXX•) que hace conmutar el siguiente diagrama

X
n−1

d
n−1

XXX• //

β n−1

XXX•

��

=

=

X
n

Bn (XXX•)

αn−1

XXX•

::

µn

XXX•

// Zn (XXX•)

un

XXX•

OO

(note que la Observación 1.19.33(b) garantiza la existencia de µn
XXX•

).

Para cada morfismo de cadena f • : LLL• −→KKK• se tiene que

d
n

KKK•
f

n
un

LLL•
= f

n+1
d

n

LLL•
un

LLL•
= 000

∀n ∈ Z, lo que muestra que f
n
un

LLL•
tiene la propiedad del núcleo de d

n

KKK•
. Entonces existe

un único morfismo

Zn ( f •) : Zn (LLL•)−→ Zn (KKK•)

que hace conmutar el siguiente diagrama

Zn (LLL•)
un

LLL• //

Zn( f •)

��

=

L
n

d
n

LLL• //

=f
n

��

L
n+1

f
n+1

��

Zn (KKK•)
un

KKK•

// K
n

d
n

KKK•

// K
n+1
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en A .

Por otro lado,

coker
(
un

LLL•

)
= coker

(
ker
(

d
n−1

LLL•

))
= coim

(
d

n−1

LLL•

)
= β n−1

LLL•
: L

n−1
−→ Bn (LLL•).

Además,

β n−1
KKK•

f
n−1

un−1
LLL•

= β n−1
KKK•

un−1
KKK•

Zn−1 ( f ) = 000Zn−1 ( f ) = 000,

lo que muestra que β n−1
KKK•

f
n−1

tiene la propiedad del conúcleo de un−1
LLL•

. Por lo cual, existe

un único morfismo

B
n
( f •) : Bn (LLL•)−→ Bn (KKK•)

que hace conmutar el siguiente diagrama

000 // Zn−1 (LLL•)
un−1

LLL• //

Zn−1( f •)

��

=

L
n−1

β n−1

LLL• //

=f
n−1

��

Bn (LLL•) //

Bn( f •)

��

000

000 // Zn−1 (LLL•)
un−1

LLL•

// K
n−1

β n−1

KKK•

// Bn (KKK•) // 000

con columnas exactas en A .

Las asignaciones anteriores definen el funtor Zn : Comp(A ) −→ A de n-cociclos y el funtor

Bn : Comp(A )−→A de n-cobordes. Además, dichos funtores son aditivos.

Observación A.2.2. El siguiente diagrama es conmutativo en una categorı́a abeliana A

Bn (LLL•)
µn

LLL• //

Bn( f •)

��

=

Zn (LLL•)

Zn( f •)

��
Bn (KKK•)

µn

KKK•

// Zn (KKK•) .

En efecto, de la siguiente igualdad

un
KKK•

Zn ( f ) µn
LLL•

β n−1
LLL•

= un
KKK•

µn
KKK•

Bn ( f ) β n−1
LLL•
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se concluye que

Zn ( f ) µn
LLL•

= µn
KKK•

Bn ( f ),

ya que un
KKK•
∈Mon(A ) y β n−1

LLL•
∈ Epi(A ).

Definición A.2.3. Para cada monomorfismo µn
XXX•

: Bn (XXX•)−→ Zn (XXX•) definimos el cociente

pn
XXX•

:= coker
(
µn

XXX•

)
: Zn (XXX•)−→ Coker

(
µn

XXX•

)
.

En sı́mbolos, escribiremos Coker
(
µn

XXX•

)
:= Zn (XXX•)/Bn (XXX•).

Definición A.2.4. Sean A una categorı́a abeliana y n ∈ Z. El funtor de cohomologı́a

Hn : Comp(A ) :−→A ,

de grado n, se define de la siguiente forma

(a) Hn (XXX•) := Zn (XXX•)/Bn (XXX•) para todo XXX• ∈ Obj(Comp(A )),

(b) para cada morfismo f • : LLL• −→KKK• de Comp(A ) se define

Hn ( f •) : Hn (LLL•)−→ Hn (KKK•)

como el único morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama

000 // Bn (LLL•)
µn

LLL• //

Bn( f •)

��

=

Zn (LLL•)
pn

LLL• //

=Zn( f •)

��

Hn (LLL•) //

Hn( f •)

��

000

000 // Bn (KKK•)
µn

KKK•

// Zn (KKK•)
pn

KKK•

// Hn (KKK•) // 000

con filas exactas en A .

Observación A.2.5. El funtor Hn : Comp(A ) :−→A es aditivo, pues los funtores Zn y Bn lo

son.

Definición A.2.6. Sean f •,g• ∈ Comp(A )(XXX•,YYY •) morfismos de cadena. Decimos que f • es

homotópico a g• si existe una familia de morfismos Θ := {Θ
n

: X
n
−→ Y

n−1
}

n∈Z
en A tal que

f
n
− g

n
:= d

n−1

YYY•
Θ

n
+ Θ

n+1
d

n

XXX•
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para todo n ∈ Z.

Si f • es homotópico a g•, escribiremos f • ∼ g•. Por último, un complejo de cadena f • : XXX• −→

YYY • es una una equivalencia de homotopı́a de cadena si existe un morfismo de cadena g• :

YYY • −→XXX• tal que g• ◦ f • ∼ 1XXX• y f • ◦g• ∼ 1YYY • .

Proposición A.2.7. Sean f •,g• ∈ Comp(A )(XXX•,YYY •) morfismos de cadena. Si f • ∼ g•, enton-

ces Hn ( f •) = Hn (g•) para todo n ∈ Z.

A.3. Resoluciones

Definición A.3.1. Sean A una categorı́a abeliana y A ∈ Obj(A ). Una resolución derecha de

A es un par ordenado (KKK•,ε) donde

(a) KKK• es un complejo positivo de A ,

(b) ε : A−→ K
0

es un morfismo de A , llamado morfismo de aumentación, tal que

000 // A
ε // K

0
d0

K• // K
1

es una sucesión exacta en A . La resolución (K•,ε) es exacta si Hn (KKK•) = 000 para todo

n≥ 1, e inyectiva si K
n

es inyectivo en A para todo n≥ 0.

Por dualidad, podemos obtener la definición de resolución izquierda de un objeto, además de

la noción de resolución izquierda proyectiva.

Definición A.3.2. Sean A una categorı́a abeliana y A∈Obj(A ). Una resolución izquierda de

A es un par ordenado (PPP•,η) donde

(a) PPP• es un complejo negativo en de A ,

(b) η : P
0
−→ A es un morfismo de A , llamado morfismo de aumentación, tal que

P
−1

d−1

P• // P
0 ε // A // OOO

es una sucesión exacta en A . La resolución (P•,ε) es exacta si Hn (KKK•) = 000 para todo

n≤−1, y proyectiva si K
n

es proyectivo en A para todo n≤ 0.



162 APÉNDICE A. ELEMENTOS DE ÁLGEBRA HOMOLÓGICA

Proposición A.3.3. Sea A una categorı́a abeliana con suficientes inyectivos. Entonces cual-

quier objeto A ∈ Obj(A ) tiene una resolución exacta inyectiva.

Proposición A.3.4. Considere el siguiente diagrama

A
1

u
1 // A

2

u
2 //

ϕ

��

A
3

Q

en una categorı́a abeliana A , donde Q es un objeto inyectivo, ϕu
1
= 000 y la sucesión

A
1

u
1 // A

2

u
2 // A

3

es exacta. Entonces existe un único morfismo ψ ∈ A (A
3
,Q) que hace conmutar el siguiente

diagrama

A
2

u
2 //

ϕ   

A
3

φ
��

=

Q .

Proposición A.3.5. Sean A y B objetos de una categorı́a abeliana A con suficientes inyectivos,

KKK• := (K•,ε) una resolución exacta de A y LLL• := (L•,η) una resolución inyectiva de B. Si

u ∈ A (A,B), entonces existe un morfismo f • : KKK• −→ LLL• en Comp(A ) tal que el siguiente

diagrama conmuta en A

A
ε //

u

��

K
0

f
0

��
B

η // L
0 .

Además, si g• : KKK• −→ LLL• es un morfismo en Comp(A ) tal que g
0 ε = ηu, entonces f • ∼ g•.

Definición A.3.6. El morfismo f • : KKK• −→ LLL•, de la proposición anterior, se le conoce como

morfismo de levantamiento de u.

En términos de levantamientos, la Proposición A.3.5 dice que dos levantamientos de un mismo

morfismo son homotópicos.
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A.4. Funtores Derivados

Notación A.4.1. Dada una categorı́a abeliana A con suficientes inyectivos, la Prosición A.3.3

asegura que cualquier objeto A ∈ Obj(A ) tiene una resolución derecha exacta inyectiva. De

esta forma, para todo A ∈ Obj(A ) elegiremos una resolución derecha exacta inyectiva que

denotaremos como
(
III•

A
,ε

A

)
.

Definición A.4.2. Sean A una categorı́a abeliana con suficientes inyectivos, B una categorı́a

abeliana, F : A −→B un funtor aditivo y (III•,ε
A
) una resolución derecha exacta inyectiva de

un objeto arbitrario A ∈ Obj(A ). Definimos F
(
III•

A

)
como el complejo positivo

F
(
III•

A

)
: . . . // 000 // F

(
I0

A

) F(d0

I•
A

)

// F
[
I1

A

] F(d1

I•
A

)

// F
[
I2

A

] F(d2

I•
A

)

// . . .

en B.

Definición A.4.3. Sean A y B categorı́as abelianas y F : A −→B un funtor aditivo. Definimos

el funtor F• : Comp(A )−→ Comp(B) de la siguiente forma

(a) para cada X• ∈ Comp(A ), F• (X•) := M•, donde M• :=
(
F
(
X

n)
,F ( d

X•
)
)
,

(b) para todo morfismo f • : X• −→ Y • en Comp(A ), se define

F• ( f •) :=
{

F
(

f
n)

: F
(
X

n)
−→ F

(
Y

n)}
n∈Z

.

Observación A.4.4. El funtor F• : Comp(A ) −→ Comp(B) es aditivo. Además, si f • ∼ g•,

entonces F• ( f •)∼ F• (g•).

Definición A.4.5. Sean A una categorı́a abeliana con suficientes inyectivos, B una categorı́a

abeliana y F : A −→B un funtor aditivo. Para cada n∈Z se define el n-ésimo funtor derivado

derecho de F , denotado por RnF : A −→B, como sigue

(a) (RnF)(A) := Hn
(
F
[
III•

A

])
para todo A ∈ Obj(A ), donde Hn : Comp(B) −→B es el n-

ésimo funtor de cohomologı́a,

(b) para cada u : A−→ B, se define

(RnF)(u) := Hn (F• ( f •)) : Hn
(
F
(
III•

A

))
−→ Hn

(
F
(
III•

B

))
,

donde f • ∈ Comp(A )
(
III•

A
,III•

B

)
es un levantamiento de u (ver Definición A.3.6 ).
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Veamos que RnF está bien definido. En efecto, supongamos que g• : III•A −→ III•B es otro levan-

tamiento de u, por la Proposición A.3.5 sabemos que f • ∼ g•, después, por la Observación

A.4.4 concluimos que F• ( f •)∼ F• (g•). Finalmente, por la Proposición A.2.7 se concluye que

Hn (F• ( f •)) = Hn (F• (g•)).

Antes de demostrar que RnF es, en efecto, un funtor, realizaremos la siguiente observación.

Observación A.4.6. Sean A una categorı́a abeliana con suficientes inyectivos, u ∈A (A,B) y

v ∈A (B,C). Si f • es un levantamiento de u y g• es un levantamiento de v, entonces g• f • es un

levantamiento de uv.

La demostración de esta observación se sigue de la conmutatividad del siguiente diagrama en

A

A
ε

A //

u

��

=

I
0

A

f
0

��

B

=

ε
B //

v

��

I
0

B

g
0

��

C
ε

C

// I
0

C
.

Por lo anterior,

(RnF)(vu) = Hn (F• (g• f •))

= Hn (F• (g•)F• ( f •))

= Hn (F• ( f ))Hn (F• (g))

= (RnF)(v)(RnF)(u) .

Además, RnF es un funtor aditivo. Antes de demostrarlo, consideremos la siguiente observa-

ción.

Observación A.4.7. Sean A una categorı́a abeliana con suficientes inyectivos y u1,u2 : A−→B

morfismos de A . Si f • es un levantamiento de u1 y g• es un levantamiento de u2, entonces

g•+ f • es un levantamiento de u2 +u1.

La demostración es inmediata de la siguiente igualdad

( g
0 + f

0
)ε

A
= g

0 ε
A
+g

0 ε
A
= ε

B
u2 + ε

B
u1 = ε

B
( u2 +u1 ).
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Ası́,

(RnF)(u2 +u1) = Hn (F• (g•+ f •))

= Hn (F• (g•)+F• ( f •))

= Hn (F• ( f ))+Hn (F• (g))

= (RnF)(u2)+(RnF)(u1) .

Lo anterior prueba que RnF es un funtor aditivo.

En lo siguiente, veremos que la construcción del funtor derivado no depende, esencialmente, de

la elección de una resolución derecha exacta e inyectiva.

Supongamos que para cada objeto A ∈ Obj(A ) elegimos una resolución exacta e inyectiva

( III•
A
,ε

A
) diferente a la de la Notación A.4.1. Luego, podemos construir otro funtor derivado

RnF : A −→B para todo n ∈ Z. La siguiente proposición nos dice como se relacionan dichos

funtores.

Proposición A.4.8. Sean A una categorı́a abeliana con suficientes inyectivos, B una categorı́a

abeliana y F : A −→B un funtor aditivo. Entonces los funtores RnF y RnF son naturalmente

equivalentes.

Observación A.4.9. Sea A una categorı́a abeliana con suficientes inyectivos y A ∈ Obj(A ).

(a) (RnF)(A) = 000 para todo n < 0, ya que III•
A

es un complejo positivo.

(b) Si Q es un objeto inyectivo de A , entonces (RnF)(Q) = 000 ∀n 6= 0. Esto es porque

000 // Q
1

Q // Q // 000 // . . .

es una resolución exacta e inyectiva de Q.

Lema A.4.10. Si F : A −→B es un funtor exacto izquierdo, entonces R0F es naturalmente

equivalente a F . Además, si F es exacto, entonces (RnF)(A) = 000 ∀n ∈ Z y ∀A ∈ Obj(A ).

A.5. El funtor Ext

Definición A.5.1. Sea A una categorı́a abeliana con suficientes inyectivos y A un objeto fijo de

A . Para toda i ∈ Z el funtor covariante aditivo
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Exti
A
(A,−) : A −→ Ab

se define como Exti
A
(A,−) := RiHA.

Definición A.5.2. Sea A una categorı́a abeliana con suficientes proyectivos y B un objeto fijo

de A . Para toda i ∈ Z el funtor contravariante aditivo

exti
A
(−,B) : A −→ Ab

se define como exti
A
(−,B) := LiHB, donde LiHB es el i-ésimo funtor derivado a izquierda de

HB. Dicho funtor, se calcula análogamente, usando resoluciones izquierdas exactas proyectivas.

Proposición A.5.3. Si A es una categorı́a abeliana con suficientes inyectivos y proyectivos,

entonces exti
A
(A,B)≃ Exti

A
(A,B) ∀A,B ∈ Obj(A ).

Definición A.5.4. Sean XXX• ∈ Comp(A ) un complejo negativo y ZZZ• ∈ Comp(A ) un complejo

positivo. Definimos la longitud de XXX• y de ZZZ• como sigue, donde min∅ := ∞,

(a) l(XXX•) :=min
{

n≥ 0 | X
−k

= 000 ∀k > n
}

.

(b) l(ZZZ•) :=min
{

n≥ 0 | Z
k
= 000 ∀k > n

}
.

Definición A.5.5. Sea A una categorı́a abeliana y A ∈ Obj(A ) un objeto fijo. La dimensión

proyectiva de A se define como

pd(A) := min{l(PPP•) | (PPP•,ε) es una resolución izquierda exacta proyectiva de A}.

Análogamente, la dimensión inyectiva de A se define como

id(A) := min{l(PPP•) | (PPP•,ε) es una resolución derecha exacta e inyectiva de A}.

Proposición A.5.6. Sean A una categorı́a abeliana con suficientes proyectivos y A un objeto

de A . Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) pd(A)≤ n.

(b) Exti
A
(A,C) = 000 ∀i > n y ∀C ∈ Obj(A ).

(c) Extn+1
A

(A,C) = 000 ∀C ∈ Obj(A ).

(d) El funtor Exti
A
(A,−) : A −→ Ab es exacto derecho ∀i > n.
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(e) Si en la sucesión exacta en A

S : 000 // X
n

αn // X
n−1

αn−1 // . . . // X
0

α0 // A // 000

los objetos X
k
, con k < n, son proyectivos, entonces X

n
también es proyectivo.

Corolario A.5.7. Sean A una categorı́a abeliana con suficientes proyectivos y A un objeto de

A . Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) A es proyectivo.

(b) Exti
A
(A,B) = 000 ∀i > 0 y ∀B ∈ Obj(A ).

(c) Ext1
A
(A,B) = 000 ∀B ∈ Obj(A ).

Ahora, enunciaremos la proposición dual y su corolario.

Proposición A.5.8. Sean A una categorı́a abeliana con suficientes inyectivos y A un objeto de

A . Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) id(A)≤ n.

(b) Exti
A
(C,A) = 000 ∀i > n y ∀C ∈ Obj(A ).

(c) Extn+1
A

(C,A) = 000 ∀C ∈ Obj(A ).

(d) El funtor Exti
A
(−,A) : A −→ Ab es exacto derecho.

(e) Si en la sucesión exacta en A

S : 000 // A
α0 // X

0

α1 // . . . // X
n−1

αn // X
n

// 000

los objetos X
k
, con k < n, son inyectivos, entonces X

n
también es inyectivo.

Corolario A.5.9. Sean A una categorı́a abeliana con suficientes inyectivos y A un objeto de

A . Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) A es inyectivo.

(b) Exti
A
(B,A) = 000 ∀i > 0 y ∀B ∈ Obj(A ).

(c) Ext1
A
(B,A) = 000 ∀B ∈ Obj(A ).
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El siguiente resultado es usado en esta tesis. La demostración puede encontrarse en [Ob00].

Lema A.5.10. Sea A una categorı́a abeliana con suficientes inyectivos y proyectivos. Para cada

X ∈ Obj(A ) y cada sucesión exacta corta

000 // A // B // C // 000

existen sucesiones exactas infinitas en A

S1 : 000 // A (X ,A) // A (X ,B) // A (X ,C)

qq
Ext1

A
(X ,A) // Ext1

A
(X ,B) // Ext1

A
(X ,C)

qq
Ext2

A
(X ,A) // . . . .

S2 : 000 // A (C,X) // A (B,X) // A (C,X)

qq
Ext1

A
(C,X) // Ext1

A
(B,X) // Ext1

A
(A,X)

qq
Ext2

A
(X ,X) // . . . .

A.6. Clases propias

En esta sección presentaremos una descripción alternativa del funtor Ext1
A

en términos de su-

cesiones exactas cortas.

Definición A.6.1. Sean S1 y S2 sucesiones exactas cortas en una categorı́a abeliana A . Un

morfismo s : S1 −→ S2, de S1 a S2, es una tercia de morfismos s := ( f ,g,h) que hacen conmutar

el siguiente diagrama

S1 : 000 // A //

f

��
=

B //

g

��
=

C //

h
��

000

S1 : 000 // X // Y // Z // 000 .

Diremos que s := ( f ,g,h) es un isomorfismo si f ,g y h son isomorfismos en A , en sı́mbolos

escribiremos S1 ≃ S2.

Definición A.6.2. Diremos que una sucesión exacta corta

000 // A //f // B //g // C // 000
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en una categorı́a abeliana A es una sucesión exacta escindible si es isomorfa a la siguiente

sucesión

000 // A //
i
A // A⊕C //

p
C // C // 000 .

Definición A.6.3. Sea P una clase de sucesiones exactas cortas en una categorı́a abeliana A . Si

000 // A //f // B //g // C // 000

pertenece a P diremos que f es un P-monomorfismo y que g es un P-epimorfismo.

Definición A.6.4. Diremos que una clase P de sucesiones exactas cortas de una categorı́a abe-

liana A es una clase propia si satisface los siguientes axiomas

(P.1) P es cerrada bajo isomorfismos, es decir, si S ∈ P y S≃ Ŝ, entonces Ŝ ∈ P.

(P.2) ∀A,B ∈ Obj(A), la sucesión

000 // A //
i
A // A⊕C //

p
C // C // 000

pertenece a P.

(P.3) Si f y f̂ son P-monomorfismos, entonces f f̂ es un P-monomorfismo, siempre que f f̂

esté definida.

(P.4) Si f̂ f es un P-monomorfismo, entonces f es un P-monomorfismo.

(P.5) Si g y ĝ son P-epimorfismos, entonces gĝ es un P-epimorfismo, siempre que gĝ esté de-

finida.

(P.6) Si gĝ es un P-epimorfismo, entonces g es un P-epimorfismo.

Note que la interesección de una familia de clases propias es de nuevo una clase propia.

Ejemplo A.6.5. Sea A una categorı́a abeliana. La clase Ses(A ) de todas las sucesiones exactas

cortas de A y la clase Esc(A ) de todas las sucesiones exactas escindibles de A son clases

propias.

Definición A.6.6. Sean P un clase propia en una categorı́a abeliana A y S1,S2 ∈ P . Decimos

que las sucesiones
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S : 000 // A //// B // // C // 000 y Ŝ : 000 // A //// B̂ //// C // 000

son congruentes si existe un morfismo (1A, f ,1B) : S−→ Ŝ. En este caso, escribiremos S1 ≡ S2.

Notamos que el morfismo f es un isomorfismo, esto sucede por el Lema del 5 (Prop. 1.19.42).

Luego, la relación de congruencia ≡ es una relación de equivalencia.

Observación A.6.7. Sea P una clase propia en una categorı́a abeliana A .

(a) Considere el siguiente diagrama en A

S : 000 // A //f // B //g // C // 000

Ĉ

γ

OO

,

donde S es una sucesión exacta corta. Entonces existe una sucesión Sγ exacta corta en A

que hace conmutar el siguiente diagrama

S : 000 // A //f //

=

B

=

//g // C // 000

Sγ : 000 // A
f̂

//

1A

OO

B∏

C
Ĉ

ĝ
//

γ̂

OO

Ĉ

γ

OO

// 000 ,

donde el cuadrado derecho es un diagrama de producto fibrado. Además, el morfismo f̂

se obtiene de la propiedad universal del producto fibrado

A
000

##

f

  

f̂

%%

=

=

B∏
C

Ĉ
ĝ

//

γ̂

��

=

Ĉ

γ

��
B

g // C .

(b) De forma dual, para cada diagrama
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S : 000 // A //

α
��

f // B //g // C // 000

Â ,

donde S es una sucesión exacta corta en A , existe una sucesión exacta corta αS que hace

conmutar el siguiente diagrama

S : 000 // A //

α

��

f //

=

B //

α̂
��

g //

=

C //

1C

��

000

αS : 000 // Â
f̂

// Â
∏

C
B

ĝ
// C // 000 .

(c) Más aún, si S ∈ P, entonces αS,Sγ ∈ P.

(d) En este caso, se tiene que (αS)γ ≡ α (Sγ).

Definición A.6.8. Sean

S1 : 000 // A1
//f1 // B1

g1 // // C1
// 000 y S2 : 000 // A2

//f2 // B2
g2 //// C2

// 000

sucesiones de una clase propia P de una categorı́a abeliana A . La suma directa de S1 y S2 se

define como la sucesión

S1⊕S2 : 000 // A1⊕A2
//f1⊕ f2 // B1⊕B”

g1⊕g2 //// C1⊕C2
// 000 .

Observación A.6.9. Si S1,S2 ∈ P, entonces S1⊕S2 ∈ P.

Definición A.6.10. Sean

S1 : 000 // A //// B // // C // 000 y S2 : 000 // A //// B̂ //// C // 000

sucesiones de una clase propia P de una categorı́a abeliana A . La suma de Baer 2 de S1 y S2

se define como

S1 +S2 := ∇A (S1⊕S2)∆C.

Claramente S1 +S2 ∈ P.

2Llamada ası́ por el matemático alemán Reinhodl Baer (1902-1979).
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Observación A.6.11. En el caso de la definición anterior, se satisfacen las siguientes congruen-

cias

α (S1 +S2)≡ αS1 +αS2 (S1 +S2)γ ≡ S1γ +S2γ .

Además, para α1,α2 : A−→ Â y γ1,γ2 : Ĉ −→C se tiene que

(α1 +α2)S1 ≡ α1S1 +α2S1 S1 (γ1 + γ2)≡ S1γ1 +S1γ2.

Definición A.6.12. Sea P una clase propia en una categorı́a abeliana A. Para cada par de objetos

A y C de A se define el conjunto Ext1P (C,A) de todas las clases de congruencia de las sucesiones

que empieza en A y terminan con C, es decir,

Ext1P (C,A) := { [S]≡ | S : 000 // A //f // B //g // C // 000 }.

Donde [S]≡ := {Σ ∈ P | Σ≡ S}.

Observación A.6.13. Ext1P (C,A) tiene una estructura de grupo abeliano, determinada por la

suma de Baer. Además, el elemento neutro aditivo es la clase de congruencia de la sucesión

000 // A //
i
A // A⊕C //

p
C // C // 000 .

De esta forma, para cada C ∈ Obj(A ) definimos el funtor covariante

Ext1P (C,−) : A −→ Ab

como sigue

(a) Ext1P (C,−)(A) := Ext1P (C,A) para todo A ∈ Obj(A ).

(b) para cada α : A−→ Â,

Ext1P (C,−)( f ) : Ext1P (C,A)−→ Ext1P (C, Â ) está determinada por [S]≡ 7−→ [αS]≡.

De forma dual se puede definir un funtor contravariante Ext1P (−,C) : A −→ Ab.

El siguiente resultado relaciona los funtores Ext1P (C,−) y Ext1
A
(C,−). La demostración deta-

llada puede encontrarse en [MP16].

Teorema A.6.14 (Descripción de Baer de Ext1
A
(X ,Y )). Sean A una categorı́a abeliana y P la

clase de todas las sucesiones exactas cortas en A . Si A tiene suficientes proyectivos o inyecti-

vos, entonces ∀X ,Y ∈ Obj(A ) se tiene que Ext1
A
(X ,Y )∼= Ext1P (X ,Y ).

Para cada clase propia P general, existe una transformación natural
{

η
A

: Ext1P (C,A)−→ Ext1
A
(C,A)

}

que tiene como componentes η
A

monomorfismos. Es decir, Ext1P (C,−) es un subfuntor de

Ext1
A
(C,−).



Apéndice B

Categorı́as localmente presentables

El próposito de este apéndice es enunciar la definición de categorı́a presentable (ver [AR94]).

Para lograr eso presentaremos algunas definiciones de la teorı́a de conjuntos (ver [Je02]).

Definición B.0.15. Sean (P,≤,) un conjunto parcialmente ordenado, X un subconjunto no vacı́o

de P y a un elemento de P. Decimos que a es un elemento menor de X si a ∈ X y ∀x ∈ X se

tiene que a≤ x.

Definición B.0.16. Sea (P,≤,) un conjunto linealmente ordenado. Decimos que P es un con-

junto bien ordenado por ≤ si todo subconjunto no vacı́o de P tiene un elemento menor.

Definición B.0.17. Decimos que un conjunto T es transitivo si ∀X ∈ T se cumple que X ⊆ T .

Definición B.0.18. Un número ordinal (o simplemente ordinal) es un conjunto transitivo que

es bien ordenado por la relación de pertenencia.

Definición B.0.19. Sean Ord la clase de todos los ordinales y α , β ordinales. Definimos un

orden < en Ord como sigue

α < β si y sólo si α ∈ β .

Observación B.0.20. El orden < definido anteriormente es un orden lineal. Además, se cumple

trivialmente que α = { β | β < α }.

Definición B.0.21. Sea α un ordinal. El sucesor de α se define como α +1 := α ∪{α}. Si un

ordinal α es tal que α = β +1, para algún ordinal β , diremos que α es un ordinal sucesor. En

este caso contrario, diremos que α es un ordinal lı́mite, esto es, α =
⋃

α .

Teorema B.0.22. Todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un único ordinal.

173
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De hecho, se define una aritmética de números ordinales, esto es, se define la suma, el producto

y la exponenciación de números ordinales.

Definición B.0.23. Sean Y y X conjuntos. Decimos que Y y X tienen la misma cardinalidad si

existe una función biyectiva f : X −→ Y . En sı́mbolos escribimos |X |= |Y |.

Observación B.0.24. Si W es un conjunto bien ordenado, entonces existe un ordinal α tal que

|W |= |α|. Lo anterior sucede por el Teorema B.0.22.

Definición B.0.25. Un cardinal es un número ordinal α tal que ∀β < α se tiene que |α| 6= |β |.

Definición B.0.26. Sea W un conjunto bien ordenado. La cardinalidad de W se define como el

ordinal menor α tal que |W |= |α|. En sı́mbolos escribiremos |W | := α .

Es claro que el ordinal |W | = α es un cardinal. Un ordinal infinito que es cardinal es llamado

aleph. En particular, |N| := ℵ
0
.

Definición B.0.27. Sea λ un cardinal infinito. Decimos que λ es regular si no puede ser expre-

sado como λ = ∑
i<α

λi con α,λi < λ .

Definición B.0.28. Sea λ un cardinal regular.

(a) Un conjunto parcialmente ordenado (X ,≤) es λ -dirigido si todo subconjunto de X con

cardinal menor que λ tiene una cota superior.

(b) Consideremos un conjunto parcialmente ordenado (X ,≤) con estructura de categorı́a.

Diremos que un diagrama F : X −→ C es λ -dirigido si (X ,≤) es λ -dirigido.

(c) Diremos que un colı́mite de un diagrama F : X −→ C es λ -dirigido.

(d) Un objeto C de una categorı́a C es λ -presentable si el funtor C (C,−) : C −→ Set pre-

serva colı́mites λ -dirigidos, Diremos que C ∈ Obj(C ) es presentable si es λ -presentable

para algún cardinal regular λ .

(e) Una categorı́a C es localmente λ -presentable si existe una familia A ⊆ Obj(A ) de

objetos λ -presentables tal que todo objeto de C es un colı́mite λ -dirigido de objetos de

A. Diremos que una categorı́a es localmente presentable si es localmente λ -presentable

para algún cardinal regular λ .
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Ejemplos B.0.29.

(a) Un conjunto X es λ -presentable en Set si y sólo si |X |< λ .

(b) La categorı́a Set es localmente ℵ
0
-presentable.

(c) La categorı́a Top no es localmente ℵ
0
-presentable.

(d) Si A es una categorı́a localmente ℵ
0
-presentable y B una categorı́a pequeña, entonces

A B es localmente ℵ
0
-presentable.
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