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Capitulo 1

Funciones inducidas en los
productos simétricos.

1.1. Introduccion.

Un continuo es un espacio métrico, conexo, compacto y no vacio. Dado
un espacio topolégico X y un subconjunto A de X, denotaremos el interior
y la cerradura de A en X por intx(A) y clx(A), respectivamente.

Dado un continuo X, el n-producto simétrico de X se define como

Fo(X) ={A C X : A tiene a lo mas n puntos y es no vacio}.

Metrizamos el hiperespacio anterior con la métrica de Hausdorff H, ([7, De-
finicién (0.1), p. 1]). Si Uy, . .., Uy, es una coleccion finita de subconjuntos de
X, (Uy,...,Un)n denota el siguiente subconjunto de F,,(X):

{Ae]—"n(X):AC UUkyAﬂUk#Q)paracadake{1,...,m}}.
k=1

Se sabe que la familia de subconjuntos de F,,(X) de la forma (Uy,...,Uny)y
donde cada U; es un subconjunto abierto de X, forma una base para la
topologia F,,(X) (ver [7, Teorema 0.11, p. 9]) la cual es llamada Topologia
de Vietoris. La Topologia de Vietoris y la Topologia inducida por la métrica
de Hausdorff coinciden ([7, Teorema 0.13, p. 10]).

Sin > 2, la suspension del n producto simétrico de X se define como el
espacio cociente.

SFn(X) = Fu(X)/F1(X).

5
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con la topologia cociente, consideramos ¢% : Fp(X) — Fo(X)/Fi(X) la
funcién cociente, y denotamos por F¥ a g% (F1(X)).

Dada una funcién continua y supreyectiva entre continuos f : X — Y,
consideramos la funcién F,,(f) : Fn(X) — F,.(Y) dada por F,,(f)(A) = f(A)
para toda A € F,(X), y la llamamos la funcion inducida en el n-producto
simétrico de X y Y. Se sabe que F,(f) es continua [5, 2.10, p. 27]. Definimos
la funcién SF,(f) : SF.(X) = SF,(Y) dada por

S - { HEHOERT 00D, sx 2 E

Notemos que, por [4, Teorema 4.3, p. 126] SF,(f) es continua. Més aun, el
siguiente diagrama:

Falx) —22 s Foy)
q'% qy
SFn(X) —z 7 SFlY)

es conmutativo.

Este trabajo esta motivado en las respuestas de algunos de los problemas
que se encuentran en [3] y estd en [6] junto con el M. en C. Jimmy A.
Naramjo-Murillo y la M. en C. Yajaida N. Valazquez-Inzunza.

Dada M una clase de funciones continuas y suprayectivas entre continuos,
el problema general sera el estudiar las relaciones entre los siguientes tres
enunciados:

(1) feM;
(2) Fn(f) e M;
(3) SF.(f) e M.

En este trabajo consideraremos las familias de las funciones definidas a
continuacion. Para una funciéon continua supreyectiva entre continuos f :
X — Y, decimos que la funcién es:

(a) casi mondtona, si para cualquier subcontinuo de interior no vacio B de
Y, resulta que f~!(B) es conexo.
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(b) atriodica, si para cualquier subcontinuo B de Y, existen dos compo-
nentes C'y D de f~!(B) tales que B = f(C)U f(D) y para cada
componente £ de f~!(B), se cumple que f(E) = B o f(E) C f(C) o
f(E) C f(C).

(c) libremente descomponible, si para cualesquiera A y B subcontinuos pro-
pios de Y tales que Y = AU B, existen dos subcontinuos propios A" y
B’ de X, tales que X = A'UB’, f(A)C Ay f(B') C B.

(d) fuertemente libremente descomponible, si para cualquiera A y B sub-
continuos propios de Y tales que Y = AU B, se obtiene que f~'(A) y
f~1(B) son conexos.

(e) wnidora, si para cualquier subcontinuo @) de Y y cualesquiera dos com-
ponentes C'y D de f~1(Q), se tiene que f(C) N f(D) # 0.

(f) débilmente confluente, si para cada subcontinuo B de Y, existe una
componente C' de f~!(B) tal que f(C) = B.

(g) semi-confluente, si para cualquier subcontinuo () de Y y cualesquiera
dos componentes C'y D de f~1(Q), se cumple que f(C) C f(D) o

f(D) C f(O).

1.2. Resultados preliminares.

En esta seccién enunciaremos algunos resultados que necesitaremos pa-
ra el desarrollo de este trabajo. El siguiente resultado fue probado en |2,
Teorema 3.2, p. 1194].

Lema 1.2.1. Sean f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva entre
continuos y n un entero mayor o igual que 2. Entonces los siguientes enun-
ctados son equivalentes:

(1) f: X =Y es suprayectiva,
(2) Fulf): Fu(X) = Fu(Y) es suprayectiva;

(8) SF(f): SFu(X) = SFL(Y) es suprayectiva.
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Como todas las funciones con las que trabajaremos son suprayectivas,
de acuerdo con el Lema 1.2.1, todas las funciones inducidas también son
suprayectivas.

Los siguientes resultados fueron probados [3, Proposicién 3.1, p. 492] y
[3, Lema 3.6, p. 495], respectivamente.

Proposicion 1.2.2. Sean f: X — Y wuna funcion continua y suprayectiva
entre continuos y n un entero mayor o igual que 2. Entonces se cumplen los
siguientes enunciados:

(a) las funciones ¢ y gy son mondtonas;

(b) las funciones g |5, conmen © FalX)\ Fi(X) = SFL(X)\ {FE} v
& \r.onme) Fa(Y\NFL(Y) = SFL(Y)\{Fy} son homeomorfismos;

(¢) para cualquier subcontinuo Q de SF,(Y), se cumple lo siguiente
SFu()7HQ) = ¢k (Ful)) ' ((e7)7(Q))).

Lema 1.2.3. Sean f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva entre
continuos y m un entero mayor o igual que 2. Si By,..., B, son subconti-
nuos ajenos dos a dos de'Y y E; es una componente f~'(B;), para cada j €
{1,...,n}, entonces (E\, ..., E,), es una componente de F,,(f) " ({Bi, ..., Bu)n).

1.3. Funciones casi mondétonas.
En [3, Teorema 4.1, p. 496], los autores probaron el siguiente resultado.

Teorema 1.3.1. Sean f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva
entre continuos y n un entero mayor o iqual que 2. Considere los siquientes
enunciados.

(1) f es casi mondtona;
(2) F.(f) es casi mondtona;
(8) SF.(f) es casi mondtona.

Entonces (2) implica (1) y (3).
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Ademas, en [1, Ejemplo 3.4, p. 103] los autores dieron un ejemplo de dos
continuos X y Y una funciéon f: X — Y continua la cual es casi monodtona,
pero F,,(f) no es casi monétona para cualquier n > 2. Esto muestra que (1)
no implica (2) en el Teorema 1.3.1, y esto responde [3, Pregunta 4.4-(i), p.
497]. Notemos que, esto no responde si (1) implica (3). Por lo que, daremos
un ejemplo de una funcién f : X — Y la cual es casi mondtona pero ni
Fo(f), ni SFa(f) son casi mondtonas, esto muestra que (1) no implica (3),
contestando [3, Pregunta 4.4-(ii), p. 497].

Ejemplo 1.3.2. Sea C el plano complejo y S € C el circulo unitario cen-
trado en el origen. Sea Y = S' U I, donde I es un rayo que converge a S
como se muestra en la Figura 1.1.

Dados r,s € S'\ {—i}, r # s, rs denotard el arco en S'\ {—i} con
extremos r y s; y —r denotara la antipoda de 7.

Sea 0 < § < 1—16. Sean a,b € S* tales que d(a,1) =6, a ¢ 13, d(a,b) =6
y b ¢ ai. Entonces tenemos que d(—1,—a) = ¢ y d(—a, —b) = §. Tomemos
deli\{i,1} y c € (=b)i\ {i, —b}.

Sean R; y R, dos rayos ajenos que convergen a los arcos 1d y :\bc, res-
pectivamente, como se observa en la Figura 1.1, y Sea X =Y U Ry U Rs.

Figura 1.1: Continuos X y Y.

Definimos la funcién f : X — Y dada por:

7"619

ro={ e Sy

e sir <1,
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para toda re? € X.
Entonces f es una funcién casi monotona. Veamos que Fo(f) y SFa(f)
no son casi mondtonas.

Tomemos el subcontinuo Q de F»(Y") dado por:
Q= {{z,y} € K(Y):d(z,2) <y d(y,—2) <4, para algun z € S'}.

Notemos que si z € S', entonces (B(z,0), B(—z,0))2 es un subconjunto
abierto contenido en Q, por lo que intz,yy(Q) # 0. Sea p € f71(1) \ {1},
q € f7H(=0)\ {~ b}ye > 0 tal que B(p, e) N f71(1) = {p}, Bp,e) N
Ry = 0, B(q,e) N f7'(=b) = {q¢} vy Blg,e) N Ry = 0. Observemos que
(B(p,e), B(g,€))2aNFa(f)"1(Q) = {{p, ¢} }. Entonces {{p,q}} es un subcon-
junto propio abierto y cerrado de F»(f)~1(Q). Por lo tanto, Fo(f)~*(Q) no es
conexo. Con lo anterior concluimos que F»(f) no es casi mondtona. Ademas,
como Q N Fi(Y) = @, usando la Proposicién 1.2.2; tenemos que ¢3-(Q) es
un subcontinuo de SF5(Y) con interior no vacio tal que SFo(f) 1 (¢2(Q))
es homeomorfo a Fo(f)~1(Q). Entonces, SF2(f) ' (¢?(Q)) no es conexo y
concluimos que SF»(f) no es casi mondtona.

Ahora bien, probaremos que (3) implica (1), para n = 2, lo cual contesta
[3, Pregunta 4.4-(iii), p. 497].

Teorema 1.3.3. Sea f : X — Y wuna funcion biyectiva entre continuos. St
SFy(f) es casi mondtona, entonces f es casi mondtona.

Demostracion. Supongamos que f no es casi monétona. Entonces existe un
subcontinuo B de Y tal que inty(B) # (0 y f~'(B) no es conexo. Entonces,
existen dos subconjuntos compactos no vacios K y L de X tales que f~}(B) =
K U L. Analizaremos dos casos.

Caso A. Toda componente de Y \ B tienen interior vacio.

En este caso, tenemos que en particular Y \ B no es conexo.

Fijamos dos componentes K; yv L; de K y L, respectivamente. Sean U,
y Vi dos subconjuntos abiertos con cerradura ajena en X tales que K C U,
y L C V. Entonces f~1(B) C Uy U V4.

Como f es continua, existen dos subconjuntos abiertos U y V de X los
cuales satisfacen que f~Y(B) Cc UUV, U C Uy, V C V, y para cualquier
veUUV, f7Hf(v) C Uy UV,.
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Por [8, Corolario 5.5, p. 74}, existen dos subcontinuos Ky y Ly de X tales
que K1 C Ko CUy Ly C Ly CV.

Si Ky ¢ f71(B) = K UL, dado que Ky N K # (), la conexidad de Ky
implica que K2 C K y entonces Ky C K 1, lo cual es absurdo. Esto prueba
que Ky ¢ f~1(B). Similarmente, Lo g ~YB).

Elegimos dos puntos re K\ f[FYB)yue L)\ fYB).

Sea S y T las respectivas componentes de Ky \ f~%(B) y Lo \ f~(B)
tales que x € Sy u € T. Por el Teorema de Golpes en la Frontera ([8,
Teorema 5.6, p. 74]), aplicado al continuo K, y a su subconjunto propio
K5\ f~Y(B), podemos tomar un punto z; € clg,(S)N f~(B). Similarmente,
podemos tomar un punto u; € clz,(T) N f~'(B). Notemos que clx(S) =
clg,(S) € SUfH(B), por lo que f(clx(S)) C f(S)UB. Dado que f(clx(S))
es compacto, tenemos que cly (f(S)) C f(ch(S)). Por lo tanto, cly (f(S5)) C
f(S) U B. Similarmente, cly(f(T)) C f(T)U

Tenemos que f(S) y f(T') son subconjuntos conexos de Y\ B, f(x;) €
cly (f(S)) N By f(u1) € cly(f(T)) N B. Entonces el conjunto F' = BU
cly (f(S))U cly (f(T)) es un subcontinuo de Y. Ademas f(x), f(u) € f(S)U
f(T) C F. Por el parrafo anterior, obtenemos que F' C f(S)U BU f(T).

Dado un punto s € S C K, C U, tenemos que f~'(f(s)) C Uy U Vp. De
manera que f1(f(S)) C UyUVp. Similarmente, f~'(f(T)) C Uy U Vj. Por lo
tanto, f~H(F) C Uy U Vj.

Sea Gy J las respectivas componentes Y \ B que contiene a los conjuntos
7(8) y F(T).

Como ninguna componente de Y\ B tiene interior distinto del vacio, se
sigue que Y \ B tiene una infinidad de componentes. De manera que existen
subconjuntos abiertos ajenos R, W; y Wy de Y tales que Y\ B = RUW;UWs.
Dado que G y J son subconjuntos conexos contenidos en Y \ B, podemos
suponer que G U J C W, UWs. Entonces RN (GU J) = 0.

Sean a = f(z) € f(S) CGNFyc= f(u) € f(T) C JNF. De donde
{a,c} N B =1.

Como cly f(S) C f(S)U By a ¢ B, podemos usar un arco ordenado de
{a} a cly f(9), para obtener un subcontinuo no degenerado A de Y tal que
a € AC f(S) C Y\ B. Similarmente, podemos encontrar un subcontinuo
no degenerado C' de Y tal que c € C' C f(T) C Y \ B. Elegimos los puntos
p€A\{a}yqeC\{c}.

Elegimos un cerrado Z de Y con interior no vacio, tal que Z C R.

Sea D =cly (|J{H : es una componente de Y\ By HNZ # 0}).
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Definimos:
g: <Z7F>2U <D,{CL,C}>2U <DﬂB7AUC>2U<BJ{p7Q}>2

Afirmamos que € es a un subcontinuo de F»(Y) \ Fi(Y), que tiene interior
no vacio F5(Y) y que cumple que Fo(f) ' (€) no es conexo.

Como (inty (Z),inty (B)), es un subconjunto abierto no vacio en F»(Y"),
contenido en &, tenemos que el interior de € en F5(Y') es distinto del vacio.

Como cada uno de los siguientes conjuntos: Z, F, D, {a,c}, DNB, AUC,
{p,q} v B son cerrados en Y, se sigue que £ es cerrado en Fy(Y).

Como R es abierto y ajeno a B, G y .J, tenemos también que es ajeno a B,
f(S)y f(T). De donde FN R = (). Dado que Z C R, resulta que ZNF = ().
Por lo tanto (Z, F), N Fi(Y) = 0.

Sea H una componente de Y\ B tales que HNZ # (). Entonces HNR # (),
y usando que Ry W; U W), es una descomposicién de Y\ B, obtenemos que
H C R. En particular H N (W; UW3) = 0. Dado que W; U W, es abierto en
Y, concluimos que D N (W7 UW3) = 0. Como {a,c} C GUJ C Wy UWs, se
tiene que D N {a,c} = 0. Por lo tanto, (D, {a,c}), N F(Y) = 0.

Comoa € ANG C Wy UWs,, Aesconexoy A C Y \ B,y usando que
Ry W7 UWs; es una descomposicién de Y \ B, tenemos que A C Wy U Ws.
Similarmente, C' C Wy U Wy. Dado que D N (W; U Ws) = ), concluimos que
DN (AuUC)=0. Por lo tanto, (DN B,AUC), N F(Y) = 0.

Como {p,q} C AUC C Y \ B, obtenemos que (B, {p,q}), N F1(Y) = 0.

Hemos probado que &N F;(Y) = 0.

Veamos que & es conexo.

Elegimos un punto by € B. Sea C la componente de £ que tiene a {by, p}.

Como B es conexo, tenemos que (B, {p}), es un subconjunto conexo de
€ que tiene a {by, p}. De modo que, (B, {p}), C C.

Dado t € DN B, tenemos que {t,p} € (B, {p}), C C. Como A es conexo,
({t}, A), es un subconjunto conexo de C que tiene a {t¢,p}. Esto implica que
({t}, A), C C. En particular, {t,a} € C. Lo cual prueba que (D N B, {a}), C
C.

Sea z € Z y sea H la componente de Y\ B, que tiene a z. Por el Teorema de
Golpes en la Frontera ([8, Teorema 5.6, p. 74]), tenemos que existe un punto
h € cly (H)NB. Como cly (H) C D, concluimos que {h,a} € (DN B,{a}), C
C. Entonces (cly(H),{a}), es un subconjunto conexo de £ que tiene a {z,a}
y a {h,a}. Por lo tanto, {z,a} € C. Esto prueba que (Z, {a}), C C. Més aun,
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hemos probado que para cualquier componente H de Y \ B que intersecta a
Z, se tiene que (cly(H),{a}), CC

Dado z € Z. Sabemos que {z,a} € C. Dado que F' es conexo, se tiene
que ({z}, F'), es un subconjunto conexo de £ que tiene a {z,a}. De manera
que ({z}, F), C C. Con esto hemos probado que (Z, F'), C C. En particular,
(Z.Ac}), C C

Dada una componente H de Y\ B que intersecta a Z, tomamos z € HNZ.
Ya sabemos que {z,c} € C. Por lo que (cly(H), {c}), es un subconjunto co-
nexo de & que tiene a {z, c}. De modo que, (cly (H), {c}), C C. esto completa
la prueba de que para cualquier componente H de Y\ B que intesecta a Z,
se cumple que (cly(H), {a,c}), CC

Dado un elemento I € (D,{a}),, existe t € D tal que I = {t,a}.
Entonces existe una sucesion {t,,}>°_,, de puntos en X, satisfaciendo que
t = lim,_, t,, y para cada n € N, t, € H, para alguna componente H,
de Y\ B tal que H, N Z # (. Por el parrafo anterior, para cada n € N,
{t.,a} € C. Como & es un conjunto cerrado de F»(Y'), y entonces es com-
pacto, por lo que tenemos que C también es compacto, de manera que
{t,a} = lim,, ,oo{tm,a} € C. Hemos probado que (D,{a}), C C. Similar-
mente, (D, {c}), C C. Por lo tanto, (D, {a,c}), CC

Dada t € DN B, sabemos que {t,a},{t,c} € C. Como Ay C son conexos,
({t}, A)y y ({t}, C), son subconjuntos conexos de £ que intersectan a C. De
modo que ({t}, A), U ({t},C), C C. Esto prueba que (DN B,AUC), CC.

Como Z # (), el Teorema de Golpes en la Frontera ([8, Teorema 5.6, p.
74]) nos garantiza que existe un punto t € D N B. Como {t,c} € C, tenemos
que ({t},C), es un subconjunto conexo de £ que intersecta C. De manera
que ({t},C), C C. En particular, {t,q} € C. Dado que B es conexo y t € B,
(B,{q}), es un subconjunto conexo de &€ que tiene a {t,¢q}. De modo que
(B,{q}), C C. Con esto, concluimos que (B, {p,q}), C C

Esto concluye la prueba de que £ C C. Por lo tanto, £ es conexo, y en-
tonces es un continuo.

Definimos los siguiente conjuntos:

A= (f12), 1 (F)NTy), U (X ‘1({a,c})ﬂUo>2u
(/DN B), f~H(AUC)N ), U(f ), [ ({p,a}) Ny, ¥
B=(f(2), f{(F)NVy), U(f( *1({a,c}>ﬂvo>2u

(FUDNB), fFHAUC)N Vo), U(f” <B>,f*1<{p,q}>mvo>2.
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Veremos que A y B son abiertos ajenos no vacios de Fo(f)~1(€) tales que
Fo(f)~H(E) = AUB.

Elegimos un punto z; € X tal que f(2;) € Z C D. Comoz € f~!(a)NS C
f~Ha)NUy, tenemos que {z;,x} € A. Dado que u € f~H(c)NT C f~1(c)NVp,
resulta que {z1,u} € B. Por lo tanto A y B3 son conjuntos distintos del vacio.

Mostraremos que A es abierto en Fo(f)(£), la prueba para B es similar.
Sea {so, %o} € A. Analizaremos cuatro casos.

Caso 1. sp € fHZ)yto e fTUF)NUj.

Como Z N F = ), existe § > 0 tal que (B(sp,d) U f~1(Z)) N (B(to,d) U
fYF)) = 0y B(ty,d) C Up. Sean s € B(sg,d) y t € B(to,d) tales que
Fo(){s,t}) = {f(s), f()} € E.Sis e f1(Z) yt e fYF), tenemos que
{s,t} € A.

Sise f(Z)yt¢ f(F), entonces {f(s), f(t)} N F = (. Lo cual es
una contradiccién, porque todos los elementos de £ intersectan a F'.

Entonces s6lo nos resta considerar la posibilidad de que s ¢ f~!(Z). Como
f(s) ¢ F, la definicién de £ implica que f(s) € D\ B y que f(t) € {a,c}.
De modo que {s,t} € A. Por lo tanto, {sg,t} es un elemento en el interior

de A en Fo(f)1(E).

Caso 2. s € f YD) y to € f1({a,c}) NU.

Como {a,c} C F, en el Case 1 ya analizamos la posibilidad de que sy €
/7Y Z). Entonces supongamos que so & f~(Z).

Sea 6 > 0 tal que B(sg,0) N f{(ZUAUC) = 0, B(ty,0) N f~HB U
DU{p,q}) =0y Bl(ty,0) C Uy. Sean s € B(sp,0) y t € B(tg, ) tales que
Ff) s th) = {1(5), f(1)} € €.

Como f(t) ¢ BUDU{p,q}y f(s) ¢ ZUAUC, tenemos que {f(s), f(t)}N
Z =0y f(t) ¢ BU{p,q}. De la definicién de &, obtenemos que f(s) € D
y f(t) €{a,c} o f(s) e DN By f(t) € AUC. En ambos casos concluimos
que {s,t} € A. Por lo tanto, {so,fp} es un elemento en el interior de A en

F2(f)7H(E).

Caso 3. sp € fH(DNB)yty€ fTH{AUC)NTy.
En el caso anterior analizamos la posibilidad de que f(ty) € {a,c}. En-
tonces, podemos suponer que to ¢ f~'({a,c}).
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Sea & > 0 tal que B(sg,0) N fTH(ZUAUC) = 0, B(ty,d) N f~H(B U
D U{a,c}) =0y B(ty,9) C Up. Sean s € B(sg,d) y t € Bltg,0) tales que
Fo(F){s,t}) ={f(s), f(t)} € €.

Como {f(s), f(t)}N(ZU{a,c}) =0y f(s) ¢ AUC, de la definicién de &,
obtenemos que f(s) € DN By f(t) € AUC o f(s) € By f(t) € {p,q}. En
ambos casos concluimos que {s,t} € A. Por lo tanto, {so, o} es un elemento
en el interior de A en Fo(f)~1(E).

Caso 4. sp € fH(B) yto € f*({p,q}) N .

En el caso 3 revisamos la posibilidad de que f(sg) € D. Entonces, pode-
mos suponer que so & f (D).

Sea 0 > 0 tal que B(sp,0) N fFH(DUAUC) =0, B(ty,d) N f~H(B U
DU{a,c}) = 0y Blty,8) C Up. Sean s € B(sy,8) y t € B(ty,0) tales que
Fa(f){s,t1) ={f(s), f(H)} € €.

Como {f(s),f(t)}ND =0y f(s) ¢ AUC, de la definicién £ obtenemos
que f(s) € By f(t) € {p,q}. Entonces {s,t} € A. Por lo tanto, {so, o} es
un elemento en el interior de A en Fo(f)~1(E).

Con esto concluimos la prueba de que A es un conjunto abierto en

F2(f)7HE).

Ahora mostraremos que A y B son ajenos. Si no, podemos suponer que
existe un elemento {s,t} € AN B.
Revisaremos cuatro casos.

Caso 1. {s,t} € (f~1(2), fH(F)NUy), 0

{s,t} € (F1(2), f(F) N Vo),

Vamos a ver el caso en el que {s,t} € (f~1(2), f~HF) N Up),, €l otro
caso es similar.

Podemos suponer que s € f~(Z) y que t € f~1(F) N U.

Dado que f~YZ) N f~Y(F U {a,c,p,q} UAUC) = ), tenemos que s no
estd en fH(FU{a,c,p,q;UAUC)NV;. Como {s,t} € By usando la forma en
la que se definié B, concluimos que ¢ si pertenece a este conjunto. De manera
que t € Vp. Esto contradice el hecho de que Uy N Vy = 0, lo cual concluye el
caso 1.

Caso 2. {s,t} € (f (D), f'({a,c}) NUs), 0
{s.t} € (f7H(D), [T ({a.c}) N Vo),
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Vamos a ver el caso en el que {s,t} € (f~1(D), f~1({a,c}) NUyp),, el otro
caso es similar. Suponemos ademés que no se cumple la condicién del Caso
1.

Podemos suponer que s € f~1(D) y que t € f~'({a,c}) N .

Dado que f~*(D)Nf~'({a,c,p,qf UAUC) = ), tenemos que s no estd en
f{a,c,p,qt UAUC)NVy. Como {s,t} € By la condicién del Caso 1 no se
cumple, usando la forma en la que se definié B, concluimos que ¢ si pertenece
a este conjunto. De manera que, t € Vj. Esto contradice el hecho de que
Uy N Vy = 0, lo cual concluye este caso.

Caso 3. {s,t} € (f " H{DNB),fHAUC)NTy), 0

{s,t} € (fHDNB), fHAUC)NVp),.

Vamos a ver el caso en el que {s,t} € (f~1{(DNB), fTH{AUC)NUp),, el
otro caso es similar. Suponemos ademas que no se cumplen las condiciones
de los Caso 1y 2.

Podemos suponer que s € f~Y(DNB)yte fH(AUC)NT.

Como f~Y(DnNB)N f~'({p,q} UAUC) =0, tenemos que s no estd en
*{p,q UAUC)N V. Como {s,t} € By las condiciones de los Caso 1y
2 no se cumplen, usando la forma en la que se definié B, concluimos que ¢
si pertenece a este conjunto. De manera que, t € V. Esto contradice el hecho
de que Uy NV, = 0, lo cual concluye este caso.

Caso 4. {s,t} € (f1(B), f({p.q}) N Up), 0

{s,t} € (f71(B), [ ({p. a}) N Vi),

Vamos a ver el caso en el que {s,t} € (f~1(B), [ ({p, q}) N Vy),, €l otro
caso es similar. Suponemos ademés que no se cumplen las condiciones de los
casos anteriores.

Podemos suponer que s € f~}(B) y que t € f~1({p,q}) N V.

Como f~H(B)Nf~'({p,q}) = 0, tenemos que s no estd en f~({p, q})NV,.
Como {s,t} € By las condiciones de los caso no se cumplen, usando la forma
en la que se definié6 B, concluimos que ¢ si pertenece a este conjunto. De
manera que, ¢t € V. Esto contradice el hecho de que Uy NV = 0, lo cual
concluye este caso.

Esto termina la prueba de que A y B son ajenos.

Ahora veamos que Fo(f)"HE) = AUB.
Claramente, AU B C Fo(f)~1(E).
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Sea {s,t} € Fo(f)~'(E). Vamos a considerar el caso en el que f(s) €
Z y que f(t) € F. Como {a,c,p,q} UAUC C F, el resto de los casos
son mas faciles. Recordemos que f~1(F) C Uy UV, de manera que s €
Y 2Z)yte f7YF) CUyuUVy. Porlo que {s,t} € (f1(Z), fH(F)NU),U
(f~Y2), f1(F)nVy), C AUB. Por lo tanto, F»(f) (&) = AUB.

Esto finaliza la prueba de que AU B es una separaciéon de Fo(f)(E).
Por lo tanto F,(f)~*(€) no es conexo.

Caso B. Existe una componente C' de Y \ B con interior no vacio.

Sea A =cly(C). Fijamos dos abiertos no vacios Wy Z de Y tal que
cly (W) Cinty(B)ycly(Z) c C. Notemos que cly (Z)NB = 0y cly (W)NA =
0.

Sea
E = (cly(Z),B),U (cly (W), A),.

Afirmamos que £ es un subcontinuo de F»(Y') \ F1(Y), con interior no
vacio en F5(Y) y cumple que Fo(f)~1(€) no es conexo.

Dado que (Z, W), es un subconjunto abierto no vacio de F2(Y") contenido
en &, de donde el interior de £ en F»(Y') es distinto del vacio. Ademas, cada
uno de los conjuntos: cly(Z), B, cly(W) y A es cerrado en Y, concluimos
que & es cerrado Fo(Y).

Como cly (Z)NB =0y cly(W)NA = 0, tenemos que £ C Fo(Y)\ F1(Y).

Elegimos puntos z € Z y w € W. Como {z,w} € &, podemos tomar la
componente C de £ que tiene a {z, w}.

Veamos que & = C.

Sean x € cly(Z) y b € B. Entonces ({z}, B), es un subconjunto conexo de
€ que contiene a {z, b} y a {x, w}. Por otro lado, ({w}, A), es un subconjunto
conexo de &€ que contiene a {w,z} y a {w,z}. De modo que, ({z}, B), U
({w}, A), es un subconjunto conexo de &€ que tiene a {z,b} y a {w, z}. Por
lo tanto, {z,b} € C. Esto prueba que (cly(Z),B), C C. Similarmente se
muestra que (cly (W), A), C C. Por lo tanto, £ = C y £ es conexo.

Sean Uy y Vi subconjuntos abiertos con cerraduras ajenas de X, tales que
K CcUyy L CVy. Como f71(B) C UyUVy y f es continua, entonces existen
subconjuntos U y V de X tal que K C U C Uy, L CV C Vj y que tienen la
siguiente propiedad: si z € U UV, entonces f~1(f(x)) C Uy U V4.

Definimos los siguientes conjuntos:
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= (f e (2)), K), U (M ey (W) N To, fH(A)),, ¥
B=<f_1(Cly ;L>2 < (ClY(W) NVo, f >2

Veremos que A y B son abiertos ajenos no vacios de Fo(f) (&) tales que
Fo(f)7H(€) = AUB.

Mostraremos que A es abierto en Fo(f)~!(£), la prueba para B es similar.

Sea {so,to} € A. Analizaremos dos casos.

Caso 1. sp € fH(cly(Z)) yto € K.

Como cly(Z)NB = 0, existe § > 0 tal que B(sg,d)N(B(ty,d)Uf1(B))
0y B(tg,d) C Uyp. Sea s € B(sg,0) y t € B(to,d) tales que Fo(f)({s,t}) =
{f(s), F()} € €.

Supongamos que {f(s), f(t)} € (cly(Z), B),. Dado que f(s) ¢ B, tene-
mos que f(s) € cly(Z)y f(t) € B. Entonces, t € K ULyt ¢ V,. De manera
que t € K. Por lo tanto, {s,t} € (f~!(cly(2)), K), C A.

Supongamos que {f(s), f(t)} € (cly(W), A),. Como f(s) ¢ B, entonces
f(s) € Ay f(t) € cly(W). Porlo que, {s,t} € (f~(cly (W)) N Ty, f1(A)), C
A. De modo que {sg, %o} es un elemento en el interior de A.

Caso 2. sp € fHcly(W))NUy y to € fH(A).
Como cly(W) NA =0, existe § > 0 tal que (B(sp,d) U f~ (cly(W)))
N(B(tg,6) U f71(A)) = 0y B(sg,8) C Up. Sean s € B(sg,8) y t € B(ty,9)
tales aue 75(f)({s,£}) = {f(s), f(1)} € .

Supongamos que {f(s), f(t)} € (cly(Z), B),. Dado que s ¢ f~'(A), tene-
mos que f(s) € By f(t) € cly(Z). Entonces, s € KULy s ¢ V;, de manera
que s € K. Por lo tanto {s,t} € (f~!(cly(Z )) K),.

Supongamos que {f(s), f(t)} € (cly (W), A),. Como f(s) ¢ A, entonces
[(s) € cly (W) y £(1) € A. Porloque {s,1} € (f~ (cly (W) Uy, (A)), C

A. De modo que {sg, %} es un elemento en el interior de A.
Esto termina la prueba que A y B son subconjuntos abiertos de F»(f) ™ (€).

Veamos que A y B son ajenos.

Como cly(Z) y B son ajenos, los conjuntos f~(cly(Z)), K y L son ajenos
dos a dos. Esto implica que (f~!(cly(2)), K), N {(f " (cly(2)), L), = 0.

Dado que cly (W) no intersecta a A, los conjuntos f~*( cly (W))NUy, f~(
cly (W) NV y f~(A) son ajenos dos a dos. Esto implica que {f~*(cly (W))N
Uo, f=H(A))2 N (f 7 (cly (W) N Vo, f7H(A))2 = 0.
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Como f~!(cly(W))N Uy, f (cly( )) y L son ajenos dos a dos, tenemos
que (f~H(cly (W) N Vo, f7(A)), N {(fH(cly (2)), L)y = 0.

Similarmente, (f~(cly (W)) N Vo, fF71HA)), N {(f(cly(2)), K), = 0.

Por lo tanto, A y B son disjuntos.

Ahora veamos que Fo(f)"'(€) = AU B.
Claramente, AU B C fg( f)7H(€). La otra contencién se 81gue del hecho

qU)ef H(B)=KULy [~ cy(W)) = (f~ cly (W) NUo) U(f~Hcly (W) N
).

Finalmente, como f es suprayectiva, Fo(f)~(£) es no vacio.
Esto concluye la prueba de que F(f)™'(€) no es conexo.

En ambos casos, A y B, obtenemos un subcontinuo £ de F»(Y) \ F1(Y)
con interior no vacio tal que F5(f)~!(€) no es conexo.

Usando la Proposicién 1.2.2; tenemos que ¢3(€) es un subcontinuo de
SF,(Y) con interior no vacio tal que SFo(f) " (¢ (E)) v Fa(f)H(E) son
homeomorfos. Entonces, SFa(f) ! (¢?(£)) no es conexo y concluimos que
SF5(f) no es casi monétona. Esto es una contradiccién, por que habiamos
supuesto que SFs(f) era casi mondtona.

Por lo tanto hemos probado que f es casi mondtona.
]

Notemos que en el Teorema 1.3.3, también mostramos que si Fa(f) es
casi mondtona, entonces f es casi mondtona.

1.4. Funciones atriodicas.

En [3, Teorema 5.1, p. 497], los autores probaron el siguiente resultado.

Teorema 1.4.1. Sean f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva
entre continuos y n un entero mayor o igual que 2. Considere los siguientes
enunciados:

(1) f es atriodica,

(2) Fu(f) es atriodica;
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(3) SF.(f) es atriodica.
Entonces (2) implica (1) y (3), ademds (3) implica (1).

Adicionalmente, en [1, Ejemplo 3.6, p. 104}, los autores probaron que (1)
no implica (2), lo cual responde [3, Pregunta 5.2-(i), p. 500]. En este sentido,
el siguiente teorema nos da una clase de funciones para las cuales (1) no
implica (2) ni (3), lo que responde [3, Pregunta 5.2-(ii), p. 500].

Teorema 1.4.2. Sean f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva entre
continuos y n un entero mayor o igual que 2. Si f es atriodica pero no es
débilmente confluente, entonces F,(f) y SFn(f) no son atriodicas.

Demostracion. Usando que f no es débilmente confluente, tenemos que existe
un subcontinuo Q de Y tal que para toda componente C' de f~1(Q), f(C) #
Q. Dado que f es atriodica, existen dos componentes A y B de f~(Q) tales
que Q = f(A) U f(B), y para cada componente £ de f~1(Q), se cumple
que f(E) = Q, o f(E) C f(A) o f(E) C f(B). Notemos que @ # Y y
tomemos un subcontinuo no degenerado C' de Y ajeno a Q. Sea p € @ \
f(B), q € Q\ f(A), d,e € C,d # e, y escojamos n — 2 puntos distintos
Y1, Y2y -y Yn—2 € Y \ (Q U C). Ahora bien, definamos el subcontinuo K de
FH(Y) dado por K= <Q> {d}7 {y1}> M) {yn72}>nu<{p}7 C? {y1}7 M) {yn72}>n
U <Q7 {6}7 {y1}7 M) {yn—2}>n'

Vamos a probar que si D es una componente de F,(f)~(K) tal que

DN F(N) T {ph Co{mds - AYn—2})n) (1.1)

entonces
‘FN(f)(,D) C <f(A)7O7 {yl}a""{yn—2}>n' (1'2)

Sea D una componente de F,,(f) ' (K) que satisface (1.1). Entonces |J D tiene
a lo més n componentes. Como ([JD) N f1(Q), (UDP)nfHC), (UD)N
o), - (UD) N f~(yn_2) son subconjuntos cerrados ajenos no vacios
de F,,(X) cuya unién contiene a | J D, tenemos que | D tiene exactamente n
componentes, digamos Dy, Dy, ..., D,. Asumimos que D; C f~%(Q), Dy C
J7NC), Ds € f'()s Du C f(yns). Entonces, f(Dy) C f(A) 0
f(Dy) C f(B). Dado que D; N f~'(p) = 0, para toda i € {2,...,n}, y se
cumple (1.1), obtenemos que Dy N f~1(p) # 0. De donde, p € f(D;), lo cual
implica que f(D;) C f(A). Por lo tanto, (1.2) se cumple.
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Ahora bien, vamos a probar que F,(f) no es atriodica. Para este fin
consideremos dos componentes C y D de F,(f)*(K). Veamos que

FulN)C)U Fu(f)(D) & K. (1.3)

Caso 1. Ambas componentes intersectan a F,(f) " (({p}, C;{y1}, - - s {Un—2})n)-
De lo anterior, sabemos que

fn(f)(c> - <f(A)v O? {yl}v R {yn—2}>na

Fn(f)<D> C <f(A)7C7 {y1}7 c '7{yn72}>n

¥y que
{Q7da Yty - - ayn—Q} € IC\ <f(A)7 C) {y1}7 R {yn—2}>n'

Entonces, (1.3) se cumple.

Caso 2. C intersecta a F,(f) ' ({({p},C, {1}, -, {Un_2})n), mientras D
no lo intersecta. En este caso, F,(f)(C) C (f(A),C,{v1},. ., {yn—2})n y D
esta contenida en la union de los conjuntos cerrados ajenos

Fu(H7HUQ AN A} - Atn—2}n) v Fu() T (@ e} A} - {n—2})n)-

De donde, D esta contenida en sélo uno de ellos. En el primer caso, obtenemos
que {q,e,Y1, -, Yn—2} & Fu(f)(D), y esto implica que {q,e,y1,...,Yn_2} €
KN\ (Fo(f)(C) U F.(f)(D)). Por lo que, (1.3) se cumple. En el otro caso,

{e,d 1, yn—2} & Fu(f)(D), lo cual implica que {q,d, y1,...,Yn—2} € K\
(Fu(f)(C)U F(f)(D)). Por lo tanto, (1.3) se cumple.

Caso 3. C y D no intersectan a F,(f) " ({({p}, C, {va}, -, {Un—2})n)- De
donde

CuDC fn(f)_1(<Qa {d}’ {y1}7 teey {yn—2}>n U <Qa {6}7 {yl}v sy {yn—2}>N)

Size C\{da 6}7 entonces {pa 2 Y15 - >yn72} € <{p}7 Ca {yl}a cr {yn72}>n C
KyAp, 2,01, yn2} & Fu(f)(C)UF,.(f)(D). Por lo que, (1.3) se cumple.

En los tres casos, obtenemos que (1.3) se cumple. Por lo que concluimos
que F,(f) no es atriodica.

Para probar que SF,(f) no es atriodica, observemos que K N F(Y) = ()

v Fulf)"H(K)NFL(X) = 0. Usando la Proposicién 1.2.2, tenemos que g3 (K)
es un subcontinuo de SF,(Y) tal que SF,(f) ' (¢%(K)) es homeomorfo a
F.(f)~1(K). Entonces, ¢}+(K) funciona para ver que SF,(f) no es atriodica.
O]
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Observemos que la funcién f: X — Y dada en [1, Ejemplo 3.6, p. 104] es
atriodica, pero no es débilmente confluente. Entonces, por el Teorema 1.4.2,
Folf) v SF.(f) no son atriodicas para cualquier entero n > 2.

1.5. Funciones libremente descomponibles.

En [3, Teorema 6.5, p. 501], los autores probaron el siguiente resultado.

Teorema 1.5.1. Sean f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva
entre continuos y n un entero mayor o igual que 2. Considere los siguientes
enunciados:

(1) f es libremente descomponible;
(2) Fu(f) es libremente descomponible;
(3) SF.(f) es libremente descomponible.

Entonces (2) implica (3). Ademds, si' Y es locamente conexo y n es mayor o
igual que 3, entonces (2) implica (1), (3) implica (2) y (3) implica (1). Mas
ain, sin es mayor o igual que 3, (1) no implica (2) y (1) no implica (3).

El ejemplo 6.4 en [3] muestra una funcién f que es fuertemente libremente
descomponible (entonces libremente descomponible) la cual no es mondétona.
Entonces, si n es un entero mayor o igual que 2 por [3, Teorema 6.1, p.
500], F.(f) y SF.(f) no son libremente descomponibles (entonces no son
fuertemente libremente descomponibles). Esto responde [3, Pregunta 6.7-
(1),(ii),(vi) y (vii), p. 502] de manera negativa. Ahora bien, probaremos que
(2) implica (1), lo cual contesta [3, Pregunta 6.7-(iii), p. 502].

Teorema 1.5.2. Sean f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva
entre continuos y n un entero mayor o igual que 2. Si F,(f) es libremente
descomponible, entonces f es libremente descomponible.

Demostracion. Consideremos dos subcontinuos propios A y B de Y tal que
Y = AU B. Entonces F,(Y) = (A), U(B,Y), vy Fo(Y) = (B), U (A Y),.
Dado que F,,(f) es libremente descomponible, existen subcontinuos propios
Ao, By, A1 y By de F,(X) tales que F,,(X) = Ag U By, F.(X) = Ay U By,
Fn(AO) - <A>m Jrn(BO) - <B>Y>n> Fn(Bl) - <B>n y fn<~’41) - <A> Y>n'
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Sean M = |JAo y N = UB;. Como Ay y By intersectan a F;(X),
entonces M y N son subcontinuos de X. Si x € M, existe L € Ay que
contiene a x. De donde, F,(f)(L) € (A),, y esto implica que f(x) € A. Por
lo tanto, f(M) C A. Similarmente, f(N) C B. Si x € X \ M, usando {z},
es facil probar que f(z) € B. Siz € X \ N, entonces f(z) € A. Por lo tanto,
se sigue que

F(X\(MUN))C AnB. (1.4)

Por el Teorema de Golpes en la Frontera ([8, Teorema 5.6, p. 74]), si
C' es una componente de X \ (M U N), entonces clx(C) N (M U N) # (.
Consideremos las colecciones

C={C C X : C es una componente de X \ (M UN) y cl(C) N M # 0}

y

D ={C C X :C es una componente de X \ (M UN) y clx(C)NN #0}.

Definimos A" = [ J{clx(C): C € C} UM y B’ = |J{clx(C): C € D} UN. Si
r € X\ fY(A), entonces {x} € ByNBy y {x} ¢ AyUAj, lo cual implica que
r € Nyx¢ M.Dedonde X\ f~1(A) es un subconjunto abierto contenido en
N que no intersecta a M. Concluimos que clx(A’) es un subcontinuo propio
de X. Similarmente, clx(B’) es un subcontinuo propio de X. Ahora bien,
probaremos que X = clx(A’) U clx(B’). Sea v € X. Si x € M, entonces = €
clx(A’). Six € N, entonces x € clx(B'). Six € X \ (M U N), entonces la
cerradura de la componente C' de X \ (M U N) que contiene a z intersecta a
M o a N.Dedonde, C € C o C €D. Por lo tanto, = € clx(C) C clx(A’) o
T € Clx(C) C Clx(B/>.

Para probar que f(clx(A’)) C A ya sabemos que f(M) C A. Sea = €
A"\ M. Entonces, existe una sucesion {z, }nen de puntos en X \ (M UN) que
convergen a x. Por (1.4), f(z,) € A, para toda n € N, lo cual implica que
f(z) € A. De donde f(A’) C A. Se sigue que f(clx(A")) C A. De manera
andloga se prueba que f(clx(B’)) C B.

Por lo tanto hemos probado que f es libremente descomponible.
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1.6. Funciones unidoras.

En [3, Teorema 7.2, p. 504], los autores probaron el siguiente resultado.

Teorema 1.6.1. Sean f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva
entre continuos y n un entero mayor o igual que 2. Considere los siguientes
enunciados:

(1) [ es unidora;
(2) Fu(f) es unidora;
(8) SF.(f) es unidora.

Entonces (2) implica (1) y (3), (3) implica (1), y (1) no implica (2) ni (3)
para n = 2.

El siguiente teorema nos da una clase de funciones para la cual (1) no
implica (2) ni (3) Para cualquier entero n mayor o igual que 2. Lo que
responde [3, Pregunta 7.3-(i), p. 504].

Teorema 1.6.2. Sean f : X — Y una funcion continua y suprayectiva entre
continuos y n un entero mayor o igual que 2. Si f es unidora pero no es
semiconfluente, entonces F,(f) y SFn(f) no son unidoras.

Demostracion. Usando que f no es semi-confluente, tenemos que existe un
subcontinuo propio K de Y y dos componentes A y B de f~1(K) tales que
f(A) Z f(B)y f(B) ¢ f(A). Como f es unidora, f(A)Nf(B) # 0. Sean Q =
f(A)U f(B) y C un subcontinuo no degenerado de Y ajeno de K. Tomamos
n+ 1 puntos distintos d,e € C, p € f(A)\f(B) yy1,...,yno € Y\ (KUC).
Definimos K = (Q,{d}, {1}, - {yn—2})n U {0}, C.:{u1}, - {yn—2})n U
(@Q,{e}, {n1},- - {yn_2})n.- Tenemos que K es un subcontinuo de F,(Y"). Co-
mo, B es una componente de f~(K)y f~1(Q) C f~'(K), obtenemos que B
es también componente de f~1(Q). Sean D, E, Hy, ..., H,_ las componen-
tes de f71(d), f~t(e), f 1 (y1), ..., [ (Yn_2), respectivamente. Por el Lema
1.2.3, (B, D, Hy, Hs, ..., H, 5), es componente de

fn(f)il(«ga {d}7 {yl}a R {yn—2}>n)

que no intersecta a

Ful£) (U Co At Ay U@ At {mnds - {tn—2}n),
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y (B,E,Hy,H,, ..., H, 5), es una componente de

]:n(f)_l (<Q> {6}, {yl}’ SRR {yn—2}>n)

que no intersecta a

Ful£) (@ AdE CAmn} - Avn—2bn U} Co i} - {pnab)n)-

De donde, obtenemos que (B, D, Hy,...,H, 2), vy (B, E, Hy, ..., H, 2), son
dos componentes distintas de JF,(f) ™' (K) tales que

FolF)((B, D, Hy, ..., Hy2)n) NF(f)((B,E, Hy, ..., Hy2)n)

- <Q7 {d}7 {yl}u A {yn72}>n N <Q7 {6}7 {y1}7 A {yn72}>n = (Z)

Esto prueba que F,,(f) no es unidora.

Para ver que SF,(f) no es unidora, observemos que K N F(Y) = (). Por
la Proposicién 1.2.2, ¢3(K) es homeomorfo a K y SF,(f) (¢ (K)) es ho-
meomorfo a F,(f)~}(K). Entonces, ¢}(K) funciona para probar que SF,(f)
no es unidora.

]

Observe que si X = [0,1], Y es el circulo unitario centrado en el origen
en C el plano complejo y f : X — Y es la funcién suprayectiva definida
por f(t) = €™ para toda t € X, entonces f es unidora, pero no es semi-
confluente. De donde, por Teorema 1.6.2, F,,(f) y SF.(f) no son unidoras,
para cualquier entero n mayor igual que 2.
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