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Prefacio

El objetivo de esta tesis es estudiar la Teoría de la Dimensión Topológica. Con este

�n resolví problemas de los capítulos 1 al 19 del libro �Dimension Theory: an Introduction

with Exercises�de Sam B. Nadler, Jr.

Los espacios en los que estudiaremos la dimensión serán espacios métricos y separa-

bles.

Algunos temas particulares son: La dimensión de los espacios euclideanos, es decir,

demostramos que la dimensión de Rn es igual a n y calculamos dimensión de algunos su-

bespacios de Rn. También consideramos espacios de dimensión cero, caracterizaciones de

dimensión en términos de cubiertas y de funciones continuas, entre otros temas.

La tesis está organizada de la siguiente manera:

El capítulo 0 contiene conceptos y resultados básicos de Topología que utilizaremos

a lo largo de la tesis. Los capítulos subsecuentes corresponden a los capítulos 1 al 18 del

libro de Sam B. Nadler, Jr. Cada uno de ellos está dividido en dos secciones: Preliminares

y Problemas.

Los problemas del capítulo 1 están relacionados con la de�nición inductiva de dimen-

sión. El capítulo 2 está relacionado con propiedades del espacio de Hilbert así como con la

dimensión de espacios de este. Del capítulo 3 al 8 se estudia la dimensión de subespacios

de un cierto subespacio y la dimensión de uniones de subespacios. Los capítulos 9 y 10 se

enfocan al estudio de la dimensión de espacios euclideanos. Del 11 al 15 se estudia una

caracterización de dimensión en términos de cubiertas. Esto nos permite, dada n � 0,

construir espacios universales de dimensión n. Finalmente del capítulo 16 al 18 se estu-

dian otras caracterizaciones de dimensión, esta vez en términos de funciones continuas y

extensores. El capítulo 19 está dedicado a aplicaciones.
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Capítulo 0. Preliminares

En este capítulo daremos de�niciones y resultados que se usan a lo largo de la tesis.

A lo largo de la tesis, a menos que se indique lo contrario, un espacio siempre será un

espacio métrico y separable. También llamaremos I al intervalo cerrado [0; 1].

Llamaremos J = fx 2 R : x es irracionalg

Sea bx 2 Rn
- A bx le denotaremos a veces por (x1; : : : ; xn) ó (xi)ni=1.
- Denotaremos por kbxk a la norma usual de bx. Es decir

kbxk =
vuut nX

i=1

x2i

Sean X un espacio, Y; Z � X y x 2 X;

- Si r > 0, denotamos por

Br(x) = fy 2 X : d(x; y) < rg

a la bola de radio r con centro en x.

- El interior de Y en X se denotará como Int(Y ) y el interior de Y relativo a Z

como IntZ(Y ):

- La cerradura de Y en X se denotará como Cl(Y ) y la cerradura de Y relativa a Z

como ClZ(Y ):

- La frontera de Y en X se denotara como Fr(Y ) y la frontera de Y relativa a Z

como FrZ(Y ).

- El exterior de Y en X se denotará como Ext(Y ) y el exterior de Y relativo a Z

como ExtZ(Y ).

- Si B una familia de abiertos de X. B se llama base para la toplogía de X si para

cualquier abierto V , existe una subfamilia fU�g�2A � B tal que V =
S
�2A

U�. A los

elementos de la base B se les llama abiertos básicos.
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- Se dice que Y es vecindad de x si Y contiene a x en su interior.

- Sea �x la familia de vecindades abiertas de x, es decir

�x = fU � X : U es vecindad abierta de xg:

Una base local para x es una subfamilia Bx � �x; tal que para cualquier V 2 �x, existe

W 2 Bx tal que W � V .

- Diremos que Y es un conjunto G� en X si es intersección numerable de conjuntos

abiertos.

- Diremos que Y es un conjunto G�� en X si es unión numerable de conjuntos G�.

- Sean U y V dos abiertos de X. Se dice que la pareja (U; V ) es una disconexión de

Y , si se satisfacen las siguientes propiedades:

1: U \ Y 6= ; y V \ Y 6= ;,

2: U \ V \ Y = ;,

3: Y � U [ V .

Diremos que un espacio Y es disconexo si existe una disconexión de Y y diremos que

es conexo si no es disconexo.

- Si W � X diremos que Y y Z están separados en X por W si existen dos subcon-

juntos U y V de X tales que:

1: X �W = U [ V y U \ V = ;;

2: U y V son abiertos en X �W y

3: Y � U y Z � V:

Diremos que Y y Z están separados en X si están separados por ;.

Dos espacios X y Y son homeomorfos si existe una función f : X ! Y continua

e invertible tal que su inversa también es continua, lo denotaremos por X �=
f
Y ó

simplemente X �= Y:
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Una función f : X ! Y es un encaje de X en Y si la función h : X ! f [X] de�nida

por h(x) = f(x) es un homeomor�smo, lo denotaremos por X ,! Y .

Una n-super�cie es un espacio en el cual cada punto tiene una vecindad cerrada que

es homeomorfa a In.

Ahora daremos unos cuantos resultados importantes que se usaran a lo largo de la

tesis.

Proposición 0.1 Todo espacio métrico separable posee una base numerable.

Demostración. Sean X espacio métrico y D � X denso y numerable. El conjunto

U = fBr(a) : r 2 Q; r > 0; a 2 Dg es numerable ya que lo son D y Q, ahora probaremos

que U es base de la topología de X.

Sean V un abierto de X distinto del vacío y x 2 V . Sabemos que existe r > 0 tal que

Br(x) � V y r 2 Q, al ser D denso existe a 2 D \B r
2
(x), de esta manera tenemos que

x 2 B r
2
(a) � Br(x) � V

y claramente B r
2
(a) 2 U , luego U es base numerable de X:

Teorema 0.2 Todo intervalo de la forma [a; b] de R es conexo.

Demostración. Supongamos que existen abiertos U y V tales que [a; b] � U [ V ,

U \ [a; b] 6= ;, V \ [a; b] 6= ; y U \ V \ [a; b] = ;.

Sean u 2 U \ [a; b] y v 2 V \ [a; b], supongamos que u < v. Consideremos el conjunto

C = fx 2 U : x < vg:

Notemos que C está acotado superiormente y es no vacío, ya que v es una cota superior

y u 2 C. Por el axioma del supremo, existe un número s 2 R tal que s = supC. Como

a � u � s < v � b tenemos que s 2 [a; b] y por tanto s 2 U [ V .

Supongamos que s 2 U . Al ser U es abierto existe � > 0 tal que (s � �; s + �) � U .

Recordemos que U\[a; b] y V \[a; b] son ajenos, por lo que v =2 (s��; s+�) y en consecuencia
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s < s+ �
2 < v, lo cual implica que s+

�
2 2 C contradiciendo el hecho de que s sea el supremo

de C. Esta contradicción nos permite suponer que s 2 V .

Nuevamente, como V es abierto, existe � > 0 tal que (s � �; s + �) \ [a; b] � V .

Además, como U \ [a; b] y V \ [a; b] son ajenos, el punto s � �
2 satisface que x < s � �

2 ,

para todo x 2 C. Por lo tanto, s no podría ser el supremo de C. De esta manera podemos

concluir que U y V no pueden formar una disconexión de [a; b] y por tanto [a; b] es conexo.

Teorema 0.3 Sean X y Y espacios y f : X ! Y una función continua, entonces f [X] es

conexo.

Teorema 0.4 Rn es conexo para todo n

Demostración. Supongamos que Rn es disconexo, es decir, existen abiertos U y V

en Rn tales que U [ V = Rn, U 6= ;, V 6= ; y U \ V = ;.

Sean u 2 U , v 2 V y f : I! Rn dada por f(t) = tu+ (1� t)v. Al ser f continua e I

conexo, por el Teorema 0.3 tenemos que f [I] es conexo.

Notemos que f [I] � U [ V , f(0) = v 2 f [I] \ V y f(1) = u 2 f [I] \ U , es decir,

f [I] \ V 6= ; y f [I] \ U 6= ;:

Lo anterior muestra que U \ f [I] y V \ f [I] formarían una disconexión de f [I], pero

esto no puede ser. Esta contradicción nos permite concluir que Rn es conexo.

Teorema 0.5 En Rn con la métrica euclidiana se cumple que para todo p 2 Rn y para

cada r > 0; F r(Br(p)) = fx 2 Rn : d(x; p) = rg. Además,

Fr(Br(p)) �= Sn�1 = fx 2 Rn : kxk = 1g:

Demostración. Sean p 2 Rn, r > 0 y f : Fr(Br(p)) ! Sn�1 de�nida por f(x) =
x�p
r .

Primero veamos que f está bien de�nida:

Tenemos que kf(x)k =
x�p

r

 = r
r = 1, por tanto f(x) 2 S

n�1:
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Sabemos que Rn = Br(p)[fx 2 Rn : d(x; p) = rg[ fx 2 Rn : d(x; p) > rg y la unión

de estos tres conjuntos es ajena.

Si d(x; p) > r, entonces Bd(x;p)�r(x) \ Br(p) = ; y en consecuencia x no esta en la

cerradura de Br(p) y por tanto, no está en la frontera.

Los puntos x tales que d(x; p) = r sí están en la frontera ya que si no, los conjuntos

Br(p) y fx 2 Rn : d(x; p) = rg [ fx 2 Rn : d(x; p) > rg formarían una disconexión de Rn.

Lo anterior prueba que Fr(Br(p)) = fx 2 Rn : d(x; p) = rg:

Al ser f una traslación es continua e inyectiva y su inversa también lo es, por tanto

Fr(Br(p)) es homeomorfo a Sn�1:

- Si fXigi2I es una familia de espacios topológicos, fXi1 ; : : : ; Xing es un subconjunto

�nito de este y Uik � Xik para todo k = 1; : : : ; n, llamaremos

hUi1 ; : : : ; Uini =
(
x 2

Y
i2I
Xi : xik 2 Uik para todo k = 1; : : : ; n

)
:

Diremos que U �
Q1
i=1Xi es abierto si para cada x 2

Q1
i=1Xi existe hUi1 ; : : : ; Uini tal

que x 2 hUi1 ; : : : ; Uini � U y Uik es abierto en Xik para todo k = 1; : : : ; n. La familia de

abiertos es una toplogía para
Q1
i=1Xi ya que los conjuntos hUi1 ; : : : ; Uini con Uik cumplen

con los axiomas de base.

- Si fXigi2I es una familia de espacios topológicos y Cik es cerrado en Xik para todo

k = 1; : : : ; n, entonces hCi1 ; : : : ; Cini es cerrado en X =
Q
i2I Xi ya que

X � hCi1 ; : : : ; Cini = hXi1 � Ci1i [ � � � [ hXik � Cini

es unión de abiertos en X y por tanto es abierto en X.

- Sea j : R2 � R2 ! R de�nida por j((x1; y1); (x2; y2)) = jx1 � x2j+ jy1 � y2j :

Teorema 0.6 j es una métrica equivalente a la métrica euclidiana de R:
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Demostración. Si r > 0 y jx1 � x2j+ jy1 � y2j < r; elevando al cuadarado ambos

lados de la desigualdad tenemos que (x1 � x2)2 + 2 jx1 � x2j jy1 � y2j+ (y1 � y2)2 < r2, lo

cual implica que (x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 < r2.

Por lo tanto, si Bjr((x1; y1)) es la bola de radio r con centro en (x1; y1) con la métrica

j y Ber((x1; y1)) es la bola de radio r con centro en (x1; y1) con la métrica euclidiana,

entonces Bjr((x1; y1)) � Ber((x1; y1)).

Ahora, si (x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 <
�
r
2

�2, entonces
jx1 � x2j �

p
(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 <

r

2

y

jy1 � y2j �
p
(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 <

r

2
;

así que jx1 � x2j + jy1 � y2j < r
2 +

r
2 = r y en consecuencia Ber

2
((x1; y1)) � Bjr((x1; y1)).

Por lo tanto ambas métricas son equivalentes.

Teorema 0.7 Sn es una n�super�cie.

Demostración. Sean f : Sn � f(0; : : : ; 0; 1)g ! Rn y g : Rn ! Sn � f(0; : : : ; 0; 1)g

de�nidas por

f((xi)
n+1
i=1 ) =

�
xi

1�xn+1

�n
i=1

y

g((xi)
n
i=1) =

�
2x1

1+
Pn
i=1 x

2
i
; : : : ; 2xn

1+
Pn
i=1 x

2
i
; 1� 2

1+
Pn
i=1 x

2
i

�
:

Primero veamos que g está bien de�nida.

El punto (0; : : : ; 0; 1) no esta en la imagen de g ya que si existiera x = (xi)ni=1 2 Rn

tal que g(x) = (0; : : : ; 0; 1); si nos �jamos en la última coordenada de g(x), tenemos que

1� 2
1+
Pn
i=1 x

2
i
= 1, o bien, 2

1+
Pn
i=1 x

2
i
= 0, lo cual es una contradicción.

Ahora veamos que la imagen de g esta en Sn:

x



Si (xi)ni=1 2 Rn; entonces

(g(x))2 =
�

2x1
1+
Pn
i=1 x

2
i

�2
+ � � �+

�
2xn

1+
Pn
i=1 x

2
i

�2
+

�
1� 2

1 +
Pn
i=1 x

2
i

�2

=
�

2
1+
Pn
i=1 x

2
i

�2 �
1 +

Pn
i=1 x

2
i

�
� 4

1 +
Pn
i=1 x

2
i

+ 1

=
4

1 +
Pn
i=1 x

2
i

� 4

1 +
Pn
i=1 x

2
i

+ 1 = 1;

es decir, todos los puntos en la imagen de g tienen norma igual a 1.

Para terminar probaremos que f y g son inversas una de la otra:

f � g((xi)ni=1) = f
�

2x1
1+
Pn
i=1 x

2
i
; : : : ; 2xn

1+
Pn
i=1 x

2
i
; 1� 2

1+
Pn
i=1 x

2
i

�

=
1 +

Pn
i=1 x

2
i

2

�
2x1

1+
Pn
i=1 x

2
i
; : : : ; 2xn

1+
Pn
i=1 x

2
i

�
= (xi)

n
i=1

y

g � f((xi)n+1i=1 ) = g

��
xi

1�xn+1

�1
i=1

�

=

  
2xiPn

i=1
x2
i

(1�xn+1)
+1�xn+1

!n
i=1

; 1� 2Pn
i=1

x2
i

(1�xn+1)2
+1

!
:

Si desarrollamos los denominadores de las entradas del vector tenemos que

Pn
i=1 x

2
i

(1� xn+1)
+ 1� xn+1 =

1� x2n+1
1� xn+1

+ 1� xn+1 = 2

y Pn
i=1 x

2
i

(1� xn+1)2
+ 1 =

1� x2n+1
(1� xn+1)2

+ 1 =
1 + xn+1
1� xn+1

+ 1 =
2

1� xn+1
;

lo cual implica que

g � f((xi)n+1i=1 ) =

�
(xi)

n
i=1; 1� 2

2
1�xn+1

�
= ((xi)

n
i=; 1� (1� xn+1)) = (xi)n+1i=1
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y en consecuencia f y g son inversas una de la otra y al ser estas continuas, ya que

sus funciones coordenadas lo son, podemos concluir que Sn � f(0; : : : ; 0; 1)g y Rn son

homeomorfos.

Si p 2 Sn, tenemos que p 2 Sn � f(0; : : : ; 0; 1)g o p = (0; : : : ;0; 1).

Si p 2 Sn � f(0; : : : ; 0; 1)g, f(p) 2 Rn, luego, existe C vecindad cerrada de f(p) tal

que C �= In y en consecuencia f�1[C] �= C �= In.

f�1[C] es vecindad cerrada de p en Sn�f(0; : : : ; 0; 1)g, pero también lo es en Sn, ya

que si no fuera tendríamos que (0; : : : ; 0; 1) 2 ClSn(f�1[C]), esto implica que existe una

sucesión fxig1i=1 de f�1[C] tal que l��mi!1 xi = (0; : : : ; 0; 1).

Si xin+1 es la n+1-coordenada de xi tenemos que l��mi!1 xin+1 = 1 y por continuidad

de f , l��mi!1 f(xi) = l��mi!1 1
1�xi�+1

(xi1 ; : : : ; xin) =1.

Como f(xi) 2 C para todo i 2 N, C no es acotado, pero esto no puede ser, ya que C

es homeomorfo a In y por lo tanto es compacto, esto nos permite concluir que f�1[C] es

vecindad cerrada de p en Sn.

Si p = (0; : : : ; 0; 1), usando la función f : Sn�f(0; : : : ; 0; 1)g ! Sn�f(0; : : : ; 0;�1)g

dada por f(x) = �x se ve que Sn � f(0; : : : ; 0; 1)g �= Sn � f(0; : : : ; 0;�1)g. Igual que en

el caso anterior podemos concluir que existe C vecindad cerrada de Sn � f(0; : : : ; 0;�1)g

homeomorfa a In y de la misma manera a como antes se hizo, se puede probar que C es

vecindad cerrada de Sn. Por lo tanto Sn es una n�super�cie:

xii



I. De�nición de dimensión

En este capítulo damos la de�nición de dimensión en forma inductiva, calculamos la

dimensión de algunos espacios y relacionamos propiedades de los espacios con su dimensión.

1.1 Preliminares

De�nición (De�nición de Dimensión)

1. dim(X) = �1 si y sólo si X = ;. También dim(X) � �1 signi�cará que X = ;.

2. Si p 2 X, de�nimos

dimp(X) � n

si y sólo si p tiene una base local de abiertos en X cuyas fronteras tienen dimensión � n�1.

3. dim(X) � n si y sólo si dimp(X) � n; para todo p 2 X.

4. dim(X) = n si y sólo si dim(X) � n y dim(X) � n� 1.

5. dimp(X) = n si y sólo si dimp(X) � n y dimp(X) � n� 1.

6. dim(X) =1 si y sólo si dim(X) � n para todo n � �1.

7. dimp(X) =1 si y sólo si dimp(X) � n para todo n � �1.

El siguiente Teorema que se prueba en [1, p. 6] muestra la importancia de la de�nición

anterior

Teorema 1.1 La dimensión de un espacio en un punto y la dimensión de un espacio son

invariantes topológicos.

Los siguentes conceptos nos ayudarán a resolver los Problemas del Capítulo.

De�nición Sea X un espacio, se dice que X es de Lindelöf si toda cubierta abierta de X

posee subcubierta numerable.
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De�nición Un espacio X es totalmente disconexo si y sólo si cualesquiera dos puntos de

X están separados en X.

Axioma de Elección 1.2 Si fAigi2I es una familia de conjuntos, entonces existe una

función f : I !
S
i2I
Ai tal que f(i) 2 Ai.

Proposición 1.3 Un espacio X con base numerable es de Lindelöf.

Demostración. Sean fGtgt2T una cubierta abierta de X y B =fUig1i=1 una base de

la topología de X. Si fUikg1k=1 es el conjunto de los elementos de B que están contenidos

en alguno de los Gt, por el Axioma de Elección, existe una sucesión fGtkg1k=1 � fGtgt2T
tal que Uik � Gtk para todo k 2 N. Por lo tanto

1S
k=1

Uik �
1S
k=1

Gtk �
S
t2T

Gt:

Por otro lado, si p 2 Gt para algún t 2 T , existe j 2 N tal que p 2 Uj � Gt, así pues, el

índice j pertenece al conjunto de índices i1; i2; : : :, por lo que

p 2
1S
k=1

Uik :

Entonces
S
t2T

Gt �
1S
k=1

Gtk y al ser el conjunto fGtgt2T una cubierta abierta de X también

es fGtkg1k=1 y, en consecuencia, X es de Lindelöf.

Lema 1.4 Si C es cerrado en un espacio X, entonces C es un conjunto G� en X.

Demostración. Para cada i 2 N de�nimos Ai =
S
x2C

B 1
i
(x). Como C � Ai para

todo i, entonces C �
1T
i=1
Ai, ahora veamos que

1T
i=1
Ai � C.

Sea y 2
1T
i=1
Ai. Por de�nición, y 2

S
x2C

B 1
i
(x) para todo i 2 N, así que hay una

sucesión fxig1i=1 � C tal que y 2 B 1
i
(xi).

Si U es vecindad de y, existe m 2 N tal que B 1
m
(y) � U . Como y 2 B 1

2m
(x2m),

tenemos que

d(y; x2m) � diam(B 1
2m
(x2m)) <

1

m
;

2



es decir, x2m 2 B 1
m
(y) � U . Esto implica que toda vecindad de y tiene puntos de C, o

bien, y 2 Cl(C) = C y por tanto C =
1T
i=1
Ai y C es un conjunto G� ya que cada Ai es

abierto al ser unión de conjuntos abiertos.

Lema 1.5 Sea A � R, si A no contiene intervalos entonces R�A es denso en R.

Demostración. Sea U � R abierto y distinto del vacío. Si x 2 U , al ser este abierto,

existe r > 0 tal que Br(x) � U . El conjunto Br(x) es un intervalo, así que por hipótesis

existe p 2 Br(x), y por tanto en U , que no está en A, con lo cual hemos demostrado que

U \ (R�A) 6= ; y por tanto R�A es denso en R.

Lema 1.6 Sea X un espacio topológico. Entonces A � X es abierto y cerrado en X si y

sólo si Fr(A) = ;.

Demostración. Tenemos que Cl(A) = Int(A) [ Fr(A) y Fr(A) \ Int(A) = ;.

Ahora, A es abierto y cerrado si y sólo si Cl(A) = A = Int(A), o bien

Int(A) [ Fr(A) = Int(A);

y esto es equivalente a Fr(A) = ;.

Lema 1.7 Todo espacio discreto tiene dimensión cero.

Demostración. En un espacio discreto los elementos de cualquier base son abiertos

y cerrados, por tanto tienen frontera vacía y esto, por de�nición implica que el espacio

tiene dimensión cero.

1.2 Problemas

Problema 1.3 dim(R) = 1.

Solución. Primero demostraremos que dim (R) � 1.

Sea p 2 R, el conjunto fBr(p) : r > 0g es una base local para p. Observemos que para

todo r > 0; F r(Br(p)) = fp � r; p + rg es un espacio discreto, por el Lema 1.7, tenemos

que dim (Fr(Br(p))) = 0, luego dimp (R) � 1 para todo p 2 R y por tanto dim (R) � 1.
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Ahora veamos que dim (R) � 0.

Supongamos al contrario que existe p 2 R tal que dimp (R) = 0, se sigue de la

de�nición que existe una vecindad abierta U de p contenida en B1(p) con frontera vacía.

Como U � B1(p) tenemos que U 6= R, así pues U es abierto y cerrado en R, pero esto no

puede ser pues los únicos abiertos y cerrados en R son R y ;, esta contradicción muestra

que dimp (R) � 0 para todo p 2 R, por lo tanto dim (R) = 1.

Problema 1.4 Sea A � R. Entonces dim(A) � 1 y dim(A) = 1 si y sólo si A contiene un

intervalo abierto no vacío.

Solución. Sean a 2 A y Un = B 1
n
(a)\A para todo n 2 N. El conjunto U = fUng1n=1

es una base local de a en A. Demostraremos que dim (Fr (U)) � 0 para todo U 2 U .

Si n 2 N, al ser Un abierto en A, los puntos de la frontera de Un no están en Un, es

decir, están en A� Un. Si p 2 A� Un, entonces ja� pj � 1
n .

Si ja� pj > 1
n , entonces p 2 Ext(Un), así que existe " > 0 tal que B"(p) \ Un = ;.

Por lo tanto p =2 FrA(Un).

De esta manera podemos concluir que FrA(Un) � fa� 1
n ; a�

1
ng y en consecuencia

dim (FrA(Un)) � 0. Por lo tanto dimp(A) � 1 y dim(A) � 1.

Ahora demostraremos la otra parte del Problema.

Si A no contiene un intervalo abierto no vacío, por el Lema 1.5, R � A es denso en

R: Sea p 2 A, como los intervalos abiertos (p � 1; p) y (p; p + 1) son distintos del vacío,

existen p1 2 (p� 1; p) y q1 2 (p; p+ 1) tales que p1; q1 2 R�A.

Observemos que p1 < p < q1, de manera que los intervalos abiertos (p1; p) y (p; q1) son

distintos del vacío, por lo tanto existen p2 2 (p1; p) y q2 2 (p; q1) tales que q2; p2 2 R�A.

Podemos suponer que jp2 � pj < 1
2 y jq2 � pj <

1
2 .

Siguiendo con este procedimiento tenemos una sucesión de intervalos abiertos (pn; qn)

tales que

p 2 (pn; qn); pn < pn+1; qn+1 < qn;

(pn; qn) �
�
p� 1

n
; p+

1

n

�
y pn; qn 2 R�A para todo n 2 N:
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Como (pn; qn) � (p� 1
n ; p+

1
n), los intervalos (pn; qn) forman una base local para p. Además

por la primera parte del problema sabemos que FrA((pn; qn)) � fpn; qng. Pero pn; qn =2 A,

así que FrA((pn; qn)) = ; para todo n 2 N: Por lo tanto dimp (A) = 0 y dim(A) = 0.

Ahora supongamos que A contiene un intervalo abierto no vacío. Sean (p; q) un

intervalo abierto tal que (p; q) � A y x 2 (p; q). Existe r > 0 tal que Br(x) � (p; q).

Notemos que para cada s 2 R con 0 < s < r, los intervalos abiertos (x� s; x+ s) forman

una base para p y son tales que dim (Fr(x� s; x+ s)) = 0. Como Fr(x � s; x + s) � A,

entonces FrA(x� s; x+ s) = Fr(x� s; x+ s). Además (x� s; x+ s) � A. Por lo tanto x

tiene una base local de abiertos en A tales que la dimensión de la frontera de estos es cero.

Por lo tanto dimx (A) � 1, así que dim (A) � 1.

Problema 1.5 dim (Rn) � n.

Solución. Lo haremos por inducción sobre n:

Por el Problema 1.3 sabemos que la a�rmación es válida para n = 1. Supongamos

que es válida para n� 1.

Sea p 2 Rn. La familia fBr(p)gr>0 es una base local para p. Además, por el Teore-

ma 0.4, para todo r > 0 Fr(Br(p)) �= Sn�1.

Ahora bien, el Teorema 0.6, nos permite asegurar que para todo x 2 Sn�1 existe Ux
vecindad de x en Sn�1 tal que Ux �= Rn�1.

Por hipótesis de inducción, dim
�
Rn�1

�
� n�1, por lo tanto dimx (Ux) � n�1. Como

Ux es abierto en Sn�1 tenemos que dimx
�
Sn�1

�
= dimx (Ux), así pues, dimx

�
Sn�1

�
� n�1

para todo x 2 Sn�1, esto implica que dim
�
Sn�1

�
� n�1 y, puesto que Sn�1 �= Fr(Br(p)),

dim (Fr(Br(p))) � n� 1 para todo r > 0. Por lo tanto dim (Rn) � n.

Problema 1.6 dimp(X) = 0 si y sólo si p tiene una base local de abiertos y cerrados en

X.

Solución. dimp(X) = 0 implica que p tiene una base local B de abiertos tal que

para todo V 2 B; dim(Fr(V )) = �1. Por de�nición, esto pasa si y sólo si Fr(V ) = ;, en
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consecuencia V es abierto y cerrado en X. Así pues, B es base local de p de abiertos y

cerrados de X.

Ahora supongamos que existe una base local fVigi2I de abiertos y cerrados de p:

Al ser estos conjuntos abiertos y cerrados se tiene que Fr(Vi) = ; para todo i 2 I;

en consecuencia fVigi2I es una base local de p cuyos elementos tienen frontera vacía, es

decir, dimp(X) = 0.

Problema 1.7 Todo espacio de dimensión cero es totalmente disconexo.

Solución. Sean x; y 2 X tales que x 6= y. Veamos que x e y están separados en X.

Sea r = d(x; y). Por hipótesis, sabemos que existe U abierto y cerrado en X tal que

x 2 U � Br(x), además, y =2 Br(x), así que y =2 U . Se tiene que U y X � U son abiertos,

x 2 U y y 2 X � U; es decir x e y están separados en X y por tanto X es totalmente

disconexo.

El inverso de este problema en general no es cierto. En el Capítulo 2, Teorema 2.1

y Problema 2.6 se demuestra que el espacio lQ2 tiene dimensión uno y que es totalmente

disconexo. Sin embargo, en el Capítulo 4 se demuestra que el inverso es cierto si el espacio

es, además, compacto.

Problema 1.8 El producto cartesiano numerable de espacios de dimensión cero tiene

dimensión cero.

Solución. Sean fXig1i=1 una familia de espacios de dim = 0 y X =
Q1
i=1Xi: X es

un espacio no vacío ya que dim(Xi) = 0 6= �1 y por tanto Xi 6= ; para todo i 2 N. Ahora

probaremos que dim (X) = 0:

Sean p 2 X y U un abierto en X que contiene a p.

Sabemos que existe V = hVi1 ; : : : ; Vini abierto básico de X tal que V � U . Como

cada Xik tiene dimensión cero, para todo k, existe Uik abierto y cerrado en Xik tal que

pik 2 Uik � Vik .
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El conjunto hUi1 ; : : : ; Uini es abierto, pero también es cerrado ya que

X � hUi1 ; : : : ; Uini =
k[
j=1



Xij � Uij

�

y este es abierto porque cada


Xij � Uij

�
es abierto básico de X. La contención

hUi1 ; : : : ; Uini � hVi1 ; : : : ; Vini � U

implica dimp (X) = 0 para todo p 2 X y por tanto dim (X) = 0.

Problema 1.9 Los siguientes espacios tienen dimensión cero:

(a) Cualquier espacio numerable.

(b) RnQ = f(xi)ni=1 2 Rn : xi es racional para cada ig;

(c) RnJ = f(xi)ni=1 2 Rn : xi es irracional para cada ig;

(d) I1Q = f(xi)1i=1 2 I1 : xi es racional para cada ig;

(e) I1J = f(xi)1i=1 2 I1 : xi es irracional para cada ig;

(f) R21 = fx 2 R2 : fx; yg \Q = 1g.

Solución. (a) Sean X un espacio numerable, p 2 X y A = fd(p; x) 2 R : x 2 Xg �

R. Como X es numerable, A es numerable, por tanto, para todo n 2 N existe rn > 0 tal

que rn < 1
n y rn =2 A.

Brn(p) es un abierto enX y por el Teorema 0.4, Fr(Brn(p)) = fx 2 X : d(p; x) = rng.

Si Fr(Brn(p)) 6= ;, entonces existe x 2 X tal que d(p; x) = rn, luego rn 2 A, pero esto

no puede ser, así que Fr(Brn(p)) = ;. Por lo tanto dimp (X) = 0 y de aquí se sigue que

dimX = 0:

(b) RnQ es un espacio numerable, por lo que del inciso (a) se sigue que dim
�
RnQ
�
= 0.

(c) Si J = fx 2 R : x es irracionalg, tenemos que RnJ = Jn. Como J no contiene

un intervalo abierto no vacío, por el Problema 1.4 tenemos que dim (J) = 0, y por el

Problema 1.8 dim (Jn) = 0, por lo tanto dim (RnJ) = 0.
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(d) Sabemos que Q no contiene ningún intervalo abierto no vacío, se sigue del Pro-

blema 1.4 que dim(I \ Q) = 0 y del Problema 1.8 que dim ((I\Q)1) = 0. Claramente

I1Q = (I \Q)1, en consecuencia dim(I1Q ) = 0.

(e) I\J no contiene un intervalo abierto no vacío, por lo tanto dim(I\J) = 0, por

el Problema 1.8 tenemos que dim ((I\J)1) = 0. Como (I\J)1 = I1J , se concluye que

dim(I1J ) = 0.

(f) Sean p = (p1; p2) 2 R21 y U abierto en R2.

Como Q�Q es denso en R2, existen r > 0 y q = (q1; q2) 2 Q�Q tal que Bjr(q) � U

(ver Figura 1), podemos suponer sin pérdida de generalidad que r 2 Q.

Figura 1

Si un punto (x; y) esta en la frontera de Bjr(q) en R21 entonces jx� q1j + jy � q2j = r.

Revisemos cada caso:

Caso 1:

jx� qj = x� q1 y jy � q2j = y � q2 implica que y = �x+ (r + q1 + q2)

Caso 2:

jx� q1j = x� q1 y jy � q2j = q2 � y implica que y = x+ (q2 � q1 � r)

Caso 3:
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jx� q1j = q1 � x y jy � q2j = y � q2 implica que y = x+ (r + q2 � q1)

Caso 4:

jx� q1j = q1 � x y jy � q2j = q2 � y implica que y = �x+ (q1 + q2 � r)

En cualquiera de los cuatro casos tenemos que y = �x+ b donde b 2 Q. Así pues, si

x 2 Q entonces y 2 Q y si x 2 J , entonces y 2 _J .

Esto nos permite concluir que (x; y) 2 (Q�Q) [ (J � J) contradicendo el hecho de

que (x; y) 2 R21. Por tanto FrR21(B
j
r(q)) = ; y dimp(R21) = 0.

De lo anterior podemos concluir que dim(R21) = 0.

Problema 1.10 Sea X un espacio. Entonces dim(X) � n si y sólo si hay una base nu-

merable para la topología de X tal que todos sus miembros tienen fronteras de

dim � n� 1.

Solución. Seam 2 N, sabemos que para todo x 2 X existe Ux;m abierto enX tal que

x 2 Ux;m � B 1
m
(x) y dim (Fr(Ux;m)) � n�1. Claramente X =

S
x2X

Ux;m. Al ser X métrico

y separable, es Lindelö¤, en consecuencia existe fxmig1i=1 � X tal que X =
1S
i=1
Uxmi ;m; lo

cual prueba que para todo m 2 N, fUxmi ;mg
1
i=1 es una cubierta abierta de X.

Sea U = fUxmi ;mgi;m2N. Probemos que U es base para la topología de X.

Si x 2 X y V es vecindad abierta de x en X, existe m 2 N tal que B 1
m
(x) � V .

Al ser fUx(2m)i ;2mg una cubierta abierta de X, existe k 2 N tal que x 2 Ux(2m)k;2m ,

por construcción diam(Ux(2m)k;2m) <
1
m , por lo tanto d(x; y) <

1
m para todo y 2 Ux(2m)k;2m ,

es decir y 2 B 1
m
(x), así pues Ux(2m)k;2m � B 1

m
(x) � V .

De lo anterior se sigue que U es base numerable para la topología de X y cada uno

tiene frontera de dim � n� 1.

El regreso se da porque existe la base cuyos miembros tienen frontera de dim � n�1.

Problema 1.11 SiX 6= ; y dim(X) <1, entonces dim(X) = dimp(X) para algún p 2 X.
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Solución. Como dim (X) < 1 entonces existe m 2 N tal que dim (X) � m. Esto

implica que el conjunto A = fm 2 N : dimX � mg es distinto del vacío de donde se

sigue que existe n = m��nA, luego dim (X) � n y dim (X) � n � 1, en consecuencia

dim (X) = n 6= �1 ya que X 6= ;. Tenemos que dim (X) � n � 1, así que existe p 2 X

tal que dimp (X) � n � 1 y como dim (X) � n, entonces dimp (X) � n. Por lo tanto

dimp (X) = n = dim (X).

Problema 1.12 Las funciones continuas pueden incrementar o dismnuir la dimensión (dar

ejemplos).

Solución. Sea r 2 R, la función constante f : R! frg cumple que dimx (R) = 1 y

por el Lema 1.7 dimf(x) (frg) = 0 para todo x 2 R. Por lo tanto f disminuye la dimensión.

Sean R21 de�nido como en el inciso (f) del Problema 1.9 y f : R21 ! R de�nida

por f(x; y) = x, f es suprayectiva y como f es una proyección, entonces f es contin-

ua. Además, por el Problema 1.12 inciso (a); para todo (x; y) 2 R21 dim(x;y)
�
R21
�
= 0 y

dimf(x;y)
�
f(R21)

�
= dimf(x;y) (R) = 1. Por lo tanto f incrementa la dimensión.

Problema 1.13 Sea X = fpg [
� 1S
n=1

Dn

�
, donde p = (0; 0) y Dn es disco cerrado en R2

con centro cn =
�

3
2n+1

; 0
�
y radio rn = 1

2n+1
.

Entonces p tiene vecindades abiertas, arbitrariamente pequeñas, cuyas fronteras tienen

dimensión uno. ¿Cuál es el valor de dimp(X)?.

Figura 2
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Solución. Demostraremos que dimp(X) = 2. Sea n 2 N, de�nimos

Un =

�
� 3

2n+1
;
3

2n+1

�
�
�
� 1

2n+1
;
1

2n+1

�
:

El conjunto fUn \Xgn2N es una base local de abiertos de p en X. Además,

FrX(Un \X) =
�

3

2n+1

�
�
�
� 1

2n+1
;
1

2n+1

�

para todo n 2 N (ver Figura 2), al ser este homeomorfo a I podemos concluir que

dim (Fr(Un \X)) = 1, es decir, p tiene una base local de vecindades abiertas cuyas fron-

teras tienen dimensión 1.

Ahora calculemos dimp(X)

De�nimos Vn =
�
(x; y) 2 X : x2 + y2 < 1

2
n�1
2

�
para todo n 2 N (ver Figura 3).

Figura 3

Es claro que fVng1n=1 es una base local de p y, como se ve en la �gura , fqng = FrX(Vn), es

decir, p tiene una base local de vecindades cuya frontera tienen dimensión cero, por tanto

dimp(X) � 1:

11



Notemos que para cualquier abierto de p de diámetro �nito su frontera intersecta a

R+ � X ( ver Figura 4), en consecuencia cualquier base local de p tiene elementos con

frontera distinta del vacío, por lo tanto dimp (X) � 0 y dimp (X) = 1:

Figura 4

Problema 1.14 Sea X =
�
(x; sin( 1x) 2 R

2 : 0 < x � 1
	
[f(0; y) 2 R2 : �1 � y � 1g ( ver

Figura 5), ¿Cuánto vale dim(X)?.

Solución. A�rmamos que dim(X) = 1.

Sean A = f(x; sin( 1x)) 2 R
2 : 0 < x � 1g, B = f(0; y) 2 R2 : �1 � y � 1g y

(a; b) 2 X tal que a > 0.

Notemos que A es homeomorfo a (0; 1] ya que h : A! (0; 1] dada por h(x; sin 1x) = x

es un homeomor�smo, luego, por el Problema 1.4, dim (A) = 1

El conjunto (0; 1] contiene un intervalo abierto no vacío de R, por el Problema

1.4 tenemos que dim(0;1] = 1; así pues dim (A) = 1, por lo tanto dim(a;b) (A) � 1. Si

dim(a;b) (A) = 0, por el Problema 1.6 tendríamos que A es disconexo, pero A es conexo

ya que A es homeomorfo a (0; 1], luego dim(a;b) (A) = 1 y por tanto dim(a;b) (X) = 1 para

todo (a; b) 2 A.

12



Sean (0; b) 2 B y Un =
�
� 1
n ;

1
n

�
�
�
b� 1

n ; b+
1
n

�
( ver Figura 6); claramente Un es

vecindad de (0; b) en R2 y la frontera de Un en R2 es el conjunto

(f 1
n
g�
�
b� 1

n
; b+

1

n

�
)[(f� 1

n
g� [b� 1

n
; b+

1

n
])[([� 1

n
;
1

n
]�fb� 1

n
g)[([� 1

n
;
1

n
]�fb+ 1

n
g):

El conjunto (f 1ng � [b �
1
n ; b +

1
n ]) \X es a lo más un punto, ya que no intersecta a B y

como A es una grá�ca en R2 y f 1ng� [b�
1
n ; b+

1
n ] es un subconjunto de una recta vertical,

entonces intersecta a A en a lo más un punto:

f� 1
ng� [b�

1
n ; b+

1
n ] no intersecta a X ya que todos los puntos de X tienen primera

coordenada � 0.

El conjunto ([� 1
n ;

1
n ]� fb�

1
ng) \X es a lo más una cantidad numerable de puntos

ya que ([� 1
n ;

1
n ]� fb�

1
ng) \B es el punto (0; b� 1

n) o es vacío dependiedo del valores de

y y 1
n y ([�

1
n ;

1
n ] � fb �

1
ng) \ A son los puntos (x; sin(

1
x)) tales que sin(

1
x) = b �

1
n (o es

vacío si b � 1
n =2 [�1; 1]) que son una cantidad numerable. Análogamente se prueba que

([� 1
n ;

1
n ]� fb +

1
ng) \ B es una cantidad numerable de puntos o es vacío. Por lo tanto, la

frontera de Un \X en X es a lo más una cantidad numerable de puntos, por lo tanto tiene

dimensión cero. Además los conjuntos Un \ X forman una base para (0; b), por lo tanto

dim(0;b) (X) � 1.

Supongamos que dim(0;b) (X) = 0. Sea (0; d) 2 B tal que

(0; b) 6= (0; d) y 0 < r < d((0; b); (0; d)):

Sabemos que (0; d) =2 Br(0; b)\X. Sea V abierto y cerrado en X tal que V � Br(0; b)\X.

Por lo tanto, como (0; b) 2 V y (0; d) =2 V , V y X � V son abiertos y cerrados distintos

del vacío, por lo tanto X es disconexo, pero esto no puede ser ya que A es conexo y por lo

tanto Cl(A) es conexo, pero Cl (A) = X. Por lo tanto dim(X) = 1.

13
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Problema 1.15 Para todo espacio X, fp 2 X : dimp(X) � ng es un conjunto G� en X y

fp 2 X : dimp(X) = ng es un conjunto G�� en X.

Solución. Sea x 2 X tal que x 2 An = fp 2 X : dimp(X) � ng y m 2 N. Existe

Umx abierto en X tal que dim (Fr(Umx )) � n � 1 y Umx � B 1
n
(x) para todo m. De�nimos

Um =
S
x2A

Umx , es claro que An � Um y Um es abierto en X (ya que es unión de abiertos)

para todo m 2 N. Por lo tanto An �
1T
m=1

 S
x2An

Umx

!
.

Sea x 2
1T
m=1

 S
x2An

Umx

!
, entonces x 2

S
x2An

Umx para todo m, luego existe pm 2 An

tal que x 2 Umpm . Llamamos Vm = Umpm . Sea U abierto en X tal que x 2 U . Existe k 2 N

tal que B 1
k
(x) � U , Como x 2 V2k y diam(V2k) < 1

k , entonces para todo y 2 V2k se tiene

que d(x; y) < 1
k , lo cual implica que x 2 V2k � B 1

k
(x) � U y por tanto dimx(X) � n, esto

signi�ca que x 2 An.

Probaremos que B = fp 2 X : dimp(X) = ng es un conjunto G��. Tenemos que

B = An �An�1; An =
1T
i=1
Ui y An�1 =

1T
k=1

Vk

donde los conjuntos Ui y Vi son abiertos en X. En consecuencia,

B =
1T
i=1
Ui �

1T
k=1

Vk =
1S
k=1

�� 1T
i=1
Ui

�
\ (X � Vk)

�
:

14



Como X � Vk es cerrado para todo k, por el Lema 1.3 tenemos que X � Vk =
1T
i=1
Vki con

Vik abierto en X para todo i; k 2 N. De aquí se sigue que

B =
1S
k=1

�� 1T
i=1
Ui

�
\
� 1T
i=1
Vki

��
=

1S
k=1

1T
i=1
(Vki \ Ui):

Al ser Vki y Ui abiertos en X, Vki \Ui es abierto en X. Por lo tanto B es un conjunto G��.

Problema 1.16 Todo espacio X de dimensión �nita � 1 contiene un subespacio cerrado

de dimensión uno.

Solución. Lo demostraremos por inducción sobre n = dim (X). Si n = 1 el espacio

es X mismo.

Supongamos válido para todo k � n� 1.

Sea X de dimensión n, como n 6= �1, entonces X 6= ;. Sea p 2 X, existe U vecindad

de p en X tal que dimFr(U) � n � 1; por hipótesis de inducción, para Fr(U) existe

C � Fr(U) cerrado en Fr(U) tal que dimC = 1, al ser Fr(U) cerrado X, C es cerrado en

X, por lo tanto X tiene un subconjunto cerrado de dim = 1.

15



II. El espacio de Hilbert

En el capítulo anterior se vió que todo espacio de dimensión cero es totalmente

disconexo, en este capítulo se da un ejemplo de un espacio totalmente disconexo que tiene

dimensión uno, es decir, el inverso del enunciado anterior en general es falso. Además para

todo n 2 N, existen espacios de dimensión n y que son totalmente disconexos.

2.1 Preliminares

De�nimos el espacio de Hilbert de todas las sucesiones cuadradas sumables como:

l2 =

(
(xi)

1
i=1 : xi 2 R para todo i y

1X
i=1

x2i <1
)
,

donde la distancia entre dos puntos x = (xi)1i=1, y = (yi)
1
i=1 2 l2 está denotada por kx� yk,

la cual está de�nida como

kx� yk =

vuut 1X
i=1

(xi � yi)2:

El espacio lQ2 es un espacio vectorial y la función kk dada anteriormente es una norma para

este. El símbolo
�!
0 denota el vector cero de l2,

�!
0 = (0; 0; : : :).

Sea lQ2 el espacio de los puntos racionales de l2, es decir

lQ2 = f(xi)1i=1 2 l2 : xi es racional para todo ig.

El siguiente Teorema se demuestra en [1, p. 9-13]

Teorema 2.1 dim(lQ2 ) = 1.

Demostraremos en el Problema 2.6 que lQ2 es tatalmente disconexo.

2.2 Problemas

Problema 2.3 lQ2 es homogéneo.

Solución. Sean p; q 2 lQ2 y f : l
Q
2 ! lQ2 de�nida por f(x) = x+ q � p.
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l2 es espacio vectorial, así que x+ q � p 2 l2 y como las coordenadas de x; p y q son

racionales entonces las coordenadas de x+ q�p son racionales, por lo tanto x+ q�p 2 lQ2 ;

así que f está bien de�nida.

Si x; y 2 lQ2 , como kf(x)� f(x)k = kx+ q � p� y � q + pk = kx� yk, f es un

isometría, por tanto es continua y abierta.

Ahora veamos que f es biyectiva. Si f(x) = f(y), entonces x+ q � p = y + p� q, al

ser l2 un espacio vectorial podemos concluir que x = y y por tanto, f es inyectiva.

Si y 2 lQ2 , entonces y + p� q 2 l
Q
2 y f(y + p� q) = y + p� q + q � p = y, es decir, f

es suprayectiva. Además f(p) = p+ q � p = q, de donde se sigue que lQ2 es homogeneo.

Problema 2.4 Cualquier subespacio de un espacio de dimensión cero tiene dim � 0.

Solución. Sean X tal que dim(X) = 0, Y � X, p 2 Y y U vecindad de p en Y .

Sabemos que U = V \ Y con V abierto en X.

Como p 2 V; por hipótesis, existe C abierto y cerrado en X tal que p 2 C � V , luego

C \ Y es abierto y cerrado en Y y p 2 C \ Y � V \ Y = U .

De lo anterior se sigue que dimp (Y ) � 0, por lo tanto dim (Y ) � 0.

Problema 2.5 Explicar porque el Problema 1.8 no contradice al Teorema 2.1.

Solución. A lQ2 lo podemos ver como subconjunto de Q1 y el Problema 1.8 implica

que dim(Q1) = 0 cuando se considera a Q1 con la topología producto. Pero lQ2 no es un

subespacio de Q1 ya que la topología que se le da lQ2 no es la topología producto sino la

generada por la norma dada al principio del capítulo:

Problema 2.6 lQ2 es totalmente disconexo.

Solución. Sean x = (xi)1i=1; y = (yi)
1
i=1 2 l

Q
2 tales que x 6= y. Tenemos que existe

j 2 N tal que xj 6= yj : Supongamos sin pérdida de generalidad que xj < yj .

Sean p 2 R�Q tal que

xj < p < yj

17



y U =
n
z 2 lQ2 : zj < p

o
. Demostraremos que U es abierto y cerrado en lQ2 .

Sean " = p� zj y k 2 B"(z). Notemos que

kj � zj � jkj � zj j �

vuut 1X
i=1

(ki � zi)2 < " = p� zj ;

así que kj < p y por tanto k 2 U y U es abierto.

Ahora demostraremos que U es cerrado.

Sean z 2 lQ2 y fzng1n=1 una sucesión de puntos de U tales que l��mn!1 zn = z. Como

zn converge a z, la convergencia también se da coordenada a coordenada, en particular,

se tiene que l��mn!1 znj = zj , además para todo n 2 N, znj < p, así que zj � p, pero zj es

racional y p es irracional, por tanto zj < p y podemos concluir que z 2 U y este es cerrado

en lQ2 .

Problema 2.7 ¿Cuánto vale dim(lQ2 � l
Q
2 )?.

Solución. Demostraremos que lQ2 � l
Q
2
�= lQ2 , lo cual implica de manera inmediata

que dim (lQ2 � l
Q
2 ) = 1.

Sean f : lQ2 � l
Q
2 ! lQ2 y g : l

Q
2 ! lQ2 � l

Q
2 de�nidas por

f((xi)
1
i=1; (yi)

1
i=1) = (x1; y1; x2; y2; x3; y3; : : :) = (xi; yi)

1
i=1;

y

g((xi)
1
i=1) = ((x2i�1)

1
i=1; (x2i)

1
i=1):

Primero veremos que f y g están bien de�nidas.

Sea (x; y) 2 lQ2 � l
Q
2 . Cada xi y yi son racionales, por tanto (xi; yi)

1
i=1 2 Q1.

Como las sucesiones f
Pn
i=1 x

2
i g1n=1 y f

Pn
i=1 y

2
i g1n=1 son convergentes, también lo es

la sucesión f
Pn
i=1 x

2
i +

Pn
i=1 y

2
i g1n=1 =

�Pn
i=1(x

2
i + y

2
i )
	n
i=1
, luego

x21 + y
2
1 + x

2
2 + y

2
2 + : : : =

1X
i=1

(x2i + y
2
i ) <1;
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así que f((xi)1i=1; (yi)
1
i=1) 2 l

Q
2 y f está bien de�nida.

Veamos que g está bien de�nida. Si x 2 lQ2 , se tiene quevuut 1X
i=1

x22i�1 �

vuut 1X
i=1

x2i <1

y vuut 1X
i=1

x22i �

vuut 1X
i=1

x2i <1;

lo cual implica que (x2i�1)
1
i=1 y (x2i)

1
i=1 están en l

Q
2 y en consecuencia g está bien de�nida.

Ahora demostraremos que f y g son inverasas una de la otra.

Si (x; y) 2 lQ2 � l
Q
2 entonces

g � f(x; y) = g(x1; y1; x2; y2; x3; y3; : : :) = ((xi)1i=1; (yi)1i=1) = (x; y):

Si x 2 lQ2 , entonces

f � g(x) = f((x2i�1)1i=1; (x2i)1i=1) = (x1; x2; x3; : : :) = x:

Por lo tanto g = f�1.

Para �nalizar probaremos que f y f�1 son continuas. Sean " > 0, (x; y) 2 lQ2 � l
Q
2 y

f(xn; yn)g1n=1 una sucesión en l
Q
2 � l

Q
2 tal que l��mn!1(x

n; yn) = (x; y).

f(x; y) = (xi; yi)
1
i=1 y f(x

n; yn) = (xni ; y
n
i )
1
i=1, además l��mn!1(x

n; yn) = (x; y) im-

plica que xn converge a x y yn converge a y, así pues existe N 2 N tal que si n � N

entonces
pP1

i=1(x
n
i � xi)2 < "

2 y
pP1

i=1(y
n
i � yi)2 < "

2 .

Notemos que

d(f(x; y); f(xn; yn)) =

vuut 1X
i=1

((xni � xi)2 + (yni � yi)2)
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=

vuut 1X
i=1

(xni � xi)2 +
1X
i=1

(yni � yi)2 �

vuut 1X
i=1

(xni � xi)2 +

vuut 1X
i=1

(yni � yi)2 < "

si n � N; en consecuencia l��mn!1 f(xn; yn) = f(x; y) lo cual prueba la continuidad de f .

Ahora demostraremos que f�1 es continua.

Sean x 2 lQ2 y " > 0, observemos que f�1(x) = ((x2i�1)1i=1; (x2i)1i=1):

Si xn es una sucesión de lQ2 que converge a x, entonces existe N 2 N tal que si n � N

entonces kxn � xk =
pP1

i=1(x
n
i � xi)2 < ", además

�xn2i�1�1i=1 � (x2i�1)1i=1 =
vuut 1X

i=1

(xn2i�1 � x2i�1)2 �

vuut 1X
i=1

(xni � xi)2 = kx
n � xk

y

k(xn2i)
1
i=1 � (x2i)

1
i=1k =

vuut 1X
i=1

(xn2i � x2i)2 �

vuut 1X
i=1

(xni � xi)2 = kx
n � xk :

Esto signi�ca que

l��m
n!1

(xn2i�1)
1
i=1 = (x2i�1)

1
i=1 y l��m

n!1
(xn2i)

1
i=1 = (x2i)

1
i=1;

luego

l��m
n!1

((xn2i�1)
1
i=1; (x

n
2i)
1
i=1) = ((x2i�1)

1
i=1; (x2i)

1
i=1)

y por lo tanto l��mn!1 f�1(xn) = f�1(x):

Lo anterior implica que f�1 es continua y por el Teorema 2.1, dim(lQ2 � l
Q
2 ) = 1:

Problema 2.8 Sea

lI2 = f(xi)1i=1 2 l2 : xi es irracional para todo ig.

¿Cuánto vale dim(lI2 )?:

Solución. Probaremos que dim(lI2 ) = 1, para esto primero probaremos que dim(l
I
2 ) �

0.
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Sean y = (yi)
1
i=1 2 lI2 y f : l2 ! l2 de�nida como f(x) = x � y, notemos que

f(y) =
�!
0 . Al ser f una traslación, es un homeomor�smo.

Los Teoremas 1.1, 2.1 y el Problema 2.3 implican que dimp(l
Q
2 ) = 1 para todo p 2 l

Q
2 ,

esto se cumple en particular para
�!
0 ; así que existe una vecindad U de

�!
0 en lQ2 tal que

toda vecindad V de
�!
0 en lQ2 contenida en U tiene frontera no vacía.

Sabemos que U = W \ lQ2 donde W es abierto en l2. Al ser f un homeomor�smo y

W vecindad de
�!
0 se tiene que W1 = f�1[W ] \ lI2 es vecindad de f�1

��!
0
�
= y en lI2 .

Probaremos que cualquier vecindad de y contenida en W1 tiene frontera distinta del vacío

en lI2 :

Sea V una vecindad de y en lI2 tal que V � W1. Podemos suponer que V = V1 \ lI2
donde V1 es abierto en l2 y V1 � f�1[W ].

f [V1] es abierto y f [V1] �W , así que existe x 2 FrlQ2 (f [V1] \ l
Q
2 ):

Lo anterior implica que existen dos sucesiones fwng1n=1 � f [V1] y fzng
1
n=1 � l

Q
2 �f [V1]

de puntos en lQ2 tales que l��mn!1w
n = x = l��mn!1 zn:

Por continuidad, tenemos que

l��m
n!1

f�1(wn) = f�1(x) = l��m
n!1

f�1(zn):

Además,para todo n 2 N, f�1(wn) = wn + y 2 lI2 \ V1 y f�1(zn) = zn + y 2 lI2 � V1.

También tenemos que f�1(x) = x+ y 2 lI2 .

Es decir, f�1(x) 2 FrlI2 (V1) y en consecuencia FrlI2 (V1) 6= ;. Así que dimy
�
lI2
�
� 0

y por lo tanto dim(lI2 ) � 0.

Ahora probaremos que dim(lI2 ) � 1. Sean U vecindad abierta de y y 0 < r < 1 tal

que Br(y) � U .

Tomamos un elemento q 2 lQ2 tal que y 2 B r
2
(q). Si x 2 B r

2
(q) se tiene que

ky � xk < diam
�
B r

2
(q)
�
= r;
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luego B r
2
(q) � Br(y) � U .

Notemos que S = FrlI2

�
B r

2
(q)
�
=
�
x 2 lI2 : kx� qk = r

2

	
.

Ahora de�nimos f : S ! I1 =
Q1
i=1

�
�1
i ;
1
i

�
, como f((xi)1i=1) =

�xi�qi
i

�1
i=1
. Tenemos

que k(xi)1i=1 � qk = r
2 < 1, por lo tanto jxi � qij < 1 para todo i, lo cual prueba que f está

bien de�nida.

Si f((xi)1i=1) = f((zi)
1
i=1), entonces

�
xi
i

�1
i=1

=
�
zi
i

�1
i=1
, en consecuencia xi = zi para

todo i 2 N y de aquí se concluye que x = z, es decir, f es inyectiva.

Sea fzkg1k=1 � S una sucesión tal que l��mk!1 zk = z 2 S, los puntos de S están

en una circunferencia de l2, de modo que l��mk!1 zki = zi para todo i 2 N, esto implica

que l��mk!1
�
zki
i

�1
i=1

=
�
zi
i

�1
i=1

ya que I1 tiene topología producto. Por lo tanto f es un

encaje.

Si x 2 S, entonces x 2 lI2 y como q 2 l
Q
2 , xi � qi es irracional para todo i y

xi�qi
i es

irracional para todo i, es decir f(x) 2 I1I (I1I se de�nión en el inciso (e) del Problema 1.9),

en consecuencia f(S) � I1I . Además, por el Problema 1.9 sabemos que dim(I1I ) = 0. Por

el Problema 2.4 tenemos que dim f(S) = 0 y al ser f un encaje se tiene que dim(S) = 0.

Hemos probado que y 2 B r
2
(q) � U y dimFrlI2

�
B r

2
(q)
�
= 0, esto implica que dimy(lI2 ) � 1

y por tanto dim(lI2 ) � 1. Con esto hemos probado que dim(lI2 ) = 1.
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III. Dimensión de un subespacio

En este capítulo veremos que la dimensión de cualquier subespacio de un espacio X

es menor o igual a la dimensión de X:Si tenemos un espacio X, la dimenisón de cualquier

subespacio de este es menor o igual a la dimensión de X.

Esto implica que la de�nición de dimensión de un subespacio en un punto puede ser

dada en términos de vecindades del espacio grande.

3.1 Preliminares

Lema 3.1 Sea Y � X. Entonces, para todo A � X,

FrY (A \ Y ) � Fr(A):

Demostración. Por de�nición de frontera,

FrY (A \ Y ) = ClY (A \ Y ) \ ClY (Y �A):

Además, ClY (A \ Y ) � Cl(A) y ClY (Y �A) � Cl(X �A), lo cual implica que

FrY (A \ Y ) � Fr(A):

Lema 3.2 Sea X un espacio topológico y V � X, entonces Fr(Int (V )) � Fr(V ).

Demostración. Si Fr(Int(V )) = ;, la prueba es trivial. Supongamos que Fr(Int(V )) 6=

;.

Sean p 2 Fr(Int(V )) y U abierto en X tal que p 2 U . Tenemos que U \ Int(V ) 6= ;

y U \ (X � Int(V )) 6= ;. Como Int(V ) � V , tenemos que U \ V 6= ;.

Supongamos que U \ (X � V ) = ;, o bien, U � V .

Al ser U abierto, U = Int(U) � Int(V ), por tanto, U \ (X � Int(V )) = ;, pero esto

no puede ser, así que U \ (X � V ) 6= ; y p 2 Fr(V ).
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Lema 3.3 Sea X un espacio topológico tal que X = Y [Z y sea V abierto en X, entonces

Fr(V ) = FrY (V \ Y ) [ FrZ(V \ Z).

Demostración. Sea p 2 Fr (V ) y supongamos que p =2 FrZ(V \ Z).

Si p 2 V \ Z, entonces p 2 V y como V es abierto, p =2 Fr(V ), pero esto no puede

ser, así que p esta en el exterior de V \Z relativo a _Z. En consecuencia existe Up abierto

en X tal que Up \ V \ Z = ;.

Sea U vecindad abierta de p en X. U \ Up también es vecindad abierta de p en X,

por tanto, (U \Up)\V 6= ;. Como V = V \X = V \(Y [Z) = (V \Y )[(V \Z), entonces

(U \ Up) \ ((V \ Y ) [ (V \ Z)) = ((U \ Up) \ (V \ Y )) [ ((U \ Up) \ (V \ Z)) 6= ;;

pero Up \ V \ Z = ;, así que

(U \ Up) \ (V \ Y ) 6= ;

y por tanto U \ (Y \ V ) 6= ;, en consecuencia p 2 ClY (V \ Y ). Además p no esta en el

interior de V \ Y relativo a Y por la misma razón por la que no estaba en el de Z \ V de

modo que p 2 FrY (V \ Y ) y por tanto Fr(V ) � FrY (V \ Y ) [ FrZ(V \ Z).

Por el Lema 1 tenemos que FrY (V \ Y ) � Fr(V ) y FrZ(V \ Z) � Fr(V ), por lo

tanto Fr(V ) = FrY (V \ Y ) [ FrZ(V \ Z).

Los Teoremas 3.4 y 3.5 están probados en [1, p. 15 y 16].

Teorema 3.4 Cualquier subespacio de un espacio de dim � n tiene dim � n.

Teorema 3.5 Sean Y � X, y p 2 Y . Entonces son equivalentes:

1) dimp(Y ) � n;

2) p tiene una base U en X tal que dim[FrY (U)] � n� 1 para todo U 2 U .

3.2 Problemas

Problema 3.5 Demostrar que los enunciados 1 y 2 abajo son equivalentes:
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1) dimp(X) � n.

2) p tiene una base local de vecindades en X cuyas fronteras tienen dim � n� 1.

Solución. Suponiendo 1), 2) es inmediato ya que cualquier vecindad abierta de p

es vecindad de p.

Ahora supongamos 2): Si V es vecindad de p, entonces Int(V ) es vecindad abierta

de p. Si dimFr(V ) � n� 1, por el Lema 3.2 tenemos que dim (Fr(Int(V ))) � n� 1. Por

lo tanto dimp(X) � n.

Problema 3.6 Supongamos que X = Y [ Z, donde dim(Y ) � 0 y dim(Z) � 0. Entonces

dim(X) � 1.

Solución. Sean p 2 X y U vecindad abierta de p en X. Supongamos sin pérdida de

generalidad que p 2 Y .

Puesto que dim(Y ) � 0, existe V vecindad abierta de p en X tal que V \Y � U \Y

y dim (FrY (V \ Y )) � �1.

Como V \ Y � U \ Y , entonces V \ U \ Y = V \ Y y en consecuencia

dim (FrY (V \ U \ Y )) � �1:

Llamemos W = V \ U . Claramente W � U:

Por el Lema 3.3 Fr(W ) = FrY (W \ Y ) [ FrZ(W \ Z), además

FrY (W \ Y ) = FrY (V \ U \ Y ) = ;;

así que Fr(W ) = FrZ(W \ Z). Como FrZ(W \ Z) � Z y dim(Z) � 0, el Teorema 3.4

implica que dim (Fr(V )) � 0: Por lo tanto dimp(X) � 1 y de aquí se sigue que dim(X) � 1.

Problema 3.7 Si dim (X) = 0, entonces dim(X � Y ) = dim (Y ).
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Solución. Demostraremos el resultado por inducción sobre dim (Y ).

Si dim (Y ) = �1, entonces Y = ;; así que X � Y = ; y por tanto

dim(X � Y ) = �1 = dim (Y ) :

Ahora supongamos válido el enunciado si dim (Y ) = n.

Sean Y tal que dim (Y ) = n+ 1, p = (a; b) 2 X � Y y U vecindad de p en X � Y .

Existen Ua y Ub abiertos en X y Y respectivamente tales que

(a; b) 2 Ua � Ub � U:

Como dim(X) � 0 existe Va abierto en X tal que a 2 Va � Ua y dim (Fr(Va)) � �1, es

decir, Fr(Va) = ;. Por otra parte dim(Y ) = n + 1 implica que existe Vb abierto en Y tal

que b 2 Vb � Ub y dim (Fr(Vb)) � n.

Si (x; y) 2 Fr(Va � Vb) y U1 y V1 son abiertos en X y Y conteniendo a x y y

respectivamente, entonces U1� V1 es abierto en X � Y y contiene a (x; y), al estar este en

la frontera de Va � Vb se tiene que

(U1 � V1) \ (Va � Vb) 6= ; y (U1 � V1) \ [((X � Va)� Y ) [ (X � (Y � Vb))] 6= ;:

esto implica que

(U1 \ Va)� (V1 \ Vb) 6= ;

y

[(U1 � V1) \ (X � Va)� Y ] [ [(U1 � V1) \X � (Y � Vb)] 6= ;:

Como (U1 \ Va)� (V1 \ Vb) 6= ;, entonces U1 \ Va 6= ; y V1 \ Vb 6= ;, por tanto x 2 Cl(Va)

y y 2 Cl(Vb).

También tenemos que (U1\(X�Va))�(V1\Y ) 6= ; ó (U1\X)�(V1\(Y �Vb)) 6= ;.

Veamos cada caso.
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Si (U1 \ (X � Va))� V1 6= ;, entonces U1 \ (X � Va) 6= ;, por lo tanto x 2 Fr(Va).

Si U1 � (V1 \ (Y � Vb)) 6= ; entonces V1 \ (Y � Vb) 6= ;, por lo tanto y 2 Fr(Va).

Lo anterior nos permite concluir que (x; y) 2 (Fr(Va)�Cl(Vb))[ (Cl(Va)�Fr(Vb)),

en consecuencia

Fr(Va � Vb) � (Fr(Va)� Cl(Vb)) [ (Cl(Va)� Fr(Vb)):

Ahora veamos que la otra contención también se da.

Sea (x; y) 2 (Fr(Va)� Cl(Vb)) [ (Cl(Va)� Fr(Vb)).

Supongamos que (x; y) 2 (Fr(Va)�Cl(Vb)), esto implica que si U1 y V1 son abiertos

en X y Y y contienen a x y y respectivamente, entonces U1 \ Va 6= ;, U1 \ (X � Va) 6= ; y

V1 \ Vb 6= ;.

De lo anterior se sigue que (U1 \ Va)� (V1 \ Vb) 6= ; y (U1 \ (X � Va))� V1 6= ;, en

consecuencia

; 6= ((U1 \ (X � Va))� V1) [ (U1 � (V1 \ (Y � Vb)) = (U1 � V1) \ (X � Y � (Va � Vb)):

Por lo tanto (x; y) 2 Fr(Va�Vb). Análogamente se prueba que si (x; y) 2 Cl(Va)�Fr(Vb),

entonces (x; y) 2 Fr(Va � Vb). De lo anterior podemos concluir que

Fr(Va � Vb) = (Fr(Va)� Cl(Vb)) [ (Cl(Va)� Fr(Vb)):

Como Fr(Va) = ;, entonces Fr(Va � Vb) = Cl(Va) � Fr(Vb) = Va � Fr(Vb). Además

tenemos que dim(Va) � dim (X) = 0 y dim(Fr(Vb)) � n, por hipótesis de inducción esto

implica que dim(Va � Fr(Vb)) = dim (Fr(Vb)) � n. Por lo tanto dim(X � Y ) � n+ 1.

Ahora probaremos que dim(X � Y ) � n+ 1. Supongamos que dim(X � Y ) � n.

Sea a 2 X. fag � Y � X � Y , de modo que dim (fag � Y ) � dim(X � Y ) � n.

De aquí se sigue que dim (fag � Y ) � n, pero esto no puede ser, ya que fag � Y �= Y y
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dim (Y ) = n + 1. Esta contradicción nos permite concluir que dim(X � Y ) � n, por lo

tanto dim(X � Y ) = n = dim (Y ).

Si dim (Y ) = 1, entonces dim (Y ) � n para todo n 2 N. Si dim(X � Y ) 6= 1,

entonces existe n tal que dim(X � Y ) � n. Si a 2 X, entonces

dim(fag � Y ) � dim(X � Y ) � n;

pero fag � Y �= Y , así que dim(Y ) � n, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto dim(X � Y ) =1 = dim (Y ).

Problema 3.8 Cualquier espacio X se puede encajar en un espacio perfecto de la misma

dimensión de X. (Un espacio es perfecto si todo punto del espacio es punto límite

del espacio).

Solución. Sean X un espacio topológico y C el conjunto de Cantor. Tenemos que

C � R y C no contiene intervalos abiertos no vacíos, así que del Problema 1.4 se sigue que

dim(C) = 0 y el Problema 3.7 nos permite concluir que dim(X � C) = dim(X).

Claramente X se puede encajar en X �C, además C es perfecto. Demostremos que

esto implica que X � C es perfecto.

Sea (x; y) 2 X �C, al ser C perfecto existe fyig1i=1 � C con yi 6= y para todo i 2 N

tal que l��mi!1 yi = y, entonces l��mi!1(x; yi) = (x; y), como (x; yi) 2 X � C para todo i,

tenemos que (x; y) es punto límite de X �C, de aquí se concluye que X � Y es un espacio

perfecto de la misma dimensión de X tal que X se encaja en él.
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IV. Separación en espacios de dimensión cero

Se da una caracterización de los espacios de dimensión cero, así como otra para los

espacios compactos de dimensión cero. Esto está dado en los Teoremas 4.1 y 4.2. En el

Capítulo 8 se generalizan estos resultados.

4.1 Preliminares

De�nición Sea X un espacio topológico y p 2 X, la componente conexa C(p) de p en X

es el conjunto conexo mas grande que contiene a fpg, es decir,

C(p) =
[
fA � X : A es conexo y p 2 Ag:

De�nición Un espacio compacto X es Susliniano si toda familia de subcontinuos mutu-

amente ajenos y no degenerados de X es numerable.

El siguiente Teorema se demuestra en [1, p. 19 y 20].

Teorema 4.1 Para cualquier espacio X no vacío, (1), (2) y (3) son equivalentes:

(1) dim(X) = 0;

(2) cualquier punto de X y cualquier subconjunto cerrado no vacío de X que no

contenga al punto están separados en X;

(3) cualesquiera dos cerrados ajenos no vacíos de X están separados en X.

El siguiente Teorema se demuestra en [1, p. 22].

Teorema 4.2 Para cualquier espacio compacto no vacío X, (1), (2) y (3) son equivalentes:

(1) dim(X) = 0;

(2) X es totalmente disconexo;

(3) cualesquiera dos puntos distintos de X están separados en X.

29



4.2 Problemas

Problema 4.8 El espacio lQ2 muestra que no todo espacio de dimensión cero es totalmente

disconexo.

Solución. En el Problema 2.6 se probó que en lQ2 cualesquiera dos puntos están

separados y en el Capítulo 2 se probó que dim
�
lQ2

�
= 1.

Problema 4.10 Sea p 2 X. Entonces dimp (X) = 0 si y sólo si p y C están separados en

X para cualquier conjunto cerrado C no vacío tal que p =2 C.

Solución. Supongamos que dimp (X) = 0.

Sea C un subconjunto cerrado no vacío enX tal que p =2 C. Observemos que p 2 X�C

y X � C es abierto en X. Por hipótesis, existe U abierto en X tal que p 2 U � X � C y

Fr(U) = ;, es decir U es abierto y cerrado en X.

De esta manera U y X � U forman una disconexión en X, p 2 U y U \ C = ;. Por

lo tanto p y C están separados en X.

Ahora probemos el inverso.

Sea U vecindad abierta de p en X. Claramente p =2 X �U y X �U es cerrado en X,

así que por hipótesis, p y X � U están separados en X, luego, existe V abierto y cerrado

en X tal que p 2 V y V \ (X � U) = ;.

Como V \ (X �U) = ;, entonces V � U . De esta manera tenemos que p 2 V � U y

Fr(V ) = ;, ya que V es abierto y cerrado. Por lo tanto dimp(X) = 0.

Problema 4.11 Sea p 2 X. Si dimx(X) = 0 para todo x 2 X�fpg, entonces dim (X) = 0.

Solución. Basta demostrar que dimp (X) � 0.

Sea C cerrado en X tal que p =2 C. Por normalidad, existen U1 y U2 abiertos en X

tales que

p 2 U1; C � U2 y U1 \ U2 = ;:

Sea A = X � U2. Tenemos que A es cerrado en X, por lo tanto A� fpg y C son cerrados

en X � fpg.
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Como dim(X � fpg) = 0, por el Teorema 4.1, existe B abierto y cerrado en X � fpg

tal que C � B y B \ (A� fpg) = ;.

Al ser B abierto en X �fpg y X �fpg abierto en X, B es abierto en X. Como B es

cerrado en X � fpg, existe D cerrado en X tal que B = D \ (X � fpg) = D � fpg.

Si p =2 D, entonces B = D, por lo tanto B es cerrado en X.

Si p 2 D, entonces D = B [ fpg, así que

fpg � D \ U1 � (B [ fpg) \ (X � U2) = (B [ fpg) \A = (B \A) [ (A \ fpg) = fpg :

Luego, D \ U1 = fpg, en consecuencia D � fpg = D � U1 y por tanto D � fpg es cerrado

en X. Así pues, B es abierto y cerrado en X, C � B y p =2 B. Por el Teorema 4.1 tenemos

que dimp(X) � 0. Por lo tanto dim (X) = 0.

Problema 4.12 Si X es compacto de dimensión 1, entonces alguna componente de X

tiene dimensión 1.

Solución. Si C es una componente de X, por el Teorema 3.4, dim (C) � 1 ya que

C � X. Ahora Supongamos al contrario que toda componente de X tiene dimensión cero.

Sean x 2 X y C(x) la componente de X que contiene a x. Como dim (C(x)) = 0,

por el Problema 1.7, C(x) es totalmente disconexo, y como también es conexo, tenemos

que C(x) = fxg.

Lo anterior implica que X es totalmente disconexo y al ser este compacto, por el

Teorema 4.2, tenemos que dim (X) = 0, pero esto no puede ser, por lo tanto existe una

componente de X de dimensión 1.

Problema 4.14 Todo espacio compacto Susliniano tiene dim � 1.

Solución. Si dim (X) � 1, existe x 2 X tal que dimx (X) � 1. Esto implica que hay

una vecindad U de x en X tal que dim (Fr(V )) � 0 para toda vecindad V de x en X tal

que V � U .

Sea s > 0 tal que Bs(x) � U . Por hipótesis, tenemos que dim(Fr(Bs(x))) � 0.
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El conjunto As = Fr(Bs(x)) es cerrado en X, como X es compacto, As es compacto,

y al tener dimensión distinta de cero, por el Teorema 4.2, no es totalmente disconexo.

Luego, existe Cs � As conexo tal que Cs tiene más de un punto.

Como Cs es conexo en X, ClAs(Cs) es conexo en X, y como ClAs(Cs) es cerrado en

X, ya que As es cerrado en X, es compacto. Por lo tanto ClAs(Cs) es un subcontinuo no

degenerado de X.

Si r 2 (0; s) podemos construir de la misma manera un conjunto ClAr(Cr) que es

subcontinuo no degenerado.

Sea B = fClAr(Cr) : 0 < r � sg. Es claro que B es una familia no numerable de

subcontinuos no degenerados. También son ajenos, ya que Cr � Fr(Br(x)) y si r 6= s

entonces Fr(Br(x)) \ Fr(Bs(x)) = ;, pero esto no puede ser ya que X es Susliniano. Por

lo tanto dim (X) � 1.
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V. Unión de espacios de dimensión cero

En general, la unión de espacios de dimensión cero no necesariamente tiene dimensión

cero, por ejemplo R = Q [ J y dim(Q) = dim(J) = 0 pero dim(R) = 1. Sin embargo la

unión numerable de espacios cerrados de dimensión cero si tiene dimensión cero. Este

resultado se generaliza más adelante para espacios de mayor dimensión.

5.1 Preliminares

De�nición Para cualesquiera enteros m y n tales que 0 � m � n <1, sea

Rnm = fx 2 Rn : exactamente m coordenadas de x son racionalesg:

El siguiente Lema se demuestra en [1, p. 25 y 26].

Lema 5.1 Sean P y Q subconjuntos cerrados ajenos no vacíos de X y sea Z un subcon-

junto cerrado de X tal que dim(Z) � 0. Entonces existen subconjuntos abiertos U y

V de X tales que Z � U [ V , P � U , Q � V y Cl(U) \ Cl(V ) = ;.

Lema 5.2 Si U es un subconjunto abierto de X, entonces existen C1; C2; C3; : : : subcon-

juntos cerrados de X tales que U =
1S
i=1
Ci.

Demostración. Sea D subconjunto denso de X. Para todo x 2 U existe rx > 0 tal

que Brx(x) � U , además, existe dx 2 D tal que dx 2 B rx
2
(x):

Tenemos que x 2 B rx
2
(x) � Cl(B rx

2
(x)) � U . Si llamamos Cdx = Cl(B rx

2
(x)),

tenemos que X =
S
x2X

Cdx .

Como D es numerable, el conjunto fCdxgx2X es numerable y por tanto U es unión

numerable de espacio cerrados.

Los Teoremas 5.2 y 5.3 se prueban en [1, p. 26 y 27].

Teorema 5.2 Un espacio que es unión numerable de espacios cerrados de dimensión cero

tiene dimensión cero.

Corolario 5.1 Si Y =
1S
i=1
Yi y dim(Yi) � 0 para todo i 2 N., entonces dim(Y ) � /0.
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Demostración. Si fYikg1k=1 es el conjunto de los elementos de la unión que tienen

dimensión cero y fYjkg1k=1 es el conjunto de los que tienen dim < 0, es decir, Yjk = ; para

todo k 2 N, entonces Y =
1S
k=1

Yik .

Por el Teorema 5.2 , tenemos que dim(Y ) = 0.

Si Yi = ; para todo i 2 N, Entonces Y = ; y dim(Y ) = �1. En cualquier caso

tenemos que dim(Y ) � 0.

Teorema 5.3 dim(Rnm) = 0 para todo m y n tales que 0 � m � n <1.

5.2 Problemas

Problema 5.5 Sea X = Y [ Z, donde Y y Z tienen dimensión cero. Si al menos uno, Y

ó Z; es cerrado en X, entonces dim (X) = 0.

Solución. Supongamos que Y es cerrado en X, es decir, X � Y es abierto en X.

Esto implica, por el Lema 5.2, que X � Y =
1S
i=1
Ci donde Ci es cerrado en X para todo

i 2 N.

Como Ck �
1S
i=1
Ci = X � Y � Z y dim(Z) � 0, entonces dim (Ck) � 0 para todo

k 2 N.

Notemos que

X = (X � Y ) [ Y =
 1[
i=1

Ci

!
[ Y;

de modo que X es unión numerable de espacios cerrados de dimensión menor o igual a

cero. Por el Teorema 5.2, tenemos que dim (X) � 0, y como X 6= ;, entonces dim (X) = 0.

Problema 5.6 Para cada entero m � 0 sea

I1m = fx 2 I1 : exactamente m coordenadas de x son racionalesg:

Entonces dim(I1m ) = 0 para cada m.
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Solución. Sean r1; : : : ; rm racionales, i1; : : : ; im m índices �jos y

H = fx 2 I1 : xik = rk para todo kg:

Para cada k = 1; : : :m llamamos

Ak =

1Y
i=1

Xi =

8<: Xi = I� frkg si i = ik

Xi = I si i 6= ik

Esto implica que I1 � H =
mS
i=1
Ai. Como Ai es abierto en I1 para todo i = 1; : : : ;m,

I1 �H es abierto en I1 y por tanto, H es cerrado en I1.

Por cada conjunto de m índices tenemos tantos conjuntos H como elementos en Qm

y hay una cantidad numerable de maneras de seleccionar esos m índices, por lo tanto hay

una cantidad numerable de conjuntos H Llamémoslos fHjg1j=1.

Sea Cj = Hj \ I1m . Tenemos que I1m =
S
j2N

Cj y cada Cj es cerrado en I1m . Sean

j 2 N, i1; : : : ; im las coordenadas racionales de los elementos de Cj y k1 < k2 < k3 < : : : el

resto de las coordenadas.

Tenemos que Cj �= I1J ya que la asignación (xi)1i=1 7�! (xki)
1
i=1 es homeomor�smo.

Además, por el Problema 1.9 (e), dim(I1J ) = 0; así que dim (Cj) = 0. Hemos probado

que I1m es unión numerable de espacios cerrados de dimensión cero, por lo tanto, por el

Teorema 5.2, dim(I1m ) = 0.

Problema 5.7 Si dim (X) � 1, entonces X = Y [ Z donde dim (Y ) � 0 y dim (Z) � 0.

Solución. Como dim (X) � 1, por el Problema 1.10, X tiene una base numerable

fUig1i=1 cuyos miembros tienen fronteras de dimensión � 0.

Sea Y =
1S
i=1
Fr(Ui). Como Fr(Ui) � 0 para cada i 2 N, por el Corolario 5.1,

dim (Y ) � 0.
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Sean Z = X � Y y p 2 Z. La familia fUk \ Z : p 2 Ukg es base local de p en Z,

además FrZ(Uk \ Z) � Fr(Uk) \ Z � Y \ (X � Y ) = ;, en consecuencia dimp (Z) � 0.

Por lo tanto dim (Z) � 0.

Problema 5.8 ¿El Lema 5.1 puede ser extendido asumiendo solo que Z es un F� en X

de dimensión cero?

Solución. Veremos que no puede ser extendido dando un contraejemplo.

Sean X = R, P = [�1; 0], Q = [1; 2] y Z = [0; 1] \ Q. Supongamos que existen U y

V tales que P � U , Q � V , Z � U [ V y Cl(U) \ Cl(V ) = ;.

Como 0 2 P � U , existe r1 > 0 tal que Br1(0) � U; y como 1 2 Q � V , existe r2 > 0

tal que Br2(1) � V . Sean q1; q2 2 Q tales que 0 < q1, q1 2 Br1(0) y q2 < 1 y q2 2 Br2(1) y

A = fq 2 Z : q 2 Ug.

Como q1 2 A, entonces A 6= ;, además A está acotado superiormente por q2, por lo

tanto existe � = supA. Para todo z 2 Z tal que � < z se tiene que z 2 V , así que toda

vecindad de � tiene puntos de U y V , es decir � 2 Cl(U)\Cl(V ): Por lo tanto el Lema 5.1

no puede ser extendido.

Problema 5.9 Sean P y Q subconjuntos cerrados y ajenos de X y Z cerrado en X tal

que dim (Z) � 0. Entonces hay un subconjunto cerrado B tal que B separa a P y Q

en X y B \ Z = ;.

Solución. Por el Lema 5.1 existen U y V abiertos en X tales que Z � U [ V ,

P � U , Q � V y Cl(U) \ Cl(V ) = ;.

Llamamos B = X � (U [ V ). Como U [ V es abierto, B es cerrado. Observemos que

X �B = U [ V; P � U; Q � V y Cl(U) \ Cl(V ) = ;;

por lo tanto B separa a P y Q en X y como Z � X �B, entonces Z \B = ;.

Problema 5.10 Rn es unión de n+ 1 espacios de dimensión cero.
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Solución. Si m 2 N es tal que 0 � m � n entonces, por el Teorema 5.2, dim(Rnm) =

0. Además Rn =
nS

m=0
Rnm, por lo tanto el enunciado es cierto.

Problema 5.11 Si X es un espacio compacto tal que X =
1S
i=1
Xi donde cada Xi es

Susliniano, entonces X es Susliniano.

Solución. Sea fSigi2I una familia de subconjuntos no vacíos de X, tales que Si es

continuo para todo i 2 I y Si \ Sk = ; si i 6= k.

Como Xn es compacto, al ser este Susliniano, entonces Si \ Xn es compacto para

todo i 2 N. Llamamos Ci;n a una componente de Si\Xn, como los Si son ajenos, entonces

Ci;n \ Ck;n = ; si i 6= k.

SeaMn = fi 2 I : Si\Xn 6= ;g, siMn no fuera numerable los i�s tales que Si\Xn 6= ;

serían una cantidad no numerable, por lo tanto los conjuntos Ci;n serían una cantidad no

numerable de continuos ajenos de Xn, pero esto no puede ser ya que Xn es Susliniano. Por

tanto los Mn son numerables. Como
S
n2N

Mn = I, entonces I es numerable.
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VI. Teorema de suma �nita

6.1 Preliminares

En este capítulo damos una cota para la dimensión de la unión de dos espacios, de

aquí se sigue que R2 no es unión de dos espacios de dimensión cero.

El siguiente Teorema esta demostrado en [1, p. 29 y 30].

Teorema 6.1 Para cualesquiera dos subespacios Y y Z de un espacio X,

dim(Y [ Z) � 1 + dim(Y ) + dim(Z):

Corolario 6.2 Si Y1; : : : ; Yn+1 son subespacios de un espacio X tal que dim(Yi) � 0 para

todo i, entonces

dim

 
n+1[
i=1

Yi

!
� n:

Demostración. Aplicar el Teorema 6.1 n veces.

6.2 Problemas

Problema 6.3 Para cualesquiera dos enteros m y n tales que 0 � m � n, sea

Rn�m = fx 2 Rn : a lo más m coordenadas de x son racionalesg:

Entonces dim(Rn�m) � m.

Solución. Observemos que Rn�m =
mS
k=0

Rnk , es decir, R
n
�m es unión de m+1 espacios

de dimensión cero. Por el Corolario 6.2, tenemos que dim(Rn�m) � m.

Problema 6.4 Para cualesquiera dos enteros m y n tales que 0 � m � n, sea

Rn�m = fx 2 Rn : al menos m coordenadas de x son racionalesg:

Entonces dim(Rn�m) � n�m.
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Solución. Claramente Rn�m =
nS

k=m

Rnk , es decir, R
n
�m es unión de n�m+1 espacios

de dimensión cero. Por el Corolario 6.2, tenemos que dim(Rn�m) � n�m.

Problema 6.5 ¿R3 es la unión de dos espacios de dimensión uno?

Solución. Demostraremos que la respuesta es si.

Tenemos que R3 =
3S
k=0

R3k. Además, por el Teorema 6.1,

dim(R30 [ R31) � 1 + dim(R30) + dim(R31) = 1 + 0 + 0 = 1

y

dim(R32 [ R33) � 1 + dim(R32) + dim(R33) = 1:

Si dim(R30 [ R31) = 0 = dim(R32 [ R33), entonces

dim(R3) = dim((R30 [R31)[ (R32 [R33)) � 1+dim(R30 [R31)+dim(R32 [R33) = 1+0+0 = 1;

es decir, dim(R3) � 1. Pero esto no puede ser, por lo tanto dim(R30[R31) = 1 = dim(R32[R33)

y R3 es unión de dos espacios de dimensión uno.

Problema 6.6 Suponiendo que dim(Rn) = n, demuestra que

dim(Rn�m) = m y dim(Rn�m) = n�m:

Solución. Por el Problema 6.3 sabemos dim(Rn�m) � m.

Ahora supongamos que dim(Rn�m) � m� 1. Tenemos que Rn = Rn�m [
�

nS
i=1
Rnm+i

�
;

así que por el Corolario 6.2,

dim(Rn) � 1 + dim(Rn�m) + dim
 

n[
i=1

Rnm+i

!
� 1 + (m� 1) + (n�m� 1) = n� 1;

es decir, dim(Rn) � n � 1. Pero esto no puede ser, por lo tanto dim(Rn�m) = m. Ahora

probaremos que dim(Rn�m) = n�m
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Por el Problema 6.4 sabemos que dim(Rn�m) � n � m. Ahora supongamos que

dim(Rn�m) � n�m� 1.

Como Rn = Rn�m [
�
m�1S
k=0

Rnk

�
, entonces

dim(Rn) � 1 + dim(Rn�m) + dim
 
m�1[
k=0

Rnk

!
� 1 + (n�m� 1) + (m� 1) = n� 1;

luego dim(Rn) � n� 1; pero esto no puede ser. Por lo tanto dim(Rn�m) = n�m.

Problema 6.7 Para todo entero m � 0 sea

I1�m = fx 2 I1 : a lo más m coordenadas de x son racionalesg

. Entonces dim(I1�m) � m.

Solución. Claramente I1�m =
mS
k=0

I1k . Además dim(I
1
k ) = 0 para todo k, así pues,

I1�m es unión de m+ 1 espacios de dimensión cero, por lo tanto dim(I
1
�m) � m.

Problema 6.8 Supongamos que dim (X) = n y que X =
n+1S
i=1

Yi, donde dim(Yi) � 0 para

todo i. Entonces dim
�
mS
i=1
Yi

�
= m� 1 para todo m tal que 1 � m � n+ 1.

Solución. Como Yi � X, dim(Yi) � 0 para todo i = 1; : : : ; n + 1. Por el Corolario

6.2, tenemos que dim
�
mS
i=1
Yi

�
� m� 1.

Ahora supongamos que dim
�
mS
i=1
Yi

�
� m� 2. Por el Teorema 6.1, tenemos que

dim(X) = dim

  
m[
i=1

Yi

!
[
 

n+1[
i=m+1

Yi

!!
� 1 + (m� 2) + (n�m) = n� 1;

luego, dim (X) � n � 1. Pero esto no puede ser, por lo tanto dim
�
mS
i=1
Yi

�
= m � 1 para

todo m.
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VII. Teoremas de unión y descomposición para espacios de dimensión n

En este capítulo veremos que la unión de espacios cerrados de dim � n tiene dim � n

y que esto implica que un espacio de dimensión � n se puede ver como la unión de un

espacio de dim � n� 1 y uno de dim � 0

7.1 Preliminares

Los siguientes Teoremas se prueban en [1, p. 33-35].

Teorema 7.1 Un espacio que es la unión numerable de subconjuntos F�, cada uno de los

cuales tiene dim � n, tiene dim � n.

Teorema 7.2 Un espacio no vacío tiene dim � n (n < 1) si y sólo si es la unión de un

subespacio de dim � n� 1 y un subespacio de dim � 0.

7.2 Problemas

Problema 7.3 Sea X = Y [ Z, donde dim(Y ) � n y dim(Z) � n. Si al menos uno, Y ó

Z, es cerrado en X, entonces dim(X) � n.

Solución. Supongamos que Y es cerrado en X, es decir, X � Y es abierto en X.

Notemos que X � Y � Z.

Como X � Y es abierto, por el Lema 5.2, X � Y =
1S
i=0
Ai donde Ai es cerrado en X

para todo i. Además Ai � Z, luego dim(Ai) � n para todo i. Observemos que

X = Y [ (X � Y ) = Y [
 1[
i=0

Ai

!
:

Entonces X es unión numerable de espacios cerrados cada uno de dim � n. Por el Teore-

ma 7.1 tenemos que dim(X) � n.

Problema 7.4 La dimensión de un espacio no vacío no puede aumentar con la unión de

un punto al espacio (suponiendo, por supuesto, que el espacio agrandado es métrico

y separable).
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Solución. Sean X un espacio, p 2 X y n = dim(X � fpg) (por hipótesis n 6= �1).

Por el Teorema 7.2 tenemos que X�fpg = X1[X2 donde dim (X1) � n�1 y dim (X2) � 0.

El Problema 4.11 implica que dim(X2 [ fpg) = 0, por tanto

dim (X) = dim(X1 [ (X2 [ fpg)) � 1 + dimX1 + dim(X2 [ fpg) � 1 + (n� 1) = n:

Si dim (X) � n � 1, como X � fpg � X, entonces dim(X � fpg) � n � 1. Pero esto no

puede ser, luego dimX = n.

Si dim(X�fpg) =1, como X�fpg � X, entonces dim(X) =1. En cualquier caso

tenemos que dim(X) = dim(X � fpg):

Problema 7.5 Sea Y � X tal que dim(Y ) � n. Entonces cualquier punto p 2 X tiene

una base local Up en X tal que para todo U 2 Up

dim (Fr(U) \ Y ) � n� 1:

Solución. Sea p 2 X, por el Problema 7.4 dim(Y [fpg) = dim (Y ) � n. Si llamamos

Z = Y [ fpg, tenemos que dimp (Z) � n. Por el Teorema 3.5, p tiene una base U de

vecindades abiertas en X tales que dim (Fr(U) \ Z) � n� 1 para todo U 2 U .

Como

Fr(U) \ Z = Fr(U) \ (Y [ fpg) = (Fr(U) \ Y ) [ (Fr(U) \ fpg)

= (Fr(U) \ Y ) [ ; = Fr(U) \ Y;

entonces dim (Fr(U) \ Y ) � n� 1.

Problema 7.6 Un espacio no vacío tiene dim � n (n < 1) si y sólo si es la unión de

n+ 1 subespacios cada uno de los cuales tiene dim � 0. Más aún, si el espacio tiene

dim = n (n <1), entonces X es unión de n+ 1 subespacios cada uno de los cuales

tiene dim = 0.
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Solución. Sea X un espacio de dim � n. Probaremos el enunciado por inducción

sobre n. Si n = 0 es obvio. Supongamos válido para n� 1.

Si dim (X) � n, por el Teorema 7.2, X = Y [Z donde dim (Y ) � n�1 y dim (Z) � 0.

Por hipótesis de inducción tenemos que Y =
n�1S
i=0

Yi donde dim(Yi) � 0.

Si llamamos Yn = Z, entonces X =
nS
i=0
Yi donde dim (Yi) � 0, para todo i = 0; : : : ; n.

El inverso es inmediato del Corolario 6.2.

Ahora probemos la segunda parte del enunciado. Supongamos que dim (X) = n.

Como dim (X) � n, existen Y0; : : : ; Yn subespacios de X tales que dim (Yi) � 0 para todo

i = 0; : : : n y X =
nS
i=0
Yi.

Si uno de los espacios Yi fuera vacío, por ejemplo Yn, tendríamos que X =
n�1S
i=0

Yi. En

consecuencia dim (X) = dim
�
n�1S
i=0

Yi

�
� n� 1, luego dim (X) � n� 1, pero esto no puede

ser. Por lo tanto dim (Yi) = 0 para todo i = 0; : : : n.

Problema 7.7 Supongamos que dim(X) = n < 1, y sean k � �1 y l � �1 enteros

tales que k + l + 1 = n. Entonces existen subespacios Y y Z tales que X = Y [ Z,

dim(Y ) = k y dim(Z) = l.

Solución. Como dim (X) = k + l + 1, por el Problema 7.6,

X =

 
k[
i=0

Yi

!
[
 

l[
i=0

Zi

!

donde dim (Yi) = 0 para todo 0 � i � k. y dim (Zi) = 0 para todo 0 � i � l.

Llamemos Y =
kS
i=0
Yi y Z =

lS
i=0
Zi. Por el Corolario 6.2, dim (Y ) � k y dim (Z) � l.

Si dim (Y ) � k� 1, entonces dim (X) � 1+dim (Y )+dim (Z) � k+ l. Pero esto no puede

ser, así pues, dim (Y ) � k�1 y en consecuencia dim (Y ) = k. Análogamente se prueba que

dim (Z) = l.

Problema 7.8 Sea X un espacio tal que algún punto p 2 X tiene tiene una base de

vecindades abiertas U en X tales que X � U tiene una cantidad numerable de com-
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ponentes. Si cada subconjunto propio conexo y cerrado de X tiene dim � n, entonces

dim(X) � n.

Solución. Sea U la base local de p que se menciona en la hipótesis, al ser X un

espacio métrico podemos suponer que U es numerable, es decir, U = fUig1i=1.

Al ser U base local de p, tenemos que

X � fpg =
1[
i=1

(X � Ui):

Por hipótesis cada conjunto X � Ui contiene una catidad numerable de componentes de

X, por tanto X � fpg contiene también una cantidad numerable de componentes de X,

de hecho contiene todas las componentes de X excepto a C(p). En consecuencia X tiene

una cantidad numerable de componentes y al ser X la unión de todas sus componentes,

podemos concluir que X es una unión numerable de conjuntos cerrrados y conexos, es

decir,

X =

1[
i=1

Ci

donde cada Ci es cerrado y conexo. Por hipótesis tenemos que dim (Ci) � n para todo

i 2 N , así pues, por el Teorema 7.1 podemos concluir que dim (X) � n.

Problema 7.9 Para todo p 2 X; dim [(X � fpg)� Y ] = dim(X � Y ) suponiendo que X

es no degenerado.

Solución. Sabemos que dim [(X � fpg)� Y ] � dim(X � Y ), ahora probaremos la

otra desigualdad. Supongamos

dim [(X � fpg)� Y ] = m:

Como X es no degenerado existe x 2 X tal que x 6= p. Tenemos que

fpg � Y �= fxg � Y � (X � fpg)� Y;

por tanto dim(fpg � Y ) � dim ((X � fpg)� Y ) = m.
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Si llamamos W = (X � fpg)� Y y Z = fpg � Y , entonces X � Y = W [ Z. Al ser

Z cerrado, por el Problema 7.3, tenemos que dim (X � Y ) � m = dim ((X � fpg)� Y ) y

en consecuencia dim (X � Y ) = dim ((X � fpg)� Y ).
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VIII. Separación en espacios de dimensión n

El Teorema 8.2 generaliza al Teorema 4.1, se trata de caracterizar a los espacios de

dimensión � n en términos de separación de conjuntos cerrados.

8.1 Preliminares

El siguiente Lema se demuestra en [1, p. 37 y 38].

Lema 8.1 Sea Z � X tal que dim(Z) � 0. Si C1 y C2 son dos subconjuntos cerrados ajenos

no vacíos de X, entonces existe un subconjunto cerrado B de X tal que separa a C1

y C2 en X y B \ Z = ;.

Los Teoremas 8.2 y 8.3 se demuestran en [1, p. 38 y 39].

Teorema 8.2 Para cualquier entero n � 0, los enunciados (1), (2) y (3) son equivalentes:

(1) dim(X) � n;

(2) cualquier punto en X y cualquier subconjunto cerrado no vacío en X que no

contenga al punto están separados en X por un subconjunto cerrado de X de dim � n�1;

(3) cualesquiera dos subconjuntos cerrados no vacíos ajenos de X están separados en

X por un subconjunto de dim � n� 1.

Teorema 8.3 Sea X un espacio compacto no vacío. dim(X) � n si y sólo si cualesquiera

dos puntos distintos de X están separados en X por un subconjunto cerrado de X

de dim � n� 1.

8.2 Problemas

Problema 8.5 Sea A � X tal que dim(A) � n < 1. Si C1 y C2 son dos subconjuntos

cerrados ajenos no vacíos de X, entonces existe un subconjunto cerrado B de X tal

que B separa a C1 y C2 en X y dim(B \A) � n� 1 (n � 0).
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Solución. Lo demostraremos por inducción sobre n.

Si n = 0, por el Lema 8.1, existe un subconjunto cerrado B de X tal que B separa

a C1 y C2 en X y B \ A = ;, por tanto es válido para n = 0. Ahora supongamos válido

para n = k � 1 y que dim(A) � k.

Por el Teorema 7.2, A = A1[A2 donde dim (A1) � k�1 y dim (A2) � 0. Por hipótesis

de inducción existe B cerrado tal que B separa a C1 y C2 en X y dim(B \A1) � k � 2.

Notemos que B\A = B\(A1[A2) = (B\A1)[(B\A2), además, como B\A2 � A2
tenemos que dim(B \A2) � 0. Por lo tanto

dim(B \A) � 1 + dim(B \A1) + dim(B \A2) � 1 + (k � 2) = k � 1;

lo cual prueba que B es el subconjunto cerrado que buscamos.

Problema 8.7 Si cualesquiera dos subconjuntos abiertos, ajenos y no vacíos de X están

separados en X por un subconjunto cerrado en X de dimensión menor o igual que

n� 1, entonces dim(X) � n.

El regreso del enunciado anterior es falso para n = 1 (dar un ejemplo).

Solución. Sean C1 y C2 dos cerrados no vacíos ajenos en X. Por normalidad, existen

U1 y U2 abiertos en X tales que C1 � U1, C2 � U2 y U1 \ U2 = ;. Los conjuntos U1 y U2
son abiertos en X ajenos y no vacíos, luego, existe B cerrado en X tal que B separa a U1

y U2 en X y dim(B) � n� 1. Es claro que B separa también a C1 y C2 en X, por tanto,

cualesquiera dos subconjuntos cerrados, ajenos y no vacíos de X están separados en X por

un subconjunto de dim � n� 1, Por el Teorema 8.2, dim (X) � n.

Ahora veamos que recíproco es falso dando un contraejemplo. Sean X = R20 [ R22 y

U = f(x; y) 2 X tales que jxj+ jyj < 1g :

Supongamos que U y Ext (U) se puden separar en X por un subconjunto B cerrado tal

que dim (B) � 0.
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Por de�nición, existen E y F subconjuntos de X tales que X � B = E [ F con

U � E, Ext (U) � F , E \ Cl(F ) = ; y Cl(E) \ F = ;.

Sea p 2 Fr (U), supongamos que p 2 X � B. Podemos suponer sin pérdida de

generalidad que p 2 E, como p 2 Fr (U) entonces p 2 Cl(Ext (U)) � Cl(F ).

Lo anterior muestra que E \ Cl(F ) 6= ;; pero esto no puede ser. Luego

FrU \ (X �B) = ;;

lo cual implica que Fr (U) � B y dimFr (U) � 0. Por tanto U y Ext (U) no se pueden

separar en X por un conjunto de dimensión cero.
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IX. Dimnesión de espacios euclidianos

Partiendo de que dim (Rn) = n, en este capítulo se analizan dimensiones de diferentes

subconjuntos y espacios relacionados con los espacios euclidianos.

9.1 Preliminares

De�nición Un espacio tiene la propiedad del punto �jo si para toda función f del espacio

en sí mismo existe un punto �jo (es decir, un punto x tal que f(x) = x).

De�nición Sea X un espacio y Y � X, se dice que Y es retracto de X si existe una

función f : X ! Y tal que f(y) = y para todo y 2 Y .

De�nición Un valor estable de una función f : X ! Y es un punto y 2 f(X) para el cual

existe " > 0 tal que y esta en la imagen de todas las funciones g : X ! Y tales que

supfd[f(x); g(x)] : x 2 Xg < ":

El siguente Lema se prueba en [1, p. 43 y 44].

Lema 9.1 Bn tiene la propiedad del punto �jo si y sólo si Sn�1 no es retracto de Bn.

Los Teoremas 9.1, 9.2, 9.3, 9.4 y 9.5 se demuestran en [1, p. 44-49].

Teorema 9.2 (Teorema del punto �jo de Brouwer): Toda n-celda tiene la propiedad del

punto �jo.

Teorema 9.3 Sean (Ci; C
0
i), 1 � i � n, n parejas de caras opuestas de In =

Qn
i=1[�1; 1],

de�nidas como sigue: para cada entero i = 1; : : : ; n,

Ci = f(xj)nj=1 2 In : xi = 1g y C
0
i = f(xj)nj=1 2 In : xi = �1g;

Si Bi es un subconjunto cerrado de In que separa a Ci y C
0
i en I

n para todo i, entonces
nT
i=1
Bi 6= ;.

Teorema 9.4 Supongamos que dim(X) � n � 1. Si (Ci; Ci0), 1 � i � n, son n parejas

de subconjuntos cerrados ajenos no vacíos de X tales que Ci \ C
0
i = ; para todo i,
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entonces existen n subconjuntos cerrados B1; : : : ; Bn de X tales que Bi separa Ci y

C
0
i en X para todo i y

nT
i=1
Bi = ;.

Teorema 9.5 dim(In) = n y dim(Rn) = n para todo n 2 N.

9.2 Problemas

Problema 9.7 Rn � Rm cuando n 6= m.

Solución. Por el Teorema 9.5, dim (Rn) = n y dimRm = m. Además, la dimensión

es invariante topológico, por lo tanto Rn � Rm.

Problema 9.8 : Toda n-super�cie es de dimensión n.

Solución. Sean M una n-super�cie y p 2M . Existe U abierto en M tal que p 2 U

y U �=
f
Rn, de modo que dim (U) = n y como U es abierto en M se tiene que

dimp(U) = dimp (M) � n;

en consecuencia dim (M) � n. Ahora veamos que dim(M) � n� 1:

Supongamos que dim (M) � n�1. Si p 2M existe U vecindad de p enM tal que U �=

Rn. Como U es abierto en M tenemos que dimp (M) = dimp (U), así que dimf(p) (Rn) �

n� 1.

Al ser Rn homogeneo, lo anterior nos permite concluir que dim(Rn) � n � 1, con-

tradiciendo el Teorema 9.5. Esta contradicción nos permite a�rmar que dim (M) = n.

Problema 9.9 dimp(Rn) = n para todo p 2 Rn.

Solución. Como dim (Rn) = n , existe p 2 Rn tal que dimp(Rn) = n. Sean q 2 Rn

y f : Rn ! Rn de�nida por f(x) = x+ p� q

Es claro que f es un homeomor�smo, además f(q) = p y

dimq(Rn) = dimf(q) (f [Rn])= dimp(Rn) = n:
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Por tanto dimq(Rn) = n para todo q 2 Rn.

Problema 9.10 dimp(In) = n para todo p 2 In.

Solución. Si p 2 Int (In), como Int(In) �= Rn, por el Problema 9.9 tenemos que

dimp(Int(I
n)) = n y por tanto dimp(In) = n. Ahora lo demostraremos para los puntos de

la frontera de In.

Sea 0 = (0; : : : ; 0) 2 Rn. Demostraremos que dim0(In) = n. Esto implica que

dimp(I
n) = n para todo p 2 FrRn(In) ya que In es homeomorfo a Bn y este tiene la misma

dimensión en todos los puntos de su frontera porque es simetrico respecto a cualquiera de

los planos de dimensión n� 1 que pasan por el origen.

Como dim (In) = n tenemos que dim0 (I
n) � n, así que solo falta probar la otra

desigualdad.

Por el Problema 9.9, existe " > 0 tal que si V es un abierto de 0 que esta contenido

en B"(0) entonces dim (Fr(V )) � n� 1. Podemos suponer que " < 1:

Sea U�abierto en In tal que U�� B"(0) \ In. Demostraremos que

dim(FrIn(U�)) � n� 1:

Llamamos U = f(xi)ni=1 : (jxij)
n
i=1 2 U�g. El conjunto U es distinto del vacío ya que 0 2 U .

Demostraremos que U es abierto en Rn.

Sea y 2 U , por de�nción esto implica que y�= (jyij)ni=1 2 U�. Al ser U�abierto en In

existe r > 0 tal que Br(y�) \ In � U�. Probaremos que Br(y) � U .

Sea z 2 Br(y), es decir, ky � zk < r, o bien,vuut nX
i=1

(yi � zi)2 =

vuut nX
i=1

jyi � zij2 < r:
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Sabemos que jjyij � jzijj � jyi � zij para todo i = 1; : : : ; n. Así quevuut nX
i=1

jjyij � jzijj2 �

vuut nX
i=1

jyi � zij2 < r:

Esto implica que (jzij)ni=1 2 Br(y�) � U�y en consecuencia z 2 U y U es abierto. Además,

para todo x 2 U; vuut nX
i=1

x2i �

vuut nX
i=1

jxij2 < "

ya que (jxij)ni=1 2 U� � B"(0). Es decir, U � B"(0), por hipótesis, esto implica que

dim(Fr(U)) � n� 1:

Ahora de�nimos para todo i = 1; : : : n, fi : Rn ! Rn de tal manera que

(fi(x1; : : : ; xn))j =

8<: xj si j 6= i

�xj si j = i
:

Cada función fi es un homeomor�smo ya que es una re�exión respecto al eje xi = 0.

Sea

A = ffi1 � � � � � fik [FrIn(U�)] : ij 2 f1; : : : ; ng para todo j = 1; : : : ; k y ij 6= is si j 6= sg
n
k=1 .

Demostraremos que Fr(U) �
S
A.

Sea x 2 Fr(U), es decir, existen dos sucesiones
�
xt
	1
t=1

� U y
�
yt
	1
t=1

� Rn � U

tales que

l��m
t!1

xt = x y l��m
t!1

yt = x:

Por de�nición
���xti���ni=1 2 U�y ���yti���ni=1 =2 U�para todo t 2 N. Además se cumple que

l��m
t!1

���xti���ni=1 = (jxij)ni=1 = l��m
t!1

���yti���ni=1 ;
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por lo tanto (jxij)ni=1 2 ClIn(U�). Esto implica que k(jxij)
n
i=1k < 1, ya que U�� B"(0) y

" < 1, así que podemos suponer que para todo t 2 N,
���yti���ni=1 < 1 y en consecuencia���yti���ni=1 2 In � U�. Luego (jxij)ni=1 2 FrIn(U�).

Si i1; : : : ; ik son las entradas de x tales que xij < 0 para todo j = 1; : : : ; k, tenemos

que

fi1 � � � � � fik ((jxij)
n
i=1) = x;

es decir, x 2 fi1 � � � � � fik [FrIn (U�)] y por tanto Fr(U) �
S
A.

El conjunto A esta formado por una cantidad �nita de elementos cerrados homeo-

morfos a FrIn(U�). Si dim (FrIn(U�)) � n � 2, esto implicaría que dim (
S
A) � n � 2

y en consecuencia dim (Fr(U)) � n � 2, pero esto es una contradicción. Por lo tanto

dim (FrIn(U�)) � n � 1 y dim0 (In) = n. Por lo explicado anteriormente tenemos que

dimp (I
n) = n para todo p 2 In.

Problema 9.11 : dim(I1) =1 y dim(l2) =1.

Solución. Sabemos que In se encaja en I1 y Rn se encaja en l2 ya que Rn�f0g1 �

l2. Además, las bolas en Rn � f0g1 coinciden con bolas en Rn. Por lo tanto dim(In) �

dim(I1) y dim(Rn) � dim(l2) para cada n 2 N, luego dim(I1) =1 y dim(l2) =1.

Problema 9.12 ¿Hay un espacio de dimensión in�nita que sea de dimensión �nita en

cada uno de sus puntos?.

Solución. Para todo n 2 N de�nimos Xn � l2 como

Xn = fng � Rn � f0g1

es claro que Xn �= Rn para todo n 2 N. Llamamos X =
1S
n=1

Xn.

Sea p 2 X, p está en un único Xn ya que los Xn son ajenos. Si B1 la bola de radio 1 y

centro en p, entonces B1\X = B1\Xn ya que si q 2 Xm con n 6= m kp� qk � jn�mj � 1.

Se sigue de aqui que dimp (X) = dimp (Xn) = n.

Por lo tanto, X tiene dimensión �nita en cada uno de sus puntos y dim (X) =1 ya

que X contiene subconjuntos de dim = n para todo n 2 N.
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Problema 9.13 dimp(Rn�m) = m para cada p 2 Rn�m.

Solución. Por el Teorema 9.5 y el Problema 6.6, tenemos que dim(Rn�m) = m, por

lo tanto dimp(Rn�m) � m para todo p 2 Rn�m.

Ahora probaremos que dimp(Rn�m) � m � 1: Sean p 2 Rn�m, yi1 < : : : < yin�m

coordenadas irracionales de p (sabemos que hay al menos n�m) y f : Rm ! Rn�m de�nida

por f(x) = (f1(x); : : : ; fn(x)) donde

ft(x) =

8<: yik si t = ik para algún k = 1; : : : ; n�m

xt si t 6= ik para todo k = 1; : : : n�m
para todo t = 1; : : : ; n:

Veremos que f es un encaje.

Sean x 2 Rn y fxlg1l=1 una sucesión en Rn tal que l��ml!1 xl = x:

Sabemos que la convergencia se da coordenada a coordenada, es decir, l��ml!1 xlt = xt

para todo t = 1; : : : ;m. Además, por de�nición, tenemos que

l��m
l!1

ft(x
l) =

8<: l��ml!1 yik si t = ik para algún k = 1; : : : ; n�m

l��ml!1 x
l
t si t 6= ik para todo k = 1; : : : n�m

para todo t = 1; : : : ; n:

Por tanto

l��m
l!1

ft(x
l) =

8<: yik si t = ik para algún k = 1; : : : ; n�m

xt si t 6= ik para todo k = 1; : : : n�m
para todo t = 1; : : : ; n:

Esto implica que l��ml!1 f(xl) = (l��ml!1 ft(xl))nt=1 = f(x) lo cual prueba que f es con-

tinua

Ahora supongamos que l��ml!1 f(xl) = f(x). Como la convergencia se da coordenada

a coordenanda, l��ml!1 f(xl)t = f(x)t para todo t = 1; : : : ; n. Esto implica que l��ml!1 xlt =

xt para todo t = 1; : : : ;m, esto prueba que f es un encaje.

Existe q 2 Rm tal que f(q) = p; así que por el Teorema 1.1, dimq(Rm) � dimp(Rn�m).

Por lo tanto dimp(Rn�m) = m para todo p 2 Rn�m:
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Problema 9.14 Encuentra un subconjunto cerrado C de Rn�m y un mapeo f : C ! Sm�1

tal que f no puede ser extendido a un mapeo de Rn�m a Sm�1.

Solución. Sean s 2 J , C = Sm�1 � fsgn�mi=1 � Rn�m y f : C ! Sm�1 de�nida por

f(x1; : : : ; xm; s; : : : ; s) = (x1; : : : ; xm). Veamos que C y f resuelven el problema.

C es un conjunto cerrado al ser producto de conjuntos cerrados. Ahora supongamos

que f se puede extender a Rn�m.

En particular, f se puede extender a una función g : Z = Bm � fsgn�mi=1 ! Sm�1.

Sean h : Bm ! Z de�nida por h(x1; : : : ; xm) = (x1; : : : ; xm; s; : : : ; s). La función

F = g � h : Bm ! Sm�1 es continua ya que es composición de funciones continuas,

además, si (x1; : : : ; xm) 2 Sm�1

F (x1; : : : ; xm) = g � h(x1; : : : ; xm) = g(x1; : : : ; xm; s; : : : ; s) = (x1; : : : ; xm)

(ya que (x1; : : : ; xm; s; : : : ; s) 2 C y g es extensión de f), esto implica que F restringida

a Sm�1 es la función identidad. Este hecho contradice el Lema 9.1 y el Teorema 9.2, por

tanto, f no se puede extender a Rn�m:

Problema 9.15 dimp(I1�m) = m para todo p 2 I1�m.

Solución. Sea p 2 I1�m. Por el Problema 6.7 sabemos que dimp(I1�m) � m. Ahora

demostraremos que dimp(I1�m) � m� 1:

Sean pi1 < : : : < pim m coordenandas de p tales que dentro de esas coordenadas

están todas las que son racionales y ps1 < ps2 < : : : el resto de las coordenandas de p.

Im se encaja en I1�m mediante la función f((xi)mi=1) = (zi)
1
i=1 donde zsi = psi y

zik = xk, además, si q = (pik)
m
k=1, entonces f(q) = p. Si dimp(I1�m) � m � 1 entonces

dimq(I
m) � m� 1, pero esto no puede ser ya que la dimensión de Im en todos sus puntos

es m. Esto nos permite concluir que dimp(I1�m) = m para todo p 2 I1�m.

Problema 9.16 Sea (Fi; Fi�), i = 1; 2; : : : ; el par de caras opuestas de I1 =
Q1
i=1 [�1; 1]i;

es decir, para cada i.
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Fi =
n
(xj)

1
j=1 2 I1 : xi = 1

o
, Fi�=

n
(xj)

1
j=1 2 I1 : xi = �1

o
.

Si Bi es un subconjunto cerrado de I1 tal que Bi separa Fi y Fi�en I1 para cada i,

entonces
1T
i=1
Bi 6= ;.

Solución. Tenemos que In ,! I1 mediante la función

f(x1; x2; : : : ; xn) = (x1; : : : ; xn; 0; 0; : : :):

Sean Xi y Xi�un par de i-ésimas caras opuestas de In con 1 � i � n.

Notemos que f�1 [Fi] = Xi y f�1 [Fi�] = Xi�para todo i. Por hipótesis Bi separa a Fi

y Fi�, en I1, por tanto, existen Ui y Vi tales que

I1 �Bi = Ui [ Vi; Fi � Ui; Fi�� Vi y Cl(Ui) \ Vi = ; = Ui \ Cl(Vi);

en consecuencia,

In � f�1 [Bi] = f�1 [Ui] [ f�1 [Vi] ; f�1 [Ui] \ f�1 [Vi] = ;;

Xi = f
�1 [Fi] � f�1 [Ui] y Xi�= f�1 [Fi�] � f�1 [Vi] :

Es decir, f�1[Bi] separa a Xi y Xi�en In para todo i.

Además, por continuidad, f�1[Bi] es cerrado en In. Por el Teorema 9.3,

n\
i=1

f�1 [Bi] 6= ;

y como f es biyectiva tenemos que
nT
i=1
Bi 6= ; para todo n 2 N.

Si Cn =
nT
i=1
Bi, Cn es cerrado en In, Cn+1 � Cn y Cn 6= ; para todo n 2 N. Por lo

tanto
1T
i=1
Ci 6= ;, es decir,

1T
i=1
Bi 6= ;.

Problema 9.17 El cubo de Hilbert I1 no es la unión numerable de espacios de dimensión

�nita.
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Solución. Si suponemos que I1 es unión de espacios de dimensión �nita, como cada

espacio de dimensión �nita es unión �nita de espacios de dimensión cero, podemos suponer

que I1 es unión numerable de espacios de dimensión cero, es decir, I1 =
1S
i=1
Ai donde

dim (Ai) = 0: Si Fi y Fi�son como en el Problema 9.16, estos son cerrados ajenos. Además,

por el Lema 8.1, existe Bi cerrado en I1 tal que Bi separa a Fi y Fi�y Bi \ Ai = ;, esto

último implica Bi � I1 �Ai. Por el Problema 9.16

; 6=
1\
i=1

Bi �
1\
i=1

(I1 �Ai) = I1 �
1[
i=1

Ai;

es decir, I1 �
1S
i=1
Ai 6= ; pero esto no puede ser ya que I1 =

1S
i=1
Ai.

Por lo tanto I1 no es unión numerable de espacios de dimensión �nita.

Problema 9.18 Demuestra que el Teorema 9.2 es equivalente al Teorema 9.3.

Solución. Supongamos que existe una retracción r : In ! Fr (In).

Sean Xi y Xi�caras opuestas de In, sabemos que Xi; Xi�� Fr(In). Si

Ai = fx 2 Fr(In) : xi > 1=2g ; Bi = fx 2 Fr(In) : xi < 1=2g

y Yi = fx 2 Fr(In) : xi = 1=2g ;

entonces

In = Ai [Bi [ Yi y Ai \Bi = Yi \Ai = Yi \Bi = ;;

por lo tanto

In = r�1 [Fr(In)] = r�1 [Ai [Bi [ Yi] = r�;1 [Ai] [ r�1 [Bi] [ r�1 [Yi] :

y de aquí se sigue que In � r�1 [Yi] = r�1 [Ai] jr�1 [Bi].

Si x = (xk)nk=1 2 Xi entonces r(x) = x y como xi = 0, r(x) 2 Bi. Análogamente se

prueba que si x 2 Xi�y r(x) 2 Ai entonces Xi � r�1 [Bi] y Xi�� r�1 [Ai].
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Al ser Yi cerrado, también r�1[Yi] es cerrado, luego r�1 [Yi] es un cerrado en In que

separa a Xi y Xi�en In.Se sigue del Problema 9.16 que
nT
i=1
r�1 [Yi] 6= ;.

Sea y 2
nT
i=1
r�1 [Yi]. Como y 2 r�1 [Yi] para todo i, entonces r(y)i = 1=2, es decir,

y = (12)
n
i=1 2 Fr(In), pero esto no puede ser. Así pues, por el Lema 9.1, In tiene la

propiedad del punto �jo. El inverso se prueba en el,Teorema 9.3.

Problema 9.20 Sea id : In ! In la identidad. ¿Que puntos q 2 In son valores estables

de id?.

Solución. Demostraremos que los puntos de (�1; 1)n son los valores estables. Sean

m 2 N conm � 1, � = 1
m , y 2

�
1�m
m ; m�1m

�n
y g : In ! In tal que sup fd(x; g(x)) : x 2 Ing <

�.

Sea f(x) = x� g(x) + y, escrito de otra forma, f(x) = (xi � gi(x) + yi)ni=1. Veamos

que f(x) 2 In para todo x 2 In.

jxi � gi(x) + yij � jxi � gi(x)j+ jyij < 1
m+

m�1
m = 1, luego jfi(x)j < 1 para todo i. Al

ser f suma de funciones continuas esta es continua, por el Teorema del punto �jo, existe

x0 2 In, tal que f(x0) = x0.

Así pues, x0 � g(x0) + y = x0, en consecuecia g(x0) = y, y por lo tanto y es valor

estable para todo y 2
�
1�m
m ; m�1m

�n
y para todo m, luego, los puntos en (�1; 1)n son valores

estables.

Ahora veamos que los puntos en Fr(In) no son valores estables de id. Sean � > 0 y

f : In ! In de�nida por f(x) = (n�1n )x donde
p
n
n < �.

Tenemos que
��(n�1n )xi

�� � n�1
n < 1, por lo tanto, jfi(x)j < 1 para todo i, en conse-

cuencia f [In] \ Fr(In) = ;. Veamos que sup fd [x; f(x)] : x 2 Ing < �.

Sea x 2 In, tenemos que

(n� 1n )x� x
 = (n� 1n � 1)x

 = 1

n
kxk � 1

n

p
n <

�p
n

p
n = �:

Es decir, d[x; f(x)] < " para todo x 2 In; por tanto supfd[x; f(x)] : x 2 Ing < ".
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Hemos probado que para todo y 2 Fr(In) y para todo � > 0 existe f : In ! In

�-cercana a id tal que y =2 f [In], es decir, los puntos de Fr(In) no son valores estables de

In y por tanto (�1; 1)n es el conjunto de valores estables de In.
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X. Caracterización de espacios de dimensión n en espacios euclidianos

de dimensión n

Damos una caracterización de dimensión en espacios euclidianos: un subconjunto de

Rn tiene dim = n si y sólo si tiene interior distinto del vacío. Esto implica otros resultados

sobre la frontera de subconjuntos abiertos y sobre separación en espacios euclidianos.

10.1 Preliminares

El Teorema 10.1 y lo Corolarios 10.2 y 10.3 se demuestran en [1, p. 51-54].

Teorema 10.1 Sea X � Rn. Entonces dim(X) = n si y sólo si X contiene un subconjunto

abierto no vacío de Rn.

Corolario 10.2 Si U es un subconjunto abierto no vacío de Rn tal que U no es denso en

Rn entonces dim (Fr(U)) � n� 1.

Corolario 10.3 Rn no puede ser separado por un subconjunto de dim � n� 2.

10.2 Problemas

Problema 10.5 Sea X � In. Entonces dim(X) = n si y sólo si X contiene un subconjunto

abierto no vacío de In.

Solución. Supongamos dim(X) = n.

Si X\IntRn(In) = ; entonces X � FrRn(In); además dim (FrRn(In)) = n�1 implica

que dim (X) � n� 1, pero esto no puede ser. Por lo tanto X \ IntRn(In) 6= ;.

Supongamos dim(X\IntRn(In)) 6= n, es decir, dim(X\IntRn(In)) � n�1. Notemos

que

X = X \ In = X \ (IntRn(In) [ FrRn(In))

= (X \ IntRn(In)) [ (X \ FrRn(In))

� (X \ IntRn(In)) [ FrRn(In)
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:y como dim(X \ IntRn(In)) � n � 1, dimFrRn(In) � n � 1 y FrRn(In) es cerrado en

In, por el Problema 7.3, dim((X \ IntRn(In)) [ FrRn(In)) � n � 1 lo cual implica que

dim (X) � n� 1 pero esto no puede ser, por lo tanto dim(X \ IntRn(In)) = n.

X \ IntRn(In) es un subconjunto de Rn de dim = n, por el Teorema 10.1, existe U

abierto en Rn y distinto del vacío tal que U � X \ IntRn(In), como U esta contenido en

IntRn(I
n), es abierto también en In, luego X contiene un subconjunto abierto no vacío de

In.

Ahora supongamos que existe U � X abierto y distinto del vacío de In. Sea V abierto

en Rn tal que V \ In = U . Si V \ IntRn(In) = ;, entonces U � FrRn(In) y en consecuencia

cualquier punto de U está en la cerradura de IntRn(In) y U no podría ser abierto en In,

luego V \ IntRn(In) 6= ;.

Tenemos que V \ IntRn(In) es un subconjunto de Rn abierto y distinto del vacío que

esta contenido en X, así que Int(X) 6= ; y por el Teorema 10.1 dim(X) = n:

Problema 10.6 In no puede ser separado por un subconjunto de dim � n� 2.

Solución. Sea D � In tal que dim (D) � n� 2. Llamamos

Int(In) = fx 2 Rn : 0 < xi < 1para todo ig

y

Fr(In) = fx 2 Rn : xi = 1 ó xi = 0 para algún ig:

Demostraremos que Int(In)�D es denso en In.

Como dim (D) � n � 2, por el Problema 10.5, tenemos que Int (D) = ;, en conse-

cuencia In �D es denso en In.

Sea U abierto en In. Al ser Int(In) denso en In, tenemos que U \ Int(In) 6= ;, es

decir, U \ Int(In) es un abierto no vacío de In, y al ser In �D denso en In tenemos que

(U \ Int(In)) \ (In �D) 6= ;, por lo tanto U \ (Int(In)�D) 6= ; e Int(In)�D es denso

en In.
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Si Int(In) � D fuera disconexo, tendríamos que Int(In) puede ser separado por

un subconjunto de dim � n � 2, lo cual contradice el Corolario 10.3 ya que Int(In) es

homeomorfo a Rn, así que Int(In)�D es conexo. De esta manera tenemos que

Int(In)�D � In �D � In = Cl(Int(In)�D)

es decir, In �D está entre un conjunto conexo y su cerradura, así que In �D es conexo.

Por lo tanto In no puede ser separado por un subconjunto de dim � n� 2.

Problema 10.7 Un subconjunto de una n-super�cie es de dimensión n si y sólo si contiene

un subconjunto abierto no vacío de la super�cie.

Solución. Sea M una n-super�cie y X �M tal que dim (X) = n.

Existe p 2 X tal que dimp (X) = n. Sea C vecindad de p en M tal que C es

homeomorfo a In, es decir, existe un homeomor�smo f de C en In. Como C es vecindad

de p tenemos que dimp(C \X) = dimp (X) = n, de aquí se sigue que dimf(p) (f [X]) = n

y en consecuencia dim (f [X]) = n.

Por el Problema 10.5, Int(f [X]) 6= ;, luego f�1[Int(f [X])] 6= ; y es abierto en C.

Existe V abierto en M tal que V \ C = f�1[Int(f [X])]. Como C es homeomorfo a In,

Int(C) es denso en C, por tanto, V \ C \ Int(C) 6= ;. Notemos que

; 6= V \ Int(C) � V \ C = f�1[Int(f [X]) � f�1[f [X]] = X \ C � X

y V \ Int(C) es abierto en M . Así pues, X contiene un subconjunto abierto no vacío de

M .

Ahora supongamos que X es un subconjunto deM con interior distinto del vacío. Sea

p 2 Int(X), tenemos que existe C vecindad de p en M tal que C es homoemorfo a In, esto

implica que Int(X) \ C es abierto y distinto del vacío en C, al ser C homeomorfo a In se

debe tener que dim(Int(X)\C) = n, y como Int(X)\C � X, tenemos que dim(X) = n.
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Problema 10.8 Una n-super�cie conexa M no puede ser separada por un subconjunto

de dim � n� 2.

Solución. SeaD �M tal que dim (D) � n�2 y supongamos queD separaM . Como

M es conexo, entonces D 6= ;, por lo tanto existen E; F �M tales que M �D = EjF:

Como dim (D) � n � 2, por el Problema 10.7 tenemos que Int (D) = ;. Sea d 2 D

y U vecindad de d. Como Int (D) = ;, entonces U \ (M �D) 6= ;, luego U \ E 6= ; ó

U \ F 6= ;, es decir, d 2 Cl(E) [ Cl(F ), de aquí se sigue que D � Cl(E) [ Cl(F ), por lo

tanto M = Cl(E) [ Cl(F ).

Si Cl(E) \Cl(F ) = ;, entonces M sería disconexo, por lo tanto Cl(E) \Cl(F ) 6= ;.

Si p 2 Cl(E)\Cl(F ), entonces p tiene que estar en D ya que si no tendría que estar

en E [F y por tanto estaría en E \Cl(F ) o en F \Cl(E) lo cual sería una contradicción.

Existe C vecindad de p tal que C es homoemorfo a In. Como d 2 Cl(E) \ Cl(F )

tenemos que C \ E 6= ; 6= C \ F . Además

C �D = (E \ C)j(F \ C)

y Cl(E \ C) \ (F \ C) = ; = (E \ C) \ Cl(F \ C);

por lo tanto C está separado por un subconjunto de dim � n� 2, pero esto no puede ser

ya que C es homeomorfo a In. Por lo tanto M �D es conexo.

Problema 10.9 Si U es un subconjunto abierto no vacío de una n-super�cie M tal que

U no es denso en M , entonces dim (Fr (U)) = n� 1.

Solución. Como U no es denso Ext(U) 6= ;. Si Fr(Ext(U)) = ; entonces M no

sería conexo, por tanto Fr(Ext (U)) 6= ;.

Sean p 2 Fr(Ext (U)) � Fr (U) y C vecindad de p tal que C �= In. Como p 2 Int(C)

y p 2 Fr (U) tenemos que Int(C) \ U 6= ; e Int(C) \ Ext(U) 6= ;, luego, U \ Int(C) es

abierto no denso de Int(C). Por el Corolario 10.2, dim
�
FrInt(C)(U \ Int(C))

�
= n� 1 ya

que Int(C) es homeomorfo a Rn.
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Notemos que FrInt(C)(U \ Int(C)) � Fr (U), luego dim(Fr (U)) � n � 2 y como

Int(Fr (U)) = ; se debe tener que dim(Fr (U)) � n�1. Por lo tanto dim(Fr (U)) = n�1.

Problema 10.10 ¿El cubo de Hilbert puede ser separado por un subconjuto de dimensión

�nita?.

Solución. :Supongamos que existe D � I1 tal que D separa a I1 y dim (D) = n <

1. Como D separa a I1, I1 �D = U jV:

D es distinto del vacío ya que I1 es conexo. Sean p = (pi)
1
i=1 2 D y f : In+2 ! I1

de�nida por f(x1; : : : ; xn+2) = (x1; : : : ; xn+2; pn+3; pn+4; : : :). f es un encaje y p 2 f [In+2],

por tanto f [In] \D 6= ;. Además

f
�
In+2

�
�D = (U \ f

�
In+2

�
)j(V \ f

�
In+2

�
);

es decir, f [In+2] esta separado por un subconjunto de dim = n, pero esto no puede ser, ya

que f [In+2] �= In+2. Por lo tanto I1 no puede ser separado por un subconjunto dimensión

�nita.

Problema 10.11 Si X � Rn, entonces cualesquiera dos subconjuntos abiertos ajenos no

vacíos de X están separados en X por un subconjunto cerrado de dim � n� 1.

Solución. Sean U�y V�abiertos ajenos no vacíos deX. U�= U\X y V�= V \X donde

U y V son abiertos en Rn. Si U es abierto no denso de Rn entonces dim (Fr (U)) = n� 1.

Como FrX(U�) � Fr(U). Entonces dim(FrX(U�)) � n� 1. Por lo tanto FrX(U�) es cerrado

en X y separa a U�y V�.

Si U es denso entonces Int(Rn�U) = ; y en consecuencia dim(Rn�U) � n�1:Como

U es abierto, Fr (U) � Rn � U y por tanto dim (Fr (U)) � n� 1.

Ahora, FrX(U�) � Fr (U), luego dim (FrX(U�)) � n � 1 y FrX(U�) es un conjunto

cerrado en X de dim � n� 1 que separa a U�y V�en X.
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XI. Dimensión y cubiertas

Introducimos una nueva de�nición de dimensión en términos de cubiertas, la de�ni-

ción anterior implica la nueva de�nición. En el capítulo 15 se verá que estas de�niciones

son de hecho equivalentes. Esta nueva de�nición nos permite construir encajes.

11.1 Preliminares

De�nición Sean A y B colecciones de conjuntos. Se dice que A es re�namiento de B (o

A re�na a B) si para todo X 2 A, existe Y 2 B tal que X � Y . Denotamos A � B

si A re�na a B.

De�nición Sea A una colección �nita de conjuntos al menos uno de los cuales es no vacío.

El orden de A, escrito ord(A), es el entero n mas grande tal que hay n+1 miembros

de A cuya intersección total es no vacía. Si A = ; ó A = f;g, entonces de�nimos

ord(A) = �1.

De�nición Sea A una colección de subconjuntos de un espacio. El mesh de A, escrito

mesh(A) se de�ne como

mesh(A) = supfdiam(X) : X 2 Ag

(incluimos la posibilidad mesh(A) = 1). Si A = ;, entonces mesh(A) = 0 (por

convención diam(;) = 0).

El Lema 11.1 y el Teorema 11.2 se demuestran en [1, p. 57-59].

Lema 11.1 Sea Z � X tal que dim(Z) � 0. Sean U1 y U2 subconjuntos abiertos de X

que cubren a Z. Existen subconjuntos abiertos ajenos V1 y V2 de X que cubren Z

tales que V1 � U1 y V2 � U2.

Teorema 11.2 Si dim(X) � n, entonces cualquier cubierta abierta �nita U de X puede

ser re�nada por una cubierta abierta �nita V de X tal que ord(V ) � n.
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11.2 Problemas

Problema 11.5 Sea X un espacio compacto. Si dim(X) � n, entonces hay cubiertas

abiertas �nitas de X con mesh arbitrariamente pequeño y orden � n.

Solución. Sea � > 0 .Tenemos que

X =
[
x2X

B �
2
(x):

Como X es compacto X =
kS
i=1
B �

2
(xi). Ya que dim (X) � n, por el Teorema 11.2, la

cubierta A =
n
B �

2
(xi)

ok
i=1

tiene un re�namiento �nito V tal que ord(V ) � n.

Sea U 2 V , como V es re�namiento de A, existe i 2 f1; : : : kg tal que U � B �
2
(xi),

de aquí que diam(U) � diam
�
B �

2
(xi)

�
= �, como U es arbitrario, podemos concluir que

mesh(V ) < �.

Por lo tanto V es cubierta abierta �nita de X tal que mesh(V ) < �.

Problema 11.6 Sea � > 0. Construye una cubierta abierta de I2 con mesh < � y orden

2.

Solución. Sea n 2 N tal que 1
3n <

�
2 . Consideremos los subconjuntos de I

2

A =

��
k

2n
;
s

n

�
2 R2 : 0 � k � 2n; 0 � s � n

�

y

B =

��
k

2n
+
1

4n
;
s

n
+
1

2n

�
2 R2 : 0 � k � 2n� 1; 0 � s � n� 1

�
:

Como 0 � k � 2n y 0 � s � n, tenemos que 0 � k
2n � 1 y 0 � s

n � 1, poro tanto�
k
2n ;

s
n

�
2 I2 para todo k y s.

Como 0 � k � 2n� 1 y 0 � s � n� 1, entonces 0 < k
2n +

1
4n < 1 y 0 <

s
n +

1
2n < 1,

así que
�
k
2n +

1
4n ;

s
n +

1
2n

�
2 I2 para todo k y s.

Sea U =
n
B 1

3n
(x) : x 2 A [B

o
. U es una cubierta abierta, y como 1

3n <
�
2 ,mesh(U) <

�. Demostremos que cualesquiera 4 elementos de U tienen intersección vacía.
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Tomemos 3 elementos de A, digamos x1 =
�
k1
2n ;

s1
n

�
, x2 =

�
k2
2n ;

s2
n

�
y x3 =

�
k3
2n ;

s3
n

�
,

si s1 6= s2, sin pérdida de generalidad s1 < s2, entonces� k12n; s1n
�
�
�
k2
2n
;
s2
n

� � ���s1n � s2n ��� = js1 � s2j
n

� 1

n
;

luego B 1
3n
(x1)\B 1

3n
(x2) = ;, asi que podemos suponer que s1 = s2 = s3. Como los ki son

distintos, podemos suponer por ejemplo que k1 < k2 < k3, lo cual implica que jk1 � k3j � 2;

Así pues tendríamos que kx1 � x3k �
��� k12n � k3

2n

��� = jk1�k3j
2n � 2

2n =
1
n y en consecuencia

B 1
3n
(x1)\B 1

3n
(x3) = ;. Por lo tanto cualesquiera 3 elementos de A tienen intersección vacía.

Pasa lo mismo con B ya que B se puede ver como una traslación de A.

Ahora tomemos 4 elementos en A[B, por lo anterior, para que puedan tener intersec-

ción no vacía tienen que ser 2 elementos en A y 2 elementos en B digamos x1 =
�
k1
2n ;

s1
n

�
,

x2 =
�
k2
2n ;

s2
n

�
, x3 =

�
k3
2n +

1
4n ;

s3
n +

1
2n

�
, x4 =

�
k4
2n +

1
4n ;

s4
n +

1
2n

�
, por lo probado antes

tenemos que jk1 � k2j � 1, s1 = s2, jk3 � k4j � 1 y s3 = s4. Por lo tanto k2 = k1 + 1 y

k4 = k3 + 1.

Supongamos que s1 6= s3 y s3 6= s1 � 1, entonces s3 < s1 � 1 o s1 < s3

Si s3 < s1 � 1, entonces 2s3 < 2s1 � 2, así que 1 < 2s1 � 2s2 � 1 y en consecuencia

kx1 � x3k �
�� s1
n �

�
s3
n +

1
2n

��� � ���� s1�s2n

��� 1
2n

�� = s1�s2
n � 1

2n �
2
n �

1
2n =

4�1
2n = 3

2n , lo

cual implica que B 1
3n
(x1) \B 1

3n
(x3) = ;.

Por lo tanto podemos suponer que s1 = s3 o s3 = s1 � 1.

Si k1 6= k3, entonces k3 < k1 o k1 < k3, supongamos que k3 < k1, entonces

kx2 � x3k �
��� k22n � � k32n + 1

4n

���� = ���k1+12n �
�
k3
2n +

1
4n

���� = ���2(k1�k3)+14n

��� = 2(k1�k3)+1
4n � 3

4n ,

por tanto B 1
3n
(x2) \B 1

3n
(x3) = ;.

Si k1 < k3, entonces

kx4 � x1k �
���� k42n + 1

4n

�
� k1

2n

��� = ����k3+12n + 1
4n

�
� k1

2n

��� = 2(k3�k1)+1
4n > 3

4n , por tanto

B 1
3n
(x1) \B 1

3n
(x4) = ;.

Así pues, podemos suponer que k1 = k3. Si s1 = s3 tenemos que
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kx1 � x4k =

s�
k1
2n
�
�
k1 + 1

2n
+
1

4n

��2
+

�
s1
n
�
�
s1
n
+
1

2n

��2

=

s�
� 1

2n
� 1

4n

�2
+

�
� 1

2n

�2
=

r
9

16n2
+

1

4n2
=

p
13

4n
>
2

3n
;

por tanto B 1
3n
(x1) \B 1

3n
(x4) = ;.

Si s3 = s1 � 1 tenemos que

kx1 � x4k =

s�
k1
2n
�
�
k1 + 1

2n
+
1

4n

��2
+

�
s1
n
�
�
s1 � 1
n

+
1

2n

��2

=

s�
� 1

2n
� 1

4n

�2
+

�
1

2n

�2
=

p
13

4n
>
2

3n
;

luego, B 1
3n
(x1) \B 1

3n
(x4) = ;.

En cualquier caso tenemos que
4T
i=1
B 1

3n
(xi) = ;, es decir, ord(U) � 2.

Ahora probemos que existen 3 elementos de la cubierta con intersección no vacía.

B 1
3n
((0; 0)); B 1

3n

��
1
2n ; 0

��
y B 1

3n

��
1
4n ;

1
2n

��
pertenecen a U , demostremos que

�
1
4n ;

1
4n

�
esta

en la intersección de estos:(0; 0)� � 14n ; 14n� = p
2

4n <
2
3n , por tanto

�
1
4n ;

1
4n

�
2 B 1

3n
((0; 0)).� 1

2n ; 0
�
�
�
1
4n ;

1
4n

� = p
2

4n <
2
3n , por tanto

�
1
4n ;

1
4n

�
2 B 1

3n

��
1
2n ; 0

��
.� 1

4n ;
1
2n

�
�
�
1
4n ;

1
4n

� = 1
4n <

2
3n , por tanto

�
1
4n ;

1
4n

�
2 B 1

3n

��
1
4n ;

1
2n

��
.

Lo anterior prueba que ord(U) = 2.

Problema 11.7 Sea m � 1 un entero, y sea Ak una colección �nita de conjuntos para

cada entero k tal que 1 � k � m. Entonces

ord

 
m[
k=1

Ak

!
� m� 1 +

mX
k=1

ord(Ak)
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Solución. Sean nk = ord(Ak) y A = fUig
1+
Pm
k=1(nk+1)

i=1 , es decir, A son 1 +Pm
k=1(ord(Ak) + 1) elementos de

mS
k=1

Ak.

Si nk + 2 elementos de A están en Ak, entonces tienen intersección vacía.

Así pues podemos suponer que hay a lo más nk +1 elementos de Ak en A para todo

k = 1; : : : ;m. Como hay
Pm
k=1(nk + 1) + 1 elementos en A, existe k tal que hay nk + 2

elementos de Ak en A, por lo tanto tienen intersección vacía. Esto implica que

ord

 
m[
i=1

Ak

!
� 1 +

mX
k=1

(nk + 1)� 2 = m� 1 +
mX
k=1

ord(Ak):

Problema 11.8 dim(X) � 0 si y sólo si cualquier cubierta abierta �nita U de X tiene un

re�namiento �nito V tal que ord(V ) � 0.

Solución. Si dim(X) � 0, por Teorema 11.2, el resultado es inmediato ya que

cualquier cubierta abierta �nita de X tiene un re�namiento �nito con ord � 0.

Ahora demostremos el inverso. Sean P y K subconjuntos de X cerrados ajenos

distintos del vacío. Observemos que X � P y X �K son abiertos de X y

X = (X � P ) [ (X �K):

Por el Lema 11.1, existen A y B abiertos de X tales que X = A[B, A � X�P , B � X�K

y A\B = ;. Claramente A y B son abiertos y cerrados y P � B, B \K = ;. Por lo tanto

P y K están separados en X y dim(X) � 0.
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XII. Resultados preliminares para construir encajes

En este capítulo se estudian resultados que sirven para los siguientes 3 capítulos en

los que se retoma el tema de dimensión.

12.1 Preliminares

De�nición Si v1; : : : ; vk son un número �nito de puntos en un espacio vectorial sobre R,

entonces

co(v1; : : : ; vk) =

(
kX
i=1

�i � vi : �i � 0 y
kX
i=1

�i = 1

)

es el casco convexo de v1; : : : ; vk.

De�nición Sea W = fW1; : : : ;Wrg una cubierta abierta de X. Para todo i = 1; : : : ; r

de�nimos �i : X ! R como

�i =

8<: dist(x;X �Wi) si X �Wi 6= ;

1 si Wi = X.

De�nimos � : X ! R por

�(x) =
rX
i=1

�i(x) para todo x 2 X

(notemos que �(x) > 0 para todo x 2 X ya que W es cubierta de X). Finalmente

sean p1; : : : ; pr 2 Rk, y de�nimos � : X ! Rk por

�(x) =

rX
i=1

�i(x)

�(x)
� pi para todo x 2 X:

� es llamado el mapeo baricéntrico inducido por W y p1; : : : ; pr.

De�nición Sea S � Rn. Se dice que los puntos de S están en posición general en Rn si

para todo entero m = 0; 1; : : : ; n� 1, cualesquiera m+2 puntos de S no están en un

hiperplano m-dimensional.
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De�nición Sea U una cubierta de X y sea x 2 X. La estrella de x con repecto a U ,

denotado por

st(x;U) =
S
fV 2 U : x 2 V g.

De�nición Una sucesión básica de cubiertas para X es una colección numerable

fUk : k = 1; 2; : : :g;

de cubiertas abiertas �nitas Uk de X tales que para todo x 2 X y toda vecindad

abierta V de x en X, existe k tal que st(x;Uk) � V .

De�nición Sea U una cubierta abierta �nita de X. Un mapeo f : X ! Y se llama U -map

si para todo y 2 Y , existe una vecindad Ny de y en Y tal que f�1(Ny) esta contenido

en algún miembro de U .

Lema 12.1 Sean p1; : : : ; ps; q1; : : : ; qt s+t puntos en posición general en Rk. Si s+t � k+1,

entonces

(p1: : : : ; ps) \ (q1; : : : ; qt) = ;

Demostración. Ver [1, p. 62].

Proposición 12.2 Sean W = fWigri=1 una cubierta abierta de X tal que ord(W) � n,

p1; : : : ; pr r puntos en posición general en R2n+1 y � : X ! R2n+1 el mapeo baricén-

trico inducido por W y p1; : : : ; pr. Existe un número � > 0 tal que si x; y 2 X son

tales que k�(x)� �(y)k < � entonces fx; yg �Wi para algún i:

Demostración. Ver [1, p. 62 y 63].

Teorema 12.3 Sea fUk : k = 1; 2; : : :g una sucesión básica de cubiertas para X. Si f :

X ! Y es un Uk-map para todo k, entonces f es un encaje.

Demostración. Ver [1, p. 61-69].

Proposición 12.4 Sea fUk : k = 1; 2; : : :g una sucesión básica de cubiertas de X. Si

f : X ! Y es Uk �map para cada k; entonces f es un encaje.
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Demostración. Ver [1, p. 68 y 69].

12.2 Problemas

Problema 12.19 Hay un subconjunto denso de Rn ( n > 1 ) cuyos puntos están en

posición general en Rn.

Solución. Sean fUig1i=1 una base numerable de Rn, p1 2 U1, p2 2 U2 y P (p1; p2) =

fx 2 Rn : x = p1+ a(p1� p2); a 2 Rg: Claramente P (p1; p2) es homeomorfo a R, por tanto

dim (P (p1; p2)) = 1.

Sea p3 2 U3 tal que p3 no está en P (p1; p2), esto es posible ya que si no, tendríamos

que U3 � P (p1; p2) y por tanto dim(U3) � dim(P (p1; p2)) = 1, pero esto no puede ser ya

que dim(U3) = n al ser abierto no vacío de Rn.

Siguiendo esto tenemos que existe pi 2 Ui con i = 1; : : : ; n+ 1 tal que

pi =2 P (p1; : : : pi�1) =
(
x 2 Rn : x = p1 +

i�1X
k=2

ak(pk � p1); ak 2 R
)

y P (p1; : : : ; pi�1)es homeomorfo a Ri�2 ya que ningún pk está en el plano generado por los

anteriores.

Sea pn+2 2 Un+2 tal que

pn+2 =2 A =
S
fP (pi1 ; : : : pin) : ik 2 f1; : : : ; n+ 1g para todo k = 1; : : : ng

esto es posible ya que A es unión �nita de espacios cerrados de dim � n� 1 lo que implica

que dim(A \ Un+2) � n� 1 y que A no es denso en Un+2.

En general, existe pm 2 Um con m � n+ 2 tal que

pm =2 A =
S
fP (pi1 ; : : : pin) : ik 2 f1; : : : ;m� 1g para todo k = 1; : : : ng

y esto es posible ya que A es unión �nita de espacios cerrados de dim � n � 1, lo cual

implica que dim(A \ Um) � n� 1 y por tanto A \ Um no es denso en Um.
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De esta manera tenemos una sucesión fpig1i=1 en Rn tal que pi 2 Ui. Al ser fUig1i=1
una base de Rn, fpig1i=1 es denso en Rn.

Sean pi1 ; : : : pik 2 fpig1i=1 tal que 3 � k � n+ 1, podemos suponer que i1 < : : : < ik.

Si pi1 ; : : : pik estuvieran en un hiperplano de dimensión igual a k � 2, este tiene que

ser P (pi1 ; : : : ; pik�1), en consecuencia pik 2 P (pi1 ; : : : ; pik�1), pero esto no puede ser, ya

que por construcción no puede estar en el plano generado por los anteriores elementos de

la sucesión. Por lo tanto pi1 ; : : : ; pik están en posición general.

Problema 12.20 Sea W = fW1; : : : ;W5g la colección de las 2-celdas en R2 como se

muestra en la Figura 7. Sea X =
S
W . Escoje cinco puntos p1; : : : ; p5 en posición

general en R2:

Dibuja la imagen de X bajo el mapeo baricéntrico � unducido por W y p1; : : : ; p5.

¿La imagen es la misma sin importar cuales 5 puntos en posición general se tomen?.

Figura 7

Solución. Sean p1; : : : ; p5 y q1; : : : ; q5 en R3 tales que los pi están en posición general

y también los qi, � el mapeo baricéntrico inducido por los pi y X y  el mapeo barcéntrico

inducido por los qi y X, es decir,

�(X) = fco(p1; p2); co(p1; p5); co(p2; p4); co(p2; p3); co(p3; p5)g y

(X) = fco(q1; q2); co(q1; q5); co(q2; q4); co(q2; q3); co(q3; q5)g ( ver Figura 8).
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Sea fi;k : co(pi; pk)! co(qi; qk) el homeomor�smo dado por

fi;k(aipi + akpk) = aiqi + aiqk:

De�nimos una función f : �(X)! (X) dada por f(x) = fi;k(x) si x 2 co(pi; pk). Ya que

f(pi) = qi para todo i, f está bien de�nida, además, como cada fi;k es continua y coinciden

en la intersección de sus dominios, también f es continua

Sean pi1 ; pi2 ; pi3 ; pi4 cuatro puntos distintos entre sí y supongamos que existe un punto

x 2 co(pi1 ; pi2) \ co(pi3 ; pi4). Tenemos que x 6= pik ya que si por ejemplo x = pi1 , entonces

pi1 2 co(pi3 ; pi4) y por tanto pi1;pi3 y pi4 están en la misma recta contradiciendo el hecho

de que están en posición general, luego, x = a1pi1 + a2pi2 con ai 6= 0 y x = b1pi3 + b2pi4
con bi 6= 0.

En consecuencia pi1 = (�a2a1 )pi2 +
�
b1
a1

�
pi3 +

�
b2
a1

�
pi4 , es decir, pi1 es combinación

lineal del resto de los pik donde ninguno de los coe�cientes es cero, de modo que pi1 está

en el plano generado por los otros pik contradiciendo el hecho de que están en posición

general. Por lo tanto co(pi1 ; pi2) \ co(pi3 ; pi4) = ;.

Sabemos que pi1 2 co(pi1 ; pi2) \ co(pi1 ; pi3). Supongamos que existe x 6= pi1 tal que

x 2 co(pi1 ; pi2) \ co(pi1 ; pi3), es decir, x está en la recta generada por pi1 y pi2 y en la

recta generada por pi1 y pi3 tendríamos que pi3 está en la recta generada por pi1 y pi2

contradiciendo el hecho de que están en posición general, así que

co(pi1 ; pi2) \ co(pi1 ; pi3) = pi1 :

Ahora veamos que f es biyectiva.

Sean x y y en �(X) tales que f(x) = f(y), si x; y 2 co(pi1 ; pi2) entonces

fi1;i2(x) = f(x) = f(y) = fi1;i2(y)

y como fi1;i2 es inyectiva tenemos que x = y.
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Si x 2 co(pi1 ; pi2) y y 2 co(pi1 ; pi3), entonces f(x) 2 co(qi1 ; qi2) y f(y) 2 co(qi1 ; qi3),

de modo que co(qi1 ; qi2) \ co(qi1 ; qi3) 6= ; ya que f(x) está en la intersección, puesto que

co(qi1 ; qi2) \ co(qi1 ; qi3) = fqi1g se debe tener que f(x) = qi1 = f(y), en consecuencia

x = pi1 = y.

Si x y y están en dos cascos convexos ajenos, por como de�nimos f , sus imágenes

van a estar en dos cascos convexos ajenos, así que es imposible que f(x) = f(y). Con esto

hemos probado que f es inyectiva.

Sea y 2 (X), existen qi1 y qi2 tales que y 2 co(qi1 ; qi2) , es decir, y = a1qi1 + a2qi2
con a1; a2 2 [0; 1], f(a1pi1 + a2pi2) = fi1;i2(a1pi1 + a2pi2) = a1qi1 + a2qi2 = y por lo tanto

f es suprayectiva.

La función inversa f�1 está de�nida por f�1(x) = f�1i;k (x) si x 2 co(qi; qk), f�1 es

continua ya que cada f�1i;k es continua y coinciden en la intersección. Por lo tanto �(X)
�=

(X).

FIgura 8

Problema 12.21 Repite el problema anterior cuando p1; : : : ; p5 están en posición general

en R2. ¿Que dice esto sobre la necesidad de usar R2n+1 en la Proposición 12.2?.
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Figura 9

Solución. Como se ve en la Figura 9, dos cascos convexos distintos tienen intersec-

ción no vacía y se pueden formar dos mapeos baricéntricos que no son homeomorfos.

Si en 12.2 usáramos Rk con k < 2n+1, puede ser que la cubierta tenga dos colecciones

diferentes fWkign+1i=1 y fVsig
n+1
i=1 tales que

n+1T
i=1

Wki 6= ;,
n+1T
i=1

Vsi 6= ; yWk 6= Vs para todo k y

s, pk1 ; : : : pkn+1 ; ps1 ; : : : ; psn+1 son 2n+2 puntos diferentes de Rk en posición general. Como

k+1 < 2n+2, por el Lema 12.1 puede pasar que co(pi1 ; : : : ; pin+1)\ co(ps1 ; : : : ; psn+1) 6= ;

Sean x 2 co(pi1 ; : : : ; pin+1) \ co(ps1 ; : : : ; psn+1) y � > 0, como co(pi1 ; : : : ; pin+1) y

co(ps1 ; : : : ; psn+1) son cerrados, entonces toda vecindad de x tiene puntos de ambos.

Como co(pi1 ; : : : ; pin+1) y co(ps1 ; : : : ; psn+1) son diferentes, podemos tomar dos puntos

p y q tales que

p 2 co(pi1 ; : : : ; pin+1)� co(ps1 ; : : : ; psn+1), q 2 co(ps1 ; : : : ; psn+1)� co(pi1 ; : : : ; pin+1)

y p; q 2 B�=2(x), es decir, kp� qk < �.

Problema 12.22 Si � : X ! Rk es el mapeo baricéntrico inducido por W y p1; : : : ; pr,

entonces dim (�(X)) � ord(W ).

Solución. Supongamos que ord(W ) = n.
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Como �(X) =
S�

co(pi1 ; : : : pik) :
kT
t=1
Wit 6= ;

�
, cada casco convexo de �(X) esta

generado por a lo más n + 1 puntos, por lo tanto, �(X) es unión de una cantidad �nita

de espacios cerrados de dim � n; por el Teorema 7.1, dim (�(X)) � n: Por lo tanto

dim (�(X)) � ord(W ).

Problema 12.23 Si f : X ! Y es cualquier encaje de un espacio no compacto en un

espacio compacto, entonces hay una cubierta abierta �nita U de X tal que f no es

un U�mapeo.

Solución. f [X] no es cerrado en Y , si lo fuera, sería compacto ya que Y es compacto

y esto implicaría que X es compacto, por tanto, existe p 2 Cl(f [X])� f [X].

Al estar p en la cerradura de f [X] podemos tomar sucesiones fxig1i=1 y fyig1i=1 de

f [X] ajenas tales que l��mi!1 xi = p = l��mi!1 yi.

Llamemos A = fxig1i=1 y B = fyig1i=1, notemos que A y B son cerrados en f [X] ya

que su punto límite no esta en f [X], luego X � f�1[A], X � f�1[B] y X � f�1[A[B] son

abiertos en X.

De�nimos U = fX � f�1[A]; X � f�1[B]; X � f�1[A [ B]g. Claramente U es una

cubierta abierta de X (ya que A y B son ajenos). Ahora demostraremos que f no es un

U�mapeo.

Sea V vecindad de p en Y . Como p es punto límite de A y B tenemos que

A \ V 6= ; 6= B \ V

y en consecuencia (A \ V ) [ (B \ V ) = V \ (A [B) 6= ;, luego

f�1[A] \ f�1[V ] 6= ; 6= f�1[B] \ f�1[V ]

y f�1[V ] \ f�1[A [B] 6= ;
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y podemos concluir que

f�1[V ]  X � f�1[A]; f�1[V ]  X � f�1[B] y f�1[V ]  X � f�1[A [B];

es decir, V no esta contenido en ninguno de los miembros de U y por tanto f no es un

U�mapeo.

Problema 12.24 El regreso de la Proposición 12.4 se vale cuando X es compacto. De

hecho el siguiente resultado es verdadero:

Si X es compacto y f : X ! Y es un encaje, entonces f es un U�mapeo para

cualquier cubierta �nita U de X.

Solución. Sean f : X ! Y encaje y U = fUigri=1 una cubierta abierta �nita de X.

Por continuidad f [X] es compacto y por tanto cerrado en Y , además al ser f un encaje,

ff [Ui]gri=1 es cubierta abierta �nita de f [X].

Tenemos que f [Ui] = Vi \ f [X] con Vi es abierto en Y para todo i = 1; : : : r, así pues

f [X] �
rS
i=1
Vi:

Si Y �
�

rS
i=1
Vi

�
= ;, entonces Y =

rS
i=1
Vi y fV1; : : : ; Vrg es una cubierta de Y tal que

f�1[Vi] = Ui, por tanto f es un U�mapeo.

Si Y �
�

rS
i=1
Ui

�
6= ;, entonces Y �

�
rS
i=1
Ui

�
y f [X] son cerrados distintos del vacío

y ajenos, así que existe A abierto en Y tal que A \ f [X] = ; y Y �
�

rS
i=1
Ui

�
� A. Luego,

fV1; : : : ; Vr; Ag es una cubierta abierta de Y tal que f�1[A] = ; y f�1[Vi] = Ui i = 1; : : : ; r.

Por lo tanto f es un U�mapeo:
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XIII. Encajando espacios de dimensión �nita

Los resultados del capítulo anterior y la nueva de�nición de dimensión nos permiten

ver que cualquier espacio de dim � n se puede encajar en R2n+1.

13.1 Preliminares

Notación Sean X y Y espacios tales que Y es compacto y sea U una cubierta abierta

�nita de X. Entonces

Y X(U) =
�
f 2 Y X : f es un U �map

	
:

Lema 13.1 Y X(U) es abierto en Y X .

Demostración. Ver [1, p. 71 y 72].

Lema 13.2 Si dim(X) � n <1 entonces (I2n+1)X(U) es denso en (I2n+1)X .

Demostración. Ver [1, p. 72 y 73].

Teorema 13.3 Si dim(X) � n < 1, entonces X se puede encajar en I2n+1. Más aun, el

espacio E(I2n+1)X de todos los encajes de X en I2n+1 contiene un conjunto G� denso

en (I2n+1)X .

Demostración. Ver [1, p. 73].

- La grá�ca K5 es la grá�ca completa de cinco vértices en R3 los cuales están en

posición general.

- La grá�ca K3;3 está formada por dos grupos de 3 puntos en R3 P1 y P2 y uniendo

cada punto de P1 con todos los puntos de P2 y cada punto de P2 con todos los puntos de

P1.

Teorema 13.4 (Teorema de la Grá�ca de Kuratowski) Un continuo localmente co-

nexo que contiene solo una cantidad �nita de curvas simples cerradas se puede encajar

en R2 si y sólo si no contiene una copia de K5 o K3;3.
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Este Teorema fue probado por Kuratowski en Sur le problème des courbes gauches

en topologie, Fund. Math.., 15 (1930), 271-283.

13.2 Problemas

Problema 13.5 Es natural haber de�nido un U�map en el Capítulo 12 considerando

vecindades abiertas Ny solo para los puntos y 2 f [X]. Demuestra que el Lema 13.1

sería falso con esta de�nición más general de U�map.

Solución. Sean " > 0, f : [0;1) !
�
0; �2

�
de�nida por f(x) = arctan(x) y r 2 R

tal que 0 < r < " y �
2 � r <

�
2 . La función f es suprayectiva, así que existe xr tal que

arctan (xr) =
�
2 � r. Ahora de�nimos g : [0;1)!

�
0; �2

�
como

g(x) =

8<: arctan(x) + r si x � xr
�
2 si xr � x

Sean A =
1S
n=1

�
2n� 1

5 ; 2(n+ 1) +
1
5

�
y B =

1S
n=1

�
2n+ 1� 1

5 ; 2(n+ 1) +
1
5

�
( ver Figura

10). Claramente U = fA;Bg es una cubierta abierta �nita de [0;1):

Figura 10

Como g(xr) = �
2 , g está bien de�nida, además es continua en ambos pedazos, por lo tanto

g es continua. Ahora probemos que d(f; g) < ".
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Sea x � 0. Si x 2 [0; xn], entonces

jg(x)� f(x)j = jarctan(x) + r � arctan(x)j = r < ":

Si x 2 [xr;1) entonces jg(x)� f(x)j = �
2 � arctan(x), y como xr � x, entonces

arctan(xr) =
�

2
� r � arctan(x);

por lo tanto

0 <
�

2
� arctan(x) � r < ";

luego d(f; g) < ".

Como f es un homeomor�smo, es un U�mapeo. Ahora veamos que g no es un

U�mapeo.

Claramente �2 2
�
0; �2

�
\Im(g) y g�1

��
�
2

	�
= [xr;1). Si V es un abierto que contiene

a �
2 , tenemos que [xr;1) � g

�1[V ], en consecuencia g�1[V ] no esta contenido en A o en

B, por lo tanto g no es un U�mapeo.

Problema 13.6 Sean W = fW1; : : : ;Wrg una cubierta abierta �nita de X, p1; : : : ; pr r

vectores linealmente independientes de I1 y � : X ! I1 el mapeo baricéntrico

inducido por los puntos p1; : : : ; pr y W . Demostrar que existe � > 0 tal que para

todo x; y 2 X tales que kx� yk < � se tiene que fx; yg �Wi para algún i.

Solución. Veamos que si a1; : : : ; as; b1; : : : ; bt son linealmente independientes en-

tonces co(a1; : : : ; as) \ co(b1; : : : ; bt) = ;.

Supongamos que existe x 2 co(a1; : : : ; as) \ co(b1; : : : ; bt), de aquí se sigue que

x =

sX
i=1

kiai =

tX
i=1

qibi donde
sX
i=1

ki =

tX
i=1

qi = 1:

Existe kl 6= 0, por lo tanto

al =

sX
i=1;i6=l

�ki
kl
ai +

tX
i=1

qi
kl
bi;
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pero esto no puede ser ya que a1; : : : ; as; b1; : : : ; bt son linealmente independientes, así pues,

co(a1; : : : ; as) \ co(b1; : : : ; bt) = ;.

Sean

A = fco(pi1 ; : : : ; pis) 2 I1 : pik 2 fp1; : : : ; prgg y � = m��nfd(H;H�) : H;H�2 AyH\H�= ;g

� > 0 ya que los elementos de A son cerrados y son a lo más un número �nito. Demostremos

que � es el número que buscamos.

Sean x; y 2 X tales que k�(x)� �(y)k < � yWi1 ; : : : ;Wis y Vj1 ; : : : ; Vjt los elementos

de W tales que x 2
sT
k=1

Wik y y 2
tT

k=1

Vjk .

Supongamos que x =2
tS

k=1

Vjk , entonces �jk = 0 para todo k = 1; : : : ; s así que

x =2 co(pj1 ; : : : ; pjt) y podemos concluir que los puntos pi1 ; : : : ; pis ; pj1 ; : : : ; pjt son diferentes

y por tanto, linealmente independientes, lo cual implica que

co(pi1 ; : : : ; pis) \ co(pj1 ; : : : ; pjt) = ;:

Como �(x) 2 co(pi1 ; : : : ; pis) y �(y) 2 co(pj1 ; : : : ; pjt), por de�nición de � tenemos que

� � d(co(pi1 ; : : : ; pis); co(pj1 ; : : : ; pjt)) � k�(x)� �(y)k

pero esto no puede ser, por lo tanto x 2 Vjm para algún m y fx; yg � Vjm .

Problema 13.7 Todo espacio X se puede encajar en I1. Más aún el espacio E(I1)X

contiene un conjunto G� denso en (I1)X .

Solución. Si fUk : k 2 Ng es una sucesión básica de cubiertas de X, y f : X ! I1

es un Uk �map para todo k, entonces f es un encaje. Además (I1)X(Uk) es abierto en

(I1)X , por lo tanto si demostramos que (I1)X(U) es denso en (I1)X para todo cubierta

abierta �nita U de X entonces habremos probado que
1T
k=1

(I1)X(Uk) es conjunto G� denso

en (I1)X contenido en E(I1)X .
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Sean U cubierta abierta �nita de X, f : X ! I1 y " > 0. Como I1 es compacto

existe G cubierta abierta de I1 tal que mesh(G) < "
2 .

El conjunto H = ff�1[g] : g 2 Gg es cubierta abierta �nita de X. Existe L cubierta

abierta �nita de X tal que L � U y L � H. Finalmente sea B cubierta abierta �nita de

X tal que B �
bar
L.

Tenemos que B �
bar
L � U por lo tanto B �

bar
U y como B � L � H entonces B � H.

Sea Bi 2 B, Bi � f�1[g] para algún g 2 G. luego, diam(f [Bi]) � "
2 y en consecuencia

mesh(ff [Bi] : Bi 2 Bg) < "
2 .

Sea B "
2
(f [Bi]) =

�
x 2 I1 : d(x; f [Bi]) <

"
2

	
. Como B "

2
(f [Bi]) es abierto en I1 y

dim (I1) =1, entonces dim
�
B "

2
(f [Bi])

�
=1 para todo i.

Sea p1 2 I1 tal que p1 2 B "
2
(f [B1]). Tenemos que dim (hp1i) = 1, por lo tanto si

B "
2
(f [B2]) � hp1i tendríamos que dim

�
B "

2
(f [B2])

�
� 1 pero esto no puede ser. Por lo

tanto existe p2 2 B e
2
(f [B2]) tal que p2 =2 hp1i.

Como dim hp1; p2i = 2, existe p3 2 B "
2
(f [B3]) tal que p3 =2 hp1; p2i.

Siguendo con este proceso existe una sucesión fpig1i=1 de I1 tal que pi 2 B "
2
(f [Bi])

tal que pi =2 hp1; : : : ; pi�1i para todo i.

Por la forma en que tomamos a los puntos pi, estos son linealmente independientes

y d(pi; f [Bi]) < "
2 .

Sea � : X ! I1 el mapeo baricéntrico inducido por B y los puntos pi (esto tiene

sentido ya que I1 es convexo).

Como mesh[f(B)] < "
2 y m�axfd(pi; f(Bi))g <

"
2 tenemos que d(f; �) < ". Así que

solo nos falta probar que � es un U�map.

Tomamos � > 0 como en el Problema 13.6 aplicado a los puntos pi que son linealmente

independientes y sea N un subconjunto abierto de I1 tal que diam(N) < � , demostremos

que ��1[N ] � V para algún V 2 U .
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Sea p 2 ��1[N ]. Tenemos que k�(p)� �(x)k < � para todo x 2 B�1[N ], en conse-

cuencia fx; pg � Bi para algún Bi 2 B, de donde se sigue que ��1[N ] � st(p;B), así pues,

como B �
bar
U tenemos que ��1[N ] � V para algún V 2 U . Por lo tanto � es un U�map.

Problema 13.8 lQ2 se puede encajar en R2.

Solución. Sea f : lQ2 ! R�
Q1
i=1Qi donde Qi = Q para todo i 2 N, de�nida como

f((xi)
1
i=1) = (kxk ; x1; x2; : : :). Probarermos que f es un encaje.

Es claro que f es inyectiva y continua. Sean " > 0, fxng1n=1 una sucesión de l
Q
2 y x 2

lQ2 tales que l��mn!1 f(x
n) = f(x), es decir, l��mn!1 kxnk = kxk y l��mn!1 xni = xi para

todo i. Probaremos que l��mn!1 xn = x:

Como l��mn!1 kxnk = kxk, se tiene que l��mn!1 kxnk2 = kxk2, por tanto existe

N1 2 N tal que si n � N1 entonces
��P1

i=1(x
n
i )
2 �

P1
i=1(xi)

2
�� < "

64 .

También existe J 2 N tal que
P1
i=J(xi)

2 < "
64 . Así que

1X
i=1

(xni )
2 <

"

64
+

1X
i=1

(xi)
2

=
"

64
+

J�1X
i=1

(xi)
2 +

1X
i=J

(xi)
2 <

J�1X
i=1

(xi)
2 +

"

32

y tenemos que
1X
i=J

(xni )
2 <

J�1X
i=1

((xi)
2 � (xni )2) +

"

32
si n � N1:

Como l��mn!1 xni = xi para todo i 2 N entonces l��mn!1(xni )2 = (xi)
2 para todo i 2 N,

luego, existe N2 2 N tal que si n � N2 entonces
PJ�1
i=1 (x

n
i )
2 � (xi)2 < "

32 . De donde se

sigue que si n � m�axfN1; N2g entonces
P1
i=J(x

n
i )
2 < "

16 .

Sabemos que (xi � xni )2 � 4((xi)2 + (xni )2) para todo i 2 N, de modo que

1X
i=J

(xi � xni )2 � 4(
1X
i=J

(xi)
2 +

1X
i=J

(xni )
2)
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< 4
� "
16
+
"

64

�
=

�
5

16

�
" <

"

2
:

Además existe N3 2 N tal que si n � N3 entonces
PJ�1
i=1 (xi � xni )2 < "

2 .

Por lo tanto, si n � m�axfN1; N2; N3g entonces
P1
i=1(xi � xni )

2 < ", es decir,

l��mn!1 xn = x y por tanto f es un encaje.

Además dim(
Q1
i=1Qi) = 0, lo cual implica, por el Teorema 13.3 que

Q1
i=1Qi se puede

encajar en R2(0)+1 = R. De aquí podemos concluir que lQ2 se puede encajar en R�R �= R2.

Problema 13.11 Demuestra que el Teorema de la Grá�ca de Kuratowski no se puede

extender a super�ces de dimensión 2 dando un encaje de K5 en el toro S1 � S1.

Solución. : Si damos los puntos p1; p2; p3; p3; p4 y p5 y las rectas que los unen

A1;2; A1;3; A1;4; A1;5; A2;3; A2;4; A2;5; A3;4; A3;5 y A4;5 como se ve en la Figura 11 en I2,

y luego haciendo la identi�cación del toro que es mediante la realción (x; y) � (a; b) si

(x; y) = (a; b), o x = a y jy � bj = 1, o y = b y ja� xj = 1, o jx� aj = 1 = jy � bj, es claro

que K5 se puede encajar en el toro.

P1

P2

P3

P4
P5

A1,2A1,4

A3,4 A3,2

A2,5
A1,5

A4,5

A3,5

A1,3

A1,3

A2,4 A2,4

Figura 11
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XIV. Espacios universales de dimenisón �nita

14.1 Preliminares

Todo espacio de dimensión � n se puede encajar en R2n+1�n y como dim(R2n+1�n ) = n

tenemos que R2n+1�n es universal respecto a la clase de los espacios métricos de dim � n.

De�nición Si C es una clase de espacios, un espacio Z se dice que es universal para la

clase C si todos los elementos de C se pueden encajar en Z.

Los Teoremas 14.1 y 14.2 se demustran en [1, p. 77-79].

Teorema 14.1 Para todo n 2 N. existe un espacio universal para la clase de los espacios

de dim � n. De hecho, R2n+1�n es ese espacio.

Teorema 14.2 Supongamos que dim(X) � n <1: Sea

E = ff 2 (I2n+1)X : f es un encaje y ClI2n+1(f [X]) � R2n+1�n g:

Entonces E contine un conjunto G� denso en (I
2n+1)X .

14.2 Problemas

Problema 14.6 Cualquier espacio tiene una compactación de la misma dimensión que el

espacio.

Solución. : Sea X tal que dim (X) � n. Por el Teorema 14.2, existe f : X !

I2n+1 tal que ClI2n�1 (f [X]) � R2n+1�n , esto implica que dim
�
ClI2n�1 (f [X])

�
� n, y como

ClI2n�1 (f [X]) � I2n+1, ClI2n�1 (f [X]) es un conjunto compacto tal que X se encaja en él, por

lo tanto ClI2n�1 (f [X]) es una compactación de X de dim � n.

Problema 14.7 Para todo n � 1, existe un conjunto compacto que es universal para la

clase de espacios métricos de dim � n.

Solución. Sea X espacio métrico de dim � n. Por el Teorema 14.1 tenemos que X

se puede encajar en R2n+1�n Por el Problema 14.6 tenemos que R2n+1�n se puede encajar en
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un espacio compacto de dim � n, llamémoslo Y , por lo tanto X se puede encajar en Y , así

que Y es un espacio compacto universal para la clase de los espacios métricos de dim � n.

Problema 14.8 Dar una caracterización de la clase de los espacios para los cuáles Q es

universal.

Solución. Si X es un espacio numerable de dim � 0, por el Teorema 14.1, sabemos

que X se puede encajar en R1�0 que es el conjunto de los números irracionales, pero como

es numerable y cualquier subconjunto numerable de la recta real se puede encajar en Q,

X se puede encajar en Q.

Recíprocamente, si X se puede encajar en Q entonces dim (X) � 0. Por lo tanto Q

es universal para la clase de los espacios métricos numerables de dim � 0.
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XV. Dimensión y cubiertas

Un espacio X tiene dimensión n si y sólo si toda cubierta abierta �nita de X tiene

un re�namiento de orden � n.

Esta caracterización de dimensión n nos da una para espacios compactos.

15.1 Preliminares

De�nición (de�nición de dimensión cubriente): Sea n un entero � �1.

1. X tiene dimensión cubriente � n, escrito cd(X) � n, si cualquier cubierta abierta

�nita de X puede ser re�nada por una cubierta abierta �nita de orden � n.

2. cd(X) = n si y sólo si cd(X) � n y cd(X) � n� 1.

3. cd(X) =1 si y sólo si cd(X) � n para todo n.

De�nición Sea fXi; fig1i=1 una doble sucesión de espacios Xi y funciones fi : Xi+1 ! Xi;

el límite inverso de fXi; fig1i=1 es

(
x 2

1Y
i=1

Xi : fi � �i+1(x) = �i(x)
)

Los Teoremas 15.1 y 15.2 se demuestran en [1, p. 81 y 82].

Teorema 15.1 dim(X) � n si y sólo si cd(X) � n, por lo tanto dim(X) = n si y sólo si

cd(X) = n.

Teorema 15.2 Sea X un espacio compacto. dim(X) � n si y sólo si existen cubiertas

abiertas �nitas de X de mesh arbitrariamente pequeño y orden � n.

Teorema 15.3 Sea X un espacio compacto y C el conjunto de Cantor. Entonces existe

f : C ! X continua y suprayectiva.
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15.2 Problemas

Problema 15.4 Supongamos que al menos uno de los espacios X y Y es compacto. Si

existe un U�map de X en Y para todo cubierta abierta �nita U de X, entonces

dim(X) � dim(Y ).

Solución. Es claro que el Problema se cumple si dim(Y ) =1. Supongamos que Y

es compacto y dim (Y ) = n.

Si U cubierta abierta de X, existe f : X ! Y tal que f es un U�mapeo, por

de�nición, para todo y 2 Y existe Uy abierto en Y tal que f�1[Uy] � A para algún A 2 U .

Tenemos que los conjuntos Uy forman una cubierta abierta de Y y como Y es com-

pacto existen y1; : : : ; ym tales que Y =
mS
i=1
Uyi . Como fUyigmi=1 es cubierta abierta �nita

de Y y dim(Y ) = n; por el Teorema 15.1 existe V re�namiento �nito de fUyigmi=1 tal que

ord (V ) � n.

Claramente W = ff�1[B] : B 2 V g es cubierta abierta �nita de X, además es

re�namiento de U ya que para todo B 2 V , existe yk tal que B � Uyk , por lo tan-

to f�1[B] � f�1[Uyk ] � A para algún A 2 U , es decir, W es re�namiento de U . Si

f�1[B1]; : : : ; f�1[Bn+2] son n+ 2 elementos de W , tenemos que

n+2\
i=1

f�1[Bi] = f
�1

"
n+2\
i=1

Bi

#
= f�1[;] = ;;

de donde se sigue que ord (W ) � n. Por lo tanto, por el Teorema 15.1, dim (X) � dim (Y ).

Ahora supongamos que X es compacto y dim (X) = n. Sea U cubierta abierta �nita

de X.

Existe f : X ! Y U�mapeo, además se debe tener que existe V cubierta abierta de

Y tal que W = ff�1[B] : B 2 V g � U .

Como X es compacto y f es un encaje, f [X] es compacto, lo cual implica que existen

V1; : : : ; Vm 2 V tales que f [X] �
mS
i=1
Vi. Si A =

mS
i=1
Vi, entonces f [X] \ (Y � A) = ; y
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como f [X] y Y � A son cerrados ajenos, por normalidad existe B abierto en Y tal que

f [X] \B = ; y Y �A � B. Por lo tanto Y =
mS
i=1
Vi [B.

Notemos que fV1; : : : ; Vm; Bg es cubierta abierta �nita de Y . Como dim (Y ) = n,

existe Z cubierta abierta �nita de Y tal que Z � fV1; : : : ; Vm; Bg y ord(Z) = n.

Sea P = ff�1[C] : C 2 Zg, P es cubierta abierta �nita de X. Demostremos que

P � U y ord (P ) � n.

Si C 2 Z, C � Vi para algún i ó C � B.

Si C � Vi, entonces f�1[C] � f�1[Vi] � D para algún D 2 U .

Si C � B, entonces f�1[C] � f�1[B] y como B \ f [X] = ; tenemos que f�1[B] = ;

y en consecuencia f�1[C] = ;, así pues, P � U .

Sean f�1[C1]; : : : ; f�1[Cn+2] n+ 2 elementos de P . Observémos que

n+2\
i=1

f�1[Ci] = f
�1

"
n+2\
i=1

Ci

#
= f�1[;] = ;;

por lo tanto ord (P ) � n, así que dim (X) � n y por tanto dim (X) � dim (Y ).

Problema 15.5 Supongamos que X y Y son compactos. Si existe un "�map de X en

Y para todo " > 0, entonces dim (X) � dim (Y ). (una función se llama "�mapeo si

diam[f�1(y)] < " para todo y; nota: diam(;) = 0).

Solución. Supongamos que dim (Y ) = n,

Sea U cubierta abierta �nita de X. Como X es compacto, existe � número de

Lebesgue de U , para ese � existe f : X ! Y ��map, es decir, para todo y 2 Y

diam[f�1(y)] < �, lo cual implica f�1(y) � V para algún V 2 U .

Al ser V abierto en X, X � V es cerrado en X. Al ser X compacto, X � V es

compacto, por continuidad, f [X � V ] es compacto y por tanto es cerrado en Y .
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Los conjuntos fyg y f [Y � V ] son cerrados ajenos en Y . Por normalidad, existe Wy

abierto en Y tal que y 2Wy y Wy \ f [X � V ] = ;, así que

f�1[Wy \ f [X � V ]] = f�1[;] = ;

y por tanto f�1[Wy] \ (X � V ) = ;, es decir, f�1[Wy] � V .

Claramente Y =
S
y2Y

Wy, al ser Y compacto, existen y1; : : : ; ym tales que Y =
mS
i=1
Wyi .

Llamamos W = fWyigmi=1, como W es cubierta abierta �nita de Y y dim (Y ) = n, existe

Z cubierta abierta �nita de Y tal que Z �W y ord (Z) = n.

T = ff�1[A] : A 2 Zg es cubierta abierta �nita de X, además, si A 2 Z entonces

A � Wyi para algún i y esto implica que f
�1[A] � f�1[Wyi ] � V para algún V 2 U , por

lo tanto T � U:

Sean f�1[A1]; : : : ; f�1[An+2] 2 T . Tenemos que

n+2\
i=1

f�1[Ai] = f
�1

"
n+2\
i=1

Ai

#
= f�1[;] = ;;

esto implica que ord (T ) � n, en consecuencia dim (X) � n = dim (Y ).

Problema 15.6 Si X es el límite inverso de espacios compactos de dim � n, entonces

dim(X) � n.

Solución. Primero demostraremos que X cerrado.

Sea x 2 Cl(X), existe fxng1n=1 � X tal que l��mn!1 xn = x. Al ser fi � �i+1 y �i
continuas en

Q1
n=1Xn para todo i 2 N tenemos que

l��m
n!1

fi � �i+1(xn) = fi � �i+1(x) y l��m
n!1

�i(xn) = �i(x):

Además fi � �i+1(xn) = �i(xn) para todo i; n 2 N, por lo tanto fi � �i+1(x) = fi(x) para

todo i 2 N. Por de�nición de límite inverso, esto implica que x 2 X y por tanto, X es

cerrado. Además como
Q1
n=1Xn es compacto, X es compacto.
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Ahora veamos que dim(X) � n usando la de�nición de cubiertas. Sea U cubierta

abierta �nita de X. Cada elemento de U se puede ver como unión numerable de abiertos

básicos, al ser X compacto puede ser cubierto por una cantidad �nita de estos abiertos

básicos, llamemos a esa cubierta de básicos V = fV1; : : : Vrg.

Claramente V � U , además podemos suponer que existe t 2 N tal que

Vs = hV s1 ; : : : ; V st i ;

también es claro que fi � �i+1[Vs] = �i[Vs] para todo s = 1; : : : ; r y para todo i 2 N ya que

son subconjuntos del límite inverso. Esto implica que cada Vs lo podemos ver como

Vs = hf1[f2[: : : [ft�1[V st ]] : : :]]; : : : ; ft�2[ft�1[V st ]]; ft�1[V st ]; V st i ;

al ser V cubierta abierta de X se tiene que fV 1t ; : : : ; V rt g es cubierta abierta �nita de �t[X].

Por tanto existe Wt cubierta abierta �nita de �t[X] � Xt tal que Wt � fV 1t ; : : : ; V rt g y

ord(W ) � n ya que dim(Xt) � n.

Si Wt = fW1; : : : ;Wmg, tenemos que

W = fhf1[f2[: : : [ft�1[Wi]] : : :]]; : : : ; ft�1[ft�1[Wi]]; ft�1[Wi];Wiigmi=1

es cubierta abierta �nita de X tal que W � V y como ord(Wt) � n y V � U entonces

ord(W ) � n y W � U . Por lo tanto dim(X) � n.

Problema 15.7 Sea X un espacio compacto, y supongamos que 0 � n < 1. Entonces

dim (X) � n si y sólo si existe " > 0 tal que cualquier cubierta cerrada �nita de X

con mesh < " tiene orden � n.

Solución. Supongamos que para todo " > 0, existe una cubierta cerrada �nita de

X con mesh < " y ord � n� 1.

Sean U cubierta abierta �nita de X y � número de Lebesgue de U .
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Por hipótesis tenemos que existe C = fC1; : : : ; Cmg cubierta cerrada �nita con

mesh < � y ord (C) � n � 1. Si Ci1 ; : : : Cin+1 son n + 1 elementos de C, tenemos que
n+1T
k=1

Cik = ; y existen U1; : : : ; Un+1 2 U tales que Cik � Uk.

Si llamamosB"[Cik ] = fx 2 X : d(x;Cik) < "g a la bola de radio " de Cik sabemos que

existe " > 0 tal que
n+1T
k=1

B"[Cik ] = ;, ya que si para todo " > 0;
n+1T
k=1

B"[Cik ] 6= ;, tendríamos

que existe xn 2
n+1T
k=1

B 1
n
[Cik ]. De esta manera, al serX compacto, tendríamos que la sucesión

fxng1n=1 tendría una subsucesión convergente fxnkg1k=1. Sea x = l��mk!1 xnk . Tenemos que

x 2 B 1
n
[Cik ] para todo n 2 N y para todo k = 1; : : : ; n + 1, esto implicaría que x 2 Cik

para todo k y por lo tanto
n+1T
k=1

Cik 6= ;. pero esto no puede ser, por lo tanto existe " > 0

tal que
n+1T
k=1

B"[Cik ] = ;, podemos suponer sin pérdida de generalidad que B"[Cik ] � Uk.

De esta manera tenemos que fB"[Cik ]gn+1k=1 � U y tiene orden � n� 1, por lo tanto

dim (X) � n� 1.

Sean " > 0 como en la hipótesis y U cubierta abierta �nita de X. Existe � número

de Lebesgue de U , podemos suponer que � < ".

Sea A = fB�(x)gx2X . A es cubierta abierta de X, al ser X compacto existen

x1; : : : ; xm 2 X tales que X =
mS
i=1
B�(xi). Si llamamos Ci = Cl(B�(xi)) tenemos que

C = fCigmi=1 es cubierta cerrada �nita de X con mesh = � < ". Por lo tanto existen

i1; : : : ; in+1 tales que
n+1T
k=1

Cik 6= ;.

Como mesh (C) = �, tenemos que Ci � V para algún V 2 U . Por normalidad existe

Wi abierto en X tal que Ci � Wi � V , luego, W = fWigmi=1 es cubierta abierta �nita de

X y es re�namiento de U . Además

; 6=
n+1\
k=1

Cik �
n+1\
k=1

Wik ;

por lo tanto ord (W ) � n. Esto implica que dim (X) � n.

Problema 15.8 Supongamos que Y es un espacio compacto distinto del vacío sin puntos

aislados y C es el conjuntos de Cantor. Si dim(Y ) � n < 1, entonces existe una
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función f : C ! Y suprayectiva y continua tal que f�1(y) tiene cardinalidad � n+1

para todo y 2 Y .

Solución. Sea S(Y C) = f� 2 Y C : �(C) = Y g.(sabemos que S(Y C) 6= ;). Para

todo k = 1; 2; : : : ; sea

Ck =

�
� 2 S(Y C) : existen y 2 Y y c1; : : : cn+2 2 ��1(y) tales que jci � cj j �

1

k
si i 6= j

�

Demostraremos que Ck es cerrado para todo k.

Sea f 2 Cl(Ck). Existe ffmg1m=1 tal que fm 2 Ck y l��mm!1 fm = f:

Por de�nición, para todom 2 N existen ym 2 Y y cm1 ; : : : ; cmn+2 2 f�1m (ym) tales que��cmi � cmn+2

�� � 1
k si i 6= j. Al ser Y compacto podemos suponer que la sucesión fymg1m=1

es convergente.

Como C es compacto, también podemos suponer que la sucesión fcm1g1m=1 es con-

vergente. La sucesión fcm2g1m=1 tiene una subsucesión convergente fcmj2
g1j=1, además, la

sucesión fcmj1
g1j=1 también es convergente, es decir, podemos suponer que las sucesiones

fcm1g1m=1 y fcm2g1m=1 son convergentes.

Siguiendo con este procedimiento vemos que podemos asumir que las sucesiones

fcmig1m=1 son convergentes para todo i = 1; : : : ; n+ 2.

Sean y = l��mm!1 ym y ci = l��mm!1 cmi para todo i = 1; : : : ; n+ 2. Tenemos que

jf(ci)� yj =
��� l��m
m!1

fm(cmi)� l��m
m!1

ym

��� = l��m
m!1

jfm(cmi)� ymj = 0 para todo i

Por lo tanto ci 2 f�1(y) y

jci � cj j =
��� l��m
m!1

cmi � l��m
m!1

cmj

���
= l��m
m!1

��cmi � cmj

�� � l��m
m!1

1

k
=
1

k
si i 6= j:

Por lo tanto f 2 Ck, y de aquí se sigue que Ck es cerrado en S(Y C).
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Ahora demostraremos que S(Y C)� Ck es denso en S(Y C).

Sean f 2 S(Y C) y " > 0. Sabemos que existe U = fU1; : : : ; Umg cubierta abierta

�nita de Y tal que mesh(U) < " y ord(U) � n. Sea V = fV1; : : : ; Vmg cubierta abierta de

Y tal que Cl(Vi) � Ui para todo i = 1 : : : ;m.

ff�1[Ui]gmi=1 es cubierta abierta �nita de C, si � es el número de Lebesgue de esta

cubierta, existe W = fW1; : : : ;Wtg cubierta abierta �nita de C tal que ord(W ) � 0 y

mesh(W ) < m��n
�
�; 1k

	
.

ord(W ) � 0 implica que los elementos de W son conjuntos abiertos, cerrados y

ajenos, por lo tanto podemos suponer que Wi
�= C para todo i = 1; : : : ; t.

Como los elementos Ui 2 U son diferentes y f es suprayectiva, los elementos f�1[Ui]

también son diferentes, así que para todo i = 1; : : : ;m; existeWi 2W tal queWi � f�1[Ui]

ya que mesh(W ) < � implica que W � ff�1[Ui]gmi=1.

Al suponer que Wi
�= C; por el Teorema 15.3, tenemos que para todo i = 1; : : : ;m

existe gi : Wi ! Cl(Vi) continua y suprayectiva. Sean Wi1 ; : : : ;Wis los elementos de W

que están contenidos en f�1[Ui] y son distintos de Wi.

Como U es cubierta de Y existe x 2 Ui�
S
j 6=i
Uj , claramente x =2

S
j 6=i
Cl(Vj), por ser este

conjunto cerrado, existe r > 0 tal que Br(x)\
S
j 6=i
Cl(Vj) = ;. Por lo tanto Br(x) � Cl(Vi)

ya que fCl(Vj)gmj=1 es cubierta de Y .

Por hipótesis, Y no tiene puntos aislados, por tanto, existen ai1 ; : : : ais 2 Br(x) puntos

distintos y de�nimos gil :Wil ! Cl(Vi) como gil(x) = ail para todo l = 1; : : : ; s.

Finalmente de�nimos g : C ! Y como g(x) = gi(x) si x 2 Wi. g está bien de�nida

ya que los elementos de W son ajenos y es continua ya que cada una de las funciones gi es

continua en cada Wi cerrado, además es suprayectiva ya que para todo i = 1; : : : ;m gi es

suprayectiva, por lo tanto g 2 S(Y C).
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Supongamos que g 2 Ck: Sean y 2 Y y c1; : : : ; cn+2 2 g�1(y) como en la de�nición

de Ck. Si jci � cj j � 1
k si i 6= j entonces ci 2 Wei para todo i y Wei \Wej si i 6= j ya que

mesh(W ) < 1
k . Por de�nición tenemos que gei va de Wei en Cl(Vai) para algún ai.

Si los Vai fueran diferentes, tendríamos que y = g(ci) = gei(ci) 2 Cl(Vai) � Uai para

todo i = 1; : : : ; n+2, por lo tanto
n+2T
i=1

Uai 6= ;, contradiciendo el hecho de que ord(U) � n.

El otro caso es que existen Wei y Wej tales que

gei :Wei ! Cl(Vs) y gej :Wei ! Cl(Vs);

en este caso alguna de estas funciones es constante. Si las dos son contantes, por como

de�nimos las constantes tendríamos que g(ci) 6= g(cj), una contradicción. Si solo una es

constante, por ejemplo gei , tomamos otro elemento ch, si geh va de Weh en Cl(Vs) entonces

gei y geh serían funciones constantes con constantes diferentes, por lo tanto g(ci) 6= g(ch),

también llegaríamos a una contradicción. Si gehWeh ! Cl(Vp) con p 6= s tenemos que

por de�nición g(ci) 2 Cl(Vs) �
S
t6=s
Cl(Vt), en particular, g(ci) =2 Cl(Vp); por lo tanto

g(ci) 6= g(ch). Esta contradicción nos dice que g =2 Ck.

Veamos que S(Y C)� Ck es denso en S(Y C): Sea x 2 C, tenemos que x 2 Wi para

algún i. Como gi :Wi ! Cl(Vj) para algún j, por como de�nimos la función, tenemos que

x 2 f�1[Uj ], así que

g(x) = gi(x) 2 Cl(Vj) � Uj y f(x) 2 Uj :

mesh(U) < " implica que diam(Uj) < ". Por lo tanto dY (f(x); g(x)) < " para todo x 2 C.

de donde se sigue que d(f; g) < ". Por lo tanto S(Y C)� Ck es denso en S(Y C) para todo

k 2 N.

Tenemos que
1T
k=1

(S(Y C)) � Ck) = S(Y C) �
1T
k=1

Ck es denso en S(Y C) ya que es

intersección numerable de abiertos densos en S(Y C). Sea f 2 S(Y C)�
1T
k=1

Ck y supongamos

que existe y 2 Y tal que la cardinalidad de f�1(y) es � n+ 2.
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Sean c1; : : : ; cn+2 2 f�1(y) puntos diferentes y " = m��nfjci � cj jgj 6=i. Como " > 0

existe k 2 N tal que 0 < 1
k � ". Esto implica que jci � cj j �

1
k si i 6= j, pero esto contradice

el hecho de que f =2 Ck.

Por lo tanto tenemos que f : C � Y es continua y para todo y 2 Y , f�1(y) tiene

cardinalidad � n+ 1.
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XVI. Caracterización de dimensión con valores estables de funciones en

n-celdas

Damos una caracterizacion de dimensión en términos de funciones continuas: un

espacio X tiene dimensión � n si y sólo si existe una función f : X ! In con un valor

estable. Este resultado es muy importante para los resultados de los siguientes capítulos.

16.1 Preliminares

De�nición Un valor estable de una función f : X ! Y es un punto p 2 f [X] para el cual

existe " > 0 tal que y esta en la imagen de todas las funciones g : X ! Y tales que

d(f; g) < ".

El siguinete Teorema se demuestra en [1, p. 85-89].

Teorema 16.1 dim(X) � n si y solo si existe una función de X en In con un valor estable.

El Teorema 16.2 se demuestra en [1, p. 89 y 90].

Teorema 16.2 dim(X) � n� 1 si y solo si para cualesquiera n pares (Ci; C�
0
i) de subcon-

juntos cerrados ajenos no vacíos de X existen n subconjuntos cerrados B1; : : : ; Bn

de X tales que Bi separa a Ci y C
0
i en X para todo i y

nT
i=1
Bi = ;.

Lema 16.3 Sean f : X ! Y y g : Y ! Z funciones continuas y q 2 Z. Si q es valor

estable de g � f y f es suprayectiva entonces q es valor estable de g.

Demostración. Por hipótesis existe " > 0 tal que para toda h : X ! Z tal que

d(g � f; h) < ", se tiene que q 2 h[X].

Sea j : Y ! Z tal que d(g; j) < ". Esto implica que d(g�f; j�f) < " y en consecuencia,

q 2 j � f [X] = j[f [X]]. Al ser f suprayectiva tenemos que f [X] = Y , lo cual implica que

q 2 j[Y ]. Por lo tanto q es valor estable de g.
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16.2 Problemas

Problema 16.8 Los siguientes puntos q no son valores estables de cualquier función f

de�nida en cualquier conjunto X al conjunto Y que se indica suponiendo que q está

en la imagen de f :

(a) Y = Z � In, donde Z es cualquier espacio y q 2 Z � FrRn(In);

(b) Y = I1 y q 2 Y ;

(c) Y es el espacio del problema 1.14 y q = (0; y), donde �1 � y � 1;

(d) Y es cualquier espacio de dimensión cero y q es cualquier punto de acumulación

de Y .

Solución. Sean " > 0, y f : X ! Y . Veamos cada uno de los casos.

(a) Sea c un real positivo tal que c < 1 y 1� c < "p
n
.

Tenemos que f(x) = (h(x); f1(x); : : : ; fn(x)) donde h(x) 2 Z y jfi(x)j � 1 para todo

i, esto implica que jcfi(x)j < 1 para todo i. Por lo tanto la función g de�nida en X como

g(x) = (h(x); cf1(x); : : : ; cfn(x)) tiene valores en Y y es claro que no toma valores de

Z � FrRn(In) por lo tanto q =2 g[X]. Ahora veamos que g es "�cercana a f .

Sea x 2 X. Notemos que kf(x)� g(x)k = (1� c)
qPn

i=1 f
2
i (x) <

"p
n

p
n = ", así que

podemos concluir que d(f; g) < " y q no es valor estable de f .

(b) Tenemos que f(x) = (fn(x))
1
n=1 donde jfn(x)j � 1

n para todo n 2 N. Además

existe N 2 N tal que
P1
n=N

4
n2
< "2.

Tomamos puntos rn 2 [� 1
n ;

1
n ] tales que rn 6= qn para todo n � N y de�nimos

g : X ! Y como

g(x) = (f1(x); : : : ; fN�1(x); rN ; rN+1; : : :)

Como rn 6= qn para todo n � N es claro que q =2 g[X], además

d(f; g) =

vuut 1X
n=N

(fn(x)� rn)2 <

vuut 1X
n=N

4

n2
< ":

Por lo tanto q no es valor estable de f .
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(c) Sea r 2 R tal que 0 < r < " y h : Y ! Y de�nida por

h(x; y) =

8<: (x; y) si r � x

(r; y) si x � r
:

Demostraremos que h�f es la función que buscamos.:h esta bien de�nida ya que en ambos

casos h(r; y) = (r; y). También es continua ya que lo es en ambos pedazos.

Ahora demostraremos que d(h; id) < ". Sea (x; y) 2 Y .

Si r � x entonces

kh(x; y)� id(x; y)k = k(x; y)� (x; y)k = 0 < ":

Si x � r entonces

kh(x; y)� id(x; y)k = k(r; y)� (x; y)k = jr � xj < "

ya que 0 � x � r < ". Por lo tanto d(h; id) < ". Esto implica que

d(h � f; id � f) = d(h � f; f) < ":

Además, por como está de�nida h es claro que la primera coordenada de h(x; y) es mayor

o igual a r y 0 < r. Por lo tanto q =2 h[Y ] y en consecuencia q =2 h � f [X]. Por lo tanto q

no es valor estable de f .

(d) dim (Y ) = 0 implica que existe V abierto y cerrado de q tal que diam (V ) < ".

Al ser este punto de acumulación de Y , existe p 2 V tal que p 6= q.

f�1[V ] y f�1[Y �V ] son abiertos y cerrados de X, además, f�1[V ]\f�1[Y �V ] = ;

y f�1[V ] [ f�1[Y � V ] = X. De�nimos g : X ! Y , como

g(x) =

8<: f(x) si x 2 f�1[Y � V ]

p si x 2 f�1[V ]

g es continua en X ya que es continua en los dos conjuntos y estos son abiertos y ajenos:
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Si x 2 f�1[Y �V ], entonces d(f(x); g(x)) = d(f(x); f(x)) = 0. Si x 2 f�1[V ] entonces

f(x) 2 V y

d(f(x); g(x)) = d((f(x); p) � diaV ) < ":

Por lo tanto d(f; g) < ".

Es claro también que q =2 g[X] ya que q =2 Y � V . Por lo tanto q no es valor estable

de f .

Problema 16.9 Los siguientes puntos son valores estables de la función f :

(a) f : I� I es cualquier función suprayectiva y q 2 (0; 1);

(b) f : I� S1, donde f(t) = (cos(2�t); sin(2�t)) para todo t 2 I, y q 2 S1�f(1; 0)g;

(c) f : I� S1, donde f(t) = (cos(3�t); sin(3�t)) para todo t 2 I, y q 2 S1;

(d) f : S1 � S1, donde f(z) = z2 para todo z 2 S1, y q 2 S1;

(e) f : S1 � S1 es cualquier homeomor�smo y q 2 S1.

Solución. (a)Sea " = m��nfq; 1� qg y g : I! I tal que d(f; g) < ".

Existen x; y 2 [0; 1] tales que f(x) = 0 y f(y) = 1, por lo tanto

g(x) < " � q � 1� " < g(y):

Por conexidad de I y continuidad de g, tenemos que q 2 g[X]. Por lo tanto q es valor

estable de f .

(b) Supongamos q = (�1; 0). Sean " > 0 tal que 0 < " < 1 y g : [0; 1]! S1 tal que

d(f; g) < ". g es de la forma g(t) = (g1(t); g2(t)) donde (g1(t))2 + (g2(t))2 = 1.

Tenemos que

�1 � g2
�
3

4

�
< �1 + " < 0 < 1� " < g2

�
1

4

�
� 1

Por lo tanto existe t0 2
�
1
4 ;
3
4

�
tal que g2(t0) = 0, de donde se sigue que g1(t0) = �1. Pero

para todo t 2
�
1
4 ;
3
4

�
se tiene que �1 � cos(2�t) � 0, por lo tanto g1(t) < " < 1. Esto

implica que g1(t0) = �1, por lo tanto g(t0) = (�1; 0) = q.
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Supongamos (1; 0) 6= q 6= (�1; 0), es decir q = (q1; q2) con q1 6= �1 y q2 6= 0.

Supongamos q1; q2 > 0. Sean 0 < " < m��nfq1; q2; 1 � q2g y g : [0; 1] ! S1 tal que

d(f; g) < ". Tenemos que

g2(0) < " < q2 < 1� " < g2
�
1

4

�
� 1:

Por lo tanto existe t0 2
�
0; 14
�
tal que g2(t0) = q2.

De lo anterior concluir que g(t0) = (�q1; q2), pero para todo t 2
�
0; 14
�
se tiene que

�q1 < �" < g1(t) � 1. Por lo tanto g1(t0) 6= �q1 y g(t0) = (q1; q2).

El resto de los casos se hace manera análoga, así que podemos concluir que q es valor

estable de f:

(c) Tenemos que f j[0; 2
3
] :
�
0; 23
�
! S1, es parecida a la función del inciso (b), por lo

tanto podemos concluir que todos los puntos de S1 � f(1; 0)g son valores estables de f .

Solo falta probar que (1; 0) es valor estable de f :

Sean 0 < " < 1 y g : [0; 1]! S1 tal que d(f; g) < ". Tenemos que g(t) = (g1(t); g2(t))

y

�1 � g1
�
1

3

�
< �1 + " < 0 < 1� " < g1(0) � 1

Por lo tanto existe t0 2
�
0; 13
�
tal que g1(t0) = 0, de donde se sigue que g(t0) = (0;�1),

además, para todo t 2
�
0; 13
�
0 � sin(3�t) � 1, por lo tanto �1 < �" < g2(t) < 1, por lo

tanto g(t0) = (0; 1) = q. Por lo tanto q es valor estable de f .

(d) Sea g : I � S1 de�nida por g(t) = (cos(2�t); sin(2�t)). Demostraremos que q es

valor estable de f � g(t) = (cos(4�t); sin(4�t)):

Supongamos que q = (q1; q2) es tal que �1 < q1 < 1 y q2 > 0. Sean " > 0 y

h = (h1; h2) : I! S1 tales que " < m��nfq2; 1� q1; q1 + 1g y d(f � g; h) < ":

Notemos que para todo t 2 I, d(cos(4�t); h1(t)) < ", en particular,

d(1; h1(0)) = j1� h1(0)j = 1� h1(0) < " < 1� q1
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y

d

�
�1; h1

�
1

4

��
=

�����1� h1�14
����� = h1�14

�
+ 1 < " < q1 + 1:

Así que

h1

�
1

4

�
< q1 < h1(0):

Por conexidad de
�
0; 14
�
y continuidad de h1, existe t0 2

�
0; 14
�
tal que h1(t0) = q1. De

manera que h(t0) = (q1; q2) ó h(t0) = (q1;�q2) ya que q 2 S1.

Para todo t 2
�
0; 14
�
; sin(4�t) 2 I: Así que 0 < sin(4�t) y en consecuencia

�h2(t) < sin(4�t)� h2(t) < " < q2:

Por lo tanto �q2 < h2(t) para todo t 2
�
0; 14
�
; lo cual implica que h(t0) = (q1; q2) = q.

De manera análoga para el resto de los casos podemos demostrar que q 2 h[I] para

todo q 2 S1, es decir, q es valor estable de f � g.

Usando el Lema 16.3 tenemos que todos los puntos de S1 son valores estables de f .

(e) Resolveremos el caso en el que q = (q1; q2) es tal que �1 < q1 < 1 y 0 < q2. El

resto se resuelve de manera análoga.

Sea C =
�
(x; y) 2 S1 : �1 � x � 1 y 0 � y � 1

	
El conjunto C es conexo, al ser f un

homeomor�smo f�1[C] también es conexo:Además existen a; b 2 S1 tales que f(a) = (1; 0)

y f(b) = (�1; 0). Es claro que a; b 2 f�1[C].

Sean " > 0 y h = (h1; h2) : S1 ! S1 tales que " < m��nfq2; 1�q1; q1+1g y d(f; h) < ":

Notemos que

kf(a)� h(a)k = k(1; 0)� h(a)k < " < 1�q1 y kf(b)� h(b)k = k(�1; 0)� h(b)k < " < q1+1:

Así que

j1� h1(a)j = 1� h1(a) < 1� q1 y j�1� h1(b)j = h1(b) + 1 < q1 + 1:
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En consecuencia

h1(b) < q1 < h1(a):

Por continuidad de h1 y conexidad de f�1[C], existe x 2 f�1[C] tal que h1(x) = q1, Esto

implica que h(x) = (q1; q2) ó h(x) = (q1;�q2).

Para todo y 2 h�1[C], f2(y) > 0. De manera que

�h2(y) < f2(y)� h2(y) < " < q2:

Luego �q2 < h2(y), en particular, �q2 < h2(x) y por tanto h(x) = (q1; q2).

De esta manera hemos probado que q es valor estable de f .

Problema 16.10 Sean X y Y espacios tal que Y es compacto, h : Y � Y un homeomor-

�smo y q 2 Y . Si q no es valor estable de todas las funciones f : X ! Y tales que

q 2 f [X], entonces h(q) no es valor estable de todas las funciones g : X ! Y tales

que h(q) 2 g[X].

Solución. Al ser Y compacto, h es uniformemente continua, por lo tanto, para todo

x; y 2 Y existe � > 0 tal que si d(x; y) < � entonces d(h(x); h(y)) < ".

Sea g : X ! Y tal que h(q) 2 g[X].

La función h�1 � g va de X en Y y claramente q 2 h�1 � g[X]. Por hipótesis existe

f : X ! Y tal que d(h�1 � g; f) < � y q =2 f [X]. En consecuencia d(g; h � f) < " y como

q =2 f [X] y h es biyectiva, tenemos que h(q) =2 h � f [X].

Problema 16.11 Sean X y Y espacios tal que Y es compacto y todo punto de toda

función de X en Y no es valor estable. Si Z �= Y , entonces todo valor de toda función

de X en Z no es valor estable.

Solución. Sean " > 0, f : X ! Z y q 2 f [X]. Por hipótesis existe h : Y ! Z

continua y biyectiva, por lo tanto h�1 � f va de X en Y y h�1(q) 2 h�1 � f [X]. También

sabemos que existe g : X ! Y tal que d(h�1 � f; g) < � y h�1(q) =2 g[X], donde � es como

en el problema anterior. Por lo tanto d(f; g � h) < " y q =2 g � h[X]. Por lo tanto q no es

valor estable de f .
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Problema 16.12 Sean X y Y espacios tales que Y es compacto, y sea h : Y ! Z un

homeomor�smo. Si q no es valor estable de f : X ! Y , entonces h(q) no es valor

estable de h � f : X ! Z.

Solución. Es inmediato del problema anterior.

Problema 16.13 La propiedad "todo valor de toda función de X en Y no es estable"no

es invariante topológico de Y cuando Y no es compacto. Sea C el conjunto de Cantor

y Y un subconjunto de R2 dado por:

Y = ([C � f0g]� [�1; 1]) [ f(0; 0)g:

Todo punto de Y no es valor estable de ninguna función de Y en Y , pero existe Z � R2

tal que Y y Z son homeomorfos y existe f : Y ! Z con un valor estable.

Solución. Sean g : Y ! Y , " > 0 y z = (a; b) 2 Y . Por de�nición de Y , a 2 C.

Sabemos que C es un conjunto totalmente disconexo, esto implica que existe s > 0 tal que

Bs(a) es cerrado ( y abierto) en C y s < "
2 ( ver Figura 12). También sabemos que C es

perfecto, luego, existe r 2 C tal que ja� rj < s. De�nimos h : Y ! Y ( ver Figura 13),

como:

h(x; y) =

8<: (x; y) si jx� aj � s

(r; y) si jx� aj < s

0.5 1.0

1

0

1

...... ...... ...... ......
z
a r

asa+s

Figura 12

0.5 1.0

1

0

1

x

y
...... ... ...... ......

h(z)

r

b

Figura 13
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Por construcción, ningún punto en la imagen de h tiene a q1 como primera coorde-

nada, por lo tanto q =2 h[Y ]. Además h es continua en ambas partes donde se de�nió y por

como se tomo s, esas partes también son cerradas y ajenas. Así que h es continua.

Si (x; y) 2 Y , entonces por de�nición de h tenemos que

d((x; y); h(x; y)) =

8<: 0

jx� rj
;

así que

d((x; y); h(x; y)) � jx� q1j+ jq1 � rj < s+ s <
"

2
+
"

2
= ";

es decir, d(id; h) < " y esto implica que d(g; h � g) < ". Por lo tanto q no es valor estable

de g.

Para la segunda parte del problema de�nimos f : Y ! R2 ( ver Figura 14) como

f(x; y) =

8<: (0; 0) si (x; y) = (0; 0)

(x; yx) si (x; y) 6= (0; 0)

0.5 1.0

1

0

1

x

y
...... ...... ...... ......

Y

Figura 14

0.5 1.0

20

0

20

x

y

...... ...... ...... ......

f[Y]

Si Z = f [Y ]; entonces f : Y ! Z es un homeomor�smo. Demostremos que (0; 0)

es valor estable de f . Supongamos que no es valor estable. Por de�nición existen " > 0 y

g : Y ! Z tales que d(f; g) < " y (0; 0) =2 g[Y ].
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De esta manera tenemos que si g(0; 0) = (x; y) entonces x > 0. Además, por con-

tinuidad y conexidad, las rectas cercanas a (0; 0) en Y bajo g van a dar a rectas cercanas

a g(0; 0) en Y .

Esto implica que si 0 < r < x, existe � > 0 tal que si (w; z) 2 Y es tal que w < �,

entonces g(w; y) 2 B = f(a; b) 2 Z tales que ja� xj < rg.

Claramente B es acotado, luego, existe M > 0 tal que kzk �M para todo z 2 B.

Sea w 2 C tal que 0 < w < � y
(w; 1w ) > M + ". Tenemos que g(w; 1) 2 B, por lo

tanto

kf(w; 1)� g(w; 1)k =
�w; 1w

�
� g(x; 1)

 � �����w; 1w
�
� kg(w; 1)k

����
=

�w; 1w
�� kg(w; 1)k > M + "�M = "

Pero esto no puede ser (ya que d(f; g) < "). Por lo tanto g(0; 0) = (0; 0), de donde se sigue

que (0; 0) es valor estable de f .

Problema 16.14 Sea X un continuo no degenerado. Para todo n � 2, existe una función

suprayectiva de X en In tal que ningún valor es estable.

Solución. Sean q 2 In y " > 0.

Como X es un continuo no degenerado tenemos que dim(X) � 1. Por tanto existen

C1 y C2 cerrados ajenos no vacíos de X. De�nimos f en X como f(x) = d(x;C1)
d(x;C1)+d(x;C2)

.

La función f está bien de�nida ya que C1 y C2 son cerrados y ajenos, es continua al

ser suma y composición de funciones continuas, y f [X] � I.

Notemos que si x 2 C1 f(x) = 0 y si x 2 C2 f(x) = 1. Por conexidad de X y

continuidad de f , tenemos que f [X] = I, es decir, f es suprayectiva.

Sabemos que existe g : I! In continua y suprayectiva, esto implica que g�f : X ! In

es suprayectiva.

Como dim(I) =1 � n� 1, por el Teorema 16.1, existe h : I! In tal que d(h; g) < "

y q =2 h[I].
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De aquí se sigue que d(h�f; g �f) < " y q =2 h�f [I], por lo tanto q no es valor estable

de g � f .
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XVII. Caracterización de dimensión con valores estables de funciones

en n-esferas

Damos una caracterización de dimensión én términos de funciones similar a la del

capítulo anterior: un espacio X tiene dim � n si y sólo si existe f : X ! Sn con un valor

estable.

17.1 Preliminares

El siguiente Teorema se demuestra en [1, p. 93-95].

Teorema 17.1 Sea f : X ! In y q 2 f [X]. q no es valor estable de f si y solo si para

toda vecindad abierta U de q en In, existe una función g : X ! In que cumple los

siguientes tres enunciados:

(1) g(x) = f(x) si f(x) =2 U ;

(2) g(x) 2 U si f(x) 2 U ;

(3) q =2 g[X].

Los Teorema 17.1 y 17.2 se demuestran en [1, p. 95-97].

Teorema 17.2 Supongamos que dim(X) � n � 1 y que Y contiene un n � celda Jn.

Entonces, toda función f : X ! Y , no tiene valores estables en IntY (Jn).

Teorema 17.3 dim(X) � n si y solo si existe un función de X en Sn con un valor estable.

17.2 Problemas

Problema 17.4 Sean f : X ! Y y q 2 Y . Supongamos que N es una vecindad compacta

de q en Y tal que N es retracto de vecindad en Y . Si q no es valor estable de f ,

entonces q no es valor estable de f jf�1(N) : f�1(N)! N .

Solución. Sean " > 0 y V abierto de Y tal que N � V y r : V ! N una retracción.

Por continuidad de r, para todo x 2 N existe �x > 0 tal que si d(x; y) < �x entonces

d(r(x); r(y)) < "
2 .
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Claramente N �
S
x2N

B �x
2
(x), por compacidad de N existen x1; : : : ; xn 2 N tales que

N �
nS
i=1
B �xi

2

(xi) = U � V .

r�1(q) es un subconjunto cerrado de V y q 2 r�1(q). Además q es punto aislado de

r�1(q) ya que N es vecindad de q y N \ r�1(q) = fqg. Por lo tanto r�1(q)�fqg es cerrado

en V , y al ser N compacto existe a = d(N; r�1(q)) > 0.

Sean � = m��n
n
�xi
2

on
i=1
, t > 0 tal que Bt(N) � U , t < m��nf�; ag y g : X ! Y tal que

d(f; g) < t y q =2 g[X].

Como d(f jf�1[N ]; gjf�1[N ]) < t entonces g[f�1[N ]] � Bt(N) � V . Lo cual implica que

r � gjf�1[N ] va de f�1[N ] en N .

Si x 2 f�1[N ], g(x) 2 U . Por tanto existe i tal que g(x) 2 B �xi
2

(xi), así que

d(r(g(x)); r(xi)) <
"
2 y como d(f(x); g(x)) < � � �xi

2 tenemos que d(f(x); xi) < �xi .

Así pues,

d(r(g(x)); r(f(x))) = d(r(g(x)); f(x)) < ";

en consecuencia d(f jf�1[N ]; r � gjf�1[N ]) < ".

Claramente q =2 g[f�1[N ]], y como g[f�1[N ]] � Ba(N) entonces q =2 r � g[f�1[N ]].

Por lo tanto q no es valor estable de f jf�1[N ].

Problema 17.5 Sea Mn una n�super�cie. Entonces dim(X) � n si y solo si existe una

función de X en Mn con un valor estable.

Solución. Supongamos que toda función de X en Mn no tiene valores estables.

Como Mn contiene una n � celda, por el Teorema 17.2, dim(X) � n � 1, lo cual implica

la ida del enunciado.

Ahora supongamos que dim(X) � n: Por el Teorema 17.2, esto implica que existen

f : X ! In q 2 IntRn(In) y r > 0 tal que si d(f; g) < r entonces q esta en la imagen de g,

es decir, q es valor estable de f .
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Podemos suponer que Br(f [X]) � IntRn(I
n) ya que si c es una constante positiva

tal que 0 < 1 � c < 1 y 1 � c < r, entonces d(f; cf) < 1 � c < r y jcfi(x)j � c < 1. En

consecuencia cf es una función de X en In y cf 2 Br(f).

Esto implica que existe "1 tal que B"1(cf) � Br(f), es decir, toda las funciones de

X en In que disten menos que "1 de cf tienen a q en su imagen.

Si suponemos además que "1 < 1 � c tenemos que B"1(cf) � IntRn(I
n) ya que

cf [X] � [�c; c]ni=1, por lo tanto podemos suponer que la función con valor estable cumple

que Br(f [X]) � IntRn(In).

Sea V � Mn tal que V �= In, sea h : In ! V el homeomor�smo. Demostremos que

h � f : X !Mn tiene un valor estable.

Tenemos que h � f : X ! V �Mn, h(q) 2 h � f [X] y f [X] � [�c; c]ni=1. Por lo tanto

h � f [X] � h[[�c; c]ni=1].

Además, si A = [�c; c]ni=1 y B = FrRn(I
n) claramente A \ B = ;. Lo cual implica,

al ser h un homoeomor�smo, que h[A] \ h[B] = ;, y al ser estos compactos tenemos que

a = d(h[A]:h[B]) > 0. Como h � f [X] � h[A] tenemos que Ba(h � f) � V:

h�1 es uniformemente continua, por lo tanto existe " > 0 tal que si x; y 2 V y

d(x; y) < " entonces d(h�1(x); h�1(x)) < r. Podemos suponer que " < a.

Sea z : X ! Mn tal que d(h � f; z) < ", por lo anterior tenemos que z[X] � V y

d(f; h�1�z) < r, por tanto q 2 h�1�z[X], y en consecuencia h(q) 2 z[X]. De aquí podemos

concluir que h(q) es valor estable de h � f .

Problema 17.6 Si X es un continuo no degenerado. Entonces, para todo n � 2, existe

una función suprayectiva de X en Sn sin valores estables.

Solución. Sean " > 0 y f : I! In+1 continua y suprayectiva. Como dim(I) =1<n+

1, entonces f no tiene valores estables.

Sabemos que IntRn(In) es vecindad de
�!
0 . Por el Teorema 17.1, existe g : I! In+1

tal que
�!
0 =2 g[I] y f(x) = g(x) si f(x) 2 FrRn(In+1). Por lo tanto FrRn(In+1) � g[I].
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Como
�!
0 =2 g[I] tenemos que g[I] es retracto de FrRn(In+1), es decir, existe

r : g[I]!FrRn(In+1) tal que rjFrRn (In+1) = id:

Notemos que la función r � g : I!FrRn(In+1) es suprayectiva, por el Teorema 17.2,

dim(FrRn(I
n)) � 2 ya que no tiene valores estables.

Al ser X un continuo no degenerado podemos contruir una función h : X ! I

suprayecitva como la del Problema 16.14. Por lo tanto r � g � h : X ! FrRn(I
n+1) es

suprayecitva y sin valores estables. Como FrRn(In+1)
z�= Sn, por el Problema 16.11, tenemos

que z � r � g � h : X ! Sn es suprayectiva y sin valores estables.

Problema 17.8 Sea Y una �gura con forma de 8; es decir, Y es la unión de dos círculos

tangentes en un punto. ¿Toda función suprayectiva de un continuo en Y tiene un

valor estable?.

Solución. Sean X un continuo f : X ! Y suprayectiva, t 2 Y el punto de tangencia

de los círculos y x; y 2 Y tales que están en círculos diferentes y son distintos de t.

Sea " > 0 tal que Be(x) y Be(y) están contenidos en los respectivos círculos de x y

y y g : X ! Y tal que d(f; g) < ". Supongamos que t =2 g[X].

Al ser f suprayectiva existen a y b en X tales que f(a) = x y f(b) = y. Como

d(f; g) < ", g(a) 2 B"(x) y g(b) 2 B"(y) y por tanto g(a) y g(b) están en diferentes

círculos. Esto y el hecho de que t =2 g[X] implica que g[X] es disconexo, contradiciendo el

hecho de que X es conexo. Por lo tanto t 2 g[X] y en consecuencia t es valor estable de f .
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XVIII. Caracterización de dimensión extendiendo funciones a esferas

Un espacio X tiene dim � n si y sólo si Sn es un extensor para X, es decir, Sn es

un extensor absoluto para la clase de los espacios de dim � n. Esta caracterización nos da

otra en términos de funciones de Alexandro¤-Hopf.

18.1 Preliminares

De�nición : Un espacio Y se llama extensor para un espacio X si para todo subconjunto

cerrado C de X y toda función f : C ! Y existe una función F : X ! Y tal que

F jC = f . Un espacio que es un extensor para todo espacio se llama extensor absoluto.

De�nición : Una función f : X ! Y se llama función de Alexandro¤-Hopf (o función

AH) si f jf�1[�] no se puede extender a una función de X en �, donde � = FrRn(In).

Los Teoremas 18.1, 18.2 y 18.3 se demuestran en [1, p. 99-102].

Teorema 18.1 : In; I1 y Rn son extensores absolutos.

Teorema 18.2 : dim(X) � n si y solo si Sn es un extensor para X.

Teorema 18.3 : Para n � 1; dim(X) � n si y solo si existe una función AH de X en In:

18.2 Problemas

Problema 18.8 : Si dim(X) = n; entonces cualquier n� esfera en X es retracto de X.

Solución. Sea A una n � esfera de X. Por de�nición, existe un homeomor�smo

h : A ! Sn. Como A es cerrado en X y dim(X) = n; por el Teorema 18.2, existe

H : X ! Sntal que HjA = h:

Notemos que r = h�1 �H va de X en A y que

rjA = (h�1 �H)jA = h�1 �HjA = h�1 � h = idA:

Esto implica que A es retracto de X.

Problema 18.9 : Si f : X ! In es una función AH, entonces f [X] = In.
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Solución. Supongamos que existe p 2 In � f [X]:

Si p 2 IntRn(In) entonces � es retracto de In � fpg. Si p 2 �, �� fpg es retracto

de In � fpg.

En cualquier caso podemos concluir que existe r : In � fpg ! � tal que rj� = idj�.

Ahora bien, r � f va de X en � y para todo x 2 f�1[�] se tiene que r(f(x)) = f(x), es

decir, (r � f)jf�1[�] = f .

Esto implica que f jf�1[�] se puede extender a X contradiciendo el hecho de que f es

AH. Por lo tanto f [X] = In.

Problema 18.10 : Si f : X ! In es una función AH, entonces todo punto en In�Fr(In)

es valor estable de f .

Solución. Sea p 2 In � Fr(In) y supongamos que p no es valor estable de f .

Sabemos que existe � > 0 tal que B�(x) \ Fr(In) = ;. Por el teorema 17.1, existe

g : X ! In, tal que g(x) = f(x) si f(x) =2 B�(x), g[f�1[B�(x)]] � B�(x) y p =2 g[X].

Además, � es retracto de In�fpg, en consecuencia existe una retracción r : In�fpg ! �.

Tenemos que r � g va de X en � y si x 2 f�1[�], r(g(x)) = r(f(x)) = f(x) ya que

gjf�1[�] = f jf�1[�]. Esto contradice el hecho de f es una función AH. Por lo tanto p es

valor estable de f .

Problema 18.11 : El regreso del Problema 18.10 no es cierto en general para funciones

sobre In incluso si n = 1.

Solución. De�nimos f : [0; 2]� f1g ! [0; 1] como

f(x) =

8<: x si x < 1

x� 1 si x > 1
:

Claramente f es suprayectiva, además f�1[f0; 1g] = f0; 2g.
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También de�nimos g : [0; 2]� f1g ! f0; 1g como

g(x) =

8<: 0 si x < 1

1 si x > 1
;

g es continua y es una extensión de f jf0;2g, es decir, f no es función AH. Ahora veamos

que todos sus puntos son valor estables

Sean q 2 (0; 1), 0 < " y h : [0; 2] � f1g ! [0; 1] tales que " < m��nfq; 1 � qg y

d(f; h) < "
2 .

Si y 2 (1� "
2 ; 1), entonces h(y) 2 (1� "; 1). Observemos que

0 = f(0) � h(0) < " < q < 1� " < h(y) < 1:

Como h esta de�nida en el intervalo [0; y]; por continuidad existe t 2 (0; y), tal que h(t) = q.

De lo anterior podemos concluir que q es valor estable de f .

Problema 18.12 : La función f descrita a continuación muestra que el regreso del prob-

lema 18.10 es falso incluso para funciones suprayectivas de I2 en I2.

Sea X la 2-celda mostrada en la Figura 14; espaci�camente, X = X1 [ X2 [ X3,

donde

X1 = [�7;�
11

2
]� [�1; 1]; X2 = [�

11

2
;�9
2
]� [�1

2
;
1

2
]; X3 = [�

9

2
;�3]� [�1; 1]
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Figura 15

Sea I2 = [�1; 1]� [�1; 1]; y de�nimos f : X ! I2 de la siguiente manera: f traslada X1 y

X3 a la deracha 6 y 4 unidades respectivamente; f rota X2 en R3 180 grados sobre la línea

x = �5 y traslada X2 a la deracha cinco unidades.

Todo punto de I2 � FrR2(I2) es valor estable, pero f no es una función AH.

Solución. Sea p 2 I2 � FrR2(I2), como se ve en la Figura 15. Es claro que p está

en el interior de f [Xi] para algún i = 1; 2; 3:

Figura 16

Supongamos que p es no valor estable. Sea " > 0, por el Teorema 17.1, existe g de X

en I2 tal que f(x) = g(x) si f(x) =2 B"(p) y p =2 g[X]. Podemos suponer que B"(p) � f [Xi].

De esta manera podemos concluir que p no es valor estable de f jXi usando también

el Teorema 17.1. Ahora veamos que f no es AH:

La función id : Xi ! Xi tiene a todos los puntos de Int(Xi) como valores estables,

podemos hacer algo similar a lo que hicimos en el Problema 9.20 para demostrarlo. Además

Xi
h�= f [Xi]
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Si p no es valor estable de f jXi , por el Problema 16.12, h�1(p) no es valor estable de

h�1 � f jXi = idXi . Pero esto no puede ser ya que h�1(p) esta en el interior de Xi. Así pues,

p es valor estable de f .

Ahora veamos que f jf�1[�] se puede extender a X:

Tomamos un punto p como en la Figura 16. y para todo x 2 X nos �jamos en el punto

px del conjunto B = [�7;�3]�f�1; 1g[ f�7;�3g� [�1; 1] tal que esta en el segmento de

recta que sale de p y pasa por x

Figura 17

De�nimos h : X ! B como h(x) = px.

Claramente h es continua, y si de�nimos una función g de B a � tal que g le hace a

[�7;�11
2 ]�f�1; 1g[f�7g� [�1; 1] y [�

9
2 ;�3]�f�1; 1g[f�3g� [�1; 1] lo mismo que f le

hacía a X1 y X3 respectivamente y lo que le hacía a X2 ahora se lo hace a [�11
2 ;�

9
2 ]�f�1g,

entonces tenemos que g va de B en �.

Por lo tanto r = g � h va de X en � y rjf�1[�] = f , es decir, f no es función AH.

Problema 18.13 : El producto cartesiano de dos funciones AH no necesariamente es una

función AH.

Demostración. Sean f : I� f0g ! I dada por f(x; y) = y e id : I! I.

f jf�1[f0;1g] no se puede extender a I� f0g ya que este es conexo y f0; 1g no lo es,

por la misma razón idjf0;1g no se puede extender a I.
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Claramente g = f � id va de (I� f0g)� I en I2 y esta dada por g(x; y; z) = (y; z).

Notemos que g�1[FrR2(I
2)] = ((I� f0g)�f0g)[((I� f0g)�f1g)[([0; 1]�f1g�[0; 1]),

luego g�1[FrR2(I
2)] es retracto de (I� f0g)� I, por lo tanto gjf�1[�] se puede extender a

(I� f0g)� I. Esto implica que g no es una función AH.

Problema 18.14 : dim(X) � n si y solo si existe una función f : X ! In tal que para

toda función g : X ! In, existe un punto p 2 X tal que f(p) = g(p).

Solución. Supongamos que dim(X) � n. Por el Teorema 18.3, existe una función

AH de X en In. Veamos que f es la función que buscamos.

Sea g : X ! In y supongamos que f(p) 6= g(p) para todo p 2 X.

Esto implica que el segmento de línea que parte de g(p) y pasa por f(p) es único e

intersecta a � en un único punto xp para todo p 2 X.

De�nimos F : X ! � como F (p) = xp. La función F es continua y si p 2 f�1[�],

entonces segmento de recta que parte de g(p) y pasa por f(p) intersecta a � en f(p).

Por lo tanto F (p) = f(p), de donde se sigue que F es una extensión a X de f jf�1[�],

contradiciendo el hecho de que f es una función AH.

Ahora supongamos que dim(X) � n� 1.

Sea f : X ! In. Por el Teorema 16.1, sabemos que 0 no es valor estable de f .

Sea r > 0 tal que Br(0) esta contenido en In �� (es decir r < 1). Por el Teorema

17.1, existe g : X ! In tal que 0 =2 g[X] y g(x) = f(x) si f(x) =2 Br(0).

De�nimos h : In � f0g ! Sn�1 y j : Sn�1 ! Sn�1 � In como h(x) = x
kxk y

j(x) = �x.

La función z = j � h � g va de X en In, ahora veamos que z(x) 6= f(x) para todo

x 2 X.

Si kf(x)k 6= 1, entonces z(x) 6= f(x) ya que kz(x)k = 1.
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Si kf(x)k = 1, entonces f(x) =2 Br(0), así que g(x) = f(x) y

z(x) = j(h(g(x))) = j(h(f(x))) = j(
f(x)

kf(x)k) = j(f(x)) = �f(x):

Por lo tanto z(x) 6= f(x).
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XIX. Aplicaciones

Los resultados de capítulos anteriores tienen varias apicaciones fuera de la teoría de

la dimensión, como por ejemplo a la topología de Rn, la dimensión de hiperespacios, teoría

de continuos teoremas de punto �jo y homotopías.

19.1 Preliminares

De�nición El cono sobre X, denotado Con(X) es el espacio cociente deX�[0; 1] obtenido

al contraer el subespacio X � f1g a un punto (llamado el vértice del cono).

De�nición La suspensión sobre X, denotado por S(X), es el espacio cociente de X �

[�1; 1] obtenido al contraer X � f�1g y X � f1g a diferentes puntos.

De�nición Una homotopía es una función de X � [0; 1] a Y .

Para una homotopía H : X � [0; 1]! Y y t 2 [0; 1] denotamos

ht(x) = h(x; t) para todo x 2 X

De�nición Sean f; g : X ! Y decimos que f es homotópica a g si existe una homotopía

h : X � [0; 1]! Y tal que h0 = f y h1 = g.

Es fácil probar que la relación "ser homotópica.es de equivalencia.

De�nición Se dice que un espacio X es contraíble si idX es hoomotópica a una función

constante.

De�nición Sea exp : R! S1 la función de�nida por

exp(t) = (cos(t); sin(t)) para todo t 2 R:

De�nición Un levantamiento de una función f : X ! S1 es una función � : X ! R tal

que f = exp ��.

De�nición Un continuo se dice que es arc-like si existe un "�map f : X � [0; 1].
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El siguiente Teorema se prueba en [1, p. 105-107].

Teorema 19.1(Brouwer) Sea X y Y subconjuntos homeomorfos de Rn y sea h : X � Y

un homeomor�smo. Entonces

h[int(X)] = int(Y )

Para cualquier espacio X, sea

2X = fA � X : A es compacto y no vacíog

con la métrica de Hausdor¤ H de�nida de la siguiente manera (para cualquier K 2

2X , N"(K) denota la "� vecindad de K en X):

H(A;B) = ��nff" > 0 : A � N"(B)y B � N"(A)g

El siguiente Teorema se demuestra en [5, p. 18 y 19].

Teorema 19.2 Si X es compacto entonces 2X es compacto.

El siguente Lema se demuestra en [1, p. 107-112].

Lema 19.3 Supongamos que f : X ! In es AH. Si C una n� celda en In� �In, entonces

f jf�1[C] es AH.

El Teorema 19.4 se pruba en [1, p. 114].

Teorema 19.4 (Lukuciewski) Sea Y un espacio compacto. Si para todo " > 0 existe un

" �map que también es AH de Y a una n" � celda, entonces Y tiene la propiedad

del punto �jo.

El Teorema 19.5 se demuestra en [1, p. 116 y 117].

Teorema 19.5 : Sea X un espacio compacto, y f : X ! S1. f homotópica a una función

constante si y sólo si f tiene un levantamiento.
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El Teorema 19.6 se prueba en [1, p. 116-120].

Teorema 19.6 : Sea C un subconjunto cerrado de X, y sean f; g : C ! Sn funciones

homotópicas. Si f se puede extender a una función F : X ! Sn entonces g se puede

extender a una función G : X ! Sn tal que F y G son homotópicas.

19.2 Problemas

Problema 19.33 Si In es una n � celda en Rn, entonces �In = FrRn(I
n). Por lo tanto,

la super�cie frontera de cualquier n � celda es una (n � 1)�esfera, y la super�cie

interior de cualquier n� celda es homeomorfa a Rn.

Solución. Sea x 2 In. Tenemos que x =2 �In si y sólo si existe U vecindad de x en

In tal que U �= Rn. Por el Teorema 19.1, U es abierto en Rn y U � In. Esto es equivalente

a x =2 FrRn(In). Por lo tanto �In = FrRn(In).

De aquí se sigue que �In es una (n� 1)�esfera, ya que en particular si In es Bn; la

frontera de Bn es Sn�1 y Bn � Sn�1 es homeomorfo a Rn.

Problema 19.34 Si A y B son n� celdas tales que A � B, entonces A� �A es abierto

en B.

Solución. Como B es una n� celda existe un homeomor�smo f : B ! In:

Por el Problema 19.33, tenemos que A��A es homeomorfo a Rn y por el Teorema 19.1

f [A� �A] es abierto en In. Por lo tanto A� �A es abierto en B.

Problema 19.35 SiM es una n�super�cie con super�cie frontera no vacía, entonces �M

es una (n� 1)�super�cie sin supe�cie frontera.

Solución. Si x 2 �M , existe una vecindad U de x en M homeomorfa a In;así que

hay un homeomor�smo f : U ! In. Claramente f(x) 2 �In ya que si no x tendría una

vecindad homeomorfa a Rn:

Supongamos que para todo " > 0 existe y 2 �In tal que y 2 B"(f(x)) y f�1(y) =2 �M .
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Podemos tomar un punto y que cumpla lo anterior y que además f�1(y) 2 Int(U).

Además, existe V vecindad de f�1(y) en M tal que V es homeomorfo a Rn. Estos hechos

nos permiten suponer que V � Int(U).

Por lo anterior, tenemos que f [V ] es abierto en Rn y está contenido en In. Pero esto

no puede ser ya que y 2 f [V ] \ �In y al tener f [V ] puntos de �In no puede ser abierto en

Rn. Esta contradicción nos permite concluir que existe r > 0 tal que Br(x)\ �In � f [�M ].

Tomemos a r de tal forma que Br(x)\�In �= Rn�1. Esto implica que f�1[Br(x)\�In]

es una vecindad de x en �M homeomorfa a Rn�1. Por lo tanto �M es una (n�1)�super�cie

sin frontera.

Problema 19.36 El Teorema 19.1 es cierto para cualquier n�super�cie sin frontera.

Solución. Sean M una n�super�cie sin frontera y X;Y � M tales que existe un

homeomor�smo h : X ! Y .

Sea x 2 Int(X). Existe V vecindad de h(x) enM tal que V �=
f
Rn. h�1[V ] es vecindad

de x en X, así que existe U abierto en M tal que h�1[V ] = U \X. Como x 2 Int(X)\U ,

existe W abierto en M tal que W � U \X = h�1[V ]. Podemos suponer que Rn �=
g
W .

Tenemos que j = f � h � g : Rn ! Rn es un homeomor�smo, así que por el Teorema

19.1, j[Rn] es abierto en Rn (ya que f; g y h son homeomor�smos). Notemos que

j[Rn] = f � h � g[Rn] = f [h[W ]]:

Por lo tanto h[W ] es abierto en V , y como V es abierto en M , entonces h[W ] es abierto

en M . Además, h(x) 2 h[W ] � Y , así que h(x) 2 Int(Y ).

Usando lo anterior pero aplicado a h�1 tenemos que h�1[Int(Y )] � Int(X). De donde

se sigue que Int(Y ) � h[Int(X)]. Por lo tanto h[Int(X)] = Int(Y ).

Problema 19.37 Sn no se puede encajar en Rn.

Solución. Supongamos que existe un encaje f : Sn ,! Rn. dim(f [Sn]) = n implica

que Int(f [Sn]) 6= ;. Sean x 2 Int(f [Sn]) y z 2 f [Sn].
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Existe y 2 Sn tal que f(y) = z, además sabemos que Sn es homogeneo, por lo tanto,

si y 2 Sn existe un homeomor�smo h : Sn ! Sn tal que h(f�1(x)) = y.

La función g = f � h � f�1 : f [Sn] ! f [Sn] es un homeomor�smo, así que por el

Teorema 19.1, g[Int(f [Sn])] = Int(f [Sn]). Como x 2 Int(Sn), entonces

g(x) = f(h(f�1(x))) = f(y) = z 2 Int(Sn):

Por lo tanto f [Sn] es abierto en Rn, pero esto no puede ser, ya que f [Sn] es compacto. Así

que Sn no se puede encajar en Rn:

Problema 19.38 Sea X un espacio compacto. dim(X) = 0 si sólo si dim(2X) = 0.

Solución. Sean A;B 2 2X y supongamos que dim(X) = 0. Como A 6= B, existe

x 2 A � B. Como dim(X) = 0, para todo b 2 B, existen vecindades Ub y Vb de x y b

respectivamente, tales que X = UbjVb.

Claramente B �
S
b2B

Vb y al ser B compacto se tiene que B �
nS
i=1
Vbi : Sean

U =

n\
i=1

Ubi y V =
n[
i=1

Vbi

Los conjuntos hU;Xi y hV i son abiertos en 2X . También tenemos que A 2 hU;Xi y

B 2 hV i. Ahora veamos que forman una separación de 2X :

Sea C 2 2X . Si U \ C 6= ;, entonces C 2 hU;Xi. Si U \ C = ;, entonces

C �
n[
i=1

(X � Ubi) =
n[
i=1

Vbi = V:

Por lo tanto C 2 hV i y en consecuencia, 2X = hU;Xi [ hV i.

Supongamos que existe y 2 hU;Xi \ hV i. Esto implica que existe z 2 y tal que

z 2 U \ V , pero esto no puede ser, por lo tanto hU;Xi \ hV i = ; y 2X = hU;Xi j hV i.
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Hemos probado que cualesquiera dos puntos de 2X están separados, esto implica que

2X es totalmente disconexo. Además, al ser X compacto también 2X es compacto. Por lo

tanto dim(2X) = 0.

Ahora supongamos que dim(2X) = 0. Notemos que X se puede encajar en 2X medi-

ante la asignación x 7! fxg. Esto implica que dim(X) � dim(2X) y de aquí se sigue que

dim(X) = 0.

Problema 19.41 El cono sobre un continuo arc-like tiene la propiedad del punto �jo.

Solución. Sea X un continuo arc-like, es decir, existe una función suprayectiva

f : X � I tal que f es un "�map.

La función f induce una función continua f : Con(X) ! Con(I) de�nida por

f(x; t) = (f(x); t) y f(vX) = vI donde vX es el vértice del cono de X y vI es el vértice del

cono de I.

Por la de�nición de f , esta es un "�map ya que f lo es. Ahora demostremos que f

es AH (Con(I) es una 2� celda).

Denotemos por � a la frontera de Con(I) y supongamos al contrario que existe una

función F : Con(X)! � tal que F j
f
�1
[�]
= f .

Como � �=
h
S1, entonces H = h � F va de Con(X) en S1. Sabemos que Con(X) es

contraíble, lo cual implica que F es homotópica a una función constante.

Por el Teorema 19.5 existe un levantamiento � : Con(X) ! R de H, es decir,

exp �� = H.

Sean A = f�1(0)�[0; 1)[fvXg yB = f�1(1)�[0; 1)[fvXg. A yB son continuos por lo

tanto �[A] y �[B] son de la forma [a; b] y [c; d] respectivamente. Tenemos que A\B = fvXg

y A [B � f�1[�]. Por lo tanto

F [A] = f [A] = (f0g � [0; 1)) [ fvIg

y F [A] = f [B] = (f1g � [0; 1)) [ fvIg:
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De aquí se sigue que F [A] \ F [B] = fvIg y por tanto

(exp ��)[A] \ (exp ��)[B] = H[A] \H[B] = h[F [A]] \ h[F [B]] = fh(vI)g:

Sea z 2 �[A] \ �[B]. Por lo anterior tenemos que exp(z) = h(vI). Además existen z1 2 A

y z2 2 B tales que �(z1) = z = �(z2), así que

H(z1) = exp(�(z1)) = h(vI) = exp(�(z2)) = H(z2)

y en consecuencia f(z1) = F (z1) = vI = F (z2) = f(z2). ¨ Pero el único punto en A y B

cuya imágen es vI es vX , por lo tanto z1 = z2 = vX y esto implica que z = �(vX) y que

�[A] \ �[B] = f�(vX)g:

Supongamos sin pérdida de generalidad que a < d: De lo anterior se sigue que

b = c = �(vX).

Sean x 2 f�1(0) y y 2 f�1(1), es decir, (x; 0) 2 A y (y; 0) 2 B. Por conexidad existen

� 2 [a; b) y � 2 (c; d] tales que �(x; 0) = � y �(y; 0) = �.

También tenemos que (x; 0); (y; 0) 2 X � f0g, luego �[X � f0g] es un conexo de R

que tiene a � y � así que �(vX) 2 �[X � f0g]: Por lo tanto

h � F (vX) = exp(�(vX)) 2 exp[�[X � f0g]] = h � F [X � f0g];

pero esto no puede ser ya que F (vX) = f(vX) = vI =2 I� f0g = F [X � f0g]. De aquí se

sigue que f es AH y por lo tanto Con(X) tiene la propiedad del punto �jo.

Problema 19.42 La suspensión sobre un continuo arc-like también tiene la propiedad del

punto �jo.

Solución. Sea f : X � [0; 1] un "�map.

f induce una función f : S(X) ! S(I) de�nida por f(x; t) = (f(x); t) si t 6= �1; 1,

f(v1) = w1 y f(v�1) = w�1 donde v1 y w1 son los vértices de S(X) y S(I) respectivamente

al contraer a X � f1g y [0; 1]� f1g y lo mismo para v�1 y w�1.
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Sea h : �! S1 un homeomor�smo (� = Fr(I)) De�nimos H = h � F : S(X)! S1.

Como S(X) es contraíble, H es homotópica a una función constante.

Por el Teorema 19.5 existe una función � : S(X)! R tal que � es un levantamiento

de H, es decir exp �� = H.

Por continuidad de F , existe � > 0 tal que si d(x; v�1) < � entonces d(F (x); w�1) < 2.

Notemos que d(w1; w�1) = 2, de modo que para todo x 2 B�(v�1), F (x) 6= w1.

Por de�nición de suspensión, existe t 2 (�1; 1) tal que X � ftg � B�(v�1) y por lo

anterior tenemos que F (x; t) 6= w1 para todo x 2 X.

Si A = (f�1(0) � [t; 1)) [ fv1g y B = (f�1(1) � [t; 1)) [ fv1g, usando argumentos

similares a los del Problema 19.41 tenemos que

�[A] = [a; b], �[B] = [b; c]

y �(v1) 2 �[X � ftg]:

.Esto implicaría que w1 2 F [X � ftg], pero esto no puede ser. Por lo tanto f es AH y en

consecuencia S(X) tiene la propiedad del punto �jo.

Problema 19.43 El cono sobre un continuo no degenerado tiene dim � 2.

Solución. Sea X un continuo no degenerado, esto implica que dim (X) � 1, y en

cosnsecuencia existe una función suprayectiva f : X � I.

Por el Problema 19.41, la función inducida Con(f) : Con(x) ! Con(I) es AH y al

ser Con(I) una 2� celda; el Teorema 18.3 implica que dim(Con(X)) � 2.

Problema 19.44 Considere la siguiente propiedad de un espacio X :

(*) Existe un conjunto cerrado C de X y una homotopía de C a Sn que no es

nulhomotópca.

Si dim(X) � n+ 1 entonces (*) ocurre; si (*) ocurre, entonces dim(X) � n.
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Solución. Supongamos que dim(X) � n + 1. Esto implica que existe una función

AH f : X ! Bn+1. Sea C = f�1[Sn]; veamos que la función g = f jC : C ! Sn no es

nulhomotópica.

Supongamos que existe c 2 Sn y una homotopía h : C � [0; 1] ! Sn tal que h0 = g

y h1(x) = c para todo x 2 C.

Por el Teorema 19.6, como h1 se puede extender a X, entonces también g se puede

extender a X, por lo tanto existe F : X ! Sn tal que F jf�1[Sn] = g = f , contradiciendo el

hecho de que f es AH.

Ahora supongamos que dim(X) � n � 1. Esto implica que dim(C) � n � 1 y al no

ser f nulhomotópica se debe tener que f [C] = Sn.

Sea g : Sn ! Bn de�nida por g((xi)n+1i=1 ) = (xi)
n
i=1. Tenemos que h = g�f : C ! Bn,

por lo tanto existe F : C ! Sn�1, tal que F jh�1[Sn�1] = h. De�nimos H : C � [0; 1]! Sn

como

H(x; t) =
t(F (x); 0) + (1� t)f(x)
kt(F (x); 0) + (1� t)f(x)k

H es continua y esta bien de�nida para los puntos (x; t) tales que x =2 f�1[Sn�1 � f0g].

Si y 2 f�1[Sn�1 � f0g], entonces h(y) 2 Sn�1, por lo tanto F (y) = h(y). Además h(y) =

g(f(y)) = g((yi)
n
i=1; 0) = (yi)

n
i=1, es decir, (F (y); 0) = f(y). Esto signi�ca que H(y; t) =

f(y) para todo t 2 [0; 1], por lo tanto H esta bien de�nida para todo (x; t).

Tenemos que H0 = f y H1 es nulhomotópica ya que no es suprayectiva. En conse-

cuencia f es nulhomotópica, pero esto no puede ser. Por lo tanto dim(X) � n.
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