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Objetivos generales

I. Presentar los fundamentos tedéricos de un método inverso, basado en las funciones
adjuntas o de influencia, que permita obtener la tasa de emisién no-estacionaria de una
fuente puntual con base en datos de la concentracién de un contaminante atmosférico.

II. Comparar los resultados del método inverso cuando dos diferentes conjuntos de datos de
concentracion se utilizan para recuperar la tasa de emision de una fuente puntual, es decir,
series de tiempo en un sitio de observacion y datos espacialmente distribuidos a un tiempo

fijo.

Objetivos especificos

1. Formular un método inverso (regularizacién) que permita recuperar la tasa de emision
no-estacionaria de una fuente puntual a partir de diferentes conjuntos de datos de la
concentracion de contaminantes. Asi mismo, formular un modelo general de dispersion y el
correspondiente modelo adjunto que completan el método inverso.

2. Delimitar el modelo de dispersién general para definir un modelo de difusién-reaccién
unidimensional bien formulado. Obtener la solucion analitica.

3. Establecer el modelo adjunto correspondiente al modelo de difusién-reaccién
unidimensional. Obtener la solucién analitica.

4. Aplicar la teoria general del método inverso al problema unidimensional para formular
el problema variacional cuya solucién permita calcular la tasa de emisién de la fuente
puntual a través de diferentes conjuntos de datos de concentracion.

5. Discretizar el problema variacional para obtener un problema de optimizacion. La
solucion de este problema se obtendra con un esquema numérico (rutina quadprog de

MATLAB).



6. Utilizar datos sintéticos de la concentracion, construidos a través de la solucién analitica
del modelo de difusién-reaccion y perturbaciones aleatorias, para calcular la solucién
numérica del problema de optimizacion.

7. Comparar las soluciones obtenidas en el punto 6 (contra las soluciones analiticas) cuando
se utilizan dos tipos de conjuntos de datos de la concentraciéon de un contaminante: series

de tiempo en un sitio de observacién y datos espacialmente distribuidos a un tiempo fijo.

Resumen

Recuperar la historia de descarga de una fuente contaminante a partir de los datos de la
concentracion de las sustancias emitidas en una regiéon es un problema inverso que aparece
en el estudio de la contaminacién en el océano, la atmoésfera y el agua subterranea. La
solucién de este problema es util en la estimacion del impacto ambiental local y regional, y
por lo tanto, en la definicién de las acciones para proteger a la poblacion asentada en zonas
contaminadas. La principal dificultad en este problema inverso es la inestabilidad que surge
en el proceso de la recuperacion de la tasa de emision debido a la presencia de errores en los
datos de concentracion. Tales errores estan presentes debido a que el procedimiento de
Inversion necesita datos de la anomalia de la concentracion producida por la fuente puntual,
la cual frecuentemente se estima combinando datos de diferente procedencia que contienen
errores (salida de modelos de dispersién y datos de instrumentos de medicion).

En este trabajo de tesis se presenta un método inverso para estimar la tasa de emision de
una fuente puntual no-estacionaria que emite un contaminante hacia la atmoésfera. El
método se formula como un problema variacional (regularizacién), y se prueba la existencia
y la unicidad de su soluciéon. Este método se complementa a través de un modelo de
dispersion lineal y el correspondiente modelo adjunto. En este trabajo de tesis se describen
modelos tridimensionales de este tipo, y se prueba que estan bien formulados en el sentido
de Hadamard. Se realizan ejemplos numéricos de la estimaciéon de la tasa de emisién
(soluciéon del problema inverso) utilizando una versiéon unidimensional de dichos modelos.
El método inverso se puede aplicar tanto para una serie de tiempo de la anomalia de la

concentracion de un contaminante atmosférico, es decir, datos recabados en una estacién de



monitoreo, como para datos de la anomalia de la concentracién distribuidos en un dominio
a un tiempo fijo. Los resultados del método son diferentes con respecto a estos conjuntos de
datos. Se obtiene un buen resultado en la recuperacion de la tasa de emisién usando series
de tiempo, mientras que se muestra que los datos espacialmente distribuidos no son viables
para resolver el problema inverso. Con respecto al problema variacional, se muestra que la
minimizacién de la norma en el espacio Lg de la primera derivada de la tasa de emision es
una regularizacién util para este problema inverso, ya que filtra los errores en los datos de
concentracion y disminuye la inestabilidad. Tal procedimiento de minimizacién esta sujeto
a restricciones integrales (ecuaciones de Fredholm), las cuales contienen informacién
completa, en forma compacta, del proceso de dispersién en la atmésfera. Las funciones
adjuntas utilizadas como nucleos en dichas ecuaciones integrales son la clave para exhibir
la relacion explicita entre la tasa de emision de la fuente y los datos de la anomalia de la
concentracion del contaminante. De estas ecuaciones integrales se obtienen expresiones
analiticas para calcular la tasa de emision en dos casos particulares: descarga constante e
1mpulso en el tiempo (explosién). Para resolver el caso de una fuente puntual no-estacionario
se establece el problema discreto asociado al problema variacional como un problema de
programacion cuadratica, y se prueba la existencia y la unicidad de la solucién. Dicho
problema se resuelve eficientemente con la rutina quadprog de MATLAB. Finalmente,
utilizando diferentes conjuntos de datos (series de tiempo y datos espacialmente
distribuidos), se presentan algunos ejemplos numéricos sintéticos que ilustran el desempenio

del método inverso.



Capitulo 1

Introduccion

En forma general, los problemas inversos consisten en la determinacién de las causas a
partir del conocimiento de los efectos en un sistema (Groetsch, 1993). Siendo los efectos los
valores observados o requeridos de las variables de estado, y las causas las condiciones
mniciales, forzamientos o valores de parametros que tienen la capacidad de conducir al
sistema hasta dicho comportamiento. De esta forma, cada problema inverso corresponde en
forma natural a un problema directo, siendo estos ultimos aquellos problemas donde para
un conjunto de causas conocidas se determinan los efectos en un sistema. Por ejemplo, el
pronoéstico de los niveles de contaminacién en una regiéon cuando son conocidas las fuentes
de emision, la distribucién inicial de los contaminantes y las condiciones de dispersion en la
atmosfera es un problema directo; mientras que un problema inverso relacionado es la
determinacién de la distribuciéon de los contaminantes al tiempo ¢ =0 cuando es conocida

la concentraciéon de dichas sustancias en varias estaciones de monitoreo para los tiempos
t, >0,

Una caracteristica significativa en esta clasificacion es que aun cuando los problemas
directos estan bien formulados los problemas inversos correspondientes caen
frecuentemente en el campo de los problemas mal formulados, es decir, son problemas que
presentan diferentes tipos de inestabilidad o no satisfacen la existencia o la unicidad de la
solucion (Glasko, 1984; Groetsch, 1993). De esta forma, la determinacién de una solucién en
un problema inverso requiere, ademas del conocimiento del problema directo (sistema), la
introduccion de métodos capaces de atenuar el proceso de inestabilidad para asi poder

seleccionar una solucién congruente con el fendmeno en estudio. Dichos métodos se conocen



como Regularizaciones del Problema Inverso (Glasko, 1984; Groetsch, 1993). Entre tales
métodos, destacan aquellos introducidos por Tijonov (Glasko, 1984; Engl, 1995), los cuales
consisten en la minimizaciéon de una funcional que agrupa el error en los datos, y alguna
norma para las variables de control y sus derivadas.

Es importante observar que la modelacion inversa (problemas inversos) representa un area
de investigaciéon de creciente interés para la comunidad de cientificos atmosféricos
(Kasibhatla et al., 1999; Granier et al., 2002). Hasta hace algin tiempo, las técnicas de
modelacion inversa eran usadas en ciencias atmosféricas mayoritariamente en el contexto
de problemas de asimilaciéon de datos meteorolégicos y prondstico del tiempo (Gustafsson,
1997). Esto debido a la mayor disponibilidad de observaciones meteorologicas tradicionales
(viento, temperatura, humedad, etc.) que de observaciones de trazas atmosféricas como
gases y aerosoles. Sin embargo, el advenimiento y creciente desarrollo de la percepcién
remota de trazas en la atmoésfera ha ampliado vigorosamente el uso de este tipo de técnicas
y herramientas en quimica atmosférica (Charlson, 2001). Ademas, se ha venido usando
crecientemente como una técnica de estimacion de la sensibilidad respecto de parametros
como son la intensidad de las emisiones y las tasas de sedimentacion, asi como para la
optimizacién de parametros en modelos de varias escalas y grados de sofisticacién fisica,

matematica y computacional.

Algunos ejemplos de la aplicaciéon de las técnicas inversas en ciencias atmosféricas se

resumen a continuacion.

1. Analisis objetivo de campos sinépticos con el fin de aminorar el error del prondstico a
partir de un estado inicial pobre e irregularmente determinado u observado (Problema de
inicializacion). Técnica: Interpolacién del campo geopotencial de 500 hPa desde las
estaciones de radio sondeo a las mallas del modelo barotréopico usando un polinomio

bidimensional e interpolacién estadistica u 6ptima (Panofsky, 1949).
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2. Ciclo biogeoquimico del diéxido de carbono, estimacion de fuentes y sumideros. Técnica:
Acotamiento de las estimaciones de los flujos de diéxido de carbono a través de la resolucion

del problema inverso para un modelo meridional y difusivo (Bolin y Keeling, 1963).

3. Problema de inicializacién y problema de sensibilidad a las condiciones de frontera
laterales en modelos de area limitada. Técnica: Asimilacién variacional de datos en tres y
cuatro dimensiones. Esta técnica es similar a la interpolaciéon estadistica pero ahora se
interpolan simultaneamente todas las variables usando como restriccion las relaciones entre

ellas expresadas en el modelo que las estima (Bengtsson, 1980).

4. Problema de estimacién probabilistica del estado futuro del tiempo. Técnica: Prediccién
de conjuntos ("ensambles"). En esta técnica se resuelve el problema adjunto para estimar
sensibilidades maximas y luego se realizan conjuntos de corridas para estudiar la

sensibilidad de variables seleccionadas (Molteni et al., 1996).

5. Ciclo biogeoquimico del metano, estimacién de fuentes estacionarias. Técnica: Estimacién
de la distribuciéon o6ptima de flujos de emisién a partir de las observaciones de la
concentracion usando prueba y error sobre un conjunto de escenarios consistentes con el

error de las observaciones (Fung et al., 1991).

6. Optimizaciéon del desempeno de modelos fotoquimicos asimilando observaciones
satelitales, determinacion de la capacidad oxidativa de la atmdsfera y ciclos biogeoquimicos.
Técnica: Asimilacién variacional de datos (Filtros de Kalman y funciones de Green), método

adjunto y procedimientos recursivos y paralelizados (Fisher y Larry, 1995; Enting, 1999;

Ménard, 1999).

7. Estimacion de fuentes estacionarias radioactivas y respuesta a emergencias nucleares.
Técnica: Asimilacién variacional de datos y resolucion del problema adjunto (Robertson y

Langner, 1998; Pudykiewickz, 1998; Seibert, 2001).
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8. Estimacion de fuentes estacionarias y parametros de reactividad, disefio de redes de
monitoreo y sensibilidad a errores en inventarios de emisiones para modelos fotoquimicos y
emergencias nucleares. Técnica: Resolucion del problema adjunto, diferenciacién

automatica y asimilaciéon variacional de datos (Elbern et al., 2000; Quélo et al., 2002).

9. Control de emisiones industriales a corto plazo. Técnica: Estimaciones directas y adjuntas
de los niveles de contaminacién, aplicacion del principio de dualidad para establecer
restricciones ecoldgicas y uso de métodos de optimizaciéon y calculo variacional para
determinar los factores de amortiguamiento sobre las tasas de emision. (Parra-Guevara y

Skiba, 2003, 2006; Parra-Guevara et al., 2010).

10. Determinacién de los parametros de liberacién de limpiadores o bioestimulantes en
sistemas acuaticos con fines de remediacién. Técnica: Estimaciones directas y adjuntas de
la concentracion media de limpiadores (bioestimulantes), aplicacion del principio de
dualidad para establecer restricciones ecolégicas y uso de métodos de optimizacién y calculo
variacional para determinar las tasas de descarga y los sitios 6ptimos de operacion (Parra-

Guevara y Skiba, 2007, 2011; Parra-Guevara, et al., 2011).

Entre las aplicaciones antes mencionadas destacan los métodos de modelacién inversa
basados en el uso de las funciones adjuntas y un principio de dualidad que estima alguna
propiedad de las variables de estado. Esta estimacion dual usa la soluciéon del modelo de
dispersion adjunto como nucleo en una ecuacion integral, y tiene la ventaja de exhibir en
forma explicita la influencia que las condiciones iniciales y forzamientos tienen sobre las
variables de estado del sistema (Marchuk, 1995). Asi, tal estimacion dual proporciona una
técnica efectiva y computacionalmente econémica en el estudio de la sensibilidad de los
modelos directos respecto de perturbaciones en los parametros. En general, las estimaciones
directa y adjunta son elementos complementarios que permiten comprender los diferentes
aspectos de un sistema y analizar problemas de diferente indole. Por ejemplo, durante las
ultimas décadas se han desarrollado varias aplicaciones de las ecuaciones adjuntas en

oceanologia (Skiba y Adem, 1995) y meteorologia dinamica. A este respecto, Marchuk (1974;

12



1975) sugirid el uso de las soluciones de las ecuaciones adjuntas para estimar el promedio
en espacio y tiempo de la anomalia de campos meteorologicos, y para estudiar la respuesta
lineal de los modelos a las variaciones en las condiciones iniciales y el forzamiento. Una de
las primeras aplicaciones de estas ideas fue el estudio del modelo lineal global
tridimensional de la interaccién térmica de la troposfera con los océanos y continentes,
donde las soluciones adjuntas fueron construidas por Marchuk y Skiba (1976), y Skiba
(1978).

Debido a la ventaja que presenta la introduccién de las funciones adjuntas y el principio de
dualidad para el estudio de los modelos dinamicos y de dispersion, en el presente trabajo de
tesis se considera este método, junto con una regularizacién del tipo Tijonov, para obtener
la solucién de un problema inverso en el contexto de la estimacién de fuentes contaminantes.
En forma especifica, el problema a tratar consiste en la recuperacion de la tasa de emisién
no-estacionaria, de una fuente puntual desconocida, a partir de los datos de concentracion
en algunos sitios de monitoreo (series de tiempo y/o datos espacialmente distribuidos). La
solucién de este problema inverso puede ser utilizada para estimar y verificar inventarios
de emisiones de diversas sustancias toxicas de origen quimico o biolégico (Vautard et al.,
2000; Seibert, 1999), asi como para detectar la intensidad de fuentes desconocidas de trazas
atmosféricas (Lushi and Stockie, 2010). Por ejemplo, la intensidad y localizacién de pruebas
nucleares o eventos relacionados con el terrorismo pueden lograrse usando observaciones de
radio nucleos en la atmoésfera (Pudykiewicz, 1998; Shankar-Rao, 2007). La solucién de este
problema inverso también es relevante en la determinacién de fuentes de emision
transfronterizas, es decir, la estimacién de fuentes contaminantes en paises donde la
autoridad no tiene la obligacion de declarar todo tipo de emisiones (Islam, 1999).

En estudios previos sobre este problema inverso, frecuentemente los autores han
considerado la fuente de emisién de tipo estacionario (constante) o definida a través de un
impulso en el tiempo (explosién), y los métodos que han desarrollado se apoyan fuertemente
en esta caracteristica. Asi, tales técnicas no abarcan todos los posibles eventos de emision,
y por lo tanto, s6lo se aplican en casos restringidos (Pudykiewicz, 1998; Islam, 1999). Otra

limitacion consiste en el uso de soluciones analiticas del proceso de dispersiéon (modelos de
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pluma Gaussiana), lo cual restringe la aplicacion de dichas técnicas a condiciones de
dispersion estacionarias en la atmoésfera (Islam, 1999; Kathirgamanathan, et al., 2003).

En este trabajo de tesis, el método de inversiéon que se desarrolla para recuperar la tasa de
emision aporta algunas mejoras con respecto a las limitaciones antes mencionadas, es decir,
se considera que tanto la tasa de emisién de la fuente puntual como el modelo de dispersién
de contaminantes atmosféricos representan procesos no-estacionarios.

Es importante notar que la dificultad esencial de dicho problema consiste en la inestabilidad
que surge durante el proceso de inversion de los datos de concentracion, es decir, pequenas
perturbaciones en los datos inducen grandes cambios en la tasa de emision estimada. Tal
fenémeno de inestabilidad es inevitable debido a que los datos reales siempre contienen
alguin tipo de error. Por esta razon, en este trabajo se analiza en detalle una regularizacion
que tiene como objetivo central filtrar dichos errores y atenuar la inestabilidad. Dicha
regularizacion se beneficia fuertemente de la introduccién de las funciones adjuntas o de
influencia. Al mismo tiempo, se estudia el desempeno de la regularizacién cuando diferentes
conjuntos de datos son utilizados (series de tiempo y datos espacialmente distribuidos).
Dicho anadlisis tiene por objetivo determinar el tipo de informacién que es mas adecuada
para lograr una buena recuperacién de la tasa de emisién de una fuente desconocida.

El contenido del trabajo es el siguiente. En el capitulo 2 se establece la formulacién
matematica del problema inverso asi como la demostracion de la existencia y la unicidad de
la solucién regularizada. Un modelo de dispersién tridimensional (problema directo) que
completa la formulacién del problema de inversién de datos se presenta en el capitulo 3, y
en el capitulo 4 se describe el modelo adjunto correspondiente. Se prueba que ambos modelos
estan bien formulados. En el capitulo 5 se presentan ejemplos sintéticos de inversién de
datos para un modelo de dispersion de dimension cero y para la version unidimensional de
los modelos descritos en los capitulos 3 y 4. En dichos ejemplos se utilizan dos tipos de
conjuntos de datos sintéticos de la anomalia de la concentraciéon de un contaminante: series
de tiempo en un sitio de observacién y datos espacialmente distribuidos a un tiempo fijo. Es
1mportante notar que la ventaja de trabajar con tales modelos sencillos consiste en conocer
soluciones analiticas para dichos modelos con las cuales se pueda comparar los resultados

de los métodos de inversién de datos. También, para efectos de comparacion, se utiliza en
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todos los ejemplos numéricos la misma tasa de prueba y parametros similares. Los

resultados numéricos que se muestran en el capitulo 5 son tipicos.

Capitulo 2
Formulacion del problema de regularizacion y

resultados teoricos

En este capitulo se establecen ecuaciones integrales que relacionan los datos de
concentraciéon con la tasa de emision de una fuente puntual y se formula un problema
variacional cuya solucion es la tasa de emision de dicha fuente que se recupera a partir de
los datos de la concentracion del contaminante. En dicho problema, el funcional objetivo se
elige con el fin de filtrar los errores en los datos de la anomalia de la concentraciéon del
contaminante, y las restricciones son ecuaciones integrales de Fredholm que resumen el
proceso de dispersion de dicha sustancia en la atmoésfera. Tales ecuaciones relacionan la
anomalia de la concentracién del contaminante con los parametros de la fuente desconocida
(tasa y sitio de la emision), al mismo tiempo, el ntcleo de estas ecuaciones integrales esta
determinado por las funciones adjuntas. Este problema variacional se conoce como problema
de regularizacion y su solucion es llamada la solucion regularizada del problema inverso
(Groetsch, 1993). La necesidad de introducir dicho problema de regularizacién se motiva con
el analisis de estabilidad de un modelo sencillo de dispersiéon de dimension cero. Al final del

capitulo se da una prueba de la existencia y la unicidad de la solucién regularizada.

2.1. Formulacion del problema variacional
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Se procede aqui de acuerdo a la teoria desarrollada por Parra-Guevara y Skiba (2013a, 2015

y 2016). Supongamos que durante el intervalo de tiempo (O,T) un evento singular, tal como
una explosion o la descarga de una sustancia peligrosa, ha tenido lugar en el sitio I
localizado en una regiéon D . La tasa de emisién Q(t) de esta fuente desconocida es la variable
de control que se desea determinar. Asumamos también que la distribucién espacial (00(1‘)
de este contaminante al tiempo inicial ¢ = 0 ha sido establecida, y que las emisiones de dicha

sustancia desde otras fuentes f(r,t), ubicadas en la region D, son conocidas en todo tiempo

t > 0. De esta forma, el modelo general de dispersion lineal para la concentracion ¢ de este

contaminante en el intervalo de tiempo (O,T) puede ser escrito como sigue:

(Z—qto+ Ap =f(r,t)+Q(t)S(r—x,) en Dx(0,T) (2.1)
Ar,00=¢'(r) en D (2.2)

En la ecuacién (2.1), el operador lineal A describe procesos fisicos tales como la adveccién

debida al viento, la difusién turbulenta y la sedimentacion, asi como la transformacion de

los contaminantes debida a reacciones quimicas. También en (2.1), 5(1‘-1‘0) representa la

funcién delta de Dirac centrada en el punto I,. El modelo (2.1)-(2.2) define el problema

directo que corresponde al problema inverso de la recuperacion de la tasa de emisién de una
fuente puntual. Se asume que este modelo esta bien formulado (Samarskii y Vabishchevich,

2007), es decir, que la soluciéon ¢ existe, es Uinica, y presenta pequenos cambios con respecto

a pequenas perturbaciones en la condicién inicial y el forzamiento. En el capitulo 3 se

presenta un modelo de dispersion tridimensional con esta caracteristica.

Por otra parte, denotemos por (; la solucién del modelo de dispersion (2.1)-(2.2) sélo con el

forzamiento f(r,t), es decir, Q(¢) = 0. Asi, la anomalia de la concentracién del contaminante

o variable de estado ¢ (¢ = Q—(?)), satisface el modelo de dispersion siguiente:
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%+ Ap=Q(t)5(r—r,) en Dx(0,T) (2.3)

#(r,00=0 en D (2.4)

Es importante notar que la concentraciéon (principal) del contaminante ¢ es una solucién

conocida del modelo de dispersion, la cual esta determinada a través de la distribuciéon

inicial (00(1') de dicha sustancia, y el forzamiento f(r,t). Ademas, la concentracion (total) @

puede ser evaluada parcialmente por medio de monitoreo en algunos sitios dentro de la

region D . Por lo tanto, los datos de la anomalia de la concentracién del contaminante ¢,

para diferentes sitios de monitoreo, pueden ser calculados a través de la diferencia ¢ =@ —@

. Con dichos datos se pueden formar series de tiempo o datos espacialmente distribuidos a

un tiempo fijo. Es razonable esperar que los errores en los datos de la concentracién ¢ sean

pequenos, ya que estos estan asociados al instrumento de medicién, sin embargo, los errores

en la concentracion principal ¢ son en general mayores, ya que tal funcién es la salida de

un modelo computacional que realiza el prondstico a partir de los datos de la concentracion
inicial y de las emisiones contaminantes los cuales contienen errores. De esta forma, se

espera que los errores en los datos de la anomalia, obtenidos para diferentes sitios de

monitoreo a través de la diferencia @—¢@, sean de magnitud similar a los contenidos en la

funcién @ . Estas perturbaciones en la anomalia de la concentracion del contaminante son

el origen de la inestabilidad en el proceso de la recuperacion de la tasa de emisién, y la razén
fundamental por la que es necesario introducir un método de regularizacion. Para este fin,
es necesario primero establecer una relaciéon directa, generalmente a través de una ecuacién
integral, entre las variables de control (causas) y las variables de estado (efectos) en el

sistema.
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Con el objetivo de encontrar tal relacion explicita entre la anomalia ¢ (variable de estado) y
la tasa de emision Q) (variable de control), se introduce la funciéon adjunta o de influencia

& como la soluciéon del modelo adjunto de dispersion.

—(Z—f+ A’g =p(r,t) en Dx(0,T) (2.5)
g(r,T)=0 en D (2.6)

En la ecuacion (2.5), el operador adjunto A" se define a través de la identidad de LaGrange

(Marchuk, 1986):

(Ag,8)=(4.A'g) 2.7)

donde (h, g ) = [ igdr es el producto interior en el espacio de Hilbert L, (D) . Se asume aqui

que el modelo (2.5)-(2.6) es un problema bien formulado. En el capitulo 4 se presenta un
modelo adjunto con esta caracteristica.

Multiplicando la ecuacién (2.3) por £ y tomando la integral sobre D x (0,7) se obtiene

[ Dg%drdt +[ [ gApdrdt=| [ gQW)6(x-rx,)drdt (2.8)

La integracion por partes (respecto la variable ) en la primera expresion integral y el uso

de las condiciones (2.4) y (2.6) conducen a la igualdad

T 0 T 19)
Jol g D= [} |- e

Aplicando en la segunda expresion integral de la ecuacion (2.8) la identidad de LaGrange

(2.7), y usando en la tercera integral la propiedad de filtrado de la delta de Dirac
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[ g.08(r —x))dr = g(x,,0)

se obtiene
T 0, . T
[.] D¢{—8—f +A g}drdt = [ Qsx,.t)dt
Finalmente la ecuacion (2.5) conduce a
T T
[,] gpendrdi = | Qg Hdt 2.9

Si el forzamiento p(r,t) en (2.5) se define para el punto £ en D como

pr,t)=5@r—-r,)ot-T) (2.10)

entonces la ecuacion (2.9) conduce a la igualdad

§(x,.T) = [ Qg (x, 2.11)

La ecuacion (2.11) establece la relacion explicita entre la tasa de emision Q(¢t) y la anomalia
de la concentracién del contaminante en los sitios de monitoreo I, i =1,..., N , al momento
t=T.

Es importante observar que cada solucién adjunta 8; del modelo (2.5)-(2.6) con forzamiento
definido por la ecuacién (2.10) depende sélo de las condiciones de dispersién en la atmobsfera

y del sitio de monitoreo K, pero es independiente de la variable de control Q(t). De esta forma,
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la aplicacién de las ecuaciones definidas por (2.11) requiere calcular IN funciones adjuntas

diferentes.

Por otra parte, si el forzamiento p(r,t) en la ecuacion (2.5) se define para un sitio fijo R en

D y un tiempo £ como

p(r,t)=o(r-R)o(t —t;) (2.12)

entonces la ecuacion (2.9) conduce al siguiente conjunto de ecuaciones alternativas a (2.11)

HR.1) = [ Q)2 (n, byt 2.19)

M
donde {¢(R,tj)}j:1 es la serie de tiempo (de valores exactos) para la anomalia de la

concentracion del contaminante en el sitio de monitoreo R e instantes de muestreo t]- <T

(j=1,...,M). Se afirma que la ecuacién (2.13) relaciona exclusivamente valores exactos

porque las soluciones adjuntas no contienen errores debido a los datos iniciales de

concentracion o de las emisiones.

De forma similar al caso anterior, en la ecuaciéon (2.13) cada funcién adjunta &; depende
sélo de las condiciones de dispersion en la atmoésfera, del sitio de monitoreo R y del instante
L, pero es independiente de la variable de control @(t). Asi que, en principio, es necesario

calcular M funciones adjuntas para utilizar las ecuaciones dadas por (2.13), sin embargo,
tal requerimiento se puede relajar para algunos casos como se explica a continuacion.
Primero, hay que notar que de acuerdo al modelo adjunto (2.5)-(2.6) y el forzamiento dado

por (2.12) se tiene que

g,(r,t)=0 en (¢,T)
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y por lo tanto, la ecuacion (2.13) se reduce a la forma

HR.L) = [ Qg (x, )t (2.14)

Ahora, en el caso de condiciones de dispersion estacionarias en la atmésfera, los coeficientes

de los operadores A y A" son independientes del tiempo, y la siguiente identidad de cumple

g;(r,,t) = g,(r,, T —t;+1t) en (0,;) (2.15)

donde la funcién adjunta g,, conocida como nicleo bdsico, es la soluciéon del modelo adjunto
(2.5)-(2.6) con forzamiento p(r,t)=d(r-R)5(t-T). Para mostrar este resultado hay que
notar que, por sustitucién directa, la funcién g,(r,7—¢; +t), 0<t<t,, satisface el problema
(2.5)-(2.6) con forzamiento (2.12), y ya que el modelo (2.5)-(2.6) esta bien formulado, es decir,

se satisface la unicidad de la solucién, entonces se tiene que g,-(r,t) :ga(r,T—tj +1) en (O,tj)

. En particular, si =X, se obtiene la ecuacion (2.15).

De esta forma, tomando en cuenta el resultado (2.15), la ecuacién (2.14) se reescribe como

HR.L) = [ Qt)g, 0, T ~t, +t)dt 2.16)

La ecuacién (2.16) es un resultado importante para el caso de condiciones de dispersion
estacionarias en la atmoésfera, ya que establece que la relaciéon explicita entre la variable de

control Q@) y la serie de tiempo para la anomalia de la concentracion del contaminante

M
{¢(R,tj)}j=1 se logra a través de una sola funcién adjunta, el ntcleo béasico &,. La ventaja

computacional en este caso particular es inmediata.
Es importante notar que la aplicacion de las ecuaciones (2.11) o (2.13)-(2.14) depende del

tipo de informacién disponible. La ecuacién (2.11) es util en el caso de contar con varias
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estaciones de monitoreo que registran la concentracion del contaminante al mismo tiempo
en la region D. En contraste, las ecuaciones (2.13) o (2.14) pueden ser aplicadas
considerando una sola estacién de monitoreo en la region la cual registra la concentracion

del contaminante en instantes sucesivos (serie de tiempo).

Inestabilidad en el problema inverso. La ecuacion (2.14) es una ecuacion integral de
Fredholm (Groetsch, 1993), que relaciona explicitamente los datos de concentracién con la
variable por determinar. Sin embargo, tal relaciéon, o su equivalente implicito dado por el
problema (2.3)-(2.4), no es suficiente para recuperar la tasa de emisién Q(¢). Esto se debe a
la inestabilidad que surge por la presencia de errores en los datos. Para mostrar esto,
consideramos un modelo de dispersién de dimensién cero o modelo de caja. Se asume que la
anomalia de la concentracién del contaminante ¢ se describe por las siguientes ecuaciones

(Parra-Guevara y Skiba, 2003).

%+(a+%ua2)¢=%Q(t), 0<t<T (2.17)
$(0)=0 (2.18)

Aqui se supone que, en todo momento, el contaminante forma una mezcla homogénea con el
aire en la regiéon D =[0,a]x[0,a]x[0,a], la cual es un cubo con arista de longitud Q y
volumen V =a°. La velocidad del viento U se asume de tipo estacionario, con direccion
perpendicular a una pared vertical de la caja. Finalmente, O denota el coeficiente de
transformacién quimica del contaminante. Con estas simplificaciones, la ecuacién (2.17) es
un caso particular de la ecuacion de balance de masa del modelo de dispersion que se
presenta en el capitulo 3, para un sélo contaminante, sin sedimentacion y considerando una

fuente puntual en la region D con tasa de emision Q(z).
Por medio de la transformada de Laplace (Dyke, 2004), la solucién ¢ del modelo (2.17)-(2.18)

se puede expresar a través de la siguiente ecuacion integral:
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40 = [ Qe Vas, 0<t<T (2.19)

donde 7"=O'+%ua2. Hay que notar que la ecuacion (2.19) es equivalente a la ecuacion

general (2.14), siendo la funcién exponencial ¢ "“ %’ la funcién adjunta que corresponde al

momento ¢.

Si consideramos que la concentracién del contaminante que se monitorea es ¢(t)+ 5¢(t),
donde 6¢(¢) es una pequena perturbacién, entonces la solucién de (2.19) que corresponde a
estos datos es Q(t) + 5Q(t), donde 5Q(t) es la respectiva perturbacion de la tasa de emision.

Por linealidad en la ecuacién integral (2.19), dichas perturbaciones satisfacen la ecuacién
_ 1 —r(t-¢)
S5p(t) = VJO5Q(§)6 dé, 0<i<T

Derivando respecto del tiempo en ambos lados de esta ecuacién, y agrupando términos, se

obtiene
oQ(t) = V{§’¢(t) + r§¢(t)} (2.20)

Ahora se considera que la perturbacién tiene la forma o@(t) = gsen(4k7zt/ T) , donde ¢ >0 es

la amplitud de la perturbacién (&e<1), y la frecuencia k es un numero entero positivo.

Sustituyendo §¢(¢) en la ecuacion (2.20) se obtiene lo siguiente:

oQ(t)=¢cV {4]%77[ 008(4];7#] +rsen (%j} (2.21)

Observamos ahora que si t =71/2 en (2.21) entonces se tiene que
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o) T :gVélk—ﬂcos(Zkﬂ):gVélk—ﬂ, k=12,...
2 T T

Y por lo tanto, 5Q(T/ 2) — 0 cuando k& — 0. Esto significa que, atin para perturbaciones de
pequena amplitud en los datos (¢ <«1), la perturbacion en la tasa de emisién recuperada
5Q(t) es arbitrariamente grande cuando la frecuencia de la perturbaciéon de los datos se

incrementa. El mismo resultado se obtiene cuando se consideran otro tipo de perturbaciones

S¢(t) que tienen derivada grande. Esto prueba que el problema inverso es inestable.

En forma alternativa, es posible obtener la siguiente estimacién de (2.21):
0Q@)| < gV{MT”H}, 0<t<T, k=12,...

o también

|0Q(t)| < Cek, 0<t<T, k=>k,

para una constante C>0 y un valor I?O suficientemente grande. Esto indica que la
perturbacién en la tasa de emisiéon recuperada 5Q(t) es proporcional al producto de la

amplitud y la frecuencia de la perturbacién en los datos de la concentraciéon de la anomalia.
Ya que el incremento en la frecuencia k puede empeorar la estimacién de la tasa de emisidn,
esto deberia prevenir el intento de recuperar dicha funcién sélo con el incremento de mas
datos de concentracion en el intervalo de tiempo (0,7), es decir, incrementando la frecuencia
de muestreo. De esta forma se concluye que es necesario introducir una regularizacién para

el problema de inversion de datos.

Problema de regularizacion. Considerando los resultados y notas anteriores, el método

de regularizacion (problema variacional) que se propone para resolver el problema inverso,
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y establecer la tasa de emisién no-estacionaria () de una fuente puntual desconocida, es

el siguiente:

. 1.7(dgq ?
J@)==| | —| dt 2.22
minimizar <J(q) . IO ( T j ( )
. ti .
suetoa: —&<¢ —Joq(t)gj(ro,t)dt <g j=L..M y (2.23)
q(t)>0, 0<t<T (2.24)

El funcional dado por (2.22) se minimiza para filtrar las perturbaciones de derivada grande
o alta frecuencia contenidas en la anomalia de la concentracion del contaminante. La
solucion del problema (2.22)-(2.24) es la solucion regularizada del problema inverso. Hay
que notar que al trabajar con series de tiempo reales no es posible usar directamente la

ecuacion (2.14) debido a los errores en la anomalia, por tal motivo se considera la diferencia
de términos en (2.23), donde los valores ¢j representan los datos que contienen error y que

han sido monitoreados en el sitio R :
¢j :¢(R,tj)+5¢j, j=12,.. .M

y 5¢j denota el error respectivo. Asimismo, la restricciones (2.23) son de la forma ‘5¢j‘ <eg,

j=1,...,M . El parametro positivo & (pardametro de regularizacion) tiene la funcién de

ampliar el espacio factible del problema variacional (2.22)-(2.24), y asi encontrar una
solucion del problema inverso. Como se explica en los ejemplos del capitulo 5, tal parametro
influye en la suavidad de la solucién obtenida, y su valor éptimo es el error maximo en los
datos de la anomalia de la concentracion.

Un problema variacional alternativo se puede establecer al usar la ecuaciéon (2.11) en la
restriccion (2.23) junto con los datos de la concentraciéon de la anomalia espacialmente
distribuidos a un tiempo fijo. Note que en ambos problemas variacionales tanto la funcién

objetivo como las restricciones dependen directamente de la variable de control g, por lo
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tanto, la version discreta de dichos problemas son problemas sencillos de programacién
cuadratica. Tales problemas se establecen en el capitulo 5 y su solucién numérica se calcula
con la rutina quadprog de MATLAB. En la siguiente secciéon se muestra la existencia y la
unicidad de la solucién del problema de regularizacion (2.22)-(2.24). Dado que la estructura
del modelo variacional que usa datos espacialmente distribuidos es similar, las
demostraciones también valen para este caso. Los modelos de dispersion y su adjunto que
completan la formulacién general del problema inverso se describen en los capitulos 3 y 4,

respectivamente.

2.2. Resultados teoricos: existencia y unicidad de la solucion

regularizada

De acuerdo a la teoria desarrollada por Parra-Guevara y Skiba (2015), se considera aqui el
espacio de Hilbert H de funciones con valores reales y absolutamente continuas en el

intervalo [0,7], tales que ¢(0)=q(T)=0, Yy q'(t)=0q/ot es una funciéon cuyo cuadrado es

integrable (Riesz & Sz.-Nagy 1990). El producto interior y la norma en el espacio H estan

definidos como sigue:

(pa), =[ PO,

lal, = la-a), =[] lwora

Ademas, se supone que la tasa de emisiéon desconocida () es una funciéon de valores no

(2.25)

negativos de clase C [0, 7 que satisface la condicién Q(0) = Q(T) = 0. Asi, @ es una funcién

en el espacio de Hilbert H.

El espacio factible para el problema variacional (2.22)-(2.24) esta definido como
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Fg:{qu: g)20en [0.7] y —£<4, - [ qt)g,(x,.Hdt <« j=1,..,M} (2.26)

donde ¢ > ¢" = max; ‘5@‘. Note que, debido a la ecuacion (2.14), QEFg para todo &£>¢", y por

lo tanto, el espacio factible Fg es un conjunto no vacio en el espacio H.

Se demuestran ahora algunos lemas que caracterizan el espacio factible (2.26), y se cita un
teorema de distancia minima sobre el cual se construye la prueba de la existencia y la

unicidad de la solucién regularizada del problema inverso.

Teorema 2.1. (Cheney 1966). Un conjunto no vacio, cerrado y convexo en un espacio de

Banach uniformemente convexo posee un uinico punto que es mds cercano a un punto dado.

Lema 2.1. (Cheney 1966). El espacio de funciones H es un espacio de Banach

uniformemente convexo.

Lema 2.2. El espacio factible Fg es un conjunto convexo en H.
Demostracion. En efecto, sean q;,Q, GE y A e(0,1). Entonces Ml +(1—/1)q2 EH, y

Aq, +(1-=Aq, 20 en [0,77].

Por otra parte, para j=1,.., M se tiene que

9~ _[; [Aq, (&) + (1 - /l)qg(t)]gj(ro,t)dt‘

<A

4~ L0, 0, 0df + 1)

¢ — J.;ij t)g;(x, ,t)dt‘ <le+(1-Ae=¢

Asi, Agq+(1-A)q, €E y E es convexo.

Lema 2.3. Toda sucesién de funciones en H que sea convergente en la norma de dicho

espacio es una sucesion que converge uniformemente en [0,T].

27



Demostraciéon. Sea ¢(r) una funcioén en el espacio /. Entonces

2la0)|=|[|q @z - [ g'r)dr

= Uot sgn(t —7)q'(r)dr +LT sgn(t —7)q'(r)dr

= UOT sgn(t —7)q'(r)dr

donde t €[0,7], y la funcién signo se define como sigue: sgn(t—7)=1 81 7 <t y sgn(t—7)=-1

si 7 >t. Por lo tanto, de la dltima ecuacién se obtiene que

2lg(0)] < ||| lsgntt o)z gl =¥, (2.27)

lo cual es consecuencia de la desigualdad de Schwarz (Kreyszig, 1989). Asi, toda sucesion

convergente en H es uniformemente convergente en el intervalo [0,7'].

Lema 2.4. El espacio factible Fg es un conjunto cerrado en H.

Demostracién. Se prueba que F. € F . Sea g € F . Entonces, existe una sucesién de

funciones {qn}jle en Fg tal que |q, —qH - —0 cuando n—o, y por el lema 2.3, la sucesién

o0 . ., . /
{qn},,;l converge hacia la funciéon q uniformemente. Ademas,

4~ [Lavs (.00t -

- IOTQ(t)g,»(ro,t)dt‘ <

9~ Iqun (t)g,»(ro,t>dt‘ + j :|q(t) —q,(t)|g;(x,,t)dt

T
Sea C= max; Iog i (x,,t)dt <. La aplicacién de las restricciones (2.23) y la desigualdad (2.27)

en la Gltima estimacién conduce a

4~ [ a0 (0 < +0.5T g -q,[,, [ &,(x 0t < £ +0.VTClg g,

H
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y por lo tanto ‘¢j —'[Zq(t)gj(ro,t)dt <¢ en el limite cuando 7—>, Asi, todas las restricciones

integrales en (2.26) se satisfacen.

Para demostrar que ¢(¢) > 0 se procede por contradiccién. Sea {, E(O,T) tal que Q(to) <0.Ya

que la sucesion {qn}il es uniformemente convergente en [0,7T], qn(to)—q(to)‘—)o cuando
n—, por lo que existe un subindice N tal que ‘qN(tO)—q(tO)‘<‘q(t0)‘/2. Esto implica que

Qv (@,) <q(t0)/ 2<0, 1o cual contradice en hecho de que gy €E . Por lo tanto ¢ €E . Ellema

esta demostrado.

Evidentemente, la funcién cero q.()=0 es la tnica funcién constante en H, ademis,
qc(t) & Fg (ver el siguiente lema). Por lo tanto, la solucién regularizada del problema inverso
Q€ es diferente de q, @ o alguna funcién constante.

Lema 2.5. Si existe un subindice K para el cual ¢, > ¢&" = maxj‘5¢j , entonces q, 2E para

cualquier valor del pardmetro &tal que & <&< P .

Demostracién. Se procede por contradicciéon. Sea g, €E.. Entonces, de la K-ésima

restriccion integral en (2.23) se obtiene

199
Oy — IO q.8x(x,,t)dt < ¢

es decir, ¢K < ¢ lo cual contradice la desigualdad € < ¢K, y por lo tanto Qq, EE.

Hay que notar que la condicion 4 - . es bastante razonable, ya que indica que hay valores

de la anomalia ¢(R,tj) que son mas significativos que los errores en los datos.
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Teorema 2.2. Supongamos que existe un subindice K tal que ¢, > &" = max; ‘5¢j‘. Entonces,
el problema variacional (2.22)-(2.24) tiene solamente una solucion no trivial para cada valor
del pardmetro &tal que € <E<{.

Demostracién. Por el lema 2.1, H es un espacio de Banach uniformemente convexo,

y debido a (2.14), QEE para todo ¢>¢*, es decir, E es un conjunto no vacio. Ademas, por
los lemas 2.2 y 2.4, el espacio factible E es un conjunto cerrado y convexo en H.

Por otra parte, q, %E ya que €& <¢K. Por lo tanto, se sigue del teorema 2.1 que existe
solamente una funcién @ en el espacio factible E. que minimiza la distancia a la funcién
q.. Debido a (2.22), la funcién @) también minimiza el funcional J(g) sobre el espacio

factible E.. En consecuencia, @ es la solucién regularizada del problema inverso.

Como ha sido explicado, la solucién regularizada Q no puede ser una funcién constante,

ademas, debido a la hip6tesis de suavidad en la formulacién del problema, dicha funcién no
puede representar un impulso en el tiempo (explosién). Sin embargo, para tales casos

particulares, que son muy importantes, la intensidad de la fuente puntual Q@) puede ser
estimada directamente de la ecuaciéon (2.14). En el primer caso, cuando el valor promedio de

los errores 0p; es igual a cero y Q)= =const, se procede como sigue. Sumando las

relaciones (2.14) sobre j desde 1 hasta M se obtiene:

Q= (X1 0)(Z ] g e ) (2.28)

donde ¢j es la anomalia de la concentraciéon del contaminante registrada al momento % y
KR,t;)=¢ —0p, 1< j< M . En el segundo caso, cuando el valor promedio de los errores J¢;
es igual a cero, y la intensidad de la fuente es un impulso en el tiempo ¢ =¢,: Q) =Qt—t,)

, 0<t, <T', entonces, también al sumar las relaciones (2.14) sobre j se obtiene:
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Q, = (Zjicﬁ,-)( j‘ié.fj(ro,te))f1 (2.29)

Capitulo 3

Modelo de dispersion

De acuerdo a la teoria desarrollada en el capitulo 2, a fin de recuperar la tasa de emisiéon de
una fuente puntual, a través de datos de la concentraciéon de un contaminante, es necesario
contar con un adecuado modelo de dispersion de sustancias en la atmoésfera. Tal modelo debe
estar bien formulado en el sentido matematico, es decir, la solucién debe ser inica y tiene
que depender continuamente de las condiciones iniciales, de las condiciones de frontera y del
forzamiento (Samarskii y Vabishchevich, 2007). Aun para modelos simplificados en una regién
limitada no es trivial lograr que éstos estén bien formulados, ya que en general, el flujo de los
contaminantes a través de la frontera abierta no es un proceso bien conocido, y por lo tanto,
erroneas condiciones de borde puede generar una perturbaciéon que se propague dentro del
dominio por adveccién y difusion que finalmente destruya la solucién del modelo. Por lo tanto,
es de gran importancia colocar condiciones de frontera que determinen un modelo bien
formulado en el sentido matematico y que sean consistentes con el fenémeno fisico.

En este capitulo se define un modelo de tipo Euleriano (Seinfeld y Pandis, 1998) para
simular la dispersién de sustancias en la atmodsfera. Se muestra que, con las condiciones de
frontera impuestas, la solucion es tnica y estable respecto de perturbaciones en las condiciones

iniciales (distribucién inicial de los contaminantes) y del forzamiento (tasas de emision).
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Ademas, se establece una ecuacion de balance de masa que es consistente con el fenémeno de

dispersion.

3.1 Formulacion de un modelo de dispersion de contaminantes

atmosféricos

Una sustancia contaminante contenida en el medio atmosférico se encuentra sujeta a
diversos procesos fisicos y quimicos que influyen en su propagacion y transformacion.
Algunos de estos procesos son: transporte por adveccién, sedimentacion, difusién turbulenta
y transformacion por diversas reacciones quimicas, ademas, debido a la complejidad de dichos
procesos, la dispersién de cada sustancia que ha sido emitida a la atmésfera por fuentes fijas
o moviles es un fenémeno tridimensional y no-estacionario. En lo que sigue se formula un
modelo lineal que toma en cuenta estos procesos, y se supone que todos los coeficientes

contenidos en las parametrizaciones respectivas son conocidos.

Sea D = Dx(0,H) un dominio acotado tridimensional (conexo y simplemente conexo) con
frontera abierta 8D=SO uUSuUS, , la cual es la unién de la superficie lateral cilindrica S,

la base o fondo SO y la cubierta SH en z=H (ver Fig. 3.1). Se denota por

1

r = (xi, yi,zi) eD, i=1,...,N, los puntos donde se ubican las N fuentes puntuales (fuentes

industriales) que emiten K especies contaminantes. Se asume que la velocidad con la que

decae cada una de estas sustancias es proporcional a su concentraciéon en la atmoésfera. La

tasa de emision que corresponde a cada fuente puntual se denota como qi(t), 1=1..,N,

Finalmente, se denotan con @e(r,t) a la concentracién del k-ésimo contaminante dentro de la

regién D en el punto » al tiempo 7.
Es importante destacar que se supone aqui que la regién de estudio D contiene a todas las
fuentes puntuales de emisién de los contaminantes, y por lo tanto, no habra contribuciones

externas a la polucién dentro del dominio D. Tomando en cuenta esto en el balance de masa,
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la propagacion de los contaminantes en la atmoésfera se puede describir a través del siguiente

sistema de ecuaciones (Parra-Guevara et al., 2010).

%+U-v¢k+v-¢7,j—v-(ywk)—ﬂ(uz%jmkqﬁk _ f.(r,t) en Dx(0,T) 3.1)
ot 0z 0z
$,(r,00=4’(r) en D (3.2)
¢, =—Vvide; en D (3.3)
yz%—Un;ék =-v;$, en Sy (3.4)
0z
L, 09, _ —-v,4, en S} (3.5)
0z i
uv @, ~;—Un¢k =0 en S~ (3.6)
Vg -n=0 en S 3.7)
4V @, n=0 en S, (3.8)
ou Ov ow
VU=—+—+—=0 D
x oy ez on (3.9)

Donde U(r,t) = (u,v,w) denota la velocidad del viento en la regién D y se supone que cumple la
ecuacion de continuidad (3.9). Ademas, O;, = Gk(r,t) >0 es el coeficiente de transformacién

quimica de la k-ésima especie contaminante, y los coeficientes u = u(r,t) >0 y g=r,t)>0

denotan a los tensores de difusién turbulenta, es decir,

0 wu.(xr,t) 0 0
ﬂ:(ux(g,t) 0 t)} y 4= 0 a0 (3.10)
ot 0 0 w(ri)
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respectivamente, y ﬁe(l',t) es el forzamiento formado por las tasas de emisién para el k-ésimo

contaminante:
N

f@x,t) =Yg, )5 -r,) (3.11)
=1

donde 5(1' —I;) es la funcién delta de Dirac centrada en la posicién de la i-ésima fuente

puntual. Hay que notar que la tasa de emision de cada fuente es la suma de las tasas para

cada contaminante, es decir,
K

a:@®) = q; @) (3.12)
k=1

La ecuacién (3.2) define a ¢,S como la distribucién espacial de la k-ésima especie

. . . 0 . . .
contaminante al tiempo ¢ = 0 sobre D, es decir, ¢, es el residuo del k-ésimo contaminante en

la atmésfera que dejo la actividad industrial en un intervalo de tiempo pasado (por ejemplo

N
durante el dia anterior). En la ecuacién (3.1), el término V-¢ describe el cambio en la

concentracion de la sustancia observada (p. ej. algun tipo de particulas), por unidad de

tiempo, y debido a la sedimentacién; tal proceso esta caracterizado por la velocidad

constante de sedimentacién v, >0.
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Fig. 3.1. Proyeccién en el plano x-z del modelo conceptual de dispersion.

La frontera 0D se ha dividido en cinco partes, dos para el flujo horizontal, es decir, S* se

define como los puntos de S tal que U, = Un> 0, donde n es el vector normal exterior, y

S~ se define como el complemento (U, =U-n< 0). Dos para la frontera superior: S;I es la
parte de la frontera donde la sedimentacion es el resultado de la difusién menos la adveccién

(ecuacion 3.4), y S;I que implica que la sedimentacién es igual a la difusion (ecuacién 3.5).

Por ultimo, en So: que es la frontera inferior, se tiene que la difusion es cero debido a que el

flujo es tangente a la superficie irregular (ecuaciéon 3.8). La condicién de frontera (3.6)
establece que cuando el viento ingresa a la regién D el flujo total del contaminante,
tomando en cuenta difusién y adveccidn, es igual a cero, por lo cual, en S~ no hay salida o
entrada de la especie contaminante. La condicién de frontera (3.7) establece que cuando el
viento sale de la regién D se desprecia el flujo difusivo turbulento en comparacién con el
flujo advectivo del contaminante, por lo tanto, la salida de la especie contaminante sélo es
por adveccién. Estas condiciones de frontera fueron definidas por Marchuk (1982, 1986), y

generalizadas al caso de tres dimensiones por Skiba (1993, 1997).
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Para concluir la definicién del modelo (3.1)-(3.9) se discute el significado de la ecuacién de
continuidad (3.9) que complementa dicho modelo de dispersion, la cual es una condicién de
incompresibilidad.

Un flujo es llamado incompresible si su densidad no cambia con la presién. Ya que en el
desplazamiento de un paquete de fluido sobre una linea de corriente el paquete esta sometido
a las diferencias de presion, se tiene que, un fluido es incompresible si la densidad de un
paquete que se mueve sobre cualquier linea de corriente del flujo se mantiene constante, es

decir,

&za—erU-Vp:O
Dt ot

Por otra parte, si se considera la ecuacién de continuidad (ecuacién de conservacion de

masa)

op Dp
—+V-(pU)=——+pV-U=0
o (p ).m P

se obtiene que, un fluido es incompresible siy solosi V-U=0.

Los liquidos tienen un cambio relativo de densidad sumamente bajo respecto de la presion,
por lo cual se consideran incompresibles, sin embargo, lo gases si presentan compresibilidad.
Ya que el aire es una mezcla de gases es necesario establecer un rango de comportamiento en
el que éste se pueda considerar como un fluido incompresible.

Si se considera la ecuacién de Bernoulli

1 2
AP =—pU?,
2P

OP
se aproxima el incremento Ap como (a'ZJAP y se define a’ = 87,0 (velocidad local del sonido),

entonces se obtiene que
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b _1U°
p 24d

De aqui se observa que el cambio relativo de la densidad es proporcional al cuadrado del
nuimero de Mach

m=Y

a

Por otra parte, si se considera la altura en la atmodsfera hasta los 600 m (capa en donde tiene

lugar la emisién y dispersion de contaminantes), se tiene que la rapidez promedio del viento U

es menor a 12 m/s. Por lo tanto, el cambio relativo de la densidad del aire es aproximadamente

A0 _ 0.006
0

Es decir, hay un cambio relativo de la densidad menor al 1% (cambio que es despreciable),
por lo cual, el aire se considera un fluido incompresible y es posible usar la ecuacion de
continuidad V-U =0.Un criterio generalmente aceptado para considerar a un gas como

un fluido incompresible es que M < 0.3, esto significa que U <100 m/s, aproximadamente.

3.2 Unicidad y estabilidad de la solucion del modelo de dispersion en

el sentido clasico

Las condiciones de frontera (3.4) a (3.8) no sélo tienen un adecuado sentido fisico, sino
también poseen buenas caracteristicas matematicas, ya que hacen del modelo de dispersion
(3.1)-(3.9) un problema bien formulado en el sentido de Hadamard (1923), es decir, la solucién

del problema (3.1)-(3.9) es Unica y es estable respecto de pequenas perturbaciones en las
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condiciones iniciales, mas aun, es posible mostrar que hay estabilidad respecto de pequenas
perturbaciones en el forzamiento (Skiba y Parra-Guevara, 2000).
Con la finalidad de establecer estas caracteristicas supongamos que el problema general de

evolucidén

o9 _ 3.13
at+A¢ i (3.13)

#0)=¢" (3.14)
tiene al menos una solucidon suficientemente suave, y que A:®c H —> H es un operador

diferencial lineal positivo semidefinido con dominio en un subespacio ® de un espacio de

Hilbert H . Con estas hipétesis, se afirma que la solucion es tnica y es estable respecto de

. e 0 . ., .
perturbaciones en la condicién inicial @ y el forzamiento f. La demostracién es la siguiente.

Multiplicando la ecuaciéon (3.13) por ¢ y agrupando términos se tiene

[czs , %}w, £)-(¢,A9)

donde los paréntesis denotan el producto interior definido en el espacio H.
Considerando que el operador A es positivo semidefinido, y usando la desigualdad de

Schwarz (Kreyszig, 1989), es posible establecer la siguiente estimacion

0
(6. %2 )<1e

. donde o= |(¢.9)

Si se observa que
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op) 10
(0 22)- 321 -l S

entonces, de la iltima estimacion, se obtiene la siguiente desigualdad:
0
el =l

Integrando respecto del tiempo en ambos lados de la Gltima relacién, y usando la condicién

1nicial, se obtiene que

I < [z +]o°]

suponiendo que la norma de f es acotada en el intervalo de tiempo (0,7"), finalmente se

puede escribir

lol< T -max

0<t<T

IFa.0)+ ||

Dado que A es un operador lineal, la ltima desigualdad afirma que pequenas variaciones

: e 0 . - . .
en el forzamiento f y la condicién inicial ¢ inducen pequefias variaciones en la solucién ¢

del problema de evolucion, esto es estabilidad (continuidad respecto de f y ¢0). El mismo

razonamiento garantiza unicidad, es decir, si se consideran dos soluciones del problema
(3.13)-(3.14), entonces, al restar las ecuaciones de evolucion respectivas se tiene un problema
de evolucién donde la condicién inicial y el forzamiento son nulos. De aqui se sigue que, de
acuerdo a la dltima desigualdad, la norma de la diferencia de dichas funciones es cero, es decir,
tales funciones deben ser iguales.

Con este resultado general lo inico que falta establecer para probar que el modelo (3.1) - (3.9)

esta bien formulado es que el operador diferencial lineal
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Ag =U-V¢+V-¢S—V-yv¢—iﬂ2%+ op
0z 0z
es positivo semidefinido (aqui se omite el subindice %k para abreviar el argumento). Para tal

efecto, se considera el producto interior en Ly(D) del término A¢ con la funcién ¢,

(A¢,¢)=j¢U-v¢dr+j¢N-Jsdr—j(,zsv-w¢dr—j¢a—iﬂz%dr+ja¢2dr (3.15)

Yaque V-U =0 setiene que V- (¢2U) =20U-V¢. Siseintegra esta ecuacién, y se usa el teorema

de la divergencia (Kreyszig, 2006), entonces se puede escribir

[gU-Vodr =< [gU-7dS == [ UgdS+ [ Ugds (3.16)
D 2 oD 2 StuSy S uSy
También se tiene que 4V - JS = — év (vig? ;3 ), Integrado y utilizando el teorema de la divergencia, de

nuevo obtenemos

ds 3.17)

- -
és3'n

- -
e, n

1
dS == |v'¢®
21
Para la parte vertical de la difusién turbulenta se tiene la siguiente igualdad

2

0 5 09 o, 0¢
—_— —_— + —_— —_—
He 82‘ ¢ (. =")

99, _
o (P, az) =

Integrando en la regién D tal ecuacién, y considerando las condiciones de frontera (3.4) y (3.5), se

obtiene el siguiente resultado.
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—j¢—(

‘ dr - j ., %S
(3.19)

L2 a¢‘dr+jv¢d8 JU#as

:i

2

1
Por otra parte, se tiene la relacién V- (@uVe) = ¢V - (uV @) + |12V . Si se integra esta ecuacién y se

usa el teorema de divergencia, entonces se obtiene

2

[V (v p)dr = | 2

dr - | fuv-ndS
oD

Cuando la ultima integral se separa en las partes de la frontera S* y S, y se aplican las

condiciones de borde respectivas (3.6) y (3.7), finalmente se tiene que

1 2
12V | dr - j #°U dS (3.19)

5

[, 9V (¥ pex = |

Si se sustituye en (3.15) las formulas integrales (3.16) a (3.19), y se reordenan los términos,

se concluye que

1 2 > -
(Ag,9) =I 2V @ dr +Ia¢2dr+l I Vg e, n dS+I Ve’ dS
D 2 D 280 Sy
+—{ [ Ugas - | U¢dS}>0 $ed (3.20)
STUSEH S"uSy

Con esto queda demostrado que el operador diferencial 4 es positivo semidefinido.
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Otra ventaja de que el operador diferencial lineal A del modelo (3.1) -(3.9) sea positivo
semidefinido es que algunos de los esquemas de discretizacién numérica, basados en
diferencias finitas, preservan esta propiedad, y por lo tanto, es facil establecer la existencia,
unicidad y estabilidad de la solucién en el problema de dispersiéon discreto. Ademas, es
posible usar métodos de separacioén de operadores por componentes para obtener la solucion
aproximada del modelo de dispersion, y por lo tanto, trasladar el problema de tres
dimensiones a tres problemas simples en una dimensién. Tales esquemas para hallar la
soluciéon numérica de la concentracion siempre representan una ventaja computacional ya que
se ahorra memoria y tiempo de computo. En Skiba and Parra-Guevara (2015) se describe un
esquema de este tipo que permite resolver el modelo de dispersion y su adjunto, tal esquema es

balanceado y de segundo orden de aproximacién.
3.3 Ecuacion de balance de masa

Las condiciones de frontera (3.4) a (3.8) son fundamentales para establecer que el modelo de
dispersion esta bien formulado, de hecho, es posible aplicar estas condiciones para demostrar
que el modelo satisface una ecuacion de balance de masa que es consistente con el proceso
de dispersion. Para obtener dicho resultado se integra la ecuacion de transporte (3.1) sobre el

dominio D,

"-[%+U'V¢k +V '(Z,:—V UV 4,) _i(ﬂz %j +0.9, jdr = _[fk(r’t)dr (3.21)
ot 0z b

b 0z

Si consideramos la ecuacién de continuidad (3.9) se tiene la igualdad V-(@U)=U-Vd,. Si se

aplica esta ecuacion al segundo término de (3.21), junto con el teorema de la divergencia, se

tiene que

[U-Vdr=[4U-ndS=[4U,dS+ [ 4U,dS (3.22)
D oD S* S
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Aplicando el teorema de la divergencia en el tercer término de (3.21) tenemos

- - - -
es-n és.n

ds = [vig,

So

dS- [ vi$,ds (3.23)

Su

[V-gidr =~ [ vig,

oD

También, si se aplica el teorema de la divergencia en la cuarta integral de la ecuacion (3.21),

y se usan la condiciones de frontera (3.6) y (3.7), se tiene que

j V- (uV,)dr = j ,u%dS: j U 4,dS (3.24)
D S~

S

Integrando el quinto término de (3.21) en la regién D se tiene

o( o o .
[ —(ﬂz a—;Jdr = | yZa—;dS = S£ Un¢de—SjH vig,dS (3.25)

p 0z oD

Al sustituir las ecuaciones (3.22) a (3.25) en la ecuacién (3.21), y aplicando la propiedad de

filtrado de la funcién delta de Dirac en el forzamiento f;,
[ @)@ -x,)dr = f(x,)

se obtiene que

%chﬁkdr = iqik(t)—jakgﬁkdr— [vidile;-nlas - [ 4U,ds (3.26)
i=1 b 5

0 STuSy

La ecuacidn (3.26) es la ecuacion de balance de masa. Esta ecuacion indica que la variacién
de la masa total de la k-ésima especie contaminante en el dominio D, es igual a la suma de las

tasas con que se emite, menos la tasa de transformacién quimica, menos lo que sedimentacion

43



en la base So del dominio D, menos la pérdida de masa contaminante que escapa por la

frontera debido a la adveccién (notar que U, 20 en S"US}; ). Asi, tal ecuacién es consistente con

el fendmeno de dispersion y transformacion en la atmosfera.

De las ecuaciones (3.20) y (3.26) se concluye, que en ausencia de fuentes, las integrales jD ¢, dr

y JD ¢,2dr decrecen con el tiempo. Ademés, si x=0, 4 =0, 6,=0, v; =0 y U, =0 sobre la

frontera 0D , entonces ambas integrales se conservan en el tiempo, es decir,
L gdr=0y 2 g2dr=o0 (3.27)
ot o "* ot In"* '

Estas relaciones son tutiles para probar el buen funcionamiento de los algoritmos de solucién

numérica, en particular de aquellos que se presentan en Skiba y Parra-Guevara (2015).

Capitulo 4

Modelo de dispersion adjunto

En este capitulo se formula la estimacién adjunta para la concentraciéon puntual y promedio
de un contaminante atmosférico. Tales estimaciones permiten establecer una relacién entre

los parametros de las fuentes de emisiéon y los datos de la concentraciéon del contaminante
recabados en una o varias estaciones de monitoreo ubicadas en los sitios =L, o con los

datos de la concentraciéon promedio en una zona (2 de importancia ecolégica. Estas
estimaciones duales son ecuaciones integrales de Fredholm (Groetsch, 1993) que usan la
solucién de un modelo diferencial adjunto como ntucleo, y tienen la ventaja de exhibir en

forma explicita la influencia que la distribucién inicial del contaminante y las tasas de

emision tienen sobre la concentracién de dicha sustancia en los sitios ¥'=X; o sobre la zona
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Q2. Esta reformulacién proporciona una técnica efectiva y econémica en el estudio de la
sensibilidad de los niveles de contaminacion (Skiba y Parra-Guevara, 2000). En particular,
provee una técnica eficiente para el analisis y solucién del problema de control de emisiones
industriales (Parra-Guevara y Skiba, 2003; 2006).

En general, las estimaciones directa y adjunta son elementos complementarios que
permiten comprender los diferentes aspectos del proceso de dispersion de sustancias en la
atmoésfera y dar solucién a los problemas de reubicacion (Marchuck, 1986 y 1995) y control
de emisiones industriales (Parra-Guevara et al., 2010; Liu, 2007; Parra-Guevara y Skiba,
2003; Skiba, 2003), asi como la estimacion de los parametros de fuentes contaminantes
desconocidas (Parra-Guevara y Skiba, 2013a, 2015).

Durante las ultimas décadas se han desarrollado varias aplicaciones de las ecuaciones
adjuntas en oceanologia y meteorologia dinamica. Marchuk (1986 y 1995), ha sugerido el
uso de las soluciones de las ecuaciones adjuntas para estimar el promedio en espacio y
tiempo de la anomalia de campos meteorolégicos, y para estudiar la respuesta lineal de los
modelos respecto las variaciones en las condiciones iniciales y el forzamiento. Una de las
primeras aplicaciones de estas ideas fue el estudio del modelo lineal global tridimensional
de la interaccion térmica de la troposfera con los océanos y continentes (Marchuk y Skiba,
1976; Skiba, 1978).

Se puede afirmar que la idea de introducir ecuaciones adjuntas ha demostrado ser fructifera
cuando se aplica en problemas del area de la fisica matematica y computacién matematica
tales como: fisica de la atmoésfera y del océano, procesamiento y asimilacién de datos,
mecanica de los medios continuos, mecanica cuantica, ecologia, modelos matematicos en
inmunologia, control 6ptimo y remediacion de sistemas acuaticos (Parra-Guevara y Skiba,
2007, 2013b); tanto en problemas lineales (Marchuck, 1986) como en modelos no-lineales

(Vladimirov y Marchuck, 2000).
4.1 Definicion del operador adjunto
La definicién de operador adjunto para un operador definido en un espacio de Hilbert

(usualmente un espacio de funciones con ciertas caracteristicas de integrabilidad y/o
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diferenciabilidad), tiene como objetivo generalizar la propiedad que posee la matriz

transpuesta respecto del producto interior en el espacio euclidiano real, es decir,
(4x,y)=(x,A'y)

donde A esuna matrizreal B XN y X,yeR".

Con esta analogia, la definicion general para el operador adjunto es la siguiente.

Definicion 4.1. Sea H un espacio de Hilbert con producto interior denotado por (,) y

L : H — H un operador lineal con dominio ®< H (® subespacio lineal de H). El operador
adjunto de L es un operador lineal L':H — H, con dominio ® < H (@  también

subespacio lineal), que satisface la identidad de LaGrange:
(Lp.g)=(4L'g) V ge® y Vged (4.1)

Existencia del operador adjunto. Bajo las caracteristicas que tiene el operador L en la
definicién 4.1 es posible afirmar que el operador adjunto L existe, es decir, siempre es
posible construir un operador que satisfaga la identidad (4.1). Para este fin, se define al
conjunto ® como el subconjunto mds grande en el espacio H tal que £ ed | si y sélo si, la
funcional lineal ¢ — (L¢,g) es acotada.

Hay que notar que ® es un conjunto no vacio ya que 0 e ®*. Ademés, ® es un subespacio

lineal de H, ya que para &,,8, ced y a,beR setiene

(Lg.ag, +bg,)| g la||(Lg. g, )|+ |p||(Ls 2.

<la|C, +|b|C, <0, V ¢gecd—-40
I i €. +lelc, ©
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Por otra parte, si £€P entonces, por el Teorema de Riesz (Kreyszig, 1989) , existe un tnico

elemento ¢ € H tal que
(Ls,g)=(#:¢)

Se define entonces el operador L : ®" — H como: L*g =¢. Este operador esta bien definido
por la unicidad del elemento ¢&, y de acuerdo con la Gltima igualdad se satisface la identidad
de LaGrange:

(Lg,g)=(4.£)=(4L'g) ¥V ¢pc® y ged

es decir, L es el operador adjunto.

Unicidad del operador adjunto. En general, el operador adjunto no es Uinico segun la
definicién dada anteriormente, ya que de acuerdo a la construccién anterior, si el operador
L se restringe a cualquier subespacio propio de @, entonces también la restriccién
satisface la identidad (4.1).

Con el fin de establecer la unicidad, se supone que @ es un espacio denso en H y se

considera a L con dominio méximo, es decir, el mayor subespacio donde se cumple la

identidad (4.1). Bajo estas condiciones, si F~ es un operador adjunto, entonces Doka cd
(de lo contrario L’ se puede expandir al subespacio Dom . +®", y por lo tanto, ® no seria

dominio maximo). Asi, para & € Dom,. se tiene que

(L¢,g):(¢,F*g):(¢,L*g) V gcd esdecir, (¢,F*g—L*g):O, Vped

Por otra parte, si (¢,h) =0, V ¢ € ®, entonces h=0. Esta afirmacion es cierta por la densidad
de @ en el espacio H. En efecto, primero hay que notar que existe una sucesién {¢n}w en

n=1

H tal que ¢n —h;, después, si1 h =0 se tiene que

47



e T e

lo cual contradice la convergencia. De esta forma se concluye que A=0.

Con este ultimo resultado se concluye que F g—-Lg=0, es decir, F* es Gnicamente una

restriccién de L; en este sentido el operador L* es Unico.
Es importante destacar que, en general, el operador lineal L y su adjunto L* son diferentes.

Sélo en algunos casos particulares, como por ejemplo, el operador de Laplace con condiciones

homogéneas de tipo Dirichlet o0 Neumann, se tiene que L=L ((D:d)*), en tales casos el

operador L se denomina autoadjunto. El caso L # L pero ®=®" es importante, ya que se
transfieren caracteristicas de un operador a otro, por ejemplo, si L es definido positivo,

entonces
(L'g.g)=(2.L'g)=(Lg.g)>0, V ged

por lo cual L' también es definido positivo.
Por ultimo, se consideran algunos ejemplos sencillos de operadores adjuntos donde se

destaca la importancia de la identidad de LaGrange (4.1).

Ejemplo 4.1. Si A€ Mmm(R) entonces el operador adjunto es la matriz transpuesta A'. En

este caso autoadjunto significa que la matriz A es simétrica (A= A").

Ejemplo 4.2. Si Ly = k¢ con dominio @ =L,(0,1), entonces Ifg=kg con dominio ®" = ® .

Lo anterior se sigue de observar que

(Lg.g) = (kp,g) = ($.kg) = (4L g)
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Ademé4s, claramente L es un operador autoadjunto.

Ejemplo 4.3. Si Lg = u3—¢ con dominio ® = {¢ e C'[0,1]|¢(0) = ¢(1)} c L,(0,1), entonces

X

Lg-= —uj—g con dominio @ =®. El resultado se sigue de la integracién por partes

X

(L¢,g):lu;l—digdx=u{g¢\ IZ—qﬁd} j ( u%)dx:(¢,[,*g)

0

Asi, se concluye también que L y L* son operadores antisimétricos, es decir,

(M?@ :(L*gag) =0

2

d
Ejemplo 4.4. Si L¢=pu f con dominio CD:{qﬁeCZ[O,l]j

dx

=0} = L,(0,1),

entonces L g= 7 con dominio ® =®. El resultado se sigue de integrar dos veces por

x’

partes

(Lpg)=] u%?gdx—ﬂ{ -f ¢%¢dXH =f¢[u%)dx=(¢,fg)

0
Se concluye también que L es un operador autoadjunto.
4.2 Modelo de dispersion adjunto y estimaciones duales

En esta seccion se establece el modelo adjunto asociado al modelo de dispersion (3.1)-(3.9).

Sin pérdida de generalidad, se considera aqui s6lo una sustancia contaminante en la
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atmoésfera, es decir, se supone que K=1 y se omite el subindice %k en la ecuaciones (3.1) a
(3.9). En la seccién final del capitulo se muestra que este modelo resulta ser la herramienta
1deal para hacer el analisis de la sensibilidad lineal del valor promedio de la concentraciéon
de dicha sustancia en una regién de importancia ecolégica Q2 contenida en D.

El valor promedio de la concentracién del contaminante en Q, durante el intervalo de

tiempo [T—Z’,T] , se estima de acuerdo al funcional.

|Ql|T [ [o@.drdt (4.2)

T-7Q

IQ,T (¢) =

donde ‘q representa el volumen de la region de importancia ecolégica. Ademas, para estimar

la concentracién puntual de dicha sustancia es posible introducir el siguiente funcional
Lr () =R T) (4.3)

donde R es un punto en el dominio D y ¢ =7 es un instante de tiempo.

El funcional (4.3) puede considerarse el caso limite del funcional (4.2) cuando la regién Q
se contrae al punto R y 7 tiende a cero, sin embargo, aqui se consideran como casos
separados, es decir, para ambos funcionales se encuentra su formulacién dual en términos

de las soluciones del modelo adjunto (funciones adjuntas o de influencia).

Por otra parte, se debe notar que es posible hacer un analisis de sensibilidad de IQ’T

aplicando tinicamente el modelo de dispersion (3.1)-(3.9). Para esto, es necesario considerar
una solucion basica de (3.1)-(3.9), es decir, la solucién que corresponde a un conjunto fijo de

los parametros del modelo, y posteriormente, calcular la soluciéon con las correspondientes
perturbaciones de estos parametros. De esta forma, la anomalia 519,, es la diferencia de la
concentraciéon promedio para cada solucién. De la misma forma es posible proceder para

realizar un analisis de sensibilidad de la concentracién puntual IR,T- Este enfoque
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representa una alternativa al estudio de problemas ambientales como son el control de
emisiones y la ubicaciéon de nuevas fuentes industriales, ya que al perturbar las tasas de
emision o el sitio de descarga, por prueba y error, se podria determinar que tanto hay que
reducir dichas tasas para que la concentraciéon promedio cumpla la norma sanitaria
respectiva, o que tanto hay que desplazar el sitio de emisién a fin de minimizar el impacto
en una zona. Sin embargo, este procedimiento representa un gran esfuerzo computacional,
ya que cada que se perturba un parametro en el modelo (3.1)-(3.9), este se tiene que resolver
para recalcular la nueva concentracion ¢ y estimar las anomalias. Un enfoque de este tipo
Nno es seguro ya que no siempre se encontrara una soluciéon (6ptima) al problema ambiental,
ademas, se consume una gran cantidad de tiempo de computo, lo cual no sirve en los
problemas ambientales que requieren respuestas inmediatas, como son los eventos de
elevada contaminacién del aire. El modelo adjunto, junto con el principio de dualidad que
origina, representa una gran ventaja sobre este tipo de enfoque. Ademas, como ha sido
explicado en el capitulo 2, las funciones adjuntas permiten formular problemas

variacionales cuya solucién es la tasa de emisién de una fuente puntual desconocida.

Formulaciéon del operador adjunto A*. Se considera A como el operador diferencial que
contiene los procesos de transporte y transformaciéon del contaminante que estan

representados en la ecuacion de difusién-advecciéon (3.1), es decir,

AG=U-Vg+V-§'—V -2V g+ op (4.4)

donde la matriz ; estd definida por la ecuacién (3.10). Adema4s, el dominio @ del operador

A estd definido por las funciones ¢ en el espacio de Hilbert LZ(D) tales que satisfacen las

condiciones de frontera (3.4) a (3.8). El operador adjunto A" se determina a través de la

identidad de LaGrange (4.1). Para esto, se considera el producto de Ay con g respecto del

producto interior del espacio LZ(D),
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(Ag,g) = _[gAqﬁdr = ng -Vgdr + IgV - ;;S dr — _[gV N gdr + jga;/ﬁdr (4.5)

Utilizando la condicién (3.9) y el teorema de la divergencia (Kreyszig, 2006) en las integrales de

la ecuacion (4.5) se obtienen las siguientes relaciones:

ng.wdr: jg¢U-ﬁds-j¢U-ngr (4.6)
D oD D

jgv-JSdr: jg&-ﬁdS-jw;dr (4.7)
D oD D

jgv-;v¢dr=—j¢QVg-ﬁdS+ jg;V¢-ﬁdS+j¢V~;ngr (4.8)
D oD oD D

donde g° =—V’ge,.
Sustituyendo las ecuaciones (4.6) a (4.8) en (4.5), separando la frontera 0D en sus diferentes

secciones (SO, Sy SH) , y aplicando las condiciones de frontera (3.4) a (3.8) se obtiene
(Ag,g)= jg/}(—U-Vg—V -g,:s—V -;Ngdragjdr
D
+I¢(;¢Vg-ﬁ+§-ﬁ)d8
So
+I ¢(2Vg -ﬁ+Ung)dS + j ¢(;Vg -ﬁ)dS
§* §
« ¢5(,uzg—g+Ungde+ j¢(ﬂza—gjds (4.9)
s 4 e 0z

Finalmente, la identidad de LaGrange (4.1) se satisface si en la ecuacién (4.9) todas las

integrales sobre porciones de la frontera se anulan y al mismo tiempo se define A g como el

término dentro del paréntesis de la integral sobre el dominio D. Es decir, el operador

adjunto A" se define como:
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A'=-U.Vg-V.-g'-V-uVg+og (4.10)

donde el correspondiente dominio @ esta dado por las funciones g en el espacio de Hilbert

L,(D) tales que satisfacen las siguientes condiciones de frontera:

uZZ—izO en S; (4.11)
uZZ—i+Ung=O en S (4.12)
,qu-ﬁzo en S° (4.13)
ng-ﬁ+Ung=O en S' (4.14)
Vg n+g -n=0 en S, (4.15)

Hay que observar que en la ecuaciones (4.13) a (4.15) el vector » denota el vector normal
unitario, que apunta hacia afuera de la regién D, en la respectiva parte de la frontera.

Ademas, en (4.13) y (4.14) la matriz @ se define por la ecuacion (3.10).

Estimaciones duales. Con el fin de establecer el modelo adjunto de dispersion y las

estimaciones duales para la concentracién del contaminante se multiplica por g la ecuacién

(3.1) y se integra en el dominio D x(0,7),

Mg[g—f+u-v¢+v PV -(ﬂw)—%(yz %)+a¢jdrdt _ Mgf(r,t)drdt

Lo cual es equivalente a la siguiente ecuacion:

T j g%drdt + T j gAgdrdt = T j of (v,t)drdt (4.16)
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Integrando por partes (respecto del tiempo) en la primera integral de (4.16) y definiendo la

condicién: g(r,T) =0 para reD, se obtiene

I g Lardt = -[ g(x,004° (¥)dr i ¢(—(Z—fjdrdt (4.17)

0D

Aplicando la identidad de LaGrange en la segunda integral de (4.16) se concluye que

T j gAgdrdt = T j $A gdrdt (4.18)

El uso de la propiedad de filtrado de la funcién delta de Dirac en la tercera integral de (4.16)

conduce a la ecuacién

T

[[af(e,0)drdr = i?qi (g (x, t)dt (4.19)

0D

Agrupando términos después de sustituir las ecuaciones (4.17) a (4.19) en (4.16) es posible

escribir

TI¢(—Z—§ + A*gjdrdt = jg(r,0)¢0(r)dr +i Tqi(t)g(ri ,0)dt (4.20)

i=1 ¢

La ecuacién (4.20) sugiere que la correcta definicion del modelo adjunto de dispersién es la

siguiente:
—aa—erA*g=—%—UVg—V-?—V-(ﬂVg)—%(ﬂzZ—fjﬂfg:p(r,t) (4.21)
g(r,T)=0 en D (4.22)
Ez—vsgég en D (4.23)
yza—gz 0 en S, (4.24)
0z
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uZZ—i+Ung ~0 en S (4.25)

/Ng-ﬁ:O en S (4.26)
ng-ﬁ+Ung:0 en S* (4.27)
IVg-n+g -n=0 en S, (4.28)

donde el forzamiento p(r,r) en la ecuacién (4.21) se define con el fin de relacionar

. L ., e, 0
directamente alguna caracteristica de la funcién ¢ con la condiciéon inicial ¢ vy los

parametros de las fuentes de emision. Por ejemplo, si el forzamiento se define como

w.0) %, reQ y te(T-7,T)
pr,t) =47

0, en otro caso

(4.29)

Entonces, de la ecuacion (4.20), se obtiene el principio de dualidad (estimacion dual) para

la concentracion promedio del contaminante

I,.($) = [ g(x,0¢°(x)dr +)_ [q,()g(x; 1)dt (4.30)

i=1 ¢

La ecuacion (4.30) recibe este nombre porque indica que el funcional IQ,T, definido

inicialmente a través de (4.2), también se puede estimar por medio de la funcién adjunta g
que es la solucién del modelo (4.21)-(4.28) con forzamiento (4.29).

También, si el forzamiento p(r,r) se define como

p(r,t)=S(r-R)S(t-T) (4.31)
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entonces de la ecuacion (4.20) se obtiene la estimacién dual para la concentraciéon puntual

del contaminante

T p (9) = [ 8(x,004°(x)dr +) [ ¢, g(x; ) (4.32)

i=1 o

donde ahora la funcién adjunta g es la solucién del modelo (4.21)-(4.28) con forzamiento
(4.31). Como se explico en el capitulo 2, esta Gltima estimacion resulta fundamental en la
formulacién del problema de regularizacién (2.22)-(2.24), y por lo tanto, en la solucion del
problema inverso de la recuperacion de la tasa de emisiéon de una fuente puntual

desconocida.

Por otra parte, es importante notar que el modelo adjunto (4.21)-(4.28) es un problema de
valores finales. Este problema esta bien formulado en el sentido de Hadamard (1923) si se
resuelve de t=T a t=0. En efecto, ya que al reformular las ecuaciones con el cambio de
variable: ¢t = T — ¢, y renombrando la velocidad U =-U, se tiene que el modelo (4.21)-(4.28)
tiene la misma estructura que el modelo de valor inicial (3.1)-(3.9), entonces, es posible
probar la existencia, la unicidad y la estabilidad de la soluciéon del modelo adjunto
exactamente como en la seccién 3.2 (Skiba y Parra-Guevara, 2000).

Ademas, se observa que las ecuaciones (4.30) y (4.32) muestran la influencia explicita que
tienen sobre la concentracion promedio o puntual de los contaminantes las tasas de emision,
los sitios de descarga y la distribucién inicial de dichas sustancias en la regién D. Es

importante notar que la solucién g del problema adjunto (4.21)-(4.28) no depende de estos

parametros. Por lo tanto, £ sb6lo actia como una funcién de peso que pondera la distribucién

inicial del contaminante ¢0 y las tasas de emision qi(t), 1=1,...,N. Este resultado es

fundamental para resolver el problema de control de emisiones, formular estrategias de
remediacion de sistemas acuaticos mediante la descarga de nutrientes y la estimacion de la

tasa de emision de fuentes desconocidas.
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Finalmente, hay que considerar que aun cuando las funciones solucién ¢ y £ permiten
estimar la misma concentracién promedio ! través de (4.2) y (4.30), estimaciones directa
y adjunta, respectivamente, se debe entender que, en general, estas son funciones
complementarias, ya que £ en (4.30) s6lo permite conocer la concentracién promedio en €2
, mientras que ¢ nos permite conocer ademas la concentracién del contaminante en toda la

regién de estudio D. De esta forma, dependiendo de las preguntas por contestar asociadas

al problema ecoldgico se puede usar ¢ o £ , 0 ambas. Obviamente, el mismo argumento es

valido para las soluciones directa y adjunta que permiten estimar la concentraciéon puntual

del contaminante.

4.3 Analisis de sensibilidad de la concentracién promedio I,

La ecuacion (4.30) permite hacer un analisis de sensibilidad de la concentracion IQ’T

respecto de los parametros ¢0 y q; (i=1,...,N), manteniendo U, 4, o, v*, Q, Ty I, (
i=1,...,N) fijos, sin necesidad de resolver en forma repetida el modelo de dispersion (3.1)-

) ) ) .., . 0
(3.9). Es decir, para estimar el cambio o variacion 519,” cuando hay perturbaciones 0@ y

5qi (i =1,...,N ) respecto de un estado basico en los parametros que definen al problema de

emisiones, se debe resolver sb6lo una vez el problema (4.21)-(4.28) en dicho estado basico,
almacenar la solucién adjunta g , y posteriormente calcular la variacién de la concentracion
promedio evaluando las integrales en (4.30) para las perturbaciones respectivas. Para
cualquier otra perturbacion de estos parametros se puede evaluar nuevamente la ecuacion

(4.30) con la misma funcién adjunta g . Es decir,

51,.(9) = [ g(x,0054"(x)dr +) [ 5q,(1) g (x, t)d1

i=1 ¢
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Este procedimiento representa menor esfuerzo, ya que es computacionalmente mas
econémico evaluar integrales que resolver un problema diferencial como el modelo de

dispersion (3.1)-(3.9).

En una forma mas general, es posible hacer un anélisis de sensibilidad de 519,, respecto de
todos los parametros que aparecen en el modelo de dispersiéon (3.1)-(3.9). Para esto, se
considera que los pardmetros U, ;l, o, v, Q, T, ¢0, q y T (i=1,...,N) estan fijos, es
decir, estos parametros definen un estado basico del modelo directo y adjunto. Se denota con
oy, 5,21, oo, OV°, 5¢0, 0q; y Or, (i=1,.,N) a las pequefias perturbaciones
correspondientes al estado basico. Con estas perturbaciones la concentracién ¢ presenta una
perturbacién ¢, y por lo tanto, el funcional IQ’T cambia con una variacién 61, . El objetivo
ahora es estimar el valor de O o hasta primer orden de aproximacién. Para lograr esto se

considera a ¢ + 5p como la solucién del siguiente problema de dispersion:

@vam-vw5¢>+v-(%+5¢?>—v-«y+5ﬂ>w¢+5¢»
—ai[(,uz + 5yz)Mj + (o +00)(¢+ 0¢)=5f(r,t) en Dx(0,7)
Z 0z
(@+)(x,0)=(4"+54")x) en D

F+56)=—(@+pe, en D

m@‘%(%é@r“ww@ en Sy
,UZM:_VS(¢+5¢) en SIJ;

0z
N (p+89) n-U,(p+3/)=0 en S

(N(¢+p)-n=0 en S'
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iN(¢+5p)-n=0 en S,

N
donde of(x,t) = Z(qi + §qi)5(r —(r, + 51;)) . Note que, por sencillez, las perturbaciones se han

i=1

considerado nulas en la frontera oD .

S1 multiplicamos la primera ecuacién del sistema anterior por la solucion g del modelo
adjunto (4.21)-(4.28) en el estado basico, integramos en el dominio D x(0,7') y usamos las
condiciones iniciales y de frontera, entonces, al eliminar los términos de segundo orden, se

obtiene la estimacién de primer orden para la anomalia O o de la concentracién promedio

del contaminante en la regién de importancia ecolégica €2.

1, = jD 2(r,0)64°dr + i jOT q,(t)(Vg(x,t)-or,)dt + i jOT 5q,(t)g(x, t)dt

_IOTJ'Dg(r,t)(5U-V¢+V . 5(I;;—V-(5Iu-v¢) —%(épz %j+50'¢}]rdt

Esta ultima ecuacion nos permite hacer el analisis de sensibilidad resolviendo sélo dos
problemas diferenciales en el estado basico, el directo (3.1)-(3.9) y el adjunto (4.21)- (4.28),

lo cual sigue presentando una ventaja computacional, ya que sbélo hay que evaluar las

integrales de la Gltima ecuacién en las perturbaciones correspondientes para estimar O ar

En particular, esta aproximacion al estudio de la sensibilidad del funcional IQ,T resulta de

gran utilidad para determinar la reubicacién de una fuente contaminante en la regién D
bajo el criterio de reducir el impacto en una zona especifica {2 o para determinar el sitio de

una nueva fuente. En tales casos, hay que hacer un analisis de sensibilidad respecto de la
ubicacion I, considerando fijos el resto de los parametros, incluyendo aquellos relacionados

con el resto de las fuentes contaminantes en la regién. En esta situacion, la variacion de la

concentracion promedio se estima como
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515 (#) = [ 4D {g(x, + 51,,t) - g (x,, 1)} dt

donde g es la solucién del modelo adjunto (4.21)-(4.28), qo(t) es la tasa de emision de la
fuente y Y}, esla ubicacion de la fuente contaminante o una primera opcién de asentamiento
para la nueva fuente. La idea ahora es seleccionar OY, tal que O ar <0. El cambio or,
1deal es aquel donde se cumple dicha condicion y ‘5 I QJ‘ es maximo. Hay que notar que la
funcién g no cambia en este analisis, es decir, el modelo adjunto solo se resuelve una vez,
y cada ocasién que se modifica O, sélo hay que calcular una integral para obtener O Q-
Ademas, la variacién 51'0 no tiene que ser de norma pequena, ya que la ultima ecuaciéon

para Ol (@) es exacta.

Capitulo 5
Modelo unidimensional y ejemplos de la solucion

del problema inverso

En este capitulo se presentan algunos ejemplos numéricos de la recuperacion de la tasa de
emisién de una fuente puntual no-estacionaria a través de diferentes conjuntos de datos. Se
consideran dos tipos de modelos sencillos: un modelo de dispersion de dimension cero y un
modelo unidimensional. La ventaja de estudiar un método de regularizacion usando este
tipo de modelos sencillos es que hay soluciones analiticas con las cuales es posible generar

datos sintéticos de concentracién, asi como comparar el desempenio de la regularizacion.
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5.1 Resultados numéricos para un modelo de dimension cero

En esta seccion se analiza el desempenio que el problema variacional (2.22)-(2.24) tiene a
partir del modelo de dispersiéon de dimensién cero o modelo de caja que fue introducido en
el capitulo 2 (seccién 2.1). Se asume que la anomalia de la concentraciéon del contaminante

¢ se describe por las siguientes ecuaciones (Parra-Guevara y Skiba, 2003).

%um%uaw:%c@(n, 0<t<T (5.1)
$(0)=0 (5.2)

En este modelo se asume que el contaminante forma una mezcla homogénea con el aire en
la regién D =[0,a]x[0,a]x[0,a], la cual es un cubo con arista de longitud @ y volumen
V =a’. La velocidad del viento U se asume de tipo estacionario, con direccién perpendicular
a una pared vertical de la caja. Finalmente, O denota el coeficiente de transformacién
quimica del contaminante. Con estas simplificaciones, la ecuacién (5.1) es un caso particular

de la ecuacion general de balance de masa (3.26), para un soélo contaminante, sin
sedimentacién (U, =0), y considerando una fuente puntual en la regién D con tasa de

emision Q(t).

Con el fin de observar la inestabilidad del problema inverso se calcula @(t) directamente de

la ecuacién (5.1) a través de una serie de tiempo. Para este fin, en (5.1) se aplican férmulas
de diferencias finitas centradas de segundo orden de aproximacion para obtener la siguiente

ecuacion:

¢j+1 ¢j—1 ¢j+1 ¢j—1 1
+ =—(.
; r Qj (53)
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donde r= O'+%ua2, Qj aproxima el valor Q(tj) en los instantes tj = JAL, j=0,1,...,L, Al es

L
la longitud de tiempo entre los instantes de muestreo, y {¢j}j:0 es la serie de tiempo para la

anomalia de la concentracion del contaminante.

De la ecuacion (5.3) se obtiene el siguiente esquema numeérico para reconstruir la tasa de

emision Q(¢) a partir de los datos ¢j :

Vi1 L -
Qj_2{[r+Atj¢j+l+(r Atjqﬁjl}, j=1,..,L (5.4)

Para este esquema, debido a la condicion inicial (5.2), se considera que ¢§ =0.

La serie de tiempo sintética que se utiliza para probar el esquema (5.4) se construye con

base en el siguiente par de funciones asociadas al modelo de dispersion (5.1)-(5.2).

Ae " sin*(xt), 0<t<2
t) = ’ (5.5)
Q) { 0, 0<t<T
Aje" —e” -yt —rt
—t——se” [27zsen(27zt) +(r—y) cos(me)] +s(r—y)e "¢, 0<t<2
w | r—y
H(t) = o (5.6
A )€ ) -1 2(r-y)
—e " —————s(r—p)e”"" +s(r—y)y, 2<t<T
2V r—y
Donde el coeficiente S que aparece en la ecuacién (5.6) esta definido como:
N 5
47° + (r - }/)

La figura 5.1 muestra ambas funciones en el caso de los siguientes parametros

adimensionales: a =1, u =0.5, 0=0.0001, 77=10, A=100y » =1.
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Considerando la funcién ¢(¢) definida por la ecuacién (5.6), la serie de tiempo sintética esta

dada como:

¢ =dt)+op, t,=jAt, j=1,..,L (5.8)

L
donde las errores {5¢j}‘ , son valores aleatorios que satisfacen cierta distribucién de
]:

probabilidad.

70 T T T T T

40f| - § | T

Fig. 5.1. Funciones de prueba: @) (linea azul) y ¢(¢) (linea roja).

La figura 5.2 muestra la serie de tiempo sintética construida con la ecuacién (5.8) para un

tamano de paso At=0.05, donde los valores aleatorios 5¢j estan uniformemente

distribuidos en el intervalo (-0.5,0.5). En este ejemplo, la amplitud de los errores esta

normalizada con un factor que es el 10% del valor maximo de la funcién ¢.
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30 ! ! ! ! ! ! !

Fig. 5.2. Serie de tiempo {¢j}é

. de la anomalia de la concentracién del contaminante.
=

Se muestra en la figura 5.3 la tasa de emisién aproximada Ql(t) que se obtiene a partir del

esquema numérico (5.4) y la serie de tiempo representada en la figura 5.2. Se nota que la
amplitud de los errores ha aumentado considerablemente, hasta ser de mas de 20 unidades
en algunos instantes, y por lo tanto, la funcién Q(t) no ha sido estimada correctamente
(grafica en azul de la Fig. 5.3). Tal fendémeno de inestabilidad se explica de la siguiente
forma. Substituyendo la ecuacién (5.8) en el esquema numérico (5.4), se obtiene la siguiente

estimacién:

§¢j+1 B 5¢j—1

<rVép+V
2At

Q, () - Q) +o((at)’) (5.9)
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donde 0¢ = max{‘é‘qﬁj‘}, Asi, de acuerdo a la ecuacién (5.9), el error en la estimacién de la
J

tasa Q(¢) se incrementa tanto por el error en los datos de concentracién como por la derivada

de dicho error: S@t;) = (50, —0p,,)/2AL.

70 T T
60O ........ ...................... .......... ......... .................... ........... ........ i

so |

-30 | i I i i | I |
Fig. 5.3. Linea verde: tasa de emisién @, (¢) obtenida con el esquema (5.4).

En particular, si el nimero de datos considerados en el intervalo (0,7) se incrementa,
entonces la perturbacion aleatoria §4(t) es una funcién que tiene valores mayores en la
derivada ¢&%%(t), y por lo tanto, la estimaciéon de Q(t) usando el esquema numérico (5.4)

empeora. Este resultado numérico es consistente con la prueba de inestabilidad dada en el

capitulo 2. Los resultados de otros esquemas para estimar @), basados también en

diferencias finitas y aplicados sin una regularizacion, son similares (Groetsch, 1993).

Por otra parte, la estimacion de la tasa de emisiéon Q) a través del problema variacional

(2.22)-(2.24) requiere una ecuaciéon integral que compacte el proceso de dispersion y

relacione explicitamente la variable de control y la de estado. En el caso del modelo (5.1)-
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(5.2) tal ecuacidon se formula por medio de la transformada de Laplace (Brown, 1993), de la

siguiente forma:

b(0) =~ [[QE)e ds, 0<t<T (5.10)
Vv 0
donde r=0 +%ua2, Asi, la ecuacion integral (2.14) se escribe en este caso como:

#t) = Qg 0, t,=jAt, j=1,..,L (5.11)

donde el ntcleo de la ecuacién integral es g,(¢) = %e"(tf"t), 0<t<t;. Note que g;(?) tiene la

misma funcién que la solucién adjunta en la formulaciéon general del problema inverso.

Ademas, debido a la condicién de dispersion estacionaria, es posible introducir el siguiente

nucleo bésico: g, (t) = %e_r(T_t) , 0<t<T.Secumple entonces que g;({)=g,(T'—t; +t) para

t<t;, que es la ecuacién general (2.15).

Con el fin de resolver el problema variacional (2.22)-(2.24) se introduce ahora el siguiente

conjunto de funciones basicas.

1+(t—t)/ AL, t,, <t<t,
7,()=3 1-@-t)/At, t,<t<t, (5.12)
0, en otro caso

Aqui, los nodos f, = [-At, [=0,1,...,L, con A¢t-L =T, forman una malla regular en el intervalo

[0,T], y las funciones },, y J; son iguales a cero fuera de tal intervalo. En esta base, la tasa

de emisién Q(t) se propone como:
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Q)= Q@) (5.13)

donde Q :Qtl), J =0,1,---,L, debido a que }/l(tj) =é}j (delta de Kronecker).

Sustituyendo la ecuacion (5.13) en las ecuaciones (2-22) y (2.23), y considerando la ecuacion

integral (5.11), se obtiene el siguiente problema de programacién cuadratica:

minimizar  J (Q) = Q'HQ (5.14)

sujeto a: —e<g(t)-da,Q<e j=1.L y (5.15)
1=0

Q =0, [=01,...,L. (5.16)

Donde Q=(Q,,®,,....Q,)", H es una matriz simétrica de dimensién L+1, tridiagonal y

positiva semidefinida,

1 -1 0 0
-1 2 -1
H:E 0 .—1 ‘2 0o (5.17)
At O . 0 . =10
: o -1 2 -1
0 O 0 -1 1

1+1

t
y los coeficientes @; en la ecuacién (5.15) tienen la forma integral a; = L g,;(t)y,(t)dt . Sin

pérdida de generalidad, se ha supuesto que los instantes de muestreo coinciden con los nodos

de la malla en el intervalo [0, T].

El problema de optimizacién (5.14)-(5.16) tiene solucién tnica ya que la funcién o/ (Q) es

continua y el espacio de factibilidad, determinado por las restricciones (5.15)-(5.16), es un
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conjunto compacto (cerrado y acotado). Dicha solucién se calcula aplicando directamente la
rutina quadprog de MATLAB.

La figura 5.4 muestra la solucion correspondiente a los datos sintéticos de la anomalia de la
., L , ., .
concentracion {(lﬁj}j_o generados segun la ecuacion (5.8), los cuales se muestran en la figura

5.2. Claramente, el método de regularizacién filtra la perturbacién de alta frecuencia
contenida en los datos de la concentracién (perturbacién aleatoria), y permite obtener una
funcién suave que aproxima la tasa de emisién de prueba @(t). Note que la solucion
regularizada Q(t) que se obtiene a través de (2.22)-(2.24) mejora considerablemente la
aproximacién obtenida con el esquema numérico (5.4), ver figura 5.3. El error relativo entre
la solucién regularizada Qg(t) y la tasa exacta Q(t), dada por la ecuacion (5.5), es de 9%,

aproximadamente. Lo cual esta dentro del rango del error relativo en los datos sintéticos de
la anomalia de la concentracion del contaminante, que es de 6%, aproximadamente. Este

es el resultado mas razonable que se espera obtener al procesar datos que presentan errores.

70 \ T

Fig. 5.4. Solucién exacta Q(f) (linea azul) y solucién regularizada @,(¢) (linea verde)

obtenida a través de (5.14)-(5.16).
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Por otra parte, los resultados numéricos muestran que el parametro de regularizacién & que

aparece en las restricciones (2.23) tiene una influencia en la suavidad de la solucién del

problema variacional (17)-(19). A mayor valor de &, la funcion Qﬂ) es mas suave y plana.

De hecho, s1 & —>+0 entonces la solucién Qg(t) tiende a una constante k (funcién clase C*

), esto se debe a que el espacio de factibilidad se expande hasta que en el limite contiene este

minimo global de la funcién objetivo < (note que J (k) =0). En el otro extremo, cuando

£,
5¢=mjaX{\5¢,-\} >0 (5.18)

entonces se obtiene la mejor aproximacion de la tasa de emisién Q) que la regularizacion

aporta. La figura 5.5 muestra dicho comportamiento para la serie de tiempo que se presenta

en la figura 5.2, donde el valor del parametro € se define por la relaciéon ¢ = e - 5¢ . La tabla

5.1 muestra el comportamiento del error relativo correspondiente.

70 , ,

60- ........... FOR ......... .......... ........... ................... ........... .......... _

S50

Fig. 5.5. Comportamiento de la solucién regularizada @, (¢) cuando & — 5p*:
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e=3(linea roja), =2 (linea café) y e=1 (linea verde).

Tabla 5.1. Comportamiento del error relativo cuando & — 5¢°.

Qg _Q|2/"Q|2

e

3.0 0.3754
2.0 0.2921
1.0 0.0918

Finalmente, cuando ¢ < ¢ entonces la solucion del problema (2.22)-(2.24) presenta
oscilaciones (inestabilidad). De esta forma, el valor sy determina el umbral entre la zona de
inestabilidad y la regiéon donde es seguro aproximar la tasa de emisiéon. Dicho umbral
depende de la precision del instrumento con el que se ha estimado la anomalia de la
concentracion ¢. Note que en el caso donde el valor 5 es desconocido, tal cambio en el
comportamiento de la solucién del problema (2.22)-(2.24) nos indica el punto donde se ha
alcanzado el valor 6ptimo del parametro de regularizaciéon &.

Ya que en el modelo de dispersion (5.1)-(5.2) no se consideran variables en espacio, entonces
no es posible comparar los resultados de la recuperacion de la tasa de emision respecto de

diferentes conjuntos de datos. Tal analisis se considera en las siguientes secciones.

5.2 Resultados numeéricos para un modelo de dimensiéon uno:

recuperacion de @ (%) con series de tiempo

En esta seccién se considera el siguiente modelo de difusién-reaccion de dimensiéon uno para

la anomalia de la concentracion del contaminante ¢ = ¢(x,t) .

2
%—,ua—(f—0'¢=Q(t)5(x—xo), O<x</, O<t<T (5.19)
ot ox
y%(o,t):o, t>0 (5.20)
ox
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y%(ﬂ,t) =—cp(l,t), t>0 (5.21)

#(x,0)=0, O<x</ (5.22)

En la ecuacion (5.19), o >0 representa el coeficiente de transformacién del contaminante,

1>0 es el coeficiente de difusiéon y X, denota el sitio de la fuente puntual en el dominio

D= (O,ﬁ) con tasa de emisién desconocida Q(¢). La condicion de frontera (5.20) significa que

no hay flujo del contaminante a través de x =0, es decir, en esta parte la frontera esta
cerrada. La condicién (5.21) significa que en x =/ la frontera esta abierta, y el flujo del

contaminante es proporcional a la concentracion ¢, donde el coeficiente de proporcionalidad
es ¢ > 0. En consecuencia, la masa del contaminante en el dominio D se incrementa debido
a la tasa de emisién @ , y decrece a causa del flujo de salida por el punto frontera x =/ y la

transformacién quimica. Es decir, el modelo (5.19)-(5.22) satisface la siguiente ecuacién de

balance de masa:
2 ‘ ‘
= ! d(x,t)dx = Q(t) — cp((,t) — o ! #(x,t)dx (5.23)

En forma similar al modelo tridimensional de dispersion (3.1)-(3.9), el modelo (5.19)-(5.22)
esta bien formulado en el sentido de Hadamard, ya que su solucién existe, es Unica y
depende continuamente de la condicién inicial y el forzamiento. Este resultado es
consecuencia de que el operador A definido como

0’

A¢=—,u$+a¢ (5.24)

es no negativo. Es decir,

(A¢,¢) :J‘y(?j dx+g¢2(£,t)+ja¢2dx >0 (5.25)

0 X
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Resolviendo el problema de Sturm-Liouville correspondiente al modelo de difusién-reaccion
(5.19)-(5.22) es posible expresar la solucion no negativa de dicho modelo a través de una

serie de Fourier (Broman, 1989) en la siguiente forma:
N ~(Auro)(t-2)

o) = Z( [dQ@e™ déf] cos(4,) (5.26)
k=1\_ o

donde los coeficientes d, estan dados por la ecuacién
d, = 2cos(/1kx0)[€+ﬁsen2 (401", k=12,.., (5.27)
S

y {cos(/lkx)}::1 es un sistema ortogonal de funciones (eigenfunciones) que corresponde

a las frecuencias {4,}  (eigenvalores). Tales frecuencias son las raices de la

siguiente ecuacion:
ccos(Al)-Ausen(Ar) =0 (5.28)

Las cuales pueden ser eficientemente calculadas con algiin método numérico, por ejemplo,
con el método de Newton (Skiba, 2005).

Hay que notar que en los experimentos numeéricos de esta seccion se usa la serie de Fejér
(Carslaw, 1952) calculada a partir de la serie de Fourier (5.26). Tal correccion es necesaria

para asegurar la convergencia puntual de la serie a la funcién ¢(x,t) .

Esto significa que en la serie de Fourier (5.26) se utilizan los siguientes coeficientes de Fejér:

d, =(1—(k%}dk, k=12, .K, (5.29)

en lugar de los valores % Aqui, el valor K es el nimero de truncacién de la serie.
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Por otra parte, la aplicacion de la identidad de LaGrange, (A¢,g) = (¢,A*g), al sistema de

ecuaciones (5.19)-(5.22) conduce al siguiente modelo adjunto:

2

og og

o Hoe +op=p(x,t), O0<x</t, 0<t<T (5.30)

1280 =0, t>0 (5.31)
ox

w1ty = —¢g(tt), t>0 (5.32)
ox

g(x,T)=0, 0<x</ (5.33)

Donde el forzamiento en la ecuacion (5.30) se define como
Pl,t) = 5(x—R)S(t 1) (5.34)

y el punto R es el sitio de monitoreo en el dominio D .
Como se mostré en el capitulo 2, el uso de la soluciéon del problema adjunto (5.30)-(5.33)

conduce a la siguiente férmula:
4
HR.t) = [ Q0)g,(xy,0)dlt (5.35)

la cual es un caso particular de la ecuacién (2.14). En este ejemplo, la funcién adjunta &;

también se expresa a través de una serie de Fourier como sigue:

lﬂﬁ—o‘ t t

8;(xy,t) = ch cos(/ikxo), t<t (5.36)

donde los coeficientes de Fourier C, se calculan en la siguiente forma:
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¢, =2cos(4R)[/ +§sen2 (RO, k=12,... (5.37)

Como se explicé previamente, en los experimentos numeéricos se consideran los siguientes

coeficientes de Fejér para la serie (5.36):

_ k-1

c, =(1—Qjck, k=12,.. K (5.38)
K

en lugar de los coeficientes C;,. Nuevamente, K denota el niimero de truncacién de la serie

(5.36).
Ademas, debido a la condicion de dispersion estacionaria que hay en este ejemplo, el nucleo

basico también se expresa como una serie:

—(/I,f;ﬁ—o‘)(T—t

g, (x,,t) = che ) cos(4,x,), 0<t<T (5.39)
k1

Tal funcién satisface la siguiente propiedad: g,(xy, T —t; +£) = g,(x,,t), t <%, (ver la ecuacién
(2.15)).

La figura 5.6 muestra la tasa de emision de prueba Q(t) definida por la ecuacién (5.5) y la
correspondiente anomalia de concentraciéon ¢(R,t) calculada a través de la serie de Fourier-
Fejér (5.26). En este caso, los valores de los parametros adimensionales utilizados son:
u=0.5, c=0.0001, c=1.0, =02 R=0.8, /=1.0, A=100, y=1.0, T=10, At=0.05 y
K =1000.
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Fig. 5.6. Tasa de emisién de prueba @Q(¢) (linea azul) y la anomalia ¢(R,t) (linea roja) dada por (5.26).

En la figura 5.7 se muestra el ntcleo basico & (%y,t) calculado a través de la serie de Fourier-

Fejér (5.39) y dos ejemplos de funciones adjuntas para los instantes £; =3 y ¢, =6. Como se
observa en dicha figura, cada funcién adjunta es un desplazamiento o traslacién en el tiempo

de la funcién 8,(%,,2) (ver la ecuacién (2.15)).

07 ; .

Fig. 5.7. Linea azul: nucleo basico g, (x,,t). Lineas roja y verde: funciones adjuntas g (x,,t) para

los instantes ¢, =3.0 y ¢, = 6.0, respectivamente.
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Una vez calculadas todas las funciones adjuntas a través del nucleo basico (5.39) es posible
considerar para este ejemplo un problema de programacion cuadratica como el que esta dado

por las ecuaciones (5.14)-(5.16). La solucion de dicho problema de optimizacion es la solucion

regularizada Q(t) .

L
Como en el primer ejemplo, la serie de tiempo sintética {¢j}j=0 para la anomalia de la

concentracion del contaminante se obtiene por medio de la siguiente ecuacion:
¢j :¢(R’7tj)+%7 tj :jAt7 j:0717'"7L (540)

donde los valores ¢(R,tj) se obtienen por medio de la serie (5.26) y los errores aleatorios

L
{5¢j}j:0 estan uniformemente distribuidos.

La figura 5.8 muestra un ejemplo de la serie de tiempo (5.40) calculada para At =0.05, donde

los valores aleatorios O0@; se distribuyen uniformemente en el intervalo (-0.5,0.5) . En este

ejemplo, la amplitud de los errores fue normalizada por un factor que es el 10% del valor

maximo de la funcion ¢(R,t) .
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Fig. 5.8. Serie de tiempo sintética en X =R para la anomalia de la concentracién
del contaminante {¢j}L

j=0 "

En la figura 5.9 se muestra la tasa exacta Q(t), dada por la ecuaciéon (5.5), y la solucién
regularizada Q(t) que se obtiene para el valor 6ptimo del parametro de regularizacion

& = 0¢ = max j{‘5¢j‘}. En la figura 5.10 se muestra el comportamiento de las soluciones del

problema de programacién cuadrética cuando € >, donde ¢ = e 0¢,y e=3.0,2.0y1.0
. La tabla 5.2 muestra el comportamiento del error relativo correspondiente, donde el error
relativo en los datos de concentracion es de 6%, aproximadamente. Como en el primer
ejemplo, dichas soluciones se obtuvieron usando la rutina quadprog de MATLAB

(Venkataraman, 2002).

77



70 : ;

Fig. 5.9. Solucién exacta Q(f) (linea azul) y solucién regularizada @,(¢) (linea verde)

obtenida para ¢ = 54 = max  {|5¢,|} -

El comportamiento de la solucién regularizada con respecto al parametro & es similar al

descrito en el ejemplo de la seccion 5.1. En efecto, para ¢ =54 se obtiene la mejor
aproximacién de la tasa de emisién Q(t) que este método de regularizacion proporciona.
El modelo (5.19)-(5.22) es interesante porque el contaminante emitido en el sitio X, =0.2 al

momento ¢, se propaga por difusion en ambas direcciones (a la izquierda y a la derecha). La

porcién del contaminante que se dispersa a la derecha es registrado en el sitio de monitoreo

R =0.8 al momento {, >7; mientras que la otra porcién del contaminante es registrada en

un momento posterior &, >% debido a un proceso de reflexién. Este fenémeno dindmico es

consecuencia de que en x =0 la frontera esta cerrada. Tal proceso de retroalimentacion es
reconocido correctamente por las funciones adjuntas, las cuales contienen la informacién
completa del proceso de dispersion. De esta forma, la recuperacién de la tasa de emisién a

través del problema de regularizacion (2.22)-(2.24) no distorsiona erroneamente la tasa Q(z)
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introduciendo falsos impulsos en el tiempo (ver figura (5.9)). Esta es una de las ventajas que

proporcionan las funciones adjuntas en el estudio de problemas dinamicos.

70 ! ! ! ! ! ! ! ! !
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Fig. 5.10. Comportamiento de la solucién regularizada @, (¢) cuando ¢ — 5p*:

e=3(linea roja), =2 (linea café) y e=1 (linea verde).

Tabla 5.2. Comportamiento del error relativo cuando & — 5¢°.

¢ |Qs _Q|2/"Q|2

3.0 0.3824
2.0 0.3057
1.0 0.0524

En la siguiente secciéon se estudia la recuperacion de la tasa de emision a través de datos de

concentracion espacialmente distribuidos.
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5.3 Resultados numeéricos para un modelo de dimensiéon uno:

recuperacion de @ (1) con datos espacialmente distribuidos

En esta seccion se analiza el desempeno que tiene el problema variacional (2.22)-(2.24) para

estimar la tasa de emision Q(t) de una fuente puntual desconocida a partir de datos de

concentracion espacialmente distribuidos. Para tal efecto, se considera el modelo de
dispersion de dimension uno (5.19)-(5.22) y el correspondiente modelo adjunto (5.30)-(5.33).

En este ultimo modelo se usa el forzamiento (2.10) y la ecuaciéon (2.11), es decir,
T
KR, T) = [ Q)g,(x, 1) (5.41)

donde los puntos R, i=1,2...,N, se consideran sitios de monitoreo. Note que la ecuacion
(5.41) relaciona la tasa de emision con la concentracion de la anomalia en diferentes sitios
R para un mismo instante ¢ =7'. Tal conjunto de datos de concentracién los designamos

como datos espacialmente distribuidos.

La ecuacion (5.41), junto con los datos sintéticos (espacialmente distribuidos),
4 =4R . T)+54, R =ik, i=12,..,N (5.42)

se utiliza en la restriccion (2.23) del problema variacional. Ademas, para efectos de
comparacion con el ejemplo de la secciéon 5.2, en donde se utilizan series de tiempo, se

considera ahora la misma funcién de prueba Q(t) definida por (5.5) y los mismos valores de

los parametros adimensionales, es decir, x4 =0.5, 0=0.0001, ¢=1.0, X, =02, ¢=1.0,

A=100, y=1.0, T=10, At=0.05 y K =1000. También, para efectos de comparacién, se han

elegido tantos datos ¢i como los considerados en la serie de tiempo del ejemplo en la seccion
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5.2, esto con el fin de tener el mismo niimero de restricciones en el problema variacional.
Por lo tanto, se considera que N =200, ax = ¢/N y R, =1Ax, 1=12...,N.

Como se explica mas adelante, resulta importante observar que aun cuando se trata del
mismo problema de la recuperacién de la tasa Q(t), con la misma cantidad de informacién

que la utilizada en el ejemplo de la seccion 5.2, el resultado es muy diferente. Lo cual se
explica por la diferencia en la calidad de la informacién sobre la fuente que contiene una
serie de tiempo de la concentraciéon de la anomalia en oposicién a los datos espacialmente

distribuidos de la misma variable de estado.
En la figura 5.11 se muestra la anomalia de la concentracién del contaminante ¢(Ri,T) que

se obtiene a través de la serie de Fourier-Fejér (5.26), mientras que en la figura 5.12 se

grafican los datos sintéticos obtenidos por medio de la ecuacién (5.42). Los valores aleatorios
P se distribuyen uniformemente en el intervalo (~0.5,0.5). Como en los ejemplos de las
secciones 5.1 y 5.2, la amplitud de los errores fue normalizada por un factor que es el 10%

del valor méximo de la serie AR, 7).

0.3 S A :
0.28¢
0.26}
0.24}
0.22}

0.2
0.18}

016

0.14F

0.12 I 1 | i i i ! | i

Fig. 5.11. Anomalia ¢(R,, 7)) dada por la serie de Fourier-Fejér (5.26).
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La figura 5.13 muestra las funciones adjuntas &(X,,t) que corresponden a los sitios de
monitoreo Ri=0.5,0.8y 0.9. Se nota que la amplitud en cada funcién adjunta se

incrementa conforme R se aproxima al punto de emisién X, =0.2. Este efecto se debe al

hecho de que la concentracién de un contaminante es mayor cerca de la fuente de emisién
(ver ecuacion (5.41)).

Una vez calculadas todas las funciones adjuntas a través de la serie (5.39) es posible
considerar para este ejemplo un problema de programacion cuadratica como el que esta dado

por las ecuaciones (5.14)-(5.16). La solucion de dicho problema de optimizacion es la solucion

regularizada Q).

0.32 5 — ——
O3y
0281 YU | — |
1 S I 1
il _ _ |
(RTI. _— ]
0.16- .
03— 57 03 04 05 05 07 05 05 1

Fig. 5.12. Datos sintéticos para la anomalia de la concentracién del contaminante ¢, i =1,...,N .
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Fig. 5.13. Funciones adjuntas g,(x,,t) para diferentes puntos R, : linea roja, R, = 0.5 ; linea

verde,R, = 0.8 ; y linea azul, R, =0.9.

La figura 5.14 muestra la soluciéon regularizada Qg(t) para ¢ = 0¢ = max, {|5¢i |} . Al comparar

con la figura 5.6 (linea azul), se observa que el resultado es erréneo.
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Fig. 5.14. Solucién regularizada @,(¢) obtenida para ¢ = 54 = max {|6¢,|} -

Sin embargo, las figuras 5.15 y 5.16 muestran que la tasa de emisién Qg(t) reproduce muy

bien los datos de concentracién @, y dR;,T).

0.32

0.28}
0.24}

0.2
018}
016}

0.141

0.12 i i i i i i i i i

Fig. 5.15. Linea azul: concentraciéon ¢, (x,T) obtenida con @, (¢) ; linea roja: datos sintéticos ¢ .
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Fig. 5.16. Linea azul: concentracién ¢, (x,T') obtenida con @, (¢) ; linea roja: datos exactos ¢(R;,T) .

Es decir, cuando se resuelve el modelo de dispersion (5.19)-(5.22) con la tasa Q(t) entonces

la concentracion de la anomalia ¢g que se obtiene al tiempo ¢ =T es la curva en color azul
que observa en las figuras 5.15 y 5.16. Dicha funciéon no tiene oscilaciones y presenta un

error relativo con respecto a los datos exactos ¢(Ri,T) de 0.2%. Esto significa que el método

de regularizacién tiene éxito tanto al filtrar los errores Of como al reproducir los datos de
concentracion de la anomalia.

La explicacion de por qué la funciones Q(t) y Q@) son tan diferentes, ain cuando los datos

sintéticos de la anomalia @; solo contienen un error del 3.5%, radica en la informacién ttil

que contienen dichos datos, y no en el nimero de ellos. Si consideramos la integral en el

intervalo (0,7)) de la tasa de emisién Q(;), entonces obtenemos la masa total M emitida en

el dominio D = (0,¢) por la fuente puntual, es decir,
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M= IOT Q(t)dt (5.43)

Para la tasa Q(t) definida por la ecuacion (5.5) se tiene que M =42.16. Por otra parte, la

masa contenida en la concentracion de la anomalia ¢(x,7T') se estima por la ecuacién:

my, =I§ ¢(x,T)dx (5.44)

En este ejemplo, los datos sintéticos ¢; contienen una masa My, =0.2359 | es decir, la masa
contenida en los datos representa solo el 0.56% de la masa total emitida. Por lo tanto, los
datos sintéticos ¢i contienen menos del 1% de la historia de emisién de la fuente, por lo que

el error real que introducen dichos datos en el problema inverso es mucho mayor que el de

3.5%. Tal incertidumbre en la informaciéon permite la existencia de muchas funciones de
emision que ajustan a los datos de concentracion. La tasa Qg(t) que selecciona el método de

regularizacion es una de tales funciones.

Es importante notar que la masa emitida por la fuente que no esta contenida en los datos
@. es la masa del contaminante que ha salido del dominio de estudio D a través de la
frontera abierta, o que se ha transformado (ver término oy en la ecuacion (5.19)). Este tipo

de pérdida de informacién para el problema inverso es tipica al trabajar con datos
espacialmente distribuidos de la concentracién de un contaminante, para dominios acotados

con frontera abierta y considerando tiempos grandes en el proceso de dispersion.
Otro elemento de incertidumbre en los datos @; es que estos no contienen informacién de la

evolucién de la concentracién de la anomalia en el dominio D para instantes ¢t <7 . Esta
incertidumbre también contribuye a que existan muchas funciones de emisién que ajustan

a los datos de concentracidn, pero que no corresponden a la tasa exacta Q(t). Para verificar

esta aseveracion, se considera un ejemplo numérico donde la pérdida de masa por la frontera
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es insignificante, anulando el primer elemento de incertidumbre. De esta forma, el segundo
elemento descrito es el responsable de una pobre aproximacion de la tasa de emision.
Consideramos nuevamente el modelo en una dimension (5.19)-(5.22), su correspondiente

modelo adjunto (5.30)-(5.33) y la funciéon de prueba Q) definida por la ecuacién (5.5). Los

valores de los parametros que cambian con respecto al ejemplo anterior son los siguientes:

u=0.01, (=40 y T=3. Ademas, se considera que N =800, Ax=¢/N ¥y
Ri=iA7C, 1=12..,.N. La figura 5.17 muestra la anomalia de la concentracién del

contaminante ¢(R17T): mientras que la figura 5.18 muestra los datos sintéticos &

generados en forma similar a los del ejemplo anterior.

120 : : : : ,

Fig. 5.17. Anomalia ¢(R,,T) dada por la serie de Fourier-Fejér (5.26).
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Fig. 5.18. Datos sintéticos para la anomalia de la concentracién del contaminante ¢, i =1,...,N .

En este caso, la anomalia de la concentracién dR,,T) contiene una masa m, =42.1632 de

un total emitido M =42.1651. Por lo tanto, la fraccién de masa que ha salido del dominio

de estudio a través de la frontera o que se ha transformado es despreciable.

La figura 5.19 muestra la solucién regularizada Q.() para & = 54 = max, {|5¢i|} . Como en el
ejemplo anterior, tal soluciéon se calcula resolviendo un problema de programaciéon
cuadrética. Se observa que @.(f) aproxima pobremente la tasa exacta Q(1), ya que el error

es del 58%. Sin embargo, la aproximacion ha mejorado con respecto a la obtenida en el
ejemplo anterior, donde el error es de 99%. La razon de tal mejora radica en que no ha habido

pérdida de masa en el dominio de estudio.
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Fig. 5.19. Solucién exacta Q(f) (linea azul) y solucién regularizada @, (¢) (linea verde)

obtenida para & = §¢ = max {|sg|} -

Las figuras 5.20 y 5.21 muestran que la tasa de emisién Qg(t) reproduce muy bien los datos
de concentracion ¢l~ y ¢(Ri,T) Es decir, cuando se resuelve el modelo de dispersion (5.19)-

(5.22) con la tasa Q(t) entonces la concentracion de la anomalia ¢g que se obtiene al tiempo
t =T esla curva en color azul que observa en las figuras 5.20 y 5.21. Dicha funcién no tiene

oscilaciones y presenta un error relativo con respecto a los datos exactos ¢(Ri,T) de 0.9%.

Esto significa que el método de regularizacién tiene éxito tanto al filtrar los errores 57? como

al reproducir los datos de concentracién de la anomalia.
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Fig. 5.20. Linea azul: concentracion ¢, (x,7’) obtenida con @, (¢) ; linea roja: datos sintéticos ¢ .

120 : . ! !

Fig. 5.21. Linea azul: concentracién ¢, (x,T’) obtenida con @, (¢) ; linea roja: datos exactos ¢(R;,T) .
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Con el fin de mostrar que los factores de incertidumbre antes descritos son las causas de la
pobre aproximacion de la tasa de emisién Q(t) que se obtiene por medio de datos
espacialmente distribuidos, se considera la ecuacion de balance de masa (5.23). Dicha

ecuacion relaciona la tasa de emision con los valores de la anomalia ¢ en el dominio D = (0, ¢)

. Es decir,

Q) = [g(;ﬁ(ﬁ 1) +o ! ¢(x,t)dx} +% ! P(x,t)dx (5.45)

De tal ecuacién es claro que la tasa de emision depende de la masa que se pierde en el proceso
de dispersion y transformacién quimica, fenémenos representados por los dos primeros
términos del lado derecho de la ecuacion (5.45), respectivamente; y por la razén de cambio,
en cada tiempo ¢t <7, de la integral de los valores espacialmente distribuidos de la anomalia

de la concentracién ¢, proceso representado por el ultimo término del lado derecho de la
ecuacion (5.45). En el primer ejemplo de esta seccion los términos entre corchetes de la

ecuacion (5.45) representan un valor grande que no esta contenido en los datos ¢i, y que

equivale al 99% de la masa total emitida por la fuente. Ademas, los datos ¢i utilizados no

contienen ninguna informacién de la contribucién del Gltimo término en (5.45). De aqui que
la recuperaciéon de la tasa de emision es defectuosa. En el segundo ejemplo de la secciéon la

pérdida de masa es despreciable, es decir, el término entre corchetes es nulo. Por esta razon
la recuperacion de la tasa de emisiéon mejora, sin embargo, nuevamente los datos ¢i
utilizados no contienen ninguna informacién de la contribucién del ultimo término en (5.45),
ya que solo se usa informacién de la concentracion en un instante:¢(x,7), de aqui que la
aproximacion de la tasa obtenida sea pobre.

Por ultimo, es importante observar que la ecuacion general de balance de masa (3.26)
contiene términos similares a los de la ecuacion particular (5.23). Por lo cual, se concluye
que la recuperacién de la tasa de emision de una fuente puntual desconocida a través de

datos espacialmente distribuidos de la anomalia de la concentracién ¢(x,T), no es posible,
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ya que dichos datos carecen de la informacién de multiples procesos. Tal resultado es

independiente de la regularizacion del problema inverso utilizada.
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Conclusiones

En esta tesis se ha propuesto un método inverso para estimar la tasa de emisiéon de una
fuente puntual con base en datos de la concentracién de un contaminante emitido a la
atmoésfera. Este método se ha formulado como un problema variacional cuya solucion es la
tasa de emisién no-estacionaria de la fuente contaminante. Se ha demostrado la existencia
y la unicidad de dicha solucién. El método inverso se puede aplicar tanto para una serie de
tiempo de la anomalia de la concentraciéon de un contaminante atmosférico, es decir, datos
recabados en una estacion de monitoreo, como para datos de la anomalia de la concentracion
distribuidos en un dominio a un tiempo fijo. Los resultados del método son diferentes con
respecto a estos conjuntos de datos. Se obtiene un buen resultado en la recuperacion de la
tasa de emision usando series de tiempo, mientras que se muestra que los datos

espacialmente distribuidos no son viables para resolver el problema inverso. El funcional
objetivo del problema variacional es la norma en el espacio de Hilbert Lz de la primera

derivada de la tasa de emisién. La minimizacién de dicho funcional filtra eficientemente los
errores de alta frecuencia en los datos y reduce el fenémeno de inestabilidad presente en
este problema inverso. Las restricciones en el problema variacional son ecuaciones
integrales de Fredholm, las cuales relacionan explicitamente la tasa de emision con los datos
de concentracion. El nicleo en tales ecuaciones integrales son las funciones adjuntas o de
influencia, las cuales contienen informacién completa, en forma compacta, del proceso de
dispersion del contaminante en la atmoésfera.

Este método inverso se basa fuertemente en el uso de las funciones adjuntas y el principio
de dualidad para estimar la concentraciéon puntual de un contaminante. Sin embargo, en un
contexto mas general, hay que considerar que las estimaciones directa y adjunta de la
concentracion puntual o promedio de los contaminantes son equivalentes 'y
complementarias en el estudio de los problemas de contaminacién. La estimacion directa, la
cual utiliza la solucién de la ecuacién de dispersion, permite realizar un analisis de los
niveles de contaminacion en toda la region de estudio. Por otra parte, la estimacion adjunta

usa la soluciéon de modelo adjunto de dispersion para estimar los niveles de contaminaciéon
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en puntos o subregiones. La ventaja de esta ultima estimacion es que relaciona
explicitamente las tasas de emision y las condiciones iniciales de los contaminantes con las
concentraciones promedio o puntuales de dichas sustancias. Esta caracteristica permite
establecer estrategias de control y de estimacion de parametros.

En particular, las estimaciones adjuntas de las concentraciones puntuales obtenidas en este
trabajo permiten establecer férmulas para estimar la tasa de emisién en dos casos
particulares: cuando la tasa de emisién es constante y cuando la tasa de emisién representa
un impulso en el tiempo, como en el caso de una explosion. El caso donde la tasa de emision
es no-estacionaria se resuelve con la formulacion variacional, y como se ha explicado, las
ecuaciones integrales sirven como restricciones de dicho problema.

Para complementar la formulacién del método inverso se han descrito los modelos de
dispersion directo y adjunto, y se ha probado que estos son problemas bien formulados. Se
ha mostrado también que el problema discreto asociado al problema variacional es un
sencillo problema de programacién cuadratica, el cual se resuelve eficientemente con la
rutina quadprog de MATLAB. Los experimentos numéricos de inversion de datos muestran
que el parametro de regularizacion 6ptimo es el maximo valor de los errores en los datos de
la anomalia de la concentraciéon.Con respecto al conjunto de datos que se han utilizado en
los ejemplos numéricos de inversién se concluye que el uso de series de tiempo de la
anomalia de la concentracion, junto con la regularizacién propuesta del problema inverso,
representa un procedimiento viable para la recuperacion de la tasa de emision de una fuente
desconocida. Sin embargo, el uso de datos espacialmente distribuidos de la anomalia de la
concentracion no representa una buena fuente de informacién para estimar tasas de
emision, ya que como se mostro, tales datos carecen de informacion sobre ciertos procesos
en el fenémeno de dispersiéon de los contaminantes en la atmésfera. Ademas, este resultado
es independiente de la regularizacién del problema inverso que se utilice.Los ejemplos
numéricos muestran también la existencia de regularizaciones y conjuntos de datos con los
cuales es posible obtener funciones de emisién que, segun el proceso de dispersion, ajustan
bien a los datos utilizados, pero que no corresponden a la tasa real de emision. Esto nos
indica lo complejo que puede ser un problema inverso y la necesidad de analizar tales

problemas minuciosamente.
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