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Resumen

En esta tesis se desarrolla un esquema de aproximaciéon de campos vectoriales sobre regiones
acotadas sujetos a condiciones fisicas, tales como incompresibilidad. La aproximacién se realiza
a partir de un conjunto discreto de datos aleatorios con componente vertical es desconocido, es-
to se debe a que en la practica en problemas meteorolégicos, esta informacién no es accesible o
es dificil de obtener. Este problema, para el caso de campos incompresibles, ha sido tratado con
anterioridad en la literatura e.g. Sasaki [36], quien asume que el valor de la componente verti-
cal es cero. En nuestro caso, se definié un operador de proyeccion, en los espacios Hilbertianos
adecuados, mediante el cual es posible realizar el andlisis sin la suposicién anterior. El método
propuesto se formulé mediante la minimizacién global y bisqueda lineal del funcional de error
de minimos cuadrados entre el campo aproximado y los datos. Este enfoque nos permitié genera-
lizar el esquema de aproximacién e incorporar de manera sencilla diferentes caracteristicas fisicas
del campo aproximado sobre el conjunto acotado, no sélo de divergencia cero, sino irrotacional o
posiblemente constricciones elésticas, entre otras. Se probé la existencia y unicidad del minimo del
funcional de error de aproximacién y se encontré una expresion explicita del campo ajustado da-
da una direccién de descenso en un espacio de divergencia. Adicionalmente, y a diferencia de las
técnicas propuestas con anterioridad, que tratan de forma heuristica las condiciones de frontera,
nuestro método permite incorporar de manera natural distintos tipos de condiciones de frontera
dependiendo de la informacién disponible.

Mostramos con ejemplos sintéticos, que el uso de métodos de funciones de base radial pueden
ser aplicado en este tipo de problemas de manera eficiente y con errores relativos con ordenes de
magnitud muy bajos usando un nimero de nodos aleatorios relativamente pequefio. Esto es im-
portante debido a que en casos reales es comn tratar problemas en tres dimensiones en dominios
complicados, en donde los métodos tradicionales requieren de la construccién de una malla que
puede ser altamente costoso en términos computacionales. Presentamos varios ejemplos en don-
de se consideran diferentes tipos de condiciones de frontera, en particular utilizamos el campo
vectorial helicoidal usado por Benbourhim et al. [4], en donde los autores construyen un inter-
polador que minimiza la divergencia y rotacional. La formulacién anterior no permite incorporar
condiciones de frontera en un conjunto abierto y acotado. Tanto este campo como una modifica-
cién del mismo que incluye la topografia fue tratado con nuestro método, obteniéndose excelentes
resultados.

Cabe destacar que de este trabajo de tesis resultaron los siguientes articulos:

= Daniel A. Cervantes, Gonzélez Pedro Gonzalez Casanova, Christian Gout, Hector Juarez,
Rafael Reséndiz.: Vector field approximation using radial basis functions, J. Computational
Applied Mathematics 240: 163-173 2013.

= Daniel A. Cervantes, Gonzalez Pedro Gonzalez Casanova, Christian Gout, Miguel A. Mo-
reles.: A line search algorithm for wind field adjustment with incomplete data and RBF
approximation. 2017 (Sometido).
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INTRODUCCION

La aproximacién de campos vectoriales en regiones acotadas, es un problema impor-
tante, que tiene multiples aplicaciones en diferentes areas cientificas como la dindmica de
fluidos, meteorologia, procesamiento de imagenes, etc. Por ejemplo, en la prediccion de
transporte y difusién de contaminantes en el agua o aire [18, 32, 38]. En la reconstruccién
de campos meteorolégicos de viento para establecer condiciones iniciales en modelos cua-
litativos, o para la simulacién a nivel meso-escala de la accién del viento sobre estructuras
como edificios, puentes, etc.[1, 8, 36]. Reconocimiento de imdgenes biolégicas [41], en el
andlisis de movimiento del corazén humano[10], etc. En los problemas anteriores, es muy
importante que las aproximaciones reflejen las propiedades fisicas del fenémeno en es-
tudio [12], y que ademas se considere que en muchos casos, es comtn contar solamente
con un nimero pequefio de datos aislados y/o con posibles perturbaciones o errores de
medicion.

Este trabajo de tesis se inscribe en este contexto, como un esfuerzo para aportar ele-
mentos que contribuyan a la solucién del problema, de tal manera que los procedimientos
y algoritmos resultantes puedan aplicarse en casos reales y de gran escala. El marco tedri-
co en el que se ha desarrollado es el del célculo variacional, minimizando Langrangianos
que contienen términos de error de aproximacién, adicionados con multiplicadores de
Lagrange que permitan incorporar las propiedades fisicas del campo vectorial por apro-
ximar (eg. conservacién de masa o rotacional). Con esta formulacién, ademads es posible
manejar condiciones de frontera las cuales pueden ser seleccionadas de acuerdo a las ca-
racteristicas de los campos vectoriales sobre estas regiones.

Las ecuaciones Euler-Lagrange resultantes de la minimizacién del Langrangiano y la
definicién de las condiciones de frontera, implican un sistema de ecuaciones diferencia-
les parciales (EDP), cuya solucién aproximada se calcula utilizando esquemas basados
en la teoria de funciones de base radial (FBR). Estos esquemas recientemente han llama-
do la atencién, ya que su formulaciéon permite que el proceso de discretizacién y célculo
de la solucién aproximada de EDP no requiere la construccién de una malla. En vez de
esto, se consideran conjuntos de nodos que en principio pueden estar distribuidos de
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4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

manera aleatoria y/o puede ser adaptivos [24]. Esto permite abordar de manera sencilla
problemas cuyos dominios estén compuestos de frontera con geometrias complejas. Otra
ventaja, es que los algoritmos basados en FBR, son de sencilla generalizacién en multi-
ples dimensiones, ya que estan en funcién de las distancias de los nodos. Finalmente, se
ha probado [23] que para ciertas FBR con pardmetro de forma (e.g. funcién radial mul-
ticuadrica), es posible lograr una aproximacién con convergencia de orden exponencial
cuando este pardmetro tiende a cero (o a infinito dependiendo de su representacién).

Pese a las ventajas anteriores, los métodos basados en FBR no estan exentos de di-
ficultades uno de los principales problemas, se deriva del mal condicionamiento de la
matriz A del sistema lineal Ax = b, resultante de la discretizacién usando FBR de la EDP,
esto se manifiesta cuando el conjunto de nodos es de cardinalidad grande! o cuando el
pardmetro de forma tiende a cero (o infinito). Este tiltimo caso es interesante, ya que co-
mo se mencioné anteriormente, tedricamente se deberia tener una convergencia de orden
exponencial, sin embargo este condicionamiento impide numéricamente alcanzarlo, este
fenémeno es llamado el principio de incertidumbre de Schaback [37]. En los tltimos afios,
han surgido nuevas estrategias que permiten atenuar esta limitante, por ejemplo métodos
de precondicionamiento [6, 22], esquemas locales [46], o el llamado algoritmo de Inter-
polacién Local Hermitiana (ILH) [40]. En nuestro caso, nos enfocamos en este tdltimo, ya
que la matriz A es construida de tal manera que resulta rala, de donde su nimero de con-
dicionamiento es bajo. Esto se logra aproximando la solucién de la EDP con FBR sobre
un conjunto de subdominios locales, resultando una serie de sistemas lineales, los cuales
son pequefios®> e independientes, por lo que pueden ser resueltos utilizando algtn pro-
cedimiento de cémputo paralelo. Cabe mencionar que para la aproximacién de campos
vectoriales fue necesario realizar una adaptacioén de la ILH, que nos permitiera aproximar
el gradiente del multiplicador de Lagrange mencionado anteriormente.

En las siguientes secciones, se dard una breve introduccién a las funciones de base
radial a través de una enfoque algebraico, considerando un problema clasico de inter-
polacién sobre un conjunto de nodos distribuidos de forma aleatoria. A continuacién se
realizard una descripcion de las ideas principales de los autores que a nuestro parecer
representan el estado del arte de la aproximacién de campos vectoriales. Esto ademds
nos permitird dar una argumentacién de lo que consideramos es una de las aportaciones
de este trabajo de tesis. En el capitulo I, se describird un planteamiento formal del pro-
blema de aproximacién de campos vectoriales usando una formulacién variacional que
permita realizar una minimizacién del funcional de error de aproximacién, consideran-
do caracteristicas fisicas del campo aproximado. En el capitulo III, se aborda el problema
de aproximacién desde el enfoque de minimizacién global y btusqueda lineal. Probamos
la existencia del minimo del funcional de error y encontramos el campo ajustado sobre
un espacio de divergencia cuadrado integrable. Ademads se muestra que esta formulacién
generaliza el procedimiento clasico de Sasaki. En el capitulo IV, describimos el algoritmo

TEn nuestros ejemplos a partir de 125 nodos, ver cuadro 2.1 pagina 32.
2En nuestros ejemplo son de a lo mas 30 x 30.



1.1. FUNCIONES DE BASE RADIAL 5

iterativo de buisqueda del paso 6ptimo, mostramos que en el contexto de la formulacién
del capitulo anterior, es posible establecer de manera més natural las diferentes condicio-
nes de frontera de acuerdo a la informacién disponible sobre esta regién y presentamos
varios ejemplos de aplicacion. Finalmente en el capitulo V realizaremos una discusion del
método propuesto asi como posibles direcciones futuras de este trabajo.

1.1. Funciones de base radial

En esta seccion daremos una breve introduccion a las funciones de base radial, a través
de un enfoque algebraico por medio del problema clasico de interpolacién de un conjunto
de datos distribuidos de forma aleatoria.

Definicion 1. Una funcién @ : R™ — R™ es llamada radial, si existe otra funcién univaria-
da ¢ : [0,00) — R* tal que
O(x) = d(r) conr= x|

en donde || - || es la norma Euclidiana en R™.

Asi, notemos que una funcién radial, sélo depende de una variable real determinada
por la distancia de dos puntos, por lo que es constante para puntos a la misma distancia
al origen o del centro fijo elegido, es decir es radialmente simétrica respecto de su centro.

Ahora, consideremos el siguiente problema: dado un conjunto de N nodos X = {xi}ieg C
R™ distribuidos de forma aleatoria sobre una regién acotada O C R™ y un conjunto
F = {ui}]i\‘:1 C R, en donde a cada vector x; le corresponde un tinico valor u;. Se requie-
re encontrar una funcién suave s : R™ — R que cumpla las siguiente condiciones de
interpolacién:

S(Xi) = Uy 1<i<N (11)

Una aproximacién basada en funciones radiales, se construye utilizando una combi-
nacién lineal de N funciones de radiales ¢;(r), llamado Ansatz radial de la forma:

N

s(x) =) Bjbilr) +p(x) (1.2)

j=1

en donde ¢; (1) = d(|[x —x5|) y p(x) € Prn—1(R™) i.e.

M
plx) = Z ckpr(x) (1.3)
k=1

para px(x) monomio de grado < m —1y M = dim(IP,;,_1(IR™)). El polinomio p(x) cum-
ple las llamadas condiciones de momentos las cuales se expresan de la siguiente manera,

N
Z Bip;j(xi) = 0 para cada monomio pj. (1.4)

i=1
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Por ejemplo si n = m = 2, entonces p(x) € P1(IR?), el cual se puede escribir como:
p(x) = pl(x1,%2)) = c1x1 + cax2 4¢3

y se requiere que:
N N N
D Bixii=) Bixa;j=) Bj=0
j=1 j=1 j=1

Entonces de las condiciones de interpolacién (1.1) y la de momentos (1.4) tenemos
Gx = b el sistema lineal algebraico es de la forma,

> 0-()

en donde ¢ = (cy,...,cpm). Para nuestro ejemplo tenemos,

b1 0 PN x11 o xop 1 B1 w
dnt o N N xon 1 Bn | — | un
X11 s X1N 0 0 0 (5] 0
X21 s X2N 0 0 0 C2 0

1 . 1 0 0O O c3 0

con ¢yj == d([|xi —xj]|).

Una pregunta que surge naturalmente en este punto, es cuando la aproximacion radial
(1.2) del problema de interpolacién (1.1) esta bien planteado, es decir cudndo la matriz G
(llamada de Gram) del sistema lineal (1.5) es invertible. En general, la caracteristica nece-
saria que asi lo garantiza, es llamada positiva definida, ya que este tipo de matrices tienen la
propiedad que sus valores propios son reales positivos y diferentes entre si, y por lo tan-
to es no singular. Como veremos en las siguientes definiciones y teoremas, este concepto
puede extenderse en términos de funciones de base radial, de donde la no singularidad
de la matriz G del problema de interpolacién estd garantizada.

Definicién 2. Una matriz real A es llamada positiva definida si su forma cuadratica asocia-
da es no negativa para todos los vectores no nulos ¢ € RV, i.e. si se tiene que

c"Ac>0

Definicién 3. Dado el conjunto de nodos {x;}}Y ; € RN y un vector ¢ € R". Una funcién
continua @ : R™ — R es positiva definida si y sélo si es par y

N N
Z Z C]'Ck(I)(X]' —Xk) = 0.

j=1j=1

Se dice estrictamente positiva definida si el tnico vector ¢ que hace la igualdad es el
vector cero.
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En 1938, Schoenberg [42] relacioné el concepto de funcién positiva definida, con el de
completamente monétona. Esto permite caracterizar a las funciones radiales en términos
de éstas, a continuaciéon una definicién y teorema que lo establece.

Definicién 4. Una funcion ¢ : [0, c0) — R™ en C[0, 00) N C*®(0, 0o) tal que
(—1)'¢V(r) >0 r>0,1=0,1,2,...

es llamada funcién completamente monétona sobre [0, o).

Teorema 1. (Schoenberg) Si la funcion ¢ : [0,00) — R es completamente monétona y no
constante, entonces ¢ (|| - ||?) es estrictamente positiva definida y radial.

Prueba En [42][pag. 823].
Ahora introduciremos la definiciéon més general de funcién condicional positiva defi-
nida, la cual considera la condicién de momentos del interpolador radial (1.4).

Definicién 5. Una funcién continua de valor real ® : R™ — R es llamada condicionalmen-
te positiva de orden m si

N
> D cer®(x—x) =0 (1.6)

j=1 k=1

N
D_¢ipilx) =0
j=1

para un polinomio p(x) € IP,,_1(IR™) de la forma (1.3). Se dice que es estrictamente con-
dicional positiva definida de orden m si el nico vector que cumple la igualdad en (1.6)
es el vector cero.

Finalmente, los siguientes teoremas establecen la relacién de una funcién condicio-
nalmente positiva definida radial, con una completamente monétona y nos proporcionan
un criterio que permite saber cuando es necesario incluir la condicién de momentos en
aproximaciones radiales del tipo (1.2).

Teorema 2. (Micchelli) Sea ¢ € C[0, 00) N C*(0, c0). Entonces la funciéon @ = ¢(]| - ||) es
condicionalmente positiva definida de orden m y radial sobre R™ siy sélosi (—1)™¢™ es
completamente monétona en (0, co).

Prueba. En [31].

Teorema 3. (Micchelli) Si ¢ es como en el teorema anterior y no es un polinomio de grado
a lo mas m entonces O es estrictamente condicional positiva definida de orden m y radial
sobre R™.

Prueba. En [31].
En los siguientes ejemplos se muestran funciones de base radial las cuales son condi-
cionalmente positivas definidas o estrictamente condicionalmente positivas definidas.
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Ejemplo 1. Sea ¢ la funcién dada por
o) =(1"Pl1+1B,  0<pe¢N.
Entonces notemos que
oM () = (=DIPIB(E—1)- - (B—1+1)(1+7)*",
por lo que
(~DIPIOTED ) = (B —1) - (B~ BT+ (1 +1)P P >0

asi es completamente monétona. Mas atin, m = [B] es el nimero mds pequefio posible
tal que (—1)™p(m) es completamente monétona. Como 3 ¢ IN, ¢ no es un polinomio, y
por lo tanto el multicuddrico

®(x) = (—1)1B1(1+|lex|?)B,

es estrictamente condicionalmente positivo definido de orden [B] y radial en R™ para
toda n, en donde ¢ > 0, es el llamado pardmetro de forma.

Ejemplo 2. Sea ¢ la funcién dada por
o(r) = (~1)PI/2B/2 o< pg2N.
Entonces se tiene

W — (_1y[612B By (B B/2-1
oV = (nP12EE gy (B ey

por lo que (—1) [B1/2¢(181/2) > 0, y asi es completamente mondtona y m = [3]/2 es el
nuimero més pequeiio para el cual esto se cumple. Como {3 no es par, ¢ no es un polinomio,
y por lo tanto las potencias

O(x) = (-1P12x|B,  0<p¢2N

son estrictamente condicionalmente positivas definidas de orden [3]/2 y radiales en R™
para toda n.

Ejemplo 3. Los splines de placa delgada
©(x) = (1P x| log(lx[),  BEN,

son estrictamente condicionalmente positivos definidos de orden 3 + 1 y radiales en R™
para toda n. Para ver esto, obsérvese que

20(x) = (—1)B x| *Plog(||x|*).
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Figura 1.1: La grafica izquierda representa la funcién de Franke construida a partir de una
interpolacién radial utilizando como nodos los puntos *. La grafica derecha representa el

error ﬁ \/le\il (s(x}) — f(x}))? en donde el conjunto {x;“}i’\i1 € (0,1) x (0,1) son los nodos
de evaluacion.

Esto sugiere definir la funcién ¢

o(r) = (1) rPlog(r),  BEN,
la cual obviamente no es un polinomio. Derivando se tiene

OV (1) = (—)PIBB—1) - (B =1+ 1P log(r) +pu(r), Lel,..., B},
donde p; es un polinomio de grado 3 — 1. En particular se tiene
¢'*) () = (-1)Ppllog(r) + C,
y finalmente
(—1) BB (1) = % > 0,parar > 0.

En 1979, R. Franke [21] realiz6 una comparacién de 29 métodos de interpolaciéon de
datos distribuidos de forma aleatoria, de los cuales los basados en las funciones de base
radial multicuddricos y los spline capa delgada resultaron las mejores estrategias de inter-
polacién global. En el siguiente ejemplo se muestra la construccién de este interpolador
utilizando la funcién radial spline capa delgada.

Ejemplo 4. La funcién utilizada en el estudio [21], ahora es llamada funciéon de Franke y
estd definida como:

9%1-2)%  (9x9—2)2 9x1+1)?%  9xp+1

( (
f(x) =0.75e" 1 — 1 4075 ® 1

(9%1-7)%  (9xp—3)2

+05e 1 1 _ 0.26_(9X1_4)2_(9X2—7)2
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para (x,y) € [0,1] x [0,1]. Entonces tomandon =2y 3 =1 en el ejemplo 3, el spline placa
delgada tiene la forma:

d(r) = rlog(r)

por lo que el polinomio que garantiza la completez monétona es de grado 1, el cual se
puede escribir como:

p(x) =pl(x1,%x2)) = c1x1 + c2x2 + 3.

Entonces, si suponemos dado un conjunto de N nodos aleatorios {xi}iN:l e (0,1) x
(0,1), el interpolador radial el cual estd bien planteado (en el sentido de que la matriz de
Gram resultante de la condicién de interpolacién (1.1) es positiva defina y por lo tanto no
singular) esta dado por:

N
Z B; T log Tj) 4 c1x1 4+ caxo 4¢3 (1.7)
j=1

con 15 := ||x — x;||. Entonces tomando, F = {u; = f (xi)}l 1, de las condiciones de interpo-
lacién (1.1) y las de momentos (1.4), tenemos un sistema lineal de la forma (1.5), en donde
las incégnitas son los coeficientes (3;, ¢; del ansatz radial (1.7). En la tabla (1.1) y en la
figura 1.1 se muestra los resultados.

N | oy (s0x) — f(xp))2
100 2.3712e-03
200 1.2543e-04
400 3.1306e-05
800 1.7418e-06

Tabla 1.1: Interpolacién de la funcién de Franke con funciones de base radial. N representa
el nimero de nodos aleatorios con los que se construye el interpolador radial y el conjunto
{x*}M1 € (0,1) x (0,1) son los nodos de evaluacion.

1.2. Estado del arte y justificacién

El objetivo de esta seccion, es dar una breve descripcion de las ideas principales de los
autores que a nuestro parecer representan el estado del arte de la aproximacién de campos
vectoriales. Esto ademads nos permitird dar una argumentacién de lo que consideramos las
aportacion de este trabajo de tesis.

Para establecer el contexto, iniciaremos considerando el mismo problema de interpo-
lacién de la seccién anterior, sin embargo en este caso lo abordaremos con un enfoque en
espacios de Hilbert: Dado un conjunto de N nodos A = {x;}I\.; C R™ el cual contiene un
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subconjunto D = {x;}jeg, Pm—_1(IR™)-unisolvente (i.e. existe un tnico polinomio de grado
menor posible que interpola los puntos de A) y {ui}Y; C R, en donde a cada vector x;
le corresponde un tnico valor u;. Se busca una funcién o € H(R™;R) (con H(R™;R)
espacio de funciones de Hilbert de valor real) que cumpla las siguientes condiciones:

{i) o € Xy donde X1 :={u € H(R™R) |u(xi) =uiy, i=1,...,N} 1.8)

i) o = infyex, [[ullornRr)

Supongamos que H(IR™;R) tiene un kernel reproductor K, es decir, existe una funcién
K: R4 x R™ — R tal que:

» K(,y) € H(R™;R) paray € R"
w fly) = (f,K(-, ¥)) 3 (r;r) VF € H(R™;R), ¥y € R™ (llamada propiedad reproductora).
entonces notemos que por la propiedad reproductora podemos escribir:
X1 ={u e H(R™;R)[ (u,K(-,xq))g¢(rn) =i, L€{L,...,N}}
ademads definamos el siguiente espacio, coset de Xi:
XY= {u e HRYR)| (w,K(-,xi))serny) =0, 1 €{1,...,N}}

Ahora notemos que si u,v € Xj, la funcio(n u—v € X(I’. Entonces, ya que se requiere
que o cumpla las condiciones de interpolacién de X; y norma minima (condicién ii) de
(1.8)). El teorema de proyeccién ortogonal nos indica que esta funcién existe, es tnica y
que estd contenida en X1 N (X?)+, donde (X9)+ es el espacio ortogonal a X! (ver figura
1.2).

Figura 1.2: Solucién o y teorema de proyecciones ortogonales.

Por otro lado, notemos que siv € X9, entonces

N N N
v, ) aiK(,xi)) =Y oi(v,K(,xi)) = ) av(xi) =0
i=1 i=1 i=1
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para cualesquiera «; € R, es decir v € (span{K(-,xi)}{\Izl)L. De igual manera si v €
N )+, se tiene en particular que

(span{K(-, xi) 2,
v(xj) = (v,K(-,x5)) =0 Vje{l,...,N}
de donde v € X?. Asi se concluye que
(XD* = span{K(-, x){Ly,
por lo que el interpolante o es de la forma

N

o(x) = Z o K(x, x5).

j=1

Los valores «;’s, se pueden obtener a través de las condiciones de interpolacién del espa-
cio Xi, es decir
o(xi) =uy paraie{l,...,N}

que implican el sistema lineal Ax = b siguiente:

K(xy,x1) ... Klx,xn) o ug

K(xn,x1) ... K(xn,XN) N uN

La matriz A es una matriz de Gram es invertible por el teorema de proyecciones ortogo-
nales (teorema 6 apéndice A), es decir para un conjunto de nodos fijos el problema tiene
solucién tnica.

1.2.1. Spline capa delgada

En 1978, Duchon [14] dedujo explicitamente un Kernel reproductor que llamé spli-
ne de capa delgada, utilizando un espacio de Hilbert tipo Beppo-Levi®. A continuacién,
describiremos brevemente esta derivacién para un caso particular. Definiendo

V™(RY) :={ue C(R") : D*u e L>(R"),|a] = m} (1.9)
en donde D *u representa:

dlxly

D% =
u(x) oxy - Ox e

= 0x;" - - Oxgtu(x)

3 Beppo-Levi:(Turin Italia 1875 - Rosario, Argentina 1961) Matematico italiano nacionalizado argentino.
Fue uno de los mas ilustres matematicos de finales del siglo XIX y principios del siglo XX. Public6 numerosos
articulos y libros de alto nivel académico sobre temas de matematica, fisica, historia, filosofia y didactica.
Italia le reconoce su contribucién cientifica nombrandolo miembro de las Academias de Ciencias de Bolonia
y Dei Lincei. Fuente: Wikipedia.
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conx = (ot,...,xg)conoy € ZVylal =0+ +ag, ol =gl xgl y x* =x7" - x 3.

Notemos que este espacio tiene como semi-producto interior y semi-norma inducida

(W, V)ymgn) = Z m"J D%*u(x)D%v(x)dx (1.10)
|(x‘:m . n
ul =/ (w,u) (1.11)

asi, el respectivo espacio nulo de esta semi-norma es el espacio P,,_1(R™) de polinomios
en n-variables de grado menor o igual a m — 1. A partir de ahora por facilidad en la expo-
sicion y sin pérdida de generalidad supondremos que m = n = 2. Entonces, el producto
interior de VZ(IR?) esta dado por

(W v)vere) = (W v)p, + (W, V)ve (g2

B Z wx)v(x:) +J 92ud?v 42 02 9%y n 02ud?v
N e PIUTT g2 0x20x2 T TOxdy oxdy - dy2oy?’
j

el cual aplicando dos veces la férmula de integraciéon por partes y recordando el hecho de
que la funciones decaen a cero en el infinito, el producto interior se puede escribir como:

(W, v)ve(re) = (W, v)p, +JR2(A2u(x))v(x)dx (1.12)

en donde A2 representa el operador bilaplaciano, es decir A% = dyyxx + 20xxyy + Oyyyy-
Por otro lado, se puede probar que el espacio nulo del operador A? es P (IR?) (ver en [43]),
por lo que si Vg(]RZ) es un subespacio de VZ(IR?) definido como:

Vg"(IRZ) ={veVIR? : v(xj) =0 Vx; € D}
se tiene que la semi-norma (1.11), es una norma de Vg(IRZ) es decir, parau € VOZ(]R):
|u'|V2(IR2] =0su=0

y por lo tanto
V2(R?) = V3(R?) @ P (IR?)

Asi, el problema de encontrar un Kernel reproductor K en V2(R?) equivale a encontrar
dos kernels reproductores Ko y K; en V3(R?) y P1(IR?) respectivamente. Ahora, por la
unisolvencia de D = {xj}jeg es posible tomar p; € IP1(IR?) con j € J, de tal manera que
Pj(xx) = djk los cuales span{p;ljeg = IP; (IR?). Este conjunto de polinomios se le llama
una base de Lagrange de IP; (R?) asociado a Xjieq- De donde K; se puede expresar como:

Ki(x,y) = ij (y)pj(x) parax,yc R? (1.13)
jed
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ya que claramente K; (-, x) € IP1(IR?) para toda x € R? y si q € IP;(IR?), tenemos que

(q,Kq(, IP1 (R2) qu Xi) p) X) p) x)

ied jed
=3 > Siqlxa)pi(x) =) qlx)pj(x) =q(x) VxeR?
ied jed jed

Entonces, de la propiedad reproductora se tiene la igualdad:

V(X) = <K('/X)IV>V2(]R2) = <KO('1 X)/V>Vg(lR2) + <K1(',X),V>]Pl
—

=1 (A%Ko(
v(x) JRZ( oy, x de+]€ZgP)

Es decir Ky debe satisfacer la ecuacion diferencial

AZh(x,y) =8y —x)— Y p;(x)3(y —x;) (1.14)
jed

la cual por ser lineal tiene como solucién a

h(XIY): ZP] y Xi)
jed
en donde .
Ty
®(x) = o—|Ix|*Log ) (115)

es la solucién fundamental del bilaplaciano i.e. A?®(x) = §(x).
Asi, el interpolante que minimiza la norma en este espacio Beppo-Levi, se puede es-

cribir como:
E o @ i) +q(x)
ied

donde q(x) € IP1(IR?). Para esta representacion hay N + 3 incégnitas por determinar y
solamente N condiciones de interpolacién, esto se resuelve notando que de la propiedad
reproductora tenemos:

Vv, W)verey = (v, Z o D (- —xi))ve(re)
ied
_Zoclv O —xi))va(r Zoclv Xi) VVGVZ(]RZ),WEVOL.
iel ied
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lo cual implica las llamadas condiciones de momentos, dadas por:

Y aiplxi) =0, Vp e Py(R?). (1.16)
ied
En dimensiones mayores, la discusién anterior es vdlida, debiendo sustituir el bila-

placiano A? por la m-ésima iteracién del Laplaciano A™ cuyo espacio nulo estd dado por
IP,—1(IR™). En consecuencia la soluciéon fundamental ® es:

(1.17)

(x) — om,a|IX]IP™4log(||x|) si2m < d con d par
Brm,allx|[>™ 4 en otro caso

conx € Ry

o = (_1)2+1
T ame g (m— 1)1 (m— &)1
(D)™ (45)
Bm,d =

Véase [14, 15] para detalles.

1.2.2. Aproximaciéon de campos vectoriales

La introduccién anterior nos permitird enfocarnos en el estado del arte del problema
de aproximacién de campos vectoriales. Comenzaremos con Benbourhim et al. [3, 4, 5].
Estos autores, plantean el problema utilizando un enfoque similar al del spline capa del-
gada de Duchon [14] (discutido en la seccién anterior), en donde la aproximacién cumple
condiciones de interpolacién y minimizacién de una norma equivalente, la cual contiene
términos de divergencia, rotacional y elasticidad (tensor de desplazamientos). A conti-
nuacién describiremos el caso de divergencia y elasticidad cero.

Para esto se define un espacio Beppo-Levi denotado por X™(IR™;R™), formado por
distribuciones (ver definicién 16 del apéndice A) de valor vectorial sobre R™ cuyas deri-
vadas distribucionales (ver definicioén 18 del apéndice) sean cuadrado integrables, i.e.:

X™R™SR™) = {u=(uy,...,un)" € D' (R™;R") |
%u; e X(RM) Vi=1,...,N,Va € NV, || = m}

esta generalidad permite redefinir el problema de interpolacién y minimizacién de la nor-
ma discutido en las secciones anteriores, por medio de la definicién formas bilineales
continuas y coersivas, de operadores diferenciales los cuales por ejemplo como en este
caso representan elasticidad y divergencia.
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Ahora consideremos el semi-producto interior y semi-norma para el espacio X™ (R™; R™):

m!

(W V)m= ) !J 0%u(x)" - 0%v(x)dx

loc|=m
lulm = v/ (w0, u)m.

En este caso, el espacio nulo de la semi-norma estd dado por el conjunto de polinomios
de grado m — 1 sobre R™ de valor vectorial, i.e. Pr,_1(IR™;R™). De donde el espacio
X™(IR™;IR™) dotado con el producto interior y norma asociada siguientes:

(U, V) m = J w00 Tv () dx+ (1, V)m

n
[ullm = V(w,v)m

es un espacio de Hilbert. Ahora definiendo los operadores de divergencia y elasticidad
respectivamente como:

n
divu:VT‘u:ZGiui
i=1

1 1
Eu = E(V . uT + (V . uT)T) = E(aiuj + ajui)lgmgn

se pueden definir las siguientes formas bilineales sobre X™(R™;IR™). Sean u, A € R (lla-
mados coeficientes de Lamé) en donde p > 0y 2+ A > 0 entonces:

Dm(uv)= Y (m;,”'J 0% (div ) (£)0%(div v)(£)dE
Jot|l=m—1 ’ "

o!

Smiuv) = 3 R 0% (ew)(E),0%(ev)(E))mende

|at|=m—1

EMAu,v) = 2uSm (1, v) +AD (u, v)

con (-, -)nxn €s el producto escalar llamado norma de Frobenius dado por (Z1, Zo)nxn =
trace(Z] Z,) para Z,Z, € R™*™,

Ahora consideremos una region QO C R™ y un conjunto de puntos A = {x; }}“:1 C
R™ distribuidos de forma aleatoria en €, el cual contiene un subconjunto P, (R™)-
unisolvente. Se define el operador de evaluacién matricial R4 : u € F(Q;R™) — RN
como:

w(xy) o un(xy)
Ry(u) :=

wxn) o0 un(xn)
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en donde F(Q;R™), representa el espacio de funciones de valor vectorial definidas sobre
Q. Entonces, dado u € F(Q;R™), u > 0,2u+A > 0 el problema de interpolacién y
elasticidad minima est4 dado por:
min E&A (v, v) siempre que R4 (v) = R4 (u

i B (v,v) siempre que Ra(v) = Ry (u)
Es importante notar la equivalencia de este problema con el problema (1.8) y el spline
capa delgada. Asi, su solucién estd dada de forma equivalente, deduciendo el kernel re-
productor que sea solucién fundamental del respectivo operador diferencial. Es decir, se
muestran que la solucién Si’)\ u existe, es tinica y estd dada explicitamente por:

N M
ShMalx) = Y aFf(x—xi)+ ) Bjq;(x)
i=1 j=1

en donde el polinomio Zi\il Biqj(xi) con g5 € Py (R™;R™) y M = dim(P,,—1(R™),
cumple las condiciones de momentos (1.16) y

1
FP = <—6llkVCD(x) +(1— )al,kq)(x)>
P 1<L,k<n

donde &, i es la delta de Kronecker, p =2+ % > 0y @(x) es la solucién fundamental de
la m-ésima iteracién Laplaciano (1.17).

En el caso de Le Guyader et al. [26], el problema de aproximacién consiste en en-
contrar una funcién suficientemente suave que aproxime un campo vectorial gradiente
dado sobre una regién acotada. Es decir, si O C R™ es un conjunto abierto y acotada con
frontera tipo Lipschitz (ver definiciéon 24 del apéndice) y a cada elemento del conjunto
A = {xi}; € Q le corresponde un vector, elemento del conjunto u = {u;}Y; ¢ R™, se
busca una funcién ¢ : O — R lo suficientemente suave, tal que su gradiente aproxime lo
mejor posible los valores de u; para Vi, es decir:

Vi(xi) ~uy paraie{l,...,NL
Para esta formulacién se requiere definir:

3 (R - (RMN
v = ev) = v, v T

VEn € (RMNy ()N = Z]i\lﬂ(&i,no donde (-, -) denota el producto escalar Euclidiano
1

en R"y (§)n = (&, &)3. Asi, el problema de aproximacion se plantea en la siguiente
forma. Dado ¢ > 0, se desea encontrar una funcién o € H™1(Q;R") tal que Vv €
H™H(Q; R™):

(p(Voe) — u)lz\, + eIVGQI%LQIIRn < (p(Vv) — u)lz\] + e\VvIEn,QJRn
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Notemos se puede escribir equivalentemente como:

Encontrar u. € H™(Q,R™) tal que Vv € H™(Q,R™),
tal que Fe(ue) < Fe(v)

En donde ¢ : H™(Q,R™) — R es un funcional dado por:

Fe(f) = (p(f) —w)} + €lf o re

Los autores prueban resultados de existencia, unicidad y convergencia de la solucién
o respecto a la solucién exacta. El esquema discreto resultante de la formulacién varia-
cional se construye mediante elementos finitos.

En la tesis doctoral de Svenja L. [27], se desarrolla una nueva clase de funciones de
base radial (FBR) de valor matricial y divergencia cero (divergence-free) dada por:

D(x) = {~Al+ VV ' J(x),
en donde 1 (x) es la FBR de valor escalar y soporte compacto de Wendland [46], dada por

Y (r) = TPy (1) = T(1— )L (v),

donde
TP (r) == {fﬁo sPp(s)ds parar >0
I (—) parar <0

conk € NU{0},1 € R™, y la funcién de potencia truncada definida como

! <1
o i oy
T

<7
0 para 1 > 1.

nétese que esta funcién puede ser construidas con una continuidad C2*(Q) para cualquier
k > 0, por ejemplo g (1) = (1 —1)8 (3572 + 187 +3) € C*(Q).

Ahora, si O C R™ es un subconjunto compactoy A = {Xi}]iil C Q con {u; }}\':1 c R™,
tal que a cada vector x; le corresponde un tnico vector u;. El interpolante de divergencia
cero estd dado por:

s(x) = Z O (x —xj)c;j.

j=1

en donde los coeficientes {c; }}\’:1 se obtienen de las condiciones de interpolacién:
s(xj) =uj paral <j < N.

Para la construcciéon de esta FBR de divergencia cero, se utiliza el siguiente teorema:
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Teorema 4. Sea & € R™ tal que & # 0y I € R™*™ matriz identidad, se define el polinomio
de valor matricial como:

EEL
&) :=1—
=1
Ademads, considérese la medida
dpic(8) = (270) TM|E]PTTE) Py (£)dE, (1.18)

endondel>2,k>1y 1A|)1,k(6) representa la transformada de Fourier (ver definicion 28)
de la FBR de Wendland. Entonces dy x es una medida de Borel de valor matricial n x n
positiva definida en R™ y

Ouelx)i= [ e Edu(e) (119)
es una funcién de valor matricial n x n es estrictamente positiva definida con soporte
compacto.

Por otro lado, notemos que si f es una funcién de valor escalar y &y representa la
k-ésima coordenada de & € R™ tenemos:

edf(e)Y = 2m) " | et ied(ends = m | e et

R4
— (ZW)_“J dw, (€' 5f(8)) A& = 6wk(2n)_“J et Ef(8)dE
R4 R™

= awkfv(w) = 0w, flw)
asi, en general se puede probar
((i&)*f(£))" (w) = D¥f(w)

para todo multi-indice o« = (1, ..., %n), || > 0. De lo anterior, la funcién (1.19) se puede
escribir como:

Dyl = ) | e E P £ (En

[HIEIPT— T b1k (8)] 7 (%)
[(—|REJ2T + (18) AE) TMWpur(8)] (%)
(AL +VV 1y i (x)

]\/

Finalmente se observa que las columnas de la funcién @y  (x) son de divergencia cero.
En efecto, sea @y x (x)* una columna arbitraria de @ (x) V1 < i < d. Entonces para k > 2
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tenemos:

V-0l (x) =V {=VI+ VV hpy ()

=V (—51]' Z ail + 0x; axj> Py (x)
— =1
:{—Za axl‘i‘Zaxl bk (x) =

L#1 T#L

El esquema anterior permite construir no sélo funciones de valor matricial de diver-
gencia cero, si no que ajustando la medida (1.18), es posible construir clases de funciones
con otras propiedades, por ejemplo funciones, de valor matricial irrotacionales, etc..

1.2.3. Discusion

Es importante hacer notar que tanto el spline capa delgada como interpolante que mi-
nimiza la divergencia y elasticidad (Benbourhim et a. [5]) se construye basado en el kernel
reproductor (1.15) definido en todo IR™, es decir, la solucién de norma minima debe decaer
lo suficientemente rdpido en el infinito para pertenecer al espacio Beppo-Levi correspon-
diente. Esto se puede ver claramente en la descripcion de la seccién 1.2.1, ya que en este
caso, es posible escribir el producto interior del espacio V(IR?) como en (1.12), ya que los
términos definidos en la frontera se anulan. Por ejemplo supongamos que se trabaja en
un conjunto abierto y acotado Q C RR? cualquiera, entonces la construccién del kernel
reproductor de V2(Q) implicaria resolver el problema

V2U((x) =0, xeQ

con las condiciones de frontera,

02 03 03
—VY(x)=—7 =——0 =0
ox? () ox3 () OxpX3 )
o4 02 03
o2 L) = g P = 5 O

para x € 0Q) donde ¥ = @ + U con @ la solucién fundamental de (1.15). Esta ecuacién
no tiene solucién analitica y tampoco es posible aproximarla numéricamente para un con-
junto arbitrario Q.

Respecto a la aproximacién descrita en Le Guyader et al. [26], como describimos an-
teriormente, este esquema implica una formulacién débil cuyo planteamiento discreto, se
resuelve utilizando elementos finitos. Estos métodos han sido ampliamente utilizados en
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problemas reales con resultados satisfactorios, pero representan una posibilidad distinta
a la formulada en esta tesis cuyo objetivo es usar métodos libres de malla.

En el trabajo de Svenja [27], se construye un interpolante de valor matricial de di-
vergencia cero basado en funciones de base radial, el cual permite aproximar soluciones
de EDPs prescindiendo de la condicién de divergencia cero si la respectiva ecuacién lo
requiere. Esta solucién es aproximada por métodos libres de malla, realizando una colo-
cacién usual tipo Kansa [25], resultando un sistema lineal positivo definido, simétrico y
ralo (sparce). Es posible interpolar campos vectoriales de divergencia cero sobre un regiéon
acotada, sin embargo este esquema no permite imponer condiciones frontera adicionales
como problemas en donde sea necesario considerar la topografia del dominio.

En contraste con las anteriores formulaciones, en este trabajo el problema de aproxi-
macioén se desarroll6 a través de un planteamiento en términos de minimizacién global y
btisqueda lineal. Se formaliz6 y generaliz6, el problema de aproximacién de campos vec-
toriales de divergencia cero planteada originalmente por Sasaki [36]. Esto nos permitio,
probar existencia del minimo del funcional y calcular explicitamente el campo ajustado
dada una direccién de descenso en un espacio de divergencia cuadrado integrable. Pro-
porciondndonos un esquema con el que es posible incorporar de manera sencilla diferen-
tes caracteristicas fisicas del campo aproximado y establecer de manera natural distintos
tipos de condiciones de frontera, lo anterior es relevante, ya que en trabajos anteriores
estas condiciones se tomaban generalmente en forma heuristica. Mostramos con ejemplos
sintéticos, que el uso de métodos libres de malla puede ser aplicado en este tipo de pro-
blemas, lo cual es importante ya que en casos reales es comun tratar problemas en tres
dimensiones y sobre dominios complicados, en donde los métodos tradicionales requie-
ren la construcciéon de una malla especial, lo cual es un altamente costoso en términos
computacionales.
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FORMULACION VARIACIONAL

En este capitulo, se aborda el problema de aproximacién de campos vectoriales sobre
una regién acotada () C R™ paran = 2,3. Supondremos dado un campo vectorial obser-
vado u® € Q, el cual se considera con componente vertical igual a cero. Esta suposicién
es usual en muchos esquema de aproximaciéon meteorolégica de campos de viento, ya
que en la préctica esta informacién generalmente no es accesible o es dificil de obtener
[17]. Asi, para completar el modelo se pueden imponer condiciones adicionales sobre la
aproximacioén de acuerdo al conocimiento previo que se tenga del problema, por ejemplo,
requerir que la aproximacién conserve masa, sea de irrotacional, una combinacién lineal
de ambos, etc.. La formulacion para el caso de conservaciéon de masa fue originalmente
planteada por Sasaki [36].

En la siguiente exposicién formalizaremos el problema anterior, utilizaremos la deri-
vada de Gateaux para calcular el punto critico del funcional de error, sujeto a una condi-
cién de divergencia cero de la aproximacién de donde obtendremos las respectivas ecua-
ciones Euler-Lagrange. Deduciremos los diferentes tipos de condiciones de frontera que
permitan considerar las caracteristicas del campo observado u’. Finalmente utilizando
ejemplos sintéticos, describiremos dos esquemas de aproximacién numérica libres de ma-
lla para este problema.

2.1. Aproximacién de campos vectoriales de divergencia cero

Sean O C R™ para n = 2,3 un conjunto abierto, simplemente conexo y acotado, con
frontera I' := 0Q tipo Lipschitz (definicion 24 apéndice A), y u), . = {u?};, ¢ Q un
conjunto de N vectores, que representan el campo vectorial observado o dado, el cual
como mencionamos anteriormente es comudn suponer tienen la tercer (segunda cuando
n = 2) componente nula, es decir es de la forma:

) = (u1,u24,0) i=1,...,N.

23
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Es importante notar que debido a que se busca la aproximacién u, cumpla la ecuacién de
continuidad V - u = 0 en ), es necesario suponer que la divergencia de u sea una funcién
integrable (cuadrado) en Q, lo cual se expresa suponiendo V - u € L[2(Q). Asi tenemos la
siguiente definicién.

Definicion 6. [2, pag. 118] Sin = 1,2, 3, se define el espacio (de divergencia)
E(Q):= (E(Q)" ={u e L?(Q) := (I*(Q)": V- -u e [}(Q)}

Ahora bien, ya que se requiere minimizar la diferencia entre el campo aproximado y
el observado definimos el funcional siguiente.

Definicion 7. Sin = 2,3, sea S € R™*™ es una matriz simétrica y positiva definida y
u’ € E(Q). Sea J(u) : E(Q) — R* tal que,

1
I(u) = EHu_uOHiZ(Q),S (21)
donde
(Wv)izia)s = JQ(SU) v (2.2)

La matriz S, generalmente es diagonal y representa la verosimilitud de las medicio-
nes de las componentes del campo ugb s (véase [17]). La funcion u’ (no necesariamente
conocida) es tal que,

u(x;) = u? Vx; € Q,

noétese ademds que (2.2) define un producto interior sobre E(Q).
Una vez establecidos los elementos anteriores, es posible plantear el problema de apro-
ximacién como un problema de minimizacién con restricciones:

mingcg(0) J(u) sujetoa V-u =0

Noétese, que esto implica que la funcién u(x), solucién del problema anterior debera recu-
perar el componente cero los elementos de ugbs, tal que

Voulxi) =0 Vxicudy,

Utilizaremos estrategias del calculo variacional para la minimizacién de un funcional
de error de aproximacién, adicionado con un multiplicador de Lagrange para el término
de divergencia, para esto definimos el siguiente Langrangiano.

Definicion 8. Sin = 2,3. Sean H := E(Q) x [?(Q) y £ :H — R dado por,
L(u,A\) = I(u) + (A,V . u>1_2(_o_)

El siguiente lema sera necesario para la integracion por partes en el calculo de la deri-
vada de Gateaux.
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Lema 1. Sea O C R™, con n > 2 una regién con frontera I" tipo Lipschitz. Entonces para
toda A € H'(Q) y hy € E(Q),

J AV‘hldX:J Ahl-vdF—J V?\-hldx.
Q r (o]

Donde el valor
J )\h] -vdl’
r

estd bien definido en el sentido de la traza generalizada con
hy-veH 2(I), A€ Hz(I).

Prueba. (Lema 1.2.3 en [39]). |

Proposicion 1. Sea h € H tal que h = (hy, hy). Entonces la derivada de Gateaux de £(u, A)
en direccién h (denotada por D£(u, A)h), esta dada por

DL(u,A)h = J (S(lu—up) — VA)hy
Q

siempre que
Jr Ah;-vdl'=0 conT:=09Qvy Vh; € E(Q). (2.3)
Asi, el punto critico estd dado por:
u=u’+S"1VA (2.4)
Prueba. Del lema 1 tenemos,

DL(u,A)h

:J S(u— Uth—J V)\-h1+J Ahq - vdl
Q Q r

= J u 110 V?\)hl
Q
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para la dltima igualdad se esta suponiendo
J Ah;-vdl'=0 Vh; € E(Q)
r

y que V - u = 0, ya que busca una solucién u cumpla esta ecuacién de continuidad. Aho-
ra bien, ya que se requiere DLh = 0, entonces del teorema fundamental del célculo de
variaciones, resulta la siguiente ecuaciéon Euler-Lagrange:

u=u’+S"1VA.

|
Es importante notar que el punto critico (2.4), estd en funcién del multiplicador de
Lagrange A, por lo que es necesario aproximarlo antes de obtener el campo vectorial, esto
lo trataremos en las secciones 2.3 y 2.4 usando discretizaciones basadas en funciones de
base radial.
Ahora aplicando el operador de divergencia a (2.4) y suponiendo que el campo apro-
ximado cumple V - u = 0 en (), obtenemos la siguiente EDP para A:

V- (s'VA) =v-u’ AeQ

Las condiciones de frontera que completan el sistema, se pueden deducir con la igual-
dad (2.3), en la siguiente seccion discutiremos como establecerlas. Finalmente el sistema
de EDP se puede escribir como

(2.5)

—V(stva) =v-u’ AeQ
BA =g AeT

Entonces, si A(x) es una solucién aproximada de (2.5), su correspondiente campo vectorial
u(x) estd dado por:

a(x) = u’(x) + ST'VA(x). (2.6)
Notemos que la evaluacién de 1(x), en principio s6lo puede hacerse en los puntos x; € Q

tal que u’(x;) € u%, ., sin embargo es posible construir una aproximacién (puede o no ser
basada en funciones de base radial) 4’ de u’, de tal manera que la funcién

a(x) =a(x) + ST'VA(x),

puede ser evaluado en cualquier x € Q.
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Figura 2.1: Dominio Condiciones de frontera.

2.2. Condiciones de frontera

Como se discuti6 en el capitulo I, una de las ventajas de formulacién anterior compa-
rado contra otros esquemas, radica en el hecho de que (2.3) permite imponer condiciones
de frontera en el dominio acotado de acuerdo a las “caracteristicas del campo por apro-
ximar”. Para esto, notemos que la igualdad (2.3) se cumple siempre y cuando A = 0 6
h; - v = 0 (no de forma simultanea ya que la solucién podria no ser tinica), asi es posible
considerar los siguientes casos:

I SiA =0enT.En general VA # 0y se dice que la frontera es abierta (flow-through),
ya que esta condicién implica que es posible un ajuste diferente de cero en la com-
ponentes de campo aproximado 1, es decir:

11 Sihy-v=0 Vh; € E(Q), con v vector ortogonal a T".

» Frontera cerrada (no-flow-through).
En particular, es posible imponer que el campo aproximado u € E(Q)), cumpla

u-v=_0 (2.7)

es decir sea tangencial a I', asi de (2.4) esta igualdad se expresa en términos del
multiplicador de Lagrange A como:

—S7IVA-v=u"v.

» Fronteras verticales.
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Claramente u —u’ € E(Q) y supongamos que
(u—u’)-v=0, (2.8)
entonces de nuevo de (2.4), la igualdad anterior implica
—S7IVA-v =0.

0 en esta fron-

Oes

Es decir, (2.8) indica que el campo aproximado u coincide con u
tera. Este criterio se emplea en fronteras verticales ya que en este caso u
conocido.

De manera general la EDP para el multiplicadores Lagrange, considerando un domi-
nio como el que se muestran en la figura (2.1) estd dado por:

—V-($TIVA) =V-u’ AeQ

A=0 Ael

. . ! (2.9)
—S7'VA-v=u’-v AETg
—S7IVA-v=0 AeTly

2.3. Solucién por colocacién

En esta seccién describiremos dos métodos basados en funciones de base radial, lla-
mados de colocacién asimétrica y simétrica. El primero desarrollado por Kansa [25], es
uno de los mas ampliamente utilizados debido a su simplicidad, no obstante que implica
un sistema lineal cuya matriz asociada no puede probarse en general que es invertible. Sin
embargo, extensa evidencia computacional indica que esta matriz raras veces es singular,
por lo que el método se ha constituido como uno de los mas estables, principalmente en
problemas estacionarios [34, 35]. El segundo método desarrollado por Fasshauer [16], el
cual se ha probado experimentalmente tiene un rendimiento similar al caso asimétrico
[33], esta disefiado de tal manera que la matriz resultante es simétrica y con estructura si-
milar a la correspondiente a los métodos de interpolacién hermitiana de datos aleatorios
[31], por lo que es no singular para una funcion radial condicionalmente positiva definida,
como las discutidas en la seccién 1.1.

Asi supongamos dado el sistema de EDP,

{Lu(x) flx) xeQ (2.10)
Bu(x) =g(x) xe€0Q:=T.

La discretizacién requiere considerar dados dos conjuntos de puntos (0 nodos) X, € C
QUIQ Cc RY, X = {xi}iN:1 yC = {ci}]i\‘:1 llamados de colocacién y centros respectiva-
mente, los cuales en principio no tienen ninguna distribucién particular sobre Q) y por lo
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general se toman iguales. Por simplicidad, en la siguiente exposicién supondremos que la
funcién radial ¢ es estrictamente condicional positiva definida de orden 1 (seccién 1.1), es
decir, el ansatz radial no requiere polinomio. Por ejemplo la funcién multicuddrica (ejem-
plo 1 capitulo I) siguiente,

b(r) = ()11 + |ler|?)2

en donde ¢ > 0 representa el llamado pardmetro de forma.

2.3.1. Colocacion Asimétrica

En este método la aproximacién de la solucién del sistema de EDP (2.10), se considera
estd dada por el ansatz radial de la forma,

N N
a(x) =) Bid(llx—ql) =D Bjd(ry) (2.11)
j=1 j=1
en donde 7 := ||x —¢;|| y || - || representa la norma Euclidiana.

Asi, el procedimiento consiste en realizar una sustitucién de @ por u en (2.10) y evaluar
en cada nodo de X. Esto implica un sistema lineal

GB=b (2.12)

cuyas incégnitas son los valores (3;, en donde G (llamada de Gram) tiene la forma:

LXD
5= (o)
con
(LXD)i; = Ld([[x—¢|)lx=x; paraxieXNQ yj=1,...,N
(B*®)i; = Bo(|[x—¢j|)lx=x; parax;e XNT yj=1,...,N
y
_|br
o= {br]
con
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2.3.2. Colocacidon simétrica

Para este método, supondremos que Nj es el nimero de centros, contenidos en el
interior de (). Asi, en este caso el ansatz radial esta dado por,

N1 N
a(x) =) BiLolIx—gl)+ D ByBd(lIx—c|) (2.13)
j=1

j=Np+1
en donde,
c 0
0 (Ix—cl) = deb(x—cl) = -blIx—el)| _

oc =Cj

Por ejemplo sin =2y £ = A es operador del Laplaciano tenemos

02 02
C0llx=cl) = 5 blx el e, + 5 0lx—cll; o,

conc = (cy,¢2) y ¢ = (cyj,¢2,5).

Analogamente al caso de la colocacion asimétrica, realizamos una sustituciéon de @ por
u en (2.10) y evaluando para cada nodo de X, resulta la matriz de Gram siguiente:

o (LD LB
~ B0 BB

Notese, que esta matriz es simétrica y tiene la misma estructura que las resultantes por
el método de interpolacion Hermitiana [47], por lo que es no singular para una selecciéon
adecuada de funcién radial de acuerdo a [47, 33].
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Figura 2.2: Ejemplo 1: Campo vectorial por aproximar u = (x, —y).

Ejemplo 1. En este ejemplo aproximaremos el campo solenoidal dado por,
u(x,y,z) = (x,y,—2z)

sobre el domino Q) = (1,2) x (1,2) x (0,1), mostrado en la figura 2.2. As{, consideraremos
como u’(x,y,z) = (x,y,0), S = I la matriz identidad y X = C. Entonces, de acuerdo a lo
discutido en las secciones anteriores, la aproximacién del campo vectorial de divergencia
cero, requiere inicialmente el calculo de la solucién aproximada de la EDP (2.9), que en
este caso se escribe como:

—V-(S7lVA) =2 AeQ
A=0 AeTly
STIVA-v=0 AelyUTg

la solucién de esta EDP serd aproximada utilizando el esquema de colocacién asimétrica,
utilizando una funcién radial multicuddrica inversa

h(r) = 1
P 1+ (re)2

en donde ¢ > 0 es el llamado pardmetro de forma. Una vez hecho esto, el campo apro-
ximado se puede calcular con (2.6). Los resultados obtenidos para diferentes ntiimeros de
nodos y pardmetro de forma utilizando el método de eliminacién Gaussiana para la inver-
sion de la matriz de Gram, se presentan en el cuadro 2.1. Podemos notar que a partir del
tercer renglén, todos los casos, los errores relativos no son satisfactorios debido a que el
proceso de inversion de la matriz se ve “contaminada”por errores de redondeo causados
por el alto condicionamiento (k(G)) de la matriz de Gram G. N6tese ademas, que el valor
del condicionamiento se incrementa cuando N crece o ¢ decrece, este comportamiento es
inherente a muchos esquemas radiales basados en aproximaciones del tipo (2.11) o (2.13),
y estan involucrados varios factores que discutiremos a continuacién.
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€ N k(G) V-t =media{V -0 Vi} [Jlu—1u2/|ul2
1 125 (5x5x5) 1.8758e+07 1.6531e-01 2.5858e-02
1 512 (8x8x8) 6.3852e+13 3.1657e-02 2.8003e-03

0.1 125 2.4591e+20 3.0799e+01 1.9679e+00

0.1 512 4.6815e+21 8.7183e+06 6.3874e+05

0.01 125 1.4200e+22 3.9437e+01 6.4816e+00

0.01 512 5.0091e+23 1.6875e+04 1.4239e+03

Tabla 2.1: Resultados usando eliminacién Gaussiana.

2.3.3. El principio de incertidumbre de Schaback

La estimacién del error en las aproximaciones con funciones de base radial, involucran
la llamada distancia de llenado (fill distance (FD)) definida como,

h:="hc,o = sup min [[x —xj| (2.14)
x€Q X €c

la cual permite determinar que tan buena u homogénea es la distribucién del conjunto de
centros C sobre el dominio Q. Geométricamente la h representa el radio mds grande de la
bola completamente contenida en () que no contiene ningtn centro.

Asi de acuerdo a [7, 28, 29], una aproximacién con kernel multicuddrico converge ex-
ponencialmente a una funcién suficientemente suave a medida que la h se reduce (lo que
usualmente sucede cuando N crece) o ¢ — 0, es decir

[u(x) —a(x)|| < Kn'/e" (2.15)

donde 0 <n < 1y K constante.

Sin embargo el pardmetro h, no es una medida suficientemente buena, ya que es po-
sible que un conjunto de centros pueda tener una h de tamafio razonable y existan dos
(o més) centros extremadamente cercanos, implicando que dos (0 mas) renglones en la
matriz de Gram sean casi linealmente dependientes, haciendo que el valor del condicio-
namiento de la matriz de Gram dado por:

K(A) Amax| (2.16)

B P\min|

se incremente en un orden exponencial (en donde A in ¥ Amax representan valor propio
minimo y maximo de A respectivamente). Para ver esto, es necesario definir otra medida
llamada separacién minima:

x§ x5 (2.17)

1
g = 5 in b

la cual mide el radio de la bola mas grande que puede ser colocada alrededor de cada
centro de tal manera que ninguna de éstas se traslapen.
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Ahora del teorema de Gershgorin [30] se puede obtener una cota superior de [Amsxl:
Amax] < N||A|lo (2.18)
y para [Amm| la cota inferior siguiente:
M| > qé*n/ZeZMn/(ECle) (2.19)

en donde M, es una constante dependiente de n.

Entonces de acuerdo a (2.18) y (2.19) la dependencia lineal de los renglones de la matriz
de Gram no afectan el crecimiento de la cota superior del valor propio [Amsx|, sin embargo
|Amin| decrece exponencialmente a medida que la separaciéon minima se reduce. Es decir,
(2.15) nos indica que es posible lograr convergencia espectral siempre y cuando la h sea
pequeia (centros cercanos) y/o ¢ — 0y por otro lado (2.19) garantiza un buen condiciona-
miento de A siempre y cuando el pardmetro de forma o la separacién minima sea grande
(centros alejados). Claramente estas dos situaciones no se pueden dar simultdneamente,
esta observacién es llamada el principio de incertidumbre de Schaback [37].

2.3.4. La descomposicién SVD truncada.

La descomposicién SVD permite obtener una solucién estable del sistema lineal (2.12)
con matriz de Gram mal condicionada a través de un cambio de base. Para esto recorde-
mos que toda matriz A € RN*M tiene una descomposicién llamada SVD tal que

A=UzZVT (2.20)

en donde X es matriz diagonal de M x M de valores propios de A y U y V son matrices
unitarias de N x M 'y M x M respectivamente.

Asinotemos que el vector b de (2.12), puede ser generado en términos de las columnas
de U, es decir existe un vector tnico ¢ € RM tal que b = Uc de donde c = U™ e RM.
Ademas si escribimos al vector de incégnitas x como y = VTx tenemos

b=AxeUb=UTAx=UTUZVTx & c =1y

esta tltima igualdad, es un sistema diagonal cuya solucién se obtiene trivialmente, permi-
tiendo ademas utilizar algtn criterio para el manejo de valores singulares muy pequefios.
Un ejemplo es el llamado SVD truncado [11] el cual resuelve el sistema diagonal conside-

rando

ci/o; siloj| =&

yji=¢ 0 T (2.21)
0 siloj| < &

para algan valor pequefio & preestablecido, una vez hecho esto la solucién del sistema
inicial se obtiene haciendo x = Vy.
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Figura 2.3: Ejemplo 1. Aproximacién del campo u(x) = (x, —y) usando descomposicién
SVD. Las flechas » y - - =, representan respectivamente el campo exacto y el aproximado.

Utilizando este procedimiento, se resolvi6 el ejemplo 1, obteniendo los resultados que
se muestran en el cuadro 2.2 y en la figura 2.3. Podemos notar que el error relativo no se ve
afectado directamente por el condicionamiento de la matriz de Gram y como se esperaba,
es posible alcanzar valores error muy pequefios cuando N crece o ¢ se hace pequerio.

e N k(G) Vea flu—ulla/ull
125 1.8758e+07 1.6531e-01 2.5858e-02
1 512 6.3852e+13 3.1636e-02 2.8010e-03
0.1 125 2.4591e+20 1.6361e-04 1.2730e-05
0.1 512 4.6815e+21 1.6932e-05 4.9844e-06
0.01 125 1.4200e+22 3.3324e-04 4.8046e-05
0.01 512 5.0091e+23 1.9086e-04 2.7103e-05

Tabla 2.2: Aproximacién del campo vectorial utilizando la descomposiciéon SVD truncada.

Es importante notar que a pesar de que el método SVD truncado permite mejorar sus-
tancialmente nuestra aproximacion, este algoritmo no puede ser aplicado en general y/o a
problemas a gran escala, ya que el proceso de eliminacién de valores singulares pequefios,
simultdneamente elimina sus respectivos vectores singulares degradando la base del es-
pacio. Ademas se debe de considerar el cdlculo del la descomposicién SVD truncada es
cara (por ejemplo para matrices de Gram cuadradas de su orden es de O(2n?)), por lo que
consideramos que posibles alternativas como esquemas de descomposiciéon de dominio o
métodos basados en aproximaciones locales deberan ser aplicados.
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Figura 2.4: Nodos y subdominios para método de Interpolacién Local Hermitiana.

2.4. Interpolacion Local Hermitiana

De acuerdo a la discusién anterior, en esta seccion describiremos un método libre de
malla llamado Interpolacién Local Hermitiana (ILH) desarrollado por Stevens et al. [40],
el cual permite aproximar la solucién de un sistema de EDP con una discretizacién que
implica un sistema lineal cuya matriz es rala, y por ende con un condicionamiento bajo.
Ademas, como veremos mds adelante, este algoritmo es muy adecuado para implantarse
utilizando estrategias de computo paralelo.

Asi, consideremos el problema de aproximar la solucién de la EDP,

{Lu(x) flx) xeQ (2.22)
Bu(x) =g(x) xe€09Q

La aproximacién de la solucién de (2.22) utilizando el método de ILH, requiere dar tres
conjuntos de nodos distintos que denotaremos como, SOLC = {xl}1 1, PDEC = {xi}lel y

BDYC = {xl} , tales que SOLC,PDEC C Q y BDYC C 0Q, los cuales en principio
pueden estar d1str1bu1dos de manera aleatoria como se muestra en la figura 2.4.

Una vez hecho esto, la ecuacién (2.22) se replantean en términos de N subsistemas de

EDP,

) =hy x;i € SOLCNB;(xy)

xi) = f(xi) x4 € PDECNB.(xi) (2.23)
Xi) =

( i) x;i € BDYCN Br(Xi)

$:>

$:>

1
los cuales son discretizados con un método de colocacidn, sobre dominios locales defi-
nidos con bolas de radio v > 0 B (xx) C Q y centro en cada k-ésimo nodo de solucién
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xi. € SC (ver figura 2.4). El ansatz radial it(*)(x) puede ser asimétrico o simétrico, i.e.

= Z o pi(T) (2.24)
:s ns+Tnyp o

=) adi(r)+ Y aultbi)+ ) «BEGi(r)
i=1 i=ngs+1 i=ns+np+1

en donde ng,n, y ny, representan respectivamente el nimero de elementos de SOLC,
PDEC y BDYC enlabolay ny :=ns +np, +ny.

Las variables h; de (2.23), permiten acoplar cada uno de los N subsistemas y su va-
lor serd determinado como la solucién de un sistema global sparce, es importante notar
que una vez conocido cada h; obtendremos la solucién buscada en cada centro de solu-
cién x; € SC (ya que ¥ (x;) = h;). Cada k-ésimo renglén del sistema global sparce se
construye con la igualdad

08 (x ) =f(xx)  Vxk € SC. (2.25)

Si consideramos como ansatz radial asimétrico (2.24), es sencillo calcular explicita-
mente los coeficientes de esta matriz global sparce. Asi, realizando la colocacién de (%)
en (2.23), el k-ésimo sistema Ax = b es de la forma,

(Dij x1 h
LXDy; —|f (2.26)
B0/ \ g
entonces si suponemos que,
ap - A1ny
ATl =
Ane1l 0 Onygng

los coeficientes o; estan dado por:

N Jer 1159
Z aijjhy + Z ai;f xJ Z aug xJ Z aijhy +cq
j=Ng+1 j=Ng+Np+1
de donde
Ns L%

=3 > aijdilr)hy +Zc)¢l

j=11i=1
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Asi de (2.25) el k-ésimo renglén de esta matriz se obtiene de la igualdad

N ny

fxi) = Y cidilxi) =D D aijdilxh
i1

j=11i=1

es decir, cada coeficiente
Ns 1%

g9i:=) > aijbilx)

j=1i=1

le corresponde la j-ésima la columna del k-ésimo reglén. Y
n
cr = flxi) — ) cidilxi)
i=1

el k-ésimo coeficiente del vector derecho. Claramente la construcciéon de cada reglén es
independiente, por lo que el algoritmo se puede implantar de forma paralela.

2.4.1. Solucién para el multiplicador de Lagrange A

Es importante notar que el método ILH, aproxima la solucién de la EDP de manera
similar a los esquema de diferencias finitas, en el sentido de que esta aproximacién es
puntual sobre los nodos de discretizaciéon. A diferencia de esto, los métodos de colocacion
implica una ansatz radial de aproximacién, con el que es posible evaluar el cualquier
punto del dominio o calcular sus derivadas.

Asi de acuerdo a (2.6), la aproximacién de campos vectoriales de divergencia cero
requiere extender el método de ILH, de tal manera que sea posible aproximar VA. Asi, se
propone que el k-ésimo subsistema local para cada derivada parcial sea de la forma,

D) =hi  x €SCNB(xi)
LA (x;) = f(xi) x; € PDECNBy(xx)
BAK) (x1) = g(xi) x; € BDYC N B (xy)

cony =x,y Yy z Endonde
LA :=—V(STIVA) f(x) =V u’(x)

By g se definen de acuerdo a (2.9).

Ejemplo 2. Para este ejemplo consideraremos el campo

u=(x,—y) conQ =(1,2) x (0,1).
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Figura 2.5: Aproximacién del campo vectorial u(x) = (x, —y) con el método ILH

maxi{k(AK)} K(Ayx) K(Ay) Ns Np Ny o [Ju—ul2/[[u?
1.658e+20 1.893e+12 1.231e+12 64 81 36 7.135e-03

Tabla 2.3: Aproximacién del campo vectorial 1(x) = (x, —y) tomando u’(x) = (x,0).

tomando u’(x) = (x,0) y S = I. Entonces el k-ésimo subsistema es de la forma,

A _ pY  x e SCAB,(xi)

o M
AAN(x;) = —1 x; € PDEC N By (xy)
Alxi) =0 xi € I'r N By (xx)
VAXi)-v=0 x; € MNI'rNBy(xk)

Una vez aproximados los valores {(h}, h? )} _*, en los centros de solucién SC, el campo
se obtiene de:
a(xi) = u’(xi) + (K, hY) ¥x € SC

En la tabla 2.3 y la figura 2.5, mostramos los resultados obtenidos, para un experimen-
to con 181 nodos, distribuidos uniformemente en Q, la primer columna indica el valor
maximo de los condicionamientos de las matrices de los subsistemas locales, la segunda
y tercera los condicionamientos de las matrices globales. Finalmente la dltima columna
muestra el error relativo de la aproximacién. Notemos que este valor es equivalente al
obtenido para la colocacién asimétrica de la tabla 2.2 para la matriz de Gram con un con-
dicionamiento de orden similar (renglén 2). Esto nos indica que este procedimiento es
equivalente, pero con la diferencia de este caso el orden de la matriz global es menor por
lo que tiene mucho potencial en problemas reales y de gran escala.
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En este capitulo abordaremos el problema de aproximacién de campos vectoriales,
desde el enfoque de minimizacién global y buasqueda lineal del funcional de error de
aproximacion, sujeto a condiciones fisicas del campo. Introduciremos un operador que
llamaremos de observacién, con el que podremos realizar el andlisis sin la suposicion de
que la dltima componente del campo dado es cero. Lo anterior nos permitird probar la
existencia del minimo del funcional y encontrar explicitamente el paso 6ptimo sobre el
espacio de divergencia E(Q)). Ademds demostraremos que esta formulacién generaliza el
procedimiento de Sasaki y permite incorporar de manera sencilla otras condiciones fisicas
como por ejemplo la caracteristica de irrotacional.

3.1. Minimizacién global

A continuacién estableceremos el contexto del problema de minimizacién global basdndo-
nos en la descripciéon de Dennis J.E. [13], lo que nos permitird abordar la aproximacién del
campos vectoriales desde este enfoque, considerando como funcién de minimizacién el
funcional de error de aproximacién sujeto a condiciones fisicas sobre el campo aproxima-
do.

Cero de un sistema de ecuaciones no lineal: Dada una funcion
F: R4 — RY, se requiere encontrar x, € RY tal que

F(x,) = 0. (3.1)

Una estrategia de solucién, es generar de forma iterativa un conjunto de puntos
X ={xi [ xi € R™}i—o,

39
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los cuales se aproximen a x,, considerando el siguiente criterio: si x. € x es un punto
“alejado”de x.., el siguiente punto (o paso) x4 € x puede calcularse como

X+ = Xc +0cPe

en donde p. es una direccién de descenso en x. y §. € R™. Claramente el nuevo punto x; es
aceptable siempre y cuando

IFO] < [IFOxe) | (3.2)

para alguna norma | - ||, la cual por conveniencia generalmente se toma la del espacio 1,
es decir ||F(x)||?> = F(x) "F(x). Ahora, si f(x) := %F(x)TF(x), el problema (3.1) es equivalente
a:

Problema de minimizacién global:

min f(x) (3.3)
x€R4

en donde la fraccién } se agrega por conveniencia algebraica. Nétese sin embargo, que

cualquier minimo local de (3.3) no necesariamente es solucioén de (3.1). Asi, la idea del
algoritmo de busqueda lineal es: dada xx y su respectiva direccién descendiente py (la
cual puede ser calculada con alguna estrategia, por ejemplo tomando pi = —Vf(x.) ya
que claramente

Vf(xc)TpC <0

o también utilizando el método de Gradiente conjugado, etc.). El siguiente paso de aproxi-
macion xj.11, se toma considerando un §. de tal manera que este nuevo punto sea acepta-
blei.e. cumpla (3.2). Sin embargo como veremos en el siguiente capitulo, esta condicién es
necesaria pero no suficiente. En términos algoritmicos el procedimiento anterior se puede
escribir:

Let k =1y x; (aproximacion inicial).
do
Calcular una direccién descendiente p,..
Xk+1 == Xk + 0k Py para alguna &y > 0 que hace xy 1 (3.4)
aceptable.
k=k+1
while(f(xx.1) > tol)
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3.2. Campos vectoriales de divergencia cero

Analogamente al capitulo anterior, consideraremos (O C R™ un conjunto abierto, sim-
plemente conectado y acotado, con frontera 00 = T tipo Lipschitz. También el espacio
de divergencia E(Q) de la definicién 6, el cual es de Hilbert de acuerdo a la proposicién
siguiente.

Proposicién 2. El espacio E(Q)) es un espacio de Hilbert si es dotado con el producto interior
(W, v)g) = (W V)r0) + (V-0 Vv
Prueba:

* (-,-)g(0) es un producto interior. Para u,vy w € E(Q),

(Wv)gQ) = (WV)zio)+(V-u,V-v)2)
(v, W2(0) +(V -V, V-u)12(0) = (V, W)

(ou+v, W)g0) = (xu+V,W)i20) + (V- (cu+v),V-W)2)
= <<u,W>L2(Q) + <V 'u,V . W>L2(_O_)>
+ <V,W>L2(_Q) + <V v,V W)]_Z(_Q)

= o(u, W)g(0) + (V, W)g(0)

e Siu>0
(Wu)go) = (W w20)+(V-u,V-u)2q) 20
= Completez. Sea (uy) una sucesiéon de Cauchy en E(Q) tal que (uy) y (V - ux) son
sucesiones de Cauchy en L2(Q) y 2(Q) respectivamente. Entonces por la completez

de 12(Q) existe ug € L?(Q) y Vo € [2(Q) tal que uxy — upy V-ux — vg cuando
k — oco. Ahora de la definiciéon 19 y el lema 4 (apéndice A),

<v - Uo, (b> = klgr;o<v s Uy, q)> = <V0, (b> vcb € D(Q)

por lo que V - up = vy como distribuciones, y ya que vy € L?(Q) de donde ugy € E(Q)
y por lo tanto E(Q) es completo.
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Ahora definimos el operador M con objetivo de omitir la suposicién de que la com-

0 : 0 —
ponente ortogonal del campo observado u,, . es cero, es decir, supondremos que U_, . =

{UNN | (se usard maytsculas para hacer énfasis en que este campo es de dimensién menor
al considerado en el capitulo anterior) es de la forma:

U0 = (wiui) i=1,...,N

de donde la funcién (no necesariamente conocida) U° tal que
Ux) =1 vxieQ

cumple que U° € (E(Q))!sin =201 € (E(Q))?sin = 3.

Definicion 9. (Operador de Observacién) Sin = 2,3, se define M : (L2(Q))™ — (L2(Q))™ !
dado por

M(u):{ul sin=2

(u,up) sin=3
endondeu = (uj,up)sin=2yu=(ug,uy,uz)sin =3.
Proposicién 3. Sin = 3, el adjunto M* : (L2(Q)™ 1 = (L2(Q))™ de M esta dado por,
M* (u) = (ulluZI 0)

el caso n = 2 es analogo.
Prueba

(M(u), v)12(q) = (w1, u2), (v, v2))12(0)
- <(u1/u2/u3)/ (\)1,\)2, 0)>L2(.O_)
(u, M*(V))12(0)

Similarmente al capitulo anterior, definiremos el funcional de error de aproximacién
y el problema de minimizacién pero ahora en términos del operador de observacién M.

Definicién 10. Sin = 2,3y S € RMM~Ux("=1) o5 una matriz simétrica y positiva definida.
Sea J(u) : E(QQ) — R tal que

1
J(w) = 3 [M(w) ~ U208 (3.5)
donde

(U Virza)s = JQ(SU) -V (3.6)
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Asi, planteamos el siguiente problema.

Problema de aproximacién de campos vectoriales de divergencia cero:

min J(u)sujetoaV-u=0
ucE(Q)

3.2.1. Existencia del minimo y campo ajustado

A continuacién probaremos la existencia del minimo del funcional de error de aproxi-
macién en (), para esto expresaremos el funcional en términos de su expansion de Taylor
y probaremos su convexidad.

Lema 2. Sea h,k € L?(Q) entonces la primer y segunda variacién de J(u) en la direccién h
y k (que denotaremos por §VJ(u; h) y 8(2)](u; h, k)) son respectivamente:

§WJ(u;h) = (h, M*S(Mu —U?))
§@J(u;h, k) = (h, M*SMK)
Prueba:
51 J(wh) = DJ(wh = < j(u+ch)],_,
= (Mh, S(Mu—U")12(q)
= (b, M*S(Mu— V"))
ademas

§PJ(w;h, k) = DsWJ(wh)k = %6(1)I(u+ ek;h)|

— (h, M*SMK)p2 )

e=0

Proposicién 4. El funcional J(u) de la definicién 10, es convexo.
Prueba: Del lema 2, podemos escribir el funcional ] con la siguiente expansioén de
Taylor en v alrededor de u,

J(v) =J(u) + 8] (u;v—u) + %(v— u, M*SM(v —u))2 () (3.7)

ahora notemos que Yu, h € L?(Q),
5*J(w;h, h) = (h, M*SMh)2(o) > 0

en donde la igualdad se cumple si h asi ] es convexo. [
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Proposicién 5. Si F C L?(Q) es un subconjunto convexo, cerrado y acotado de L?(Q), un
funcional convexo | : F — R tiene un minimo.
Prueba: Corolario 38.8 Zeidler [45]. |

Es importante notar que el campo vectorial U2 = Mu® = (uy,up), es un minimo trivial
de J(u) en L2(Q) el cual no necesariamente V - U’ = 0. En la siguiente seccion se construira
un minimo con esta caracteristica.

Ahora consideremos la funcién de valor escalar cuadratica definida como:

f(t) .= J(uc + tp) (3.8)

en donde u. es el campo base o (iteracién previa) y p es una direccién de descenso no
trivial. Entonces de la proposicién 5, existe un tinico t* tal que

uy =uc+tp (3.9)

es el minimizador a lo largo de linea u(t) = u. + tp.

Definicién 11. Siu. € E(Q) llamado campo base, p € L?>(Q) es una direccién de descenso
en uc y tc es el paso 6ptimo, u denotara el campo ajustado o actualizado.

Finalizaremos esta seccién con una lema necesario para la discusién de la siguiente.

Lema 3. Siu. € E(Q) es el campo base o (iteracion previa) y p € L?>(Q) es una direccién
descendiente. Entonces la funcién cuadratica de valor real f(t) := J(uc + tp) se puede
escribir como:

* t2 *
f(t) = J(uc) + t{p, M*S(Muc — U))2(0) + 5 (P, MSMp) 12 ()

Prueba: Del lema 2 y tomando la expansién de Taylor de | (3.7) en u. + tp alrededor de
u. tenemos,

f(t) = J(uc +tp) = J(uc) + (uc + tp —ue, M*S(Mue — U0))p2( )
+ (ue +tp —ue, M*S(M(uc +tp —uc)))r2 ()

=J(uc) + t{p, M*SMu, — U%)2( g,
t? .
+ §<P/M SMp)12(0)

3.2.2. Buasqueda lineal en E(Q)

Una vez que hemos probado la existencia del minimo del funcional ], es necesario
expresarlo en términos del espacio de divergencia de tal manera que sea posible obtener



3.2. CAMPOS VECTORIALES DE DIVERGENCIA CERO 45

el campo ajustado en E(Q). Ademds, como discutimos en la primera seccion, la busque-
da lineal requiere encontrar una direccién de descenso con la que sea posible calcular el
siguiente paso del proceso de minimizacién, para esto se considerard la siguiente obser-
vacion.

Si J un espacio de Hilbert y ] una funcién de valor real Frechet diferenciable, | :
H — R. La derivada de Gateaux | en x, en direccién h denotada por DJ(x)h, induce un
funcional linear L : H — R dado por

L(h) = DJ(x)h

Entonces por el teorema de representacién de Riesz, existe un tinico g(x) € H tal que

DJ(x)h = (h, g(x)) (3.10)

donde (-, -) representa un productor interior en H. Consecuentemente, g(x) es el gradiente de
Jenx,ie VJ(x).
Proposicion 6. Sea A € H?(Q) y h = (hy, hy) € H. Entonces la derivada de Gateaux del
Langrangiano £ (de la definicién 8 pagina 24) en direccién h, puede ser escrita en la forma
DL(u,A)h = (hy, M*S(Mu —U") — VA)g (o
—(V-hy, V- [M*S(Mu—U°) — VA]) 12

+J 7\h1‘\/dr
r
Prueba:
0 0
h <Mh1, u) —-U )>L2 Q) + (A,V : h1>L2(_O_) + <h2,v > 12(Q)
= (hy, M*S(Mu—U"))12(0)(+(A, V- hi) 2 ()
= <h1,M* Mll UO)> )—<h1,v7\>L2(Q) +J 7\1’11 -vdrl’
r
= (hy, M*S(Mu —U) = VA)g(0)
—(V-hy,V [M*S(Mu—UO)—V?\])Lz(Q)—I—J Ahy - vdr |
r

Corolario 1. Sea u € E(Q) dada, B un operador de frontera, g funcién continua conocida
y h; € E(Q) tal que

{A?\ =V (M*S(Mu—U?)) 311)

BN =g, enl

es un problema de valor de frontera (PVF) de Poisson bien definido, y

J Ah; - vdrl = 0. (3.12)
r
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Entonces, la derivada de Gateaux del Langrangiano £ en u en la direccién h; es
DL(u)h = (h, M*S(Mu —U" — VA))g(q), (3.13)
de donde
V](u) = M*S(Mu— U — VA).

La ultima igualdad es cierta de (3.10). Ademas es importante notar que el operador B
es independiente de h;.

Proposiciéon 7. Sea u,h, k € E(Q). Entonces
5@ J(w;h, k) = (h, M*SMk — Vi)p2(0) (3.14)

en donde p es la solucién del PVF de Poisson

{Au =V - (M*SMK) (315)

Bu =0enT.

Prueba:
De (3.13) tenemos

d
52w, k) = =81 (u+ ek, h)|

= <h, M*SMk — V}lg (u/ k)>L2(Q)

en donde X ) )\
te(u k) = 5(1)7\(11;]() — lim VA(u + ek) — VA(u)

e—0 £

53T (w;h, k) = (h, M*SMK)2() — (h, Vite (u, k))p2(0)
= (h, M\*SMk — Ve (u, k)12 (0)-

Entonces del Corolario 1, pe (u, k) resuelve el PVF de Poisson siguiente:

Ape(u k) =V (M*SMk)
Bue(u, k) =0.
La solucién de este PVF es tinica, y asi p depende solamente k y ademds nétese que esta

dependencia es lineal, por lo que es posible escribir pu(k) = pe(u, k). Finalmente esto
implica que §(?)] tampoco depende de u. |
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Proposicién 8. Sean A € H2(Q) el cual cumple el PVF (3.11). Entonces la funcién cuadrética
f(t) (3.8) en términos del espacio E(Q) estd dado por,

f(t) = J(uc) + t(p, M*S(Muc — U%) — VA)g(q) + E<MPI SMp)12(0)

siempre que

J Ap-vdlh=0 (3.16)
r

con [ :=0Q.
Prueba: Del lema 3, la funcién cuadratica f(t) se puede escribir como,

t? .
f(t) = J(ue) + t(p, M*SMuc — U2 ) + 5<PzM SMp)12(0)

2
= J(uc) + t(p, M*S(uc — U%) — VA)g(q) + 5 (P MSMp)r2(q)

+t((p, VA)r(a) — (V- p, V- (M*S(Muc — U%) = VA))12(q))

ahora del lema 1,
P, VA12(0) = J Ap - vdl’ —J AV - pdx
r Q
:J Ap - vdl
r

la Giltima igualdad es cierta, ya que estamos buscando direcciones de divergencia cero.
|

Ahora del corolario 1, notemos que es posible considerar una direccién de descenso
p=—V](u) = -M*S(Mu, —U%) — VA (3.17)

ya que claramente
VI(uc)Tp <0.

donde el campo ajustado u. en el espacio E(Q), estad dado por
up = ue —t(M*S(Mu, —U%) — V).
Proposicién 9. Si p = —V](uc), el paso éptimo o descenso méaximo t* en la linea (3.9) es,

<P/P>L2(Q)

t* =
(SMp, MP)LZ(Q)
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Prueba:
Notemos que en este caso la funcién cuadratica f(t) de la proposicién 9, se puede

escribir como: )

t
f(t) = J(uc) — t(p, P)12(0) + §<5MP/ Mp)12(0)

asi, si calculamos f’(t) = 0, obtenemos

<P/P>L2(Q)

t* =
(SMp, MP>L2(Q)

Terminaremos esta seccion con el teorema que establece que la formulacion del capitu-
lo anterior es un caso particular de tratada en este capitulo.

Teorema 5. La formulacién variacional es un caso particular de método por btsqueda li-
neal.

Prueba:

Supongamos que M(u) : E(Q)} = E(Q)% esel operador identidad, es decir

M(u) == M(ug,up, uz) = (ug, up, uz)

de donde M*(u) = M(u). Ademads considerando S € R3*3 matriz positiva definida.
Asfi en este caso la funcién cuadratica f(t) se puede escribir como,
0 t?
f(t) = J(uc) + t(p, S(uc —u"))p2(0) + §<Pr SP) o)

Entonces como antes, si A € H2(Q) el cual cumple el PVF (3.11) y (3.12). Asi comple-
tando el producto interior en E(Q) tenemos,
0 t?
f(t) = ](uc) -+ t<p, S(uc —u ) — V?\>L2(Q_) + E<P’ SP>L2(_Q) + t<p, V)\>L2(_O_)
_ 2
= J(we) +£{Sp,ue —u’ = SIVNg(a) + 5 (P Phiz(o)
+t ((p, VN)i2(0) — (V+ (SP), V- (e —u’ = ST IVA)) 2
_ t?
= J(ue) + £(Sp,uc —u’ = ST VA)g(0) + 5 (SP,P)r2(0)

la tltima igualdad es cierta por las hipétesis sobre A y del hecho de que estamos buscan-
do direcciones de divergencia cero. Ahora tomando de nuevo —V]J(u.), como vector de
descenso el cual en este caso se escribe como,

p=—(uc —u’—S71v)),
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el campo ajustado estd dado por,
u, =uc —t(uc —u’—S71VA) (3.18)
y f(t) se escribe,
f(t) = J(uc) — t(Sp, p)12(q) + t22<5P/ P)12(0)

de donde
t* =1.

Es decir (3.18) es la solucion de Sasaki (2.4),
u, =u’+SIVA

3.3. Campos de divergencia y rotacional cero

En esta seccion, se realizara un planteamiento similar al caso de campos de divergen-
cia cero, pero en este caso se incorporard un término adicional de rotacional del campo
vectorial al Langrangiano de la definicién 8.

Definiciéon 12. Sin = 2,3, se define el espacio
F(Q):=(FQ))"={uel?(Q):V-uel?Q),Vxucl?Q)}
en donde

Vxu— (0, 91uz2 — 02u1) paran =2
B (02u3 — 93up, 03ug — 0quz, 01up — Ouy) paran =3

a .
u=(w,u,u3), 0 = 5 1=1,2,3.

Proposicién 10. El espacio F con la norma inducida por el producto

(Wv)ra) = (W V)rzq)+ V-0,V -V)200)+B(V xu,V xXV)20)
para0 < «, 3 < 1tal que x + 3 =1, es un espacio de Hilbert.

Prueba: La prueba es equivalente a la realizada en la proposiciéon 2 pagina 41. W
Ahora podemos establecer el siguiente problema,

Problema de aproximacion de campos vectoriales de divergen-
cia y rotacional cero ponderada:

min J(u) sujetoa x(V-u) =0, B(Vxu)=0

para0 <o, B <ltalque x+p =1.
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Definicion 13. Sean A € H2(Q), n € (H?(Q))?, 1 = E(Q) x H2(Q) x (H2(Q))Py §: I - R
dado por
G(u, A ) =J(u) + A, V-u) 20y + B{, V X w120

con0< B <ltalque x+p =1.
Proposiciéon 11. Sea h = (hy, hy, h3) €1, si

ocJ )\hy\/dl“:[SJ thy-vdl'=0
r r

Entonces la derivada de Gateaux de G en direccién h, esta dado por,

DS(u, A, wh =((hy, hy, hg), (M*(S(M(u) —U%)) — aVA — BV x 1, aV -1, BV x u))y
—(V-hy, V- [M*(S(M(u) = U%) — aVA— BV x p])
—(V xhy, V x [M*(S(M(u) —U?)) — aVA— BV x u])

Prueba:

d
DS(w A, wh = 59(u+ ehy, A+ ehy, u+ ehg)le—o
= (Mhy, S(M(w) —=U%))12(q) + *(A, V- h)2(q) + a(hy, V-u) 200
+ B,V xhy)p2q) +B(hs, V xu)p2 )
= (hy, M*(S(M(u) = U")))12(q) — (h1, aVA) 12 ()
— <h1, BV X H>L2(_O_) + Oé<h2,v . u>L2(_O_)

+ B(hz, V x u>Lz(Q) +ch Ahg - vdl + BJ uhy - vdl’
r r

_|_

= (hy, M*(S(M(u) = U%) — «VA = BV X W2 ()
(ha, &V -u)12(q) + (hs, BV x u)12 ()
(hy, M*(S M(u) —UO)) —aVA—BV x WEq)
+ (hg, aV -u)12(q) + (hs, BV x )2 )

—(V-hy,V [M*(S(M(u)—UO))—ocV)\—BVx u})l_z(g]

—(Vx hy, V x [ (S(M(w) — UY) = VA = BY x 1]}z )

= ((hy, hy, h3), (M*(S(M(u) —U%)) —xVA— BV X 1, aV - u, BV X u))y
—(V by, V- [ (S(M(w) — UY) = VA= BY X 1] 2

—(V xhy,V x [M*(S(M(u) —U%) — aVA — BV x u}m(m m
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Asi de (3.10) tenemos,

VS(u) = M*(S(M(u) —U%)) —aVA— BV x 1 (3.19)
siempre y cuando

V- [M*S(M(u) —U%) —aVA—BV x pu] =0 (3.20)

V x [M*S(M(u) —U%) — aVA — BV x p] =0. (3.21)

Ahora debido a que A € H2(Q) yHE (H2(Q))3, se cumplen las siguientes igualdades

0 (0 0 0 [0 0 0 /0 0
Vo (Vxu) = (%_w> (Hs_m>+ (uz_m>:0

x\dy 9z) dy\dx 2z) dz\dx dy
B 25 N 5 N> Y. ¢ W - WY o)
A = 1 - —J - k N - 0
V X (VA) ‘(ayaz 0z0y J(axaz azax) * (axay ayax)

Asf los sistemas de EDP para cada multiplicador estan dados por

{A?\ = IV [M*S(M(u) —U%)] AeQ (3.22)

BA =0 AeT

{V(V-u)—VZH: ﬁflv X [M*S(M(u)—UO)] HeQ (3.23)
BA =0 wer

2_ (22 22 2
en donde V- = (u%,u%,ug). . . . . '
De manera andloga al caso de aproximacién de campos de divergencia cero, conside-
ramos las mismas hipétesis del teorema 5 y haciendo V]J(u) = 0 podemos escribir

u=u’+S HVA+V xu) (3.24)

Es decir, una vez obtenidas las soluciones aproximadas de (3.22) y (3.23), el campo
vectorial de divergencia y rotacional ponderada puede aproximarse utilizando (3.24).
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APROXIMACION DE u.

En el capitulo anterior, basados en el esquema de busqueda lineal, obtuvimos una
aproximacién de un campo vectorial o campo ajustado de divergencia cero dada por,

up =uc +tcp

en donde u, representa el campo base, t. el tamafio del paso y p la direccién o vector de
descenso. Se probd, que al considerar p como,

p=—VJ(uy) =-MSMu. —U)—VA 4.1)
el paso 6ptimo o de descenso maximo estd dado por,

<P:P>LZ(Q)

t* =
(SMyp, MP)LZ(Q)

(4.2)

en donde el multiplicador de Lagrange A € H?(Q) cumple el problema de valor de fron-
tera (PVF) de Poisson

AN =V - (M*S(Mu—U°
V- (VS (Mu — U°) ws)
BA =0,enTl
siempre que,
J Ap-vdl'=0 parav ortogonalal (4.4)
r

en donde B, representa un operador diferencial de frontera, el cual se establece de acuer-
do a las caracteristicas requeridas o el conocimiento previo del campo por aproximar de
tal manera que la igualdad (4.4) sea cierta. En la seccién 2.2 del capitulo II, discutimos los
posibles casos de B, sin embargo, en este capitulo retomaremos el punto desde el contex-
to de la formulacién del método de descenso (capitulo III), y veremos que este enfoque
permite establecer de manera maés natural diferentes condiciones.

53
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(a)t
(b)
(€)1

Figura 4.1: (a) Condicién 4.5, (b) Condicion de curvatura, (c) Ambas.

El calculo de u ., requiere la aproximacién del multiplicador A como solucién del PVF
(4.3), 1a cual se obtiene utilizando alguno de los esquemas descritos en las secciones 2.3
y 2.4. Una vez hecho esto, se puede obtener la direccién de descenso (4.1) y el paso de
descenso maximo (4.2). Este tiltimo calculo implica una integracién numérica, la cual por
ejemplo puede realizarse con sumas de Riemman, y dependiendo del problema puede
ser numéricamente costoso. Alternativamente se utilizan las condiciones de Armijio y el
algoritmo de retroceso que describimos a continuacién.

4.1. Condicion de Armijio-Goldstein

De acuerdo a la seccién 4.1, dado u. base y una direccién de descenso p. Sit € R*
(tamafio de paso) en x4 := X + tp, es tal que,

IFOx I < [[F(xe)

se dice que x es aceptable. Sin embargo, es posible probar que esta condicién es necesaria
pero no suficiente para garantizar que el proceso de minimizacién converge a un minimo
local x.. Esto se debe a que existen casos en donde t es muy largo en comparacion a la
reduccién en f(x) := %F(X)TF(X), o al contrario pueden ser muy pequefios haciendo que
el proceso de minimizacion sea extremadamente lento. Las condiciones Armijio-Goldstein
[13], permiten contrarrestar este comportamiento y estdn dadas por medio de las siguien-
tes desigualdades:

f(xe +tp) < f(xc) + atVE(xe)Tp (4.5)
Vi(xe +tp)Tp = BVE(xe)Tp (4.6)
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Notemos que en (4.5), el valor tVf (x)Tp < 0, representa el factor de incremento de

la pendiente de la recta que pasa por f(x.) en direcciéon p. Es posible probar que existe t
que satisface esta desigualdad para « € (0,1) suficientemente pequenia. Si se definen las
funciones 1(t) y f(t) como:

(1) ;= f(xc) + octVf(xC)Tp
f(t) == f(xc +tp)

los valores de t que cumple esta condicién, son aquellos en donde f(t) es menor a la recta
L(t) (ver figura 4.1). En el caso de la desigualdad (4.6), llamada condicién de curvatura,
notemos que el lado izquierdo es igual la derivada f'(t), asf esta condicién asegura que
la pendiente de f en t sea mayor (recordemos que son valores negativos) que 3 veces la
pendiente inicial '(0). En la figura 4.1, se muestra un ejemplo de las regiones aceptables
para la seleccién de t determinadas por estas condiciones (a) y (b). La regién (c) es la
interseccién de las dos anteriores.

La condicién de curvatura (4.6), permite evitar pasos demasiados cortos, sin embargo
es posible prescindir de ésta, si se considera un paso inicial “largo”el cual podra reducirse
dependiendo si (4.5) se cumple, esto estd garantizado para un « suficientemente pequeno
(en la préctica generalmente se toma como 10~%). El procedimiento anterior es llamado
de retroceso (backtracking) y como se discutira a continuacién, puede ser optimizado se-
leccionando valores especificos para cada t ([13]).

Asi, inicialmente se puede tomar t := 1, entonces en caso de que x. + tp no sea acep-
table i.e. f(t) < 1(t), se reducira (backtrack) t hasta obtener un punto que si lo sea. Esta
reduccién se puede tomar, considerando el valor que minimiza la curva cuadratica que
modela la funcién unidimensional f con la informacién disponible hasta este momento,
es decir f(0) = f(x.), f'(0) = Vf(xc)Tp y f(t) = f(xc + tp). Esta curva estd dada por:

mq(t) = [f(t) — f(0) —f'(0)] £+ ' (0) + f(0)

en donde el punto

_ —10) (4.7)

ta = 300 — (0) — F(0)]

es un minimizador mq(t). Notemos que f(t) > f(0) + «f’(0) se tiene ty < ﬁ asi
ty < %, por lo que este valor puede ser establecido como cotar superior. Si f(1) es mucho
més grande que f(0) el valor deAt”(‘] puede ser muy pequerio, lo que indicarfa que el mo-
delo cuadratico para la funcién f no es el mas adecuado, asi es posible imponer una cota
inferior de %.

En el caso de que la reduccion de t no sea suficiente es decir f(t) > '(0) + «f’(0), es
necesario reducir el valor de t, en este punto tenemos cuatro parametro de informacién
(f(0),f'(0),f(t) y f(t1), en donde t; = tg) para poder representar a f(t). Asi usualmente
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se toma un modelo ctbico, ya que este aproximard de manera més exacta curvaturas
negativas. En este caso la aproximacion ctbica estd dada por

e (t) = at® + bt? + f/(0)t + f(0)

—b+ /b2 —3af'(0
g oo (4.8)

¢ 3a

cuyo minimizador es:

en donde

<a>_ 1 (¢ —w (f(tl)—f(m—f'(om)
b/ t—t —ti% 3 f(t) — f(0) —f(0)t

De lo anterior, es posible establecer el siguiente algoritmo:

t, = deltak()

o=10"*
do
te =1
if(f(ty) > (0) + oty f'(0))
t1 =ty
] ti b
if(tir < E) tpr == 0
.t t
lf(fk <tig1) tepr = 7](;
te =t
while(f(ty) > f(0) + at f'(0))
tk+1 = t:
. b _ b,
if(ti1 < 10) tig1 = 10
P ¢ t
lf(jk <tpy1) tepr = Ek;
te =tk
end — while
end — if

end — do
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Figura 4.2: Dominio con y sin topografia.

4.2. Condiciones de frontera

Similarmente a la formulacién variacional del capitulo II, el enfoque de btsqueda li-
neal, requiere la aproximacién del multiplicador de Lagrange A como solucién del PVF
(4.3). Para esto, es necesario definir el operador diferencial de frontera B, el cual puede
deducirse considerando la igualdad (4.4) y la direccién de descenso (4.1). Es decir, ya que
(4.4) esciertasiA =00 p-v =0enT, es posible considerar los siguientes casos:

» Si A = 0 (frontera abierta), el tratamiento es similar al descrito en la seccién (2.2).

m Si p-v = 0, decimos que la condicién es de tipo Dirichlet. Ya que en este caso,
debido a que la direccién de descenso p se expresa en términos de u., es posible
imponer la condicién sobre este campo. Ademds notemos que,

p-v=0 < VA-v=(-M*SMu.)—-U% v
y en particular, si consideramos las hipétesis del teorema 5 podemos escribir,

0. v.

p-v=0 << STIVA-v=—(uc—u

Asi, si ur denota el campo vectorial conocido en la frontera I' y si consideramos
dominios como los que se muestran en la figura 4.2, podemos deducir los siguientes
casos:

0 Frontera cerrada.
e -v=<u’ v Condicidn vertical

ur, -vour, -v Condicién tope o base

Por ejemplo, si se requiere aproximar un campo vectorial sobre una regién acotada la
cual no tiene topografia y los valores del campo son conocidos en la regiones del superior
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y base, el PVF de Poisson para el multiplicador es:

V- (STIVA) =-V-u° AeQ
STIVA.v = (ur;urg —u)) v ANelyuTy
STIVA-v =0 AeTy

Cuando los valores de la region superior es conocida y existe topografia, el PVF queda,

V- (STIVA) =—Vv.-u® AcQ
STIVA = (ur, —u)-v ANely
S7IVA-v=0 AeTy
STIVA.-v=—u’-v Aelg

Claramente el sistema de EDP (2.9), de la formulacién variacional capitulo II, se deduce
considerando la frontera abierta para 't y cerrada para I's es decir,

V- (S7'VA) =—V-u’ AeQ
A=0 AeTy
STIVA-v=0 Aely
STIVA-v=—u"-v AEeTg

4.3. Ejemplos
Ejemplo 3. A continuacién utilizaremos el campo vectorial del ejemplo 2, i.e.

U(X/U) = (X/ _y)/

pero en este caso, se considerard definido en los dominios Q; = (—2,2) x (0,2) y Q; =
(—2,2) x (—2,2), por lo que serd necesario establecer diferentes condiciones de frontera a
las tratadas anteriormente. Asi, supondremos que el campo observado estd dado por la
funcioén,

u’(x,y) = (x,0)

y S = 1. Notemos que en el caso (O; es necesario considerar frontera cerrada en Is, y
debido a que conocemos el valor exacto en la frontera superior asumiremos una condicién
de tope en I'1, finalmente en las paredes verticales se impone la condicién vertical. El caso
de Q; es similar al anterior, excepto que imponemos condicién de base en I's. En la tabla
4.1y en la figura 4.3, se muestran los resultados obtenidos (los respectivos para ), no se
presentan debido a que son equivalentes), notemos que similarmente a la tabla 2.2, el error
relativo y la divergencia aproximada se reducen a medida que los centros se incrementan.
Al mismo tiempo el condicionamiento de la matriz de Gram k(G) crece, esto como se
describi6 en la seccién 2.3.3 es llamado principio de incertidumbre de Schaback.
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Figura 4.3: Ejemplo 3. Aproximacién del campo vectorial u(x,y) = (x, —y) para Q; =
(—2,2) x (0,1) i.e. se considera topografia (izquierda) y Q; = (—2,2) x (—2,2) sin topo-
grafia (derecha), tomando u’ = (x,0). Las flechas » y - - >, representan respectivamente
el campo exacto y el aproximado.

N c k(G) V-ouy [ug —ufl2/|[ull2
17 0.01 8.668674e+15 1.311327e-07 2.810318e-04
25 0.01 1.952850e+17 5.429828e-08 5.532576e-07
50 0.0001 3.339851e+19 1.630082e-09 4.176439e-08

Tabla 4.1: Ejemplo 3. Campo vectorial ajustado u, contra campo exacto u(x,y) = (x, —y)
tomando QO = (—2,2) x (0,2), usando nodos equidistantes.

Ejemplo 4. En este ejemplo aproximaremos el campo vectorial
u(x,y,z) = (x,y, —2z)

considerando los dominios Q; = (—2,2) x (=2,2) x (0,2) y Q2 = (—2,2) x (—2,2) x
(—2,2) (los cuales se muestran en la parte izquierda de la figura 4.4). Notemos que es-
te campo es la version tridimensional del ejemplo anterior. Cabe mencionar, que gracias
a las propiedades de las funciones de base radial (s6lo dependen de la distancia entre
los nodos), la implantacién computacional de problemas en tres dimensiones a partir de
casos en dos dimensiones es muy sencilla . Asi, tomando

uO(X, Yy, Z) = (X/U/ 0)/

y S = I, obtenemos los resultados se muestran en la tabla 4.2 y el lado derecho de la figura
4.4, notemos que el comportamiento es similar al caso en dos dimensiones.

Ejemplo 5. En este ejemplo aproximaremos un campo vectorial tipo vortice (que se mues-
tra en el lado izquierdo de la figura 4.5), el cual es usado por Benbourhim et al. en [4], en
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Figura 4.4: Ejemplo 4. Campo vectorial u(x,y,z) = (x,y,—2z) con Q = (—2,2) x (—2,2) x
(0,2) y (—2,2) x (=2,2) x (—2,2) (izquierda). Aproximacién u, tomando u’ = (x,y,0).
Las flechas » y - - >, representan respectivamente el campo vectorial exacto y el aproxi-
mado (derecha).

donde los autores construyen un interpolador de divergencia y rotacional cero, a partir
de un conjunto de puntos de observacién (en donde todas las componentes son conoci-
das) sobre Q, el cual como describimos en el capitulo I seccién 1.2, no permite imponer
condiciones de frontera como topografia. Este campo esta definido como,

(x2+y2+22) (x2+y2+22)

u(x,y,z) =2ye  ® ,—2xe" ®© 1)
con Q) = (—7,7) x (=7,7) x (=7,7). Analogamente a los casos anteriores, consideraremos
como campo observado dado por la funcién siguiente,
(x2+y2+22) (x2+y2+22)
u’(x,y,2) = (2ye~ B oxe T ®,0)
Claramente, en este caso, es necesario tomar condiciones de base y tope en I'g y I't res-
pectivamente, y verticales en I'y. Los resultados se muestran en la tabla 4.3, notemos que

es posible alcanzar errores relativos muy pequefios, lo cual consideramos se debe al hecho
de que la componente a recuperar es una constante.

Ejemplo 6. En este dltimo ejemplo, aproximaremos otro campo vectorial tipo vortice ba-
sado en el del ejemplo anterior, sin embargo en este caso realizamos una modificacién de
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N c K(G) V-uy lus —ufl2/][ull2
27 0.001 2.252627e+18 4.679924e-05 2.707875e-05
125 0.001 5.801561e+19 1.088109e-06 5.342928e-06
512 0.001 1.195701e+20 7.873625e-08 6.961732e-08

Tabla 4.2: Ejemplo 4. Campo vectorial ajustado u, contra campo exacto u(x,y) =
(x,y,—2z) tomando Q = (—2,2) x (—2,2) x (0,2) usando centros equidistantes.

C(x2424 22 C(x24024 22
Figura 4.5: Ejemplo 5. Campo vectorial u(x,y,z) = (2ye S ),—2xe S ),1

con Q = (=7,7) x (=7,7) x (=7,7) (izquierda). Aproximacién tomando U°(x,y,z) =
22422 22422
(Zye_( S ),—2xe_( o ],0), las flechas — y - - ->, representan respectivamente el

campo vectorial exacto y el aproximado (derecha)

tal manera que éste considere como topografia un regiéon contenida en el plano xy, asi
tenemos

x21y24 22 2ay2422 2
conQ = (—7,7) x (=7,7) x (0,7) y e > 0 € R™. Este campo se muestra en el lado izquierdo

de la figura 4.6. Entonces considerando

(x2+y2+22) Xz _ 62y?42?) yz

uo(x,y,z) =(2yes ® —&e—,—2xe 9 —e=—,0),

se toman las mismas condiciones de frontera del ejemplo anterior, excepto para el caso de
I's en donde claramente tomaremos frontera cerrada. En nuestros ejemplos numéricos, se
observ6 que a medida que el pardmetro ¢ — 0, el error relativo es menor, esto es claro ya
que en este caso la tercer componente de u también tiende a cero. En la tabla 4.4 y en el
lado derecho de la figura 4.6, mostramos los resultados para ¢ = 0.1.
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N C K(G) V-ouy lus —ulla/[[ull2
27 0.01 6.468932e+09 -5.553522e-06 4.879887e-03
125 0.01 5.736571e+18 -6.975779e-03 2.968737e-05
512 0.01 1.057278e+20 -5.411860e-03 1.226800e-07

Tabla 4.3: Ejemplo 5. Campo vectorial ajustado uy contra campo exacto
(2 4+y2+22) 24y +22)

(2ye 9 —2xe
nodos equidistantes.

,1) tomando Q = (-7,7) x (-7,7) x (=7,7), usando

exac!
approx

Pd

-
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Figura 4.6: Ejemplo 6. Campo vectorial u(x,y,z) = (2ye” ® — e, —2xe” ¥ —

e%,e%z) con Q = (=7,7) x (=7,7) x (0,7) y ¢ = 0.1 (derecha). Aproximacién de u
0 . (x2+y2+zz] xz . (x2+yz+zz] z

tomando u’(x,y,z) = (2ye ® — &%, —2xe ® —e4%,0). Las flechas &y

-+ >, representan respectivamente el campo vectorial exacto y aproximado.

N ¢ e K(G) Vou [us —ull2/][u]]
27 001 0.1 1508177e+13 2.633422e-03  1.463895e-01
125 001 0.1 2.632883e+21 4.063153e-03  4.732374e-04
512 0.01 0.1 8.866826e+21 1.365358e-02  5.872183e-05

Tabla 4.4: Ejemplo 6. Campo vectorial ajustado u, contra campo exacto u(x,y) =
(x2+y?+22) (2 +y2+22)

Que B — X2, 2xe~ W —¢¥% ¢Z) tomando Q = (—7,7) x (—7,7) x (0,7)
Y 2 2752
usando centros equidistantes.



DISCUSION Y DIRECCIONES FUTURAS

En este trabajo de tesis, se desarroll6 un esquema de aproximacién de campos vecto-
riales sobre regiones acotadas, el cual permite incorporar de manera sencilla diferentes ca-
racteristicas fisicas del campo aproximado y el manejo conveniente distintas condiciones
de frontera de acuerdo a la informacién disponible. Para lo anterior, se plante6 el proble-
ma de aproximacién en términos de minimizacién global y busqueda lineal, se introdujo
un operador llamado de observacién M, que permiti6 realizar el anélisis sin la suposicién
usual de que la tltima componente del campo dado es cero. Desarrollando el funcional
de error de aproximacién J(u) en términos de su expansion de Taylor, se prob¢ la exis-
tencia de un minimo o campo ajustado sobre la regién acotada. Al considerar la funcién
cuadratica de valor real,

f(t) = J(uc + tp)

y la direcciéon de descenso p = —V](u.), se calcul6 explicitamente el descenso méximo t*
sobre esta linea, de donde el campo ajustado para este caso se expresa como,

uy = ue — t*(M*S(Mue — U%) — VA)

Finalmente, se prob6 que este planteamiento generaliza el procedimiento cldsico propues-
to por Sasaki [36], permitiendo establecer de manera natural distintos tipos de condiciones
de frontera. Esto se debe, a que esta formulacién permite imponer al campo base u., una
condicién tipo Dirichlet con la informacién conocida sobre cualquier frontera.

El esquema de discretizacion numérica esta basado en métodos libres de malla, permi-
tiendo que estos algoritmos puedan plantearse de manera sencilla sobre dominios com-
plicados y en diferentes dimensiones. En la seccién 2.3 presentamos ejemplos sintéticos de
divergencia cero para dos y tres dimensiones, y en el la seccién 4.3 modificamos los sus
dominios, estableciendo asi diferentes condiciones de frontera, los cuales se plantearon
convenientemente con nuestra formulacién. También utilizamos campo helicoidal tipo
vortice, tratado en [4] (ejemplo 4.3), cuyo esquema de aproximacién por construccién (ver
en la seccién 1.2) no permite incorporar condiciones de frontera. Con nuestro procedi-

63



64 CAPITULO 5. DISCUSION Y DIRECCIONES FUTURAS

miento aproximamos este campo y una adaptacion de éste, el cual considera topografia
en el plano xy, obteniendo buenos resultados en todos los casos.

Una de las direcciones futuras de este trabajo, es la aplicacién de nuestro algoritmo
de aproximacién a campos vectoriales reales. Por lo general, esto implica realizar pre-
procesamiento o ajuste de a los datos dados, por ejemplo, utilizando Smoothing Thin Plate
Spline, en donde se busca minimizar un funcional de distancia entre la aproximacién y los
datos dados y la segunda derivada de la aproximacién. En una dimensién esto implica el
spline ctibico de suavizamiento. También estamos interesados en la aproximacién de cam-
pos con otras caracteristicas como el tratado en seccion 3.3, en donde se trato el problema
de la aproximacién campos en donde la minimizacién se hace sujeta a una combinacién
de lineal de divergencia y rotacional cero. Finalmente estamos interesados, en realizar
andlisis de convergencia y cotas de error de las aproximaciones discutidas.



DEFINICIONES Y TEOREMAS NECESARIOS

Sea O un conjunto abierto de R™ con frontera I'y n € IN.

Definicion 14. D(Q)) denota el espacio lineal de funciones infinitamente diferenciables con
soporte compacto en Q.

Definicion 15. D(Q) denota el espacio definido como,
D(Q) :={dla : ¢ € D(O)}

con O subconjunto abierto de R™ tal que Q C 0.

Definicion 16. D(Q)" denota el espacio dual de D(Q) el cual frecuentemente es llamado
espacio de distribuciones.

Definicion 17. (Par de dualidad) Si f es una funcion localmente integrable, entonces f pue-
de ser identificado con la distribucién

(f, ) =J f)b()dx ¥ € D(Q)

Q

Definicién 18. (Derivada distribucional) Sea o« = (&1,...,an) € N™ vy |af = Y ; ;.
Entonces siu € D(Q)’, se define d*u por

(0%u, ¢) = (1)1, 0%p) Vo € D(Q)

Definicion 19. ([44, Def. 13.2.4]) Una sucesion (uy) de distribuciones D'(Q), converge a
uecD(Q)si
lim (uy, d) = (u,d) VP € D(Q)

k—o0

Lema 4. ([44, pag. 410]) Las siguientes afirmaciones son ciertas:

I Si el limite de la definicion 19 es tnico y converge en LP(Q) entonces converge en
D'(Q).
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II Siu, — uen D'(Q) entonces todas las derivadas parciales de todos los ordenes de
uy convergen a su correspondiente derivada parcial de wen D(Q)’.

Proposiciéon 12. Un subespacio vectorial V de un espacio de Hilbert H es un espacio de
Hilbert si y s6lo si V es cerrado en H.

Definicién 20. (Espacio ortogonal) Sean H un espacio de Hilbert con producto interior (-, -)
y V un subespacio vectorial de H. El espacio ortogonal a V en H se define como V+ = {v €
H:(wv)=0 VYueV}

Proposicién 13. Sean V un subespacio vectorial de H y w € H. Entonces w € V+ «=
[wl| = infyev [[w—v|.

Teorema 6. (Proyeccion Ortogonal) Sea V un subespacio vectorial cerrado de H. Entonces
para cada u € H, existe un tinicov € V tal que

lu—v|| = inf |lu—w|.
weVv

Definicion 21. (Espacio dual) Sea H un espacio de Hilbert. Un funcional en H es una funcién
L : H — R lineal. Al conjunto de todos los funcionales acotados (i.e. continuos) en H se le
denomina espacio dual y se denota por H'.

Teorema 7. (de Representacion de Riesz) Sea H un espacio de Hilbert. Para cualquier T €
H’ existe un tnico ur € H tal que

I Tu = (ur,u) para todou € H.
T = [l
Definicion 22. (Espacio de Sobolev) Seam > 0 y unreal p con 1 < p < oo entonces
W™P(Q) ={velP(Q);0% € LP(Q) V| < m}

este espacio es de Banach para la norma

o=

Wmpa={ > J |0%u(x)P |dx p < oo
ol <m 7€

flm,c00 = nlléx {ess supxeold®u(x])l} p=o0

lox|<

es posible dotar a este espacio de la siguiente semi-norma

T |-

|u|m,p,Q = Z J Ia“u(x)lp dx p <o
Jat|=m Q
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equivalentemente para el caso p = co. Cuando p = 2 el espacio W™?(Q) usualmente
es denotado por H™(Q) y si no existe ambigiiedad el subindice p = 2 de la norma o
semi-norma es omitido. Es posible probar que este espacio es de Hilbert para el producto
escalar

(WV)mo = Z J 0%u(x)0%*v(x)dx

algm 7 €2

Definicion 23. (Funciones continuas)
» C%(Q) representa el espacio de funciones continuas definidas en Q.
s CM(Q)={ueC'Q):0%ue ClQ) V| <m}

C™Q)={ueC™Q):0%*u
son acotadas y uniformemente continuas en Q V0 < || < m}

C™HQ) = {u e C™(Q) : 9%u son Lipschitz continuas en Q V0 < |af < m}

Definicion 24. (Frontera Lipschitz) Sea Q un subconjunto abierto de RN. Se dice que su
frontera I' es continua (respectivamente Lipschitz continua, de clase C™ o C™! con m €
7). Si Vx € T existe una vecindad O de x en RN y nuevas coordenadas ortogonales y =

(y’,yn) dondey’ = (y1,...,yn—1) tal que:

= O es un hipercubo en las nuevas coordenadas

O={y: —q5<yj<a;, 1<j<N}

» Existe una funcién ¢ continua (respectivamente Lipschitz continua, C™, C™!) defi-
nida en
O'={y’': —aj<yj<a;,1<j<N-1}

que satisface
a
PyI< 5 W' €0
QNO={y: yn <Py} TUO={y: yn =y}

Definicion 25. (Derivada de Gateaux) Sea | un funcional definido sobre un espacio norma-
do X, se dice que | tiene derivada de Gateaux en f € X en direccién h si

= J(f + €h) esta definido para |¢| pequefio.
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= Si el siguiente limite

. J(f+¢eh) —]J(f) d
i K= g+ el

existe. En tal caso este limite se denota como Dy, J(f).

Definicion 26. (Derivada de Fréchet) El funcional ] tiene una derivada de Fréchet en f si
existe una transformacion lineal continua DJ(f), tal que

J(f+k) =J(f) + DJ(f)k + o([Ik]))

para todo k en X. Noétese que si en la definicién anterior tomamos k = eh se tiene que

J(f + eh) = J(f) + eDJ(f)h + ho(e)
en el limite cuando € — 0 se tiene que DJ(f)h = Dy]J(f)

Definicién 27. (Conjunto Py, _1(R%)-unisolvente) Un conjunto es X C R% es un conjunto
P, 1(R%)-unisolvente, si existe un tnico p € P, _1(IR¢) (polinomio de d variables y
grado a lo mas m — 1) de grado menor posible el cual interpola a X. Por ejemplo, dos
puntos distintos en R2 determinan una recta tinica, tres una pardabola, etc.

Definicion 28. (Transformada de Fourier) La transformada de Fourier de una funcién o
distribucion f se define como:

f(w) = J e X Wf(x)dx
y la transformada inversa de Fourier de una funcién o distribucién se define como:

g0x) = (2m) ¢ J X% (w)dw.

n



Interpolacién la funcién de Franke ejemplo 4 capitulo I.

T bbb oo totoToTo ot oo o o to 1ot ToTo T T o o o o o oo oot T T T o oo oo oo o o o oo

% Program name: RBFInterp2D.m (main program) %
% yA
% This program calculates a radial interpolator %
% for the Franke’s function. %
yA yA
% Needed files: distances.m, tps.m, frankeFunc.m %
% %
% Programmer: Daniel A. Cervantes Cabrera %
% Contact: dcchivela@ciencias.unam.mx %
pA yA
% Date: January 2017 yA

Toloto o oo ToToto o o ToTo o o o To To o o o o T To o 1o oo o To Fo o oo o Jo To o oo o T Fo o o oo o Fo o
function RBFInterp2D(N)

% Suggested run

% RBFInterp2D(200)

knots = rand(N,2);

ctrs = knots;

PROGRAMAS

[x, y, distancesM] = distances(knots(:,1),knots(:,2),ctrs(:,1),ctrs(:,2));

tpsM = tps(distancesM);

xyM = [knots(:,1) knots(:,2) ones(N,1)]; %Moments conditions
A = [tpsM xyM; xyM’ zeros(3,3)]; ’Gram matriz

f = frankeFunc(knots(:,1),knots(:,2)); %Franke Function

b = [f; zeros(3,1)];

alphas = A\b;

J%Evaluation

nEval = 10;

ePoints = rand(nEval,2);

[x y eDMatrix] = distances(ePoints(:,1),ePoints(:,2),ctrs(:,1),ctrs(:,2));
tpsEM = tps(eDMatrix);

tpsEM = [tpsEM ePoints(:,1) ePoints(:,2) ones(nEval,1) ];
zz_approx = tpsEM*alphas;

zz_exact = frankeFunc(ePoints(:,1),ePoints(:,2));

disp(’Error minimo cuadrado’)
disp(sqrt (sum((zz_approx-zz_exact)."2)/nEval))

% Graphic
[xx yy] = meshgrid(0:.04:1,0:.04:1);
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[n,m] =
ff =

size(xx);
frankeFunc (xx,yy) ;

APENDICE B. PROGRAMAS

[x, y, gEMMatrix] = distances(xx,yy,ctrs(:,1),ctrs(:,2));

tpsGEMM
tpsGEMM
zGMEval
k=1;
for i=1:n
for j=1:
zz(i,j
k =k
end
end
clf
hold on

= tps(gEMMatrix);
= [tpsGEMM x’ y’ ones(n*m,1)];
= tpsGEMM*alphas;

m
) = zGMEval(k);
+1;

mesh(xx,yy,z2z) ;
plot3(knots(:,1) ,knots(:,2),f,’r*’);

figure

mesh(xx,yy,abs(ff -zz));
end

Funciones auxiliares.

ToloToToTotototototototototo o oo otototoototoo o oo o Totatototo oo o o o o o oo oo oo fo oo

Program name: distances.m

h
h
h
h
h
h

Programmer: Daniel A. Cervantes Cabrera

Contact:

Date:

dcchivela@ciencias.unam.mx

January 2017

h

h

ToloToToTotototototototo oo o oo otototo oo oo o oo o Tottototo oo o o o o o o o o oo oo fo oo

function [xx, yy, DM] = distances(knx, kny, ctrsx, ctrsy)
[nk mk] = size(knx);
[nc mc] = size(ctrsx);
kk = 1;
mm = 1;
for i=1:nk
for j=1:mk
11 = 1;
for k = 1:nc
DM(kk,11) = sqrt( (knx(i,j) - ctrsx(k,1))"2...
+ (kny(i,j) - ctrsy(k,1))"2 );
xx(mm) = knx(i,j);
yy(mm) = kny(i,j);
11 = 11 + 1;
end
mm = mm + 1;
Kk = kk + 1;
end

end

Tl bbb oo o toToToTo oo o o o o oo 1o 1o ToTo T o o o oo oo oo o T T T o oo oo oo o o o oo

Program name: tps.m

)
h
h
h
h
h

Programmer: Daniel A. Cervantes Cabrera

Contact:

Date:

dcchivela@ciencias.unam.mx

January 2017

h
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ToToToToTototototo oo o oo o o o oo oo To o ToTo ToToToTo o oo o 1o o o o o o oo oo o o o o o T
function eval = tps(r)
[n m] = size(r);

for i=1:n
for j=1:m
if(r(i,j) == 0)
eval(i,j) = 0;
else
eval(i,j) = r(i,j) 4.xlog(r(i,j));
end
end
end

ToloToToTotototototototo oo o oo otototo oo oo oo oo Totatototo oo o o o o o o o oo to oo fo oo

% Program name: frankeFunc.m %
% yA
% Programmer: Daniel A. Cervantes Cabrera %
% Contact: dcchivela@ciencias.unam.mx %
% yA
% Date: January 2017 %

Tl to o to 1o 1o ToToTo o oo o o o oo to o ToToTo o oo o o oo oo oo o To o o o o oo oo oo o o

function eval = frankeFunc(x,y)

eval = .75.%exp( -(9.*x-2).72./4 - (9.*%y-2).72./4 )...
0.75.*%exp( —(9.*x+1).72./49 - (9.xy+1)./10 )...
0.5.xexp( -(9.%x-7).72./4 - (9.%y-3).72./4)...

0.2.%exp( -(9.%x-4).72 - (9.%y-7).72 );

I+ + ©

Aproximacién de campos vectoriales utilizando el método de Interpolaciéon Local Herm-
tiana, ejemplo 2 capitulo II.

Il to ot ToToTo oo o o to o toToToTo T o o o o o o 1o T T T T oo o o oo o o oo o T T T o oo oo o o o o o o T oo oo o o 2o

% Program name: lhiVecApp2D.m (main program) %
% %
% This program calculates a radial approximation %
% for the 2D vector field u=(x,-y) on (1,2)x(0,1), %
% using a Hermitian Local Interpolation. %
% %
% Needed files: twoDimUniformNodesLHI.m %
% kd_buildtree.m (Pramod Vemulapalli implementation) 7%
% localDomainLHI.m, dxPhi.m, dyPhi.m, Lphi.m, %
% neummanBC.m, DistancesMatrix.m %
% %
% Programmer: Daniel A. Cervantes Cabrera %
% Contact: dcchivela@ciencias.unam.mx %
% %
% Date: January 2017 %

Tt ToToTo o bt to oo o o o o o o e T T T T T T T To o o o o o o o o o o oo oo o o T T T T T T T T o o o o o o o o o oo o oo oo
function lhiVecApp2D(n,e,r)

%Suggested run

%1hiVecApp2D(90, .8,.3)

%Radial function

rbf = @(r,e) 1./sqrt(1+(e*r)."2);
bounds = [1,2,0,1];
[nSC,nPDEC,nGN,nGV1,nGV2,nGT,nodesx,nodesy] . ..
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= twoDimUniformNodesLHI (bounds,n);
%Seting knots

solctrs = [nodesx(1:nSC)°> mnodesy(1:nSC)°];
pdectrs =  [nodesx(nSC+1:nSC+nPDEC)’ nodesy(nSC+1:nSC+nPDEC)’];
bdyctrsGN = [nodesx (nSC+nPDEC+1 :nSC+nPDEC+nGN) ’ . . .

nodesy (nSC+nPDEC+1 :nSC+nPDEC+nGN) ’ ] ;

bdyctrsGVl =  [nodesx(nSC+nPDEC+nGN+1:nSC+nPDEC+nGN+nGV1)’...
nodesy (nSC+nPDEC+nGN+1 : nSC+nPDEC+nGN+nGV1) ° ] ;
bdyctrsGV2 = [nodesx (nSC+nPDEC+nGN+nGV1+1:nSC+nPDEC+nGN+nGV1+nGV2)’. ..
nodesy (nSC+nPDEC+nGN+nGV1+1:nSC+nPDEC+nGN+nGV1+nGV2) ] ;
bdyctrsGT =  [nodesx(nSC+nPDEC+nGN+nGV1+nGV2+. ..
1:nSC+nPDEC+nGN+nGV1+nGV2+nGT) ’. . .
nodesy (nSC+nPDEC+nGN+nGV1+nGV2+. ..
1:nSC+nPDEC+nGN+nGV1+nGV2+nGT) °];
[nsol aux] = size(solctrs);
[npde aux] = size(pdectrs);
ctrs = [solctrs; pdectrs; bdyctrsGN; bdyctrsGVl; bdyctrsGV2; bdyctrsGT];
clf
hold on

condMax = 0;
tTree = kd_buildtree(ctrs,0); %build quad tree

%k-th PDE subsystem solution
for k=1:nsol
xk = solctrs(k,:);
[1solctrs, ligsolctrs, lpdectrs, lbctrsGN, lbctrsGVi,...
lbctrsGV2, lbctrsGT] =...
localDomainLHI(tTree,xk,nsol,npde,nGN,nGV1,nGV2,r,ctrs,bounds) ;
lctrs = [lsolctrs; lpdectrs; lbctrsGN; lbctrsGV1l; 1lbctrsGV2; lbctrsGT];
[nlsol aux] = size(lsolctrs);
[nlpde aux] = size(lpdectrs);
dxPhi_sc = dxPhi(lsolctrs,lctrs,e);

dyPhi_sc = dyPhi(lsolctrs,lctrs,e);

LPhi_pc = Lphi(lpdectrs,lctrs,e);

BPhi_bGN = neummanBC(lbctrsGN,lctrs,e,[0,-1]1);
BPhi_bGV1 = neummanBC(lbctrsGVi,lctrs,e,[-1,0]);
BPhi_bGV2 = neummanBC(lbctrsGV2,lctrs,e,[1,0]);
Dist_bGT = DistanceMatrix(lbctrsGT,lctrs);
BPhi_bGT = rbf(Dist_bGT,e);

% Gram subsystems matrix
1Gram_dx = [dxPhi_sc; LPhi_pc; BPhi_bGN; BPhi_bGV1; BPhi_bGV2; BPhi_bGT];
1Gram_dy = [dyPhi_sc; LPhi_pc; BPhi_bGN; BPhi_bGV1; BPhi_bGV2; BPhi_bGT];

if (condMax < cond(1Gram_dx))
condMax = cond(1Gram_dx);

end

gInv_dx = inv(1Gram_dx);

gInv_dy = inv(1Gram_dy);

LPhi_k = Lphi(xk,lctrs,e);

coef_dx = LPhi_k*gInv_dx;

coef_dy = LPhi_k*gInv_dy;

ck_x = -sum(coef_dx(nlsol+1:nlsol+nlpde));
ck_y = -sum(coef_dy(nlsol+l:nlsol+nlpde));

%build global systems



gG_dx(k,ligsolctrs) = coef_dx(l:nlsol);
b_dx (k) = -1 - ck_x;
gG_dy(k,ligsolctrs) = coef_dy(l:nlsol);
b_dy (k) = -1 - ck_y;

end

%solving global systems
h_dx = gG_dx\b_dx’;
h_dy = gG_dy\b_dy’;

u_exact_x = solctrs(:,1);
u_exact_y = -solctrs(:,2);
u_exact = [u_exact_x u_exact_y];

u_approx_x = solctrs(:,1) + h_dx;
u_approx_y = h_dy;
u_approx = [u_approx_x u_approx_y];

fprintf (’Global matrix condition for x and y: %e %e \n’,...
cond(gG_dx) ,cond(gG_dy));

fprintf (’Maximum condition local submatrix %e\n’,condMax) ;

fprintf (°’NSC: %i NPDEC: %i NBDY %i \n’,...
nSC,nPDEC,nGN+nGV1+nGV2+nGT) ;

fprintf (’Relative error %e\n’,norm(u_approx-u_exact)/norm(u_exact));

clf
hold on

quiver(solctrs(:,1),solctrs(:,2),u_exact_x,u_exact_y,’color’,’red’);
quiver(solctrs(:,1),solctrs(:,2),u_approx_x,u_approx_y,’color’,’blue’);

Funciones auxiliares.

bbb oo ToToToTo o oo o oo 1ot T To T T o oo o o oo o T T T T o oo oo o o o o oo

% Program name: twoDimUniformNodesLHI.m %
% %
% Programmer: Daniel A. Cervantes Cabrera %
% Contact: dcchivela@ciencias.unam.mx %
% yA
% Date: January 2017 %

TotaTotoToTo o To o To o To o ToTo o To o Fo o o o o oo Fo o o o o T o Fo o o o o oo Yoo o o o T o Fo o o o oo

function [nSC,nPDEC,nGN,nGV1,nGV2,nGT,nodesx,nodesy] =...
twoDimUniformNodesLHI (bounds,n)

% BT

BV2

= bounds(1);
bounds (2) ;
= bounds(3);
= bounds(4);

Qa0 o e
]

n = ceil(sqrt(n));
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nSC = (n-2)*(n-2);
nPDEC = (n-1)*(n-1);

nGN = n;
nGVl = n-1;
nGV2 = n-1;
nGT = n-2;
%SC

for j=1:n-2

for i=1:n-2
nodesx(k) = a + i*((b-a)/(n-1));
nodesy(k) = ¢ + j*((d-c)/(n-1));
k=k+1;;
end
end
J%PDEC
for j=1:2:2%(n-2) + 2
for i=1:2:2%(n-2) + 2
nodesx(k) = a + ix((b-a)/(2*(n-1)));
nodesy(k) = ¢ + j*x((d-c)/(2*(n-1)));
k=k+ 1;;
end
end
% BN
for i=0:n-1
nodesx (k) =
nodesy (k)
k=k+ 1;;
end
% BV1
for i=1:n-1
nodesx (k) = a;
nodesy(k) = ¢ + i*x((d-c)/(n-1));
k=k+ 1;;
end
% BV2
for i=1:n-1
nodesx (k) =
nodesy (k) =
k=k+ 1;;
end
% BT
for i=1:n-2
nodesx (k) =
nodesy (k) = d;
k=k+ 1;;
end

|
»
+

i*x((b-a)/(n-1));

[
o

|
o o
+

i*x((d-c)/(n-1));

[[
»
+

i*x((b-a)/(n-1));

Tl oo oo 1o 1o ToToTo oo o o o o oo oo ToToTo T o o o o oo oo oo o o o o o o oo oo oo T o o o oo

% Program name: localDomainLHI.m %
% %
% Programmer: Daniel A. Cervantes Cabrera %
% Contact: dcchivela@ciencias.unam.mx %
% %
% Needed files: kd_rangequery_ball.m %
% (Pramod Vemulapalli implementation) %
% %

% Date: January 2017 %



Tototo el ToToTo o e T ToTo o o o T To T o o o T To T o o o o To T o o o o T Fo o o o o o To o o o o o To o o o o o

function [lsolctrs, ligsolctrs, lpdectrs, lbctrsGN, lbctrsGVi,...
1bctrsGV2, 1lbctrsGT] = localDomainLHI(tTree,xk,nsol,...
npde,nbGN,nbGV1,nbGV2,r, ctrs,bounds)

a = bounds(1);
b = bounds(2);
¢ = bounds(3);
d = bounds(4);

[indx,dist,pts]
loc_indx_solctrs

kd_rangequery_ball(tTree,xk,r);
find (indx <= nsol);

1lsolctrs = ctrs(indx(loc_indx_solctrs),:);
n = size(indx);
k=1

for i=1:n
if (indx (i) <= nsol)
loc_indx_solctrs_g(k) = indx(i);

k=k+1;
end
end
ligsolctrs = loc_indx_solctrs_g’;
loc_indx_pdectrs =  find(indx > mnsol & indx <= nsol + npde);
lpdectrs =  ctrs(indx(loc_indx_pdectrs),:);
loc_indx_bGN = find(indx > nsol+npde &...
indx <= nsol+npde+nbGN) ;
1bctrsGN = ctrs(indx(loc_indx_bGN),:);
loc_indx_bGV1 = find(indx > nsol+npde+nbGN &...
indx <= nsol+npde+nbGN+nbGV1) ;
1bctrsGVi = ctrs(indx(loc_indx_bGV1),:);

loc_indx_bGV2 find(indx > nsol+npde+nbGN+nbGV1 &...
indx <= nsol+npde+nbGN+nbGV1+nbG