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Introduccion

Dentro de la teoria de graficas, la conexidad y las coloraciones son dos
temas cuyo estudio ha sido tanto profundo como diverso, por su valor com-
binatorio y algoritmico. Por un lado, hay varios resultados referentes a la
conexidad conocidos por sus elegantes pruebas y sus implicaciones exten-
sas. Asimismo, existen muchas formas interesantes de fortalecer el concepto
de conexidad, tales como la hamiltonicidad, la k-conexidad, o bien, estable-
ciendo cotas al didmetro. Mientras tanto, colorear graficas, ya sean colorear
vértices, aristas o ambos, es un concepto que nos puede decir diversas propie-
dades estructurales de la grafica, dependiendo de las restricciones que se le
impongan a las clases cromaticas. En este trabajo estudiaremos la conexidad
por arcoiris, tema que conjunta ambos conceptos y que ha sido objeto de mas

de un centenar de articulos en los Gltimos afios.

Conceptos relacionados con estructuras heterocrométicas o arcoiris fueron
introducidos en un clésico articulo de Erdds, Simonovits, y Sos [12] en 1975
como contraparte de problemas tipo Ramsey. Desde entonces el desarrollo
de tales conceptos ha ido en distintas direcciones. La conexidad por arcoiris
en graficas, presentada por Chartrand y otros autores |7] en 2008, es una de
tales vertientes donde se fortalecen los requerimientos de conexidad usando

arcoiris.

En el trabajo aqui presentado nos enfocaremos en estudiar la conexidad
por arcoiris en digréficas, donde el problema descrito se generaliza. En el

primer capitulo nos dedicaremos a presentar de manera breve algunos de los
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resultados mas relevantes del trabajo previo desarrollado en graficas, para
después presentar los conceptos necesarios para el estudio de la conexidad por
arcoiris en digraficas, asi como para obtener resultados basicos. En el segundo
capitulo se calcularén los ntimeros de conexién por arcoiris en algunas familias
de digraficas: cactus, circulantes y torneos. Dentro del tercer capitulo sera
estudiado el comportamiento de los niimeros de conexién por arcoiris bajo

diversas operaciones de digraficas.

Cabe mencionar que, a partir de los resultados incluidos en esta tesis,
se ha completado la redaccion de tres articulos de investigacion original. El
primero de ellos [1] contiene el trabajo desarrollado en la Secciones 1.1, 1.2
y 2.1, mientras que el resto del Capitulo 2 forma el segundo articulo [2] y el

Capitulo 3 esta incluido en el tercero [3].



Capitulo 1

Preliminares

El concepto de la conexion por arcoiris surge de estudiar el intercambio de
informacion entre distintas agencias gubernamentales en los Estados Unidos.
El Departamento de Seguridad Nacional de los Estados Unidos fue creado en
2003 respondiendo a las fallas descubiertas en la transferencia de informacion
clasificada después de los ataques terroristas del 11 de septiembre de 2001.
Ericksen [13] hace la siguiente observacion: Una de las consecuencias impre-
vistas de esos ataques mortales fue el hecho de que las fuerzas de la ley y las
agencias de inteligencia no se podian comunicar por sus canales habituales,
desde sistemas de radio hasta bases de datos. Las tecnologias utilizadas eran
entidades ajenas y el acceso compartido estaba prohibido, por lo cual no ha-
bia forma en que los oficiales y los agentes pudieran comparar informacion

entre distintas organizaciones.

Mientras la informacién requiere ser protegida, pues se relaciona a la
seguridad nacional, deben existir procedimientos que permitan a las distintas
partes accesar a ésta. Este problema doble se puede abordar mediante la
asignacion de rutas de transferencia de informacion entre las agencias que
pueden tener otras agencias como intermediarios, por lo cual se requeriran
un nimero suficientemente grande de contrasenas y firewalls que prohiba

la entrada a intrusos, pero lo suficientemente pequefio para administrar (es
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decir, lo suficiente para que uno o mas caminos entre cada par de agencias
no tengan contrasefa repetida). Surge una pregunta inmediata: ;Cudl es el
ntimero minimo de contrasenas o firewalls necesaria que permite a uno o mas
caminos seguros entre cada dos agencias para que las contrasenas a lo largo
de cada ruta sean distintos?

Esta situacion puede modelarse dentro de la teoria de graficas de la si-
guente manera: Sea P una trayectoria de una grafica coloreada por aristas
G (la coloracion puede no ser propia), entonces P es llamado un arcoiris si
todas sus aristas tienen distintos colores. Si entre cualesquiera par de vértices
existe un arcoiris, decimos que G es conezxa por arcoiris y el minimo nimero
de colores necesarios para que (G sea conexa por arcoiris es llamado el nime-
ro de conexion por arcoiris de G, denotado rc¢(G). Un concepto similar es el
nimero de conexion fuerte por arcoiris, denotado src(G), el cual es minimo
numero de colores necesarios para entre cualesquiera par de vértices haya una
trayectoria de longitud minima (geodésica) que ademés sea arcoiris, en cuyo
caso diremos que G es fuertemente conexa por arcoiris. Ambos conceptos son

presentados en [7].

La relacion entre los ntimeros de conexion por arcoiris y varios otros
parametros en graficas (tal como el orden, tamano, radio, grado minimo) ha
sido estudiado en [16, 20, 21|, una compilacién que contiene la gran mayoria
de los resultados referentes a la conexién por arcoiris que puede consultarse
es [17]. A continuacion presentaremos algunos resultados donde se estudia
la conexidad por arcoiris en graficas, los cuales nos servirdn de referencia
en el desarrollo del presente trabajo. Cabe mencionar que, dado que nuestro
objeto principal de estudio son las digraficas, omitiremos las definiciones
y conceptos béasicos relacionados a las graficas (no orientadas), las cuales

pueden consultarse en [5] y [10].

Dada un grafica G, es claro que, si coloreamos cada arista de G con
un color distinto, entonces GG es fuertemente conexa por arcoiris, pues toda
trayectoria en G es un arcoiris, en particular las geodésicas. Observemos

también, que por definiciéon, toda coloracion fuerte por arcoiris es a su vez



una coloracién por arcoiris. Asimismo, si consideramos dos vértices en G
cuya distancia entre ellos sea igual al diAametro de G, es decir, cuya distancia
sea mayor o igual a la de cualquier otra pareja de vértices, entonces toda
coloracién por arcoiris usa al menos tal nimero de colores. Por lo anterior,

tenemos la siguiente relacion
diam(G) < rc(G) < sre(G).

Las pruebas de los siguientes resultados, donde se determinan los ntimero
de conexidad por arcoiris de ciclos, arboles, ruedas, completas y k-partitas

completas, estan presentes en el articulo presentado por Chartrand et. al. [7].
Proposicion 1.1 ([7]). Sea G una grifica no trivial con m aristas. Entonces

(a) rc(G) =1 si y sdlo si sre(G) =1 siy solo si G es completa;

(b) rc(G) =2 siy sdlo si sre(G) = 2;

(c) re(G) =m si y sdlo si sre(G) =m si y sélo si G es un drbol.
Proposiciéon 1.2 ([7]). Sin >4, entonces rc(C,) = sre(Cy) = [n/2].
Proposicion 1.3 ([7]). Para n > 3, se cumple que

1 stn=3,
re(W,)=4¢ 2 si4<n<6,
3 sin>T.

Ademds, src(W,,) = [n/3].

Proposicion 1.4 ([7]). Sean s y t enteros positivos. Si 2 < s < t, entonces
re(K,y) = min{[v/t],4}. Ademds, si 1 < s <t, entonces src(K,;) = [v/t].

Proposicion 1.5 (|7]). Sea G = K,y ny...n, una grdfica k-partita completa,

k

tal que k>3 yny <ng < --- < my ydondes:Zi:llni yt = ng. Entonces
1 st ng = 1,
re(G) =< 2 sing=2ys>t,

min{[v/t],3} sis<t,
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y ademds
1 st ng =1,
sre(G) =< 2 sing=21ys>t,

[Vt] sis<t.

En el articulo antes mencionado, también se observa que, para cuales-
quiera graficas G y H, tales que H es subgrafica generadora de G, toda co-
loracién por arcoiris de H puede extenderse a una coloraciéon por arcoiris de
G, al asignar cualquier color de los ya existentes en H a las aristas restantes
en (G. Los autores de dicho trabajo conjeturaron que tal comportamiento era
cierto para las coloraciones fuertes por arcoiris, pero Chakraborty, Fischer,
Matsliah y Yuster presentaron en [9] un contraejemplo para tal enunciado.
Dicho contraejemplo se muestra en la Figura 1.1, donde primero se conside-
ran dos copias ajenas de K g con centros u y vy hojas {uy, ug, us, ug, us, ug}
y {v1, v2, v3, vy, U5, U6} respectivamente. La grafica H se obtiene al identificar
los vértices w; y v; para cada ¢ € {1,2,3}, y la grafica G se obtiene a partir
de H anadiendo la arista uv. Es facil verificar que sre¢(H) =6y sre(G) = T.

Lo anterior puede resumirse en los siguientes teoremas.

Teorema 1.6 (|7]). Sean G una grifica y H cualquier subgrdfica generadora
de G, entonces re(G) < re(H).

)-
(
Teorema 1.7 ([9]).
G tales que src(G) > src(H).

Existen una grifica G y una subgrdfica generadora H de

Naturalmente, como en el caso de cualquier parametro en gréficas, se ha
estudiado de forma extensa el comportamiento de la conexidad por arcoiris
en los productos clasicos y en otras operaciones. A continuacion incluimos

solo algunos resultados.

Teorema 1.8 ([18]). Sea G1,Go, ..., Gy una familia de grificas conezas con
k> 2, entonces re(G1 OG0 ... OGy) < Zle re(G).

Corolario 1.9 ([18]). Sea G1, Gy, ..., Gy una familia de grdficas conexas con
k> 2, entonces re(Gy Gy K -+ K Gy) < Zle re(G;).
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Figura 1.1: Las gréaficas G y H del Teorema 1.7.

Teorema 1.10 ([18]). Sean G y H grificas donde G es coneza.

(1) Si H es completa, entonces rc(G[H]) < re(G). En particular, si didm(G) =
re(Q), entonces re(G[H]) = re(G).

(i1) Si H no es completa, entonces rc(G[H]) < re(G) + 1. En particular,
si didm(G) = rc(G), entonces re(G[H]) = 2 cuando G es completa y
re(G) < re(G[H]) < re(G) + 1 cuando G no es completa.

Teorema 1.11 ([18]). Sea G coneza. Si G' se obtiene a partir de G al sub-

dividir una arista, entonces re(G) < re(G) + 1.

1.1. Conexidad por arcoiris en digraficas

Todas las digraficas consideradas en este trabajo son simples (es decir,
sin flechas paralelas y sin lazos) y finitas, salvo en la Seccién 2.3 donde
estudiaremos una familia de graficas y digréficas infinitas. Las siguientes

definiciones pueden consultarse en [4], [5] y [10].

Sea una digrafica D, se denota V(D) al conjunto de vértices de D y
definimos al orden de D como la cardinalidad del conjunto V' (D), asimismo, el
tamano de D es el nimero de elementos en A(D), donde A(D) es el conjunto
de flechas de D. Si A(D) = @ se dice que D es vacia. Dada una flecha

a = (u,v), se dice que v es un exvecino de u, y que u es un invecino de v, o
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bien, los vértices u y v son llamados la cola y la cabeza de a respectivamente.
Si u € V(D), entonces N7, (u) se define como el conjunto formado por todos
los exvecinos de u y, andlogamente, N, (u) es el conjunto formado por todos
los invecinos de wu, dichos conjuntos reciben el nombre de la ezvecindad de
u y la invecindad de u respectivamente. La cardinalidad de N} (u) es el
ezxgrado de u, denotado por d},(u). Asimismo, d5(u) denota a la cardinalidad
de Np(u), lamado el ingrado de u. Cuando no haya confusion posible, se
omitird al subindice D. También, para simplificar la notacioén, se denotara

por uv a la flecha (u,v).

Una digrafica H es una subdigrdfica de una digrafica D si V(H) C V(D),
A(H) C A(D) y toda flecha en A(H) tiene ambos extremos en V(H). Si
V(H) = V(D), se dice que H es una subdigrifica generadora de D. Sea
X C V(D), la subdigrifica inducida por X, denotada D[X], es la digrafica
tal que V(D[X]) = X y donde toda flecha de D cuyos extremos estan en X
esta contenida en D[X]. Una trayectoria en D es una sucesion P = uguy . . . uy,
de vértices distintos en D tal que u;u;41 € A(D) parai = 0,. .., k; ademas, se
dice que P es una trayectoria desde ug hacia uy, o bien, una ugug-trayectoria.
Un ciclo dirigido en D es una sucesion C' = ugus . .. uj de vértices distintos
Ug, - - ., Ug—1 tales que ug = ug y wjui4 € A(D) para cada 0 <i <k —1. La
longitud de una trayectoria o un ciclo es el nimero de flechas que contiene.
Cuando consideremos a una trayectoria o ciclo de orden n como digraficas

—  —
por si mismas los denotaremos por P, y C,, respectivamente.

Siuy v son vértices de D, la distancia desde u hacia v, denotada d(u, v),
es la longitud de una wv-trayectoria de longitud minima, si no hay ningu-
na uv-trayectoria se define d(u,v) = oo, el didmetro de D es didm(D) =
max{d(u,v) | u,v € V(D)}. Si una uv-trayectoria tiene longitud d(u,v) es
llamada una wv-geodésica. Una digrafica es llamada fuerte (o fuertemente
conexa) si para cualesquiera dos vértices u y v existen una uv-trayectoria y

una vu-trayectoria.

Dada D una digrafica no vacia, cada funcién p : A(D) - N con N C N

es llamada una coloracion de las flechas de D. Ademés, si D es una digrafica
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coloreada por aristas, se dice que una wuv-trayectoria es un uv-arcoiris si
todas sus flechas tienen distintos colores. Cuando todo par de vértices esta
conectado por al menos un arcoiris, se dice que D es conexa por arcoiris, y tal
coloracion es llamada una coloracion por arcoiris sobre D. Si |N| = k decimos
p es una k-coloracion por arcoiris. El numero de conexidad por arcoiris de D,
denotado por re(D), es el minimo entero k tal que D tiene una k-coloracion

por arcoiris.

Sea p una k-coloraciéon por arcoiris de una digrafica D, un uv-arcoiris de
longitud d(u,v) es llamado uv-arcoiris geodésico. Si cada par de vértices esta
conectado por al menos un arcoiris geodésico, diremos que D es fuertemente
conexa por arcoiris y que p es una k-coloracion fuerte por arcoiris. E1 numero
de coneridad fuerte por arcoiris de D, denotado por src(D), es el minimo k

tal que D tiene una k-coloraciéon fuerte por arcoiris.

Notese que toda coloracién por arcoiris usa al menos didm(D) colores
distintos, ya que toda trayectoria entre dos vértices cuya distancia es ma-
xima usa al menos tal nimero de flechas. Por otro lado, si tenemos que
V(D) = {v1,...,v,} podemos considerar la coloracion tal que a cada flecha
v;v; de D le asignamos el color ¢, es claro que obtenemos una coloracion
fuerte por arcoiris, pues cualquier trayectoria (en particular toda geodésica)
no repite vértices y por tanto no repite colores. Mas atin, es claro que toda
coloracién fuerte por arcoiris es, en particular, una coloraciéon por arcoiris.

De las observaciones anteriores, obtenemos lo siguiente:

diam(D) < re(D) < sre(D) < |V(D)|. (1.1)

Sean u y v un par de vértices distintos de D, si las flechas uv y vu
pertenecen a D, entonces se dice que uv y vu son flechas simétricas. Cuando
todas las flechas de D son simétricas se dice que D es una digrafica simétrica.
Ademas, una digrafica es llamada una digrafica completa, si para cada para
de vértices distintos v y v, las flechas uv y vu estan en la digrafica. Dado

que, salvo isomorfismo, hay una tinica digrafica completa, ésta serd denotada
<
por K.
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Teorema 1.12. Sea D una digrdfica no vacia, entonces:

(a) sre(D) =1 siy sdlo sire(D) =1 siy sdlo si D es completa;

(b) re(D) =2 siy sdlo si sre(D) = 2.

Demostracion. Primero veremos (a). Si sre(D) = 1, entonces re(D) < 1
por (1). Dado que D es no vacia tenemos que rc(D) > 1, por lo cual re(D) =
1. Ahora, si re(D) = 1, entonces didm(D) < 1. Notese que didm(D) > 1 pues
D es no vacia, por tanto digm(D) = 1, lo que implica que D es completa.
Por otro lado, si D es completa, entonces cada 1-coloracién de D es una

coloracion fuerte por arcoiris, dado que cada geodésica tiene longitud 1. Asi
sre(D) = 1.

Ahora probaremos (b). Supongamos que rc(D) = 2 y observemos que
srce(D) > 2, por (1,1). Dado que D tiene una 2-coloraciéon por arcoiris, en-
tonces para cada par de vértices distintos u y v de D tal que d(u,v) # 1
existe un wwv-arcoiris de longitud 2, el cual es también una geodésica, por
tanto src(D) = 2. Por otro lado, si src¢(D) = 2, entonces rc(D) < 2 por
(1.1). Ademas, se sigue de (a) que D no es completa, por tanto rc(D) > 2.
Asi, concluimos que re(D) = 2. [

— —
Teorema 1.13. Para cada n > 3, se cumple que rc(C,,) = sre(Cy) = n.

Demostracion. Se ha establecido previamente que

— — —

n— 1= diam(C,) < rc(Cy) < sre(Cy) < n.

—

Ahora, sea p cualquier (n — 1)-coloracion de C,,, entonces hay dos flechas

con el mismo color, digamos v;v;y1 ¥y v;v;41 donde 0 <7 < j7 < n — 1. Por
— —

tanto v;C,v;41 tiene dos flechas del mismo color, pero v;C,v;41 es la tinica

— —

v;v;41-trayectoria en C,,, entonces p no es una coloraciéon por arcoiris de C,,.

— —
De esta forma concluimos que r¢(C,,) = src(C,) = n. [ |
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Una digrafica D es llamada k-partita completa si existe una k-particion
Vi, Va, ..., Vi de los vértices de D tal que uv € A(D) siy sélo siuy v pertene-
cen a elementos distintos de la particion. Dado que hay una tnica digrafica
k-partita completa salvo isomorfismo, ésta serd denotada por [?nhmmnk,
donde |V;| = n; para cada 1 <i < k.

Teorema 1.14. Sea k > 2, si %mmwn

donde n; > 2 para algin i, entonces rc(Kn, ng,..np) = STC(Knyno,np) = 2-

. €s una digrdfica k-partita completa
—

<
Demostracion. Dado que n; > 2 para algn i, entonces Ky, n,..n, NO €S

k
una digrafica completa, por lo cual rc(%m,n%.,nk) > 2. Ahora, consideremos
a A, Ay, ..., Ay la k-particion de V([?mm’,__,nk) en conjuntos independientes,
y definamos la coloracién p tal que, dada uv € A([?nln2nk) con u € A,
y v € Aj, entonces p(uv) = 1sii < j, y p(uv) = 2 si ¢ > j. Notemos que
dz’dm(f?nl,n%,,,nk) = 2, lo que implica que toda geodésica es un arcoiris, es
decir, src([H(nl,m ..... ne) < 2. |

Claramente, como en el caso de las gréficas, si H es una subdigréfica
fuerte generadora de D, entonces rc(D) < re(H), ya que cualquier coloracion
por arcoiris de H puede extenderse a una coloraciéon por arcoiris de D al
asignar a las flechas en A(D) \ A(H) cualquiera de los colores presentes en
la coloracion de H. Esto no se cumple al considerar el nimero de conexidad
fuerte por arcoiris, pues src([?n) = 1 y toda subdigrafica fuerte generadora
propia H de ;n cumple que sre(H) > 2,y por otro lado tenemos el siguiente

resultado.

Teorema 1.15. Para cualquier k > 7, existen una digrdfica D y una sub-

digrafica generadora H de D tales que k = src(D) > src(H).

Demostracion. Sea [?2,3 con biparticion A = {ay,a2} y B = {by, b2, b3}
y consideremos a uq, vy, Us, Vg, Uz, U3, Uy Vv V4 nuUevos vértices distintos, tales
que C; = wvwu,; con i € {1,2,3,4} son ciclos tales que w; = a; para
1 <j <3y wy = ay. Definamos las digraficas H = [(_52,3 U (U?:l CZ-), y
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D = H + ayas (Figura 1.2), veremos que src(D) = 7y src(H) = 6. Sea p
una 6-coloracion fuerte por arcoiris de D, y notemos que la w;v;-geodésica
es Gnica (para cualesquiera ¢ y j) y contiene las flechas w,v; y wjv;, por
lo cual no hay dos flechas del tipo w;v; con el mismo color, sin pérdida de
generalidad sea p(u;v;) = i. Por el mismo argumento, P, = u;v;a1a2u4vy4 €s
la Gnica u;vs-geodésica para i < 3,y ajaq, asuy € A(F;), lo que implica que
tales flechas tienen colores 5 y 6 respectivamente. Si asignamos cualquiera
de esos seis colores a la flecha v,a;, entonces no hay w;v;-arcoiris para algin
j > 2, contradiciendo la eleccién de p. Por tanto src(D) > 7. Por otro lado,
notemos que digm(H) = 6 y ademas es facil verificar que las coloraciones en
la Figura 1.2 son coloraciones fuertes por arcoiris.

Ademés, podemos considerar £ — 7 ciclos de longitud 3, C; = aju;v;aq
con b <1 < k — 3, donde us,...,up_3,vs5,...,Vx_3 SON vértices nuevos y
distintos. Al unir todos esos ciclos a H para formar la digrafica H', podemos
usar argumentos anteriores y notar que las nuevas flechas que no inciden en
a; deben tener asignado un color tinico y ademas podemos asignar el color
de via; a las nuevas flechas que entran a a; y el color de a;u; a las nuevas
flechas que salen de a;. Si consideramos a D' = H' + aja., a partir de lo

anterior es facil de verificar que sre(D’) = ky sre(H') =k — 1. [ |

Si consideramos una digrafica D y una subdigrafica fuerte generadora
H de D con src(H) = 2, entonces por (1.1) y el Teorema 1.12, tenemos
que sre(D) < re(D) < re(H) < src(H) = 2, es decir, D es completa o
sre(D) = 2, es decir, el Teorema 1.15 no se cumple para k = 3. Dado
que las digraficas en la Figura 1.2 son hasta el momento el ejemplo maés
pequeno, respecto a sus nimero de conexidad fuerte por arcoiris, que cumplen

el Teorema 1.15, es natural que se formule el siguiente problema.

Problema 1. Determinar si existen D digrdfica y H subdigrdfica fuerte ge-
neradora tales que 6 > src(D) > sre(H) > 3.

A pesar del Teorema 1.15, existen condiciones que nos permiten relacionar
los nimeros de conexidad fuerte por arcoiris entre digrafica y subdigraficas

inducidas.
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U2 @ ® Uy
V2 @ ® Uy

Figura 1.2: Las digraficas D y H del Teorema 1.15.

Proposiciéon 1.16. Sea H una subdigrdfica inducida fuerte de D. Si to-
da geodésica en D con extremos en V(H) estd contenida en H, entonces
src(H) < sre(D).

Demostracion. Sea p una coloracién por arcoiris sobre D y sea p [y la
restriccion de p en H. Sean u,v € V(H) y P una uv-geodésica arcoiris en D
bajo p, dado que toda geodésica con extremos en V' (H) esta contenida en H,
en particular P C H. Por tanto P es una uwv-geodésica arcoiris en H bajo

p lu. Concluimos que src(H) < sre(D). |

Dada una grafica G' y su biorientacion 8, para cualquier coloracion (fuer-
te) por arcoiris de G se puede definir una coloracion (fuerte) por arcoiris de
(5 tal que si la coloracion de G asigna el color ¢ a una arista, entonces la
nueva coloraciéon de 8 asigna ese color a las flechas respectivas en 8 Por
tanto, TC(B) <rc(G)y STC(E) < sre(G).
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Anéalogamente, cualquier coloraciéon por arcoiris en 8 induce una colora-
cion por arcoiris sobre GG, donde cada arista en G tiene el color de la flecha
correspondiente. De esta forma, a cualquier arcoiris en 8 le corresponde un
arcoiris en G. Asi r¢(G) < rc(a).

En el caso de la primer cota, podemos observar que es justa ya que (como
veremos en la Seccion 1.2) r¢(C,,) = sre(Cy,) = rc(a) = src(a), aunque en
algunos casos, la diferencia puede ser tan grande como queramos, observemos
que rc(Ky,) = n, pero rc([H(l’n) = 2. La desigualdad estricta también se

cumple en el caso de la rueda W, y de las gréaficas completas k-partitas.

Para terminar esta seccién veremos un par de resultados generales. En el
primero veremos una condicidén que nos permite asegurar cuando un subcon-
junto de flechas de la digrafica es heterocromatico, mientras que el segundo
establece una relacion entre el ntimero de conexidad por arcoiris y el nimero

de cubierta por vértices.

Proposicion 1.17. Sea D una digrdfica conexa por arcoiris y sea A un
conjunto de flechas tal que para cada par de flechas distintas uv y vy en A,
se cumpla que d™(u) =1 =d (y) conu #y, odt(z) =1=d (v) conx # v.

Entonces cada flecha en A tiene distinto color.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que dt(u) =1 =
d~(y), entonces cada uy-trayectoria debe contener las flechas uv y zy, en
particular cada uy-arcoiris en D contiene ambas flechas, por tanto los colores

de uv y xy son distintos. |

Una cubierta en D es un subconjunto X de vértices de D tal que cada
flecha tiene al menos uno de sus extremos en X. El nimero de cubierta de

D, denotado B(D), es la cardinalidad de una cubierta minima de D.

Teorema 1.18. Sea D cualquier digrdfica, entonces re(D) < 28(D).
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Demostracion. Sea X = {x1,2s,...,23} una cubierta minima de D. Para
cada flecha a € A(D) definamos f(a) = min{i | z; es cabeza 6 es cola de a}.
Consideremos una 2/-coloracion p tal que p(a) = f(a) si zy(, es la cola de
a o pla) = B+ f(a) si zyq) es la cabeza de a. Notese que dos flechas a y
b tienen el mismo color sélo si f(a) = f(b) y ambas flechas salen de z) o

ambas entran en x;(,). Por tanto, cada trayectoria es un arcoiris. |

1.2. Biorientacién de ciclos y trayectorias

Se denota por az al ciclo biorientado de orden n, es decir, la digrafica cuyo
conjunto de vértices es V(CHn) ={v; |0 <i<n—1}y tal que v;v;41,v;110; €
A(<C—’>) para cada 0 <i < n—1, donde i+ 1 es considerado (mod n). En esta
seccion, denotaremos por (/T> y C’<_ a los ciclos U0U1  Un_1U9 Y VoUn_1 - vlvo
respectivamente, los cuales son subdigraficas de C También, la <_d)lgraﬁca £

se define como la trayectoria biorientada de orden n, donde V(FP,) = V(C,)
«— —
y A<Pn) = A(Cn) \ {Uovnfla Un,ﬂ)()}.

«— «—
Proposicion 1.19. Para n > 1, se cumple que re(P,) = src(P,) =n — 1.

Demostracio’& Clararrﬁnte, el regltado se sigue a partir de observar que
n—1=diam(P,) <rc(P,) < src(P,) < sre(P,) =n—1. |

«—

—
Teorema 1.20. Para cada n > 4, se cumple rc(C,) = sre(C,) = [n/2].

Demostracion. Primero notemos que src(a) < sre(Cy) = [n/2] para
n > 4. Ademas, si n es par [n/2] = didm(a) < rc(C<—>’n). Por otro lado, sea
n=2k+1con k > 2 ysea p una k-coloracién por arcoiris de a:, dado que
P, = vv;11 ... v es la Gnica vv;p-trayectoria de longitud a lo més k en
C(—>’n para cada 0 < ¢ < n — 1, entonces los k colores de p ocurren en cada
didmetro de (CTn) Maés atn, como n/k > 2, hay un color que aparece al menos

—
tres veces en C),, supongamos sin pérdida de generalidad que vgvy, vsvs41 ¥
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vy tienen el mismo color, donde 0 < s <t < n — 1. Dado que Py y Pgio
son arcoiris que contienen a vgvy, entonces k < s <t < k—+1, es decir, k = s
y k+1 = t. Esto implica que el didAmetro P, tiene dos flechas del mismo color,
contradiciendo la eleccion de p. Por tanto [n/2] < rc(b—’;). Asi en cualquier
caso rc(C<—>’n) = src(a) = [n/2]. [ |

Sea H el conjunto conformado por las subdigréficas fuertes generadoras
> <
de C, distintas de P,. A continuacion, establereceremos los niimeros de cone-

xion por arcoiris de los elementos de H.
. . . H %
Proposicion 1.21. Si H € H, entonces C,, C H o C,, C H.

Demostracion. Supongamos que CTL Z Hy a ¢ H, entonces existen
0 <i4,j <n-—1tales que v;v41,v;41v; ¢ A(H). Dado que H es fuerte
tenemos que vjy1 E’Zvj y viaviH estan contenidos en H. Sii = j+1, entonces
H = E:, contradiciendo que H € H. Por otro lado, si ¢ # j + 1, entonces
no hay v;v;-trayectorias en H, contradiciendo que H es fuerte. Por tanto

— —
C,CHoC,CH. [ |

Se sigue de la proposicion anterior, que podemos caracterizar a los ele-
mentos de H por el namero de flechas asimétricas que contienen. Ademas,
(_7
es claro que cualquier elemento de H que contiene a C), es isomorfo a algin
—

elemento de H que contiene a C),.

Teorema 1.22. Si H € ‘H tiene k flechas asimétricas, entonces

n—1 st k<2;
H) = -
re(H) {n si k> 3.

Demostracion. Sea H € H y supongamos sin pérdida de generalidad que
C—)’n C H. Notese que n — 1 = didm(H) < rc¢(H) para cada k > 1. Si k = 1,
el resultado se sigue pues <I?n> C H. Cuando k = 2, supongamos que v,_1vg ¥
v;Vi11, donde i # n — 1, son las flechas asimétricas de H, es decir, H = E’Z
U vib_nvo U vn_laviﬂ. Ahora, sea p la (n — 1)-coloracion (simétrica) tal que
VU1, 04105 € p~(J) para cada j #i,n — 1, ¥ vu_100, VU1 € pL(i). Sean

Uy, vs € V(H) con r < s. Tenemos dos casos.
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_ -
1.Si0< rns<i1o0t+1<rs<n-—1, entonces v,.Cphvs v v5sC,v, son
arcoiris.

— —
2. 510<r<iyi+1<s<n-—1,entonces v,.C,vs y vsC,v, son arcoiris.

Lo cual implica que r¢(H) = n—1. Ahora, supongamos que H tiene al menos
tres flechas asimétricas, digamos v,_1vg, ViVi41 ¥ V41 coni < j<n—1,y
sea p una (n — 1)-coloracion por arcoiris. Notemos que anﬂ)n,l es la Gnica
voU,—1-trayectoria, por tanto es un arcoiris. En particular v;v;11 y v;v;41 tie-
nen distintos colores, digamos r y s respectivamente. Analogamente, v; C—‘;vi
—
es un arcoiris que comparte n — 2 flechas y colores con vyC,,v,,_1, esto implica
que v,_1vg tiene color r. El mismo argumento aplicado a Uj+lC—>’71vj obtene-
mos que v,_1vg tiene color s, contradiciendo que r # s, entonces rc¢(H) > n.

J—
Ademaés, rc(H) < n, dado que C,, C H. Por tanto rc¢(H) = n. |

Teorema 1.23. Sea H € H con k flechas asimétricas. Si k = 1, o bien,
k =2 donde vivi1 y vjvj11 son las flechas asimétricas contenidas en H tales
que [n/2] < i —j| < [n/2], entonces src(H) = n — 1. En cualquier otro

caso se cumple que src(H) = n.

Demostracion. Sik =1, sea uguy la flecha asimétrica de H. Consideremos
la coloracion p tal que asignamos el color ¢ a las flechas w;u; 11 vy w;qu; para
cada 1 <i<n-—1yelcolor [n/2| aupu;. Si k =2y H tiene flechas asimé-
tricas v;v;41 ¥ ;U541 tales que [n/2] < |i — j| < [n/2], entonces podemos
suponer sin pérdida de generalidad que i = 0y j = |[n/2]. Definamos la
coloracion p tal que asignamos el color ¢ a las flechas w;u; 11 v w;qu; para
cada i # 0,[n/2] y el color 0 a ugty ¥ U|pn/2)U|n/2)+1- En cualquiera de los
dos casos anteriores es facil de verificar que p es una coloraciéon fuerte por
arcoiris sobre H. Esto junto al teorema anterior implica que src(H) =n — 1.
Ademas, también por el teorema anterior, tenemos que si k > 3, entonces
src(H) = n.
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Asi, s6lo falta considerar H con dos flecha asimétricas ugu; v u;u; 11 donde
i # |n/2],[n/2]. Supongamos que H es conexa fuertemente por arcoiris.
Dado que P = vlc—’;vo y P = viﬂ(?nvi son ambas las inicas geodésicas entre
sus extremos, vemos que n — 1 > src(H). Observemos que cualquier otra
flecha del tipo wju;;; pertenece a ambas geodésicas P y P’. Si suponemos
que src(H) = n—1, entonces ugu; y u;u;+1 deben tener un mismo color. Pero
i # |n/2],[n/2], lo cual implica que voc—’gviﬂ 0 viavl es una geodésica en
H que no es arcoiris. Por tanto src(H) = n. [ |



Capitulo 2
Familias de digraficas

Debido a que la naturaleza de la conexidad por arcoiris implica que las
digraficas a estudiar deben ser fuertemente conexas, digraficas que se pueden
construir a partir de ciclos, o bien, donde estructuras ciclicas ocurren fre-
cuentemente son el objeto natural a observar. En este capitulo estudiaremos
el comportamiento de los nimeros de conexién por arcoiris en ciertas familias
de digraficas que poseen tales propiedades.

Primero sera el turno de las digraficas circulantes, para las cuales podre-
mos establecer sus nimeros de conexidad por arcoiris dependiendo del valor
que tomen los parametros que las definen. Para los cactus determinaremos
las cotas inferior y superior para sus nimeros de conexidad por arcoiris, para
luego caracterizar las subfamilias de cactus que alcanzan dichas cotas, ade-
més de presentar una forma de construir un cactus de un orden dado y cuyo
nimero de conexidad por arcoiris sea cualquier valor que elijamos en el in-
tervalo definido por las cotas mencionadas. Posteriormente, mostraremos la
existencia de torneos de orden arbitrariamente grande y ntimero de conexidad
por arcoiris igual a 2, completando la construccion presentada en [11], donde
fue hecho un estudio similar al que se presenta aqui para cactus. Finalmen-
te, inspirandonos en la grafica de Rado (conocida también como la gréafica
universal o aleatoria), construiremos una familia de digraficas infinitas cuyo

ntmero de conexidad por arcoiris igual a 2.
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2.1. Digraficas circulantes

Dado un namero entero n > 2 y un conjunto S C {1,2,...,n — 1}, la

digrifica circulante C,,(S) es definida de forma que
V(Cn<5)> = {vo,vl,...,vn,l} y

A(Cu(S)) ={vwj | j—i=s, s €S},

los elementos de S son llamados generadores, y una flecha v;v; donde j —i =
k € S es llamada un k-salto. S5i k € S, se denota por C( a la subdigréafica
generadora de C,(5) inducida por todos los k-saltos. Notese que para cada
par de vértices v; y v; hay a lo mas una v;v;-trayectoria en C(), en caso
de existir tal trayectoria se denota por v;Cy)v;. De aqui en adelante, los

subindices de los vértices seran considerados moédulo n.

Primero estudiaremos a las digraficas circulantes C,,([k]), donde [k] denota
al conjunto {1,2,...,k} para 1 <k <n — 1. Del Teorema 1.12 se sigue que
ambos nimeros de conexion por arcoiris de la digrafica C,,([n — 1]) son igual
a 1, ya que tal digrafica es isomorfa a la digrafica completa de orden n. Para

cualquier otro valor de k se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.1. Si k < n — 2, entonces rc(Cy([k])) = sre(Ch([k])) = [n/k].

Dado que el caso k = 1 se estableci6 en el Teorema 1.13, nos enfocaremos
en el caso 2 < k < n — 2. Antes de entrar de lleno a la prueba del teorema
anterior, primero definiremos una particion de los vértices de la digrafica y
luego estudiaremos ciertas propiedades de esta. Asimismo, estableceremos el
diametro de C,,([k]), para finalmente usar tales resultados en la demostracion

del Teorema 2.1.

Por el algoritmo de la division, podemos suponer que n = ak-+b donde a >
0y 0<b<k—1.Para poder establecer la igualdad anterior, consideremos
aV={Vo,Vi,...,Vinm-1}, la particion de V(C,([k])) tal que:

= Vo= {Un, ... 7U(r+1)k71}, para cada 0 <r < [n/k| — 2;
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* Vinkl=1 = {V(n/k1=1)ks - - - > Un—1}-

Siempre que un elemento de V sea mencionado, el subindice correspondiente
seré considerado (mod [n/k]). Ahora, observemos algunas propiedades de la

particion V que son consecuencia directa de su definicion.

Propiedad A. Se cumple que:

1. Si k| n,entonces |V,|=ky NT(V,) =V, para 0 <r < [n/k] — 1.

2. Sik{n,entonces |Vin/k-1| = by |V;| = k para r # [n/k] —1; ademas,
se tiene que N (Vin/ui-2) = Vingr-1U{vo, - -, ko1 y N7 (V2) = Vi
para r # [n/k] — 2.

Esto significa que las primeras [n/k] — 1 clases de tienen exactamente k
elementos, mientras la tltima clase tiene a lo mas k£ elementos. Ademas, si
(vs, vj) es una flecha cuyos extremos pertenecen a elementos no consecutivos
de V (mod [n/k]), entonces v; € Vi, k-2 ¥ v; € Vi, esta observacion se refina

en el siguiente resultado.

Propiedad B. Sea v; € V,, entonces

Viek € Vin/k—2 sir=0y0<i<k—1—|Vinm-1l;

Viekp € Vo en otro caso.

Dados dos subconjuntos (no necesariamente ajenos) de vértices Ay B
en una digrafica, se define a la distancia desde A hacia B, denotada por
d(A, B), como la minima distancia que hay desde cualquier elemento de A
hacia cualquier elemento de B, es decir, d(A, B) = min{d(a,b) | a € A,b €
B}.

Proposicion 2.2. Sean V; y Viy; elementos de V con 1 < j < [n/k] — 1,
entonces j —1 < d(V;,Viy;) < j.



22 Familias de digraficas

Demostracion. Veamos que j —1 < d(V;,Viy;). Sea P = zpx;...xj_5 una
trayectoria con extremos en V; y Vij;. Si P tiene a lo mas una flecha cuyos
extremos pertenecen a elementos no consecutivos de V), entonces tenemos que
T, € UQZH V; para cada 0 < r < j—2, es decir, ;o ¢ Vi4;, contradiciendo
la eleccion de P. Ahora, sean x,z,,1 v zsrs.1 flechas disitintas de P con
0 <r < s<j—3tales que sus extremos estan en elementos no consecutivos
de V. Sin pérdida de generalidad supongamos que no hay otra flecha de este
tipo en x, 1 Pz, por la Propiedad B tenemos que x,11 € Vo y 25 € Viyjp)-2-
Por tanto x,,;Px, tiene longitud al menos [n/k] — 2, lo cual implica que
P tiene longitud j — 2 > [n/k] — 1, contradiciendo que j < [n/k] — 1. Asi
obtenemos que j — 1 < d(V;, Viy;).

La segunda desigualdad se cumple, pues P = vgvgq1)k - - Ui+j)k €S una
trayectoria de longitud j, donde i + s es considerado (mod [n/k]) para cada
0 < s < j,ylos vértices extremos de PP pertenecen a V; y V;; respectivamente
(por la definicion de V). [ |

Proposiciéon 2.3. Sea P = zoxy ...z una trayectoria en C,([k]) tal que
zo,xr € Vi, 1 € Vj con i # j, entoncest > [n/k] — 1.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que P es una tra-
yectoria de longitud minima con tal propiedad. De la Propiedad A se sigue
que j € {t+1,i+2}. Sij=1i+ 1, entonces d(V},V;) > [n/k] — 2, es decir,
x1Px,; tiene longitud al menos [n/k| — 2. Por otro lado, si j = i+ 2, entonces
i=[n/k] —2y j=0. Porlo cual cada flecha de x; Pz, tiene sus extremos
en elementos no consecutivos de V o en el mismo elemento, esto implica que
x1 Pz, tiene al menos un vértice en V. para cada r # [n/k] — 1. Por tanto la

longitud de 1 Px; es al menos [n/k| — 2. En cualquier caso obtenemos que
t>In/k] —1. [ ]

Observemos que para cada par de vértices v; y v; en C,([k]), por el al-
goritmo de la division se tiene que existen tnicos 0 < t < [n/k] — 1y

0<s<k—1tales que j —1 =tk + s. Claramente, v;C(x)VittkCls)Vigthts
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es un a v;v;-trayectoria que tiene ¢ k-saltos y 1 s-salto, es decir, es una v;v;-

geodésica, de lo cual se sigue que

o ) t sis =0;
Vi, Vj) = .
! t+1 sis#0.

Proposiciéon 2.4. Sea 2 < k < n —2 tal que n = ak + b, donde a € N y
0<b< k-1, entonces

a=[n/k| sib=0;
diam(Cy([k])) =< a=[n/k] -1 sib=1;
a+1=[n/k] sib#0,1

Demostracion. Claramente d(vg, v,—1) = didm(C,,([k])). Si b = 0, entonces
n—1=ak -1y v9Cr)Va-1)kVak—1 €S Una Vov,_i-geodésica de longitud
a = [n/k]; cuando b = 1, tenemos que n — 1 = ak y voC()var €s una
VoUs—1-geodésica, por lo cual d(vg,v,—1) = a = [n/k] — 1. Por otro lado, si
b # 0,1, se tiene que voCk)VakVak+b—1 €5 UNa Vov,_1-geodésica de longitud
a+1=[n/k]. |

Ahora, ya que han sido establecidas las propiedades anteriores de la par-

ticion V), asi como el diametro de la digrafica C,([k]), procederemos a ver

que re(Cy([k])) = sre(Cu([k]) = [n/k].

Demostracion del Teorema 2.1 Definamos una [n/k]-coloracién p tal
que v;v; € p~i(r) si v; € V, para cada 0 < r < [n/k] — 1. Notemos que
todas las flechas que salen de los primeros k vértices tienen color 0, todas las
flechas que salen de los siguientes k vértices son de color 1 y asi sucesivamen-
te, hasta que las flechas que salen de los tltimos n — ([n/k] — 1)k vértices

tienen color [n/k]| — 1.
Sea v;,v; € V(D) con j = i+tk+s para algin 0 < t < [n/k] —1y algin
0<s<k—1 Sid(v,v;) <[n/k]—1, entonces P = v;C(x)V;i4tkVitthts €5 UN

arcoiris, pues todos los vértices cuyo exgrado en P es igual a 1 pertenecen a
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distintos elementos de V. Ahora, supongamos que d(v;,v;) = [n/k], entonces

t=[n/k] —1y s> 0. Considermos las siguientes v;v; 4 s-geodésicas:

P = 'UiC(k)UiJr([n/k]fl)kviJr((n/lﬂfl)kJrsv

Q = vV sClr) Vit ([n/k]—1)k+s-

Claramente las secciones v; Pviy(fn/k]—1)k Y VitsQUit([n/k]—1)k+s SON arcoiris,
pues ambas son geodésicas de longitud [n/k] — 1. Si P y @ no son arcoiris,
entonces por la Proposicion 2.3 se tiene que los vértices v;, Vit (fn/k)—1)k> Vits
Y Vit ([n/k]-1)k+s €stan todos en el mismo elemento de V. Dado que la trayec-
toria v; Pviy (rn/k]—1)k tiene [n/k] vértices, hay una tnica flecha v p Vit (ry1)k
para algin 0 < r < [n/k] — 2 tal que sus extremos estan en elementos no
consecutivos de V, por lo cual vi,p € Vinjk—2 ¥ Vit 41k € Vo. Esto implica
qUE Vs, Vit ([n/k]—1)k> Vitss Vit ([n/k]-Dk+s € Vin/k]—2-r, PUes, por la Propiedad
B, toda flecha en v; Pv; ., tiene sus extremos en elementos consecutivos de V.
Ademas, dado que viys € Vi k—2—r, se tiene que vi it s € Vipyi)—2, entonces
Vit(r+1Dk+s € Vo, por lo cual toda flecha en vy (1 1)k4+sQUit(fn/k]-1)k+s tiene

sus extremos en elementos consecutivos de V), de nuevo por la Propiedad B.

Observemos que vp,—1 € N (Vi) N N7 (Vig(r41)k+s) ¥ consideremos la
trayectoria P’ = v; P;kUy—1Vit (r41)k+s QUi ([n/k]—1)k+s» la cual tiene longi-
tud igual a r + 2 + [n/k] — (r + 2) = [n/k]. De esta forma, P’ es una
UV s-geodésica donde, por construccion, cada flecha tiene sus extremos
en elementos consecutivos de V. Entonces P’ es un arcoiris, y por tanto
src(Cu([k])) < [n/k].

Recordemos que n = ak 4+ b donde a € Ny 0 < b < k — 1. Para probar
que [n/k] < re(Ch(lk])) tenemos dos casos. Si b # 1, por la Proposicion
2.4, se tiene que [n/k| = diam(C,([k])) < rc(Cn([k])). Si b = 1, entonces
a = [n/k] —1 = didm(C,([k])) < rc(Cy,([k])). Supongamos que py es una
a-coloracion por arcoiris de C,,([k]) y notemos que n y k son primos relativos
(pues si existe d € N tal que d | ny d | k, entonces (n — zk)/d € N, es decir,
1/d € N, por lo cual d = 1) lo que implica que C' = vgvj, . . . V(n—2)kV(n—1)kv0

es un ciclo de longitud n. Mas atn, para cada 0 < ¢t < n — 1 tenemos que
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Vi CVU(tayk €5 la tnica vyv(i4q)k-geodésica en Cy([k]) de longitud a. Notese
ademas que cualquier otra vy, v(4q)k-trayectoria tiene longitud al menos a+1,
por lo cual tiene dos flechas del mismo color. Por tanto v,,Cv(t4q), debe ser

un arcoiris que usa todos los colores de pg.

En particular, para voCv,; podemos suponer sin pérdida de generalidad
que VgV k € pgl(i) para 0 <4 < a— 1. Dado que v;Cv(q41)x €s un arcoiris
y los colores de las a — 1 flechas anteriores a v,,v(441)x han sido asignados,
entonces VapU(a+1)k € p~1(0). Asi, por argumento inductivo, es facil ver que
V(rati)kV(rati+1)k € pot(i) donde 0 < i <a—1,0<ra+i<n-—1 BEsto
nos dice que v,_1vg, vov1 € p~1(0), contradiciendo que v,_1)sCV_1)% €5 un
arcoiris, por tanto [n/k| < re(Cy([k])).

Concluimos que [n/k] < re(Cy([k])) < sre(Cyh([k])) < [n/k] para cada
2 <k <n-—2,es decir, re(Cy,([k])) = sre(Cu([K])) = [n/k]. |

A partir del resultado anterior, se deduce que, para cualesquiera n >4y
n/2 <k <n—2, los nimeros de conexion por arcoiris de C,([k]) son iguales
a 2, este es otro ejemplo de una familia de digraficas arbitrariamente grandes

con tal propiedad.

Ahora, estudiaremos a las digraficas circulantes con dos generadores, es
decir, C),({a1,a2}) donde a; y as son elementos distintos de 1,2,...,n — 1.
Ademaés, para simplificar la notacion, escribiremos C,, (a1, as) en lugar de
C,({a1,as}). En particular, nos enfocaremos en el caso cuando al menos
uno de los generadores es primo relativo con n. Los resultados presentados a
continuaciéon pueden ser consultados en [19)].

n

Proposicion 2.5. Si (a,n) =1 y ab; = aby, entonces by = b,

Proposicion 2.6. Si by, by, ..., b, es un sistema completo (reducido) de resi-
duos (moéd n) y (a,n) = 1, entonces aby, aby, . .., ab, es también un sistema

completo (reducido) de residuos (mod n).

=

Proposicion 2.7. Si (a,n) = 1, entonces ax 1 tiene exactamente una

solucion en Z,,.
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Figura 2.1: Ejemplos de coloraciones en el Teorema 2.1.

Estas proposiciones implican que, si (a;,n) =1y b € Z, es la solucion de
= 1, entonces Cy (1, bas) = Cy(aq, as), es decir, si al menos un generador
es primo relativo a n, basta estudiar a las digraficas circulantes del tipo
Cn(1,k) donde 2 < k < n — 1. Dado que los casos k = 2,n — 1 han sido

establecidos en el Lema 2.1 y el Teorema 1.20, podemos enfocarnos al caso

3<k<n-2.

Teorema 2.8. Si C,(1,k1) y C,(1,ky) son digrificas circulantes tales que
ki ks > 2y kiky = 1, entonces re(Co(1,ky)) = re(Co(1,ky)) y también

sre(Cn(1, k1)) = sre(Cr(1, ka)).
Demostracion. Dado que C,(1,k;) = C,(1, k2), se obtiene el resultado. W

Corolario 2.9. Para cualesquiera n > 3 y k > 2 se cumple:

(1) re(Cy(1,2)) = sre(Cy(1,2)) = [n/2].

(77) re(Copr1(1,k+ 1)) = sre(Copsa (L, k+ 1)) =k + 1.
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Demostracion. El primer inciso, es el caso £ = 2 del Teorema 2.1. Para

(41), simplemente combinemos (i) con el Teorema 2.8. |

Ahora, para cualesquiera v;,v; € V/(C,(1,k)) tenemos que
d(v,v;) =min{r +s|rk+s=j—i; r,s >0}

Notemos que, dados r,s > 0 tales que r + s = d(v;,v;) y rk + s = i
se tiene que s < k, de lo contrario (r + 1) + (s — k) < r + s, entonces
(r+1)k+ s —k = j — i, contradiciendo que 7 4 s = d(v;, v;). De esta forma,
definimos al conjunto ©F (i, j) :== {(r,s) | rk+s=j—i; r,s > 0; s < k},
por lo cual d(v;,v;) = min{r + s | (r,s) € D (i,5)}.

Teorema 2.10. Para k > 2 se cumple:

(1) re(Co(1,k)) = sre(Co(1, k) = k.

(17) re(Cop(1,E+ 1)) = sre(Cox(1,k+ 1)) = k.

Demostracion. Consideremos la particion V = (Vp, ..., Vi_1) sobre el con-

junto de vértices, de forma que V, = {v,, v, } para cualquier 0 <r < k— 1.

Primero probaremos (7). Consideremos v; y v; vértices de Cy(1, k), por

el algoritmo de la division tenemos que j — i Z p(n/2) +qdonde 0 < p <1

vy 0 < q < k. Bs claro que ©"%(i,j) = {(2t + p,q) | t > 0}, por lo cual
d(vi,vj) = p+q. Asi k = didm(Ca,(1,k)) < rc(Cax(1,k)). Por otro lado,
definamos a la k-coloracion p tal que wu' € p~'(r) si u € V,. Dado que
P = v;C(1)VitqUispk+q €5 una vvj-geodésica y los vértices v;, viq1, ..., Vigg
estan en distintos elementos de la particion V), entonces P es un arcoiris. Por
lo tanto src(Coy (1, k)) < k, obteniendo asi la igualdad.
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Figura 2.2: Ejemplos del Teorema 2.10 cuando k = 3, 4.

Para probar (ii), observemos que N*(u) =V, para cada u € V,, donde
r + 1 es considerado (mod k). Mas atin, si ugujusg . .. us s una trayectoria
tal que uy € V,, entonces u; € V,4,. Por lo cual, si v; # v;, tenemos que
d(vi,v;) =t £ j—idonde 1 <t < k. Por tanto didm(Cox(1,k + 1)) = k.
Ahora, consideremos la k-coloracion p tal que uu’ € p='(r) siu € V, y sea
Ul - . . Us Una trayectoria tal que ug € V, donde s < k, entonces w;u;11 es
de color » + i. Dado que s < k, todas las flechas de la trayectoria tienen
distintos colores, entonces cualquier trayectoria de longitud a lo mas k es un
arcoiris, en particular, toda geodésica es un arcoiris. La segunda igualdad se

sigue de lo anterior. |

Ahora, procederemos a estudiar las distancias y los didAmetros en las cir-

culantes C,, (1, k) tales que n es suficientemente grande respecto a n/k, lo cual
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usaremos como herramienta para determinar los nimeros de conexidad por
arcofris. Asimismo, cabe sefialar que la conversa de la siguiente proposicion

siempre es cierta, sin importar el valor de k.

Proposicién 2.11. Sea k < n/2 y sean (q,7), (¢,7") € D% (i, 7). Si gk +r =
¢k +1', entonces (q,r) = (¢',r').

Demostracion. Sea z = gk +r, por el algoritmo de la divisiéon ¢ y r son los
tinicos enteros tales que (q,7) € DF(4,7), es decir, si gk +r = ¢’k + 1" = z,

entonces (¢,7) = (¢, 7). |

Siry k son enteros positivos, por el algoritmo de la division, existen tinicos
a,b > 0 tales que b < ky r = ak + b. De aqui en adelante denotaremos
a tales nimero por a,; y b, respectivamente, o simplemente por a, y b,
cuando no haya lugar a confusion. Notese que a, = [n/k|. Observemos que
para cualquier par de vértices v; y v; en C,(1, k) se tiene que (aj_; %, bj—ix) €
©%(i,) donde j — i es considerado (mo6d n). También, notese que (por la
simetria de cualquier digrafica circulante) para cualesquiera vértices v; y v;
se cumple que d(v;, v;) = d(vo, vj_;), es decir, basta calcular la distancia de v
hacia cualquier otro vértice para determinar el diAmetro de dichas digraficas.
A continuacién probaremos algunos resultados referentes a las distancias y

el diametro dentro de las digraficas circulantes.

Proposicion 2.12. Sea v; € V(C,(1,k)), entonces d(vy,v;) # a; + b; si y
sdlo si d(vo,vy,) # b;.

Demostracién. Para probar la suficiencia, sea (¢,7) € ©F(i,j) tal que
d(vo,v;) = q+r < a; + b;, entonces gk +r = i + tn para algin t > 0,
es decir, ¢ > a;, por tanto (¢ — a;)k + 7 = y q —a; + 1 < b;, de esta forma

d(vo, vp,) < b;. La necesidad del enunciado es analoga. |

Proposicién 2.13. Sia, > k — 1, entonces d(vg,v;) = a; + b;.
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Demostracion. Por la proposicion anterior, basta probar que d(vg,v;) =i
para cada i < k. Sea (¢,7) € D¥(i,0) con ¢ # 0, dado que gk +r = i+ tn
para algin ¢t > 0, entonces se tiene que ¢ > a, > k — 1 > i, de lo cual se

deduce que d(vg,v;) = i. [ |

Proposicion 2.14. Sia, > k — 1, Entonces diam(C,(1,k)) = a, + k — 2.

Demostracion. Por la proposicion anterior d(vg, v;) = a; +b; y observemos
quen—b,—1=a,k+b,—b,—1 = (a,—1)k+k—1, esdecir, a,—1 = a,_p, 1
Y bup,—1 = k — 1, por lo cual d(vy,vn_p,—1) = an + k — 2. Ahora veremos
que d(vo,v;) < d(vg, Un—p,—1) para toda 0 < i < n. Primero, sii <n—b, —1,
entonces es claro que a; < a, — 1y b; < k — 1, por lo cual se cumple la
afirmacion. Por otro lado si ¢ > n — b, — 1, notemos que b; < k — 2, de lo
contrario b; = k — 1, lo cual implica que i = a,k + k — 1 > n, contradiciendo
que 7 < n. Ademaés a; = a,, por lo cual a; + b; < a,, + k — 2. Concluimos que
diam(Cy(1,k)) = a, + k — 2. [ |

Para simplificar el desarrollo en los siguientes resultados, dada una digra-
fica circulante de n = a,k vértices, también denotaremos al vértice v; por
(a;,b;) (del algoritmo de la division se sigue que ésta es una correspondencia
biyectiva). A continuacion establereceremos una cota superior del nimero de
arcoiris para las circulantes C,,(1, k) donde k | n, para después determinar el

nimero exacto de ambos niimeros de arcoiris en el caso k | n con a, > k — 1.
Proposicion 2.15. Sea C,(1,k) una digrdfica circulante donde n = a,k y

a, > 3, entonces re(Cy(1,k)) < a, +k — 1.

Demostracion. Primero, definamos V, = {u; | (r — 1)k < ¢ < rk} para

cada 1 <r < a,, y sea p una coloracion sobre C,(1, k) tal que

r siu; € Veyu; ¢ Vi
pui, uj) = . .k
ap+s sit+1=75y7=s.
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Ahora, sean v; y v; vértices distintos de la digréafica y consideremos a
la trayectoria P = viC(k)vHa];ikC(l)vj, la cual es claramente un arcoiris,
pues por la definicion de p se sigue que las trayectorias v;C(x)Viya, ;& ¥
Vita,_;kC1)v; son arcoiris cuyos colores estan en los conjuntos {1,2,...,a,}

vi{a,+1,a,+2,...,a, +k — 1} respectivamente. |
Teorema 2.16. Sin = a,k con a,, > k — 1> 2, entonces

sre(Cn(1,k)) = re(Cp(1,k)) = a, + k — 2.

Demostracion. Dado que src(Cy(1,k)) > didm(C,(1,k)) = a, + k — 2,
basta encontrar una coloracién fuerte por arcoiris que use a,, + k — 2 colores
exactamente. Consideremos a V = {Vi,...,V,, } la particion de V(C,(1,k))
tal que V, = {(r,s) | 0 < s < k—1} para 0 < r < a,. Definamos la
(an + k — 2)-coloracion p tal que para 0 < r < a, — 1:

» (r,s)(r+1,s) € p~!(r) para cada k-salto.

= Sir >k — 2, entonces
> (7,0) (7, 1), (r,k=1){r+1,0) € p~!(r);
> (r, i) (rj+1)€epHa,—1+7), paral <j<k—2.

» Sir<k— 2, entonces
> (rk=2=r)(rk—1=r)ep ()
> (rg)(rj+1)€p ap+1+r+j), sij<hk—2—r
b (1) (rj+1)€pHan+14+j—k+r), sij>k—2—r.

Ahora, sean (r,s) y(r’,s") vértices distintos de C,,(1, k). Exhibiremos un
arcoiris P que conecta tales vértices, considerando los siguientes casos:

Caso 1. r # r'. Entonces

p_ (r,s)Cuy (1',s)Cay (r',s") sis < ¢
B (r,s)Cuy (r' —1,5)Cpy (1, 5") sis’ < s.
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Caso 2.7 =71".5is < s,sea P = (r,s)Cu(r,s"). Por otro lado, si

s’ < s, entonces tenemos dos subcasos:

Subcaso 2.1. (r,t)(r,t+1) ¢ p~!(r) para cada t < s’. Entonces consi-
deramos P = (r,s) Cuy (r —1,5) Cay (7, 5").

Subcaso 2.2. (r,t)(r,t+ 1) € p~!(r) para algin ¢t < s'. Notese que ¢
es Unica, por la definicion de p. Asi definimos

P (r,s)Cuy(an —1,5)C1y(0,8") Ciy (1, 5") sir>k—2;
(r,s)Cuy(k—2—5,8)Cy(k—1—15,8)Cpy(r,s") sir<k-—2.

En cualquier caso, el nimero de k-saltos de P, digamos py, es a lo mas
a, — 1 y su nimero de 1-saltos, digamos pi, es a lo méas k — 1, entonces, por
la Proposicion 2.13, P es una geodésica. Observemos que, en el Subcaso 2.2,
a, — 1 colores ocurren en PN Cy), es decir, existe algiin ¢t < a,, que no ocurre
en tal digrafica. Mas atn, los colores t,a,,a, + 1,...,a, + p; — 2 ocurren en
PN Cqy. En cualquier otro caso, los colores 7,7+ 1,...,r +p, — 1 (mo6d ay)
ocurren en PN Cyy y PN Cy tiene p; colores en {7 +py, ay, a, +1,. .. an +
k — 2}. Por tanto, en cada caso P es arcoiris. |

Teorema 2.17. Para k > 3 se cumple que

src(C—1)2(1,k)) = rc(Clr_1)2(1, k)) = 2k — 4.

Demostracion. Dado que Cy(1,3) = a, el caso k = 3 se sigue del Teorema
1.20. Para k > 4, sea n = (k—1)2, entonces n = (k —2)k + 1. Ademas, k —1
y k son primos relativos, entonces C(;) es un ciclo. Ahora, verificaremos que
d(vo,v;) = i para i < k. Sea (p,q) € DF(0,4), entonces pk + ¢ = tn + i para
algtin t > 0. Si t = 0, entonces ¢ = ; en otro caso ¢t < k — 1 < p. Por tanto
p+q > 1, es decir, d(vg, v;) = i. Concluimos que diam(C,(1,k)) = 2k — 4.

Consideremos a V = {1}, ..., Vi_1}, una particion de V(C,(1,k)), donde
Vi ={(r,s) | 0<s<k—2} para 0 <r < k— 2. Ahora, definamos la

(2k — 4)-coloracion p tal que para cada r:
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Cy(1,4)

Figura 2.3: Ejemplos del Teorema 2.17.

(a) El k-salto que sale de (r,s) tiene color r, donde 0 < s < k — 1.
(b) Las flechas (r,0) (r,1)y (r,k—2)(r+1,0) tienen color r.

(c) La flecha (r,s)(r,s+ 1) tiene color k — 2 + s, para s # 0,k — 2.

Primero, notemos que toda trayectoria de longitud a lo mas £ — 1 en
C) es un arcoiris. Ahora, sean v; = (r,s) y v; (r',s") vértices distintos,
por la observaciéon previa tenemos que d(v;,v;) = a;_; + b;_;, donde j — i
es considerado (mod n). De aqui en adelante, cuando un vértice (t,¢') sea
mencionado, los nameros t y ¢’ seran considerados (mod a,) y (moéd k — 1)

respectivamente. Consideremos los siguientes casos:
Caso 1.1 #1r'.

Subcaso 1.1. b;_; < k—1 o0 s # 0. Consideremos a la trayectoria
P =(r,s)Cu (r",s")Cq(r',s"), donde (r,s) Cu (r",s") tiene longitud
aj—; y (r",s")Caqy(r',s") tiene longitud b;_;.

Subcaso 1.2.b;,_;, =k —1y s =0. Entonces

p— (r,s)Cuy(r',s") sia;_; = 0;
(r,s)Cuy (' =3,k =2)(r'=2,0)(r" = 1,1)C1y(r',0) sia;—; > 0.
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Observemos que, si a;_; = 0, entonces (k — 1)k =k — 1, por tanto P es una

v;vj-geodésica.

Caso 2. r =1'. Si s < s, entonces (r,s)Cp(r',s"). Por otro lado,

cuando s’ < s consideramos los subcasos:
Subcaso 2.1. b;_; = 0. Entonces P = (r,s) Cy) (1,5 ).
Subcaso 2.2. b;_; # 0. Notese que s’ < b,_;.
Subcaso 2.2.1. s’ # 0. Entonces

P=(rs)Cu(r—2k=0b_;+s—1)Cuq(r—10)(r,1)Cau(rs).

Subcaso 2.2.2. s = 0. Entonces P = (r,5) C() (r—1,k—=b;j_;) C(1) (7,0),
cuando b;_; # k—1. De lo contrario b;_; = k—1, y consideramos la trayectoria
P=(rs)Cu(r—3k=2)(r—2,0)(r—1,1)Cq(r,0). [ |

Corolario 2.18. Para r > 1, se cumple sre(Ciyp2(1,7* + 1+ 1)) = 2r.

Demostracion. Basta considerar el caso k = r + 2 en el teorema anterior

y observar que

(rPP+r+Dr+2) = P 4+r24+r+2r° 4 2r +2
= P4+ 3 +3r+2
= (r+1)°+1
= 1 (mod (r +1)%).

De esta forma C,y1y2(1, (r +1)* —r) = Cipqy2 (1,7 + 2). |
Ahora, estableceremos los ntimeros de conexion por arcoiris de las digraficas

circulantes C,(1, 3). En los siguientes dos lemas estudiamos el caso (n,3) = 1,

donde debe notarse que C(3) es un ciclo y a, = [n/3].

Lema 2.19. Paran >4 conn 2 1, entonces src(Cy(1,3)) < [n/3] + 1.
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Demostracion. Primero notemos que el caso n = 4 es consecuencia del
—
Teorema 1.20, pues C4(1,3) = Cy4. Ahora, si n > 7, entonces n = 3a,, + 1, es

decir, a,, > 2. De esta forma, por las proposiciones 2.13 y 2.14, obtenemos
que didm(C,(1,3)) = |n/3] + 1. Consideremos la (a,, + 1)-coloracion p tal

que:
(1) Para cada 0 <r < a, — 1, se le asigna el color r a las flechas vs,v3, 3,

U3r+1U3r+4, U3r42U3r+5, U3rU3r4+1 Y U3r42U3r43-

(1) p~H(an) = {vssr1V3512 | 0 < 8 < @ — 1} U {vn 100, Up_102}.

Claramente toda trayectoria PP C C(3) de longitud j < a, es una geo-
désica donde j colores ocurren ciclicamente, dichos colores estidn contenidos
en 0,1,...,a, si v,_1v3 € A(P), o bien, contenidos en 0,1,...,a, — 1 si
V12 ¢ A(P). Entonces para cada par de vértices v; y v;y3; con j < a,

se tiene que la geodésica P = v;C(3)v;13; es un arcoiris. Para v; y vjy3j41

donde j < a,, veremos que la geodésica v;C(3)vi43;Vit3j41 €S un arcoiris,
primero noétese que en v;C(3yv;43; ocurren j colores consecutivos, a saber
r,r+1,...,7+ 7 — 1 considerados (mod a,,) cuando v,_jvs € A(P), o bien,

si v,_1v9 & A(P), se consideran (mod a,, — 1), y también observemos que:

3
. -1
= 1, entonces Vi43jVi+3j+1 cp (an),

si Vi+3j; = Un—1 O 1+ 3]
.. . 3 .
sii+3j =0y viysj # Un_1, entonces v;y3;v;43j41 € p~ 1 (r + j), donde

—1);

>
r+ j es considerado (mdd a,
2, entonces v;13;vi13j11 € p 1 (r+7), con r + j (mod ay).

.. .3
sii+ 37 =
En cada caso el color asignado a v;43;v;13;41 no ocurre en v;C(3)v;43;, entonces

P es un arcoiris geodésico.
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Vg /O\ U1 Ugo/ \"ov1
f)\ﬁ/@ N
Us O O V2 X éi
UGO 01)4

O—>O0O

\040//\\6{ \o/
07(173) 010(173)

Figura 2.4: Ejemplos de coloraciones para el caso n = 1 (mod 3).

Finalmente, para todo par de vértices v; y vi;3j42 con j < a, veremos
que la geodésica P = v;C(3)Vi43jVi+3j4+1Vi+3j+2 €s un arcoiris. Como el caso
anterior, hay j colores consecutivos que ocurren sobre v;C(3)v;43;, a saber

r,r+1,...,7+ 7 — 1, ademas

.. .3 .
» sii+3] =0y viy3j # Un_1, €NLONCES V; 435013541 Y Viy3j41Viy3542 tienen

colores r + j (mod a, — 1) y a, respectivamente;

) .. 3 )
P Slv;43; = Up—q 01+37 = 1, entonces v; 13043541 Y Vit3j+1Vit3j42 tlenen

colores a, y r + j (mod a, — 1);

.. .3 . .
> sii+3j =2, entonces v;43;Viy3541 Y Vitsj+1Vits;+2 tienen colores r + j
yr+j+1 (mod a,).

De nuevo, en cada caso, los colores de v;13;Vi13j11 ¥ Vit3j+1Vit3j4+2 DO OCU-

rren sobre v;C3)v;435, por tanto P es arcoiris geodésico. Por tanto p es una

coloracion fuerte por arcofris. |
Si s = (ay,as,...,a,) es una sucesion y k < n, se denota por s* a la
subsucesion de los primeros k elementos de s, es decir, s* = (ay, as, ..., a).

Sea p una coloracion sobre una digrafica D y sea P C D una trayectoria, se

denotara por p|P] a la sucesion de colores de las flechas de P.
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Lema 2.20. Sin > 11 conn = 2, entonces src(Cy(1,3)) < |n/3] + 1.

Demostracion. Definamos la (a, + 1)-coloracion p tal que

(1) A las flechas vivy, v109, Vov3, UsUg ¥ Vp—_2U,—1 se les asigna el color 0.

(17) Paracadal <r < a,—3, se les asigna el color r a las flechas contenidas

en el conjunto

{vivigs | 1 =3r — 1,3r,3r + 1} U{vvi41 | 1 = 3r +1,3r + 3,3r + 5}.

(7ii) El color a, — 2 es asignado a las flechas del conjunto

{vivizs |i=n—-9,n—8n—-T}U{vv |i=n—"T7,n—->50}

(1v) Las flechas v,,_gVUp_3, Vn—4Un_1, Un_2V1, Up_4Vpn_3, Un_10g ¥ V23 tienen co-

lor a, — 1.

(v) Se les asigna es color a, a las flechas v, _5v,_2, Vy_300, Up_1V2, Up—305_2

Y U3V4.

De la definicion de p, se sigue que la sucesion de colores de Csy (iniciando en
vo) es (0,1,...,an, — 2,an,a, —1,0,...,a,,1,...,a,), y ademas, no hay dos
flechas consecutivas en C(;y con el mismo color. Entonces, para 0 <i < n—1,
las siguientes geodésicas son arcoiris: v;vViy1, Vivit10ir2 ¥ V;C(3)viq3; donde
1<j<ay Parav; y viyzjy1,con0<i:<n—-1y1<j<a,, consideremos

los siguientes arcoiris:

(a) Sit=001i=3s+2cons < a,—2, entonces P = 0;0;430;+4C(3)Vi13j11,
donde la sucesion de colores de P es (0,a,,1,2,...,a, — 1)/ sii =0,
o bien, (s+1,8,s+2,s+3,...,a, — 2,an,a, — 1,0,1,...,s — 1)7*1
cuando 7 # 0.
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(b) Sii =n—3,n—20i=23s+1conl <s < ay,sea P = v0,4103)viq3511,

donde
(an,a, —1,0,1,... a, —2)7! sii=mn—3;
Pl = 0,an,1,2,...,a, —1)7! sii=n-—2;
r (@, —1,0,1,...,a, —2,a,) ! sit=n-—1;
(s,s+1,...,a,,0,1,...,8— 1)’ en otro caso.

(c) Sii=3sconl<s <a,—1,entonces P = v,C3)0;43;Viy3j+1 Si J 7# an,

oP= vileC(g)ngjH si ] = Qp, donde

(a,,1,2...,a,—1)7 " sii =3y j# ay;
p[P]=<(s—1,s,...,a,,0,1,...,5=3)7"! Sii# 3y JF# ap;
(s,s+1,...,a,—2,a,,a,—1,0,1,...,s—1) en otro caso.

(d) Cuando i = n — 6, consideramos la trayectoria P = v;0;430;14 si j = 1,
O bien, P = UZ'C(3)Ui+6’02‘+7C(3)U1‘+3j+1 si j 7é ]., donde tenemos que
plP] = (a, — 1,a,,0,1,...,a, — 2)’*1.

v

C14(1,3)

Figura 2.5: Ejemplos de coloraciones fuertes por arcoiris del Teorema 2.20.

Para v; y viy3j42, donde 0 <i<n -1y 1<j <a,— 1, consideramos

los siguientes arcoiris.
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(a)

(b)

Sii= 0, sea P = U0113714U5C(3)113j+2 donde

plP] = (0,an,1,2,...,a, —1)72

Sii=3sconl<s <a,—1, consideramos P = v3C3)v,,—2U,_10p Si

i =3y J=an, 0 P=10;0110;12C(3)Vi13j+2 en otro caso, donde

(1,2,...,a, — 2,a,,0,a, — 1) sii=3yj=ap;
plPl=14 (a,,1,2,...,a, — 1)/ sit=3y j# ay;
(s—1,8,...,a,,0,1,...,5—2)7" en otro caso.

Sii=3s+1con0<s < a,— 2, entonces P = 0;0;410;420(3)Vit3j42
donde p[P] = (0,a, — 1,1,2,...,a, — 2,a,)" " si i = 1. Por otro lado,
plP] = (an — 2,an, — 3,an,a, — 1,0,1,....a, —4)"2 sii =n—7. En

cualquier otro caso

plPl=(s,5—1,8+1,54+2,...,a, —2,an,a, —1,0,1,...,5—2)7%2

Sii=3s+2cons<a,—1yj#a,—1,sea P =v;0;41042C3)Vit3j42
donde

(a, —1,a,,1,2,...,a, —2)7T2 sii=2;
pl[Pl=4¢ (0,1,...,a, —1)7*2 sii=5;
(s—1,8,...,an,1,2,...,5—2)7" en otro caso.
Sii =3s+2cons <a,—1yj = a, — 1, consideramos los si-
guientes casos. Si ¢ = 2, entonces P = v3C(3)v,_3Vp,_20,—1 donde

plP] = (1,2,...,a,,0). Sii =n — 6, sea P = v, V30001020 (3)Vn—9
donde p[P] = (a, — 1,a,,a, —2,0,1,...,a, — 3). En otro caso, sea
P = 0;0;430;14C(3)Vit3j4+1Vit3j+2 donde para i = n — 9 se tiene que
p[P] = (an — 2,a, — 3,an,a, —1,0,1,...,a, —4), o bien, en otro caso
plPl=(s+1,s,s+2,s+3...,a, —2,an,a, —1,0,1,...,5s —1).
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(f) Sii=n—4,n—-3,n—2,n—1, entonces P = 0;0;410;440;+5C(3)Vit3j42

donde
(an — 1, ap,an —2,0,1,....a, —3)72 sii=n—4;
DIP] = (an,an—1,0,1,...,an—2)j+2' sii=mn—3;
0,an,an —1,1,2,... a, —2)I2 sii=mn—2;
(an —1,0,an,1,2,...,a, —2)72 sii=n-—1.

En cada caso P es un arcoiris geodésico entre sus extremos, por lo cual p

es una coloracion fuerte por arcoiris. |

Con lo desarrollado al momento, s6lo queda determinar src(Cy, (1, 3)) para
el caso n = 8. En el siguiente lema se establece tal parametro, pero omiti-
remos la prueba por el momento, debido a que su longitud resta fluidez al
camino que nos lleva al resultado buscado. Bastara por el momento mostrar
en la Figura 2.6 un ejemplo de una 4-coloracion por arcoiris fuerte de Cg(1, 3).

De cualquier forma, dicha demostracién puede consultarse en el Apéndice.

Lema 2.21. r¢(Cs(1,3)) = sre(Cs(1, 3)) = 4. |

Cs(1,3)

Figura 2.6: Una 4-coloracion fuerte por arcoiris de Cy(1, 3).
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Teorema 2.22. Para n > 4 se cumple

re(Co(1,3)) = sre(Ca(1.3)) :{ n/8] 2 sin =358

In/3] +1 en otro caso.
Demostracion. Primero, observemos que C5(1,3) = C5(1,2), entonces por
el Teorema 2.9 obtenemos rc¢(C5(1,3)) = src(Cs(1,3)) = 3. El caso n = 8
ha sido establecido en el lema anterior. El caso n = 0 es consecuencia del
Teorema 2.16. Paran = 1,2 donde n # 5, 8, los lemas 2.19 y 2.20 implican que
sre(Cr(1,3)) < [n/3]4+1. Ademaés rc(Cy(1,3)) > didm(C,(1,3)) = |n/3]+1,

a partir de lo cual el resultado se sigue. |

Corolario 2.23. Para k >1
(1) re(Cspr1(1,2k + 1)) = sre(Cayq (1,2k + 1)) = k + 1.

k+2 sik=1,2;
(17) re(Cspaa(1, k4+1)) = sre(Cspaa(1, k+1)) { +2 s .2

k+1 en otro caso.

3k+1

|I|+

Demostracion. Dado que 3(2k+1) 3(l€+1)
2.8 y 2.22, el resultado se sigue. |

1, por los Teoremas

Vale la pena observar que en los resultados vistos hasta el momento se
ha establecido la igualdad entre los nimeros de conexidad por arcoiris en las
circulantes correspondientes. A continuacion, estableceremos soélo el niimero
de conexidad fuerte por arcoiris para las circulantes del tipo C,,(1,n — 2) con

n par.

Lema 2.24. Sea n > 5, entonces diam(C,(1,n —2)) = |n/3| + 1.

Demostracion. Sin =0 (mo6d 3), notemos que hay exactamente dos v;v,, /3-
geodésicas para cada i, a saber, v;C(1)Viy(n/3) ¥ ViC(n—2)Vit(n/3)- A partir de lo
anterior, es facil verificar que d(v;, Vit (n/3)41) = (n/3)+1. Por otro lado, cuan-
do n =1 (mod 3), entonces para cualquier i se tiene que v;C(,—2)Viy|n/3]+1

es la tnica v;v;q|n/3)+1-geodésica, la cual tiene longitud [n/3]. Por lo cual
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d(vs, Viy|ns3) +2) = |n/3] + 1. Finalmente, si n = 2 (mod 3), observemos que
0;C1)Vig|n/3)+1 €s la Gnica v;v;4|y/3+1-geodésica para cualquier 4, es decir,
d(vi, Vig|ns3j+1) = [n/3] + 1. Ademas, en cualquier caso, podemos observar
que d(v;,v;) < [n/3] 4+ 1 para cualesquiera vértices v; y v;. Concluimos que
digam(Cp(1,n —2)) = [n/3] + 1. [ |

Lema 2.25. src(Co,(1,2k — 2)) < k para toda k > 5.

Demostracion. Procederemos a definir una k-coloracion en Cy(1,2k — 2)
para dos casos distintos. Cuando k& = 2r + 1 con r > 2, entonces sea p;
tal que pi(vv;) = p, siempre que i € {p,p+ k} donde 0 < p < k — 1.
Por otro lado, si k = 2r con r > 3, consideramos a p; tal que p,'(p) =

{02p+11}2p+2, V2p+kV2p+-k+15 V2pU2p—2, U2p+1v2p—1} para cada 0 <p <k — 1.

Sean v;,v; € V(Cy(1,2k — 2)). Durante el resto de la prueba, el ntimero

j — i siempre serd tomado (mod 2k). Consideremos la trayectoria

'U,L'C(l)’l)j si j —1 S k/?),
" UrL'C(Qk_Q)Uj si j —1 é 0 y j —1 < k’/B,

Es claro que P, ; es un arcoiris bajo p,, con m € {1,2}. Supongamos entonces
que j — 1 21 yj—1i>k/3.51k=2r+1conr > 2 notemos que P,; =
0;C(2k—2)vj—1v; usa los colores 4,1 —2, ... ,i—2s donde s = d(v;,v;) < k/3 <k
e i—2t es considerado mod k para cada 0 < t < s, por tanto P ; es un arcoiris.
Ahora bien, si kK = 2r con r > 3, entonces sea

po_ 0;0;—2V;i—1C(ak—2)v; sl i es par;
i = o
0;Clok—2)Vj—10; si 7 es impar.

En cualquier caso es facil verificar que F; ; es un arcoiris. Dado ademés que

P, ; es una geodésica, concluimos que sre(Co(1, 2k — 2)) < k. |
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Figura 2.7: C,,(1,n — 2) para 9 < n < 17.

Teorema 2.26. src(Cox(1,2k — 2)) > k para toda k > 5, k # 6.

Demostracion. Observemos que C(g,_2) es la unién ajena de dos k-ciclos,
sea C' uno de tales ciclos. Asi, cualquier (k — 1)-coloracion p asigna el mismo
color a al menos dos flechas a y b de C. Ahora, si kK = 2r +1 con r > 2,
notemos que a y b deben estar contenidas en una trayectoria v;Cv;,_1 para
algin 4, y notemos que dicha trayectoria es la tinica v;v;,,_1-geodésica en
Cor(1,2k —2) (pues k — 1 >r+ 1y d(vy,vipp—1) =7+ 1).

Anélogamente, si kK = 2r con r > 4, notemos que a y b deben estar
contenidas en una trayectoria v;Cv;,,_o para algin ¢, y notemos que dicha
trayectoria es la tinica v;v;,x_o-geodésica en Cox(1,2k—2) (pues k—2 > r+1
v d(v;, viyg—2) = r + 1). En cualquier caso, p no es una coloracion fuerte por
arcoiris, es decir, src(Co(1,2k — 2)) > k. |

Teorema 2.27. src(Coy(1,2k — 2)) = k para toda k > 2, k # 6.
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Demostracion. Los casos k = 2, 3,4 fueron probados en los Teoremas 2.9,

2.10 y 2.28 respectivamente. Mientras que para k > 5 tenemos los Lemas
2.26 y 2.25. [ |

Del teorema anterior se deriva que existen digraficas D tales que la dife-
rencia entre src(D) y didm(D) puede ser arbitrariamente grande, pues para
las circulante del tipo Cox(1, 2k — 2) su niimero de conexidad fuerte por ar-
coiris es igual a k, mientras que su didmetro es [2k/3| + 1. Ademas, dado
que rc(D) pertenece al intervalo definido por esa diferencia, se presenta el

siguiente problema.

Problema 2. Determinar si existenn >0y S C {1,2,...,n— 1} tales que
re(Cr(9)) < sre(Ch(9)).

En el siguiente teorema estudiamos los ntimeros de conexidad por arcoiris
en las circulantes C),(1,k), donde n < 10, que no han sido determinados

anteriormente.

Teorema 2.28. Sea D € {Cs(1,6),Cy(1,6),C1o(1,4)}, entonces se cumple
que src(D) = re(D) = 4.

Demostracion. Sea p una 3-coloracion de Cg(1,6), entonces hay (al me-
nos) dos flechas del mismo color en una trayectoria de longitud 3 contenida
en C(y), sin pérdida de generalidad supongamos que tales flechas estan en
vou1v2v3. Dado que cualquier otra vgvs-trayectoria tiene longitud al menos
4, entonces no hay wvgus-arcoiris, por lo cual r¢(Cg(1,6)) > 4. Por otro lado,
las digraficas Cy(1,6) y C1o(1,4) tienen didmetro igual a 4. Asi, en cualquier
caso tenemos que rc¢(D) > 4. Ademas, es facil verificar que las 4-coloraciones
de las digraficas presentadas en la Figura 2.8 son coloraciones fuertes por

arcoiris, por tanto src(D) = re(D) = 4 para cada D. |
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Figura 2.8: Coloraciones fuertes por arcoiris.

En la siguiente tabla presentamos los nimeros de conexidad por arcoiris
para digraficas circulantes del tipo C, (1, k) paran < 17 y k < 14. Por ejem-
plo, los primeras dos columnas se corresponden al Corolario 2.9 y Teorema
2.22 respectivamente, mientras que la diagonal superior se corresponde al
Teorema 1.20. El nimero aparece entre paréntesis cuando es igual al didme-
tro, y tiene un asterisco cuando sélo se refiere al ntimero de conexidad fuerte

por arcoiris, de lo contrario ambos niimeros son iguales.

En dicha tabla podemos observar un comportamiento simétrico en los
primeros niveles, el cual se rompe en el caso del nimero de conexidad fuerte
por arcoiris cuando n = 10, pues src(Cio(1,3)) = 4y sre(Cio(1,8)) = 5.

Asimismo, podemos formular los siguientes problemas.

Problema 3. Determinar si existen n > 10 y 2 < k < n/2 tales que
re(Cn(1, k) # re(Cr(1,n — k + 1)).

Problema 4. Determinar si para cualesquieran > 3 y2 < k <n —2 se

cumple que rc(Cr(1,k)) < re(Cryi(1,k)) 0 sre(Cr(1,k)) < sre(Cuya(1,k)).
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2 3 4 D 6 7 8 9 10 11 12 13 14

—
N
S—
.
N

)
(4) ()

5 04 4 5 4 @ 5 - - - -
1016 @) @ 6 6 @ 5 6 - - - - -
116 ) 4 6 6 - - - -
12.1(6) (5 ) (6) (6) 6 - - -
1317 (5 7 (5) T
14 | (7) (5) (5) (M) (7) ™ () -
15 | 8 (6) 8 8
16 | (8) (6) (6) (8) (8) (6) g*
1719 (6) (6) 9
18 109 (1) 9) (9

2.2. Cactus

Sea () una digrafica fuerte asimétrica con conjunto de vértices {uq, ..., u,},
se dice que @) es un cactus si toda flecha de () pertenece a exactamente un
ciclo dirigido. Esta seccion estara enfocada a la familia de digraficas cactus.
Primero, presentaremos un teorema de caracterizacion de esta familia y cier-
tas propiedades estructurales que cumplen las coloraciones por arcoiris en los
cactus. Luego, se establecerén cotas (inferior y superior) justas para el ntime-
ro de conexion por arcoiris de cualquier cactus, las cuales se daran en funcién
del orden y el namero de ciclos del cactus. Ademéas, mediante la estructura
formada por los vértices de corte, se caracterizard a las subfamilias que cum-

plen dichas cotas. Finalmente, se presentara una construccién para obtener
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un cactus de orden arbitrario cuyo niimero de conexién por arcoiris sea igual

a cualquier valor dado dentro del intervalo determinado por las cotas.

Recordemos, que un bloque de una digrafica es una subdigrafica ma-
xima por contencién con la propiedad de no tener vértices de corte. La
grifica de bloques de D, denotada B(D), es la grafica con conjunto de vér-
tices V(B(D)) = {B; | B; es bloque de D} y donde B;B; € E(B(D)) si
B; y Bj tiene un vértice en comtin. Ademés, dada una digrafica D con
A(D) = {ay,...,an}, la grifica subyacente de D, denotada por G(D), es
la gréfica tal que V(D) = V(G(D)) y E(G(D)) = {e1,...,en} donde la
arista e; tiene los mismo extremos que a; para 1 < i < m, y e; # e; para
i # j. Se dice que D es conexa si G(D) es también conexa, y x es un vértice
de corte de D si es a su vez un vértice de corte de G(D). A continuacion,

veremos una caracterizacion de las digraficas cactus.

Teorema 2.29. Sea () una digrdfica con n vértices y m flechas, entonces los

siguientes enunciados son equivalentes:

(I) Q es un cactus.
(II) Q es una digrdfica fuerte tal que todo bloque es un ciclo dirigido.

(I1I) Sea q el nimero de bloques de @), entonces Q) tiene una descomposicion

en ciclos dirigidos C,,, ..., Cy, tal que, para cada k = 2,...,q se liene

yqg=m-—n-+1.
(IV') Entre cada par de vértices de Q) hay exactamente una trayectoria diri-

gida.

Demostracion. [(I) = (II)] Sean @ un cactus, B un bloque de @ y C un

ciclo inducido de longitud maxima en B. Supongamos que C' # B, entonces
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hay una zy-trayectoria P en B tal que z,y € V(C) vy A(P)NA(C) = 2.
Por lo cual C'y yCx Py son dos ciclos distintos que contienen cada flecha en

yC'z, contradiciendo que () es un cactus.

[(II) = (LII)] Si @ cumple (/I), basta mostrar que ¢ = m —n + 1.
Procedermos por induccion sobre q. Si ¢ = 1, entonces () es un ciclo y
m —n = 0. Supongamos que el enunciado es cierto para cualquier cactus con
¢ — 1 bloques. Sean B un bloque terminal de ) y v € V(B) N K, notemos
que n(B) = m(B), pues B es un ciclo. Entonces Q' = Q — (B — u) es un

cactus con ¢ — 1 bloques, asi por la hip6tesis inductiva

g=m(Q)—n(@)+2=m—-—m(B)—(n—n(B)+1)+2=m—n+ 1.

[(IV) = (I)] Supongamos que @ cumple (IV) y que tiene una flecha uv
contenida en al menos dos ciclos distintos C'y C’. Entonces vCu y vC’u son

dos vu-trayectorias, contradiciendo la eleccion de Q).

Dado que las pruebas de (I) = (IV), (II) = (I) y (III) = (II) son

directas, el resultado se cumple. [ |

De ahora en adelante, siempre consideraremos un cactus junto con la
descomposicion en ciclos dada en el inciso (I11) del teorema anterior, es
claro que tal descomposicion es tnica, salvo por el orden de los ciclos. Dado
que hay una tnica trayectoria dirigida entre cualesquiera dos vértices de @,
entonces rc(Q) = sre(Q). Dados u,v € V(Q), se denotara por uQu a la tnica
uv-trayectoria en (). Ahora, notemos que por (IV), tenemos que para cada
flecha uv € A(Q) se cumple que @) — uv no tiene wv-trayectorias, es decir,
() — uv no es fuerte. Ademas, denotaremos por K al conjunto formado por
todos los vértices de corte de . También, por cada flecha a € A(Q) se

denotara por C(a) al ciclo dirigido que contiene dicha flecha.

El siguiente resultado se sigue a partir del teorema de caracterizacion

anterior.
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Proposicién 2.30. Sean Q un cactus y u € V(Q), entonces d*(u) = d~(u).
Mids ain, v € Kq si y solo si dt(u) =d~(u) > 1. O

Ahora definiremos una operaciéon de digraficas. Sea H una subdigrafica
de D. La contraccion de H en D es la digrafica D/H con conjunto de vér-
tices V(D/H) = {h} U (V(D) \ V(H)), donde h es un nuevo vértice que no
pertenece a D,y xy € A(D/H) siy sblo si una de las siguientes condiciones

se cumple:
(a) z,y € V(D) =V(H)y zy € AD),
(b) x=h,y# hyyze A(D) para alguna z € V(H),
(¢) x#h,y="hy zy € A(D) para alguna z € V(H).

En el siguiente lema usamos la contraccion aplicada solamente sobre una

flecha, pero mas adelante serd utlizada sobre subdigraficas méas complejas.

Lema 2.31. Sea p una coloracion por arcoiris sobre un cactus () y sea uv €
A(Q) donde u,v ¢ Kg, entonces |p~*(uv)] = 1. Mds ain, si uv ademds
estd contenido en un ciclo de longitud al menos cuatro, entonces rc(Q) =
re(Q/uv) + 1.

Demostracion. Sea a = uv con u,v ¢ Kg, y sea b = xy cualquier otra
flecha de @, sean C(a) y C(b) los ciclos que contienen a dichas flechas res-
pectivamente. Si C(a) = C(b), entonces p(a) # p(b) por (IV) en el Teorema
2.29. Por otro lado, si C'(a) # C(b), cada C(a)C(b)-trayectoria contiene un
vértice de corte w € V(C(b)), sin pérdida de generalidad w # x, entonces

uQy contiene ambas flechas, por lo cual p(a) # p(b) y |[p~(a)| = 1.

Ahora, sea h el nuevo vértice en @)/a. Definimos p, como la coloracion

inducida por p en Q)/a tal que

plzy) siz,y#h;
pa(zy) = § plvy) siz=h
plxu) siy=h.
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Claramente, p, usa un color menos que p, y cada arcoiris en () se corres-
ponde a un arcoiris en @)/a, entonces rc(Q) > re(Q/uv) + 1. Anélogamente,

obtenemos que r¢(Q) < re(Q/uv) + 1, completando el resultado. [ |

Del lema anterior se desprende que podemos restringir nuestro estudio en
cactus al suponer que los bloques terminales son ciclos de longitud 3, y donde
toda arista tiene al menos un vértice de corte como extremo. Ahora estable-
ceremos una condicién equivalente para que una coloracién en un cactus sea

coloracién por arcoiris.

Teorema 2.32. Sea p una coloracion sobre un cactus Q). Entonces, p es una
coloracion por arcoiris si y solo si para cualesquiera flechas distintas a y b
tales que p(a) = p(b), se cumple que C(a) # C(b) y toda C(a)C(b)-trayectoria
contiene las colas y solo las colas de a y b, o contiene las cabezas y solo las

cabezas de ambas flechas.

Demostracion. Primero, sea p una coloracion por arcoiris y sean a = uv
y b = xy con p(a) = p(b). Notemos que C(a) # C(b) pues cada ciclo en @
debe ser heterocromatico. Claramente, cada C(a)C(b)-trayectoria contiene
dos vértices w, € Kg NV(C(a)) y wy, € Ko NV(C(b)), no necesariamen-
te distintos. Afirmamos que w, y w, son las colas o las cabezas de a y b
respectivamente, de lo contrario sin pérdida de generalidad, sean w, # u y
wy # y, entonces uQy contiene ambas flechas a y b, contradiciendo que p es

una coloracién por arcoiris.

Por otro lado, supongamos que p es una coloracién donde para cualquier
par de flechas a y b con p(a) = p(b), entonces C(a) # C(b) y toda C(a)C(b)-
trayectoria contiene las colas o contiene las cabezas de ambas flechas. Ahora,
supongamos que p no es una coloracién por arcoiris, entonces existe una
trayectoria P que contiene dos flechas uv y xy del mismo color. Por hipotesis
tenemos que C'(uv) # C(zy), pero vPx es una C(uv)C(xy)-trayectoria que
no contiene las dos colas, ni las dos cabezas de uv y xy, contradicendo la

eleccion de p. [ |
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Notese que el teorema anterior implica que, en una coloraciéon por arcoiris
en un cactus, para cada clase cromatica con al menos dos flechas, existe un
subcactus que contiene todas las colas (cabezas) y solo las colas (cabezas) de

las flechas en dicha clase cromaéatica.

Recordemos que, dado un vértice u en @, la vecindad de u es el conjun-
to formado por todos los vértices adyacentes a u, denotada por N(u), y el
grado de u en @, denotado por d(u), es el nimero de flechas incidentes en
u. Claramente N(u) = NT(u) UN"(u) y d(u) = d*(u) + d~(u). Ahora, si
u € V(C,,) definimos la i-ramificacion de u, denotada por B;(u), como el
subcactus de ) maximo por contenciéon tal que C,, C B;(u) y donde u no
es vértice de corte de B;(u). Notemos que cualesquiera dos ramificaciones de
un mismo vértice son ajenas por flechas, por lo cual que cada vértice induce
una decomposiciéon de @) en sus ramificaciones. En particular, si un vértice

no es de corte, entonces tiene s6lo una ramificacion, la cual es igual a Q).

Lema 2.33. Sea QQ un cactus k-coloreable por arcoiris y sea uw € Kg con
N(u) N Ko = @. Entonces existe una k-coloracion por arcoiris sobre @ tal
que hay un color asignado a todas las flechas que entran a u y hay otro color

astgnado a todas las flechas que salen de u.

Demostracién. Supongamos sin pérdida de generalidad que u € V(Cy,),
donde para cada 1 < i < d*(u) consideramos a u; el exvecino de u en C,,,.
Sea p una k-coloracion arcoiris sobre @ con p(uuy) = 1y p(uug) = 2. Dado
que u,u; ¢ Kp ) y pluuz) = 2, tenemos que (uwu;) es la tnica flecha en
By (u)UC,, de color 1. Analogamente, (uus) es la tnica flecha en By(u) UC,,

de color 2. Ahora, definamos una k-coloracion p’ tal que

1 si a = uus;
pla)=19 2  sipla) =1y a€ ABy(u));
p(a) en otro caso.
Sean a,b € A(Q) con p'(a) = p'(b). Si p'(a) # 1,2 0 a,b € A(Bz(u)) o
a,b € A(Q) — A(Bs), entonces la condicion del Teorema 2.32 se cumple,
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pues p(a) = p(b) en cada caso. Supongamos que p(a) = 1, a € A(Bz(u)) vy
b e A(Q) — A(B2), entonces a = uuy y p(b) = 1, por lo cual tenemos dos
casos. Primero, si b € Bj(u), entonces b = uuy y la condicion del Teorema
2.32 se cumple trivialmente. En otro caso b € B;(u) con ¢ > 3. Dado que
p(uuy) = p(b), cada C,,C(b)-trayectoria contiene u y la cola de b, entonces

cada C,,,C(b)-trayectoria contiene las colas de a y b.

Este proceso puede ser aplicado a cualquier flecha que sale de u tal que
p(uu;) # 1, de forma que la coloracion resultante sea una k-coloracién por
arcoiris sobre () tal que todas las flechas que salen de u tengan el color 1.
Anéalogamente, podemos usar esta ultima coloraciéon para construir una k-
coloracién por arcoiris sobre () tal que todas las flechas que entren a u sean

de un mismo color (distinto a 1). [ |

Proposicién 2.34. Sea C,, un blogue terminal de un cactus () y sea u el

dnico vértice de corte de Q) contenido en C,,,. Si Q' = Q—(C,, —u), entonces
re(Q) +ni —2 < re(Q) <re(Q) +mn; — 1.

Mds aiin, si N(u) N Kq = @ o existe otro bloque terminal C,,, que contiene
a u, entonces rc(Q) = re(Q') +n; — 2.

Demostracion. La primera desigualdad se sigue del Lema 2.31, pues cada
flecha de C),, — u tiene un color tnico. Para la segunda desigualdad, dado
que u € Kg, entonces existe C,; tal que contiene a u donde j # i. Sean
v y w los invecinos de u en C,, y C,, respectivamente y sean v’ y w' los
correspondientes exvecinos exvecinos de u. Por el Lema 2.31 podemos asumir
que C,,, = uwovu. Ahora, sea py una coloraciéon por arcoiris minima sobre Q'

donde po(v'u) = ¢ y definimos a la coloracion p sobre @ tal que

r si a = wv;
(@) r+1 sia=uwoacp,'(c)\ AB;());
a) =
P c sia = vu;

po(a) en otro caso.
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donde r y r + 1 son colores nuevos. Sean a,b € A(Q) con p(a) = p(b). Si
a,b € A(Q’), entonces la condicion del Teorema 2.32 se cumple, por lo cual
podemos suponer a € A(C,,,) y b € A(Q'). Sea p(a) = r+1, entonces a = uw
v b€ A(Bg(v)) con k # j. Dado que po(b) = po(v'u) tenemos que toda
C(b)Cy,-trayectoria contiene las colas de b y v'u, por lo cual toda C'(b)C,,-
trayectoria contiene las colas de by uw. Ahora, sea p(a) = po(v'u), entonces
a =vuybec A(Bj(v;). Si b = v'u, claramente cada C,,C, -trayectoria
contiene u. Si b # v'u toda C(b)C,, -trayectoria contiene las cabezas de by v'u
pues po(b) = po(v'u). Entonces cada C(b)C,, -trayectoria contiene las cabezas
de b y vu. Asi en cualquier caso la condicion del Teorema 2.32 se cumple,
por lo tanto p es una coloracion por arcoiris sobre @) que usa rc(Q’) +n; — 1
colores.

Por otro lado, si N(u) N Kg = @, sea p una rc(Q)-coloracion por arcoiris.
Por el Teorema 2.33 podemos suponer que todas las flechas que entran a u
son de color 1 y todas las flechas que salen de u son de color 2. Entonces
p o, la restriccion de p en ', es una (re(Q’) +n; —2)-coloracion por arcoiris.
Ahora, si C,; es otro bloque terminal que contiene a u, sea p una coloracion
por arcoiris minima sobre (' y extendamos esta coloracion en () de forma que
las flechas que entren y salgan de u en C),, tengan los mismos colores que las
flechas que entran y salgan de u en C,,; respectivamente y asignamos nuevos
colores a cada flecha en C,, que no incida en u. Claramente tal coloracion
es una coloracion por arcoiris sobre @) que usa rc(Q') + n; — 2 colores. En

cualquier caso la igualdad se cumple. ]

La proposicién anterior nos dirige al siguiente resultado, en el cual se
establecen cotas inferior y superior para el nimero de conexidad por arcoiris

de cualquier cactus.
Corolario 2.35. Sea Q un cactus de n vértices y q > 2 ciclos, entonces
n—q+1<rc@Q) <n-1. O

Proposicion 2.36. Sea K, = {u € Kq | N(u) N Kq = @}, entonces se

cumple que:
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(a) Si P es una trayectoia dirigida de longitud k con extremos en K7,

donde V(P) C K5 U (V(Q)\ Kq), entonces rc(Q) = rc(Q/P) + k.

(b) Sihay un bloque Cy,; de Q tal que V(Cy,) € KoU(V(Q)\ Kq), entonces
re(Q) = re(Q/Cr,) + n; — 2.

(c) Si H es una subdigrdfica coneza de Q con V(H) C KHU(V(Q)\ Kq) y
todo vértice u de H con dg(u) = 1 es un vértice de corte de @), entonces
re(Q) =re(Q/H)+|A(H)|—2q(H), donde q(H) es el nimero de ciclos
en H.

Demostracion. (a) Por el Lema 2.31 podemos asumir que P = oz ...z
es una sucesion alternante de vértices en Kj, y V(Q) \ Kq, entonces k = 2r
para algtin r > 0. Sea p una coloraciéon por arcoiris sobre (), por el Teorema
2.33 podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que todas las flechas que
salen de g tienen color 2s y todas las flechas que entran a w9, tienen color
2s+1, para cada 0 < s < r. Notese que tales colores no aparecen en ninguna
otra flecha de Q. Sea w el nuevo vértice de @)/ P, asi definimos p’ la coloracion
en /P tal que

0 si a sale de w;

p(a)=<¢ 2r+1 siaentraen w;

pla) siae€ AQ).

Claramente p’ es una coloracién por arcoiris sobre G/H que usa 2r colores

menos que p. Por tanto rc¢(Q) > re(Q/P)+ k. Andlogamente, obtenemos que
re(Q) <re(Q/P) + k.

(b) Por induccién sobre [V/(C.,,) N K§|. El caso [V(C,,) N K§| = 1 se

sigue de la Proposicion 2.34. Supongamos que el enunciado es cierto cuando
[V(Cn,) N K§| < k 'y consideremos el caso [V(Cy,) N K| = k, donde k > 1.

T T

Ahora, el resultado se sigue de (a) y la hipotesis inductiva.

Por otro lado, es claro que (c) se sigue de (a) y (b). [ |
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Dado u € Kg, sea Kg(u) la componente conexa que contiene a u en la
subdigrafica de () inducida por K¢, y definamos la componente cerrada de

u como la digrafica
Kq(u) = Ko(u) + {zy € A(Q) | = € V(Kq(u)) oy € V(Kq(u))}.

En el siguiente teorema caracterizaremos a la familia de cactus cuyo niimero

de conexidad por arcoiris es igual a la cota inferior.

Teorema 2.37. Sea () un cactus de n vértices y q ciclos. Entonces Kq es

independiente si y sdlo si re(Q) =n—q+ 1.

Demostracion. Sea K independiente, probaremos la suficiencia por in-
duccion sobre g. Si ¢ = 1 el enunciado se cumple trivialmente. Supongamos
que el resultado es cierto para cualquier cactus con ¢ — 1 ciclos. Ahora, sea
Chy, -+, Cp, una descomposicion en ciclos de Q (Teorema 2.29) donde Ch,
es un bloque terminal. Ademas, sea )/ = U?;llCni, entonces por hipotesis
inductiva tenemos que r¢(Q') = (n —ny, + 1) — (¢ — 1) + 1. Ahora, por el
Teorema 2.34 obtenemos que 7¢(Q) =n—n,—q¢+3+n,—2=n—q+ 1

Por otro lado, si K no es independiente, sea (u,v) € A(Q) tal que u,v €
Kg. Notemos que hay al menos 3 ciclos en @: el primero contiene a (u,v),
el segundo contiene a u pero no a v, y el ultimo contiene a v pero no a u,
sin pérdida de generalidad sean C,,,,C,, y C,, tales ciclos respectivamente
y consideremos a ' = C,,, UC,,, UC,,, donde Q' tiene n' = ny + ng +nz — 2
vértices y ¢ = 3 ciclos (Figura 2.9). Denotemos por z; y z; al predecesor y
al sucesor del vértice z € {u,v} en C,,. Dado que vy Qu, es un trayectoria
hamiltoniana y por el Corolario 2.35 tenemos que r¢(Q)') = n’ — 1. Por tanto,
por el Teorema 2.34, rc¢(Q) > re(Q) + >.1_,(ni —1) =n—q+2. |

Teorema 2.38. Sea () un cactus de n vértices y q ciclos y sea Kg no inde-

pendiente. Si K¢ estd contenido en un ciclo, entonces rc(Q)) =n —q + 2.
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Figura 2.9: El cactus ' del Teorema 2.37.

Demostracion. Por el teorema anterior, basta encontrar una (n — q + 2)-
coloracion por arcoiris sobre Q. Sea V(Q) = {u1,...,u,} y supongamos sin
pérdida de generalidad que K estd contenido en C,,,. Ademas, consideremos
el conjunto U = {wu; € A(Q) | u ¢ V(Cy,),u; € V(Cy,)}. Ahora, definamos

la (n — ¢ + 2)-coloracién p tal que

{i sia¢ U,

P=Y 0 Gaer

Sean a,b € A(Q) con el mismo color. Si p(a) = p(b) # 0, entonces a y
b tienen la misma cola. De lo contrario, a,b € U, entonces C(a) # C(b)
y las cabezas de ambas flechas estan en C,,. Claramaente, toda C(a)C(b)-
trayectoria contiene las cabezas de ambas flechas. Dado que |U| = ¢ — 1,

entonces p es una (n — g + 2)-coloracion por arcoiris. [ |

Teorema 2.39. Sea () un cactus de n vértices y q ciclos. Si C,, es un ciclo
de Q tal que N(V(Cy,)) CV(Q)\ Kg y V(Cy,) N Ko no es independiente,
entonces re(Q) = re(Q/Cy,) +n; — 1.

Demostracion. Sea C,, = ujus ... uy,uy y sea p una k-coloraciéon por ar-

coiris sobre Q). Notemos que p[0(V (C,,,))] € p[Ch,], entonces existen vértices
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ur € V(Cy,) NKgyveV(C, ) con j # i tales que, sin pérdida de generali-

i

dad, p(vu,) ¢ p[Chy,]. Sean us € V(Cy,,) N Kg y w € N~ (us) \ Cy, tales que

p(wus) # p(vu,) donde w € C,, para k # i,j. Ahora, definamos una nueva
coloracion

p(vu,)  sia=wus;

dla) =14 plwuy) si pla) = p(vw,) ¥ a € A(By(uy):

pla) en otro caso.
Claramente, solo intercambiamos las ocurrencias de los colores p(wus) y
p(vu,) en By(us). Asi, como en la prueba del Teorema 2.33, la coloracion
resultante p’ es una k-coloraciéon por arcoiris sobre ). Entonces podemos
suponer sin pérdida de generalidad que p(u;u;11) = ¢ para 1 < i < n; y
p(0~(V(Cy,))) = n; + 1. Ahora, si p(u,v) # r para algin v € N*(u,) con
v € V(C,,) donde j # i, entonces definimos

r sia = u,v;
p'la) = pluw) sipla) =ryaec ABj(u));

p(a)  en otro caso.
De nuevo, hemos intercambiado las ocurrencias de los colores r y p(u,v) en
B;(u,), por lo tanto p” es una k-coloracién por arcoiris sobre ). De esta
forma las flechas en C,,, U 9(V(C,,)) usan exactamente n; + 1 colores, y
tales colores no tienen ocurrencias en ninguna otra flecha, pues u, y sus
vecinos no son vértice de corte para cualquier B;(u,) con j # i. Entonces
podemos suponer que p(a) = r para cada flecha que sale de u, € V(C,,) vy
p(O(V(Cy,))) = {n; + 1}. Ahora, sea h el nuevo vértice que reemplaza a C,,,

en Q/C,, v definamos a p* una coloracion sobre Q/C,, tal que
1 sixz=h;
p(zy) =4 2 siy=h;
p(ry) en otro caso.
Resulta claro que p* es una coloracion por arcoiris sobre Q/C,, que usa

k — n; + 1 colores, por tanto rc¢(Q/Cy,) < re(Q) — n; + 1. Analogamente
obtenemos que r¢(Q) < re(Q/C,) +n; — 1. u
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Dado un cactus @, si su grafica de bloques B(Q) es una trayectoria,
entonces cada bloque no terminal de () contiene exactamente dos vértices de
corte de (), y podemos ordenar los bloques de () desde un bloque terminal
hacia el otro. Denotaremos por u; al vértice de corte contenido en Cy,, NC,,
para ¢ = 1,...,¢ — 1. Ademas, denotaremos por v;; y w;; al invecino y al
exvecino de u; contenido en C;,; respectivamente. Si Q[Kg] es una trayectoria
dirigida, podemos suponer sin pérdida de generalidad que w;41 = w; ;41 para
cadai=1,...,9g—2. A continuacién, caracterizaremos a la familia de cactus

donde el niimero de conexidad por arcoiris es igual a la cota superior.

V4,5

Ul2 - w22 Uz3 - w33 U34 . w44
- L—~

—
Figura 2.10: Un cactus @ con B(Q) = P; y Q[Kg] = Fy.

Teorema 2.40. Sea Q) un cactus Q de n vértices y4 > 2 ciclos. Entonces
re(Q) =n—1 siy solo si B(Q) = P, y Q[Kg] = P,_1.

N
Demostracion. Primero, supongamos que B(Q) = P,y Q[Kg] = P, con
g > 2. Notemos que w,_1,Qv;; es una trayectoria de longitud n — 1, por

lo cual r¢(Q) > n — 1. Ahora, sea p una coloracion sobre () que asigna los

colores 1,2,...,n — 1 a las flechas de w,_1,Qui1 vy p(viiu) = p(vi2u1),
p(uq—lwq—l,q) = P(Uq—lwq—l,q—l) v puittiv1) = P(Uz‘+1,i+2ui+1) para cualquier
t =1,...,q — 2. Claramente p es una coloraciéon por arcoiris sobre ). Por

tanto rc(Q) =n — 1.

Para la suficiencia procederemos por inducciéon sobre ¢g. Los casos ¢ = 2,3

se siguen de los teoremas 2.37 y 2.38. Supongamos cierto el resultado para
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cualquier cactus con g > 3 ciclos y sea ) un cactus con g + 1 ciclos. Por el
Lema 2.31 podemos asumir que los bloques terminales de @) tienen longitud
3. Si C,,, es cualquier bloque terminal donde x; es el Gnico vértice de corte
de @ contenido en tal ciclo, y definimos @; = Q — (C,, — x;), entonces
re(Q;) = n — 3 (de lo contrario re(Q) < n — 1 por la Proposicion 2.34) y
por la hipotesis inductiva B(Q;)) = P, y Qi[Kg,] = q—_>1. Si @ tiene tres
bloques terminales, entonces B(Q) = K, 3 (y por tanto re(Q) < n—1 por los
teoremas 2.37 y 2.38) o B(Q;) no es una trayectoria para algin i, es decir,
() tiene exactamente dos bloques terminales, por lo cual B(Q) = F,. Ahora,
podemos ordenar los bloques de () desde un bloque terminal hacia el otro de

forma que denotemos por u; al vértice de corte contenido en C,,, NC,,, | para
i=1,...,9—1,y ujuj; € A(Q) para j < gq.

—
Si ug11 no es el exvecino de u, en C,,, , entonces Q1 (Kq,) # P,—1, lo cual

es una contradiccion. Por lo tanto tenemos que ugu,11 € A(Q), y entonces
—

Q[KQ]g Pq~ u

Ahora construiremos cactus de n vértices cuyo nimero de conexidad por

arcofris sea igual a cualquier valor elegido entre las cotas inferior y superior.

Teorema 2.41. Sea ¢ > 2. Para todo n > 2q + 1 hay un cactus () de n
vértices y q ciclos con re(Q) =n—q+k para k € {1,2,...,q— 1}.

Demostracion. Primero, sea () un cactus con 2q + 1 vértices y ¢ ciclos
tales que C,, = w;v;w;u; para 1 < i < ¢, donde {u;} = C,, N ( f;} C,,) para
2 <7 <gq,y ademas

v si2<t<k+1;
U+ =
! uy, sik+2<t<q.

R
Ahora sea Q' = [J*], notemos que Q'[Ko/| 2P, y B(Q') = Pyi1, entonces

r=1>

re(Q') = 2k + 2 por el Teorema 2.40. Ademas, dado que C,, es un bloque

terminal que contiene a u; para k + 2 <t < ¢ — 1, entonces tenemos que
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re(Q) = re(Q')+q—(k+1) por la Proposicion 2.34. Por lo anterior decucimos
querc(Q)=2k+2+q—k—1=q+k+1=(2¢+ 1) — g+ k. Ahora, para
todo n > 2¢g + 1 subdividimos n — 2¢q — 1 veces la flecha v,w, de esta forma
obtenemos un cactus de n vértices y q ciclos que tiene niimero de conexidad

por arcoiris igual a n — ¢ + k por el Lema 2.31. |

2.3. Torneos y digraficas infinitas

Recordemos que un torneo es una digrafica donde cualesquiera dos vérti-
ces tienen exactamente una flecha que los une, es decir, tal digrafica es una
orientacién de una gréfica completa. Los siguientes teoremas fueron probados
en [11].

Teorema 2.42 (Dorbec et al. [11]). Si T es un torneo fuerte con n > 5

vértices, entonces 2 < rc(T) <mn — 1.

Teorema 2.43 (Dorbec et al. [11]). Sean n y k tales que 3 < k < n — 1.

Entonces eziste un torneo T de n vértices tal que re(T) = k.

Notemos que en el primer teorema se establecen cotas para el ntumero
de conexion por arcoiris de los torneos, mientras que en el segundo muestra
la existencia de un torneo T' de orden arbitrario, donde r¢(T") puede tomar
cualquier valor el intervalo del Teorema 2.42, salvo el caso donde r¢(T') = 2.
A continuacién probaremos la existencia de los torneos, de orden al menos 6,
cuyo nimero de conexiéon por arcoiris alcanza la cota justa. Cuando el orden

del torneo es a lo mas 5 veremos que no hay torneos con tal propiedad.
Proposicién 2.44. Si T es un torneo fuerte de orden n = 3,4,5, entonces

re(T) > 3.

Demostracion. Primero, sean T3 y T, los tnicos torneos fuertes (salvo

isomorfismo) que hay de orden 3 y 4 respectivamente. Del Teorema 1.13
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Figura 2.11: Torneos de orden 5 y didmetro 2.

obtenemos que rc(ﬁ) = 3. Por otro lado, dado que didm(T;) = 3, en-
tonces rc(Ty) > 3. Ahora sean T un torneo fuerte de orden 5 y p una
2-coloracioén por arcoiris de 7. Ademés, supongamos sin pérdida de gene-
ralidad que T[{vy,ve,v3,v4}] = Ty tiene la configuracion mostrada en la
Figura 2.11. Dado que didm(T) = 2, entonces vqvg, vov; € A(T). Ahora, si
vove € A(T), entonces v3vy € A(T) (de lo contrario diam(T) > 2). Dado que
el 3-ciclo voviv4vg contiene a todas las geodésicas entre sus vértices, tenemos
que r¢(T) > re(C3) = 3 (Proposicion 1.16). Por otro lado, si vevy € A(T),
entonces vovz € A(T) (de lo contrario diam(T) > 2). Asi T = C5(1,2), es
decir, r¢(T) = 3. |

Teorema 2.45. Para cada n > 6, existe un torneo T' de orden n tal que

re(T) = 2.

Demostracién. Para n = 6, sea T' el primer torneo en la Figura 2.12.
Ahora, si n = 2k + 1 donde k > 3, definamos T = Coy11(1,2,4,...,2(k—1))

y consideremos la particion de A(T') en los conjuntos
Ag = {uouy, ugug, ugugg_1 U ({urus |7 =0mod 2,7 > 2} \ {u2u2k})

v Ay = A(T) \ Ap. Ademas, sea p la coloracion tal que p(a) =t si a € A,

para t = 0,1. Claramente, basta verificar que existe un w;u;-arcoiris para
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Figura 2.12: Torneos de orden n = 6,7, 8, ejemplos del Teorema 2.45.

0<i1<n—-1yj=14i+3,i+5,...,i+ 2k — 1,i + 2k, denotaremos por
P, ; a tal trayectoria. Primero, consideremos P ;13 = u;u;41Ui3 para @ # 2k
Y Poro = usyuiug. Ahora, sea 3 < ¢ < n — 1, entonces P, ;y, = UUjp1Uitr
para cada r = 5,...,2k — 1y Piiiop = Wlitor—oUitor. Ademds, si i = 1,2,
entonces
P..:{ Wilipauy  sij=i+3,...,0i+2k—3;
" Uilliyop_otj Sij =1+ 2k — 1,4+ 2k;

Finalmente, cuando ¢« = 0 sea

P UpUj—1u; S1J > 5 es lmpar;
0j = .
UpUj_ou; sij = 3,2k;
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En cualquier caso, claramente P, ; es un arcoiris por la definiciéon de p. Por
tanto re(T) = 2.

Por otro lado, si n = 2k > 8, consideramos a T, el torneo resultante
de anadir un nuevo vértice u,_1 a Cor_1(1,2,4,...,2(k — 2)) de forma que
Up—1u; € A(T) si i es par y wu,—1 € A(T) si i es impar. Ahora, sea p la
coloracion por arcoiris sobre Coi,_1(1,2,4, ... ,2(k—2)) descrita anteriormente
y la extendemos sobre T' de forma que p(a) = 1 para cada flecha a incidente
a u,—1. Claramente, hay un w;u;-arcoiris si 7,5 # n — 1. Parai = n — 1

consideramos las siguientes trayectorias

Upy—iU; si ¢ es par;
Pn—l,i = .. .
Up—1U;—1U; S1 7 €S 1Inpar;

Ui Upy—s si ¢ es impar;
Y Pino1 =< Upouqu, 1 sii=n-—2;

UUj+1Up—1 €1 Otro Caso.

Por construccién tales trayectorias son arcoiris, entonces re(1') = 2. |

Finalmente, combinando los Teoremas 2.43 y 2.45 obtenemos el siguiente

resultado

Teorema 2.46. Para toda n > 6 y toda k tales que 2 < k < n —1, existe un

torneo T' de n vértices tal que rc(T) = k. |

Hemos visto que existen digréaficas de orden arbitrario y cuyo nimero de
conexion por arcoiris es 2, ahora estudiaremos algunas digraficas infinitas
que también tienen tal propiedad. Las siguientes digraficas estan basadas en
la grafica de Rado, la cual veremos al final de esta seccion. Cada una de
las siguientes digraficas tiene a los enteros no negativos como conjunto de
vértices. Primero, en la digrdfica de Rado RD, cada entero es considerado
con su expansion base 4, donde la flecha ij € A(RD) siy solo si el i-ésimo

digito de j es 1 0 3, o bien, el j-ésimo digito de 7 es 2 o 3. Para el torneo de
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Rado RT, y la digrdfica simétrica de Rado RS, cada entero es considerado
expansion binaria, y siempre que el ¢-ésimo digito de j es 1 o viceversa, en-
tonces ij € A(RT), en otro caso ji € A(RT); mientras que ij, ji € A(RS)
si el i-ésimo digito de 7 es 1 o viceversa. Por otro lado, en la digrdfica asi-
métrica de Rado RA todo ntiimero es considerado en su expansion base 3 y
se tiene que la flecha ij € A(RA) si y solo si el i-ésimo digito de j es 1 o
el j-ésimo digito de 7 es 2, y finalmente para la digrifica semicompleta de
Rado RC tenemos que su conjunto de flechas es A(RC) = A(RA) U {ij, ji |

el i-ésimo digito de j y el j-ésimo digito de i son 0}.

Teorema 2.47. Sea D € {RD, RT, RC, RS, RA}, entonces rc(D) = 2.

Demostracion. Sean i < j tales que ij € A(D), definimos la coloracion p

. 1 si2<y;
p(%])z{

tal que

2 en otro caso.

Sean i, j vértices no adyacentes de D tales que 7 < j, y sea b la base de la

expansion de los vértices en D. Consideremos al vértice k = b + ab’, donde

0 siD=RT,;
a=<¢ 1 siD=RS;
2 siD=RD,RC,RA.

Entonces ik, kj € E(D) donde k > i,j, por tanto ambas flechas tienen

distintos colores y p es una coloracion por arcoiris sobre D. |

Finalmente. estudiaremos a la grdfica de Rado R, la cual tiene a todos
los enteros no negativos como vértices, donde cada entero es considerado con
expansion base 2, y dos vértices distintos ¢ y 7 son adyacentes si y s6lo si el

1-ésimo digito en la expansion binaria de j es 1 o viceversa.

Teorema 2.48. rc¢(R) = 2.
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Demostracion. Sean i < j tales que ij € E(R), definamos la coloracion p
tal que

. 1 sii+ 1y j son adyacentes;
p(ij) =
2 en otro caso.

Sean i, j dos vértices no adyacentes de R tales que ¢ < j, y consideremos
el vértice k = 2" + --- + 27 (Figura 2.13). Noétese que el i-ésimo y el j-ésimo
digitos de k son 1, entonces ik, jk € E(R). Ademas, dado que el (i+ 1)-ésimo
digito de k es 1 y el (j + 1)-ésimo digito de k es 0, obtenemos que p(ik) =1

v p = (jk) = 2. Por tanto ikj es un ij-arcoiris. [ |
) 1+ 1 j—1 Jj k=924 ... 19

Figura 2.13: Ejemplo de arcoiris ikj en la grafica de Rado.

Teorema 2.49. Sea G una digrdfica (grifica) infinita localmente finita, en-

tonces rc(G) = oo. [ |

Lo anterior se sigue a partir de que para cualquier digrafica infinita
localmente finita G se tiene que didm(G) = oo = |V(G)| v didm(G) <
re(G) < |V(G)], o bien, si G es grafica, entonces didm(G) = oo = |E(G)| y
diam(G) < rc(G) < |E(G)).
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Capitulo 3

Productos y otras operaciones

El contenido de este capitulo esta enfocado a estudiar el comportamiento
de la conexidad por arcoiris bajo algunas operaciones de digraficas. En la
primera seccién se presentan los productos clasicos entre digraficas y se es-
tablecen cotas superiores del nimero de conexidad por arcoiris del producto
en funciéon de los nimeros de conexidad por arcoiris de las digraficas que se
operan. Dentro de la segunda seccion se estudia a las operaciones de flechas,
bajo las cuales se podré observar que el nimero de conexidad por arcoiris y
el nimero de conexidad fuerte por arcoiris tienen comportamientos distintos.
Finalmente, en la tercera seccion, se determina el comportamiento de los ni-
meros de conexidad por arcoiris cuando a un ciclo se le agrega un conjunto

de flechas bien portadas, las cuales seran definidas en su momento.

3.1. Productos

Consideremos una digrafica Dy donde V(Do) = {u; | 1 < i < n}, ¥
sean Dy, Ds, ..., D, digraficas ajenas por vértices. La composicion o producto
lexicogrifico de Dy con la familia Dy, Ds, ..., D,, se define como la digrafica
Dy|D1, Dy, ..., D,] con conjunto de vértices | J;_, V(D;) y conjunto de flechas

(O A(Di)> U{vv; | v, € V(D;),v; € V(D;), wiu; € A(Do)}.
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Para cada vértice v en D, se denota por g(v) a la longitud del ciclo
inducido (no trivial) méas corto que contiene a v, y se define al cuello grueso
de D, denotado g*(D) = méx{g(v) | v € V}. Dado que g(D), el cuello de
D, se define como min{g(v) | v € V}, y cire(D), la circunferencia de D,
es la longitud del ciclo mas largo contenido en D, claramente se cumple que
g(D) < g*(D) < cire(D). Notemos ademas que ¢*(D) < didm(D) + 1. A

partir de estas observaciones, es facil establecer el siguiente resultado.

Proposicion 3.1. Sea Dy una digrdfica fuerte de orden n y sea Dq,...,D,
una familia de digrdficas. Entonces didm(Do[Dy, ..., D,]) < didm(Dg) + 1.
Mds atn, la tqualdad se cumple si y solo si hay un vértice v; en Dy tal que
g(v;) = diam(Dy) + 1 y D; no es fuerte.

Teorema 3.2. Sea D = Dy[Dy,...,D,] tal que |V(D;)| > 2 para cada i y
Dy es fuerte, entonces re(D) < re(Dg) + 1.

Demostracion. Sea V(D;) = {v;1,..., v} paracada 1 <i <mn,yseap
una k-coloracion por arcoiris sobre Dy y definamos p’ sobre D de forma que

p(viv;) sii#jyp#q
p/(vi,pvqu) = { ’

k41 en otro caso.

Dada una flecha (v;,v;) en Dy y un vértice v;, en D, definimos

fj(vi,p) _ { V5,0 sip 7é 0

vj1 sip=0.
Ahora, veremos que hay un arcoiris entre cualquier par de vértices v;, y vj,

de D. Primero, si ¢ # j, sea P,; = v,V ...0,, un v;vj-arcoiris en Dy y

consideremos la trayectoria

Foq(Pig) = vip fry (Vip) fry (frs (Wip)) - fro i (s (fry (Vi) < g

Por otro lado, si ¢ = j, entonces sea vy € N~ (v;) y sea Py = vy, Uyy ... U,

s

un v;vg-arcoiris en Dy, asi definimos

FI%Q(Pi) = Ui,pfﬁ (Ui,p)fm(fm (UL;D)) B ft(frs_1<' o (frl (Ui,p) T ))Ui,q-
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Claramente, por la definicion de o/, las flechas en la v; v, ~trayectoria
tiene los mismos colores (y en el mismo orden) que el arcoiris respectivo en
Dy, con excepcion de la dltima flecha, 1a cual puede tener el color k41 o el
color de la respectiva flecha en Dy. En cualquier caso, hay un v; pv; ,-arcoiris
en D. |

De la Proposiciéon 3.1 se sigue que la cota del Teorema 3.2 es justa, en la
Figura 3.1 se muestran ejemplos de tales digraficas. Se puede mejorar dicha
cota bajo ciertas condiciones. Dada una digrafica coloreada por flechas, se
define un ciclo arcoiris como un ciclo dirigido tal que no contiene dos flechas

con el mismo color.

Uy
(@)
Uo Uyg U4
M o‘\
us Us
D H := DIKS, K1, Ky, Ky, Ky, K]

Figura 3.1: Ejemplo de composicion de digraficas.

Teorema 3.3. Si Dy tiene una coloracion por arcoiris minima tal que cada
vértice estd contenido en un ciclo arcoiris de longitud al menos 2, entonces
T’C(Do[Dl, l)z7 ce ,Dn]) S ?"C(Do).

Demostracion. Sea p coloracion por arcoiris sobre Dy tal que todo vértice

estd contenido en un ciclo arcoiris de longitud al menos 2, y definamos la
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coloracion p' sobre D = Dy[Dy, Do, ..., D,] tal que p'(v;pv;,) = p(viv;).
Dados dos vértices v;,, ¥y vj, de D, consideremos a P = v;v,, ..., ,v; un
v;vj-arcoiris en Dy si i # j, o bien, un ciclo arcoiris en Dy si ¢ = j. De

L , . , ..
la definicion de p' se sigue que P’ = v; yvU,, o ... Vs0Vjq €S UN V; pU; 4-ArCOIIis

contenido en D. [ ]

Corolario 3.4. Se Dy es una digrdfica hamiltoniana, entonces se cumple
que rc(Do[Dy, Dy, ..., Dy,)) < n. [ |

Corolario 3.5. 8i re(Dy) = didm(Dy) y, para algin j, D; no es fuerte y
g(vj) = didm(Dy) + 1, entonces rc(D) = rc(Dy) + 1. -

Una digréafica D es llamada ciclicamente k-partita completa si existe una
k-particion Vy, Vi, ..., Vi1 de los vértices de D tal que uv € A(D) si y solo
siu e V;yov eV para algin 0 < ¢ < k — 1, donde 7 + 1 es considerado
modulo k. Resulta claro que, D es ciclicamente k-partita completa si y s6lo
siD= E’Z[Dl,Dg, ..., Dy] donde A(D;) = & para cada 1 < i < k.

Teorema 3.6. Si D es ciclicamente k-partita completa, re(D) = k.

H
Demostracion. Dado que D = Cy[Dy, Dy, ..., Di] donde A(D;) = & para
cada 1 < i < k, se sigue de los Teoremas 1.13 y 3.3 que rc(D) < k. Ahora,

si |V(D;)| > 2 para algin 1 < j < k, entonces didm(D) = k por el Teorema
3.1 y por tanto re(D) = k. Por otro lado, |V(D;)| = 1 para cada 1 <i <k,
H

entonces D = (Y%, y la igualdad se cumple. |

Sea Dy, Do, ..., D, una familia de digraficas donde n > 2, se define al
producto cartesiano de dicha familia, denotado por D;0D,0---0D,,, como
la digrafica cuyo conjunto de vértices es V(D) = {(wy,wa,...,w,) | w; €
V(D;),1 < i < n} y donde hay flecha del vértice (uy,us, ..., u,) hacia el
vértice (v1,vg, ..., v,) siy solosiu,v, € A(D,) paraalgin 1 <r <nyu; =v;

para todo ¢ # r. Sea H una subdigraficade D;0D,0---0D, yseal <r <n,
la proyeccion de H sobre D,., denotada por 7,.(H ), es la subdigrafica de D, con
conjunto de vértices {u, | (u1,us,...,u,) € V(H)} y tal que u,v, € A(m,.(H))

si hay una flecha de (uy,us,...,u,) hacia (vi,ve,...,v,) en el producto.
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Lema 3.7. Si D = D;0D,0---0D,, y u,v € V(D), entonces

dp(u,v) = Z dp,(mi(u), m(v)).

El lema anterior ha sido demostrado para graficas no orientadas en [14],

dicha prueba es analoga en el caso de las digraficas. Ademas, se sigue que:

Corolario 3.8. Sea P una trayectoria en D = D0OD,0O---0D,,, entonces

P es una geodésica si y sdlo si m,.(P) es una geodésica para cada r. Mds ain,

diam(D) = %", didm(D;).

Teorema 3.9. 5i Dy, D>, ..., D, una familia de digrdficas fuertes conn > 2,

entonces se cumple:

(i) sre(D10D,0O---0D,,) < 3" sre(Dy);

(1) re(D10Dy0O---0D,,) < 3" re(D;).

Demostracion. Para probar (i), sea p; una coloracion fuerte por arcoiris
sobre D, para cada 1 < ¢ < n, donde cada par de coloraciones distintas
tienn distintos conjuntos de colores. Ahora, definamos la coloracién p sobre
D,0D,0...0D, de forma que si hay una flecha a de (uy,us,...,u,) hacia
(v1,v9,...,0,) tal que u,v, € A(D,) para algin r y u; = v; para cada i # r,

entonces p(a) = p.(uqv;).

Ahora, sea 4 = (ug,ug,...,uy), 0 = (v1,09,...,v,) € V(D), y sea P,
un wu;v;-arcoiris geodésico en D; con la coloraciéon p; para cada 1 < i < n.
Definimos Q; = {u1}0 - - - O{w; 1 }OP;0O{v;. 1 }0 - - Of{w, } paracada 1 <i <
n,y sea Q = |J._, @;. Se sigue del Corolario 3.8, que @ es una uv-geodésica.
Mas atin, dado que cada @); es un arcoiris y no hay dos coloraciones p; que
usen un mismo color, obtenemos que () es un arcoiris. Por tanto p es una

coloracion fuerte por arcofris.

La prueba de (i7) es analoga. |
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Bajo las hipotesis del teorema anterior, resulta claro que si didm(D;) =
re(D;) para cada D;, entonces se cumple la igualdad en (i7). Dado que existen
una cantidad infinita de digréaficas D tales que didm(D) = rc(D), por ejem-
plo las trayectorias biorientadas, los ciclos biorientados pares, las k-partitas
completas e incluso ciertas circulantes y cactus, resulta natural plantearnos

el siguiente problema, que es tan interesante como dificil para probar.

Problema 5. Caracterizar aquellas digrdficas D tales que didm(D) = re(D),

o determinar condiciones suficientes para garantizar que didm(D) = rc(D).

De forma analoga, podemos considerar el problema anterior usando a
sre(D).

— =
Proposicion 3.10. Sean C,. y Cs ciclos donde r,s > 3, entonces

— =
r+s—2<sre(C0C) <r+s—1.

.. . = .
Demostraciéon. Dado que dzam(CrDCs) =r + s — 2, entonces la primera
desigualdad se cumple. Por otro lado, consideramos a C, = uguy ... u,_1ug

— . .. —
y Cs = vgvy ... vs_199 donde r < s y definamos la coloraciéon p sobre C,.0C

tal que p((ui, v;)(wit1,v5)) =iy

7 sit+7=0 mdbd s
r+k sii+j7=k mbds, donde 1 <k<s—1.

p((wi, v)) (Wi vj41)) = {

—
Por tanto, para cualesquiera (u;,v;) vy (ug,v;) vértices distintos de C,0C; la

trayectoria
P = (u, v5) (U1, v5) (Wira, v5) - o (g, v5) (Ur, V1) (ks Vjya) - - (U, vr)

es claramente un arcoiris. [ ]

Sea Dy, Ds,..., D, una familia de digraficas con n > 2, se define al
producto fuerte de dicha familia, denotado D; X Dy X --- X D,,, como la
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digrafica con conjunto de vértices V(D;) x V(Dy) x --- x V(D,,) y donde se
tiene la flecha del vértice (uy,us, ..., u,) hacia el vértice (vy,va,...,v,) siy
solo si existe s € {1,...,n} tal que usvs € A(Ds) y u, = v, para todo r # s, 0
bien, u,v, € A(D,) para todo 1 < r < n. Claramente el producto cartesiano
es una subdigrafica generadora del producto fuerte, por lo cual tenemos el

siguiente resultado.

Corolario 3.11. St Dy, D,, ..., D, una familia de digrdficas fuertes donde
n > 2, entonces re(Dy XDy W -+ - K D,,) < % re(D;).

3.2. Operaciones de flechas

Ahora estudiaremos operaciones de flechas sobre una digréafica. Sean D
una digrafica y a una flecha que no pertenece a A(D) pero cuyos extremos
estan en V (D), entonces la adicion de a en D se define como la digrafica
D + a donde V(D +a) = V(D) y A(D + a) = A(D) U {a}. Claramente,
podemos definir la operacion inversa: dados D y a € A(D) el borrado de la
flecha a en D es la digrafica obtenida a partir de borrar la flecha a en D,
denotada D —a, es tal que V(D —a) =V (D) y A(D—a) = A(D) —{a}. Por
otro lado, la subdivision de una flecha uv de D resulta de reemplazar uv por
dos flechas uw y wv, donde w es un nuevo vértice, tal digrafica es denotada
por De(u,v). Ademas de las anteriores operaciones, también consideraremos

a la contraccion de una flecha, dicha operacion fue definida en la Seccion 2.2.

Notemos que para la adicion, contraccion y subdivision de una flecha, la
digrafica inicial es fuerte si y solo si la digrafica resultante es fuerte. Pero tal
afirmacion no es cierta si consideramos el borrado de una flecha. Por esta

razon, en el siguiente teorema se asumira que D — a es fuerte en (i7).

Teorema 3.12. Para cualquier digrdfica fuerte D se cumple:

(1) re(D +a) < re(D) para cada a ¢ A(D).
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(17) rc(D —a) > re(D) para cada a € A(D).
(731) re(D/a) < re(D) para cada a € A(D).

(iv) re(Dea) <rc(D)+1 para cada a € A(D).

Demostracion. Dado que D es una subdigrafica generadora de D + a, la
afirmacion en (7) se cumple. Analogamente, el inciso (i7) se sigue de que D—a
es subdigrafica generadora de D. Para (iii), sea p : A(D) — {1,...,k} una
coloracion por arcoiris sobre D y h el nuevo vértice, y observemos que hay un
biyeccion natural ¢ entre A(D)—{a} y A(D/a). Asi definimos p’ : A(D/a) —
{1,...,k} tal que p/(¢(b)) = p(b), la cual es claramente una coloracion por

arcoiris de D/a.

Finalmente, sea p : A(D) — {1,...,k} una coloracién por arcoiris sobre
D, y sea w el nuevo vértice en D e a que aparece al subdividir a. Definimos
Pl ADea) — {1,...,k+ 1} tal que p'(uw) = p(uv), p/(wv) = k+1y
p'(a) = p(a) para a € A(D) \ {uv}, la cual es una coloracion por arcoiris de

D e a, asi (iv) se cumple. |

Contrasta con lo anterior el hecho de que no es posible establecer alguna
relacion general para la conexidad fuerte por arcoiris bajo ninguna de las
operaciones anteriores, es decir, en cualquier caso podemos encontrar dos
digraficas D, y Dy y dos flechas a; y as para cada digrafica respectivamente
tales que sre(Dy*xay) > sre(Dq) y sre(Dokag) < src(Ds), esto serd denotado
por src(D x a) % sre(D) donde (%) representa la adicion, el borrado, la

contraccion y la subdivision de la flecha a.

Teorema 3.13. src(Dxa) % src(D), donde (x) representa cualquiera de las
siguientes operaciones: adicidn de una flecha (4), borrado de una flecha (—),

contraccion de una flecha (/), subdivision de una flecha (e).
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Figura 3.2: Una digrafica G con sre(G) = 7 y una subdigrafica generadora
G' = G — x1x9 con sre(G') = 6.

Demostracion. Primero, notemos que las digraficas en la Figura 3.2 son
tales que sre(G — x1x9) < sre(G) y sre(G + x1x9) > sre(G'). Ademés, para
cualquier flecha a € A(K3) se cumple que 2 = sre(K3 —a) > sre(K3) =1y
1= STC((F; —a)+a) < STC(?:; —a) = 2. Por lo tanto src(D — a) % src(D)
y sre(D + a) % sre(D)

Ahora, veremos que src(D/a) # srce(D). Sea G' como en la Figura 3.2 y
sea w un vértice que no pertenece a G'. Definamos H = G’ + {zjw, wxs},
entonces 7 = src(H/xyw) > src(H) = 6. Por otro lado, para cualquier flecha
a en Cy se tiene que C3 = Cy/a, por tanto 3 = S?”C(@) < src(C_’;) = 4.

Finalmente, primero notemos que 4 = src(C—g ea) > STC(E@) = 3 para
toda a € A(C3). Ademas, consideremos a G como en la Figura 3.2, y sea w el
nuevo vértice en G @ r1x5. Para colorear GG @ 115, simplemente a cada flecha
no incidente en w le asignamos el mismo color que en la coloraciéon presentada

en la Figura 3.2 y asignamos a z1w y wxs los colores 6 y 5 respectivamente.
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Para verificar que ésta es una coloracion fuerte por arcoiris de GG @ x5 basta
observar primero que w tiene s6lo a x1 como invecino, y ademés, por como se
defini6 la coloracion, para cualquier vértice z # w existe P, un zxq-arcoiris
geodésico que no usa el color 6. De esta forma zP,ryw es un zw-arcoiris
geodésico. Analogamente, podemos construir un wz-arcoiris geodésico para
todo z # w. Por tanto 6 = src(G e x1x9) < src(G) = 7, y asi concluimos que
src(D e a) % sre(D). [ |

3.3. Conjuntos de flechas bien portadas

— —

Sea C,= uply . .. Up—1uo un ciclo dirigido, denotaremos por u;Cpu; a la
—

Unica u;uj-trayectoria contenida en C),. Ahora, estudiaremos los nimeros de

N

conexidad por arcoiris de la digrafica C,, + T, donde T es un conjunto de
V_>

1<

nuevas flechas con ambos extremos en C,,. Diremos que T' = {u;_ u;, 1,
—

s <t} es un congunto de flechas bien portadas si Uik, € Ui, Cru,, para cada
p # q, ademas diremos que la flecha u; u; . es un kg-salto. Resulta claro,

por la definicion, que si T es un conjunto de flechas bien portadas, entonces

(a) 2 < ks <n—1 para cada s, pues podemos considerar a ks modulo n.

(b) i, # i, para cualesquiera p # ¢, asi podemos asumir sin pérdida de
generalidad que 0 <111 <19 < -+ <1y <n—1.
— — — —

(¢) Cr = wij Uiy g, CrtlinyUin 11, Cry -+ - Cpwg g, 4k, Cryug, €8 un ciclo.

—
(d) Ahora, para cada u, € V(C, + T) elegimos t(p),t'(p) € {1,...,t} tal

que

d(upvuit(p)> = min{d(“pa“%) [1<s<t} vy

A(Wiy ) 4k Up) = LA (Ui, 1k, up) |1 <5 <1}
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—
Entonces, para cualesquiera vértices u,, u, € V(C,, + T'), observamos que la

—
tnica u,u,-geodésica P, , en C), + T es de la forma

— ] —
t'(q) Ca Uq S Wiy ) s Wiy gy +h g € Up Ca Uqgs

u, Cy uyg en otro caso.

—
P, = Up 92 Wiy CTuit/(q)-Hc

O«-
Vg

__Oé——’
Ug

Flgura 3.3: 016 + {U(ﬂ}g, V3Vs5, VgUsg, UVgU13, U13l)15}.

Teorema 3.14. Sea T un conjunto de flechas bien portadas de tamano t,
donde r es el niimero de 2-saltos en T, entonces
n—r—2t—r—1) sir<t-—2;

H
sre(Cp + T) = ,
n—r str>t—1.

Demostracion. Sea T = {u; u; 4x, | 1 < s < t}. Primero, definamos la
coloracion p tal que

n sii=tds, j=tis+1yks>3, conse{l,... t}

n+1l sii=is+ks—1,j=tis+ksy ks >3, conse{l,... t};
is sii=is+1conse{l,... .t}

1 en otro caso.

puiu;) =
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v
V18 oO U1
V17 /O/ o Uy
/ - O\
V16 U3
o @)
V15 V4
o) o)
V14 l
o) o}
Us
o)
Ve
o)
v
a 7
Vg

V10 %)

Flgura 3.4: 019 + {U()UQ, V2V5, VgUs, UV9U13, V13V15, ’U16’U0}.

Notese que p~t(n) = {u;ui,4x, | 1 < s < tyks > 3} Siexiste alguna
upug-trayectoria P con dos flechas de color n, digamos w; w;, +r, ¥ Wi, Wi, 4k,
donde w;, ocurre antes que wu;, sobre P, es claro que w; k. € P, entonces
P" = u,Pu;, u;, 11, Pug es una u,u,-trayectoria mas corta que P, por lo cual
no hay geodésicas con dos flechas de color n. Anélogamente, no hay geodésicas
con dos flechas de color n+1. Ahora, p=*(is) = {u; w41, Ui, 11Ui, 12, Ui Ui 12}
para ks = 2, si P es una u,ug-trayectoria con dos flechas de color i, enton-
ces u; Ui, 41 Y Ui, 11U, +o deben ser tales flechas, lo cual implica que P’ =
up Pu; ;2 Pug es una uyug-trayectoria de longitud mas corta que P. Ade-
mas, p~(is) = {Ui, 41U, 10, Ui Ui, 1o} para k, > 3,y claramente no hay tra-
yectorias con dos flechas en tal clase cromética, por lo cual no hay geodésicas
con dos flechas de color i,. Dado que cualquier otra clase cromaética tiene
s6lo una flecha, concluimos que toda geodésici> es un arcoiris, por lo cual
p es una coloracién fuerte por arcoiris sobre C, + T. Es claro que p usa
n—r—2(t—r—1) colores si r < t— 2,y usan—r colores cuando r >t — 1.

—

Por tanto la cota superior para src(C,, + T) esta establecida.

Para probar la igualdad procederemos por inducciéon sobre t. Supongamos

sin pérdida de generalidad que w;, 1, = up y k+ = min{k, | 1 < s < t}. Para
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t = 1 hay dos casos. Primero, si k; = 2, notemos que 5;_1 C E’Z + T, lo
que implica que src(C—; +7)> src(C—’;,l) =n — 1 por la Proposicion 1.16.
Por otro lado, si k1 > 3 notemos que uoaun_l es la Unica uogu,_1-geodésica,
por lo cual necesitamos n — 1 colores para sus flechas. Ademas, u,_ou,_1ug y
Up— 1? Up,_o son las inicas geodésicas entre sus extremos y u,_iug pertenece
a ambas trayectorias. Lo anterior implica que Up-1g tiene un color distinto
a todas las flechas en uOC Up—1,€s8 decir, src((] + T) > n. Asi, en cualquier
caso, la igualdad se cumple. Ahora, supongamos que la igualdad se cumple

para cualquier conjunto de ¢t — 1 flechas. Sea T" = T — {w;,wj,4x, } y t > 2.

— —
Caso 1. Si k; = 2, entonces src(C,, + T) > src(C,_y +T") por la
— —
Proposiciéon 1.16, ya que C,_; + 1" C C,, + T'. Por la hipotesis de induccion

tenemos dos subcasos:

Subcaso 1.1 Sir— 1>t — 2, entonces

—

sre(Coy+T)=Mn—-1)—(r—1)=n—r.

Subcaso 1.2 Sir —1 <t — 3, entonces

—

sre(Coy +T7) = (n=1) = (r=1)=2((t=1) = (r=1)=1) = n—r—2(t—r 1),

Caso 2. Si k; > 3, tenemos que C—;—kﬁl + 1T C C'_>n + T. Ademés, r = 0,
dado que k; = min{ks | 1 < s < t}. Sea p una coloracion fuerte por arcoiris
sobre EZ + T'. Primero, notemos que Fy = uitHE’Zun_l es la tinica geodésica
entre sus extremos contenida en C—',: + T, por lo cual no hay dos flechas en
Py con el mismo color. A continuaciéon, probaremos que ninguna flecha de F,
comparte el mismo color con alguna flecha en D = ((?n ker1 + 1) — wi,uo.
Sean ujujp1 € Py y upug € D. Sip = ig + kg —1yq—z +k: para
1<s<t—1, entonces definimos P’ = ulﬁks 1C Wiy OTWi,_ 4key 1C Uji1,

en otro caso P’ = ujC'nuilCTuit,@)Jrk C’nuq. En cualquier caso P’ es la tinica

t/(p)
geodésica entre sus extremos y contiene a las flechas u;uji1 vy uyu,, por lo

cual tales flechas tienen distinto color. Por la Proposicion 1.16, hay al menos
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A_>
sre(Cr_g,41 + T") — 1 colores de p que ocurren en D y otros k, — 2 distintos
—
colores en P, es decir, p tiene al menos sre(Cy,_y, 11 + 17) + ke — 3 colores,
de la hipdtesis de induccion se siguen dos subcasos:

Subcaso 2.1 Sit—1=1, entonces

—

sre(Cppyir + T+ ki —3=Mn—(ky = 1))+ k —3=n—2.

Subcaso 2.2 Sit— 1> 2, entonces

—

sre(Cp_pyir + T +ki—3=(n—(ke—1))=2((t—1)=1)+k—3 =n—2(t—1).

Por lo tanto, la igualdad se cumple en cualquier caso. [ |
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y preguntas abiertas

Hemos presentado y estudiado la conexidad por arcoiris en digraficas, de-
finiendo dos parametros: el nimero de conexidad por arcoiris y el niimero de
conexidad fuerte por arcoiris, para los cuales se observan comportamientos
bastante distintos, a pesar de la similitud en su planteamiento. Muestra de
lo anterior, es el hecho del comportamiento monétono de la conexidad por
arcoiris, donde el nimero de conexidad por arcoiris de una digrafica es menor
o igual que él de cualquier subdigrafica, mientras que el nimero de conexidad
fuerte por arcoiris puede crecer o decrecer. Tal diferencia en comportamien-
to puede observarse también bajo cualquiera de las operaciones de flechas

definidas en el tercer capitulo.

Ademas de estudiar las propiedades y cotas generales, durante el primer
capitulo se estableci6 la relacion que guardan la conexidad por arcoiris en
digraficas y su equivalente en graficas no orientadas, a través de las orienta-
ciones fuertes y las biorientaciones. Asimismo, se determiné los nimeros de
conexidad por arcoiris en distintas familias de digraficas fuertes, como lo son
los ciclos, ciclos biorientados, trayectorias biorientadas, completas k-partitas,
circulantes, cactus, torneos y ciertas digraficas infinitas. Finalmente, estu-
diamos el comportamiento de los niimeros de conexidad por arcoiris bajo los
productos clasicos de digraficas, para los cuales establecimos cotas en funcion

de los ntimeros de conexidad fuerte de las digraficas operadas, mostrando que
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dichas cotas son justas si a las digraficas originales les son impuestas ciertas

condiciones relacionadas al didmetro.

Parte de la relevancia de la conexidad por arcoiris es debida a su aplica-
cion en la seguridad en redes de informacion, cuya importancia crece cada
dia en la actualidad. Cabe mencionar que cuando iniciamos el desarrollo del
material aqui presentado, la conexidad por arcoiris era un tema ampliamen-
te estudiado en graficas no orientadas, pero que atn no se habia definido
propiamente en el terreno de las digréaficas. El primer articulo enfocado en
digraficas [11]| fue publicado en 2014, momento en el cual, de forma parale-
la, habiamos desarrollado gran parte de los resultados que comprenden los

primeros dos capitulos.

A continuacién enumeraremos las conjeturas y los problemas abiertos mas
relevantes que hemos encontrado durante el desarrollo del presente trabajo,
los cuales son muestra de que atin queda mucho por explorar dentro de la

conexidad por arcoiris.

1. Caracterizar aquellas digraficas D tales que r¢(D) =2, re(D) =n — 1
o re(D) = n, o bien, determinar condiciones suficientes para garantizar

alguna de las igualdades.

2. Caracterizar aquellas digraficas D tales que re(D) = sre(D), o de-
terminar condiciones suficientes para garantizar que rc(D) = sre(D).
Calcular la diferencia sre(D) — re(D) respecto a otros parametros de

la digréfica, o bien, bajo ciertas condiciones estructurales.

3. Caracterizar aquellas digraficas D tales que didm(D) = re(D) (o bien,
diam(D) = src(D)), o determinar condiciones suficientes para garanti-

zar que la igualdad se cumple.

4. Determinar si existen digraficas G y H, donde H es subdigrafica gene-
radora de G tales que 3 < rc(H) < re(G) < 6.

5. Encontrar un algoritmo que determine rc((Q)) para cualquier cactus Q.
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6. Determinar si r¢(Cy(1,k)) < re(Chi1(1, k)) para cualesquiera n > 3y
2<k<n-—1.

7. Encontrar alguna digrafica circulante tal que rc(C,(S5)) < sre(Cy(S5)).

8. Estudiar el comportamiento de los niimeros de conexidad por arcoiris

en potencias de digraficas. En particular, determinar si se cumple que
re(D?) < [re(D)/2].
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Conclusiones




Apéndice

En este apéndice demostraremos que rc(Cs(1,3)) = sre(Cs(1,3)) = 4,
dicho resultado fue usado en el Teorema 2.22, para el cual sélo representa
un caso. El siguiente lema es constancia de que existen parametros que son
dificiles de determinar en una grafica particular, a pesar de ser manejables

en diversas familias de digraficas.

Para obtener el resultado, inicialmente construiremos una 4-coloracién
fuerte por arcoiris, obteniendo que sre(Cs(1,3)) < 4, y luego veremos que no
hay 3-coloraciones fuertes por arcoiris. La segunda parte del problema es la

que resulta bastante larga por sus caracteristicas combinatorias.

La estrategia a seguir para esta tultima parte es asumir que existe una
3-coloracion fuerte por arcoiris de Cg(1, 3), observando que el ciclo formado
por los 1-saltos y el ciclo formado por los 3-saltos deben cumplir simulta-
neamente ciertas restricciones sobre la coloracion. Después, veremos que so6lo
hay cuatro formas posibles de colorear el ciclo de los 3-saltos, para luego
descartar cada una de dichas formas de la coloracién, estableciendo asi que
src(Cs(1,3)) > 4. Finalmente se demostrara que rc(Cs(1,3)) = 4, procedien-
do nuevamente por contradiccidén, asumiremos que existe una 3-coloracion
por arcoiris de Cg(1, 3). Por lo visto anteriormente, dicha coloracién no pue-
de ser una coloracion fuerte por arcoiris, ésto nos permitirad encontrar cierto

comportamiento en la coloracién que provocara la contradiccion.

Lema 2.21. r¢(Cs(1,3)) = sre(Cs(1,3)) = 4.
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Cs(1,3)

Figura 5: Una 4-coloraciéon fuerte por arcoiris de Cs(1,3).

Demostracion. Primero, nétese que la 4-coloracion de Cg(1, 3) en la Figura
5 es una coloracion fuerte por arcoiris, pues para cualesquiera 0 < 7,5 < 7,

es facil verificar que la geodésica P, ; es un arcoiris, donde

ViUiy1 sij=141;
V;iVi11Vi42 sij=1i+2;
ViVit3 sij=1i+3;
V;Vi13Vit4 sij=1+4;

PZ’J = ViVit3Vi4aVits S1J =1+ 5;
V;iVi+3Vi+6 sij =1+ 6;
ViViy3VipeVip1 S1J =1+ 7T, i #2,5;
UV5Ug V1 sij=i47, i=2;
UsVoU1V4 sij=i+7, i=5.

\

Ahora, sea p una 3-coloracion fuerte por arcoiris de Cg(1,3). Notese que
el automorfismo ¥ (v;) = vs; es tal que Y[Cy)] = Czy v ¢¥[C3)] = Cpry, de lo
cual se sigue que cualquier propiedad de C(;y es también cumplida por Cs)
y viceversa. De aqui en adelante, diremos que una trayectoria es un arcoiris

forzado si cualquier otra trayectoria entre sus extremos tiene (al menos) dos
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flechas con el mismo color. A continuacion demostraremos varias afirmaciones

respecto a la estructura de la coloracion p en Cg(1, 3)

Afirmacioén 1. No hay dos flechas consecutivas en C(1y (o C3)) con el mismo

color.

Dado que v;v;11v;19 es la Gnica v;v;12-geodésica para cada ¢, la afirmacion

se cumple.

Ahora, diremos que H(7,7 + 7) C Cg(1,3) si para alguna ¢ la flechas
? ) )
ViVit3, VirqVirr tienen color a, v; 11044, Vi130;16 tienen color b, y v;,7v; tiene

color ¢, donde a, b y ¢ son los distintos colores de p.

Afirmacion 2. Para toda i se tiene que H(i,i+7) € Cs(1,3).

Sin pérdida de generalidad supongamos que H(0,7) C Cs(1,3), notemos
que hay exactamente tres vyvr-geodésicas. Primero vgvsvavr no es arcoiris,
pues vou3 ¥ v4v7 tienen el mismo color; dado que v;vg tiene color ¢, enton-
ces vov; y VU7 tienen color a o b (por la Afirmacion 1), lo que implica que

VoU104V7 Y VoU3VgU7 NO son arcoiris, contradiciendo la eleccion de p.

Afirmaciéon 3. En C(y) y en C(3) ocurren al menos 3 colores.

Supongamos que las flechas en C3) tienen colores 0 y 1, por la Afirmacién
1 tales colores deben alternarse. Ademaés, dado que p es una 3-coloracion, hay
una flecha v;v; + 1 de color 2, entonces H(i+7,i) C Cs(1, 3), contradiciendo

la Afirmacion 2.

Para auxiliarnos en las siguientes afirmaciones representaremos los dife-
rentes casos en distintas figuras, en todas ellas el color 0 sera representado
en verde, el color 1 en rojo y el color 2 en azul. También, podremos observar
flechas continuas y puntedas, las flechas continuas representan a las flechas
que ya se tienen por las hipdtesis del subcaso en cuestion, mientras que las
flechas punteadas son aquellas que se implican a partir de las anteriores. Ade-

mas, en cada figura aparecen un par de vértices de color negro, notese que
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entre estos vértices no existen arcoiris en alguna direccion.

Afirmaciéon 4. No hay cuatro flechas en C(yy (o C(3)) con el mismo color.

Supongamos sin pérdida de generalidad que vyvs, v4v7, VU5 ¥ Vgv; tienen
color 0, por la Afirmacién 3, hay al menos una flecha v;v;4; en C(yy de color
0.

(a) Si i es par, supongamos que i = 0, dado que vyuzvgv; €s un arcoiris
forzado, sin pérdida de generalidad, asignemos los colores 1 y 2 a las flechas
v3Ug ¥ Vg7 respectivamente. Entonces vyvy € p~ (1) por la Afirmacion 1.
Ademas, vov3v6v1 €s un arcoiris forzado, por lo cual vavz € p~1(2), y por la
Afirmacion 1 tenemos v1vy € p~'(1). De nuevo, de la Afirmacion 1 se sigue
que v7vy tiene color 1 o 2. Si vyvy € p~1(1), entonces H(3,2) C Cx(1,3).
Ahora, si v;v9 € p‘1(2), notese que v;v2U5V €8 un arcoiris forzado, entonces
vsvg € p~ (1), lo que implica que vsvev vy es un arcoiris forzado, por lo cual
vsvg € p~1(2). Por la Afirmacion 1 se tiene que vyvs € p~*(1), por lo cual no

hay v vz-arcoiris.

Figura 6: Los casos en la Afirmacion 4.
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(b) Si i es impar, supongamos que i = 1. Notemos que v104v5 ¥ V0709 SON
arcofris forzados, pero ninguna de sus flechas tienen color 0, por la Afirmacion
1 y (a). Tenemos dos casos (salvo isomorfismo), primero supongamos que
V7U2, V405 € pL(1) ¥ vgvr, vivy € p~Y(2), v observemos que las flechas vov; y
vov3 no son de color 0, por lo cual vyvsvavs v VgU7VHV3 SON arcoiris forzados,
es decir, vs3vy € p~1(2) y vrvy € p~1(1). Por la Afirmaciéon 1 tenemos que
vour € p~H(2) y vevs € pi(1), lo que implica que vsvU3v4 €s un arcoiris
forzado, entonces vsvy € p~(1). Por tanto H(4,3) € Cs(1,3). Por otro lado,
supongamos que v7vy, v1vy € p- (1) y vevr, vavs € p~1(2). Por la Afirmacion
1 tenemos que vgvy, vav3 € p~1(0), entonces vov3V4Vs ¥ VgU7UoU3 SON arcoiris
forzados, es decir, vsvy, v;u9 € p~1(1). Por lo cual no hay v;vs-arcoiris. En

cada caso se contradice la eleccién de p.

(%) o\ 111 /o Vg V2 o\ IV /o Vg
O\ /O O\ /O
U7 o) (%1 U7 o) (%1
(1 Uy

Figura 7: Los cuatro tipos de coloraciones en C'3)

Asi, por las afirmaciones anteriores, se deduce que, sin pérdida de gene-
ralidad, C(3) tiene exactamente tres flechas de color 0, tres flechas de color
1, v dos flechas de color 2. Es facil verificar que, salvo isomorfismo, hay

exactamente cuatro coloraciones en C(3) (Figura 7):
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Tipo I p='(0) = {w3vs, vavy, 205}, p~ (1) = {v1v4, v7V2, V500 } ¥
p1(2) = {wvovs, veu1 }.

Tipo IT:  p71(0) = {v3ve, v7v9, v5v0}, p~ (1) = {vev1, v4v7, Vovs} y
p1(2) = {wovs, vivy}.

Tipo III:  p=1(0) = {v3vs, vav7, vaus}, p~ (1) = {vv1, v7v2, v5V0} ¥
p1(2) = {vovs, vivy}.

Tipo IV: (0) = {vsvs, vavr, vavs}, p~ (1) = {v104, V709, V500 } ¥

ol
p1(2) = {wvovs, v4vr }.

Afirmacién 5. La coloracién en C3) no es del Tipo L.
(a) vovy & p~1(2) y vavs ¢ p~1(0), por la Afirmacion 2.

(b) vivy € p~1(0); en otro caso, por (a) y la Afirmacion 1, tenemos que
vov1 ¢ p~1(1). Dado que v1v4v5v6 €s un arcoiris forzado y por (a), se sigue

que v4vs € p~1(2) y vsvg € p~(0), por lo cual no hay vyvs-arcoiris.

(c) vive € p~1(2); en otro caso vivy € p~ (1), por (a) y la Afirmacion 1
tenemos que vov; € p~1(0). Dado que vyv4v7vg es un arcoiris forzado, se tiene
v7vg € p~1(2). Por la Afirmacion 1, vouz € p~1(1), entonces vavsvgv; €8 un

arcoiris forzado, por lo cual vsvs € p~'(1). Por tanto no hay vsv,-arcoiris.

(d) vsvy & p~i(1); de lo contrario, por (c¢) y la Afirmaciéon 1, tenemos
vivg € pH(2) y vauz € p1(0). Ahora, de la Afirmacion 1y (a), se sigue que
vavs € p~1(2). Dado que vsvgvivy es arcoiris forzado, tenemos vsvg € p~1(0),

entonces no existen vyvg-arcoiris.

(e) vsvs € p~1(0); en otro caso vsvy € p~1(2), del inciso (c) se sigue que
vivy € p~(2). Por (a) y la Afirmacion 1 tenemos vyvs € p~'(1). Ademas,
VgU7V2Vs s un arcoiris forzado, entonces vgvy € p~1(2), y por la Afirmacion

1 vouy € p~1(2). Por lo cual no hay vgvr-arcoiris.
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Figura 8: Casos de la Afirmacion 5.

(f) A partir de (c) y (e) se sigue que vivs € p~1(2) v v3vy € p~1(0).
Ademaés, por la Afirmacion 1 vovs € p~1(1), entonces v3vgv7ve €s un arcoiris
forzado, es decir, vgv; € p~1(2). Asi, no hay vguz-arcoiris.

Entonces la coloracion en C(3) no es del Tipo L.

Afirmacion 6. La coloracion en C(3) no es del Tipo II

(a) vive, vovs & p~1(2), por la Afirmacion 2. Ahora, por la Afirmacion 1,
hay dos casos.

(b) vive & p~1(0) y vvs ¢ p1(1); en otro caso vVzv4V7V ¥ VUsVHV; SON
arcofris forzados, entonces vovy, v3vy & p~(2). Por tanto no hay vyvy-arcoiris.

(c) vive & p~ (1) y vous ¢ p1(0); en otro caso vzv4V7V ¥ VUsVEUT SON
arcofris forzados, entonces vovy, v3vy € p~1(2). Lo cual implica que no existen

VoUg-arcoiris.
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Figura 9: Casos de la Afirmacion 6.

Asi tenemos que la coloracion en C3) no es del Tipo 1I.
Afirmacién 7. La coloracion en C(3) no es del Tipo I11.

(a) vivy & p~1(2); en otro caso, por la Afirmacion 1 vovy, vovs & p~1(2),
entonces vyUsvgv; s un arcoiris forzado, asi vsvg € p~1(2). Ahora, vvov3v6
es un arcoiris forzado, entonces vyvs € p~1(1). Notese que v7vg, Vovy, V45 &
p~1(2), ya que v7vguz es un arcoiris forzado y por la Afirmacion 1, por lo cual
v4UsVeVL es arcoiris forzado, entonces vqvs & p~1(0), y por la Afirmacion 1
v3vy € p~(2). Dado que vsvyvivy es arcoiris forzado tenemos vov; € p~1(0).

Por lo cual no hay vyvs-arcoiris.

(b) vavs & p~1(2); en otro caso, por la Afirmacion 1, vzvgvrvy es arcoiris
forzado, entonces vgvy & p~1(2). Ahora, vgvv9v3 es arcoiris forzado, asi vivy ¢
p~1(0). Notemos que vyvs € p~*(1) (de lo contrario, no habria vsvs-arcoiris o
v vs-arcoiris) y por la Afirmacion 1, vzvy, vsvg € p~1(0). Por tanto no existen

V9 U7-arCOITis.

Dado que v,v; y vou3 son flechas consecutivas en Cy), por la Afirmacion

1 tenemos dos casos.
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Figura 10: Casos de la Afirmacion 7.

(c) Sivivy € p~1(0) y vovz € p~1(1), entonces vgv7vgv3 es arcoiris forzado.
Ademas vrvy € p~'(1) (de lo contrario, no habria vyvr-arcoiris), por lo cual
vevr € p (1) y v;ug € p~1(0). Ahora, viv4vsv es un arcofris forzado, es
decir, v4v5 tiene color 0. Asi, por la Afirmaciéon 1, no hay vsvs-arcoiris.

(d) Sivivg € p~ (1) y vavg € p~1(0), notese que vgvr € p~1(2) (de lo con-
trario, no habria vyvs-arcoiris o vgvg-arcoiris). Dado que vsvgvrvy es arcoiris
forzado se tiene que vsvg € p~1(0). Entonces no hay vyvg-arcoiris.

Se deduce que la coloracion en C3) no es del Tipo III
Afirmacién 8. La coloracién en C(3) no es del Tipo IV.

(a) vivg & p1(1) y vavy € p~1(0), por la Afirmacion 2.

(b) vovr,vavs & p1(2). Si vgvy € p~Y(2), notemos que vyUzvgVUr €S ar-
coiris forzado, entonces vgv; € p~'(1), y por la Afirmacion 1 se sigue que
vvg € p1(0). Dado que wvgvyvy es arcoiris forzado y por la Afirmacion 1,
vy € p~H(0). Asi vv4vsv0 es arcoiris forzado, es decir, v4vs € p~1(2). Por la

Afirmacion 1, no hay vyvz-arcoiris. Por simetria, se deduce que vyvs € p~1(2).

(¢) vevr,vavg & p~1(2). Si vevy € p(2), entonces vyvivavr es arcoiris

forzado, entonces vov; € p~1(1), y por la Afirmacion 1 se tiene v7vg € p~1(0).
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Ademés, vsvgv; es un arcoiris forzado, por lo cual vsvg € p~*(0). Ahora,
vsUU3Yy es arcoiris forzado, es decir, vsvy € p~1(0). Asi, por la Afirmacion 1,

no hay v,vs-arcoiris. De nuevo, por simetria, tenemos vovz & p~1(2).

Figura 11: Casos de la Afirmacion 8.

(d) vivg ¢ p~2(0) y vsvy ¢ p~'(1). Supongamos que vy, tiene color
0, por la Afirmacion 1, (b) y (¢) deducimos que vyvi,vev; € p~t(1). Mas
atn, se tiene que vqvs ¢ p 1(2) (por (b) y la Afirmacion 1), por lo cual
v1V2V50 €8 arcoiris forzado, es decir, vivy € p~1(2). Ahora, vsvgv, vy s arcoiris
forzado, entonces vsvg € p~*(0). Por la Afirmacion 1, no hay vov;-arcoiris.

Analogamente obtenemos vzvy ¢ p~1(1).

(€) De (a) y (d) se sigue que vrvg),v3vy € p~(2). Por la Afirmacion 1
y dado que vouiv4, U3VgV7, V4U5Vy Y U7UoU3 son arcoiris forzados, tenemos
vou1, Vg7 € p (1) y vavs,vev3 € p~1(0). Nuevamente, por la Afirmacion

1,v109, 0506 € p~1(2), por lo tanto no existen vsvy-arcoiris.
Por tanto, la coloracién en C(3) no es del Tipo IV.

Finalmente, las afirmaciones 5,6,7 y 8 contradicen la eleccion de la colo-

racion p, concluimos que sre(Cg(1,3)) = 4.
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Ahora, supongamos que p es una 3-coloracién por arcoiris. De lo anterior
se sigue que p no puede ser una 3-coloraciéon fuerte por arcoiris. Por lo cual,
debe haber un par de vértices u y v tales que no hay uv-geodésicas arcoiris,
pero donde existe un wv-arcoiris que los conecta. Si la d(u,v) = 1, entonces
la flecha uv es una geodésica arcoiris. Por otro lado, cuando d(u,v) = 2,3, es
facil observar que cualquier trayectoria que no es geodésica tiene longitud al
menos 4, por lo cual no puede haber uv-arcoiris, pues p es una 3-coloracion.
Por la tanto 4 < rc(Cs(1,3)) < sre(Cs(1,3)) = 4, obteniendo el resultado. B
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