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Introducción

Dentro de la teoría de gráficas, la conexidad y las coloraciones son dos

temas cuyo estudio ha sido tanto profundo como diverso, por su valor com-

binatorio y algorítmico. Por un lado, hay varios resultados referentes a la

conexidad conocidos por sus elegantes pruebas y sus implicaciones exten-

sas. Asimismo, existen muchas formas interesantes de fortalecer el concepto

de conexidad, tales como la hamiltonicidad, la k-conexidad, o bien, estable-

ciendo cotas al diámetro. Mientras tanto, colorear gráficas, ya sean colorear

vértices, aristas o ambos, es un concepto que nos puede decir diversas propie-

dades estructurales de la gráfica, dependiendo de las restricciones que se le

impongan a las clases cromáticas. En este trabajo estudiaremos la conexidad

por arcoíris, tema que conjunta ambos conceptos y que ha sido objeto de más

de un centenar de artículos en los últimos años.

Conceptos relacionados con estructuras heterocromáticas o arcoíris fueron

introducidos en un clásico artículo de Erd®s, Simonovits, y Sós [12] en 1975

como contraparte de problemas tipo Ramsey. Desde entonces el desarrollo

de tales conceptos ha ido en distintas direcciones. La conexidad por arcoíris

en gráficas, presentada por Chartrand y otros autores [7] en 2008, es una de

tales vertientes donde se fortalecen los requerimientos de conexidad usando

arcoíris.

En el trabajo aquí presentado nos enfocaremos en estudiar la conexidad

por arcoíris en digráficas, donde el problema descrito se generaliza. En el

primer capítulo nos dedicaremos a presentar de manera breve algunos de los
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resultados más relevantes del trabajo previo desarrollado en gráficas, para

después presentar los conceptos necesarios para el estudio de la conexidad por

arcoíris en digráficas, así como para obtener resultados básicos. En el segundo

capítulo se calcularán los números de conexión por arcoíris en algunas familias

de digráficas: cactus, circulantes y torneos. Dentro del tercer capítulo será

estudiado el comportamiento de los números de conexión por arcoíris bajo

diversas operaciones de digráficas.

Cabe mencionar que, a partir de los resultados incluidos en esta tesis,

se ha completado la redacción de tres artículos de investigación original. El

primero de ellos [1] contiene el trabajo desarrollado en la Secciones 1.1, 1.2

y 2.1, mientras que el resto del Capítulo 2 forma el segundo artículo [2] y el

Capítulo 3 está incluido en el tercero [3].



Capítulo 1

Preliminares

El concepto de la conexión por arcoíris surge de estudiar el intercambio de

información entre distintas agencias gubernamentales en los Estados Unidos.

El Departamento de Seguridad Nacional de los Estados Unidos fue creado en

2003 respondiendo a las fallas descubiertas en la transferencia de información

clasificada después de los ataques terroristas del 11 de septiembre de 2001.

Ericksen [13] hace la siguiente observación: Una de las consecuencias impre-

vistas de esos ataques mortales fue el hecho de que las fuerzas de la ley y las

agencias de inteligencia no se podían comunicar por sus canales habituales,

desde sistemas de radio hasta bases de datos. Las tecnologías utilizadas eran

entidades ajenas y el acceso compartido estaba prohibido, por lo cual no ha-

bía forma en que los oficiales y los agentes pudieran comparar información

entre distintas organizaciones.

Mientras la información requiere ser protegida, pues se relaciona a la

seguridad nacional, deben existir procedimientos que permitan a las distintas

partes accesar a ésta. Este problema doble se puede abordar mediante la

asignación de rutas de transferencia de información entre las agencias que

pueden tener otras agencias como intermediarios, por lo cual se requerirán

un número suficientemente grande de contraseñas y firewalls que prohíba

la entrada a intrusos, pero lo suficientemente pequeño para administrar (es
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decir, lo suficiente para que uno o más caminos entre cada par de agencias

no tengan contraseña repetida). Surge una pregunta inmediata: ¾Cuál es el

número mínimo de contraseñas o firewalls necesaria que permite a uno o más

caminos seguros entre cada dos agencias para que las contraseñas a lo largo

de cada ruta sean distintos?

Esta situación puede modelarse dentro de la teoría de gráficas de la si-

guente manera: Sea P una trayectoria de una gráfica coloreada por aristas

G (la coloración puede no ser propia), entonces P es llamado un arcoíris si

todas sus aristas tienen distintos colores. Si entre cualesquiera par de vértices

existe un arcoíris, decimos que G es conexa por arcoíris y el mínimo número

de colores necesarios para que G sea conexa por arcoíris es llamado el núme-

ro de conexión por arcoíris de G, denotado rc(G). Un concepto similar es el

número de conexión fuerte por arcoíris, denotado src(G), el cual es mínimo

número de colores necesarios para entre cualesquiera par de vértices haya una

trayectoria de longitud mínima (geodésica) que además sea arcoíris, en cuyo

caso diremos que G es fuertemente conexa por arcoíris. Ambos conceptos son

presentados en [7].

La relación entre los números de conexión por arcoíris y varios otros

parámetros en gráficas (tal como el orden, tamaño, radio, grado mínimo) ha

sido estudiado en [16, 20, 21], una compilación que contiene la gran mayoría

de los resultados referentes a la conexión por arcoíris que puede consultarse

es [17]. A continuación presentaremos algunos resultados donde se estudia

la conexidad por arcoíris en gráficas, los cuales nos servirán de referencia

en el desarrollo del presente trabajo. Cabe mencionar que, dado que nuestro

objeto principal de estudio son las digráficas, omitiremos las definiciones

y conceptos básicos relacionados a las gráficas (no orientadas), las cuales

pueden consultarse en [5] y [10].

Dada un gráfica G, es claro que, si coloreamos cada arista de G con

un color distinto, entonces G es fuertemente conexa por arcoíris, pues toda

trayectoria en G es un arcoíris, en particular las geodésicas. Observemos

también, que por definición, toda coloración fuerte por arcoíris es a su vez



5

una coloración por arcoíris. Asimismo, si consideramos dos vértices en G

cuya distancia entre ellos sea igual al diámetro de G, es decir, cuya distancia

sea mayor o igual a la de cualquier otra pareja de vértices, entonces toda

coloración por arcoíris usa al menos tal número de colores. Por lo anterior,

tenemos la siguiente relación

diám(G) ≤ rc(G) ≤ src(G).

Las pruebas de los siguientes resultados, donde se determinan los número

de conexidad por arcoíris de ciclos, árboles, ruedas, completas y k-partitas

completas, están presentes en el artículo presentado por Chartrand et. al. [7].

Proposición 1.1 ([7]). Sea G una gráfica no trivial con m aristas. Entonces

(a) rc(G) = 1 si y sólo si src(G) = 1 si y sólo si G es completa;

(b) rc(G) = 2 si y sólo si src(G) = 2;

(c) rc(G) = m si y sólo si src(G) = m si y sólo si G es un árbol.

Proposición 1.2 ([7]). Si n ≥ 4, entonces rc(Cn) = src(Cn) = dn/2e.

Proposición 1.3 ([7]). Para n ≥ 3, se cumple que

rc(Wn) =


1 si n = 3,

2 si 4 ≤ n ≤ 6,

3 si n ≥ 7.

Además, src(Wn) = dn/3e.

Proposición 1.4 ([7]). Sean s y t enteros positivos. Si 2 ≤ s ≤ t, entonces

rc(Ks,t) = mı́n{d s
√
te, 4}. Además, si 1 ≤ s ≤ t, entonces src(Ks,t) = d s

√
te.

Proposición 1.5 ([7]). Sea G = Kn1,n2,...,nk
una gráfica k-partita completa,

tal que k ≥ 3 y n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nk y donde s =
∑k−1

i=1 ni y t = nk. Entonces

rc(G) =


1 si nk = 1,

2 si nk = 2 y s > t,

mı́n{d s
√
te, 3} si s ≤ t,
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y además

src(G) =


1 si nk = 1,

2 si nk = 2 y s > t,

d s
√
te si s ≤ t.

En el artículo antes mencionado, también se observa que, para cuales-

quiera gráficas G y H, tales que H es subgráfica generadora de G, toda co-

loración por arcoíris de H puede extenderse a una coloración por arcoíris de

G, al asignar cualquier color de los ya existentes en H a las aristas restantes

en G. Los autores de dicho trabajo conjeturaron que tal comportamiento era

cierto para las coloraciones fuertes por arcoíris, pero Chakraborty, Fischer,

Matsliah y Yuster presentaron en [9] un contraejemplo para tal enunciado.

Dicho contraejemplo se muestra en la Figura 1.1, donde primero se conside-

ran dos copias ajenas de K1,6 con centros u y v y hojas {u1, u2, u3, u4, u5, u6}
y {v1, v2, v3, v4, v5, v6} respectivamente. La gráfica H se obtiene al identificar

los vértices ui y vi para cada i ∈ {1, 2, 3}, y la gráfica G se obtiene a partir

de H añadiendo la arista uv. Es fácil verificar que src(H) = 6 y src(G) = 7.

Lo anterior puede resumirse en los siguientes teoremas.

Teorema 1.6 ([7]). Sean G una gráfica y H cualquier subgráfica generadora

de G, entonces rc(G) ≤ rc(H).

Teorema 1.7 ([9]). Existen una gráfica G y una subgráfica generadora H de

G tales que src(G) > src(H).

Naturalmente, como en el caso de cualquier parámetro en gráficas, se ha

estudiado de forma extensa el comportamiento de la conexidad por arcoíris

en los productos clásicos y en otras operaciones. A continuación incluimos

sólo algunos resultados.

Teorema 1.8 ([18]). Sea G1, G2, . . . , Gk una familia de gráficas conexas con

k ≥ 2, entonces rc(G12G22 . . . 2Gk) ≤
∑k

i=1 rc(Gi).

Corolario 1.9 ([18]). Sea G1, G2, . . . , Gk una familia de gráficas conexas con

k ≥ 2, entonces rc(G1 �G2 � · · ·�Gk) ≤
∑k

i=1 rc(Gi).
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x y

Figura 1.1: Las gráficas G y H del Teorema 1.7.

Teorema 1.10 ([18]). Sean G y H gráficas donde G es conexa.

(i) Si H es completa, entonces rc(G[H]) ≤ rc(G). En particular, si diám(G) =

rc(G), entonces rc(G[H]) = rc(G).

(ii) Si H no es completa, entonces rc(G[H]) ≤ rc(G) + 1. En particular,

si diám(G) = rc(G), entonces rc(G[H]) = 2 cuando G es completa y

rc(G) ≤ rc(G[H]) ≤ rc(G) + 1 cuando G no es completa.

Teorema 1.11 ([18]). Sea G conexa. Si G′ se obtiene a partir de G al sub-

dividir una arista, entonces rc(G) ≤ rc(G) + 1.

1.1. Conexidad por arcoíris en digráficas

Todas las digráficas consideradas en este trabajo son simples (es decir,

sin flechas paralelas y sin lazos) y finitas, salvo en la Sección 2.3 donde

estudiaremos una familia de gráficas y digráficas infinitas. Las siguientes

definiciones pueden consultarse en [4], [5] y [10].

Sea una digráfica D, se denota V (D) al conjunto de vértices de D y

definimos al orden deD como la cardinalidad del conjunto V (D), asimismo, el

tamaño de D es el número de elementos en A(D), donde A(D) es el conjunto

de flechas de D. Si A(D) = ∅ se dice que D es vacía. Dada una flecha

a = (u, v), se dice que v es un exvecino de u, y que u es un invecino de v, o
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bien, los vértices u y v son llamados la cola y la cabeza de a respectivamente.

Si u ∈ V (D), entonces N+
D (u) se define como el conjunto formado por todos

los exvecinos de u y, análogamente, N−D (u) es el conjunto formado por todos

los invecinos de u, dichos conjuntos reciben el nombre de la exvecindad de

u y la invecindad de u respectivamente. La cardinalidad de N+
D (u) es el

exgrado de u, denotado por d+D(u). Asimismo, d−D(u) denota a la cardinalidad

de N−D (u), llamado el ingrado de u. Cuando no haya confusión posible, se

omitirá al subíndice D. También, para simplificar la notación, se denotará

por uv a la flecha (u, v).

Una digráfica H es una subdigráfica de una digráfica D si V (H) ⊆ V (D),

A(H) ⊆ A(D) y toda flecha en A(H) tiene ambos extremos en V (H). Si

V (H) = V (D), se dice que H es una subdigráfica generadora de D. Sea

X ⊆ V (D), la subdigráfica inducida por X, denotada D[X], es la digráfica

tal que V (D[X]) = X y donde toda flecha de D cuyos extremos están en X

está contenida enD[X]. Una trayectoria enD es una sucesión P = u0u2 . . . uk

de vértices distintos en D tal que uiui+1 ∈ A(D) para i = 0, . . . , k; además, se

dice que P es una trayectoria desde u0 hacia uk, o bien, una u0uk-trayectoria.

Un ciclo dirigido en D es una sucesión C = u0u2 . . . uk de vértices distintos

u0, . . . , uk−1 tales que u0 = uk y uiui+1 ∈ A(D) para cada 0 ≤ i ≤ k − 1. La

longitud de una trayectoria o un ciclo es el número de flechas que contiene.

Cuando consideremos a una trayectoria o ciclo de orden n como digráficas

por sí mismas los denotaremos por
−−→
Pn y

−−→
Cn respectivamente.

Si u y v son vértices de D, la distancia desde u hacia v, denotada d(u, v),

es la longitud de una uv-trayectoria de longitud mínima, si no hay ningu-

na uv-trayectoria se define d(u, v) = ∞, el diámetro de D es diám(D) =

máx{d(u, v) | u, v ∈ V (D)}. Si una uv-trayectoria tiene longitud d(u, v) es

llamada una uv-geodésica. Una digráfica es llamada fuerte (o fuertemente

conexa) si para cualesquiera dos vértices u y v existen una uv-trayectoria y

una vu-trayectoria.

Dada D una digráfica no vacía, cada función ρ : A(D) → N con N ⊆ N
es llamada una coloración de las flechas de D. Además, si D es una digráfica
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coloreada por aristas, se dice que una uv-trayectoria es un uv-arcoíris si

todas sus flechas tienen distintos colores. Cuando todo par de vértices está

conectado por al menos un arcoíris, se dice que D es conexa por arcoíris, y tal

coloración es llamada una coloración por arcoíris sobreD. Si |N | = k decimos

ρ es una k-coloración por arcoíris. El número de conexidad por arcoíris de D,

denotado por rc(D), es el mínimo entero k tal que D tiene una k-coloración

por arcoíris.

Sea ρ una k-coloración por arcoíris de una digráfica D, un uv-arcoíris de

longitud d(u, v) es llamado uv-arcoíris geodésico. Si cada par de vértices está

conectado por al menos un arcoíris geodésico, diremos que D es fuertemente

conexa por arcoíris y que ρ es una k-coloración fuerte por arcoíris. El número

de conexidad fuerte por arcoíris de D, denotado por src(D), es el mínimo k

tal que D tiene una k-coloración fuerte por arcoíris.

Nótese que toda coloración por arcoíris usa al menos diám(D) colores

distintos, ya que toda trayectoria entre dos vértices cuya distancia es má-

xima usa al menos tal número de flechas. Por otro lado, si tenemos que

V (D) = {v1, . . . , vn} podemos considerar la coloración tal que a cada flecha

vivj de D le asignamos el color i, es claro que obtenemos una coloración

fuerte por arcoíris, pues cualquier trayectoria (en particular toda geodésica)

no repite vértices y por tanto no repite colores. Más aún, es claro que toda

coloración fuerte por arcoíris es, en particular, una coloración por arcoíris.

De las observaciones anteriores, obtenemos lo siguiente:

diám(D) ≤ rc(D) ≤ src(D) ≤ |V (D)|. (1.1)

Sean u y v un par de vértices distintos de D, si las flechas uv y vu

pertenecen a D, entonces se dice que uv y vu son flechas simétricas. Cuando

todas las flechas de D son simétricas se dice que D es una digráfica simétrica.

Además, una digráfica es llamada una digráfica completa, si para cada para

de vértices distintos u y v, las flechas uv y vu están en la digráfica. Dado

que, salvo isomorfismo, hay una única digráfica completa, ésta será denotada

por
←→
Kn.
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Teorema 1.12. Sea D una digráfica no vacía, entonces:

(a) src(D) = 1 si y sólo si rc(D) = 1 si y sólo si D es completa;

(b) rc(D) = 2 si y sólo si src(D) = 2.

Demostración. Primero veremos (a). Si src(D) = 1, entonces rc(D) ≤ 1

por (1). Dado que D es no vacía tenemos que rc(D) ≥ 1, por lo cual rc(D) =

1. Ahora, si rc(D) = 1, entonces diám(D) ≤ 1. Nótese que diám(D) ≥ 1 pues

D es no vacía, por tanto diám(D) = 1, lo que implica que D es completa.

Por otro lado, si D es completa, entonces cada 1-coloración de D es una

coloración fuerte por arcoíris, dado que cada geodésica tiene longitud 1. Así

src(D) = 1.

Ahora probaremos (b). Supongamos que rc(D) = 2 y observemos que

src(D) ≥ 2, por (1,1). Dado que D tiene una 2-coloración por arcoíris, en-

tonces para cada par de vértices distintos u y v de D tal que d(u, v) 6= 1

existe un uv-arcoíris de longitud 2, el cual es también una geodésica, por

tanto src(D) = 2. Por otro lado, si src(D) = 2, entonces rc(D) ≤ 2 por

(1.1). Además, se sigue de (a) que D no es completa, por tanto rc(D) ≥ 2.

Así, concluimos que rc(D) = 2. �

Teorema 1.13. Para cada n ≥ 3, se cumple que rc(
−−→
Cn) = src(

−−→
Cn) = n.

Demostración. Se ha establecido previamente que

n− 1 = diám(
−−→
Cn) ≤ rc(

−−→
Cn) ≤ src(

−−→
Cn) ≤ n.

Ahora, sea ρ cualquier (n − 1)-coloración de
−−→
Cn, entonces hay dos flechas

con el mismo color, digamos vivi+1 y vjvj+1 donde 0 ≤ i < j ≤ n − 1. Por

tanto vi
−−→
Cnvj+1 tiene dos flechas del mismo color, pero vi

−−→
Cnvj+1 es la única

vivj+1-trayectoria en
−−→
Cn, entonces ρ no es una coloración por arcoíris de

−−→
Cn.

De esta forma concluimos que rc(
−−→
Cn) = src(

−−→
Cn) = n. �
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Una digráfica D es llamada k-partita completa si existe una k-partición

V1, V2, . . . , Vk de los vértices de D tal que uv ∈ A(D) si y sólo si u y v pertene-

cen a elementos distintos de la partición. Dado que hay una única digráfica

k-partita completa salvo isomorfismo, ésta será denotada por
←→
Kn1,n2,...,nk

,

donde |Vi| = ni para cada 1 ≤ i ≤ k.

Teorema 1.14. Sea k ≥ 2, si
←→
Kn1,n2,...,nk

es una digráfica k-partita completa

donde ni ≥ 2 para algún i, entonces rc(
←→
Kn1,n2,...,nk

) = src(
←→
Kn1,n2,...,nk

) = 2.

Demostración. Dado que ni ≥ 2 para algún i, entonces
←→
Kn1,n2,...,nk

no es

una digráfica completa, por lo cual rc(
←→
Kn1,n2,...,nk

) ≥ 2. Ahora, consideremos

a A1, A2, . . . , Ak la k-partición de V (
←→
Kn1,n2,...,nk

) en conjuntos independientes,

y definamos la coloración ρ tal que, dada uv ∈ A(
←→
Kn1,n2,...,nk

) con u ∈ Ai

y v ∈ Aj, entonces ρ(uv) = 1 si i < j, y ρ(uv) = 2 si i > j. Notemos que

diám(
←→
Kn1,n2,...,nk

) = 2, lo que implica que toda geodésica es un arcoíris, es

decir, src(
←→
Kn1,n2,...,nk

) ≤ 2. �

Claramente, como en el caso de las gráficas, si H es una subdigráfica

fuerte generadora de D, entonces rc(D) ≤ rc(H), ya que cualquier coloración

por arcoíris de H puede extenderse a una coloración por arcoíris de D al

asignar a las flechas en A(D) \ A(H) cualquiera de los colores presentes en

la coloración de H. Esto no se cumple al considerar el número de conexidad

fuerte por arcoíris, pues src(
←→
Kn) = 1 y toda subdigráfica fuerte generadora

propia H de
←→
Kn cumple que src(H) ≥ 2, y por otro lado tenemos el siguiente

resultado.

Teorema 1.15. Para cualquier k ≥ 7, existen una digráfica D y una sub-

digráfica generadora H de D tales que k = src(D) > src(H).

Demostración. Sea
←→
K2,3 con bipartición A = {a1, a2} y B = {b1, b2, b3}

y consideremos a u1, v1, u2, v2, u3, v3, u4 y v4 nuevos vértices distintos, tales

que Ci = uiviwiui con i ∈ {1, 2, 3, 4} son ciclos tales que wj = a1 para

1 ≤ j ≤ 3 y w4 = a2. Definamos las digráficas H =
←→
K2,3 ∪

(⋃4
i=1Ci

)
, y
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D = H + a1a2 (Figura 1.2), veremos que src(D) = 7 y src(H) = 6. Sea ρ

una 6-coloración fuerte por arcoíris de D, y notemos que la uivj-geodésica

es única (para cualesquiera i y j) y contiene las flechas uivi y ujvj, por

lo cual no hay dos flechas del tipo uivi con el mismo color, sin pérdida de

generalidad sea ρ(uivi) = i. Por el mismo argumento, Pi = uivia1a2u4v4 es

la única uiv4-geodésica para i ≤ 3, y a1a2, a2u4 ∈ A(Pi), lo que implica que

tales flechas tienen colores 5 y 6 respectivamente. Si asignamos cualquiera

de esos seis colores a la flecha v1a1, entonces no hay u1vj-arcoíris para algún

j ≥ 2, contradiciendo la elección de ρ. Por tanto src(D) ≥ 7. Por otro lado,

notemos que diám(H) = 6 y además es fácil verificar que las coloraciones en

la Figura 1.2 son coloraciones fuertes por arcoíris.
Además, podemos considerar k − 7 ciclos de longitud 3, Ci = a1uivia1

con 5 ≤ i ≤ k − 3, donde u5, . . . , uk−3, v5, . . . , vk−3 son vértices nuevos y

distintos. Al unir todos esos ciclos a H para formar la digráfica H ′, podemos

usar argumentos anteriores y notar que las nuevas flechas que no inciden en

a1 deben tener asignado un color único y además podemos asignar el color

de v1a1 a las nuevas flechas que entran a a1 y el color de a1u1 a las nuevas

flechas que salen de a1. Si consideramos a D′ = H ′ + a1a2, a partir de lo

anterior es fácil de verificar que src(D′) = k y src(H ′) = k − 1. �

Si consideramos una digráfica D y una subdigráfica fuerte generadora

H de D con src(H) = 2, entonces por (1.1) y el Teorema 1.12, tenemos

que src(D) ≤ rc(D) ≤ rc(H) ≤ src(H) = 2, es decir, D es completa o

src(D) = 2, es decir, el Teorema 1.15 no se cumple para k = 3. Dado

que las digráficas en la Figura 1.2 son hasta el momento el ejemplo más

pequeño, respecto a sus número de conexidad fuerte por arcoíris, que cumplen

el Teorema 1.15, es natural que se formule el siguiente problema.

Problema 1. Determinar si existen D digráfica y H subdigráfica fuerte ge-

neradora tales que 6 ≥ src(D) > src(H) ≥ 3.

A pesar del Teorema 1.15, existen condiciones que nos permiten relacionar

los números de conexidad fuerte por arcoíris entre digráfica y subdigráficas

inducidas.
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u1

v1

u2

v2

u3

v3

b1

b2

b3

u4

v4a1
a2

Figura 1.2: Las digráficas D y H del Teorema 1.15.

Proposición 1.16. Sea H una subdigráfica inducida fuerte de D. Si to-

da geodésica en D con extremos en V (H) está contenida en H, entonces

src(H) ≤ src(D).

Demostración. Sea ρ una coloración por arcoíris sobre D y sea ρ �H la

restricción de ρ en H. Sean u, v ∈ V (H) y P una uv-geodésica arcoíris en D

bajo ρ, dado que toda geodésica con extremos en V (H) está contenida en H,

en particular P ⊆ H. Por tanto P es una uv-geodésica arcoíris en H bajo

ρ �H . Concluimos que src(H) ≤ src(D). �

Dada una gráfica G y su biorientación
←→
G, para cualquier coloración (fuer-

te) por arcoíris de G se puede definir una coloración (fuerte) por arcoíris de
←→
G tal que si la coloración de G asigna el color i a una arista, entonces la

nueva coloración de
←→
G asigna ese color a las flechas respectivas en

←→
G. Por

tanto, rc(
←→
G) ≤ rc(G) y src(

←→
G) ≤ src(G).
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Análogamente, cualquier coloración por arcoíris en
−→
G induce una colora-

ción por arcoíris sobre G, donde cada arista en G tiene el color de la flecha

correspondiente. De esta forma, a cualquier arcoíris en
−→
G le corresponde un

arcoíris en G. Así rc(G) ≤ rc(
−→
G).

En el caso de la primer cota, podemos observar que es justa ya que (como

veremos en la Sección 1.2) rc(Cn) = src(Cn) = rc(
←→
Cn) = src(

←→
Cn), aunque en

algunos casos, la diferencia puede ser tan grande como queramos, observemos

que rc(K1,n) = n, pero rc(
←→
K1,n) = 2. La desigualdad estricta también se

cumple en el caso de la rueda Wn y de las gráficas completas k-partitas.

Para terminar esta sección veremos un par de resultados generales. En el

primero veremos una condición que nos permite asegurar cuando un subcon-

junto de flechas de la digráfica es heterocromático, mientras que el segundo

establece una relación entre el número de conexidad por arcoíris y el número

de cubierta por vértices.

Proposición 1.17. Sea D una digráfica conexa por arcoíris y sea A un

conjunto de flechas tal que para cada par de flechas distintas uv y xy en A,

se cumpla que d+(u) = 1 = d−(y) con u 6= y, o d+(x) = 1 = d−(v) con x 6= v.

Entonces cada flecha en A tiene distinto color.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supongamos que d+(u) = 1 =

d−(y), entonces cada uy-trayectoria debe contener las flechas uv y xy, en

particular cada uy-arcoíris en D contiene ambas flechas, por tanto los colores

de uv y xy son distintos. �

Una cubierta en D es un subconjunto X de vértices de D tal que cada

flecha tiene al menos uno de sus extremos en X. El número de cubierta de

D, denotado β(D), es la cardinalidad de una cubierta mínima de D.

Teorema 1.18. Sea D cualquier digráfica, entonces rc(D) ≤ 2β(D).
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Demostración. Sea X = {x1, x2, . . . , xβ} una cubierta mínima de D. Para

cada flecha a ∈ A(D) definamos f(a) = mı́n{i | xi es cabeza ó es cola de a}.
Consideremos una 2β-coloración ρ tal que ρ(a) = f(a) si xf(a) es la cola de

a o ρ(a) = β + f(a) si xf(a) es la cabeza de a. Nótese que dos flechas a y

b tienen el mismo color sólo si f(a) = f(b) y ambas flechas salen de xf(a) o

ambas entran en xf(a). Por tanto, cada trayectoria es un arcoíris. �

1.2. Biorientación de ciclos y trayectorias

Se denota por
←→
Cn al ciclo biorientado de orden n, es decir, la digráfica cuyo

conjunto de vértices es V (
←→
Cn) = {vi | 0 ≤ i ≤ n−1} y tal que vivi+1, vi+1vi ∈

A(
←→
Cn) para cada 0 ≤ i ≤ n− 1, donde i+ 1 es considerado (mod n). En esta

sección, denotaremos por
−−→
Cn y

←−−
Cn a los ciclos v0v1 . . . vn−1v0 y v0vn−1 . . . v1v0

respectivamente, los cuales son subdigráficas de
←→
Cn. También, la digráfica

←→
Pn

se define como la trayectoria biorientada de orden n, donde V (
←→
Pn) = V (

←→
Cn)

y A(
←→
Pn) = A(

←→
Cn) \ {v0vn−1, vn−1v0}.

Proposición 1.19. Para n ≥ 1, se cumple que rc(
←→
Pn) = src(

←→
Pn) = n− 1.

Demostración. Claramente, el resultado se sigue a partir de observar que

n− 1 = diám(
←→
Pn) ≤ rc(

←→
Pn) ≤ src(

←→
Pn) ≤ src(Pn) = n− 1. �

Teorema 1.20. Para cada n ≥ 4, se cumple rc(
←→
Cn) = src(

←→
Cn) = dn/2e.

Demostración. Primero notemos que src(
←→
Cn) ≤ src(Cn) = dn/2e para

n ≥ 4. Además, si n es par dn/2e = diám(
←→
Cn) ≤ rc(

←→
Cn). Por otro lado, sea

n = 2k + 1 con k ≥ 2 y sea ρ una k-coloración por arcoíris de
←→
Cn, dado que

Pi = vivi+1 . . . vi+k es la única vivi+k-trayectoria de longitud a lo más k en
←→
Cn para cada 0 ≤ i ≤ n − 1, entonces los k colores de ρ ocurren en cada

diámetro de
←→
Cn. Más aún, como n/k > 2, hay un color que aparece al menos

tres veces en
←→
Cn, supongamos sin pérdida de generalidad que v0v1, vsvs+1 y
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vtvt+1 tienen el mismo color, donde 0 < s < t ≤ n− 1. Dado que P0 y Pk+2

son arcoíris que contienen a v0v1, entonces k ≤ s < t ≤ k+ 1, es decir, k = s

y k+1 = t. Esto implica que el diámetro P2 tiene dos flechas del mismo color,

contradiciendo la elección de ρ. Por tanto dn/2e ≤ rc(
←→
Cn). Así en cualquier

caso rc(
←→
Cn) = src(

←→
Cn) = dn/2e. �

Sea H el conjunto conformado por las subdigráficas fuertes generadoras

de
←→
Cn distintas de

←→
Pn . A continuación, establereceremos los números de cone-

xión por arcoíris de los elementos de H.

Proposición 1.21. Si H ∈ H, entonces
−−→
Cn ⊆ H o

←−−
Cn ⊆ H.

Demostración. Supongamos que
−−→
Cn 6⊆ H y

←−−
Cn 6⊆ H, entonces existen

0 ≤ i, j ≤ n − 1 tales que vivi+1, vj+1vj /∈ A(H). Dado que H es fuerte

tenemos que vj+1

−−→
Cnvj y vi

←−−
Cnvi+1 están contenidos enH. Si i = j+1, entonces

H ∼=
←→
Pn , contradiciendo que H ∈ H. Por otro lado, si i 6= j + 1, entonces

no hay vivj-trayectorias en H, contradiciendo que H es fuerte. Por tanto
−−→
Cn ⊆ H o

←−−
Cn ⊆ H. �

Se sigue de la proposición anterior, que podemos caracterizar a los ele-

mentos de H por el número de flechas asimétricas que contienen. Además,

es claro que cualquier elemento de H que contiene a
←−−
Cn es isomorfo a algún

elemento de H que contiene a
−−→
Cn.

Teorema 1.22. Si H ∈ H tiene k flechas asimétricas, entonces

rc(H) =

{
n− 1 si k ≤ 2;

n si k ≥ 3.

Demostración. Sea H ∈ H y supongamos sin pérdida de generalidad que
−−→
Cn ⊆ H. Nótese que n − 1 = diám(H) ≤ rc(H) para cada k ≥ 1. Si k = 1,

el resultado se sigue pues
←→
Pn ⊆ H. Cuando k = 2, supongamos que vn−1v0 y

vivi+1, donde i 6= n − 1, son las flechas asimétricas de H, es decir, H =
−−→
Cn

∪ vi
←−−
Cnv0 ∪ vn−1

←−−
Cnvi+1. Ahora, sea ρ la (n− 1)-coloración (simétrica) tal que

vjvj+1, vj+1vj ∈ ρ−1(j) para cada j 6= i, n− 1, y vn−1v0, vivi+1 ∈ ρ−1(i). Sean
vr, vs ∈ V (H) con r < s. Tenemos dos casos.
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1. Si 0 ≤ r, s ≤ i o i + 1 ≤ r, s ≤ n − 1, entonces vr
−−→
Cnvs y vs

←−−
Cnvr son

arcoíris.

2. Si 0 ≤ r ≤ i y i+ 1 ≤ s ≤ n− 1, entonces vr
−−→
Cnvs y vs

−−→
Cnvr son arcoíris.

Lo cual implica que rc(H) = n−1. Ahora, supongamos que H tiene al menos

tres flechas asimétricas, digamos vn−1v0, vivi+1 y vjvj+1 con i < j < n− 1, y

sea ρ una (n− 1)-coloración por arcoíris. Nótemos que v0
−−→
Cnvn−1 es la única

v0vn−1-trayectoria, por tanto es un arcoíris. En particular vivi+1 y vjvj+1 tie-

nen distintos colores, digamos r y s respectivamente. Análogamente, vi+1

−−→
Cnvi

es un arcoíris que comparte n−2 flechas y colores con v0
−−→
Cnvn−1, esto implica

que vn−1v0 tiene color r. El mismo argumento aplicado a vj+1

−−→
Cnvj obtene-

mos que vn−1v0 tiene color s, contradiciendo que r 6= s, entonces rc(H) ≥ n.

Además, rc(H) ≤ n, dado que
−−→
Cn ⊆ H. Por tanto rc(H) = n. �

Teorema 1.23. Sea H ∈ H con k flechas asimétricas. Si k = 1, o bien,

k = 2 donde vivi+1 y vjvj+1 son las flechas asimétricas contenidas en H tales

que bn/2c ≤ |i − j| ≤ dn/2e, entonces src(H) = n − 1. En cualquier otro

caso se cumple que src(H) = n.

Demostración. Si k = 1, sea u0u1 la flecha asimétrica de H. Consideremos

la coloración ρ tal que asignamos el color i a las flechas uiui+1 y ui+1ui para

cada 1 ≤ i ≤ n− 1 y el color bn/2c a u0u1. Si k = 2 y H tiene flechas asimé-

tricas vivi+1 y vjvj+1 tales que bn/2c ≤ |i − j| ≤ dn/2e, entonces podemos

suponer sin pérdida de generalidad que i = 0 y j = bn/2c. Definamos la

coloración ρ tal que asignamos el color i a las flechas uiui+1 y ui+1ui para

cada i 6= 0, bn/2c y el color 0 a u0u1 y ubn/2cubn/2c+1. En cualquiera de los

dos casos anteriores es fácil de verificar que ρ es una coloración fuerte por

arcoíris sobre H. Ésto junto al teorema anterior implica que src(H) = n− 1.

Además, también por el teorema anterior, tenemos que si k ≥ 3, entonces

src(H) = n.
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Así, sólo falta considerarH con dos flecha asimétricas u0u1 y uiui+1 donde

i 6= bn/2c, dn/2e. Supongamos que H es conexa fuertemente por arcoíris.

Dado que P = v1
−−→
Cnv0 y P ′ = vi+1

−−→
Cnvi son ambas las únicas geodésicas entre

sus extremos, vemos que n − 1 ≥ src(H). Observemos que cualquier otra

flecha del tipo ujuj+i pertenece a ambas geodésicas P y P ′. Si suponemos

que src(H) = n−1, entonces u0u1 y uiui+1 deben tener un mismo color. Pero

i 6= bn/2c, dn/2e, lo cual implica que v0
−−→
Cnvi+1 o vi

−−→
Cnv1 es una geodésica en

H que no es arcoíris. Por tanto src(H) = n. �



Capítulo 2

Familias de digráficas

Debido a que la naturaleza de la conexidad por arcoíris implica que las

digráficas a estudiar deben ser fuertemente conexas, digráficas que se pueden

construir a partir de ciclos, o bien, donde estructuras cíclicas ocurren fre-

cuentemente son el objeto natural a observar. En este capítulo estudiaremos

el comportamiento de los números de conexión por arcoíris en ciertas familias

de digráficas que poseen tales propiedades.

Primero será el turno de las digráficas circulantes, para las cuales podre-

mos establecer sus números de conexidad por arcoíris dependiendo del valor

que tomen los parámetros que las de�nen. Para los cactus determinaremos

las cotas inferior y superior para sus números de conexidad por arcoíris, para

luego caracterizar las subfamilias de cactus que alcanzan dichas cotas, ade-

más de presentar una forma de construir un cactus de un orden dado y cuyo

número de conexidad por arcoíris sea cualquier valor que elijamos en el in-

tervalo definido por las cotas mencionadas. Posteriormente, mostraremos la

existencia de torneos de orden arbitrariamente grande y número de conexidad

por arcoíris igual a 2, completando la construcción presentada en [11], donde

fue hecho un estudio similar al que se presenta aquí para cactus. Finalmen-

te, inspirándonos en la grá�ca de Rado (conocida también como la gráfica

universal o aleatoria), construiremos una familia de digráficas infinitas cuyo

número de conexidad por arcoíris igual a 2.
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2.1. Digráficas circulantes

Dado un número entero n ≥ 2 y un conjunto S ⊆ {1, 2, . . . , n − 1}, la
digráfica circulante Cn(S) es definida de forma que

V (Cn(S)) = {v0, v1, . . . , vn−1} y

A(Cn(S)) = {vivj | j − i
n≡ s, s ∈ S},

los elementos de S son llamados generadores, y una flecha vivj donde j− i
n≡

k ∈ S es llamada un k-salto. Si k ∈ S, se denota por C(k) a la subdigráfica

generadora de Cn(S) inducida por todos los k-saltos. Nótese que para cada

par de vértices vi y vj hay a lo más una vivj-trayectoria en C(k), en caso

de existir tal trayectoria se denota por viC(k)vj. De aquí en adelante, los

subíndices de los vértices serán considerados módulo n.

Primero estudiaremos a las digráficas circulantes Cn([k]), donde [k] denota

al conjunto {1, 2, . . . , k} para 1 ≤ k ≤ n− 1. Del Teorema 1.12 se sigue que

ambos números de conexión por arcoíris de la digráfica Cn([n− 1]) son igual

a 1, ya que tal digráfica es isomorfa a la digráfica completa de orden n. Para

cualquier otro valor de k se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.1. Si k ≤ n− 2, entonces rc(Cn([k])) = src(Cn([k])) = dn/ke.

Dado que el caso k = 1 se estableció en el Teorema 1.13, nos enfocaremos

en el caso 2 ≤ k ≤ n − 2. Antes de entrar de lleno a la prueba del teorema

anterior, primero definiremos una partición de los vértices de la digráfica y

luego estudiaremos ciertas propiedades de está. Asimismo, estableceremos el

diámetro de Cn([k]), para finalmente usar tales resultados en la demostración

del Teorema 2.1.

Por el algoritmo de la división, podemos suponer que n = ak+b donde a ≥
0 y 0 ≤ b ≤ k − 1. Para poder establecer la igualdad anterior, consideremos

a V = {V0, V1, . . . , Vdn/ke−1}, la partición de V (Cn([k])) tal que:

Vr = {vrk, . . . , v(r+1)k−1}, para cada 0 ≤ r ≤ dn/ke − 2;
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Vdn/ke−1 = {v(dn/ke−1)k, . . . , vn−1}.

Siempre que un elemento de V sea mencionado, el subíndice correspondiente

será considerado (mód dn/ke). Ahora, observemos algunas propiedades de la

partición V que son consecuencia directa de su definición.

Propiedad A. Se cumple que:

1. Si k | n, entonces |Vr| = k y N+(Vr) = Vr+1 para 0 ≤ r ≤ dn/ke − 1.

2. Si k - n, entonces |Vdn/ke−1| = b y |Vr| = k para r 6= dn/ke− 1; además,

se tiene queN+(Vdn/ke−2) = Vdn/ke−1∪{v0, . . . , vk−b−1} yN+(Vr) = Vr+1

para r 6= dn/ke − 2.

Esto significa que las primeras dn/ke − 1 clases de tienen exactamente k

elementos, mientras la última clase tiene a lo más k elementos. Además, si

(vi, vj) es una flecha cuyos extremos pertenecen a elementos no consecutivos

de V (mód dn/ke), entonces vi ∈ Vdn/ke−2 y vj ∈ V0, esta observación se refina
en el siguiente resultado.

Propiedad B. Sea vi ∈ Vr, entonces

vi−k ∈ Vdn/ke−2 si r = 0 y 0 ≤ i ≤ k − 1− |Vdn/ke−1|;
vi−k ∈ Vr−1 en otro caso.

Dados dos subconjuntos (no necesariamente ajenos) de vértices A y B

en una digráfica, se define a la distancia desde A hacia B, denotada por

d(A,B), como la mínima distancia que hay desde cualquier elemento de A

hacia cualquier elemento de B, es decir, d(A,B) = mı́n{d(a, b) | a ∈ A, b ∈
B}.

Proposición 2.2. Sean Vi y Vi+j elementos de V con 1 ≤ j ≤ dn/ke − 1,

entonces j − 1 ≤ d(Vi, Vi+j) ≤ j.
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Demostración. Veamos que j − 1 ≤ d(Vi, Vi+j). Sea P = x0x1 . . . xj−2 una

trayectoria con extremos en Vi y Vi+j. Si P tiene a lo más una flecha cuyos

extremos pertenecen a elementos no consecutivos de V , entonces tenemos que

xr ∈
⋃i+r+1
t=i Vt para cada 0 ≤ r ≤ j− 2, es decir, xj−2 /∈ Vi+j, contradiciendo

la elección de P . Ahora, sean xrxr+1 y xsxs+1 flechas disitintas de P con

0 ≤ r < s ≤ j− 3 tales que sus extremos están en elementos no consecutivos

de V . Sin pérdida de generalidad supongamos que no hay otra flecha de este

tipo en xr+1Pxs, por la Propiedad B tenemos que xr+1 ∈ V0 y xs ∈ Vdn/ke−2.
Por tanto xr+1Pxs tiene longitud al menos dn/ke − 2, lo cual implica que

P tiene longitud j − 2 ≥ dn/ke − 1, contradiciendo que j ≤ dn/ke − 1. Así

obtenemos que j − 1 ≤ d(Vi, Vi+j).

La segunda desigualdad se cumple, pues P = vikv(i+1)k . . . v(i+j)k es una

trayectoria de longitud j, donde i+ s es considerado (mód dn/ke) para cada
0 ≤ s ≤ j, y los vértices extremos de P pertenecen a Vi y Vi+j respectivamente

(por la definición de V). �

Proposición 2.3. Sea P = x0x1 . . . xt una trayectoria en Cn([k]) tal que

x0, xt ∈ Vi, x1 ∈ Vj con i 6= j, entonces t ≥ dn/ke − 1.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supongamos que P es una tra-

yectoria de longitud mínima con tal propiedad. De la Propiedad A se sigue

que j ∈ {i + 1, i + 2}. Si j = i + 1, entonces d(Vj, Vi) ≥ dn/ke − 2, es decir,

x1Pxt tiene longitud al menos dn/ke−2. Por otro lado, si j = i+2, entonces

i = dn/ke − 2 y j = 0. Por lo cual cada flecha de x1Pxt tiene sus extremos

en elementos no consecutivos de V o en el mismo elemento, esto implica que

x1Pxt tiene al menos un vértice en Vr para cada r 6= dn/ke − 1. Por tanto la

longitud de x1Pxt es al menos dn/ke − 2. En cualquier caso obtenemos que

t ≥ dn/ke − 1. �

Observemos que para cada par de vértices vi y vj en Cn([k]), por el al-

goritmo de la división se tiene que existen únicos 0 ≤ t ≤ dn/ke − 1 y

0 ≤ s ≤ k − 1 tales que j − i
n≡ tk + s. Claramente, viC(k)vi+tkC(s)vi+tk+s
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es un a vivj-trayectoria que tiene t k-saltos y 1 s-salto, es decir, es una vivj-

geodésica, de lo cual se sigue que

d(vi, vj) =

{
t si s = 0;

t+ 1 si s 6= 0.

Proposición 2.4. Sea 2 ≤ k ≤ n − 2 tal que n = ak + b, donde a ∈ N y

0 ≤ b ≤ k − 1, entonces

diám(Cn([k])) =


a = dn/ke si b = 0;

a = dn/ke − 1 si b = 1;

a+ 1 = dn/ke si b 6= 0, 1.

Demostración. Claramente d(v0, vn−1) = diám(Cn([k])). Si b = 0, entonces

n − 1 = ak − 1 y v0C(k)v(a−1)kvak−1 es una v0vn−1-geodésica de longitud

a = dn/ke; cuando b = 1, tenemos que n − 1 = ak y v0C(k)vak es una

v0vn−1-geodésica, por lo cual d(v0, vn−1) = a = dn/ke − 1. Por otro lado, si

b 6= 0, 1, se tiene que v0C(k)vakvak+b−1 es una v0vn−1-geodésica de longitud

a+ 1 = dn/ke. �

Ahora, ya que han sido establecidas las propiedades anteriores de la par-

tición V , así como el diámetro de la digráfica Cn([k]), procederemos a ver

que rc(Cn([k])) = src(Cn([k])) = dn/ke.

Demostración del Teorema 2.1 Definamos una dn/ke-coloración ρ tal

que vivj ∈ ρ−1(r) si vi ∈ Vr para cada 0 ≤ r ≤ dn/ke − 1. Notemos que

todas las flechas que salen de los primeros k vértices tienen color 0, todas las

flechas que salen de los siguientes k vértices son de color 1 y así sucesivamen-

te, hasta que las flechas que salen de los últimos n − (dn/ke − 1)k vértices

tienen color dn/ke − 1.

Sea vi, vj ∈ V (D) con j
n≡ i+ tk+s para algún 0 ≤ t ≤ dn/ke−1 y algún

0 ≤ s ≤ k− 1. Si d(vi, vj) ≤ dn/ke− 1, entonces P = viC(k)vi+tkvi+tk+s es un

arcoíris, pues todos los vértices cuyo exgrado en P es igual a 1 pertenecen a
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distintos elementos de V . Ahora, supongamos que d(vi, vj) = dn/ke, entonces
t = dn/ke − 1 y s > 0. Considermos las siguientes vivi+tk+s-geodésicas:

P = viC(k)vi+(dn/ke−1)kvi+(dn/ke−1)k+s,

Q = vivi+sC(k)vi+(dn/ke−1)k+s.

Claramente las secciones viPvi+(dn/ke−1)k y vi+sQvi+(dn/ke−1)k+s son arcoíris,

pues ambas son geodésicas de longitud dn/ke − 1. Si P y Q no son arcoíris,

entonces por la Proposición 2.3 se tiene que los vértices vi, vi+(dn/ke−1)k, vi+s

y vi+(dn/ke−1)k+s están todos en el mismo elemento de V . Dado que la trayec-
toria viPvi+(dn/ke−1)k tiene dn/ke vértices, hay una única flecha vi+rkvi+(r+1)k

para algún 0 ≤ r ≤ dn/ke − 2 tal que sus extremos están en elementos no

consecutivos de V , por lo cual vi+rk ∈ Vdn/ke−2 y vi+(r+1)k ∈ V0. Esto implica

que vi, vi+(dn/ke−1)k, vi+s, vi+(dn/ke−1)k+s ∈ Vdn/ke−2−r, pues, por la Propiedad

B, toda flecha en viPvi+rk tiene sus extremos en elementos consecutivos de V .
Además, dado que vi+s ∈ Vdn/ke−2−r, se tiene que vi+rk+s ∈ Vdn/ke−2, entonces
vi+(r+1)k+s ∈ V0, por lo cual toda flecha en vi+(r+1)k+sQvi+(dn/ke−1)k+s tiene

sus extremos en elementos consecutivos de V , de nuevo por la Propiedad B.

Observemos que vn−1 ∈ N+(vi+rk) ∩ N−(vi+(r+1)k+s) y consideremos la

trayectoria P ′ = viPvi+rkvy−1vi+(r+1)k+sQvi+(dn/ke−1)k+s, la cual tiene longi-

tud igual a r + 2 + dn/ke − (r + 2) = dn/ke. De esta forma, P ′ es una

vivi+tk+s-geodésica donde, por construcción, cada flecha tiene sus extremos

en elementos consecutivos de V . Entonces P ′ es un arcoíris, y por tanto

src(Cn([k])) ≤ dn/ke.

Recordemos que n = ak + b donde a ∈ N y 0 ≤ b ≤ k − 1. Para probar

que dn/ke ≤ rc(Cn([k])) tenemos dos casos. Si b 6= 1, por la Proposición

2.4, se tiene que dn/ke = diám(Cn([k])) ≤ rc(Cn([k])). Si b = 1, entonces

a = dn/ke − 1 = diám(Cn([k])) ≤ rc(Cn([k])). Supongamos que ρ0 es una

a-coloración por arcoíris de Cn([k]) y notemos que n y k son primos relativos

(pues si existe d ∈ N tal que d | n y d | k, entonces (n− xk)/d ∈ N, es decir,
1/d ∈ N, por lo cual d = 1) lo que implica que C = v0vk . . . v(n−2)kv(n−1)kv0

es un ciclo de longitud n. Más aún, para cada 0 ≤ t ≤ n − 1 tenemos que
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vtkCv(t+a)k es la única vtkv(t+a)k-geodésica en Cn([k]) de longitud a. Nótese

además que cualquier otra vtkv(t+a)k-trayectoria tiene longitud al menos a+1,

por lo cual tiene dos flechas del mismo color. Por tanto vtkCv(t+a)k debe ser

un arcoíris que usa todos los colores de ρ0.

En particular, para v0Cvak podemos suponer sin pérdida de generalidad

que vikv(i+1)k ∈ ρ−10 (i) para 0 ≤ i ≤ a−1. Dado que v1Cv(a+1)k es un arcoíris

y los colores de las a − 1 flechas anteriores a vakv(a+1)k han sido asignados,

entonces vakv(a+1)k ∈ ρ−1(0). Así, por argumento inductivo, es fácil ver que

v(ra+i)kv(ra+i+1)k ∈ ρ−10 (i) donde 0 ≤ i ≤ a − 1, 0 ≤ ra + i ≤ n − 1. Esto

nos dice que vn−1v0, v0v1 ∈ ρ−1(0), contradiciendo que v(n−1)kCv(a−1)k es un

arcoíris, por tanto dn/ke ≤ rc(Cn([k])).

Concluimos que dn/ke ≤ rc(Cn([k])) ≤ src(Cn([k])) ≤ dn/ke para cada

2 ≤ k ≤ n− 2, es decir, rc(Cn([k])) = src(Cn([k])) = dn/ke. �

A partir del resultado anterior, se deduce que, para cualesquiera n ≥ 4 y

n/2 ≤ k ≤ n− 2, los números de conexión por arcoíris de Cn([k]) son iguales

a 2, este es otro ejemplo de una familia de digráficas arbitrariamente grandes

con tal propiedad.

Ahora, estudiaremos a las digráficas circulantes con dos generadores, es

decir, Cn({a1, a2}) donde a1 y a2 son elementos distintos de 1, 2, . . . , n − 1.

Además, para simplificar la notación, escribiremos Cn(a1, a2) en lugar de

Cn({a1, a2}). En particular, nos enfocaremos en el caso cuando al menos

uno de los generadores es primo relativo con n. Los resultados presentados a

continuación pueden ser consultados en [19].

Proposición 2.5. Si (a, n) = 1 y ab1
n≡ ab2, entonces b1

n≡ b2.

Proposición 2.6. Si b1, b2, . . . , br es un sistema completo (reducido) de resi-

duos (mód n) y (a, n) = 1, entonces ab1, ab2, . . . , abr es también un sistema

completo (reducido) de residuos (mód n).

Proposición 2.7. Si (a, n) = 1, entonces ax
n≡ 1 tiene exactamente una

solución en Zn.
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Figura 2.1: Ejemplos de coloraciones en el Teorema 2.1.

Estas proposiciones implican que, si (a1, n) = 1 y b ∈ Zn es la solución de

a1x
n≡ 1, entonces Cn(1, ba2) ∼= Cn(a1, a2), es decir, si al menos un generador

es primo relativo a n, basta estudiar a las digráficas circulantes del tipo

Cn(1, k) donde 2 ≤ k ≤ n − 1. Dado que los casos k = 2, n − 1 han sido

establecidos en el Lema 2.1 y el Teorema 1.20, podemos enfocarnos al caso

3 ≤ k ≤ n− 2.

Teorema 2.8. Si Cn(1, k1) y Cn(1, k2) son digráficas circulantes tales que

k1, k2 ≥ 2 y k1k2
n≡ 1, entonces rc(Cn(1, k1)) = rc(Cn(1, k2)) y también

src(Cn(1, k1)) = src(Cn(1, k2)).

Demostración. Dado que Cn(1, k1) ∼= Cn(1, k2), se obtiene el resultado. �

Corolario 2.9. Para cualesquiera n ≥ 3 y k ≥ 2 se cumple:

(i) rc(Cn(1, 2)) = src(Cn(1, 2)) = dn/2e.

(ii) rc(C2k+1(1, k + 1)) = src(C2k+1(1, k + 1)) = k + 1.
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Demostración. El primer inciso, es el caso k = 2 del Teorema 2.1. Para

(ii), simplemente combinemos (i) con el Teorema 2.8. �

Ahora, para cualesquiera vi, vj ∈ V (Cn(1, k)) tenemos que

d(vi, vj) = mı́n{r + s | rk + s
n≡ j − i; r, s ≥ 0}

Notemos que, dados r, s ≥ 0 tales que r + s = d(vi, vj) y rk + s
n≡ j − i

se tiene que s < k, de lo contrario (r + 1) + (s − k) < r + s, entonces

(r+ 1)k + s− k n≡ j − i, contradiciendo que r+ s = d(vi, vj). De esta forma,

definimos al conjunto Dk
n(i, j) := {(r, s) | rk + s

n≡ j − i; r, s ≥ 0; s < k},
por lo cual d(vi, vj) = mı́n{r + s | (r, s) ∈ Dk

n(i, j)}.

Teorema 2.10. Para k ≥ 2 se cumple:

(i) rc(C2k(1, k)) = src(C2k(1, k)) = k.

(ii) rc(C2k(1, k + 1)) = src(C2k(1, k + 1)) = k.

Demostración. Consideremos la partición V = (V0, . . . , Vk−1) sobre el con-

junto de vértices, de forma que Vr = {vr, vr+k} para cualquier 0 ≤ r ≤ k− 1.

Primero probaremos (i). Consideremos vi y vj vértices de C2k(1, k), por

el algoritmo de la división tenemos que j − i 2k≡ p(n/2) + q donde 0 ≤ p ≤ 1

y 0 ≤ q < k. Es claro que Dn/2
n (i, j) = {(2t + p, q) | t ≥ 0}, por lo cual

d(vi, vj) = p + q. Así k = diám(C2k(1, k)) ≤ rc(C2k(1, k)). Por otro lado,

definamos a la k-coloración ρ tal que uu′ ∈ ρ−1(r) si u ∈ Vr. Dado que

P = viC(1)vi+qvi+pk+q es una vivj-geodésica y los vértices vi, vi+1, . . . , vi+q

están en distintos elementos de la partición V , entonces P es un arcoíris. Por

lo tanto src(C2k(1, k)) ≤ k, obteniendo así la igualdad.



28 Familias de digráficas

v0

v1

v2

v3

v4

v5

v0

v1

v2

v3

v4

v5

v0

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v0

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

Figura 2.2: Ejemplos del Teorema 2.10 cuando k = 3, 4.

Para probar (ii), observemos que N+(u) = Vr+1 para cada u ∈ Vr, donde
r + 1 es considerado (mód k). Más aún, si u0u1u2 . . . us es una trayectoria

tal que u0 ∈ Vr, entonces ui ∈ Vr+i. Por lo cual, si vi 6= vj, tenemos que

d(vi, vj) = t
k≡ j − i donde 1 ≤ t ≤ k. Por tanto diám(C2k(1, k + 1)) = k.

Ahora, consideremos la k-coloración ρ tal que uu′ ∈ ρ−1(r) si u ∈ Vr y sea

u0u1 . . . us una trayectoria tal que u0 ∈ Vr donde s ≤ k, entonces uiui+1 es

de color r + i. Dado que s ≤ k, todas las flechas de la trayectoria tienen

distintos colores, entonces cualquier trayectoria de longitud a lo más k es un

arcoíris, en particular, toda geodésica es un arcoíris. La segunda igualdad se

sigue de lo anterior. �

Ahora, procederemos a estudiar las distancias y los diámetros en las cir-

culantes Cn(1, k) tales que n es suficientemente grande respecto a n/k, lo cual
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usaremos como herramienta para determinar los números de conexidad por

arcoíris. Asimismo, cabe señalar que la conversa de la siguiente proposición

siempre es cierta, sin importar el valor de k.

Proposición 2.11. Sea k ≤ n/2 y sean (q, r), (q′, r′) ∈ Dk
n(i, j). Si qk+ r =

q′k + r′, entonces (q, r) = (q′, r′).

Demostración. Sea z = qk+ r, por el algoritmo de la división q y r son los

únicos enteros tales que (q, r) ∈ Dk
n(i, j), es decir, si qk + r = q′k + r′ = z,

entonces (q, r) = (q′, r′). �

Si r y k son enteros positivos, por el algoritmo de la división, existen únicos

a, b ≥ 0 tales que b < k y r = ak + b. De aquí en adelante denotaremos

a tales número por ar,k y br,k respectivamente, o simplemente por ar y br

cuando no haya lugar a confusión. Nótese que an = bn/kc. Observemos que

para cualquier par de vértices vi y vj en Cn(1, k) se tiene que (aj−i,k, bj−i,k) ∈
Dk
n(i, j) donde j − i es considerado (mód n). También, nótese que (por la

simetría de cualquier digráfica circulante) para cualesquiera vértices vi y vj
se cumple que d(vi, vj) = d(v0, vj−i), es decir, basta calcular la distancia de v0
hacia cualquier otro vértice para determinar el diámetro de dichas digráficas.

A continuación probaremos algunos resultados referentes a las distancias y

el diámetro dentro de las digráficas circulantes.

Proposición 2.12. Sea vi ∈ V (Cn(1, k)), entonces d(v0, vi) 6= ai + bi si y

sólo si d(v0, vbi) 6= bi.

Demostración. Para probar la suficiencia, sea (q, r) ∈ Dk
n(i, j) tal que

d(v0, vi) = q + r < ai + bi, entonces qk + r = i + tn para algún t > 0,

es decir, q ≥ ai, por tanto (q − ai)k + r
n≡ bi y q − ai + r < bi, de esta forma

d(v0, vbi) < bi. La necesidad del enunciado es análoga. �

Proposición 2.13. Si an ≥ k − 1, entonces d(v0, vi) = ai + bi.
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Demostración. Por la proposición anterior, basta probar que d(v0, vi) = i

para cada i < k. Sea (q, r) ∈ Dk
n(i, 0) con q 6= 0, dado que qk + r = i + tn

para algún t ≥ 0, entonces se tiene que q ≥ an ≥ k − 1 ≥ i, de lo cual se

deduce que d(v0, vi) = i. �

Proposición 2.14. Si an ≥ k − 1, Entonces diám(Cn(1, k)) = an + k − 2.

Demostración. Por la proposición anterior d(v0, vi) = ai + bi y observemos

que n−bn−1 = ank+bn−bn−1 = (an−1)k+k−1, es decir, an−1 = an−bn−1

y bn−bn−1 = k − 1, por lo cual d(v0, vn−bn−1) = an + k − 2. Ahora veremos

que d(v0, vi) ≤ d(v0, vn−bn−1) para toda 0 ≤ i < n. Primero, si i ≤ n− bn− 1,

entonces es claro que ai ≤ an − 1 y bi ≤ k − 1, por lo cual se cumple la

afirmación. Por otro lado si i > n − bn − 1, notemos que bi ≤ k − 2, de lo

contrario bi = k− 1, lo cual implica que i = ank+ k− 1 ≥ n, contradiciendo

que i < n. Además ai = an, por lo cual ai + bi ≤ an + k− 2. Concluimos que

diám(Cn(1, k)) = an + k − 2. �

Para simplificar el desarrollo en los siguientes resultados, dada una digrá-

fica circulante de n = ank vértices, también denotaremos al vértice vi por

〈 ai, bi 〉 (del algoritmo de la división se sigue que ésta es una correspondencia

biyectiva). A continuación establereceremos una cota superior del número de

arcoíris para las circulantes Cn(1, k) donde k | n, para después determinar el

número exacto de ambos números de arcoíris en el caso k | n con an ≥ k− 1.

Proposición 2.15. Sea Cn(1, k) una digráfica circulante donde n = ank y

an ≥ 3, entonces rc(Cn(1, k)) ≤ an + k − 1.

Demostración. Primero, definamos Vr = {ui | (r − 1)k ≤ i < rk} para
cada 1 ≤ r ≤ an, y sea ρ una coloración sobre Cn(1, k) tal que

ρ(ui, uj) =

{
r si ui ∈ Vr y uj /∈ Vr;
an + s si i+ 1 = j y j

k≡ s.
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Ahora, sean vi y vj vértices distintos de la digráfica y consideremos a

la trayectoria P = viC(k)vi+aj−ikC(1)vj, la cual es claramente un arcoíris,

pues por la definición de ρ se sigue que las trayectorias viC(k)vi+aj−ik y

vi+aj−ikC(1)vj son arcoíris cuyos colores están en los conjuntos {1, 2, . . . , an}
y {an + 1, an + 2, . . . , an + k − 1} respectivamente. �

Teorema 2.16. Si n = ank con an ≥ k − 1 ≥ 2, entonces

src(Cn(1, k)) = rc(Cn(1, k)) = an + k − 2.

Demostración. Dado que src(Cn(1, k)) ≥ diám(Cn(1, k)) = an + k − 2,

basta encontrar una coloración fuerte por arcoíris que use an + k − 2 colores

exactamente. Consideremos a V = {V1, . . . , Van} la partición de V (Cn(1, k))

tal que Vr = {〈 r, s 〉 | 0 ≤ s ≤ k − 1} para 0 ≤ r ≤ an. Definamos la

(an + k − 2)-coloración ρ tal que para 0 ≤ r ≤ an − 1:

〈 r, s 〉 〈 r + 1, s 〉 ∈ ρ−1(r) para cada k-salto.

Si r ≥ k − 2, entonces

I 〈 r, 0 〉 〈 r, 1 〉, 〈 r, k − 1 〉 〈 r + 1, 0 〉 ∈ ρ−1(r);
I 〈 r, j 〉 〈 r, j + 1 〉 ∈ ρ−1(an − 1 + j), para 1 ≤ j ≤ k − 2.

Si r < k − 2, entonces

I 〈 r, k − 2− r 〉 〈 r, k − 1− r 〉 ∈ ρ−1(r);
I 〈 r, j 〉 〈 r, j + 1 〉 ∈ ρ−1(an + 1 + r + j), si j < k − 2− r;
I 〈 r, j 〉 〈 r, j + 1 〉 ∈ ρ−1(an + 1 + j − k + r), si j > k − 2− r.

Ahora, sean 〈 r, s 〉 y〈 r′, s′ 〉 vértices distintos de Cn(1, k). Exhibiremos un

arcoíris P que conecta tales vértices, considerando los siguientes casos:

Caso 1. r 6= r′. Entonces

P =

{
〈 r, s 〉C(k) 〈 r′, s 〉C(1) 〈 r′, s′ 〉 si s ≤ s′;

〈 r, s 〉C(k) 〈 r′ − 1, s 〉C(1) 〈 r′, s′ 〉 si s′ < s.
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Caso 2. r = r′. Si s < s′, sea P = 〈 r, s 〉C(1) 〈 r, s′ 〉. Por otro lado, si

s′ < s, entonces tenemos dos subcasos:

Subcaso 2.1. 〈 r, t 〉 〈 r, t+ 1 〉 /∈ ρ−1(r) para cada t < s′. Entonces consi-

deramos P = 〈 r, s 〉C(k) 〈 r − 1, s 〉C(1) 〈 r, s′ 〉.

Subcaso 2.2. 〈 r, t 〉 〈 r, t + 1 〉 ∈ ρ−1(r) para algún t < s′. Nótese que t

es única, por la definición de ρ. Así definimos

P =

{
〈 r, s 〉C(k) 〈 an − 1, s 〉C(1) 〈 0, s′ 〉C(k) 〈 r, s′ 〉 si r ≥ k − 2;

〈 r, s 〉C(k) 〈 k − 2− s, s 〉C(1) 〈 k − 1− s, s′ 〉C(k) 〈 r, s′ 〉 si r < k − 2.

En cualquier caso, el número de k-saltos de P , digamos pk, es a lo más

an − 1 y su número de 1-saltos, digamos p1, es a lo más k − 1, entonces, por

la Proposición 2.13, P es una geodésica. Observemos que, en el Subcaso 2.2,

an−1 colores ocurren en P ∩C(k), es decir, existe algún t < an que no ocurre

en tal digráfica. Más aún, los colores t, an, an + 1, . . . , an + p1 − 2 ocurren en

P ∩C(1). En cualquier otro caso, los colores r, r+ 1, . . . , r+ pk − 1 (mód an)

ocurren en P ∩C(k) y P ∩C(1) tiene p1 colores en {r+ pk, an, an + 1, . . . , an +

k − 2}. Por tanto, en cada caso P es arcoíris. �

Teorema 2.17. Para k ≥ 3 se cumple que

src(C(k−1)2(1, k)) = rc(C(k−1)2(1, k)) = 2k − 4.

Demostración. Dado que C4(1, 3) ∼=
←→
C4 , el caso k = 3 se sigue del Teorema

1.20. Para k ≥ 4, sea n = (k− 1)2, entonces n = (k− 2)k+ 1. Además, k− 1

y k son primos relativos, entonces C(k) es un ciclo. Ahora, verificaremos que

d(v0, vi) = i para i < k. Sea (p, q) ∈ Dk
n(0, i), entonces pk + q = tn + i para

algún t ≥ 0. Si t = 0, entonces q = i; en otro caso i ≤ k − 1 ≤ p. Por tanto

p+ q ≥ i, es decir, d(v0, vi) = i. Concluimos que diám(Cn(1, k)) = 2k − 4.

Consideremos a V = {V0, . . . , Vk−1}, una partición de V (Cn(1, k)), donde

Vr = {〈 r, s 〉 | 0 ≤ s ≤ k − 2} para 0 ≤ r ≤ k − 2. Ahora, definamos la

(2k − 4)-coloración ρ tal que para cada r:



2.1 Digráficas circulantes 33

v0
v1

v2

v3

v4v5

v6

v7

v8

C9(1, 4)

v0 v1
v2

v3

v4

v5

v6
v7v8

v9
v10

v11

v12

v13

v14
v15

C16(1, 5)

Figura 2.3: Ejemplos del Teorema 2.17.

(a) El k-salto que sale de 〈 r, s 〉 tiene color r, donde 0 ≤ s ≤ k − 1.

(b) Las flechas 〈 r, 0 〉 〈 r, 1 〉 y 〈 r, k − 2 〉 〈 r + 1, 0 〉 tienen color r.

(c) La flecha 〈 r, s 〉 〈 r, s+ 1 〉 tiene color k − 2 + s, para s 6= 0, k − 2.

Primero, notemos que toda trayectoria de longitud a lo más k − 1 en

C(k) es un arcoíris. Ahora, sean vi = 〈 r, s 〉 y vj 〈 r′, s′ 〉 vértices distintos,

por la observación previa tenemos que d(vi, vj) = aj−i + bj−i, donde j − i

es considerado (mód n). De aquí en adelante, cuando un vértice 〈 t, t′ 〉 sea
mencionado, los números t y t′ serán considerados (mód an) y (mód k − 1)

respectivamente. Consideremos los siguientes casos:

Caso 1. r 6= r′.

Subcaso 1.1. bj−1 < k − 1 o s′ 6= 0. Consideremos a la trayectoria

P = 〈 r, s 〉C(k) 〈 r′′, s′′ 〉C(1) 〈 r′, s′ 〉, donde 〈 r, s 〉C(k) 〈 r′′, s′′ 〉 tiene longitud
aj−i y 〈 r′′, s′′ 〉C(1) 〈 r′, s′ 〉 tiene longitud bj−i.

Subcaso 1.2. bj−i = k − 1 y s′ = 0. Entonces

P =

{
〈 r, s 〉C(k) 〈 r′, s′ 〉 si aj−i = 0;

〈 r, s 〉C(k) 〈 r′ − 3, k − 2 〉〈 r′ − 2, 0 〉〈 r′ − 1, 1 〉C(1) 〈 r′, 0 〉 si aj−i > 0.
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Observemos que, si aj−i = 0, entonces (k − 1)k
n≡ k − 1, por tanto P es una

vivj-geodésica.

Caso 2. r = r′. Si s < s′, entonces 〈 r, s 〉C(1) 〈 r′, s′ 〉. Por otro lado,

cuando s′ < s consideramos los subcasos:

Subcaso 2.1. bj−i = 0. Entonces P = 〈 r, s 〉C(k) 〈 r, s′ 〉.

Subcaso 2.2. bj−i 6= 0. Nótese que s′ < bj−i.

Subcaso 2.2.1. s′ 6= 0. Entonces

P = 〈 r, s 〉C(k) 〈 r − 2, k − bj−i + s′ − 1 〉C(1) 〈 r − 1, 0 〉 〈 r, 1 〉C(1) 〈 r, s′ 〉 .

Subcaso 2.2.2. s = 0. Entonces P = 〈 r, s 〉C(k) 〈 r−1, k−bj−i 〉C(1) 〈 r, 0 〉,
cuando bj−i 6= k−1. De lo contrario bj−i = k−1, y consideramos la trayectoria

P = 〈 r, s 〉C(k) 〈 r − 3, k − 2 〉 〈 r − 2, 0 〉 〈 r − 1, 1 〉C(1) 〈 r, 0 〉. �

Corolario 2.18. Para r ≥ 1, se cumple src(C(r+1)2(1, r
2 + r + 1)) = 2r.

Demostración. Basta considerar el caso k = r + 2 en el teorema anterior

y observar que

(r2 + r + 1)(r + 2) = r3 + r2 + r + 2r2 + 2r + 2

= r3 + 3r2 + 3r + 2

= (r + 1)3 + 1

≡ 1 (mód (r + 1)2).

De esta forma C(r+1)2(1, (r + 1)2 − r) ∼= C(r+1)2(1, r + 2). �

Ahora, estableceremos los números de conexión por arcoíris de las digráficas

circulantes Cn(1, 3). En los siguientes dos lemas estudiamos el caso (n, 3) = 1,

donde debe notarse que C(3) es un ciclo y an = bn/3c.

Lema 2.19. Para n ≥ 4 con n
3≡ 1, entonces src(Cn(1, 3)) ≤ bn/3c+ 1.
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Demostración. Primero notemos que el caso n = 4 es consecuencia del

Teorema 1.20, pues C4(1, 3) =
←→
C4 . Ahora, si n ≥ 7, entonces n = 3an + 1, es

decir, an ≥ 2. De esta forma, por las proposiciones 2.13 y 2.14, obtenemos

que diám(Cn(1, 3)) = bn/3c + 1. Consideremos la (an + 1)-coloración ρ tal

que:

(i) Para cada 0 ≤ r ≤ an − 1, se le asigna el color r a las flechas v3rv3r+3,

v3r+1v3r+4, v3r+2v3r+5, v3rv3r+1 y v3r+2v3r+3.

(ii) ρ−1(an) = {v3s+1v3s+2 | 0 ≤ s ≤ an − 1} ∪ {vn−1v0, vn−1v2}.

Claramente toda trayectoria P ⊆ C(3) de longitud j ≤ an es una geo-

désica donde j colores ocurren cíclicamente, dichos colores están contenidos

en 0, 1, . . . , an si vn−1v2 ∈ A(P ), o bien, contenidos en 0, 1, . . . , an − 1 si

vn−1v2 /∈ A(P ). Entonces para cada par de vértices vi y vi+3j con j ≤ an

se tiene que la geodésica P = viC(3)vi+3j es un arcoíris. Para vi y vi+3j+1

donde j < an, veremos que la geodésica viC(3)vi+3jvi+3j+1 es un arcoíris,

primero nótese que en viC(3)vi+3j ocurren j colores consecutivos, a saber

r, r + 1, . . . , r + j − 1 considerados (mód an) cuando vn−1v2 ∈ A(P ), o bien,

si vn−1v2 /∈ A(P ), se consideran (mód an − 1), y también observemos que:

I si vi+3j = vn−1 o i+ 3j
3≡ 1, entonces vi+3jvi+3j+1 ∈ ρ−1(an);

I si i + 3j
3≡ 0 y vi+3j 6= vn−1, entonces vi+3jvi+3j+1 ∈ ρ−1(r + j), donde

r + j es considerado (mód an − 1);

I si i+ 3j
3≡ 2, entonces vi+3jvi+3j+1 ∈ ρ−1(r + j), con r + j (mód an).

En cada caso el color asignado a vi+3jvi+3j+1 no ocurre en viC(3)vi+3j, entonces

P es un arcoíris geodésico.
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Figura 2.4: Ejemplos de coloraciones para el caso n ≡ 1 (mód 3).

Finalmente, para todo par de vértices vi y vi+3j+2 con j < an veremos

que la geodésica P = viC(3)vi+3jvi+3j+1vi+3j+2 es un arcoíris. Como el caso

anterior, hay j colores consecutivos que ocurren sobre viC(3)vi+3j, a saber

r, r + 1, . . . , r + j − 1, además

I si i+3j
3≡ 0 y vi+3j 6= vn−1, entonces vi+3jvi+3j+1 y vi+3j+1vi+3j+2 tienen

colores r + j (mód an − 1) y an respectivamente;

I si vi+3j = vn−1 o i+3j
3≡ 1, entonces vi+3jvi+3j+1 y vi+3j+1vi+3j+2 tienen

colores an y r + j (mód an − 1);

I si i+ 3j
3≡ 2, entonces vi+3jvi+3j+1 y vi+3j+1vi+3j+2 tienen colores r+ j

y r + j + 1 (mód an).

De nuevo, en cada caso, los colores de vi+3jvi+3j+1 y vi+3j+1vi+3j+2 no ocu-

rren sobre viC(3)vi+3j, por tanto P es arcoíris geodésico. Por tanto ρ es una

coloración fuerte por arcoíris. �

Si s = (a1, a2, . . . , an) es una sucesión y k ≤ n, se denota por sk a la

subsucesión de los primeros k elementos de s, es decir, sk = (a1, a2, . . . , ak).

Sea ρ una coloración sobre una digráfica D y sea P ⊆ D una trayectoria, se

denotará por ρ[P ] a la sucesión de colores de las flechas de P .
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Lema 2.20. Si n ≥ 11 con n
3≡ 2, entonces src(Cn(1, 3)) ≤ bn/3c+ 1.

Demostración. Definamos la (an + 1)-coloración ρ tal que

(i) A las flechas v1v4, v1v2, v2v3, v5v6 y vn−2vn−1 se les asigna el color 0.

(ii) Para cada 1 ≤ r ≤ an−3, se les asigna el color r a las flechas contenidas

en el conjunto

{vivi+3 | i = 3r − 1, 3r, 3r + 1} ∪ {vivi+1 | i = 3r + 1, 3r + 3, 3r + 5}.

(iii) El color an − 2 es asignado a las flechas del conjunto

{vivi+3 | i = n− 9, n− 8, n− 7} ∪ {vivi+1 | i = n− 7, n− 5, 0}.

(iv) Las flechas vn−6vn−3, vn−4vn−1, vn−2v1, vn−4vn−3, vn−1v0 y v2v3 tienen co-

lor an − 1.

(v) Se les asigna es color an a las flechas vn−5vn−2, vn−3v0, vn−1v2, vn−3vn−2
y v3v4.

De la definición de ρ, se sigue que la sucesión de colores de C(3) (iniciando en

v0) es (0, 1, . . . , an − 2, an, an − 1, 0, . . . , an, 1, . . . , an), y además, no hay dos

flechas consecutivas en C(1) con el mismo color. Entonces, para 0 ≤ i ≤ n−1,

las siguientes geodésicas son arcoíris: vivi+1, vivi+1vi+2 y viC(3)vi+3j donde

1 ≤ j ≤ an. Para vi y vi+3j+1, con 0 ≤ i ≤ n− 1 y 1 ≤ j ≤ an, consideremos

los siguientes arcoíris:

(a) Si i = 0 o i = 3s+2 con s < an−2, entonces P = vivi+3vi+4C(3)vi+3j+1,

donde la sucesión de colores de P es (0, an, 1, 2, . . . , an− 1)j+1 si i = 0,

o bien, (s + 1, s, s + 2, s + 3, . . . , an − 2, an, an − 1, 0, 1, . . . , s − 1)j+1

cuando i 6= 0.
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(b) Si i = n−3, n−2 o i = 3s+1 con 1 ≤ s ≤ an, sea P = vivi+1C(3)vi+3j+1,

donde

ρ[P ] =


(an, an − 1, 0, 1, . . . , an − 2)j+1 si i = n− 3;

(0, an, 1, 2, . . . , an − 1)j+1 si i = n− 2;

(an − 1, 0, 1, . . . , an − 2, an)j+1 si i = n− 1;

(s, s+ 1, . . . , an, 0, 1, . . . , s− 1)j+1 en otro caso.

(c) Si i = 3s con 1 ≤ s ≤ an− 1, entonces P = viC(3)vi+3jvi+3j+1 si j 6= an,

o P = vivi+1C(3)vi+3j+1 si j = an, donde

ρ[P ] =


(an, 1, 2 . . . , an−1)j+1 si i = 3 y j 6= an;

(s−1, s, . . . , an, 0, 1, . . . , s−3)j+1 si i 6= 3 y j 6= an;

(s, s+1, . . . , an−2, an, an−1, 0, 1, . . . , s−1) en otro caso.

(d) Cuando i = n− 6, consideramos la trayectoria P = vivi+3vi+4 si j = 1,

o bien, P = viC(3)vi+6vi+7C(3)vi+3j+1 si j 6= 1, donde tenemos que

ρ[P ] = (an − 1, an, 0, 1, . . . , an − 2)j+1.
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Figura 2.5: Ejemplos de coloraciones fuertes por arcoíris del Teorema 2.20.

Para vi y vi+3j+2, donde 0 ≤ i ≤ n − 1 y 1 ≤ j ≤ an − 1, consideramos

los siguientes arcoíris.



2.1 Digráficas circulantes 39

(a) Si i = 0, sea P = v0v3v4v5C(3)v3j+2 donde

ρ[P ] = (0, an, 1, 2, . . . , an − 1)j+2.

(b) Si i = 3s con 1 ≤ s ≤ an − 1, consideramos P = v3C(3)vn−2vn−1v0 si

i = 3 y j = an, o P = vivi+1vi+2C(3)vi+3j+2 en otro caso, donde

ρ[P ] =


(1, 2, . . . , an − 2, an, 0, an − 1) si i = 3 y j = an;

(an, 1, 2, . . . , an − 1)j+2 si i = 3 y j 6= an;

(s− 1, s, . . . , an, 0, 1, . . . , s− 2)j+2 en otro caso.

(c) Si i = 3s + 1 con 0 ≤ s ≤ an − 2, entonces P = vivi+1vi+2C(3)vi+3j+2

donde ρ[P ] = (0, an − 1, 1, 2, . . . , an − 2, an)j+2 si i = 1. Por otro lado,

ρ[P ] = (an − 2, an − 3, an, an − 1, 0, 1, . . . , an − 4)j+2, si i = n − 7. En

cualquier otro caso

ρ[P ] = (s, s− 1, s+ 1, s+ 2, . . . , an − 2, an, an − 1, 0, 1, . . . , s− 2)j+2.

(d) Si i = 3s+ 2 con s ≤ an− 1 y j 6= an− 1, sea P = vivi+1vi+2C(3)vi+3j+2

donde

ρ[P ] =


(an − 1, an, 1, 2, . . . , an − 2)j+2 si i = 2;

(0, 1, . . . , an − 1)j+2 si i = 5;

(s− 1, s, . . . , an, 1, 2, . . . , s− 2)j+2 en otro caso.

(e) Si i = 3s + 2 con s ≤ an − 1 y j = an − 1, consideramos los si-

guientes casos. Si i = 2, entonces P = v2C(3)vn−3vn−2vn−1 donde

ρ[P ] = (1, 2, . . . , an, 0). Si i = n − 6, sea P = vn−6vn−3v0v1v2C(3)vn−9

donde ρ[P ] = (an − 1, an, an − 2, 0, 1, . . . , an − 3). En otro caso, sea

P = vivi+3vi+4C(3)vi+3j+1vi+3j+2 donde para i = n − 9 se tiene que

ρ[P ] = (an − 2, an − 3, an, an − 1, 0, 1, . . . , an − 4), o bien, en otro caso

ρ[P ] = (s+ 1, s, s+ 2, s+ 3 . . . , an − 2, an, an − 1, 0, 1, . . . , s− 1).
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(f) Si i = n− 4, n− 3, n− 2, n− 1, entonces P = vivi+1vi+4vi+5C(3)vi+3j+2

donde

ρ[P ] =


(an − 1, an, an − 2, 0, 1, . . . , an − 3)j+2 si i = n− 4;

(an, an − 1, 0, 1, . . . , an − 2)j+2 si i = n− 3;

(0, an, an − 1, 1, 2, . . . , an − 2)j+2 si i = n− 2;

(an − 1, 0, an, 1, 2, . . . , an − 2)j+2 si i = n− 1.

En cada caso P es un arcoíris geodésico entre sus extremos, por lo cual ρ

es una coloración fuerte por arcoíris. �

Con lo desarrollado al momento, sólo queda determinar src(Cn(1, 3)) para

el caso n = 8. En el siguiente lema se establece tal parámetro, pero omiti-

remos la prueba por el momento, debido a que su longitud resta fluidez al

camino que nos lleva al resultado buscado. Bastará por el momento mostrar

en la Figura 2.6 un ejemplo de una 4-coloración por arcoíris fuerte de C8(1, 3).

De cualquier forma, dicha demostración puede consultarse en el Apéndice.

Lema 2.21. rc(C8(1, 3)) = src(C8(1, 3)) = 4. �
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Figura 2.6: Una 4-coloración fuerte por arcoíris de C8(1, 3).
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Teorema 2.22. Para n ≥ 4 se cumple

rc(Cn(1, 3)) = src(Cn(1, 3)) =

{
bn/3c+ 2 si n = 5, 8;

bn/3c+ 1 en otro caso.

Demostración. Primero, observemos que C5(1, 3) ∼= C5(1, 2), entonces por

el Teorema 2.9 obtenemos rc(C5(1, 3)) = src(C5(1, 3)) = 3. El caso n = 8

ha sido establecido en el lema anterior. El caso n
3≡ 0 es consecuencia del

Teorema 2.16. Para n
3≡ 1, 2 donde n 6= 5, 8, los lemas 2.19 y 2.20 implican que

src(Cn(1, 3)) ≤ bn/3c+1. Además rc(Cn(1, 3)) ≥ diám(Cn(1, 3)) = bn/3c+1,

a partir de lo cual el resultado se sigue. �

Corolario 2.23. Para k ≥ 1

(i) rc(C3k+1(1, 2k + 1)) = src(C3k+1(1, 2k + 1)) = k + 1.

(ii) rc(C3k+2(1, k+1)) = src(C3k+2(1, k+1)) =

{
k + 2 si k = 1, 2;

k + 1 en otro caso.

Demostración. Dado que 3(2k+1)
3k+1≡ 1 y 3(k+1)

3k+2≡ 1, por los Teoremas

2.8 y 2.22, el resultado se sigue. �

Vale la pena observar que en los resultados vistos hasta el momento se

ha establecido la igualdad entre los números de conexidad por arcoíris en las

circulantes correspondientes. A continuación, estableceremos sólo el número

de conexidad fuerte por arcoíris para las circulantes del tipo Cn(1, n− 2) con

n par.

Lema 2.24. Sea n ≥ 5, entonces diám(Cn(1, n− 2)) = bn/3c+ 1.

Demostración. Si n ≡ 0 (mód 3), notemos que hay exactamente dos vivn/3-

geodésicas para cada i, a saber, viC(1)vi+(n/3) y viC(n−2)vi+(n/3). A partir de lo

anterior, es fácil verificar que d(vi, vi+(n/3)+1) = (n/3)+1. Por otro lado, cuan-

do n ≡ 1 (mód 3), entonces para cualquier i se tiene que viC(n−2)vi+bn/3c+1

es la única vivi+bn/3c+1-geodésica, la cual tiene longitud bn/3c. Por lo cual
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d(vi, vi+bn/3c+2) = bn/3c+1. Finalmente, si n ≡ 2 (mód 3), observemos que

viC(1)vi+bn/3c+1 es la única vivi+bn/3c+1-geodésica para cualquier i, es decir,

d(vi, vi+bn/3c+1) = bn/3c + 1. Además, en cualquier caso, podemos observar

que d(vi, vj) ≤ bn/3c+ 1 para cualesquiera vértices vi y vj. Concluimos que

diám(Cn(1, n− 2)) = bn/3c+ 1. �

Lema 2.25. src(C2k(1, 2k − 2)) ≤ k para toda k ≥ 5.

Demostración. Procederemos a definir una k-coloración en C2k(1, 2k − 2)

para dos casos distintos. Cuando k = 2r + 1 con r ≥ 2, entonces sea ρ1

tal que ρ1(vivj) = p, siempre que i ∈ {p, p + k} donde 0 ≤ p ≤ k − 1.

Por otro lado, si k = 2r con r ≥ 3, consideramos a ρ1 tal que ρ−12 (p) =

{v2p+1v2p+2, v2p+kv2p+k+1, v2pv2p−2, v2p+1v2p−1} para cada 0 ≤ p ≤ k − 1.

Sean vi, vj ∈ V (C2k(1, 2k − 2)). Durante el resto de la prueba, el número

j − i siempre será tomado (mód 2k). Consideremos la trayectoria

Pi,j =

{
viC(1)vj si j − i ≤ k/3;

viC(2k−2)vj si j − i 2≡ 0 y j − i < k/3;

Es claro que Pi,j es un arcoíris bajo ρm con m ∈ {1, 2}. Supongamos entonces

que j − i 2≡ 1 y j − i > k/3. Si k = 2r + 1 con r ≥ 2, notemos que Pi,j =

viC(2k−2)vj−1vj usa los colores i, i−2, . . . , i−2s donde s = d(vi, vj) ≤ k/3 < k

e i−2t es considerado mód k para cada 0 ≤ t ≤ s, por tanto Pi,j es un arcoíris.

Ahora bien, si k = 2r con r ≥ 3, entonces sea

Pi,j =

{
vivi−2vi−1C(2k−2)vj si i es par;

viC(2k−2)vj−1vj si i es impar.

En cualquier caso es fácil verificar que Pi,j es un arcoíris. Dado además que

Pi,j es una geodésica, concluimos que src(C2k(1, 2k − 2)) ≤ k. �
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Figura 2.7: Cn(1, n− 2) para 9 ≤ n ≤ 17.

Teorema 2.26. src(C2k(1, 2k − 2)) ≥ k para toda k ≥ 5, k 6= 6.

Demostración. Observemos que C(2k−2) es la unión ajena de dos k-ciclos,

sea C uno de tales ciclos. Así, cualquier (k− 1)-coloración ρ asigna el mismo

color a al menos dos flechas a y b de C. Ahora, si k = 2r + 1 con r ≥ 2,

notemos que a y b deben estar contenidas en una trayectoria viCvi+k−1 para

algún i, y notemos que dicha trayectoria es la única vivi+k−1-geodésica en

C2k(1, 2k − 2) (pues k − 1 > r + 1 y d(vi, vi+k−1) = r + 1).

Análogamente, si k = 2r con r ≥ 4, notemos que a y b deben estar

contenidas en una trayectoria viCvi+k−2 para algún i, y notemos que dicha

trayectoria es la única vivi+k−2-geodésica en C2k(1, 2k−2) (pues k−2 > r+1

y d(vi, vi+k−2) = r + 1). En cualquier caso, ρ no es una coloración fuerte por

arcoíris, es decir, src(C2k(1, 2k − 2)) ≥ k. �

Teorema 2.27. src(C2k(1, 2k − 2)) = k para toda k ≥ 2, k 6= 6.
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Demostración. Los casos k = 2, 3, 4 fueron probados en los Teoremas 2.9,

2.10 y 2.28 respectivamente. Mientras que para k ≥ 5 tenemos los Lemas

2.26 y 2.25. �

Del teorema anterior se deriva que existen digráficas D tales que la dife-

rencia entre src(D) y diám(D) puede ser arbitrariamente grande, pues para

las circulante del tipo C2k(1, 2k − 2) su número de conexidad fuerte por ar-

coíris es igual a k, mientras que su diámetro es b2k/3c + 1. Además, dado

que rc(D) pertenece al intervalo definido por esa diferencia, se presenta el

siguiente problema.

Problema 2. Determinar si existen n > 0 y S ⊆ {1, 2, . . . , n− 1} tales que
rc(Cn(S)) < src(Cn(S)).

En el siguiente teorema estudiamos los números de conexidad por arcoíris

en las circulantes Cn(1, k), donde n ≤ 10, que no han sido determinados

anteriormente.

Teorema 2.28. Sea D ∈ {C8(1, 6), C9(1, 6), C10(1, 4)}, entonces se cumple

que src(D) = rc(D) = 4.

Demostración. Sea ρ una 3-coloración de C8(1, 6), entonces hay (al me-

nos) dos flechas del mismo color en una trayectoria de longitud 3 contenida

en C(1), sin pérdida de generalidad supongamos que tales flechas están en

v0v1v2v3. Dado que cualquier otra v0v3-trayectoria tiene longitud al menos

4, entonces no hay v0v3-arcoíris, por lo cual rc(C8(1, 6)) ≥ 4. Por otro lado,

las digráficas C9(1, 6) y C10(1, 4) tienen diámetro igual a 4. Así, en cualquier

caso tenemos que rc(D) ≥ 4. Además, es fácil verificar que las 4-coloraciones

de las digráficas presentadas en la Figura 2.8 son coloraciones fuertes por

arcoíris, por tanto src(D) = rc(D) = 4 para cada D. �
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Figura 2.8: Coloraciones fuertes por arcoíris.

En la siguiente tabla presentamos los números de conexidad por arcoíris

para digráficas circulantes del tipo Cn(1, k) para n ≤ 17 y k ≤ 14. Por ejem-

plo, los primeras dos columnas se corresponden al Corolario 2.9 y Teorema

2.22 respectivamente, mientras que la diagonal superior se corresponde al

Teorema 1.20. El número aparece entre paréntesis cuando es igual al diáme-

tro, y tiene un asterisco cuando sólo se refiere al número de conexidad fuerte

por arcoíris, de lo contrario ambos números son iguales.

En dicha tabla podemos observar un comportamiento simétrico en los

primeros niveles, el cual se rompe en el caso del número de conexidad fuerte

por arcoíris cuando n = 10, pues src(C10(1, 3)) = 4 y src(C10(1, 8)) = 5.

Asimismo, podemos formular los siguientes problemas.

Problema 3. Determinar si existen n ≥ 10 y 2 ≤ k < n/2 tales que

rc(Cn(1, k)) 6= rc(Cn(1, n− k + 1)).

Problema 4. Determinar si para cualesquiera n ≥ 3 y 2 ≤ k ≤ n − 2 se

cumple que rc(Cn(1, k)) ≤ rc(Cn+1(1, k)) o src(Cn(1, k)) ≤ src(Cn+1(1, k)).
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@
@
@@

n

k
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

3 (1) - - - - - - - - - - - -

4 (2) (2) - - - - - - - - - - -

5 3 3 3 - - - - - - - - - -

6 (3) (3) (3) (3) - - - - - - - - -

7 4 (3) 4 (3) 4 - - - - - - - -

8 (4) 4 (4) (4) 4 (4) - - - - - - -

9 5 (4) (4) 5 (4) (4) 5 - - - - - -

10 (5) (4) (4) (5) (5) (4) 5∗ (5) - - - - -

11 6 (4) (4) 6 6 - - - -

12 (6) (5) (5) (6) (6) (6) - - -

13 7 (5) 7 (5) 7 - -

14 (7) (5) (5) (7) (7) 7∗ (7) -

15 8 (6) 8 8

16 (8) (6) (6) (8) (8) (6) 8∗

17 9 (6) (6) 9

18 (9) (7) (9) (9)

2.2. Cactus

SeaQ una digráfica fuerte asimétrica con conjunto de vértices {u1, . . . , un},
se dice que Q es un cactus si toda flecha de Q pertenece a exactamente un

ciclo dirigido. Esta sección estará enfocada a la familia de digráficas cactus.

Primero, presentaremos un teorema de caracterización de esta familia y cier-

tas propiedades estructurales que cumplen las coloraciones por arcoíris en los

cactus. Luego, se establecerán cotas (inferior y superior) justas para el núme-

ro de conexión por arcoíris de cualquier cactus, las cuales se darán en función

del orden y el número de ciclos del cactus. Además, mediante la estructura

formada por los vértices de corte, se caracterizará a las subfamilias que cum-

plen dichas cotas. Finalmente, se presentará una construcción para obtener
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un cactus de orden arbitrario cuyo número de conexión por arcoíris sea igual

a cualquier valor dado dentro del intervalo determinado por las cotas.

Recordemos, que un bloque de una digráfica es una subdigráfica má-

xima por contención con la propiedad de no tener vértices de corte. La

gráfica de bloques de D, denotada B(D), es la gráfica con conjunto de vér-

tices V (B(D)) = {Bi | Bi es bloque de D} y donde BiBj ∈ E(B(D)) si

Bi y Bj tiene un vértice en común. Además, dada una digráfica D con

A(D) = {a1, . . . , am}, la gráfica subyacente de D, denotada por G(D), es

la gráfica tal que V (D) = V (G(D)) y E(G(D)) = {e1, . . . , em} donde la

arista ei tiene los mismo extremos que ai para 1 ≤ i ≤ m, y ei 6= ej para

i 6= j. Se dice que D es conexa si G(D) es también conexa, y x es un vértice

de corte de D si es a su vez un vértice de corte de G(D). A continuación,

veremos una caracterización de las digráficas cactus.

Teorema 2.29. Sea Q una digráfica con n vértices y m flechas, entonces los

siguientes enunciados son equivalentes:

(I) Q es un cactus.

(II) Q es una digráfica fuerte tal que todo bloque es un ciclo dirigido.

(III) Sea q el número de bloques de Q, entonces Q tiene una descomposición

en ciclos dirigidos Cn1 , . . . , Cnq tal que, para cada k = 2, . . . , q se tiene∣∣∣∣∣V (Cnk
) ∩

(
k−1⋃
i=1

V (Cni
)

)∣∣∣∣∣ = 1

y q = m− n+ 1.

(IV ) Entre cada par de vértices de Q hay exactamente una trayectoria diri-

gida.

Demostración. [(I)⇒ (II)] Sean Q un cactus, B un bloque de Q y C un

ciclo inducido de longitud máxima en B. Supongamos que C 6= B, entonces
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hay una xy-trayectoria P en B tal que x, y ∈ V (C) y A(P ) ∩ A(C) = ∅.
Por lo cual C y yCxPy son dos ciclos distintos que contienen cada flecha en

yCx, contradiciendo que Q es un cactus.

[(II) ⇒ (III)] Si Q cumple (II), basta mostrar que q = m − n + 1.

Procedermos por inducción sobre q. Si q = 1, entonces Q es un ciclo y

m−n = 0. Supongamos que el enunciado es cierto para cualquier cactus con

q − 1 bloques. Sean B un bloque terminal de Q y u ∈ V (B) ∩KQ, notemos

que n(B) = m(B), pues B es un ciclo. Entonces Q′ = Q − (B − u) es un

cactus con q − 1 bloques, así por la hipótesis inductiva

q = m(Q′)− n(Q′) + 2 = m−m(B)− (n− n(B) + 1) + 2 = m− n+ 1.

[(IV )⇒ (I)] Supongamos que Q cumple (IV ) y que tiene una flecha uv

contenida en al menos dos ciclos distintos C y C ′. Entonces vCu y vC ′u son

dos vu-trayectorias, contradiciendo la elección de Q.

Dado que las pruebas de (I) ⇒ (IV ), (II) ⇒ (I) y (III) ⇒ (II) son

directas, el resultado se cumple. �

De ahora en adelante, siempre consideraremos un cactus junto con la

descomposición en ciclos dada en el inciso (III) del teorema anterior, es

claro que tal descomposición es única, salvo por el orden de los ciclos. Dado

que hay una única trayectoria dirigida entre cualesquiera dos vértices de Q,

entonces rc(Q) = src(Q). Dados u, v ∈ V (Q), se denotará por uQv a la única

uv-trayectoria en Q. Ahora, notemos que por (IV ), tenemos que para cada

flecha uv ∈ A(Q) se cumple que Q − uv no tiene uv-trayectorias, es decir,

Q− uv no es fuerte. Además, denotaremos por KQ al conjunto formado por

todos los vértices de corte de Q. También, por cada flecha a ∈ A(Q) se

denotará por C(a) al ciclo dirigido que contiene dicha flecha.

El siguiente resultado se sigue a partir del teorema de caracterización

anterior.
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Proposición 2.30. Sean Q un cactus y u ∈ V (Q), entonces d+(u) = d−(u).

Más aún, u ∈ KQ si y sólo si d+(u) = d−(u) > 1. �

Ahora definiremos una operación de digráficas. Sea H una subdigráfica

de D. La contracción de H en D es la digráfica D/H con conjunto de vér-

tices V (D/H) = {h} ∪ (V (D) \ V (H)), donde h es un nuevo vértice que no

pertenece a D, y xy ∈ A(D/H) si y sólo si una de las siguientes condiciones

se cumple:

(a) x, y ∈ V (D)− V (H) y xy ∈ A(D),

(b) x = h, y 6= h y yz ∈ A(D) para alguna z ∈ V (H),

(c) x 6= h, y = h y zy ∈ A(D) para alguna z ∈ V (H).

En el siguiente lema usamos la contracción aplicada solamente sobre una

flecha, pero más adelante será utlizada sobre subdigráficas más complejas.

Lema 2.31. Sea ρ una coloración por arcoíris sobre un cactus Q y sea uv ∈
A(Q) donde u, v /∈ KQ, entonces |ρ−1(uv)| = 1. Más aún, si uv además

está contenido en un ciclo de longitud al menos cuatro, entonces rc(Q) =

rc(Q/uv) + 1.

Demostración. Sea a = uv con u, v /∈ KQ, y sea b = xy cualquier otra

flecha de Q, sean C(a) y C(b) los ciclos que contienen a dichas flechas res-

pectivamente. Si C(a) = C(b), entonces ρ(a) 6= ρ(b) por (IV ) en el Teorema

2.29. Por otro lado, si C(a) 6= C(b), cada C(a)C(b)-trayectoria contiene un

vértice de corte w ∈ V (C(b)), sin pérdida de generalidad w 6= x, entonces

uQy contiene ambas flechas, por lo cual ρ(a) 6= ρ(b) y |ρ−1(a)| = 1.

Ahora, sea h el nuevo vértice en Q/a. Definimos ρa como la coloración

inducida por ρ en Q/a tal que

ρa(xy) =


ρ(xy) si x, y 6= h;

ρ(vy) si x = h;

ρ(xu) si y = h.
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Claramente, ρa usa un color menos que ρ, y cada arcoíris en Q se corres-

ponde a un arcoíris en Q/a, entonces rc(Q) ≥ rc(Q/uv) + 1. Análogamente,

obtenemos que rc(Q) ≤ rc(Q/uv) + 1, completando el resultado. �

Del lema anterior se desprende que podemos restringir nuestro estudio en

cactus al suponer que los bloques terminales son ciclos de longitud 3, y donde

toda arista tiene al menos un vértice de corte como extremo. Ahora estable-

ceremos una condición equivalente para que una coloración en un cactus sea

coloración por arcoíris.

Teorema 2.32. Sea ρ una coloración sobre un cactus Q. Entonces, ρ es una

coloración por arcoíris si y sólo si para cualesquiera flechas distintas a y b

tales que ρ(a) = ρ(b), se cumple que C(a) 6= C(b) y toda C(a)C(b)-trayectoria

contiene las colas y sólo las colas de a y b, o contiene las cabezas y sólo las

cabezas de ambas flechas.

Demostración. Primero, sea ρ una coloración por arcoíris y sean a = uv

y b = xy con ρ(a) = ρ(b). Notemos que C(a) 6= C(b) pues cada ciclo en Q

debe ser heterocromático. Claramente, cada C(a)C(b)-trayectoria contiene

dos vértices wa ∈ KQ ∩ V (C(a)) y wb ∈ KQ ∩ V (C(b)), no necesariamen-

te distintos. Afirmamos que wa y wb son las colas o las cabezas de a y b

respectivamente, de lo contrario sin pérdida de generalidad, sean wa 6= u y

wb 6= y, entonces uQy contiene ambas flechas a y b, contradiciendo que ρ es

una coloración por arcoíris.

Por otro lado, supongamos que ρ es una coloración donde para cualquier

par de flechas a y b con ρ(a) = ρ(b), entonces C(a) 6= C(b) y toda C(a)C(b)-

trayectoria contiene las colas o contiene las cabezas de ambas flechas. Ahora,

supongamos que ρ no es una coloración por arcoíris, entonces existe una

trayectoria P que contiene dos flechas uv y xy del mismo color. Por hipótesis

tenemos que C(uv) 6= C(xy), pero vPx es una C(uv)C(xy)-trayectoria que

no contiene las dos colas, ni las dos cabezas de uv y xy, contradicendo la

elección de ρ. �
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Nótese que el teorema anterior implica que, en una coloración por arcoíris

en un cactus, para cada clase cromática con al menos dos flechas, existe un

subcactus que contiene todas las colas (cabezas) y sólo las colas (cabezas) de

las flechas en dicha clase cromática.

Recordemos que, dado un vértice u en Q, la vecindad de u es el conjun-

to formado por todos los vértices adyacentes a u, denotada por N(u), y el

grado de u en Q, denotado por d(u), es el número de flechas incidentes en

u. Claramente N(u) = N+(u) ∪ N−(u) y d(u) = d+(u) + d−(u). Ahora, si

u ∈ V (Cni
) definimos la i-ramificación de u, denotada por Bi(u), como el

subcactus de Q máximo por contención tal que Cni
⊆ Bi(u) y donde u no

es vértice de corte de Bi(u). Notemos que cualesquiera dos ramificaciones de

un mismo vértice son ajenas por �echas, por lo cual que cada vértice induce

una decomposición de Q en sus ramificaciones. En particular, si un vértice

no es de corte, entonces tiene sólo una ramificación, la cual es igual a Q.

Lema 2.33. Sea Q un cactus k-coloreable por arcoíris y sea u ∈ KQ con

N(u) ∩ KQ = ∅. Entonces existe una k-coloración por arcoíris sobre Q tal

que hay un color asignado a todas las flechas que entran a u y hay otro color

asignado a todas las flechas que salen de u.

Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que u ∈ V (Cni
),

donde para cada 1 ≤ i ≤ d+(u) consideramos a ui el exvecino de u en Cni
.

Sea ρ una k-coloración arcoíris sobre Q con ρ(uu1) = 1 y ρ(uu2) = 2. Dado

que u, u1 /∈ KB1(u) y ρ(uu2) = 2, tenemos que (uu1) es la única flecha en

B1(u)∪Cn2 de color 1. Analogamente, (uu2) es la única flecha en B2(u)∪Cn1

de color 2. Ahora, definamos una k-coloración ρ′ tal que

ρ′(a) =


1 si a = uu2;

2 si ρ(a) = 1 y a ∈ A(B2(u));

ρ(a) en otro caso.

Sean a, b ∈ A(Q) con ρ′(a) = ρ′(b). Si ρ′(a) 6= 1, 2 o a, b ∈ A(B2(u)) o

a, b ∈ A(Q) − A(B2), entonces la condición del Teorema 2.32 se cumple,
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pues ρ(a) = ρ(b) en cada caso. Supongamos que ρ(a) = 1, a ∈ A(B2(u)) y

b ∈ A(Q) − A(B2), entonces a = uu2 y ρ(b) = 1, por lo cual tenemos dos

casos. Primero, si b ∈ B1(u), entonces b = uu1 y la condición del Teorema

2.32 se cumple trivialmente. En otro caso b ∈ Bi(u) con i ≥ 3. Dado que

ρ(uu1) = ρ(b), cada Cn1C(b)-trayectoria contiene u y la cola de b, entonces

cada Cn2C(b)-trayectoria contiene las colas de a y b.

Este proceso puede ser aplicado a cualquier flecha que sale de u tal que

ρ(uui) 6= 1, de forma que la coloración resultante sea una k-coloración por

arcoíris sobre Q tal que todas las flechas que salen de u tengan el color 1.

Análogamente, podemos usar está última coloración para construir una k-

coloración por arcoíris sobre Q tal que todas las flechas que entren a u sean

de un mismo color (distinto a 1). �

Proposición 2.34. Sea Cni
un bloque terminal de un cactus Q y sea u el

único vértice de corte de Q contenido en Cni
. Si Q′ = Q−(Cni

−u), entonces

rc(Q′) + ni − 2 ≤ rc(Q) ≤ rc(Q′) + ni − 1.

Más aún, si N(u) ∩KQ = ∅ o existe otro bloque terminal Cnj
que contiene

a u, entonces rc(Q) = rc(Q′) + ni − 2.

Demostración. La primera desigualdad se sigue del Lema 2.31, pues cada

flecha de Cni
− u tiene un color único. Para la segunda desigualdad, dado

que u ∈ KQ, entonces existe Cnj
tal que contiene a u donde j 6= i. Sean

v y w los invecinos de u en Cni
y Cnj

respectivamente y sean v′ y w′ los

correspondientes exvecinos exvecinos de u. Por el Lema 2.31 podemos asumir

que Cni
= uwvu. Ahora, sea ρ0 una coloración por arcoíris mínima sobre Q′

donde ρ0(v′u) = c y definimos a la coloración ρ sobre Q tal que

ρ(a) =


r si a = wv;

r + 1 si a = uw o a ∈ ρ−10 (c) \ A(Bj(v
′));

c si a = vu;

ρ0(a) en otro caso.
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donde r y r + 1 son colores nuevos. Sean a, b ∈ A(Q) con ρ(a) = ρ(b). Si

a, b ∈ A(Q′), entonces la condición del Teorema 2.32 se cumple, por lo cual

podemos suponer a ∈ A(Cni
) y b ∈ A(Q′). Sea ρ(a) = r+1, entonces a = uw

y b ∈ A(Bk(v
′)) con k 6= j. Dado que ρ0(b) = ρ0(v

′u) tenemos que toda

C(b)Cnj
-trayectoria contiene las colas de b y v′u, por lo cual toda C(b)Cni

-

trayectoria contiene las colas de b y uw. Ahora, sea ρ(a) = ρ0(v
′u), entonces

a = vu y b ∈ A(Bj(vj)). Si b = v′u, claramente cada Cni
Cnj

-trayectoria

contiene u. Si b 6= v′u toda C(b)Cnj
-trayectoria contiene las cabezas de b y v′u

pues ρ0(b) = ρ0(v
′u). Entonces cada C(b)Cni

-trayectoria contiene las cabezas

de b y vu. Así en cualquier caso la condición del Teorema 2.32 se cumple,

por lo tanto ρ es una coloración por arcoíris sobre Q que usa rc(Q′) + ni− 1

colores.

Por otro lado, si N(u)∩KQ = ∅, sea ρ una rc(Q)-coloración por arcoíris.

Por el Teorema 2.33 podemos suponer que todas las flechas que entran a u

son de color 1 y todas las flechas que salen de u son de color 2. Entonces

ρ �Q′ , la restricción de ρ en Q′, es una (rc(Q′)+ni−2)-coloración por arcoíris.

Ahora, si Cnj
es otro bloque terminal que contiene a u, sea ρ una coloración

por arcoíris mínima sobre Q′ y extendamos esta coloración en Q de forma que

las flechas que entren y salgan de u en Cni
tengan los mismos colores que las

flechas que entran y salgan de u en Cnj
respectivamente y asignamos nuevos

colores a cada flecha en Cni
que no incida en u. Claramente tal coloración

es una coloración por arcoíris sobre Q que usa rc(Q′) + ni − 2 colores. En

cualquier caso la igualdad se cumple. �

La proposición anterior nos dirige al siguiente resultado, en el cuál se

establecen cotas inferior y superior para el número de conexidad por arcoíris

de cualquier cactus.

Corolario 2.35. Sea Q un cactus de n vértices y q ≥ 2 ciclos, entonces

n− q + 1 ≤ rc(Q) ≤ n− 1. �

Proposición 2.36. Sea K∗Q = {u ∈ KQ | N(u) ∩ KQ = ∅}, entonces se

cumple que:
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(a) Si P es una trayectoia dirigida de longitud k con extremos en K∗Q,

donde V (P ) ⊆ K∗Q ∪ (V (Q) \KQ), entonces rc(Q) = rc(Q/P ) + k.

(b) Si hay un bloque Cni
de Q tal que V (Cni

) ⊆ K∗Q∪(V (Q)\KQ), entonces

rc(Q) = rc(Q/Cni
) + ni − 2.

(c) Si H es una subdigráfica conexa de Q con V (H) ⊆ K∗Q∪ (V (Q)\KQ) y

todo vértice u de H con dH(u) = 1 es un vértice de corte de Q, entonces

rc(Q) = rc(Q/H)+ |A(H)|−2q(H), donde q(H) es el número de ciclos

en H.

Demostración. (a) Por el Lema 2.31 podemos asumir que P = x0x1 . . . xk

es una sucesión alternante de vértices en K∗Q y V (Q) \KQ, entonces k = 2r

para algún r ≥ 0. Sea ρ una coloración por arcoíris sobre Q, por el Teorema

2.33 podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que todas las flechas que

salen de x2s tienen color 2s y todas las flechas que entran a x2s tienen color

2s+ 1, para cada 0 ≤ s ≤ r. Nótese que tales colores no aparecen en ninguna

otra flecha de Q. Sea w el nuevo vértice de Q/P , así definimos ρ′ la coloración

en Q/P tal que

ρ′(a) =


0 si a sale de w;

2r + 1 si a entra en w;

ρ(a) si a ∈ A(Q).

Claramente ρ′ es una coloración por arcoíris sobre G/H que usa 2r colores

menos que ρ. Por tanto rc(Q) ≥ rc(Q/P )+k. Análogamente, obtenemos que

rc(Q) ≤ rc(Q/P ) + k.

(b) Por inducción sobre |V (Cni
) ∩ K∗Q|. El caso |V (Cni

) ∩ K∗Q| = 1 se

sigue de la Proposición 2.34. Supongamos que el enunciado es cierto cuando

|V (Cni
) ∩K∗Q| < k y consideremos el caso |V (Cni

) ∩K∗Q| = k, donde k > 1.

Ahora, el resultado se sigue de (a) y la hipótesis inductiva.

Por otro lado, es claro que (c) se sigue de (a) y (b). �
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Dado u ∈ KQ, sea KQ(u) la componente conexa que contiene a u en la

subdigráfica de Q inducida por KQ, y definamos la componente cerrada de

u como la digráfica

KQ(u) = KQ(u) + {xy ∈ A(Q) | x ∈ V (KQ(u)) o y ∈ V (KQ(u))}.

En el siguiente teorema caracterizaremos a la familia de cactus cuyo número

de conexidad por arcoíris es igual a la cota inferior.

Teorema 2.37. Sea Q un cactus de n vértices y q ciclos. Entonces KQ es

independiente si y sólo si rc(Q) = n− q + 1.

Demostración. Sea KQ independiente, probaremos la suficiencia por in-

ducción sobre q. Si q = 1 el enunciado se cumple trivialmente. Supongamos

que el resultado es cierto para cualquier cactus con q − 1 ciclos. Ahora, sea

Cn1 , . . . , Cnq una descomposición en ciclos de Q (Teorema 2.29) donde Cnq

es un bloque terminal. Además, sea Q′ = ∪q−1i=1Cni
, entonces por hipótesis

inductiva tenemos que rc(Q′) = (n − nq + 1) − (q − 1) + 1. Ahora, por el

Teorema 2.34 obtenemos que rc(Q) = n− nq − q + 3 + nq − 2 = n− q + 1.

Por otro lado, si K no es independiente, sea (u, v) ∈ A(Q) tal que u, v ∈
KQ. Notemos que hay al menos 3 ciclos en Q: el primero contiene a (u, v),

el segundo contiene a u pero no a v, y el último contiene a v pero no a u,

sin pérdida de generalidad sean Cn1 , Cn2 y Cn3 tales ciclos respectivamente

y consideremos a Q′ = Cn1 ∪Cn2 ∪Cn3 donde Q
′ tiene n′ = n1 + n2 + n3 − 2

vértices y q′ = 3 ciclos (Figura 2.9). Denotemos por x−i y x+i al predecesor y

al sucesor del vértice x ∈ {u, v} en Cni
. Dado que v+3 Qu

−
2 es un trayectoria

hamiltoniana y por el Corolario 2.35 tenemos que rc(Q′) = n′−1. Por tanto,

por el Teorema 2.34, rc(Q) ≥ rc(Q′) +
∑q

i=4(ni − 1) = n− q + 2. �

Teorema 2.38. Sea Q un cactus de n vértices y q ciclos y sea KQ no inde-

pendiente. Si KQ está contenido en un ciclo, entonces rc(Q) = n− q + 2.
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u v

u−1 v+1

u−2

u+2 v−3

v+3

Cn1

Cn2 Cn3

Figura 2.9: El cactus Q′ del Teorema 2.37.

Demostración. Por el teorema anterior, basta encontrar una (n − q + 2)-

coloración por arcoíris sobre Q. Sea V (Q) = {u1, . . . , un} y supongamos sin

pérdida de generalidad que KQ está contenido en Cn1 . Además, consideremos

el conjunto U = {uiuj ∈ A(Q) | u /∈ V (Cn1), uj ∈ V (Cn1)}. Ahora, definamos

la (n− q + 2)-coloración ρ tal que

ρ(a) =

{
i si a /∈ U ;

0 si a ∈ U.

Sean a, b ∈ A(Q) con el mismo color. Si ρ(a) = ρ(b) 6= 0, entonces a y

b tienen la misma cola. De lo contrario, a, b ∈ U , entonces C(a) 6= C(b)

y las cabezas de ambas flechas están en Cn1 . Claramaente, toda C(a)C(b)-

trayectoria contiene las cabezas de ambas flechas. Dado que |U | = q − 1,

entonces ρ es una (n− q + 2)-coloración por arcoíris. �

Teorema 2.39. Sea Q un cactus de n vértices y q ciclos. Si Cni
es un ciclo

de Q tal que N(V (Cni
)) ⊆ V (Q) \KQ y V (Cni

) ∩KQ no es independiente,

entonces rc(Q) = rc(Q/Cni
) + ni − 1.

Demostración. Sea Cni
= u1u2 . . . uni

u1 y sea ρ una k-coloración por ar-

coíris sobre Q. Notemos que ρ[∂(V (Cni
))] 6⊆ ρ[Cni

], entonces existen vértices
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ur ∈ V (Cni
) ∩KQ y v ∈ V (Cnj

) con j 6= i tales que, sin pérdida de generali-

dad, ρ(vur) /∈ ρ[Cni
]. Sean us ∈ V (Cni

) ∩KQ y w ∈ N−(us) \ Cni
tales que

ρ(wus) 6= ρ(vur) donde w ∈ Cnk
para k 6= i, j. Ahora, definamos una nueva

coloración

ρ′(a) =


ρ(vur) si a = wus;

ρ(wus) si ρ(a) = ρ(vur) y a ∈ A(Bk(us));

ρ(a) en otro caso.

Claramente, sólo intercambiamos las ocurrencias de los colores ρ(wus) y

ρ(vur) en Bk(us). Así, como en la prueba del Teorema 2.33, la coloración

resultante ρ′ es una k-coloración por arcoíris sobre Q. Entonces podemos

suponer sin pérdida de generalidad que ρ(uiui+1) = i para 1 ≤ i ≤ ni y

ρ(∂−(V (Cni
))) = ni + 1. Ahora, si ρ(urv) 6= r para algún v ∈ N+(ur) con

v ∈ V (Cnj
) donde j 6= i, entonces definimos

ρ′′(a) =


r si a = urv;

ρ(urv) si ρ(a) = r y a ∈ A(Bj(ur));

ρ(a) en otro caso.

De nuevo, hemos intercambiado las ocurrencias de los colores r y ρ(urv) en

Bj(ur), por lo tanto ρ′′ es una k-coloración por arcoíris sobre Q. De esta

forma las flechas en Cni
∪ ∂(V (Cni

)) usan exactamente ni + 1 colores, y

tales colores no tienen ocurrencias en ninguna otra flecha, pues ur y sus

vecinos no son vértice de corte para cualquier Bj(ur) con j 6= i. Entonces

podemos suponer que ρ(a) = r para cada flecha que sale de ur ∈ V (Cni
) y

ρ(∂(V (Cni
))) = {ni + 1}. Ahora, sea h el nuevo vértice que reemplaza a Cni

en Q/Cni
y definamos a ρ∗ una coloración sobre Q/Cni

tal que

ρ∗(xy) =


1 si x = h;

2 si y = h;

ρ(xy) en otro caso.

Resulta claro que ρ∗ es una coloración por arcoíris sobre Q/Cni
que usa

k − ni + 1 colores, por tanto rc(Q/Cni
) ≤ rc(Q) − ni + 1. Análogamente

obtenemos que rc(Q) ≤ rc(Q/Cni
) + ni − 1. �
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Dado un cactus Q, si su gráfica de bloques B(Q) es una trayectoria,

entonces cada bloque no terminal de Q contiene exactamente dos vértices de

corte de Q, y podemos ordenar los bloques de Q desde un bloque terminal

hacia el otro. Denotaremos por ui al vértice de corte contenido en Cni
∩Cni+1

para i = 1, . . . , q − 1. Además, denotaremos por vi,j y wi,j al invecino y al

exvecino de ui contenido en Cnj
respectivamente. Si Q[KQ] es una trayectoria

dirigida, podemos suponer sin pérdida de generalidad que ui+1 = wi,i+1 para

cada i = 1, . . . , q−2. A continuación, caracterizaremos a la familia de cactus

donde el número de conexidad por arcoíris es igual a la cota superior.

u1 u2 u3 u4v1,1

w1,1 v1,2 w2,2 v2,3 w3,3 v3,4 w4,4 v4,5

w4,5

Cn1 Cn2 Cn3 Cn4 Cn5

Figura 2.10: Un cactus Q con B(Q) ∼= P5 y Q[KQ] ∼=
−−→
P4 .

Teorema 2.40. Sea Q un cactus Q de n vértices y q ≥ 2 ciclos. Entonces

rc(Q) = n− 1 si y sólo si B(Q) ∼= Pq y Q[KQ] ∼=
−−→
Pq−1.

Demostración. Primero, supongamos que B(Q) ∼= Pq y Q[KQ] ∼=
−−→
Pq−1 con

q ≥ 2. Notemos que wq−1,qQv1,1 es una trayectoria de longitud n − 1, por

lo cual rc(Q) ≥ n − 1. Ahora, sea ρ una coloración sobre Q que asigna los

colores 1, 2, . . . , n − 1 a las flechas de wq−1,qQv1,1 y ρ(v1,1u1) = ρ(v1,2u1),

ρ(uq−1wq−1,q) = ρ(uq−1wq−1,q−1) y ρ(uiui+1) = ρ(vi+1,i+2ui+1) para cualquier

i = 1, . . . , q − 2. Claramente ρ es una coloración por arcoíris sobre Q. Por

tanto rc(Q) = n− 1.

Para la suficiencia procederemos por inducción sobre q. Los casos q = 2, 3

se siguen de los teoremas 2.37 y 2.38. Supongamos cierto el resultado para
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cualquier cactus con q ≥ 3 ciclos y sea Q un cactus con q + 1 ciclos. Por el

Lema 2.31 podemos asumir que los bloques terminales de Q tienen longitud

3. Si Cni
es cualquier bloque terminal donde xi es el único vértice de corte

de Q contenido en tal ciclo, y definimos Qi = Q − (Cni
− xi), entonces

rc(Qi) = n − 3 (de lo contrario rc(Q) < n − 1 por la Proposición 2.34) y

por la hipótesis inductiva B(Qi)) ∼= Pq y Qi[KQi
] ∼=

−−→
Pq−1. Si Q tiene tres

bloques terminales, entonces B(Q) ∼= K1,3 (y por tanto rc(Q) < n−1 por los

teoremas 2.37 y 2.38) o B(Qi) no es una trayectoria para algún i, es decir,

Q tiene exactamente dos bloques terminales, por lo cual B(Q) ∼= Pq. Ahora,

podemos ordenar los bloques de Q desde un bloque terminal hacia el otro de

forma que denotemos por ui al vértice de corte contenido en Cni
∩Cni+1

para

i = 1, . . . , q − 1, y ujuj+i ∈ A(Q) para j < q.

Si uq+1 no es el exvecino de uq en Cnq , entonces Q1(KQ1) 6∼=
−−→
Pq−1, lo cual

es una contradicción. Por lo tanto tenemos que uquq+1 ∈ A(Q), y entonces

Q[KQ] ∼=
−−→
Pq . �

Ahora construiremos cactus de n vértices cuyo número de conexidad por

arcoíris sea igual a cualquier valor elegido entre las cotas inferior y superior.

Teorema 2.41. Sea q ≥ 2. Para todo n ≥ 2q + 1 hay un cactus Q de n

vértices y q ciclos con rc(Q) = n− q + k para k ∈ {1, 2, . . . , q − 1}.

Demostración. Primero, sea Q un cactus con 2q + 1 vértices y q ciclos

tales que Cni
= uiviwiui para 1 ≤ i ≤ q, donde {uj} = Cnj

∩ (
⋃j−1
r=1Cnr) para

2 ≤ j ≤ q, y además

ut =

{
vt−1 si 2 ≤ t ≤ k + 1;

u1 si k + 2 ≤ t ≤ q.

Ahora sea Q′ =
⋃k+1
r=1 , notemos que Q′[KQ′ ] ∼=

−−→
Pk y B(Q′) ∼= Pk+1, entonces

rc(Q′) = 2k + 2 por el Teorema 2.40. Además, dado que Cnt es un bloque

terminal que contiene a u1 para k + 2 ≤ t ≤ q − 1, entonces tenemos que



60 Familias de digráficas

rc(Q) = rc(Q′)+q−(k+1) por la Proposición 2.34. Por lo anterior decucimos

que rc(Q) = 2k + 2 + q − k − 1 = q + k + 1 = (2q + 1)− q + k. Ahora, para

todo n > 2q + 1 subdividimos n− 2q − 1 veces la flecha v1w1, de está forma

obtenemos un cactus de n vértices y q ciclos que tiene número de conexidad

por arcoíris igual a n− q + k por el Lema 2.31. �

2.3. Torneos y digráficas infinitas

Recordemos que un torneo es una digráfica donde cualesquiera dos vérti-

ces tienen exactamente una flecha que los une, es decir, tal digráfica es una

orientación de una gráfica completa. Los siguientes teoremas fueron probados

en [11].

Teorema 2.42 (Dorbec et al. [11]). Si T es un torneo fuerte con n ≥ 5

vértices, entonces 2 ≤ rc(T ) ≤ n− 1.

Teorema 2.43 (Dorbec et al. [11]). Sean n y k tales que 3 ≤ k ≤ n − 1.

Entonces existe un torneo T de n vértices tal que rc(T ) = k.

Notemos que en el primer teorema se establecen cotas para el número

de conexión por arcoíris de los torneos, mientras que en el segundo muestra

la existencia de un torneo T de orden arbitrario, donde rc(T ) puede tomar

cualquier valor el intervalo del Teorema 2.42, salvo el caso donde rc(T ) = 2.

A continuación probaremos la existencia de los torneos, de orden al menos 6,

cuyo número de conexión por arcoíris alcanza la cota justa. Cuando el orden

del torneo es a lo más 5 veremos que no hay torneos con tal propiedad.

Proposición 2.44. Si T es un torneo fuerte de orden n = 3, 4, 5, entonces

rc(T ) ≥ 3.

Demostración. Primero, sean T3 y T4 los únicos torneos fuertes (salvo

isomorfismo) que hay de orden 3 y 4 respectivamente. Del Teorema 1.13
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v0

v1

v2v3

v4

v0

v1

v2v3

v4

Figura 2.11: Torneos de orden 5 y diámetro 2.

obtenemos que rc(
−→
T3) = 3. Por otro lado, dado que diám(T4) = 3, en-

tonces rc(T4) ≥ 3. Ahora sean T un torneo fuerte de orden 5 y ρ una

2-coloración por arcoíris de T . Además, supongamos sin pérdida de gene-

ralidad que T [{v1, v2, v3, v4}] = T4 tiene la configuración mostrada en la

Figura 2.11. Dado que diám(T ) = 2, entonces v4v0, v0v1 ∈ A(T ). Ahora, si

v0v2 ∈ A(T ), entonces v3v0 ∈ A(T ) (de lo contrario diám(T ) > 2). Dado que

el 3-ciclo v0v1v4v0 contiene a todas las geodésicas entre sus vértices, tenemos

que rc(T ) ≥ rc(C3) = 3 (Proposición 1.16). Por otro lado, si v2v0 ∈ A(T ),

entonces v0v3 ∈ A(T ) (de lo contrario diám(T ) > 2). Así T ∼= C5(1, 2), es

decir, rc(T ) = 3. �

Teorema 2.45. Para cada n ≥ 6, existe un torneo T de orden n tal que

rc(T ) = 2.

Demostración. Para n = 6, sea T el primer torneo en la Figura 2.12.

Ahora, si n = 2k+ 1 donde k ≥ 3, definamos T = C2k+1(1, 2, 4, . . . , 2(k− 1))

y consideremos la partición de A(T ) en los conjuntos

A0 = {u0u1, u0u2, u1u2k−1} ∪
(
{urus | r ≡ 0 mód 2, r ≥ 2} \ {u2u2k}

)
y A1 = A(T ) \ A0. Además, sea ρ la coloración tal que ρ(a) = t si a ∈ At

para t = 0, 1. Claramente, basta verificar que existe un uiuj-arcoíris para
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v0

v1

v2

v3

v4

v5

v0

v1

v2

v3v4

v5

v6

C7(1, 2, 4)

v0

v1

v2

v3v4

v5

v6

v7

Figura 2.12: Torneos de orden n = 6, 7, 8, ejemplos del Teorema 2.45.

0 ≤ i ≤ n − 1 y j = i + 3, i + 5, . . . , i + 2k − 1, i + 2k, denotaremos por

Pi,j a tal trayectoria. Primero, consideremos Pi,i+3 = uiui+1ui+3 para i 6= 2k

y P2k,2 = u2nu1u2. Ahora, sea 3 ≤ i ≤ n − 1, entonces Pi,i+r = uiui+1ui+r

para cada r = 5, . . . , 2k − 1 y Pi,i+2k = uiui+2k−2ui+2k. Además, si i = 1, 2,

entonces

Pi,j =

{
uiui+1uj si j = i+ 3, . . . , i+ 2k − 3;

uiui+2k−2uj si j = i+ 2k − 1, i+ 2k;

Finalmente, cuando i = 0 sea

P0,j =

{
u0uj−1uj si j ≥ 5 es impar;

u0uj−2uj si j = 3, 2k;
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En cualquier caso, claramente Pi,j es un arcoíris por la definición de ρ. Por

tanto rc(T ) = 2.

Por otro lado, si n = 2k ≥ 8, consideramos a T , el torneo resultante

de añadir un nuevo vértice un−1 a C2k−1(1, 2, 4, . . . , 2(k − 2)) de forma que

un−1ui ∈ A(T ) si i es par y uiun−1 ∈ A(T ) si i es impar. Ahora, sea ρ la

coloración por arcoíris sobre C2k−1(1, 2, 4, . . . , 2(k−2)) descrita anteriormente

y la extendemos sobre T de forma que ρ(a) = 1 para cada flecha a incidente

a un−1. Claramente, hay un uiuj-arcoíris si i, j 6= n − 1. Para i = n − 1

consideramos las siguientes trayectorias

Pn−1,i =

{
un−iui si i es par;

un−1ui−1ui si i es impar;

y Pi,n−1 =


uiun−i si i es impar;

un−2u1un−1 si i = n− 2;

uiui+1un−1 en otro caso.

Por construcción tales trayectorias son arcoíris, entonces rc(T ) = 2. �

Finalmente, combinando los Teoremas 2.43 y 2.45 obtenemos el siguiente

resultado

Teorema 2.46. Para toda n ≥ 6 y toda k tales que 2 ≤ k ≤ n− 1, existe un

torneo T de n vértices tal que rc(T ) = k. �

Hemos visto que existen digráficas de orden arbitrario y cuyo número de

conexión por arcoíris es 2, ahora estudiaremos algunas digráficas infinitas

que también tienen tal propiedad. Las siguientes digráficas están basadas en

la gráfica de Rado, la cual veremos al final de esta sección. Cada una de

las siguientes digráficas tiene a los enteros no negativos como conjunto de

vértices. Primero, en la digráfica de Rado RD, cada entero es considerado

con su expansión base 4, donde la flecha ij ∈ A(RD) si y sólo si el i-ésimo

dígito de j es 1 o 3, o bien, el j-ésimo dígito de i es 2 o 3. Para el torneo de
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Rado RT , y la digráfica simétrica de Rado RS, cada entero es considerado

expansión binaria, y siempre que el i-ésimo dígito de j es 1 o viceversa, en-

tonces ij ∈ A(RT ), en otro caso ji ∈ A(RT ); mientras que ij, ji ∈ A(RS)

si el i-ésimo dígito de j es 1 o viceversa. Por otro lado, en la digráfica asi-

métrica de Rado RA todo número es considerado en su expansión base 3 y

se tiene que la flecha ij ∈ A(RA) si y sólo si el i-ésimo dígito de j es 1 o

el j-ésimo dígito de i es 2, y finalmente para la digráfica semicompleta de

Rado RC tenemos que su conjunto de flechas es A(RC) = A(RA) ∪ {ij, ji |
el i-ésimo dígito de j y el j-ésimo dígito de i son 0}.

Teorema 2.47. Sea D ∈ {RD,RT,RC,RS,RA}, entonces rc(D) = 2.

Demostración. Sean i < j tales que ij ∈ A(D), definimos la coloración ρ

tal que

ρ(ij) =

{
1 si i < j;

2 en otro caso.

Sean i, j vértices no adyacentes de D tales que i < j, y sea b la base de la

expansión de los vértices en D. Consideremos al vértice k = bi + abj, donde

a =


0 si D = RT ;

1 si D = RS;

2 si D = RD,RC,RA.

Entonces ik, kj ∈ E(D) donde k > i, j, por tanto ambas flechas tienen

distintos colores y ρ es una coloración por arcoíris sobre D. �

Finalmente. estudiaremos a la gráfica de Rado R, la cual tiene a todos

los enteros no negativos como vértices, donde cada entero es considerado con

expansión base 2, y dos vértices distintos i y j son adyacentes si y sólo si el

i-ésimo digito en la expansión binaria de j es 1 o viceversa.

Teorema 2.48. rc(R) = 2.
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Demostración. Sean i < j tales que ij ∈ E(R), definamos la coloración ρ

tal que

ρ(ij) =

{
1 si i+ 1 y j son adyacentes;

2 en otro caso.

Sean i, j dos vértices no adyacentes de R tales que i < j, y consideremos

el vértice k = 2i + · · · + 2j (Figura 2.13). Nótese que el i-ésimo y el j-ésimo

digitos de k son 1, entonces ik, jk ∈ E(R). Además, dado que el (i+1)-ésimo

digito de k es 1 y el (j + 1)-ésimo digito de k es 0, obtenemos que ρ(ik) = 1

y ρ = (jk) = 2. Por tanto ikj es un ij-arcoíris. �

i i+ 1
· · · · · · · · ·

j − 1 j k = 2i + · · ·+ 2j

Figura 2.13: Ejemplo de arcoíris ikj en la grá�ca de Rado.

Teorema 2.49. Sea G una digráfica (gráfica) infinita localmente finita, en-

tonces rc(G) =∞. �

Lo anterior se sigue a partir de que para cualquier digráfica infinita

localmente finita G se tiene que diám(G) = ∞ = |V (G)| y diám(G) ≤
rc(G) ≤ |V (G)|, o bien, si G es grá�ca, entonces diám(G) = ∞ = |E(G)| y
diám(G) ≤ rc(G) ≤ |E(G)|.



66 Familias de digráficas



Capítulo 3

Productos y otras operaciones

El contenido de este capítulo está enfocado a estudiar el comportamiento

de la conexidad por arcoíris bajo algunas operaciones de digráficas. En la

primera sección se presentan los productos clásicos entre digrá�cas y se es-

tablecen cotas superiores del número de conexidad por arcoíris del producto

en función de los números de conexidad por arcoíris de las digrá�cas que se

operan. Dentro de la segunda sección se estudia a las operaciones de �echas,

bajo las cuales se podrá observar que el número de conexidad por arcoíris y

el número de conexidad fuerte por arcoíris tienen comportamientos distintos.

Finalmente, en la tercera sección, se determina el comportamiento de los nú-

meros de conexidad por arcoíris cuando a un ciclo se le agrega un conjunto

de �echas bien portadas, las cuales serán de�nidas en su momento.

3.1. Productos

Consideremos una digráfica D0 donde V (D0) = {ui | 1 ≤ i ≤ n}, y
sean D1, D2, . . . , Dn digráficas ajenas por vértices. La composición o producto

lexicográfico de D0 con la familia D1, D2, . . . , Dn, se de�ne como la digráfica

D0[D1, D2, . . . , Dn] con conjunto de vértices
⋃n
i=1 V (Di) y conjunto de flechas(

n⋃
i=1

A(Di)

)
∪ {vivj | vi ∈ V (Di), vj ∈ V (Dj), uiuj ∈ A(D0)}.
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Para cada vértice v en D, se denota por g(v) a la longitud del ciclo

inducido (no trivial) más corto que contiene a v, y se define al cuello grueso

de D, denotado g∗(D) = máx{g(v) | v ∈ V }. Dado que g(D), el cuello de

D, se define como mı́n{g(v) | v ∈ V }, y circ(D), la circunferencia de D,

es la longitud del ciclo más largo contenido en D, claramente se cumple que

g(D) ≤ g∗(D) ≤ circ(D). Notemos además que g∗(D) ≤ diám(D) + 1. A

partir de estas observaciones, es fácil establecer el siguiente resultado.

Proposición 3.1. Sea D0 una digráfica fuerte de orden n y sea D1, . . . , Dn

una familia de digráficas. Entonces diám(D0[D1, . . . , Dn]) ≤ diám(D0) + 1.

Más aún, la igualdad se cumple si y sólo si hay un vértice vi en D0 tal que

g(vi) = diám(D0) + 1 y Di no es fuerte.

Teorema 3.2. Sea D = D0[D1, . . . , Dn] tal que |V (Di)| ≥ 2 para cada i y

D0 es fuerte, entonces rc(D) ≤ rc(D0) + 1.

Demostración. Sea V (Di) = {vi,1, . . . , vi,ni
} para cada 1 ≤ i ≤ n, y sea ρ

una k-coloración por arcoíris sobre D0 y definamos ρ′ sobre D de forma que

ρ′(vi,pvj,q) =

{
ρ(vivj) si i 6= j y p 6= q

k + 1 en otro caso.

Dada una flecha (vi, vj) en D0 y un vértice vi,p en D, definimos

fj(vi,p) =

{
vj,0 si p 6= 0

vj,1 si p = 0.

Ahora, veremos que hay un arcoíris entre cualquier par de vértices vi,p y vj,q
de D. Primero, si i 6= j, sea Pi,j = vr0vr1 . . . vrs un vivj-arcoíris en D0 y

consideremos la trayectoria

Fp,q(Pi,j) = vi,pfr1(vi,p)fr2(fr1(vi,p)) . . . frs−1(· · · (fr1(vi,p) · · · )vj,q.

Por otro lado, si i = j, entonces sea vt ∈ N−(vi) y sea Pi,t = vr0vr1 . . . vrs
un vivt-arcoíris en D0, así definimos

Fp,q(Pi) = vi,pfr1(vi,p)fr2(fr1(vi,p)) . . . ft(frs−1(· · · (fr1(vi,p) · · · ))vi,q.
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Claramente, por la definición de ρ′, las flechas en la vi,pvj,q-trayectoria

tiene los mismos colores (y en el mismo orden) que el arcoíris respectivo en

D0, con excepción de la última flecha, la cual puede tener el color k + 1 o el

color de la respectiva flecha en D0. En cualquier caso, hay un vi,pvj,q-arcoíris

en D. �

De la Proposición 3.1 se sigue que la cota del Teorema 3.2 es justa, en la

Figura 3.1 se muestran ejemplos de tales digráficas. Se puede mejorar dicha

cota bajo ciertas condiciones. Dada una digráfica coloreada por flechas, se

define un ciclo arcoíris como un ciclo dirigido tal que no contiene dos flechas

con el mismo color.

u1

u2

u3

u4

u5

D

u0

u1

u2

u3

u4

u5

H := D[Kc
2, K1, K1, K1, K1, K1]

Figura 3.1: Ejemplo de composición de digráficas.

Teorema 3.3. Si D0 tiene una coloración por arcoíris mínima tal que cada

vértice está contenido en un ciclo arcoíris de longitud al menos 2, entonces

rc(D0[D1, D2, . . . , Dn]) ≤ rc(D0).

Demostración. Sea ρ coloración por arcoíris sobre D0 tal que todo vértice

está contenido en un ciclo arcoíris de longitud al menos 2, y definamos la
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coloración ρ′ sobre D = D0[D1, D2, . . . , Dn] tal que ρ′(vi,pvj,q) = ρ(vivj).

Dados dos vértices vi,p, y vj,q de D, consideremos a P = vivr1 . . . vrsvj un

vivj-arcoíris en D0 si i 6= j, o bien, un ciclo arcoíris en D0 si i = j. De

la definición de ρ′ se sigue que P ′ = vi,pvr1,0 . . . vs,0vj,q es un vi,pvj,q-arcoíris

contenido en D. �

Corolario 3.4. Se D0 es una digráfica hamiltoniana, entonces se cumple

que rc(D0[D1, D2, . . . , Dn]) ≤ n. �

Corolario 3.5. Si rc(D0) = diám(D0) y, para algún j, Dj no es fuerte y

g(vj) = diám(D0) + 1, entonces rc(D) = rc(D0) + 1. �

Una digráfica D es llamada cíclicamente k-partita completa si existe una

k-partición V0, V1, . . . , Vk−1 de los vértices de D tal que uv ∈ A(D) si y sólo

si u ∈ Vi y v ∈ Vi+1 para algún 0 ≤ i ≤ k − 1, donde i + 1 es considerado

módulo k. Resulta claro que, D es cíclicamente k-partita completa si y sólo

si D =
−−→
Ck [D1, D2, . . . , Dk] donde A(Di) = ∅ para cada 1 ≤ i ≤ k.

Teorema 3.6. Si D es cíclicamente k-partita completa, rc(D) = k.

Demostración. Dado que D =
−−→
Ck [D1, D2, . . . , Dk] donde A(Di) = ∅ para

cada 1 ≤ i ≤ k, se sigue de los Teoremas 1.13 y 3.3 que rc(D) ≤ k. Ahora,

si |V (Dj)| ≥ 2 para algún 1 ≤ j ≤ k, entonces diám(D) = k por el Teorema

3.1 y por tanto rc(D) = k. Por otro lado, |V (Di)| = 1 para cada 1 ≤ i ≤ k,

entonces D =
−−→
Ck , y la igualdad se cumple. �

Sea D1, D2, . . . , Dn una familia de digráficas donde n ≥ 2, se define al

producto cartesiano de dicha familia, denotado por D12D22 · · ·2Dn, como

la digráfica cuyo conjunto de vértices es V (D) = {(w1, w2, . . . , wn) | wi ∈
V (Di), 1 ≤ i ≤ n} y donde hay flecha del vértice (u1, u2, . . . , un) hacia el

vértice (v1, v2, . . . , vn) si y sólo si urvr ∈ A(Dr) para algún 1 ≤ r ≤ n y ui = vi

para todo i 6= r. SeaH una subdigráfica deD12D22 · · ·2Dn y sea 1 ≤ r ≤ n,

la proyección deH sobreDr, denotada por πr(H), es la subdigráfica deDr con

conjunto de vértices {ur | (u1, u2, . . . , un) ∈ V (H)} y tal que urvr ∈ A(πr(H))

si hay una flecha de (u1, u2, . . . , un) hacia (v1, v2, . . . , vn) en el producto.
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Lema 3.7. Si D = D12D22 · · ·2Dn y u, v ∈ V (D), entonces

dD(u, v) =
n∑
i=1

dDi
(πi(u), πi(v)).

El lema anterior ha sido demostrado para gráficas no orientadas en [14],

dicha prueba es análoga en el caso de las digráficas. Además, se sigue que:

Corolario 3.8. Sea P una trayectoria en D = D12D22 · · ·2Dn, entonces

P es una geodésica si y sólo si πr(P ) es una geodésica para cada r. Más aún,

diám(D) =
∑n

i=1 diám(Di).

Teorema 3.9. Si D1, D2, . . . , Dn una familia de digráficas fuertes con n ≥ 2,

entonces se cumple:

(i) src(D12D22 · · ·2Dn) ≤
∑n

i=1 src(Di);

(ii) rc(D12D22 · · ·2Dn) ≤
∑n

i=1 rc(Di).

Demostración. Para probar (i), sea ρi una coloración fuerte por arcoíris

sobre Di para cada 1 ≤ i ≤ n, donde cada par de coloraciones distintas

tienn distintos conjuntos de colores. Ahora, definamos la coloración ρ sobre

D12D22 . . .2Dn de forma que si hay una flecha a de (u1, u2, . . . , un) hacia

(v1, v2, . . . , vn) tal que urvr ∈ A(Dr) para algún r y ui = vi para cada i 6= r,

entonces ρ(a) = ρr(urvr).

Ahora, sea û = (u1, u2, . . . , un), v̂ = (v1, v2, . . . , vn) ∈ V (D), y sea Pi

un uivi-arcoíris geodésico en Di con la coloración ρi para cada 1 ≤ i ≤ n.

Definimos Qi = {u1}2 · · ·2{ui−1}2Pi2{vi+1}2 · · ·2{vn} para cada 1 ≤ i ≤
n, y sea Q =

⋃n
i=2Qi. Se sigue del Corolario 3.8, que Q es una ûv̂-geodésica.

Más aún, dado que cada Qi es un arcoíris y no hay dos coloraciones ρi que

usen un mismo color, obtenemos que Q es un arcoíris. Por tanto ρ es una

coloración fuerte por arcoíris.

La prueba de (ii) es análoga. �
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Bajo las hipótesis del teorema anterior, resulta claro que si diám(Di) =

rc(Di) para cada Di, entonces se cumple la igualdad en (ii). Dado que existen

una cantidad infinita de digráficas D tales que diám(D) = rc(D), por ejem-

plo las trayectorias biorientadas, los ciclos biorientados pares, las k-partitas

completas e incluso ciertas circulantes y cactus, resulta natural plantearnos

el siguiente problema, que es tan interesante como difícil para probar.

Problema 5. Caracterizar aquellas digráficas D tales que diám(D) = rc(D),

o determinar condiciones suficientes para garantizar que diám(D) = rc(D).

De forma análoga, podemos considerar el problema anterior usando a

src(D).

Proposición 3.10. Sean
−→
Cr y

−→
Cs ciclos donde r, s ≥ 3, entonces

r + s− 2 ≤ src
(−→
Cr2
−→
Cs
)
≤ r + s− 1.

Demostración. Dado que diam
(−→
Cr2
−→
Cs
)

= r + s − 2, entonces la primera

desigualdad se cumple. Por otro lado, consideramos a
−→
Cr = u0u1 . . . ur−1u0

y
−→
Cs = v0v1 . . . vs−1v0 donde r ≤ s y definamos la coloración ρ sobre

−→
Cr2
−→
Cs

tal que ρ((ui, vj)(ui+1, vj)) = i y

ρ((ui, vj)(ui, vj+1)) =

{
i si i+ j ≡ 0 mód s

r + k si i+ j ≡ k mód s, donde 1 ≤ k ≤ s− 1.

Por tanto, para cualesquiera (ui, vj) y (uk, vi) vértices distintos de
−→
Cr2
−→
Cs la

trayectoria

P = (ui, vj)(ui+1, vj)(ui+2, vj) . . . (uk, vj)(uk, vj+1)(uk, vj+2) . . . (uk, vl)

es claramente un arcoíris. �

Sea D1, D2, . . . , Dn una familia de digráficas con n ≥ 2, se define al

producto fuerte de dicha familia, denotado D1 � D2 � · · · � Dn, como la



3.2 Operaciones de flechas 73

digráfica con conjunto de vértices V (D1)× V (D2)× · · · × V (Dn) y donde se

tiene la flecha del vértice (u1, u2, . . . , un) hacia el vértice (v1, v2, . . . , vn) si y

sólo si existe s ∈ {1, . . . , n} tal que usvs ∈ A(Ds) y ur = vr para todo r 6= s, o

bien, urvr ∈ A(Dr) para todo 1 ≤ r ≤ n. Claramente el producto cartesiano

es una subdigráfica generadora del producto fuerte, por lo cual tenemos el

siguiente resultado.

Corolario 3.11. Si D1, D2, . . . , Dn una familia de digráficas fuertes donde

n ≥ 2, entonces rc(D1 �D2 � · · ·�Dn) ≤
∑n

i=1 rc(Di).

3.2. Operaciones de flechas

Ahora estudiaremos operaciones de flechas sobre una digráfica. Sean D

una digráfica y a una flecha que no pertenece a A(D) pero cuyos extremos

están en V (D), entonces la adición de a en D se define como la digráfica

D + a donde V (D + a) = V (D) y A(D + a) = A(D) ∪ {a}. Claramente,

podemos definir la operación inversa: dados D y a ∈ A(D) el borrado de la

flecha a en D es la digráfica obtenida a partir de borrar la flecha a en D,

denotada D−a, es tal que V (D−a) = V (D) y A(D−a) = A(D)−{a}. Por
otro lado, la subdivisión de una flecha uv de D resulta de reemplazar uv por

dos flechas uw y wv, donde w es un nuevo vértice, tal digráfica es denotada

por D•(u, v). Además de las anteriores operaciones, también consideraremos

a la contracción de una flecha, dicha operación fue definida en la Sección 2.2.

Notemos que para la adición, contracción y subdivisión de una flecha, la

digráfica inicial es fuerte si y sólo si la digráfica resultante es fuerte. Pero tal

afirmación no es cierta si consideramos el borrado de una flecha. Por esta

razón, en el siguiente teorema se asumirá que D − a es fuerte en (ii).

Teorema 3.12. Para cualquier digráfica fuerte D se cumple:

(i) rc(D + a) ≤ rc(D) para cada a /∈ A(D).
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(ii) rc(D − a) ≥ rc(D) para cada a ∈ A(D).

(iii) rc(D/a) ≤ rc(D) para cada a ∈ A(D).

(iv) rc(D • a) ≤ rc(D) + 1 para cada a ∈ A(D).

Demostración. Dado que D es una subdigráfica generadora de D + a, la

afirmación en (i) se cumple. Análogamente, el inciso (ii) se sigue de que D−a
es subdigráfica generadora de D. Para (iii), sea ρ : A(D) → {1, . . . , k} una
coloración por arcoíris sobre D y h el nuevo vértice, y observemos que hay un

biyección natural φ entre A(D)−{a} y A(D/a). Así definimos ρ′ : A(D/a)→
{1, . . . , k} tal que ρ′(φ(b)) = ρ(b), la cual es claramente una coloración por

arcoíris de D/a.

Finalmente, sea ρ : A(D) → {1, . . . , k} una coloración por arcoíris sobre

D, y sea w el nuevo vértice en D • a que aparece al subdividir a. Definimos

ρ′ : A(D • a) → {1, . . . , k + 1} tal que ρ′(uw) = ρ(uv), ρ′(wv) = k + 1 y

ρ′(a) = ρ(a) para a ∈ A(D) \ {uv}, la cual es una coloración por arcoíris de

D • a, así (iv) se cumple. �

Contrasta con lo anterior el hecho de que no es posible establecer alguna

relación general para la conexidad fuerte por arcoíris bajo ninguna de las

operaciones anteriores, es decir, en cualquier caso podemos encontrar dos

digráficas D1 y D2 y dos flechas a1 y a2 para cada digráfica respectivamente

tales que src(D1∗a1) > src(D1) y src(D2∗a2) < src(D2), esto será denotado

por src(D ∗ a) 6≈ src(D) donde (∗) representa la adición, el borrado, la

contracción y la subdivisión de la flecha a.

Teorema 3.13. src(D ∗a) 6≈ src(D), donde (∗) representa cualquiera de las

siguientes operaciones: adición de una flecha (+), borrado de una flecha (−),

contracción de una flecha (/), subdivisión de una flecha (•).
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Figura 3.2: Una digráfica G con src(G) = 7 y una subdigráfica generadora

G′ = G− x1x2 con src(G′) = 6.

Demostración. Primero, notemos que las digráficas en la Figura 3.2 son

tales que src(G− x1x2) < src(G) y src(G′ + x1x2) > src(G′). Además, para

cualquier flecha a ∈ A(
←→
K3) se cumple que 2 = src(

←→
K3 − a) > src(

←→
K3) = 1 y

1 = src((
←→
K3 − a) + a) < src(

←→
K3 − a) = 2. Por lo tanto src(D − a) 6≈ src(D)

y src(D + a) 6≈ src(D)

Ahora, veremos que src(D/a) 6≈ src(D). Sea G′ como en la Figura 3.2 y

sea w un vértice que no pertenece a G′. Definamos H = G′ + {x1w,wx2},
entonces 7 = src(H/x1w) > src(H) = 6. Por otro lado, para cualquier flecha

a en
−→
C4 se tiene que

−→
C3 =

−→
C4/a, por tanto 3 = src(

−→
C3) < src(

−→
C4) = 4.

Finalmente, primero notemos que 4 = src(
−→
C3 • a) > src(

−→
C3) = 3 para

toda a ∈ A(C3). Además, consideremos a G como en la Figura 3.2, y sea w el

nuevo vértice en G • x1x2. Para colorear G • x1x2, simplemente a cada flecha

no incidente en w le asignamos el mismo color que en la coloración presentada

en la Figura 3.2 y asignamos a x1w y wx2 los colores 6 y 5 respectivamente.
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Para verificar que ésta es una coloración fuerte por arcoíris de G•x1x2 basta
observar primero que w tiene sólo a x1 como invecino, y además, por como se

definió la coloración, para cualquier vértice z 6= w existe Pz un zx1-arcoíris

geodésico que no usa el color 6. De esta forma zPzx1w es un zw-arcoíris

geodésico. Análogamente, podemos construir un wz-arcoíris geodésico para

todo z 6= w. Por tanto 6 = src(G • x1x2) < src(G) = 7, y así concluimos que

src(D • a) 6≈ src(D). �

3.3. Conjuntos de flechas bien portadas

Sea
−−→
Cn= u0u1 . . . un−1u0 un ciclo dirigido, denotaremos por ui

−−→
Cnuj a la

única uiuj-trayectoria contenida en
−−→
Cn. Ahora, estudiaremos los números de

conexidad por arcoíris de la digráfica
−−→
Cn + T , donde T es un conjunto de

nuevas flechas con ambos extremos en
−−→
Cn. Diremos que T = {uisuis+ks | 1 ≤

s ≤ t} es un conjunto de flechas bien portadas si uip+kp ∈ uip
−−→
Cnuiq para cada

p 6= q, además diremos que la flecha uisuis+ks es un ks-salto. Resulta claro,

por la definición, que si T es un conjunto de flechas bien portadas, entonces

(a) 2 ≤ ks ≤ n− 1 para cada s, pues podemos considerar a ks módulo n.

(b) ip 6= iq para cualesquiera p 6= q, así podemos asumir sin pérdida de

generalidad que 0 ≤ i1 < i2 < · · · < it ≤ n− 1.

(c) CT = ui1ui1+k1
−−→
Cnui2ui2+k2

−−→
Cn · · ·

−−→
Cnuituit+kt

−−→
Cnui1 es un ciclo.

(d) Ahora, para cada up ∈ V (
−−→
Cn + T ) elegimos t(p), t′(p) ∈ {1, . . . , t} tal

que

d(up, uit(p)) = mı́n{d(up, uis) | 1 ≤ s ≤ t} y

d(uit′(p)+kt′(p) , up) = mı́n{d(uis+ks , up) | 1 ≤ s ≤ t}
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Entonces, para cualesquiera vértices up, uq ∈ V (
−−→
Cn + T ), observamos que la

única upuq-geodésica Pp,q en
−−→
Cn + T es de la forma

Pp,q =

 up
−−→
Cn uit(p)CTuit′(q)+kt′(q)

−−→
Cn uq si uit(p) , uit′(q)+kt′(q) ∈ up

−−→
Cn uq;

up
−−→
Cn uq en otro caso.

v0 v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7v8
v9

v10

v11

v12

v13

v14

v15

Figura 3.3: C16 + {v0v3, v3v5, v6v8, v9v13, v13v15}.

Teorema 3.14. Sea T un conjunto de flechas bien portadas de tamaño t,

donde r es el número de 2-saltos en T , entonces

src(
−−→
Cn + T ) =

{
n− r − 2(t− r − 1) si r ≤ t− 2;

n− r si r ≥ t− 1.

Demostración. Sea T = {uisuis+ks | 1 ≤ s ≤ t}. Primero, definamos la

coloración ρ tal que

ρ(uiuj) =


n si i = is, j = is + 1 y ks ≥ 3, con s ∈ {1, . . . , t};
n+ 1 si i = is + ks − 1, j = is + ks y ks ≥ 3, con s ∈ {1, . . . , t};
is si i = is + 1 con s ∈ {1, . . . , t};
i en otro caso.
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Figura 3.4: C19 + {v0v2, v2v5, v6v8, v9v13, v13v15, v16v0}.

Nótese que ρ−1(n) = {uisuis+ks | 1 ≤ s ≤ t y ks ≥ 3}. Si existe alguna

upuq-trayectoria P con dos flechas de color n, digamos uiruir+kr y uisuis+ks
donde uir ocurre antes que uis sobre P , es claro que uir+kr ∈ P , entonces

P ′ = upPuiruir+krPuq es una upuq-trayectoria más corta que P , por lo cual

no hay geodésicas con dos flechas de color n. Análogamente, no hay geodésicas

con dos flechas de color n+1. Ahora, ρ−1(is) = {uisuis+1, uis+1uis+2, uisuis+2}
para ks = 2, si P es una upuq-trayectoria con dos flechas de color is, enton-

ces uisuis+1 y uis+1uis+2 deben ser tales flechas, lo cual implica que P ′ =

upPuisuis+2Puq es una upuq-trayectoria de longitud más corta que P . Ade-

más, ρ−1(is) = {uis+1uis+2, uisuis+2} para ks ≥ 3, y claramente no hay tra-

yectorias con dos flechas en tal clase cromática, por lo cual no hay geodésicas

con dos flechas de color is. Dado que cualquier otra clase cromática tiene

sólo una flecha, concluimos que toda geodésica es un arcoíris, por lo cual

ρ es una coloración fuerte por arcoíris sobre
−−→
Cn + T . Es claro que ρ usa

n− r− 2(t− r− 1) colores si r ≤ t− 2, y usa n− r colores cuando r ≥ t− 1.

Por tanto la cota superior para src(
−−→
Cn + T ) está establecida.

Para probar la igualdad procederemos por inducción sobre t. Supongamos

sin pérdida de generalidad que uit+kt = u0 y kt = mı́n{ks | 1 ≤ s ≤ t}. Para
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t = 1 hay dos casos. Primero, si k1 = 2, notemos que
−−→
Cn−1 ⊆

−−→
Cn + T , lo

que implica que src(
−−→
Cn + T ) ≥ src(

−−→
Cn−1) = n − 1 por la Proposición 1.16.

Por otro lado, si k1 ≥ 3 notemos que u0
−−→
Cnun−1 es la única u0un−1-geodésica,

por lo cual necesitamos n−1 colores para sus flechas. Además, un−2un−1u0 y

un−1
−−→
Cn un−2 son las únicas geodésicas entre sus extremos y un−1u0 pertenece

a ambas trayectorias. Lo anterior implica que un−1u0 tiene un color distinto

a todas las flechas en u0
−−→
Cnun−1,es decir, src(

−−→
Cn + T ) ≥ n. Así, en cualquier

caso, la igualdad se cumple. Ahora, supongamos que la igualdad se cumple

para cualquier conjunto de t− 1 flechas. Sea T ′ = T − {uituit+kt} y t ≥ 2.

Caso 1. Si kt = 2, entonces src(
−−→
Cn + T ) ≥ src(

−−→
Cn−1 +T ′) por la

Proposición 1.16, ya que
−−→
Cn−1 + T ′ ⊆

−−→
Cn + T . Por la hipótesis de inducción

tenemos dos subcasos:

Subcaso 1.1 Si r − 1 ≥ t− 2, entonces

src(
−−→
Cn−1 + T ′) = (n− 1)− (r − 1) = n− r.

Subcaso 1.2 Si r − 1 ≤ t− 3, entonces

src(
−−→
Cn−1 +T ′) = (n−1)−(r−1)−2((t−1)−(r−1)−1) = n−r−2(t−r−1).

Caso 2. Si kt ≥ 3, tenemos que
−−→
Cn−kt+1 + T ′ ⊆

−−→
Cn + T . Además, r = 0,

dado que kt = mı́n{ks | 1 ≤ s ≤ t}. Sea ρ una coloración fuerte por arcoíris

sobre
−−→
Cn + T . Primero, notemos que P0 = uit+1

−−→
Cnun−1 es la única geodésica

entre sus extremos contenida en
−−→
Cn + T , por lo cual no hay dos flechas en

P0 con el mismo color. A continuación, probaremos que ninguna flecha de P0

comparte el mismo color con alguna flecha en D = (
−−→
Cn−kt+1 + T ′) − uitu0.

Sean ujuj+1 ∈ P0 y upuq ∈ D. Si p = is + ks − 1 y q = is + ks para

1 ≤ s ≤ t − 1, entonces definimos P ′ = uis+ks−1
−−→
Cnuis+1CTuit−1+kt−1

−−→
Cnuj+1,

en otro caso P ′ = uj
−−→
Cnui1CTuit′(p)+kt′(p)

−−→
Cnuq. En cualquier caso P ′ es la única

geodésica entre sus extremos y contiene a las flechas ujuj+1 y upuq, por lo

cual tales flechas tienen distinto color. Por la Proposición 1.16, hay al menos
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src(
−−→
Cn−kt+1 + T ′)− 1 colores de ρ que ocurren en D y otros kt − 2 distintos

colores en P0, es decir, ρ tiene al menos src(
−−→
Cn−kt+1 + T ′) + kt − 3 colores,

de la hipótesis de inducción se siguen dos subcasos:

Subcaso 2.1 Si t− 1 = 1, entonces

src(
−−→
Cn−kt+1 + T ′) + kt − 3 = (n− (kt − 1)) + kt − 3 = n− 2.

Subcaso 2.2 Si t− 1 ≥ 2, entonces

src(
−−→
Cn−kt+1 + T ′)+kt−3 = (n−(kt−1))−2((t−1)−1)+kt−3 = n−2(t−1).

Por lo tanto, la igualdad se cumple en cualquier caso. �



Conclusiones

y preguntas abiertas

Hemos presentado y estudiado la conexidad por arcoíris en digráficas, de-

�niendo dos parámetros: el número de conexidad por arcoíris y el número de

conexidad fuerte por arcoíris, para los cuales se observan comportamientos

bastante distintos, a pesar de la similitud en su planteamiento. Muestra de

lo anterior, es el hecho del comportamiento monótono de la conexidad por

arcoíris, donde el número de conexidad por arcoíris de una digráfica es menor

o igual que él de cualquier subdigráfica, mientras que el número de conexidad

fuerte por arcoíris puede crecer o decrecer. Tal diferencia en comportamien-

to puede observarse también bajo cualquiera de las operaciones de �echas

de�nidas en el tercer capítulo.

Además de estudiar las propiedades y cotas generales, durante el primer

capítulo se estableció la relación que guardan la conexidad por arcoíris en

digráficas y su equivalente en gráficas no orientadas, a través de las orienta-

ciones fuertes y las biorientaciones. Asimismo, se determinó los números de

conexidad por arcoíris en distintas familias de digráficas fuertes, como lo son

los ciclos, ciclos biorientados, trayectorias biorientadas, completas k-partitas,

circulantes, cactus, torneos y ciertas digráficas in�nitas. Finalmente, estu-

diamos el comportamiento de los números de conexidad por arcoíris bajo los

productos clásicos de digráficas, para los cuales establecimos cotas en función

de los números de conexidad fuerte de las digráficas operadas, mostrando que
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dichas cotas son justas si a las digráficas originales les son impuestas ciertas

condiciones relacionadas al diámetro.

Parte de la relevancia de la conexidad por arcoíris es debida a su aplica-

ción en la seguridad en redes de información, cuya importancia crece cada

día en la actualidad. Cabe mencionar que cuando iniciamos el desarrollo del

material aquí presentado, la conexidad por arcoíris era un tema ampliamen-

te estudiado en gráficas no orientadas, pero que aún no se había de�nido

propiamente en el terreno de las digráficas. El primer artículo enfocado en

digráficas [11] fue publicado en 2014, momento en el cual, de forma parale-

la, habíamos desarrollado gran parte de los resultados que comprenden los

primeros dos capítulos.

A continuación enumeraremos las conjeturas y los problemas abiertos más

relevantes que hemos encontrado durante el desarrollo del presente trabajo,

los cuales son muestra de que aún queda mucho por explorar dentro de la

conexidad por arcoíris.

1. Caracterizar aquellas digráficas D tales que rc(D) = 2, rc(D) = n− 1

o rc(D) = n, o bien, determinar condiciones suficientes para garantizar

alguna de las igualdades.

2. Caracterizar aquellas digráficas D tales que rc(D) = src(D), o de-

terminar condiciones suficientes para garantizar que rc(D) = src(D).

Calcular la diferencia src(D) − rc(D) respecto a otros parámetros de

la digráfica, o bien, bajo ciertas condiciones estructurales.

3. Caracterizar aquellas digráficas D tales que diám(D) = rc(D) (o bien,

diám(D) = src(D)), o determinar condiciones suficientes para garanti-

zar que la igualdad se cumple.

4. Determinar si existen digráficas G y H, donde H es subdigráfica gene-

radora de G tales que 3 ≤ rc(H) < rc(G) ≤ 6.

5. Encontrar un algoritmo que determine rc(Q) para cualquier cactus Q.
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6. Determinar si rc(Cn(1, k)) ≤ rc(Cn+1(1, k)) para cualesquiera n ≥ 3 y

2 ≤ k ≤ n− 1.

7. Encontrar alguna digráfica circulante tal que rc(Cn(S)) < src(Cn(S)).

8. Estudiar el comportamiento de los números de conexidad por arcoíris

en potencias de digráficas. En particular, determinar si se cumple que

rc(D2) ≤ drc(D)/2e.
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Apéndice

En este apéndice demostraremos que rc(C8(1, 3)) = src(C8(1, 3)) = 4,

dicho resultado fue usado en el Teorema 2.22, para el cual sólo representa

un caso. El siguiente lema es constancia de que existen parámetros que son

difíciles de determinar en una gráfica particular, a pesar de ser manejables

en diversas familias de digráficas.

Para obtener el resultado, inicialmente construiremos una 4-coloración

fuerte por arcoíris, obteniendo que src(C8(1, 3)) ≤ 4, y luego veremos que no

hay 3-coloraciones fuertes por arcoíris. La segunda parte del problema es la

que resulta bastante larga por sus características combinatorias.

La estrategia a seguir para esta última parte es asumir que existe una

3-coloración fuerte por arcoíris de C8(1, 3), observando que el ciclo formado

por los 1-saltos y el ciclo formado por los 3-saltos deben cumplir simulta-

neamente ciertas restricciones sobre la coloración. Después, veremos que sólo

hay cuatro formas posibles de colorear el ciclo de los 3-saltos, para luego

descartar cada una de dichas formas de la coloración, estableciendo así que

src(C8(1, 3)) ≥ 4. Finalmente se demostrará que rc(C8(1, 3)) = 4, procedien-

do nuevamente por contradicción, asumiremos que existe una 3-coloración

por arcoíris de C8(1, 3). Por lo visto anteriormente, dicha coloración no pue-

de ser una coloración fuerte por arcoíris, ésto nos permitirá encontrar cierto

comportamiento en la coloración que provocará la contradicción.

Lema 2.21. rc(C8(1, 3)) = src(C8(1, 3)) = 4.
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Figura 5: Una 4-coloración fuerte por arcoíris de C8(1, 3).

Demostración. Primero, nótese que la 4-coloración de C8(1, 3) en la Figura

5 es una coloración fuerte por arcoíris, pues para cualesquiera 0 ≤ i, j ≤ 7,

es fácil verificar que la geodésica Pi,j es un arcoíris, donde

Pi,j =



vivi+1 si j = i+ 1;

vivi+1vi+2 si j = i+ 2;

vivi+3 si j = i+ 3;

vivi+3vi+4 si j = i+ 4;

vivi+3vi+4vi+5 si j = i+ 5;

vivi+3vi+6 si j = i+ 6;

vivi+3vi+6vi+1 si j = i+ 7, i 6= 2, 5;

v2v5v6v1 si j = i+ 7, i = 2;

v5v0v1v4 si j = i+ 7, i = 5.

Ahora, sea ρ una 3-coloración fuerte por arcoíris de C8(1, 3). Nótese que

el automorfismo ψ(vi) = v3i es tal que ψ[C(1)] = C(3) y ψ[C(3)] = C(1), de lo

cual se sigue que cualquier propiedad de C(1) es también cumplida por C(3)

y viceversa. De aquí en adelante, diremos que una trayectoria es un arcoíris

forzado si cualquier otra trayectoria entre sus extremos tiene (al menos) dos
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flechas con el mismo color. A continuación demostraremos varias afirmaciones

respecto a la estructura de la coloración ρ en C8(1, 3)

Afirmación 1. No hay dos flechas consecutivas en C(1) (o C(3)) con el mismo

color.

Dado que vivi+1vi+2 es la única vivi+2-geodésica para cada i, la afirmación

se cumple.

Ahora, diremos que H(i, i + 7) ⊆ C8(1, 3) si para alguna i la flechas

vivi+3, vi+4vi+7 tienen color a, vi+1vi+4, vi+3vi+6 tienen color b, y vi+7vi tiene

color c, donde a, b y c son los distintos colores de ρ.

Afirmación 2. Para toda i se tiene que H(i, i+ 7) 6⊆ C8(1, 3).

Sin pérdida de generalidad supongamos que H(0, 7) ⊆ C8(1, 3), notemos

que hay exactamente tres v0v7-geodésicas. Primero v0v3v4v7 no es arcoíris,

pues v0v3 y v4v7 tienen el mismo color; dado que v7v0 tiene color c, enton-

ces v0v1 y v6v7 tienen color a o b (por la Afirmación 1), lo que implica que

v0v1v4v7 y v0v3v6v7 no son arcoíris, contradiciendo la elección de ρ.

Afirmación 3. En C(1) y en C(3) ocurren al menos 3 colores.

Supongamos que las flechas en C(3) tienen colores 0 y 1, por la Afirmación

1 tales colores deben alternarse. Además, dado que ρ es una 3-coloración, hay

una flecha vivi + 1 de color 2, entonces H(i+ 7, i) ⊆ C8(1, 3), contradiciendo

la Afirmación 2.

Para auxiliarnos en las siguientes afirmaciones representaremos los dife-

rentes casos en distintas figuras, en todas ellas el color 0 será representado

en verde, el color 1 en rojo y el color 2 en azul. También, podremos observar

flechas continuas y puntedas, las flechas continuas representan a las flechas

que ya se tienen por las hipótesis del subcaso en cuestión, mientras que las

flechas punteadas son aquellas que se implican a partir de las anteriores. Ade-

más, en cada figura aparecen un par de vértices de color negro, nótese que
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entre estos vértices no existen arcoíris en alguna dirección.

Afirmación 4. No hay cuatro flechas en C(1) (o C(3)) con el mismo color.
Supongamos sin pérdida de generalidad que v0v3, v4v7, v2v5 y v6v1 tienen

color 0, por la Afirmación 3, hay al menos una flecha vivi+1 en C(1) de color

0.
(a) Si i es par, supongamos que i = 0, dado que v0v3v6v7 es un arcoíris

forzado, sin pérdida de generalidad, asignemos los colores 1 y 2 a las flechas

v3v6 y v6v7 respectivamente. Entonces v7v0 ∈ ρ−1(1) por la Afirmación 1.

Además, v2v3v6v1 es un arcoíris forzado, por lo cual v2v3 ∈ ρ−1(2), y por la

Afirmación 1 tenemos v1v2 ∈ ρ−1(1). De nuevo, de la Afirmación 1 se sigue

que v7v2 tiene color 1 o 2. Si v7v2 ∈ ρ−1(1), entonces H(3, 2) ⊆ C8(1, 3).

Ahora, si v7v2 ∈ ρ−1(2), nótese que v7v2v5v6 es un arcoíris forzado, entonces

v5v6 ∈ ρ−1(1), lo que implica que v5v0v1v2 es un arcoíris forzado, por lo cual

v5v0 ∈ ρ−1(2). Por la Afirmación 1 se tiene que v4v5 6∈ ρ−1(1), por lo cual no

hay v4v3-arcoíris.
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Figura 6: Los casos en la Afirmación 4.
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(b) Si i es impar, supongamos que i = 1. Notemos que v1v4v5 y v6v7v2 son

arcoíris forzados, pero ninguna de sus flechas tienen color 0, por la Afirmación

1 y (a). Tenemos dos casos (salvo isomorfismo), primero supongamos que

v7v2, v4v5 ∈ ρ−1(1) y v6v7, v1v4 ∈ ρ−1(2), y observemos que las flechas v0v1 y

v2v3 no son de color 0, por lo cual v0v3v4v5 y v6v7v0v3 son arcoíris forzados,

es decir, v3v4 ∈ ρ−1(2) y v7v0 ∈ ρ−1(1). Por la Afirmación 1 tenemos que

v0v1 ∈ ρ−1(2) y v2v3 ∈ ρ−1(1), lo que implica que v5v0v3v4 es un arcoíris

forzado, entonces v5v0 ∈ ρ−1(1). Por tanto H(4, 3) 6⊆ C8(1, 3). Por otro lado,

supongamos que v7v2, v1v4 ∈ ρ−1(1) y v6v7, v4v5 ∈ ρ−1(2). Por la Afirmación

1 tenemos que v0v1, v2v3 6∈ ρ−1(0), entonces v0v3v4v5 y v6v7v0v3 son arcoíris

forzados, es decir, v3v4, v7v0 ∈ ρ−1(1). Por lo cual no hay v7v4-arcoíris. En

cada caso se contradice la elección de ρ.
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Figura 7: Los cuatro tipos de coloraciones en C(3)

Así, por las afirmaciones anteriores, se deduce que, sin pérdida de gene-

ralidad, C(3) tiene exactamente tres flechas de color 0, tres flechas de color

1, y dos flechas de color 2. Es fácil verificar que, salvo isomorfismo, hay

exactamente cuatro coloraciones en C(3) (Figura 7):
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Tipo I: ρ−1(0) = {v3v6, v4v7, v2v5}, ρ−1(1) = {v1v4, v7v2, v5v0} y
ρ−1(2) = {v0v3, v6v1}.

Tipo II: ρ−1(0) = {v3v6, v7v2, v5v0}, ρ−1(1) = {v6v1, v4v7, v2v5} y
ρ−1(2) = {v0v3, v1v4}.

Tipo III: ρ−1(0) = {v3v6, v4v7, v2v5}, ρ−1(1) = {v6v1, v7v2, v5v0} y
ρ−1(2) = {v0v3, v1v4}.

Tipo IV: ρ−1(0) = {v3v6, v4v7, v2v5}, ρ−1(1) = {v1v4, v7v2, v5v0} y
ρ−1(2) = {v0v3, v4v7}.

Afirmación 5. La coloración en C(3) no es del Tipo I.

(a) v0v1 /∈ ρ−1(2) y v4v5 /∈ ρ−1(0), por la Afirmación 2.

(b) v1v2 /∈ ρ−1(0); en otro caso, por (a) y la Afirmación 1, tenemos que

v0v1 /∈ ρ−1(1). Dado que v1v4v5v6 es un arcoíris forzado y por (a), se sigue

que v4v5 ∈ ρ−1(2) y v5v6 ∈ ρ−1(0), por lo cual no hay v0v5-arcoíris.

(c) v1v2 ∈ ρ−1(2); en otro caso v1v2 ∈ ρ−1(1), por (a) y la Afirmación 1

tenemos que v0v1 ∈ ρ−1(0). Dado que v1v4v7v0 es un arcoíris forzado, se tiene

v7v0 ∈ ρ−1(2). Por la Afirmación 1, v2v3 /∈ ρ−1(1), entonces v2v5v6v1 es un

arcoíris forzado, por lo cual v5v6 ∈ ρ−1(1). Por tanto no hay v5v2-arcoíris.

(d) v3v4 /∈ ρ−1(1); de lo contrario, por (c) y la Afirmación 1, tenemos

v1v2 ∈ ρ−1(2) y v2v3 ∈ ρ−1(0). Ahora, de la Afirmación 1 y (a), se sigue que

v4v5 ∈ ρ−1(2). Dado que v5v6v1v4 es arcoíris forzado, tenemos v5v6 ∈ ρ−1(0),

entonces no existen v2v6-arcoíris.

(e) v3v4 ∈ ρ−1(0); en otro caso v3v4 ∈ ρ−1(2), del inciso (c) se sigue que

v1v2 ∈ ρ−1(2). Por (a) y la Afirmación 1 tenemos v4v5 ∈ ρ−1(1). Además,

v6v7v2v5 es un arcoíris forzado, entonces v6v7 ∈ ρ−1(2), y por la Afirmación

1 v0v1 /∈ ρ−1(2). Por lo cual no hay v0v7-arcoíris.
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Figura 8: Casos de la Afirmación 5.

(f) A partir de (c) y (e) se sigue que v1v2 ∈ ρ−1(2) y v3v4 ∈ ρ−1(0).

Además, por la Afirmación 1 v2v3 ∈ ρ−1(1), entonces v3v6v7v2 es un arcoíris

forzado, es decir, v6v7 ∈ ρ−1(2). Así, no hay v6v3-arcoíris.

Entonces la coloración en C(3) no es del Tipo I.

Afirmación 6. La coloración en C(3) no es del Tipo II.

(a) v1v2, v2v3 /∈ ρ−1(2), por la Afirmación 2. Ahora, por la Afirmación 1,

hay dos casos.

(b) v1v2 /∈ ρ−1(0) y v2v3 /∈ ρ−1(1); en otro caso v3v4v7v2 y v2v5v0v1 son

arcoíris forzados, entonces v0v1, v3v4 /∈ ρ−1(2). Por tanto no hay v0v4-arcoíris.

(c) v1v2 /∈ ρ−1(1) y v2v3 /∈ ρ−1(0); en otro caso v3v4v7v2 y v2v5v0v1 son

arcoíris forzados, entonces v0v1, v3v4 /∈ ρ−1(2). Lo cual implica que no existen

v0v4-arcoíris.
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Figura 9: Casos de la Afirmación 6.

Así tenemos que la coloración en C(3) no es del Tipo II.

Afirmación 7. La coloración en C(3) no es del Tipo III.

(a) v1v2 /∈ ρ−1(2); en otro caso, por la Afirmación 1 v0v1, v2v3 /∈ ρ−1(2),

entonces v2v5v6v1 es un arcoíris forzado, así v5v6 ∈ ρ−1(2). Ahora, v1v2v3v6
es un arcoíris forzado, entonces v2v3 ∈ ρ−1(1). Nótese que v7v0, v0v1, v4v5 /∈
ρ−1(2), ya que v7v0v3 es un arcoíris forzado y por la Afirmación 1, por lo cual

v4v5v6v1 es arcoíris forzado, entonces v4v5 /∈ ρ−1(0), y por la Afirmación 1

v3v4 ∈ ρ−1(2). Dado que v5v0v1v4 es arcoíris forzado tenemos v0v1 ∈ ρ−1(0).

Por lo cual no hay v0v5-arcoíris.

(b) v2v3 /∈ ρ−1(2); en otro caso, por la Afirmación 1, v3v6v7v2 es arcoíris

forzado, entonces v6v7 /∈ ρ−1(2). Ahora, v6v1v2v3 es arcoíris forzado, así v1v2 /∈
ρ−1(0). Notemos que v4v5 ∈ ρ−1(1) (de lo contrario, no habría v5v4-arcoíris o

v1v5-arcoíris) y por la Afirmación 1, v3v4, v5v6 ∈ ρ−1(0). Por tanto no existen

v2v7-arcoíris.

Dado que v1v2 y v2v3 son flechas consecutivas en C(1), por la Afirmación

1 tenemos dos casos.
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Figura 10: Casos de la Afirmación 7.

(c) Si v1v2 ∈ ρ−1(0) y v2v3 ∈ ρ−1(1), entonces v6v7v0v3 es arcoíris forzado.

Además v7v0 /∈ ρ−1(1) (de lo contrario, no habría v0v7-arcoíris), por lo cual

v6v7 ∈ ρ−1(1) y v7v0 ∈ ρ−1(0). Ahora, v1v4v5v0 es un arcoíris forzado, es

decir, v4v5 tiene color 0. Así, por la Afirmación 1, no hay v5v4-arcoíris.

(d) Si v1v2 ∈ ρ−1(1) y v2v3 ∈ ρ−1(0), nótese que v6v7 ∈ ρ−1(2) (de lo con-

trario, no habría v2v7-arcoíris o v6v2-arcoíris). Dado que v5v6v7v2 es arcoíris

forzado se tiene que v5v6 ∈ ρ−1(0). Entonces no hay v2v6-arcoíris.

Se deduce que la coloración en C(3) no es del Tipo III.

Afirmación 8. La coloración en C(3) no es del Tipo IV.

(a) v7v0 /∈ ρ−1(1) y v3v4 /∈ ρ−1(0), por la Afirmación 2.

(b) v0v1, v4v5 /∈ ρ−1(2). Si v0v1 ∈ ρ−1(2), notemos que v0v3v6v7 es ar-

coíris forzado, entonces v6v7 ∈ ρ−1(1), y por la Afirmación 1 se sigue que

v7v0 ∈ ρ−1(0). Dado que v6v1v2 es arcoíris forzado y por la Afirmación 1,

v1v2 ∈ ρ−1(0). Así v1v4v5v0 es arcoíris forzado, es decir, v4v5 ∈ ρ−1(2). Por la

Afirmación 1, no hay v4v3-arcoíris. Por simetría, se deduce que v4v5 /∈ ρ−1(2).

(c) v6v7, v2v3 /∈ ρ−1(2). Si v6v7 ∈ ρ−1(2), entonces v0v1v4v7 es arcoíris

forzado, entonces v0v1 ∈ ρ−1(1), y por la Afirmación 1 se tiene v7v0 ∈ ρ−1(0).
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Además, v5v6v1 es un arcoíris forzado, por lo cual v5v6 ∈ ρ−1(0). Ahora,

v5v0v3v4 es arcoíris forzado, es decir, v3v4 ∈ ρ−1(0). Así, por la Afirmación 1,

no hay v4v3-arcoíris. De nuevo, por simetría, tenemos v2v3 /∈ ρ−1(2).
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Figura 11: Casos de la Afirmación 8.

(d) v7v0 /∈ ρ−1(0) y v3v4 /∈ ρ−1(1). Supongamos que v7v0 tiene color

0, por la Afirmación 1, (b) y (c) deducimos que v0v1, v6v7 ∈ ρ−1(1). Más

aún, se tiene que v4v5 /∈ ρ−1(2) (por (b) y la Afirmación 1), por lo cual

v1v2v5v0 es arcoíris forzado, es decir, v1v2 ∈ ρ−1(2). Ahora, v5v6v1v2 es arcoíris

forzado, entonces v5v6 ∈ ρ−1(0). Por la Afirmación 1, no hay v2v1-arcoíris.

Análogamente obtenemos v3v4 /∈ ρ−1(1).

(e) De (a) y (d) se sigue que v7v0), v3v4 ∈ ρ−1(2). Por la Afirmación 1

y dado que v0v1v4, v3v6v7, v4v5v0 y v7v2v3 son arcoíris forzados, tenemos

v0v1, v6v7 ∈ ρ−1(1) y v4v5, v2v3 ∈ ρ−1(0). Nuevamente, por la Afirmación

1,v1v2, v5v6 ∈ ρ−1(2), por lo tanto no existen v5v2-arcoíris.

Por tanto, la coloración en C(3) no es del Tipo IV.

Finalmente, las afirmaciones 5,6,7 y 8 contradicen la elección de la colo-

ración ρ, concluimos que src(C8(1, 3)) = 4.
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Ahora, supongamos que ρ es una 3-coloración por arcoíris. De lo anterior

se sigue que ρ no puede ser una 3-coloración fuerte por arcoíris. Por lo cual,

debe haber un par de vértices u y v tales que no hay uv-geodésicas arcoíris,

pero donde existe un uv-arcoíris que los conecta. Si la d(u, v) = 1, entonces

la flecha uv es una geodésica arcoíris. Por otro lado, cuando d(u, v) = 2, 3, es

fácil observar que cualquier trayectoria que no es geodésica tiene longitud al

menos 4, por lo cual no puede haber uv-arcoíris, pues ρ es una 3-coloración.

Por la tanto 4 ≤ rc(C8(1, 3)) ≤ src(C8(1, 3)) = 4, obteniendo el resultado. �
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Índice de símbolos

Términos matemáticos generales

A×B El producto cartesiano entre dos conjuntos A y B.

|A| La cardinalidad del conjunto A.

bnc El mayor entero menor o igual a n.

dne El menor entero mayor o igual a n.
n≡ Congruencia módulo n.

(m,n) El máximo común divisor de m y n.

Digrá�cas y familias de digrá�cas

Cn El ciclo de orden n.
−→
Cn El ciclo dirigido de orden n.
←→
Cn El ciclo biorientado de orden n.

Cn(S) La digrá�ca circulante de orden n respecto al conjunto S.

D[X] La subdigrá�ca inducida de D por el subconjunto de vértices X.

Kn1,...,nk
La grá�ca k-partita completa.

←→
Kn1,...,nk

La digrá�ca k-partita completa.

Pn La trayectoria de orden n.
−→
Pn La trayectoria dirigida de orden n.
←→
Pn La trayectoria biorientada de orden n.
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Parámetros de digrá�cas

β(D) El número de cubierta de la digrá�ca D.

circ(D) La circunferencia de la digrá�ca D.

d+(u) El exgrado del vértice u.

d−(u) El ingrado del vértice u.

d(u) El grado del vértice u.

d(u, v) La distancia entre los vértices u y v.

diám(D) El diámetro de la digrá�ca D.

δ+D El exgrado mínimo de D.

δ−D El ingrado mínimo de D.

g(D) El cuello de la digrá�ca D.

g∗(D) El cuello grueso de la digrá�ca D.

N+(u) La exvecindad del vértice u.

N−(u) La invecindad del vértice u.

N(u) La vecindad del vértice u.

rc(D) Número de conexidad por arcoíris de la (di)grá�ca D.

src(D) Número de conexidad fuerte por arcoíris de la (di)grá�ca D.

Relaciones y operaciones entre digrá�cas

H ⊆ D H es sub(di)grá�ca de D.

D ∼= H Isomor�smo de las (di)grá�cas D y H.

D 2 D′ El producto catesiano entre dos digrá�cas D,D′.

D �D′ El producto fuerte entre dos digrá�cas D,D′.

D[H1, H2, . . . , Hn] La composición de D con H1, H2, . . . , Hn.

D + a La adición de la �echa a en la digrá�ca D.

D − a El borrado de la �echa a en la digrá�ca D.

D/a La contracción de la �echa a en la digrá�ca D.

D • a La subdivisión de la �echa a en la digrá�ca D.
−→
G Una orientación de la grá�ca G.
←→
G La biorientación de la grá�ca G.
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k-coloración por arcoíris, 9

adición, 73

arcoíris, 9

arcoíris geodésico, 9

bloque, 47

borrado, 73

cabeza, 8

cactus, 46

ciclo

dirigido, 8

ciclo arcoíris, 69

ciclo biorientado, 15

circunferencia, 68

cola, 8

coloración de las flechas, 8

coloración fuerte por arcoíris, 9

coloración por arcoíris, 9

composición, 67

contracción, 49

cubierta, 14

cuello, 68

cuello grueso, 68

diámetro, 8

digráfica

k-partita completa, 11

asimétrica de Rado, 64

cíclicamente k-partita completa,

70

completa, 9

conexa, 47

conexa por arcoíris, 9

de Rado, 63

fuertemente conexa, 8

por arcoíris, 9

semicompleta de Rado, 64

simétrica, 9

simétrica de Rado, 64

vacía, 7

distancia, 8

entre conjuntos, 21

exgrado, 8

exvecindad, 8

exvecino, 7

flecha

adición de una, 73

borrado de una, 73

cabeza de una, 8
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cola de una, 8

contracción de una, 49

simétrica, 9

subdivisión de una, 73

geodésica, 8

gráfica

de bloques, 47

de Rado, 64

subyacente, 47

ingrado, 8

invecindad, 8

invecino, 7

longitud, 8

número de conexidad

fuerte por arcoíris, 9

por arcoíris, 9

número de cubierta, 14

orden, 7

producto

cartesiano, 70

fuerte, 72

proyección, 70

Rado

digráfica asimétrica de, 64

digráfica de, 63

digráfica semicompleta de, 64

digráfica simétrica de, 64

gráfica de, 64

torneo de, 63

ramificación, 51

subdigráfica, 8

generadora, 8

inducida, 8

subdivisión, 73

tamaño, 7

torneo, 60

de Rado, 63

trayectoria, 8

trayectoria biorientada, 15

vértice

de corte, 47

exgrado de un, 8

exvecindad de un, 8

grado de un, 51

ingrado de un, 8

invecindad de un, 8

ramificación de un, 51

vecindad de un, 51
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