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Resumen

En el siguiente trabajo se aborda el problema de la construcción de la (57,5)-jaula, que

en caso de existir tendrı́a 3250 vértices, el orden de su grupo de automorfismos serı́a a lo más

375 y no serı́a vértice transitiva. Este problema se atacó utilizando construcciones a partir de

la gráfica bipartita Bq, reducciones y amalgamas utilizadas por varios autores (ver [14], [15],

[1]) para incrementar el orden de la gráfica. A lo largo de esta tesis obtuvimos resultados

interesantes utilizando este tipo de construcciones, tomando como base una gráfica de 3250

vértices 43-regular [12]. Además se utilizan algoritmos computacionales en C++ y Maple

para hacer más sencillas algunas pruebas.

Abstract

The topic of this thesis is about constructing maximal graphs with 3250 vertices with

the goal of approaching the unknown (57;5)-cage that, in case of existing should have 3250

vertices, should not be vertex-transitive and their authomorphism group should be of order at

most 375. This open problem has been attacked using constructions from the bipartite graph

Bq, reductions and amalgams developed in [14], [15], [1] in order to increase the graph order,

starting from a graph with 3250 vertices [12]. Moreover, we use some programs in C++ and
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Maple to prove some results.
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Introducción

En esta tesis trabajaremos en un problema clásico de gráficas extremales que se enmarca

dentro del problema de jaulas y gráficas de Moore. Como se describirá a continuación, el

cuello de una gráfica es el ciclo de longitud más pequeño contenido en ella y una gráfica

es k-regular si todos los vértices tienen grado k. Una (k,g)-jaula es una gráfica k-regular de

cuello g y de orden mı́nimo.

Nos concentraremos en el problema de la existencia de la (57,5)-jaula. Esta gráfica, des-

crita en el Teorema 1.8, ha llamado fuertemente la atención de los matemáticos expertos en

el área de gráficas extremales y es por esta razón que, dentro del grupo de los matemáticos

interesados en las jaulas, ha sido llamada, de manera coloquial, ”el monstruo”.

Como se expresará en el Capı́tulo 1, donde se da una breve descripción del problema

de la existencia de las jaulas, si el monstruo existiera tendrı́a 3250 vértices. Su existencia

sigue siendo una pregunta abierta en el área y, más aún, se ha realizado un extenso trabajo

dedicado a estudiar ciertas propiedades que deberı́a tener en caso de existir, como por ejemplo

su simetrı́a o su grupo de automorfismos.
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Es frecuente que en este tema de la construcción de jaulas se relajen ciertas condiciones

y se busque estudiar la existencia de ciertas gráficas con condicciones más relajadas, ver por

ejemplo [5], [10] y [6]. Un ejemplo de esto es la existencia de jaulas birregulares con dos

grados de cuello fijo y orden mı́nimo en lugar de estudiar la existencia de jaulas regulares,

ver por ejemplo [3], [4] y [2].

Otra manera de relajar este problema es buscar una gráfica con un número fijo de vértices

que se acerque en regularidad a la que serı́a la jaula cuyo orden es el número de vértices dado

como condición inicial, ver [12]. Concretamente en esta tesis se fija 3250 como el orden de

una gráfica regular que debe construirse y, como no se ha encontrado la gráfica 57-regular de

cuello cinco y ese orden, se busca construir la gráfica de grado lo más cerca posible a 57 y de

orden 3250.

Finalmente, como describiremos a continuación, también se aborda la existencia de una

gráfica birregular con el máximo número de aristas y orden 3250. Este también es un proble-

ma importante en teorı́a extremal de gráficas: fijar un orden y encontrar una gráfica extremal

de cuello fijo, donde una gráfica es extremal si al poner cualquier arista más el cuello decrece

(en este tipo de problemas usualmente, a diferencia de los que se hace en esta tesis, el gra-

do de los vértices no tiene importacia, es decir, no se pide regularidad ni birregularidad, ni

ninguna condición en el grado).

A continuación, describiremos brevemente lo que se hace en cada capı́tulo de esta tesis.

En el primer capı́tulo se enlistan una serie de definiciones que son indispensables para enten-

der la estructura de la tesis. Además se prueban algunos resultados necesarios para resolver

lemas importantes de capı́tulos posteriores, se describen resultados importantes de Teorı́a de
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Jaulas y, por último, se hace una breve descripción de los espacios lineales parciales que nos

lleva a la definición de un semiplano elı́ptico de tipo C, el cual es la base para la construcción

de la gráfica Bq quien será la base para construir la gráfica regular que se acerca a la jaula.

El Capı́tulo 2 está basado en el artı́culo [1], el cual describe construcciones en base a

la gráfica de Levi del semiplano elı́ptico de tipo C, denominado Bq para encontrar jaulas o

gráficas de Moore. En este artı́culo se propone una partición de los vértices en conjuntos de

la misma cardinalidad Pi y Li, con i = 0, . . . ,q− 1, llamados bloques. Además, se describen

construcciones llamadas Reducción 1, Reducción 2 y Amalgama. La primera consiste en

retirar cierto conjunto de vértices de P0 y L0 en Bq. La segunda consiste en retirar la misma

cantidad de bloques a pares, comenzando por los bloques Pq−1 y Lq−1 en Bq y continuando

con los siguientes Pq−i y Lq−i para i ∈ {2, . . . ,q−1} en caso de ser necesario.

El Capı́tulo 3 inicia con una gráfica 43-regular de orden 3250 construida en la tesis de

licenciatura de la alumna C. de la Cruz Torres titulada ”Un acercamiento a la (57,5)-jaula”.

Esta gráfica fue construida a partir de las construcciones descritas en el Capı́tulo 2 y una

generalización del Lema 9 del artı́culo [1], lema que demuestra también en esta tesis con

técnicas distintas a las usadas en la tesis citada previamente. Además, se prueba que la cons-

trucción realizada por C. de la Cruz Torres cumple con las hipótesis del lema y por lo tanto

la gráfica es 43-regular de orden 3250.

Más aún, en la presente tesis se demuestra que la gráfica encontrada es maximal regular

partiendo de B41 y además no es posible encontrar una gráfica con mayor regularidad a partir

de la misma. Se utilizan programas computacionales como una herramienta para poder de-

mostrar lo que se requiere. Terminando estas demostraciones, se responde a la pregunta sobre
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la unicidad de la gráfica descrita.

Sin embargo, como el objetivo de la tesis es buscar gráficas extremales maximales por

aristas y de orden 3250 (gráficas que al añadirles cualquier arista, el cuello de la gráfica dis-

minuye), para concluir la tesis se construye una gráfica maximal (43,44)-regular con respecto

a los pesos permitidos de orden 3250 con 73102 aristas.



Capı́tulo 1
Preeliminares

1.1 Teorı́a de Gráficas

Una gráfica G es un par ordenado (V (G),E(G)) que consiste en un conjunto no vacı́o

V (G) llamado vértices y un conjunto E(G) de pares no ordenados de V (G) llamados aristas.

Una gráfica es simple, si no tiene lazos (aristas de un sólo vértice) ni aristas múltiples (no hay

dos aristas que pasan por el mismo par de vértices). El orden de una gráfica se define como

|V (G)| y tamaño como |E(G)|. Si x ∈V (G), el grado del vértice x se define como el número

de aristas que inciden en él y se denota como dG(x).

Un gráfica es k-regular, ver figura 1.1, si dG(x) = k para todo x ∈ V (G). La vecindad de

un vértice x∈V (G) es el conjunto de vértices que son incidentes a x y se denota como NG(x).

Dos vértices x,y ∈ V (G) son vecinos si existe la arista xy. A lo largo de esta tesis todas las

gráficas que se consideran son simples.
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v1

v2 v5

v3 v4

v6

v7 v10

v8 v9

Figura 1.1: Gráfica 3-regular (Gráfica de Petersen)

Una gráfica es bipartita si el conjunto de vértices de la gráfica induce una partición

(V0,V1) tal que toda arista de G tiene un extremo en V0 y el otro en V1 . Una gráfica es bi-

partita completa, ver figura 1.2, si es bipartita y todo vértice de V0 es vecino de todo vértice

de V1 .

v0 v1 v2 v3 v4

w0 w1 w2 w3 w4 w5

Figura 1.2: K5,6 .

Una trayectoria, ver figura 1.3, es una gráfica cuyos vértices pueden ser acomodados en

una sucesión lineal tal que dos vértices son adyacentes si son consecutivos en la sucesión

y son no adyacentes en otro caso. Si la trayectoria empieza en el vértice x y termina en el
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vértice y nos referiremos a esta como una xy-trayectoria.
v1 v2 v3 v4

(a) P3 .

v1 v2 v3 v4 v5

(b) P4 .

Figura 1.3: Gráficas de trayectorias.

Ası́ mismo, un ciclo es una trayectoria donde el vértice inicial y el final es el mismo. La

longitud de una trayectoria o de un ciclo es el número de aristas. Una trayectoria o un ciclo

de longitud k se dice que es una k-trayectoria o un k-ciclo, respectivamente.
v1

v2 v3

v4

(a) C4 .

v1

v2 v5

v3 v4

(b) C5 .

Figura 1.4: Gráficas de ciclos.

Una gráfica completa, ver figura 1.5, es aquella donde cualesquiera dos vértices distintos

son vecinos.

Un árbol es una gráfica sin ciclos y entre cualesquiera dos vértices existe una trayectoria

que los une, ver figura 1.7.

La distancia entre dos vértices x y y de una gráfica G se define como la longitud más corta

entre todas las xy-trayectorias que pertenecen a G y es denotada por dG(x,y). El diámetro de

una gráfica G se denota por diam(G) y se define como la máxima de las distancias que existe

entre cualesquiera dos vértices de G. En cualesquiera de los casos anteriores es posible omitir
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v1

v2 v3

v4

(a) K4 .

v1

v2 v3

v4 v5

(b) K5 .

Figura 1.5: Gráficas completas.

v1

v2

v3 v4

(a)

v1

v2

v3 v4

v5 v6

(b)

Figura 1.6: Árboles.

de la notación a G si no se cae en ambigüedades dentro del contexto.

Si G es una gráfica, se dice que H es una subgráfica de G si V (H)⊂V (G) y E(H)⊂E(G).

Una subgráfica de G es generadora si V (H) = V (G). Si A ⊂ V (G), entonces se dice que H

es la subgráfica inducida por el conjunto A de vértices si V (H) = A y las aristas de H son

las aristas de G con ambos extremos en A, en este caso H es denotada por 〈A〉. Si u y v son

vértices no adyacentes de una gráfica G, entonces G+ uv denota la gráfica con conjunto de

vértices V (G) y conjunto de aristas E(G)∪{uv}. En general, si S es un conjunto de aristas,

se define G+S como la gráfica que resulta de añadir el conjunto de aristas S a E(G). De igual

forma se define G\S para S ⊂ E(G), como la gráfica que resulta de eliminar el conjunto de
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Nombre de la gráfica Número de vértices Número de aristas Notación

Trayectoria n+1 n Pn

Ciclo n n Cn

Completa n (n
2) Kn

Bipartita completa n+m mn Km,n

Árbol n n−1 Tn

Cuadro 1.1: Gráficas y sus notaciones

aristas S de E(G). De forma similar se define G−v donde v∈V (G) y G−X donde X ⊂V (G).

La unión de gráficas simples G y H es la gráfica G∪H con conjunto de vértices V (G)∪V (H)

y conjunto de aristas E(G)∪E(H). Si G y H son ajenas por vértices, en ese caso se dirá que

su unión es una unión disjunta y se denotará G+H.

Una definición que nos ayudará a programar en C++ es la matriz de adyacencia de una

gráfica. Si G es una gráfica de orden n, se define la matriz de adyacencia de G, como la ma-

triz de n× n MG := (muv), donde muv es el número de aristas que unen a los vértices u y v.

Notemos que en el caso de gráficas simples, únicamente puede tomar valores 1 ó 0.

Si G es una gráfica con al menos un ciclo se define el cuello de G, denotado por g(G),

como la longitud del ciclo más pequeño contenido en ella. La primera aportación realizada

en el campo de Teorı́a de Jaulas que se conoce, la hizo Tutte en 1947, preguntándose por el

problema sobre la construcción de gráficas 3-regulares con cuello dado g y orden mı́nimo.
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Esta idea se ha generalizado y actualmente existe mucho trabajo dedicado a la construcción

de gráficas k-regulares con cuello dado g y orden mı́nimo.

Definición 1.1. Una (k,g)-jaula es una gráfica k-regular con cuello g y orden mı́nimo.

A continuación se presentan algunos resultados de Teorı́a de Gráficas que son esenciales

a lo largo de esta tesis.

Teorema 1.2 (Teorema del ”Saludo de manos”). Toda gráfica G cumple

∑
v∈V (G)

d(v) = 2|E(G)|

Demostración. Consideremos la gráfica bipartita B, con partición (V (G),E(G)) con la

siguiente regla de correspondencia ue ∈ E(B) si y solo si u ∈ e con u ∈ V (G) y e ∈ E(G).

Entonces |E(B)| = ∑v∈V (G) d(v) contando las aristas desde la partición V (G) de B. Por otro

lado, |E(B)|= 2|E(G)| contando las aristas desde la partición E(G) de B. Por lo tanto,

∑
v∈V (G)

d(v) = 2|E(G)|

�

Como consecuencia del resultado anterior, temenos el siguiente corolario.

Corolario 1.3. En cualquier gráfica G, el número de vértices de grado impar es par.



11

Demostración. Sea v ∈ V (G) entonces d(v) es par o impar, tomando congruencias

módulo 2 en la ecuación del teorema 1.2, se tiene que

∑
v∈V (G)

d(v)≡ 0

∑
v∈{x∈V (G)|d(x)≡1 (mod 2)}

d(v)≡ 0

De la última ecuación se tiene que el número de vértices de grado impar es par, de lo contrario

la suma serı́a congruente con uno módulo 2.

�

Teorema 1.4. Sea G una gráfica, entonces G es bipartita si y sólo si no tiene ciclos de

longitud impar.

Demostración. Sea G una gráfica bipartita con partición (V0,V1), supongamos que G

tiene un ciclo de longitud impar. Sea C = (v1, . . . ,vn) el ciclo en G, sin pérdida de generalidad

supongamos que v1 ∈ V0 , entonces v2 ∈ V1 y ası́ sucesivamente. Como n es impar, entonces

vn ∈V0 lo que es una contradicción pues v0 es adyacente a vn.

Por otro lado, sea G una gráfica que no contiene ciclos de longitud impar. Sea x ∈ V (G),

definimos V0 = {y ∈ V (G)|d(x,y) ≡ 0 (mod 2)} y V1 = {y ∈ V (G)|d(x,y) ≡ 1 (mod 2)}.

Demostraremos que es una partición de los vértices. Sean z,w ∈ V0 supongamos que son

vecinos, por definición d(x,z) y d(x,w) son pares y supongamos que las trayectorias son

disjuntas por vértices, por lo tanto la xz-trayectoria, la xw-trayectoria y la arista zw forman

un ciclo de longitud impar, lo cual es una contradicción. Análogamente, si z,w ∈V1 , tenemos

que si zw es una arista entonces existe un ciclo de longitud impar. Ahora, supongamos que
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existe al menos un vértice donde se intersectan las trayectorias, afirmación la distancia hasta

la intersección es la misma, de lo contrario existe una trayectoria de longitud más corta,

por lo tanto la paridad a partir de la última intersección es la misma, entonces aplicando el

argumento de cualquier caso anterior se tiene que los vértices en una misma partición no son

adyacentes. Es decir G es bipartita con partición (V0,V1).

�

Teorema 1.5. Toda gráfica simple G con ∑v∈V (d(v)
2 )>(n

2) contiene un ciclo de longitud 4.1

Demostración. Sea p2 el número de estas trayectorias de longitud dos en G y p2(v)

el número de estas trayectorias cuyo vértice central es v. Entonces, p2(v) =(d(v)
2 ). Obser-

vamos que cada trayectoria de longitud dos tiene un único vértice central. Por lo tanto,

p2 = ∑v∈V p2(v) = ∑v∈V (d(v)
2 ). Por otro lado, cada una de esas trayectorias tienen dos úni-

cos vértices como extremos. Por lo tanto, el conjunto de todas las trayectorias de longitud

dos puede ser particionado en (n
2) subconjuntos de acuerdo a sus extremos. Como, por hipóte-

sis ∑v∈V (d(v)
2 )>(n

2), entonces por el principio de las casillas, existen dos o más trayectorias con

los mismos extremos y por lo tanto la unión de estas trayectorias forma el ciclo de longitud

4.

�

El concepto de jaula da lugar a una nueva lı́nea de investigación en la Teorı́a de Gráficas

extremales conocida como la Teorı́a de Jaulas. Sin embargo, la existencia de una (k,g)-jaula

para cualesquiera parámetros (k,g) no es inmediata. En 1963, Sachs demostró en [16] la

1Vea [9] página 43
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existencia de (k,g)-jaulas para cualesquiera (k,g) parámetros. Casi inmediatamente, Erdös

mejoró la cota superior dada por Sachs y publicó junto con él la siguiente cota cuya demos-

tración puede ser encontrada en [13]:

Teorema 1.6. Para todo k ≥ 2, g≥ 3,

n(k,g)≤ 4
g−2

∑
t=1

(k−1)t

donde n(k,g) denota el orden de la (k,g)-jaula.

Por otro lado, el orden de una (k,g)-jaula esta acotado inferiormente por el número

n0(k,g) que se da en el teorema a continuación y el cual depende de la paridad del cuello

de la gráfica.

Teorema 1.7. Para todo k ≥ 2, g≥ 3,

n0(k,g) =


1+∑

(g−3)/2
i=0 k(k−1)i, si g es impar,

2∑
(g−2)/2
i=0 k(k−1)i, si g es par.

Demostración. Para entender esta cota, se realizan construcciones a partir de árboles.

Sea k ≥ 2.

Caso 1. Sea g impar. Consideremos la construcción del siguiente árbol.

Paso 1. Sea x un vértice.

Paso 2. Construimos k vértices vecinos diferentes a x ya que la gráfica es k regular.
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Paso 3. Construimos k− 1 vértices adyacentes para cada nuevo vértice creado en el

paso anterior.

Paso 4. Repetir paso tres (g−3)/2 veces.

Observemos que si uno de los vértices creados cuando se aplicó el paso tres m veces es ve-

cino de alguno de los anteriores, entonces la gráfica tiene un ciclo de longitud a lo más 2m+3.

Caso 2. Si g es par. Consideremos la construcción del siguiente árbol.

Paso 1. Sea x y y dos vértices adyacentes.

Paso 2. Construimos k−1 vértices adyacentes distintos para cada uno de los últimos

vértices ya creados.

Paso 3. Repetir paso dos (g−2)/2 veces.

Observemos que si uno de los vértices creados cuando se aplicó el paso dos m veces es vecino

de alguno de los anteriores, entonces la gráfica tiene un ciclo de longitud a lo más 2m+2.

x

(a) Árbol asociado a la (3,5)-jaula.

x y

(b) Árbol asociado a la (4,6)-jaula.

Figura 1.7: Ejemplos de árboles del caso g impar y par respectivamente.

Contando el número de vértices en cada caso, tenemos las fórmulas deseadas.

�
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Por lo tanto, n(k,g) ≥ n0(k,g). Existen gráficas que alcanzan la cota inferior, llamadas

gráficas de Moore o jaulitas, como se les ha llamado coloquialmente en México. Estas gráfi-

cas son escasas, como lo muestra el siguiente teorema, cuya demostración se puede consultar

en [7], [11] y [8].

Teorema 1.8. Existe una gráfica de Moore k-regular y cuello g si y sólo si cualquiera de

las siguientes condiciones se cumple:

1. k = 2 y g≥ 3, que son los ciclos de orden g;

2. g = 3 y k ≥ 2, que son las gráficas completas de orden k;

3. g = 4 y k ≥ 2, que son las gráficas bipartitas completas Kk/2,k/2 en el caso de que k

sea par y gráficas bipartitas completas K(k+1)/2,(k−1)/2 en el caso de que k sea impar;

4. g = 5 y

a) k = 2 es el 5-ciclo,

b) k = 3 es también llamada la gráfica de Petersen,

c) k = 7 es también llamada la gráfica Hoffman-Singleton,

d) y posiblemente k = 57 (donde la existencia de esta gráfica es un problema abier-

to);

5. g = 6,8 o 12 y existe un polı́gono generalizado simétrico2 de orden k−1 que, al aso-

ciarle su gráfica de incidencia, es una gráfica bipartita con cuello 6,8 o 12.

2Para mayor información puede consultarse [13]
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Como lo menciona el teorema anterior, un problema abierto en Teorı́a de Jaulas es la exis-

tencia de la (57,5)-jaula de orden 3250. Inspirados en el problema, en esta tesis se construyen

gráficas de orden 3250 con la mayor regularidad posible, como se expone en los siguientes

capı́tulos. Además, se construyen gráficas maximales por aristas de orden 3250.

A continuación presentaremos una tabla donde se muestran algunas jaulas de cuello 5 (las

conocidas hasta el momento). Solo la (3,5)-jaula, llamada gráfica de Petersen, y la (7,5)-

jaula, llamada gráfica de Hoffman-Singleton, son gráficas de Moore.

k 3 4 5 6 7

n(k,5) 10 19 30 40 50

número de jaulas 1 1 4 1 1

En [13], puede consultarse la siguiente tabla:
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k Cota Cota Construida
Regular Inferior Superior Por

3 10 10 Petersen
4 19 19 Robertson
5 30 30 Robertson-Wegner-Wong
6 40 40 Wong
7 50 50 Hoffman-Singleton
8 67 80 Royle
9 86 96 Jorgensen

10 103 124 Exoo
11 124 154 Exoo
12 147 203 Exoo
13 174 230 Exoo
14 199 288 Jorgensen
15 230 312 Jorgensen
16 259 336 Jorgensen
17 294 448 Schwenk
18 327 480 Schwenk
19 364 512 Schwenk
20 403 576 Jorgensen

Figura 1.8: Cotas de gráficas de cuello 5.

1.2 Espacios lineales parciales

Un espacio S es un par ordenado de dos conjuntos S = (P,L) donde P es un conjunto

finito no vacı́o cuyos elementos son llamados puntos mientras que los elementos de L son

subconjuntos no vacı́os de elementos de P denominados lı́neas, los cuales cumplen ciertas

condiciones o axiomas. Un espacio lineal parcial es un espacio S = (P,L) que cumple los

siguientes axiomas:

a) Toda lı́nea tiene al menos dos puntos y

b) dos puntos están en a lo más en una lı́nea.
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Dado que las lı́neas son un subconjunto de puntos, vamos a decir que dos puntos son

colineales si son elementos de una lı́nea y decimos que dos lı́neas se intersectan si existe un

punto en el espacio lineal parcial que pertenece a las dos lı́neas.

Hay que observar que el axioma dos implica que si p y q son puntos tal que p,q ∈ l ∈ L

y además p,q ∈m ∈ L, entonces l = m, es decir, no hay dos lı́neas que contengan más de dos

puntos en común. Entonces tenemos los siguientes lemas:

Lema 1.9. Dos lı́neas distintas de un espacio lineal parcial se intersectan en a lo más un

punto.

Demostración. Supongamos que dos lı́neas distintas l1 y l2 se intersectan en dos puntos

distintos p1 y p2 entonces, p1, p2 ∈ l1 . Por la observación anterior, la lı́nea l1 es única, entonces

l1 = l2 , lo cual no es posible ya que supusimos que eran distintas. Por lo tanto, las dos lı́neas

se intersectan en a lo más un punto.

�

Lema 1.10. Sean l1 , l2 ∈ L tal que l1 ⊆ l2 , entonces l1 = l2 .

Demostración. Por el axioma 1, la lı́nea l1 tiene al menos dos puntos. Sean p1, p2 ∈ l1

puntos distintos, como l1 ⊆ l2 entonces, p1, p2 ∈ l2 . Por la observación anterior, la lı́nea l1 es

única y por lo tanto l1 = l2 .

�
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En un espacio lineal parcial, una bandera es una pareja lı́nea y punto incidente en la lı́nea,

se denota como p1|l1 . Una antibandera es una pareja lı́nea y punto no incidente en la lı́nea,

se denota como p1 6 | l1 . Dos lı́neas son paralelas si no existe un punto incidente con ambas.

Análogamente, dos puntos son paralelos si no existe una lı́nea que sea incidente a ellos.

Una vk-configuración o una configuración del tipo vk es un espacio lineal parcial que

consiste de v puntos y v lı́neas tal que cada punto y cada lı́nea son incidentes con k lı́neas y k

puntos, respectivamente. Un semiplano elı́ptico finito de orden k−1 es una vk-configuración

que satisface los siguientes axiomas de paralelas:

a) Por cada antibandera p1 6 | l1 existe a lo más una lı́nea l2 incidente con p1 y paralela a l1 .

b) Hay a lo más un punto p2 incidente con l1 y paralelo a p1 .

Un plano proyectivo finito P es un espacio tal que:

Cualesquiera dos puntos distintos son incidentes en exactamente una lı́nea.

Cualesquiera dos lı́neas distintas son incidentes en exactamente un punto.

Existe un conjunto de cuatro puntos tal que cualesquiera tres puntos no son colineales.

En un plano proyectivo P existe un entero positivo n tal que cualquier lı́nea de P tiene exacta-

mente n+1 puntos, este número se denomina el orden de P. Denotamos al plano proyectivo

de orden q como PG(2,q). Notemos que un plano proyectivo es un espacio lineal parcial,

pero no todo espacio lineal parcial es un plano proyectivo.
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3 64

1

0

52

Figura 1.9: Único plano proyectivo de orden 2 (Plano de Fano)

Un subconjunto de Baer de un par especı́fico punto-lı́nea (p, l) de un plano proyecti-

vo P, denotado como B(p|l), es el conjunto de todas las lı́neas y puntos incidentes con

p y l. Dembowski demostró que los semiplanos elı́pticos pueden obtenerse al eliminar un

subconjunto de Baer de un plano proyectivo. Además clasifica los semiplanos elı́pticos en

5 tipos. Esta tesis sólo se enfoca en los semiplanos elı́pticos del tipo C, especı́ficamente

Cq = PG(2,q)−B(p|l) con q primo. Notemos que el semiplano elı́ptico Cq es una configura-

ción del tipo qq2 .

64

1

0

Figura 1.10: C2 asociado al plano de Fano, escogiendo el subconjunto B({3}|{2,3,6})
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En Cq es posible escoger coordenadas (x,y) afines para los puntos y [m,b] para las lı́neas

con x,y,m,b ∈ Zq, tal que las incidencias entre los puntos y las lı́neas están dada por la

ecuación:

y = mx+b (1.1)

La gráfica de Levi o gráfica de incidencia G de un espacio lineal parcial S = (P,L) es una

gráfica bipartita con V (G) = V1 ∪V2 donde V1 = P y V2 = L y dos vértices son vecinos si y

sólo si el punto y la lı́nea correspondientes son incidentes. En particular, la gráfica de Levi

de Cq se denomina Bq. En el siguiente capı́tulo definiremos formalmente Bq y estudiaremos

ciertas propiedades.

{0−6}

{0−4}

{1−6}

{1−4}

{6}

{4}

{1}

{0}

Lı́neas Puntos

Figura 1.11: B2 asociado C2 de la Figura 1.10



Capı́tulo 2
Propiedades de Bq y sus variantes

Este capı́tulo está basado en el artı́culo [1], en el cual se construyen gráficas regulares

de cuello cinco y orden más pequeño conocido hasta el momento. La gráfica de Levi Bq es

una gráfica bipartita con propiedades muy singulares que nos va a ayudar a construir gráficas

maximales de orden 3250 y cuello 5. En este capı́tulo vamos a construir Bq y demostrar las

propiedades que esta gráfica posee.

2.1 La gráfica de Levi Bq

Definición 2.1. Sea GF(q) un campo finito de orden q ≥ 2 primo1. La gráfica de Levi Bq

de un plano semielı́ptico de tipo C es una gráfica bipartita con conjunto de vértices (V0,V1)

donde Vr = GF(q)×GF(q), r = 0,1, y con el siguiente conjunto de aristas:

1En general Bq, se puede definir con q potencia de un primo.

22
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(x,y) ∈V0 es adyacente a [m,b] ∈V1 si y sólo si y = mx+b. (2.1)

(0,0) (0,1) (0,2)

P0

(1,0) (1,1) (1,2)

P1

(2,0) (2,1) (2,2)

P2

[0,0] [0,1] [0,2]

L0

[1,0] [1,1] [1,2]

L1

[2,0] [2,1] [2,2]

L2

Figura 2.1: B3.

Esta gráfica tiene propiedades muy interesantes que nos serán útiles a lo largo de las

construcciones. Es por ello que presentamos la siguiente proposición:

Proposición 2.2. Sea Bq la gráfica de Levi. Sea Px = {(x,y)|y ∈ GF(q)} para x ∈ GF(q)

y Lm = {[m,b]|b ∈ GF(q)} para m ∈ GF(q)2. Entonces la gráfica Bq tiene las siguientes

propiedades:

a) Es vértice transitiva.

b) Es q-regular de orden 2q2 y tiene cuello 6 para q≥ 3.

c) Admite una partición V0 =
⋃q−1

x=0 Px y V1 =
⋃q−1

m=0 Lm de su conjunto de vértices.

d) La gráfica inducida entre cada par de bloques Px y Lm con x,m ∈ GF(q) es un empa-

rejamiento perfecto.

2Px y Lm también son llamados bloques
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e) En particular los emparejamientos en P0 con cualquier Lm están conectado de forma

lineal a todos sus vecinos en Bq, es decir, N((0,y)) = {[i,y]|i ∈ GF(q)} con y,m ∈

GF(q) y los emparejamientos en L0 con cualquier Px están conectados de forma lineal

a todos sus vecinos en Bq, es decir, N([0,b]) = {( j,b)| j ∈ GF(q)}, con x,b ∈ GF(q).

f) Los emparejamientos entre Px y Lm obedecen la regla algebraica en GF(q) acorde a

la ecuación (2.1).

g) Tiene diámetro 4 y cualesquiera dos puntos distintos en Px (o Lm) están a distancia 4

para x,m ∈ GF(q).

Demostración. Sea Bq la gráfica de Levi, y Px y Lm como se definieron anteriormente.

a) Mostraremos que Bq es vértice transitiva. Consideremos los siguientes automorfismos:

φ1

(x,y) 7−→ (x+ l,y+ k)

[m,b] 7−→ [m,b+ k−ml]

φ2

[m,b] 7−→ [m+ l,b+ k]

(x,y) 7−→ (x,y+ k+ xl)

φ3

(x,y) 7−→ [x,y]

[m,b] 7−→ (−m,b)
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φ4

[m,b] 7−→ (m,b)

(x,y) 7−→ [−x,y]

Notemos que el primer automorfismo manda un vértice de Px a cualquier otro vértice en Pr

con x,r ∈ {0, . . . ,q−1} donde l,k son tal que si (x,y) ∈ Px y (r,s) ∈ Pr entonces l = r− x

y k = s− y. El segundo automorfismo manda un vértice de Lm a cualquier otro vértice

de Lv con m, i ∈ {0, . . . ,q− 1} donde l,k son tal que si [m,b] ∈ Lm y [v,h] ∈ Lv entonces

l = v−m y k = h−b. El tercer automorfismo manda un vértice de Px al vértice respectivo

de Lx. Por último el cuarto automorfismo manda un vértice de Lm al vértice respectivo

de Pm. Para finalizar, notemos que cualquier automorfismo es composición de los cuatro

automorfismos descritos anteriormente.

b) Mostraremos que Bq es q-regular. Sea (x0,y0) ∈ V0 y sea m ∈ GF(q). Entonces existe un

único [m,b] ∈ Lm tal que (x0,y0) es adyacente a [m,b] pues b = y0−mx0 . Como, para cada

m ∈ GF(q), (x0 ,y0) es adyacente a un único [m,bm], entonces (x0,y0) tiene exactamente

q vecinos. Análogamente cada [m0,b0] ∈V1 tiene exactamente q vecinos. Por lo tanto, Bq

es q-regular. Por otro lado, |Px|= |Lm|= q con x,m = 0, . . . ,q−1, por lo que, |Bq|= 2q2.

Ahora demostraremos que el cuello de la gráfica es 6 si q ≥ 3. Sea Bq con q primo.

Por construcción Bq, es bipartita, por lo que no tiene ciclos de longitud impar. Ahora

supongamos que el cuello de la gráfica es 4. Como Bq es bipartita, entonces el ciclo de

longitud cuatro tiene dos vértices en V0 y dos vértices en V1. Sea (x,y) ∈ V0. Entonces,

(x,y) tiene dos vecinos en V1 con coordenadas [m1,y−m1x] y [m2,y−m2x]. Supongamos
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que existe (k, l) ∈ V0 tal que es vecino de [m1,y−m1x] y [m2,y−m2x]. Entonces, por ser

adyacentes, cumplen con la ecuación 2.1. Tenemos entonces las siguientes ecuaciones:

l = m1k+ y−m1x y l = m2k+ y−m2x que deben satisfacerse simultáneamente, lo que

implica m1k+ y−m1x = m2k+ y−m2x si y solo si m1(k− x) = m2(k− x).

Hay dos casos. Si k = x, entonces l = y, por lo tanto, (x,y) = (k, l), lo cual es una contra-

dicción pues deben ser distintos. Si k 6= x entonces k− x y q son primos relativos, por lo

que podemos cancelar (k−x) de ambas ecuaciones. Esto implica que m1 =m2 , con lo cual

[m1,y−m1x] = [m2,y−m2x], que es una contradicción. Por lo tanto, no existe un ciclo de

longitud cuatro. Entonces Bq tiene al menos cuello 6.

Para finalizar la prueba basta con exhibir un ciclo de longitud 6 en Bq, que es el siguien-

te: (0,0)− [0,0]− (2,0)− [q− 1,2]− (1,1)− [1,0], ya que los vértices cumplen, en sus

respectivos casos, con la ecuación y = mx+b.

c) Se sigue inmediatamente de la definición de bipartita.

d) Sea x,m ∈ GF(q). Por el inciso a), para cada (x,y) ∈ Px existe un único [m,b] ∈ Lm con

mx+b = y y, recı́procamente, para cada [m,b] ∈ Lm existe un único (x,y) ∈ Px con mx+

b = y. Como |Px|= |Lm|= q, entonces el emparejamiento es perfecto.

e) N((0,y)) = {[m,b] ∈ V1|y = m(0)+ b} = {[m,b] ∈ V1|y = b} = {[i,y]|i ∈ GF(q)}, pues

m ∈ GF(q). N([0,b]) = {(x,y) ∈ V0|y = (0)x + b} = {(x,y) ∈ V0|b = y} = {( j,b)| j ∈

GF(q)}, pues x ∈ GF(q).

f) Se sigue inmediatamente de la definición de Bq.
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g) Como la gráfica es vértice transitiva, basta con demostrar que la distancia de (0,0) ∈V0 a

cualquier otro vértice es menor o igual a 4. Sea A ∈V (Bq), entonces A ∈ Px o A ∈ Lm para

algún x,m ∈ GF(q).

Si A ∈ Px entonces hay dos casos, A ∈ P0 o A ∈ Px con x ∈ GF(q)\{0}.

Caso 1. Si A ∈ P0 entonces A = (0,y) con y ∈ GF(q)\{0}. Como Bq es bipartita y los

dos vértices pertenecen a la misma partición entonces la distancia entre ellos es par. Si

d((0,0)(0,y))= 2, implica que existe un vértice [m,b]∈V1 tal que (0,0)[m,b] y (0,y)[m,b]

son aristas en Bq, por lo que cumplen la ecuación 2.1, es decir, b = 0 y y = b, por lo tan-

to y = 0, lo que implica una contradicción, pues (0,0) 6= (0,y). Ahora observemos que

(0,0)[0,0](−y,0)[1,y](0,y) es una trayectoria que une los vértices (0,0) y A. Por lo tanto,

la distancia entre ellos es 4.

Caso 2. Si A ∈ Px con x ∈ GF(q)\{0} entonces existe la trayectoria (0,0)[m,0](x,y) tal

que y = mx existe, ya que GF(q)\{0} es un campo y x tiene un único inverso multiplica-

tivo. Por lo tanto, la distancia entre ellos es dos.

Por otro lado, si A ∈ Lm, entonces hay dos casos, A ∈ E(Bq) o A 6∈ E(Bq).

Caso 1. Si A ∈ E(Bq) entonces d((0,0),A) = 1.

Caso 2. Si A 6∈ E(Bq) entonces A = [m,b] con m,b ∈ GF(q) y b 6= 0 ya que todos los

vecinos de (0,0) tienen segunda coordenada 0. Consideremos la siguiente trayectoria

(0,0)[b + m,0](1,b + m)[m,b], que existe en Bq ya que cumplen con la ecuación 2.1.

Entonces, d((0,0),A) = 3.
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Por lo tanto, el diámetro de la gráfica es 4 y más aún, si dos vértices pertenecen al mismo

bloque, entonces estos están a distancia cuatro.

�

2.2 Reducciones y amalgamas

En la proposición de la última sección observamos que Bq tiene cuello al menos 6, lo

que nos va ayudar a poder agregar aristas, pero no es posible agregar cualquier arista ya que

queremos garantizar que el cuello de la gráfica sea cinco. Es por ello que proponemos la

siguiente observación:

Observación 2.3. Notemos que en la demostracón del inciso g) de la propocisión 2.2, sólo

es posible agregar aristas en cada uno de los conjuntos Li o Pi con i = 0, . . . ,q−1, ya que de

lo contrario se formarı́a un ciclo de longitud menor a cinco.

Gracias a esta observación, se construirán variantes de Bq a partir de dos reducciones y

una amalgama.
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2.2.1 Reducciones

En esta subsección describiremos dos tipos de reducciones. La primera de ellas consiste

en eliminar un conjunto de vértice de los conjuntos P0 y L0 tal que si se elimina el vértice [0, i]

de L0 entonces es obligatorio eliminar el vértice (0, i) de P0. La segunda reducción consiste

en retirar la misma cantidad de bloques a pares, comenzando por los bloques Pq−1 y Lq−1 en

Bq y continuando con los siguientes Pq−i y Lq−i para i∈{2, ...,q−1} en caso de ser necesario.

Reducción 1. Remover vértices de P0 y L0.

Sea T ⊆ S ⊆ GF(q), S0 = {(0,y)|y ∈ S} ⊆ P0, T0 = {[0,b]|b ∈ T} ⊆ L0 y Bq(S,T ) =

Bq−S0−T0.

(0,0) (0,1) (0,2)

P0

(1,0) (1,1) (1,2)

P1

(2,0) (2,1) (2,2)

P2

[0,0] [0,1] [0,2]

L0

[1,0] [1,1] [1,2]

L1

[2,0] [2,1] [2,2]

L2

Figura 2.2: B3(S,T ), con S = T = {2}.

Lema 2.4. Sea T ⊆ S⊆GF(q). Entonces Bq(S,T ) es (q−1,q)-regular de orden 2q2−|S|−

|T |. Más aún, los vértices (i, t) ∈V0 y [ j,s] ∈V1, para cada i, j ∈ GF(q)−{0}, s ∈ S y t ∈ T
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son los únicos vértices de grado q− 1 en Bq(S,T ), junto con [0,s] ∈ V1 para s ∈ S− T si

T ( S.

Demostración. Esto es una consecuencia inmediata de la Proposición 2.2 a) y d).

�

Reducción 2. Remover parejas de bloques (Pi,Li) de Bq o de Bq(S,T ).

Sea u ∈ {1, . . . ,q−1}. Definimos Bq(u) = Bq−
⋃u

i=1(Pq−i∪Lq−i) la gráfica obtenida de

Bq al eliminar los últimos pares de bloques de vértices Pi y Li y sea Bq(S,T,u) = Bq(S,T )−⋃u
i=1(Pq−i∪Lq−i). Para u = 0 definimos, Bq(0) = Bq y Bq(S,T,0) = Bq(S,T ).

La Reducción 2 quita pares de bloques (Pi,Li) iniciando con i = q−1 y de forma decre-

ciente, dependiendo de el número u.

(0,0) (0,1) (0,2)

P0

(1,0) (1,1) (1,2)

P1

(2,0) (2,1) (2,2)

P2

[0,0] [0,1] [0,2]

L0

[1,0] [1,1] [1,2]

L1

[2,0] [2,1] [2,2]

L2

Figura 2.3: B3(1).

Lema 2.5. Sea u ∈ {0, . . . ,q− 1}. entonces, la gráfica Bq(u) es (q− u)-regular de orden

2(q2−qu) y la gráfica Bq(S,T,u) es (q−u−1,q−u)-regular de orden 2(q2−qu)−|S|−|T |.



31

Más aún, los vértices (i, t)∈V0 y [ j,s]∈V1, para cada i, j ∈GF(q)−{q−u,q−u+1, . . . ,q−

1}, si u ≥ 1, s ∈ S y t ∈ T son los únicos vértices de grado q− u− 1 en Bq(S,T ), junto con

[0,s] ∈V1 para s ∈ S−T si T ( S.

Demostración. Esto es una consecuencia inmediata de la Proposición 2.2 a), d) y el

Lema 2.4.

�

La Reducción 2 ha sido usada previamente por varios autores y se usará junto con la

Reducción 1 y la Amalgama para la construcción de la gráfica con 3250 vértices. Observemos

que, para nuestro propósito, no importa si la Reducción 2 se hace antes o después. De hecho,

lo único que sı́ se debe preservar es que la operación de Amalgama, la cual presentaremos a

continuación, se haga después de la Reducción 1.

2.2.2 Amalgamas

Es esta sección describiremos la operación Amalgama introducida por Funk [14] y Jor-

gensen [15] donde gráficas bipartitas regulares son transformadas en gráficas regulares con

un mayor número de aristas agregando pesos a las aristas.

Dado que aplicaremos la Reducción 1 antes de incrementar el grado de los vértices en

Bq, se describirá la operación amalgama con la gráfica Bq(S,T,u) con 0 ≤ u ≤ q− 1. La

etiquetación de Bq en la Sección 2 será esencial para la selección de las gráficas que serán
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amalgamadas, con lo que garantizaremos la regularidad y el cuello 5 de la gráfica resultante.

Sean Γ1 y Γ2 dos gráficas del mismo orden y con la misma etiquetación de sus vértices.

Una amalgama de Γ1 en Γ2 es la gráfica Γ1∪Γ2.

Sean Pi y Li subconjuntos de vértices de la gráfica Bq como se definieron en la Sección

2. Considera la gráfica Bq(S,T,u), con T ⊆ S ⊆ GF(q) y u ∈ {0, . . . ,q− 1}. Sea S0 ⊆ P0,

T0 ⊆ L0 como en la Reducción 1 y definimos P′0 := P0− S0 y L′0 := L0−T0 los bloques en

Bq(S,T,u) de orden q−|S| y q−|T |, respectivamente.

Sean H1,H2,G1 y G2 gráficas de cuello al menos cinco y orden q−|S|, q−|T |, q y q res-

pectivamente. Sea H1 una gráfica k-regular. Si |S|= |T |, sea H2 una gráfica k-regular, de otro

modo, sea (k,k+1)-regular con |S−T | vértices de grado k+1. Si T = /0, sea G1 una gráfica

k-regular, de otro modo, sea (k,k+ 1)-regular con |T | vértices de grado k+ 1. Finalmente,

sea G2 una gráfica (k,k+1)-regular con |S| vértices de grado k+1. Notemos que no siempre

existen estas gráficas, pues si consideramos la gráfica G1 con |T | vértices de grado k+ 1 y

estos números son impares, entonces por el Teorema del Saludo de Manos, no puede existir

tal gráfica.

Definimos B∗q(S,T,u) como la amalgama de H1 en P′0, H2 en L′0, G1 en Pi y G2 en Li, para

i = 1, . . . ,q−u−1 y u∈ {0, . . . ,q−2}. También definimos B∗q(S,T,q−1) como la amalgama

de H1 en P′0 y H2 en L′0.
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(3,0) (3,1) (3,2) (3,3) (3,4)

(a) P3 .

[2,0] [2,1] [2,2] [2,3] [2,4]

(b) L2 .

Figura 2.4: Etiquetación de los vértices de los conjuntos P3 y L2 de la gráfica B5({4},{4},1)

Para simplificar la notación en los resultados, etiquetaremos Pi y Li como en la Sección 2,

pero asumiremos que la etiquetación de H1, H2, G1 y G2 corresponde a la segunda coordenada

de P′0, L′0, Pi y Li, respectivamente para i = 1, . . . ,q−u−1 y u ∈ {0, . . . ,q−2}. Supongamos

que los vértices de grado k+ 1 de cualesquiera de las gráficas H2, G1 y G2 son etiquetados

en correspondencia con los elementos de S−T , T y S, respectivamente.

0

1 4

2 3

(a) Etiquetación de G1.(3,0)

(3,1)

(3,2) (3,3)

(3,4)

(b) Etiquetación de G1

como amalgama de P3

(1,0)

(1,1)

(1,2) (1,3)

(1,4)

(c) Etiquetación de G1

como amalgama de P1

Figura 2.5: Asignación de las etiquetas de la gráfica G1 para amalgamar en B5({4},{4},1).
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Definición 2.6. Sea G una gráfica etiquetada en GF(q) para algún q ∈ N, αβ ∈ E(G), con

α,β ∈V (G), definimos el peso o color de Cayley de αβ como ±(β −α) ∈ GF(q)−{0}.

Sea Pw el conjunto de pesos en H1 y G1, y sea Lw el conjunto de

pesos en H2 y G2.

Considerar los pesos de una gráfica para construir (k,5)-gráficas a partir de semiplanos

elı́pticos fue un método usado por Funk en [14]. El siguiente resultado es una generalización

de un caso especial [[14], Teorema 2.8] tomando en cuenta la etiquetación escogida para Bq

(cf. Sección 2), donde eliminamos vértices de P0 y L0, pares de bloques Pi−Li y amalgama-

mos gráficas que no son regulares, pero que escogemos estas gráficas de tal manera que, al

amalgamar, la gráfica resultante sea regular.

La clave importante en la construcción para mejorar los órdenes de las (k,g)-gráficas es

aplicar la Reducción 1 antes de aplicar la Amalgama para incrementar el grado de Bq.

Teorema 2.7. Sea T ⊆ S⊆GF(q), u ∈ {0, . . . ,q−1}. Sean H1, H2, G1 y G2 gráficas como

anteriormente definidas y supongamos que los pesos Pw∩Lw = /0. Entonces la amalgama

B∗q(S,T,u) es una gráfica (q+ k−u)-regular de cuello al menos 5 y orden 2q(q−u)−|S|−

|T |.

Demostración. El orden y la regularidad de B∗q(S,T,u) se sigue del lema 4 y las eleccio-

nes de H1, H2, G1 y G2. Observemos que los vértices de Li, con grado q−u−1 en Bq(S,T,u)

tienen grado k+1 en G2, por lo tanto en B∗q(S,T,u) esos vértices tienen grado q+ k−u para
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i = 1, . . . ,q−u−1. Análogamente sucede con los vértices de L0 y Pi, para i = 0, . . . ,q−u−1.

A continuación, probaremos que el cuello de la gráfica es al menos 5. Sea C el ciclo de

longitud mı́nima en B∗q(S,T,u) y supongamos, por contradicción, que |C| ≤ 4. Por lo tanto,

C = (xyz) o C = (wxyz). Como Bq tiene cuello 6 y H1, H2, G1 y G2 tienen cuello al me-

nos 5, entonces C no puede estar completamente contenido en Bq o en algún Hi o Gi para

i = 1,2. Sin pérdida de generalidad, sea la xyz-trayectoria en C tal que x,y ∈ Pi y z ∈ Lm para

algún i,m ∈ GF(q). Dado que las aristas entre Pi y Lm forman un emparejamiento, por la

Proposición 2.2, entonces dos vértices distintos en Pi van a vértices distintos en Lm. Entonces

xz 6∈ E(Bq) y, por lo tanto, xz 6∈ E(B∗q(S,T,u)). Asi que |C|> 3 y podemos asumir que |C|= 4,

es decir, C = (wxyz).

Sea x,y ∈ Pi y z ∈ Lm. Si w ∈ Pi, aplicando el argumento anterior, wz 6∈ E(B∗q(S,T,u)) y

tenemos una contradicción. Dado que no hay aristas entre Pi y Pj en B∗q(S,T,u), w 6∈Pj con j∈

GF(q)−{i}, tenemos que w∈ Ln para algún n∈GF(q). Si n 6=m, tenemos una contradicción

pues no hay aristas entre Lm y Ln en B∗q(S,T,u). Por lo tanto, x,y ∈ Pi y w,z ∈ Lm. Sea x =

(i,α), y = (i,β ), z = [m,γ] y w = [m,δ ], como en la etiquetación de la Sección 2. Entonces,

wx,yz ∈ E(B∗q(S,T,u)), lo cual implica que α = m · i+ δ y β = m · i+ γ , respectivamente,

lo que implica que β −α = γ − δ . Por otro lado, xy,wz ∈ E(B∗q(S,T,u)) por lo que αβ ∈

E(H1)∪E(G1) y γδ ∈ E(H2)∪E(G2), ası́ que±(β −α)∈Pw y±(γ−δ )∈Lw, que es una

contradicción, pues por hipótesis Pw ∩Lw = /0. Por lo tanto, no existen ciclos de longitud

cuatro y la gráfica tiene cuello al menos 5.
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Observación 2.8. La gráfica B∗q(S,T,u) tiene cuello exactamente 5 ya que Bq tiene diámetro

4 y cualquier arista en Gi, i = 1,2, crea un ciclo de longitud 5 entre vértices a distancia 4.



Capı́tulo 3
Construcciones maximales de orden 3250 a

partir de Bq

En el capı́tulo anterior se analizaron distintas posibilidades de modificar Bq, logrando

que, después de realizar las operaciones de reducción y amalgama, el cuello de la gráfica

resultante es exactamente 5. Inspirados en estos resultados, en este capı́tulo construiremos

una gráfica 43-regular de cuello cinco y orden 3250 (una gráfica con estas caracterı́sticas fue

construida en la tesis de licenciatura de C. de la Cruz Torres titulada ”Un acercamiento a la

(57,5)-jaula”), esto con el objetivo de aportar las herramientas para construir una gráfica del

mismo orden y con regularidad máxima. Además, en este capı́tulo, demostraremos que no

existe una gráfica de mayor regularidad que 43 y de orden 3250 a partir de Bq y sus modifi-

caciones, es decir, que la gráfica construı́da por C. de la Cruz Torres es la mejor que se puede

hacer usando los métodos utilizados por la autora.

37
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Observemos que, al aplicar una reducción, se disminuye el número de vértices. Como el

objetivo es construir una gráfica de orden 3250 a partir de reducciones, entonces q ≥ 41, ya

que, por un lado, el orden de B41 es 3362, y por el otro lado, el orden de B40 es 3200, por lo

que tomar q≤ 40 no es suficiente para construir una gráfica con 3250 vértices.

3.1 Una gráfica regular de orden 3250 a partir de B41

Una de las hipótesis principales para garantizar que el cuello de la gráfica modificada a

partir de Bq sea 5, es que los pesos de las aristas de las gráficas que se amalgaman a los con-

juntos Px con respecto de los conjuntos Lm con x,m ∈ GF(q), sean disjuntos (ver Teorema

2.7). Por lo tanto, las gráficas H1, H2, G1 y G2 que serán descritas en la siguiente subseccio-

nes serán construidas mediante un método muy especı́fico.

Tomaremos como punto de partida la gráfica construida en la tesis de C. de la Cruz [12] y

analizaremos su construción. Notemos que para construir una gráfica regular de orden 3250

a partir de B41, es necesario construir la gráfica B∗41(S,T,1), con S = T = {26,27, . . . ,40},

por lo que las gráficas H1 y H2 descritas en el capı́tulo anterior tienen que ser regulares de

orden 26. Ella propone que sean 3-regulares. Las gráficas G1 y G2 tienen que ser birregulares

de orden 41, tiene que contar con 26 vértices del mismo grado que las gráficas H1 y H2 y 15

vértices de grado exactamente mayor en uno que los otros vértices. Ası́ que, para construir las

gráficas G1 y G2, lo que se plantea es tomar como base las gráficas H1 y H2, respectivamente,
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para reutilizar los pesos de dichas gráficas. Por consiguiente, propone crear nuevos vértices

utilizando la idea del lema 9 de [1], lo cual permite crear un vértice de grado 4 conservando

el grado de los demás vértices. Sin embargo, el conjunto de vértices que se va a crear es de

cardinalidad mayor que uno (exactamente 15 vértices), por lo que en [12] se propone un lema

que satisface los requerimientos que a continuación presentaremos. Es importante notar que

la prueba que aparece en [12] no es la prueba realizada en esta tesis.

Lema 3.1. Sea G una gráfica de cuello al menos 5. Sea m ∈ N, con xiyi,wizi ∈ E(G)

tal que {xiyi,wizi} son aristas independientes; es decir, N(xiyi)∩N(wizi) = /0, para cada

i = 1, . . . ,m. Sean v1, . . . ,vm 6∈V (G) y definimos G′ la gráfica tal que V (G′) =V (G)∪{vi|i =

1, . . . ,m} y E(G′) = E(G)− {xiyi,wizi|i = 1, . . . ,m} ∪ {vixi,viyi,viwi,vizi|i = 1, . . . ,m}. Si

|{xi,yi,wi,zi} ∩ {x j ,y j ,w j ,z j}| ≤ 1 para cada i 6= j, es decir, a lo más hay un vértice en

común entre cualesquiera dos parejas de aristas independientes distintas. Entonces G′ tiene

cuello al menos 5.

Demostración. Se demostrará que G′ no tiene ciclos de longitud 3 y 4 y por lo tanto su

cuello será al menos 5.

Para demostrar que no existen ciclos de longitud 3, demostraremos que la vecindad de los

vértices de cualquier arista es vacı́a.

Sean a,b ∈V (G′) tal que ab ∈ E(G′) entonces pueden ocurrir dos casos o ambos vértices

de la arista pertenecen a los vértices de G o un vértice de la arista es un vi para algún i =

1, . . . ,m.
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Caso 1) Si a,b ∈ V (G), entonces N(a)∩N(b) = /0, ya que de lo contrario existirı́a un

vértice c ∈ V (G′) tal que ac,bc ∈ E(G′) pero entonces o c ∈ V (G′)−V (G) o c ∈ V (G).

Claramente, por definición de G′ no existe un vértice c ∈ V (G′)−V (G). Por otro lado, si

c ∈ V (G) esto implicarı́a que G tiene cuello 3, lo que es una contradicción, por lo que no

existen ciclos de longitud tres.

Caso 2) Si a = vi para algún i ∈ {1, . . . ,m} entonces por construcción no es posible que

dos vecinos de vi sean adyacentes y el cuello de G′ no puede ser tres.

Ahora demostraremos que no existen ciclos de longitud cuatro, para ello podemos de-

mostrar que la vecindad de dos vértices no adyacentes es a lo más un vértice.

Sean a,b ∈V (G′) tal que ab 6∈ E(G′) entonces puede ocurrir tres casos: o ambos vértices

pertenecen a los vértices de G o ambos vértices pertenecen a los vértices de G′ pero no a los

de G o un vértice pertenece a G y el otro a V (G′)−V (G).

Caso 1) Si a,b ∈V (G) y no eran adyacentes en G no pueden tener dos vecinos en común

en G (porque G tiene cuello 5) entonces al menos uno de sus vecinos es un vi, pero esto no es

posible por construcción de G′. Si eran adyacentes en G, entonces, también por construcción,

no pueden ser ambos vecinos de dos vértices vi y v j distintos y por lo tanto sus vecindades

coinciden en a lo más un vértice.

Caso 2) Si a,b ∈V (G′)−V (G) observamos que por hipótesis sus vecindades se intersec-

tan en a lo más un vértice.

Caso 3) Si a∈V (G′)−V (G) y b∈V (G) y suponemos que su intersección es al menos dos

entonces en G originalmente habı́a un ciclo de longitud 3, lo que no es posible por hipótesis.

Por lo tanto G′ es de cuello al menos 5.
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v1

x1y1 w1 z1

(a) Antes de aplicar el lema

v1

x1y1 w1 z1

(b) Después de aplicar el lema

Figura 3.1: Caso m = 1

�

Lema 3.2. Dados S = T = {26, . . . ,40} y u = 1, entonces |B41(S,T,1)|= 3250.

Demostración. Se sigue inmediatamente del Lema 2.5.

�

En [12], se definen las gráficas H1,G1,H2 y G2 como sigue a continuación:
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3.1.1 Las gráficas H1 y G1

Empezaremos describiendo H1. Sea V (H1) =W1∪W2 tal que W1 = {0,1, . . . ,12} y W2 =

{13,14, . . . ,25} con E(H1) = A1∪A2∪A3, donde,

A1 = {(i, i+1)|i = 0, . . . ,11}∪{(0,12)}

A2 = {(i, i+2)|i = 13, . . . ,23}∪{(13,24),(14,25)}

A3 = {(i, i+13)|i = 0, . . . ,12}
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Figura 3.2: La gráfica H1

Ahora describiremos la gráfica G1 que se construye a partir de H1.
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Primero definimos G′1 a partir de H1. Sea V (G′1) = {0, . . . ,40} con conjunto de aristas

definidas de la siguiente manera:

E(G′1) = E(H1)− (B1∪B2)∪ (C1∪C2), donde,

B1 = {(i, i+2),(i−6, i+7)|i = 13, . . . ,18}

B2 = {(i, i+2),(i−17, i−16)|i = 19, . . . ,23}

C1 = {(i, i+13),(i+2, i+13),(i−6, i+13),(i+7, i+13)|i = 13, . . . ,18}

C2 = {(i, i+13),(i+2, i+13),(i−17, i+13),(i−16, i+13)|i = 19, . . . ,23}

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

Figura 3.3: La gráfica G′1

Para finalizar la construcción de G1 haremos lo siguiente:
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Sea G1 la gráfica tal que V (G1) =V (G′1) y E(G1) = (E(G′1)−B3)∪C3, donde,

B3 = {(i, i+13),(i−11, i−10)|i = 18, . . . ,21}

C3 = {(i, i+19),(i+13, i+19),(i−11, i+19),(i−10, i+19)|i = 18, . . . ,21}

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

Figura 3.4: La gráfica G1

3.1.2 Las gráficas H2 y G2

Al igual que se construyeron H1 y G1, ahora se describirán las construcciones de H2 y G2.

Sea H2 tal que V (H2) = W1∪W2 donde W1 = {0,1, . . . ,12} y W2 = {13,14, . . . ,25} con

E(H2) = A′1∪A′2∪A′3, donde,
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A′1 = {(i, i+3)|i = 0, . . . ,9}∪{(0,10),(1,11),(2,12)}

A′2 = {(i, i+4)|i = 13, . . . ,21}∪{(13,22),(14,23),(15,24),(16,25)}

A′3 = {(i, i+17)|i = 0, . . . ,8}∪{(9,13),(10,14),(11,15),(12,16)}
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Figura 3.5: La gráfica H2

Como en la sección anterior, describiremos G2 a partir de H2.

Primero definimos G′2 a partir de H2. Sea V (G′2) = {0, . . . ,40} con conjunto de aristas

definidas de la siguiente manera:

E(G′2) = E(H2)− (B′1∪B′2)∪ (C′1∪C′2), donde,
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B′1 = {(i, i−3),(i+12, i−5)|i = 5, . . . ,12}

B′2 = {(i, i+4),(i−3, i+1)|i = 13,14,15}

C′1 = {(i, i+21),(i−3, i+21),(i+12, i+21),(i−5, i+21)|i = 5, . . . ,12}

C′2 = {(i, i+21),(i+4, i+21),(i−3, i+21),(i+1, i+21)|i = 13,14,15}

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

13 14 15 1617 18 19 20 21 22 23 24 25

26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

Figura 3.6: La gráfica G′2

Para finalizar la construcción de G2 haremos lo siguiente:

Sea G2 la gráfica tal que V (G2) =V (G′2) y E(G2) = E(G′2)−B′3∪C′3, donde,

B′3 = {(i, i+4),(i+18, i+1)|i = 16, . . . ,19}

C′3 = {(i, i+21),(i+4, i+21),(i+18, i+21),(i+1, i+21)|i = 16, . . . ,19}
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

13 14 15 1617 18 19 20 21 22 23 24 25

26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

Figura 3.7: La gráfica G2

3.2 Maximalidad de Bq

Una vez expuesta la gráfica B∗41(S,T,1), con S = T = {26,27, . . . ,40}, es natural hacer-

nos varias preguntas al respecto tales como, asumiendo que cumple con las caracterı́sticas

de ser de cuello 5, si es posible constuir una gráfica de mayor regularidad a partir de B41

o de cualquier otro Bq para algún q > 41, o si es única. Ası́ que a lo largo de esta sección

demostraremos este tipo de cuestiones.

Presentamos resultados originales, es decir, si bien nos basamos en la construcción dada

en [12], demostramos que dicha gráfica es la óptima con las caracterı́sticas requeridas que se

puede construir con los métodos descritos de reducción y amalgama y no es única.
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3.2.1 Demostración de las condiciones de la gráfica

La primera pregunta que contestaremos es: ¿La gráfica B∗41(S,T,1), con S=T = {26,27, . . . ,40}

descrita anteriormente, es realmente de cuello 5?

Para ello demostraremos que las gráficas H1, H2, G1 y G2 descritas en [12] cumplen con

las caracterı́sticas descritas en el Teorema 2.7 y el Lema 3.1.

Proposición 3.3. La gráfica H1 es 3-regular de cuello 5.

Demostración. Sea H1 la gráfica descrita anteriormente. Por construcción H1 es tres

regular, (ver Figura 3.2). Ahora, sea C el ciclo de longitud más pequeña en H1. Si C es una

subgráfica de alguna de las subgráficas inducidas por 〈W1〉 o 〈W2〉, entonces |C| = 13 pues

son ciclos de esa longitud. Supongamos que existe una xyz trayectoria en C, entonces puede

ocurrir cualquiera de los siguientes casos: x,y ∈W1 y z ∈W2 o x ∈W1 y y,z ∈W2. Basta

con demostrar que si z 6∈ N(x) implicarı́a que |C| 6= 3 y que si N(x)∩N(z) = {y} implicarı́a

que |C| 6= 4, es decir, no tiene ciclos de longitud tres o cuatro. Notemos que en H1 existe un

automorfismo entre cualesquiera dos vértices de W1 y otro automorfismo entre cualesquiera

dos vértices de W2 por lo tanto basta demostrar las condiciones para dos casos especı́ficos.

En el primer caso tenemos:

1) x = 0, y = 12, z = 25. Notemos que N(x) = {1,12,13} y N(z) = {12,14,23}.

En el segundo caso tenemos los siguientes subcasos:
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1) x = 13, y = 15, z = 2. Notemos que N(x) = {0,15,24} y N(z) = {1,3,15}.

En todos los casos, se cumplen las dos condiciones, por lo tanto, tenemos que |C| 6= 3,4. Para

finalizar basta con mostrar un ciclo de longitud 5, que es el siguiente: (0,1,2,15,13). Por lo

tanto, H1 tiene cuello 5.

�

Observación 3.4. Los pesos de H1 son {±1,±2,±11,±12,±13}.

Proposición 3.5. La gráfica G1 es (3,4)-regular de cuello al menos 5. Más aún, los únicos

vértices de grado 4 son {26, . . . ,40}.

Demostración. Sea G1 la gráfica definida anteriormente, como G1 está definida a partir

de H1, basta demostrar que los conjuntos de aristas Bi son independientes y cumplen con las

condiciones del lema 3.1. Probaremos en cada conjunto las condiciones:

a) independencia del par de aristas escogidas,

b) vecindad vacı́a del par de aristas escogidas e,

c) intersección de a lo más un vértice de entre cualesquiera extremos del par de aristas

escogidas con respecto de cualesquier otro par de aristas escogido.

Probaremos primero para G′1. Para B1 = {(i, i+2),(i−6, i+7)|i = 13, . . . ,18}. Sea xi = i,

yi = i+2, zi = i−6, wi = i+7. Observamos que sus vecindades son: N(xi) = {i−13, i−2, i+

2}, N(yi) = {i−11, i, i+4}, N(zi) = {i−7, i−5, i+7}, N(wi) = {i−6, i+5, i+9}. Por lo

tanto, cumple las condiciones a) y b).
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Para B2 = {(i, i+ 2),(i− 17, i− 16)|i = 19, . . . ,23}. Sea x′
i
= i, y′

i
= i+ 2, z′

i
= i− 17,

w′
i
= i−16. Observamos que sus vecindades son: N(x′

i
) = {i−13, i−2, i+2}, N(y′

i
) = {i−

11, i, i+4}, N(z′
i
) = {i−18, i−16, i−4}, N(w′

i
) = {i−17, i−15, i−3}. Por lo tanto, cumple

las condiciones a) y b).

Para finalizar, definamos X = {xi|i= 13, . . . ,18}∪{x′
i
|i= 19, . . . ,23}, Y = {yi|i= 13, . . . ,18}∪

{y′
i
|i = 19, . . . ,23}, Z = {zi|i = 13, . . . ,18}∪{z′

i
|i = 19, . . . ,23} y W = {wi|i = 13, . . . ,18}∪

{w′
i
|i = 19, . . . ,23}. Entonces,

X = {13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23},

Y = {15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25},

Z = {07,08,09,10,11,12,02,03,04,05,06} y

W = {20,21,22,23,24,25,03,04,05,06,07}.

Notemos que si comparamos dos columnas (que corresponden al conjunto de vértices que se

tienen que comparar), estas se intersectan en a lo más un elemento y eso implica que se cum-

ple la última condición del Lema 3.1 y por lo tanto G′1 es de cuello al menos 5 y los vértices

26,27, . . . ,36 son de grado 4. Para finalizar consideremos el conjunto B3 que son las aristas

por pares (18,31)− (7,8), (19,32)− (8,9), (20,33)− (9,10), (21,34)− (10,11), observe-

mos que las aristas cumplen las condiciones a) y c) sobre G′1. Con respecto a la condición b),

consideremos la vecindad de cada uno de los vértices: N(7) = {8,26,36}, N(8) = {7,9,27},

N(9) = {8,10,28}, N(10) = {9,11,29}, N(11) = {10,12,30}, N(18) = {5,29,31}, N(19) =

{6,30,32}, N(20) = {26,31,33}, N(21) = {27,32,34}, N(31) = {18,20,12,25}, N(32) =

{19,21,2,3}, N(33) = {3,4,20,22}, N(34) = {4,5,21,23}. Observamos que cumple la con-

dición b). Aplicando de nuevo el lema 3.1, tenemos que G1 es de cuello al menos 5 y los
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vértices que se agregan de grado cuatro son: 37, 38, 39 y 40.

�

Observación 3.6. Los pesos de la gráfica G1 son {±1,±2,±6,±11,±12,±13,±19}. Por

lo tanto, los pesos Pw = {1,2,6,11,12,13,19,22,28,29,30,35,39,40} son los únicos en H1

y G1.

Proposición 3.7. La gráfica H2 es 3-regular de cuello al menos 5.

Demostración. Para verificar que es 3-regular ver Figura 3.5. La demostración de que

H2 tiene cuello al menos 5 es análoga al caso de H1.

�

Observación 3.8. Los pesos de H2 son {±3,±4,±9,±10,±17}.

Proposición 3.9. La gráfica G2 es (3,4)-regular de cuello al menos 5. Más aún, los únicos

vértices de grado 4 son {26, . . . ,40}.

Demostración. La demostración de que G2 es de cuello al menos 5 es análoga al caso

de G1.

�

Observación 3.10. Los pesos de la gráfica G2 son {±3,±4,±9,±10,±15,±17,±20}. Por

lo tanto, los pesos de H2 y G2 son Lw = {3,4,9,10,15,17,20,21,24,26,31,32,37,38}.
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Teorema 3.11. La Amalgama B∗
41
(S,T,1) anteriormente descrita, es una gráfica 43-regular

de orden 3250 y cuello 5.

Demostración. Se sigue inmediatamente del Teorema 2.7 ya que Lw∩Pw = /0.

�

3.2.2 Maximalidad de B∗41(S,T,1)

La segunda pregunta que responderemos es la siguiente: ¿Cuál es la gráfica con la mayor

regularidad posible a partir de B41 y orden 3250?

Antes de responder esta pregunta, haremos una conjetura:

Conjetura: La mayor regularidad que puede alcanzar B∗q(S,T,u) es

cuando |S|= |T |

Asumiremos que |S|= |T |, creyendo firmemente que la conjetura es cierta, sin embargo,

no pude demostrar que es cierta, ni que es falsa.

Teorema 3.12. Si M es una gráfica de cuello 5 y orden 3250 construida a partir de B41 ,

entonces la máxima regularidad de M es 43.

Demostración. Sea M una gráfica de orden 3250 construida a partir de B41 y H una gráfi-

ca que se amalgama en P0 de M entonces H es de orden 26, ya que al aplicar las reducciones
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es necesario quitar 30 vértices de P0 y L0. Por el Lema 1.5, la máxima regularidad de H es

5, ya que si k = 6 entonces ∑v∈V (6
2)=390>(26

2 )=325, por lo tanto tendrı́a un ciclo de longitud

cuatro. Entonces, H puede ser 4-regular o 5-regular.

Si H es 4-regular, entonces la gráfica G que se amalgama en los Pi con i∈GF(41)−{0} debe

ser (4,5)-regular con exactamente 26 vértices de grado par y 15 vértices de grado impar, la

cual no existe, pues la suma de los grados de una gráfica siempre es par. Por lo tanto, H no

puede ser 4-regular.

Si H es 5-regular, entonces por la tabla del capı́tulo 1, el mı́nimo número de vértices que se

necesita para una (5,5)-jaula es 30, Entonces, no existe una gráfica 5 regular con cuello 5 y

orden 26. Por lo tanto la máxima regularidad de M es cuando H es 3-regular.

�

3.2.3 Una gráfica maximal regular

La siguiente pregunta que nos podemos hacer es si existe una gráfica de orden 3250 y

cuello 5 con una mayor regularidad que 43 para algún Bq con q≥ 43.

Lema 3.13. Sea B∗q(S,T,u) una gráfica de cuello 5 y orden 3250 construida a partir de Bq

con q > 43. Entonces la regularidad de B∗q(S,T,u) es a lo más 43.

Este lema fue probado por computadora, ya que fue necesario calcular los pisos de al-

gunas funciones. A continuación se dará una breve explicación de qué se programó para su
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resolución1.

Por definición el orden de Bq es 2q2. Entonces el número de vértices por quitar es 2q2−

3250 por lo que al efectuar la división entre 2q y sacar su piso obtenemos el número u que

depende de q, es decir

u(q) =
⌊

2q2−3250
2q

⌋
. (3.1)

Entonces, el número de vértices de Bq(u) es:

|Bq(u)|= 2q2−2q
⌊

2q2−3250
2q

⌋
. (3.2)

De modo que el número de vértices por quitar en P0 , es decir |S|, que depende de q, es:

|S(q)|=
2q2−2q

⌊
2q2−3250

2q

⌋
−3250

2
. (3.3)

Por lo tanto, el número de vértices disponibles para amalgamar una gráfica H en P0 es:

q−
2q2−2q

⌊
2q2−3250

2q

⌋
−3250

2
. (3.4)

Por el Teorema 1.5, si H es k-regular, entonces:

k(k−1)< q−
2q2−2q

⌊
2q2−3250

2q

⌋
−3250

2
−1, (3.5)

pues de lo contrario H tendrı́a un ciclo de longitud 4. Por lo tanto,

k <

1+

√√√√1+4

(
q−

2q2−2q
⌊

2q2−3250
2q

⌋
−3250

2 −1

)
2

. (3.6)

1Ver anexo: Programa
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Por el Lema 2.7, tenemos que la regularidad máxima de B∗q(S,T,u) se calcula como:

|B∗q(S,T,u)|= q−u(q)+ k. (3.7)

Dividamos en dos casos el lema:

Caso 1. Si q≤ 1625. Se demostró por computadora.2

Caso 2. Si q≥ 1625, entonces u(q) = q−1 ya que hay los suficientes vértices en P0 y en

L0 para poder formar los 3250. Por lo tanto, por el Lema 1.5, la regularidad máxima de H1 y

H2 al realizar la operación de amalgama, debe cumplir que k ≤ 41.

Por otro lado, al solo existir P0 y L0 , Bq(q− 1) es 1-regular y por lo tanto la gráfica

resultante al amalgamar en Bq(q−1) y formar B∗q(S,T,q−1) es a lo más 42-regular y por lo

anterior dicha gráfica no existe.

3.2.4 No unicidad de B∗41(S,T,1)

Después de haber estudiado el orden de la gráfica construı́da, abordaremos la pregunta

sobre si dicha gráfica es única o no lo es. Para responderla es necesario enunciar las siguientes

proposiciones.

Proposición 3.14. Todo vértice en H1 pertenece a un ciclo de longitud 5.

Demostración. En H1 los vértices {i, i+1, i+2, i+15, i+13}, para i = 0, . . . ,10 forman

el ciclo de longitud cinco, ya que (i, i+ 1), (i+ 1, i+ 2), (i+ 2, i+ 15), (i+ 15, i+ 13) y
2Ver anexo 4.1
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(i, i+ 13) son aristas de la gráfica. Observamos que todos los vértices son de alguna de las

formas descritas para los vértices, por lo tanto, todo vértice en H1 pertenece a un ciclo de

longitud 5.

�

Definamos la siguiente gráfica Ĥ1:

Sea V (Ĥ1) = W1∪W2 tal que W1 = {0,1, . . . ,12} y W2 = {13,14, . . . ,25} con E(Ĥ1) =

A1∪A2∪A3, donde,

A1 = {(i, i+2)|i = 0, . . . ,10}∪{(0,11),(1,12)}

A2 = {(i, i+6)|i = 13, . . . ,19}∪{(13,20),(14,21),(15,22),(16,23),(17,24),(18,25)}

A3 = {(i, i+13)|i = 0, . . . ,12}

Proposición 3.15. La gráfica Ĥ1 es tres regular de cuello 6.

Demostración. Es tres regular, (ver Figura 3.8). La demostración del cuello 6 es la si-

guiente: Consideremos loa siguiente diagramas de vecindades de los vértices de Ĥ1. El mı́ni-

mo ciclo que contiene al vértice cero es de orden 6. Notemos de la Figura 3.8 que los vértices

0, . . . ,12 pueden ser mandados a través de un isomorfismo uno al otro, por lo tanto, en los

vértices 0, . . . ,12 el mı́nimo ciclo en el que están contenidos es de orden 6 (ver Figura 3.9).

Análogamente, el vértice 13 está contenido en un ciclo de longitud al menos 6 y dado que los

vértices 13, . . . ,25 pueden ser enviados uno al otro a través de un isomorfismo, entonces estos
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Figura 3.8: La gráfica Ĥ1

vértices están contenidos en ciclos de al menos longitud 6 (ver Figura 3.10). Por lo tanto, la

gráfica tiene cuello seis.

�

Observación 3.16. Los pesos de la gráfica Ĥ1 son {±2,±6,±7,±11,±13}

Contestando a la pregunta con la que se inicia la sección tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.17. Existe una gráfica 43-regular de cuello 5, no isomorfa a B∗41(S,T,1) de

orden 3250 a partir de B41.
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0

2 11 13

4 15 9 24 19 20

6 17 21 22 7 18 25 14

Figura 3.9: Diagrama de vecindades de V0 de Ĥ1

Demostración. Sea B̂41
∗
(S,T,1), tal que |S| = |T | = 26 asignemos las gráficas Ĥ1, H2,

G1 y G2 definidas anteriormente. Observamos que

Lw = {3,4,9,10,15,17,20,21,24,26,31,32,37,38}

y

Pw = {1,2,6,7,11,12,13,19,22,28,29,30,34,35,39,40},

por lo tanto, Lw∩Pw = /0, entonces por el Teorema 2.7, la Amalgama B̂41
∗
(S,T,1) es una

gráfica 43-regular de orden 3250 y cuello 5.

Para probar que no son isomorfas, se sigue inmediatamente de la Proposición 3.15 ya que

el número de ciclos de una longitud fija es invariante bajo isomorfismos, dado que Ĥ1 no

tiene ciclos de longitud 5 y H1 si tiene.

Para finalizar, es necesario mostrar un ciclo de longitud 5, que es el siguiente: (0,0)−

[2,0]− (2,4)− [1,2]− (0,2) ya que al amalgamar Ĥ1 se agrega la arista (0,0)− (0,2).
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13

0 20 19

2 11 14 7 25 6

4 15 9 24 21 1 5 12 18 8

Figura 3.10: Diagrama de vecindades de V13 de Ĥ1

�

3.2.5 Una gráfica birregular maximal por aristas

El objetivo de esta tesis es construir gráficas maximales por aristas. Por lo tanto lo que

resta del capı́tulo se tratará de construcciones de gráficas maximales por aristas.

Para esta última parte, se creó un programa para determinar si las aristas que se agregan

crean un ciclo de longitud tres o cuatro. En la primera sección del programa se define la

gráfica y en la segunda parte se proponen dos algoritmos que permiten determinar si la gráfi-

ca tiene cuello al menos 5. Por lo tanto, describiremos lo que se programó 3. En los anexos,

3Ver anexo 4.2
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sólo se describe H1. Sin embargo, este mismo algoritmo se utiliza para construir H2, G2, G1

y Ĥ1.

Las gráficas se definen a partir de su matriz de adjacencia, donde la asignación cero es

cuando no existe arista entre los vértices y uno si existe.

Lo que hace el siguiente fragmento del programa es escoger tres vértices distintos y checar

las aristas entre estos tres vértices. Si estos cumplen que las tres aristas tienen el valor de uno,

entonces despliega un mensaje de existencia de un ciclo de longitud tres.

for (i=0;i<aux;i++)
{

for (j=i+1;j<aux;j++)
{

for (k=j+1;k<aux;k++)
{

if(aristaH1[i][j] == 1 && aristaH1[j][k] == 1
&& aristaH1[i][k] == 1)

{
cout<< "Hay un triangulo";
cont=1;
cout<< endl << i << " " << j << " " << k <<endl;

}
}

}
}

En el siguiente fragmento de programa se sigue la misma lı́nea, primero se escogen cuatro

vértices de la gráfica y sobre esos vértices, se consideran algunos casos, ya que los vértices

escogidos son vértices etiquetados. En la Figura 3.2.5, se muestran las 15 formas de escoger

cuatro aristas de vértices etiquetados, ya que las aristas disponibles que pueden ser escogi-

das para formar un 4-ciclo con cuatro vértices son 6, por lo tanto hay
(6

4

)
= 15 formas de

escogerlas, de las cuales sólo 3 forman un ciclo de longitud 4.

for (i=0;i<aux;i++)
{

for (j=i+1;j<aux;j++)
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Figura 3.11: Formas de escoger 4 aristas de 4 vértices etiquetados

{
for (k=j+1;k<aux;k++)

{
for(l=k+1;l<aux;l++)

{
if(aristaH1[i][j] == 1 && aristaH1[j][k] == 1

&& aristaH1[k][l] == 1 && aristaH1[i][l] == 1)
{

cout<< "Hay un cuadrado";
cont=1;

cout<<endl<<i<<" "<<j<<" "<<k<<" "<<l<<endl;
}
else if(aristaH1[i][j] == 1 && aristaH1[l][k] == 1

&& aristaH1[j][l] == 1 && aristaH1[i][k] == 1)
{

cout<< "Hay un cuadrado";
cont=1;

cout<<endl<<i<<" "<<j<<" "<<l<<" "<<k<<endl;
}
else if(aristaH1[i][l] == 1 && aristaH1[j][k] == 1

&& aristaH1[i][k] == 1 && aristaH1[j][l] == 1)
{

cout<< "Hay un cuadrado";
cont=1;

cout<<endl<<i<<" "<<l<<" "<<j<<" "<<k<<endl;
}

}
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}
}

}

Una vez expuesto el programa, vamos a construir una gráfica birregular maximal por aris-

tas. No solo se tiene que considerar encontrar gráficas de cuello cinco para amalgamar sino

se tienen que cuidar los pesos para que se siga cumpliendo la condición necesaria expuesta

en el teorema descrito en [12] y ası́ garantizar una amalgama correcta, obteniendo entonces

una gráfica de cuello 5. Notemos que esta gráfica utiliza como base a B41, es decir, se utilizan

los métodos expuestos en [1] y se construye usando los mismos métodos que se utilizan en

[12]. Es importante notar que probablemente es posible encontrar, mediante otros métodos,

otras gráficas birregulares extremales de orden 3250. Es decir, la gráfica que se expone a

continuación es extremal si se utiliza como base los métodos de esta tesis.

Para iniciar, construyamos H1 de la siguiente forma:

Sea V (H1) = W1∪W2 tal que W1 = {0,1, . . . ,12} y W2 = {13,14, . . . ,25} con E(H1) =

A1∪A2∪A3∪A4∪A5, donde,

A1 = {(i, i+1)|i = 0, . . . ,11}∪{(0,12)}

A2 = {(i, i+2)|i = 13, . . . ,23}∪{(13,24),(14,25)}

A3 = {(i, i+13)|i = 0, . . . ,12}

A4 = {(i, i+18)|i = 0, . . . ,7}

A5 = {(i, i+5)|i = 8, . . . ,12}
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Figura 3.12: La gráfica H1

Proposición 3.18. La gráfica H1 es 4-regular de cuello 5 y pesos {±1,±2,±5,±11,±12,±13,±18}

Demostración. La regularidad se sigue inmediatamente (ver Figura 3.12). La demos-

tración de que el cuello es al menos 5 se realiza por computadora y los pesos se siguen

inmediatamente de la definición. Y finalmente notemos que (0,1,2,15,13) es un ciclo de

longitud cinco.

�

Observación 3.19. La gráfica H1 es maximal regular, ya que para ser 5-regular se necesitan

al menos 30 vértices (ver Figura 1.8).

Ahora construyamos la gráfica H2:
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Sea H2 tal que V (H2) = W1∪W2 donde W1 = {0,1, . . . ,12} y W2 = {13,14, . . . ,25} con

E(H2) = A′1∪A′2∪A′3∪A′4, donde,

A′1 = {(i, i+3)|i = 0, . . . ,9}∪{(0,10),(1,11),(2,12)}

A′2 = {(i, i+4)|i = 13, . . . ,21}∪{(13,22),(14,23),(15,24),(16,25)}

A′3 = {(i, i+17)|i = 0, . . . ,8}∪{(9,13),(10,14),(11,15),(12,16)}

A′4 = {(i, i+15)|i = 0, . . . ,10}
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Figura 3.13: La gráfica H2

Proposición 3.20. La gráfica H2 es {3,4}-regular de cuello al menos 5 con 22 vértices de

grado 4. Es maximal con respecto a los pesos que se pueden ocupar. Además los pesos de la
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gráfica son: {±3,±4,±9,±10,±15,±17}

Demostración. La birregularidad se sigue inmediatamente (ver Figura 3.13). La demos-

tración del cuello al menos 5 es por computadora y los pesos se siguen inmediatamente de la

definición. Con respecto a la maximalidad, cualquier otro peso escogido (de los disponibles)

al definir estas aristas en el programa dejaba más de tres aristas sin poder acomodar, y como

en esta construcción sólo se dejaron de acomodar dos, entonces es maximal por aristas.

�

Este resultado nos obliga a que, si empezamos tomando como base las gráficas descritas

al inicio del capı́tulo, la gráfica birregular maximal por aristas debe ser {43,44}-regular. Por

lo tanto, basta con aumentar a lo más un grado a cada vértice de G1 y G2. En este caso hay

una cota superior que es de 40 vértices, ya que G1 y G2 son {3,4}-regulares con 15 vértices

de grado 4. Ahora, para definir G1, definiremos antes dos gráficas G′1 y G′′1 .

Sea V (G′1) = W1 ∪W2 ∪W3 tal que W1 = {0,1, . . . ,12}, W2 = {13,14, . . . ,25} y W3 =

{26,27, . . . ,40} con E(G′1) = A1∪A2∪A3− (B1∪B2)∪ (C1∪C2), donde

A1 = {(i, i+1)|i = 0, . . . ,11}∪{(0,12)},

A2 = {(i, i+2)|i = 13, . . . ,23}∪{(13,24),(14,25)},

A3 = {(i, i+13)|i = 0, . . . ,12},

B1 = {(i, i+2),(i−6, i+7)|i = 13, . . . ,18},

B2 = {(i, i+2),(i−17, i−16)|i = 19, . . . ,23},



66

C1 = {(i, i+13),(i+2, i+13),(i−6, i+13),(i+7, i+13)|i = 13, . . . ,18},

C2 = {(i, i+13),(i+2, i+13),(i−17, i+13),(i−16, i+13)|i = 19, . . . ,23}.

Para continuar definimos G′′1 tal que V (G′′1) =V (G′1) y E(G′′1) = E(G′1)−B3∪C3, donde

B3 = {(i, i+13),(i−11, i−10)|i = 18, . . . ,21},

C3 = {(i, i+19),(i+13, i+19),(i−11, i+19),(i−10, i+19)|i = 18, . . . ,21}.

Para finalizar la construcción, sea G1 tal que V (G1)=V (G′′1) y E(G1)=E(G′′1)∪A, donde

A = {(i+19, i+26)|i = 0, . . . ,6}∪{(i+3, i+37)|i = 0, . . . ,3}∪{(i, i+33)|i = 0, . . . ,2}∪

{(7,9),(8,13),(10,15),(11,16),(17,18)}.

Proposición 3.21. La gráfica G1 es {3,4,5}-regular de cuello al menos 5, consta de 2

vértices de grado tres, 25 vértices de grado cuatro y 14 vértices de grado cinco. Además,

maximal con respecto a los pesos que se pueden ocupar. Los pesos de la gráfica son:

{±1,±2,±5,±6,±7,±8,±11,±12,±13,±19}

Demostración. La triregularidad se sigue inmediatamente (ver Figura 3.14). La demos-

tración del cuello al menos cinco es por computadora y los pesos se siguen inmediatamente

de la definición. Con respecto a la maximalidad, los únicos vértices a los que no pudieron

agregarse aristas son los vértices: 12, 14 y 36, ya que se forma un ciclo de longitud tres o

cuatro al tratar de unirlos.
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Observación 3.22. A todos los vértices de G1, excepto los vértices 12, 14 y 36 se les

aumentó en uno su grado. Además, originalmente los vértices 12 y 14 son de grado 3 y el

vértice 36 es de grado cuatro, por lo tanto, al amalgamar la gráfica, esos tres vértices tendrán

grado 43 y todos los demás 44.

Observación 3.23. Los pesos de las gráficas H1 y G1 son

Pw = {1,2,5,6,7,8,11,12,13,18,19,22,23,28,29,30,33,34,35,36,39,40}

.

Por último definiremos G2. Para ello definiremos como antes las gráficas G′2 y G′′2 .

Sea V (G′2) = W1 ∪W2 ∪W3 tal que W1 = {0,1, . . . ,12}, W2 = {13,14, . . . ,25} y W3 =

{26,27, . . . ,40} con E(G′2) = A′1∪A′2∪A′3− (B′1∪B′2)∪ (C′1∪C′2), donde

A′1 = {(i, i+3)|i = 0, . . . ,9}∪{(0,10),(1,11),(2,12)},

A′2 = {(i, i+4)|i = 13, . . . ,21}∪{(13,22),(14,23),(15,24),(16,25)},

A′3 = {(i, i+17)|i = 0, . . . ,8}∪{(9,13),(10,14),(11,15),(12,16)},

B′1 = {(i, i−3),(i+12, i−5)|i = 5, . . . ,12},

B′2 = {(i, i+4),(i−3, i+1)|i = 13,14,15},

C′1 = {(i, i+21),(i−3, i+21),(i+12, i+21),(i−5, i+21)|i = 5, . . . ,12},
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C′2 = {(i, i+21),(i+4, i+21),(i−3, i+21),(i+1, i+21)|i = 13,14,15}.

Para continuar, definimos G′′2 tal que V (G′′2) =V (G′2) y E(G′′2) = E(G′2)−B′3∪C′3, donde

B′3 = {(i, i+4),(i+18, i+1)|i = 16, . . . ,19},

C′3 = {(i, i+21),(i+4, i+21),(i+18, i+21),(i+1, i+21)|i = 16, . . . ,19}.

Para finalizar la construcción, sea G2 tal que V (G2)=V (G′′2) y E(G2)=E(G′′2)∪A, donde

A = {(i+6, i+26)|i = 0, . . . ,6}∪{(i+17, i+33)|i = 0, . . . ,2}∪

{(0,15),(1,25),(2,22),(3,23),(4,20),(5,36),(21,24)}.

Proposición 3.24. La gráfica G2 es {3,4,5}-regular de cuello al menos 5. Consta de 3

vértices de grado 3, 27 vértices de grado 4 y 11 vértices de grado 5. Además, maximal con

respecto a los pesos que se pueden ocupar. Los pesos de la gráfica son:

{±3,±4,±9,±10,±15,±16,±17,±20}.

Demostración. La triregularidad se sigue inmediatamente (ver Figura 3.15). La demos-

tración del cuello al menos cinco es por computadora y los pesos se siguen inmediatamente

de la definición. Con respecto a la maximalidad, los únicos vértices a los que no pudieron

agregarse aristas son los vértices, son 13, 14, 16, 37, 38, 39 y 40 ya que se forma un ciclo de

longitud tres o cuatro al tratar de unirlos.

�
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Observación 3.25. A todos los vértices de G1, excepto los vértices 13, 14, 16, 37, 38, 39 y

40 se les aumentó en uno su grado, además originalmente los vértices 13,14 y 16 son de grado

3 y los vértices 37, 38, 39 y 40 son de grado cuatro, por lo tanto al amalgamar la gráfica, esos

siete vértices tendrán grado 43 y los demás 44.

Observación 3.26. Los pesos de las gráficas H2 y G2 son

Pw = {3,4,9,10,15,16,17,20,21,24,25,26,31,32,37,38}

.

Teorema 3.27. La amalgama B∗
41
(S,T,1) es una gráfica {43,44}-regular de orden 3250 y

cuello 5, maximal por aristas. Además la cantidad de vértices de grado 44 son 2928 y 322

son de grado 43

Demostración. Se sigue inmediatamente del Teorema 2.7 y las observaciones anteriores,

ya que Lw∩Pw = /0.

�
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Figura 3.14: La gráfica G1
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Figura 3.15: La gráfica G2



Capı́tulo 4
Conclusiones

A lo largo de esta tesis, realizamos distintas construcciones y pruebas asosiadas con la

familia de gráficas Bq con el objetivo de encontrar gráficas maximales de orden 3250 que nos

llevarán a entender un poco más acerca de la existencia de la (57,5)-jaula.

Como se probó en esta tesis, atacar este problema con esta familia de gráficas culmina

con que la gráfica encontrada por C. de la Cruz Torres en [12] es regular y maximal pero

no es única. Por otro lado, construimos una gráfica birregular de orden 3250 con el objetivo

de acercarnos al número de aristas de la (57,5)-jaula, sin embargo aún hay una gran brecha

entre el número de aristas de estas dos gáficas.

Haciendo referencia a la conjetura, me gustarı́a mucho que alguien la pudiera demostrar

o en su defecto encontrar un contraejemplo para ası́ dar por finalizada la tesis.
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Serı́a interesante buscar nuevos métodos, usando planos elı́pticos o alguna otra geometrı́a

finita, que nos permita encontrar gráficas con mayor regularidad y 3250 vértices, sin embargo

en este momento el problema continúa y no se tienen avances al respecto.



Capı́tulo 5
Anexos

5.1 Programa en C++ para determinar la regularidad

máxima de B∗q(S,T,u)

#include <iostream>

using namespace std;

#include <conio.h>

#include <fstream>

#include <stdlib.h>

#include <iomanip>

#include <stdio.h>

#include <math.h>

main(){

int i;

double maxregular_B[1626] , regular_B[1626] ;

for(i=41;i<=1625;i++)

{

maxregular_B[i] = floor ( ( 1 + sqrt( 1 + 4 *

( i - (( 2*i*i - 2*i*floor ( (2*i*i - 3250) / (2*i) )

- 3250) / 2) - 1 ) ) ) / 2 );

regular_B[i] = i - floor ( (2*i*i - 3250) / (2*i) ) + maxregular_B[i];
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if (regular_B[i] >= 43)

{

cout<< "B(" << i << ") tiene regularidad maxima: " <<

regular_B[i] << endl;

}

}

getch();

}

5.2 Programa en C++ para verificar si el cuello de H1 es 5
#include <iostream.h>

#include <conio.h>

#include <fstream.h>

#include <stdlib.h>

#include <iomanip.h>

#include <stdio.h>

#include <math.h>

main(){
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//------------------ Creacion de la grafica H1 para B_41 ----------------------

double **aristaH1;

int i,j;

aristaH1 = new double * [26];

for (i=0;i<26;i++)

{

aristaH1[i]= new double[26];

}

for (i=0;i<26; i++)

{

for (j=0;j<26;j++)

{

aristaH1[i][j]=0;

}

}

//--------------------------------------------------------

//---------- Conjunto A1 de H1 ---------------------------

//--------------------------------------------------------

for (i=0; i<=11; i++)

{

aristaH1[i][i+1] = 1;

aristaH1[i+1][i] = 1;

}

aristaH1[12][0]=1;

aristaH1[0][12]=1;

//--------------------------------------------------------

//---------- Conjunto A2 de H1 ---------------------------

//--------------------------------------------------------

for (i=13; i<=23; i++)

{

aristaH1[i][i+2] = 1;

aristaH1[i+2][i] = 1;

}
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aristaH1[24][13]=1;

aristaH1[13][24]=1;

aristaH1[14][25]=1;

aristaH1[25][14]=1;

//--------------------------------------------------------

//---------- Conjunto A3 de H1 ---------------------------

//--------------------------------------------------------

for (i=0; i<=12; i++)

{

j=i+13;

aristaH1[i][j]=1;

aristaH1[j][i]=1;

}

//-----------------------------------

//---------- otras aristas

//-----------------------------------------

for (i=0; i<=7; i++)

{

aristaH1[i][i+18]=1;

aristaH1[i+18][i]=1;

}

for (i=8; i<=12; i++)

{

aristaH1[i][i+5]=1;

aristaH1[i+5][i]=1;

}

//-------------------------------------

//--------- Checar el cuello 5 de la grafica -------

//--------------------------------------------

int aux=26,k,cont=0;

for (i=0;i<aux;i++)

{
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for (j=i+1;j<aux;j++)

{

for (k=j+1;k<aux;k++)

{

if(aristaH1[i][j] == 1 && aristaH1[j][k] == 1

&& aristaH1[i][k] == 1)

{

cout<< "Hay un triangulo";

cont=1;

cout<< endl << i << " " << j << " " << k <<endl;

}

}

}

}

if (cont == 0)

{

cout<<" No hay triangulos en H1";

}

int l;

aux=26;

cont=0;

for (i=0;i<aux;i++)

{

for (j=i+1;j<aux;j++)

{

for (k=j+1;k<aux;k++)

{

for(l=k+1;l<aux;l++)

{

if(aristaH1[i][j] == 1 && aristaH1[j][k] == 1

&& aristaH1[k][l] == 1 && aristaH1[i][l] == 1)

{

cout<< "Hay un cuadrado";

cont=1;

cout<<endl<<i<<" "<<j<<" "<<k<<" "<<l<<endl;

}

else if(aristaH1[i][j] == 1 && aristaH1[l][k] == 1

&& aristaH1[j][l] == 1 && aristaH1[i][k] == 1)

{
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cout<< "Hay un cuadrado";

cont=1;

cout<<endl<<i<<" "<<j<<" "<<l<<" "<<k<<endl;

}

else if(aristaH1[i][l] == 1 && aristaH1[j][k] == 1

&& aristaH1[i][k] == 1 && aristaH1[j][l] == 1)

{

cout<< "Hay un cuadrado";

cont=1;

cout<<endl<<i<<" "<<l<<" "<<j<<" "<<k<<endl;

}

}

}

}

}

if (cont == 0)

{

cout<<endl<<" No hay cuadrados en H1";

}

getch();

}
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