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Resumen

El presente trabajo es un estudio numérico de tres modelos que describen la propagación de dos
tipos de haces de luz, un Gaussiano y un vórtice óptico, en un medio no lineal coloidal. Para ésto fue
necesario estudiar la física detrás de este tipo de medios, en base a los trabajos que ya se han realizado
previamente, y aterrizar a la ecuación No Lineal de Schrödinger (NLS), que es la piedra angular de
la presente tesis, para cada modelo. Posteriormente, se realizó el estudio de una resolución numérica
apropiada para la ecuación NLS mediante el método de Split-Step Fourier (SSF) y finalmente, el
desarrollo del algoritmo encargado de ejecutar las simulaciones. Los tres modelos que fueron estudia-
dos, difieren en la dependencia del término no lineal con la intensidad. El primero, presenta una
dependencia exponencial, mientras que el segundo, derivado del primero apartir de una aproximación
a intensidades bajas, depende de manera cuadrática (tal como las no linealidades Kerr). El tercer
y último modelo considera la interacción entre partículas, que si bien puede ser despreciable a bajas
intensidades, es un factor que no se puede descartar debido a que impone una saturabilidad del medio.

Los resultados de realizar las simulaciones para un haz Gaussiano en los tres modelos, muestran
que los tres tienen un comportamiento similar a intensidades bajas (que puede variar dependiendo
de las condiciones del sistema). Cuando se aumenta la intensidad inicial, el comportamiento del
modelo Kerr difiere ampliamente de los otros dos. Al seguir incrementando la intensidad, el modelo
exponencial muestra un comportamiento que diverge rápidamente, que carece por completo de sentido
físico. Así, el único modelo capaz de simular la propagación de un haz en un medio coloidal para
intensidades mayores, fue el modelo saturable y, de hecho, es válido una rango de intensidades
cercanas a cero. En dicho modelo, se observó la formación de un solitón espacial, bajo condiciones
similares a las condiciones experimentales. Ésto muestra un primer resultado prometedor, ya que
el algoritmo del modelo saturable sería una herramienta de gran utilidad para poder comparar la
teoría con el experimento. Es importante señalar que se observó un comportamiento oscilatorio y
amortiguado en la intensidad inmediatamente después de la formación del solitón, el cual se ha
reportado en la literatura pero no se ha discutido a fondo, por lo que se intenta dar una posible
explicación superficial al fenómeno mediante la ecuación de reacción-difusión, que comparte similitu-
des con la ecuación NLS.

Finalmente, se realizaron las simulaciones de la propagación de vórtices ópticos, en donde se
observó nuevamente la formación de un solitón espacial, la cual requirió de una intensidad todavía
mayor. Posterior a la formación del solitón, también se observó la filamentación del haz. Éstos
resultados también son prometedores, ya que es un comportamiento reportado en la literatura de
manera experimental para medios coloidales. Así, se espera que en un futuro, se pueda modelar la
propagación de otro tipo de haces estructurados.

1



Capítulo 1

Motivación y Objetivos

Un sistema físico o matemático es no lineal cuando las ecuaciones de evolución que lo describen
tienen un comportamiento que no está sujeto al principio de superposición, a diferencia de los sistemas
lineales. Ésto implica que una perturbación sobre un sistema no lineal no es directamente proporcional
a la respuesta de éste. Los sistemas no lineales son de gran interés debido a que se presentan en
diversas ramas de la física, matemáticas, ingeniería, biología, química y ciencias sociales, que presen-
tan comportamientos complejos, impredecibles y caóticos. Frecuentemente, el estado de un sistema
no lineal depende de su estado anterior, ya sea temporal o espacialmente, complicando la expresión
matemática de dichos sistemas con una ecuación explícita . Es por ésto que generalmente se recurre
a métodos iterativos y desarrollos numéricos para poder obtener una aproximación. Si bien es cierto
que su estudio es complicado, el reciente desarrollo de ordenadores y simulaciones numéricas ha
permitido un análisis más sistemático del problema, mejorando nuestra comprensión sobre las matemá-
ticas no lineales (G. P. Agrawal, 2007; Biswas y Konar, 2006; Boyd, 2003; Murti y Vijayan, 2014;
New, 2011).

En general la respuesta de un sistema físico estimulado o perturbado se considera, para facilitar
su estudio y obtener una solución analítica, de manera lineal. No obstante, diversos fenómenos son
’ligeramente no lineales’, en el sentido que, a pesar de que los efectos no lineales se encuentran
presentes y son esenciales, los términos lineales tienden a predominar, mitigando la contribución
no lineal. Matemáticamente, para éstos problemas, una primera aproximación lineal es válida y su
desviación tiende a ser ligera, especialmente si la perturbación es pequeña. Así, los fenómenos no
lineales se pueden estudiar como una perturbación de sus aproximaciones lineales. No obstante, al
momento de estudiar un sistema donde los efectos no lineales son considerables y no pueden ser
despreciados, el modelo matemático tiende a ser más complejo, presentando como consecuencia
principal un factor que evita resolver el modelo de manera analítica, es por esto que la mayoría de
los sistemas no lineales recurren a soluciones numéricas. Generalmente, los fenómenos no lineales
pueden ser descritos por ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, que varían según sea el
problema y el sistema, por lo que existe una gran gama de éstas, ésto sin mencionar los diversos
métodos numéricos para resolverlas. Algunos sistemas físicos notables que tienen una dependencia
no lineal son las ecuaciones de campo de Einstein (Schutz, 2009), las ecuaciones de Navier-Stokes
(Acheson, 1990), la dinámica del péndulo (Beléndez, Pascual, Méndez, Beléndez, y Neipp, 2007) y
condensados de Bose-Einstein (Bao, Jaksch, y Markowich, 2003; Javanainen y Ruostekoski, 2006),
entre otros. Uno de los campos que mayor atención ha recibido es la óptica no lineal, la cual estudia
la propagación de haces de luz en medios que presentan una respuesta no lineal. La aplicación más
conocida se encuentra en la industria de las telecomunicaciones: la fibra óptica (Fujioka-Rojas, 2003).
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CAPÍTULO 1. MOTIVACIÓN Y OBJETIVOS 3

Aparte de la transferencia de información, la óptica no lineal tiene potenciales aplicaciones en el
almacenamiento óptico de datos, holografía, conjugación de fase óptica, procesamiento de señales
ópticas, generación de guías de onda, impresión 3D, optoelectrónica y fotónica. La mejoría del
procesamiento de los ordenadores en las últimas décadas ha permitido un gran auge de la óptica lineal,
si bien es cierto que ya existían estudios experimentales, la teoría permanecía como una interrogante.
Es por ésto, que la óptica no lineal es relativamente reciente y sus estudios numéricos aún son escasos,
comparados con otras ramas.

Por otro lado, es bien sabido que un haz de luz que incide sobre algún objeto material transfiere
parte de su momento a este último, ejerciendo así una fuerza, que se puede manifestar de diferentes
maneras: el objeto puede ser empujado en la misma dirección de propagación del haz, a través del
fenómeno que se conoce como presión de radiación, o también puede ser confinado o atraído de
acuerdo a los gradientes de intensidad del haz de luz. Dado que el momento que transporta la luz es
muy pequeño, estos efectos se hacen evidentes cuando el haz de luz es muy intenso y los objetos son
muy pequeños, del orden de micrómetros o menores. En la actualidad existe todo un campo de estudio
conocido como micromanipulación óptica que busca ampliar el entendimiento de dichos fenómenos y
utilizarlos para entender otros fenómenos fundamentales de la física que ocurren a nivel microscópico
(Novotny y Hecht, 2012).

Cuando un haz de luz incide en algún medio granular, en particular en suspensiones coloidales, la
fuerza ejercida por el gradiente de la intensidad y por la presión de radiación sobre los componentes
del medio pueden modificar drásticamente las propiedades ópticas efectivas de dicho medio, y con
esto las propiedades de propagación del haz de luz. Esto se traduce en una dependencia no lineal
de las propiedades ópticas del medio efectivo (índice de refracción) con la intensidad del haz de
luz incidente. Puede darse el caso en donde estos cambios de índice de refracción locales conlleven
un enfocamiento del haz de luz o incluso lleguen a contrarrestar la difracción natural de un haz de
luz láser, permitiendo así que éste se propague por distancias muy grandes sin verse modificado
drásticamente. A éste último fenómeno se le conoce como solitón óptico, que se caracteriza por el
balance entre los procesos disipativos y la respuesta no lineal del medio donde se propaga la onda
electromagnética (El-Ganainy, Christodoulides, Rotschild, y Segev, 2007; El-Ganainy, Christodoulides,
Musslimani, Rotschild, y Segev, 2007; Gordon, Blakely, y Sinton, 2007). La propagación de los
solitones espaciales, donde se contrarrestan los efectos no lineales con la difracción, está gobernada
principalmente por la ecuación No Lineal de Schrödinger (NLS), la cual es una ecuación diferencial
parcial no lineal que puede ser (1+1) dimensional o (2+1) dimensional, lo cual quiere decir que
considera el eje de propagación más 1 o 2 dimensiones transversales. La primera sí tiene una solución
analítica que describe la propagación de un haz en una película delgada. La segunda requiere de
métodos numéricos para su resolución y es el caso de estudio en ésta tesis. Por el interés inmediato
en el campo de la física de fenómenos no lineales, el estudio de los solitones ópticos ha cobrado gran
relevancia en las últimas dos décadas. Se han estudiado una gran diversidad de medios no lineales y
haces de luz con diferentes propiedades de propagación.

1.1. Objetivos

El objetivo principal de esta tesis es desarrollar una herramienta capaz de simular la propagación
de un haz óptico en un medio no lineal coloidal, en base a un modelo teórico que se ajuste lo más
posible a la realidad. Lo anterior, se debe a que en el Laboratio de Micromanipulación Óptica, se
han realizado vastos experimentos sobre solitones espaciales en medios no lineales, en particular,
en medios coloidales. Por lo que se requiere de un algoritmo que pueda comparar los resultados



CAPÍTULO 1. MOTIVACIÓN Y OBJETIVOS 4

experimentales con los modelos teóricos. Por otro lado, también se han realizado experimentos que
involucran diversos haces estructurados, por lo tanto, también se propone como objetivo desarrollar
un algoritmo que permita introducir cualquier tipo de haz, ya sea Gaussiano o estructurado.

Así, el primer objetivo es de índole teórico, ya que se pretende estudiar a fondo la física que rige
a los sistemas no lineales, a los solitones ópticos y a la ecuación No Lineal de Schrödinger (NLS).
Aquí, se buscará desarrollar y plantear matemáticamente, con detalle, las ecuaciones NLS propuestas
para describir la propagación de un haz en un medio no lineal coloidal, en base a la literatura. Es
decir, se quiere derivar los modelos y aproximaciones que rigen a este fenómeno físico.

Una vez que los modelos se encuentren planteados, se estudiarán los métodos numéricos encargados
de entregarnos una aproximación apropiada al problema, los factores y las herramientas computacio-
nales necesarias para alcanzar una resolución óptima. Es decir, las condiciones numéricas para que
las simulaciones sean confiables y no presenten posibles fuentes de error considerables. Por otro lado,
es necesario tener en cuenta el tiempo de cómputo que las simulaciones puedan requerir, ya que si
éstas toman mucho tiempo en compilar, se deberán implementar elementos adicionales que agilicen
el proceso.

Para la propagación de un haz, se introducirá primero un campo con perfil Gaussiano al sistema
para entender la influencia de la intensidad en la no linealidad. Con el fin de facilitar el estudio, algunas
variables se mantendrán fijas y se emplearán como constantes, teniendo en cuenta las condiciones
del sistema que se han empleado experimentalmente para observar la formación del solitón. Así, la
variable libre será principalmente la intensidad. Es importante tener presente que los parámetros no
deberán discrepar ampliamente con los valores experimentales, ya que sería un indicio de que el o
los modelos son erróneos. Con ésto, se estudiará cada modelo para después compararlos entre si y
entender el funcionamiento de cada uno, sus limitantes, las ventajes que tienen sobre los otros, sus
diferencias y similitudes, además de saber si, de alguna manera, convergen a una misma expresión o
comportamiento bajo ciertas condiciones para que sean congruentes entre si. Por ejemplo, una primera
prueba que se plantea es revisar la convergencia de los modelos con intensidades muy bajas, ya que
se esperaría que dichos modelos converjan a un comportamiento lineal bajo estas condiciones.

Así, otro objetivo a destacar, es buscar los parámetros óptimos con los que se logre observar la
formación de un solitón espacial y los modelos que describan al solitón de manera adecuada. Se
espera que el haz Gaussiano funcione como una primera función que permita corroborar la validez
del algoritmo. Cuando el análisis del haz Gaussiano concluya, se buscará introducir un vórtice óptico
sencillo en el sistema, el cual será un primer paso para comprobar si el algoritmo es capaz de propagar,
en un futuro, campos con funciones más complejas como lo son los Laguerre y los Bessel. Para dicho
vórtice, también es de interés estudiar los efectos de la carga topológica en la propagación.



Capítulo 2

Marco Teórico

2.1. Introducción

2.1.1. Antecedentes

La llegada del láser de rubí a los laboratorios en 1960 (Maiman, 2002) proporcionó la herramienta
necesaria y fundamental para el estudio de la óptica no lineal. El primer experimento en ésta nueva
rama de la óptica se remonta al trabajo de Franken et al. (1961) en la Universidad de Michigan cuando
se descubrió la generación del segundo armónico. El experimento (Fig. 2.1) consistió en enfocar el
láser en una placa de cuarzo cristalino con el fin de descubrir si la respuesta no lineal del medio ante
la exposición a un campo eléctrico intenso de 694.3 nm era lo suficientemente grande como para
generar un segundo componente armónico detectable a 347.15 nm (New, 2011; Boyd, 2003).

Figura 2.1: Diagrama del experimento realizado por Franken para la generación del segundo
armónico. Imagen tomada de (New, 2011).

2.1.2. Óptica lineal

La óptica prosperó bajo la suposición de que la respuesta de los materiales ante la presencia de un
haz era de manera lineal, ignorando los efectos no lineales. Comencemos por fijarnos en la respuesta
lineal de un material ante un campo óptico aplicado. Consideremos el efecto de un campo eléctrico
sobre un átomo. La distribución de cargas eléctricas en el átomo se ve distorsionada por el campo
eléctrico que actúa sobre las cargas positivas y negativas del átomo. Una primera medición de dicha
distorsión es el momento dipolar eléctrico ~p inducido al átomo por el campo eléctrico

5
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~p = qi~ri. (2.1)

La parte derecha de la ecuación implica sumas sobre todo el rango del índice repetido (i), siguiendo
la notación de Einstein y en donde qi es la carga eléctrica en el punto denotado por el vector de
posición ~ri y la suma es sobre el volumen atómico. El momento dipolar es el primer momento de la
carga. Un átomo aislado no tiene un momento dipolar permanente lo cual supone que el centro de
la carga negativa coincide con el centro de la carga nuclear. Al aplicar un campo eléctrico ~E, ocurre
un desplazamiento del centro de las cargas negativas con respecto al núcleo. En la óptica lineal, el
momento dipolar inducido es proporcional al campo eléctrico según la relación

~p = α~E, (2.2)

donde α es la polarizabilidad electrónica del átomo. Consideremos ahora la dependencia del momento
dipolar por unidad de volumen, o polarización ~P(t), de un sistema material ante un campo eléctrico
aplicado ~E(t). En el caso de la óptica convencional (lineal), la polarizabilidad del medio depende
linealmente del campo eléctrico descrita por la relación

~P(t) = ε0χ
(1)~E(t). (2.3)

A la constante de proporcionalidad χ(1) se le conoce como susceptibilidad eléctrica lineal y ε0 es
la permitividad del vacío. Los fenómenos lineales de refracción, absorción y difracción son regidos
por ésta primera susceptibilidad, el cual es un tensor de segundo orden que relaciona tres componentes
vectoriales de la polarización con las tres componentes del campo eléctrico:

Px
Py
Pz

= ε0

χ
(1)
xx χ

(1)
xy χ

(1)
xz

χ
(1)
yx χ

(1)
yy χ

(1)
yz

χ
(1)
zx χ

(1)
zy χ

(1)
zz


Ex

Ey
Ez

 . (2.4)

Por lo que hay 9 coeficientes de susceptibilidad χ
(1)
i j dados por (Boyd, 2003; Murti y Vijayan, 2014;

New, 2011):

Pi = ε0χ
(1)
i j E j, (2.5)

2.2. Óptica No Lineal

La óptica no lineal es el estudio del fenómeno que ocurre como consecuencia del cambio en las
propiedades ópticas de un sistema material en presencia de luz. Dicho fenómeno se produce cuando
la respuesta de un sistema material depende de una manera no lineal a la amplitud de un campo
óptico aplicado. Para el caso real, la radiación laser puede alcanzar intensidades tan altas como para
modificiar las propiedades del sistema material (Boyd, 2003).

La Ec. (2.3) sirvió durante mucho tiempo como una buena aproximación debido a que no se
disponía de fuentes de luz con la intensidad suficiente para perturbar considerablemente a los campos
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dentro de átomos y moléculas. Sin embargo, para intensidades de campo grandes, la respuesta óptica
de un material se puede expandir en una serie de potencias del campo eléctrico:

~P = ε0[χ
(1)
i j E j +χ

(2)
i jk E jEk +χ

(3)
i jklE jEkEl...]. (2.6)

Las diversas susceptibilidades eléctricas de n-ésimo orden χ(n), que son un tensor de orden (n+ 1)
con 3(n+1) componentes, corresponden al orden de polarización lineal cuando n = 1, y n = 2,3, ...
corresponde a los órdenes no lineales.

La Fig 2.2 muestra las respuestas de la polarizabilidad al estímulo de un campo eléctrico E. Se
puede observar que cuando la intensidad del campo eléctrico es bajo, la diferencia entre las respuesta
lineal y no lineal de segundo orden es prácticamente nula. Conforme E aumenta, crece la brecha entre
ambas y las subsecuentes susceptibilidades comienzan a ser considerables.

Figura 2.2: Respuesta lineal y no lineal de la polarizabilidad ante un campo eléctrico aplicado. a)
Caso lineal, b) no linealidad cuadrática y c) no linealidad cúbica. Imagen tomada de (New, 2011).

Es importante mencionar que la expresión (2.6) supone que el medio responde de manera instantá-
nea a la intensidad del campo eléctrico, lo cual implica (a través de las relaciones de Kramers-Kronig)
que no tiene pérdidas ni dispersión (Boyd, 2003; Murti y Vijayan, 2014; New, 2011).

2.2.1. Segundo orden de susceptibilidad

La polarizabilidad no lineal de segundo orden se expresa tensorialmente como sigue

Pi(t) = ε0χ
(2)
i jk E jEk. (2.7)

Aquí la suma del lado derecho es sobre los índices repetidos j y k. Esta susceptibilidad es un tensor
de tercer orden compuesto por veintisiete componentes deχ(2), que relacionan las tres componentes
de polarización con las nueve componentes del producto de los componentes del campo eléctrico. La
susceptibilidad de segundo orden es la responsable de las siguientes propiedades ópticas:

1. Generación del segundo armónico: χ(2)(−2ω : ω,ω)
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2. Mezcla y amplificación paramétrica: χ(2)(−ω1±ω2 : ω1,ω2)

3. Rectificación óptica: χ(2)(0 : ω,−ω)

4. Efecto Pockels: χ(2)(−ω : ω,0)

Las frecuencias angulares ω que aparecen en los paréntesis es una notación que sirve para etiquetar
los diferentes procesos no lineales originados por la combinación de diversos campos eléctricos
monocromáticos que corresponden a distintas frecuencias angulares ω (Murti y Vijayan, 2014).

2.2.2. Tercer orden de susceptibilidad

El tercer orden de susceptibilidad χ(3) es un tensor de cuarto orden con 81 coeficientes que relaciona
la polarización con el campo según

P(3)
i (t) = ε0χ

(3)
i jk E jEkEl. (2.8)

Algunos de los fenómenos que surgen a partir de ésta susceptibilidad son:

1. Generación del tercer armónico: χ(3)(−3ω : ω,ω,ω).

2. Generación del segundo armónico inducido por un campo eléctrico: χ(3)(−2ω : ω,ω,0).

3. Mezcla de cuatro ondas no degenerado: χ(3)(−ω1 +ω2±ω3 : ω1,ω2,±ω3).

4. Conjugación de fase óptica: χ(3)(−ω : ω,ω,−ω).

5. Absorción de dos fotones: χ(3)(−ω : ω,−ω,ω).

6. Dispersión de Brillouin estimulada: χ(3)(−{ω±Ω} : ω,−ω,ω±Ω)

7. Dispersión Raman estimulada: χ(3)(−{ω±Ω} : ω,−ω,ω±Ω)

Una de las manifestaciones de interés es el índice de refracción dependiente de la intensidad. Para
su estudio, consideremos un campo sencillo que es monocromático descrito por

~E(t) = ~Acos(ωt). (2.9)

Bajo la condición de un material isotrópico, algunos componentes de la polarización pueden ser
despreciados, además de algunos componentes del tensor, como se explicará más adelante en la
sección 2.5 (Wei, 2015; Fujioka-Rojas, 2003). Sustituyendo la ecuación (2.9) en (2.8) y utilizando
la identidad cos3ωt = 1

4cos3ωt + 3
4cosωt, podemos reducir (2.8) como:

~P(3)(t) =
1
4

ε0χ
(3)A3cos3ωt +

3
4

ε0χ
(3)A3cosωt. (2.10)

El primer término de la Ec. (2.10) describe la respuesta a una frecuencia 3ω generada por una
frecuencia aplicada ω mientras que el segundo término es el encargado de la contribución no lineal a
la polarizabilidad a una frecuencia incidente. Por consiguiente, éste término contribuye en el cambio
del índice no lineal, el cual se explicará más adelante (Boyd, 2003; Murti y Vijayan, 2014).
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2.2.3. Propagación de un haz en un medio no lineal

Para obtener la ecuación de onda que describe la propagación de un haz en un medio no lineal,
partimos de las ecuaciones de Maxwell en el sistema de unidades internacionales.

∇ ·~D = ρ, (2.11)

∇ ·~B = 0, (2.12)

∇×~E =−∂~B
∂ t

, (2.13)

∇× ~H =
∂~D
∂ t

+ ~J. (2.14)

Nos interesa la solución de éstas ecuaciones en las regiones del espacio que no contienen cargas
libres, ~ρ = 0 y que no contiene corrientes libres, ~J = 0. Las densidades de flujo ~D y ~B surgen en
respuesta al campo eléctrico y magnético que se propagan dentro del medio y se relacionan mediante
las siguientes ecuaciones constitutivas:

~D = ε0~E +~P, (2.15)

~B = µ0~H + ~M, (2.16)

donde ε0 es la permitividad del vacío , µ0 la permeabilidad del vacío y ~P y ~M son las polarizaciones
eléctricas y magnéticas inducidas, respectivamente. El vector de polarización ~P depende no lineal-
mente del valor local de la intensidad del campo eléctrico ~E. La Ec. (2.16) se puede simplificar cuando
se considera un medio no magnético, i.e. M = 0.

~B = µ0~H. (2.17)

Ahora procedemos a derivar la ecuación de onda de la manera usual. Tomemos el rotacional del
rotacional de la Ec. (2.13)

∇×∇×E = ∇× (−∂~B
∂ t

), (2.18)

en seguida intercambiamos el orden de las derivadas espaciales y temporales del lado derecho y
utilizando las ecuaciones (2.14), (2.15) y (2.17) para reemplazar ∇×~B por µ0(∂~D/∂ t), se obtiene
que

∇×∇×~E =−µ0
∂

∂ t
(∇×~B),

=−µ0
∂ 2~D
∂ t2 .

(2.19)
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Ahora utilizamos la ecuación (2.15) para descartar a ~D, considerando que µ0 = 1/ε0c2, con lo que se
obtiene:

∇×∇×~E =− 1
c2

∂ 2~E
∂ t2 −

1
ε0c2

∂ 2~P
∂ t2 . (2.20)

Con frecuencia es conveniente expresar a P̃ en su parte lineal y no lineal:

~P = ~P(1)+~PNL, (2.21)

aquí ~P(1) es la parte de ~P que depende linealmente de la intensidad del campo eléctrico ~E.

Debido a la complejidad para usar las ecuaciones (2.20) y (2.21), es necesario hacer una aproxima-
ción: la polarizabilidad no lineal ~PNL se trata como una perturbación relativamente pequeña comparada
con la polarización total inducida. El siguiente paso consta en resolver (2.20) con ~PNL = 0, por lo que
se comporta de manera lineal para ~E. Es práctico reescribirlo en el espacio de frecuencias como sigue:

∇×∇×~E(r,ω)− ε(ω)
ω2

c2
~E(r,ω) = 0, (2.22)

donde Ẽ(r,ω) es la transformada de Fourier de ~E(r, t) definida como

Ẽ(r,ω) =
∫

∞

−∞

~E(r, t)exp(iωt)dt. (2.23)

La constante dieléctrica dependiente de la frecuencia está dada por

ε(ω) = 1+~χ(1)(ω), (2.24)

donde χ̃(1)(ω) es la transformada de Fourier de χ̃(1)(t). En general, χ̃(1)(ω) es complejo y por
transitividad, lo es también ε(ω). Su parte real e imaginaria se relacionan con el índice de refracción
n(ω) y el coeficiente de pérdidas α(ω) mediante (G. P. Agrawal, 2007)

ε(ω) = (n+ i
αc
2ω

)2. (2.25)

De (2.24) y (2.25), se obtienen las siguientes relaciones

n(ω) = 1+
1
2

Re[χ̃(1)(ω)],

α(ω) =
ω

nc
Im[χ̃(1)(ω)],

(2.26)

donde Re e Im son las partes real e imaginaria, respectivamente. Para simplificar los cálculos, en este
estudio se despreciarán las pérdidas ya que a distancias cortas, el término imaginario es muy pequeño
en comparación a la parte real. Por lo tanto, se obtendrá que ε(ω) = n2. Así, se llega a que
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∇×∇× Ẽ(r,ω)−n2 ω2

c2 Ẽ(r,ω) = 0. (2.27)

Ésta es la ecuación de onda más útil en la óptica no lineal. Bajo ciertas condiciones, puede ser
simplificada. Por ejemplo, utilizando las indentidades del cálculo vectorial, podemos reescribir el lado
izquierdo de la ecuación como (Griffiths, 2005):

∇×∇× Ẽ = ∇(∇ · Ẽ)−∇
2Ẽ. (2.28)

En la óptica lineal de un medio isotrópico, el primer término del la parte derecha de la ecuación es
cero ya que la ecuación de Maxwell ∇ ·~D = 0 implica que ∇ · ~E = 0. En algunos casos de interés,
se puede despreciar el primer término de la parte derecha de la ecuación (2.28). Por ejemplo, si
~E es una onda plana, infinita y transversal, ∇ · ~E se anula. En general, el primer término a menudo
puede demostrarse que es pequeño, especialmente cuando la aproximación de una evolvente que varía
lentamente es válida, como se verá más adelante.

Ahora, c y ω se relacionan mediante

c =
ω

k
, (2.29)

donde k = 2π/λ es el número de onda.

Sustituyendo (2.28) y (2.29) en (2.27), se obtiene la ecuación de Helmholtz (Boyd, 2003),
(G. P. Agrawal, 2007; Forbes, 2014)

∇
2~E +n2k2~E = 0. (2.30)

2.2.4. Dependencia respecto al índice de refracción de la intensidad

Para estudiar los fenómenos que surgen a partir de las no linealidades, es necesario entender la
reacción de un sistema ante un haz incidente. El índice de refracción de diversos medios materiales
depende de la intensidad aplicada sobre éstos de la siguiente manera (Boyd, 2003):

n = n0 + n̄2〈~E2〉 (2.31)

donde n0 representa el índice de refracción lineal, n2 una nueva constante óptica conocida como el
índice de refracción de segundo órden, el cual denota la razón de aumento del índice de refracción en
función de la intensidad y 〈〉 denota el promedio temporal. Supongamos el campo óptico de una onda
monocromática plana:

~E(t) = Ẽ(ω)e−iωt + c.c. (2.32)

donde su promedio temporal es
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〈Ẽ2〉= 1
T

∫ T

0
Re(Ẽ)Re(Ẽ)dt

=
1
T

∫ T

0

1
2
(Ẽ + Ẽ∗) · 1

2
(Ẽ + Ẽ∗)dt

=
1
T

∫ T

0

1
2
(Ẽe−iωt + Ẽ∗eiωt) · 1

2
(Ẽe−iωt + Ẽ∗eiωt)dt

=
1

2T

∫ T

0
Ẽ(ω)Ẽ∗(ω)dt

donde los términos con dependencia temporal son cero. Con lo que se obtiene que el promedio
temporal es:

〈~E2(t)〉= 1
2

Ẽ(ω)Ẽ∗(ω) =
1
2
|Ẽ(ω)|2. (2.33)

Al sustituir (2.33) en (2.31) se tiene que

n = n0 +
1
2

n̄2|Ẽ(ω)|2. (2.34)

A un medio donde su índice de refracción depende de la intensidad se le conoce como medio tipo Kerr.
En cambio, se le llama efecto Kerr óptico al fenómeno donde el cambio en el índice de refracción
de un sistema material varía proporcionalmente a la intensidad de un campo eléctrico (Boyd, 2003).
Aquí, es importante dejar muy claro que, de este punto en adelante, cuando nos referimos a intensidad,
hablaremos de la norma al cuadrado de la amplitud del campo eléctrico |E(ω)|2, esto debido a
que el presente trabajo se desarrolla empleando esta expresión. No obstante, es importante señalar
que la intensidad I está dada como I = cnε0

2 |E(ω)|2 y más adelante, en la sección de resultados, se
presentarán los valores correspondientes de I.

Podemos describir la interacción entre un haz con un medio no lineal en términos de la polarización.
Supongamos un campo E(ω) linealmente polarizado y un material no lineal isotrópico, donde el
segundo orden de susceptibilidad es despreciable (Wei, 2015). Tomemos entonces la Ec. (2.8) para
obtener la polarizabilidad no lineal de tercer orden

PNL(ω) = 3ε0χ
(3)|Ẽ(ω)|2Ẽ(ω). (2.35)

Así, la polarizabilidad total del material es:

PTOT (ω) = ε0χ
(1)Ẽ(ω)+3ε0χ

(3)|Ẽ(ω)|2Ẽ(ω)≡ ε0χe f Ẽ(ω), (2.36)

donde χe f = χ(1)+3χ(3)|E(ω)|2 es la susceptibilidad efectiva. Por otro lado, el índice de refracción
no lineal n2 depende de la susceptibilidad de tercer orden de la siguiente manera (Boyd, 2003):

n2 = 1+χe f . (2.37)

Es importante señalar que n2 y n̄2 son conceptos distintos ya que el primero denota el índice de
refracción no lineal mientras que el segundo denota la razón del cambio en el índice de refracción
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conforme incrementa la intensidad. A la ecuación (2.37) se le introducen las Ec. (2.34) y χe f para
obtener que

[n0 +
1
2

n̄2|Ẽ(ω)|2]2 = 1+χ
(1)+3χ

(3)|Ẽ(ω)|2,

n2
0 +n0n̄2|Ẽ(ω)|2 + 1

4
n̄2

2|Ẽ(ω)|4 = 1+χ
(1)+3χ

(3)|Ẽ(ω)|2.
(2.38)

Comparando los términos de |E(ω)|2, se observa que los índices lineal y no lineal están relacionado
con sus respectivas susceptibilidades:

n0 = (1+χ
(1))1/2, (2.39)

y

n̄2 = 3
χ(3)

n0
. (2.40)

Ahora, si la intensidad se relaciona con el campo eléctrico por (Griffiths, 2005):

I =
1
2

ε0n0c|E(ω)|2, (2.41)

y tomando la siguiente definición alternativa del índice de refracción (Boyd, 2003):

n = n0 +n2I

se encuentra que el índice de refracción dependiente del campo eléctrico como:

n = n0 +
1
2

n2ε0c|E(ω)|2, (2.42)

Igualando (2.34) y (2.42) y utilizando (2.41) se llega a que n̄2 y n2 están relacionados por

n2 =
n̄2

n0ε0c
. (2.43)

Y en términos de la susceptibilidad de tercer orden:

n2 =
3

n2
0ε0c

χ
(3). (2.44)

Por lo que el índice de refracción dependiente de la intensidad es (Boyd, 2003; Murti y Vijayan,
2014):

n = n0 +
3

n2
0ε0c

χ
(3)I. (2.45)
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2.3. Solitones espaciales

En el contexto de la óptica no lineal, los solitones son clasificados en temporales y espaciales,
dependiendo del confinamiento de la luz, si es temporal o espacialmente durante su propagación.
Los solitones temporales son aquellos que representan pulsos ópticos que mantienen la forma de
su espectro, mientras que los solitones espaciales representan haces auto-guiados que se mantienen
confinados en las direcciones transversales ortogonales a la dirección de propagación. Ambos tipos de
solitones emergen de un cambio no lineal en el índice de refracción de un material, el cual es inducido
por la intensidad de un haz luminoso. La dependencia con el índice de refracción a la intensidad
conlleva a un auto-enfocamiento espacial y una auto-modulación de fase temporal en los solitones
espaciales y temporales, respectivamente. Éstos son los dos efectos no lineales más importantes
responsables de la formación de solitones ópticos, ya sea espaciales o temporales. Un solitón espacial
se forma cuando el auto-enfocamiento de un haz se balancea con la divergencia inducido por la
difracción. En cambio, cuando la auto-modulación de fase contrarresta el ensanchamiento espectral
inducido por la dispersión, se forma un solitón temporal (Kivshar y Agrawal, 2003).

2.3.1. Antecedentes

Las llamadas ondas solitarias o solitones, han sido sujeto de estudio de manera experimental y teórica
en diferentes campos como la hidrodinámica, óptica no lineal, física de plasmas y biología. Su
descubrimiento se remonta al año 1834 cuando James Scott Russell observó que una pila de agua
en un canal se propagaba sin distorsión a través de varios kilómetros de un canal. El término solitón
se introdujo hasta 1965 para reflejar la naturaleza tipo-partícula de dichas ondas solitarias que se
mantenían intactas incluso después de colisiones mutuas.

El primer ejemplo de solitones espaciales corresponde al descubrimiento en 1964 del fenómeno
no lineal de auto-enfocamiento de un haz óptico de onda continua en un medio no lineal (Kivshar
y Agrawal, 2003). El auto-enfocamiento no fue relacionado al concepto de solitones espaciales de
inmediato por su naturaleza inestable. En los años 80’s fueron observados solitones espaciales estables
utilizando medios no lineales en los cuales el esparcimiento inducido por la difracción era limitado en
una sola dirección transversal. La Figura 2.3 muestra un ejemplo de un solitón espacial formado en
una guía de onda. El haz se difracta a bajas intensidades pero mantiene casi su forma original cuando
el pico de potencia es ajustado.

Desde su descubrimiento, los solitones, en particular los temporales, han tenido una amplia gama
de aplicaciones en el diseño de sistemas de comunicación basados en fibras ópticas de largos recorri-
dos (Kivshar y Agrawal, 2003).

2.3.2. Efectos de auto-acción

Para entender la formación de solitones espaciales en un medio no lineal, es necesario entender
primero cómo es que la luz es confinada. Los haces ópticos tienen una tendencia a difractarse conforme
se propagan en cualquier medio. No obstante, esta difracción se puede compensar con el fenómeno
no lineal óptico de auto enfocamiento. Así, un haz óptico puede crear su propia guía de onda de
manera auto-inducida. La Figura 2.4 ilustra esquemáticamente los fenómenos ópticos que sufre un
haz al propagarse por un medio. El haz se difracta a potencias bajas pero a una intensidad mayor sufre
un efecto de auto enfocamiento por el cambio en el índice de refracción del medio inducido por la
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Figura 2.3: Formación de un solitón espacial en una guía de onda semiconductora. El haz inducido
(arriba) se difracta y se ensancha a intensidades bajas (medio) pero mantiene su forma original (abajo)
en un cierto valor de la potencia inducida. Imagen tomada de (Kivshar y Agrawal, 2003).

intensidad del haz. Este cambio es máximo en el centro del haz y gradualmente se reduce a cero cerca
de las orillas del haz formando un gradiente en el índice de refracción.

Otro enfoque para estudiar la propagación de un haz en un medio no lineal es haciendo una
analogía con lentes. La difracción crea un frente de onda curvo similar al producido por una lente
cóncava y esparse el haz. Por otro lado, el grandiente del índice creado por el auto-enfocamiento
actúa como una lente convexa que enfoca al haz. Como se muestra en la figura 2.4, el haz puede
auto-atraparse y propagarse sin cambiar su forma si los efectos de las dos lentes se cancelan mutuamen-
te. Es importante mencionar que el perfil de intensidad del haz debe tener una forma específica para
una cancelación perfecta de ambos efectos.

El proceso de auto-enfocamiento involucra un haz intenso que modifica las propiedades ópticas
de un medio material de tal manera que el haz se enfoca cuando se propaga a través de dicho material.
El esquema de la Figura 2.5 (a) asume que n2 > 0 y muestra que el haz induce una variación en el
índice de refracción, siendo éste mayor en el centro del haz.

La Figura 2.5 (b) ilusta cuando un haz se propaga con un diámetro constante como consecuencia de un
balanceo exacto entre los efectos de auto-enfocamiento y difracción. El fenómeno de auto-atrapamien-
to se presenta sólo cuando la potencia del haz es igual a la llamada potencia crítica de auto-atrapamien-
to (Boyd, 2003)

Pcr =
π(0.61)2λ 2

0
8n0n2

, (2.46)

donde λ0 es la longitud de onda en el vacío de la radiación laser. A partir de este razonamiento,
se concluye que para que ocurra el efecto de auto-enfocamiento, la potencia P del haz debe ser
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Figura 2.4: a) La difracción actúa como una lente cóncava, b) mientras que el medio no lineal (medio
tipo Kerr) actúa como una lente convexa. c) Un solitón se forma cuando los efectos de las dos lentes
se balancean entre sí de tal manera que la fase fronta se mantenga plana. Imagen tomada de (Kivshar
y Agrawal, 2003)

mayor a Pcr. Cuando P >> Pcr el haz experimenta una ruptura (Figura 2.5 (c)) y se separa en varias
componentes las cuales tienen aproximadamente una potencia de Pcr. Esto es debido al crecimiento
de imperfecciones en el frente de onda del láser (Boyd, 2003).

Figura 2.5: Ilustración esquemática de a) el efecto de auto-enfocamiento de la luz, b) el efecto de
auto-atrapamiento (solitón espacial) y c) la ruptura en filamentos del haz. Imagen tomada de (Boyd,
2003)

2.3.3. El efecto de Auto-enfocamiento

Comencemos por describir el auto-enfocamiento de manera cualitativa. Para ésto, se ignoran los
efectos de difracción por un instante justificando que el diámetro o la intensidad del haz son los
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suficientemente grande. La Figura 2.6 muestra un haz colimado con un radio característico ω0 y una
intensidad I0 que incide a un material óptico no lineal con un índice de refracción n2 positivo.

Figura 2.6: Esquema para calcular la distancia de auto-enfocamiento zs f utilizando el principio de
Fermat. Las trayectorias curvas del haz en el medio no lineal son aproximadamente rectas. (Boyd,
2003)

La distancia zs f desde la cara de incidencia al punto de auto-enfocamiento se determina mediante
el principio de Fermat, el cual establece que la distancia del camino óptico

∫
n(r)dl de todos los rayos

propagándose de un frente de onda desda la cara de incidencia al punto focal, son iguales. Como
primera aproximación, tomamos de manera lineal al índice de refracción n0 en la región marginal del
haz y el índice de refracción a lo largo del haz central como n0 +n2I0. El principio de Fermat indica
que:

(n0 +n2I0)zs f =
n0zs f

cosθs f
. (2.47)

Si expandimos a cosθs f en su serie de Taylor, al rededor del cero, debido a que el ángulo θs f es
pequeño, obtendremos θs f = 1− 1

2θ 2
s f y resolvemos para θs f , encontramos que

θs f =
√

2n2I/n0. (2.48)

Esta cantidad es conocida como el ángulo de auto-enfocamiento y en general es interpretada como
el ángulo característico con el cual un haz de luz es desviado como consecuencia de los efectos de
auto-acción. La razón n2I/n0 del índice de refracción lineal con el no lineal varía poco a intensidades
bajas. En términos del ángulo de auto-enfocamiento, podemos calcular la distancia característica de
auto-enfocamiento como zs f = ω0/θs f :

zs f = ω0

√
n0

2n2I
=

2n0ω2
0

λ0

1√
P/Pcr

(para P >> Pcr). (2.49)

La ecuación anterior ignora los efectos de difracción, y por lo tanto se espera que sólo sea válida
cuando los efectos de auto-acción sean mucho mayores a la difracción, esto es, para P >> Pcr. Para
potencias más bajas, la distancia de auto-enfocamiento puede ser estimada considerando que el ángulo
de convergencia del haz es reducido por los efectos de difracción y está dado aproximadamente por
θ = (θ 2

s f −θ 2
di f )

(1/2), donde

θdi f = 0.61λ0/n0d, (2.50)
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es el ángulo de difracción de un haz de diámetro d con longitud de onda en el vacío λ0. Entonces, una
vez más argumentando que zs f = ω0/θ , encontramos que

zs f =
2n0ω2

0
λ0

1√
P/Pcr−1

. (2.51)

De manera más general, para un haz que entra al medio con una cintura arbitraria, la distancia del
autoenfocamiento es

zs f =
1
2kω2

(P/Pcr−1)1/2 +2zmin/kω2
0

(2.52)

donde k = n0ω/c. Los parámetros del radio del haz ω , ω0 y zmin están definidos en la Figura 2.7
(Boyd, 2003).

Figura 2.7: Esquema que ilusta la distancia mínima de autoenfocamiento zmin, la cintura del haz
incidente ω y la cintura en la distancia de autoenfocamiento ω0. (Boyd, 2003)

2.3.4. El efecto de Auto-atrapamiento

Consideremos ahora las condiciones para que ocurra el auto-atrapamiento. Se espera que ésto suceda,
como se mencionó anteriormente, cuando los efectos de difracción por dispersión y auto-enfocamiento
son equilibrados. La condición puede expresarse matemáticamente cuando el ángulo de difracción de
la ecuación (2.50) sea igual al ángulo de auto-enfocamiento (2.48), es decir:

θdi f = θs f . (2.53)

Sustituyendo las ecuaciones (2.48) y (2.50) en lo anterior, encontramos que el auto-atrapamiento
ocurrirá cuando la intensidad del haz es:

0.61λ0/n0d =
√

2n2I/n0

I =
(0.61)2λ 2

0
2n2n0d2 .

(2.54)

Como la potencia del haz está dada por P = (π/4)d2I, podemos observar que la potencia crítica
para que ocurra el auto-atrapamiento es:
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Pcr =
π(0.61)2λ 2

0
8n2n0

≈
λ 2

0
8n2n0

. (2.55)

Nótese que según el modelo que se presenta, el haz auto-atrapado puede tener cualquier diámetro
d ya que no depende de éste. El resultado numérico del coeficiente de esta fórmula depende de las
suposiciones del modelo matemático del auto-enfocamiento.

Figura 2.8: (a) Distribución de la intensidad radial de un haz con máximo plano. (b) Un haz de la luz
incidente en la orilla formada por el borde del haz láser. (Boyd, 2003)

Físicamente, el proceso de auto-atrapamiento se puede describir de la siguiente manera: se consi-
dera que el haz del láser tiene una intensidad máxima de forma plana como se muestra en la Figura
2.8 (a). La distribución del índice de refracción a través del medio no lineal tiene la forma de la parte
(b) de la figura. Aquí el índice de refracción del material se denota como n0 mientras que el índice
de refracción variante, en la sección de en medio expuesta al haz se denota como n0 + δn, donde
δn es la contribución no lineal al índice de refracción. También se muestra en la parte (b) un rayo
incidente a la frontera entre las dos regiones. Este rayo se mantendrá atrapado dentro del haz del láser
si experimenta una reflexión total interna en el confín. La reflexión total interna ocurre cuando θ es
menor que el ángulo crítico θ0 de reflexión total interna, dado por

cosθ0 =
n0

n0 +δn
, (2.56)

como δn es mucho más pequeño que n0 esencialmente para todos los materiales ópticos no lineales,
θ0 es mucho menor a la unidad. Con lo que la ecuación previa puede ser aproximada por

1− 1
2

θ
2
0 = 1− δn

n0
, (2.57)

lo cual muestra que el ángulo crítico está relacionado al cambio no lineal del índice de refracción
mediante

θ0 = (2δn/n0)
1/2. (2.58)

Un haz láser de diámetro d contiene rayos dentro de un cono cuya extensión angular máxima es
del orden de magnitud del ángulo característico de difracción θdi f = 0.61λ0/n0d. Se espera que el
auto-atrapamiento suceda si la reflexión total interna ocurre para todos los rayos contenidos en el haz,
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esto es, si θdi f = θ0. Comparando las ecuaciones (2.50) y (2.57), observamos que el auto-atrapamiento
ocurre cuando

δn =
1
2

n0(0.61λ0/dn0)
2, (2.59)

o equivalentemente, si

d = 0.61λ0(2n0δn)−1/2. (2.60)

Si ahora sustituimos δn por n2I, podemos notar que el diámetro de un haz auto-atrapado está
relacionado con la intensidad mediante

d = 0.61λ0(2n0n2I)−1/2. (2.61)

Así, la potencia contenida en un haz de diámetro dado por (2.61) es

Pcr =
π

4
d2I =

π(0.61)2λ 2
0

8n2n0
. (2.62)

Cuando la potencia P excede la potencia crítica Pcr y ocurre el auto-enfocamiento, el haz suele
romperse en varios filamentos (como se muestra en la Fig. 2.5 c), cada uno con potencia aproximada
de Pcr.

2.4. La Ecuación No Lineal de Schrödinger (NLS)

La ecuación no lineal de Schrödinger (NLSE por sus siglas en inglés) es una ecuación diferencial
parcial no lineal cuya aplicación se extiende a diversas ramas de la física como la hidrodinámica,
acústica, física de plasmas y óptica no lineal, entre otras, hasta ciencias biológicas, químicas e ingenie-
rías. Como su nombre lo sugiere, dicha ecuación tiene similitud con la ecuación de Schrödinger
ampliamente utilizada en la mecánica cuántica. De hecho, la expresión (2.22) deducida en la sección
anterior, es la ecuación no lineal de Schrödinger de un medio Kerr. No obstante, se pretende llegar a la
misma ecuación siguiendo un tratamiento más riguroso de las susceptibilidades, como se presentará
en la sección 3.4.

En la óptica no lineal, la ecuación no lineal de Schrödinger rige la propagación de solitones a
través de un medio no lineal. En general, suponiendo un campo u complejo con su eje de propagación
sobre z, la ecuación NLS se puede escribir de la forma

iuz +
1
2

∇
2
⊥u+F(|u|2)u = 0. (2.63)

Donde el primer término, de la primera derivada respecto a z, describe la propagación del haz en
dicho eje. En cambio, si la derivada es respecto al tiempo, la ecuación NLS permitirá describir la
evolución temporal de un haz en un medio no lineal, el cual es útil para el estudio de pulsos ópticos.
El Laplaciano se encarga de describir la evolución de las componentes transversales a la propagación
del campo. Finalmente, el último término es la esencia de la ecuación ya que incluye un término no
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lineal, donde la función F es una función algebraica que depende de la intensidad y del sistema no
lineal que se desea estudiar.

En la ecuación (2.63), cuando F(|u|2) = |u|2, la ecuación NLS describe la propagación de un haz
en un medio Kerr. Hoy en día, éste modelo es el más utilizado en la rama de las telecomunicaciones ya
que la mayoría de ls fibras ópticas funcionan bajo el modelo de Kerr. La ecuación NLS normalizada
más general para un medio Kerr es:

i
∂u
∂ z

+
1
2
(
∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2 )+ |u|

2u = 0. (2.64)

Cabe mencionar que en la ecuación anterior se depreció el término de pérdidas. Nótese también que
cuando se ignora el término no lineal, (2.64) toma la forma de la ecuación de onda paraxial en un
medio lineal. (Kivshar y Agrawal, 2003; Fujioka-Rojas, 2003; Biswas y Konar, 2006; Mollenauer y
Gordon, 2006)

2.5. Deducción formal de la Ecuación NLS para un medio Kerr

Para ésta sección, se realizará un análisis análogo al realizado por Fujioka (Fujioka-Rojas, 2003)
con la diferencia de que aquí se pretende obtener la expresión NLS para el caso (2+1) dimensional.
Retomemos las ecuaciones de Maxwell para un caso dieléctro ρ = 0 y no magnético M = 0.

∇ · (ε0E+P) = 0, (2.65)

∇ ·B = 0, (2.66)

∇×E =−∂B
∂ t

, (2.67)

∇×B = µ0ε0
∂E
∂ t

+µ0
∂P
∂ t

(2.68)

de las últimas dos ecuaciones se sigue que:

∇× (∇×E) =− ∂

∂ t
(∇×B) =−µ0ε0

∂ 2E
∂ t2 −µ0

∂ 2P
∂ t2 . (2.69)

Pero de la identidad en (2.28), lo anterior se reescribe de la forma:

∇
2E−∇(∇ ·E)−µ0ε0

∂ 2E
∂ t2 −µ0

∂ 2P
∂ t2 = 0. (2.70)

Consideremos la propagación de una onda de tal forma que el eje z coincida con el eje de
propagación y que el campo E(x,y,z, t) tenga sus componentes:
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E(x,y,z, t) = (EX ,EY ,0), (2.71)

donde j es un vector unitario paralelo al eje y. Si el material es isotrópico, entonces el campo P(x,y,z, t)
inducido por la onda eléctrica transversal será,

P(x,y,z, t) = (PX ,PY ,0). (2.72)

Aplicando las dos ecuaciones anteriores, la expresión (2.70) toma la forma:

Exx +Eyy +Ezz−µ0ε0Ett−µ0Ptt = 0.

o de manera análoga:

∇
2
⊥E +Ezz−µ0ε0Ett−µ0Ptt = 0. (2.73)

Donde se hizo un cambio de notación para facilitar la descripción en esta sección (dE
dx = Ex y d2E

dx2 =
Exx).

Como se mencionó en la sección 2.2, suponemos una respuesta instantánea de parte de P ante E.
Así, la relación entre éstas está dada por la ecuación (2.6):

1
ε0

P = χ
(1) ·E+χ

(2) : EE+χ
(3)...EEE+ . . . . (2.74)

Los términos del lado derecho son vectores tridimensionales con componentes:

(
χ
(1) ·E

)
i
= ∑

j
χ
(1)
i j E j, (2.75)

(
χ
(2) : EE

)
i
= ∑

j
∑
k

χ
(2)
i jk E jEk, (2.76)

(
χ
(3)...EEE

)
i
= ∑

j
∑
k

∑
l

χ
(3)
i jklE jEkEl. (2.77)

Cuando el material es isotrópico, el tensor χ(1) es diagonal con sus elementos de la diagonal
iguales, χ(2) es nulo y 21 elementos con índices repetidos de los 81 de χ(3) son distintos de cero y de
esos 21, sólo 3 son independientes. Si además, E está linealmente polarizado, las restricciones sobre
χ(3) implican que P tendrá la misma polarización que E, de modo que la ecuación (2.74) se reduce a
una ecuación escalar:

P = ε0χ
(1)E + ε0χ

(3)E3 ≡ P(L)+P(NL), (2.78)

donde χ(1) = χ
(1)
yy y χ(3) = χ

(3)
yyyy, P(L) y P(NL) son la parte lineal y no lineal de la polarización,

respectivamente. Los términos no lineales de orden superior a 3 se desprecian en la expresión ya que
la magnitud de dichos órdenes es mucho menor. Al sustituir lo anterior en (D.1) obtenemos que
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∇
2
⊥E +Ezz−µ0εLEtt−µ0P(NL)

tt = 0, (2.79)

donde la constante dieléctrica εL está definida como:

εL ≡ ε0(1+χ
(1)), (2.80)

y la parte no lineal de la polarización depende sólo del tercer orden de susceptibilidad de la forma:

P(NL) = ε0χ
(3)E3. (2.81)

Consideremos ahora a las soluciones de (2.70) que pueden expresarse de la forma:

E(x,z, t) =
1
2

Ē(x,z, t)exp[i(β0z−ω0t)]+ c.c., (2.82)

donde c.c. denota al complejo conjugado, ω0 es la frecuencia inicial de ω y Ē(x,z, t), es la envolvente
que varía lentamente en z comparada con exp[i(β0z−ω0t)], de manera que | Ēz |<< β0 | Ē | y |
Ēzz |<< β0 | Ēz |. El término β0 es una constante que se calcula aplicando condiciones iniciales a la
constante de propagación β (ω) definida como (Fujioka-Rojas, 2003):

β (ω) = β0 +(µ0εL)
1/2(ω−ω0)+

(µ0εL)
1/2

2ω0
.

Nótese que cuando ω =ω0, entonces β (ω0) = β0, es decir es el número de onda dentro del dieléctrico
correspondiente a la frecuencia ω0.

Para obtener la forma de P(NL), según el campo eléctrico incidente de la forma (2.82), se sustituye
ésta última en (2.81):

P(NL)(x,z, t) = ε0χ
(3)
[

1
2

Ēexp[i(β0z−ω0t)]+
1
2

Ē∗exp[i(β0z−ω0t)]
]3

,

desarrollando,

P(NL)(x,z, t) =
1
8

ε0χ
(3){Ē3exp[3i(β0z−ω0t)]+3Ē2Ē∗exp[i(β0z−ω0t)]

+3Ē(Ē∗)2exp[−i(β0z−ω0t)]+(Ē∗)3exp[−3i(β0z−ω0t)]}. (2.83)

Si se sustituyen las expresiones de la polarizabilidad y el campo eléctrico en la ecuación (2.79),
todos los términos tendrían el factor exp[i(β0z−ω0t)], por lo que al eliminarlo, algunos términos
quedarían multiplicando por exp[2i(β0z−ω0t)] mientras que los restantes describirán cambios lentos.
Éste es un término que oscila rápidamente y físicamente indica una fluctuación aleatoria, que en un
momento contribuye a un sentido y en seguida en el sentido opuesto, por lo que su contribución se
puede considerar prácticamente nula. Así, se pueden despreciar los términos en la ecuación (2.83)
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que contienen el tercer armónico 3ω0 resultando una expresión para la polarizabilidad de la siguiente
manera:

P(NL)(x,z, t) =
1
8

ε0χ
(3){3Ē2Ē∗exp[i(β0z−ω0t)]+3Ē(Ē∗)2exp[−i(β0z−ω0t)]}

=
1
2

P̄(NL)exp[i(β0z−ω0t)]+ c.c.,
(2.84)

donde se definió P̄(NL) como el segundo término de la ecuación (2.10):

P̄(NL)(x,z, t) =
3
4

ε0χ
(3)| Ē |2Ē. (2.85)

Sustituyendo (2.82) y (2.85) en (2.79), se obtiene que:

∇
2
⊥Ē + Ēzz +2iβ0Ēz−β

2
0 Ē−µ0εLĒtt +2iµ0εLω0Ēt +µ0εLω

2
0 Ē− 3

4
µ0ε0χ

(3)(| Ē |2Ē)tt

+
3
2

iµ0ε0ω0χ
(3)(| Ē |2Ē)t +

3
4

µ0ε0ω
2
0 χ

(3)| Ē |2Ē = 0.

Si elegimos β 2
0 = µ0εLω2

0 y despreciamos el término Ēzz, debido a la aproximación paraxial:

Nótese que para obtener la expresión anterior, se utilizó la aproximación paraxial dada por:

λ |∂
2ψ

∂ z2 | � |
∂ψ

∂ z
|, |∂

2ψ

∂ z2 | � |
∂ 2ψ

∂x2 |, |
∂ 2ψ

∂y2 |

donde la primera desigualdad significa que la variación de la propagación es despreciable en una
distancia del orden de λ mientras que la segunda implica que la variación en z es lenta comparada
con los ejes transversales (Milonni y Eberly, 2010). Así, lo anterior se reduce a:

2iβ0Ēz +∇
2
⊥Ē−µ0εLĒtt +2iµ0εLω0Ēt−

3
4

µ0ε0χ
(3)(| Ē |2Ē)tt

+
3
2

iµ0ε0ω0χ
(3)(| Ē |2Ē)t +

3
4

µ0ε0ω
2
0 χ

(3)| Ē |2Ē = 0. (2.86)

A partir de la ecuación anterior se pueden obtener las ecuaciones NLS espacial y temporal. Para el
caso de la ecuación espacial, consideremos que | Ē | es independiente de t, es decir que despreciamos
las parciales de Ē respecto al tiempo, así la ecuación (2.86) toma su forma espacial:

2iβ0Ēz +∇
2
⊥Ē +

3
4

µ0ε0ω
2
0 χ

(3)| Ē |2Ē = 0,

iĒz +
1

2β0
∇

2
⊥Ē + γ| Ē |2Ē = 0, (2.87)
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a la cual se le conoce como la ecuación no lineal de Schrödinger espacial para un medio no lineal
Kerr de dimensión (2+1), en donde el 2 denota el número de dimensiones transversales x y y y el 1
corresponde a la dirección de propagación z. Se ha definido a γ como un coeficiente que multiplica al
término no lineal

γ =
3
8

µ0ε0ω2
0 χ(3)

β0
. (2.88)

En algunas ocasiones, es más conveniente expresar la ecuación NLS de manera adimensional,
para ésto se consideran los siguientes variables adimensionales escaladas:

x→ x0x,

z→ x2
0β0z,

Ē→
(
γβ0x2

0
)−1/2

~u

con lo que (2.87) toma la forma (Kivshar y Agrawal, 2003; Fujioka-Rojas, 2003):

iuz +
1
2

∇
2
⊥u+ | u |2u = 0. (2.89)

La cual es válida para medios isotrópicos debido a que partimos de dicha suposición.

2.6. Solución (1+1) dimensional

La ecuación NLS como se presenta en (2.87) ó (2.89) no tiene una resolución analítica, por lo que
generalmente se recurre a un método numérico para obtener una aproximación. No obstante, una
solución analítica es posible cuando se considera una onda plana con una sola componente transversal
como se muestra en la figura 2.9 donde el haz es confinado en una sola dirección transversal. Así, la
ecuación NLS de dimensión (1+1) es

iuz +
1
2

uxx + | u |2u = 0. (2.90)

Figura 2.9: Un haz confinado en un medio de dimensión (1+1) (izquierda) y (2+1) de dimensión
(derecha). Imagen tomada de (Kivshar y Agrawal, 2003).
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Supongamos que existe una solución a la ecuación (2.90), que conserva su forma, dada por

u(z,x) =V (x)exp[iφ(z,x)], (2.91)

donde V es independiente de z mientras que la fase φ puede depender de x y z. Al sustituir (2.91) en
(2.90) se obtiene que

−φzVexp[iφ(z,x)]+
1
2
{[Vxx−φ

2
x V ]+ i[2φxVx +φxxV ]}exp[iφ(z,x)]+ |V |2Vexp[iφ(z,x)] = 0.

Separando lo anterior en sus partes real e imaginaria:

Re :−φzV +
1
2
[Vxx−φ

2
x V ]+V 3 = 0,

Im :φxVx +φxxV = 0.
(2.92)

Por otro lado, al considerar una guía de onda plana, la onda continua es plana, por lo que la
ecuación de fase muestra que ésta debe ser de la forma φ(z,x) = Kz+ px (Kivshar y Agrawal, 2003),
donde K y p son constantes. La posterior, representa el ángulo de la trayectoria del solitón respecto
al eje z, por lo que p = 0. Sustituyendo φ en la ecuación (2.92), tendremos que

Vxx = 2V (K−V 2). (2.93)

La ecuación anterior se puede resolver multiplicando por dV
dx e integrando sobre x

∫
VxVxxdx =

∫
2V (K−V 2)Vxdx

(
dV
dx

)
2
= 2KV 2−V 4 + c.c., (2.94)

Tomando en cuenta la condición de frontera donde V y dV/dx tienden a cero cuando |x| → ∞,
se encuentra que la constante de integración c.c. es 0. En el máximo del solitón, se presentan las
condiciones V = A con A la amplitud del campo y dV/dx = 0, lo cual define las constantes K = A2/2
y por ende φ = A2z/2.

Considerando lo anterior e integrando (2.94) por variable separables,

∫
dx =

∫ dV

V
√

2K−V 2
,

x =
1
A

∫ dg

g
√

1−g2
,

donde se consideró el cambio de variable g2 =V 2/2K para la resolución de la integral. Así,
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x =
1
A

sech−1(V/A)

V = Asech(Ax), (2.95)

donde A es la amplitud del solitón. Finalmente, se obtiene la solución para la ecuación NLS (1+1)
dimensional:

u(z,x) = Asech(Ax)exp(i
A2z
2

). (2.96)

A la solución de la forma anterior se le conoce como el solitón fundamental. Éste es similar a
un gaussiano pero con la diferencia de tener un pico más estrecho y extremos anchos. Nótese que el
término de fase no depende de t por lo que es no dispersivo.

Diversos trabajos presentan la solución analítica de éste tipo, ya que resulta sencillo estudiar su
comportamiento de ésta manera que resolver numéricamente la ecuación NLS (2+1) dimensional. A
pesar de que generalmente se aleja de la realidad física, funciona en algunos casos como un primera
aproximación a la solución del problema planteado.



Capítulo 3

Ecuación No Lineal de Schrödinger de un
Medio Coloidal

En los capítulos previos, se estudió la propagación de un haz en un medio no lineal partiendo de las
ecuaciones de Maxwell y de las susceptibilidades no lineales de un material isotrópico y dieléctrico.
No obstante, existen otros sistemas que, al ser perturbados por una intensidad incidente, presentan
respuestas no lineales y a diferencia de los medios Kerr, la dependencia a la intensidad no es de
manera cuadrática. Dos sistemas que se han estudiado ampliamente son los medios fotopolimerizables
(Villafranca y Saravanamuttu, 2008, 2009; Belgacem y cols., 2015; Zhao y Mouroulis, 1994; Close,
Gleeson, Mooney, y Sheridan, 2011) y los medios coloidales (Smith, Ashkin, y Tomlinson, 1981;
Ashkin, Dziedzic, y Smith, 1982; Smith, Ashkin, Bjorkholm, y Eilenberger, 1984; Yashin y cols.,
2005; Reece, Wright, y Dholakia, 2007; El-Ganainy, Christodoulides, Rotschild, y Segev, 2007;
El-Ganainy, Christodoulides, Musslimani, y cols., 2007)
(El-Ganainy, Makris, Christodoulides, Rothchild, y Segev, 2007; Gordon y cols., 2007; W. Lee,
El-Ganainy, Christodoulides, Dholakia, y Wright, 2009; Terborg, Torres, y Volke-Sepulveda, 2013).
En ésta tesis se pretende estudiar a éstos últimos, desde su planteamiento matemático hasta su resolu-
ción numérica y ajustes posteriores al modelo.

Un medio coloidal consiste en una mezcla de fases en donde una sustancia dispersa de partículas
microscópicas (fase dispersa) se encuentra suspendida en un medio, que generalmente es, líquido (fase
continua). Dichas partículas tienen la característica de tener un diámetro de 1 a 1000 nanómetros. En
el caso de interés, una trampa óptica es utilizada para introducir una respuesta de manera no lineal.
La fuerza de gradiente actúa contra la difusión para atraer a las partículas en las regiones de mayor
intensidad, formando así un cúmulo de partículas que cambia el índice de refracción locamente. Como
consecuencia de dicho cambio en el índice de refracción, el haz se enfoca contrarrestando los efectos
de difraccion, permitiendo así que éste sea confinado en el medio. En éste caso la no linealidad es
consecuencia directa de la fuerza de gradiente óptico. Desde una perspectiva práctica, éste tipo de
materiales son atractivos debido a que los efectos no lineales son despreciables a intensidades bajas.
Los primeros trabajos realizados por Ashkin (Smith y cols., 1981; Ashkin y cols., 1982) demostraron
experimentalmente que, con la observación de los efectos de autoenfocamiento y autoatrapamiento,
éstos sistemas podían funcionar como un medio Kerr artificial. Cabe destacar que en un principio,
matemáticamente, se les consideraban como un medio Kerr. Sin embargo, más adelante se demostró
que ésta suposición sólo era aplicable para intensidades bajas y que la no linealidad depende de
manera exponencial a la intensidad. La figura 3.1 muestra el proceso donde la fuerza de gradiente
óptico contrarresta los efectos de difusión de las partículas.

28
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Figura 3.1: Esquema del auto-atrapamiento óptico por partículas. El gradiente local de la intensidad
del campo eléctrico atrae a las partículas suspendidas, resultando en un cambio en el índice de
refracción y por ende, el auto-enfocamiento del haz. Imagen tomada de (Gordon y cols., 2007).

3.1. Deducción

Debido a que se requiere estudiar la interacción entre un campo electromagnético con nanopartícu-
las suspendidas en un medio líquido, es necesario partir de la ecuación que gobierna el transporte de
partículas en un medio continuo:

∂ρ

∂ t
+∇ · ~J = 0, (3.1)

donde ρ es la concentración de partículas y ~J es la densidad de corriente asociada al flujo. En este tipo
de sistemas, los mecanismos que contribuyen a la densidad de corriente de partículas está descrito por
la ecuación de Nerst-Planck:

~J = ρ~v−D∇ρ,

en donde D representa el coeficiente de difusión y~v es la velocidad convectiva de la partícula la cual
esta relacionada con una fuerza externa ~F actuando sobre las partículas a través de la relación~v = µ~F ,
con µ representando la movilidad de la partícula.

~J = ρµ~F−D∇ρ, (3.2)

El primer término del lado derecho de la ecuación (3.2) representa la corriente debida a la fuerza
externa mientras que el segundo término es la contribución debido a la difusión del movimiento
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Browniano. Es importante señalar que en las 2 ecuaciones previas, se supone una mezcla altamente
diluida ignorando interaciones entre partículas.

Para resolver las ecuaciones anteriores, es necesario considerar condiciones estacionarias i.e.
∂/∂ t = 0. Además, bajo equilibrio la densidad de corriente es cero, ~J = 0, ya que la corriente se
equilibra con la difusión. Ahora, en el caso del régimen de Rayleigh, es decir el régimen en donde
el diámetro de la partícula d es menor a la longitud de ondaλ (d < λ ), la fuerza de gradiente óptico
promedio actuando sobre las partículas se obtiene con la aproximación del dipolo (Novotny y Hecht,
2012).

~F =
α

4
∇|E|2 + σ

2
|E|2ẑ, (3.3)

donde la cantidad I se asocia a la intensidad del haz mediante I = ~E ·~E∗ mientras que α representa
la polarizabilidad de una partícula esférica con índice de refracción np (El-Ganainy, Christodoulides,
Rotschild, y Segev, 2007):

α = 3Vpε0n2
m

(
m2−1
m2 +2

)
. (3.4)

El volumen Vp de una partícula esférica es Vp = 4πa3/3 siendo a su radio, ε0 la permitividad en el
vacio, nm el índice de refracción del medio líquido y el parámetro adimensional m= np/nm representa
la razón entre los índices de refracción de la partícula respecto al medio. Por otro lado, en la ecuación
(3.3), σ es el coeficiente de scattering que se relaciona con α mediante:

σ =
k4

6πε2
0
|α|2 = 128π5a2n4

m
3

(
a
λ0

)
4
(
m2−1
m2 +2

)

2

(3.5)

Al primer término de la ecuación (3.3) se le denota como la fuerza de dipolo o fuerza de gradiente
y al segundo se le conoce como la fuerza de scattering. La primera surge de las inhomogeneidades
del campo y es proporcional a la parte dispersiva (componente real) de la polarizabilidad compleja,
mientras que la segunda es consecuencia de la transferencia de momento por el campo de radiaciones
sobre la partícula y es proporcional a la parte disipativa (componente imaginaria) de la polarizabilidad
compleja. Para una partícula sin pérdidas, no existe una transferencia de momento por lo que la fuerza
de scattering se vuelve cero (Novotny y Hecht, 2012). En el caso real las pérdidas son inevitables, no
obstante, para partículas nanométricas, dicho término se puede ignorar ya que su contribución es muy
pequeña en comparación a la fuerza de gradiente. Por lo tanto, la ecuación (3.3) se reduce a:

~F =
α

4
∇|E|2. (3.6)

Cabe mecionar que α puede ser positivo o negativo dependiendo de si el índice de refracción de la
partícula es mayor (m > 1) o menor (m < 1) que el medio.

En presencia de fuerzas ópticas, se sustituye la ecuación (3.6) en (3.2), bajo la condición de
equilibrio (~J = 0):
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~J = ρµ~F−D∇ρ,

0 = ρµ
α

4
∇|E|2−D∇ρ,

αµ

4D
∇|E|2 = ∇ρ

ρ
,

resolviendo la última ecuación diferenciable por variables separables, se obtiene

αµ

4D
|E|2 = lnρ + c.

aplicando exponenciales en ambos lados y despejando ρ:

ρ = ρ0exp(
αµ

4D
|E|2),

y empleando la relación de Einstein µ/D = 1/kBT (Reif, 2009), se obtiene la siguiente expresión para
la densidad que depende de la intensidad:

ρ = ρ0exp(
α

4kBT
|E|2), (3.7)

donde kBT es la energía térmica y ρ0 es la densidad de partículas uniforme sin perturbación (en
ausencia de luz). Si definimos a η como el factor de empaquetamiento

η = (∆Np/∆V )Vp = ρVp, (3.8)

con Np el número de partículas en un volumen V , ∆V es un fragmento de volumen V y Vp el volumen
de una partícula, podemos reescribir (3.7) como sigue:

η = η0exp(
α

4kBT
|E|2). (3.9)

Si definimos el potencial U = −α

4 |E|
2, llegamos a que éste resultado es otra manifestación de la

distribución estadística de Maxwell-Boltzmann (Reif, 2009):

η = η0exp
(
−U
kBT

)
.

De las ecuaciones (3.4) y (3.9) notamos que la concentración de partículas incrementa en las
regiones donde la intensidad es alta, siempre y cuando np > nm. En el régimen opuesto, las partículas
escaparán de las regiones de alta intensidad. Como resultado, el índice de refracción es perturbado
localmente por la concentración de partículas dependiente de la intensidad. Para calcular dicho cambio
local, se usa la ecuación de Maxwell-Garnett (Apéndice A.2):



CAPÍTULO 3. ECUACIÓN NO LINEAL DE SCHRÖDINGER DE UN MEDIO COLOIDAL 32

εe f f = εm +
3ηεm (εp− εm)

εp +2εm−η (εp− εm)
. (3.10)

donde εe f f , εm y εp son la permitividad efectiva, del medio y de la partícula, respectivamente. Se
utiliza dicha aproximación por que es una teoría de homogenización que ha sido utilizada y estudiada
durante años para aproximar un medio electromagnético complejo como una solución coloidal de
partículas en agua con un medio homogéneo efectivo (Garnett, 1904, 1906; Markel, 2016).

Multiplicando el lado derecho de la ecuación (3.10) por εm/εm:

εe f f = εm

[
1+

3η
(
m2−1

)
m2 +2−η (m2−1)

]
,

donde se utilizó que m2 = (np/nm)
2 = εp/εm debido a que n2 = ε . Si lo índices de refracción son

cercanos, i.e. m2−1→ 0, la contribución del término m2−1 en el denominador es despreciable, por
lo que en éste límite, la ecuación anterior se reduce a:

εe f f = εm [1+3ηδ ] , (3.11)

donde se definió δ = m2−1
m2+2 . Cuando el medio no es perturbado por la intensidad, la permitividad

efectiva del background (εb) es:

εe f f (|E|2 = 0)≡ εb = εm [1+3η0δ ] (3.12)

Para desarrollar la ecuación de evolución de un haz en una suspensión de nanopartículas partimos
de la ecuación de Helmholtz obtenida en (2.30). Suponiendo que la envolvente de un campo ψ(x,y,z)
varía lentamente, esto es, E(x,y,z) = ψ(x,y,z)exp[ik0nm(1+3δη0)

1
2 z], donde el término (1+3δη0)

1
2

representa el índice de refracción efectivo (Matuszewski, Krolikowski, y Kivshar, 2008, 2009a, 2009b;
Matuszewski, 2010), podemos hacer el siguiente desarrollo:

∇
2{ψ(x,y,z)exp[ik0nm(1+3δη0)

1
2 z]}+ k2

0εe f f ψ(x,y,z)exp[ik0nm(1+3δη0)
1
2 z] = 0,

∇exp[ik0nm(1+3δη0)
1
2 z]∇ψ(x,y,z)+ exp[ik0nm(1+3δη0)

1
2 z]∇2

ψ(x,y,z)

+∇ψ(x,y,z)∇exp[ik0nm(1+3δη0)
1
2 z]+ψ(x,y,z)∇2exp[ik0nm(1+3δη0)

1
2 z]

+ k2
0εe f f ψ(x,y,z)exp[ik0nm(1+3δη0)

1
2 z] = 0,

2ik0nm(1+3δη0)
1
2 exp[ik0nm(1+3δη0)

1
2 z]∇ψ(x,y,z)+ exp[ik0nm(1+3δη0)

1
2 z]∇2

ψ(x,y,z)

+ i2k2
0n2

m(1+3δη0)exp[ik0nm(1+3δη0)
1
2 z]ψ(x,y,z)+k2

0εe f f ψ(x,y,z)exp[ik0nm(1+3δη0)
1
2 z] = 0,
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eliminando los exponenciales,

2ik0nm(1+3δη0)
1
2 ∇ψ(x,y,z)+∇

2
ψ(x,y,z)+ i2k2

0n2
m(1+3δη0)ψ(x,y,z)+ k2

0εe f f ψ(x,y,z) = 0,

dividiendo ambos lados entre 2k0nm(1+3δη0)
1
2 ,

i
∂ψ(x,y,z)

∂ z
+

1

2k0nm(1+3δη0)
1
2

∇
2
ψ(x,y,z)

−
k2

0n2
m(1+3δη0)

1
2

2k0nm
ψ(x,y,z)+

k2
0εe f f

2k0nm(1+3δη0)
1
2

ψ(x,y,z) = 0

retomando la expresión para εe f f y sustituyendo en lo anterior:

i
∂ψ(x,y,z)

∂ z
+

1

2k0nm(1+3δη0)
1
2

∇
2
ψ(x,y,z)

−
k2

0n2
m(1+3δη0)

1
2

2k0nm
ψ(x,y,z)+

k2
0εm(1+3ηδ )

2k0nm(1+3δη0)
1
2

ψ(x,y,z) = 0.

Recordando que εm = n2
m, resulta:

i
∂ψ(x,y,z)

∂ z
+

1

2k0nm(1+3δη0)
1
2

∇
2
ψ(x,y,z)

+

[
−k2

0n2
m(1+3δη0)+ k2

0n2
m(1+3δη)

2k0nm(1+3δη0)
1
2

]
ψ(x,y,z) = 0,

i
∂ψ(x,y,z)

∂ z
+

1

2k0nm(1+3δη0)
1
2

∇
2
ψ(x,y,z)+

3k2
0n2

mδ (η−η0)

2k0nm(1+3δη0)
1
2

ψ(x,y,z) = 0,

donde k0 = 2π/λ0. Definimos las constantes c1, c2 y c3 como

c1 =
1

2k0nm(1+3δη0)
1
2
,

c2 = 3k2
0n2

mδ ,

c3 =
α

4kBT
,
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con el fin de reducir la expresión a

i
∂ψ(x,y,z)

∂ z
+ c1∇

2
ψ(x,y,z)+ c1c2(η−η0)ψ(x,y,z) = 0. (3.13)

Retomando la expresión para η en (3.9),

i
∂ψ(x,y,z)

∂ z
+ c1∇

2
ψ(x,y,z)+ c1c2(η0ec3|ψ|2−η0)ψ(x,y,z) = 0.

Si definimos cNL = c1c2η0 y renombramos c1 = cL, llegamos a

i
∂ψ(x,y,z)

∂ z
+ cL∇

2
ψ(x,y,z)+ cNL(ec3|ψ|2−1)ψ(x,y,z) = 0. (3.14)

La última expresión es la ecuación NLS para un medio coloidal, al cual se le hará referencia más
adelante como el modelo exponencial. El primer término describe la propagación del haz en el eje z,
el segundo la variación de las componentes transversales del campo eléctrico y finalmente el último
es el encargado de los efectos no lineales y depende de la intensidad de manera exponencial.

3.2. Aproximación a un Medio Kerr

Una interesante y sencilla aproximación sería el mismo realizado por Gordon (Gordon y cols., 2007),
en donde aproximó el modelo coloidal (de respuesta exponencial) a un medio Kerr (de respuesa
cuadrática) considerando intensidades muy bajas. Con éste modelo, Gordon realizó un estudio (1+1)
dimensional (sólo considera una componente transversal del campo) donde comparó la simulación
numérica del modelo exponencial a intensidades bajas con el resultado analítico de la solución (1+1)
dimensional, similar a la ecuación (2.96). Los resultados obtenidos por Gordon se muestran en la
Figura 3.2, donde se presenta una gráfica del perfil del haz en una posición, concluyendo que, en
efecto, en el límite de intensidades bajas ambos modelos se comportan de una manera muy similar.

Figura 3.2: La línea continua muestra el perfil del haz en la aproximación al medio Kerr y los puntos
representan los cálculos numéricos del perfil a una intensidad baja. Imagen tomada de (Gordon y
cols., 2007).
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Siguiendo lo realizado por Gordon, se pretende hacer un estudio análogo (2+1) dimensional para
compararlo con el modelo exponencial y un modelo saturable, que se desarrollará en la siguiente
sección, a intensidades bajas. Retomemos la expresión del factor de empaquetamiento dependiente
de la intensidad η(|E|2) en (3.9)

η = η0 exp
(
|E|2/|Ec|2

)
, (3.15)

donde se redefinió a 1
|Ec|2

= α

4kBT = c3 como la intensidad crítica. La aproximación al medio Kerr

ocurre cuando la intensidad |E|2 es menor a la intensidad crítica, i.e. |E|2 < |Ec|2. Es importante
mencionar que de ahora en adelante, |E0|2 será considerada como una intensidad referencia, ya que
más adelante nos será útil para el análisis del rango de intensidades válidas en los modelos. Si se
cumple la desigualdad, expandimos (3.15) en su serie de Taylor al rededor del cero:

exp(|E|2/|Ec|2) =
1

|Ec|2
∞

∑
n=0

(|E|2)n

n!
,

≈ 1+ |E|2/|Ec|2,

por lo que la expresión del factor de empaquetamiento es

η ≈ η0

(
1+ |E|2/|Ec|2

)
= η0

(
1+ c3|E|2

)
(3.16)

Con lo que al hacer un desarrollo análogo a la sección 4.1, se llega a la ecuación NLS

iψz + c1∇
2
⊥ψ + c1c2η0

(
1+ c3|E|2−1

)
ψ = 0, (3.17)

y finalmente, se obtiene

iψz + cL∇
2
⊥ψ + c3cNL|ψ|2ψ = 0. (3.18)

Nótese que la última expresión tiene la forma de la ecuación (2.89), de la NLSE para un medio Kerr.
Por lo que se concluye que en el régimen de intensidades bajas (intensidades cercanas a la intensidad
crítica |Ec|2), la propagación de un haz en un medio coloidal se comporta como un medio Kerr debido
a la dependencia cuadrática al campo en el término no lineal. Nos referiremos a ésta ecuación como
el modelo Kerr.

3.3. Corrección a un Medio Coloidal Saturable

La siguiente aproximación o, mejor dicho, ajuste al modelo coloidal consiste en considerar la satura-
ción en la concentración de partículas, es decir incorporar al modelo la interacción entre éstas. Un
problema que surge en el modelo coloidal presentado previamente, es que dicho sistema considera
a las partículas puntuales, es decir que no existe un impedimento matemático que evite un cúmulo
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infinito de partículas. Éste ajuste es necesario ya que conforme se incrementa la intensidad, también
lo hace la concentración de partículas y la no linealidad y al ser exponencial, eventualmente termina
creciendo en valores muy grandes que carecen de sentido físico además de brotar problemas compu-
tacionales. Por lo mencionado anteriormente, el modelo exponencial funciona bien en un rango de
intensidades intermedias pero se le debe incorporar la interacción entre partículas cuando se trabaja a
intensidades o distancias mayores.

Los trabajos presentados por Matusewski (Matuszewski y cols., 2008, 2009a, 2009b; Matuszewski,
2010) y Selvaraj (Selvaraj, 2013) proponen un modelo basado en una analogía al modelo de una
esfera dura donde la compresibilidad juega un rol vital, que a su vez, se fundamenta en la fórmula
de Carnahan-Starling (Carnahan y Starling, 1969; Song, Mason, y Stratt, 1989; Mansoori, Carnahan,
Starling, y Leland Jr, 1971; L. L. Lee, 1995; Robles, López de Haro, y Santos, 2014) (Apéndice
A.3). Dicho modelo resultó funcional para regímenes de intensidades bajas, intermedias y altas,
demostrando la formación de solitones espaciales. La figura 3.3 muestra una gráfica de intensidad
adimensionalizada |u|2 contra el factor de empaquetamiento η de ambos modelos, donde se puede
notar claramente que a intensidades bajas, ambos comportamientos son similares pero comienzan a
diverger a intensidades mayores.

Figura 3.3: La línea punteada representa la gráfica de intensidad vs concentración del modelo coloidal
mientras que la línea continua muestra el comportamiento de η en el modelo saturable. Imagen
tomada de (Matuszewski y cols., 2008).

En la aproximación de esferas duras, la fórmula de Carnahan-Starling (Carnahan y Starling, 1969;
Song y cols., 1989; Mansoori y cols., 1971; L. L. Lee, 1995; Robles y cols., 2014) es una buena
aproximación para la dependecia del factor de compresibilidad Z a η , que funciona hasta un valor de
η ≈ 0.5 de la ecuación de estado (Apéndice A.3):

Z ≈ 1+η +η2−η3

(1−η)3 . (3.19)

A pesar de funcionar bastante bien, la ecuación no diverge sino hasta que η toma un valor de 1, lo
que equivale a decir que ya no existe espacio disponible en el sistema careciendo de sentido físico. El
máximo valor que puede tomar el factor de empaquetamiento para esferas es en un arreglo hexagonal
(hcp) siendo η =0.7405. Por lo que valores cercanos a éste ya no serán considerados en el presente
trabajo.
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El proceso matemático que se lleva a cabo es muy similar al desarrollo del modelo coloidal. Para
derivar la ecuación de la densidad de corriente de partículas, asumiremos primero que el gradiente
de la densidad ρ(r) es localmente paralelo a x̂ y un pequeño cubo dentro del medio de volumen
dV = dxdS con dx la longitud y dS la superficie normal a x̂. La diferencia de presión dP ejercida
sobre las dos caras de la superficie dS da lugar a una fuerza efectiva interna Fint actuando sobre
las partículas coloidales. Como las fuerzas externas e internas actuarán en sentidos opuestos para
equilibrar el gradiente de densidad, dicha fuerza interna se considerará como negativa. La Figura
3.4 ilustra el esquema de las fuerzas actuando sobre el cubo dxdS. Así, la presión ejercida sobre la
superficie es

dP =−
~Fint

dS
=−ρ~fintdV

dS
,

donde ~fint es la fuerza interna promedio ejercida sobre cada partícula individual. Considerando que
dx = dV/dS, lo anterior se reescribe como

dP =−ρ~fint ·~r. (3.20)

Figura 3.4: La fuerza interna ejercida sobre las partículas por la diferencia de presión actúa en el
sentido opuesto a la fuerza externa proveniente del gradiente óptico.

Por otro lado, la presión ejercida por las partículas, se obtiene de la ecuación de estado de una
esfera dura

P =
ρZ(η)

β
, (3.21)

donde Z es el factor de compresibilidad, P es la presión, ρ la densidad de partículas, β = 1/kBT y
η = ρVp es el factor de empaquetamiento como se definió en (3.8). De las dos ecuaciones anteriores
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obtenemos que

dP =
d(ρZ)

β
=−ρ~fint ·~r,

~fint =−
1

βρ
∇(ρZ). (3.22)

Así, la densidad de corriente de partículas estará dada como

~J = ρµ(~fext +~fint),

= ρµ~fext−
µ

β
∇(ρZ),

= ρµ~fext−D∇(ρZ)

(3.23)

Donde la fuerza externa será la fuerza ejercida por el gradiente óptico dado por (3.6) y (3.4) y la
corriente debida a la difusión está incluida en el segundo término del lado derecho. Nótese que si
η → 0 (partículas puntuales) en (3.19), entonces ρ → 0 y por lo tanto Z → 1. En este límite, se
recupera la expresión (3.2) de la sección 4.1:

~J = ρµ~fext−D∇ρ

Análogamente a la sección 4.1, para resolver lo anterior, debemos considerar la condición de
equilibrio ~J = 0, por lo que se obtiene

ρα

4
∇|E|2 = 1

β
∇(ρZ) (3.24)

Sustituyendo (3.19) y ρ = η/Vp en (3.24), obtendremos dos ecuaciones:

αβ

4
∂ |E|2

∂x
=

Vp

η

∂

∂x

(
η

Vp

1+η +η2−η3

(1−η)3

)
, (3.25)

αβ

4
∂ |E|2

∂y
=

Vp

η

∂

∂y

(
η

Vp

1+η +η2−η3

(1−η)3

)
. (3.26)

Resolvamos la primera que depende de x:

αβ

4
∂ |E|2

∂x
=

1
η

d
dx

(
η +η2 +η3−η4

(1−η)3

)
,

derivando el lado derecho,
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αβ

4
∂ |E|2

∂x
=

1
η

(
η4−4η3 +4η2 +4η +1

(1−η)4

)
∂η

∂x
.

Y ahora resolviendo lo anterior por variables separables

∫ |E|2
|E0|2=0

αβ

4
∂ |E|2

∂x
=
∫

η

η0

(
η4−4η3 +4η2 +4η +1

η(1−η)4

)
∂η

∂x
.

αβ

4
|E|2 =

[
3−η

(1−η)3 + lnη

]η

η0

,

y definiendo la función g(η) = 3−η

(1−η)3 + lnη , se obtiene la expresión que relaciona a η con la

intensidad |E|2:

[g(η)−g(η0)]− c3|E|2 = 0. (3.27)

Donde se utilizó c3 =
α

4kBT . La expresión anterior no tiene solución analítica por lo que es necesario
recurrir a un método numérico para obtener valores de η . En este caso, el método de Runge-Kutta
de 4o orden será suficiente para resolverlo. De manera similar, si resolvemos la ecuación (3.26), se
llegará a la misma ecuación.

Análogamente al caso del medio coloidal, se utiliza la ecuación de Maxwell-Garnett (3.10) para
obtener la permitividad efectiva y nuevamente, para permitividades cercanas εp/εb ≈ 1, es aproxima-
damente

εe f f ≈ εm(1+3δη),

donde se retomó δ = (m2−1)/(m2 +2). Y una vez más, la permitividad efectiva del background en
ausencia de un campo es

εe f f (|E|2 = 0)≡ εb = εm(1+3δη0)

Así, para obtener la ecuación NLS de este modelo, consideramos de nuevo una envolvente de
un campo que varía lentamente E(x,y,z) = ψ(x,y,z)exp[ik0nm(1 + 3δη0)

1
2 z] propagándose, en la

ecuación de Helmholtz (2.30), de manera análoga a la sección 4.1.

∇
2[ψexp[ik0nm(1+3δη0)

1
2 z]+ k2

0εe f f ψexp[ik0nm(1+3δη0)
1
2 z] = 0,

∇exp[ik0nm(1+3δη0)
1
2 z]∇ψ + exp[ik0nm(1+3δη0)

1
2 z]∇2

ψ +∇ψ∇exp[ik0nm(1+3δη0)
1
2 z]

+ψ∇
2exp[ik0nm(1+3δη0)

1
2 z]+ k0εe f f ψexp[ik0nm(1+3δη0)

1
2 z] = 0,
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∇
2
⊥ψ +2ik0nm(1+3δη0)

1
2 ∇ψ− k2

0n2
m(1+3δη0)ψ + k2

0εe f f ψ = 0,

iψz +
1

2k0nm(1+3δη0)
1
2

∇
2
⊥ψ +

[
−k2

0n2
m(1+3δη0)+ k2

0εe f f

2k0nm(1+3δη0)
1
2

]
ψ =0,

iψz +
1

2k0nm(1+3δη0)
1
2

∇
2
⊥ψ +

[
−k2

0n2
m(1+3δη0)+ k2

0n2
m(1+3δη)

2k0nm(1+3δη0)
1
2

]
ψ =0,

iψz +
1

2k0nm(1+3δη0)
1
2

∇
2
⊥ψ +

[
3δk2

0n2
m

2k0nm(1+3δη0)
1
2

]
(η−η0)ψ =0.

Retomando c1 = 1/2k0nm(1+3δη0)
1
2 y c2 = 3δk2

0n2
m, lo anterior lo podemos reescribir como

iψz + c1∇
2
⊥ψ + c1c2(η−η0)ψ = 0,

y con c1 = cL y cNL = c1c2η0, llegamos finalmente a la ecuación NLS para la corrección saturada:

iψz + cL∇
2
⊥ψ + cNL(

η(|ψ|2)
η0

−1)ψ = 0. (3.28)

Donde η(|ψ|2) es una función que depende de |ψ|2 a través de (3.27). Al modelo anterior se le referirá
como modelo saturable.

3.4. Comparación entre Modelos

Hemos derivado las ecuaciones NLS de los tres modelos (3.14), (3.18) y (3.28):

iψz + cL∇
2
⊥ψ + cNL(ec3|ψ|2−1)ψ = 0 Modelo Exponencial

iψz + cL∇
2
⊥ψ + c3cNL|ψ|2ψ = 0 Modelo Kerr

iψz + cL∇
2
⊥ψ + cNL(

η(|ψ|2)
η0

−1)ψ = 0 Modelo Saturable

donde sus respectivas concentraciones son:
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η = η0exp(c3|ψ|2) Modelo Exponencial

η = η0

(
1+ c3|ψ|2

)
Modelo Kerr

[g(η)−g(η0)]− c3|ψ|2 = 0 Modelo Saturable

y las constantes están definidas como

cL =
1

2k0nm(1+3δη0)
1
2

cNL =
3δk2

0n2
m

2k0nm(1+3δη0)
1
2

η0

c3 =
α

4kBT
.

Notemos que las tres tienen una estructura similar a excepción del término no lineal. Si sólo
consideráramos al medio líquido sin la suspensión de partículas (η0 = 0), la constante no lineal cNL
es igual a cero y por transitividad el término no lineal también es cero. Así las 3 expresiones recuperan
la misma ecuación de la propagación de onda en un medio lineal.

Por otro lado, si la intensidad es pequeña, i.e. (|ψ|2→ 0), la concentración casi no varía respecto
a la concentración inicial (η → η0) y, en los tres casos, el término no lineal tiende a cero de igual
manera. Por lo tanto, es válido suponer que a intensidades bajas (|ψ|2 < |Ec|2), los tres modelos
tendrán un comportamiento muy parecido. A intensidades intermedias (|ψ|2 > |Ec|2), el modelo de
Kerr deja de funcionar ya que la no linealidad depende cuadráticamente del campo a diferencia de los
otros dos en donde la no linealidad crece rápidamente. En un régimen de intensidades más amplio,
el modelo exponencial y el modelo saturable seguirán comportándose similarmente y divergiendo
ampliamente del modelo Kerr. Finalmente, cuando la intensidad alcanza un valor mucho mayor a la
intensidad de referencia (|ψ|2 >> |Ec|2), el comportamiento del modelo exponencial y el saturable
tenderán a distintos valores. Más adelante, cuando se resuelvan numéricamente los tres modelos,
se hará el estudio de los rangos de intensidades en donde los modelos tienen comportamientos
similares y seremos capaces de reproducir los resultados de la Figura 3.3 obtenidos por Matuszewski
(Matuszewski y cols., 2008, 2009a, 2009b; Matuszewski, 2010) y agregarle resultados análogos a los
estudios de Gordon (Gordon y cols., 2007).



Capítulo 4

Resolución Numérica

Las ecuaciones NLS (3.14), (3.18) y (3.28) que se presentaron en las previas secciones para cada caso
son ecuaciones diferenciales parciales de las cuales sólamente se conoce una solución analítica para
el caso (1+1)D Kerr, como se presentó en la sección 2.6. Por lo que en general no tienen una solución
analítica para los sistemas (2+1)D. Como consecuencia, una resolución numérica es indispensable
para encontrar una aproximación apropiada.

Para la resolución de la ecuación NLS se han utilizado principalmente dos métodos: diferencias
finitas y métodos espectrales. Los diversos algoritmos de diferencias finitas que se han utilizado,
principalmente en los años 70’s cuando surgieron los primeros estudios numéricos, fueron perdiendo
impulso con el surgimiento de los métodos espectrales. Posteriormente, las diferencias finitas tuvieron
un resurgimiento en los años 90’s para resolver sistemas específicos, en particular para solitones
temporales y pulsos ultracortos. Los más típicos son el de Cranck-Nicholson, ’hopscotch’, el ’leap
frog’ y todas las variantes de las anteriores (G. P. Agrawal, 2007). No obstante, para el estudio de un
solitón espacial, los métodos espectrales suelen ser más efectivos por lo que en el presente trabajo nos
concentraremos en uno que será la piedra angular y que se expondrá en la siguiente sección.

4.1. El método de Split-Step Fourier (SSFM)

El método espectral que mayor éxito ha gozado es el Método por Pasos Separados de Fourier (Split-
Step Fourier Method), desarrollado por Tappert y sus colaboradores en 1972 (Tappert y Judice,
1972; Hardin y Tappert, 1973; Fisher y Bischel, 1975). En 1984, Taha y Ablowitz realizaron pruebas
extensivas para comparar los métodos de diferencias finitas con el SSFM y mostraron que, en general,
el método SSF es incondicionalmente estable y que puede llegar a ser por dos órdenes de magnitud
más veloz (Taha y Ablowitz, 1984). El hecho de que el SSFM ocupe menos tiempo de computación
se le atribuye a que emplea un algoritmo de la transformada rápida de Fourier (FFT) (Cooley y Tukey,
1965). Diversos estudios del método dentro de la óptica no lineal se han realizado, mientras que
otros se han enfocado en mejorar su eficiencia (Feit y Fleck, 1988; Yevick y Glasner, 1990; Zoldi,
Ruban, Zenchuk, y Burtsev, 1997; Chang, Jia, y Sun, 1999; Sinkin, Holzlöhner, Zweck, y Menyuk,
2003; Muslu y Erbay, 2005; Wang, 2005) y su uso se ha extendido a otros campos de la física
como la propagación de ondas en la atmósfera, láseres semiconductores, fibras ópticas con índices
graduados, resonadores inestables y condensados de Bose-Einstein, entre otros, que consideran la
ecuación espacial (G. P. Agrawal, 1984; G. Agrawal, 1984; Feit y Fleck, 1978, 1980; Hermansson,
Yevick, y Danielsen, 1983; Lax, Agrawal, Belic, Louisell, y Coffey, 1985; Thylen, Wright, Moloney,

42
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Stegeman, y Seaton, 1986; Bao y cols., 2003; Javanainen y Ruostekoski, 2006).

Para comenzar, es necesario una condición inicial ψ0, que corresponde al haz incidente, y dividir
el eje de propagación z en fragmentos de longitud ∆z. El siguiente paso consiste en separar la ecuación
NLS en una contribución lineal y en otra no lineal como operadores:

i
∂ψ

∂ z
+(L̂+ N̂L)ψ = 0,

donde los operadores L̂ y N̂L corresponden a la contribución lineal y no lineal, respectivamente.

La esencia del método reside en considerar que para cada fragmento ∆z, los efectos lineales y no
lineales actúan de manera independiente para después combinar éstos dos efectos de manera sucesiva.
Específicamente para un segmento ∆z, se resuelve la contribución lineal (N̂L = 0) en la primera
mitad de dicho segmento para después utilizar éste resultado como condicional inicial para obtener
los efectos del término no lineal (L̂ = 0) en todo ∆z y finalmente emplear, de nuevo, el producto no
lineal como condición inicial del fragmento lineal restante. Éste proceso se repite n veces según la
definición del tamaño del paso ∆z = z/n. Como notaremos más adelante, la resolución lineal requiere
de la aplicación de una transformada de Fourier, la cual numéricamente se procesa empleando la
transformada rápida de Fourier. La Figura 4.1 muestra el diagrama de flujo para resolver los primeros
dos pasos mediante el SSFM.

Figura 4.1: El haz incidente ψ0 pasa por la contribución lineal en segmento ∆z/2 para después resolver
la contribución no lineal y el producto ψNL,1 de éste es la condición inicial del último fragmento lineal.
El último resultado ψ1 es la condición inicial para el siguiente paso.

Para que el código sea eficiente, es necesario considerar diversos factores. Por ejemplo, la selección
del tamaño de un paso suficientemente pequeño implicará una mejor resolución, a pesar de que esto
conlleve a pérdidas en la velocidad de cómputo. Por lo que se deben ir eliminando la mayor cantidad
variables y elementos posibles para agilizar el proceso. Otro factor a considerar es el tamaño de la
ventana espacial en la que se trabajará la propagación. Lo anterior se debe a que en algunos casos, el
haz puede difractarse rápidamente y colisionar con los bordes, lo que puede provocar inestabilidades
numéricas, y reentrar por el extremo opuesto debido a que el uso de FFT implica condiciones de
frontera periódicas. Comúnmente se utiliza una función de apodización que absorbe los valores
cercanos a los bordes.
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4.2. Aplicación matemática del SSFM al Modelo Exponencial

En ésta sección estudiaremos la aplicación directa del método SSF a la ecuación no lineal de Schrödin-
ger del medio coloidal. Para ésto, consideremos la ecuación presentada en (3.14):

iψz + cL∇
2
⊥ψ + cNL(ec3|ψ|2−1)ψ = 0. (4.1)

Comencemos por identificar las contribuciones lineal y no lineal:

L : iψz + cL[ψxx +ψyy] = 0, (4.2)

NL : iψz + cNL(ec3|ψ|2−1)ψ = 0. (4.3)

4.2.1. Resolución de la Contribución Lineal

Primero resolveremos la parte lineal y para ésto debemos considerar la transformada de Fourier
definida como (Fourier Transform, s.f.)

g̃( fx) = F [g(x)]( fx) =
∫

∞

−∞

g(x)exp(−2πi fxx)dx, (4.4)

donde fx es la coordenada de frecuencias en el espacio de Fourier. Al aplicar la ecuación anterior en
ambos lados de (4.2), tendremos que

iF [ψz]+ cL{F [ψxx]+F [ψyy]}= 0,
iψ̃z + cL{ψ̃xx + ψ̃yy}= 0.

(4.5)

Ahora, es necesario recurrir a la propiedad de diferenciación de la transformada de Fourier
(Fourier Transform, s.f.):

F [g′(x)](k) = 2πi fxF [g(x)](k) (4.6)

donde la función f es integrable en todo el dominio de los reales y para una doble diferenciación es
de la forma (véase Apéndice B.1)

F [g′′(x)](k) =−(2π fx)
2F [g(x)](k) (4.7)

Así, la (4.5) se reescribe como

iψ̃z− cL
[
(2π)2 f 2

x ψ̃ +(2π)2 f 2
y ψ̃
]
= 0.

iψ̃z− (2π)2cL
[

f 2
x + f 2

y
]

ψ̃ = 0. (4.8)
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La ecuación (4.8) es ahora una ecuación diferencial de primer orden que se puede resolver por
variables separables

∂ψ̃

∂ z
=−i(2π)2cL

[
f 2
x + f 2

y
]

ψ̃,

ln ψ̃ =−i(2π)2cL
[

f 2
x + f 2

y
]

z+ cte,

ψ̃ = ψ̃0 exp{−i(2π)2cL
[

f 2
x + f 2

y
]

z}.

Aplicando una transformada inversa de Fourier a ambos lados, se obtiene

ψ(x,y,z) = F−1 [F [ψ(x,y,0)]exp{−i(2π)2cL
[

f 2
x + f 2

y
]

z}
]
.

Y para cualquier intervalo ∆z, tendremos

ψL(x,y,z+∆z) = F−1 [F [ψ(x,y,z)]exp{−i(2π)2cL
[

f 2
x + f 2

y
]

∆z}
]
. (4.9)

La expresión anterior es la contribución lineal en un punto z + ∆z, donde F [ψ(x,y,z)] es la
transformada de Fourier de la función de entrada y ∆z es el paso. Recordemos que el método de
SSF divide la contribución lineal en dos partes en un segmento ∆z, por lo que la expresión final que
se utilizará en el algoritmo es

ψL(x,y,z+∆z/2) = F−1 [F [ψ(x,y,z)]exp{−i(2π)2cL
[

f 2
x + f 2

y
]

∆z/2}
]
. (4.10)

4.2.2. Resolución de la Contribución No Lineal

A comparación de la parte lineal, la no lineal resulta ser más sencilla, ya que la ecuación (4.3) es
una ecuación diferencial de primer orden y también se puede resolver por el método de variables
separables.

∂ψ

∂ z
= icNL(ec3|ψ|2−1)ψ,

lnψ = icNL(ec3|ψ|2−1)z+ cte,

ψ(x,y,z) = ψ(x,y,0)exp{icNL(ec3|ψ|2−1)z}.

Nótese que para poder integrar respecto a z, | ψ |2 tiene que ser independiente de z (Apédice B.2).
Finalmente, tendremos la expresión para el segmento ∆z como

ψNL(x,y,z+∆z) = ψ(x,y,z)exp{icNL(ec3|ψ|2−1)∆z}. (4.11)
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4.2.3. Contribución lineal y no lineal

Ya derivadas las expresiones (4.10) y (4.11), procedemos a conglomerarlas para obtener una aproxima-
ción. Sea ψ0 un haz incidente al sistema, ψL,n el resultado de aplicar la primera mitad de la contribución
lineal en el n-ésimo segmento, ψNL,n el producto de aplicar la aportación de la parte no lineal en el
n-ésimo segmento y ψn el haz que dimana del n-ésimo segmento. Matemáticamente, ésto, para el
primer segmento es

1. ψL(ψ0,∆z/2) = F−1 [F [ψ0]exp{−i(2π)2cL
[

f 2
x + f 2

y
]

∆z/2}
]
≡ ψL,1.

2. ψNL(ψL,1,∆z) = ψL,1 exp{icNL(ec3|ψL,1|2−1)∆z} ≡ ψNL,1.

3. ψL(ψNL,1,∆z/2) = F−1 [F [ψNL,1]exp{−i(2π)2cL
[

f 2
x + f 2

y
]

∆z/2}
]
≡ ψ1.

Y en general, para el n-ésimo segmento ∆z se ejecuta

1. ψL(ψn−1,∆z/2) = F−1 [F [ψn−1]exp{−i(2π)2cL
[

f 2
x + f 2

y
]

∆z/2}
]
≡ ψL,n.

2. ψNL(ψL,n,∆z) = ψL,n exp{icNL(ec3|ψL,n|2−1)∆z} ≡ ψNL,n.

3. ψL(ψNL,n,∆z/2) = F−1 [F [ψNL,n]exp{−i(2π)2cL
[

f 2
x + f 2

y
]

∆z/2}
]
≡ ψn.

Por lo que se puede aplicar en el algoritmo como un ciclo que se repetirá n veces según la definición
del tamaño del paso ∆z= z/n. Hasta aquí, el método de SSF se ha aplicado de una manera matemática
la cual será la esencia del algoritmo. No obstante, para su implementación computacional es necesario
considerar diversos factores los cuales se explicarán en el siguiente capítulo.

4.3. Aplicación del SSFM a la Aproximación del Medio Kerr

Resolveremos ahora la expresión (3.18) mediante un desarollo similar al de la sección anterior.
Separémosla en sus respectivas contribuciones

L : iψz + cL∇
2
⊥ψ = 0, (4.12)

NL : iψz + c3cNL|ψ|2ψ = 0. (4.13)

Siguiendo el mismo proceso que en la sección 6.1.1 para resolver la contribución lineal, se obtiene
que ψL en general, es de la forma

ψL(x,y,z+∆z/2) = F−1 [F [ψ(x,y,z)]exp{−i(2π)2cL[ f 2
x + f 2

y ]∆z/2}
]
. (4.14)

Y similarmente a la sección 6.1.2,

ψNL(x,y,z+∆z) = ψ(x,y,z)exp{ic3cNL|ψ|2∆z}. (4.15)

Por lo que para la propagación en un segmento ∆z, se realiza
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1. ψL(ψn−1,∆z/2) = F−1 [F [ψn−1]exp{−i(2π)2cL[ f 2
x + f 2

y ]∆z/2}
]
≡ ψL,n.

2. ψNL(ψL,n,∆z) = ψL,n exp{ic3cNL|ψL,n|2∆z} ≡ ψNL,n.

3. ψL(ψNL,n,∆z/2) = F−1 [F [ψNL,n]exp{−i(2π)2cL[ f 2
x + f 2

y ]∆z/2}
]
≡ ψL,n.

4.4. Aplicación del SSFM a un Medio Coloidal Saturable

Para la ecuación NLS del medio coloidal saturable, la aplicación del método SSF será análoga al
desarollo realizado para el modelo exponencial. Separando (3.28) en su parte lineal y no lineal
obtendremos

L : iψz + cL∇
2
⊥ψ = 0, (4.16)

NL : iψz + cNL(
η(|ψ|2)

η0
−1)ψ = 0. (4.17)

De igual forma, al resolver la contribución lineal tendremos que

ψL(x,y,z+∆z/2) = F−1 [F [ψ(x,y,z)]exp{−i(2π)2cL[ f 2
x + f 2

y ]∆z/2}
]
, (4.18)

mientras que el aporte no lineal es

ψNL(x,y,z+∆z) = ψ(x,y,z)exp

{
icNL

[
η(|ψ|2)

η0
−1

]
∆z

}
. (4.19)

Y el ciclo, en general, del algoritmo seguirá el siguiente orden:

1. ψL(ψn−1,∆z/2) = F−1 [F [ψn−1]exp{−i(2π)2cL[ f 2
x + f 2

y ]∆z/2}
]
≡ ψL,n.

2. ψNL(ψL,n,∆z) = ψL,n exp{icNL

[
η(|ψL,n|2)

η0
−1
]

∆z} ≡ ψNL,n.

3. ψL(ψNL,n,∆z/2) = F−1 [F [ψNL,n]exp{−i(2π)2cL[ f 2
x + f 2

y ]∆z/2}
]
≡ ψn.



Capítulo 5

Desarrollo del Algoritmo

En éste capítulo se explicará a detalle el desarrollo del algoritmo, así como los factores físicos y
numéricos que fueron necesarios considerar. La implementación computacional del presente trabajo
se llevó a cabo en el entorno de programación de MATLAB debido a los conocimientos previos que
se tenían sobre éste lenguaje, además de la disponibilidad de alguas herramientas matemáticas.

El código principal se divide en las siguientes secciones: las variables y condiciones del sistema,
creación de ventanas, optimización, pre-tratamiento del campo, cálculos con el método SSF, genera-
ción de los vectores resultantes y las gráficas de éstos. El algoritmo permite al usuario definir la
magnitud de los valores experimentales, incluyendo la estructura del haz, así como la selección de
cualquiera de los tres modelos. Para cada modelo se definió una función en subcódigos al cual el
código principal llamará si el usuario lo requiere. Las líneas del código que se escribieron se presentan
en el Apéndice E.

5.1. Definición de variables y constantes físicas

Primero se definieron las constantes físicas necesarias en el sistema internacional de unidades, según
las ecuaciones obtenidas en el capítulo 3:

ε0 = 8.854187817×10−12
[

F
m

]
Permitividad en el vacío

µ0 = 4π×10−12
[

H
m

]
Permeabilidad en el vacío

c0 = 299792458
[m

s

]
Velocidad de la luz en el vacío

kB = 1.38064852×10−23
[

J
K

]
Constante de Boltzmann

Establezcamos ahora las condiciones del sistema de una suspensión de partículas esféricas de
poliestireno en agua a temperatura ambiente:

48
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a = 35×10−9 [m] Radio de las partículas

np = 1.57 Índice de refracción de las partículas

nm = 1.33 Índice de refracción del agua

T = 295 [K] Temperatura ambiente

η0 = 1×10−3 Concentración inicial de partículas(Matuszewski y cols., 2008)

Se utilizó dicho material en particular debido a que es uno de los sistemas experimentales más
empleados por los miembros del laboratorio de Micromanipulación Óptica y en un futuro se prente
realizar una comparación entre el modelo teórico y el experimental. Por otro lado, el valor de η0 = 1×
10−3 corresponde a un volumen ocupado por las partículas en el volumen total de 1%. Consideremos
ahora, que un haz de láser incide con las siguientes características:

λ0 = 532×10−9 [m] Longitud de onda en el vacío

w0 = 3×10−6 [m] Radio del haz (Apéndice C)

I0 =
cne f f ε0

2
|E0|2 =

2ne f f P0

πw2

[
W
m2

]
Intensidad inicial (Apéndice A.1.1)

donde P0 es la potencia aplicada al láser y experimentalmente es el valor que controla la intensidad
inicial del haz. No obstante, para el análisis se tratará directamente con la intensidad ya que resulta
más conveniente tratar directamente con ésta, además de que será útil si más adelante se requiere
tener la intensidad en términos de la potencia aplicada. Con los valores anteriores, podemos escribir
las siguientes relaciones:

k0 = 2π/λ0

[
1
m

]
Número de onda

Vp =
4
3

πa3 [m3] Volúmen de las partículas

m = np/nm Razón entre índices

δ =
m2−1
m2 +2

α = 3Vpε0n2
mδ

[
Cm2

V

]
Polarizabilidad de las partículas

Posteriormente, se definieron las constantes cL,cNL y c3 como se presentan en la Sección 3.4 del
Capítulo 3, en función de los valores ya definidos:
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cL =
1

2k0nm(1+3δη0)
1
2

cNL =
3δk2

0n2
m

2k0nm(1+3δη0)
1
2

η0

c3 =
α

4kBT
.

5.2. Definición de la ventana y los pasos

Una vez que se definieron las constantes necesarias, el siguiente paso consiste en definir el tamaño de
la ventana en la que se trabajará la propagación del haz. En general, se utilizan tamaños de, al menos,
10 veces mayor que el diámetro del haz para evitar colisiones en las fronteras como se mencionó
anteriormente (G. P. Agrawal, 2007). No obstante, cuando se trabajan con distancias de propagación
mayores, es conveniente definir ventanas más grandes debido a que pueden existir filamentos que se
difracten más rápido.

El método de SSF nos indica que es necesario la implementación de transformadas de Fourier
y transformadas inversas, por lo que ésto implica que debemos crear otra ventana en el espacio
recíproco. Es decir, para la propagación lineal, se trabajará en el espacio de Fourier mientras que
el espacio de coordenadas servirá para propagar la contribución no lineal.

5.2.1. Espacio de Coordenadas

Para la creación de la matriz de coordenadas, primero se fijó un tamaño de paso óptimo dx para
generar un vector que sea el encargado de producir a la ventana. Si consideramos que el haz incide
con una cintura del orden de micrómetros, como mínimo debemos tener una ventana 10 veces más
grande:

dx = 1×10−7[m].

Lo siguiente consistió en definir una constante N que controlará el tamaño de la matriz. Así,
definimos ahora el vector que generará eventualmente a la matriz de coordenadas:

xx =−N dx
2

: dx :
N dx

2
−dx,

donde el tamaño de xx está sujeto al valor de N. La matriz por lo tanto, se define como una malla o
cuadrícula del vector xx con la función meshgrid de MATLAB:

[X,Y] = meshgrid(xx,xx). (5.1)
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Aquí, X es una matriz donde cada renglón es una copia de xx, mientras que Y es una matriz conforma-
da por copias de xx en cada columna. Por lo que X y Y conforman las matrices para sus respectivas
coordenadas.

También se determinó el tamaño del paso dz a lo largo de la longitud de propagación z, que puede
ser variada según sea el caso

dz = 1×10−9 [m] .

Conforme dz sea menor, la precisión del algoritmo aumentará a costa de mayor tiempo de cómputo
y viceversa. En general, la distancia mínima de propagación será de 0.1× 10−3[m], por lo que un
tamaño de paso del orden de nanómetros entregará una buena resolución.

Como se mencionó anteriormente, las fronteras de la ventana son periódicas al aplicar la transfor-
mada rápida de Fourier y se quiere evitar a toda costa las inestabilidades numéricas que éstas puedan
ocasionar. Para solucionar ésto, a la ventana se le multiplicó una función de apodización, la cual
es una supergaussiana, con forma de meseta, que multiplica por 1 a todos los valores centrales pero
cerca de las fronteras se desvanece rápidamente a cero ’eliminando los pies’ de la función original. En
MATLAB, esto se puede implementar utilizando la función tukeywin, la cual se encuentra disponible
en la biblioteca de MATLAB, que genera un vector:

ap = tukeywin(N,p)

donde N es el mismo valor definido previamente y define el tamaño del vector de apodización,
mientras que p es un valor que varía entre 0 y 1 y determinará qué tan ancha es la meseta. Conforme p
tiende a 0, la función se acerca a 1. La Figura 5.1a muestra el comportamiento de la función tukeywin
para distintos valores de p. Para éste caso, un valor de p= 0.15 es suficientemente bueno para prevenir
posibles problemas en las fronteras. Posteriormente, se genera una matriz de apodización del mismo
tamaño que la ventana:

[Apx,Apy] = meshgrid(ap,ap)

Ap = Apx ·Apy

La variable Ap es una matriz de N×N que se multiplicará directamente al campo para mandar a cero
todos los valores cercanos a las fronteras. A dicha matriz nos referimos como función de apodización,
la cual es ampliamente utilizada en procesos numéricos que involucran tratamientos de señales con
transformadas de Fourier (Tahic y Naylor, 2005). La Figura 5.1b muestra el gradiente de los valores
de la matriz para p= 0.15, donde se puede observar que una amplitud de 1 abarca una gran parte de
la ventana.

5.2.2. Espacio de Fourier

Así como se definió una ventana en el espacio de coordenadas para trabajar la propagación, es
necesario crear otra ventana en el espacio de Fourier. Retomemos la ecuación que describe la contribu-
ción lineal de los tres medios:
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(a) (b)

Figura 5.1: Esquemas para ilustrar la apodización para N= 1000. La primera gráfica muestra que
conforme p→ 0, la apodización se acerca a 1. En éste caso, p=0.15 es un valor razonable para aplicarlo
a la ventana. En la segunda figura se muestra la matriz de apodización creada por p= 0.15.

ψL(x,y,z+∆z/2) = F−1 [F [ψ(x,y,z)]exp{−i(2π)2cL[ f 2
x + f 2

y ]∆z/2}
]
. (5.2)

Como podemos observar, el término [ f 2
x + f 2

y ] implica que debemos trabajar en el espacio recíproco.
Dado a que el espaciamiento entre los elementos de la ventana del espacio de coordenadas se definió
de manera discreta, el espacio de Fourier también deberá ser discreto. Por lo tanto, es favorable
emplear la transformadad discreta de Fourier (B.10) (Apéndice B.2) en lugar de una transformada
de Fourier convencional. Para crear dicha ventana, comencemos por definir los valores ∆x=L/N y
∆f= 1/∆xN como se presentan en (B.8) y (B.9), respectivamente. El valor N, de nuevo, define la
cantidad de elementos que tendrá un columna de la matrix cuadrada de la ventana recíproca. Así,
definimos en el algoritmo los tamaños del paso recíproco

dfx = 1/dx N,

con lo que generamos el vector

gx =−
Ndfx

2
: dfx :

Ndfx

2
−dfx,

y las matrices

[fx, fy] = meshgrid(gx,gx). (5.3)

5.3. Factores para agilizar el cómputo

Antes de comenzar con la parte física del problema, se consideraron algunos factores para optimizar
el tiempo de cómputo que se aplicaron en el algoritmo, ya sea de manera inmediata o posteriormente.
Siempre que se realizan simulaciones, el tiempo requerido para terminar una simulación es un factor
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muy importante a considerar. En algunos casos, los cálculos pueden tardar hasta semanas o incluso
meses. Por razones obvias, ésto no es práctico y por eso se emplean diversas técnicas para agilizar el
cómputo.

Transformada Rápida de Fourier

La transformada rápida de Fourier (FFT) es una herramienta computacional que, su principal ventaja
es reducir el cómputo de una transformada discreta de Fourier (DFT) mediante el uso de un valor de
N apropiado. Para ésto, se requiere que N sea de la forma

N = 2s, (5.4)

donde s es un entero arbitrario. Para el cálculo de N ciclos, el método DFT implica repetir el proceso
2N veces. En contraste, la FFT requiere el uso de N

2 log(2N) operaciones (método de Cooley y Tukey
(Cooley y Tukey, 1965)). Si, por ejemplo N = 1024 = 210, la transformada rápida logra una reducción
computacional por un factor de 200 (Arfken y Weber, 1999). Para la mayoría de los casos, un valor
de N= 512 = 29 fue lo suficientemente grande para evitar colisiones en el borde.

Almacenamiento de datos

Por otro lado, se definió un parámetro que llamamos Nstp. La función de dicho valor es almacenar la
información cada que el ciclo realice Nstp cálculos. Es decir, si Nstp= 100, el ciclo correrá 99 veces
sin guardar los resultados sino hasta el centésimo paso. A pesar de que éste ajuste es fuente de pérdida
de información, resulta útil cuando la variación entre cada Nstp pasos es pequeña.

Por ejemplo, si se tiene una longitud de propagación de z = 1× 10−4m y un tamaño de paso de
dz = 1× 10−9, el algoritmo deberá almacenar 100 000 valores de datos en la memoria, alentando
como consecuencia el proceso. En cambio, si se escoge Nstp= 100, la computadora guarda 1 000
matrices, lo cual aligera el cómputo en gran medida. Por ésto se debe ser cuidadoso con la elección
de Nstp para optimizar la velocidad y al mismo tiempo, procurar que la pérdida de datos sea mínima.

Unidad de Procesamiento Gráfico

Una herramienta muy útil es la Unidad de Procesamiento Gráfico (GPU), el cual es un co-procesador
que contiene una gran cantidad de unidades funcionales y su gran ventaja es que aligera la carga
de trabajo del CPU. De manera sencilla, a cada valor de una matriz se le asigna una unidad que se
encargará de realizar los cálculos de manera independiente. Para ésta implementación en MATLAB,
se convierte el vector o la matriz deseada a un arreglo de GPU mediante la función X ′= gpuArray(X).

Estructura en Funciones

Finalmente, en lugar de escribir todas las líneas de código en un sólo script, se crearon funciones
independientes, para los distintos modelos, que pueden ser llamadas por el algortimo principal si
se necesitan. Ésto debido a que MATLAB trabaja de manera más eficiente en una estructura de
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funciones, además de resultar más sencillo y conveniente editarlas individualmente. La herramienta
para definir y llamar a una función es:

[X1,X2, . . . ,X j] = f uncion(x1,x2, . . . ,ni)

donde xi son los valores de entrada que necesita cada función para poder realizar los cálculos, mientras
que X j serán los resultados obtenidos por la función, que regresará al código principal.

5.4. Tratamiento previo del Campo

Con lo realizado en las secciones anteriores, ya se tienen las bases para comenzar a trabajar con la
parte física del problema. Lo primero que se hace es definir la estructura del campo eléctrico incidente
y convertirlas en un arreglo de GPU, por lo que se le permite escoger al usuario entre un haz Gaussiano
o un vórtice óptico:

E0 = gpuArray(E0e−
X2+Y2

w0 ) Haz Gaussiano (5.5)

E0 = gpuArray(E0e−
X2+Y2

w0 e−iφ`) Vórtice Óptico (5.6)

donde X y Y son las matrices que se obtuvieron en (5.1). Si se desea trabajar con un vórtice óptico,
es necesario introducir un valor de la carga topológica `, mientras que la fase está dada por φ =
tan−1(Y/X). En el Apéndice E, donde se encuentran las líneas de código, se puede observar que el
usuario puede ingresar cualquier estructura, para lo que sólo necesita definir la ecuación del campo
en cuestión.

Posteriormente se le aplica la función de apodización, que debe pasarse primero a un arreglo de
GPU, Ap = gpuArray(Ap):

E = Ap ·E0 (5.7)

Ahora, recordemos que para comenzar con el método SSF, debemos aplicar una transformada
rápida de Fourier en dos dimensiones al campo de entrada f f t2. Primero se aplica una función
f f tshi f t al campo original, la cual reordena el componente cero del espacio recíproco al centro

E = f f tshi f t(E)
E = f f t2(E)

lo cual será la expresión de entrada la amplitud en la ecuación (5.2).

De manera adicional debemos convertir las ventanas del espacio de Fourier en (5.3) a un arreglo
de GPU y aplicarles un f f tshi f t para que concuerde con el campo E:

fx = gpuArray(fx) fy = gpuArray(fy)
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y finalmente podemos definir:

f = f2
x + f2

y

5.5. Funciones para cada modelo

Una vez que ya se definieron las matrices Ap, E y f, se escribieron funciones adicionales, que
corresponden al modelo Kerr, exponencial y saturable. Adicionalmente, se creó un menú con una lista
de opciones para hacer el análisis de cualquiera de los 3 modelos si el usuario lo requiere, ésto con el
fin de poder estudiar cada una de manera individual o comparar el comportamiento de la intensidad y
concentración entre modelos.

Como resultado, cada función entrega 3 vectores, que servirán para graficar la intensidad y concen-
tración en el centro del haz, y una matriz, necesaria para graficar el perfil del haz a lo largo de la
propagación con una escala de colores.

La Figura 5.2 muestra el diagrama de flujo que sigue el algoritmo principal, donde realiza todo el
tratamiento inicial para llegar a E0 y dependiendo de la elección, manda a llamar las funciones. Cada
función resuelve el campo mediante el método de SSF en donde almacena la información cada Nstp
cálculos y realiza éste proceso z/(Nstp×z) veces. Una vez que termina el ciclo, la función regresa los
vectores y matrices al algoritmo principal para que éste grafique los resultados y los guarde en una
carpeta nueva al cual le asigna un nombre relacionado con las características del sistema y del haz de
entrada.

5.5.1. Modelo Exponencial

Guiándonos en el desarrollo de la sección 4.2, se escribieron dos ciclos anidados, uno para el desarro-
llo del método de SSF y otro para el amacenamiento de datos, es decir:

1 kk =1;
2 f o r z j = Nstp ∗dz : Nstp ∗dz : z
3 f o r zk=dz : dz : Nstp ∗dz
4 E=E . ∗ exp (−1 i ∗ ( dz / 2 ) ∗ ( ( 2∗ p i ) ^2 ) ∗cL .∗GV) ;
5 E= i f f t 2 ( E ) .∗ ap ;
6 E=E . ∗ exp (1 i ∗dz∗cNL∗ ( exp ( c3 ∗ ( ( abs ( E ) ) . ^ 2 ) )−1) ) ;
7 E= f f t 2 ( E ) ;
8 E=E . ∗ exp (−1 i ∗ ( dz / 2 ) ∗ ( ( 2∗ p i ) ^2 ) ∗cL .∗GV) ;
9 end

10 f f = i f f t 2 ( E ) ;
11 e t a e x p = e t a 0 ∗ ( exp ( c3 ∗ ( abs ( E ) . ^ 2 ) ) ) ;
12 %Almacenamiento de Datos ( S e c c i o n 5 . 5 . 4 )
13 end

Donde la tercera línea da la indicación de realizar el ciclo Nstp∗dz veces en pasos de dz y una vez que
acaba, aplica una transformada inversa de Fourier al campo resultante sólo para almacenar la matriz
correspondiente a la distancia Nstp∗dz. Así, se reinicia el ciclo para los siguientes Nstp∗dz pasos. el
proceso se repite z/(Nstp×dz) veces hasta llegar a la longitud de propagación z. Podemos notar que
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Funciones

E0

Modelo
Exponencial

Inicia
Función

Modelo
Kerr

Modelo
Saturable

Lineal (∆z/2)

No Lineal (z)

Lineal (∆z/2)

Nstp
veces

z/(Nstp×dz)
veces

Guarda
Datos

Finaliza
Función

Gráficas

Figura 5.2: Diagrama de flujo del algoritmo principal. Los bloques elípticos simbolizan acciones que
realiza el código principal mientras que los bloques cuadrados representan el proceso que siguen los
códigos en funciones.
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la tercera línea del código corresponde al aporte lineal de la propagación en dz/2, la cual trabaja en el
espacio de Fourier. Posteriormente, aplica una transformada inversa al resultante, multiplicándole la
función de apdización, para poder propagar el haz en el espacio de coordenadas en la línea 6. Ya que
termina de calcular la parte no lineal, manda al campo a su espacio recíproco con una transformada
rápida de Fourier para terminar de obtener la segunda parte de la contribución lineal. Nótese que
la línea 11 es la expresión de la concentración de partículas, por lo que calcula el valor de η a la
distancia Nstp×dz. Las líneas de código que se escribieron para guardar la información se explicarán
más adelante, ya que son prácticamente las mismas para todos los modelos.

5.5.2. Modelo Kerr

Análogamente al modelo exponencial, se escribieron las siguientes líneas, que difieren del modelo
exponencial sólo por la contribución no lineal y la expresión de la concentración:

1 kk =1;
2 f o r z j = Nstp ∗dz : Nstp ∗dz : z
3 f o r zk=dz : dz : Nstp ∗dz
4 E=E . ∗ exp (−1 i ∗ ( dz / 2 ) ∗ ( ( 2∗ p i ) ^2 ) ∗cL .∗GV) ;
5 E= i f f t 2 ( E ) .∗ ap ;
6 E=E . ∗ exp (1 i ∗dz∗cNL∗ c3 ∗ ( abs ( E ) . ^ 2 ) ) ;
7 E= f f t 2 ( E ) ;
8 E=E . ∗ exp (−1 i ∗ ( dz / 2 ) ∗ ( ( 2∗ p i ) ^2 ) ∗cL .∗GV) ;
9 end

10 f f = i f f t 2 ( E ) ;
11 e t a k e r r = e t a 0 ∗ (1+ abs ( E ) . ^ 2 ) ;
12 %Almacenamiento de Datos ( S e c c i o n 5 . 5 . 4 )
13 end

5.5.3. Modelo Saturable

Antes de presentar las líneas de código esenciales del modelo saturable, es necesario recordar que éste
modelo requiere una solución numérica de la ecuación (3.27) para obtener un valor de η dependiente
de la intensidad I:

[g(η)−g(η0)]− c3|E|2 = 0.

Es decir que, en cada ciclo es necesario resolver dicha ecuación mediante un método iterativo, por
ejmplo el de Runge-Kutta. No obstante, implementar la iteración en cada ciclo implicaría una gran
pérdida en el tiempo de cómputo. Para solucionar lo anterior, se propuso crear primero un muestreo
de las soluciones de la ecuación (3.27) mediante un método iterativo para un amplio rango de valores
de la intensidad, y después almacenar una matriz de dos columnas: una para los valores de |E|2 y la
otra de los valores de η correspondientes a su intensidad.

En MATLAB, la función vpasolve( f (x),x,x0) es una herramienta que facilita la resolución de
ecuaciones de manera numérica, donde f (x) es la ecuación a resolver igualada a cero, x la variable en
cuestión y x0 es la estimación inicial. Es decir, la resolución se escribe en el algoritmo de la forma:
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x = vpasolve
(

3−η

(1−η)3 + lnη− 3−η0

(1−η0)3 − lnη0− c3|E|2,η ,x0

)
Para estimar el conjunto de η que depende de I, sólo es necesario definir al conjunto de valores

de la intensidad y aplicarle un f or a lo anterior

1 x0 = 0 . 5 ;
2 l l =0 ;
3 f o r i n t = 0 : 5 e12 : 1 e15
4 syms x
5 x1= v p a s o l v e ( (( (3− x ) / ( (1− x ) ^3 ) ) + l o g ( x ) . . .
6 − ((3− e t a 0 ) / ( (1− e t a 0 ) ^3 ) )− l o g ( e t a 0 ) ) ∗ ( 1 / c3 ) − i n t , x , x0 ) ;
7 l l = l l +1 ;
8 I ( l l ) = i n t ;
9 v e c e t a ( l l ) = d oub l e ( x1 ) ;

10 end

Con el fin de corroborar la validez de lo anterior, se comparó resolviendo numéricamente con el
método de Runge-Kutta de 4o orden, ambas con pasos de dE2=1e11, un valor final de E2f=1e15 y
estimación inicial de 0.5, debido a que la concentración varía entre 0.001 y 0.74. En la Figura 5.3a,
se muestra dicha comparación, en donde se puede observar que en general, ambas se comportan
prácticamente de la misma manera. No obstante, a intensidades bajas, existe un error en el método de
Runge-Kutta(puntos), ya que se consideró que la concentración inicial era η0 = 1×10−3 y como se
observa en la gráfica 5.3b, que η(|E|2 = 0) 6= 0.001. Ésto se debe a que el tamaño del paso no era
lo suficientemente pequeño y definir un tamaño más pequeño llena la memoria de la computadora.
Por ende, la iteración no fue precisa con el método de Runge-Kutta, además de que la estimación
inicial era lejana al valor de η0. Por ésto y, sobre todo, por simplicidad, se utilizó la función vpasolve.
Con el fin de evitar repetir éste proceso cada vez que se corra una simulación, los vectores resultantes
se almacenaron en un archivo con extensión .mat, el cual simplemente es llamado por el algoritmo
cuando es necesario.

Para poder calcular cualquier valor arbitrario de η , se utiliza una cerca cúbica interpoladora
(Apéndice A.4), la cual ajusta una curva de manera polinomial a trozos a un conjunto de puntos
discretos dados para construir nuevos valores de puntos (Mathews y Fink, 2004). Por lo que implemen-
tando una interpolación, nos podemos evitar el empleo de un método iterativo en cada ciclo, agilizando
el cómputo de manera drástica. En MATLAB dicha herramienta se encuentra establecida por la
función spline. A pesar de que es importante que se necesita un tamaño de paso entre intensidades lo
suficientemente pequeño para obtener buenas aproximaciones, es importante considerar que confor-
me el conjunto de valores incrementa, la función spline tarda más en calcular la interpolación. Es
por ésto que se busca un tamaño intermedio que sea lo suficientemente pequeño para tener una buena
precisión pero a la vez no genere un conjunto muy amplio de valores. La Figure 5.4 muestra una
comparación entre tamaños de pasos, de donde se concluyó que un tamaño de paso que genere 1000
elementos es suficiente.

Finalmente, se escribió el código para el modelo saturable de la forma:

1 l o a d ( ’ D i r e c t o r i o \ \ v e c t o r e s . mat ’ )
2 v e c e t a = do ub l e ( v e c e t a ) ;
3 kk =1;
4 f o r z j = Nstp ∗dz : Nstp ∗dz : z
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5 f o r zk=dz : dz : Nstp ∗dz
6 E=E . ∗ exp (−1 i ∗ ( dz / 2 ) ∗ ( ( 2∗ p i ) ^2 ) ∗cL∗GV) ;
7 E= i f f t 2 ( E ) .∗ ap ;
8 sp =( abs ( E ) ) . ^ 2 ;
9 e t a = s p l i n e ( I , v e c e t a , sp ) ;

10 E=E . ∗ exp (1 i ∗cNL ∗ ( ( e t a / e t a 0 )−1)∗dz ) ;
11 E= f f t 2 ( E ) ;
12 E=E . ∗ exp (−1 i ∗ ( dz / 2 ) ∗ ( ( 2∗ p i ) ^2 ) ∗cL∗GV) ;
13 end
14 f f = i f f t 2 ( E ) ;
15 %Almacenamiento de Datos ( S e c c i o n 5 . 5 . 4 )
16 end

Notemos que la contribución lineal es idéntica a los otro dos modelos, mientras que la gran diferencia
reside en la no linealidad donde es necesario aproximar primero el valor de la concentración en las
líneas 6 y 7 mediante la función spline al valor correspondiente de la intensidad. La primera línea es
necesaria para llamar los vectores de intensidad y eta calculados en un algoritmo previo con el fin de
poder emplearlos en la interpolación.

5.5.4. Generación de los vectores resultantes

Las líneas para el almacenamiento de resultados fue parecido para todos los modelos. Principalmente,
se almacenaron 3 vectores: el primero para graficar el indicador de la distancia recorrida zj y los otros
que contienen la información sobre la concentración y la intensidad máxima en el centro del haz.
También se guarda la información sobre el perfil del haz en el plano central. Las líneas, en general,
para poder generar generar los vectores son:

1 absu = abs ( f f ( round ( end / 2 ) , round ( end / 2 ) ) ) ;
2 a b s u p e r f = abs ( f f ( round ( end / 2 ) , : ) ) ;
3 maxu=max ( absu ) ;
4 maxin t = ( ( maxu ) ) . ^ 2 ;
5 v e t a =max ( e t a ( round ( end / 2 ) , : ) ) ;
6 absuu = g a t h e r ( a b s u p e r f ) ;
7 ampumat ( : , kk ) = absuu ;
8 p l o t k k ( kk ) = z j ;
9 p l o t v e t a ( kk ) = v e t a ;

10 p l o t m a x i n t ( kk ) = maxin t ;
11 kk=kk +1;

Las líneas 1, 3 y 4 se encargan de obtener la intensidad máxima del vector central de la matriz
resultante, mientras que la línea 6 extrae el valor máximo de la concentración, también del vector
central de la matriz y las líneas 2 y 6 son las responsables de obtener el plano central del perfil y
generar una matriz. Finalmente, las líneas 7, 8, 9 y 10 sirven para almacenar las distnacias y los
máximos de intensidad y concentración en un arreglo de vectores y la matriz del perfil. El parámetro
kk funciona como indicador para poder guardar los valores en orden.
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(a)

(b)

Figura 5.3: a) Comparación de los resultados numéricos de la función vpasolve (línea continua)y el
método de Runge-Kutta (puntos). b) Se observa en la segunda gráfica (acercamiento de la primera)
que en eta(|E|2 = 0) no corresponde al valor de la concentración inicial η0 para el método de
Runge-Kutta. Cabe destacar que para ambas gráficas, se graficaron una menor cantidad valores de
los obtenidos con el fin de permitir una mejor visualización.
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Figura 5.4: Los valores en forma de círculos representan el conjunto de valores obtenidos para un
tamaño de paso más grande, generando un conjunto de 100 valores. Mientras que la línea continua
tiene un tamaño de paso más fino que produce un conjunto de 10000 valores.



Capítulo 6

Resultados y Análisis

En este Capítulo se presentan los resultados de los cálculos numéricos para la descripción de la
propagación de dos tipos diferentes de haces en un medio no lineal coloidal. Primero se presentarán las
gráficas de intensidad contra concentración y así obtener el rango de intensidades donde el comporta-
miento de los modelos es comparable. Por lo que los resultados se dividen en 3 casos para un
haz Gaussiano: la primera de intensidades bajas para todos los modelos, seguida de intensidades
intermedias para los modelos exponencial y saturable y por último, un análisis más profundo de los
parámetros que influyen en la propagación de un haz en el modelo saturable. En una sección posterior,
se muestran también los resultados obtenidos de la propagación de un vórtice en el medio saturable.
En resumen, tendremos dos secciones, la primera para analizar los 3 modelos con un haz Gaussiano
mientras que la segunda será para el estudio de la propagación de vórtices en un medio saturable.

Para la propagación de un haz Gaussiano se presentan 3 gráficas que describen la evolución de
dicho haz: una gráfica de la distancia recorrida en el medio no lineal contra la concentración de
partículas, otra del cambio de la intensidad en función de la distancia recorrida y la tercera del perfil
del haz en el plano central de la propagación. Con las primeras dos podremos analizar la influencia
de algunos parámetros, mientras que la última permite visualizar la propagación. Así, se presentará al
final de la sección de los Gaussianos, los parámetros necesarios para lograr la formación de un solitón
espacial. En el caso de un vórtice, se presenta adicionalmente el perfil frontal del haz, ya que éste será
la principal fuente de información que nos permite estudiar la evolución de su estructura.

Por otro lado, como se mencionó anteriormente, a lo largo de este trabajo nos referimos a |E|2
como la intensidad del haz debido a que, como se puede observar en los capítulos anteriores, la
resolución requiere sólamente de la norma cuadrada de la amplitud del campo eléctrico. Por lo que
los resultados presentados también estarán en función de |E|2. No obstante, al final de cada sección
se muestra una tabla de equivalencias de |E0|2 con I0 y P0 para tener una percepción más clara de los
resultados.

6.1. No Linealidades

Con el fin de conocer el rango de intensidades válidas para los 3 casos que se explicaron previamente,
se graficaron las respectivas ecuaciones de η obtenidas en la Sección 3.4.:

62
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η = η0exp(c3|ψ|2) Modelo Exponencial

η = η0

(
1+ c3|ψ|2

)
Modelo Kerr

[g(η)−g(η0)]− c3|ψ|2 = 0 Modelo Saturable

Así, la Figura 6.1 muestra el comportamiento de la concentración en función de la intensidad descrita
por las ecuaciones anteriores. La línea amarilla representa el comportamiento del medio Kerr, mientras
que la roja al exponencial y la azul al saturable. Cabe destacar que dicha gráfica tiene la misma forma
que la presentada por Matuszewski (Matuszewski y cols., 2008, 2009a, 2009b; Matuszewski, 2010).

Figura 6.1: Dependencia de la concentración en función de la intensidad para los tres modelos
estudiados.

Haciendo un acercamiento al régimen de intensidades bajas |E|2 ∼ 1012[V
2

m2 ] (Figura 6.2a), podemos
observar que en éste orden de magnitud, el comportamiento es comparable en los tres modelos. Por
lo que las primeras simulaciones se hicieron con dichas consideraciones. La Figura 6.2b presenta
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intensidades intermedias donde el modelo exponencial y el saturable son equiparables hasta |E|2 ≈
6× 1013[V

2

m2 ]. A partir de éstos valores, el modelo exponencial carece de sentido físico ya que la
concentración alcanza valores muy altos, sobrepasando el límete físico que es η = 0.74..

(a) (b)

Figura 6.2: a) En las intensidades bajas se observa un comportamiento equiparable en los tres casos.
b) A intensidades ligeramente mayores, los modelos exponencial y saturable divergen ampliamente
del modelo Kerr.

Debido a que sólo podemos controlar la intensidad inicial, en las simulaciones es conveniente
aplicar una intensidad inicial que pertenezca dentro de estos rangos. De manera concentra, si se
quieren comparar los tres modelos, se necesita una intensidad inicial del orden de |E|2 ∼ 1012[V

2

m2 ]

hasta la intensidad crítica definida por 1/c3. En el caso de la exponencial, un valor menor a |E|2 ≈
6×1013[V

2

m2 ]. Esto, sin mencionar que a partir de cierta intensidad, la contribución no lineal es mayor
a la lineal, por lo que es necesario tener cautela con la selección inicial de la intensidad y la distancia
de propagación.

6.2. Haz Gaussiano

6.2.1. Intensidades Bajas

Como se explicó en la aproximación del medio Kerr, éste modelo es válido cuando la intensidad es
menor a la intensidad crítica 1/c3, la cual, para partículas de poliestireno en agua es:

|Ec|2 =
1
c3

=
4kBT

α
≈ 1.6651×1013

[
V 2

m2

]
,

con lo que se probaron intensidades iniciales por debajo de dicho valor para los tres modelos. Se
llevaron a cabo las simulaciones para las siguientes condiciones experimentales:
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a = 35nm Radio de las partículas

λ = 532nm Longitud de onda incidente

np = 1.57 Índice de refracción de las partículas

nm = 1.33 Índice de refracción del agua

T = 295K Temperatura ambiente

η0 = 1×10−3 Concentración inicial de partículas(Matuszewski y cols., 2008)

w0 = 3µm Cintura del haz

Respecto a las condiciones numéricas, se utilizaron los siguientes valores:

dx = dy = 0.1µm Intervalo del muestreo

N×N = 512×512 Tamaño de la ventana

z = 0.1mm Distancia de propagación

dz = 1nm Tamaño de paso a lo largo de la propagación

Con los parámetros anteriores y conociendo que |Ec|2 = 1.6651(×1014)[V
2

m2 ], se analizaron cuatro

casos para los valores iniciales: |E0|2= 0.01× 1014,0.05× 1014,0.1× 1014 y 1.6651× 1014[V
2

m2 ]. En
el Cuadro 6.1 se presentan los respectivos valores de la intensidad inicial I0 y potencia inicial P0 que
corresponden a cada caso.

Tabla 6.1: Valores equivalentes de I0 y P0 para |E0|2 bajas.

|E0|2(×1014)[V
2

m2 ] I0(×1010)[W
m2 ] P0[W ]

0.01 0.1765 0.025
0.05 0.8827 0.1248
0.1 1.765 0.2496

1.6651 2.9397 0.4156

En seguida se presentan los resultados obtenidos para las condiciones iniciales ya mencionadas.
La Figura 6.3 muestra la evolución de la intensidad en el eje central del haz conforme se propaga.

Con el fin de poder darnos una idea del efecto no lineal, se analizó adicionalmente la propagación
cuando el efecto no lineal es cero, es decir, en ausencia de partículas (η0 = 0), lo que implica
que es la propagación de un haz en el medio líquido (en éste caso, agua). En las gráficas de la
Figura 6.3, se puede observar que la intensidad decrece conforme el haz se propaga debido a que
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(a) |E0|2 = 0.01×1014[V 2

m2 ]
(b) |E0|2 = 0.05×1014[V 2

m2 ]

(c) |E0|2 = 0.1×1014[V 2

m2 ] (d) |E0|2 = 0.16651×1014[V 2

m2 ]

Figura 6.3: Gráficas del cambio en la intensidad en el eje central del haz con respecto a la distancia
recorrida para las intensidades iniciales |E0|2 a) 0.01× 1014, b) 0.05× 1014, c) 0.1× 1014 y d)
0.16651× 1014[V

2

m2 ]. Las líneas azules, naranjas, amarillas y moradas representan la propagación
del haz con el modelo saturable, el modelo exponencial, el modelo Kerr y la propagación lineal,
respectivamente.
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la contribución lineal es mayor a la no lineal, por lo que la difracción tiene un mayor peso teniendo
como consecuencia pérdidas en la intensidad del haz. No obstante, la propagación lineal nos permite
visualizar que el efecto no lineal se hace presente haciendo que el decaimiento sea más lento. Los
modelos saturable y exponencial se comportan prácticamente de la misma manera a intensidades
bajas, mientras que el caso Kerr se encuentra entre dichos modelos y el medio lineal.

Veamos ahora el cambio en la concentración de partículas, también en el eje central del haz. Las
gráficas de la Figura 6.4 muestran dicho cambio para los tres modelos con sus respectivas intensidades
iniciales.

(a) |E0|2 = 0.01×1014[V 2

m2 ]
(b) |E0|2 = 0.05×1014[V 2

m2 ]

(c) |E0|2 = 0.1×1014[V 2

m2 ] (d) |E0|2 = 0.16651×1014[V 2

m2 ]

Figura 6.4: Gráficas de la concentración de partículas η en el eje central del haz en función de
la distancia recorrida para sus respectivas intensidades iniciales |E0|2 a) 0.01× 1014, b) 0.05×
1014, c) 0.1× 1014 y d) 0.16651× 1014[V

2

m2 ]. Las líneas azules, naranjas, amarillas y moradas
representan la propagación del haz con el modelo saturable, el modelo exponencial y el modelo Kerr,
respectivamente.

Podemos notar, sobretodo en la Figura 6.4a, que la concentración tiende a la concentración inicial
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η0 = 1×10−3. Conforme se emplea una intensidad inicial mayor, la brecha entre los modelos incre-
menta, siendo mucho más notable para el caso Kerr con repecto a los otros dos. Sin embargo, la
diferencia entre éstos modelos es del orden de ∼ 10−3, por lo que aún se puede considerar que a
intensidades bajas, los tres modelos son comparables. De hecho, como podemos notar en la Figura
6.2b, a partir de un valor inicial de |E0|2 ≈ 0.4× 1014[V

2

m2 ], el comportamiento del modelo Kerr se
aleja de manera considerable con respecto a los otros.

(a) |E0|2 = 0.01×1014[V 2

m2 ] (b) |E0|2 = 0.05×1014[V 2

m2 ]

(c) |E0|2 = 0.1×1014[V 2

m2 ] (d) |E0|2 = 0.16651×1014[V 2

m2 ]

Figura 6.5: Perfiles del haz en el plano central de la propagación de los 3 modelos para las intensidades
iniciales |E0|2 a) 0.01×1014, b) 0.05×1014, c) 0.1×1014 y d) 0.16651×1014[V

2

m2 ].

Finalmente, se presentan los perfiles de los tres modelos para cada caso en la Figura 6.5. Dichos
perfiles ilustran la propagación del haz en un plano donde la escala de colores es un indicativo de la
intensidad. Para cada caso, se fijó la misma escala de colores para los tres modelos. Como podemos
ver, en la entrada los perfiles tienen la intensidad inicial y los haces se difractan en la salida. Ésto
concuerda con las gráficas de la intensidad máxima en la Figura 6.3.

De los resultados anteriores, notamos que en este régimen de intensidades bajas (|E0|2 < |Ec|2 =
0.16651× 1014[V

2

m2 ]), los tres modelos tienen un comportamiento parecido, el cual es más marcado
cuando la intensidad inicial disminuye. Y en el caso contrario, conforme se incrementa la intensidad
incidente, el comportamiento del modelo Kerr comienza a diferir ampliamente de los otros dos. De
hecho, ésto demuestra que los medios no lineales coloidales no pueden ser descritos con una ecuación
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NLS Kerr cuando se trabajan con intensidades mayores a |Ec|2.

6.2.2. Intensidades Intermedias

Una vez que concluye el análisis a intensidades bajas, pasamos ahora al régimen de intensidades
intermedias. En éste caso, el medio Kerr ya no es necesario considerarlo por lo que nos enfocaremos
en los modelos exponencial y saturable. Para estas simulaciones se emplearon exactamente las mismas
condiciones iniciales y parámetros numéricos aplicadas en la sección anterior. Una vez más, se
estudiaron cuatro casos de valores iniciales de |E0|2 = 0.2× 1014,0.25× 1014,0.3× 1014 y 0.33×
1014[V

2

m2 ]. Las intensidades de prueba fueron las subsecuentes a las intensidades bajas de la sección
anterior, hasta una intensidad donde se observó que la contribución no lineal fue mayor a la lineal,
es decir, donde ya se observa el efecto de auto-enfocamiento. En el Cuadro 6.2 se presentan los
respectivos valores de la intensidad inicial I0 y potencia inicial P0 que corresponden a cada caso.

Tabla 6.2: Valores equivalentes de I0 y P0 para |E0|2 medias.

|E0|2(×1014)[V
2

m2 ] I0(×1010)[W
m2 ] P0[W ]

0.2 3.531 0.499
0.25 4.413 0.624
0.3 5.296 0.748
0.33 5.826 0.823

Los resultados de esta sección se presentarán con la misma estructura de la sección anterior.
Las gráficas de intensidad en el eje central contra distancia recorrida se presentan en la Figura 6.6.
Una vez más, se graficó la propagación lineal en cada caso para poder visualizar el efecto no lineal.
Podemos notar que al igual que en las intensidades bajas, la intensidad decrece en ambos modelos de
manera similar conforme se propaga hasta una intensidad inicial |E0|2 = 0.3×1014[V

2

m2 ]. No obstante,
es claro que la contribución no lineal comienza a jugar un papel importante, ya que se observan
incrementos en la intensidad en los primeros pasos en forma de ’jorobas’. En la Figura 6.6d, emerge
una brecha considerable entre las jorobas de los modelos exponencial y saturable, la cual se espera
que crezca para |E0|2 mayores. Físicamente, éstos incrementos en la intensidad nos indican que existe
un auto-enfocamiento debido a la no linealidad. Ésto se podrá visualizar también en las gráficas de los
perfiles. Así, para intensidades de entrada mayores, se espera la generación de solitones espaciales.

Análogamente a las intensidades bajas, se muestran los resultados obtenidos para el cambio en la
concentra-
ción con respecto a la distancia recorrida en la Figura 6.7. Al igual que en las intensidades, dichas
gráficas presentan jorobas debidas al autoenfocamiento del haz en donde incrementa la concentración
de partículas. No obstante, éstos cambios son muy pequeños considerando que son del órden de la
concentración inicial 10−3.

Finalmente, se muestran los perfiles de la propagación del haz de ambos modelos para sus respecti-
vas intensidades iniciales en la Figura 6.8. Como se mencionó anteriormente, se puede observar un
autoenfocamiento en los perfiles, análogos a la Figura 6.6.

Por otro lado, se encontró que para un valor mayor a |E0|2 = 0.33×1014[V
2

m2 ], el modelo exponencial
presenta un comportamiento estable a lo largo de cierta distancia donde el haz continúa auto-enfocándo-
se, incrementando así su intensidad y por ende, también la concentración de partículas. Sin embargo,



CAPÍTULO 6. RESULTADOS Y ANÁLISIS 70

(a) |E0|2 = 0.2×1014[V 2

m2 ] (b) |E0|2 = 0.25×1014[V 2

m2 ]

(c) |E0|2 = 0.3×1014[V 2

m2 ] (d) |E0|2 = 0.33×1014[V 2

m2 ]

Figura 6.6: Gráficas del cambio de la intensidad en el eje central del haz con respecto a la distancia
recorrida para las intensidades iniciales |E0|2 a) 0.2×1014, b) 0.25×1014, c) 0.3×1014 y d) 0.33×
1014[V

2

m2 ]. Las líneas azules, naranjas y amarillas representan la propagación del haz con el modelo
saturable, el modelo exponencial y la propagación lineal, respectivamente.
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(a) |E0|2 = 0.2×1014[V 2

m2 ] (b) |E0|2 = 0.25×1014[V 2

m2 ]

(c) |E0|2 = 0.3×1014[V 2

m2 ] (d) |E0|2 = 0.33×1014[V 2

m2 ]

Figura 6.7: Gráficas del cambio en la concentración de partículas en el eje central del haz con respecto
a la distancia recorrida para las intensidades iniciales |E0|2 a) 0.2×1014, b) 0.25×1014, c) 0.3×1014

y d) 0.33× 1014[V
2

m2 ]. Las líneas azules y naranjas representan la propagación del haz con el modelo
saturable y el modelo exponencial, respectivamente.
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(a) |E0|2 = 0.2×1014[V 2

m2 ] (b) |E0|2 = 0.25×1014[V 2

m2 ]

(c) |E0|2 = 0.3×1014[V 2

m2 ] (d) |E0|2 = 0.33×1014[V 2

m2 ]

Figura 6.8: Perfiles del haz en el plano central de la propagación de los 2 modelos para las intensidades
iniciales |E0|2 a) 0.2×1014, b) 0.25×1014, c) 0.3×1014 y d) 0.33×1014[V

2

m2 ].
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cuando la intensidad alcanza un valor aproximado de |E|2≈ 0.6×1014[V
2

m2 ], los valores de la intensidad
y la concentración crecen de manera exponencial, careciendo de sentido físico, tal como se mencionó
en la primera sección de éste capítulo. Por lo que la distancia en donde el haz es estable en forma
de solitón es inversamente proporcional a la intensidad inicial y sólo se observa a valores iniciales
|E0|2 > 0.33×1014[V

2

m2 ].

En la Figura 6.9a se muestra el cambio en la intensidad del eje central del haz a lo largo de toda la
distancia de propagación. A diferencia de los casos anteriores, ésta presenta un crecimiento exponen-
cial cuando alcanza cierta intensidad y en seguida, se presentan inestabilidades numéricas. Haciendo
un acercamiento a la primera gráfica en 6.9b, podemos notar que la distancia donde la intensidad
permanece estable es alrededor de ∼ 0.55×10−4m.

(a) |E0|2 = 0.34×1014[V 2

m2 ] (b) |E0|2 = 0.34×1014[V 2

m2 ] (Acercamiento)

Figura 6.9: Cuando la intensidad inicial es|E0|2 = 0.34×1014[V
2

m2 ], la contribución no lineal es mayor
a la lineal, generando una región estable de auto-enfocamiento hasta llegar a un punto donde la
intensidad crece de manera exponencial y en seguida se presentan inestabilidades numéricas.

Las siguientes gráficas muestran el cambio en la concentración de partículas en el eje central del
haz para el mismo caso, donde al igual que las gráficas anteriores, el cambio es exponencial a partir
de un punto y en seguida presenta inestabilidades numéricas donde el valor de la concentración carece
de sentido físico. La Figura 6.10b es el acercamiento a la Figura 6.10a, donde podemos observar que
el cambio en la concentración cambia de manera drástica de un punto a otro.

En éste caso podemos observar que los modelos divergen a partir de una distancia de ≈ 3× 10−5m
lo cual corresponde a una intensidad ligeramente mayor a |E|2 = 4× 1013[V

2

m2 ]. Por lo que ambos
modelos tienen comportamientos similares hasta dicha intensidad y en éste régimen de intensidades
intermedias son equiparables. Con lo anterior comprobamos lo predicho con las gráficas 6.1 y 6.2b.
Por lo que podemos decir que el modelo exponencial funciona relativamente bien para describir la
propagación de un haz en un orden de µm, más allá de éste rango, el modelo no es confiable. Así,
el gran inconveniente es que la longitud de propagación en la que el modelo exponencial es válido
es muy corta y que, a diferencia del caso del modelo saturable, no tiene un límite en el crecimiento
de la concentración y por ende, de la intensidad. Ésto surge de que el modelo exponencial ignora
la interacción entre partículas, considerándolas como puntuales, las cuales pueden ocupar el mismo
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(a) |E0|2 = 0.34×1014[V 2

m2 ] (b) |E0|2 = 0.34×1014[V 2

m2 ] (Acercamiento)

Figura 6.10: Cuando la intensidad inicial es |E0|2 = 0.34× 1014[V
2

m2 ], la concentración de partículas
crece de manera exponencial y en seguida se presentan inestabilidades numéricas que carecen de
sentido físico.

espacio de manera infinita. Es evidente que físicamente ésto no puede ocurrir ya que, las partículas
nanométricas interactúan entre si, provocando una saturación. A la luz de estos resultados, se concluye
que, a pesar de que el modelo exponencial puede describir la propagación de un haz en un medio no
lineal coloidal hasta valores de |E0|2 ≈ 1013[V

2

m2 ], se encuentra limitado por la misma exponencial, que
diverge de manera muy rápida, teniendo como consecuencia el incremento drástico en la intensidad y
concentración de partículas que alcanzan valores sin sentido físico.

6.2.3. Intensidades Altas

Para terminar el análisis con un haz Gaussiano, se estudió su propagación con las mismas condiciones
experimentales que los casos anteriores, pero cambiando los parámetros numéricos:

dx = dy = 0.1µm Intervalo del muestreo

N×N = 1024×1024 Tamaño de la ventana

z = 1mm Distancia de propagación

dz = 1nm Tamaño de paso a lo largo de la propagación

A diferencia de los casos anteriores, se estudió el comportamiento a lo largo de una mayor distancia
de propagación z = 1mm, además de incrementar la resolución y el tamaño de la ventana al doble.
Ésto debido a que, al tener intensidades mayores, se observan filamentos que se difractan rápidamente
colisionando con los bordes, además de que se busca un análisis más profundo en donde se desean
evitar inestabilidades numéricas. Los valores de entrada fueron |E0|2 = 0.34 y 0.35×1014[V

2

m2 ]. En el
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Cuadro 6.3 se presentan los respectivos valores de la intensidad inicial I0 y potencia inicial P0 que
corresponden a cada caso.

Tabla 6.3: Valores equivalentes de I0 y P0 para |E0|2 altas.

|E0|2(×1014)[V
2

m2 ] I0(×1010)[W
m2 ] P0[W ]

0.34 6.002 0.8486
0.35 6.179 0.8736

La primera simulación realizada fue para una intensidad inicial de |E0|2 = 0.34× 1014[V
2

m2 ], la
misma que se empleó para el caso anterior en donde se comparó con el modelo exponencial. Ésto
debido a que en el caso exponencial, vimos que la contribución no lineal resultó ser mayor a la lineal.
Por lo que se quizo comprobar lo que ocurría en el modelo saturable. Las Figuras 6.11 muestran el
cambio en la intensidad y concentración en el eje central del haz en función de la distancia recorrida.
Podemos notar que, al igual que en las intensidades bajas e intermedias, ambas crecen en un principio
para después desvanecerse y, a diferencia del modelo exponencial, la contribución lineal sigue siendo
mayor.

(a) Intensidad vs Distancia
(b) Concentración de Partículas vs Distancia

Figura 6.11: Gráficas que muestran la evolución de a) la intensidad y b) la concentración en el eje
central del haz en función de la distancia para |E0|2 = 0.34×1014[V

2

m2 ]. A diferencia de las gráficas de
la Figura 6.9, aquí se realizó una propagación a lo largo de una distancia más larga (1mm) y se omitió
el comportamiento del modelo exponencial.

Por otro lado, cuando incide un haz de intensidad inicial |E0|2 = 0.35×1014[V
2

m2 ] (Figura 6.12), los
efectos no lineales resultan ser mayores, por lo que el haz continúa auto-enfocándose a lo largo de la
distancia de propagación. De manera similar al modelo exponencial, la intensidad y la concentración
crecen exponencialmente a partir de un punto hasta alcanzar una saturación de partículas. Podemos
notar en las gráficas que los valores de la intensidad y la concentración parecen oscilan a lo largo
de una distancia de manera ’amortiguada’. Posteriormente, incrementa la intensidad y se rompe el
haz central en filamentos perdiendo así intensidad. Cabe destacar que la concentración de partículas,
a pesar de superar el valor de la transición de fase η ≈ 0.5, no sobrepasa el valor de η = 0.74,
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el cual es el máximo valor del factor de empaquetamiento. Encontramos entonces que para los
parámetros experimentales fijos w= 3×10−6m, a= 35nm, η0 = 1×10−3, λ = 532nm y m= 1.1805,
la formación de un solitón se puede observar a partir de dicha intensidad inicial, lo cual corresponde a
una potencia aproximada de P0 = 0.8736[W ], según la ecuación A.6 del Apéndice A.1. Las variables
que se fijaron, en realidad afectan en el proceso, ya que un cambio en éstas podría provocar que el haz
se enfoque antes o que requiera de mayor intensidad de entrada para lograr la formación de un solitón.
No obstante, en el análisis se decidió descartarlas, ya que no es un tema de interés por el momento, lo
cual podría cambiar en un futuro cuando se comparen los resultados teóricos con los experimentales
y se requiera ajustar el algoritmo a las condiciones experimentales reales.

(a) Intensidad vs Distancia (b) Concentración de Partículas vs Distancia

Figura 6.12: Gráficas que muestran la evolución de a) la distancia y b) la concentración en función de
la distancia para una intensidad inicial de |E0|2 = 0.35×1014[V

2

m2 ].

Las gráficas de la Figura 6.13 muestran el perfil para las dos intensidades iniciales, en donde se
graficó de manera adicional, la evolución del ancho del haz w(z) en un medio lineal representado por
una línea roja, según la ecuación (A.2) del Apéndice A.1:

w(z) = w0

√
1+
(

z
zR

)2

,

donde w0 es la cintura del haz, z es la distancia recorrida y zR es la longitud de Rayleigh. El primer
caso no es tan sencillo de diferenciar ya que, como podemos ver en las Figuras 6.11, el incremento en
la intensidad es muy pequeño. Sin embargo, si uno observa detenidamente la Figura 6.13a, se puede
notar que la intensidad máxima no se encuentra justo en la entrada, sino después de una pequeña
distancia, así como se puede observar en la ’joroba’ de su gráfica de intensidad contra distancia. En
cambio, en la Figura 6.13b se nota claramente la diferencia entre ambas propagaciones y la formación
de un filamento intenso que se propaga sin variar su cintura. De hecho, como podemos observar,
al igual que en su gráfica de distancia contra intensidad, la intensidad incrementa abruptamente,
reduciendo la cintura y formando así, un solitón espacial. Se hace hincapié en el comportamiento
oscilante amortiguado en la intensidad que también se presentó en su correspondiente gráfica de
intensidad contra distancia. Las fluctuaciones de la intensidad continúan hasta que se acerca a un valor
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(a) |E0|2 = 0.34×1014[V 2

m2 ]

(b) |E0|2 = 0.35×1014[V 2

m2 ]

Figura 6.13: Gráficas que muestran el perfil de intensidades para una intensidad inicial de a)
|E0|2 = 0.34× 1014[V

2

m2 ] y b) |E0|2 = 0.35× 1014[V
2

m2 ]. Las líneas rojas representan la evolución de
la cintura en un medio lineal. En a) se observa que cerca de la entrada se observa auto-enfocamiento
que rápidamente se pierde por la divergencia del haz, mientras que en b) se observa claramente la
formación de un solitón espacial.
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promedio, en donde crece de nuevo abruptamente por una distancia y finalmente termina decayendo
rápidamente. No obstante, se sigue manteniendo un filamento de menor intensidad, por lo que el
solitón aún se conserva a éstas intensidades.

En un principio, el análisis del haz Gaussiano ha finalizado aquí, ya que se logró hacer un estudio
sobre la propagación de éstos haces en los distintos modelos derivados en las secciones anteriores
para ciertos parámetros. No obstante, algo intrigante que observamos fueron las oscilaciones de la
concentración y de, manera más notoria, la intensidad. Éste resultado ha sido reportado en la literatura
(Matuszewski y cols., 2008; Travis, Norris, McConnell, y Oppo, 2013), pero no se ha estudiado a
fondo el proceso que original dichas oscilaciones, por lo que aquí se pretende proponer una posible
causa. Lo primero que se sugirió fue que era ocasionada por un problema computacional, por lo que
se incrementó la resolución con los siguientes parámetros:

dx = dy = 0.03µm Intervalo del muestreo

N×N = 1024×1024 Tamaño de la ventana

z = 0.2mm Distancia de propagación

dz = 0.5nm Tamaño de paso a lo largo de la propagación

Debido a que ahora también se redujo el tamaño del paso, un mayor tiempo de cómputo fue requerido,
al menos el doble de lo que tardaron las simulaciones originales. Sin embargo, como lo que nos
interesa observar es si las oscilaciones aún se presentan incluso incrementando la resolución, la
distancia total de propagación se redujo de z = 1 mm a z = 0.2 mm. De manera adicional, también se
obtuvo el perfil de la concentración de partículas y los perfiles Gaussianos en cada paso de dz, para
así poder proponer una explicación a éstas fluctuaciones.

Las Figuras 6.14 muestran los resultados de realizar de nuevo la simulación con una mayor
resolución. Podemos notar que el vaivén de intensidades sigue presente (Figura 6.14a), por lo que
se descartó un posible error numérico en la simulación. Mientras que en 6.14b se presenta el perfil
de concentración, el cual, a pesar de ser menos marcado que en el caso de la intensidad, también se
presenta una fluctuación en la concentración. Un fenómeno interesante que se observa, es que a las
orillas de cada máximo, hay mínimos de intensidad debido al efecto de autoenfocamiento del haz. Es
decir, los máximos de intensidad están rodeados por un anillo de mínimos en donde la concentración
de partículas tiende a ser nula debido a que el centro del haz atrae a las partículas en su entorno.

Veamos ahora lo que ocurre con el perfil del haz, ya que éste juega un papel importante en el
gradiente óptico que atrae a las partículas. Las gráficas de las Figuras 6.15 y 6.16 muestran los perfiles
de algunos puntos notables. Las Figuras 6.15 muestran los perfiles del haz de entrada (azul), del haz
a una distancia en donde el auto-enfocamiento comienza a ser considerable (verde) y el haz de una
distancia intermedia (rojo). Estas gráficas sirven simplemente para ilustrar de manera sencilla lo que
ocurre con el perfil y su evolución al sufrir efecto de auto-enfocamiento. Lo más destacable de éstas
gráficas es que podemos observar que a z = 7.345× 10−5m, se empiezan a formar en los costados
unos lóbulos, los cuales eventualmente formarán la región de intensidad mínima en la zona periférica
del haz central.

En las gráficas de la Figura 6.16, se presentan cuatro perfiles; el mismo de la gráfica anterior donde el
haz se comienza a auto-enfocar drásticamente (azul), la distancia en donde ocurre el primer máximo
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(a) Perfil de intensidades.

(b) Perfil de la concentración de partículas.

Figura 6.14: Perfil de a) intensidad y b) concentración de partículas a una intensidad inicial de |E0|2 =
0.35×1014[V

2

m2 ], que corresponde a un solitón espacial, con mayor resolución numérica.
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de amplitud (rojo) seguido del perfil donde ocurre el mínimo de la amplitud en el haz central (verde)
y finalmente, en donde ocurre el segundo máximo (violeta). Notemos un par de comportamientos
destacables, la primera es que la intensidad máxima va disminuyendo, por lo que sí es de manera
amortiguada en cierto sentido. La segunda y quizás más relevante, es que en los costados del haz
principal, la intensidad alcanza un valor cercano a cero, formando en su periferia otra región donde la
intensidad vuelve a crecer.

(a)

(b)

Figura 6.15: a) Gráfica de los perfiles de amplitud antes de que ocurra un auto-enfocamiento. Las
líneas azul, roja y verde corresponden a una distancia de propagación z= 5×10−8,4×10−5 y 7.345×
10−5m, respectivamente. La gráfica b) es un acercamiento de la primera.
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(a)

(b)

Figura 6.16: a) Gráfica de los perfiles de amplitud antes de que ocurra un auto-enfocamiento.
Las líneas azul, roja, verde y violeta corresponden a una distancia de propagación z = 7.345e×
10−5,7.685×10−5,8.42×10−5 y 9.165×10−5m, respectivamente. La gráfica b) es un acercamiento
de la primera.
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Para poder observar de manera más clara los perfiles de amplitud que se seleccionaron en las Figuras
6.16 y 6.15, se presenta de manera adicional la Figura 6.17. Se puede observar que el punto A
corresponde al perfil de entrada, el punto B a un punto en donde el auto-enfocamiento comienza a
ser relevante, el punto C cuando los efectos no lineales ya son mayores que los lineales, el punto
D al primer máximo de intensidad (el cual también corresponde al máximo de intensidad en la
propagación), el punto E al primer mínimo que se observa después de un fuerte auto-enfocamiento y
finalmente, el punto F que es donde ocurre segundo máximo de intensidad, menor a la intensidad en
el punto D.

Figura 6.17: Sobre el perfil de intensidades, se señalan las posiciones de donde se tomaron los perfiles
de amplitud en las Figuras 6.15 y 6.16. Los puntos A, B, C, D, E y F corresponden a las distancias
z = 5×10−8,4×10−5,7.345×10−5, ,7.685×10−5,8.42×10−5 y 9.165×10−5m, respectivamente.

Las Figuras 6.15 y 6.16, además de mostrarnos la evolución espacial del perfil, nos permiten observar
en las oscilaciones que existe una estructura compuesta por un perfil central más intenso, seguido
de una región donde la intensidad es mínima y rodeada por otra zona de menor intensidad que la
central. Este patrón se repite cada que ocurre un máximo en la intensidad, la cual va disminuyendo
gradualmente, es decir, que la energía en el eje central del haz se pierde conforme se propaga, lo cual
tiene sentido debido a la divergencia. Más adelante, se dará una posible explicación a ésto, por lo que
hay que tener presente que se formó de una estructura periódica en cada máximo.

Adicionalmente, se consideraron otros dos criterios para descartar un posible problema computa-
cional. El primero y más relevante corresponde al teorema de Shannon-Nyquist. En pocas palabras,
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éste teorema nos indica el valor mínimo del intervalo de muestro que debe tener una ventana para que
el muestreo sea lo suficientemente refinado con respecto al ancho de banda del espectro de Fourier
(Apéndice A.5). En la Figura 6.18, se puede observar que a lo largo de toda la propagación, el valor
del intervalo dx siempre es menor al valor minimo requerido por el teorema de Shannon-Nyquist. No
obstante, para distancias de propagación mayores, no se puede asegurar que se siga cumpliendo. Aún
así, en la región presentada, el intervalo de muestreo dx cumple con el teorema de S-N, por lo que el
muestreo es óptimo.

Figura 6.18: La gráfica en la parte superior muestra el cambio en el valor del teorema de
Shannon-Nyquist a lo largo de la propagación (línea azul), mientras que la linea roja representa el
valor del muestreo empleado en ésta simulación (dx = 0.3× 10−7). El perfil de la parte inferior es
el mismo perfil presentado la Figura 6.14a, el cual solo funciona como referencia. Se observa que en
toda la propagación, el teorema de Shannon-Nyquist se cumple.

El segundo criterio es para descartar las reflexiones de la transformada de Fourier al alcanzar
la frontera apodizadora (Apéndice A.6). Para ésto, se calculó la energía total en el plano ortogonal
para cada Nstp*dz= 100 pasos (la misma cantidad en la que el algoritma almacena los resultados)
de propagación y así obtener la porción de energía que llega a la frontera de apodización. Conforme
ésta sea mayor, las reflexiones provocadas por la ventana de apodización serán mayores y por ende,
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también el ruido numérico, que afectará directamente a la simulación. La Figura 6.19 presenta una
gráfica del cambio en la razón de la energía total respecto a la energía total inicial a lo largo de la
propagación. En dicha figura, podemos observar que la energía perdida es menor al 0.5%, lo que
significa que durante la propagación, el ruido inducido por las fronteras es despreciable y que este
criterio respalda al anterior.

Figura 6.19: La gráfica en la parte superior muestra el cambio en la razón de energía total. El perfil de
la parte inferior es el mismo perfil presentado la Figura 6.14a, el cual solo funciona como referencia.

Ya realizado lo anterior, se descartó que las fluctuaciones tienen un origen numérico, por lo
que es necesario acudir a los sistemas de reacción-difusión, con lo cual podríamos dar una posible
explicación al fenómeno de las oscilaciones. Los sistemas de reacción-difusión son modelos matemá-
ticos que describen diversos fenómenos físicos y químicos, en particular del cambio en la concentra-
ción de una o más substancias. Dichos sistemas se pueden representar en general con la siguiente
ecuación (Liehr, 2013; Ünal, 2013):

∂tu(x, t) = D∇
2u+R(u), (6.1)

donde D es un coeficiente de difusión y R(u) es una función de reacción. La dinámica compleja de
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éstos sistemas lleva a un amplio rango de mecanismos como la formación de ondas que viajan y
formación de patrones, entre otros.

Recientemente, la formación de solitones disipativos han llamado la atención desde ésta perspecti-
va. Un solitón disipativo es una estructura periódica o un patrón que se forma en el plano ortogonal
al eje de propagación del haz debido a la constante dinámica compleja de balanceo entre los efectos
no lineales y de difracción, ésto puede ser complementado también por el flujo de materia dentro del
solitón (Descalzi, Akhmediev, y Brand, 2013; Coulibaly, Durniak, y Taki, 2008). Unos de los casos de
interés en donde se han observado dichos solitones es en medios de absorción saturable(Taranenko,
Staliunas, y Weiss, 1997). Con respecto a los medios coloidales saturables, que si bien se ha reportado
éste tipo de comportamiento (Matuszewski y cols., 2008; Travis y cols., 2013), no se ha discutido
ampliamente sobre su origen.

Con ésta breve explicación, podemos ver al modelo saturable como un sistema de reacción-difu-
sión, formando como consecuencia, algo que es similar a un solitón disipativo en donde se repite una
estructura periódica. Lo anterior se debe a que la ecuación NLS es una expresión que toma la forma
de la ecuación de reacción-difusión (6.1), la cual contiene un término de difracción y otro no lineal
que funciona como reactor. La formación del patrón en el plano ortogonal al eje de propagación
del haz ocurre cada vez que el haz alcanza un máximo, con un punto brillante en el centro, una
región de menor intensidad al rededor de éste y finalmente por otra región un poco más brillante
en su periferia. Debido a que el patrón no es constante, no se puede asegurar que el solitón sea en
su totalidad disipativo, a pesar de que sí muestra comportamientos similares a la definición de uno
disipativo. Existen escasos artículos sobre la propagación de solitones espaciales disipativos y mucho
menos en medios coloidales. No obstante, es necesario realizar un estudio más amplio de la relación
entre ecuación NLS y la ecuación de reacción-difusión, además de una revisión minuciosa sobre
solitones disipativos para entender de manera más pronfunda la física del problema, por lo que en
éste trabajo se reporta la observación numérica de un comportamiento similar a solitones espaciales
disipativos en medios no lineales coloidales.

Por otro lado, es importante señalar que la mayoría de los trabajos realizados en ésta rama trabajan
con solitones temporales en donde presentan el perfil de tiempo contra amplitud o intensidad (Grishin,
Dmitriev, Skorokhodov, y Sharaevskii, 2015; Liehr, 2013), los cuales también presentan estructuras
periódicas. Haciendo una analogía con los resultados presentados para éste modelo espacial en las
Figuras 6.12, en donde la intensidad del haz oscila, podríamos decir que se sugiere un fenómeno
similar, haciendo hincapié en que no es exactamente el mismo, a lo reportado por dichos trabajos.
No obstante, cabe mencionar que la ecuación de reacción-difusión tiene al tiempo como parámetro,
mientras que en nuestro caso, propagamos solitones espaciales.

Para terminar con la sección de los haces Gaussianos, es importante mencionar la gran diferencia
entre los modelos con respecto al tiempo computacional. Si hiciéramos una simulación con los
mismos parámetros, dígase dx = 0.1µm,dz = 1nm,z = 1mm y N ×N = 1024× 1024, el tiempo
de cómputo requerido por el modelo saturable es 2.5 veces mayor que el requerido por los otros
modelos. Por lo que, si se desean realizar simulaciones, es importante tomar en cuenta la intensidad
inicial, ya que ésto puede ser decisivo para escoger el modelo empleado. Para intensidades bajas
(la cual puede variar dependiendo del modelo con respecto al régimen presentado aquí) se pueden
emplear el modelo Kerr o el exponencial, ya que ambos ocupan aproximadamente el mismo tiempo.
Es importante considerar también la distancia de propagación, ya que, como se discutió, conforme
la distancia recorrida incrementa, la desviación del comportamiento de dichos modelos se desvía
ampliamente con respecto al modelo saturable. El modelo Kerr y exponencial también pueden servir
para dar una primera idea sobre el comportamiento esperado a un tiempo de cómputo bajo. Por
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ejemplo, en este trabajo, el modelo exponencial nos dio un primer indicio de la formación de un
solitón antes de aplicar el modelo saturable. Finalmente, el modelo saturable funciona para cualquier
intensidad, para una estructura Gaussiana, a costa de un gran tiempo de cómputo.

6.3. Vórtices Ópticos

Los resultados de la sección anterior con una estructura Gaussiana son relevantes, principalmente
por que, una vez que se comprueba la validez del algoritmo del modelo saturable, nos abren las
puertas para proseguir con otro tipo de estructuras. Un ejemplo de éstas son los vórtices ópticos. Los
vórtices son objetos localizados que aparecen diversas ramas de la física, desde mecánica de fluidos
hasta la óptica. En los últimos existen varios tipos, por ejemplo, el más sencillo de ellos contiene
una singularidad de fase en una onda óptica (Pismen, 1999; Salgueiro y Kivshar, 2004). Los vórtices
ópticos han sido objeto de estudio (Soskin y Vasnetsov, 2001; Curtis y Grier, 2003; Swartzlander Jr,
2001; Briedis, Petersen, Edmundson, Krolikowski, y Bang, 2005; Dai, Yang, Zhang, y Pang, 2015;
Petroski, Petrović, y Belić, 2007; Salgueiro y Kivshar, 2004) debido a que sus propiedades son de
interés científico y tecnológico, como sus posibles aplicaciones en el almacenamiento y transferencia
de información, trampas ópticas, procesamiento y encriptación de información cuántica, microfluídica
y sistemas con estructuras micro electromecánicas (Soskin y Vasnetsov, 2001; Dai y cols., 2015).
Cuando un haz con frente de onda helicoidal es enfocado, se enfoca, no de manera puntual, sino
que forma una especie de anillo que puede cargar momento angular orbital (Allen, Beijersbergen,
Spreeuw, y Woerdman, 1992; Allen, Padgett, y Babiker, 1999; Volke-Sepulveda, Garcés-Chávez,
Chávez-Cerda, Arlt, y Dholakia, 2002). Cuando se enfoca fuertemente, los modos helicoidales forman
trampas ópticas con forma toroidal, conocidas como vórtices ópticos (He, Friese, Heckenberg, y
Rubinsztein-Dunlop, 1995; Gahagan y Swartzlander, 1996; Simpson, Allen, y Padgett, 1996).

En un medio no lineal, los vórtice ópticos pueden existir como haces en forma de anillos con intensi-
dad cero en el centro donde tiene una singularidad de fase (Kruglov y Vlasov, 1985). No obstante,
éstos anillos se vuelven inestables a perturbaciones azimutales, decayendo a varios solitones funda-
mentales provenientes del anillo central (Firth y Skryabin, 1997; Skryabin y Firth, 1998).

La ecuación más sencilla que describe un campo eléctrico Gaussiano que contiene un vórtice
óptico, está dada por (Soskin y Vasnetsov, 2001; Curtis y Grier, 2003; Swartzlander Jr, 2001; Briedis
y cols., 2005; Dai y cols., 2015; Petroski y cols., 2007; Salgueiro y Kivshar, 2004):

E(x,y,z) = EGei`φ , (6.2)

donde EG es la ecuación del perfil Gaussiano dada por EG = E0exp(−x2+y2

w2 ), ` es la carga topológica
que define la cantidad de torciones que da el haz en una longitud de onda y φ = tan−1(y/x) es la
fase. Como se explicará en el capítulo de Trabajo a Futuro, éste no es en realidad un vórtice óptico
que satisface la ecuación paraxial de Helmholtz. No obstante, debido a que uno de los objetivos del
presente trabajo es realizar una primera prueba que permita estudiar, posteriormente, otro tipo de
estructuras, el campo presentado en (6.2) funcionará como un primer paso.

Para la propagación del campo (6.2), se empleó sólo el modelo saturable, ya que, a partir del
análisis para el caso Gaussiano, éste presenta mayor estabilidad y coherencia para un amplio rango de
intensidades de entrada. Es importante señalar que en esta sección, la intensidad y potencia empleadas
corresponden a la amplitud Gaussiana y no del vórtice. A diferencia de las simulaciones anteriores,
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se observó que para que el haz presente efectos de auto-enfocamiento, se necesitó todavía una mayor
intensidad inicial. Para la obtención de dicha intensidad, se realizaron múltiples simulaciones previas
donde se incrementó la intensidad inicial de manera gradual hasta que en un valor de |E0|2≈ 1×
1014[V

2

m2 ], se observaron los efectos de auto-enfocamiento. Podemos notar que esta intensidad es
mucho mayor a la empleada en el campo Gaussiano, lo cual respalda el uso del modelo saturable. En
estas simulaciones, también se observó que hay filamentos secundarios que se difractan de manera
muy rápida en comparación al haz Gaussiano, por lo que fue necesario incrementar la resolución y el
tamaño de la ventana. Para las condiciones experimentales se emplearon los mismos que para un haz
Gaussiano, mientras que los numéricos sí se tuvieron que cambiar:

dx = dy = 0.05µm Intervalo del muestreo

N×N = 4096×4096 Tamaño de la ventana

z = 50µm Distancia de propagación

dz = 1nm Tamaño de paso a lo largo de la propagación

Cabe destacar que estos parámetros se alcanzaron realizando la simulación varias veces, refinán-
dolos cada vez más hasta alcanzar una resolución óptima donde los resultados convergían. Para este
caso, se realizaron tres simulaciones en donde se aplicó una intensidad inicial de |E0|2 = 1×1014[V

2

m2 ],
variando la carga topológica L = 1,−1 y 2. En el Cuadro 6.4 se presentan los respectivos valores de
la intensidad inicial I0 y potencia inicial P0 de la amplitud del campo Gaussiano |E0|2.

Tabla 6.4: Valores equivalentes de I0 y P0 para la amplitud del campo Gaussiano |E0|2 en el vórtice.

|E0|2(×1014)[V
2

m2 ] I0(×1011)[W
m2 ] P0[W ]

1 1.765 2.495

Los resultados de estas propagaciones se presentan mediante una gráfica de distancia contra
concentración de partículas, un perfil de intensidades y perfiles del haz, paralelo y perpendicular
al eje de propagación, respectivamente. Adicionalmente, también se obtuvo el perfil frontal de la
fase del haz. Dichos perfiles se guardaron como imágenes, con el propósito de presentar sólo las
más relevantes. No obstante, para su estudio, también se generó un archivo GIF a partir de todas las
imagenes generadas, el código fuente que realiza éste proceso se presenta en el Apéndice E.7. En éste
caso, nos interesan más los últimos dos perfiles ya que se quiere observar la evolución de la estructura
del haz, es decir, si la estructura espiral del haz se conserva o no y bajo qué condiciones ocurre.

La Figura 6.20 presenta el cambio en la concentración máxima del plano frontal en cada paso de
la propagación. Podemos notar que de manera análoga al caso Gaussiano, se forma una estructura
periódica que da indicios de la formación de un solitón disipativo. Si vemos el perfil lateral del haz
6.21, observamos un comportamiento oscilatorio en donde el haz de entrada se auto-enfoca por los
efectos no lineales, para después difractarse ligeramente y finalmente, enfocarse una vez más antes de
romperse. En las regiones más intensas, la concentración de partículas también alcanza un máximo.
En la gráfica 6.21, se señalan también las distancias en las que el vórtice tiene un comportamiento
relevante, dichos señalamientos, corresponden a los incisos de la Figura 6.22, donde se presentan los
perfiles frontales del haz.
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Figura 6.20: Evolución de la concentración de partículas conforme se propaga el vórtice con carga
topológica L = 1.

Figura 6.21: Perfil de intensidades del vórtice. Los puntos señalados corresponden a los incisos de la
Figura 6.22.

En seguida, se muestra la evolución del perfil frontal del vórtice de carga L = 1 con sus respectivas
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distancias. Las imágenes que se presentan fueron seleccionadas para ilustrar de manera general el
proceso que sufre el haz.

(a) z = 1×10−7m. (b) z = 2×10−6m.

(c) z = 5.2×10−6m. (d) z = 8×10−6m.

(e) z = 1.09×10−5m. (f) z = 1.3×10−5m.



CAPÍTULO 6. RESULTADOS Y ANÁLISIS 90

(g) z = 1.6×10−5m. (h) z = 2×10−5m.

(i) z = 2.49×10−5m. (j) z = 2.7×10−5m.

(k) z = 2.9×10−5m. (l) z = 3.2×10−5m.
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(m) z = 3.33×10−5m. (n) z = 3.57×10−5m.

(ñ) z = 4.2×10−5m. (o) z = 5×10−5m.

Figura 6.22: Evolución del perfil frontal del vórtice óptico para L = 1.

Podemos observar que desde que incide el haz hasta una distancia aproximada de z = 8× 10−6m la
intensidad incrementa en un solo anillo, lo cual es consecuencia del incrementeo en la concentración
de partículas en dicha región. Posterior a ésto, el haz comienza a auto-enfocarse hasta una distancia de
z = 1.09×10−5m, donde se observa un mínimo en su diámetro. Éste proceso ocurre una vez más en
donde el segundo desenfocamiento está seguido de una ruptura de la estructura en tres filamentos en
z= 3.2×10−5m. Éstos filamentos se separan y conforme se propaga el haz, rotan en sentido opuesto a
las manecillas del reloj. De hecho, los vórtices son estructuras inestables a lo largo de su propagación
y la mínima perturbación podría provocar una filamentación, donde la cantidad filamentos formados
depende de la carga topológica (Petroski y cols., 2007).

Un resultado importante a destacar es que a lo largo de toda la propagación, la singularidad central
característica de los vórtices ópticos se mantiene. Veamos ahora la evolución de la fase del perfil
frontal presentado en la Figura 6.23. El color rojo indica una fase de 2π y decrece gradualmente a 0
hacia el color azul.
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(a) z = 1×10−7m. (b) z = 2×10−6m.

(c) z = 5.2×10−6m. (d) z = 8×10−6m.

(e) z = 1.09×10−5m. (f) z = 1.3×10−5m.
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(g) z = 1.6×10−5m. (h) z = 2×10−5m.

(i) z = 2.49×10−5m. (j) z = 2.7×10−5m.

(k) z = 2.9×10−5m. (l) z = 3.2×10−5m.
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(m) z = 3.33×10−5m. (n) z = 3.57×10−5m.

(ñ) z = 4.2×10−5m. (o) z = 5×10−5m.

Figura 6.23: Evolución de la fase del vórtice óptico para L = 1.

Veamos que, en general, la estructura de la fase se mantiene durante toda la propagación en la región
periférica al haz intenso. A diferencia de ésto, en la región central, la fase tiene un comportamiento
más independiente.

Para observar el efecto de la carga topológica sobre la estructura del haz, se presentan en seguida
los resultados obtenidos para una carga de L =−1, en los mismos puntos, del cual se espera que tenga
el mismo comportamiento que el anterior, a diferencia de que el haz gira en el sentido opuesto.
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(a) z = 1×10−7m. (b) z = 2×10−6m.

(c) z = 5.2×10−6m. (d) z = 8×10−6m.

(e) z = 1.09×10−5m. (f) z = 1.3×10−5m.
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(g) z = 1.6×10−5m. (h) z = 2×10−5m.

(i) z = 2.49×10−5m. (j) z = 2.7×10−5m.

(k) z = 2.9×10−5m. (l) z = 3.2×10−5m.
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(m) z = 3.33×10−5m. (n) z = 3.57×10−5m.

(ñ) z = 4.52×10−5m. (o) z = 5×10−5m.

Figura 6.24: Evolución del vórtice óptico para L =−1.

Con los perfiles anteriores se demuestra que la propagación de ambos vórtices no varía, ya que
las distancias a las que ocurren los efectos de auto-acción y la ruptura del haz ocurren a la misma
distancia. La única notable diferencia es el sentido del giro, el cual en éste caso es en el sentido de las
manecillas del reloj. De igual manera se puede observar en la fase:

(a) z = 1×10−7m. (b) z = 2×10−6m.
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(c) z = 5.2×10−6m. (d) z = 8×10−6m.

(e) z = 1.09×10−5m. (f) z = 1.3×10−5m.

(g) z = 1.6×10−5m. (h) z = 2×10−5m.
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(i) z = 2.49×10−5m. (j) z = 2.7×10−5m.

(k) z = 2.9×10−5m. (l) z = 3.2×10−5m.

(m) z = 3.33×10−5m. (n) z = 3.57×10−5m.
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(ñ) z = 4.2×10−5m. (o) z = 5×10−5m.

Figura 6.25: Evolución de la fase del vórtice óptico para una carga topológica L =−1.

Hay un par de resultados a destacar a partir de las gráficas en las Figuras 6.24 y 6.25. El primer punto
es que se observa la ruptura del haz aproximadamente de la misma distancia en la que los filamentos
exteriores que se están difractando alcanzan las fronteras. De aquí que no podemos asegurar si la
filamentación es un fenómeno intrínseco de la propagación del haz o si se debe al ruido computacional.
Por lo que se verificó (Figura 6.26) la cantidad de energía que se pierde por la ventana de apodización
calculando nuevamente la razón de la energía total en cada paso con respecto a la energía total inicial,
como se realizó en el caso Gaussiano.

Figura 6.26: La energía perdida por la ventana de apodización muestra que a lo largo de la propagación
se pierde poco más del 2% de la energía total.
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Veamos que la energía perdida es relativamente baja y que a lo largo de la propagación, se
pierde poco máss del 98% de la energía total. No obstante, es posible pensar que la energía que está
alcanzando a la ventana de apodización produce ruido que perturba al vórtice que, como se explicó
anteriormente, es inestable a lo largo de la propagación, rompiéndose posteriormente en filamentos.
De hecho, dicha filamentación ha sido reportada experimentalmente en medios no lineales (Ashkin
y cols., 1982; Petroski y cols., 2007; Salgueiro y Kivshar, 2004). Valdría la pena intentar probar
con una ventana mucho más grande (N = 8192) para ver si el diámetro del haz sigue oscilando
o si se rompe en filamentos. Lamentablemente, lo anterior ya no fue posible realizar por la obvia
carga computacional que ésto requiere, por lo que de momento sólo se concluye que se presenta una
fluctuación en el diámetro, al cual también se le conoce como ’breathing’. El segundo punto, es justo
sobre éste fenómeno, ya que, análogamente al caso Gaussiano, se observan oscilaciones, en éste caso
de intensidad y del diámetro del haz, lo cual es otro indicio de que se presentan comportamientos
similares a los de solitones dispersivos, una manifestación directa del sistema de reacción-difusión.

Adicionalmente, se volvió a verificar de manera análoga al haz Gaussiano en el medio saturable
el muestreo y la energía perdida por la ventana de apodización haciendo uso del teorema de Shannon-
Nyquist (6.27), con el cual se verificó que el muestreo es lo suficientemente bueno como para poder
descartar errores numéricos debidos al muestreo.

Figura 6.27: El intervalo de muestreo se mantiene por debajo del valor mínimo impuesto por el
teorema de Shannon-Nyquist a lo largo de toda la propagación.

Una vez que observamos el efecto del signo en la carga topológica, veamos lo que ocurre cuando
se hace incidir un haz de |E0|2= 1[V

2

m2 ] y una carga topológica de L = 2, manteniéndo todos los demás
parámetros iguales. Primero se muestran la gráfica de distancia vs concentración máxima de partículas
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y el perfil lateral de intensidades conforme se propaga el haz en la Figura 6.29.

Figura 6.28: Evolución de la concentración de partículas conforme se propaga el vórtice con carga
topológica L = 1.

Figura 6.29: Perfil de intensidades del vórtice. Los puntos señalados corresponden a los incisos de la
Figura 6.30.

Se observa que sólo se presentan dos picos, el primero en un autoenfocamiento y el sengudo una
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vez que el haz se rompe en filamentos. Para éstos parámetros, el auto-enfocamiento que reduce el
diámetro del haz ocurre una sola vez a diferencia del caso anterior.

(a) z = 1×10−7m. (b) z = 2×10−6m.

(c) z = 6.5×10−6m. (d) z = 8.5×10−6m.

(e) z = 1.55×10−5m. (f) z = 2×10−5m.
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(g) z = 2.4×10−5m. (h) z = 2.65×10−5m.

(i) z = 2.71×10−5m. (j) z = 2.86×10−5m.

(k) z = 3.05×10−5m. (l) z = 3.4×10−5m.
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(m) z = 4.2×10−5m. (n) z = 5×10−5m.

Figura 6.30: Evolución del perfil frontal para una carga topológica de L = 2.

En seguida se presentan los perfiles de la fase, donde la diferencia más notoria es que la fase está
divida en dos, tal como se esperaba de una carga topológica de L = 2 que denota la cantidad de ciclos
de 2π , en donde se observa que la parte interior tiene un comportamiento independiente de la exterior.

(a) z = 1×10−7m. (b) z = 2×10−6m.

(c) z = 6.5×10−6m. (d) z = 8.5×10−6m.
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(e) z = 1.55×10−5m. (f) z = 2×10−5m.

(g) z = 2.4×10−5m. (h) z = 2.65×10−5m.

(i) z = 2.71×10−5m. (j) z = 2.86×10−5m.
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(k) z = 3.05×10−5m. (l) z = 3.4×10−5m.

(m) z = 4.2×10−5m. (n) z = 5×10−5m.

Figura 6.31: Evolución de la fase del vórtice óptico para una carga topoógica de L = 2.

Podemos notar a partir de los perfiles de las fases mostradas en las Figuras 6.23, 6.25 y 6.31, que
se puede observar la filamentación del haz debido a que, dentro del perfil de fase, se forman tres o
cuatro subestructuras que llevan una fase independiente del resto de la estructura. A diferencia del
caso L =±1, en donde se formaron 3 filamentos, cuando la carga topológica toma el valor de L = 2,
se formaron 4 filamentos. De aquí se comprueba que la cantidad de filamentos formados después de
la ruptura tiene una dependencia a la carga topológica, tal como se había mencionado anteriormente.

Con los resultados obtenidos en esta sección, podemos decir que el algoritmo acepta también
funciones con otro tipo de estructuras que no sean Gaussianas. Ésto en realidad es muy sencillo
de implementar, debido a que el usuario sólo debe conocer la función necesaria a ingresar en el
campo. Por otro lado, como se mencionó anteriormente, el campo introducido no satisface la ecuación
paraxial de Helmholtz, a diferencia de un vórtice tipo Laguerre-Gauss. Sin embargo, estos resultados,
que se hicieron de manera adicional, son una primera prueba que demuestra la validez del algoritmo
para otro tipo de estructuras. Con ésto es posible propagar más adelante en un trabajo a futuro los
vórtices tipo L-G en medios no lineales coloidales.

Un aspecto importante a cuidar cuando se realizan este tipo de simulaciones, es verificar que el tamaño
de la ventana sea lo suficientemente amplio, ya que los vórtices probados se difractan mucho más
rápido que los haces Gaussianos. Como uno se podrá imaginar, ésto implica un mayor tiempo de
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cómputo requerido. Por ejemplo, las simulaciones de los resultados ocuparon aproximadamente 4.5
días, por lo que propagar una mayor distancia podría tomar semanas o incluso meses, ésto claro, si la
capacidad de la memoria es suficiente.

Finalmente, sería de gran interés realizar un estudio más profundo sobre los parámetros necesarios
para observar la formación del solitón, la estabilidad del vórtice, la relación entre la carga topológica
y la cantidad de filamentos formados y sobretodo, el estudio de la propagación de otro tipo de
estructuras.



Capítulo 7

Conclusiones y Trabajo a Futuro

El objetivo principal de la presente tesis fue crear una herramienta capaz de simular la propagación de
un haz óptico en un medio no lineal coloidal, en base a un modelo teórico que se ajuste lo más posible
a la realidad. Para ésto, se realizó un estudio numérico de 3 modelos que describen la propagación
de dos tipos de haces de luz, un Gaussiano y un vórtice óptico, en un medio coloidal. Con este
objetivo presente, fue necesario obtener la ecuación No Lineal de Schrödinger (NLS) para cada
modelo, realizar el estudio de la resolución numérica, desarrollar los algoritmos correspondientes
encargado de ejecutar las simulaciones y hacer un análisis empleando dichas herramientas.

Así, se partió primero de las ecuaciones de la mecánica de fluidos que consideran el movimiento
browniano de las partículas en un medio, al cual se le incorpora una fuerza de gradiente óptico
aplicada. Con ésto, primero se obtuvo una expresión para el cambio en la concentración de partículas
en función de la intensidad η(I). Mediante el uso de las ecuaciones de Maxwell Garnett y Helmholtz
se llegó, como se esperaba, a una ecuación diferencial parcial no lineal o bien, a la siguiente ecuación
NLS:

iψz + cL∇
2
⊥ψ + cNL(ec3|ψ|2−1)ψ = 0 Ecuación NLS Exponencial

η = η0exp
(

α

4kBT
|ψ|2

)
Concentración de Partículas Exponencial

donde

cL =
1

2k0nm(1+3δη0)
1
2
,

cNL =
3δk2

0n2
m

2k0nm(1+3δη0)
1
2

η0,

c3 =
α

4kBT
.

De las primeras dos ecuaciones podemos notar un par de propiedades a simple vista: la primera es que
tanto la concentración como el término no lineal de la ecuación NLS dependen exponencialmente con
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la intensidad |ψ|2 y la segunda es que la concentración de partículas sigue la distribución estadística
de Maxwell-Boltzmann.

Cabe mencionar que éste modelo difiere ligeramente en el término no lineal de la expresión
obtenida por El-Ganainy y Segev (El-Ganainy, Christodoulides, Rotschild, y Segev, 2007), ya que
en su desarrollo no hacen una clara distinción entre el índice de refracción del agua y del background
o efectivo, suponiendo que son prácticamente iguales. Por lo que dicha ecuación carece del término
que está restando un uno a la exponencial el cual, como se explicó en el párrafo previo, juega un papel
importante cuando se consideran intensidades muy bajas. Así, se encontró una pequeña correción al
modelo propuesto por El-Gananiny y Segev.

El segundo modelo que se planteó surge del primero, haciendo una consideración a intensidades
bajas, con lo que se logró desechar la relación exponencial y aterrizar a una ecuación NLS que
depende cuadráticamente del campo aplicado, es decir, un modelo no lineal de Kerr. De igual forma,
la dependencia exponencial de la concentración con la intensidad se descartó (Gordon y cols., 2007):

iψz + cL∇
2
⊥ψ + c3cNL|ψ|2ψ = 0 Ecuación NLS Kerr

η = η0

(
1+ c3|ψ|2

)
Concentración de Partículas Kerr

En el tercer y último modelo, se consideró la interacción de partículas mediante el modelo de
esferas duras, el cual se implementó en el desarrollo de fuerzas, ésto con el fin de considerar la
saturación de partículas que los modelos anteriores ignoran. Así, se llegó a una expresión de la
concentración en función de la intensidad, la cual requiere de un método iterativo para su resolución.
La ecuación NLS y la expresión para la concentración que se obtuvieron fueron las siguientes
(Matuszewski y cols., 2008, 2009a, 2009b):

iψz + cL∇
2
⊥ψ + cNL(

η(|ψ|2)
η0

−1)ψ = 0 Ecuación NLS Saturable

[g(η)−g(η0)]− c3|ψ|2 = 0 Concentración de Partículas Saturable

g(η) =
3−η

(1−η)3 + lnη

Los tres modelos presentan las mismas propiedades en ciertas condiciones. Primero, cuando el
sistema no es perturbado por un haz, i.e. I = 0, la concentración es la inicial η(0) = η0 en los tres
casos. Por otro lado, si hiciéramos η0 = 0, con lo cual estaríamos quitando la fuente de la no linealidad
del sistema, entonces la expresión de la ecuación NLS retoma la forma de la ecuación de propagación
de una onda en un medio lineal. Finalmente, si la intensidad es muy baja, i.e. I→ 0, la concentración
varía muy poco respecto a la concentración inicial (η ≈ η0) y el término no lineal tiende a cero,
haciendo que la propagación sea prácticamente lineal. En resumen, los tres modelos convergen a las
mismas ecuaciones cuando no es perturbado, si no se suspenden partículas en el medio y cuando se
consideran intensidades bajas.

Para la resolución numérica de las respectivas ecuaciones NLS, se estudió el método de Spli-Step
Fourier (SSF) para el cual fue necesario acudir a la transformada discreta de Fourier y la ventaja
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numérica que ésta aporta en cuanto a la velocidad de cómputo cuando se utiliza una cantidad de
2n× 2n elementos. Éste método parte de considerar las contribuciones como operadores, separando
la ecuación NLS en una lineal y en otra no lineal con el fin de ir mezclando ambas contribuciones
para obtener una aproximación. Se realizaron los cálculos necesarios siguiendo el método SSF para
obtener las expresiones que fueron escritas en las líneas del algoritmo.

El algoritmo que resolvió las ecuaciones fue escrito en el lenguaje de MATLAB en donde se
tuvieron que considerar diversos factores. Primero se definieron las constantes y variables físicas
inherentes del problema. Posteriormente, se definieron las ventanas para ejercer la propagación en el
espacio de coordenadas y en el espacio recíproco. Encontramos que dichas ventanas tienen que ser
lo suficientemente grandes debido a que, conforme se propaga el haz, algunos filamentos se difractan
muy rápido, alcanzando las fronteras que generan rebotes, los cuales, eventualmente, terminarían
interfiriendo con la propagación del haz. Para amortiguar éstos rebotes, se utilizó una función apodiza-
dora encargada de eliminar a cero los valores de la intensidad en los bordes. No obstante, se observó
que conforme aumenta la intensidad de dichos filamentos, los rebotes y la interferencia numérica
incrementa, por lo que el tamaño de ventana sigue siendo vital para obtener resultados adecuados.
Además, otra manera de reducir los rebotes es empleando una función de apodización más suave, por
lo que se plantea en un futuro probar distintas funciones.

Con el fin de agilizar el tiempo de cómputo, se decidió implementar un ciclo encargado de guardar
cada cierta cantidad de elementos en lugar de guardar los resultados en cada paso. Otra manera de
reducir el tiempo fue empleando una tarjeta gráfica, además de escribir las líneas del código en una
estructura de funciones. Las consideraciones anteriores lograron reducir drásticamente el tiempo de
cómputo en un orden de días.

El código principal consistió entonces, en lo antes mencionado, además de darle un tratamiento
previo al campo para aplicarle una transformada de Fourier. Así mismo, el algoritmo despliegua tres
ventanas, una para ingresar el valor de las variables, como la intensidad inicial, tamaño de la ventana,
cintura del haz, distancia de propagación y carga topológica, en caso de emplear un vórtice óptico.
Posteriormente permite escoger el modelo o modelos a analizar y finalmente la estructura del haz,
ya sea Gaussiano o un vórtice óptico. La información sobre las condiciones iniciales del sistema y
del campo incidente fueron introducidas a funciones que se escribieron previamente correspondientes
al modelo exponencial, Kerr y saturable. Es decir, el código llama a las funciones necesarias con
las variables introducidas y obtiene sólo las matrices resultantes. Con lo anterior se evitó escribir un
código para cada caso, además de facilitar el uso del algoritmo para el usuario.

Las funciones de los modelos Kerr y exponencial, resultaron ser prácticamente las mismas, con
la única diferencia en la expresión para la contribución no lineal. Recordemos que para el modelo
saturable, fue necesario resolver la ecuación de la concentración de manera numérica, por lo que se
implementó el método de Runge-Kutta y se comparó con la herramienta vpasolve de MATLAB con
lo cual se encontró que la segunda era más eficiente. Con el fin de evitar realizar éste proceso en cada
ciclo, se ejecutó el cálculo una sola vez donde se obtuvieron dos vectores, uno de intensidades y otro
de concentraciones correspondientes a dichas intensidades. Estos vectores se guardaron en un archivo
que es llamado por la función del modelo saturable con el fin de realizar una interpolación cúbica
en cada ciclo. Notamos que es muy importante considerar la cantidad de elementos del rango de
intensidades, ya que si éstos son pocos, la resolución no es suficiente y al contrario, si son demasiados,
requiere más tiempo de cómputo. Sin embargo, éste proceso, que también consume tiempo, agilizó
drásticamente el cómputo.

Finalmente, cada función regresa los siguientes resultados: el valor de la distancia recorrida, la
concentración de partículas e intensidad del haz en el eje central (en donde es máximo) correspondien-
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te a su distancia y la matriz de intensidades del plano central. Con las primeras tres, se obtienen
gráficas de distancia recorrida contra intensidad y contra concentración, ambas en el eje central del
haz. La última sirvió para graficar los perfiles en el plano central del haz. Para el caso del vórtice
óptico, se obtuvieron adicionalmente las matrices necesarias para graficar el perfil frontal del haz.

Con lo anterior, el análisis se llevó a cabo variando sólo el parámetro de la intensidad inicial, ya
que éste es el principal responsable de la no linealidad. Otras variables experimentales como la cintura
del haz o el tamaño y concentración inicial de partículas se propusieron en un inicio para estudiar su
contribución. No obstante, el rango de variación de éstos, experimentalmente, no es tan amplio como
el caso de la intensidad, por lo que se descartó la variación de dichos parámetros, manteniéndolos fijos.
Ésto también, con el fin de realizar un análisis más sencillo y menos embrollado. Las simulaciones,
como se mencionó anteriormente, se realizaron primero para un haz Gaussiano propagándose en los
tres modelos y posteriormente, un vórtice en el medio saturable, ya que resultó ser el más estable
numéricamente.

Para darnos una idea de los rangos de intensidades, primero se graficó el comportamiento de la
concentración de cada modelo. Con lo que se observó que hasta una intensidad del orden de |E|2∼
1×1012 W

m2 los tres modelos convergen a resultados similares, en especial el exponencial y el saturable.
Más allá de éstos valores, se observó claramente que el comportamiendo del modelo Kerr difiere
ampliamente de los otros dos, por lo que el para el siguiente rango de intensidades, sólo se considera-
ron el exponencial y saturable. Éstos, de hecho, tienen comportamientos semejantes hasta el órden
de I ∼ 5× 1013 W

m2 . Pasando dicho valor, el modelo exponencial crece muy rápidamente y diverge,
careciendo de sentido físico. Con lo que se esperaba que, para mayores intensidades, sólo el modelo
saturable sería estable numéricamente.

Ya con lo realizado, se comenzó por realizar las simulaciones para el caso de intensidades bajas.
Aquí, se fijaron todos los parámetros y se varió la intensidad incidente, aplicando ésto a los tres
modelos. Así, se observó que para un rango de intensidades iniciales |E0| de entre 0 y ≈ 0.16 W

m2 , el
comportamiento de los tres modelos es equiparable, ya que la intensidad y el cambio en la concentra-
ción de partículas tienen comportamientos parecidos, sobre todo los modelos exponencial y saturable.
Conforme se incrementó la intensidad inicial, se observó una brecha más amplia entre el modelo Kerr
y los otros dos, por lo que el modelo Kerr tiene una validez limitada. Adicionalmente, se realizaron
simulaciones con los mismos parámetros pero en un medio lineal, las cuales sirvieron como referencia
cuando fueron comparadas con los resultados de los modelos no lineales. De aquí, se observó que
incluso a intensidades muy bajas, los efectos no lineales se encuentran presentes, a pesar de que éstos
siguen siendo insignificantes.

La siguiente ronda de simulaciones consistió en realizar las mismas comparaciones, pero ahora sólo
entre el modelo exponencial y el saturable. De manera análoga sólo se estudio el efecto de la intensidad
inicial, manteniendo fijos los demás parámetros experimentales. Los resultados fueron los esperados
basándonos en las observaciones de las simulaciones anteriores: conforme aumenta la intensidad, la
discrepancia entre modelo incrementa. Así, se emplearon 5 intensidades iniciales, en las primeras
cuatro, los efectos no lineales siguieron siendo pequeños en comparación con la difracción del haz.
No obstante, en los perfiles de intensidad y concentración, se observaron crecimientos en forma de
jorobas que eventualmente decaían. En la quinta simulación, se empleó una intensidad inicial de
|E0|2= 0.34×1014 W

m2 , donde se observó que los efectos no lineales ya comienzan a ser mayores en el
modelo exponencial, por lo que el haz se va enfocando lentamente hasta que llega a un punto en donde
la intensidad incrementa drásticamente de manera desmesurada hasta alcanzar valores que carecen de
sentido físico, por lo que se concluyó que el modelo exponencial también se encuentra limitado a
un rango intermedio de intensidades. Por otro lado, en el modelo saturable, la contribución no lineal
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sigue siendo menor a la difracción del haz, por lo que éste aún no alcanza un auto-atrapamiento.

Posteriormente, se realizó un análisis exclusivo para el modelo saturable, donde se consideró una
mayor distancia de propagación a diferencia de los casos anteriores. Aquí se volvió a estudiar el caso
para |E0|2= 0.34× 1014 W

m2 , del cual se observó la joroba donde la intensidad crece un poco para
después desvanecerse. La siguiente intensidad de entrada que se aplicó fue de |E0|2= 0.35×1014 W

m2 ,
obteniendo que la contribución no lineal es ahora mayor que la lineal y, análogamente al modelo
exponencial, la intensidad crece gradualmente hasta un punto en donde incrementa drásticamente.
A diferencia del anterior, éste modelo se muestra estable, ya que no crece desmesuradamente ni
sobrepasa el límite de la saturación. A los perfiles de intensidad, se les graficó adicionalmente un
par de líneas que representan la evolución del ancho del haz en un medio lineal, con lo cual se pudo
observar la diferencia drástica en la cintura del haz cuando ocurre el auto-enfocamiento.

Del análisis de los tres modelos y sus correspondientes simulaciones, se recomienda al lector que
si desea realizar una simulación para un medio no lineal coloidal, primero verifique los parámetros
experimentales que desea imponer, sobre todo la intensidad, ya que ésta es la principal responsable
de los efectos no lineales. Para intensidades bajas (la cual puede variar dependiendo del modelo con
respecto al régimen presentado aquí) se pueden emplear el modelo Kerr o el exponencial, ya que
ambos ocupan aproximadamente el mismo tiempo de cómputo. Es importante considerar también la
distancia de propagación, ya que, como se discutió, conforme la distancia recorrida incrementa, la
desviación del comportamiento de dichos modelos se desvía ampliamente con respecto al modelo
saturable. El modelo Kerr y exponencial también pueden servir para dar una primera idea sobre el
comportamiento esperado a un tiempo de cómputo bajo. Por ejemplo, en este trabajo, el modelo
exponencial nos dio un primer indicio de la formación de un solitón antes de aplicar el modelo
saturable. Finalmente, si se desea tener un resultado más preciso, es preferible el empleo del modelo
saturable, aunque a costa de un gran tiempo de cómputo.

En el modelo saturable se observó la formación de un solitón para los parámetros w0 = 3µm,
λ = 532nm, a = 35nm, m = 1.1805, T = 295K, η0 = 1×10−3 = 0.1%(en sólidos) y |E0|2= 0.35×
1014 W

m2 . Dicha intensidad correspone a I0 = 3.179× 1010W/m2 y P0 = 0.8736W . La formación de
dicho solitón bajo estas condiciones es prometedora, ya que los valores son cercanos a los empleados
experimentalmente en el Laboratorio de Micromanipulación Óptica (Salazar-Romero y cols., 2016),
dejando una potencial trabajo a futuro donde se pretende realizar simulaciones con los parámetros
experimentales, con el fin de corroborar la validez de la teoría mediante la comparación entre simula-
ción y experimento. Así, si se valida el algoritmo, sería una herramienta de gran utilidad para estimar
un rango de valores con los cuales se observa la formación de un solitón, aportaría una idea del
comportamiento esperado y sobretodo, otorgaría un firme soporte a las simulaciones o a los experi-
mentos. En dichos experimentos, se analizó la propagación de un haz para cuatro casos con dos
diámetros de partículas (62nm y 77nm) y concentraciones (0.5% a 1% en sólidos, o lo que equivale a
η = 0.005 y 0.01). Para ésto, la cintura mínima del haz incidente fue colocada en distintas posiciones,
dentro y fuera de la muestra, al igual que la potencia, con el fin de observar la formación de solitones
espaciales. Uno de los resultados más relevantes de éste trabajo para el algoritmo, es la observación de
un solitón estable para partículas con diámetro de 62nm (a = 31nm), concentración de 1% en sólidos
(η = 0.01), cintura de w0 ≈ 5µm, y a una potencia de P = 0.8W. Podemos notar que estos parámetros
son del orden de valores que se emplearon en la simulación.

De manera paralela, también se desea comparar el algoritmo con otro que actualmente se encuentra
en desarrollo por un alumno del laboratorio de Micromanipulación Óptica. Este segundo algoritmo
se basa, a diferencia del método SSF, en un método de integración numérica mediante el método de
Runge-Kutta, el cual la diferencia principal reside en que éste emplea multiplicaciones para propagar
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el campo y no transformadas de Fourier. Por otro lado, las simulaciones realizadas con el código de
R-K emplean componentes radiales r2 = x2 + y2, que reducen el problema a una dimensión cuando
el campo tiene simetría azimutal como la de un haz Gaussiano. No obstante, cuando se propagan
campos con estructuras de vórtices, la simetría se pierde y no se puede reducir a una componente
radial y se debe general una malla 3D. Debido a que el algoritmo de Runge-Kutta aún se encuentra
en un estado precario, no se han realizado aún comparaciones entre ambos, no obstante, una de las
primeras ventajas que se observan del algoritmo presentado en esta tesis sobre el R-K, es el tiempo
de cómputo.

Otro resultado importante a destacar para éste modelo es que se observó que cuando ocurre el
auto-enfocamiento y se forma el solitón, hay un vaivén de intensidades, el cual es un fenómeno
que, a pesar de que ha reportado, no se ha estudiado a fondo. Con el fin de descartar artefactos
numéricos, la propagación se realizó una vez más, incrementando la resolución mediante la reducción
de parámetros como el tamaño de paso. Se comprobó adicionalmente que la cantidad de energía
perdida en la apodización fue mínima, lo que indica que el ruido numérico generado por los rebotes
en las fronteras es despreciable. Por otro lado, también se verificó el teorema de Shannon-Nyquist
con el fin de validar el tamaño de paso empleado que genera el muestreo y resultó que a lo largo de
toda la propagación, el muestro cumple con el teorema. Aún realizado ésto, se siguió presentando
la oscilación, por lo que se descartó un problema computacional. Para explicar éste fenómeno, se
recurrió a literatura adicional y se encontró que se presenta una similitud con los llamados solitones
dispersivos, los cuales surgen de sistemas de reacción-difusión. Haciendo una analogía, ésto se debe
a que la difracción funciona como el sistema difusivo, mientras que la no linealidad es el reactivo,
así la ecuación NLS tiene la forma de la ecuación de reacción-difusión. No podemos asegurar que la
región en donde las intensidades oscilan es un solitón dispersivo, ya que para que sea uno de éstos,
debe tener un patrón periódico en el plano ortogonal al eje de propagación que se mantiene constante.
Los resultados muestran un patrón que se repite cada vez que se forma un máximo o mínimo de
intensidades, pero remarcando que no es constante. De aquí, se concluye que un estudio más profundo
sobre las ecuaciones de reacción-difusión podrían explicar de manera más detallada el origen de las
oscilaciones.

Finalmente, las últimas simulaciones realizadas fueron para la propagación de vórtices ópticos en el
modelo saturable. Lo primero que se observó, es que éstos requieren de una ventana más amplia, ya
que el radio de éstos es mayor que el radio Gaussiano. Para ésto, se tuvo que aumentar el tamaño de la
ventana empleada por los haces Gaussianos, por lo que también se redujo drásticamente la distancia
de propagación para mantener un tiempo de cómputo razonable. Con el fin de obtener los parámetros
óptimos, las simulaciones se repitieron, cada vez incrementando el tamaño de la ventana o reduciendo
el tamaño del paso, hasta que se obtuvieron resultados que convergían. Con ésto, se presentaron el
cambio de la concentración máxima conforme se propaga, el perfil lateral de las intensidades y el perfil
frontal del haz. Las simulaciones se hicieron con todos los parámetros fijos, a excepción de las cargas
topológicas, las cuales se variaron para L = 1,−1 y 2, con el fin de estudiar los efectos de éstos en la
propagación. En general, se observó un efecto de ’breathing’ similar al vaivén en la cintura del haz que
se observó para el caso Gaussiano, lo cual también da indicios de que éstos vórtices son similares a
los solitones disipativos. Posteriormente, se rompe la estructura en filamentos, lo cual, a pesar de estar
reportado (Ashkin y cols., 1982; Petroski y cols., 2007), es necesario descartar artefactos numéricos,
ya que la estructura de vórtice suele ser muy inestable y el mínimo ruido numérico podría provocar
su ruptura. Por ésto, se verificó la cantidad de energía que alcanza las fronteras de apodización, donde
los ruidos numéricos se originan. A pesar de que éstos fueron de poco más del 2% a lo largo de toda
la propagación, no es posible descartar un origen numérico. Por lo que se propone emplear en un
futuro, distintas funciones de apodización que tengan un perfil más suave, ya que ésto reduce el ruido.
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Por otro lado, se observó que el signo de la carga topológica define el sentido del giro de la fase y que
la carga topológica define la cantidad de filamentos que se forman después de la ruptura del haz. Por
lo tanto, sería de gran interés realizar un estudio más profundo sobre los parámetros necesarios para
observar la formación del solitón, la estabilidad del vórtice, la relación entre la carga topológica y la
cantidad de filamentos formados y sobretodo, el estudio de la propagación de otro tipo de estructuras.

Un resultado muy relevante, como se puede observar en la propagación del vórtice, es que el algoritmo
acepta también funciones con otro tipo de estructuras que no sean Gaussianas. Por lo que en un futuro,
también se pretende emplear distintos haces estructurado. Por ejemplo, el siguiente campo que se
propone es un vórtice óptico que se describe mediante la descomposición en eigenmodos de Laguerre
(Curtis y Grier, 2003):

E`
p = (−1)p

(√
2r

w

)`

L`
p

(
2r2

w2

)
EG

donde L`
p(x) es un polinomio generalizado de Laguerre. Por lo que se pretende implementar dicha

función para propagar un vórtice óptico. Haciendo hincapié en que el vórtice empleado no satisface
la ecuación paraxial de Helmholtz, éste último si lo hace. No obstante, el vórtice propagado en esta
tesis es un buen comienzo, ya que en la literatura no se han reportado la propagación de este tipo de
estructuras en medios no lineales coloidales.
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Apéndice A

Conceptos Físicos y Numéricos

A.1. Ecuación de un haz Gaussiano

Un haz Gaussiano es un haz de radiación electromagnética cuya distribución del campo eléctrico e
intensidad son descritos por funciones Gaussianas. La mayoría de los láseres emiten campos eléctricos
que se pueden aproximar con dicha distribución. En general, la representación paraxial de un haz
Gaussiano está dada por (Saleh, Teich, y Saleh, 1991; Milonni y Eberly, 2010; Jones, Maragò, y
Volpe, 2015):

E(x,y,z) = E0
w0

w2(z)
e−

(x2+y2)
w(z) e−i k0r2

2R(z) e−i[kz−φ(z)], (A.1)

donde w0 es la cintura mínima del haz en función de la longitud de Rayleigh zR

w0 =

√
λ0zR

nπ
,

el tamaño de la cintura que depende de w0

w(z) = w0

√
1+
(

z
zR

)2

, (A.2)

R(z) es el radio de curvatura

R(z) = z

[
1+
(

z
zR

)2
]
,

y a φ se le denomina como el cambio de fase de Guoy

ψ(z) = tan−1
(

z
zR

)
.
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La longitud de Rayleigh denota la distancia, desde z = 0, a la que la cintura del haz incrementó por
un fator de

√
2:

zR =
πnw2

0
λ0

Figura A.1: Diagrama de los parámetros. Imagen tomada de (Milonni y Eberly, 2010).

La ecuación (A.1) describe la solución a la ecuación de onda paraxial de Helmholtz para cualquier
punto del haz. Dicha expresión se puede simplificar cuando z = 0, es decir, que la cintura del haz es
w(z) = w0, por lo que se reduce a (Jones y cols., 2015):

E(x,y,z) = E0e−
(x2+y2)

w0 (A.3)

Lo anterior se puede aplicar cuando el haz es enfocado a un sistema de tal manera que en la entrada,
la cintura sea mínima. Éste principio es el que se utilizó para el diseño experimental (Apéndice C) y
las simulaciones.

A.1.1. La potencia en función de la intensidad

En ésta sección se pretende obtener una relación entre la potencia aplicada con la intensidad inicial y la
amplitud del campo eléctrico de un haz Gaussiano, ya que, experimentalmente, si se desea modificar
la intensidad de un haz de láser, se realiza manipulando la potencia de entrada. Para ésto, tenemos
que la potencia y la intensidad se relacionan mediante:

P =
∫

∞

−∞

I ·dA =
∫

∞

−∞

〈s〉 ·dA, (A.4)

donde 〈s〉 es el promedio temporal de la magnitud del vector de Poynting. Para ondas monocromáticas
y planas propagándose en el eje z, (Hecht, 1988; Jones y cols., 2015; Griffiths, 2005):

〈s〉= cε0

2
E2, (A.5)
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lo que es el promedio de la potencia por unidad de área transportada por una onda electromagnética.
Lo anterior considerando que la amplitud del campo eléctrico de un haz Gaussiano es de la forma
E = E0e−(x

2+y2)/w2
. Así, la potencia de entrada P0 a una intensidad inicial E2

0 es:

P0 =
cε0

2

∫
∞

−∞

E2
0 e
−2 x2+y2

w2
0 dA,

=
cε0

2
E2

0

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

e
−2 x2+y2

w2
0 dxdy,

=
cε0

2
E2

0

∫
∞

−∞

e
−2 x2

w2
0 dx

∫
∞

−∞

e
−2 y2

w2
0 dy

donde las integrales son integrales Gaussianas que en los límites ±∞, se reducen a w0
√

π/2
√

2. Por
lo tanto:

P0 =
cε0

2
E2

0

(
w0
√

π√
2

)2

,

con lo que se obtiene una expresión para la potencia inicial en función de la intensidad:

P0 =
πw2

0
2

I0. (A.6)

Nótese que se utilizó la expresión I = cnε0
2 |E|

2.

A.2. Aproximación de Maxwell-Garnett

La ecuación de Maxwell-Garnett es una aproximación de medios efectivos derivada en 1904 (Garnett,
1904). Ésta fórmula nos entrega la permitividad efectiva de un medio en términos de un factor de
empaquetamiento, la permitividad del medio y de las partículas. Su derivación parte de la relación de
Clausius-Mossotti en un medio:

εe f f − εb

εe f f +2εb
= η

εp− εb

εp +2εb
. (A.7)

Al resolver para εe f f , se llega a la expresión

εe f f = εb +
3ηεb

(
εp−εb
εp+2εb

)
1−η

(
εp−εb
εp+2εb

)
εe f f = εb +

3ηεb (εp− εb)

εp +2εb−η (εp− εb)

εp +2εb

εp +2εb
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de donde se obtiene la expresión empleada en (3.10)

εe f f = εb +
3ηεb (εp− εb)

εp +2εb−η (εp− εb)
. (A.8)

A.3. Fórmula de Carnahan-Starling

La fórmula de Carnahan-Starling fue derivada en 1969 por Norman Carnahan y Kenneth Starling
(Carnahan y Starling, 1969) a partir de un análisis de una serie virial reducida para describir el
comportamiento de esferas rígidas. Desde entonces ha sido utilizada para describir expresiones para la
función de distribución radial de una esfera dura, mezclas y hasta fluidos inhomogéneos(Song y cols.,
1989; Mansoori y cols., 1971; L. L. Lee, 1995; Robles y cols., 2014). Ésta fórmula fenomenológica
da una buena aproximación hasta la transición líquido-sólido donde η ≈ 0.5 (Hansen y McDonald,
1990). Además, concuerda con cálculos de la teoría de perturbaciones, así como simulaciones sobre
dinámica molecular (Matuszewski y cols., 2008).

La aproximación de Carnahan-Starling es

Z =
PV

NkBT
≈ 1+η +η2−η3

(1−η)3 . (A.9)

donde Z es el factor de compresibilidad, P la presión, V el volumen, N el número de partículas, kB la
constante de Boltzmann, T la temperatura y η = π

6 Nσ3/V el factor de empaquetamiento para esferas
duras de diámetro σ .

El motivo por el cual se mencionó que η es válido hasta ≈ 0.5, es por que en esa región existe
una transición de la fase líquida a sólida. En otras palabras, hay un rango de valores de η donde
coexisten ambas fases. A éste fenómeno se le conoce como la transición de Kirkwood-Alden, ya que
John G. Kirkwood especuló que dicha transición ocurriría en η = 0.5, mientras que Bernie J. Alden
fue el primero en observar la solidificación en 1957 mediante cálculo de dinámica molecular (Gast
y Russel, 1998). Posteriormente, en 1968 Hoover presentó una ecuación de estado para determinar
el rango de la transición, la cual corresponde a 0.494 < η < 0.545 (Hoover y Ree, 1968). La Figura
A.2 muestra la gráfica de concentración contra presión normalizada en donde se observa la transición
cerca de η = 0.5.
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Figura A.2: Diagrama de fase de un sistema de esferas sólidas donde la línea punteada muestra la
rama metaestable mientras que la continua representa la rama estable.

A.4. Cerca cúbica interpoladora

”Supongamos que N +1 puntos {(xk,yk)}N
k0

cuyas abscisas están ordenadas de manera creciente a =

x0 < x1 < · · · < xN = b. Se dice que una función S(x) es una cerca cúbica interpoladora para dichos
datos si existen N polinomios cúbicos Sk(x), que podemos escribir en términos de unos coeficiente
sk,0,sk,1,sk,2,sk,3 como

S(x) = Sk(x) = sk,0 + sk,1(x− xk)+ sk,2(x− xk)
2 + sk,3(x− xk)

3

para x ∈ [xk,xk+1] y k = 0,1, . . . ,N−1, que verifican las siguientes propiedades:

S(xk) = yk para k = 0,1, . . . ,N

Sk(xk+1) = Sk+1(xk+1) para k = 0,1, . . . ,N−2

S′k(xk+1) = S′k+1(xk+1) para k = 0,1, . . . ,N−2

S′′k (xk+1) = S′′k+1(xk+1) para k = 0,1, . . . ,N−2

La primera relación significa que S(x) es un polinomio cúbico a trozos. La segunda relación significa
que S(x) interpola los datos y las siguientes dos indican que S(x) es una función derivable y con
derivada continua. Finalmente, la última relación significa que la derivada segunda de S(x) también
existe y es continua ” (Mathews y Fink, 2004).
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A.5. Teorema de Shannon-Nyquist

Uno de los principales problemas que uno se enfrenta al realizar simulaciones mediante la óptica
de Fourier, es que las funciones estan representadas de manera discreta y el muestreo de dichas
funciones debe cumplir con ciertos criterios para obtener un resultado aproximado a una función
continua, como suelen ser las ecuaciones físicas. No obstante, las simulaciones que emplean métodos
de Fourier, deben considerar también los factores computacionales, tales como la memoria y el tiempo
de cómputo, con el fin de balancear a éstos con el muestreo.

Uno de los criterios establecidos que más se emplean para corroborar la validez de una simulación,
en cuanto al muestreo, es el teorema de Shannon-Nyquist. Este teorema se aplica en general para
funciones donde el contenido espectral de una señal se encuentra limitado. Es decir, una función
continua puede ser recuperada de manera precisa a partir del muestreo si el tamaño de paso que
genera al muestreo es menor a un valor específico. Así, el teorema bidimensional de Shannon-Nyquist
establece que (Voelz, 2011):

∆x <
1

2Bx
, ∆x <

1
2Bx

, (A.10)

donde Bx y By son los anchos de banda del espectro de la función continua a lo largo de las direcciones
x y y. En general, las funciones con soporte finito (conjunto de puntos donde la función no es cero),
no pueden ser limitadas. No obstante, estas funciones tienen un anchos de banda efectivos los cuales
engloban los valores de la frecuencia más significativos. Una aproximación eficaz para definir el
ancho de banda efectivo, es calculando el radio que contiene el 98% de la potencia espectral total.

Si se tiene una función g(x,y) definida por un tamaño de paso dx y dy, con su transformada de
Fourier F( fx, fy) con d fx y d fy como las inversas de dx y dy, entonces la potencia espectral total es
(Voelz, 2011):

PT =
∫

∞

−∞

∫
∞

−∞

|F |2d fxd fy. (A.11)

Por lo que los anchos de banda efectivos Bx y By se determinan de la siguiente manera:

∫ Bx/2

−Bx/2

∫ By/2

−By/2
|F |2d fxd fy = 0.98PT . (A.12)

Nótese que el término 0.98PT se refiere al 98% de la potencia espectral total.

Para el caso del presente trabajo, lo anterior se implementa relativamente fácil de manera computa-
cional. Primero, se eleva al cuadrado el valor absoluto del campo en el espacio de Fourier, seguido de
una integral mediante el método del trapecio, definido en MATLAB por la función:

trapz(FX,Z)

donde FX es el vector que genera al muestreo de fx, mientras que Z es el vector a integrar. Para el
caso bidimensional, se aplica la función dos veces de la siguiente manera:
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trapz(FX,trapz(FY,Z)) = PT

donde FY es el vector que genera la coordenada fy en el espacio de Fourier.

La integral anterior nos entrega el valor de PT , por lo que el siguiente paso consiste en calcular
el valor del ancho de banda efectivo. Para ésto, se deben integrar regiones cuadradas (si dx = dy),
empezando del pixel central, donde se encuentra el máximo de intensidad, mediante un loop que
se encargue de incrementar la región cuadrada dos pixeles en cada lado por coordenada. Es decir,
si el pixel central lo nombramos { j0}, entonces la siguiente región a integrar estará definida por
el cuadrado {− jx1 : jx1,− jy1 : jy1}. Si la integral en dicha región es menor a 0.98PT , entonces se
integrará el siguiente cuadrado definido por {− jx2 : jx2,− jy2 : jy2}, y así sucesivamente (A.3). Debido
a que difícilmente se obtendrán valores que coincidan exactamente con 0.98PT , cuando la integral de
la región alcanza un valor estrictamente mayor al 98% de la potencia espectral total, en una región
correspondiente a jn, el loop le ordena detenerse mediante un if y obtiene la longitud de la matriz
correspondiente al valor anterior inmediato j− i. Así, el ancho de banda efectivo estará dado por
la longitud de la matriz de orden j− 1 multiplicada por d fx. En la Figura A.3 si, por ejemplo, la
integral en la región verde (correspondiente a j = 3) resulta mayor a 0.98PT , entonces se tomará la
longitud de la región azul ( j = 2). Finalmente, si al ancho de banda efectivo se le multiplica por 2 y
se obtiene su inverso, éste último será el valor mínimo que impone el teorema de Shannon-Nyquist
para el muestreo ∆x. El algoritmo empleado se presenta en el Apéndice E.6 junto a la obtención de la
energía apodizada.

A.6. Energía perdida en la Apodización

Se implementó una sección encargada de calcular la razón de la intensidad total del plano ortogonal a
la propagación con respecto a la intensidad total inicial en cada Nstp*dz pasos. El fin de dichas lineas
del código recae en observar la porción de energía que llega a la frontera de apodización. Conforme
ésta sea mayor, las reflexiones provocadas por la ventana de apodización serán mayores y por ende,
también el ruido numérico, que afectará directamente a la simulación.

Una vez más, se empleó la integración mediante el método del trapecio a |E|2 en el espacio de
coordenadas:

En = trapz(dx,trapz(dx,|E|2))/En0,

donde En0 es la energía inicial, la cual sirve como factor de normalización. El algoritmo empleado se
presenta en el Apéndice E.6 junto al teorema de Shannon-Nyquist.



APÉNDICE A. CONCEPTOS FÍSICOS Y NUMÉRICOS 128

Figura A.3: Diagrama para ilustrar el procedimiento seguido para obtener el ancho de banda efectivo.
Las regiones gris, rojo, azul y verde corresponden al orden j = 0,1,2,3, respectivamente.



Apéndice B

Desarrollos Matemáticos

B.1. Propiedad de diferenciación de la transformada de Fourier

Se pretende demostrar que

F [g′′(x)]( f ) =−(2πk)2F [g(x)]( f ), (B.1)

donde la transformada de Fourier, como se definió en (4.4), es:

g̃( f ) = F [g(x)]( f ) =
∫

∞

−∞

g(x)exp(−2πi fxx)dx, (B.2)

Se presentará sólo el caso para x ya que para la coordenada y, el procedimiento es análogo. Partimos
de sustituir la ecuación (B.1) en la transformada de Fourier:

F [g′′(x)]( f ) =
∫

∞

−∞

g′′( f )e−2πi fxxdx. (B.3)

Definimos ahora el siguiente cambio de variables para integrar lo anterior por partes

u = e−2πi fxx dv = g′′(x)dx

du =−2πi fxe−2πi fxxdx v = g′(x)

así,

F [g′′(x)]( f ) =
[
e−2πi fxxg′(x)

]∞

−∞

− (−2πi fx)
∫

∞

−∞

g′(x)e−2πi fxxdx

donde el primer término del lado derecho es una función oscilante y la función g(x) corresponde en
éste caso a un haz donde sus componentes transversales a la propagación se desvanecen en el límite:

129
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lı́m
x→±∞

g(x) = 0,

lı́m
x→±∞

g′(x) = 0.

con lo que resulta

F [g′′(x)]( f ) = 2πi fx

∫
∞

−∞

g′(x)e−2πi fxxdx. (B.4)

Nuevamente definimos los cambios de variables de tal forma que

u = e−2πi fxx dv = g′(x)dx

du =−2πi fxe−2πi fxxdx v = g(x)

aplicando lo anterior,

F [g′′(x)]( f ) =
[
e−2πi fxxg(x)

]∞

−∞

+2πi fx(2πi fx)
∫

∞

−∞

g(x)e−2πi fxxdx,

donde el primer término tiende a cero aplicando de nuevo el argumento del límite físico. Nótese que
el término de la integral es la transformada de Fourier de g(x), i.e.

F [g′′(x)]( f ) =−(2π fx)
2
∫

∞

−∞

g(x)e−2πi fxxdx

=−(2π fx)
2F [g(x)].

(B.5)

B.2. Transformada Discreta de Fourier

La transformada discreta de Fourier (DFT) es una variante de la transformada de Fourier, en donde la
función de entrada debe tener la característica de que es discreta y finita. Partamos de la transformada
espacial de Fourier como se definió en (4.4):

g̃( f ) = F [g(x)]( f ) =
∫

∞

−∞

g(x)exp(−2πi f x)dx, (B.6)

cuando se trabaja con un conjunto discreto, la integral se puede aproximar a una suma de tal forma
que:

Fq =
N−1

∑
j=0

g(x j)e−2πi fqx j∆x (B.7)

donde x j es un conjunto de la forma
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x j = {x0,x1,x2, . . . ,xN−1},

pero para elementos igualmente espaciados:

x j = {0,∆x,2∆x, . . . ,(N−1)∆x}
= {0,1,2, . . . ,N−1}∆x,

donde ∆x = x j+1− x j. Análogamente para fq se tiene que:

fq = {0,1,2, . . . ,N−1}∆ f ,

con ∆ f = fq+1− fq. Por lo que el j-ésimo y q-ésimo elemento de ambos son:

x j = ( j−1)∆x

fq = (q−1)∆ f

Con lo anterior, se puede reescribir (B.7) como sigue:

Fq = ∆x
N−1

∑
j=0

g(x j)e−2πi( j−1)(q−1)∆x∆ f ,

lo que equivale a :

Fq = ∆x
N

∑
j=1

g(x j)e−2πi jq∆x∆ f .

Ahora, en la transformada espacial de Fourier, ∆x significa que es un segmento de L definido por:

∆x = L/N, (B.8)

donde N es el número de elementos de ∆x. Por otro lado, si ∆ f es el recíproco de ∆x en el espacio de
Fourier, se define como

∆ f =
1

∆xN
=

1
L
. (B.9)

Con las últimas dos ecuaciones, la transformada discreta de Fourier queda como (Arfken y Weber,
1999) :

Fq = ∆x
N

∑
j=1

g(x j)e−2πi jq/N . (B.10)
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B.3. Intensidad independiente de z

En la sección 6.1.2, para llegar a la expresión (4.11) se asumió que |ψ|2 era independiente de z, esto
se puede demostrar sencillamente retomando la ecuación (4.3) como:

∂ψ

∂ z
− ic2ec3|ψ|2ψ = 0. (B.11)

Multiplicando lo anterior por el complejo conjugado ψ∗, se tiene que

ψ
∗∂ψ

∂ z
− ic2ec3|ψ|2ψ

∗
ψ = 0,

ψ
∗∂ψ

∂ z
− ic2ec3|ψ|2|ψ|2 = 0

(B.12)

donde ψ∗ψ = ψψ∗ = |ψ|2.

Por otro lado, obtengamos el complejo conjugado de (B.11):

∂ψ∗

∂ z
+ ic2ec3|ψ|2ψ

∗ = 0,

multiplicando lo anterior por ψ

ψ
∂ψ∗

∂ z
+ψ

∗∂ψ

∂ z
= 0. (B.13)

Sumando (B.12) y (B.13), se elimina el término complejo:

ψ
∂ψ∗

∂ z
+ψ

∗∂ψ

∂ z
= 0,

∂

∂ z
(ψψ

∗) = 0.

Y finalmente se llega a que

∂ |ψ|2

∂ z
= 0. (B.14)



Apéndice C

Obtención de la Cintura del Haz

A pesar de que el estudio es numérico y teórico, se desea en un futuro poder comparar los resultados
obtenidos con los experimentales para poder corroborar la validez de los modelos. Es por ésto que
debemos considerar el sistema experimental de donde se obtuvieron los parámetros iniciales para
realizar las simulaciones. Recordemos que en el Apéndice A.1 se presentó la ecuación de un haz
Gaussiano (A.1), que se puede simplificar en la cintura mínima (A.3). También se argumentó que la
última ecuación se puede utilizar como el campo inicial cuando se enfoca un haz Gaussiano en la cara
de entrada del sistema. Generalmente, el diámetro φ de un haz de láser, con longitud de onda λ , es del
orden de milímetros. En éste rango, la intensidad no es lo suficientemente alta para que los efectos no
lineales del medio sean considerables. Por lo tanto, es necesario reducir el diámetro incidente del haz
mediante una lente convergente de distancia focal f . La Figura C.1 ilusta el esquema experimental
descrito previamente. Dichos parámetros se relacionan mediante la ecuación (Saleh y cols., 1991):

w0 =
λ f

π(φ/2)
(C.1)

Si experimentalmente tenemos que la longitud de onda del láser es λ = 532nm, la distancia focal de
la lente es f = 18mm y el diámetro del haz inicial es φ = 2.2mm, obtendemos que el radio de la
cintura incidente w0 es:

w0 =
0.532µm18mm

π(2.2mm/2)
= 2.77µm≈ 3µm (C.2)

Figura C.1: Un haz Gaussiano de diámetro φ , que proviene de un láser λ , se enfoca con una lente de
distancia focal f a la cara frontal del sistema coloidal con w0 como el radio de la cintura incidente al
medio.
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Apéndice D

Sugerencias para Mejorar el Algoritmo

En esta seccion, se presentan las siguientes sugerencias para el modelo y para el algoritmo, que surgen
de algunas correcciones y efectos que se despreciaron, que podrían jugar un papel importante bajo
ciertas condiciones.

D.1. Pérdidas por esparcimiento

En los modelos anteriores, se ignoraron las pérdidas por scattering desde la fuerza óptica. No obstante,
en la realidad física, éstas pérdidas existen y para poder tener un modelo más preciso, es necesario
considerarlas. Como se observará más adelante, el término de las pérdidas es no lineal, por lo que se
vuelve un fenónemo difícil de ignorar a intensidades altas. Una manera sencilla de incluir las pérdidas
es definiendo un factor γ imaginario en la ecuación NLS saturada (3.28):

iψz + cL∇
2
⊥ψ + cNL

(
η(|ψ|2)

η0
−1
)

ψ + iγψ = 0. (D.1)

Para determinar el valor de γ , consideremos sólo un medio con pérdidas, ignorando los otros términos:

i
∂ψ

∂ z
+ iγψ = 0,

y resolvemos la ecuación diferencial:

lnψ =−γz+ c,
ψ = ψ0exp(−γz),

y la norma cuadrada nos entregará:

| ψ |2 = | ψ0 |2exp(−2γz),

I
I0

= exp(−2γz)
(D.2)
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Por otro lado, consideremos que la ley de Beer-Lambert relaciona la transmitancia T con la
profundidad óptica τ (Swinehart, 1962):

T = exp(−τ), (D.3)

τ =
∫

σρ(z)dz, (D.4)

donde σ es la magnitud del coeficiente de la sección transversal de scattering presentada previamente
en la ecuación (3.5) y ρ(z) es la densidad numérica. Si ρ(z) es uniforme a lo largo de z, entonces la
integral resulta:

~τ = σρ ẑ.

Recordando que η = ρVp, podemos sustituir ρ en función de η como:

τ =
σ

Vp
η ẑ. (D.5)

Por otro lado, igualando las expresiones (D.2) con (D.3), ya que T = I/I0, se obtiene la relación
entre la profundidad óptica y el coeficiente de pérdidas:

2γ = τ. (D.6)

Igualando (D.5) y (D.6), tendemos una expresión de γ en función de η :

γ =
σ

2Vp
η(| ψ0 |2)ẑ. (D.7)

Es importante mencionar que la ecuación anterior implica que el término de pérdidas también es no
lineales y depende de la concentración de partículas.

Así, la ecuación no lineal de Scrödinger para un modelo saturable con pérdidas es:

iψz + cL∇
2
⊥ψ + cNL

(
η(|ψ|2)

η0
−1
)

ψ + i
σ ẑ
2Vp

η(| ψ0 |2)ψ = 0. (D.8)

Lo anterior resulta ser muy complejo de resolver por varias razones. La primera es que la expresión
para la concentración de partículas η(| ψ0 |2) es diferente a la presentada en (3.27). Ésto cuando se
pretende considerar la fuerza de scattering en la fuerza óptica de la ecuación (3.3). Por otro lado, la
solución mediante el método de SSF también se vuelve más laboriosa ya que la contribución no lineal
conlleva ahora el término de pérdidas. Los dos motivos anteriores son sólo la punta del iceberg que
se pueden resolver fácilmente con un poco más de algebra. El mayor problema reside en que ahora
la intensidad depende de z, es decir que ∂ I/∂ z 6= 0 (como podemos notar en (D.2)) y la obtención
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de la concentración se vuelve más complicado, ya que implicaría resolver un método iterativo dentro
de una resolución numérica y por obvias razones, es un proceso muy pesado para resolver de manera
computacional.

No obstante, Selvaraj (Selvaraj, 2013), propuso una solución semianalítica (1+1) y (2+1) dimen-
sional para un medio coloidal saturable con pérdidas por scattering empleando un método variacional
mediante densidades Lagrangeanas promediadas y funciones de prueba. Por lo que es necesario un
estudio minuscioso de éste método para poder simular la propagación de un haz con éste modelo.

D.1.1. Efectos Térmicos

En algunos casos, por ejemplo a potencias más altas, los efectos térmicos se vuelven considerables,
agregando al problema otro término que depende de manera no lineal a la temperatura. Ésto se
debe a que una porción de la potencia es absorbida por el material cuando un haz incide sobre éste.
Consecuentemente, el índice del material incrementa en la región iluminada (Boyd, 2003). Por otro
lado, en medios no lineales coloidales, también se observan otros efectos térmicos como efectos de
convección que afectan directamente en la dinámica de las partículas (Salazar-Romero y cols., 2016).
Para implementar los efectos térmicos sería considerándolos en las ecuaciones de flujo empleadas
para así obtener una expresión de la concentración de partículas que dependa de la temperatura.

D.1.2. El Método SSF Simétrico

En el método de SSF, un tamaño de paso espacial o un tamaño de la ventana inapropiado pueden
ser fuentes de error comunes que se pueden evitar. Sin embargo, existe otro error significante que se
origina al considerar las contribuciones como operadores, ya que ignora la propiedad no conmutativa
de éstos. Matemáticamente, ésto se puede ver partiendo de la solución formal a (4.1):

ψ(z+∆z) = exp[∆z(L̂+ N̂L)]ψ(z), (D.9)

donde la solución aproximada que hemos estado empleando es:

ψ(z+∆z)≈ exp[∆zL̂]exp[∆zN̂L]ψ(z) (D.10)

Consideremos la fórmula de Baker-Hausdorff para dos operados no conmutativos con el fin de observar
el error en el método de SSF (G. P. Agrawal, 2007):

exp(L̂)exp(N̂L) = exp
(

L̂+ N̂L+
1
2
[L̂, N̂L]+

1
12

[L̂− N̂L, [L̂, N̂L]]+ . . .

)
, (D.11)

donde [L̂, N̂L] = L̂N̂L− N̂LL̂. Físicamente ésto significa que ambas contribuciones se encuentran
acopladas. Comparando la ecuación (D.10) con (D.11), podemos notar que la precisión del primero
es sólo del segundo orden ya que el método SSF ignora los siguientes términos. La implementación
de dichos términos mejora la resolución a costa de complicar y aumentar el tiempo de cómputo.

El método SSF simétrico, el cual considera los efectos no lineales a la mitad de la propagación
(Figura D.1)en lugar de los extremos incluyendo el tercer término de la ecuación (D.11), proveerá
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una mejora al tercer orden. Con lo que la solución de (4.1) en un segmento de z a ∆z se expresa de la
forma:

ψ(z+∆z) = exp
(

∆z
2

L̂
)

exp
(∫ z+∆z

z
N̂L(z′)dz

)
exp
(

∆z
2

N̂L
)

(D.12)

donde la integral incluye la dependencia a z del operador no lineal y se puede aproximar mediante la
regla del trapezoide:

∫ z+∆z

z
N̂L(z′)dz≈ ∆z

2
[N̂L(z)+ N̂L(z+∆z)]. (D.13)

Lo cual se puede reducir a hN̂L si el tamaño del paso es muy pequeño. Ésta implementación no es
simple debido a que se requiere de un proceso iterativo para calcular el valor de ~NL(z+∆z).

Figura D.1: Esquema del método de SSFM simétrico. Las líneas punteadas representan la
contribución no lineal a la mitad de cada segmento ∆z.

D.1.3. Correción de Kolafa

Jiri Kolafa proporcionó una ligera corrección a la ecuación de Carnahan-Starling, la cual provee
una mejor en la precisión (Robles y cols., 2014):

Z ≈
1+η +η2− 2

3(1+η)η3

(1−η)3 . (D.14)



Apéndice E

El Algoritmo

E.1. Código principal

1 c l e a r a l l ; c l o s e a l l ;
2 r e s e t ( gpuDevice ( ) ) ;
3

4 %D e f i n i c i o n de v a r i a b l e s
5 prompt = { ’ I n t e n s i d a d i n i c i a l (1 e14 ) : ’ , ’ C i n t u r a d e l haz (1 e−6) : ’ , . . .
6 ’ D i s t a n c i a de p r o p a g a c i n : ’ , ’ T a m a o de l a v e n t a n a : ’ , . . .
7 ’ dx : ’ , ’ dz ’ , ’ Carga T o p o l gica ( v rtice ) ’ } ;
8 d l g _ t i t l e = ’ V a l o r e s I n i c i a l e s ’ ;
9 num_l ines = 1 ;

10 d e f a u l t a n s = { ’ 0 . 1 ’ , ’ 3 ’ , ’ 1e−4 ’ , ’ 512 ’ , ’ 1e−7 ’ , ’ 1e−9 ’ , ’ 1 ’ } ;
11 answer = i n p u t d l g ( prompt , d l g _ t i t l e , num_l ines , d e f a u l t a n s ) ;
12 Eo2= s t r2num ( answer {1}) ;
13 wo= s t r2num ( answer {2}) ;
14 z= s t r2num ( answer {3} ) ;
15 N= st r2num ( answer {4} ) ;
16 dx= s t r2num ( answer {5}) ;
17 dz= s t r2num ( answer {6}) ;
18 L= s t r2num ( answer {7}) ;
19 c l e a r prompt d l g _ t i t l e num_l ine s d e f a u l t a n s answer
20

21 E02=Eo2∗1 e14 ;
22 w=wo∗1e−6;
23 a =35E−9;
24 e t a 0 =1E−3;
25 lambda =532E−9;
26 p i =3 .1415926535 ;
27 e p s i l o n 0 =8.854187817E−12;
28 mu0=4∗ p i ∗1e−7;
29 vc =299792458;
30 k0 =(2∗ p i ) / lambda ;
31 np = 1 . 5 7 ;
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32 nm= 1 . 3 3 ;
33 m=np / nm ;
34 Vp=(4∗ p i ∗a ^3 ) / 3 ;
35 a l p h a =3∗Vp∗ e p s i l o n 0 ∗ (nm^2) ∗ ( (m^2 −1) / (m^2 +2) ) ;
36 kB= 1.38064852 e−23;
37 T=273+22;
38 d e l = ( (m^2) −1) / ( (m^2) +2) ;
39 Nstp =100;
40

41 E0= s q r t ( E02 ) ;
42 cL = 1 / ( 2∗ k0∗nm∗ (1+ 3∗ d e l ∗ e t a 0 ) ^ ( 1 / 2 ) ) ;
43 cNL=3∗ d e l ∗ ( ( k0 ) ^2 ) ∗ ( ( nm) ^2 ) ∗ e t a 0 ∗cL ;
44 c3= a l p h a / ( 4 ∗ kB∗T ) ;
45

46 e s t = menu ( ’ Escoge un haz ’ , ’ 1 ) Gauss i ano ’ , ’ 2 ) V rtice ’ ) ;
47

48 i f e s t ==1;
49 %E s p a c i o de c o o r d e n a d a s
50 xx=−(N∗dx ) / 2 : dx : ( N∗dx ) /2−( dx ) ;
51 l e n = l e n g t h ( xx ) ;
52 [X,Y]= meshgr id ( xx , xx ) ;
53

54 %Campo Gauss i ano
55 E=E0∗ exp (−(X.^2+Y. ^ 2 ) / ( w. ^ 2 ) ) ;
56 E=gpuArray ( E ) ;
57

58 %Ventana de Apod izac ion
59 apx= gpuArray ( tukeywin (N, 0 . 1 5 ) ) ;
60 [ APx , APy]= meshgr id ( apx , apx ) ;
61 ap=APx .∗APy ;
62 E=ap .∗E ;
63 c l e a r apx APx APy ;
64

65 %Trans fo rmada de F o u r i e r
66 E= f f t 2 ( f f t s h i f t ( E ) ) ;
67

68 %E s p a c i o de F o u r i e r
69 dfx = 1 / (N/ dx ) ;
70 gx=(−N / 2 : 1 : N/2−1)∗ dfx ;
71 [ fX , fY ]= meshgr id ( gx , gx ) ;
72 fX=gpuArray ( fX ) ;
73 f =( fX . ^ 2 + fX . ^ 2 ) ;
74 c l e a r fX fY ;
75

76 l z = l e n g t h ( Nstp ∗dz : Nstp ∗dz : z ) ;
77 ampumat= z e r o s (N, l z ) ;
78 ampumatexp=ampumat ;
79 ampumatkerr=ampumat ;
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80

81 r e s p = menu ( ’Que q u i e r e s c a l c u l a r ? ’ , ’ 1 ) S a t u r a b l e ’ , . . .
82 ’ 2 ) E x p o n e n c i a l ’ , ’ 3 ) Ker r ’ , ’ 4 ) Todas ’ , . . .
83 ’ 5 ) E x p o n e n c i a l y S a t u r a b l e ’ ) ;
84

85 i f r e s p ==1;
86 %C r e a c i o n de d i r e c t o r i o y a r c h i v o s
87 mkdir ( [ ’ C r e a r D i r e c t o r i o d e l Modelo S a t u r a b l e ’ ] ) ;
88 d v s i n t =[ ’ D i r e c t o r i o \ \ i n t e n s i d a d ’ ] ;
89 d v s e t a =[ ’ D i r e c t o r i o \ \ c o n c e n t r a c i o n ’ ] ;
90 p e r f i l =[ ’ D i r e c t o r i o \ \ p e r f i l ’ ] ;
91

92 %Llama a l a f u n c i o n s a t u r a b l e
93 [ p l o t k k , p l o t v e t a , p l o t m a x i n t , ampumat ] = . . .
94 m o d s a t u r a b l e ( Nstp , z , dz , l z , e t a0 , cL , cNL , E , f , ap ) ;
95

96 %G r a f i c a s
97 h1= f i g u r e ( 1 ) ;
98 p l o t ( p l o t k k , p l o t m a x i n t )
99 x l a b e l ( ’ D i s t a n c i a ’ ) , y l a b e l ( ’ I n t e n s i d a d ’ )

100 l e g e n d ( ’ S a t u r a b l e ’ , ’ L o c a t i o n ’ , ’ n o r t h e a s t ’ )
101 t i t l e ( ’ Medio C o l o i d a l S a t u r a b l e ’ )
102 s a v e a s ( h1 , [ d v s i n t ’ . png ’ ] , ’ png ’ )
103 s a v e a s ( h1 , [ d v s i n t , ’ . f i g ’ ] , ’ f i g ’ )
104

105 h2= f i g u r e ( 2 ) ;
106 p l o t ( p l o t k k , p l o t v e t a )
107 x l a b e l ( ’ D i s t a n c i a ’ ) , y l a b e l ( ’ I n t e n s i d a d ’ )
108 l e g e n d ( ’ S a t u r a b l e ’ , ’ L o c a t i o n ’ , ’ n o r t h e a s t ’ )
109 t i t l e ( ’ Medio C o l o i d a l S a t u r a b l e ’ )
110 s a v e a s ( h2 , [ d v s e t a ’ . png ’ ] , ’ png ’ )
111 s a v e a s ( h2 , [ d v s e t a , ’ . f i g ’ ] , ’ f i g ’ )
112

113 h3= f i g u r e ( 3 ) ;
114 imagesc ( ampumat )
115 t i t l e ( ’ Medio C o l o i d a l S a t u r a b l e ’ )
116 c o l o r b a r
117 s a v e a s ( h3 , [ p e r f i l ’ . png ’ ] , ’ png ’ )
118 s a v e a s ( h3 , [ p e r f i l , ’ . f i g ’ ] , ’ f i g ’ )
119

120 e l s e i f r e s p ==2;
121 mkdir ( [ ’ C r e a r D i r e c t o r i o d e l Modelo E x p o n e n c i a l ’ ] ) ;
122 d v s i n t =[ ’ D i r e c t o r i o \ \ i n t e n s i d a d ’ ] ;
123 d v s e t a =[ ’ D i r e c t o r i o \ \ c o n c e n t r a c i o n ’ ] ;
124 p e r f i l =[ ’ D i r e c t o r i o \ \ p e r f i l ’ ] ;
125

126 [ p l o t k k , p l o t v e t a e x p , p l o t m a x i n t e x p , ampumatexp ] = . . .
127 modexponenc ia l ( Nstp , z , dz , l z , e t a0 , cL , cNL , c3 , E , f , ap ) ;
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128

129 h1= f i g u r e ( 1 ) ;
130 p l o t ( p l o t k k , p l o t m a x i n t e x p )
131 x l a b e l ( ’ D i s t a n c i a ’ ) , y l a b e l ( ’ I n t e n s i d a d ’ )
132 l e g e n d ( ’ S a t u r a b l e ’ , ’ L o c a t i o n ’ , ’ n o r t h e a s t ’ )
133 t i t l e ( ’ Medio C o l o i d a l E x p o n e n c i a l ’ )
134 s a v e a s ( h1 , [ d v s i n t ’ . png ’ ] , ’ png ’ )
135 s a v e a s ( h1 , [ d v s i n t , ’ . f i g ’ ] , ’ f i g ’ )
136

137 h2= f i g u r e ( 2 ) ;
138 p l o t ( p l o t k k , p l o t v e t a e x p )
139 x l a b e l ( ’ D i s t a n c i a ’ ) , y l a b e l ( ’ I n t e n s i d a d ’ )
140 l e g e n d ( ’ S a t u r a b l e ’ , ’ L o c a t i o n ’ , ’ n o r t h e a s t ’ )
141 t i t l e ( ’ Medio C o l o i d a l E x p o n e n c i a l ’ )
142 s a v e a s ( h2 , [ d v s e t a ’ . png ’ ] , ’ png ’ )
143 s a v e a s ( h2 , [ d v s e t a , ’ . f i g ’ ] , ’ f i g ’ )
144

145 h3= f i g u r e ( 3 ) ;
146 imagesc ( ampumatexp )
147 t i t l e ( ’ Medio C o l o i d a l E x p o n e n c i a l ’ )
148 c o l o r b a r
149 s a v e a s ( h3 , [ p e r f i l ’ . png ’ ] , ’ png ’ )
150 s a v e a s ( h3 , [ p e r f i l , ’ . f i g ’ ] , ’ f i g ’ )
151

152 e l s e i f r e s p ==3;
153 mkdir ( [ ’ C r e a r D i r e c t o r i o d e l Modelo Ker r ’ ] ) ;
154 d v s i n t =[ ’ D i r e c t o r i o \ \ i n t e n s i d a d ’ ] ;
155 d v s e t a =[ ’ D i r e c t o r i o \ \ c o n c e n t r a c i o n ’ ] ;
156 p e r f i l =[ ’ D i r e c t o r i o \ \ p e r f i l ’ ] ;
157 [ p l o t k k , p l o t v e t a k e r r , p l o t m a x i n t k e r r , ampumatkerr ] = . . .
158 modkerr ( Nstp , z , dz , l z , e t a0 , cL , cNL , c3 , E , f , ap ) ;
159

160 h1= f i g u r e ( 1 ) ;
161 p l o t ( p l o t k k , p l o t m a x i n t k e r r )
162 x l a b e l ( ’ D i s t a n c i a ’ ) , y l a b e l ( ’ I n t e n s i d a d ’ )
163 l e g e n d ( ’ S a t u r a b l e ’ , ’ L o c a t i o n ’ , ’ n o r t h e a s t ’ )
164 t i t l e ( ’ Medio C o l o i d a l Ker r ’ )
165 s a v e a s ( h1 , [ d v s i n t ’ . png ’ ] , ’ png ’ )
166 s a v e a s ( h1 , [ d v s i n t , ’ . f i g ’ ] , ’ f i g ’ )
167

168 h2= f i g u r e ( 2 ) ;
169 p l o t ( p l o t k k , p l o t v e t a k e r r )
170 x l a b e l ( ’ D i s t a n c i a ’ ) , y l a b e l ( ’ I n t e n s i d a d ’ )
171 l e g e n d ( ’ S a t u r a b l e ’ , ’ L o c a t i o n ’ , ’ n o r t h e a s t ’ )
172 t i t l e ( ’ Medio C o l o i d a l Ker r ’ )
173 s a v e a s ( h2 , [ d v s e t a ’ . png ’ ] , ’ png ’ )
174 s a v e a s ( h2 , [ d v s e t a , ’ . f i g ’ ] , ’ f i g ’ )
175
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176 h3= f i g u r e ( 3 ) ;
177 imagesc ( ampumatkerr )
178 t i t l e ( ’ Medio C o l o i d a l Ker r ’ )
179 c o l o r b a r
180 s a v e a s ( h3 , [ p e r f i l ’ . png ’ ] , ’ png ’ )
181 s a v e a s ( h3 , [ p e r f i l , ’ . f i g ’ ] , ’ f i g ’ )
182

183 e l s e i f r e s p ==4;
184 mkdir ( [ ’ C r e a r D i r e c t o r i o de l a c o m p a r a c i n ’ ] ) ;
185 d v s i n t =[ ’ D i r e c t o r i o \ \ i n t e n s i d a d ’ ] ;
186 d v s e t a =[ ’ D i r e c t o r i o \ \ c o n c e n t r a c i o n ’ ] ;
187 p e r f i l =[ ’ D i r e c t o r i o \ \ p e r f i l ’ ] ;
188

189 [ p l o t k k , p l o t v e t a , p l o t m a x i n t , ampumat ] = . . .
190 m o d s a t u r a b l e ( Nstp , z , dz , l z , e t a0 , cL , cNL , E , f , ap ) ;
191 [ p l o t k k , p l o t v e t a e x p , p l o t m a x i n t e x p , ampumatexp ] = . . .
192 modexponenc ia l ( Nstp , z , dz , l z , e t a0 , cL , cNL , c3 , E , f , ap ) ;
193 [ p l o t k k , p l o t v e t a k e r r , p l o t m a x i n t k e r r , ampumatkerr ] = . . .
194 modkerr ( Nstp , z , dz , l z , e t a0 , cL , cNL , c3 , E , f , ap ) ;
195 [ p l o t k k , p l o t v e t a l i n , p l o t m a x i n t l i n , ampumat l in ] = . . .
196 modkerr ( Nstp , z , dz , l z , 0 , cL , cNL , c3 , E , f , ap ) ;
197

198 %Para que l o s p e r f i l e s de i n t e n s i d a d t e n g a n
199 %l a misma e s c a l a
200

201 vmx ( 1 ) =max ( max ( ampumat ) ) ;
202 vmx ( 2 ) =max ( max ( ampumatexp ) ) ;
203 vmx ( 3 ) =max ( max ( ampumatkerr ) ) ;
204 vmn ( 1 ) =min ( min ( ampumat ) ) ;
205 vmn ( 2 ) =min ( min ( ampumatexp ) ) ;
206 vmn ( 3 ) =min ( min ( ampumatkerr ) ) ;
207 vmax=max ( vmx ) ;
208 vmin=min ( vmn ) ;
209

210 h1= f i g u r e ( 1 ) ;
211 p l o t ( p l o t k k , p l o t m a x i n t , p l o t k k , p l o t m a x i n t e x p , p l o t k k , . . .
212 p l o t m a x i n t k e r r , p l o t k k , p l o t m a x i n t l i n )
213 x l a b e l ( ’ D i s t a n c i a ’ ) , y l a b e l ( ’ I n t e n s i d a d ’ )
214 l e g e n d ( ’ S a t u r a b l e ’ , ’ E x p o n e n c i a l ’ , ’ Ker r ’ , ’NL=0 ’ , . . .
215 ’ L o c a t i o n ’ , ’ n o r t h e a s t ’ )
216 t i t l e ( ’ Comparacion de I n t e n s i d a d e s ’ )
217 s a v e a s ( h1 , [ d v s i n t ’ . png ’ ] , ’ png ’ )
218 s a v e a s ( h1 , [ d v s i n t , ’ . f i g ’ ] , ’ f i g ’ )
219

220 h2= f i g u r e ( 2 ) ;
221 p l o t ( p l o t k k , p l o t v e t a , p l o t k k , p l o t v e t a e x p , . . .
222 p l o t k k , p l o t v e t a k e r r )
223 x l a b e l ( ’ D i s t a n c i a ’ ) , y l a b e l ( ’ E ta ’ )
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224 l e g e n d ( ’ S a t u r a b l e ’ , ’ E x p o n e n c i a l ’ , ’ Ker r ’ , ’ L o c a t i o n ’ , . . .
225 ’ n o r t h e a s t ’ )
226 t i t l e ( ’ Comparacion de C o n c e n t r a c i o n e s ’ )
227 s a v e a s ( h2 , [ d v s e t a ’ . png ’ ] , ’ png ’ )
228 s a v e a s ( h2 , [ d v s e t a , ’ . f i g ’ ] , ’ f i g ’ )
229

230 h3= f i g u r e ( 3 ) ;
231 s u b p l o t ( 3 , 1 , 1 )
232 imagesc ( ampumat )
233 s h a d i n g i n t e r p ;
234 c a x i s manual
235 c a x i s ( [ vmin vmax ] ) ;
236 t i t l e ( ’ Medio C o l o i d a l S a t u r a b l e ’ )
237 s u b p l o t ( 3 , 1 , 2 )
238 imagesc ( ampumatexp )
239 s h a d i n g i n t e r p ;
240 c a x i s manual
241 c a x i s ( [ vmin vmax ] ) ;
242 t i t l e ( ’ Medio C o l o i d a l E x p o n e n c i a l ’ )
243 s u b p l o t ( 3 , 1 , 3 )
244 imagesc ( ampumatkerr )
245 s h a d i n g i n t e r p ;
246 c a x i s manual
247 c a x i s ( [ vmin vmax ] ) ;
248 t i t l e ( ’ Medio C o l o i d a l Ker r ’ )
249 c o l o r b a r ( ’ l o c a t i o n ’ , ’ Manual ’ , ’ p o s i t i o n ’ , [ 0 . 9 2 5 0 . 1 . . .
250 0 . 0 2 0 . 8 1 ] )
251 s a v e a s ( h3 , [ p e r f i l ’ . png ’ ] , ’ png ’ )
252 s a v e a s ( h3 , [ p e r f i l , ’ . f i g ’ ] , ’ f i g ’ )
253

254 e l s e i f r e s p ==5;
255 mkdir ( [ ’ C r e a r D i r e c t o r i o de l a c o m p a r a c i n ’ ] ) ;
256 d v s i n t =[ ’ D i r e c t o r i o \ \ i n t e n s i d a d ’ ] ;
257 d v s e t a =[ ’ D i r e c t o r i o \ \ c o n c e n t r a c i o n ’ ] ;
258 p e r f i l =[ ’ D i r e c t o r i o \ \ p e r f i l ’ ] ;
259

260 [ p l o t k k , p l o t v e t a , p l o t m a x i n t , ampumat ] = . . .
261 m o d s a t u r a b l e ( Nstp , z , dz , l z , e t a0 , cL , cNL , E , f , ap ) ;
262 [ p l o t k k , p l o t v e t a e x p , p l o t m a x i n t e x p , ampumatexp ] = . . .
263 modexponenc ia l ( Nstp , z , dz , l z , e t a0 , cL , cNL , c3 , E , f , ap ) ;
264 [ p l o t k k , p l o t v e t a l i n , p l o t m a x i n t l i n , ampumat l in ] = . . .
265 modexponenc ia l ( Nstp , z , dz , l z , 0 , cL , cNL , c3 , E , f , ap ) ;
266

267 vmx ( 1 ) =max ( max ( ampumat ) ) ;
268 vmx ( 2 ) =max ( max ( ampumatexp ) ) ;
269 vmn ( 1 ) =min ( min ( ampumat ) ) ;
270 vmn ( 2 ) =min ( min ( ampumatexp ) ) ;
271 vmax=max ( vmx ) ;
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272 vmin=min ( vmn ) ;
273

274 h1= f i g u r e ( 1 ) ;
275 p l o t ( p l o t k k , p l o t m a x i n t , p l o t k k , p l o t m a x i n t e x p , . . .
276 p l o t k k , p l o t m a x i n t l i n )
277 x l a b e l ( ’ D i s t a n c i a ’ ) , y l a b e l ( ’ I n t e n s i d a d ’ )
278 l e g e n d ( ’ S a t u r a b l e ’ , ’ E x p o n e n c i a l ’ , ’NL=0 ’ , ’ L o c a t i o n ’ , . . .
279 ’ n o r t h e a s t ’ )
280 t i t l e ( ’ Comparacion I n t e n s i d a d e s ’ )
281 s a v e a s ( h1 , [ d v s i n t ’ . png ’ ] , ’ png ’ )
282 s a v e a s ( h1 , [ d v s i n t , ’ . f i g ’ ] , ’ f i g ’ )
283

284 h2= f i g u r e ( 2 ) ;
285 p l o t ( p l o t k k , p l o t v e t a , p l o t k k , p l o t v e t a e x p )
286 x l a b e l ( ’ D i s t a n c i a ’ ) , y l a b e l ( ’ E ta ’ )
287 l e g e n d ( ’ S a t u r a b l e ’ , ’ E x p o n e n c i a l ’ , ’ L o c a t i o n ’ , ’ n o r t h e a s t ’ )
288 t i t l e ( ’ Comparacion de C o n c e n t r a c i o n e s ’ )
289 s a v e a s ( h2 , [ d v s e t a ’ . png ’ ] , ’ png ’ )
290 s a v e a s ( h2 , [ d v s e t a , ’ . f i g ’ ] , ’ f i g ’ )
291

292 h3= f i g u r e ( 3 ) ;
293 s u b p l o t ( 2 , 1 , 1 )
294 imagesc ( ampumat )
295 s h a d i n g i n t e r p ;
296 c a x i s manual
297 c a x i s ( [ vmin vmax ] ) ;
298 t i t l e ( ’ Medio C o l o i d a l S a t u r a b l e ’ )
299 s u b p l o t ( 2 , 1 , 2 )
300 imagesc ( ampumatexp )
301 s h a d i n g i n t e r p ;
302 c a x i s manual
303 c a x i s ( [ vmin vmax ] ) ;
304 t i t l e ( ’ Medio C o l o i d a l E x p o n e n c i a l ’ )
305 c o l o r b a r ( ’ l o c a t i o n ’ , ’ Manual ’ , ’ p o s i t i o n ’ , [ 0 . 9 2 5 0 . 1 . . .
306 0 . 0 2 0 . 8 1 ] )
307 s a v e a s ( h3 , [ p e r f i l ’ . png ’ ] , ’ png ’ )
308 s a v e a s ( h3 , [ p e r f i l , ’ . f i g ’ ] , ’ f i g ’ )
309

310 e l s e i f e s t ==2;
311

312 %E s p a c i o de Coordenadas
313 xx=−(N∗dx ) / 2 : dx : ( N∗dx ) /2−( dx ) ;
314 l e n = l e n g t h ( xx ) ;
315 [X,Y]= meshgr id ( xx , xx ) ;
316

317 %V o r t i c e O p t i c o
318 f a s e = a t a n 2 (Y,X) ; %Fase
319 f g a u s =E0∗ exp (−(X.^2+Y. ^ 2 ) / ( w. ^ 2 ) ) ;
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320 f l a g =exp (−1 i ∗ f a s e ∗L ) ;
321 %Si se d e s e a a g r e g a r r u i d o
322 % rnd = randn ( l e n g t h ( f g a u s ) ) ;
323 % f n o i s e =amnoi∗max ( max ( f g a u s ) ) ∗ rnd ;
324 E= f g a u s .∗ f l a g ; %V o r t i c e O p t i c o
325 E=gpuArray ( E ) ;
326

327 apx= gpuArray ( tukeywin (N, 0 . 1 5 ) ) ;
328 [ APx , APy]= meshgr id ( apx , apx ) ;
329 ap=APx .∗APy ;
330 E=ap .∗E ;
331 c l e a r apx APx APy ;
332

333 E= f f t s h i f t ( E ) ;
334 E= f f t 2 ( f f t s h i f t ( E ) ) ;
335

336 dfx = 1 / (N/ dx ) ;
337 gx=(−N / 2 : 1 : N/2−1)∗ dfx ;
338

339 [ fX , fY ]= meshgr id ( gx , gx ) ;
340 fX=gpuArray ( fX ) ;
341 fY=gpuArray ( fY ) ;
342 fX= f f t s h i f t ( fX ) ;
343 fY= f f t s h i f t ( fY ) ;
344 f =( fX . ^ 2 + fY . ^ 2 ) ;
345

346 c l e a r fX fY ;
347

348 l z = l e n g t h ( Nstp ∗dz : Nstp ∗dz : z ) ;
349 ampumat= z e r o s (N, l z ) ;
350

351 xx=−(N∗dx ) / 2 : dx : ( N∗dx ) /2−( dx ) ;
352 l e n = l e n g t h ( xx ) ;
353 [X,Y]= meshgr id ( xx , xx ) ;
354

355 mkdir ( [ ’ C r e a r D i r e c t o r i o de l a c o m p a r a c i n ’ ] ) ;
356 d v s i n t =[ ’ D i r e c t o r i o \ \ i n t e n s i d a d ’ ] ;
357 d v s e t a =[ ’ D i r e c t o r i o \ \ c o n c e n t r a c i o n ’ ] ;
358 p e r f i l =[ ’ D i r e c t o r i o \ \ p e r f i l ’ ] ;
359 v o r t =[ ’ D i r e c t o r i o \ \ e v o l u c i o n d e l p e r f i l f r o n t a l ’ ] ;
360 v f a s e =[ ’ D i r e c t o r i o \ \ e v o l u c i o n de l a f a s e ’ ] ;
361

362 [ p l o t k k , p l o t v e t a , p l o t m a x i n t , ampumat ] = . . .
363 m o d s a t u r a b l e v o r t i c e ( Nstp , z , dz , l z , e t a0 , cL , cNL , E , f , . . .
364 ap , v o r t , v f a s e ) ;
365

366 h= f i g u r e ( 1 ) ;
367 p l o t ( p l o t k k , p l o t m a x i n t )
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368 x l a b e l ( ’ D i s t a n c i a ’ ) , y l a b e l ( ’ I n t e n s i d a d ’ )
369 l e g e n d ( ’ V o r t i c e S a t u r a b l e ’ , ’ L o c a t i o n ’ , ’ n o r t h e a s t ’ )
370 t i t l e ( ’ V rtice en Medio C o l o i d a l S a t u r a b l e ’ )
371 s a v e a s ( h1 , [ d v s i n t ’ . png ’ ] , ’ png ’ )
372 s a v e a s ( h1 , [ d v s i n t , ’ . f i g ’ ] , ’ f i g ’ )
373

374 h2= f i g u r e ( 2 ) ;
375 p l o t ( p l o t k k , p l o t v e t a )
376 x l a b e l ( ’ D i s t a n c i a ’ ) , y l a b e l ( ’ C o n c e n t r a c i o n ’ )
377 l e g e n d ( ’ V o r t i c e s a t u r a b l e ’ , ’ L o c a t i o n ’ , ’ n o r t h e a s t ’ )
378 t i t l e ( ’ V rtice en Medio C o l o i d a l s a t u r a b l e ’ )
379 s a v e a s ( h2 , [ d v s e t a ’ . png ’ ] , ’ png ’ )
380 s a v e a s ( h2 , [ d v s e t a , ’ . f i g ’ ] , ’ f i g ’ )
381

382 h3= f i g u r e ( 3 ) ;
383 imagesc ( ampumat )
384 c o l o r b a r
385 t i t l e ( ’ V o r t i c e en Medio C o l o i d a l s a t u r a b l e ’ )
386 s a v e a s ( h3 , [ p e r f i l ’ . png ’ ] , ’ png ’ )
387 s a v e a s ( h3 , [ p e r f i l , ’ . f i g ’ ] , ’ f i g ’ )
388

389

390 end

E.2. Función Exponencial

1 f u n c t i o n [ p l o t k k , p l o t v e t a e x p , p l o t m a x i n t e x p , ampumatexp ] = . . .
2 modexponenc ia l ( Nstp , z , dz , l z , e t a0 , cL , cNL , c3 , E , f , ap )
3

4 kk =1;
5

6 f o r z j = Nstp ∗dz : Nstp ∗dz : z
7 t i c
8 f o r zk=dz : dz : Nstp ∗dz
9 E=E . ∗ exp (−1 i ∗ ( dz / 2 ) ∗ ( ( 2∗ p i ) ^2 ) ∗cL .∗ f ) ;

10 E= i f f t 2 ( E ) .∗ ap ;
11 E=E . ∗ exp (1 i ∗dz∗cNL∗ ( exp ( c3 ∗ ( ( abs ( E ) ) . ^ 2 ) )−1) ) ;
12 E= f f t 2 ( E ) ;
13 E=E . ∗ exp (−1 i ∗ ( dz / 2 ) ∗ ( ( 2∗ p i ) ^2 ) ∗cL .∗ f ) ;
14 end
15

16 f f = i f f t 2 ( E ) ;
17 e t a e x p = e t a 0 ∗ ( exp ( c3 ∗ ( abs ( E ) . ^ 2 ) ) ) ;
18

19 f f = i f f t 2 ( E ) ;
20 absuexp = abs ( f f ( round ( end / 2 ) , round ( end / 2 ) ) ) ;
21 a b s u p e r f e x p = abs ( f f ( round ( end / 2 ) , : ) ) ;
22 c l e a r f f ;
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23 maxuexp=max ( absuexp ) ;
24 maxin texp =( abs ( maxuexp ) ) . ^ 2 ;
25 v e t a e x p =max ( e t a e x p ( round ( end / 2 ) , : ) ) ;
26 absuuexp = g a t h e r ( a b s u p e r f e x p ) ;
27 ampumatexp ( : , kk ) = absuuexp ;
28

29 p l o t k k ( kk ) = z j ;
30 p l o t v e t a e x p ( kk ) = v e t a e x p ;
31 p l o t m a x i n t e x p ( kk ) = maxin texp ;
32

33 kk=kk +1;
34 t l = t o c ;
35 d i s p ( [ ’TR : ’ num2s t r ( t l ∗ ( l z−kk ) / 3 6 0 0 ) ’ h r s ’ . . .
36 ’ ,TC : ’ num2s t r ( t l ) ’ , z j : ’ num2s t r ( z j ) ’ : ’ num2s t r ( z ) ] ) ;
37 end
38

39 end

E.3. Función Kerr

1 f u n c t i o n [ p l o t k k , p l o t v e t a k e r r , p l o t m a x i n t k e r r , ampumatkerr ] . . .
2 = modkerr ( Nstp , z , dz , l z , e t a0 , cL , cNL , c3 , E , f , ap )
3

4 kk =1;
5

6 f o r z j = Nstp ∗dz : Nstp ∗dz : z
7 t i c
8 %D e s a r r o l l o d e l SSFM
9 f o r zk=dz : dz : Nstp ∗dz

10 E=E . ∗ exp (−1 i ∗ ( dz / 2 ) ∗ ( ( 2∗ p i ) ^2 ) ∗cL .∗ f ) ;
11 E= i f f t 2 ( E ) .∗ ap ;
12 E=E . ∗ exp (1 i ∗dz∗cNL∗ c3 ∗ ( abs ( E ) . ^ 2 ) ) ;
13 E= f f t 2 ( E ) ;
14 E=E . ∗ exp (−1 i ∗ ( dz / 2 ) ∗ ( ( 2∗ p i ) ^2 ) ∗cL .∗ f ) ;
15 end
16

17 f f = i f f t 2 ( E ) ;
18 e t a k e r r = e t a 0 ∗ (1+ abs ( E ) . ^ 2 ) ; %La c o n c e n t r a c i o n
19

20 %I n t e n s i d a d y c o n c e n t r a c i o n en e l e j e c e n t r a l
21 a b s u k e r r = abs ( f f ( round ( end / 2 ) , round ( end / 2 ) ) ) ;
22 a b s u p e r f k e r r = abs ( f f ( round ( end / 2 ) , : ) ) ;
23 c l e a r f f ;
24 maxukerr=max ( a b s u k e r r ) ;
25 m a x i n t k e r r =( abs ( maxukerr ) ) . ^ 2 ;
26 v e t a k e r r =max ( e t a k e r r ( round ( end / 2 ) , : ) ) ;
27 a b s u u k e r r = g a t h e r ( a b s u p e r f k e r r ) ;
28 ampumatkerr ( : , kk ) = a b s u u k e r r ;
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29

30 %V e c t o r e s de d i s t a n c i a , c o n c e n t r a c i o n e i n t e n s i d a d
31 p l o t k k ( kk ) = z j ;
32 p l o t v e t a k e r r ( kk ) = v e t a k e r r ;
33 p l o t m a x i n t k e r r ( kk ) = m a x i n t k e r r ;
34

35 kk=kk +1;
36 t l = t o c ;
37 %Tiempo r e s t a n t e
38 d i s p ( [ ’TR : ’ num2s t r ( t l ∗ ( l z−kk ) / 3 6 0 0 ) ’ h r s ’ . . .
39 ’ ,TC : ’ num2s t r ( t l ) ’ , z j : ’ num2s t r ( z j ) ’ : ’ num2s t r ( z ) ] ) ;
40 end
41

42 end

E.4. Función Saturable

1 f u n c t i o n [ p l o t k k , p l o t v e t a , p l o t m a x i n t , ampumat ] . . .
2 = m o d s a t u r a b l e ( Nstp , z , dz , l z , e t a0 , cL , cNL , E , f , ap )
3

4 l o a d ( ’ Arch ivo de l o s v a l o r e s de i n t e n s i d a d y c o n c e n t r a c i o n ’ )
5 v e c e t a = do ub l e ( v e c e t a ) ;
6

7 kk =1;
8

9 f o r z j = Nstp ∗dz : Nstp ∗dz : z
10 t i c
11 f o r zk=dz : dz : Nstp ∗dz
12 E=E . ∗ exp (−1 i ∗ ( dz / 2 ) ∗ ( ( 2∗ p i ) ^2 ) ∗cL∗ f ) ;
13 E= i f f t 2 ( E ) .∗ ap ;
14 sp =( abs ( E ) ) . ^ 2 ;
15 e t a = s p l i n e ( I , v e c e t a , sp ) ; %I n t e r p o l a c i o n c u b i c a
16 E=E . ∗ exp (1 i ∗cNL ∗ ( ( e t a / e t a 0 )−1)∗dz ) ;
17 E= f f t 2 ( E ) ;
18 E=E . ∗ exp (−1 i ∗ ( dz / 2 ) ∗ ( ( 2∗ p i ) ^2 ) ∗cL∗ f ) ;
19 end
20

21 f f = i f f t 2 ( E ) ;
22 absu = abs ( f f ( round ( end / 2 ) , round ( end / 2 ) ) ) ;
23 a b s u p e r f = abs ( f f ( round ( end / 2 ) , : ) ) ;
24 c l e a r f f ;
25 maxu=max ( absu ) ;
26 maxin t = ( ( maxu ) ) . ^ 2 ;
27 v e t a =max ( e t a ( round ( end / 2 ) , : ) ) ;
28 absuu = g a t h e r ( a b s u p e r f ) ;
29 ampumat ( : , kk ) = absuu ;
30

31 p l o t k k ( kk ) = z j ;
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32 p l o t v e t a ( kk ) = v e t a ;
33 p l o t m a x i n t ( kk ) = maxin t ;
34

35 kk=kk +1;
36 t l = t o c ;
37 d i s p ( [ ’TR : ’ num2s t r ( t l ∗ ( l z−kk ) / 3 6 0 0 ) ’ h r s ’ . . .
38 ’ ,TC : ’ num2s t r ( t l ) ’ , z j : ’ num2s t r ( z j ) ’ : ’ num2s t r ( z ) ] ) ;
39 end
40

41 end

E.5. Función Vórtice

1 f u n c t i o n [ p l o t k k , p l o t v e t a , p l o t m a x i n t , ampumat ] . . .
2 = m o d s a t u r a b l e v o r t i c e ( Nstp , z , dz , l z , e t a0 , cL , . . .
3 cNL , E , f , ap , v o r t , v f a s e )
4

5 p i =3 .1415926535 ;
6 l o a d ( ’ Arch ivo de l o s v a l o r e s de i n t e n s i d a d y c o n c e n t r a c i o n ’ )
7 v e c e t a = do ub l e ( v e c e t a ) ;
8

9 kk =1;
10

11 f o r z j = Nstp ∗dz : Nstp ∗dz : z
12 t i c
13 f o r zk=dz : dz : Nstp ∗dz
14 E=E . ∗ exp (−1 i ∗ ( dz / 2 ) ∗ ( ( 2∗ p i ) ^2 ) ∗cL∗ f ) ;
15 E= i f f t 2 ( E ) .∗ ap ;
16 sp =( abs ( E ) ) . ^ 2 ;
17 e t a = s p l i n e ( I , v e c e t a , sp ) ;
18 E=E . ∗ exp (1 i ∗cNL ∗ ( ( e t a / e t a 0 )−1)∗dz ) ;
19 E= f f t 2 ( E ) ;
20 E=E . ∗ exp (−1 i ∗ ( dz / 2 ) ∗ ( ( 2∗ p i ) ^2 ) ∗cL∗ f ) ;
21 end
22

23 f f = i f f t 2 ( E ) ;
24 absu = abs ( f f ( round ( end / 2 ) , : ) ) ;
25 a b s u p e r f = abs ( f f ( round ( end / 2 ) , : ) ) ;
26

27 %Crea y gu a r da l o s p e r f i l e s f r o n t a l e s de i n t e n s i d a d
28 h5= f i g u r e ( 5 ) ;
29 imagesc ( abs ( f f ) . ^ 2 )
30 x l a b e l ( ’X’ ) , y l a b e l ( ’Y’ )
31 t i t l e ( [ ’ E v o l u c i o n d e l v o r t i c e : ’ num2s t r ( z j ) ] )
32 drawnow
33 s a v e a s ( h5 , [ v o r t ’ _ ’ num2s t r ( z j ) ’ . png ’ ] , ’ png ’ )
34

35 %Fase
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36 ph= a n g l e ( f f ) ;
37 ph=mod ( ph+2∗ pi , 2∗ p i ) ;
38

39 %Crea y gu a r da l o s p e r f i l e s de l a f a s e
40 f i g u r e ( 6 )
41 imagesc ( ph )
42 x l a b e l ( ’X’ ) , y l a b e l ( ’Y’ )
43 t i t l e ( [ ’ E v o l u c i o n d e l v o r t i c e : ’ num2s t r ( z j ) ] )
44 drawnow
45 s a v e a s ( h6 , [ v f a s e ’ _ ’ num2s t r ( z j ) ’ . png ’ ] , ’ png ’ )
46

47 c l e a r f f ;
48

49 maxu=max ( absu ) ;
50 maxin t = ( ( maxu ) ) . ^ 2 ;
51 v e t a =max ( e t a ( round ( end / 2 ) , : ) ) ;
52 absuu = g a t h e r ( a b s u p e r f ) ;
53

54 ampumat ( : , kk ) = absuu ;
55 p l o t k k ( kk ) = z j ;
56 p l o t v e t a ( kk ) = v e t a ;
57 p l o t m a x i n t ( kk ) = maxin t ;
58

59

60 kk=kk +1;
61 t l = t o c ;
62 d i s p ( [ ’TR : ’ num2s t r ( t l ∗ ( l z−kk ) / 3 6 0 0 ) ’ h r s ’ . . .
63 ’ ,TC : ’ num2s t r ( t l ) ’ , z j : ’ num2s t r ( z j ) ’ : ’ num2s t r ( z ) ] ) ;
64 end
65

66 end

E.6. Teorema de Shannon-Nyquist y Energía Apodizada

1 kk =1;
2 P = 0 . 9 8 ; %P o r c e n t a j e d e l ancho de banda e f e c t i v o
3 EN0= t r a p z ( xx , t r a p z ( xx , ( abs ( E ) ) . ^ 2 ) ) ; %E n e r g i a I n i c i a l
4

5 f o r z j = Nstp ∗dz : Nstp ∗dz : z
6

7 f o r zk=dz : dz : Nstp ∗dz
8 E=E . ∗ exp (−1 i ∗ ( dz / 2 ) ∗ ( ( 2∗ p i ) ^2 ) ∗cL∗GV) ;
9 E= i f f t 2 ( E ) .∗ ap ;

10 sp =( abs ( E ) ) . ^ 2 ;
11 sp= g a t h e r ( sp ) ;
12 e t a = s p l i n e ( I , v e c e t a , sp ) ;
13 E=E . ∗ exp (1 i ∗cNL ∗ ( ( e t a / e t a 0 )−1)∗dz ) ;
14 E= f f t 2 ( E ) ;
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15 E=E . ∗ exp (−1 i ∗ ( dz / 2 ) ∗ ( ( 2∗ p i ) ^2 ) ∗cL∗GV) ;
16 end
17

18 f f = i f f t 2 ( E ) ;
19

20 I f f = i f f t 2 ( E ) .∗ ap ;
21 ENT= t r a p z ( xx , t r a p z ( xx , ( abs ( I f f ) ) . ^ 2 ) ) ; %E n e r g i a T o t a l
22 I f f = f f t s h i f t ( f f t 2 ( I f f ) ) ;
23 I f f =( abs ( I f f ) / ( N^2) ) . ^ 2 ;
24 PT= t r a p z ( fx , t r a p z ( fx , I f f ) ) ;
25

26 %Loop p a r a c a l c u l a r l o s v a l o r e s de B
27 f o r j = 1 : 1 :N/2−1;
28 B= I f f (N/ 2 − j :N/2+ j , N/ 2 − j :N/2+ j ) ;
29 IB= t r a p z ( t r a p z (B) ) ∗ ( d fx ^2 ) ;
30 i f ( PT∗P ) < IB ;
31 b r e a k
32 end
33 end
34

35 %El e l e m e n t o a n t e r i o r a B>0.98PT
36 k= j −1;
37 K= I f f (N/ 2 −k :N/2+ k , N/ 2 −k :N/2+ k ) ;
38 ABE= l e n g t h (K) ∗ dfx ; %Ancho de Banda E f e c t i v o
39 SN= 1 / ( 2∗ABE) ; %El m u e s t r e o minimo
40

41 %G e n e r a c i o n de V e c t o r e s
42 VSN( kk ) =SN ; %V a l o r e s de S−N
43 VEN( kk ) = g a t h e r (ENT/ EN0) ; %N o r m a l i z a c i o n de l a E n e r g i a
44 D i s t ( kk ) = z j ; %D i s t a n c i a r e c o r r i d a
45

46 kk=kk +1;
47 end
48

49 %Para g r a f i c a r dx
50 pdz=dz : Nstp ∗dz : z ;
51 pdx=dx∗ ones ( l e n g t h ( pdz ) ) ;
52

53 f i g u r e ( 1 )
54 p l o t ( D i s t , VSN, pdz , pdx )
55 t i t l e ( ’ Shannon N y q u i s t ’ )
56 l e g e n d ( ’ Va lo r m nimo de Shannon−N y q u i s t ’ , [ ’ dx= ’ num2s t r ( dx ) ] )
57

58 f i g u r e ( 2 )
59 p l o t ( D i s t ,VEN)
60 t i t l e ( ’ E n e r g a Apodizada ’ )
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E.7. Creación de un GIF

1 c l e a r a l l ; c l o s e a l l ; c l c ;
2

3 imagenes = d i r ( ’ D i r e c t o r i o de l a s imagenes ’ ) ;
4 e v o l u c i o n = ’ Arch ivo de s a l i d a ’ ;
5 [ ~ , i d x ] = s o r t ( [ imagenes . datenum ] ) ;
6

7 S = [ imagenes ( : ) . datenum ] . ’ ;
8 [ S , S ] = s o r t ( S ) ;
9 S = { imagenes ( S ) . name} ;

10

11

12 f o r i = 1 : l e n g t h ( S )
13 f i l e n a m e = s t r c a t ( ’ D i r e c t o r i o ’ , c h a r ( S ( i ) ) ) ;
14 [X, map ] = imread ( f i l e n a m e ) ;
15

16 f i g u r e ( 1 ) ;
17 imshow (X, map ) ;
18 f rame = g e t f r a m e ( 1 ) ;
19 im = frame2im ( f rame ) ;
20 [ imind , cm ] = r g b 2 i n d ( im , 2 5 6 ) ;
21

22 i f i == 1
23 i m w r i t e ( imind , cm , e v o l u c i o n , ’ g i f ’ , . . .
24 ’ DelayTime ’ , 0 , ’ l o o p c o u n t ’ , i n f ) ;
25 e l s e
26 i m w r i t e ( imind , cm , e v o l u c i o n , ’ g i f ’ , . . .
27 ’ DelayTime ’ , 0 , ’ wr i temode ’ , ’ append ’ ) ;
28 end
29 end
30

31 %Fase
32

33 i m a g f a s e = d i r ( ’ D i r e c t o r i o de l a s imagenes ’ ) ;
34 f a s e = ’ Arch ivo de s a l i d a ’ ;
35 [ ~ , i d x f ] = s o r t ( [ i m a g f a s e . datenum ] ) ;
36

37 Sf = [ i m a g f a s e ( : ) . datenum ] . ’ ;
38 [ Sf , Sf ] = s o r t ( Sf ) ;
39 Sf = { i m a g f a s e ( Sf ) . name} ;
40

41 f o r i = 1 : l e n g t h ( S )
42 f i l e n a m e f = s t r c a t ( ’ D i r e c t o r i o ’ , c h a r ( Sf ( i ) ) ) ;
43 [X, map ] = imread ( f i l e n a m e f ) ;
44

45 f i g u r e ( 2 )
46 imshow (X, map ) ;
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47 f rame2 = g e t f r a m e ( 2 ) ;
48 im2 = frame2im ( f rame2 ) ;
49 [ imind2 , cm2 ] = r g b 2 i n d ( im2 , 2 5 6 ) ;
50

51 i f i == 1
52 i m w r i t e ( imind2 , cm2 , f a s e , ’ g i f ’ , . . .
53 ’ DelayTime ’ , 0 , ’ l o o p c o u n t ’ , i n f ) ;
54 e l s e
55 i m w r i t e ( imind2 , cm2 , f a s e , ’ g i f ’ , . . .
56 ’ DelayTime ’ , 0 , ’ wr i temode ’ , ’ append ’ ) ;
57 end
58 end
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