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RESUMEN

La correspondencia hologrédfica o AdS/CFT es un sorprendente enunciado de equivalencia
entre ciertas teorias con y sin gravedad. Una de sus principales utilidades es que nos da la posi-
bilidad de entender de mejor manera algunas teorias cudnticas de campos. Cantidades en estas
teorias que son muy complicadas de obtener con los métodos tradicionales se vuelven accesibles
al utilizar la correspondencia. En especifico, una cantidad de interés para este trabajo es la en-
tropia de entrelazamiento. Dado un sistema cuéntico dividido en dos subsistemas, esta cantidad
nos informa qué tan correlacionados estan los grados de libertad de un subsistema con su com-
plemento. Para calcular dicha cantidad en la correspondencia AdS/CFT, uno de los caminos es
recurrir a la férmula de Ryu y Takayanagi, la cual nos dice que la entropia de entrelazamiento para
una region espacial en una teoria de campos es proporcional al drea de una cierta superficie mi-
nima en la teoria gravitacional. Esta formula hace evidente la existencia de una relacién entre la
geometria y el entrelazamiento. Esta relacion fue explotada para definir una nueva cantidad en la
correspondencia AdS/CFT llamada entropia diferencial, 1a cual combina entropias de entrelaza-
miento de familias de regiones para construir superficies no minimas. En este trabajo se estudia
la forma en que esta cantidad es usada para construir dichas superficies, las propiedades que po-
see, y cOmo a través de ella podemos definir puntos y calcular la distancia entre ellos. La entropia
diferencial en un inicio se defini6é en coordenadas globales a tiempo constante, por lo que en es-
te trabajo se plantea extender esta cantidad y la forma de construir curvas cerradas y abiertas en
coordenadas de Poincaré. Se determina un término de superficie que contrarresta divergencias
que surgen en el calculo de la entropia diferencial en curvas abiertas, y una forma de calcular
distancia entre puntos y por ultimo, se generalizan estos resultados al caso de curvas en tiempo
variable.



INTRODUCCION

A través del tiempo, se han construido/desarrollado distintas teorias fisicas para poder com-
prender el comportamiento de la naturaleza. Cada una de ellas tiene complicaciones, y muchas
veces, es necesario hacer aproximaciones para facilitar los cédlculos y hacer mas sencilla la ex-
traccion de predicciones a partir de dicha teoria. El lenguaje de la teoria cuantica de campos ha
demostrado ser una de las herramientas mdas completas para la descripcién del comportamiento
de las particulas elementales y como interactiian unas con otras. Usando esto se construy6 el mo-
delo Estédndar, que resume exitosamente todo lo que entendemos sobre la composicién bdsica del
universo. Sin embargo, el modelo Estdndar no abarca toda la descripcion de la fisica fundamental,
y en particular, no explica el origen microscépico de la gravedad. Adicionalmente, incluso para los
aspectos que si son correctamente descritos por el modelo Estdndar, cuando las particulas inter-
actiian a través de fuerzas muy intensas, nuestros métodos tradicionales para hacer cdlculos no
funcionan. Se deben buscar entonces otras opciones que nos permitan avanzar hacia la solucion
de estos problemas.

Un paso muy interesante en esta direccion se dio con el descubrimiento en 1997 de la llamada
correspondencia AdS/CFT [1], que relaciona los conceptos de una teoria de campos y una teoria
gravitacional. Ella nos ha servido ya como herramienta para describir situaciones con fuerzas muy
intensas, y parece ademads darnos pistas muy utiles para visualizar el origen de la gravedad, proble-
ma que en ultima instancia equivale a preguntarnos de qué estan hechos el espacio y el tiempo.
Conviene aclarar que la correspondencia atin no puede describir directamente situaciones cien
por ciento del mundo real, sino que nos da acceso a modelos simplificados de dichas situaciones.
Como mencionamos desde un principio, el uso de modelos de este tipo, conocidos como "mo-
delos de juguete", es habitual y necesario en muchas ramas de la fisica. Atin con esta limitacion,
la correspondencia AdS/CFT se ha establecido ya como una herramienta extremadamente util.
Su descubrimiento ha revolucionado la forma en que entendemos la fisica, ya que nos dice que
una teoria sin gravedad puede ser completamente equivalente a teoria con gravedad. Es decir, que
existe un diccionario que traduce entre estas teorias, y mas ain, hay cantidades cuya obtencion se
facilita enormemente después de traducirlas con el diccionario de la correspondencia.

Una de estas cantidades es la entropia de entrelazamiento o entropia de Von Neumann. El
entrelazamiento o enredamiento es la propiedad mads peculiar de los sistemas cudnticos, que per-
mite que tengan un comportamiento correlacionado incluso si estdn separados por una distancia
arbitrariamente grande. La entropia de entrelazamiento cuantifica qué tan enredada o entrelaza-
da estd una parte de un sistema cudntica con el resto del sistema. También esta cantidad es idonea
para problemas donde un observador solo tiene acceso a un subconjunto de los observables del
conjunto completo asociadas a un sistema cudntico. Otras medidas del entrelazamiento existen,
sin embargo la entropia posee propiedades de gran utilidad como la adiccién, convexidad, entre
otras. En la correspondencia AdS/CFT, esta entropia se puede calcular con un simple problema
geométrico, como lo demostraron Ryu y Takayanagi [2]. Czech y sus colaboradores [3] utilizaron
las propiedades que dicha entropia posee, para a partir de esta definir una nueva cantidad cono-
cida como entropia diferencial, con la cual se puede construir curvas en el bulto, definir puntos y
distancias en el espacio en el cual vive la teoria gravitacional involucrada en la correspondencia
AdSICFT.



Esta tesis es un estudio de estas cantidades, en especifico, como usar la entropia diferencial en
coordenadas de Poincaré para reconstruir curvas en el bulto, ya que como se dijo desde un inicio,
la entropia diferencial se construy6é en coordenadas globales las cuales parametrizan todo el es-
pacio anti-de Sitter a diferencia de las coordenadas de Poincaré que solo abarcan una porcion del
espacio-tiempo, es por esto que como trabajo original, se presenta una generalizacion de la entro-
pia diferencial a las llamadas coordenadas de Poincaré, incluyendo el caso con curvas y puntos en
tiempo variable.

La forma en que se desglosa el trabajo es la siguiente:

= Capitulo 1. Se dan los conceptos mds bdsicos para el entendimiento de la entropia de entre-
lazamiento, la definicién de esta en la mecénica cudntica, y sus implicaciones. Después se
presenta un breve resumen de los conceptos fundamentales de teoria cudntica de campos,
y en especifico un tipo particular de teorias, llamadas teorias de campo conforme, donde de
igual forma se dard una definicién de la entropia de entrelazamiento. Finalmente se mencio-
na la posible conexion entre la entropia de entrelazamiento y la entropia de agujeros negros.

= Capitulo 2. Esta parte tiene como finalidad dar las bases de la teoria de cuerdas, para for-
mular la deduccion de la correspondencia holografica. Después se analiza como se define el
espacio anti-de Sitter, y las diferentes coordenadas en que este espacio se puede visualizar.

= Capitulo 3. Se da una definiciéon de entropia de entrelazamiento en la correspondencia AdS/CFT,
y se dan algunos ejemplos de como calcular la entropia de entrelazamiento para los casos
mas sencillos. Después se da la definicion de la entropia diferencial, y sus propiedades en
coordenadas globales, y se hace una traduccién de esta a coordenadas de Poincaré.

= Capitulo 4. Finalmente, se generaliza el concepto de entropia diferencial a coordenadas de
Poincaré, y se muestra como es posible obtener las mismas propiedades que se encuentran
en coordenadas globales. Se determina un término de superficie necesario para calcular la
longitud de curvas abiertas, asi como una forma de obtener la distancia entre puntos en este
tipo de coordenadas. Por ultimo, se hace un andlisis de la entropia diferencial en coordena-
das de Poincaré a tiempo variable.

= Conclusiones. Se presenta un breve resumen de los resultados de esta tesis.



Capitulo 1

MARCO TEORICO

1.1. Entrelazamiento cuantico

En mecdnica cudntica uno trata con observables y con estados. Los observables se describen
matemadticamente por operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert, y los estados se pueden
caracterizar de manera general por el llamado operador o matriz de densidad. El estado de un
sistema cudntico se conoce completamente si puede representarse mediante un cierto estado |y),
conocido como estado puro, en el espacio de Hilbert. Si la informacién que se posee del sistema
es incompleta, entonces se debe representar por una mezcla de estados |¢1),..., |¥,), o estado
mixto, que tiene probabilidades p,...,p,, de que se encuentre en alguno de ellos. Se puede escribir
la mezcla estadistica entre estados |i,) mediante el operador de densidad

=Y PalWndwal . (1.1)
n

Un operador A puede darnos una representacion matemadtica de la medicion de una cierta canti-
dad fisica en nuestro sistema. En particular, el valor esperado para esa cantidad viene dado por

(A=) pnyalAlyy) (1.2)

donde los |¥,;) son una base y se estd suponiendo que cada |y,) estd normalizado. Dado esto, el
valor esperado se puede expresar en términos del operador de densidad,

(A =Tr(p4) . (1.3)

Supongamos que se tiene un sistema descrito por vectores que viven en un espacio de Hilbert, de-
notado por H. Podemos dividir el sistema total en dos subsistemas Ay B (notando que fisicamente
no estamos alterando al sistema) como se puede ver en un ejemplo en la figura 1.1. El espacio to-
tal de Hilbert H se puede separar entonces como el producto directo de estos dos subespacios,
H=H,4 ® Hp, que corresponden a los subsistemas Ay B respectivamente.

De igual forma, podemos definir el operador de densidad p asociado al estado del sistema
completo. Decimos que el operador p es separable si es posible factorizarlo en la forma

p=2 pipi®p;7 . (1.4)
1

Aquellos estados que no pueden ser escritos en esta forma se llaman entrelazados o enredados.
Este trabajo tratard precisamente con estados entrelazados y se consideraran situaciones en las
que solo se tiene acceso a una parte del sistema total. Definimos la matriz de densidad reducida
LA

pa=Tip(p) (1.5)



donde la traza es tomada solo sobre el espacio de Hilbert Hg. Se puede observar que, si los grados
de libertad de A y B estan entrelazados, entonces la matriz de densidad reducida corresponde a
un estado mixto en la regién A. Tiene una cierta probabilidad p; de que el sistema se encuentre
en cada uno de los estados |y 1)...|y,) y, cada uno de estos pesos estadisticos ahora dependen de
los grados de libertad de B. Es por eso que si se hace una medicion en la region B, esta afectara
directamente a la regiéon A. Al hacer una medicién y separar al sistema se pierde la informacion del
sistema total, sin embargo esta informacion se encuentra codificada en el entrelazamiento entre
las dos regiones.

Figura 1.1: Representacion de la divisién de un sistema cudntico total en dos regiones, Ay B. (Imagen
tomada de [4]).

1.2. Entropia de Von Neumann

Para tener una medida escalar del entrelazamiento entre dos regiones, la entropia de entre-
lazamiento se define como la entropia de Von Neumann de la matriz de densidad reducida del
sistema A como

SA:—TrApAlogpA . (1.6)
Esta cantidad nos dice qué tan no puro es el estado p 4, y por lo tanto, qué tan entrelazada estd
la region A con la region B. Hay que tener presente que la entropia no es una observable (en el
sentido de un operador) sino que es una funcion del estado.

Recordemos que en estadistica la entropia S de un sistema se define como S = kzIn(Q) y mi-
de la cantidad de desorden del sistema. Este grado de desorden estd asociado a la cantidad de
microestados que de alguna manera pueden generar un estado macroscopico con las mismas ca-
racteristicas. El nimero de microestados no es otra cosa que el nimero de estados puros en los
que se puede encontrar al sistema. Es posible definir la entropia de entrelazamiento S4(f) a una
temperatura finita T = 7. Esto se puede hacer simplemente sustituyendo en la ecuacién (1.1)

la matriz de densidad térmica pgrmico = #, donde H es el Hamiltoniano del sistema y Z es la
funcion de particion.

Existen muchas propiedades ttiles que cumple de manera general la entropia, sin embargo
aqui solo se resumirédn algunas de las mds importantes:

» Para toda matriz de densidad p, la entropia de Von Neumann S(p) siempre es positiva,

S(P)=0 . (1.7)

» Sila matriz de densidad total definida en la ecuacién (1.1) es un estado puro y se tiene que
el sistema total estd dividido en dos subsistemas Ay B, entonces se encuentra que

Sa=Sp . (1.8)



De aqui se sigue inmediatamente que la entropia de entrelazamiento no es una cantidad
extensiva, es decir, no es proporcional al tamafo de los subsistemas. Esta propiedad no se
cumple cuando se tiene un sistema a temperatura finita, que corresponde como ya dijimos
a un estado mezcla.

= Cuando se tienen tres subsistemas A, By C que no se intersectan entre ellos, se cumplen las
siguientes desigualdades:
Sa+B+c+SB=Sa+B+SB+c (1.9

Sa+Sc=<Sa:+Spic . (1.10)

Estas desigualdades en conjunto se conocen como condicién de subaditividad fuerte y son
las maés ttiles de las propiedades de la entropia de entrelazamiento que aqui se presentan.

= Sitomamos B como vacio y sustituimos eso en la ecuacion (1.9), encontramos la relacion de
subaditividad

Spa:B=<Sa+Sp . (1.11)

Esta tltima desigualdad nos arroja una cantidad interesante llamada informacién mutua
I(A, B), dada por
I(A,B)=84+Sg—Ss.5=0 . (1.12)

La informacién mutua nos da una medida entre las correlaciones de los subsistemas Ay B.

Hasta ahora, solo se ha hablado del entrelazamiento en mecdnica cudntica, donde el espacio
de Hilbert estd asociado a un namero finito de grados de libertad. Ahora se discutird la entropia
de entrelazamiento para una subdivision espacial de los infinitos grados de libertad en una teoria
de campos. Aunque este no sea el tema central de este trabajo, buscaremos de manera general dar
una idea conceptual de qué es la entropia en una teoria de campos y la forma en que se puede
calcularla, es por ello que se debe dar una breve explicacion de qué es una teoria de campos.

1.3. Teoria cuantica de campos

La teoria cudntica de campos QFT, por sus siglas en inglés, es la aplicacion de la mecdnica
cudntica a un sistema dindmico de campos. Explicitamente, se busca la manera de formular un
campo a través de una accion, y al cuantizar una minima perturbacién de dicho campo nos arroja
un tipo de particulas, de acuerdo al tipo de campo que se esté describiendo. Para cuantizar la
teoria podemos, de igual forma que en mecdanica cudntica no relativista, promover ¢, el operador
de campo, y 7, la densidad de momento canénico, a operadores, los cuales satisfacen las relaciones
de conmutacion

[p(t,%),n(t,p)] =i6¥x-y) ,
[p(2, %), p(t,y)]| = [n(t,x),7n(£,y)] =0 .

En una QFT local el Lagrangiano se puede escribir como la integral espacial de la densidad La-
grangiana, [, que es una funcién de uno o mas campos ¢(x) y sus derivadas 0,,¢,

(1.13)

S:fﬁ(([),aucp)d4x , (1.14)

y usando el principio de minima accion se obtiene la ecuacion de Euler-Lagrange para campos,

oL | oL
0“(6@,@)_% =0

7

(1.15)



El ejemplo mads sencillo que se puede estudiar es el campo escalar libre, el cual queda descrito
por el Lagrangiano

_1 2 1 5 5
3_2(0N</>) 2m</> ) (1.16)

Usando la ecuacion (1.15) nos queda que la ecuaciéon de movimiento, conocida como la ecuacion
de Klein-Gordon, estd dada por
(0,0" + m*)p=0 . (1.17)

La solucidn a esta ecuacion se puede describir usando la transformada de Fourier en el espacio de
momentos. Esto se puede hacer ya que la ecuacion es lineal por lo que es valido el principio de
superposicion. Dicha solucion estd en términos de los operadores de creacion y aniquilacion, a, y
a;;, los cuales satisfacen las relaciones de conmutacion ya conocidas para un oscilador armoénico,
[ap, a;r,] =1 ,

(1.18)

[ap, ap| = [a;r,,a;] =0

La funcién Hamiltoniana queda determinada por la férmula cldsica H = [ d*x (m(x)$(x) — §), con
lo cual, si introducimos la expansion de los operadores ¢(#,Xx) y #(f,X) se obtiene

e [P dta (1.19)
(271.)3 P“p™p :

donde se define wp = v/|P|? + m? como la frecuencia del oscilador. Esto nos indica que el espectro
de energia del sistema es la suma del nimero de particulas del sistema que tienen una energia

relativista wp. El operador de creacion a{, crea una particula con momento p y energia wp, con lo

cual si consideramos un sistema con dos particulas, a; aZ;IO) en el cual las particulas son intercam-
biables porque este sistema es idéntico a afla;;IO) . De esto se concluye que las particulas que se
obtienen al estudiar el campo de Klein-Gordon son bosones. Para una descripciéon en este lengua-
je tanto de bosones como de fermiones es necesario escribir una accién que involucre a este tipo
de particulas. El Lagrangiano correspondiente mads sencillo se conoce como la accion de Dirac

Sbirac = ¥ (iy*0u—m)y (1.20)

donde y* son matrices que satisfacen el dlgebra de Clifford y se define como el adjunto de Dirac a
w =w'y%. Esta accién al cuantizarla describe particulas y anti-particulas de masa |m| y espin 1/2.
Usando de nueva cuenta la ecuacién de Euler-Lagrange obtenemos

(id—-m)y=0 |, (1.21)

donde se define como @ = y#d,,. Al igual que en el campo escalar, la solucién se puede describir
usando la transformada de Fourier en el espacio de momentos, sin embargo como este campo
describe fermiones tendremos que dicha solucion estard dada en términos de by, y ¢q particula y
anti-particula respectivamente, que satisfacen las relaciones de anticonmutacion

br bt = @en)d6 6@ p-q
{ P q} (1.22)

{c{,,c(‘;s} =2m)36756® P-q ,

donde cualquier otra combinacion de anti-conmutadores es igual a cero. Los indices r y s indican
el tipo de espinor empleado, haciendo referencia a una base de soluciones a la ecuacion de Dirac.

A pesar de que los campos previamente descritos nos dan una descripcion de particulas bosoé-
nicas y fermionicas, son dos teorias de campo libres. Para tener una mejor descripcién del mundo



real debemos considerar términos extras en el Lagrangiano, de orden mas alto que cuadrético,
para obtener una teoria interactuante. Por ejemplo

1
§=-3(09) - sm*¢? - Sg" (1.23)

1

2
donde g es la constante de acoplamiento y controla la intensidad de las interacciones. El objetivo
principal de la teoria de campos es calcular las llamadas funciones de correlacién

G (1, Xp) = OIT {p(x1) - - P(x) }10)) . (1.24)

Bésicamente representan la amplitud de probabilidad de empezar con un nimero de particulas,
situados en algin punto en el espacio-tiempo y terminar con otro nimero en un sitio distinto. Si
la teoria se encuentra débilmente acoplada, es decir las contantes de acoplamiento son pequeiias,
entonces las funciones de correlacion se pueden calcular haciendo una expansiéon perturbativa
con g. Sin embargo cuando g > 1 la expansion perturbativa se vuelve completamente inttil. Aun
cuando la teoria se encuentra débilmente acoplada la serie perturbativa no converge por lo que
este método no nos da una completa informacion de lo que sucede. Un ejemplo de una teoria de
campos donde los efectos del acoplamiento fuerte son importantes es la cromodindmica cudntica
QCD, por sus siglas en inglés, que describe la interaccion fuerte. En QCD las particulas con carga
fuerte son llamadas quarks, que son descritos por campos de Dirac ¥ (x), con a = 1,2,3,4 un
indice espinorial, s = 1, ..., N; el indice de sabor, ¢ = 1,2,3 los colores, rojo verde y azul, que son
distintos tipos de carga fuerte. Estos colores se mezclan entre si bajo el grupo de norma SU(3). La
particula mensajera de la interaccion fuerte es el glu6n, que queda descrita por un campo vectorial
Ay (x), conocido como campo gluénico. Este es un campo de norma, lo cual nos permite definir la
derivada covariante D, = 0, + igrAu(x). A partir de A, se define también lo que es la intensidad
de campo

1
Fyy = E [Du, Dy] =0uAy -0, Au+igr[Aw Av] . (1.25)

Si se considera solo al campo gludnico, la teoria més sencilla que se puede escribir queda descrita
por la accién de Yang-Mills (YM), es decir una teoria sin quarks (N = 0),

1 1%
Sym == Tr [Fuv (0 F* (x)] . (1.26)

Es importante resaltar que la accién Syy; contiene términos cubicos y cudrticos, por lo tanto no es
una teoria libre. g es la magnitud de la carga fuerte, que controla la intensidad con que los quarks
se acoplan a los gluones y también la intensidad con que los gluones se acoplan entre si. Por lo
que para la accion de YM la denotaremos como gy ;. Debido a que aun esta lejos un completo
entendimiento para teorias fuertemente acopladas, se busca construir teorias de juguete con las
cuales se pueda obtener alguna informaciéon cuando menos cualitativa aplicable a estas teorias.
Una opcién es tomar YM (con o sin quarks) con grupo de norma SU (N, > 3), es decir, con un
numero mayor de colores [5]. En particular, resulta util tomar el limite

N,— o0 con /lEg"f,MNC fijo . (1.27)

Si bien esto implica que g%, v — 0, la teoria no se vuelve libre. La amplitud para que un glu6n de
color dado interactte tiende a cero, pero hay gluones O(ch) de colores distintos y la amplitud de
interaccién con alguno de ellos es finita y proporcional a A. A este parametro se le conoce como
constante de 't Hooft y juega un papel muy importante en el andlisis perturbativo en la teoria YM
con un grupo de norma SU (IV,). Esta teoria es de suma importancia para este trabajo ya que, como
se verd en el siguiente capfitulo, figura en la dualidad holografica entre una teoria de gravedad y una
teoria de campo con un simetria conforme.



1.4. Teorias de campo conformes

Se define una transformacion de Weyl como un reescalamiento local de la métrica,

ap(X) — gop(0) = QP (0 gap(x) . (1.28)
Se debe recordar que bajo una reparametrizacién la métrica cambia de acuerdo con
, B dx* 0xP
gaﬁ(x)%gaﬁ(x)_dx—mmglp()(f) . (].29)

Definimos una reparametrizaciéon conforme como aquella bajo la cual
guv — & XNy = 0* () guv(x) . (1.30)

En este caso, podemos cancelar el cambio de métrica usando una transformacion de Weyl con
Q(x) = w™1(x), y el efecto neto de esto se conoce como una transformacién conforme. Estas trans-
formaciones se llaman conformes porque a pesar de que si cambian las distancias propias, lo ha-
cen solo por un reescalamiento local, de modo que no se modifican los d4ngulos entre los vectores.
Una teoria conforme (CFT) es una teoria de campo que es invariante bajo estas transformaciones.
Esto significa en particular que la fisica de la teoria es la misma a diferentes escalas de longitud.

Figura 1.2: Transformacién conforme en dos dimensiones (Imagen tomada de [6]).

El caso de mayor interés para este trabajo son las teorias de campo en espacios planos, g,,, =
Nuv- A nivel infinitesimal, x* — x'* = x* + e#(x), el cambio de la métrica estd dado por

Oeguv(X) =Vyey +Vye, = wz(x)g,uv(x)
2 o (1.31)
A la ultima ecuacion se le conoce como la ecuacion de Killing conforme. En el fondo plano las

transformaciones infinitesimales estdn parametrizadas por e (x) que satisfacen
2 p
Ou€y +0y€, = E"uvape . (1.32)

Tomando d = 2 existen infinitas soluciones, sin embargo cuando d > 2 son a los més cuadraticas
en x:

e =a! Traslaciones |,
M ¥V

et = w), Lorentz |,

1.33
et =6s x* Dilataciones , ( )

e = b'x* —2b-xx" Especiales
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Estas son todas las transformaciones conformes conectadas con la identidad, sin embargo la in-
version
H—xt== (1.34)

que es una transformacion discreta, también es conforme. Se puede ver que la inversion mapea
algunos puntos al infinito, por lo que en sentido estricto la accién del grupo conforme estd bien
definida sobre Minkowski mds puntos en el infinito. Las teorias conformes son fundamentales,
ya que gobiernan el comportamiento a ultra-altas energias de las teorias de campo y en algunos
casos también a ultra-bajas energias.

Si consideramos YM con grupo de norma SU(V,), incluyendo por tanto al campo gluénico, y
anadimos seis campos escalares sin masa ®°(x) y cuatro espinores de Weyl izquierdos sin masa
¥(x)/, acoplados con términos ctibicos y cudrticos especificos, se obtiene una teoria conforme
conocida como Yang-Mills mdximamente supersimétrica (MSYM), o Super-Yang-Mills (SYM) con
supersimetria A" = 4. El término “stper” en el nombre de la teoria se debe a que posee supersi-
metria, es decir, es invariante bajo transformaciones que mezclan entre si alos campos bosénicos
y fermionicos. Su accién estd dada por

Oy m
82

S =T ! F, F*
MsyMm = 1T Tog2 1hY +

Fu " =Y D,@*DFe? - Y i 5+ D, ¥/ + - } , (1.35)
8ym e

f

donde Oy, es el dangulo zeta que es relevante en configuraciones topolégicamente no triviales.
Esta teoria puede obtenerse como reduccion dimensional de SYM con supersimetria A" = 1 en
9+1-dimensiones. Una vez descrita la accion de la CF T que nos interesa en este trabajo, podemos
regresar al tema del entrelazamiento.

1.5. Entropia de entrelazamiento en QFT

Hasta ahora, solo se ha hablado del entrelazamiento en mecdnica cuédntica, donde el espacio
de Hilbert de un subsistema tiene dimension finita. Ahora se discutird la entropia de entrelaza-
miento para una subdivision espacial de los infinitos grados de libertad en una teoria de campos.
Aunque este no sea el tema central de este trabajo, buscaremos de manera general dar una idea
conceptual de qué es la entropia en una teoria de campos y la forma en que se puede calcularla.

Consideremos una teoria de campos en una variedad R x N (d + 1)-dimensional, donde R de-
nota la direccion del tiempo y N el espacio d-dimensional. Podemos definir de manera general un
subsistema d-dimensional A c N a un tiempo fijo £y, donde su complemento lo llamaremos B. La
frontera de Ala podemos denotar como 04, lo cual divide a nuestra variedad N en dos partes, Ay
B, como se muestra en la figura 1.3. Ahora podemos definir la entropia Sy, tal y como se hizo en la
seccion 1.2. usando la ecuacion (1.6).

Sin embargo, debemos tomar en cuenta un punto muy importante. En estas teorias de cam-
po continuas existen las divergencias UV, que se deben a la contribuciones de excitaciones a muy
altas energias o, equivalentemente, a escalas muy pequefias. En particular, infinitos grados de li-
bertad de Ay B son vecinos a lo largo de la frontera 0 A, lo cual da lugar a una divergencia en la
entropia de entrelazamiento. Para lidiar con este problema, debemos tomar un corte UV, el cual
denotaremos como €. Con este corte en distancias finitas, el espacio de Hilbert a su vez se vuelve
de una dimension finita. Los términos divergentes dependen de la teoria y de la forma de la regién
A. El comportamiento dominante de la entropia de entrelazamiento en d dimensiones espaciales
es

SA:Yed—_l‘i"“ ) (1.36)



Figura 1.3: Representacion de la divisién de un sistema en dos partes, A y B, en una teoria de campos
d-dimensional, a un tiempo fijo, ¢ = fy. Imagen tomoda de [7]).

donde y es una constante que depende del sistema. Esto se puede entender de una manera muy
intuitiva debido a que el entrelazamiento entre dos regiones, ocurre en la frontera 0 A de una ma-
nera mas fuerte, es decir, la regiéon A estd mas entrelazada con B en dicha frontera.

Para calcular la entropia de entrelazamiento de manera general en una QF T, es comun hacer
uso del llamado truco de réplica. La demostracion de este resultado puede encontrarse en [8].
Este método se puede dividir basicamente en tres pasos: tomar n copias de la matriz de densidad
reducida y evaluar Tr4p’; en un espacio de réplicas, diferenciarlo con respecto a n y finalmente
tomar el limite cuando n — 1 5

Sp=-— }llinl n (Trap’t)
A este método se le denomina con este nombre debido a que lo que se esta haciendo es evaluar
Trap'}, en un espacio de réplicas. Usando el formalismo de la integral de trayectoria se puede
poner de la siguiente manera.

Por simplicidad, asumiremos que nuestra teoria es una QF T de dimensién dos. Aunque este
resultado se puede generalizar para mas dimensiones, no es de gran interés ni esencial para el tra-
bajo desarrollado aqui; simplemente se busca dar una esbozo de c6mo calcular la entropia usando
este método. Supongamos que tenemos un intervalo A, x € [u, v] a fg = 0 en un espacio plano eu-
clidiano con coordenadas (fg, x) € R?. La funcional de onda W del estado base, que corresponde al
vacio, se puede encontrar integrando funcionalmente desde ¢ty = —co a tg =0,

¢(tg=0,x)=co(x)
W (¢po(x)) = f ' ’ Dpe 5@ (1.37)

Ip=—00
donde ¢ (g, x) denota el campo que define la QFT. Los valores del campo en la frontera ¢ de-
penden de la coordenada espacial x. Ahora, por nuestra definicién de la matriz de densidad total,
que se analizo6 al inicio de este capitulo, tenemos que p;rq; = V) (V| estd dada en este caso por
dos copias de la funcion de onda, [p]%% = ‘P(([)O)@(cpf)). Para obtener la matriz de densidad redu-
cida p 4, vemos que segun la ecuacion (1.5), debemos integrar ¢pg en B con la condicion ¢y (x) = ‘/’6
cuando x € B.

=00

[Plp,o. = (Z1) Dpe 5D TT 8(p(+0,x) — 4 (x)) - 6(p(—0,x) —p_(x)) (1.38)

I[F=—00 XeA

donde Z; es la funcién de particién en el vacio de R? y se multiplicé la integral por su inversa para
de este modo normalizar la matriz de densidad reducida p 4 de modo que Tr4p 4 = 1. Este proce-
dimiento se esquematiza en la figura 1.4(a). El punto de este procedimiento es evaluar Tr,p’}, por
lo que dada nuestra tltima ecuaciéon hay que tomar 7 copias de esta misma, es decir

(oAlprgi-[PAl g - [P Al G e - (1.39)
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En ellenguaje de la integral de trayectoria, esto se traduce pegando ¢; .+ (x) como ¢;_ (x) = ¢P(j+1)+ (x)
(i=1,2,---,n) e integrando ¢; (x). En este sentido Tryp’; estd dado en términos de la integral en
una superficie de Riemann R,, (ver figura 1.4 (b)).

Zn

Trap'} = (Zl)_"f Dpe 5@ = 1

= (1.40)
(tg,X)ER, ("

Se denota Z; como la funcién de particion sobre una variedad que se obtiene de pegar las n co-
pias del espacio original en la frontera 0 A. Aunque anteriormente ya se mencion6 que este proce-
dimiento se puede aplicar de forma general para d dimensiones, calculos analiticos para obtener
S 4 se vuelven muy complicados. En esta direccion ha habido una gran cantidad de cientificos que
han trabajado para obtener resultados en ciertos sistemas [9][10].

Figura 1.4: (a) Representa la integral funcional que calcula la matriz de densidad [paly,¢_ reducida. (b)
Aqui se esquematiza la superficie de Riemann Ry, para n = 3. (Imagen tomada de [7]).

El célculo de la entropia de entrelazamiento también se ha realizado en teorias cuanticas de
campo libres en un fondo curvo. Es de particular interés el cdlculo en agujeros negros ya que po-
dria dar una explicacién microscépica de las propiedades de dichos objetos.

1.6. Entropia de entrelazamiento en agujeros negros

Enlos 60’s y 70’s se encontr6 que el drea del horizonte de eventos en un agujero negro, Ay y la
gravedad superficial' kg satisfacen las siguientes leyes de la mecdnica de los agujeros negros [11]:

= Ley cero: La gravedad superficial k; es constante sobre el horizonte de eventos.

» Primera ley: Para dos agujeros negros estacionarios que difieren solo por una pequeia va-
riacion en los pardmetros M, Jy Q se encuentra que

k
SM=——6A+Q,6]+D,6Q , (1.41)
8nG

donde Q, es la velocidad angular en el horizonte y @, el potencial electrostatico.

1Se define para agujeros negros estacionarios y representa la fuerza que debe ejercerse en infinito para mantener a
una masa de una unidad en reposo junto al horizonte de eventos del agujero negro.

13



= Segunda ley: El area del horizonte de eventos nunca decrece, es decir

5AL=0 . (1.42)

» Tercera ley: Es imposible mediante cualquier procedimiento reducir la gravedad superficial
ks a cero en un nimero finito de pasos.

El llamar ley a cada punto del listado anterior, fue con la finalidad de mostrar que hay un empare-
jamiento con las leyes que ya conocemos de la termodindmica:

= Ley cero: La temperatura T es constante en todos los puntos de un cuerpo en equilibrio
térmico.

» Primera ley: Conservacion de la energia
0E=6C-0W , (1.43)
donde C es el calory W es el trabajo del sistema.

» Segunda ley: La entropia nunca decrece en procesos dindmicos

65=0 . (1.44)

» Tercera ley: Es imposible alcanzar un temperatura 7 = 0 es un proceso fisico.

Si comparamos cada una de las leyes de la termodindmica con las leyes de los agujeros negros, se
encuentra que hay una transcripcion de la energia E, con la masa M, lo cual tiene un perfecto sen-
tido fisico, y ademds podemos identificara S= g~ Ay T = éks como la entropia y la temperatura
de una agujero negro con a una constante de proporcionalidad. La identificaciéon de S x Ay, fue
argumentada por Bekenstein quien propuso que la segunda ley de la termodindmica debia gene-
ralizarse en presencia de un agujero negro a una segunda ley generalizada de la termodindmica,

ASiora1 =ASp+AS=0 (1.45)

donde ASpp es la entropia del agujero negro. Sin embargo, desde una perspectiva clésica los agu-
jeros negros no son capaces de emitir radiacién, de modo que no se les puede asignar una tem-
peratura fisica. Hawking mostré que a nivel cudntico eso si sucedia, el agujero negro podia emitir
radiacion térmica de tal modo que pudo asignarle una temperatura, dada por

_ ksh

"~ 2n1Kpc3
Con esto, inmediatamente se fija el coeficiente de proporcionalidad en la entropia, llamada entro-
pia de Bekenstein-Hawking,

Ty (1.46)

kgc® Ay

i 4Gy
Si vemos la ecuacion (1.36) notaremos que hay una gran similitud con la entropia de agujeros
negros de Bekenstein-Hawking, la cual es proporcional al drea del horizonte de eventos. Podemos
interpretar esta formula usando el mismo esquema utilizado en la figura 1.3. Supongamos que el
espacio esta dividido en dos regiones, B donde se encuentra nuestro agujero negro, A el resto del
espacio y 0B como el horizonte de eventos que, delimita al agujero negro con su interior y con el
espacio donde se encuentra. Un observador que esté en el subsistema A, no puede recibir ninguna
sefial de la regi6n B por lo que natural para él tomar la traza sobre B y asi asignarle a su estado
una entropia. Esta similitud fue la motivacién para buscar la estructura cudntica de los agujeros
negros y encontrar una relacién entre la entropia de entrelazamiento y el drea de dicho sistema.
En la descripcion hologréfica (tema que se abarcaré en el siguiente capitulo), identificaremos la
entropia de entrelazamiento para una QF T (d +1)—dimensional, que corresponde a una cantidad
geomeétrica en una teoria con gravedad (d + 2)—dimensional, relacién que se puede tomar como
una generalizacion de la entropia para agujeros negros.

SBH = (1.47)
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Capitulo 2

CORRESPONDENCIA HOLOGRAFICA

2.1. Teoria de cuerdas y D-branas

Una de las teorias més prometedoras para cuantizar la gravedad es la teoria de cuerdas. Esta
toma como postulado principal que las excitaciones bdsicas no son particulas sino cuerdas, obje-
tos unidimensionales con una longitud caracteristica /.. Dicho objeto puede oscilar de maneras
distintas y cada uno de estos modos de oscilacién resulta tener propiedades basicas de un tipo
distinto de particula. Cuando estudiamos la dindmica de una particula puntual relativista, la ac-
cién que describe dicha dindmica es proporcional a la longitud propia de su linea de mundo. De
manera anéloga, cuando una cuerda se mueve a través del tiempo, la superficie que barre el objeto
es una hoja de mundo y la accién que describe su dindmica serd proporcional al drea propia de
su hoja. Consideramos una cuerda que se mueve en un espacio-tiempo de d + 1 dimensiones con
métrica Gy . Las ecuaciones de movimiento que describen dicha dindmica, serédn tales que el drea
de la superficie que forma en el espacio-tiempo sea minima. Explicitamente, la accion estd dada
por:

SnG = —Tf dodr/-y , (2.1)
donde y es el determinante de la métrica inducida en la hoja de mundo, definida como
Yap = Gu0aXH0sX" . 2.2)

T eslatensién de la cuerda que estd dada en términos de la pendiente de Regge' a’ como T = 5

2na’”
La escala de cuerdas m y la correspondiente longitud de las cuerdas [, se define a través de
1
I _ 12 _
a = lC = W . (23)

Alaaccion (2.1) se le conoce como accion de Nambu-Goto. Cuando la métrica es la de Minkowski,
Guv = nuv esta accion presenta dos tipos de simetrias: a) invariancia de Poincaré en el espacio-
tiempo, b) Invariancia bajo reparametrizacién en la hoja de mundo, 0% — 6%(0).

La raiz en la accién de Nambu-Goto hace dificil cuantizarla usando la técnica de integral de tra-
yectoria; sin embargo existe otra forma de escribir la accién de una manera equivalente a nivel
clésico, conocida como la accién de Polyakov[12]:

1
dna’

fdrdm/—gg“ﬁaaX“aﬁXvnm , (2.4)

Sp=-

1Se encontré experimentalmente que para las ciertas familias de hadrones mas ligeros, el cuadrado de su masa m
estaba relacionado con su espin J de forma lineal m? = a’]J. A ésta relacion se le conoce como trayectoria de Regge
y la constante &’ se le llama pendiente de Regge. En la teoria de cuerdas moderna, “pendiente de Regge” es solo un
nombre, sin conexion presupuesta con el espectro de los hadrones.
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donde g =detg. A esta g,p se le conoce como la métrica intrinseca de la hoja de mundo, y es un
campo auxiliar cuya ecuacién de movimiento estipula que debe ser proporcional a la métrica in-
ducida y4p, con lo cual se recupera la acciéon de Nambu-Goto. Ademds de las simetrias que porta
la accion Nambu-Goto, existe una nueva simetria en la accion de Polyakov que se conoce como la
invariancia de Weyl (definida en el capitulo anterior), que reescala localmente la métrica intrinse-
ca.

Las ecuaciones que se obtienen al resolver la accidn corresponden a la ecuaciéon de onda, més
una serie de constricciones, por lo que de manera general podemos construir la solucién X*(t, o)
como una superposicion de modos de Fourier. En general se pueden obtener dos tipos distintos
de cuerdas, abiertas o cerradas, en especifico, para una cuerda cerrada se encuentra que hay dos
modos distintos en que la cuerda puede oscilar, modos que van hacia la derecha X g (t,0) ymodos
que van hacia la izquierda X f (1,0), que de manera matemadtica se expresan como

1 1 a’ 1 .
Xg(r,o) =—xt+=dpta-o)+iy/= ) —qghe2intt=o) (2.5)
2 2 n=0
1 1 a’ 1 :
Xt@o)=-xt+-d'ptr+o)+iy[ = Y —ahe 2T (2.6)
2" T2 2 =7

donde x* y p* es el centro de masa y el momento de la cuerda respectivamente. Una de las distin-
tas formas de cuantizar esta teoria es imponer las relaciones de conmutacién canénicas promo-
viendo a X* y su momento conjugado IT* = (1/2xa’) X* a operadores, los cuales satisfacen

[XH(r,0), 1" (z,0")] = in*6(0 -0) (2.7)

[XH(1,0), X" (1,0))] = [Ou(r,0), 1 (r,0")] =0 .

Al hacer esto nos encontramos con un problema, dado que los a’, y &, corresponde a los modos
de Fourier que se interpretan como los operadores de creacién para n < 0 y aniquilaciéon para
n > 0 derechos e izquierdos de la cuerda cerrada correspondientemente, existen dadas las reglas
de conmutacién, estados de norma negativa llamados fantasmas que no tienen interpretaciéon
fisica, es por esto que debemos imponer una simetria del sistema, el cual elimine estos estados no
fisicos. Esta relacion de simetria que deben satisfacer los modos de la cuerda se llama el dlgebra de
Virasoro. A esta cuerda se le conoce como cuerda libre bosénica debido a que cuando se le aplican
las transformaciones de Lorentz se encuentra que satisfacen las relaciones de los bosones. En esta
teoria de cuerdas cerradas sobre un fondo plano se obtiene un torre infinita de estados con masas
progresivamente mds grandes,

m?*=8(N-a)=8N-a) N=0,1,2,.. , (2.8)

donde N=Y2  a_,-any N = > 9%, G_p-@y seles conoce como nivel de emparejamiento, es decir,
para una cuerda cerrada las vibraciones que se estén produciendo en un lado de la cuerda deben
ser los mismos que se producen en el otro lado, y a es una constante que se puede deducir usando
el dlgebra de Virasoro que se fija para descartar los estados no fisicos [12]. El espectro resultante se
puede dividir en dos tipos, espectro masivo (que en algunas teorias puede incluir estados taqui6-
nicos) y espectro no masivo. Este ultimo tipicamente incluye al menos tres tipos de campos: Gy
que corresponde al graviton, By, que es un tensor antisimétrico usualmente conocido como el
campo Kalb-Ramond, y un campo escalar ® conocido como dilatén. Hasta este punto, los estado
fisicos obtenidos son campos tensoriales con espin entero. Una manera de incluir fermiones en la
teoria de cuerdas es incorporar a la accién de cuerda libre un campo libre fermiénico wi (t,0)

1 _
S= T drdo (0, X109 X, — iy" p*oayy) . (2.9)
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Aqui p® corresponden a las matrices de Dirac en dos dimensiones, las cuales satisfacen

{p“,pﬁ} =—onf | (2.10)

y y*(r,0) son dos componentes espinoriales:

v
H= w‘) . (2.11)
v (uf‘i

La manera de cuantizar la cuerda fermionica es similar al caso bosénico, con la diferencia que aqui
se imponen las relaciones de anticonmutacioén para la cuantizacion

{yh@),yjo"} =an"'6apbc-0") . (2.12)

Al igual que en el caso bos6nico encontramos que existen estados con norma negativa, sin em-
bargo el algebra de Virasoro no nos ayuda para eliminar dichos fantasmas por lo que se debe
implementar una nueva simetria y nuevas constricciones que cumplan los fermiones y quiten los
estados no fisicos. Esta nueva simetria es la supersimetria [13].

La principal diferencia entre la cuerda bosénica y la fermionica es la adicién de la supersime-
tria, ademads de que uno puede encontrar los siguientes resultados:

» La dimensién critica de la supercuerda? es D = 10.
= No hay modos taquiénicos.

» Los campos bosonicos no masivos, Gy, Byy y ® también son parte del espectro de la super-
cuerda.

Mientras que la cuerda bosonica es esencialmente tinica, hay un nimero discreto de opciones
que podemos tomar cuando uno considera fermiones. Esto nos da una gama de diferentes teorias
perturbativas de supercuerdas. La disyuntiva mds importante es si consideramos que los modos
de las cuerdas fermidnicas presentan movimientos izquierda y derecha o si solo se mueven es
un solo sentido. La teoria que nos interesa en esta tesis es la teoria tipo 1B, donde m? = %V y

C

D =9+1. Los estados no masivos (/N = 0) son idénticos a estados de particulas que corresponden
a ciertos campos que resultan estar emparentados entre si a través de supersimetria A = 2 en
9 + 1-dimensiones, es por esto el nombre de tipo I1. Para bajas energias, E < %, tiene sentido
hablar de una accion efectiva en esta teoria, Syp ¢f, 1a cual solo involucra a los campos no masivos.
La accion efectiva de la teoria tipo I1B bajo esta suposicion resulta coincidir con la accién de una
cierta teoria conocida como supergravedad I1B, es por esto que se puede escribir Syp et cOmo

StuB,ef = SSUGRA + Sa’ » (2.13)

donde el término Ssygra, €l cual es dominante a bajas energias, contiene solo términos con méxi-
mo 2 derivadas, y define la teoria de campos conocida como supergravedad (SUGRA) tipo /1B en
D =9+ 1 dimensiones y la accién que denotamos S,/ contienen una serie infinita de correcciones
con cada vez mas derivadas de los campos de SUGRA [14].

Cada solucion a las ecuaciones de movimiento de la acciéon efectiva, representa un fondo en
el cual se pueden propagar las cuerdas, o dicho de otra manera, asigna los valores esperados pa-
ra cada uno de los campos de la teoria. El estudio de esta accion revel6 que los componentes
fundamentales de la teoria no son solamente cuerdas, sino que aparecen una serie de objetos
extendidos con dindmica propia. A estos objetos se les conoce como p-branas, donde p asigna

2Se le llama dimensién critica a la implementacién de campos para que la contribucién de cargas centrales en la
teoria eliminen a los estados que no tienen sentido fisico.
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la dimensién espacial. Desde esta perspectiva, la teoria de cuerdas se puede generalizar para in-
cluir a las p-branas, donde la cuerda es un caso particular con p = 1. Una clase de estos objetos
aparecen como hipersuperficies cuyas exitaciones son descritas por cuerdas abiertas y satisfacen
condiciones de frontera de Dirichlet. A estos objetos se les conoce como D p-branas, donde se usa
laletra D para hacer referencia a las condiciones de frontera que satisfacen los extremos. Hay que
notar que en presencia de una D p-brana en un espacio d + 1 las coordenadas de la cuerda, X*, se
pueden separar en dos tipos distintos:

» Coordenadas tangenciales X“(t1,0) (@ =0, ... p): Dichas coordenadas son las que coinciden
con las p + 1 direcciones en la cuales se extiende la Dp-brana, por lo que los extremos de la
cuerda obedecen condiciones de Neumann, indicando que son libres de moverse a lo largo
de ellas.

» Coordenadas transversales X'(t,0) (i = 1,...d — p): Estas coordenadas representan las di-
recciones en las cuales la Dp-brana puede moverse, por lo que los extremos de una cuerda
abierta satisfacen las condiciones de frontera de Dirichlet, indicando que deben ubicarse
sobre la D—brana.

Para analizar el espectro de una Dp-brana hay que considerar que esta contiene dos tipos de
excitaciones distintas, asociadas a la subdivision recién mencionada. Las primeras son excitacio-
nes de tipo tangencial a la brana, las cuales quedan descritas por un campo de norma abeliano
Ay con = 0,...p con grupo de norma U(1). Las segundas corresponden a las fluctuaciones en
las direcciones transversales, que estdn descritas por un conjunto de d — p campos escalares no
masivos (/)i coni=d-p,...,d. (En ambos casos, hay ademés modos fermiénicos). La accién de
un Dp-brana, a bajas energias, E < l_lc’ es posible resumirla en una accion efectiva, Sppef, que
involucra solo a los campos no masivos y tiene la forma

Spp,ef = SpBI + SDp,a’ > (2.14)

donde el primer término es la accion de Dirac-Born-Infeldy Spp, o sOn correcciones con derivadas
mas altas a los campos de la accién Spg;j.

Otra propiedad importante de las D-branas es que cuando mds de una se encuentra presen-
te, las excitaciones del sistema presentan cuerdas abiertas que se conectan entre las distintas D-
branas. En el caso particular cuando se tienen N Dp-branas paralelas y estas se encuentran en el
mismo sitio tendremos N? tipos de cuerda abierta, y la longitud minima de todas es igual a cero,
por lo que todas dan lugar a modos no masivos. La teoria que describe la dindmica de una pila de
N Dp-branas es una teoria de norma con grupo U(N). A bajas energias podemos tener, de igual
forma que en los casos anteriores, una accion efectiva que involucra solo los campos no masivos,
que denotaremos Spgina, la cual si consideramos que podemos hacer una expansion en dicha
accion, es decir, considerar que sus campos son pequefios obtenemos que

1

SpeiNA = NTppVp +
285y

fdp“Tr{Fz +(DD)* + [@, 01 +---} (2.15)

donde N en el numero de Dp-branas, Tp, es la tension de las branas, V), corresponde al volumen

. . P ., . , —p
de dicha pila y el término restante corresponde a la accion de super-Yang-Mills con &/ =272 en

p +1 dimensiones con gy la constante de acoplamiento. Esto hace ver que la accién efectiva a
bajas energias de una pila de D p-branas, resulta ser una acciéon de teoria de campos, SY M, que se
menciono en el capitulo anterior.
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2.2, p-branas negras

Como ya se menciond, cada solucién a las ecuaciones de movimiento de la accion efectiva de
una teoria de cuerdas, representan un fondo sobre el cual la cuerda puede propagarse. En parti-
cular para Syip ¢f, Si se tiene que la escala de distancia/tiempo a la cual varian los campos de fondo
es mucho mayor a [, los fondos pueden obtenerse a partir de la soluciones de a las ecuaciones de
movimiento de Ssygra, ya que S, se vuelve despreciable. Una clase de soluciones que se conocen
a estas ecuaciones, fue descubierta por Horowitz y Strominger [15], y se les conoce como p-branas
negras:

ds® = gMNddexN ,
-1/2 2 2 2 1/2 dr?
= H(r) (—f(r)dt +dx1+...+dxp)+H(r) —
(2.16)

3-p
e?=gH(™*
Cot.p=¢ g ' [1-HIN™] ,

donde g, es la constante de acoplamiento de la cuerda, Cy ... » €s un campo de norma Ramond-
Ramond en /1B, dﬂg_ p €8 la métrica en la esfera (8 — p)-dimensional y se define H(r)y f(r) como

L\"™P
H(r):1+c;(7) ,

c
1-c¢?

(2.17)

fn=r" ,
donde ¢ el pardmetro de no extremalidad, L es el radio de carga de la solucién y r, el radio del
horizonte. Para r > L, r;, se reduce a Minkowski®! dimensional. Esta solucién es un fondo que
describe a un objeto soliténico de la teoria de cuerdas, que es un agujero negro cargado, extendido
en p-dimensiones espaciales y asintdticamente plano en la direcciones restantes. Se conoce como
p-brana extremal a la solucién que tiene una masa minima para la carga dada, y se obtiene en el

limite cuandor, = 0,c — lcon L’ P =1y, 1_CC2 fijo,

ds* = H(r) V2 (—di? + dxt + .+ dxd) + HO)'P (dr 412403 ))

3-p
e’=H(r)+ ,
Cor..p=8. (1-HN™) , (2.18)
-p .
y Hn=1+ 7 ) L77P = CpNgclc_p

p
2
carga Q = N bajo el campo de norma Ramond-Ramond y una masa dada por:

NV,

@n)Pg P!

concy = (2m)>~PT ( ) En este caso, se puede encontrar que la p-brana negra extremal tiene una

M= (2.19)

La brana negra genérica se llama no extremal, y es andloga al agujero negro de Reissner-Nordstrém,
o en el caso sin carga, al agujero negro de Schwarzschild.

2.3. Deduccion de la correspondencia holografica

En la dltima parte de la seccién 2.1, se hablé de la accion efectiva para N Dp-branas a bajas
energias. Una pila de estas branas sin excitar [16], tiene la misma carga y masa que una p-brana
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negra extremal, lo cual nos indica que la brana negra son los campos de supergravedad macros-
copicos generados por las D-branas. Por lo tanto, la conclusién es que la p-brana negra extremal
ylas N Dp-branas son dos descripciones alternativas del mismo sistema fisico. La dualidad entre
p-branas negras y Dp-branas fue tomada por Maldacena como punto de partida para la deduc-
cién de la correspondencia hologréfica. Usando el caso para el cual p = 3, podemos observar que
en la ecuacion (2.18) el dilatén es constante, por lo que la solucién de SUGRA queda como

ds® = H(r) Y2 (—dt* + dxi + dx5 +dx5) + Hr)Y? (dr? + r?dQ3)

(2.20)
Coizz=g, ' (1-HN™) ,

donde dQ% es la métrica de la 5-esfera,

4

H( )—1+L
pETT 2.21)

L*=4nNg.I}

Notando que el radio de curvatura, L, esta descrito en términos de g.N y sabiendo que una brana
negra es el resultado macroscépico generado por una pila de N Dp-branas, entonces la solucion
de SUGRA serd confiable cuando:

gcN>1 curvatura pequeria

P (2.22)
8c <1 cuerdas débilmente acopladas

Ahora podemos tomar el limite de este sistema a bajas energias, E < % , % Aqui hay que notar
que suceden dos hechos importantes:

IEn ambas descripciones, en la brana negra y las D3-brana, se obtienen dos sistemas desacopla-
dos. Se puede pensar que la brana negra absorbe cualquier cosa que a ésta se le arroje, sin embar-
go su tamano caracteristico es L, por ende si se tienen modos con longitud de onda 1/E > L éstos
nunca veran a la garganta. Los modos de SUGRA en el exterior de la garganta (r > L) se propagan
en un fondo plano, y los que se encuentran dentro de ella no poseen la energia suficiente para
salir de ésta, lo cual indica que estas dos regiones no se comunican entre si. En la descripcién de
la D3-brana se encuentra que las cuerdas cerradas en el fondo plano no pueden convertirse en
abiertas ni viceversa.

II)En ambos sistemas, la descripcion se simplifica drasticamente. En el lado de las D3-branas, las
cuerdas cerradas 1B en un fondo plano se reducen a los modos de SUGRA libres, y las cuerdas
abiertas sobre las D-branas se reducen a los modos no masivos descritos por stiper-Yang-Mills
U(N) en 3 +1 dimensiones. Por el lado de la brana negra, hay que tomar en cuenta que hay un
efecto de corrimiento al rojo. Un objeto con energia propia Ep;op €n un punto r tiene energia

4+—1/4

medida por un observador en infinito. En cualquier punto r > L, se pide que Epop < l—lc, % y se re-

duce a SUGRA libre. En la region cercana al horizonte, r < L, se puede tener Ej;,p arbitrariamente
. P T 11 . 2 _ Lt

grande y atn asi satisfacer Eo, = 7 Eprop < 1> 7- Enestaregion H(r) = 1+ 7 = 77 por lo que el

fondo se simplifica a
r2 LZ
ds* = — (-dt* + d7*) + = (dr* + r*dQ2)
12 72
2 12 (2.24)
_ 2 2 102
= ﬁdxudx“ + ﬁdr +17dQ;

donde el término entre paréntesis de la tiltima ecuacion resulta ser el espacio-tiempo Anti de Sitter
(4 + 1)-dimensional con radio Ly LZdQE es la 5-esfera con radio L (AdSs). Dado que desde el
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principio se tenia una equivalencia, se concluye que estos dos sistemas son también equivalentes

[1]:

Teoria de cuerdas IIB en AdSs x S° = MSYM con grupo U(N) en Minkowski 3+1

Para llegar a esta deduccion se ha tomado el régimen a bajas energias, E < i ,%, sin embargo
este resultado se vuelve exacto cuando se toma el limite El. , EL — 0. La forma mas adecuada de
formular esta idea es trabajar en unidades donde /. — 0 mientras se mantiene fijo g.N. A ésto
se le conoce como el limite de Maldacena. En estas unidades, después del limite podemos tomar
energias arbitrariamente grandes, lo cual es muy 1til ya que tiene sentido considerar a las cuerdas
en IIB en AdSs x S° ya MSY M con altas energias. La afrimacién de Maldacena es que la corres-
pondencia entre ellas es valida para cualquier valor de E, g. y N. Debido a que esta deduccion no
estd basada en una prueba rigurosa, es considerada como una conjetura; sin embargo existe mu-
cha evidencia a su favor, e incluso a favor de una equivalencia més general. Se cree que cualquier
cantidad de una gran clase de teorias conformes CFT’s puede obtenerse a través de célculos en
términos de una teoria gravitatoria dual,

Teoria conforme en d+1 dim = Teoria gravitacional en AdS, .,

Se conocen también extensiones a teorias no conformes. Debido a que ésta es una dualidad,
cualquier cantidad en la CFT tendrd su contraparte en la teoria de gravedad dual, por lo que se
tiene un tipo de diccionario entre estas teorias. En esta tesis solo nos enfocaremos en la entropia
de entrelazamiento, asi como el uso de la correspondencia para una CF Ty, general, por lo que
nos centraremos solo a trabajar en un espacio AdS;».

2.4. Espacio Anti de Sitter

Los espacio-tiempos con curvatura constante, tal como los espacios sin tiempo, se pueden cla-
sificar en tres tipos, segun el signo de su curvatura: curvatura cero (Minkowski), curvatura positiva
(de Sitter) y curvatura negativa (Anti de Sitter). Entonces de manera general, Anti de Sitter (AdS) es
el espacio-tiempo maximamente simétrico con curvatura negativa, que puede definirse como (la
cubierta universal de) un hiperboloide encajado en un espacio plano 6-dimensional con signatura
4,2)

n+1
“XE-X5+ Y Xi=-1* . (2.25)
i=3

Existen diversas formas de parametrizar este espacio-tiempo, sin embargo aqui solo se verdn
dos de ellas, que son esenciales para este trabajo. Una manera de parametrizarlo es con las llama-
das coordenadas globales, usando los parametros (7, p,0, @1, ..., p,—3) definidos como

Xy =Lcoshpcost ,
Xy = Lcoshpsint (2.26)
X;=Lsinh%; , Y %=1 ,

i

donde las X; parametrizan la esfera S" 2, es decir, se tiene que X; = sinfsing...sing,_3,
X» =sinfsing;...cos@,_3, etc. Con estas coordenadas, la métrica AdS,, (es decir la métrica indu-
cida sobre el hiperboloide a partir de la métrica plana) es

ds* = I* (- cosh® pdt? + dp* +sinh® pd Q% _,) (2.27)
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Figura 2.1: Hiperboloide sobre un espacio plano, en el cual se esquematiza de manera gréfica el espacio
Anti de Sitter.

donde 7 € [0,27] y p € R*. Usando una coordenada radial modificada, tan a = sinh p, donde 0 <
a < /2, podemos reescribir la métrica AdS,, de la siguiente manera:

2

L
ds* = p— (~d7*+da* +sen”adQ?_,) . (2.28)

Si ahora tomamos una transformacién conforme, como se vio en el capitulo anterior, podemos
eliminar el factor de enfrente, es decir:

ds* — ds” = 1*(-dr* + da® +sin* adQ7_,) . (2.29)

Esto nos permite crear una representacion de AdS completa en una regién que es finita a lo largo
de las direcciones espaciales, preservando los conos de luz a 45°. A esta representacion se le cono-
ce como diagrama de Penrose de AdS (véase figura 2.2). Es importante notar que la coordenada t

Figura 2.2: Diagrama de Penrose de AdS. Se esquematiza con Q la direcciéon angular y como a = n/2 la
frontera del espacio.

tiene un periodo 27, que define curvas tipo tiempo cerradas. Para eliminar esto simplemente evi-
tamos hacer esta identificaciéon y definimos Ad S como el cilindro infinito —co< 7 < oo, en lugar de
—7n < 1 < 7. Nosotros expresaremos las coordenadas globales usando la trasformacion R = Lsinh p
y T = L7, con lo que la métrica toma la forma

1
2 _ 2 2, p2 7092
ds“=-f(R)dT +f(R)dR +R°dQ;,_, (2.30)

con f(R) = 1+§—§.
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Una manera distinta de parametrizar dicho hiperboloide es usando las coordenadas de Poin-
caré:

L2 r2
Xy=—[1+—= L2+5c’2—t2) ,
7 or L4( )
’
XZ__t y
L (2.31)
Xi:le' X;€3,..,n ,
LZ r2
Xps1=—|1- = L2—22+t2) ,
= (1= )
donde 0 <r <ooy—-oo< xj,t,<oo.Con esta parametrizacion, la métrica toma la forma
2 r* 2 2 L? 2
ds :E(_dt +dx )+ﬁdr ) (2.32)

A diferencia de las coordenadas globales, al usar esta parametrizacién no se tiene un recubrimien-
to completo, es decir, las coordenadas de Poincaré solo cubren una porcion del espacio-tiempo
de AdS, al cual se le conoce como la cuifia de Poincaré (véase figura 2.3). Los eventos que se en-

Figura 2.3: Representacion gréfica de la cuna de Poincaré la cual se encuadra limitada por sus horizontes,
los cuales estan representados de gris. (Imagen tomada de [17] ).

cuentran dentro de esta cufia son aquellos a los que tienen acceso una familia de observadores
uniformemente acelerados. Para estos observadores la hipersuperficie r = 0 denota el limite de
dicha cufia, o dicho de otra forma, marca la regién que les es causalmente accesible y se le cono-
ce como horizonte causal. Debido a que esta parametrizaciéon no contiene el espacio-tiempo de
AdS completo, resulta que las trayectorias tipo tiempo o nulas no se mantienen en esta regién y
en general cruzan el horizonte en un tiempo global finito, pero en un tiempo de Poincaré infini-
to. En el contexto de AdS/CFT, se sabe que el tiempo de Poincaré se relaciona directamente con
el tiempo de la CFT, por lo que tiene sentido restringirnos tinicamente a la cufia de Poincaré ya
que los eventos que podamos de alguna forma observar en la CFT siempre caerdn en la cufia 'y
de manera inversa los eventos que se encuentren dentro de esta regiéon tendrén su contraparte en
la CFT. Para estas coordenadas nos convendrd hacer un cambio usando una coordenada radial
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. . 2 .
invertida, z = LT, lo cual nos deja las coordenadas

Xlzf(l+i(LZ+7cz—t2)) ,

2 z2
Lt
X2 = )
V4
Lx;
Xi= ! xi€3,...,n ,

z 1 N
oo =2 [1- L2

\S)

y la métrica como
2

ds* = % (—dt* +dz* + d7?)

Cualquier suceso del lado de AdS tiene su contraparte en una CFT, por esto hay que hacer notar
que las coordenadas en Poincaré, al igual que otras parametrizaciones, tiene su significado fisico
en una teoria de campos. La coordenada temporal corresponde al tiempo de la CFT y las coor-
denadas X son de nueva cuenta las coordenadas espaciales de la teoria de campo. La coordenada
radial z tiene una interpretacion diferente, ya que corresponde a una escala de distancia, o equi-

valentemente, una escala de energia.
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Capitulo 3

ENTROPIA DE ENTRELAZAMIENTO
HOLOGRAFICA

3.1. Férmula de Ryu-Takayanagi

Como ya se mencion6 en el capitulo anterior, la correspondencia AdS/CFT nos indica que
una teoria cudntica de gravedad en un espacio anti-de Sitter Ad S 4.2 es equivalente auna CF T(;441).
Por esta razon, es intuitivo pensar que debe existir una manera de calcular la entropia de entre-
lazamiento en la CFT en el lenguaje gravitacional. Para definir la entropia de entrelazamiento en
una CFT,4, cortamos a un tiempo fijo, y el espacio resultante N lo dividimos en regiones Ay
B (véase la figura 3.1). En las coordenadas de Poincaré, la CFT,.; vive en la frontera de AdS;. 2,
z — 0. Si traducimos lo anterior a la parte de gravedad, necesitamos extender la division N = AuB
al espacio M que se tiene a tiempo fijo en el bulto. Para ello extendemos la frontera de la regién
A, 0A a una superficie y4 en M, de modo que 0y, = 0A. Hay que notar que existen una infini-
dad de superficies que podemos elegir. La receta serd tomar la que tenga drea minima, es decir,
se requiere que la variacion funcional de 4rea sea cero. Este procedimiento nos arroja una tnica
superficie minima a la que denotaremos y 4. Usando lo anterior, Ryu-Takayanagi [2] propusieron
que la entropia de entrelazamiento S, en una CF T, se puede calcular a partir de

N

A estaigualdad se le conoce como la formula de Ryu-Takayanagi. Este es un resultado fundamental
en la correspondencia holografica, que nos permite calcular la entropia de entrelazamiento en un
espacio asintéticamente AdS. Hay que hacer hincapié en que la variedad y 4 es una superficie de
drea minima d-dimensional en AdS ., cuya frontera estd dada por 0 A. Su drea estd denotada por
Area(ya)y GI(\‘;J’Z) es la constante de Newton (d + 2)-dimensional. La apariencia de esta férmula es
muy similar a la formula de Bekenstein-Hawking, y debe considerarse como una generalizacién
de ella.

Una de las propiedades mds importantes de la entropia de entrelazamiento es la desigualdad
de subaditividad fuerte. Es posible verificar que la férmula de Ryu-Takayanagi satisface dicha pro-
piedad. Empecemos suponiendo que tenemos tres regiones A, B y C para un tiempo fijo en la
CFT. Extendemos esta configuracion a la descripcion hologréafica. Consideremos las entropias de
entrelazamiento S4+p y Sp+c. En la descripcion de la ecuacion (3.1), estas estdn dadas por el area
minima de las superficies y 4+ Y YB+c, las cuales satisfacen 0y s+p = 0(A+ B) y 0yp+¢c =0(B+ C).
Es facil ver ahora que se pueden dividir estas dos superficies de drea minima en cuatro y recom-
binarse en dos superficies ', y v/, , s o, 0 dos superficies y/, y v [18]. El significado aqui de y', es
el de una superficie que satisface 0y’, = 0X, sin embargo en general estas no corresponden a una
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Figura 3.1: Diagrama que muestra la forma en que se calcula la entropia de entrelazamiento en la teoria
AdS/CFT. (Imagen tomada de [7]).

Figura 3.2: Demostracion grafica de la desigualdad de subaditividad fuerte en holografia. (Imagen tomada
de [7])

superficie de drea minima, por lo que tendremos que Area(y’X) > Area(yx). Con estos argumentos
se puede ver que:

Area(ya+p) + Area(yp.c) = Area(ys) + Area(y'y, 5, o) = Area(yp) + Area(y a+p+c)
Area(y a+p) + Area(yp.c) = Area(y',) + Area(yy) = Area(y ) + Area(yc) . (3.2)

En la figura 3.2 se muestra de una manera grafica lo explicado anteriormente.
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3.2. Calculos de la entropia de entrelazamiento en holografia

Con la finalidad de explicar mads a detalle como funciona la férmula de Ryu-Takayanagi, calcu-
laremos los casos mads sencillos para mostrar la manera de obtener la entropia de entrelazamiento
en la correspondencia hologréfica.

3.2.1. Entropia de entrelazamiento para un intervalo en una CF T,

El caso mds sencillo que podemos estudiar es cuando consideramos una CF T con una dimen-
sién espacial y a temperatura cero. Como se vio en el capitulo anterior, este es dual a un espacio
AdSs, en el cual tomaremos las coordenadas de Poincaré. Tomando un tiempo fijo t = f) tenemos
que dt = 0. Con esto nos quedan las coordenadas como

LZ
ds* = = (dz" +dx) (3.3)
¥4

donde x es la coordenada espacial de la CFT, cuya region de altas energias es dual a la frontera
z — 0. Ahora definimos un sistema A como el intervalo de longitud /

A={x|-112=sx=<1/2} . (3.4)

La facilidad que nos da la correspondencia hologréfica es que, para el cdlculo de la entropia de
entrelazamiento, basta encontrar la longitud propia de la curva geodésica correspondiente. Para
ello simplemente aplicamos la condicién de longitud extremal, haciendo que la variacion de la
longitud sea igual a cero:

6(ZLa)=0 . (3.5)

Esta curva puede escribirse en términos de la coordenada espacial z(x), por lo que la longitud de
dicha curva en el espacio AdSs, a tiempo fijo, se calcula mediante la integral

X1
L= f AV | 3.6)
Xo

donde % se define como el determinante de la métrica inducida sobre la curva,
haﬁ = gu’vaaXlJaﬁX/v . (3.7)

Calculando h, g para nuestro caso, donde a8 = x, tenemos que

2

L
h= ?(1+z'2)

) (3.8)

ya que los elementos fuera de la diagonal son cero. Sustituyendo en la ecuacion (3.6) obtenemos

112 1/ 1 + Z/Z
La=1L dx 3.9)
—-1/2 Z
Ahora debemos aplicar la condicién de longitud extremal (3.5),
V1+z?2 d oL 0% V1+z?2 d z
L= >——-—=0 = t————=0
z dx 0z 0z z2 dx 1+ z2z
ZIZZ”Z
>1+2%+7%2-""=-7%=0 =7'z+7*+1=0 . (3.10)
1+ 22
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La ultima ecuacion se puede resolver aplicado las condiciones de frontera, es decir z(+1/2) =0,
con lo cual llegamos a

12
x2+z2:Z . (3.11)

Observemos que esta solucion es un semicirculo de radio //2 en la regiéon z > 0. De igual forma,
obtenemos el valor de z’, el cual debemos sustituir en (3.21) para finalmente resolver la integral
haciendo uso del cambio de variable dx = %cos(s)d s. Por lo tanto nos queda que

/2
= —2L log(cot(s) + csc(s)) . . (3.12)

1/2 1+ (7)? /2
ZLr=L dx——= 2L[
0

ds
-1/2 z sin(s)

Aqui es importante notar que la integral evaluada diverge, ya que la métrica tiene una divergencia

cuando z — 0. Por ende debemos tomar un pardmetro de corte, a, cerca de la frontera, es decir,
truncaremos a z = a, o lo que es lo mismo, S = ¢, con

€ , (3.13)

N}
1]
N | ~

que sustituimos en la integral y nos queda

/2
—2L log(cot(s) + csc(s))

2 l
=2L log(g) =2L log(z) . (3.14)

€

Finalmente, para encontrar la entropia de entrelazamiento, debemos sustituir este tltimo resulta-
do en la ecuacion (3.1), obteniendo

S 2L 1 ( l) (3.15)
= (0] — . .
"7369 la

Se puede mostrar que este resultado coincide con el de una CFT> [2]. Si analizamos el comporta-
miento que tiene esta funcién, notaremos que la entropia tiende a cero cuando [ — a.

3.2.2. Entropia de entrelazamiento para un disco en una CF T3

Para una CFT con dos dimensiones espaciales planas, como ya se ha mencionado, el espa-
cio dual al vacio corresponde a AdSy, por lo que usando las coordenadas de Poincaré a tiempo
constante tenemos que la métrica es

L2
ds* = = (dz° +d%*) , (3.16)
Z

donde d¥? = Z?Zl dx'dx'. Podemos escribir estas x! en coordenadas polares (r,0), con lo cual la

métrica nos queda como
2

L
ds* = —= (dz* +dr*+r*d6?) . (3.17)

Definamos nuestro subsistema A de la siguiente forma (Figura 3.3):

A={r,0)|0=r=<!1,0=<0<2nm} . (3.18)

Este subsistema corresponde a un disco de radio /. Como se muestra en la figura, la superficie
de drea minima de A resultard ser un hemisferio con la condicién de frontera r = [. Para obte-
ner la entropia de entrelazamiento debemos calcular dicha superficie de &rea minima, por lo que
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Figura 3.3: Representacion grafica de subsistema A, que corresponde a un disco de radio /, el cual se
extiende hacia el bulto con la misma condicién. (Imagen tomada de [4]).

consideraremos que la superficie estd descrita como una funciéon de z(r,0). Usando el mismo pro-
cedimiento del problema anterior, calcularemos primero la métrica inducida usando la ecuacién
(3.7), donde a = r y = 6. Con lo anterior obtenemos

12 dz)\?
hrr:? 1+ E y

hyg=hyg,=0 , (3.19)

El determinante de esta matriz entonces estard dado por
L, 2
h:?r (1+27) . (3.20)
Sustituyendo en la ecuacién (3.6) obtenemos:
12
£ :fdrde?rm . (3.21)

Podemos observar que el integrando no depende de 0, y quedarnos con una sola integral,

L V1422
,%A:anzf drr—s— . (3.22)
0 Z

Ahora debemos aplicar la condicién de longitud extremal (3.5),

Vit+z?  d oL ok

— " -2 20 ,
L=r z2 3ciraz’ 0z
d__rd__  Vita? (3.23)

=>rzz"+27° + 22 +2rz%+2r=0

De igual forma que en el caso anterior, podemos resolver esta ecuacion diferencial aplicando las
condiciones de frontera, z(+/) = 0. Con lo cual obtenemos

rP+f=1% (3.24)
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que representa un hemisferio con r = [, el cual se muestra en la figura 3.3. Podemos obtener el
valor de z' y remplazarlo en el integrando de (3.21),

l 1+ ()
Lp=2nl’ f drr—— (3.25)
0 z
Haciendo el cambio de variables de acuerdo a la ecuacion (3.24) obtenemos
! l
La=-2mL? f dz— . (3.26)
0 z

Podemos revolver esta integral haciendo el cambio de variables y = 7 y usando un pardmetro de
corte a, el cual nos permite evadir la divergencia en el resultado, ya que debemos recordar que la
métrica diverge cuando z — 0. Juntado lo anterior
L d l
Lo =-2mI? f o onr? (— - 1) . (3.27)
all' 'y a
Por ultimo, para obtener la entropia de entrelazamiento para este sistema debemos sustituir el
resultado anterior en la ecuacion (3.1) para asi obtener

212 (1
Sa= @\ o 1 . (3.28)
4G\ \a

Analizando este resultado, vemos a primera instancia que la entropia para este sistema depende
de manera lineal en [/ y, como el caso para una CFT>, diverge cuando a — 0. Esta expresion es
compatible con la ley de drea (primer capitulo), donde el factor de proporcionalidad estd dado
por una combinacién de los pardmetros de la teoria de gravedad, que en general depende del
numero de grados de libertad de la teoria de campos.

3.3. Entropia diferencial

La férmula descrita por Ryu-Takayanagi (RT) nos permite calcular la entropia de entrelaza-
miento, y muestra que existe una conexion entre la geometria y el entrelazamiento. Un punto im-
portante aqui es que la descripciéon RT selecciona un tipo muy especifico de superficies, aquellas
de darea minima, que se encuentran ancladas en la frontera de AdS. Se puede utilizar esto como
punto de partida para reconstruir una superficie cerrada arbitraria en la descripcion hologréfica, y
relacionar el drea de dicha superficie con la entropia de entrelazamiento. A esta cantidad se le co-
noce como entropia diferencial. Si bien es cierto que la correspondencia AdS/CFT nos indica que
una teoria cudntica de gravedad en un espacio anti-de Sitter es equivalente a una CFT, entonces
hay una traduccién a la teoria de campos de la entropia diferencial, sin embargo en este trabajo
solo se estudiaré la parte que corresponde a la teoria gravitacional [19].

En esta seccién nos vamos a concentrar nuevamente en AdSs puro, que corresponde al vacio
en una CFT,. Representaremos a AdSs3 en las coordenadas globales de la ec. (2.30),

-1

R2 R2 ~
ds>=— 1+ﬁ)dT2+(l+ﬁ) dR* + R*d6* (3.29)

donde haremos una distincién entre la coordenada 6 que corresponde a un punto en el bulto y la
coordenada 6 que corresponde a un punto en la frontera.

Para motivar la definicion matematica de la entropia diferencial, usaremos la desigualdad de
subaditividad fuerte, S(AU B) < S(A) + S(B) — S(An B), para dos intervalos,

S(Lub)=S()+S(L)-S(71nl) . (3.30)
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Ahora podemos tomar un conjunto de 7 intervalos en secuencia y sumar n — 1 veces sobre la f6r-
mula anterior, lo cual nos queda que

n n-1
Sn<) SUY-) SUknIk) (3.31)
k=1 k=1

donde S;, es la entropia de la unién de los n intervalos. Hay que notar que el espacio donde nos
encontramos es periodico, lo que significa que si los intervalos cubren todo el espacio, podemos
identificar ;41 = I;. Este hecho introduce un intervalo més I, U I, por lo que la suma anterior con
este término extra nos queda como

n
Sp< ) [SUY = SUx N Ixs1)]. (3.32)
k=1

Nos interesa obtener el limite de esta suma cuando n — co. Para proceder con esto primero debe-
mos expresar la entropia de entrelazamiento en términos del tamafio de cada intervalo. Sea a(60)
el tamano de cada uno de ellos, es decir, el intervalo centrado en 0 tiene dngulo de apertura a(6).
Podemos expresar a I N I;.4+; como la separacion angular entre estos dos intervalos contiguos, es
decir, A = 27/ n. Haciendo estos cambios obtenemos que el lado derecho de (3.32) toma la forma

Y [S@®) - Sa®) —A0)] . (3.33)
k=1

Una vez hecho esto, podemos tomar el limite 7 — oo. Multiplicando y dividiendo por A6, lo pode-
mos expresar como AG — 0. En el limite continuo, la diferencia entre las entropias nos queda como
una derivada, y la suma como una integral, llegando finalmente a nuestra definicion matematica

de entropia diferencial como
2n ds
= a2
0 da

(3.34)

a=a(d)

Esta es una funcional de intervalos que viven en la frontera y estan determinados por la funcién
a(0). De manera implicita esta funcion define una curva diferenciable en el espacio Ad Ss: se trata
de la curva que es tangente a todas las geodésicas asociadas a la familia de intervalos especificada
por a(0). Dicho de otra manera, a partir de a () se puede trazar una curva cerrada que se encuen-
tra en el bulto. Interesantemente, se puede mostrar que la longitud de esta curva se puede calcular
a partir de la funcional E, que es una combinacion de entropias de entrelazamiento en la frontera

[3]. Concretamente,
circunferencia
E-= . (3.35)
4Gy
Una manera grafica de explicar esto es tomar la ecuacién (3.33) y graficar para diferentes valores

de n, como se muestra en la figura 3.4.

3.3.1. Curvas en el bulto

Consideremos una curva cerrada suave en el bulto, R(f), a un tiempo fijo T = 0. Para cada pun-
to de la curva, es posible trazar una tnica geodésica tangente a ese punto, que de igual forma se
encuentraen T =0, y tiene sus extremos anclados a la frontera de Ad S3. Denotaremos estos extre-
mos como 8(0) + a(f), siendo @ el punto donde la geodésica es tangente a la curva R(0); véase la
figura 3.5. Enla CFT podemos en principio determinar los pardmetros que definen las geodésicas
en AdSs puro, haciendo uso de la conexion encontrada por Ryu y Takayanagi entre la entropia de
entrelazamiento de un intervalo y la longitud de una geodésica espacial en AdS; que se encuentra
anclada a la frontera del intervalo. En nuestro caso, la geodésica estd dada por

R%tan®a — 2

2 A\
tan“ (6 —0) = R 2

(3.36)
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Figura 3.4: Representacion grafica de la ecuacion (3.35), partiendo de la version discreta (3.33). Las lineas
negras son las geodésicas tangentes a la curva en el bulto, donde su longitud es S(Ij). Las lineas discontinuas
de color morado simulan las geodésicas I N Ii;. En esta figura se tomaron distintos valores para n. En el
limite n — oo, las restas y sumas que figuran en (3.33) hacen que las geodésicas se cancelen entre si casi por
completo, con excepcion de las porciones tangentes a la curva. Por esta razén, E calcula la circunferencia
de la curva, como se indica en (3.35).(Imagen tomada de [20]).

Esta ecuacion puede expresarse en términos de R y su derivada con respecto de 0 de la siguiente

forma' : ~
R I?sec?(0 - 0)

 tanZa —tan2(0 — 0)

dlogR sin(6— 6) cos(@ —0)

§ 1T _ a (3.37)

do cos2(0 —0) —cos?a

Resolviendo para a y 8 — 6 en términos de Ry d log R/ d@,
tan a@=21/14 -1 (d logR)z (3.38)
an a(f) = — = , .

R R2+12\ d6b

~ I* dlogR
tan(@-0(0)) = - °8 (3.39)

2+ 12 df

Estas tiltimas ecuaciones nos dan los pardmetros a(0) y 8 — () que definen nuestras geodésicas
en AdSs.

3.4. Puntosy distancias

En esta seccion vamos explicar los objetos geométricos mas bdsicos en AdSs; que surgen a
parti de esta herramienta matemadtica. El aporte hecho por la teoria de campos es la entropia de
entrelazamiento en regiones espaciales. Mostraremos como usarla para construir una geometria
Euclidiana.

Consideremos un circulo de radio r centrado en un punto arbitrario en AdSs a un tiempo
T = 0. De manera general, podemos tomar la ecuacién del circulo, y usando las ecuaciones (3.38)
y (3.39) podemos calcular la funcién de frontera a(6). Un punto en el bulto, A, lo podemos definir
tomando el limite cuando r — 0, con lo cual obtendremos el punto en el centro del circulo. Pode-
mos calcular la funcién de frontera correspondiente tomando el mismo limite y notando que de

Ifsta forma de resolver el sistema de ecuaciones se tomé de [3].
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Figura 3.5: Consideraremos el conjunto de geodésicas tangentes a la curva R(0), donde 0 es la coordenada
angular del bulto. Las geodésicas estdn centradas en 0(0), que corresponde a la coordenada angular de la
frontera, y tienen un ancho de a(0). (Imagen tomada de [20]).

la ecuacion (3.38) se obtiene _
_1 Rcos(60-0)

VIR
Notemos que a 4 es una funcién que depende solo en las coordenadas del bulto, R y 6. Explicita-
mente podemos graficar un punto A usando solamente la funcioén de frontera. Insertando a 4(0)
en la férmula de la entropia diferencial (3.34) obtendremos que es idénticamente cero, ya que un
punto tiene circunferencia cero. Con esta herramienta matemadtica es posible definir un punto en
AdSs en coordenadas globales.

a(0) = cos (3.40)

3.4.1. Distancia entre dos puntos

Dado que es posible definir un punto en coordenadas globales, debe ser de igual manera posi-
ble definir dos puntos en este espacio y tener alguna nocién de distancia entre estos dos objetos.
Dados dos puntos A y B con su funcién de frontera correspondiente, a4 y ap, se puede definir la
distancia entre ellos como:

Definicion: Sea y(0) = min{a 4(0),ap(0)} para todo 6. La distancia entre Ay B es:

d(A,B)=2GNE[y@)] . (3.41)

La manera mas facil de ver que esta definicion es la correcta es tomar la férmula (3.35), la cual
nos relaciona la entropia diferencial con la circunferencia de una curva cerrada. Cuando estas cur-
vas son dos puntos Ay B, primero la curva corre de A a B y luego regresa de B a A, de modo que
E(A, B) es la doble distancia de A a B. Para mostrar como funciona y cerciorarnos que realmente
esta funcién es la distancia entre dichos puntos, calcularemos la integral de linea usando la mé-
trica y la definicién antes dada, entre dos puntos. El ejemplo mds sencillo es calcular la distancia
entre el origen y un punto arbitrario A a un tiempo T = 0. Para simplificar los cédlculos tomemos
que el punto A se encuentra a un R arbitrario y un dngulo 6 = 0. Calculando la distancia utilizando
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la métrica (3.29), nos queda que

R RIZ -1/2
d(o, A) :f drR' (1 + —2) . (3.42)
0 L
Para usar la definicén de distancia antes dada, hay que notar que el origen se encuentra a ay =
m/2y ax en la ecuacion (3.40) es mayor a 7/2 fuera del intervalo —n/2 < 0 < 7/2. Aplicando la
definicion obtenemos que

/2 ds
A0, A) = Gy f PP il
-m/2 da

(3.43)

a=a(,)

En (3.15) hemos ya calculado la entropia de entrelazamiento para un intervalo, en coordenadas de
Poincaré. En coordenadas globales, el resultado es [2]

2Lsina
) (3.44)

L
S(a) = 1
(@) 2GN Og( €

donde € es el pardmetro de corte. Con lo anterior podemos calcular la distancia

L /2 R
d(0,A) = = f do cosd , (3.45)

2J-m2 \/I2+ R?sin%0
y tomando el cambio de variable dR’ = Rcos6d6 llegamos a

R 2\ ~1/2
d(O,A):f dR’(1+—2) : (3.46)
0 L

Con lo anterior podemos ver que la distancia entre dos puntos usando la funcional E concuerda
con (3.6).

3.5. Curvas cerradas y puntos en Poincaré

Finalmente llegamos al punto central de este trabajo, que es definir curvas cerradas y puntos
en el parche de Poincaré. Hasta ahora no se ha publicado una definicién como tal para curvas ce-
rradas y puntos en estas coordenadas. Es sencillo imaginar curvas z(x) que se extienden a lo largo
de todo el eje x generadas a través de geodésicas tangentes en cada punto de la curva. Pero no
es del todo claro c6mo a partir de este mecanismo se puede generar una curva cerrada, porque a
primera vista pareciera que para trazar la parte de dichas curvas que estd mas alejada de la fron-
tera nos harian falta geodésicas que descienden desde z — oco. Esto seria consistente con el hecho
de que las coordenadas de Poincaré no cubran todo AdSs. Pero la rebanada del espacio AdSs a
tiempo global T = 0 coincide por completo con la rebanada a tiempo de Poincaré ¢ = 0, asi que
cualquier curva que tracemos en coordenadas globales estara contenida en las coordenadas de
Poincaré al mismo tiempo, y por ende debe ser posible generar de igual forma curvas cerradas en
Poincaré. Debe bastarnos entonces con hacer el cambio de coordenadas y calcular las geodésicas
para definir cada uno de los objetos geométricos que nos interesan.

3.5.1. Circulo centrado en el origen de las coordenadas globales

Para trazar una curva cerrada en AdSs usando coordenadas globales, es necesario calcular la
funcién de frontera a(0), que depende de dicha curva y que a su vez es la encargada de definir
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nuestras geodésicas tangentes a la curva. Los extremos de estas geodésicas en la frontera se en-
cuentran en los puntos definidos por

0,=00)+a@d , (3.47)

donde el subindice + identifica al extremo en cuestién. Definamos un circulo centrado en el ori-
gen, en coordenadas globales. Para hacer esto usamos la ecuaciones (3.38) y (3.39), con lo cual
podemos deducir trivialmente que la funcion de frontera que define nuestra figura y geodésicas
es constante, es decir a(0) = ap, y los angulos del bulto y de la frontera son iguales, 0(0) = 6. Nues-
tros extremos estdn entonces dados por

0.=0xap . (3.48)

Para traducir esto a AdS3 a T = 0, y tomando la constante de curvatura L = 1 para simplificar
la escritura, expresaremos al hiperboloide en coordenadas de Poincaré y globales de la siguiente
forma:

Poincaré | Globales |
X1:§+1;§2 X1:VR2+1
Xo=0 Xo=0

Xz3=42 X3 =Rcos0
X4=Z2- L2 | X, = Rsing

Cuadro 3.1: Parametrizacion de AdSs en coordenadas de Poincaré y globales.

Como primer punto debemos observar que a diferencia de @, que es un dngulo de apertura, los 0.
que identifican los extremos para cualquier geodésica son directamente coordenadas angulares en
el bulto. Esto es crucial ya que es posible traducir un dngulo a Poincaré. Simplemente observamos
del cuadro 1.1, que en globales tenemos que

X
0 = arctan (—4) , (3.49)
X3

y como estas X son las coordenadas del hiperboloide, podemos sustituirlas por las de Poincaré, es

decir,
z 1-x%
22 _(z2+x2—1)

2x

tan(0) = (i—;}) =2

x (3.50)

El segundo punto que debemos notar es que los 6+ viven en la frontera de AdSs, por lo que para
realizar una traduccion a Poincaré debemos tomar el limite en la ecuacién (3.50) cuando z — 0

X1
tan(0) = (3.51)
2Xx
Juntando todo lo anterior, obtenemos que
xi -1
tan(@.) = — , (3.52)
2xi
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y finalmente resolviendo para x. y sustituyendo 6., en la expresion anterior llegamos a
X+ =tan(0 + ap) +sec(@ £ ay) . (3.53)

Esta ecuacion nos da los extremos de las geodésicas tangentes que definen nuestra curva, en este
caso un circulo en el origen, en la coordenadas de Poincaré?. Si bien es cierto que lo descrito an-
teriormente es para reproducir un circulo centrado en el origen en coordenadas de Poincaré, hay
que tener total certeza de que dicha figura se encuentra en el hiperboloide. La manera de consta-
tar esto es haciendo uso de la férmula (2.25) y tomando que la ecuacién que describe un circulo,
Xg + Xi = ¢2, donde c es el radio de la circunferencia llegamos a la condicién

Xd=1+c* . (3.54)

Esto nos garantiza que dicha curva existe en el hiperboloide. Para tener una representacion grafica
de nuestra circunferencia, usaremos la ecuacion del circulo y tomamos que el radio es igual a la
unidad, ¢ = 1. Esto nos da una circunferencia centrada en (z, x) = (v/2,0). Para tener una descrip-
cion gréfica de como las geodésicas son tangentes a la circunferencia antes descrita, tomaremos
distintos valores para 0, con lo cual obtendremos los extremos de las geodésicas que se encuen-
tran en la frontera. Hay que notar que al asignar un valor al radio como ¢ = 1 esto automdticamente
arroja el valor de nuestra funcién de frontera, es decir, ay = %. Véase la figura 3.6.

Figura 3.6: Con color rojo, esta trazado el circulo con centro en el origen global, traducido aqui a coorde-
nadas de Poincaré. En color azul se muestran las geodésicas tangentes a esta curva. En esta figura solo se
trazaron once geodésicas, ya que solo se trata de dar un imagen general; sin embargo hay que considerar
que para cada punto del espacio existe una geodésica tangente a la curva.

Lo primero que debemos notar es que, las geodésicas tocan a la curva en un solo punto, por lo
que la descripcion de una curva cerrada en Poincaré si es posible y queda completamente deter-
minada, contrario a lo que injenuamente hubiéramos esperado, por la funcién de frontera. Para la
parte inferior de nuestra curva, era trivial imaginar su descripcion a través de geodésicas tangentes
que salen de la frontera, sin embargo no quedaba del todo claro como reconstruir la parte superior.
Con nuestros resultados podemos observar que para la parte superior, las geodésicas tangentes a
cada punto del circulo pasan por encima este, con lo cual se tiene una completa descripcion de
la curva. Un punto importante es que mientras que 6 corre de 0 a 7, el centro de nuestras geo-
désicas en Poincaré cubre por completo el eje x dos veces, una para las geodésicas que cubren la
parte inferior y la segunda pasada para las geodésicas que cubren la parte superior, sin embargo
para estas ultimas se tiene que x_ > x;. Es decir, los extremos quedan invertidos luego de que en
(3.53) se tiene x; — oo, y a continuacion x, reaparece en —oco. Son precisamente estas geodésicas
invertidas las que cubre la parte superior de nuestra curva cerrada.

2Notemos que esta ecuacion es cuadritica, por lo que nuestra solucién tendra dos valores para cada extremo. Hay
que considerar un signo para ambas soluciones ya que este solo influenciard el sentido en el que recorreremos a
nuestra curva. Para este trabajo se tomo para ambas el signo positivo.
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Para continuar con nuestra descripcion, si es posible trazar una circunferencia en Poincaré de-
finiendo una funcién de frontera, entonces de igual forma debe ser posible ubicar al punto en su
centro tomando el limite cuando el radio tiende a cero. Haciendo esto nuestra funcién de fron-
tera toma el valor de a(0) = n/2. En la figura 3.7, podemos observar como todas las geodésicas

Figura 3.7: Representacién de un punto en coordenadas de Poincaré. Este esta localizadoen z=v2y x =0
ya que se tomo la constante de curvatura L = 1.

son tangentes a este punto, (v/2,0), cuando ¢ — 0. Esto encaja con la descripcién antes hecha en
coordenadas globales, lo cual no es ninguna sorpresa, ya el resultado debe ser independiente del
tipo de coordenadas asignadas al espacio, para T = 0.

3.5.2. Circulos fuera del origen de las coordenadas globales

Podemos de igual manera trazar circulos mas generales. Un aspecto a destacar aqui es que,
cuando movemos la circunferencia fuera del origen de las coordenadas globales, la curva en Poin-
caré se empieza a deformar y deja de ser un circulo (véase la figura 3.8).

Usando la misma metodologia para la circunferencia centrada en el origen, podemos determi-
nar la funcién de frontera usando las férmulas (3.38) y (3.39). Como ejemplo ilustrativo, podemos
calcular esta funcién usando que R = 4cos(f), que es una circunferencia de radio 2 centrada en
(2+/5,0). Con lo anterior, nos queda que los pardmetros que definen a nuestros extremos para
las geodésicas estdn dados por

_ 1 \/ cot?(0)
a(0) = arctan —1/1+ — , (3.55)
45sin(0) 16sin(0) +1
6(0) = 0 — arctan (L@) (3.56)
16sin(0) +1

Una vez que se tienen los pardmetros definidos, identificamos igual que antes los extremos de las
geodésicas,

~ ( cot(0) ) \/ cot?(0)
Xx; =tan| 0 —arctan| ———— | + arctan| ———— +
16sin(0) +1 4sin(0) 16sin(0) +1
- _ (3.57)
~ ( cot(0) ) 1 \/ cot?(0)
+sec| O —arctan| ————— | + arctan = 1+ -
16sin(0) +1 45sin(0) 16sin(0) +1

Vuelve a ocurrir aqui que las geodésicas que cubren la parte superior de nuestras curvas tienen sus
extremos intercambiados en la frontera, x; < x., es decir, en las geodésicas que cubren la parte
inferior de nuestra curva podemos identificar que x_ es el extremo izquierdo y x; es el extremo
derecho caso contrario a las geodésicas que cubren la parte superior.
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Figura 3.8: Se puede observar como la circunferencia fuera del origen se deforma, segtn se aleje de este,
(20, Xp). @) Muestra una circunferencia con origen en (2,0). b) Circunferencia en (0, 2). ¢) Cinfunferencia en
(1,1).

Ahora que ya se tienen los pardmetros definidos en coordenadas de Poincaré, basta graficar
para dar un panorama general de como esta funcién de frontera define curvas cerradas en gene-
ral, ya que si bien es cierto que para este caso se consider6 un circulo fuera del origen, en Poin-
caré la curva estd distorsionada, y solo es un circulo topolégicamente hablando. En la figura 3.9
mostramos como basta con definir la funciéon de la frontera para modelar la curva en cuestion.
Nuevamente podemos ver que, al trazar curvas cerradas en coordenadas de Poincaré, las geodé-
sicas tangentes a la parte superior de la curva se encuentran por encima de la curva, y tienen sus
extremos intercambiados.

Para seguir con nuestra descripcién, dado que es posible trazar una circunferencia fuera del
origen, entonces debemos poder ubicar el punto centro de dicha curva. Antes de hacer esto debe-
mos asegurarnos que dicha solucién existe en el hiperboloide. Esto lo podemos hacer resolviendo
la ecuacion

(x)2+(z L -y A (3.58)
— —_—— — —x —_ = y .
z 2 2z
con lo cual se obtiene

x=0,z2=2+V5 . (3.59)

Ahora que tenemos localizado el punto, podemos comparar con el resultado arrojado por nuestra
funcion de frontera. Usando la ecuacion (3.40), podemos calcular los extremos de las geodésicas
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Figura 3.9: Grafica que muestra, de color rojo, la curva cerrada que corresponde a lo que en coordenadas
globales en un circulo fuera del origen. De color azul, las geodésicas tangentes a la curva. Para esta descrip-
cién solo se tomaron algunos valores; sin embargo hay que considerar que de cada punto del espacio existe
una geodésica tangente a la curva.

tangentes a nuestro punto,
xy=tan(@+ay) +sec@+ay) . (3.60)

En este caso, un circulo centrado en (2 + v/5,0), nuestra funcién de frontera queda determinada
por

a arccos( 2 cos(@ ﬂ)) (3.61)
A= — - — . .
V5 2
Juntando lo anterior, los extremos de las geodésicas tangentes a este punto estdn dadas por
Xy =tan (0 +arccos (i cos (9 - z))) +sec (9 +arccos (i cos (0 - z))) (3.62)
’ ) V5 2 ) V5 2J)) '

Enla figura 3.10 mostramos como la ecuacion (3.62) modela los extremos que nos permiten trazar
las geodésicas, las cuales son todas tangentes al mismo punto. Para una mejor visualizacion, solo
se muestran unas cuantas geodésicas; sin embargo hay que considerar que para cualquier punto
en la frontera existe una geodésica que toca al punto en cuestion.

Con nuestro resultado podemos concluir que para cualquier curva cerrada en el parche de
Poincaré es posible definir la funcién de frontera que determina a las geodésicas tangentes a la
curva y nos ayuda por lo tanto a modelarla. Podemos ver ademas que al trazar una curva cerrada
en coordenadas globales, esta misma sigue siendo una curva cerrada en Poincaré. De igual forma,
el punto en coordenadas globales, es un punto en coordenadas de Poincaré.

Figura 3.10: Gréfica de un punto modelado a través de geodésicas ancladas a la frontera. De color azul se
muestran las geodésicas tangentes al punto, z = 2+ v/5, que es valor del punto cuando el radio de la curva
cerrada de la figura anterior tiende a cero. Se observa claramente que todas las geodésicas coinciden en este
punto.
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Usando esta herramienta es posible entonces generar curvas cerradas, definiendo una funcién
de frontera, en coordenadas de Poincaré. Podemos notar que a pesar de estar en coordenadas de
Poincaré, las féormulas usadas para trazar nuestras curvas usan todavia pardmetros en coordena-
das globales. En el siguiente capitulo daremos una traduccién completa a Poincaré, y mds aun,
formularemos la entropia diferencial y sus propiedades en estas coordenadas.
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Capitulo 4

ENTROPIA DIFERENCIAL EN POINCARE

En este capitulo se extenderd la definicién de entropia diferencial a coordenadas de Poincaré
sin hacer referencia a ningiin parametro en coordenadas globales. Para hacer esto, debemos in-
troducir una nueva versién de la entropia diferencial en estas coordenadas. Podemos hacer esto
usando, como en la definicién original dada en el capitulo anterior, que la entropia diferencial esta
dada por

n
E=) (SUY)-SUxNIks+1) (4.1)
k=1
donde S(I) es la entropia de entrelazamiento del intervalo I} de una familia de intervalos conse-
cutivos que cubren la frontera a un tiempo constante. Tomando el limite continuo cuando n — oo
se obtiene [21]

S (v, yp(A
E:fdﬂt (y1( )_YD( )

4.2
Py (4.2)

A=1

Al igual que en coordenadas globales, la entropia diferencial en Poincaré es una funcional que
depende de la funciones de los intervalos de entropia de entrelazamiento y que a su vez estas
estan dadas por la curva en el bulto. Explicitamente, la entropia de cada intervalo estda dada por
S(y1,yp ()_L)), donde y; p denotan los extremos de las geodésicas, extremo izquierdo y derecho,
los cuales estdn anclados a la frontera y cada una de estas geodésicas es tangente a un punto de la
curva en el bulto, que denotaremos yg(A). De este modo, podemos usar parametros de la frontera
o del bulto para calcular la entropia diferencial de una curva, segiin sea mas sencillo el calculo,
con la tinica condicién de que A debe ser un parametro continuo.

Antes de comenzar, debemos dar una definicion general para las curvas en Poincaré. Conside-
remos una curva en el bulto, y5 = {Z(1), X(1), #(1)} y A un pardmetro continuo. Seguimos aqui con
la convencién de denotar con tildes las coordenadas de puntos en el bulto, y sin tildes las de la
frontera. Debido a que AdS es invariante de Lorentz, para cada valor de A podemos usar un boost
para pasar a un marco donde la tangente a la curva en el bulto apunten puramente en la direccién
espacial. En ese marco, la geodésica tangente a la curva serd un semicirculo justo como en el capi-
tulo anterior. Después de algunos célculos y regresando al sistema sin boost, se encuentra que la
familia de geodésicas tangentes a la curva y g estd dada por [21]

ENZNTD) I Wrw)
FW?-TW? /T2 -T )2
. zZMZMNF) At s)

t(ﬂ)+x,(ﬂ)2_ii/(/l)2 - 56'(/1)2—%,(/1)2 o8

T'(s;: A) :(ﬁmmmgﬂm+ 0ss, 4.3)
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donde s € [0, 1] es un pardmetro que nos mueve a lo largo de cada geodésica'y

. _ 2/(&)2
r- = Z(/l) \/]_ + m , (4.4)

es el radio de la geodésica en el marco boosteado. Estas geodésicas intersectan a la frontera de
AdS en s =0y s =m. Sus extremos izquierdos y derechos estdn dadas por

Yi,pA) = (x1,pA), tr,p(AD) (4.5)
donde

xD,I:SC(/l)+ZM)Z(Mx W, XAy ’ 4.6)

A= N2 T \/F N2 =T (A)2
~ =~/ 2 r *
P AL LD i oL 0 B (4.7)

FA?2-7N? " /FA)2Z=F N2

A partir de estas relaciones [21] generalizaremos la entropia diferencial en coordenas de Poincaré.

4.1. Entropia diferencial a tiempo constante

4.1.1. Longitud de una curva

Una de las principales propiedades de la entropia diferencial que debemos de verificar es que
nos da la longitud de la curva. Tomemos como ejemplo el caso sencillo del capitulo anterior, un
circulo centrado en el origen de radio R en coordenadas globales traducido a Poincaré. La para-
metrizacion estd dada por yg(A) = {1, Z(1)}

ZA0) =VIZ+R2+VR2-%A)? (4.8)

tomando X(A) = A, donde A € [-R, R]. Con esta parametrizacién dividimos el circulo en dos partes,
la parte superior e inferior, que corresponde simplemente a tomar signo positivo o negativo en
(4.8). Los extremos de las geodésicas que son tangentes a la curva del bulto estdn dadas por

xpLA) =A+ZNZ WD) £zZM)V1+Z Q)2 . (4.9)

Ahora, debemos calcular la entropia diferencial para cada parte de la curva, inferior y superior. La
forma de hacerlo es comenzar con la entropia (3.15) para el intervalo asociado a cada geodésica,

XD — X1

S(y1(1),ypW)) = 1 , 4.10
(N, o) = 1~ n(=—=) (4.10)

y usar la ecuacion (4.2). Obtenemos que para la parte inferior (denotada por i),

L R /1+ 7 2 5/ 5! Sl s
E;= f Tz W + Z~M) + “ (/Df (/12) + z ar (4.11)
4Gy J-R zZ(A) Z(A) 1+Zz'(A) 1+ Z/(/l)z
Y para la parte superior (denotada por s) obtenemos que!
-R =/ 2 =/ =/ =1 =1
- L _\/lii-z(/l) +z~(/1)+z(/1)~z ()L)_ zZ"(A) ai 4.12)
4Gn JR zZ(A) ZAA)  1+Z)% \/157(1)2

'Hay que recordar que, como se vio en el capitulo anterior, para cubrir la parte superior los extremos de las geodé-
sicas cambian, lo que hace que el integrando de la entropia diferencial vaya de R a —R.
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Si sumamos ambas contribuciones a de la entropia diferencial se corrobora que

Ej+Eg=—— | (4.13)
4GN
que es la correspondiente longitud de la curva. En general se obtiene que en Poincaré, la entropia
diferencial para una curva cerrada nos da la longitud de dicha curva. Un punto a destacar es que
las entropias diferenciales (4.11) y (4.12) contienen por separado partes en la integral que divergen;
sin embargo dichas partes divergentes se cancelan cuando sumamos ambas contribuciones para
obtener de la entropia diferencial total. Es solo después de esta suma que reproducimos lalongitud
de nuestra curva cerrada. Si consideramos en cambio en una curva abierta (como seria por si sola
la parte inferior o superior de una curva cerrada), para calcular su longitud tendemos que agregar
a la entropia diferencial un término de superficie,

A Y Af
pe [T aa8t Ay o san | (4.14)
/10 6/1 i:)' Ao
dond
onde 5 - L 5 1 XA —xg

Lo que ocurre es que los integrandos de la entropia diferencial y la longitud difieren por una de-
rivada total, que no contribuye en el caso de una curva cerrada; pero si debe tomarse en cuenta
cuando la curva es abierta (esto también sucede en AdS global [20]). La demostracion general de
que dicha funcién de superficie cancela los términos divergentes que encontramos al dividir una
curva cerrada en sus porciones inferior y superior se hard més adelante. En el ejemplo del circulo,
podemos verificar esto directamente al calcular por separado la longitud de sus porciones inferior
y superior, con lo que se encuentra que

R
7RF2tan! (—)
L

Esi+f(ZA),x(A) = , (4.16)

4Gy
que ademds de ser finito es el resultado correcto. En general, para tiempo constante podemos
obtener la longitud para una curva cerrada usando simplemente la entropia diferencial, o para
una curva abierta usando la ecuacion (4.14).

4.1.2. Puntos en el bulto

Ahora que tenemos bajo control la longitud de curvas en el bulto, podemos pasar al caso de
un punto en el bulto. Para describir un punto tenemos dos opciones. La primera es tomar curvas
cerradas, que tienen la ventaja que no es necesario agregar términos de superficie que quiten las
divergencias, y la desventaja que para este tipo de curvas es necesario recorrer el eje x dos veces,
una vez para la parte inferior y otra para la parte superior. La segunda opcion es considerar curvas
abiertas (como un semicirculo) tales que la pendiente en sus extremos diverja. En este caso no
tenemos que lidiar con el problema de recorrer el eje x dos veces; pero si debemos incluir un
término de superficie para cancelar las divergencias en los extremos y obtener correctamente que
la longitud del punto es nula.

Sabemos que las geodésicas tangentes a un punto en el bulto son semicirculos que tienen la
forma

(X—x)?+22=0% | (4.17)
con Xy +x_
Xc = T (4.18)
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el centro de la geodésica 'y
X+ — X—

2
su radio. Ya sea para una curva cerrada o una abierta, podemos recuperar la ecuacion (4.17) co-
menzando con la familia de geodésicas tangentes a la curva y tomando el radio de la curva ten-
diendo a cero, R — 0.

(= (4.19)

4.1.3. Distancia entre dos puntos

Para completar la descripciéon de la entropia diferencial en Poincaré, es necesario tener una
definicion de distancia entre dos puntos en estas coordenadas. Se esperaria que, al ser el paso de
global a Poincaré un simple cambio de coordenadas, la definicién de distancia en coordenadas
globales formulada en [20] siguiera siendo util.

Consideremos dos puntos en el bulto P y Q (supondremos sin pérdida de generalidad que
Xp < Xq),con sus correspondientes familias de geodésicas, que denotaremos como Ip(x.) y lo(xc),
con coordenadas en el bulto (Xp, Zp) y (Xq, Zg) correspondientemente. La geodésica que conecta
estos dos puntos, que denotaremos PQ, est4 centrada en el punto en la frontera que llamaremos
M. Explicitamente

Xp+ )~CQ Z% - ZZQ
Xp = +— — , (4.20)
2 2(x pP— XQ)

y el radio de PQ esta dado por

1 (2% - 25)?

‘5g=73 (Xp — XQ)? +2(25 + 25) + 4.21)

e (Xp — Xq)?
Comparando las expresiones encontramos que la distancia entre dos puntos en coordenadas de
Poincaré estd dada por

1
d(PQ)= > (&llpgl —&1l-p-ql) , (4.22)

donde & denota a la entropia diferencial “renormalizada” con el término de superficie indicado
en (4.14),
E0 = B+ fxa[ ], (4.23)

Ipg(x¢) denota ala familia combinada de geodésicas tal que Ipg(xc) es Ip(x¢) para x. < xp y lo(xc)
para x; = xp, Y I-p_q(x) se refiere a la combinacién anéloga para los puntos —P y —Q, que se
obtienen al reflejar P y Q a través del origen en Poincaré: (X_p,Z_p) = (—Xp,Zp) y simplemente
para —Q. Con (4.22) podemos calcular, haciendo uso de la entropia diferencial renormalizada,
la distancia entre dos puntos arbitrarios. La forma mads sencilla de ver que la férmula en verdad
reproduce dicha distancia es observar que

XQ
1 L
A(R.Q) =5 (Ellpol - Ellp-ql) = [ P IUREAC (4.24)
Xp

donde Zg(X) es la parametrizacion de PQ. La dltima ecuacién hace evidente que la parte del inte-
grando corresponde a la longitud de esta geodésica desde Xp a Xg.

4.2. Caso covariante

En esta parte, tomaremos el caso mds general para Poincaré en 2 + 1-dimensiones sin la res-
triccion de mantenernos a tiempo constante, es decir, una curva en el bulto parametrizada como
ys ={z(1), X(A), (1)} y analizaremos las propiedades de la entropia diferencial.
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4.2.1. Longitud de una curva para t+ 0

Para el caso covariante queremos de nuevo obtener la longitud de una curva en el bulto a
partir de la entropia diferencial. Como ejemplo concreto, analizaremos el caso més sencillo, que
en coordenadas globales es un circulo en el origen tiempo T constante, pero ahora con ¢ # 0 que
implica que el tiempo ¢ de Poincaré no sera ya constante.

Para facilitar los célculos recordemos que en AdSs; en coordenadas globales tenemos

Xi=VR2+IL%cosT ,
Xo=VR:+[%2sinT ,

(4.25)
X3 =RcosO ,
X4 =Rsinf
y en coordenadas de Poincaré,
X < 2, .2 .2
1—5 1+—2(L + X —t) ,
Lt
X2__ )
sz (4.26)
ng— )
z
Z 1
=215 )

Ahora bien, si tomamos un circulo en coordenadas globales a T constante podemos hacer una
parametrizacion de la curva en el bulto de la siguiente forma

xVN=A ,
W) =azd) , (4.27)
zM=z(1)

donde a es una constante definida como a = vV R? + [?sin(T) y A € [-R, R]. Usando las ecuaciones
(4.6) y (4.7), obtenemos que los extremos de las geodésicas tangenciales a nuestra curva estan

dados por
B z(W)z' (L) z(A) — 5
xp1= At T ® 1—a2z'(/1)2\/1+z M2(1-a?)
azV)zZ V)?  azD)Z )

+
1-a?z' ()2~ 1-a?z'(1)?

(4.28)

tp,r = az(A) + V1+2z' ()20 - a?)

El célculo de la entropia de cada intervalo cambia un poco con respecto a los ejemplos vistos en
el capitulo anterior, ya que ahora se tiene que cada geodésica tiene sus extremos anclados en la
frontera para una posicién xp ; y para un tiempo también variable 7p ;. En general se tiene que

S(y1(A),ypW) =

_ N2 e 32
L ln(h/D YI|) L ln((xD x1)” - (tp tl)) (4.29)

2 N € 4GN 62
Del mismo modo que en el caso con t constante, dividimos la curva en dos partes, superior e
inferior, con lo que podemos calcular la entropia diferencial para cada una de ella. Haciendo uso

de la ecuacion (4.2) obtenemos para la parte inferior

! R (201 — 2
Ei=— 502~ 2) 4 tanh! 2 ‘R P Y L)
4Gy | 2 VitzZW20-a?) )| -k 4Gy J-r Z)

)

(4.30)
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y para la parte superior

1 L ‘(A R 1 (R 1+ 2/ ()?(1 - a?
Es=-——1{-=In(l% - 5) - tanh™! Al ‘ +—f dﬂt\/ <70 - a) ,
4Gy | 2 V1+zZ D21 -a2))) -8 4GNJ-r z(A)
(4.31)
donde definimos como [, = % yil; = % Sumando ambas partes de la entropia diferencial se

obtiene la longitud total de la curva.

R ! 2(1 — a2
E:ES+EZ-:L[ g YireWEa-ad (4.32)
2GN J-r z(A)

Podemos ver que la longitud de la curva que calculamos esta dada en términos de la constante a,
que definimos debajo de la ec. (4.27).

Figura 4.1: Representacion en Poincaré de lo que en coordenadas globales es un circulo a T = cte. # 0.

4.2.2. Curvas abiertas con tiempo variable

Consideremos una curva abierta en el bulto yp(1) = {Z()L), x(A), f(/l)} parametrizada por A €
[A0, A ¢]. De forma general podemos calcular la entropia diferencial para una curva arbitraria usan-
do las ecuaciones (4.2),(4.6), (4.7) y (4.29) y se obtiene que

L (M 1 - Z' (A
E:—f A == VI M+ Z A2 -T2 + GG
4Gn Ja, zZ(M) VE )2+ 2 ()2 - T'(1)?
Ixll. - Il Z'(A OO ESAVIEV)
X;c §T+~ ZZ(EI . ()()x()x()) (4.33)
lX— lT AN - \/56’(/1)2 + 7 (A)2—F(A)2
Todos los términos excepto el primero son derivadas totales, e integrando llegamos a
L (M 1
E=—— Al — VX' (N2 +Z' (L)% -1 (1)?
N (M)%x(wz() w2
s/ /lf
— £1n(1§—z$)+Lsinh—1( b ) (4.34)
4Gy | 2 VE A2 = F(A)2 o

El integrando de la dltima ecuacion corresponde a la longitud de la curva, mientras que los tér-
minos restantes son divergentes y, en el caso de curvas cerradas no contribuyen. Para una curva
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abierta en necesario quitar dichas divergencias. El término de superficie que necesitamos agregar
para recuperar la longitud estd dado por

- 1

. Lo L
f(x,t)—4GN zln(éx (t)+21n(

" ) , (4.35)

xD—)'Z

que es la generalizacion covariante de (4.15). El primer término corresponde a una divergencia
logaritmica, que para el caso a con ¢ variable tiene esta forma en general, mientras que el segundo
término idéntico al que teniamos en el caso con ¢ constante, por lo que de forma general podemos
probar que este tltimo término cancela las divergencias en ambos casos. La forma de comprobar-
lo es observar que en la ecuacion (4.34) la divergencia en cuestion estd dada por

(4.36)

P~
Lsinh™! ( A% )

/)?’(/1)2 _ ;/(/1)2

por lo que basta observar que

~, ~_
Lsinh_l( ) )+£ln(x X’):o . (4.37)

VI A2 -T Q)2 2 Xp—X

Es fécil obtener esta conclusion haciendo uso de las propiedades del logaritmo y usando que

sinh™'(z) = In (z +Vz2 4+ 1). Este término de superficie, ecuacion (4.35), nos permite calcular de
forma general la longitud de cualquier curva abierta en el bulto con ¢ variable. Como ejemplo po-
demos tomar el circulo anterior, y al agregar este término a la entropia diferencial de sus partes
superior e inferior,

- 1 L _ Z'(A) R
(%, )= ——<{+=In(l% - [5) +tanh 1( )} : (4.38)
J 4Gy { 2 VI+Z W21 - a?) »

se obtiene que la longitud de cada parte estd dada por

_ L R 1 ! 21_ 2
E=Egi+ foi (8= = pYLraWia-a) (4.39)

N J-R z(A)

De esta modo tenemos una manera de calcular de forma general cualquier tipo de curvas, abiertas
o cerradas.
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

En este trabajo se abord6 el problema de definir la entropia diferencial en coordenadas de
Poincaré. Para ello primero se estudi6 la entropia de entrelazamiento y como se define en la mecé-
nica cudntica. Después se analiz6 como es que se define la entropia de entrelazamiento en la teoria
cudntica de campos en el caso de una particion espacial de los grados de libertad, y se sefial6 una
posible conexion de este resultado a los agujeros negros. Ello nos llevo a extender la definicion de
esta cantidad, en concreto a la correspondencia AdS/CFT. La correspondencia hologréafica nos
dice que una teoria conforme en d + 1-dimensiones es dual a una teoria gravitacional en AdSg .
Para llegar a esta conjetura se di6 una breve introduccion a la teoria de cuerdas y a la deduccion de
la correspondencia. El tema de mds interés en el capitulo 2 fue la descripcién del espacio AdSg.2
en diferentes coordenadas, y las propiedades que tiene cada conjunto de coordenadas. Hecho es-
to, presentamos la formula de Ryu-Takayanagi, la férmula de la entropia de entrelazamiento en
la correspondencia hologréfica. Vimos algunos ejemplos en los cuales el cdlculo de la entropia es
muy sencillo, en comparacién con el célculo directo en la teoria de campos, que es muy compli-
cado incluso en el caso de campos libres. Estos resultados fueron calculados en coordenadas de
Poincaré. El resultado de mayor interés para nosotros fue la entropia de entrelazamiento para un
intervalo en Ad S, 1.

Una vez estudiado esto, tuvimos las herramientas necesarias para introducir el concepto de en-
tropia diferencial y como es que a través de esta se puede construir el espacio-tiempo de AdS»1
en coordenadas globales a tiempo T = 0. Mostramos cémo definir los conceptos mas béasicos de la
geometria, puntos y distancia, y cémo calcular la longitud de curvas en el bulto. Este fue el punto
de partida principal de este trabajo ya que a primera vista no era obvio como definir curvas cerra-
das y puntos usando la entropia diferencial en coordenadas de Poincaré. Logramos responder esta
pregunta examinando el cambio de coordenadas globales a Poincaré. Vimos que hay una sutileza
en este cambio de coordenadas, puesto que la entropia regularizada no es invariante.

El ejemplo utilizado en primera instancia fue un circulo centrado en el origen en coordenadas
globales, que traducido a Poincaré resulta ser también un circulo. Posteriormente se hizo tender
su radio a cero para obtener un punto. Mostramos cémo utilizar la entropia diferencial en Poinca-
ré para obtener los mismos resultados que anteriormente se analizaron en coordenadas globales.
Usando resultados previos de Myers y sus colaboradores [21],[22], logramos definir la longitud de
una curva cerrada a partir de la entropia diferencial. Un punto importante a destacar es que dada
una orientacion de la curva cerrada, se encuentra que las geodésicas que cubren la parte superior
e inferior de la curva tienen orientaciones opuestas, lo cual se ve reflejado en un signo menos en
la entropia diferencial y el intercambio de los limites de integracion en dicha férmula. También
mostramos como obtener la longitud de una curva abierta, para la cual es necesario incluir un tér-
mino de superficie especifico. Una vez entendido esto, construimos una forma de definir puntos
en el bulto y calcular la distancia entre ellos.

En la dltima parte de nuestro trabajo, generalizamos el anélisis al caso de curvas con tiem-
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po variable. Mostramos cémo calcular la longitud de una curva abierta, con su correspondiente
término de superficie, y como definir puntos. De igual forma se analiz6 la forma de calcular la
distancia entre puntos a tiempos desiguales.

Con este trabajo hemos logrado entonces extender el rango de aplicabilidad de la entropia di-
ferencial, y verificar como ella nos permite codificar algunas de las nociones mds basicas de la
geometria en una teoria gravitacional en términos del patrén de entrelazamiento en una teoria
cudntica de campos de menor dimension. Dado esto, este trabajo sirvi6 ademds para aportar al-
gunos resultados a un articulo que aun esta en proceso, sin embargo en el también se abarcan
temas que aqui no se cubren, incluyendo la generalizaci6n al caso de puntos separados por inter-
valos tipo tiempo, y el estudio de la manera en que la evoluciéon dindmica no lineal de la geometria
se ve reflejada en la evolucion del patron de entrelazamiento.
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