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PREFACIO

En Ciencia e Ingenieria, hay problemas donde queremos saber los efectos de un fenémeno
a partir de sus causas. Para reproducir los efectos observados, usamos un modelo que
describa el fenomeno. De ese modo, podemos pensar que se lleva a cabo un proceso en el
que suministramos datos para obtener una respuesta.

Otros problemas que se presentan consisten en determinar las causas del fenémeno a
partir de sus efectos. Estos son problemas inversos en relacién a los primeros. Esta vez
conocemos tanto el proceso como su respuesta, pero desconocemos que entrada debe recibir
el proceso.

Es frecuente que pequenas perturbaciones en los datos observados o en el sistema ocasio-
nen cambios abruptos en la solucién del problema inverso. Cuando esto pasa, decimos que
el problema estd mal planteado. Esta situaciéon ocurre en el procesamiento de imagenes
[81], tomografia [64], visién artificial [83], espectroscopia, etc. Por ejemplo si la imagen
tomada por una camara estd desenfocada y tiene ruido blanco, cuando intentamos recu-
perar la versién ideal, la que obtenemos puede tener mas degradaciones. Por lo que es
importante detectar cuando un problema estda mal planteado y cémo se debe proceder.

En el presente trabajo estamos interesados en hacer un estudio de los problemas lineales
discretos mal planteados que nos permita dar las herramientas necesarias para analizarlos
y saber que métodos podemos usar para resolverlos. Asi mismo deseamos resaltar sus
aplicaciones en la restauracion de imagenes digitales.

Con conocimiento previo de la descomposicién en valores singulares, el autor deseaba
conocer cémo y donde se puede usar esta herramienta del Algebra Lineal. Esta tesis cubre
esa inquietud y proporciona un panoroma mas amplio de sus aplicaciones. El estudio que
realizamos estd intimamente relacionado con esta factorizacién matricial.

En el primer capitulo explicamos la teoria subyacente a los problemas lineales inver-
sos mal planteados. Introducimos los conceptos basicos e ideas, y examinamos distintos
ejemplos como la deconvolucién, la transformada inversa de Laplace, entre otros. Damos
una formulacién matemaética del problema a partir de un modelo dado por una ecuacién
integral de Fredholm de primera clase.

En el segundo capitulo, discretizamos la ecuaciéon integral de Fredholm. Esto nos conduce
a un problema lineal de cuadrados minimos que estd muy mal condicionado. Por eso
los errores de redondeo, truncamiento, asi como el ruido en las observaciones, afectan
dréasticamente las soluciones calculadas. Estos son problemas discretos mal planteados.
Para analizar su condicionamiento usamos la descomposiciéon en valores singulares.

En lugar de resolver directamente un problema mal planteado, tratamos de obtener so-
luciones aproximadas de una familia de problemas bien planteados cuya discretizacion sea
mejor condicionada. Esta es la idea de los métodos de regularizacion. Las tareas principales
son calcular la solucién aproximada y elegir el valor del parametro que determina el pro-
blema escogido de la familia. En el tercer capitulo examinamos estos métodos y los usamos
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en ciertos problemas mal planteados. Hacemos comparaciones y vemos sus aplicaciones,
después vemos los criterios establecidos para elegir el parametro.

Finalmente, en el capitulo cuatro, entramos en el procesamiento de imégenes digitales.
Veremos algunas ideas y conceptos basicos de esa area. Los problemas que presentamos son
de gran escala. Debemos calcular decenas de miles de valores para generar una imagen.
Abordamos dos: Deblurring [55] y Super-resolucién [95]. En éstos nos dan una o mas
imagenes difuminadas y debemos obtener otra con menos degradacién. Damos los modelos
de observacién y su discretizacion. En el caso del deblurring, remarcamos el papel que
desempena la convolucion. Examinamos la estructura de ambos problemas, y explicamos
cémo resolverlos. Nos interesa aplicar de manera eficiente los métodos de regularizacion
para recuperar imagenes.

En la elaboracion de este proyecto nos fueron de utilidad las referencias del Dr. Hum-
berto Madrid y la presentaciéon de la Dra. Angela Leén Macias sobre procesamiento de
imagenes. Para nuestros experimentos ocupamos la rutina dgqt de Moré [84], las biblio-
tecas REGUTOOLS [50] de Hansen y HNO [55] de Hansen, Nagy y O’Leary. Para los ejemplos
creamos rutinas en MATLAB que pueden consultarse en la pagina web

https://sites.google.com/site/vanmctwp/tesis_maestria.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION A PROBLEMAS MAL PLANTEADOS

El estudio de los problemas mal plantea-
dos comienza en el siglo XX. En 1902, el
matematico francés Jacques Hadamard in-
trodujo el término de problema bien plan-
teado en su articulo Sur les problemes aux
dérivées partielles et leur signification phy-
sique [44], [78]. Para él, un problema estd
bien planteado si su solucion existe y esta
univocamente determinada. Posteriormen-
te, mostrd que el problema de Cauchy para
la ecuaciéon de Laplace no cumple con esto.
Luego, R. Courant y D. Hilbert introducen
el requerimiento de que la solucién depen-
da continuamente de los datos para que el

o Figura 1.1: Jacques Salomon
problema esté bien planteado. Hadamard (1865-1963)

La teoria de problemas inversos mal planteados se ha ido desarrollando en las décadas
pasadas conforme la comunidad cientifica se ha percatado de su importancia en las apli-
caciones. En la actualidad, éstos tienen un cardcter mutidisciplinario [121]. Los avances
en el computo cientifico han contribuido a su estudio.

En este capitulo presentamos ejemplos que dan lugar a problemas lineales mal planteados
e introducimos los conceptos basicos. Comenzamos por examinar situaciones donde la
relacion causa-efecto juega un papel importante.

1.1. Problemas Directos e Inversos

Nos interesan situaciones donde tenemos el modelo matematico de un fenémeno con-
creto. En estos problemas tenemos dos conjuntos V y W, y un operador 1" : V — W. Las
causas del fenémeno estan representadas por funciones f € V, mientras que los efectos
observados son funciones g € W. La relacién de causalidad estd dada por T'(f) = g.

Consideramos dos tipos. En el primero, dadas las causas del fenémeno, queremos saber
como generar los efectos observados.

% Problema Directo. Dada f €V y el operador T : V — W, obtener g = T(f).

Causa Efecto
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El otro es conocer las causas del fenémeno a partir de sus efectos observados.

%t Problema Inverso. Dada g € W y el operador T': V — W, hallar f € V tal que
T(f) =y

Causa Efecto

En dlgebra, estadistica, mecanica y en otras areas de Matematicas y Fisica aparecen
problemas directos e inversos. En los ejemplos que se presentan, se plantea tanto el directo
como el inverso. Ambos usan un modelo continuo y examinamos la sensibilidad de la
solucion respecto a pequenas perturbaciones en los datos. Cuando se dispone solamente
de algunas observaciones, trabajamos con un modelo discreto. En ese caso, se desea obtener
valores aproximados de la solucion.

( N
Ejemplo 1.1 (Diferenciacion e integracion). Consideramos un ejemplo sencillo y
muy sensible a perturbaciones. En la diferenciacién, dada una funcién f : [-2,2] — R
continuamente diferenciable, aplicamos el operador

Dy: C'[-2,2] — C'[-2,2]
f > f!

para hallar su derivada. En la Figura 1.2 se muestra como D, transforma la funcién seno
€n coseno.

f(w) = sen(a:) f’(w) f— COS(CL’)

Figura 1.2: El operador Dy realiza la diferenciacién

% Sensibilidad de su solucién. La diferenciacién tiene la siguiente caracteristica: la
derivada de una funcion cambia drdsticamente con pequenas perturbaciones en la funcion.
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Veamos esto con la funciéon cuadratica
f(z) =2+ 1.
Si le agregamos una oscilacion pequena
r(z) = sin(50x)/+/50,
entonces f y f + r estan a una distancia pequena
[(f +7) = flloo = 1//50

como se muestra en la Figura 1.3, mientras que las derivadas de f y f + r estdn a una
distancia considerable

[(f + 1) = flo = V50

En la Figura 1.4 vemos que los valores de la derivada de f + r se alejan de los respectivos
valores de f’.

5.5

5

4.5

4t

ER

3t

2.5r

2t

151

1k

0.5 L L L L I I L
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
k3 x

Figura 1.3: f(z) = 22 + 1 y su perturbacién Figura 1.4: f’(z) = 2z y la perturbacién
(f +7)(x) = 2% + 1 + sin(50x) /+/50 (f +7)(x) =2z + /50 cos(50z)

% Problema inverso. Ahora, dada una funcién ¢ : [1,00) — R, queremos hallar su
antiderivada, es decir, una funcién f : [1,00) — R tal que ¢ = .
Consideremos el Operador

D: C'1,0) — C'1,,)
f = f



1.1. Problemas Directos e Inversos

La antiderivada de q es la funcién f que resuelve la ecuacion

D(f) =q.

El inconveniente es que una sola funcién tiene una infinidad de antiderivadas, debido a
que la derivada de una constante es cero. Luego, la Ecuaciéon D(f) = ¢ tiene infinidad de
soluciones.

Supéngamos que conocemos f(1). Entonces por el Teorema fundamental del Célculo,
tenemos que una antiderivada de ¢ esta dada por

flz) = f(1) +f q(t)dt, a<z<b.

Esto da lugar al operador Z : C'[1,00) — C'[1,%0) que transforma la funcién ¢ en su
antiderivada. Este operador realiza un proceso de integracién para hallar la antiderivada
de ¢. En particular, Z transforma ¢(t) = 1/t en el logaritmo natural. Véase Figura 1.5.

D

/\ . q(t):i

f@)=Iln(@)

!
//""
2 — \/ os
0 e P 3 4 5 6 In(z)
/ .
0 9 T Ts 3

Figura 1.5: El operador D realiza la diferenciacion del logaritmo natural, mientras que la
transformacién 7 realiza la integracién de ¢(t) = 1/t.

La integracién nos ofrece como solucién f = Z(q). En este sentido, a partir del Teorema
fundamental del Calculo podemos concluir que los procesos de diferenciacion e integracion
son inversos uno del otro, més ain, la integracion es un proceso de suavizamiento, ya que
transforma funciones continuas en funciones diferenciables.

La solucién del problema inverso dado por la ecuacién T[f] = g puede no existir o no
ser unica. En general, la existencia y unicidad de su solucion tiene que ver con que el
operador 1" sea sobreyectivo o inyectivo.
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Observaciones 1.1:

I5" En algunos casos, los elementos del conjunto W no estan en la imagen del conjunto V
bajo el operador T, es decir, g ¢ T (V). En ese caso, el problema inverso no tiene solucién.

55" Si hay més de una solucién en el conjunto V, el operador T no es inyectivo. Cuando
T es inyectivo en § < V), la restriccién T'|s es invertible y hay una tnica solucién en S.

1.1.1. El problema Inverso de la Convolucion

Frecuentemente, los datos suministrados tienen errores. Por lo que un aspecto a con-
siderar es como cambia la soluciéon obtenida respecto a pequenos perturbaciones en los
datos. Esto ocurre en areas como en el procesamiento de senales.

Cuando una senal continua f presenta varios picos al estar contaminada por ruido,
nos interesa tener una version mas suave de la misma. Para suavizarla, ocupamos otra
senal conocida k que tenga mejores propiedades de suavidad, por ejemplo una funcién
exponencial. Mediante una operacion * realizamos un proceso de integracion entre la senal
original f y la auxiliar £ que nos regresa una tercer senal ¢ = f * k mas suave que la
original. Esta operacion se conoce como convolucion.

Algunos de los modelos de ingenieria electronica y espectroscopia pueden representarse
mediante la convolucién. Asi que en esas areas, tenemos que tratar con el problema inverso
de la convolucién, llamado deconvolucién. Por lo que nos parece interesante abordar este
problema inverso. En el siguiente ejemplo examinamos la sensiblilidad de la deconvolucién
de senales [123], [102].

Ejemplo 1.2 (Deconvolucién [53]). Suavizamos la funcién f : [0,1] — R dada por

1 2
f(t)z{l’ sl 3 <t <3,

0, en otro caso,

Una manera de hacerlo es mediante la convolucion con la funciéon gaussiana

t2
), -1 <t <1,

0 = =
0.1v2r P\ 0.02
La conwvolucion de f con k estd dada por

1

(f=k)(s) = f k(s —t)f(t)dt, 0<s<1.

0
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0 L L L L L L L
0 01 02 0.3 0.4 05 06 07 0.8 0.3 1
t B

funcion f funcion g

-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.6: Convolucion g = k = f

Ls convolucién nos produce una nueva funcién g : [0,1] — R dada por g(s) = (f = k)(s).
Cada valor de g es el area debajo de la grafica del producto de f con el reflejo desplazado
de k respecto al eje vertical [53]. Por lo que el problema es:

Dadas las funciones f y k, obtener g = f = k.

Puesto que el producto de funciones integrables en [0, 1] es una funcién integrable sobre
ese intervalo, tenemos que la convolucion f = k da lugar al operador

T: LY0,1] — L'0,1]
= [k
Asi que buscamos g € L]0, 1] tal que g = T'(f). En la Figura 1.6 mostramos la grafica de

la funcién g dada por la convolucion de la funcion caracteristica f con la gaussiana k.
Tomemos la particién uniforme de 21 puntos del intervalo [0, 1]. Obtenemos 20 subin-
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tervalos I; con puntos medios m;:

j—1 j 2j—1 |
L=|1— 2 =2 i=1,...,20
J |:20 72O:| y m] 40 9 ] Y 9

Ademsds de la gaussiana k, supéngamos que solamente conocemos los valores de la funcién
f en los puntos m;. Queremos calcular los valores g; de la funcién g dada por g = f =k en
los puntos m; para ¢ = 1,...,20. Este es el problema discreto de la convolucién.

El integrando en la convolucion f = k depende de las variables t y s. De éstas, solo t es
variable de integracién. Lo que hacemos es darle los valores m; a la variable s. Con esto
obtenemos 20 ecuaciones:

g = f K(my — ) f(b)dr,

920 = fol k(mag — t) f(t)dt.

Aproximamos el valor de las integrales por una suma ponderada de evaluaciones del inte-
grando. En nuestro caso, empleamos la regla compuesta del punto medio. Por lo que los
nodos en el intervalo [0, 1] son los puntos m; y todos los pesos son iguales a 1/20. Asi que

20
fl k(m; —t)f(m;)dt ~ Z 2—10k’(ml —mj)f(m;), i=1,...,20.
0

j=1

De este modo, con las evaluaciones de la funcién k en las diferencias m; —m; y las de la
funcién f en los puntos m;, formamos el sistema de ecuaciones lineales

) k(my—my) -+ k(my —ma) f(my) g1
% : : =

k(mm - m1) T k(mm - m2o) f(mzo) 920

A M b

La matriz A de 20 x 20 es simétrica porque la gaussiana k es una funcién par. El vector
x tiene los valores de f en los puntos m;. Con la multiplicacién de A por x, obtenemos el
vector b con 20 observaciones de g. Asi, obtenemos los valores de la convolucion.

« Problema inverso. Ya vimos como podemos suavizar una funcién dada mediante la
convolucién con una gaussiana. Ahora, dadas las observaciones de una funcién suave g,
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estamos interesados en recuperar la funcién f que hemos suavizado. Para ello, supéngamos
que la funcién suave se obtiene a partir de la convolucion de la gaussiana k con la funcion
que buscamos. Esto da a la deconwvolucion:

Dadas de las funciones g y k, hallar la funcién f tal que f = k = g.

Supongamos que solamente conocemos las observaciones g; de la funcién g en los puntos
m; para i = 1,...,20. Queremos recuperar los valores de f en esos puntos a partir de la
convolucion f = k = g. Esta es la deconvolucién discreta.

Sabemos que podemos obtener un vector con los valores de la convolucién f * k por
medio del producto matriz-vector b = Ax. Ahora conocemos los valores g; y resolvemos
la ecuaciéon Az = b para hallar el vector  con z; = f(m;) para j = 1,...,20.

En [96], Pasupathy y Damodar prueban que, salvo el factor 1/(21/27), la matriz A se
factoriza como

A=1LL",

donde L es una matriz triangular inferior 20 x 20 dada por

9 .
li+1,1 ZOé’L, Z=0,...,19,

ali=%(1 — ) ... (1 — g2(-3+D))

1—a?)---(1—a%
o (\/( 1) () )
— P\ T2202(0.1)2)

En la literatura [37], la factorizacion A = LLT se llama Factorizacion de Cholesky.
Puesto que «a € (0, 1), tenemos que los elementos en la diagonal principal de L son distintos
de cero, y por consiguiente A es invertible. Resolvemos la Ecuacién Ax = b en dos fases.
En la primera, resolvemos Ly = b por sustitucién directa, y en la segunda, LTz = y
por sustitucién hacia atras. Asi, conseguimos la solucién. En la Figura 1.7 mostramos la
aproximacién numérica que obtuvimos de los valores de f.

liv1j+1

+ Sensibilidad de su solucion. A partir de la convolucion f =k, recuperamos los valores
de la funcién f. Veamos lo sensible que son los valores de esta funcién a cambios pequenos
en las observaciones g;. Para ver esto, perturbamos g con la funcién € : [0,1] — R dada
por

e(s) = 0.04exp <—0.125 ig(mi)2> sinc(0.57g(s)).

(2
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f(t)

1t oo 0000
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Figura 1.7: Valores de la funciéon f recuperados en la convolucién f = k = g.
En la Figura 1.8 mostramos la grafica de esta funcion. Observamos que sus valores son del
orden de 1072. Por lo que la diferencia entre los respectivos valores de ¢ y g + € es pequena

como puede verse en Figura 1.9.

0025 f —
002 - \ //
\ /
0015 - \ /
/

0.01 | \
\ [

0.005 |
\ /

-0.005

-0.01 .
0 0.2 0.4 0.6 0.8
s

Figura 1.8: Grafica de funcién e. Figura 1.9: Gréficas de funciones g y g + e.

Disponemos de las observaciones de g + € en los puntos m;. A partir de éstas, queremos

calcular los valores de la funcién f : [0,1] — R tal que
(f+k)(s) =g(s) +e(s), 0<s<L.

Lo que hacemos es discretizar la convolucion f = k de la misma manera que hicimos sin

perturbar g. Asi, obtenemos el sistema de ecuaciones lineales

AT =b+ €
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De aqui, una vez que resolvemos este sistema de ecuaciones lineales con ayuda de la
Factorizacion de Cholesky, conseguimos los valores de f En la Figura 1.10 mostramos
los valores de las funciones f y f en los mismos puntos m;. Notamos que f (m]) se aleja
considerablemente de f(m;). Esto nos indica que pequenos errores en los observaciones

producen cambios abruptos en los valores de la funcién f recuperada.

60

40 -

20

L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.10: Valores de las funciones f y f recuperadas en las convoluciones f x k = g y
f *k = g+ ¢, respectivamente.

En el siguiente ejemplo presentamos un problema inverso de dindmica de fluidos que
obedece los principios de hidraulica y tiene aplicacién en sistemas de riego tradicionales. El
problema es medir el caudal del agua que pasa por un canal que lleva el agua de la cisterna
a los cultivos. Los agrénomos pueden calcular el caudal mediante una estructura conocida
como vertedero, que consiste en una pared delgada colocada de manera transversal al canal
por donde pasa el agua. El vertedero que consideramos es un ldmina delgada, donde la
superficie tiene el mismo grosor y sus bordes son rectos. Véase Figura 1.11. Los vertederos
mas comunes tienen forma de V, trapezoidal o parabolica.

Con herramientas del calculo y mécanina de fluidos, podemos dar un modelo que re-
laciona la forma del vertedero con el caudal. El principio bésico estda dado por la Ley
de Torricelli, que relaciona la velocidad del agua con su altura en el canal mediante el
principio de conservacién de la energia:

velocidad del agua = \/ 2go x altura del agua,

donde gy es la constante de aceleracion de gravedad en caida libre.
Nuestro interés estd en que este modelo se representa mediante una convolucién.
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En el problema inverso, disenamos el vertedero para corresponda con un rango de valores
del caudal. Una vez construido, se calibra y los resultados se comparan con un estandar
de la literatura [104].

Ejemplo 1.3 (La forma del vertedero [42]). En cultivos, el agua se almacena en un
depésito. Al abrir una compuerta, dejamos pasar el agua a un canal. En medio del canal,
colocamos una lamina (el vertedero) de una unidad de alto con una abertura de forma
simétrica respecto a un eje vertical. Supéngamos que el agua no trae sedimentos ni se sale
del canal, y que tiene una profundidad z > 0. Dada la forma de la abertura, queremos
saber el volumen de agua que pasa por el area de la abertura en una unidad de tiempo,
es decir, el caudal del agua.

Ejey

z = f(y)

|

z

!
| |

Figura 1.11: Vertedero Figura 1.12: Forma de la abertura

Ay {

Eje x

La forma del vertedero es una funcién f : (0,00) — R que depende de la altura y,
mientras que el caudal es una funcién ¢ : (0,00) — R que depende de la profundidad z.
Por lo que debemos resolver el siguiente problema:

Determinar la funcién ¢ que nos da el caudal a partir de la funcién f que nos
da la forma de la abertura del vertedero.

Mediante la Ley de Torricelli, relacionamos el caudal del agua con la forma de la aber-
tura. Para darnos cuenta de esta relacién, vemos el volumen de agua que pasa por el
vertedero en un pequeno intervalo de tiempo [t,t + At]. En ese lapso, el agua que atravie-
sa la abertura a una altura y forma un bloque de grosor Ay, ancho 2f(y) y su largo es la
velocidad del agua por At. En la Figura 1.12 mostramos una seccién transversal de este
bloque. Su volumen es

Av = 2f(y) x velocidad del agua x AyAt.
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De acuerdo a la Ley de Torricelli, la velocidad del agua en esa seccion es

290(2 - y)a
En consecuencia,
Av = 2+/2g0(z — y) f(y) AyAt.
——2«/2g0 z—y)f(y yAt

El volumen y la profundidad del agua dependen del tiempo t. Asi que para At suficiente-
mente pequeno, denotado ahora por dt, tenemos que

= 24/290(z —y(t)) f(y dydt (1.1)

Supongamos que la profundidad del agua al tiempo t = t; es y = z. Entonces para sumar
la contribucién de todos los bloques de agua a distintas alturas y € [0, z], integramos
ambos lados de la relacién (1.1) sobre el intervalo [0, ¢;]. Obtenemos

t1
J d—th—QJ V2002 — y(O) f(y ydt

0

Por lo que

Luego, con un cambio de variable, tenemos que

[ [ v

0

Por otro lado, el caudal a la profundidad z esta dado por todas las contribuciones de la

d
derivada d_\t/ desde t = 0 hasta t = ¢;:

mdv
c(z) = J —dt.
( o dt

En consecuencia, para gy = 32 ft/s?, se sigue que la funcién del caudal estd dada por

2) = 16 f VG =i w)dy

Observaciones 1.2:

5" La funcién ¢ que nos da el caudal es la convolucién de la funcién de forma f con la
funcién k : (0,0) — R dada por
k(y) = 164/y.
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% Problema inverso. Hemos obtenido una expresién para el caudal del agua a partir
de la forma que tiene la abertura del vertedero. Ahora, supéngamos que conocemos el
caudal. Queremos disenar el vertedero de modo que el cambio de volumen en la seccion
transversal de su abertura nos de los mismos valores que el caudal dado. Esto nos lleva al
problema inverso:

Dada la la funcién ¢ para el caudal del agua, determinar la funcién f que nos
da la forma de la abertura del vertedero.

Supdéngamos que el caudal del agua esta dado por
c(z) = 2°.

Debido a que la funcion del caudal es la convolucion ¢ = k= f, aplicamos la deconvolucion
para encontrar la funcién de forma f. Una manera de resolver esto es mediante una
transformacién que nos permita manejar facilmente la convolucién.

Sean V' y W espacios vectoriales de funciones. La transformada de Laplace es un
operador L : V — W tal que a cada funcién f € V), le asocia la funciéon f € W dada por

Q0
flo) = | e rwiy
0
En particular, £ transforma k en
~ 8\/T

Observaciones 1.3:

5" Para que la transformada de Laplace de una funcién f exista es suficiente que sea
continua a tramos y de orden exponencial sobre el intervalo (0, 0), esto es, que existan
constantes M, > 0 tales que para algin yo = 0 se cumpla |f(y)| < Me*¥ para todo

Una de las propiedades de L es que transforma la convolucion de las funciones k y f
del espacio V en el producto de las funciones L[k] y L[f] del espacio W, esto es,

LUk« f] = LIK] - LLf). (1.2
Entonces el operador £ transforma ¢ = f = k en
c=kf.

Véase Figura 1.13. Asi, con la introduccién de la transformada de Laplace, tenemos:
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Dadas funciones ¢, k : (0,00) — R, hallar una funcién continua f : (0,00) —» R
tal que
Lle]
LIf| = .
7= Zi]
La idea es expresar a f por medio de una convolucién. Lo que hacemos es buscar funciones
py q tales que

(1.3)

L[f] = L[p] - L[q]-

Pues de ser asi, la identidad (1.2) implica que
LIf] = Llp=ql.

Espacio V L Espacio W
AN
7

Y (A

60— o0
o 9

Figura 1.13: Transformada de Laplace ¢ = k f de la Convolucién ¢ = f = k

N 4

A 4

A 4

El Teorema de Lerch [107] nos dice que dos funciones continuas distintas sobre (0, c0)
tienen diferentes transformadas de Laplace. En consecuencia, dos funciones continuas sobre
(0,00) con misma transformada de Laplace son idénticas. Por lo que

f=p=*q
A partir de la funcién k, tenemos que la Ecuacién (1.3) es
s32L[c](s)
£lfls) = =29

8y/T

Por lo que las funciones p y ¢ deben cumplir que

s32L[c](s)
8w

Para obtener las funciones p y ¢ a partir de esta expresién empleamos la propiedad de la
transformada de Laplace para la segunda derivada:

L[p](s) - L[q](s) =
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L[c"](s) = s*L[c](s) — sc(0) — ¢ (0).

En nuestro caso ¢/(0) = ¢(0) = 0, pues el caudal estd dado por la cuadritica c(z) = 2%

entonces

L[c")(s) = s*L[c](s).

Por consiguiente

Lp] - L[q] = EN
Dado que
1 T
e[ ]y
tomamos

pe) =) ¥ alz) = 8;&.

De este modo, encontramos funciones p y ¢ tales que f = p = ¢, es decir,

fly) = 8% Joy jg;(%dz-

De aqui, podemos obtener la funciéon f de forma a partir de la segunda derivada de la
funcién del caudal. Asi, al sustiuir ¢(z) = 2%, tenemos que

) 1Jy i VY,

Tar )y Vy—2 o

L

Espaciov/_\)\miow
c=kxf ﬁ[dq{[k]'ﬁ[ﬂ
f=pxa L[f] Zf[p] L[q]

Figura 1.14: El operador £ transforma la convolucién en un producto de funciones, y su inversa
L~ transforma L[p] - L[q] en p * q.
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Observaciones 1.4:

5" El Teorema de Lerch nos sugiere que el operador £ posee una inversa L' : W — V
que transforma L[ f] en f y transforma el producto de £L[p] con L[g] en la convolucién de
p con ¢ como se muestra en la Figura 1.14.

% Sensibilidad de su solucién. Agregamos ruido gaussiano € de variaza 0.01 al caudal
¢(z) = 2*. Sobre la malla uniforme de 200 puntos z; del intervalo [0, 1] queremos calcular
los valores de la funcién f : R — R que cumple

16f «/z—yf(y)dy=22+e, 0<z<1. (1.4)
0

A
f

—

L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.15: Valores de la funcién de forma f del vertedero y la funcién ]? que resuleve la
Ecuacion (1.4) en los puntos medios m;.

Aproximamos la integral con regla de cuadratura de punto medio en cada intervalo [0, z;].
Denotamos a los puntos medios por m;. Asi, obtenemos el sistema de ecuaciones lineales

Ax =b+ €,
donde

5aEA/l— )+ 5, sl =], L
bi =27, xi=f(mi), ay;= {2003/2 e D=1, 200,

0 sit <y,
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Los valores aproximados de la funcién fen la malla uniforme de 200 puntos z; del intervalo
[0,1] estan dados por la solucién de la Ecuaciéon Ax = b + €. La matriz A es triangular
inferior y todos sus elementos en la diagonal principal son distintos de cero, por lo que es
invertible. Sin embargo, el ruido en el lado derecho b ocasiona que la solucién calculada
sea una mala aproximacion de los valores de f en los puntos m; como se muestra en la
Figura 1.15.

1.2. Problemas Mal Planteados

En relacion a los problemas inversos, hemos visto que pueden tener solucién tnica. Sin
embargo, su soluciéon puede cambiar abruptamente con pequenas perturbaciones en lo
datos. A éstos se les conoce como problemas mal planteados.

Un problema estd bien planteado en el sentido de Hadamard si cumple lo
siguiente:

% tiene solucion,
% la solucién es tnica,
% la solucion depende continuamente de los datos.

De otro modo, decimos que el problema esta mal planteado.

Observaciones 1.5:

5" Remarcamos que si la solucién no depende continuamente de los datos, los pequenos
errores en los datos ocasionan que la solucién presente cambios sustanciales.

Trabajamos con funciones f, g : (a,b) — R que estan en espacios vectoriales V y W, res-
pectivamente. El modelo que usamos para transformar f en la funcién g puede formularse
matematicamente como:

b
Jk@mmew@%a<w<h (15)

a

donde k : (a,b) x (a,b) — R es una funcién conocida.

Los problemas inversos que abordamos consisten en resolver la Ecuacién (1.5), llamada
FEcuacion Integral de Fredholm de Primera Clase. El proceso o sistema fisico es
realizado por el operador lineal T': V — W dado por

ﬂﬂm=jkmmﬂww

a

La funcién k se llama niicleo del operador T
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Observaciones 1.6:

5" Con la ayuda de la integracién, el niicleo k puede suavizar la funcién f. Por lo que al
aplicar el operador integral T, reducimos las altas frecuencias de la funcion f. En cambio,
al resolver la Ecuacién (1.5), se amplifican las bajas frecuencias de la funcién g.

Para problemas inversos bien planteados en el sentido de Hadamard, podemos formular
las tres condiciones en términos de la transformacién T

% T es sobreyectiva,
%< T es inyectiva,
s« T71: W — V es una funcién continua.

En el siguiente ejemplo examinamos un operador integral muy reconocido en la Ciencia e
Ingenieria:

La Transformada de Laplace. Una herramienta 1til para resolver ecuaciones diferenciales
ordinarias y parciales. La mayoria de los libros basicos sobre ecuaciones diferenciales tienen
un capitulo dedicado a este operador.

Las transformadas integrales se remotan a los trabajos de Leonard Euler entre 1763 y
1769. De hecho, Laplace da crédito a Euler en su trabajo Théorie analytique des probabilités
por haberlas introducido. Para finales del siglo XIX, Poincaré y Pincherle extendieron la
transformada de Laplace a su forma compleja, Picard la extendié a dos variables, y Abel
investigd mas sobre el tema. El nombre fue propuesto por Bernstein en 1920. La primera
aplicacion de la versiéon moderna de esta transformada integral se debe a Bateman en
1910. El la usé para transformar la ecuaciéon de decaimiento radioactivo. Por otra parte, la
aportacién del célculo operacional de Oliver Heaviside, ha permitido aplicarla en Ingenieria
Eléctrica [107].

En el Ejemplo 1.3, usamos esta transformada para resolver el problema inverso de la
forma del vertedero, su solucion sensible al ruido en las observaciones, nos suguiere que la
transforma inversa de Laplace es sensible a pequenas perturbaciones.

Ejemplo 1.4 (Transformada inversa de Laplace [8]). Denotemos por Ce(0,0) al
conjunto de funciones continuas por tramos de valores reales sobre (0, o) que tienen orden
exponencial. El problema es

Dada f € Ce(0,0), encontrar su transformada de Laplace g.

El operador £ : Ce(0,0) — Ce(0,00) dado por

CIf1(s) =f eV f(y)dy.

0
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nos da la transformada de Laplace g = L[f]. En particular,

1
2/ mt3

s Problema inverso. Queremos recuperar una funcién a partir de su transformada de
Laplace:

ft) = exp(—1/4t) = L[f](s) = exp(—+/s).

Dada g € Ce(0,0), hallar f € Ce(0,0) tal que L(f) = g.

Si encontramos la inversa £7! : Ce(0,0) — Ce(0,0) del operador £, entonces la
solucién es f = L7 ![g]. Damos un caso concreto: La transformada inversa de Laplace de

0.2
s2+1

9(s) =

€S

f(t) = 0.2sin(¢).

% Sensibilidad de su solucién. Veamos como cambia £71[g] con pequenas perturba-
ciones en g. Para ello, introducimos o = 100 en la funcién g como

0.2«
s2 4+

9a(s) =

Conforme s aumenta, la distancia |g(s) — ga(s)| disminuye. De hecho, g y g, tienen la
misma asintota horizontal. En cambio, la transformada inversa f, = £ ![g,] dada por

fa(t) = 0.2sin(at).

oscila méas rapido que f. Véase Figura 1.16. Esto nos sugiere que £~ es sensible a las
pequenas perturbaciones que recibe la funcién g.

a(s)

gal8)

Figura 1.16: Sensiblilidad de la transformada inversa de Laplace



20 1.3. Ecuaciones Integrales

Con la teoria de variable compleja, podemos obtener una expresiéon analitica para la
inversa [107]:
1 o +iw
L0 = i o | gls)eds
o—iw
donde o € R es mayor que las singularidades de g. La presencia de la exponencial en el

integrando nos indica que £~! amplifica los errores en la funcién g.
Otra expresion para £7!, relaciona la inversa con la diferenciacion [122]:

L7'[g](t) = lim [<_k1!>k : (E)m. %ﬁ J .

k—o0 Yy
Vimos que la diferenciacion es sensible a pequenas perturbaciones en la funcién. Como
aparecen derivadas de orden superior, los pequenos cambios en la funcién g producen
cambios drésticos en £L71[g].

Los ejemplos anteriores nos dan una idea de la dificultad en resolver la ecuacién integral
de Fredholm de primera clase. La solucion de los problemas inversos que estan descritos por
esta ecuacion son sensibles a los pequenos errores del lado derecho g. Esto nos sugiere que
resolver la ecuacién (1.5) para f es un problema mal planteado en el sentido de Hadamard.

1.3. Ecuaciones Integrales

Las ecuaciones integrales aparecen en varios lados de la Ciencia e Ingenieria. Desde
problemas como la forma del vertedero en agricultura hasta en técnicas experimentales
para la construccion de una maquina de rayos X en el Laboratorio Cientifico de los Ala-
mos como relata Wing en [123]. Métodos de transformadas integrales como la de Laplace
y Fourier son ampliamente conocidos en Ingenieria. Sin embargo, quimicos, ingenieros,
gedlogos, entre otros, requieren de un nivel matematico mas avanzado para analizar las
ecuaciones integrales que aparecen en sus experiementos. En particular, las propiedades
de las ecuaciones integrales de primera clase son inusuales y complicadas. Comprender es-
tas propiedades es apropiado para buscar soluciones analiticas y numéricas de la ecuacién
integral.

Vemos algunos resultados de analisis funcional sobre ecuaciones integrales con el fin de
saber cuando un problema determinado por una ecuaciéon integral de Fredholm de primera
clase esta mal planteado.

Sea T : V — W el operador dado por

b
ﬂﬂw=fk@wﬂww

a

Queremos saber bajo qué propiedades del operador T, los problemas dados por la ecua-
cién integral (1.5) estan mal planteados en el sentido de Hadamard. Supéngamos que los
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espacios )V y W tienen la estructura de espacios vectoriales. Para concretar ideas, hacemos
nuestro analisis en un espacio de funciones cuadrado integrables L?(a,b) y lo equipamos
con el producto interno

{u,v) = Lb u(z)v(zr)dx

y la norma inducida
[oll2 = v/<v, v).

Definimos el operador T sobre el espacio normado V = W = L*(a, b).
Observaciones 1.7:

557 La transformacién T es lineal.

5" Si ademads de ser lineal, pedimos que 7' transforme conjuntos acotados de V en con-
juntos acotados de W, entonces T es un operador continuo sobre L?(a, b).

De modo que T' es continuo si podemos hallar una constante M > 0 tal que
IT[f1l2 < M| fl2 VfeL*a,b). (1.6)

La constante M no debe depender de la funcion f que demos. Los operadores que cumplen
esta desigualdad se llaman operadores acotados. Una manera de obtener la desigualdad
(1.6) es pedir que el niicleo k sea cuadrado integrable sobre (a, b) x (a, b). Asi, la desigualdad
de Cauchy-Schwarz

(ijmm,y»fu»dy)z < ([ wwrar) ([ 17w

se cumple e implica que
b b
M= [ [ ko) Paedy

Por lo que si el nticleo £ es cuadrado integrable, entonces T es un operador acotado, y por
ser lineal, se sigue que es una transformacién continua sobre L?(a,b).

Para obtener otra propiedad del operador 7', vamos a aproximarlo por una sucesién
de operadores T;, sobre L?(a,b). Lo que hacemos es expandir el nicleo k en una base
de funciones. Sea {¢,} una sucesién de funciones ortonormales sobre L*(a,b). Podemos
expandir cualquier funcién u € L?*(a,b) como

0
u = Z<u’ 90n>§0n
n=1

siempre y cuando

[uld = > Ku, pal?.
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Entonces la sucesién {¢,} forma una base ortonormal de L*(a,b).
Asi, cuando equipamos al espacio L*((a,b) x (a,b)) con el producto interno

oy = [ [ e asay

vamos a tener que las funciones

Wy q(T,Y) = p(T)pe(y)

forman una base ortonormal de ese espacio. Para expandir el nicleo k en la base de
funciones w, 4, pedimos que sea cuadrado integrable. De esa manera,

k(z,y) = Z (ks wp,g)Wp (T, Y).

p,g=1

Con esta expansién, construimos operadores sobre L?(a,b). Lo que hacemos es reemplazar
el nicleo k del operador 1" por su expansién truncada

n

kn(x7y) = Z <k7wp,(I>wP7Q(‘T7y>‘

p,g=1

De esa manera, conseguimos operadores T}, : L?(a,b) — L*(a,b) dados por

nm@=jmmwmwy

a

Estos operadores convergen a 71" en la norma

HTHQ = sup HT[f]HQ
rer2ap) Il

y transforman subespacios de L?(a,b) en subespacios de dimensién finita generados por
las funciones ¢, . .., @, [19]. Intuitivamente, podemos pensar que T estd cerca de ser una
transformacién lineal en dimension finita, ya que la imagen de cada T), es de dimension
finita. En la literatura [72], T es un operador compacto, debido a que transforma con-
juntos acotados en conjuntos con cerradura compacta. En espacios de dimension infinita
como L?(a,b), los operadores compactos nos dan informacién sobre su inversa.

Teorema 1.1 ([21]). Sean V y W espacios normados. Sea T : V — W un
operador continuo y compacto. Entonces T no tiene una inversa acotada
T W -V siV es de dimension infinita.
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Observaciones 1.8:

I=5" Debido a que los operadores lineales y continuos entre espacios normados son acotados,
el Teorema 1.1 implica que cualquier operador acotado y compacto sobre L?(a, b) no tiene
una inversa continua. Asi que si nuestro problema inverso se reduce a resolver la ecuacion
integral (1.5) sobre L?(a,b) con un nicleo k cuadrado integrable, entonces el problema
ésta mal planteado en el sentido de Hadamard.
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CAPITULO 2

PROBLEMAS DISCRETOS MAL PLANTEADOS

Los problemas inversos que vimos en el capitulo anterior dan lugar a la Ecuacion integral
de Fredholm de primera clase

b
| Heaswidy = gta). a<z <o (21)
a

En ocasiones no podemos hallar una expresién analitica para la solucién de esta ecuacién
o solamente disponemos de un numero finito de observaciones. Discretizamos:

Dados b e R™ y la matriz A € R™*™, hallar un vector € R" tal que Ax = b.
Observaciones 2.1:

5" Si A es invertible, entonces el problema discreto estd bien planteado en el sentido de
Hadamard.

Desde un punto de vista practico, trabajamos con precision finita y el lado derecho b
tiene errores. A pesar de que A sea invertible, ésta puede ser sensible a errores por redondeo.
Lo que ocasiona cambios abruptos en la solucién calculada. Asi que un aspecto a considerar
es la sensibilidad de la solucion respecto a pequenas perturbaciones en las observaciones.
Para darnos cuenta de lo sensible que es esta solucién, examinamos el sistema de ecuaciones
lineales Ax = b con tres enfoques: estadistico, geométrico y numeérico.

2.1. Meétodos de Discretizacion

En esta seccién presentamos dos métodos para discretizar la ecuacion integral (2.1).
Ambos requieren reglas de cuadratura para aproximar la integral definida.

2.1.1. Reglas de Cuadratura

Consideramos la funcién f : [a,b] — R. Aproximamos f por otra funcién tal que su
integral sea facil de calcular. En particular, si aproximamos f por polinomios de Lagrange,
entonces su integral se aproxima por una suma ponderada de sus evaluaciones:

fﬂmm~gmﬂm.

La suma se conoce como regla de cuadratura, los puntos de evaluacion xi,...,x, se
llaman nodos y los coeficientes wy, ...,w, son los pesos. Debemos hacer una eleccién
adeacuada de nodos y pesos para que el error de aproximacién sea pequeno. Algunas
reglas de cuadratura mas comunes son

25
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% Cuadratura compuesta del punto medio. En este caso

21— 1 b—a b—a
T, =a+ , W; = .
2 p—1 p—1

* Cuadratura compuesta del trapecio. Escogemos
b—a .
b_ v siie{l,p}
a> Cw = 2(p—1)

7

xiza—i—(i—l)(

p—1 bTa Gieq —1
— 2. p-1
% Cuadratura Gaussiana. Sean Ly, ..., L,_; polinomios definidos sobre un intervalo

(¢,d) que cumplen la relacion

J Li(z)L;(x)w(z)dx = {

C

1

0, en otro caso,

, slt=], (2.2)

donde w : (¢,d) — R es una funcién de valores positivos. Los nodos x; que elegimos
son los p ceros de L,_;. Interpolamos los puntos (z1, f(z1)), ..., (2, f(x,)) con los
polinomios de Lagrange [i, ..., [,. Tomamos

wi f ().

[

2.1.2. Método de Galerkin

Un método para obtener una solucién aproximada de la Ecuacién (2.1) es reemplazar la
funcién f por su proyeccion Py sobre el subespacio generado por una coleccion de funciones
linealmente independientes ¢, ..., ¢, € L?[a, b]:

Pr(t) = Y wi0(t). (2.3)
j=1
Despiies de elegir las gp}s, nuestra tarea es encontrar los valores de los coeficientes x4, . . ., x,,.

Escogemos una segunda coleccion de funciones linealmente independientes ¢, ..., 1, en
L*a,b] que sean ortogonales al residuo T[P;] — g:

b
J.|
As{ tenemos

n b b b
xj k(s,t)i(s)pi(t)dsdt = | g(s)vi(s)ds, i=1,...,n.
Dol et |

J/

J k(s,y)Py(t)dt — g(s)] Yi(s)ds =0, i=1,...,n.

a

aij ;;7,
Esto da lugar al sistema de ecuaciones lineales Az = b. Una vez resuelto, formamos P
mediante la combinacién lineal (2.3) [19].



2. Problemas Discretos Mal Planteados 27

( )
Ejemplo 2.1 (Ecuacion de Phillips [97],[51]). Sean k, g :[—6,6] — R las funciones
dadas por

1 + cos (ﬂ) si|s| <3
k(s) = 3/ 7
0, si|s| = 3,
y

a(s) = (6 — |s]) (1 + %cos (%)) + %Sm <%> ,

queremos una aproximacién de la funcién f : [-6,6] — R que cumple con la ecuacién
integral de Phillips

J k(s — £) (D)t = g(s). (2.4)

—6

Hacemos la particién uniforme del intervalo [—6,6] en n + 1 puntos con n multiplo de 4:

. 12 .
sj=—64+(j—1) — j=1,...,n+1.
Aproximamos f mediante una combinacién lineal P; de n funciones sombrero:

A/n/12, si s < Ss<Sjy1, .
pils) = ’ AR I N
0, en otro caso,

@n(8n+1) =V n/12

Para obtener los coeficientes x1, ...z, de Py resolvemos el sistema Ax = b, donde

n Si+1
bi =q/ﬁ£i g(s)ds,

n Sj+1 [Si+1
Gj =15 . Lz k(s — t)dsdt,

ii=1,...,n.

Usamos la regla del trapecio para aproximar las integrales sobre los subintervalos. Asi,

1 /12

b; ~ N (9(ss) + g(si41)),

3
E (k’(Sl — Sj) + k(8i+1 — Sj) + k(Sz — Sj+1) + k(8i+1 — Sj+1)) .

Qij ~
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Puesto que k tiene soporte finito en (—3,3), A es una matriz con ancho de banda n/4, mas
aun, como k es una funcién par, tenemos que A es simétrica. Por lo que podemos calcular
la factorizaciéon LDLT:

PTAP = LDL",

donde L es una matriz triangular inferior con unos en diagonal principal, P, una matriz
de permutacién y D, diagonal por bloques, cada uno es escalar real o un matriz real 2 x 2.
Las tres son del mismo tamano que A. Con esta factorizacidn, resolvemos el sistema de
ecuaciones Ax = b:

1. resolver Ly = PTb
2. resolver Dq =1y
3. resolver LTz =y

4. x = Pz.

Una vez que obtenemos el vector de los coeficientes, evaluamos la expansién (2.3) en
los puntos medios de los subintervalos [s;, s;11) y en los extremos s; = —6 y s,.1 = 6.
Comparamos esta aproximacion con la solucién analitica f = k de la Ecuacién de Phillips.
Realizamos los calculos en una PC de 64 bits.

En las Figuras 2.1(a)-(b), mostramos las graficas de Py para 12 y 24 funciones sombrero,

respectivamebte. Observamos que Py tiene pequenas oscilaciones alrededor de t = —3 y
t = 3. Cuando pasamos de usar 12 a 24 funciones ¢;, las oscilaciones son de menor
amplitud.

En las Figuras 2.1(c)-(d), mostramos las graficas de Py que calculamos con la rutina
phillips del paquete REGUTOOLS de Hansen [50]. Estas rutina usan el método de Galerkin
con las mismas funciones sombrero. La diferencia es que las integrales se calculan analiti-
camente en vez de aproximarlas por regla de cuadratura. Por eso, vemos que la grafica
de Py en Figuras 2.1(c)-(d) no presentan las pequefias oscilaciones observadas en Figuras
2.1(a)-(b) y se traslapa con la solucién analitica.

num. sombreros | cuadratura cond(A)
12 andlitica | 4.50553 x 102
12 trapecio | 2.65898 x 10*
24 analitica | 8.17908 x 103
24 trapecio 4.2447 x 10°

Tabla 2.1: Condicionamiento de matriz A obtenida en discretizacién por Galerkin de la ecuacién
de Phillips.

Cuando calculamos analiticamente las integrales, la matriz de coeficientes tiene la misma
estructura: simétrica con ancho de banda n/4. Comparamos su nimero de condicién con el
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casos, el problema esta bien condicionado.

(a) n = 12 regla de trapecio

—f(t)—e—Py(t)

(c) n = 12, integracién analitica

.

2.5

—f(t)—e—P (1)

(b) n = 24, regla de trapecio

—f(t)—e—P (1)

(d) n = 24, integracién analitica

Figura 2.1: La solucién f de la Ecuacién de Phillips y su aproximacién Py por n funciones
sombrero ¢;. En cada caso indicamos cémo se calculan las integrales.

de la matriz obtenida por regla de trapecio en la Tabla 2.1. Observamos que en los cuatro

J

En el siguiente ejemplo vemos una ecuacién integral que aparece en la investigacién de

materiales expuestos a radiacién.
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Consideramos una barra colocada en un intervalo [a,b] que almacena energia cuando
absorbe radiacion. Supéngamos que la fuente de radiacién se debe a neutrones distribuidos
sobre la barra que se pueden desplazar solamante a lo largo de ésta. Queremos conocer
la fuerza de la fuente radioactiva a partir de las medidas de la energia depositada en un
posicién fija.

Las medidas estdan dadas por una funcién g : [a,b] — R. La fuerza que buscamos es
descrita por una funcién f : [a,b] — R. Un modelo sencillo [123] para la absorcién de
radiacion estd descrito por la ecuacion integral

b
J e—a|$—y‘f(y)dy = g(x)7 a<x<b.

a

Discretizamos esta ecuacion integral para determinar los valores de f a partir de las ob-
servaciones de g.

Ejemplo 2.2 (Ecuacién de Absorcion). A partir de la senoidal
g(x) =cos(z), 0<z<10

queremos dar una aproximacién de la funcién f : [0,10] — R que cumple la ecuacién
10
f e 00l =vl r () dy = g(x), 0 <z < 10. (2.5)
0

Hacemos la particion uniforme del intervalo [0, 10] en n + 1 puntos:

10, . .
ijE(j—l), j=1....n+1

Aproximamos f mediante una combinacién lineal P; de n funciones sombrero

n .
— sty <Y<y,
) j 7+1
©;i(y) = 10 j=1...,n.
0, en otro caso,
Para obtener los coeficientes x4, ...z, de Pf, resolvemos el sistema de ecuaciones lineales

Ax = b, donde

n Yi+1
bi:“_f cos(z)dz, i=1,...,n,
10 J,,

n Yi+1l ([Yj+1 —0.01]z—y| o
aj = — e dydx, 1,7 =1,...,n.
10 J,, Yj
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Aproximamos las integrales que nos dan los elementos de A con la regla del trapecio:

i ~ i (e*O-Ul\yz‘*yjl + e~ 0-0yir1-ysl 4 o=0.00yi—yj41] e*0~01|y¢+1*yj+1|) )
2n
Como A es simétrica, sus valores propios Aq,..., A, son reales y existe una matriz real

U de tamaiio n x n tal que UTU = I tal que
A = Udiag(\y, ..., \)UT,

Esta factorizacion de A se conoce como Descomposicion en Valores Propios (EVD)
[37]. Para A de rango completo, podemos conseguir el vector de coeficientes mediante la

EVD como . )
x = Udiag <A—1, o ’A_n> UTb.

Luego, formamos la combinacién lineal P;. En la Figura 2.2 comparamos FP; con la
solucion

f(y) = 50.005 cos(y)

de la Ecuacién Integral (2.5).

En la Figura 2.2(a) usamos 10 funciones sombrero ¢;. En ese caso, | f — Pr|o ~ 73.912.
En la Figura 2.2(b) empleamos 20 funciones ¢;. Obtuvimos que | f — Pf|s & 108.628. En
cambio con 40 y 80 funciones sombrero, la amplitud de la aproximacién P; se hace mas
grande al alejarse del origen. Como podemos ver en las Figuras 2.2(c) y 2.2(d).

En la Tabla 2.2 mostramos la aproximacion de || f — Pt asi como el intervalo [Amm, Amax]
donde estan los valores absolutos de los valores propios de A conforme n se hace mas
grande.

n Amin Améx Hf - PfHOO
10 | 1.253 x 10~* | 9.6738 73.912
20 | 7.741 x 107% | 9.6750 108.628
40 | 4.823 x 1077 | 9.6753 214.891
80 | 3.013 x 107% | 9.6753 427.757

Tabla 2.2: Valores propios més grandes y pequenos de la matriz A obtenida por discretizacion de
ecuacion 2.5 con Galerkin usando n funciones sombrero, junto con los errores de la aproximacién
Py de la solucién f.

Cuando aumentamos el nimero n de funciones sombrero de 10 a 80, el valor propio Anm
de la matriz simétrica A pasa del orden de 10™* a 1078, mientras que Amim Se mantiene
cerca de 9.675. Por eso los cocientes Apae/Amin @umentan.
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—fly) ——P(y) —fly) —— Pr)
80 . . . . . . . . . 150

100

50

-100

-150

~100 | | | | | | | | | 200
0 0

200 400

150 300F

100 2001

50
100

-100
-100

-200
-150

_o00} -300

—250F -400 B

~300 . . . . . . . . . ~500 . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4

g y
(c) n =40 (d) n=280

6 7 8 9 10

Figura 2.2: La solucién f(y) = 50.005 cos(y) de la Ecuacién (2.5) y su aproximaciéon Py por n
funciones sombrero.

\. J

Observaciones 2.2:

5" En el Ejemplo 2.2, el error por redondeo que se genera en el célculo de los valores
propios de A ocasiona que los coeficientes de la expansién (2.3) no se calculen de manera
precisa. Por consiguiente, la aproximaciéon Py se aleja de la solucién.
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2.1.3. Método de Colocacion

Dadas las observaciones g1, ..., g, de la funciéon g en los puntos sy, ..., s, del intervalo
[a, b], respectivamente. deseamos calcular valores aproximados de la funcién f que cumple
la Ecuacion (2.1). Usamos el método de colocacion.

Supongamos que los valores de g coinciden con los de la integral del producto de f con
el nucleo k en cada s;: \

f k(si, ) f(t)dy = g;

Aproximamos cada integral por un método de cuadratura:

b p
| Kot = Y ikt ),

a

En consecuencia,

p

ijk(si,tj) f(t]) = g, 1= ]_,...,TL.

= _ —— ~——
2%} T b;

De aqui, obtenemos un sistema de ecuaciones lineales Ax = b.

La solucién de las Ecuacién Ax = b nos da las evaluaciones de la funcién f en los nodos
t; de la regla de cuadratura. Llamamos puntos de colocacion a los s;s.

Ejemplo 2.3. Retomemos la ecuacién de Phillips (2.4). Esta vez aproximamos los valores
de la funcién f : [-6,6] — R como se describe en Phillips [97]. Tomamos a los puntos
S1y- .-, 8n+1 de particién uniforme de [—6,6] como puntos de colocacién. Evaluamos en
ambos lados de la ecuacién (2.4) para obtener

6
gi:f K(si — O f(B)dt, i=1,...n+1.
—6

Primero, aproximamos cada integral por cuadratura compuesta de Simpson con n + 1
nodos que tomamos como puntos de colocacién. Sea k, = k(12p/n) para p = 0,...,n.
Puesto que el nicleo k es funcién par, el método de colocacién con cuadratura de Simpson
nos da el sistema de ecuaciones lineales

[ ko 4k, 2ky oo Akn_s 2kn_o 4kn_1 Kk, |
k1 4k 2k - Akn_a 2kn_3 4dky_o kp_1
ko 4k, 2ky - Adkn_s 2kn_a 4kp_3 kp_o
4 k3 4]{2 2k1 e 4kn76 2]{7”,5 4kn,4 kn,3 f(SI) 9
n o : : : : : : : - '
bnoo Akn_s 2kn_q - 4k 2ky 4k ke F(sns1) Gn+1
kpo1 4kn_o 2k,_3 - 4k 2k, 4k k1
| Kk dkao 2k, - 4k 2k, 4k, ko |

AS Zr = b
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La matriz Ag es de orden n + 1 y tiene ancho de banda n/4 porque k tiene soporte en
el intervalo (—3,3). Resolvemos el sistema de ecuaciones Agx = b por Factorizacién LU
con pivoteo.

—f (tye—p(t) —f(t)ye—p(t)

35

-05 -0.5
-6 -4 -2 0 2 4 6 = -4 -2 0 2 4 6
t t
(a) n =13, Simpson (b) n = 25, Simpson
—f(tye=p (1) —f(tye—p (1)

25

~o

0
t
(c) n = 13, trapecio (d) n = 25, Trapecio
Figura 2.3: Solucién analitica f = k de Ecuacién (2.4) y su aproximacién por la poligonal p

que une los puntos (s1,21), ... (Sn+1,Tn+1), donde x; es el valor aproximado de f en s;,
obtenidos por método de colocacién. Indicamos la regla de cuadratura usada en cada caso.

Sea p la poligonal que une los puntos (s;, x;),i = 1,...n + 1. En la Figura 2.3(a)-(b)
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comparamos los valores de la solucién f = k con los de la poligonal p. Para 13 puntos
de colocacién, p tiene soporte en (—3,3), pero rebasa el méximo de f en ¢t = 0. Con 25
puntos de colocacién, p tiene més oscilaciones. En ambos casos, la poligonal es simétrica.
Las gréficas de p coinciden con las que obtiene Phillips en [97].

Ahora, aproximamos cada integral por la cuadratura compuesta del trapecio, donde
los nodos son los n + 1 puntos de colocacién. Dado que k es funcién par, el método de

colocacién con cuadratura de trapecio nos da el sistema de ecuaciones lineales

[ ko 2k, 2ky -0 2kno 2k,1 Ky ]
k1 2k 2k . 2kn_o ko1
6 ]{,‘2 2]{1 2k0 B . ]{In,Q f(Sl) g1
kn72 . . 2k0 2]{71 kg f(sn+1) In+1
k‘n,1 an,Q . 2]61 2k’0 kl
By 2%y 2k o 2k 2k ko |
AT xr = b
La matriz Ar es de orden n + 1 y tiene ancho de banda n/4. Para resolver la ecuacién
Arx = b nuevamente usamos Factorizacién LU con pivoteo. En la Figura 2.3(c)-(d)

comparamos los valores de la solucién f con los de la nueva poligonal p. Observamos que
las graficas de f y p se traslapan para 13 y 25 puntos de colocacién a diferencia de los
casos correspondientes donde usamos cuadratura de Simpson.

Observaciones 2.3:

=" En el Ejemplo 2.3 obtenemos mejores resultados con la cuadratura compuesta del
trapecio. Las propiedades del nicleo

s _
K(s) = {1 + cos <?> , sis] < 3,

0, si|s| = 3,

influyen en las reglas de cuadratura que usamos. Lo que sabemos es que k es una fun-
cién periodica par en (—3,3). En [115], Trefethen y Weideman nos comentan sobre la
convergencia geométrica y exponencial de la regla del trapecio.

2.2. Problemas de Cuadrados Minimos

Uno de los problemas que se presentan es hallar el valor de parametros como velocidad,
densidad o voltaje que determinan el modelo propuesto en un proceso fisico. Una manera
de relacionarlos con las observaciones es mediante una regresion. La idea es suponer que
podemos inferir las causas de nuestro problema analizando las relaciones que existen entre
las variables que estudiamos.
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Dadas m observaciones by, ..., b, del problema, supéngamos que cada b; depende de
variables a;1,...,a;, y de parametros x1,...x,. Las variables a;; se conocen como va-
riables explicativas o independientes. A partir de los valores de éstas queremos hacer
predicciones.

Decimos que la regresion es lineal si cada b; depende linealmente de los pardametros. En
particular, consideramos una regresion lineal donde cada b; es combinacién lineal de las
variables explicativas:

n
bi:2xjaij, 2:1,...,m.
j=1
Esto da lugar a un sistema de ecuaciones lineales

Ax = b,

La matriz A,,x, se conoce como matriz de regresion o de diseno.
La estimacion que hacemos de los parametros de una regresion lineal nos conduce al

Problema lineal de cuadrados minimos. Dada la matriz
A e R™"™ con m = n y el vector b € R™, hallar un vector
xf € R” tal que

|A=' - b]} = min | Az — b3 (2.6)
xeR"

Con el método de Galerkin vimos que la discretizacién de la ecuacién de absorcién (2.5)
nos da una expansion que se aleja de la solucion analitica conforme usamos mas funciones
sombrero. Esta vez la discretizamos con el método de colocacién. Aproximamos los valores
de la funcién en los puntos de colocacion.

Si tomamos menos puntos de colocacién que el nimero de observaciones, no esperamos
hallar una soluciéon exacta del sistema de ecuciones lineales que formamos; en cambio,
buscamos una solucion cercana tratando de reducir las discrepancias.

Ejemplo 2.4. Retomemos el Ejemplo 2.2. Generamos 40 observaciones g; de la funcion

g en los puntos

1—1
4 )
Queremos aproximar los valores de la funcién f : [0,10] — R que cumple la ecuacién

(2.5) sobre la particién

xXr; =

i=1,...40.

del intervalo [0, 10].
Tomemos 1, ..., 24 como los puntos de colocacién. A partir de la ecuacién (2.5) tene-
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mos que
10
gz:f e Ol f (N dy, i =1, ... 4.
0

Aproximamos cada integral definida mediante la cuadratura compuesta del trapecio con
los 21 puntos y; como nodos:

10 1 20
j 6_0'01|xi_y|f(y)dy ~ Z 6—0-01|9ﬁi—yl|f<yl) + €—0~01\$i—y21|f(y21) +2 Z 6—0-01|$i—yj|f(yj)

0 j=2

De esta manera formamos el sistema de ecuaciones lineales

670‘01|z1—y1\ 2670.01|.Z‘17y2| . 2670‘01|1‘17y20‘ 670A01|.Z‘17y21| f(yl) a1
1 .
6—0.01‘140—y1| 26—0.01‘140—‘7;2‘ . 26—0.01‘140—y20| 6—0.01‘Z4o—y21| f(y21) 940
z =

La matriz A es de tamano 40 x 21. Por lo que el sistema de ecuaciones esta sobredetermi-
nado. Una manera de obtener una solucién aproximada de la ecuacién Az = b en Col(A)
es con el método de cuadrados minimos:

min || Az — blj3.
yeR21

Los puntos criticos estan dados por la solucion de las ecuaciones normales
ATAz = ATb

——fly) =50.005cos(y) —*-f(y) aprox

60

—-60 . . . .
0 2 4 6 8 10

Figura 2.4: Solucién f(y) = 50.005 cos(y) de Ecuacién (2.5) y valores aproximados f(y;) por
método de colocacion.
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Dado que A tiene rango completo por columnas, la matriz simétrica AT A es positiva
definida. Asi que podemos usar la Factorizacion de Cholesky para resolver las ecuaciones
normales, y con ello obtener los valores aproximados z; = f(y;).

En la Figura 2.4 se muestran los valores f(y;) obtenidos con el método de colocacién
y los comparamos con los de la solucién analitica (2.2). En algunos puntos observamos
que la separacién entre los valores correspondientes es mayor que 10. Esto se debe a que
los valores aproximados por el método de colocacion se ven influenciados por la regla de

cuadratura que usemos y los errores por redondeo.

2.2.1. Interpretacion Geométrica

Examinamos la Ecuacion Ax = b para ver la geometria del método de cuadrados
minimos. Debido a que b no necesariamente esta en el espacio columna Col(A), buscamos
el vector p € Col(A) més cercano a b en norma euclidiana:

—bly= min e bs..
lp=bl> = rin e- bl

En este sentido, podemos decir que |p—b|; es la distancia de b a Col(A). Geométricamente,
el vector p es una proyeccion de b sobre Col(A) tal que la diferencia p— b sea perpendicular
a las columnas de A. Véase Figura 2.5.

Puesto que p € Col(A), existe un vector ' € R™ tal que

Az’ = p.
Para hallar &', resolvemos las ecuaciones normales
AT Ax = ATb.

b

min | Az — b||2
zeR"

Col A

Figura 2.5: Proyeccién ortogonal de b sobre Col(A)
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Supongamos que A tiene rango completo por columnas. Entonces AT A es invertible.
Sea

Al = (ATA)_IAT.
Las ecuaciones normales tienen como tunica solucién a
x' = A'b.

Este vector se conoce como solucion de cuadrados minimos de la Ecuacion Ax = b.

Luego, el mapeo lineal
Ty: Col(AT) — Col(A)
x! — Azl

transforma la solucién &' en la proyeccién p, mientras que su inversa

Ty : Col(A) — Col(AT)
y — Ay

transforma p en ' como se muestra en la Figura 2.6.

R"™ R™
Ta
7 \
i Ti /% P
Col(A) Col(A)

Figura 2.6: La transformaciones T4 y T'41.

2.3. Modelo Lineal General de Regresion

En esta seccién usamos conceptos basicos de estadistica para buscar un estimador de la
solucion de una regresion lineal con errores aleatorios. La clave es comprender el aspecto
estadistico del método de cuadrados minimos.

En 1809, Gauss justificé porqué el método de cuadrados minimos puede verse como un
procedimiento estadistico. El supuso que los errores estaban correlacionados y distribuidos
normalmente con esperanza cero y misma varianza. Més tarde, di6 una fundamentacion
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tedrica del método de cuadrados minimos en sus memorias Theoria Combinationis de 1821
y 1823. Markov dio claridad a algunas de las hipétesis que usaba Gauss [10].
Supongamos que las observaciones ideales b$***° estdn dadas por la regresién lineal

n

exacto __ <

bi —Zl?j(lm’ Z—l,.‘.,m,
Jj=1

Entonces el vector de observaciones libres de ruido es
bexacto — ACL‘

La solucién de cuadrados minimos de la Ecuacién (2.3) es
mT = ATbexaetoa

Usualmente, las observaciones b;, . .., b,, contienen errores aleatorios €y, ..., €,. A dife-
rencia de los modelos deterministas, los modelos estadisticos toman en cuenta la presencia
de estos errores mediante la siguiente relacion:

Observaciones = Modelo Matematico + Error Aleatorio.

Asi que
by = b + ¢, 1=1,...,m.
Como cada €; es una variable aleatoria, se sigue que b; también lo es. Luego, con el vector
aleatorio
€=(e1-€en)t

Y

obtenemos el vector de observaciones aleatorias
b= Ax + €.

A partir de estas observaciones queremos hallar un estimador para el vector .
Usamos el método de cuadrados minimos para estimar . Lo que hacemos es minimizar
el tamano de los errores aleatorios:

g 2
min [ef3,

es decir,
min |Az — blf3.
xeR”

Los puntos criticos de la funciéon objetivo estan dados por la solucién
xrs = ATb
del sistema de ecuaciones normales
ATAx = ATb.

x5 es un estimador para x llamado estimador de cuadrados minimos.
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Observaciones 2.4:

I=5" El ruido que introduce el vector aleatorio € en observaciones se propaga como

e = Afe.

Ahora, veamos que caracteristicas nos conviene que tenga un estimador de x.

Decimos que & es un estimador insesgado de x si su valor esperado coincide con
el valor del pardmetro, es decir, E(Z) = x. De este modo, los valores estimados estdn
centrados alrededor de la solucién.

El mejor estimador lineal insesgado de x es aquel estimador lineal que tiene la
varianza mas pequena de entre todos los estimadores insesgados de @.

Buscamos condiciones suficientes para que el método de cuadrados minimos nos pro-
porcione un estimador con las caracteristicas anteriores. Para ello examinamos los valores
alrededor de los cuales se distribuyen los errores ¢;, asi como la dispersion de estos errores.
En términos de la esperanza FE(¢;) y la varianza var(e;), pedimos que los errores aleatorios
cumplan con lo siguiente:

1. E(¢;) =0parai=1,...,n

Los errores no estan sesgados.

2. var(¢) = o’ parai=1,...,n
La varianza del error no varia a lo largo de las observaciones. Esta condicion se llama
homocedasticidad

3. E(ee;) =0parai,j=1,...,nconi# j.
Los errores no estan correlacionados.

Estas son las condiciones de Gauss-Markov, que en términos del vector aleatorio €
se expresan como

52 valor esperado E(€) = 0,
*¢ matriz de covarianza Cov(e) = o*I.

El modelo b = Ax + € que satisface estas condiciones se conoce como modelo lineal
general de regresion. Con este, g es el mejor estimador lineal insesgado de .

Teorema 2.1 (Gauss-Markov [108]). Sea A € R™*" de rango completo por
columnas, sea € vector aleatorio de R™ con E(€) = 0 y Cov(e) = o2 y sea
xrs el estimador de cuadrados minimos del vector x tal que b = Ax + €.
Entonces entre la clase de estimadores lineales insesgados de a’x, a’xg
es el unico estimador con varianza minima para cualquier a € R™.
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El Teorema 2.1 es la razén por la que el método de cuadrados minimos se usa para resolver
una regresiéon lineal en un modelo de Gauss-Markov.

Observaciones 2.5:

5" No es necesario que el ruido € tenga distribucién normal para usar el Teorema, 2.1.

2.4. Problemas de cuadrados minimos con rango defi-
ciente

Hemos resuelto la ecuacion Ax = b cuando la matriz A de tamano m x n con m > n
tiene rango completo. Si A tiene rango deficiente, AT A no es invertible. Asf que evitamos
resolver las ecuaciones normales y procedemos de una manera distinta. Lo que hacemos es
cambiar la base de Col(A) por otra que tiene vectores ortonormales. Una manera es usar
la Descomposicion en Valores Singulares (SVD). Sea r el rango de A. Una SVD
de A es una factorizacion matricial

g1 0
. 0 T
A = [ul o Uy Upgl um] I:fvl cee Uy Upyl vt vn:l s
0 o
0 ‘ 0
mxn
U b vT

donde las columnas de U y V son bases ortonormales de R™ y R" respectivamente, y
oy = -+ = o, > 0 son los valores singulares de A. Consulte el Apéndice para una
prueba.

24.1. De la esfera al hiperelipsoide via SVD
Empleamos la SVD de A para ver como esta matriz deforma la esfera unitaria
S={xeR": |z, =1}
Sea x € §. Consideremos la SVD
A=UxVT.

El vector con las coordenadas de @ en la base de vectores singulares vy, ..., v, es V.
Dado que la matriz V es ortogonal, tenemos que V7 x € S. Asf que la matriz V7T solamente
gira la esfera unitaria.

El vector YV Tz tiene coordenadas

ovle, ie{l,... r}
Zi = .
0 ie{r+1,...,m}
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en la base canénica {ey,...,e,} de R™. Estas cumplen que
2 2
z z
1
—+-+ =<1
o7 oy
Luego, XVTx estd en el hiperelipsoide £ con semiejes ey, ..., e, de longitud oy,...,0,.

Por consiguiente, la matriz ¥ transforma S en £..

La matriz U, transforma el vector LV Tz en Azx. Por lo que Az tiene las mismas coor-
denadas z; de XV Tz, pero en la base ortonormal {us, ..., u,}. Por lo que U solamente gira
el hiperelipsoide £.

En consecuencia, la matriz A transforma la esfera unitaria en un hiperelipsoide sobre

R" con semiejes uy, ..., u, de longitudes oy,...,0,.
2 U
S & E
U1
/ / / 92U 'U/U/
U3
base {vy, ..., v, } de R" base canonica de R™ base {u1, ..., u,} de Col(A)

Figura 2.7: Deformacion de la esfera unitaria bajo A

Observaciones 2.6:

5" Si A tiene rango deficiente, entonces el hiperelipsoide £ se encuentra en un subespacio
de menor dimension que R"™ e incluimos el interior de &.

55" Las respectivas longitudes de los semiejes mayor y menor son

o1 = max||[Ax|s y o0, = min Az,
xeR"™ xeR"™

2.4.2. SVD en el Problema de Cuadrados Minimos
Sea A = UXVT una SVD de la matriz A. Entonces

min |Az — b|; = min [USV z — b3
xeR" xzeR"
Debido a que U es una matriz ortogonal, tenemos que

min |[USV Tz — b3 = min [SV Tz — UTbf3.
xeR™ xeR™
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Sean
c=U" ¢ y=V'z.
Dado que V es es ortogonal, V7 es invertible, entonces

min [XVTz — UTb[3 = m
TeR™

i [y — ¢
min [y — cf

Los elementos de la matriz ¥ son iguales a cero fuera de su diagonal principal, y sobre
esta diagonal solamente los valores singulares oy, ..., 0, son distintos de cero. Asi que

T

T
7 . 2 _ s A2 12
min [Yy — el = min Z; losy: — cil” + Z; e

Luego, todo vector y con componentes

Ci .
—, 1=1,...,m,

Yi =4 i (2.7)
arbitrario, 1=r+1,...,n,

minimiza el tamano del residuo Xy — ¢. En consecuencia, el conjunto de vectores Vy,
donde y; estd dado por (2.7) nos da una familia de soluciones de cuadrados minimos.
Dentro de esa familia, seleccionamos el vector

:cT=Vy

de menor norma euclidiana. El vector ' se llama solucion de cuadrados minimos
de norma minima. Puesto que V' es una matriz ortogonal, tenemos que

|22 = [yl

Como queremos minimizar |z'|, y las componentes y estdn dadas por (2.7), entonces
basta tomar

Yirr =+ = Yo = 0.
Asi que podemos expandir ' en los primeros r vectores singulares de izquierda vy, . .., v,
como
T
z =Y S,
iz1 7

En resumen, la solucién de cuadrados minimos de norma minima a para la ecuacién
Ax = b se obtiene de la siguiente manera:

1. Calcular una SVD A = UXVT,

2. Formar el producto ¢ = U”b,

3. 2 = (e1/o)v1 + - + (¢ )0,
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[ )
Ejemplo 2.5 (Reconstruccion de haz de luz [109]). El haz de luz que emite una

fuente pasa por una abertura delgada de longitud infinita y ancho uno. La luz se difracta
al pasar por la abertura. La intensidad de luz incidente f sobre la abertura esta en funcion
del dngulo de 6 € [—7/2, /2], mientras que la intensidad de luz difractada g depende de
un dngulo ¢ € [—7/2,7/2]. Con el paquete REGUTOOLS [51] generamos la Tabla 2.3 con 20
observaciones de la intensidad ¢ en los angulos

Tenemos el siguiente problema:

Dados los valores de la funcién g : [—7/2,7/2] — R para la intensidad de luz
difractada, encontrar los valores de la funcién f : [-7/2,7/2] — R para la
intensidad de luz incidente.

¢; [-1.492]-1.335|-1.178|-1.021 |-0.863 |-0.706 | -0.549 | -0.392 | -0.235 [ -0.078
g(¢i) ] 0.549 | 0.847 | 1.265 | 1.813 | 2.451 | 3.067 | 3.501 | 3.637 | 3.497 | 3.244

¢, |0.07810.235|0.392 | 0.549 | 0.706 | 0.863 | 1.021 | 1.178 | 1.335 | 1.492
g(¢;) | 3.038 | 2.902 | 2.730 | 2.422 | 1.983 | 1.499 | 1.061 | 0.718 | 0.473 | 0.307

Tabla 2.3: Valores de funcién g en angulos de difraccién ¢;

El modelo matematico que relaciona las funciones f y g estd dado por la ecuacién
integral
sin(7(sin ¢ + sind))
m(sin ¢ + sin )

) £(0)d6 = 9(6). 2.8)

El ntcleo representa la difraccion de la luz con longitud de onda uno en la abertura de
acuerdo con la formulacién de la difraccién de Kirchhoff [109], §8.3 [11].

Para conocer los valores de f, discretizamos la ecuacién (2.8) con el método de colocacién
en los 20 angulos 6; = ¢;. La integral se aproxima con una cuadratura compuesta del punto
medio. Los nodos son los ¢;s. Asi, obtenemos un sistema de ecuaciones lineales Az = b,
donde

f2 (cos ¢ + cos ) <

2

R sin(m(sin ¢; + sin¢,))\ >
ij = %(COS ¢; + cos ¢;)? ( 7(sin ¢; + sin ¢j)] ) ’
bi = g(9i), W

Ti = f(¢1)7
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Figura 2.8: Angulo de incidencia 6 y angulo de difraccién ¢ del haz de luz que pasa por la
abertura.

La matriz A de tamano 20 x 20 tiene rango numérico 18. Por lo que buscamos una
soluciéon de cuadrados minimos. Por lo que A es de rango deficiente. Asi que no podemos
obtener una Factorizacion QR de A con matriz triangular superior invertible, ni podemos
usar la Factorizacién de Cholesky de AT A. Lo que hacemos es usar la SVD para calcular
la solucién de cuadrados minimos de norma minima .

——f(f) exacta —o-f(f) aprox

18

16

14

12

. . . . .
-15 -1 -0.5 0 05 1 15
0

Figura 2.9: Funcién f y sus valores aproximados por !

En la figura 2.9 comparamos los valores de la solucion
F(0) = 2exp(—6(0 — 0.8)) + exp(—2(6 + 0.5)?)

de la ecuacién (2.8) con los valores de las componenetes del vector z'. Ahora, la discre-
pancia entre los respectivos valores no es mayor que 0.1. Por eso los valores de f y los de
x' se traslapan.
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2.4.3. Propiedades de la SVD

Una de las propiedades de la SVD nos permite saber si una matriz dada esta cerca de
otra con rango deficiente. Para precisar esto, medimos la distancia entre matrices con la
norma espectral

[All2 = méx [Az],.

|2

Observaciones 2.7:

5" La norma espectral es la longitud del semieje mayor del hiperelipsoide que resulta de
deformar la esfera unitaria con la matriz A. Esta longitud es precisamente el mayor de los
valores singulares de A, a saber, o1, entonces

|A]2 = o1.

Buscamos una matriz que minimize |A — B|, para cada matriz B de rango k < r. A
partir de la SVD de A, definimos las matrices

01 0

Observaciones 2.8:

5" En términos de los vectores singulares de izquierda y derecha, v; v u;, respectivamente,
podemos formar Ay como la suma de k matrices de rango uno:

k
Ak = Z akui'viT.
=1

De este modo, solamente necesitamos los primeros k valores singulares de A y sus respec-
tivos vectores singulares para formar Ay.

Las matrices Ay nos dan la distancia més pequena entre A y las matrices de rango k.

Teorema 2.2 ([37]). Sea A € R™™ una matriz de rango r. Entonces

min [B—Als= A= Agla = oxs1  k=1,...,m
BeRmxn
rank(B)<k
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Este Teorema nos dice que a pesar de que una matriz sea invertible en teoria, si ésta se
aproxima por una matriz de rango deficiente, entonces algunas de sus columnas pueden
ser tratadas como linealmente dependientes en los cdlculos numéricos. A su vez, podemos
detectar esta situacion mediante los valores singulares de la matriz.

Si usamos la norma de Frobenius

2

)

m n
2.0 lai

i=1j=1

|Allp =4[, 0?
=1

porque U y V son matrices ortogonales. Con esta norma, cada A, es aproximacién de
menor rango de A.

|Alr =

entonces

Teorema 2.3 ([37]). Sea A € R™™ una matriz de rango r. Entonces

min [|B—Alr=|A—Alr k=1,...,m
BeRan
rank(B)<k

2.4.4. Aplicaciones la SVD

Ademds de usar la SVD en el problema de cuadrados minimos, esta factorizacién ma-
tricial tiene aplicaciones en distintas areas de la Ciencia:

¢ Analisis del peso de recién nacidos [87],

¢ Extraccién de electrocardiogramas fetales [14],

¢ Reconocimiento de patrones y de rostros [32],

¢ Recuperacién de informacion en bases de datos [14],

¢ Compresién de imdgenes digitales [24].

Ejemplo 2.6 (Compresion de Imagenes Digitales [2]).Vamos a usar la SVD para
almacenar la imagen digital mostrada en la Figura 2.10 con una menor cantidad de pixeles.
Esta es una imagen de la Biblioteca Central de la UNAM de 1006 x 1418 pixeles en JPG.
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Figura 2.10: Imagen de la Biblioteca central de la UNAM

Una imagen digital m x n en blanco y negro tiene m columnas cada una con n pixeles,
es decir, su matriz es de tamanio n x n. La componente (7, j) es un ntiimero entre 0 y 1. El
cero corresponde al color negro, mientras que 1 indica el color blanco.

Los niveles de truncamiento que usamos son k = 10, 20, 100. En cada caso generamos la
matriz Ay. En la Figura 2.11, mostramos las imagenes obtenidas. Conforme aumentamos k,
la SVD nos dan una imagen que donde se aprecian mas detalles de la escena. Observamos
que podemos generar una aproximacion correcta con k£ = 100, en lugar de usar los 1006
valores singulares. En cada caso, medimos el error relativo

r 2
|A — Ag|r _ Zi:k—H 0;
ey e
| Al 210
y el cociente del niimero de pixeles de la imagen comprimida entre el el nimero de pixeles

de la imagen original (m + n)k/(mn) para darnos una idea de la reduccién que ofrece Ay
respecto a A. Consulté [40] para medidas de compresion de imagenes.

10 0.2006 .016993
20 0.1597 033985
100 0.0666 16993

Tabla 2.4: Errores relativos y cocientes (m + n)k/(mn) para distintos valores de k.
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- e

=100

(c) k

Figura 2.11: Compresién de imagen de la Biblioteca Central con SVD mediante la matriz Ay

para tres niveles de truncamento k.

\. J

2.5. Condicionamiento

2.5.1. Problemas Mal Condicionados

La discretizacion de la ecuacion integral (2.1) nos da un sistema de ecuaciones lineales
Axz = b. En la practica, tanto el vector b como la matriz A tienen perturbaciones. Consi-
dere el sistema perturbado (A + E)x = b + e. Queremos medir como los errores relativos
de los datos |e|/|b] y || E|/| Al amplifican el error relativo de la solucién |z — z|/|z|.

Teorema 2.4 ([23]). Suponga que A es invertible, b # 0 y |A7Y||F| < 1.
Si

Az =b y (A+E)z=>b+e.

IS

entonces

~

le—2l _ w4 (IE] el
N 1] (nAn ' ||br|> |

Al
donde r(A) = |A[|A~].
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Observaciones 2.9:
2" k(A) = 1.
5" Cuando A es invertible, tenemos que

1

min{|E| : A+ E es singular} = A

Asi, la hipétesis [A7!||E|| < 1 del Teorema 2.4 asegura que A + F es invertible [24].

k(A) se conoce como el numero de condicion de la matriz A. Si el valor de k(A) es
grande, por ejemplo de 106, 10°°, 10*%° o mayor, se dice que A estd mal condicionada.
De otro modo, estd bien condicionada. Decidir que tan grande debe ser x(A) para que
A esté mal condicionada depende tanto de la precisién usada para la matriz y el lado
derecho como de la precisién deseada en la solucién calculada. En particular, si los errores
relativos tanto en la matriz como en el lado derecho sean del orden de 10~¢, entonces para
que el error relativo en la solucién tenga una precisién de al menos 107, necesitamos que
k(A) < 0.5 x 1097,

En aritmetica exacta, las soluciones & y & de las ecuaciones

Ar=b y (A+E)xz=b+e.

satisfacen |2 — x| — 0 cuando |le| — 0 debido a la continuidad de A™'. En cambio,
si A estd mal condicionada, en aritmetica finita puede pasar que |z — x| » 0 cuando
le| ~ €mach-

Puesto que todas normas son equivalentes en un espacio vectorial de dimension finita,
tenemos que los nimeros de condicién de matrices invertibles en R™*" son equivalentes en
el siguiente sentido:

1/n-ko(A) < k1(A) < nka(A),
/n-ko(A) < ra(A) < nrg(A),

1/n -
1/n? k1(A) < ko(A) < n?ki(A).

N

En particular, cuando usamos la norma espectral, podemos expresar x2(A) en términos
de los valores singulares o1 > ... > 0, de A como

HQ(A) = 0'1/0'7“
debido a que
1

Al = méx |Ax — bl =0 ——— = min [|[Ax — b, = 7,,.
|4l = mix |42 ~bla =1,y g = min |42 —bla = o
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Observaciones 2.10:

5" Vimos que la matriz A deforma la esfera unitaria S en un hiperelipsoide £ con semiejes
de longitudes o7, . .., 0, Por lo que ky(A) es el cociente entre las longitudes de los semiejes
mayor y menor de £.

5" En general, para una matriz A de rango r,
RQ(A) = 0'1/07“
En ese caso, A estd mal condicionada si por ejemplo o1/0, = 1/€nach-

Cuando b ¢ Col(A), examinamos la sensibilidad de la solucién de cuadrados minimos
de la ecuacion Ax = b respecto a pequenas perturbaciones en A y b.

Teorema 2.5 ([59]). Sea A € R™™ de rango completo con m = n. Sean

xz =argmin |[Ax —blls y x=arg m&'{n [(A+ E)x — (b + e)lz.
- TER™

xeR™
Sear =b— Ax. Si

IE]2 < al|Al2, ez <albly y k(Ao <1,
entonces

lz —z], _ r(A)a Il
Tk S 1-ra(A)a (2 ¥ (el 4) + 1) |A\zm2> '

El Teorema 2.5 nos dice que |r|z influye en el tamano de la regiéon donde se encuentra
la solucién de cuadrados minimos cuando perturbamos A y b.

2.5.2. Problemas Discretos Mal Planteados

Relacionamos los r valores singulares positivos o; de A con el condicionamiento. En
particular, nos interesa dos problemas mal condicionados:

¢ Problema de rango deficiente. La sucesién {o;}", decai a cero y tiene al menos
un salto, esto es, oy » ox41 para algin ke {1,...,r — 1}.

24
”

24
r

% Problema discreto mal planteado. La sucesion {o;}!; decai a cero sin saltos.

En ambos, el mal condicionamiento se refleja en la manera en que decaen los valores
singulares.
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Ejemplo 2.7. Retomemos la reconstruccion del haz de luz del Ejemplo 2.5. Esta vez
generamos 50 observaciones de la funcién g en el intervalo [—n/,7/2]. Con el mismo
método de discretizacién, formamos un sistema de ecuaciones lineales Ax = b. Esta vez
A es de tamano 50 x 50. Ordenamos sus valores singulares o1 > ... = o5.

o 0y
102
o)
10° %
o
Q,
107 o
o
(@)
107 o
(@)
b -6 (@]
> 10 o
20 (@]
-8
o 10 o
O
-10
10 o
10712'
Coo
10714'
QO
lO’lSA 1 1 1 1 1
1 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

i
Figura 2.12: Grafica en escala logaritmica de los valores singulares o; de la matriz A del
Ejemplo 2.5 contra su subindice 7. Usamos 50 observaciones.

En la Figura 2.12 mostramos la gréafica de los valores singulares de A, marcados por
(o), contra su subindice i. El eje vertical o estd en escala logaritmica base 10. Notamos
dos saltos. El primero entre 017 = 4.331 x 107'* y 015 = 6.966 x 10713 y el otro ocurre
entre o99 = 3.51 x 10712 y 091 = 1.317 x 1071, Los siguientes o; decaen rdpidamente hasta
el orden de 107!, Esto nos dice que el problema discreto del Ejemplo 2.5 es de rango
numéricamente deficiente.

Como los valores singulares pueden tender de diferentes maneras a cero, tenemos dis-
tintos grados de mal condicionamiento. Distinguimos tres tipos de problemas [1]:

x Ligeramente mal planteado:

g, =00, a<l

% Moderadamente mal planteado. Los reciprocos de los valores singulares tienen

orden polinomial:
o, =079, a>1

% Severamente mal planteado Los valores singulares tienden a cero exponencial-

mente: '
g, =0(), a>0.
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Ejemplo 2.8. Cuando discretizamos el problema de deconvolucién del Ejemplo 1.2, por
el método de colocacion de 20 puntos, obtenemos un sistema de ecuaciones Ax = b, donde
A es la matriz invertible 20 x 20.

T S S S T S T Y R R
123 456 7 8 910111213141516 1718 19 20
1

Figura 2.13: Gréfica en escala logaritmica de los valores singulares o; de la matriz Aggxoo del

Ejemplo 1.2 contra su subindice i junto con la de la sucesién {i~* ?21.

En la Figura 2.13 mostramos la grafica de los valores singulares o1 > --- > 099 de A,
marcados por (o), contra su subindice i en una escala logaritmica base 10 sobre el eje
vertical. La sucesién {o;} decae gradualmente sin saltos desde o; = 9.614 x 107! hasta
o990 = 6.464 x 1078, pero no decae tan rapido como i~*. En consecuencia, el problema
discreto de deconvolucion del Ejemplo 1.2 estd moderadamente mal planteado.

A continuacién vemos un ejemplo donde la discretizacién de una ecuacién integral por

el método de colocacién nos da un sistema de ecuaciones lineales mal condicionado que
esta severamente mal planteado. Para darnos cuenta, comparamos el decaimiento de los
valores singulares de la matriz de coeficientes con el de la exponencial del subindice. Esto
explica porque los valores aproximados se alejan de los de la solucién analitica.

Ejemplo 2.9. Queremos aproximar los valores de la funcién f : [0,1] — R que cumple
la ecuacién integral

Jl V2 4+ 2 f(t)dt = % ((1 + 32)3/2 - 53> , 0<s<l (2.9)
0
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Discretizamos en los puntos de colocacién

N P =1 50
51—50 7 5 ) 1=1,...,50.

y aproximamos las integrales con la cuadratura compuesta del punto medio de 50 puntos.
Asi, obtenemos el sistema de ecuaciones lineales Ax = b, donde

Xy = f(8j>7
|
Qg = =5/51 + 85, ii=1,....50.

= () =),

En este caso, la matriz A estd mal condicionada ya que ky(A) ~ 2.805 x 10,

O Oi + e-i/2

logioo

1 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
)

Figura 2.14: Grafica en escala logaritmica de los valores singulares o; de la matriz Asgxs0 de
la discretizacién de la ecuacién (2.9) contra el subindice i junto con la sucesién {e~%2}20,.

En la Figura 2.14 graficamos los valores singulares o; de A contra su subindice ¢ en
escala logaritmica base 10 sobre el eje vertical, junto con la sucesiéon {e~2}. Como usamos
una escala logaritmica, observamos que los valores e =2 aparecen en una recta. Los valores
singulares decaen rapidamente. De hecho,

o, <e 2 i=2,...50.
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Por eso el problema discreto ésta severamente mal planteado.

— )=t —o -p(t)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Figura 2.15: Graficas de la solucién f(t) = ¢ de la Ecuacién (2.9) y de la poligonal p que une
los puntos (t1,21),. - ., (t50, Z50)-

En la Figura 2.15 mostramos los valores de la solucién

flty=t, 0<t<1

de la ecuacion (2.9) junto con los valores z; de la solucién de cuadrados minimos de norma
minima de la ecuacién Az = b. La poligonal p que une los puntos (t1,x1), ..., (ts0, Z50)
oscila en comparacion de la recta que nos da la solucion. Esto se debe al mal condiciona-

miento de A.

. J

2.6. Expansion en Valores Singulares

Los problemas mal planteados en el sentido de Hadamard que hemos abordado pueden

formularse de la siguiente manera:

Dada una funcién g € L?[a, b] y el operador T : L?[a,b] — L*[a, b] definido por

T(f](y) = j Kz, 9)f(4)dy,

hallar una funcién f € L?[a, b] tal que T[f] =g

Vamos a examinar la relacion entre estos y los problemas discretos mal planteados.



2. Problemas Discretos Mal Planteados 57

La solucién f de la ecuacién T'[f] = g debe ser cuadrado integrable. Damos una condi-
cién necesaria para que | f|lz < c0. La idea es expander f y g en bases de funciones, pues
si hay una relacion entre los coeficientes de la funcién f con los de la funcién g, entonces
asociamos la existencia de la funcion f con la informacion sobre g. Para ello, generalizamos
la SVD al espacio vectorial de dimensién infinita L*[a, b].

Consideramos el operador T* : L?[a, b] — L*[a,b] dado por

T*[g](y) = f k(e y)g(x)d.

a

La composicién de T* con T nos da el operador S = T* o T sobre L?[a,b] dado por

st - | |

Supongamos que k es cuadrado integrable. Entonces T, T* y S son operadores compactos.

Observaciones 2.11: [72]

f bk(m,z)k(m,y)dy] f(z)dz.

a

I=5" Para operadores compactos, los valores propios se definen de la misma manera que en
dimensién finita, esto es, A € C es un valor propio del operador S si existe f € L?[a, b] tal
que S[f] = Af. La funcién f se llama funcion propia.

5" Los valores propios de un operador compacto forman una sucesién en C que se acumula
en cero.

=5 Con el producto interno sobre L?[a,b], S satisface la identidad
(S[f1,90 =<f,8lgl)  Vf.ge L*[a,b].

En la literatura, los operadores lineales y acotados sobre L?[a,b] que cumplen esta iden-
tidad se llaman auto-adjuntos.

5" Los valores propios de un operador auto-adjunto son reales no negativos y las funciones
propias asociadas a distintos valores propios son ortogonales

Sea {\,} la sucesién de valores propios positivos de S en orden decreciente. El Teorema
Espectral para operadores compactos auto-adjuntos [72] nos dice que S tiene una sucesién
ortonormal {v,,} de funciones propias asociadas a la sucesién {\,} tal que

S[f1 =Y {fsvwvn  Vf € L?[a,b].

Sean )
=Ny u, = —T[v,] Vn e N.

Entonces
T|v,] = ppu, VneN. (2.10)
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Observaciones 2.12:
=" La sucesién de funciones ortonormales {v, } forma una base ortonormal para Ker(7T')*.
U= {u,} es una sucesién de funciones ortonormales de L?[a, b].
Sea f € L?[a,b]. Denotemos por P; a la proyeccién ortogonal de f sobre Ker(7T'). Como
f — Py e Ker(T)*,
entonces ”
f="Pr+ Y {f v, (2.11)
n=1
Puesto que Py € Ker(T'), se sigue que
(Pf,v,) =0 VYneN.
Observaciones 2.13:

5" Dado que el niicleo del operador integral T' es cuadrado integrable, tenemos que
a0 e¢]
T [Z<f7 Un>vn] = Z<f7 Un>T[Un]
n=1 n=1
La observacién 2.13 implica que la imagen de la expansién (2.11) bajo T es

T[f] = Y. {f vn)Tlon]. (2.12)

En consecuencia, mediante la relacién (2.10) podemos resscribir la expansién (2.12) como

T(f] = Z ol s U Uy, Vf e L*[a,b]. (2.13)

Esta representacién de T se llama expansion en valores singulares (SVE). Los niime-
ros positivos u, se conocen como wvalores singulares, las funciones ortonormales v, y u,
son funciones singulares de izquierda y derecha, respectivamente [41]. Esta expansion
generaliza la SVD.

Observaciones 2.14:

5" Dado que el niicleo k de T es cuadrado integrable, entonces mediante la SVE de T
podemos expandir & como [54] [110]:

k(2 y) = Y tintin (2)0n (). (2.14)
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2.6.1. SVEySVD

Veamos la relacién entre la SVE y la SVD. Lo que hacemos es discretizar la ecuacién
integral (2.1) con el método de Galerkin. Recordemos que escogemos dos conjuntos {p; }1
v {1;}1; de funciones ortonormales en L?[a, b]. Con estas funciones, obtenemos una matriz
A,xn v el lado derecho b dados por

b b

o = | [ *eweste)dady,
b ,7=1,...,n.
b = [ g,
Supongamos que A es invertible. Relacionamos sus valores singulares con los del operador
T'. Para ello comparamos el tamano del nicleo k con el de la matriz A en términos de sus
valores singulares.

Debido a que u,, y v, son ortonormales, a partir de la expansién (2.14) de k, tenemos

o0
I3 = ul.
=1
()

n .
Por otra parte, sean o/, . .. ,07(1 ) los valores singulares de A. Entonces

n

4 = 3 [

i=1

Con estas expresiones, podemos verificar las siguientes desigualdades [54]:

1=1,...,n.

(3

0< i — o < |k}~ | A3,
ai(n) < aﬁ"*” <

En consecuencia, los valores singulares de A se aproximan a los de T' conforme el orden
de la matriz aumenta y su discrepancia estd acotada por la diferencia de los tamanos del
nicleo y la matriz.

Ahora, consideramos la ecuacion lineal T[f] = g y su discretizacién Az = b. Ademas
de comparar los valores singulares de A y T', relacionamos los coeficientes (u;, g) de g con
los de b en base de vectores singulares, a saber, u]Tb.

Puesto que las funciones 1, . .., 1, son ortonormales, la proyeccion de g sobre el subes-
pacio generado por éstas es

o = 3 bt
=1

A partir de las componentes u; ; y v; ; de las matrices U y V, definimos las funciones

n

ugn) — Z waz y ’U§n> — Zvi7j(70i7 j = 1’ o, n.
i=1

i=1
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Estas satisfacen la identidad
<u§n), g™y = uJTb, j=,...,n.
Por lo que

(uj, 9) — <U§n), g™y -0 cuando n — o,

implica que los coeficientes u]Tb de b aproximan a los coeficientes (u;, g) de g.
De esta manera, la SVD de A en dimensién finita puede pensarse como una aproximacion
de la SVE de T en dimensién infinita [48].

2.6.2. Condicion de Picard

Vamos a usar la SVE para dar una condicién necesaria para que la ecuacién T[f] = g
tenga solucién. Supéngamos que g estd en la imagen de 7. Entonces con la SVE (2.13)
tenemos

g = Z :U’n<f7 Un>u7l'

Dado que las funciones singulares u, son ortonormales, se sigue que {g,u,) = p,{f, v,
para cada n € N. Luego, la expansién (2.11) de f se reescribe como

f="Pr+ i Mun, (2.15)

més atn, como la sucesién {v,} es base ortonormal de Ker(T)* y P; € Ker(T'), tenemos

2 2 $ <9,Un> 2
I£15 = 12715 + D] p :
n=1

n

Esta identidad nos da una condicién necesaria para la solucién f.

Condicion de Picard. Sea {u,} la sucesién de valores singulares del
operador compacto T : L?[a,b] — L?*[a,b| dado por

Tf](z) = f e

a

y sea {u,} su sucesiéon de funciones singulares de izquierda. Entonces la
ecuacion T'| f] = g tiene solucién dada por (2.15) si g € Im(7T') y

i (<g>un>)2 .

n=1 Hon

Esta condicién nos dice que si los coeficientes de g en la base ortonormal {u,} decaen a
cero mas rapido que los valores singulares de 7', entonces la ecuacion integral (2.1) tiene
solucién [21].
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2.7. Condicion Discreta de Picard

Queremos saber si un problema mal planteado dado por la ecuacién (2.1) satisface la
condicién de Picard cuando solamante tenemos un nimero finito de observaciones. Para
ello, damos una version discreta de la condicién de Picard discretos mal planteados. De
modo que si ésta se cumple, el problema continuo la satisface.

El operador T tiene un nimero infinito de valores singulares. Por lo que necesitamos

que la serie
i (<g> uz>) ’
Hi

i=1

converja. En cambio, en el problema discreto la matriz A con r valores singulares positivos,
el tamano de la solucién en términos de la SVD es

sy

i=1

Esta suma corresponde con la serie anterior hasta el r-ésimo término cuando discretizamos
por Galerkin.

En vez de dar una condicién sobre el tamano de la solucién de la ecuacién Ax = b, vemos
si los coeficientes u? b decaen méas rdpido que valores singulares o;, pues esto corresponde
a que los cocientes (g, u,) decaigan mas répido que los valores singulares y;. Al respecto,
Hansen [54] propone lo siguiente:

Sea 7 > 0 un nivel de perturbacién dado. Decimos que el problema dado
por la ecuacién Ax = b cumple con la Condicion Discreta de Picard
(DPC) si para todos los valores singulares o; de A mayores que 7, los
coeficientes correspondientes |ulb| de b, en promedio, decaen a cero méas
rapido que o;.

Podemos inspeccionar visualmente si la DPC se cumple con ayuda de la grdfica de
Picard, que consiste en una grafica en escala logaritmica base 10 sobre el eje vertical que
muestra los valores singulares ¢; de A en orden decreciente contra su subindice 4, junto con
los valores absolutos de los coeficientes u?b de b y los valores absolutos de los cocientes
(ui b)/o;.

Observaciones 2.15:

=57 Los cocientes (ulb)/o; son los coeficientes de la solucién de cuadrados minimos de
norma minima ! de la ecuacién Az = b en la base de vectores singulares de derecha.
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Para corroborrar numéricamente la DPC, promediamos los coeficientes u! b con la media
geométrica movil

i+q ﬁ
pl=<n\u]Tb\> ) i:q—i_lv"'an_q

Jj=i—q

para ¢ = {0,1,2,3}. La DPC se satisface si el cociente p;/o; decae mondtonamente para
aquellos valores singulares o; por arriba del umbral 7.

Primero damos el ejemplo de un problema discreto mal planteado que NO cumple la
DPC. Usamos el ejemplo de deconvolucién del capitulo 1.

Ejemplo 2.10. El problema discreto de deconvolucion en el Ejemplo 1.2 consiste en
resolver el sistema de ecuaciones lineales Ax = b, donde el vector de observaciones b esta
libre de ruido y A es positiva definida dada por

k(my—my) -+ k(mp —ma)
A —

k?(m2o - ml) Tt k(m20 - m2o)

t2 -
k(t) = —0.1i/ﬂ exp (——0 02) , mj = %.

En el Ejemplo 2.8 vimos que este problema estda moderadamente mal planteado. Ahora,
queremos saber si cumple con la DPC.

En la Figura 2.16 mostramos la gréafica de Picard del problema discreto de deconvolucién.
Los 20 valores singulares o; de A, marcados por (o) y ordenados de manera decreciente,
decaen gradualmente de 0.961 hasta 6.464 x 1078, Por otra parte, los valores absolutos
de los coeficientes u! b de b en la base de vectores singulares de derecha, marcados por
(A), se mantienen entre 1.829 x 10~7 y 1.6739 para subindice impar, mientras que los de
indice par se mantienen entre 1.734 x 10717 y 2.118 x 10~'%. Luego, los valores absolutos
de los coeficientes u! b/o; de la solucién ' de la ecuaciéon Az = b en la base de vectores
singulares de derecha, marcados por ({), se mantienen entre 0.016 y 1.74 en los subindices
impares, y aumentan de 3.605 x 10716 hasta 5.152 x 1079 en subindices pares.

Como los coeficientes u?b/o; de ' oscilan entre indice par e impar, entonces la poligonal
que une su media geométrica movil p; con ¢ = 2 se comporta en zigzag como se muestra en
la Gréfica de Picard 2.17. Esto nos sugiere que el problema de deconvolucién del Ejemplo
1.2 no cumple con la Condicién de Picard.
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107
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Figura 2.16: Gréfica de Picard para el problema discreto de deconvoluciéon Az = b del
Ejemplo 1.2. Mostramos en escala logaritmica a los valores singulares de A en orden decreciente
contra su subindice 4, asi como los coeficientes del lado derecho b y de la solucién ' en la base
de vectores singulares de derecha de A.
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Figura 2.17: Gréfica de Picard para el problema discreto de deconvoluciéon Az = b del
Ejemplo 1.2 con la poligonal, marcada por (¢), que une las medias geométricas méviles de los
coeficientes |ul'b|/o; de la solucién .
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Ahora, damos un ejemplo que cumple la DPC. Retomamos el Ejemplo 1.3. El problema
directo es obtener la funcién del caudal mediante la convolucién de k(y) = 16,/y con la
funcion que nos da la forma del vertedero. El problema inverso es una deconvolucion.

Cuando discretizamos el problema inverso, obtenemos un problema discreto mal plan-
teado. Nos interesa ver que ese problema cumple la DPC con observaciones libres de ruido.
Vemos el comportamiento de los valores absolutos de los coeficientes de la solucién de nor-
ma minima del problema inverso mal condicionado en la base de vectores singulares de
izquierda.

Asi, si el problema discreto cumple la DPC, podemos pensar que el problema continuo
de la forma del vertedero satisface la condicién de Picard.

Ejemplo 2.11. Cuando examinamos la sensibilidad de la solucién del problema discreto
de la forma del vertedero en el Ejemplo 1.3, formamos una ecuacién Ax = b, donde A es
una matriz triangular inferior dada por

16 . . 1 .« . .
1—)+35, s1tz=), ..
a;; = {2003/2 Vi T J ij=1,...,200.

0 en otro caso,

Queremos ver si este problema discreto satisface la DPC.

Primero, consideramos las observaciones libres de ruido b; = 2? en los 200 puntos de
la malla uniforme del intervalo [0,1]. En la Figura 2.18 mostramos la gréfica de Picard
correspondiente. Los 200 valores singulares o; de A, marcados por (o) y ordenados de
manera decreciente, decaen gradualmente de 6.344 a 1.101 x 1073. Por lo que el problema
discreto estd ligeramente mal planteado. Observamos en la Grafica de Picard 2.18 que los
valores absolutos de lo coeficientes u? b del lado derecho b en base de vectores singualres de
derecha, marcados por (A), decaen més rapido que sus respectivos valores singulares. Por
eso los valores absolutos de los coeficientes ul b/o; de la solucién ' de la ecuacién Az = b,
marcados por (¢), se muestran como una sucesion decreciente. Asi que el problema discreto
mal planteado de la forma del vertedero cumple con la DPC.

Ahora, supongamos que el vector b tiene ruido aditivo € identicamente distribuido bajo
una gaussiana de media cero y de varianza 0.01. Esta vez en la Grafica de Picard tenemos
que los valores absolutos de los coeficientes u! (b+€) de b+€ decrecen de i = 1 hasta i = 29,
y despties se dispersan como se ve en la Figura 2.19. Sea x g el estimador de cuadrados
minimos para z'. Entonces los valores absolutos de los coeficientes u? (b+€)/o; de x5 en
la base de vectores singulares de derecha decrecen inicialmente hasta dispersarse a partir
de 7 = 29.

En la Figura 2.20 mostramos otra Grafica de Picard del problema discreto con obser-
vacionescon ruido. En esta ocasion, usamos la media geométrica movil p; con ¢ = 2 para
concentrar la dispersién de los coeficientes |u! (b+€)|/o; de x5 en una poligonal, marcada
con (), que decrece desde el subindice ¢ = 3 hasta i = 31 y posteriormente oscila.
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o valores singulares o;
» coeficientes |ul'b| de b
o coeficientes |ulb|/o; de x

. . . . . . . . .
1 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
)

Figura 2.18: Grafica de Picard para el problema discreto Ax = b de la forma del vertedero
del Ejemplo 1.3. Mostramos en escala logaritmica a los valores singulares de A en orden
decreciente contra su subindice 4, asi como los valores absolutos de los coeficientes del lado
derecho b y de la solucién ! en la base de vectores singulares de derecha de A.
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Figura 2.19: Gréfica de Picard para el problema discreto Az = b + € de la forma del
vertedero del Ejemplo 1.3. Esta vez mostramos en escala logaritmica a los valores absolutos de
coeficientes de b + € y del estimador de cuadrados minimos ;g de = en la base de vectores
singulares de derecha de A.
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o valores singulares o;
» coeficientes |ul (b+ €)| de b+ ¢
——coeficientes |ul (b+ €)|/o; de z1g
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7

Figura 2.20: Grafica de Picard para el problema discreto Ax = b + € de la forma del
vertedero del Ejemplo 1.3. Mostramos en escala logaritmica a la poligonal, marcada por ({),
con las medias geométricas méviles de los coeficientes |u! (b + €)|/o; del estimador x g de xf

en la base de vectores singulares de derecha de A.

Asi, el problema discreto mal planteado cumple parcialmente la DPC para los 29 valores
singulares més grandes cuando las observaciones tienen ruido.



CAPITULO 3

REGULARIZACION

Estamos interesados en resolver problemas lineales mal planteados, su discretizacién da
lugar a un sistema de ecuaciones lineales Ax = b, donde la matriz A estd mal condicionada.
En consecuencia, los errores de truncamiento en la discretizaciéon y los errores por redondeo
que acumulamos en los célculos numéricos ocasionan que la solucién calculada tenga altas
oscilaciones

Queremos conseguir una buena aproximacién de la soluciéon del problema discreto mal
planteado. Sin embargo, los ejemplos del Capitulo 1 muestran las dificultades que se pre-
sentan en la resolucion de estos problemas. En vez de tratar directamente con el problema,
lo que hacemos es modificarlo adecuadamente.

Tikhonov fue el primero en sugerir un enfoque nuevo para resolver problemas mal plan-
teados. Antes, estos se resolvian usando solamente informacién adicional para aislar una
clase de soluciones admisibles. Esta formulacion modifica al problema mal planteado y
lo reemplaza por otro bien planteado. Partiendo del hecho de que ademas de los datos
aproximados, conocemos la precisién del error en los datos, en 1963 [113] [114], él esta-
blece y justifica el metédo més popular para resolver problemas mal planteados, llamado
regularizacion [61].

De manera independiente, el método de regularizaciéon para resolver problemas mal
planteados fue introducido en América por Phillips [97] en 1962. El introduce un término
de suavizamiento en la soluciéon que resulta de la inversién del sistema de ecuaciones
obtenido por regla de cuadratura. Un afo mas tarde, Twomey [117] extendié el trabajo
de Phillips e introduce otro término de suavizamento.

La idea de la regularizacion es reemplazar el problema mal
planteado por otro bien planteado de modo que la solucién del
nuevo problema sea una buena aproximacién de la solucién bus-
cada.

Escogemos una coleccion de problemas bien planteados, eligimos uno de esta coleccién, y
calculamos su solucién. Los problemas de la coleccion dependen de un pardmetro llamado
parameto de regularizacion. Por cada valor de éste, tenemos un problema distinto, su
solucién se llama solucion regularizadora.

Una vez que elegimos el valor del parametro de regularizacién, la solucién regularizadora
se toma como aproximacion de la soluciéon del problema mal planteado. En resumen, en
la regularizacion realizamos las siguientes tareas:

% Calcular soluciones regularizadoras en funcién del parametro de regularizacion.

%< Elegir el pardmetro de regularizacién adecuado.

67
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Observaciones 3.1:

5" La familia de problemas puede ser finita, o bien depender de un parametro continuo,
o de uno discreto.

5" En la practica, un problema bien planteado puede estar mal condicionado. Asi que en
la regularizacién, lo reemplazamos por otro que ademés de estar bien planteado, no esta
tan mal condicionado.

5" Ademés de los errores de truncamiento y por redondeo, los problemas tienen obser-
vaciones con ruido. En ese caso buscamos un estimador de la solucién del problema mal
planteado.

3.1. Introduccion a la Regularizacion mediante SVD

Para regularizar problemas discretos mal planteados usamos la SVD como nuestro punto
de partida. Sean o1 > -+ = o, los valores singulares positivos de la matriz A de tamano
m X m y rango r. Sean wi,...,u, y vi,..., 0, sus vectores singulares de izquierda y de
derecha, respectivamente. Como los valores singulares pequenos de A son responsables del
mal condicionamiento, lo primero que intentamos es removerlos.

3.1.1. SVD Truncada

Mediante la SVD, tenemos que A es la suma de matrices de rango uno
T
A= Z ol
i=1

Al remover los valores singulares mas pequenos, truncamos esta suma. Dado k € {1,...,7},
quitamos los r — k valores singulares més pequenos. Obtenemos la matriz

k
Ay = Z ouvl
i=1

Observaciones 3.2:

5" Recordamos que los Teoremas 2.2 v 2.3 nos dicen que Ay, es la matriz de rango k més
cercana a A con la norma espectral y la norma Frobenius para k = 1,...,7.

Si reemplazamos A por A; en el Problema de Cuadrados Minimos, entonces tenemos la
siguiente coleccion de problemas:

min [|[Agx — blls, k=1,...,r (3.1)
xeR"
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En cada caso, la solucién de norma minima que obtenemos es

Este método se conoce como SV D truncada. La matriz Aj, se llama matriz TSVD de A
con nivel de truncamiento k [51],[56].

Observaciones 3.3:

5" La deduccién de xj, es andloga a la de la solucién de cuadrados minimos de norma
minima xrs. De hecho, cuando k£ = r, tenemos que Ay = Ay ) = x1s.

=" Los Problemas (3.1) estdn mejor condicionados que el problema de cuadrado mfnimos
(2.6), pues con los valores singulares de A en orden decreciente tenemos que

ma(Ar) = 2 < 2 = (A)

(% O

La idea de la regularizacién por SVD truncada es quedarse con los coeficientes u? b de b
asociados a los valores singulares méas grandes. En este caso, el pardmetro de regularizacién
es el nivel de truncamiento k y la solucién regularizada es xj. En [47], Hansen justifica
el uso de la SVD truncada como método de regularizacion para matrices ligeramente mal
condicionadas.

Ejemplo 3.1. En el problema de la reconstruccion del haz de luz (Ejemplo 2.5) debemos
resolver la ecuacion integral

™

Usamos el método de colocacion en 20 dngulos ¢; € [—7/2, 7/2] con cuadratura compuesta
del punto medio para obtener valores aproximados de la funcién f : [-7/2,7/2] — R. De
esa manera, el problema discreto es resolver la ecuacién Ax = b, donde

sin(7(sin ¢; + sin ¢,
7(sin ¢; + sin ¢;)

™

20

2

a; = (Cos¢i+cos¢j)2( ))) , bi=gle), i4,7=1,...20

Anteriormente ya calculamos la solucién &' de cuadrados minimos con norma minima
de la ecuacion Az = b. con las 20 observaciones b; de la Tabla 2.3. Denotamos a su i-ésima
componente por x'(i). Para aproximar los valores de f, usamos la poligonal que en ¢; tiene
el valor z'(i). En la Figura 2.9 vimos la grafica de esta aproximacién.

Ahora, al lado derecho b le agregamos ruido € que esta identicamente distribuido bajo
una gaussiana de media cero y desviacion estandar 0.01. Queremos recuperar los valores

de la funcién f a partir del sistema de ecuaciones lineales Ax = b + €.
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— f(0) —o— frs(0)

x10 *

D

—
—
o

g

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figura 3.1: Poligonales f y fus que en el dngulo § = ¢; tienen los valores x'(i) y x15(3),

respectivamente.
1010 L
10° F
L 10 |8 { o valores singulares o;
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Figura 3.2: Gréfica de Picard para el problema discreto Ax = b + € de reconstruccién 1D del
haz del Ejemplo 2.5. Mostramos en escala logaritmica a los valores singulares de A, los
coeficientes de b + € en base de vectores singulares de derecha de A y la poligonal con las
medias geométricas méviles de los coeficientes |u] (b + €)|/0; del estimador x5 de la solucién
de norma minima z' de Az = b.
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—f(0) —e—fr(0) —f(0) —e—f(0)

(c) k=13 (d) k =14

Figura 3.3: Para la reconstruccién 1D del haz de luz en el Ejemplo 2.5 aproximamos f por la
poligonal fi que en los puntos ¢; tiene los valores de la componentes de la solucién regularizada
x obtenida por SVD truncada.

Sea x5 el estimador de cuadrados minimos de ' que obtenemos a partir de la ecuacién
Ax = b+ €. En el angulo ¢;, la i-ésima componente del estimador xg, denotada por
x1s(7), aproxima a x'(i). Mediante una poligonal frg unimos los puntos (¢,, xs(7)). En
la Figura 3.1 comparamos los valores de las componentes de ;g v ' con las graficas de
fus v f, respectivamente. Los valores de f1,g sobrepasan notablemente a los de f, pues las
discrepancias entre ;g v ' son considerables. Esto se debe al mal condicionamento del
problema discreto. De hecho, ky(A) ~ 9.7534 x 10'°.

Como la sucesién de los valores singulares o; de A decrece més rapido que e~%/?

, tenemos
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un problema severamente al planteado. En la Figura 3.2 mostramos la Grafica de Picard
para este problema discreto mal planteado. Vemos que los valores singulares o; de A
decrecen més rapido que los valores absolutos de los coeficientes u! (b + €) de b + € en la
base de vectores singulares de derecha de A. Por eso observamos que la curva con la media
geométrica mévil de los coeficientes |u! (b + €)|/0;| crece. Luego, la DPC no se cumple.
Aun asi, tratamos de regularizar el problema discreto mal planteado.

Usamos la SVD truncada para regularizar el problema. Damos soluciones regularizadas
x, para cuatro valores del nivel de truncamiento k. Mediante una poligonal f; unimos los
20 puntos (¢,, zx(7)). En la Figura 3.3(a) nos quedamos solamente con el valor singular
més grande (k = 1). La aproximacién f; que obtenemos en este caso es una campana con
méximo en 6 = 0 que no se ajusta a f. En la Figura 3.3(b), tomamos k = 5. Esta vez la
poligonal f; se ajusta mejor a f, aunque tiene discrepancias pequenas para 0 < 0 < —m/2.
Para k = 13, se reducen las diferencias entre los valores de f; y f sin tener mas oscilaciones
como pueve verse en la Figura 3.3(c). Cuando k = 14, se generan oscilaciones de alta
amplitud en la poligonal f; que sobrepasan a los valores de f, pues las componentes
ruidosas tienen mayor peso. Véase Figura 3.3(d).

En la practica, las observaciones se ven afectadas por errores que repercuten en la

solucion del problema. En las senales con ruido gaussiano o en las mediciones tomadas por
un dispositivo, el error es aleatorio.

En ocasiones, en un problema discreto mal planteado dado por la ecuacion Ax = b, se
sabe que el vector de observaciones es

b= bexacto + €,

donde beyacto €s desconocido y € es un vector aleatorio no observable. En términos de los
valores y vectores singulares, la solucién regularizadora x; puede expresarse como

kT

kE T
o ui bexacto ui € k’ o 1
T = T'Ul‘f‘ v;, =1,...,T.

i=1 v i=1
El primer término es la solucion de cuadrados minimos del problema libre de ruido

;1’611%% ||Akw - bexacto”Qa

mientras que el segundo término es la propagacion del error en la solucién del problema
perturbado

min [Axx — (bexacto + €)|2-

xeR"”

Con la SVD truncada, tratamos de escoger el nivel de truncamiento k£ de modo que ate-
nuemos la influencia del error en la solucién regularizadora xy.
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( )

Ejemplo 3.2. Retomemos el problema de la forma del vertedero (Ejemplo 1.3). Dada
la funcién del caudal c(z) = 22, resolvemos numéricamente la ecuacién integral

16fz Vi—yfly)dy =c(z), 0<z<1.
0

para encontrar valores aproximados de la funcién f que nos da la forma del vertedero.

.18 0.2

sol . exacta sol . exacta
—+——sol . regul arizada 1 18 —+—sol. regul ari zada

.16+
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.14

L14r

L12¢
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.02} g ook

o . . . . 0 . . . .

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y y
(a) k=5 (b) k=15
0.2 T T T 0.2 T T T
sol . exacta sol . exacta

18 —+—sol. regul ari zada i 18 —*—sol. regul ari zada

. . . . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y y

(c) k =50 (d) k=15

Figura 3.4: Para el problema inverso del Ejemplo 1.3 aproximamos la solucién
f(y) = \/y/(2m) por la solucién regularizada @y del problema discreto mediante SVD truncada.

Discretizamos la ecuacion integral con el método de colocacion en la malla uniforme
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z; = 7/200, 5 =0,...,200 del intervalo [0, 1]. De este modo,

% —J Vzi — yf(y)dy = Z C VE =yl )y

j=1v%-1

Por cuadratura de punto medio, se sigue que

SN2 i .
i 16 o1, /251
(%) - ]; g0\ T ot (2(200))
Asi que el problema es resolver la ecuacién Ax = b, donde

NS 16 \/—1 LS s
7 : 1—J+ 5, Sli=], ..
b; = (_> » Qij = {2005/2 T ’ i, =1,...,200.

200 0 en otro caso,

Agregamos ruido aleatorio € de distribucién normal con FE(e) = 0 y Cov(e) = 10741
al vector b. Queremos recuperar los valores de la funcién de forma f a partir del sistema
de ecuaciones lineales Ax = b + €. Vamos a usar la SVD truncada para regularizar este
problema discreto mal planteado.

En la Figura 3.4 aproximamos los valores de la funcién solucion

fly) = y/(2m)

sobre el intervalo [0, 1] con los valores que nos da la solucién regularizadora @) obtenida
por SVD truncada. Para k£ = 5, la solucién regularizada oscila con altas amplitudes. Asi
que las discrepancias entre la funcion f y los valores de las @; son notables. Conforme
aumentamos el pardmetro, de k = 15 a k = 50 vemos como la solucion regularizada oscila
mas y reduce su amplitud. Si continuamos aumentando el nivel de truncamiento, el ruido
ejerce mayor influencia y las discrepancias aumentan como se ve en el caso k = 75.

3.1.2. SVD Selectiva

Una variante de la SVD truncada consiste en seleccionar los coeficientes de la solucién
de cuadrados minimos de norma minima de la ecuacién Ax = b que aporten informacién
relevante. Lo que hacemos es usar los coeficientes u! b de ' de tamafio mayor que un
umbral dado 7 > 0. De este modo, en vez de emplear x;, usamos

ul'b
L, .= Z v;.

(%2
lul'b|>T !

Este método se conoce como SV D selectiva. El parametro de regularizaciéon es 7 y la so-
lucién regularizada es x,. La eleccién pertinente del umbral 7 debe remover los coeficentes
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u!l'b por debajo del nivel del ruido [101].

Cuando el vector de observaciones b tiene error aditivo aleatorio €, vemos la influencia
de este error en los coeficientes u! b de x, para elegir el pardmetro 7. En ese caso, b es un
vector aleatorio.

Considere el modelo de regresion

b= Ax + €,

donde E(e) = 0 y Cov(e) = n*I. El vector b es aleatorio. En cambio, u! Az no lo es.
Entonces
var(ul b) = var(u] Az + u! €) = var(u! €)

Puesto que

var(u] €) = u; Cov(€)u,,
se sigue que

var(u! b) = u! Cov(€)u,

Luego, |u;|2 = 1y Cov(€) = n*I implican que

var(u! b) = n?.
Por eso el umbral que escogemos es 7 = 1.
Observaciones 3.4:

5" Para evitar incluir coeficientes al nivel del ruido, incluimos un factor v > 0 como
sugiere Hansen [54]. Asi que tomamos 7 = vn.

Ejemplo 3.3. En el Ejemplo 2.1, usamos el método de Galerkin con regla de trapecio
para discretizar la Fcuacién de Phillips

f k(s — ) (D)t = gls), |s| <6 (3.3)

—6

con nucleo

y observaciones

o(6) = 6 1) (14 eos (7)) + gsin (1),

La aproximacién de la solucion f es la combinacion lineal de n funciones sombrero
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—, sl §;<s<s;

) VI J+1
©i(s) = 12
0, en otro caso,

j=1,...,n.

Los coeficientes z; se obtienen de la ecuaciéon Az = b + €, donde

1 /12
by = A (9(s:) + g(si41)),
CLZ‘J' = ﬁ (k’(sz — Sj) + ]{I(SZ‘+1 — Sj) + k’(SZ — Sj+1) + k(3i+1 — Sj+1>) s

€ = D€', donde D es una diagonal con elementos entre 1072 y 1072 y € ~ N(0, I).

—f(t)——Fp(t)

80

60 -

40t

20

o

_20 L

-80 L L L L L
-6 -4 -2 0 2 4 6

Figura 3.5: Graficas de la solucién f de la ecuacién de Phillips y la expansién Py por funciones
24 sombrero cuando hay ruido gaussiano € en observaciones

En la Figura 3.5 comparamos la solucién andlitica f de la Ecuacién de Phillips con su
aproximacién Py en n = 24 funciones sombrero ;. Los coeficientes son las componentes
del estimador x ¢ de de cuadrados minimos de la ecuacién Ax = b+ €. El ruido gaussiano
€ en las observaciones ocasiona que Py presente oscilaciones. En este caso el valor singular
més grande de A es o1 = 5.786, el més pequeno es ooy = 1.3631 x 107°, y por consiguiente
el nimero de condicién es ky(A) = 4.2447 x 10°.

La grafica de Picard del problema se muestra en Figura 3.6. Observamos que la mayoria
de los valores absolutos de los coefientes uiT(b + €)/o; del estimador g van aumentando
a partir del subindice ¢ > 5. Por lo que la condicion discreta de Picard se cumple con los
5 valores singulares méas grandes. Esto nos sugiere regularizar el problema
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Figura 3.6: Gréfica de Picard para el problema discreto Ax = b+ € de la Ecuacion de Phillips
obtenido por método de Galerkin con 24 funciones sombrero. Mostramos en escala logaritmica
a los valores singulares o;de A (o), los coeficientes |u! (b + €)| de b + € en base de vectores
singulares de derecha de A (A), y los coeficientes |ul (b + €)|/o; del estimador z1s ().

Usamos la SVD selectiva para obtener soluciones regularizadas x, de Ax = b + €.
Las componentes x,(1),...,x.(24) de x, son los coeficientes de la combinacién lineal de
funciones sombrero

fr(t) = Z w‘l’(])d)](t)

24 funciones sombrero Ko(A) = 4.2447 x 10°

T If = felw | K If = fileo
0.008 0.70258 | 5 0.159478
0.01 0.52457 | 10 0.070222
0.02 0.05322 | 15 0.682979
0.5 0.15863 | 20 5.57299

100 funciones sombrero ka(A) = 2.68399 x 108

T If = frloo | K If = felo

0.008 | 9.22099 x 10* | 20 0.957077

0.01 | 8.60705 x 10* | 50 33.9469
0.02 | 4.01476 x 1072 | 75 5.05458 x 102
0.5 0.145833 | 90 6.36816 x 10°

Tabla 3.1: Errores de las soluciones regularizadoras f, y fi obtenidas por SVD selectiva y
truncada en el problema de la Ecuacién de Phillips para 24 y 100 funciones sombrero.
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En la Figura 3.7 mostramos las gréaficas correspondientes a cuatro valores distintos de
7. Con 7 = 0.02 tenemos la menor discrepancia de las cuatro expansiones f..

—f() =P (1) — () —e=Pp(t)
25 ; ; ; ; ; 25

(a) 7 = 0.008 (b) T = 0.01

—f() =P (1) —f(t) —e—Pp(t)
25 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 25

-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6

(c) 7=0.02 (d) 7=0.5

Figura 3.7: La solucién f = k de la Ecuacién de Phillips y la combinacién lineal f; de 24
funciones sombrero. Los coeficientes de f son las componentes de @, y el parametro de
regularizaciéon es 7.

En la Tabla 3.1 para n € {24,100} mostramos la discrepancia ||f — f;|» para cuatro
valores diferentes del umbral 7 ademaés de la discrepancia | f — fx||s para el problema regu-
larizado por SVD truncada para cuatro distintos niveles de truncamiento k. Observamos
que cuando tomamos 100 en vez de 24 funciones sombrero, |f — fi|« aumenta del orden
de 107! a 103 cuando k aumenta de 20 hasta 90. En cambio, |f — f; |« es del orden de 10*
para 7 < 0.01; mientras que ||f — f;|«es del orden de 1072 para 7 = 0.02.
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3.2. Factores Filtro

La estimacion estadistica y la construcciéon de modelos son problemas inversos donde
deseamos hacer inferencias sobre un fenémeno a partir de informacién parcial o completa.
A menudo, los valores de los estimadores de cuadrados minimos, de maxima verosimili-
tud o de distancia minima son sensibles a pequenas perturbaciones en los datos. Por lo
que tratamos con problemas inversos mal planteados. Los algoritmos para resolver estos
problemas inversos se conocen como algoritmos de inversion. El principio béasico que
siguen es buscar una solucion que sea consistente tanto con los datos observados como con
la informacion a prior: sobre el comportamiento del fenémeno bajo estudio. Los métodos
de regularizacion implementan este principio.

Considere el problema discreto mal planteado dado por b = Ax + €, donde A € R™*"
de rango n con m = n. Sea A = UXVT una SVD de A. Tanto la SVD truncada y la SVD
selectiva usan los cocientes (u!b)/o; del estimador de cuadrados minimos de x. Cuando
aplicamos estos métodos, filtramos los coeficientes ruidosos de la solucién del problema.

Introducimos pesos @1, ..., @, € [0,1] en la solucién de cuadrados minimos de norma
minima dada por la SVD de modo que la solucién regularizada sea

n
u; b
Lreg = 2301 o ;.

i=1 v

Llamamos factores filtro a los pesos ¢; [51]. Estos dependen de un pardmetro continuo
o discreto. En el caso de la SVD truncada con nivel de truncamiento k € N, tenemos que

)L, sii<k,
vi 0, de otro modo.

En cambio, si usamos la SVD selectiva con un umbral 7 > 0, entonces

)L sifulb] >,
v 0, de otro modo.

Mediante las matrices

-1 _
— 0
¥1 0 7 .
o-| y =t- o
0 ©n 0 o,
B O(mfn)xn ]

podemos escribir la solucion regularizadora en aritmetica exacta como

Tpeg = VOXTUTD.
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El objetivo del método de regularizacion por factores filtro es usar a @, como un
estimador de x. Para medir lo cerca que estd x.., de x, usamos el error en media
cuadrdtica:

MSE(CEreg) = E(Hmreg - CBH%)

O’Sullivan [94] menciona que las caracteristicas de un algoritmo de inversiéon pueden
estudiarse mediante el error en media cuadratica, el cual puede separase en sesgo y va-
rianza. El sesgo mide errores del sistema, mientras que la varianza mide errores aleatorios.
Usamos esta idea en la regularizacién por factores filtro.

En términos del sesgo € — E(x,ee) ¥ la matriz de covarianza de @, €l error en media
cuadratica se expresa como

MSE( i) = Tr (Cov(@ieg)) + | — E(wrcs) 3 (3.4)

Como el ruido € que tratamos cumple con las condiciones de Gauss-Markov, podemos
expresar MSE(x,,) en términos de los factores filtro y valores singulares.

Proposicién 3.1. El error en media cuadrdtica del estimador .o €s

MSE(e) = 7° (ﬁ) + 31 - 20Ty

=1

Demostracion. El valor esperado de la solucién regularizadora @,ey €s
E(Xreg) = VOXTUTE(Az) + VOXTUT E(e)
Dado que E(e) = 0 y no hacemos supuestos estadisticos sobre Az, tenemos que
E(Xreg) = VOXTUT Az = VISRV .
Puesto que A es de rango completo, ¥13 = I,,,,,. En consecuancia,
E(Trg) = VOV .

Entonces
T — E(Tyeg) = (I - VOV )z

Debido a que V' es una matriz ortogonal, se sigue que
T — E(Xreg) = V(I —®)V'x

Asi que

n

[& = E(@reg)5 = D (1 = i) (] ) (3-5)

i=1
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Por otra parte,
Treg — E(Xreg) = VoXiUuTe.

Por lo que
Cov(@) = E ((VoxTuTe) (vosTuTe)")

esto es,

Cov(Zreg) = VOSTUTE(ee UL RTVT.
Puesto que la matriz U es ortogonal y
E(ee”) = n*I,

se sigue que
Cov(Zreg) = N*VOXIST FTVT

de donde

Por consiguiente,

Debido a que

tenemos que ,
T (Cov(an)) =135 (2] (36)

En consecuencia, al sustituir las férmulas (3.5) y (3.6) en la Identidad (3.4), obtenemos la
identidad deseada. L J

Sin importar como elijamos los factores filtro, el error en media cuadratica de @, tiene
un valor minimo respecto a los ¢; [19]. Para ver esto, sea M : [0.1]" — R la funcién dada
por

M(p1,...,¢0n) = MSE(2yeq)-

A partir de la expresion (3.2) que nos da el Teorema 3.1, tenemos que
2

oM :
oo = [(* + (v x)?) i — (v]x)?], i=1,....n.

Entonces los factores filtro éptimos son

T )2
o= W
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Por lo que el valor minimo de MSE(&,es) €s

)2

77+'v:z:))

M(p™, . P = Z

Una manera para que este valor minimo sea pequeno es que los sumandos sean menores
que un umbral § > 0:

20 T2
277(0“1'; <6, i=1,...,n,
a; (n* + (v x)?)
de donde 52
(vix)? < 77 i=1,...,n

Como A es de rango completo por columnas, tenemos que
ul Az = ! UV z = owlx, i=1,... ,n
En consecuencia,
(ul Ax)? on?c?

2 N 22 ’
9; n*foi =0

1=1,...,n.

Asi, (u] Az)?/0? esté aotado por arriba por una cota que se hace mas pequena conforme
i aumenta. De aqui, los coeficientes |u! Az| deben decaer a cero més rapido que los valores
singulares para que el valor minimo de MSE(«,s) sea pequeno.

Observaciones 3.5:

=57 Si reemplazamos a Az por b = Az + € en el cociente (ul Az)?/0?, entonces lo que
estamos pidiendo es que |u! b| debe decaer a cero mds rapido que o3, esto es, que se cumpla
con la DPC.

3.3. Regularizacion de Tikhonov

Un método clasico para regularizar un problema discreto mal planteado es penalizar
el Problema de Cuadrados Minimos (2.6) con el tamafio de la solucién. Este método
se conoce como regularizacion de Tikhonov [113],[114]. Las soluciones de cuadrados
minimos del problema discreto mal planteado estan dominadas por coeficientes asociados a
altas frecuencias. Cuando incluimos el término |z, en el problema de cuadrados minimos,
intentamos suprimir el efecto de estas altas frecuencias.

La regularizacion de Tikhonov consiste en resolver

y B2 1 222
min {[| Az —b|; + X*|a[3} . (3.7)

para un factor A > 0 que es nuestro pardametro de regularizacién [30]. La solucién regula-
rizada se denota por x,. El balance entre el tamano del residuo ry = Ax, — b y el tamano
de la solucién @) estéd controlado por .
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Observaciones 3.6:

I=5" Mientras més grande sea A, el tamaifio de la solucién regularizada disminuye:

|zx]2 = 0 cuando A\ — oo.
Por otra parte, mientras mas pequena sea A, la solucion regularizadora se acerca mas al
estimador de cuadrados minfmos ' del problema discreto mal planteado:

|z — xf|s -0 cuando A — 0.
Notamos que

[HESHI

Por lo que resolver (3.7) equivale a resolver el problema de cuadrados minimos amortigua-

4]-[]

Los puntos criticos son las soluciones de la ecuacién

AT TAT. (A" [®
o] L= = L ol
A partir de esta ecuacion, obtenemos las ecuaciones normales regularizadas
(ATA+ XT)x = A"b. (3.8)
El parametro A es un desplazamiento con el que intentamos pasar de columnas colineales
a columnas ortogonales.

Mediante la SVD de A podemos conocer la solucion de las ecuaciones normales regula-
rizadas.

2
= ||Az — b[3 + | \z||5  VxeR™
2

2
min
xeR™

2

Teorema 3.2. Sea A € R™*™ con m = n. Sean oy, ...,0, sus valores sin-
gulares, posiblemente algunos iguales a cero. Sean wq,..., Uy, Y V1,...,V,
sus vectores singulares de izquierda y derecha, respectivamente. Entonces la
solucion de las ecuaciones normales reqularizadas (3.8) es

n

wA=Z % (u!'b)v;.

2 | )2
o+ A

Demostracion. La matriz A tiene una SVD

01

mXxXm mXn nxn
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Dad
ado due UTU =1, v Vv =1,

tenemos que
ATA+ X1 =vey'vT + v,
es decir,
ATA + N1 = Vdiag(of + N2, ... 02 + AV,

Notamos que la matriz diagonal tiene los valores propios de ATA + A2I y los vectores
singulares de derecha son sus respectivos vectores propios. Como A # 0, entonces los
valores propios de AT A + \I son positivos. Por lo que esta matriz es positiva definida, de
hecho, su inversa es

_ 1 1
ATA+ 227 = Vdiag [ ———, ..., VT
( ) A ESY o2 + N2
Por consiguiente, la solucién de las Ecuaciones Normales Regularizadas (3.8) es
: 1 Ty STT
:BA=Vd1ag<0%+)\2,...,ag+)\2)V V'U"b.
Como oulb
VIV=1I, y YUb=| : |,
o,ulb
entonces o1uTb
T —['v v]dia ! !
o,ulb
De este modo, conseguimos la expansion deseada de x). L

Observaciones 3.7:

5" La regularizacién de Tikhonov usa los factores filtro
I=5" Bajo condiciones de Gauss-Markov, el sesgo de x, es

n )\2 2
|z — E(z))[3 = <m> (v 2)*.

i=1
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( )

Ejemplo 3.4. El problema discreto de la reconstruccién del haz de luz (Ejemplo 2.5) es
resolver la ecuacién Ax = b, donde

b; = g(¢;) dado por la Tabla 2.3

aij = 210((:05 b; + cos ¢;)? <
¢ = (i—1/2)m/20 — /2,

sin(7(sin ¢; + Sin¢j)))2 i,j=1,...20
W(Sin ¢Z e ¢J) , s S .

(a) A =10 (b) A=0.1

-1 -05 0 05 1 15 -1 -05 0 05 1 15
0 0

() A=1 (d) A=5

Figura 3.8: Poligonal f que nos da la intensidad de luz incidente en la reconstruccién 1D del
haz en el Ejemplo 2.5 y la poligonal f) que toma los valores de las componentes de la solucién
regularizadora de Tikhonov x).
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Sea ' la solucién de cuadrados minimos de norma minima de Az = b. Agregamos a
b ruido € distribuido bajo una gaussiana con E(€) = 0 y Cov(e) = 107*I. A partir de la
ecuacion Ax = b + €, deseamos recuperar los valores de la poligonal f que en el angulo ¢;
tiene el valor x'(i). Esta vez usamos regularizaciéon de Tikhonov.

Sea fy la poligonal sobre el intervalo [—m/2,7/2] que interpola las componentes de la
solucién regularizada x) en los dngulos ¢;. En la Figura 3.8(a) mostramos la funcién f
junto con su aproximacién fy para A = 107%. Observamos las altas oscilaciones de fy
a comparacién de la funciéon f. En la Figura 3.8(b) observamos que para A = 0.1, las
discrepancias entre f y f) son pequenas. Si el parametro A se hace mas grande, los valores
de fy estan cerca de cero. Como puede verse en la Figura 3.8(d). De las cuatro soluciones
regularizadas tomamos la del pardmetro A = 0.1

Observaciones 3.8:

5" En los ejemplos que hemos visto en este capitulo, es importante seleccionar un valor
adeacuado del parametro de regularizacion para que la solucién regularizadora obtenida
por SVD truncada, SVD selectiva, Tikhonov o factores filtro aproxime a la solucién del
problema mal planteado con pequenos errores. Esta tarea se explica con detalle en la
Seccion 3.5.

3.3.1. Aplicacion en Imagenes Digitales

En el siguiente ejemplo tratamos un problema mal planteado del procesamiento de
imagenes digitales.

Deblurring: Dada una imagen difuminada, obtener una imagen de la misma
escena con menos degradaciones.

La idea de este problema es obtener un modelo para difuminar imagenes. Dada una imagen
ideal F, buscamos una transformaciéon B entre espacios de imégenes que la convierta en
la imagen difuminada G. El problema directo es dados F y B, obtener G = B(F). El
deblurring es el problema inverso, a saber, dados G y B, hallar F tal que B(F) = G.
Para dar una formulacién matematica del problema, representamos una imagen digital
en escala de grises mediante una matriz con elementos en el intervalo [0, 1]. Cada posicién
de la matriz indica una muestra o pixel de la imagen. Lo que hace la transformaciéon B es
asignar a cada pixel un promedio ponderado de los valores de los pixeles que se encuentran
alrededor. Los pesos estan dados por una funcién que dispersa el brillo de un pixel a sus
vecinos. Apilamos las columnas de las matrices de las imagenes en vectores. De ese modo,
B puede verse como una transformacion lineal sobre un espacio euclideano. Por lo que el
problema de deblurring se reduce a resolver un sistema algebraico de ecuaciones lineales.
En el Capitulo 4 explicamos con mas detalle el problema de Deblurring. Mientras tanto
vemos que el sistema de ecuaciones que obtenemos esta mal condicionado. Esto ocasiona
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que la imagen obtenida tenga mas degradacion. Mediante la regularizacién de Tikhonov,
tratamos de obtener una mejor imagen.

Observaciones 3.9:

55" Aclaramos que no hay un consenso general para la traduccién al espafiol del término
deblurring.

Ejemplo 3.5. Considere la Imagen desenfocada con ruido gaussiano € de media cero y
varianza 0.01 del Alma Mater de la Universidad de la Habana de m x n pixeles en formato
JPG que mostramos en la Figura 3.9 con m = 1600 y n = 1200. Los valores de los pixeles
de la imagen desenfocada estan en una matriz G de tamano 1600 x 1200. Queremos hallar
la matriz F' del mismo tamano que nos da la imagen restaurada.

Figura 3.9: Imagen difuminada con desenfoque gaussiano de desviacion estandar 3.

En nuestro caso, la funcién que ocasiona el desenfoque es la gaussiana de media cero
con desviacion estandar 3

k:{-m/2,...,m/2} x {-n/2,...,n/2} > R
) 1 P2 + 52
i = ———exp | ———=
I3V P\ 23y
En el modelo que consideramos, el valor de cada pixel de la imagen difuminada es una

suma ponderada de los valores de los pixeles dentro de una regién de la imagen original
que rodea al pixel correspondiente:

m/2 n/2

gij = Z Z kp,qfi—p,j—q7 ;:: 11, '. '. .. 7,777’3.7

p=—(m/2 q=—n/2
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Los valores de f; ; que hagan falta se toman iguales a cero. Denotemos por @ y b a los vec-
tores de (1600)(1200) componentes con las columnas apiladas de F' y G, respectivamente.
Obtenemos el sistema de ecuaciones lineales

Ax = b,
donde
COAO  ACD . AR g ]
Omxm
(n/2—1) . . (—n/2)
e A A

A/2)

Omxm
. A(—l)
O e O AW AG2-D 40

es una matriz de n x n bloques con una estructura en banda tal que los bloques sobre una
misma diagonal son iguales, y a su vez cada bloque

k()’] k_l,] A kim/Q’] 0

AG) = | o Ky
km/Q,j ) . . .

S [y

| 0 kmpaj Ekmp-1; - Koy |

es una matriz de tamano m x m con la misma estructura en banda.

Figura 3.10: Imagen obtenida por solucién de cuadrados minimos.
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En §4.1 explicamos como reducir las dimensiones del problema para obtener la solucién
de cuadrados minimos de norma minima xyg de la Ecuacion Ax = b que mostramos en
la Figura 3.10. En este momento nos interesa observar que los errores de redondeo en el
calculo de g ocasionan que la imagen se distorcione.

En la Grafica de Picard 3.11 vemos como los valores singulares de A en orden decreciente
decaen de o7 = 0.99995 a 0 (1600)(1200) = 4.40426 x 1073, por lo que k2(A) = 2.27042 x 10%,
mientras que la poligonal con las medias geométricas méviles de los coeficientes |u! (b)|/o;
de x;g oscila, y decrece en los primeros mil subindices al orden de 1073, se mantiene en
ese orden hasta i = 10° para crecer al orden de 10'® en los dltimos subindices.

o valores singulares o;
s coeficientes |[ulb| de b
——coeficientes |[ulb|/o;de 215

logigo

5 10 15
7: x 10

Figura 3.11: Gréfica de Picard para el problema de Deblurring Az = b con la imagen del
Alma Mater. Mostramos en escala logaritmica los valores singulares de A en orden decreciente,
los coeficientes |u] (b)| de b, y la poligonal, marcada por (), con las medias geométricas de los
coeficientes |u! (b)|/o; de la solucién de norma minima x1,s. Dejamos un espacio de 10* entre los
subindices que mostramos, salvo en los primeros y tltimos, donde dejamos un espacio de 200.

Usamos regularizacion de Tikhonov para obtener un vector ), con las columnas apiladas
de la matriz F) de la imagen restaurada. En la Figura 3.12(a), obtuvimos una imagen do-
minada por el ruido que generan los errores de redondeo con el parametro de regularizacion
A = 10717, Si usamos A = 107'°, podemos apreciar caracteristicas de la escena, aunque, to-
davia presenta artificios generados como puede verse en Figura 3.12(b). Cuando tomamos
A = 1072, en la imagen de la Figura 3.12(c) quitamos los artificios, podemos apreciar con
mas claridadad detalles de la imagen. De seguir aumentado el pardmetro hasta A = 0.1,
la imagen presenta més degradaciones. Este es el caso de la Figura 3.12(d). Asi que con-
forme A se acerca a cero, el ruido se propaga en la imagen restaurada por regularizacion
de Tikhonov, mientras que si aumenta mas de lo debido, la imagen se desenfoca.
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(a) A=10"Y (b) A=10"1°

(c) A=10"12 (d) A=0.1

Figura 3.12: Imdagenes obtenidas con la solucion regularizadora de Tikhonov fy.

.

3.3.2. Aplicacion en el Ajuste de Curvas

En problemas reales, los datos no aparecen en forma exacta, sino que estan contami-
nados por ruido. Desde un punto de vista determinista, ese ruido se considera como una
perturbacion no deseada que aparece en la adquisicién de datos. Por lo que no conviene
interpolarlos, sino aproximarlos.

Si el problema es generar datos perturbados a partir de una funcién suave, el inverso es:

Dada una coleccién de observaciones con perturbaciones, reconstruir la curva
de una funcién suave que se ajusta a éstas.

El inconveniente de resolver esto directamente es que la curva obtenida tiene altas oscila-

ciones aun con perturbaciones pequenas en las observaciones. Por eso regularizamos.
Una idea que apoya a la teoria de regularizacién es que la solucién regularizadora de

un problema mal planteado puede obtenerse mediante un principio variacional que hace



3. Regularizacion 91

uso de los datos, asi como de la informacién a priori de la suavidad de la solucién. Varias
aplicaciones de la regularizacion variacional estan influenciadas por los aportes de David
Marr y James Gibson a la teorfa de vision artificial [83].

Buscamos una familia de problemas que ademas de estar mejor condicionados, ten-
gan soluciones mas suaves y mas cercanas a los datos suministrados. En estos problemas
minimizamos una combinacion lineal de funcionales E e I sobre un espacio de funciones
suaves. Las discrepancias aparecen en E/, mientras que I nos da la suavidad. Para controlar
la suavidad usamos el parametro de regularizacion .

Hemos visto que para medir la suavidad de una funcién, podemos usar la integral de su
segunda derivada. Si I esta dado de esta manera, podemos relacionar la solucién regula-
rizadora con la teoria de Splines.

En el siguiente ejemplo mostramos el enfoque variacional de la regularizacion de Tikho-
nov para reconstruir una curva suave que ajusta a unos datos.

Ejemplo 3.6 (Spline de suavizamiento [27]). En la Figura 3.13 mostramos las tem-
peraturas diarias de la ciudad de Montreal del 1 de Enero de 1961 al 31 de Diciembre de
1962. Disponemos de m = 730 datos (z;,;), i = 1,...,m tomados de [98], donde x; es el
numero de dia e y; es la temperatura en grados Celsius.

Problema: Encontrar la funcién més suave sobre el intervalo [x1, z,,] de modo
que las discrepancias entre sus valores y las temperaturas suministradas sean
pequenas.

Damos las medidas de suavidad y disprepancias mediante funcionales. Para medir las
discrepancias empleamos el funcional E : C?[xy, z,,] — R* dado por

m

Z(f(xz) — i)

i=1

1
FE = —

=
y para medir la suavidad de una funcién usamos el funcional I : C?*[z1, x,,] — R™ dado
por

1) | 1 @),

El funcional E asocia a la funcion f el promedio de los cuadrados de sus discrepancias con
los datos, mientras que el funcional I nos da la curvatura de f.

Si resolvemos

min  I|f],
feC?[z1,zm] [f]

obtenemos una funcién suave de C?[xy, z,,]. Entre las funciones de este espacio vectorial,
se puede probar que el polinomio cubico por tramos S que cumple las condiciones de
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frontera

S"(xq1) = 8" (x) =0

e interpola los datos (z;,4;), ¢ = 1,...,m, minimiza el funcional I:

I[S] < I[f] VfeC?lar, ] (3.9)

t
e 4
m
p
e
r |
a
t
u—lO @ 4
r %@O

[e]
a

Sl

0 100 200 300 4. 0 500 600 700 800
dia

Figura 3.13: Temperaturas en grados Celsius de Montreal en el periodo 1961-1962

El polinomio por tramos S se conoce como spline cubico natural sobre el intervalo
[z1, ] La Desigualdad (3.9) es la propiedad de norma minima del spline cibico
natural [5]. Fisicamente, podemos pensar un spline como una varilla de acero flexible que
pasa por unos nodos de modo que minimiza la energia de tension.

Como deseamos que los valores de nuestra funcién tengan pequenas discrepancias con
las temperaturas, nos retringimos a las funciones de f € C?[zy,x,,] tales que E[f] = 0.

Por lo que el problema es
min  I|f].
fEC2[$1,:Em] [ ]
E[f]=0
En la practica, damos una tolerancia ¢ > 0 para las discrepancias. Asi que resolvemos

min | f].
feC?[z1,2m] [f]
E[fl<o

Lo que hacemos es introducir un parametro A > 0 que compense la aproximacién de los
datos con la suaviadad de la funcién mediante el funcional

f = ELf]+NI[f]
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Por consiguiente, nuestro problema es:

i ABLS]+ XA} (3.10)

Si minimizamos el funcional E sobre C?[z1, x,,], obtenemos la recta que mejor se ajusta
a los datos. En cambio, si minimizamos el funcional I, conseguimos un spline ctibico que
interpola los datos. Se puede probar que la solucién del Problema (3.10) es nuevamente un
spline cibico natural. Sin embargo, este spline no interpola los datos (z;,y;), sino que es
una aproximacion suave de los datos, que en la literatura se conoce como spline de sua-
vizamiento [120]. Para valores pequenos de A aproximamos datos con altas frecuencias,
mientras que para valores mas grandes damos mayor peso al suavizamiento.

Para obtener el spline ctibico que resuelve el Problema (3.10) usamos una base de splines
cibicos. Dividimos el intervalo [z, z,,] en n’' subintervalos [to,t1),. .., [tw—1,tn), donde
definimos

1, si tj <z <tj+1,

BY(x) =
(@) {O, en otro caso,

y de manera recursiva

Bf(z) = — L B '(z) + (1 - &) Bf M), k=1,2,3.

Livk —t; tivk+1 — i

Estas funciones se llaman B-splines. En la Figura 3.14 mostramos los B-splines B¥ para
k = 0,1,2,3. Conforme k aumenta, la suavidad del spline aumenta y se define sobre
intervalos cada vez mas grandes.

En particular, los B-splines
B, ...,B3 |

tienen las siguientes caracteristicas [70]:

¢ Son funciones dos veces continuamente diferenciable sobre el intervalo [x1, z,,] tales
que sus evaluaciones, pendientes y segunda derivadas fuera del intervalo [t;, ;)
son iguales cero.

% Forman una base para el conjunto de splines cubicos definidos sobre el intervalo

[21, 2]

Tomamos nodos equidistantes ;. Sea n = n’ + 3, y sea Sy el spline ctibico que resuelve
el Problema (3.10). Expandimos S, como la combinacién lineal

Sx(z) = Z a;B}_,(x).



94 3.3. Regularizacién de Tikhonov

0T Uit 1 Uiy 2 Uit 3 ity

Figura 3.14: B-splines BY, B},BZZ, Bg’.

3
Para determinar los coeficientes a;, reemplazamos f por Sy en el problema

min [% Z(f(xz) —y)? + A2 Jxm [f”(x)]2d:E] :

feC?[z1,xm] o1

De esa manera, resolvemos

2 2
z. 1 m n Tm n d2
min [ — 3", <Z1 a; B3 4 (x;) — yz> + A2 le [Z a7 2B§’_4($)] de | . (3.11)
]:

acR™ | m X

Eilers y Marx [27] prueban que

Tm n d2 3 2
f Z aj@Bj_zl(:L‘) dx =

j=1

& (Clj — 2aj_1 + aj_2)<(lj_1 — 2(Lj_2 + CLj_g),

J
dj (aj — 2aj_1 + a2)2,

23
j=3

+
j=3

donde las constantes ¢; y d; son integrales de productos de B-splines de grado uno en el




3. Regularizacion 95

intervalo [x1,x,,]. Ellos proponen resolver
1 m n 2 n
(rlxel]%’{nn - Z (Z a; B} 4 (x;) — yi> + 22 Z(aj —2a;_1 + aj_)?
i=1 \j=1 =3

en lugar del problema (3.11). En forma matricial, esto es,

1
min —|Ba —yl; + \*|Lals,

acR™” M
donde
bi7j:B§’_4<l'i), izl,...,m, jzl,,n
y
1 -2 1 0
L= L
0 1 -2 1

(n—2)xn
es la discretizacién por diferencias finitas centradas del operador que nos da la segunda
derivada.
Identificamos el método de regularizacion de Tikhonov. En este problema, el parametro
de regularizacién A compensa el error de la aproximacién |Ba — y|3 con la suavidad de
la solucién |Lal3. Las ecuaciones normales regularizadas

(BB +mML"L)a = B"y.

nos dan los puntos criticos de la funcién objetivo
1
J(a,\) = —|Ba —y[; + | Lals.

Como la matriz BT B 4+ N2 LTL de este ejemplo es positiva definida, la solucién regula-
rizadora es

ay= (B"B+mX\NL"L)'Bly.

El vector con las evaluaciones del spline ciibico Sy en x4, ..., z,, es el producto Ba,.

En la Figura 3.15 comparamos los datos (x;, ;) con la gréafica del spline Sy para distintos
valores del parametro A\. Observamos que para valores pequenos de A, el spline S trata
de interpolar los datos, mientras para A = 0.5, el spline nos da una buena aproximacion
de los datos. Incrementar el valor de A, nos conduce a una soluciéon mas suave a costa de
aumentar el error en la aproximacién.
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O datos —<— spline 0 datos —=— spline

0 160 260 360 460 500 660 760 800 0 160 260 360
(a) A =0.01 (b) A=0.1

O datos —*— spline O datos —=— spline
30

800 0 160 260 360 460 560 660 760 800
xr
(c) A =05 (d) A =3

Figura 3.15: Spline cibico S obtenido con regularizacién de Tikhonov

3.3.3. Aplicaciéon en Regresion Mdltiple

Una aplicacion de la regularizacion de Tikhonov en la Estadistica ocurre en modelos de
regresion multiple que presentan problemas de colinealidad.

En ocasiones, las variables predictivas de un modelo de regresion miltiple estan fuer-
temente correlacionadas entre ellas. Cuando esto ocurre, los valores estimados de los coe-
ficientes de regresiéon son muy sensibles a cambios pequenos en los datos o al quitar o
agregar variables en la regresion, lo que afecta las inferencias y predicciones basadas en
el modelo de regresién. En esta situacion, ya no es valido interpretar un coeficiente de re-
gresion como una medida del cambio en la variable explicativa cuando la correspondiente
variable predictiva aumenta una unidad, mientras que las otras quedan fijas.

La existencia de una fuerte correlacién lineal entre las variables predictoras del modelo
de regresion se conoce como Colinealidad. Este problema puede que no se deba a un
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error de modelacidn, sino a datos deficientes [18].

Para el estadistico, la presencia de colinealidad en un modelo de regresion infla las
varianzas de los coeficientes de regresion y amplifica los errores en las variables de regresion.
Una vez escaladas y centradas las variables predictorias, podemos hacer un diagnéstico
de colinealidad con medidas como correlaciones y los factores de inflacién de varianza.
Véase Marquardt [77]. Por su parte, el analista numérico puede usar los valores singulares
de la matriz de diseno y su ntumero de condiciéon para detectar colinealidad, ademas de
emplear cotas de perturbacion como las de §2.5 para predecir errores en los coeficientes
de regresion. Sin embargo, esas cotas de pertubacion en téminos del nimero de condicién
son pesimistas en aplicaciones estadisticas como senala Stewart en [112], donde da una
explicacién clara de la conexién entre el niimero de condicién y los factores de inflacion
de varianza y propone como medida de colinealidad a los cuadrados de los factores de
inflacion de varianza.

La presencia de pequenos valores propios en el producto de la matriz de diseno con su
transpuesta indica un problema de colinealidad en el modelo de regresiéon. Cuando uno
o mas de estos valores propios son pequenos, el error en media cuadratica es grande, lo
que sugiere una estimacién de cuadrados minimos imprecisa. Para abordar el problema
de colinealidad, buscamos un estimador con componentes de menor variacion que las del
estimador de cuadrados minimos. Una manera de hacer esto es aproximar el conjunto
original de variables explicativas por uno ortogonal que permita un sesgo pequeno en el
estimador del vector parametros. Esto se conoce como Ridge Regression. El nombre fue
dado por Arthur E. Hoerl [60] por parecido con un método grafico que &l habia propuesto
anteriormente.

Mediante la ridge regression tratamos de dar un estimador alternativo con error en media
cuadratica mas pequeno que el estimador de cuadrados minimos. Lo que hacemos es poner
una restriccion cuadratica al método de cuadrados minimos para permitir un estimador
sesgado. Penalizamos con un multiplicador de Lagrange, de modo que la varianza del nuevo
estimador sea una funcién decreciente respecto al multiplicador, mientras que su sesgo sea
una funcion creciente [58].

La introduccién del multiplicador en el método de cuadrados minimos con restriccién
cuadratica, nos permite relacionar la ridge regression con la regularizaciéon de Tikhonov.
como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.7 (Regresion miltiple [86]). En la Tabla 3.2 mostramos informacién sobre
la mano de obra de n = 17 hospitales navales de E.U.A. [118], donde

Y  horas laborales mensuales

X1 promedio diario del nimero de pacientes

X, numero de exposiciones a rayos X en un mes

X3 total de dias-camas ocupadas en un mes

X4 poblacion en el drea dada +— 1000

X5 promedio de la permanencia de pacientes en dias
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1 566.52 15.57 | 2463 472.92 18 4.45
2 696.82 44.02 | 2048 | 1339.75 9.5 6.92
3 | 1033.15 | 20.42 | 3940 620.25 12.8 | 4.28
4 | 1603.62 | 18.74 | 6505 568.33 36.7 3.9

5 | 1611.37 49.2 5723 1497.6 35.7 5.5

6 1613.27 | 44.92 | 11520 | 1365.83 24 4.6

7 | 1854.17 | 55.48 | 5779 1687 43.3 | 5.62
8 | 2160.55 | 59.28 | 5969 | 1639.92 | 46.7 | 5.15
9 | 2305.58 | 94.39 | 8461 | 2872.33 | 78.7 | 6.18
10 | 3503.93 | 128.02 | 20106 | 3655.08 | 180.5 | 6.15
11| 3571.89 96 13313 2912 60.9 | 5.88
12| 37414 | 131.42 | 10771 3921 103.7 | 4.88
13 | 4026.52 | 127.21 | 155643 | 3865.67 | 126.8 | 5.5

14 | 10343.81 | 252.9 | 36194 | 7684.1 157.7 7

15 | 11732.17 | 409.2 | 34703 | 12446.33 | 169.4 | 10.78
16 | 15414.94 | 463.7 | 39204 | 14098.4 | 331.4 | 7.05
17 | 18854.45 | 510.22 | 86533 15524 | 371.6 | 6.35
Tabla 3.2: Datos de mano de obra del Hospital.

Vamos a obtener una ecuacién que estime las horas laborales mensuales a partir de las
otras variables. Para ello usamos un modelo de regresiéon multilineal donde el vector de

observaciones Y depende de multiples variables explicativas X, ...

,X5Z

Y = By + 51Xy + B Xy + B3X5 + Ba Xy + 55 X5.

Geométricamente, tratamos de ajustar nuestras observaciones con el hiperplano gene-
rado por las variables explicativas.

Yis
Y1

Y16 Y12

Ya
yiu Y6
P . Y13 Y14
T~ Ys

Y17

¥s

y7 yo

Y =0+ B8X1+ -+ F5Xs

Figura 3.16: Ajuste de observaciones con el hiperplano generado por las variables explicativas
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A partir de la Regresién Multilineal, obtenemos el sistema de ecuaciones lineales
Y = X33,
donde

X=|: |X|Xo| Xs| X4 | X5
1

17x6

Aplicamos el método de cuadrados minimos. Por lo que resolvemos

m | X8 —-Y]|3.
i | X8 - Y

Como la matriz X tiene rango completo por columnas, entonces la matriz simétrica X7 X
es positiva definida. Mediante su factorizacién de Cholesky, tenemos que la solucién de las
ecuaciones normales

XTXp =Xy

€S
B! =[1962.948 —15.8517 0.05593 1.58962 —4.21 —394.314]" .

Supongamos que nuestro vector de observaciones Y tiene un error aleatorio aditivo
€ de componentes idénticamente distribuidas por una funcién gaussiana con E(€) = 0y
Cov(€) = 0.011. Por el Teorema de Gauss-Markov, sabemos que el estimador de cuadrados
minimos Brs es el estimador lineal insesgado de varianza minima para el problema de

regresion lineal
Y =X0B+e€.

;Podemos encontrar un estimador lineal de 3" que tenga un sesgo pequeiio y varianza
menor en relacion a la del estimador insesgado 357
Lo que hacemos es buscar estimadores pequeiios 3 de 37 que tengan un residuo

rs = Y - X3
de tamano fijo. Al respecto, Hoerl y Kennard prueban en [60] que con el residuo
rs =Y — XPrs,

el tamano de T5 €s
755 = lresls + 1X(8 - Brs)ls.
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Asi, todo estimador B de BT con residuo de tamaiio fijo r > |7rLs|l2, se encuentra en el
hiperlipsoide R
|X(8 = Brs)|z =

donde

¢ =12~ sl

Esto da lugar al problema de cuadrados minimos con restricciéon cuadratica:

_min 1815
IX(B—BLs)|3=c2

Con el método de multiplicadores de Lagrange, penalizamos este problema con un para-
metro A # 0. Por lo que minimizamos el Lagrangiano

L(BN) = B7B+ A (2~ 1X(B - Bus)I3)

respecto al estimador B Los puntos criticos de L satisfacen

oL oL
B 0 Y At
Dado que
oL

= =28 - 22X"X (8 — Brs),
P ( )
los puntos criticos del Lagrangiano cumplen la ecuacién

B - )XTXB = -)\XTXBys.
Dado que
XTXBs = XY,
se sigue que

(%I - XTX) B=-XTy.

Si reemplazamos \ por —1/)\2. entonces el minimo de L cumple las ecuaciones normales
)

regularizadas R
(XTX + X3 = XY,

De aqui, el estimador buscado es la solucién regularizada B = (3, y su sesgo respecto a
B con el vector de observaciones ideales Yegacto Se expresa mediante la SVD X = UXV7T

CcCOomo n 2 2
A2 ulY,
T 2 3 1 exacto
I8 EwnM—EjQﬁ+AQ ( - )

i=1
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Adicionalmente, se puede verificar que

Zi] (U mn >\2)2 (] (Yexacto + €))°. (3.12)

De esta manera modificamos el problema de cuadrados minimos para permitir una
estimacién sesgada. Por lo que estamos aplicando ridge regression. En la Figura 3.17 gra-
ficamos las componentes B,(1), ..., 8,(6) del estimador B, contra el pardmetro A cuando
este pardmetro toma los valores 1,1071,1072,1073. Esta grafica se llama Ridge-Plot [63].
Observamos que (3(4) y Br(5) no se van a cero cuando A = 1073.

—0— B (1 yo- G (2 ra- B A(3)yo- B A(4)o- B A(5)yo- B A(6)

2
.
N
15F o
N
N
N
N
1r N
N
N
D\\
0.5t T~
- S
#___;_7v—,-~<;’.g/;*ﬁg__;j_\_\j

m . \E

b — — - — — 4 g ——mmm= =B - == T g

§~:¥:;;/::§::Jf’~'aﬂ

7
e
e
-0.5 ol
7
7

i

_1,3 -2 ‘,1 0

10 10 10 10

A

Figura 3.17: Componentes 3)(1),---3x(5) de estimador de ridge regression en funcién del
pardmetro A = 1,107, 1072,1073.

La introduccion del sesgo en nuestro estimador se compensa con una reduccién en la
varianza. Esta compensacién se mide con el error en media cuadratica. Por el Teorema
3.1, tenemos que Brg es

6
MSE(ﬁLs) TT(COV ,BLS Z lz

En este ejemplo, MSE(BLs) = 185.66.
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Por otra parte, por la Proposicién 3.1, tenemos que el estimador sesgado 3, es

2 6 )\2 2 UTY;xacto ?
MSE(Bx) = n Zm+2<g§+)\2) ( g ) '

i=1

Comparamos los errores en media cuadratica para distintos valores del parametro .
Observamos en la Tabla 3.3 que reducimos el error en media cuadratica con el método de
ridge regression. Entre A\ se hace mas pequeno, més grande se hace MSE(3,).

1 1.9906
0.1 1.9535
0.01 | 23.847
0.001 | 178.98

Tabla 3.3: Errores en media cuadratica del estimador 3

3.3.4. Extensiones de la Regularizacion de Tikhonov
Considere el problema mal planteado dado por la Ecuacion Integral de Fredholm

J k(xz,y)f(y)dy = g(z), c<z<d.

a

Discretizamos esta ecuacién con el método de colocacion en un sistema de ecuaciones
lineales Ax = b, donde A € R™ "™ y b € R™. Este sistema de ecuaciones lineales es un
problema discreto mal planteado que regularizamos con el método de Tikhonov:

, B2 1 2212
min | Az — bl + 2|3

Con el tefmino |x|, controlamos el tamano de la solucién regularizadora. Ahora, que-
remos controlar su suavidad. Para ello, vemos el tamano de las derivadas de la funcién f
en la norma-2 de L?[a,b]. Si usamos una particién uniforme ¢; < --- < t,, del intervalo
[a,b] con incremento At, entonces

R e~ SUSL@P v LGP~ ACS )

Mediante diferencias finitas aproximamos f'(¢;) y f”(t;). Por lo que

SZ[f/(,L,)Pdr ~ Atjgll |: ( Hl)At f(t )] v SZ[f”(m)]Qd'r ~ Atjg |: ( Z+1) ?i(:)) + f( i— 1)] )
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De esta manera, con las matrices en banda

lei 171 .—1 O 7 L, — 1 1?—;.1 O

At .
0 ..

(n—1)xn

y el vector
z=[f(t) - St)]"

podemos aproximar el tamano de la primera y segunada derivada de f como
IF15 ~ 1Lazlz v 1[5 ~ | Loz

De modo que penalizamos el problema lineal de cuadrados minimos con el término de
suavizamiento |Lz|%, en lugar del tamafio de la solucién |z||y. Asi que resolvemos

min | Az — b2+ \?|Lx|3 (3.13)
xeR™

De este modo, la regularizacion de Tikhonov suaviza y amortigua las componentes de alta
frecuencia. Los puntos criticos de la funcién objetivo del Problema (3.13) satisfacen las
ecuaciones normales regularizadas

(ATA+ XNL"L)x = A"b.

Para que estas ecuaciones tengan solucién tnica x), supongamos que L tiene rango com-
pleto por renglones y que los espacios nulos de A y L se intersecan trivialmente.

Mediante cambios de variable podemos reducir el problema al caso donde penalizamos
el tamano de la solucién. Par ver esto, notamos que el residual

= ()= (o)

I3 = Az — b3 + N[ La 3.

Lo que hacemos es buscar una matriz K, junto con vectores z y c tales que

tiene tamano

Irl3 = 1K= — |3 + \|2[5. (3.14)

Comenzamos por calcular una factorizaciéon QR de L

Ry«
L' = (anp WnX(n—p)) (0 iy )
px(n—p)
A continuacién, realizamos una Factorizacién QR de AW:

Un— x(n—
AW = (me(n—p) Smx(m—n+p)) ( (n—p)x(n—p) )

0(m—n-+p)x (n—p)
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Puesto que L tiene rango completo por renglones, las matrices R y U son invertibles.
Tomamos

K=STAVR™T y c¢=8%b.

Entonces con los cambios de coordenas
c=Vy1 + Wy, y z:RTyl
podemos verificar la relacién (3.14). En consecuencia, el Problema (3.13) equivale a

. 2 222
min {| Kz — eff + 32|z[3}.
Denotamos al minimo por z,. Asi, , se obtiene de la siguiente manera [30]:

yl = R_TZ>U
Y, =U'Q" (b~ KVyy),
L) = Vy1 + Wyg.

Observaciones 3.10:

5" Hasta ahora hemos manejado el tamaiio de la solucién en la regularizacién de Tikhonov
con la norma euclidiana. En algunas aplicaciones conviene usar otras normas [54] como la
norma-1 si queremos controlar la suavidad de una funcién con su variacién total o con la
norma Frobenius si la solucion tiene las columnas apiladas de una matriz.

55" Cuando L # I,x,, podemos emplear una generalizacién de la SVD para estudiar la
regularizacion de Tikhonov como un método de regularizacién por factores filtro. Consulte
el Apéndice.

En la regularizacion de Tikhonov, reemplazamos el problema mal planteado por otro
mejor condicionado que incorpore informacion sobre la soluciéon del problema. Bajo la
hipdtesis de que la solucién sea suave, vimos que podemos incluir esta informacién en el
problema de cuadrados minimos de la Ecuacién Az = b con una restriccién |Lz|s < A,
donde L es una matriz que se obtiene de la discretizacion del tamano de la primera o
segunda derivada. Si buscamos solamente que el tamano de la solucién sea pequeno, pode-
mos dar la misma restriccién con L igual a la matriz identidad [99]. Esto da lugar a otra
otra formulacion de la regularizacién de Tikhonov donde debemos resolver un problema
de cuadrados minimos con restricciones cuadraticas:

min | Az — b3
|Lx|3<A?

Bajo cambios de variables, los reducimos a su forma estandar

min ||Ax — b|3
|=3<A2
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conocido en optimizacién como Subproblema de region de confianza [22]. En la
siguiente seccién presentamos las caracteristicas de este problema. Por lo mientras, vemos
como podemos llevarlo a la formulacion clasica de Tikhonov.

Con el método de multiplicadores de Lagrange, penalizamos el subproblema de region
de confianza. De esa manera, incluimos la restriccién cuadratica |z|3 < A? en la funcién
objetivo dada por el tamaiio del residuo |Az — b|3 con un multiplicador g > 0 como

min {| Az — bJ3 + u(]3 — A%)}.

Podemos omitir el témino con A? en el problema penalizado porque minimizamos sobre el
vector @. Asi que si tomamos ;& = A2, obtenemos el método de regularizacién de Tikhonov.

Otra manera de abordar el problema discreto mal planteado dado por la Ecuacién
Ax = b es reducir el tamano de la soluciéon lo mas que podamos y usar la informacién
que tengamos sobre los errores en los datos. En este caso minimizamos ||, y ponemos
la restriccién |[Ax — blls < A. Esto da lugar al problema de cuadrados minimos con
restricciones cuadraticas dado por

min ||
|Az—b|2<A

Este es el problema de la solucion de norma minima, que consiste en buscar el
vector mds pequeiio dentro o sobre el hiperelipsode ||Az — b[3 = A%

Nuevamente, con el método de multiplicadores de Lagrange podemos llevar el problema
de la soluciéon de la norma minima a la formulacién de Tikhonov. La diferencia es que
cuando penalizamos, el multiplicador p acompafia al término |Az — b|3 — A2, por lo que
multiplicamos la funcién objetivo por 1/u y hacemos A\? = 1/p.

3.4. EIl Subproblema de Region de Confianza
3.4.1. Meétodo de Region de Confianza

Uno de los problemas de optimizacién sin restricciones es dada una funcién f : R" — R
acotada y dos veces continuamente diferenciable,

min f(x).

xeR”

Lo que hacemos es generar una sucesion {x} que converge a un minimo &, de f. A
partir de una aproximacién inicial xy, avanzamos un paso s, en cada iteracion:

Tp41 = T + Sk

Tomamos s, de modo que el tamafio del error f(@mm) — f(xr) en una vecindad de
disminuya en cada iteracion.
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Una manera de elegir el paso s de modo que la sucesion {x} se aproxime al minimo es
mediante el método de region de confianza [22], [25]. La idea es construir un modelo
aproximado vy de la funcion f que en cada iteracién sea valido en una vecindad de xj con
radio Ay, llamada region de confianza. Este método incorpora una estrategia local donde
elegimos @1 como un minimo de v sobre la regién de confianza y una estrategia global
que tiene las siguientes caracteristicas:

% En cada iteracion, aceptamos 6 rechazamos el paso. Para decidir, calculamos el
cociente entre la reducciéon de la funcién objetivo y la reduccién predecida por el

modelo:
_ f(x) — f(xpi)
" 0R(0) = k(se)

Aceptamos el paso si pr > 0, de otro modo lo rechazamos

% FEn cada iteracién, reducimos el radio de la region de confianza cuando no tenemos
una aproximacion aceptable de xy, 1. De tenerla, aumentamos el radio si ¢ predice
bien a la funcién f, lo disminuimos si la prediccién de i, es pobre, y lo dejamos
igual en otro caso. Usamos p; para medir la prediccién.

Observaciones 3.11:

5" Para evitar que la regién de confianza se expanda mas de lo necesario, delimitamos
su radio con el tamano del gradiente:

Ay < c|gkl2, c> 1.

Retomamos la estrategia local que incorpora el método de regién de confianza. Sea Hj,
el Hessiano de f en & = x;. Puesto que f € C?(R™), podemos expandir esta funcién en
polinomios de Taylor de segundo orden como

f@) ~ flw) + gl (@~ m) + (@ — o) Hylw — o)

para todo @ en la vecindad || — |2 < Ag. De esta manera, la Expansién de Taylor nos
da el modelo cuadratico

1
Vi(s) = gis+ §STHk8

en la regién de confianza |s| < Ag. Con este modelo,

Ui —zp) ~ f(x) — f(2r) si [z — a2 < Ay

Tomamos el paso s, como el vector que minimiza el modelo ¢, en la region de confianza.
Esto da lugar al Subproblema de Region de Confianza (TRS):

min
seR™ wk(s)
[sl2<Ap
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3.4.2. Caracteristicas del TRS

En el resto de la seccién trabajamos con el TRS. Por lo que omitimos el subindice k.

De modo que el modelo cuadratico es
1
U(s) =g's + §STHS

y el TRS es

min (s).

s n
Isf2<A

Observaciones 3.12:

=57 El TRS tiene solucién porque toda funcién continua (el modelo cuadratico) sobre un
conjunto compacto (la restriccién) alcanza sus éptimos.

55" El hessiano H es una matriz simétrica porque f € C2(R").

Podemos verificar que los puntos criticos del modelo cuadratico v sin restricciones cum-
plen la ecuacién
Hs = —g.

Cuando ponemos la restriccion ||s]s < A al modelo v, usamos un multiplicador de La-
grange 1 de modo que el minimo de v en la regién de confianza cumple la ecuacién
(H+ ul)s = —g.
Esta ecuacién da lugar a condiciones necesarias y suficientes para la solucién del TRS.
Teorema 3.3 (|25]). El vector s es solucion del TRS si y solo si H es una

matriz simétrica positiva semidefinida y existe un pardmetro p = 0 tal que

s cumple la ecuacion
(H+pl)s=—g

y la relacion p(|slla —A) = 0.
Observaciones 3.13:
=57 Si H es positiva definida, el minimo del TRS (3.4.2) es tnico.

=57 Si > 0, entonces la solucién éptima del TRS estd en la frontera |s|, = A.

Cuando la matriz H + ul es positiva definida, la ecuacién (H +pl)s = —g tiene solucién
unica s,. Si ésta se encuentra en la frontera de la regién de confianza, el valor buscado de
[ es cero de

¢(p) = 1/A = 1/[[su]2.
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3.4.3. Métodos para el TRS

Podemos usar el Método de Newton para hallar un cero de ¢. El Algoritmo 3.1 actualiza
1 con este método.

Algoritmo 3.1
Dados p = 0, H + pul € R™™™ positiva definida, g € R", A > 0.

1. Calcula factorizacién de Cholesky H + ul = RTR;
2. Resuelve RTRp = —g;

3. Resuelve R"q = p;

4w pt (Iplo/lgl2)* (Iple — A)/A.

Entre los métodos computacionales clasicos para resolver el TRS estan el gancho que
busca p tal que [s,| ~ A y actualiza la estrategia global con paso s, en la iteracién
correspondiente; la pata de perro de Powell, que realiza una aproximacion lineal por tramos
de la curva descrita por s en funcion de p y actualiza la estrategia global con el vector
sobre esa curva que tiene discrepancia de tamano A con el de la anterior iteracion; la doble
pata de perro de Dennis y Mei [25]; y el algoritmo de Moré [84].

Sea i el valor propio més pequeno de H. Moré propone que ademas de actualizar p
con el Algortimo 3.1, delimitemos su valor a un intervalo que reduzca su tamano en cada
iteracion. Dados 71,79 € (0,1), una aproximacién inicial so de la solucién del TRS, y un
valor inicial gy > 0 del multiplicador de Lagrange tal que H + pgl sea positiva definida,
buscamos una solucién aproximada s del TRS con el Algortimo 3.1 que cumpla

Y(s) = < (2 — ) max{[*, 2}y [Is]e < (1+m)A,

donde * es el valor minimo de 1 en la region de confianza.

Para calcular s con el Algortimo 3.1, buscamos un vector unitario z tal que |Rz|, sea
pequena, y calculamos 7 € R tal que p + 7z éste en la frontera de la region de confianza.
Detenemos las iteraciones cuando

[A—lplal <A o |R(r2)[3 < 71(2 — ) mix{ys, [Rp|; + pA%}

En el primer caso, tomamos s = p, y en el otro, s = p + 72.
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4 N
Ejemplo 3.8. En el Ejemplo 2.1 retomamos la ecuacién de Phillips (2.4). Su discretiza-
ciéon por método de colocacion con regla compuesta del trapecio en 201 puntos nos da el
sistema de ecuaciones lineales

6 k(s1 —s1)  2k(sy—s2) -+ 2k(s1—sS200)  k(s1— S201) f(s1) g(s1)
% : : : : : = :
k(3201 - 81) 2k(5201 - 52) te 2k(8201 - 5200) k(8201 - 8201) f(szol) 9(8201)
A T = b

Figura 3.18: En la ecuacién de Phillips del Ejemplo 2.1, aproximamos la funcién f con la
poligonal fa que tiene los valores de la solucién del TRS con radio A en particién uniforme de
201 puntos de [—6, 6].
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Perturbamos b con ruido gaussiano € de E(€) = 0y Cov(e) = 0.25/. Queremos recupe-
rar una solucién aproximada de la ecuacién Ax = b a partir del modelo de Gauss-Markov
Ax = b + €. Para ello, resolvemos el TRS para cuatro valores distintos del radio A de la
region de confianza. Usamos el método de Moré con 73 = 0.1, 72 = 0, gp = 0y s = 0.
Formamos la poligonal fa que toma los valores del minimo calculado A en la particion
uniforme de 201 puntos del intervalo [—6, 6].

Para A =5, fa no alcanza el valor mdximo de f, como se muestra en la Figura 3.18(a).
Con A = 11, vemos en la Figura 3.18(b) que fa se eleva cerca del valor maximo de f; aun
asi hay oscilaciones en los extremos. En la Figura 3.18(c), aumentamos el radio a A = 12.
Se presentan perturbaciones en la poligonal fa. Para un radio més grande, la amplitud
de las oscilaciones aumenta. Véase la Figura 3.18(d) con radio A = 15. Asi, cuando A es
pequeno, fa es suave y de amplitud pequena; mientras que si A es grande, fa oscila.

3.4.4. TRSy Regularizacion

Considere el problema discreto mal planteado dado por el modelo de Gauss-Markov
Ax = b+ €, donde A € R™*™ con m > n, b e R™ y € es ruido gaussiano. Tratamos este
problema mediante el método de cuadrados minimos con una restriccion cuadratica en el
tamano de la solucion:

1
m]%ll §HA:U —(b+e)3. (3.15)
|z|3<A?

Podemos dar la solucién de este problema.

Teorema 3.4 ([38]). Sea x5 la solucion de cuadrados minimos de norma
minima de la ecuacion Ax = b+ €. Supongamos que A < |xps|2. Entonces
el Problema de Minimizacion (3.15) tiene unica solucion

x,, = (ATA+ pual)TAT(b + €)

donde pian > 0 y cumple que |, |2 = A.

Observaciones 3.14:

=" El Teorema 3.4 nos dice que el Problema de Cuadrados Minimos (3.15) con restric-
ciones cuadraticas equivale a la regularizacién de Tikhonov.

Nuestra intencién es emplear los métodos para resolver el TRS en la regularizacién de
problemas discretos mal planteados. Sean H = ATAy g = —AT(b + €). El problema de
minimizacién (3.15) se trata como el TRS

1
min <§a:THa: + gTa:> . (3.16)

lw5<A2
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Observaciones 3.15:

=57 La restriccién cuadrética ||z|3 < A% nos da la regién de confianza, y el pardmetro A
es el radio de esa region.

I=%" La Ecuacién (H + pul)s = —g, es equivalente a las ecuaciones normales regularizadas

(ATA+ pulx = AT(b + €).

La Observaciones 3.15 junto con los teoremas 3.3 y 3.4 nos dicen que la
regularizacion de Tikhonov equivale a resolver el TRS (3.16).

Ejemplo 3.9 (Problema inverso de la ecuacién de calor[16], [31]). En el problema
de la ecuacién de calor queremos conocer la distribucién de la temperatura en el interior de
un cuerpo a partir su temperatura superficial. El problema inverso de la ecuacién del calor
consiste en estimar la temperatura superficial de un cuerpo que conduce calor a partir de
las temperaturas medidas en posiciones de su interior. Algunas de las aplicaciones son la
estimacion del calor en barriles de pistolas y en la punta de cohetes espaciales que entran
en la atmosfera.

Consideramos una barra cilindrica de longitud infinita y area de seccién trasversal uno
con superficie lateral aislada de modo que el flujo de calor que pasa por la barra solo se
mueve a lo largo y se distribuye uniformemente en cada seccion trasversal. La temperatura
u depende tanto de la posicion 0 < x < o0 como del tiempo 0 < ¢ < o. No hay fuentes
externas de calor y la temperatura inicial es cero.

Con nuestras hipétesis, la evolucién de la temperatura esta descrita por la ecuacién del
calor

Up = K Uy,

donde k es el coeficiente de difusién que en nuestro caso tomamos como una constante
positiva. Asi que tenemos el problema de valores iniciales y de frontera en un cuadrante
del plano:
U = K2 Uyy, 0<ux,t<oo,
u(z,0) =0, 0<z< oo,
uw(0,t) = f(t), 0<t<oo.
Como el problema es lineal, una manera de encontrar la temperatura u con cualquier

condicién de frontera que varia en el tiempo es resolver el mismo problema con la condicion
de frontera en x = 0 dada por el impulso unitario § en vez de f. Puesto que la solucion k
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del problema con u(0,t) = 6(t) estd dada por

x x
k(m,t)zmexp (—m>, O<.’E,t<OO
mediante la transformada de Laplace se puede verificar [41] que la solucién acotada del
problema original es

u(z,t) = Jot k(x,t —7)f(r)dr, 0<x,t<o0.

En el problema inverso, deseamos calcular la temperatura u(0,t) = f(¢) cuando dispone-
mos de una medida de temperatura u(1,¢) = g(t). La idea para resolverlo, es reformularlo
como la ecuacién integral de Volterra de primera clase

t
J k(t—7)f(r)dr =g(t), 0<t<oo. (3.17)
0
La solucién que u que obtuvimos del problema directo nos da esta ecuacién cuando nos
fijamos en la posicién = = 1.

Observaciones 3.16:

5" La funcién g es la convolucién de k con f. Asi que el problema inverso de la ecuacién
del calor se reduce a una deconvolucion.

5" Existen otras maneras de abordar el tema. Nosotros seguimos el enfoque de Carasso
[16] y utilizamos la rutina heat del paquete REGUTOOLS de Hansen [50]. El lector interesado
puede consultar Beck, Blackwell, Clair [7].

En el intervalo [0, 1], tenemos n = 100 observaciones de g obtenidas con la rutina heat,
a las que agregamos ruido aditivo gaussiano € con E(€) = 0,1 y Cov(€) = 0.0017190x100-
Resolvemos numéricamente la Ecuacién de Volterra para obtener los valores de f.
Discretizamos la ecuacién (3.17) por colocacién en 100 puntos t; = /100, i = 1,...,100.
Aproximamos la integral por cuadratura compuesta del punto medio. De ese modo, for-
mamos el sistema de ecuaciones lineales
N RO gt

00 0 o (tu0) '
ko koo - Ky 100 9\t100 €100

A T = b + €
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donde k; = k(t;i—1/2) para i = 1,...,100. La matriz A tiene diagonales constantes (de
Toeplitz) y es triangular inferior.

Calculamos la solucién x;g de cuadrados minimos de norma minima de la ecuacién
Axz = b+ € . Formamos la poligonal frs que une los puntos (¢;,z.5(7)), i = 1,...,100.
En la Figura 3.19 comparamos frg con la aproximaciéon f de la soluciéon que nos da
Hansen [50]. frs depende del coeficiente de difusién k. Para k = 3, notamos pequenas
perturbaciones en frg. Cuando x = 1.5, las oscilaciones de frg se amplifican. Si kK = 1, las
perturbaciones ocasionan cambios drasticos en frg.

——frs(t)  —e—f (1) ——frs(t)  —e—f (%)
800 ‘ ‘ ‘ ‘ 4

200 -

w
E—
—
—— %
—
—
—

il
H Ml

1 ARAAAY I u
Lo Ml m‘mm‘h\mmH\\‘H\mum 1l | ALY W e
LRI | H\‘HH‘HU‘HHHHUH\W LT RARTEm =
-200 | H“ H‘ ‘HHH‘ ‘ L Ml‘ ‘M‘“‘“ i HH“,
Ik |
HW i “ (-
-800 L L -4 : : L L
0 0.2 0.4 . 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 ' 0.6 0.8 1
(a) k=1 (b) k=15

——frs(t) ——f (1)

1.2

X %T X X X
i i 1 el
02 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 08 1
t
(c) k=3

Figura 3.19: Para distintos valores de k mostramos la solucién frg de cuadrados minimos de
norma minima de la ecuacién (3.17) discretizada en 100 puntos de colocacién, y la comparamos
con la solucién f.

Examinamos el condicionamiento del problema inverso discreto. Con los valores singula-
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res oq,...,0, de A en orden decreciente, vemos en la Tabla 3.4 como cambia gradualmente
el rango de la matriz y su nimero de condicién decrece significativamente. El problema
pasa de estar bien condicionado a ser de rango deficiente conforme s disminuye.

k On rank A cond A
5 0.11618 100 7.54188
3 7.8053 x 1071 99

0.17928 x 107
3.70936 x 10%*

1.5 | 1.38177 x 10~2° 98

Tabla 3.4: Numero de condicién y rango de matriz A para distintos coeficientes de difusién k.

o valores singulares o;
& coeficientes |ul'b| de b
—o—coeficientes |ul |/ de a5

10 20 30 40 50
2

Figura 3.20: Gfafica de Picard del problema inverso de calor discreto Ax = b para k = 5.

60 70 80 90 100

lo g100

o valores singulares o;
s coeficientes |ufb| de b
o] | —=——coeficientes |uTb|/o;de x5
107

A

L L L L L L L
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
2

Figura 3.21: Grafica de Picard del problema inverso de calor discreto Ax = b para k = 3.

Mostramos las gréaficas de Picard del problema discreto Ax = b para k = 5 en la Figura
3.20y K

3 en la Figura 3.21. En ambas la sucesiéon con la media geométrica movil
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de los valores absolutos de los coeficientes 'u,Z-T/ai de x5 no es monota decreciente. Con
los primeros 10 valores singulares se cumple la DPC. Para x = 3, notamos un salto de
099 ~ 1072 a 0199 ~ 1071, por lo que el problema es de rango deficiente.

—o—f(#) ——falt) —o—f (1) ——falt)
12

“o o.ﬁ 0.‘4 o.é o.é 1 “o o.E 0.‘4 o.é o.é 1
(a) A=1 (b) A =2

—e—f (1) —— f a(t)
1.2

. . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

(C)A:5

Figura 3.22: Solucién f del problema inverso del calor y poligonal fa con valores de las
componentes de la soluciones del TRS con k = 3 y distintos valores del radio A.

Para obtener una mejor aproximacion de los valores de la solucién con las observaciones
b + €, regularizamos la ecuacion Ax = b + € siguiendo el enfoque del TRS con diferentes
radios de confianza A. Resolvemos el TRS por el método de Moré con pardametros v, = 0.1,
~vo = 0, multiplicador inicial pg = 0 y aproximacién inicial sg = 0. Denotamos por fa a la
poligonal con los valores de la solucién aproximada del TRS con radio A.

La aproximacion fa es suave con k = 3 pero de baja amplitud con A = 1 como
se muestra en Figura 3.22(a). Si A = 2, la poligonal fa de la Figura 3.22(b) aumenta
su valor maximo sin generar oscilaciones. Cuando tomamos A = 5 aparecen pequenas
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oscilaciones en fa. Véase Figura 3.22(b). De seguir aumentado el radio A, la forma de
fa no cambia, salvo oscilaciones pequenas, pues la solucién aproximada del TRS queda

dentro de la regién de confianza.

—o—f (¥ ——falt)

—o—f ()  ——fa®)

. ~02 . . . .
0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
t

(b) A =10

-0.2 L L L
0.2 0.4 0.6

—o—f () ——fal®)

L
0.8 1

—4 . . .
0 0.2 0.4 0.6
t

(c) A=20

Figura 3.23: Solucién f del problema inverso del calor y poligonal fa con valores de las
componentes de la soluciones del TRS con k = 1 y distintos valores del radio A.

En cambio, para k = 1, fa pasa de ser suave y de baja amplitud con A = 1 a ser
una mejor aproximacion con A = 10, y con A = 20 tiene oscilaciones que se amplifican

conforme aumentamos el radio A como se ve en Figura 3.23.
J

.

Observaciones 3.17:

5" Para problemas de gran escala como el deblurring, los métodos que hemos mencionado
para resolver el TRS no son eficientes. Para ese escenario, se emplean otros métodos de
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la literatura como el algoritmo libre de matrices de Santos y Sorensen [103] y el uso del
gradiente conjugado precondicionado que propone Steihaug [111].

3.4.5. Gradiente Conjugado en el TRS

Para resolver problemas de cuadrados minimos asociados a ecuaciones lineales Ax = b,
se puede ocupar el método de gradiente conjugado (CG) para resolver las ecuaciones nor-
males cuando la matriz AT A es positiva definida. Lo que hace el método es generar un
sucesién de vectores que que en cada iteracion resuelven el problema de cuadrados mini-
mos restringido al subespacio de Krylov {ATb, (ATA)ATS, ..., (AT A1 ATb}. En algunas
aplicaciones, este subespacio aproxima al generado por los vectores singulares de derecha
asociados con los k valores singulares mas grandes de A. En ese caso, el CG tiene un efecto
de regularizacién en el problema de cuadrados minimos [99]. Sin embargo, cuando la ite-
racién aproxima al subespacio de Krylov gie corresponde con a los valores singulares mas
pequenos, el ruido del vector de observaciones se propaga en la iteracion. Esto provoca
que la sucesion se aleje de la solucién de cuadrados minimos [82], [45].

Para acelerar la convergencia del CG en la solucién de las ecuaciones normales, podemos
usar un precondicionador. El objetivo del precondicionamiento es reducir el ntimero de
condicién de una matriz, acumulando sus valores propios en una regiéon o hacerlos cercanos
a uno. Recordamos que tratamos con problemas discretos mal planteados, por lo que
debemos tener en cuenta el mal condicionamiento. Cuando modificamos el espectro de
la matriz AT A con el precondicionador, no distinguimos entre los valores propios més
grandes y mas pequenios. Como los valores propios de AT A son los cuadrados de los
valores singulares positivos de A, el precondiconador puede reunir los valores singulares
méas grandes con los mas pequenos, lo que provoca que la aproximaciéon calculada por el
CG precondicionado no converja a la solucion.

En un problema mal condicionado, el precondicionador no debe cambiar todo el espectro
de la matriz, sino que debe modificar los valores propios mas grandes y dejar intactos
a los valores propios més pequenos como senala Rojas [99], Hanke y Hansen, [46]. El
precondicionamiento de problemas mal planteados de gran escala es tanto un area dificil y
en desarrollo que no incluimos en esta obra. El lector interesado puede consultar [91],[20]
para ver algunos de los métodos de precondicionamiento propuestos en este escenario.

3.5. Eleccion del Parametro de Regularizacion

Una de las tareas de la regularizacion es elegir el valor del parametro. En esta seccion
presentamos métodos para determinar el valor adecuado de éste: k € N para SVD truncada,
A > 0 para regularizacién de Tikhonov, etc. En los ejemplos anteriores vimos que cuando
el parametro es pequeno, los errores de redondeo, truncamiento y en observaciones se
propagan y amplifican en la solucion regularizadora, por lo que debemos evitar que esté
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cerca de cero; mientras que si el pardmetro es grande, la solucion regularizadora es mas
suave, pero no hay que suavizar mas de lo necesario.

Considere el problema discreto mal planteado dado por el modelo lineal b = Ax + €.
Denotamos por &, a la solucién regularizadora. Para elegir el parametro de regularizacion,
minimizamos el tamaiio del error @, — . Con la SVD A = UXVT y los factores filtro ¢;
vimos que

Treg = VOXTUTH
Asi que el error en la solucion regularizada es
Treg — x = VOSTUT Az + VXU e — 2
= (VoSTUTA - DN — VoxTUu”e
= (VosTUTUusv? — vz + VoxXTUu e
= V(@SS - NVTx + VoxTuTe
Entonces &, — @ es el error de los datos
Eqata = VOETU €
mas el error de aproximacion
Eaprox = V(XS — NV

Para ruido aleatorio € que cumple con las condiciones de Gauss-Markov, identificamos
a Faprox €l sesgo de @,eq ¥ @ Fdata con la propagacion del error en el modelo.

||Eapr0X()‘) ||2

[ Edata(A)][2

A

0

Figura 3.24: Tamanos de Fqata ¥ Faprox €n funcién del pardmetro de regularizacion .

Observaciones 3.18:

=57 En la regularizacién de Tikhonov, tenemos que |Eaproxll2 €s una funcién mondtona
creciente en el pardmetro A tal que ||Eyprox|2 — 0 cuando A — 0; mientras que ||Egaca2 es
una funcién mondtona decreciente en el parametro A tal que || Egatal2 — 0 cuando A — 0.
Véase la Figura 3.24.
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El objetivo de elegir un pardametro de regularizacion es balancear el error de los datos
con el error de aproximacién. Vamos a examinar tres criterios para elegir el parametro de
regularizacion.

3.5.1. Principio de Discrepancia

Supdéngamos que conoccemos el nivel del ruido |€l|z en las observaciones. Una manera
para determinar el valor adecuado del pardmetro de regularizacion es pedir que el residuo
Ax,; —b tenga un tamano comparable a la discrepancia en los datos. Este criterio, atribui-
da a Morozov [85], se conoce como Principio de Discrepancia. Para poder aplicarlo,
necesitamos de una cota para el tamano de la discrepancia entre los datos.

Aplicado a SVD Truncada

En el caso de la SVD truncada, podemos elegir un nivel de truncamiento adecuado si
conocemos el nivel de error en las observaciones.

Teorema 3.5. Sea A € R™*" de rango r con SVD dada por A = ULV,
Siye Col(A) y y° e R™ cumplen

ly —y°l2 <6 < [¥°]2

entonces existe k € {1,...,r} tal que
k
- Lz,
satisface | Axy, — y°|ly < 9, mds atin, |z, — ATy|s — 0 cuando § — 0.
Demostracion. Sea 1 : {0,...,r} — R la funcién dada por

v(p) = | Az — 3|3 — &2

Notamos que

= U : —UUTy’.
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Para p = r = m tenemos que Az, —y° = 0, y por consiguiente 1)(p) = —5%.
Para p < m tenemos que

kal
T .0
Up 1Y

S_ [ Op+1

u,,y
Om

Entonces

= 1 es mondtona decreciente

D3

= (0) = X (ufy’)? = 0% = [UT9°[5 — 6 = |y°[3 - 0* = 0.

j=1

» Dado que y € Col(A), u'y = 0 para todo u ortogonal a Col(A). A su vez, como
Wpy1, - - -, Uy generan todos los vectores ortogonales a Col(A), se sigue que u?y =0
para j =r + 1,...,m. En consecuencia,

j=r+1

= 2 (uj(y’ —y))? -0
j=r+1

< Y (ul(y’ —y))? -6
j=1

= [U"(y’ —y)[5 — &
=y’ —y[3 -9
< 0.
Por consiguiente, existe k € {1,...,r} tal que ¥ (k) < 0, es decir,
| Az — y°[2 < 6.

De entre estos enteros seleccionamos el menor que cumple con esto.
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Ahora, veamos que x; — A’y cuando § — 0. En efecto, dado que
Al Av; = VSTUTUSV v, = V (I 0 > Viv,=wv;, j=1,....n
(n—r)x(n—r)

tenemos que AfAx;, = ;. Entonces

= |AT(Azy — )|

< | AT Az — y||§ )

< [AM2([Azy — 42 + |y — ¥°ll2)-

|, — Afyl

Luego,
|Az, —y’la<d vy |y—y’la<d

implican que |z — ATy[s — 0 cuando § — 0 L g
Observaciones 3.19:

5" Para y° = b e y = Ax, el nivel de truncamiento selecccionado es el indice k maés
grande tal que
| Az), — b2 < [€]l2.

=" Para evitar que el ruido domine a la solucién regularizadora, Hansen [54] introduce
un factor w > 1 en el tamano de la discrepancia [|€|z de modo que buscamos el primer
indice k tal que

|Az), — b2 < wll€lz < [Azpir — bl

Ejemplo 3.10. Retomemos el problema de la reconstruccion del haz de luz (Ejemplo
2.5). Su dizcretizacién por colocacién y cuadratura compuesta de punto medio nos da el
sistema de ecuaciones Ax = b, donde

b; = g(¢;) dado por la Tabla 2.3

@ o ( sin(m(sin ¢; + sin ¢;)) 2 i
= T (cos o, | i=1,...20.
g 20 (cos @i + cos g;) < 7(sin ¢; + sin ¢;) ’

¢ = (1—1/2)7/20 —7/2,

Introducimos errores aditivos ¢; identicamentes distribuidos bajo una gaussiana de media
cero y desviacién estandar 0.1 en las observaciones. Mediante la SVD truncada de A,
obtenemos una aproximacion de la solucién de cuadrados minimos de norma minima de
la ecuacién Ax = b a partir de la ecuacion perturbada Ax = b + €.

Con ayuda del criterio de discrepancia obtenemos el nivel de truncamiento k& = 4.
En la Figura 3.25 mostramos la gréifica de la norma residual |b — Axy|s en funcién del
pardmetro k. Este nivel de truncamiento esté cerca del nivel del error |e[ls. En la Figura
3.26 comparamos la solucion exacta f con la solucién regularizada x; para k = 4.
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10*

[—— Az = blls = — - e]l2 |
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Figura 3.25: Grafica de la norma residual
|b — Az |2 del problema discreto regulari-
zado del Ejemplo 2.5 en funcién de k. Dis-
tinguimos el nivel de truncamiento k = 4
por arriba el nivel de error [€|2

Figura 3.26: Solucién aproximada f del
Ejemplo 2.5 sin ruido en observaciones y la
poligonal con los valores de las componentes
de solucién regularizadora xj; del problema
con ruido para k = 4.

Aplicado a Regularizacion de Tikhonov

Ademas de la SVD truncada, podemos usar el principio de discrepancia en la regulari-
zacion de Tikhonov para hallar un valor adecuado del pardmetro A\ a partir del nivel de
error en las observaciones.

Teorema 3.6 ([71]). Sea A € R™" con SVD dada por A = UXVT. Si

y € Col(A) yy° e R™ cumplen

ly =4l <0 <[],

entonces eziste un tinico escalar positivo A = \(0) tal que

n .
gj

_ T/ Vau
P
satisface
|Azy — 4’2 =6,

mds ain, ||z — Alylls — 0 cuando § — 0.
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Observaciones 3.20:

I=5" De acuerdo con el Teorema 3.6, escogemos el parametro de regularizacion A > 0 al
hacer coincidir el tamano de la discrepancia con el tamano del error en las observaciones.
Para y° = b,y = Az, = | €2, esto es,

| Az — bll2 = [e]2.

=" Para evitar que el ruido domine a la solucién regularizadora, Hansen [54] introduce
un factor w > 1. Asi, elegimos A tal que

|Azy = b2 = wlle]2.

En términos de la SVD, debemos hallar un cero de

Qb(/\) = /\42 (0 +/\2> + Z —wzeTe.

j=1 j=r+1

3.5.2. Ciriterio de la L-Curva

Otra manera para ver como la solucién regularizada x,.; depende de nuestro pardmetro
de regularizacién es observar la norma de esta solucién |,z ¥ la norma del residuo
correspondiente |b — A%eq|2. Nos enfocamos en la regularizaciéon de Tikhonov. En este
caso el pardmetro es A > 0y Tyeq = Th.

Sean n: R - R* y p: Rt — R* las funciones dadas por

nA) =lzaz vy p(N) = [b— Az,3.
Una manera de elegir el pardmetro A es buscar el punto de la curva
L(A) = (p(A),n(N) : R* - R?

con mayor curvatura. Esta estrategia para elegir el pardmetro de regularizacion se conoce
como Criterio de la L-curva [52]. Buscamos una expresion para la curvatura c¢ de I'.

Sea ¢ el angulo tangencial de I' en A, y sea s su longitud de arco. La curvatura de la
curva es

dg
C(A) = Ev
esto es,
¢
o) = -2

d\
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Dado que

d 1 d dn
. (t t =
D T3 tanlg anlang) v tang ==

dp
la regla de la cadena
/

dn _
d_p = ; (3.18)
implica que
do B /0/77” o n/p//
ax () + ()
Luego, como
7 /)2 /2
o = V)2 ()2

se sigue que

Loy = £ =1 () )
= o
(M) + (1'(A)?)?2
Puesto que 1 y p pueden tomar tanto valores grandes como pequenos, empleamos una
escala logaritmica en las dos variables. Sean

m(A) = logiov/n(A) y pi(A) = logig v/ n(A).

Sea ¢; la curvatura de I' en escala logaritmica. Elegimos como pardmetro de regulariza-
cién al maximo de la curvatura ¢:

pealy)

Esto equivale a resolver
min|[—c¢;(N)].

A>0

Puesto que
_ ) (A) = (M) (M)
Cl()\ =

([ (NV]2 + (N1

podemos expresar ¢; en términos de 1 y p. Por propiedades del logaritmo, tenemos que

1) = Fgy M),
de donde
/ 1 7
N = S5m0y gy
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Mutatis mutandis (cambiando lo que se deba cambiar), tenemos que

a(\) = 21#(10) In(p(\)).

, 1 p'(N)

A = 2m(10)  p(\)’

, L pN)p"N) =[PV
AN = ooy [P(V)]? '

Una vez que sustituimos estas formulas en ¢;(\) y simplificamos, obtenemos

) N2 pN(A) + 2X p(A)n(A) + XA’ (A)

@) =20 ) MO + [ P)E

Observaciones 3.21:

(=g
PN ==X7n'(\), A>0. (3.19)

En efecto, en términos de los factores filtro
pi(\) = a7/(oF + \?)

tenemos que

a0 =3 [(u?b)? (jji)] , (3.20)

j=1
o) = @b -2+ ) (ulb) (3:21)
j=1 j=n+1
Por lo que
T = 23| wlvy 208
P J UJQ d\ |’
, T d
P = -2 3l (1= ) 52
j=1
Como
d@] 2)\0?-
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entonces
r 2
) = =4 Y (@) (3.22)
— J (U]2 + )\2)3’
r 2
PO = 4N (@bt (3.23)
4z e

A partir de estas férmulas es inmediata la identidad (3.19)

=" Por la identidad (3.19), tenemos que 7 decrece conforme p aumenta. Asf que el punto
donde la curva I' en escala logaritmica tiene mayor curvatura corresponde a la esquina
donde la curva desciende a una parte plana. Intuitivamente, alrededor de ese punto, la
curva tiene forma de L.

=" Mediante las férmulas de 7, p y 7/ dadas por (3.20), (3.21) y (3.22), respectivamente,
podemos calcular la curvatura ¢; con los valores singulares de la matriz A.

5" La curva I' es convexa si su curvatura no cambia de signo. Este es el caso, ya que con
la identidad (3.19), tenemos que

pI(N) = =N (N) = 21 (M),

y por consiguiente,

55" En [43] proponen otra manera de calcular la esquina de la L-curva.

Ejemplo 3.11. En el problema de reconstruccion del haz de luz (Ejemplo 2.5), discre-
tizamos por colocacion y cuadratura compuesta de punto medio. Obtuvimos la ecuacién
Ax = b, donde

b; = g(¢;) dado por la Tabla 2.3
T o ( sin(m(sin ¢; + sin ¢;)) 2 ii—
= T leosd, . j=1,...20.
g 20 (cos @i + cos g;) < 7(sin ¢; + sin ¢;) ’
o = (i —1/2)7/20 — /2,

Esta vez agregamos ruido € ~ N(0,0.01750x20). Queremos una aproximacién de la solucién

de cuadrados minimos de norma minima x de Az = b a partir de Az = b + €.
Mediante regularizacién de Tikhonov tratamos de obtener una aproximacién xy de .

Esta vez elegimos el parametro de regularizacion A con el criterio de la L-curva. En la
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Figura 3.27 mostramos la gréafica de la L-curva

(logyg [b — Az, |2, logy, [T ]2).

La esquina de la la L-curva, marcada por o, corresponde al valor A = .0499. En la Figura
3.28 comparamos la poligonal f que tiene los valores de las componentes de ' con la
poligonal que tiene los valores de las componentes de &) con A = .0499. Notamos que la
solucién regularizadora con este valor del parametro no oscila y se aproxima a f.

—

10065 | | 18 I
16 -
1009 | i 14

1.2

log ([lxxll2)
-

10063 |

10062 |

1006 |
1072 107t 10° 0 L L L L L L
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
log (|| Azx — bl|2) y

Figura 3.27: L-curva para el problema
discreto regularizado de reconstruccién 1D
del haz del Ejemplo 2.5. Se marca la
esquina o en A = .0499.

Figura 3.28: Poligonal f con los valores de
las componentes de la solucién de norma
minima de la ecuacion Ax = b en Ejemplo
2.5 y poligonal que tiene valores de solucién
regularizada de Tikhonov xy, con A = .0499

3.5.3. \Validacion Cruzada Generalizada

Consideramos el modelo lineal b = Ax + €, donde A es una matriz de tamano m x n con
m = ny € es ruido con distribucién gaussiana de varianza n? que cumple las condiciones de
Gauss-Markov. Vamos a buscar el valor del parametro A en la regularizaciéon de Tikhonov

1
e 2 2 2
min | —|Az — b|; + A3
xeR™ | M
de modo que .., prediga las observaciones lo mejor posible. La idea es reciclar los datos
disponibles. Separamos las observaciones dadas en dos colecciones. Empleamos una de
estas colecciones para ajustar un modelo reducido, y la otra para su evaluacién. Calculamos
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una solucién del problema reducido que posteriormente usamos para predecir los elementos
de la otra coleccién. Esta estrategia se llama Validacion Cruzada [39].

Quitemos una componente del vector de observaciones. Denotemos por b'®) al vector
que obtenemos al remover la k-ésima componente de b, por A, al vector columna que es
el k-ésimo renglén de A, y por A® a la matriz que conseguimos al remover A} de A.
Consideramos el problema reducido

min APz — b®) |2
xeR”

Aplicamos regularizacién de Tikhonov a este problema. Por lo que resolvemos

1
min [—HA b(k)H% + /\2m|§] ) (3.24)

xeR™

La solucién regularizada a:E\) es estimador de la solucién de cuadrados minimos del pro-
blema reducido. Usamos éste para predecir la componente removida b,. Medimos la dis-

crepancia con el error predictivo

0= 3 (ot )

El criterio para elegir el pardmetro de regularizacién consiste en elegir A que minimize el
error predictivo.

Para evitar resolver las m ecuaciones normales regularizadas que nos dan los estimadores

wE\k , damos otra expresion de P(\). Sea bf\k) el vector que obtenemos de b al reemplazar

b, por ATz Como
2
42 — b2 = (Af@ - Afal) + | AV — 03,

y wE\k) es el minimo del problema (3.24), se sigue que :nf\k) resuelve el problema

xeR™

mm{—Mm— W2+vnm]

Sea
A(N) = A(ATA +mA* 1)t AT,
y @ la solucion regularizadora de Tikhonov del problema original. Tenemos que

Azy = ANb vy Az = AW,

de donde . .
Azwx - Ag“’f\) = A(N) i (bk - A{mg )> .
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Por lo que

(1— AN\ (bk - Afzr:(f)) — b, — ATz,

Sea
D()) — dia ! !
T TS AL T AN )

Entonces W

Alz;

b— : = D(A\)(b— Axy) = D(AN)(I — A(N))b.

AT :cf\m)

En consecuencia,
1
P(X) = —[ DI = A(N))b]3. (3.25)

Como queremos reclicar los datos disponibles, nos conviene que las columnas de A esten
acopladas. Mediante la Validacion Cruzada Generalizada (GCV) [120] transforma-
mos el modelo original en otro acoplado cuando hacemos validacién cruzada. Para ver esto,
realizamos un cambio de variable con las transformaciones ortogonales que nos ofrecen la
SVD y la Transformada discreta de Fourier (DFT).

La matriz Fpr con elementos

frj = exp(—2mkji/m) k,j=1,...,m.
es simétrica, cumple que
FprFpr =ml.

y nos da la DFT de b como Fprb [37]. Por lo que

W .= 1/\/HFDT

es un matriz invertible tal que W~! = W

Usamos W y la SVD A = UXVT con los r valores singulares positivos de A para
transformar b = Ax + € en el sistema de ecuaciones lineales

donde

En este nuevo modelo

ATA = Fprdiag(d)Fpr,

donde
o2, sike{l,...,r}
di = .
0, sikef{r+1,...,m}.
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Por lo que AT A tiene como primera columna a

C = 1/mFDTd
y es de la forma
C1 Cm, Cm—1 -~ C2
Co C1 Cm e C3
ATA=1]¢ C2 €1 oy
| Cm Cm—1 Cm—2 -~ C1 |

Las matrices con esta estructura se llaman matrices circulares [37].

Observaciones 3.22:

=" A diferencia de AT A, los renglones de AT A estén acoplados porque es circular.
Considere el problema de cuadrados minimos

min | Az — b|?2, (3.26)

xeR™

La estimacion GCYV del pardmetro A en la regularizacion de Tikhonov del problema
discreto mal planteado Ax = b es el valor Agoy que minimiza el error predictivo P(\) al
remover cada componenete de b y predecirla por la solucién regularizadora del problema
(3.26) reducido correspondiente.

Sea

A(N) = A(ATA + mA21) AT,
De la misma manera en que obtuvimos P(\), tenemos que

Sy = A3

T o)

Por otra parte, si en D(\) reemplazamos cada elemento de la diagonal principal de A(\)
por su promedio y sustituimos en la expresion (3.25) de P(\), obtenemos

VO i LU= AODBEE
[Tx (7= AQ\))

Podemos probar [39] que

~ i (%) (upb)® + i (ujb)?
P\ =V(A) =m Bk horl . (3.27)

r mM\? 2
2 ()

Esto nos dice que la GCV es una forma de validacién cruzada que es invariante bajo
rotaciones (la matriz V' de la SVD y W de la DFT). V se conoce como la funcion GCV.
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Observaciones 3.23:
=5 Xgev es minimo de V() para A > 0
=" Con la expresién (3.27) podemos calcular la funcién GCV a partir de la SVD de A.

=" Para un sistema de ecuaciones lineales indeterminado, Nguyen, Milanfar y Golub [91]
verifican que la funcion GCV nuevamente estd dada por (3.27).

Ejemplo 3.12. En el problema discreto de reconstruccion del haz de luz (Ejemplo 2.5)
usamos regularizacién de Tikhonov para recuperar la solucién ' de cuadrados minimos
de norma minima de Az = b a partir de la ecuacién Az = b + € con € ~ N(0,0.017).

107 ‘ ‘ [—7 =]

15

107}

05
10°F

-4 L L L L L L L L
107 107 1072 107! =15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

by y
Figura 3.29: Funcion GCV para el Figura 3.30: Solucién aproximada f de la
problema discreto regularizado de ecuacion Ax = b del Ejemplo 2.5 y
reconstruccién 1D del haz del Ejemplo 2.5.  poligonal con los valores de componentes
Marcamos por o el minimo de solucién regularizada de Tikhonov x)
Aaoy = 4.6305 x 1073, con A = Agcovy.

En esta ocasion usamos la estimaciéon GCV para elegir el pardmetro de regularizacion .
En la Figura 3.29 mostramos la gréafica de la funcion GCV V. El minimo que encontramos
de V es A\goy = 4.6305 x 1073, En la Figura 3.30 comparamos la poligonal f con los
valores de las componentes de 2’ con la poligonal que tiene valores iguales a la solucién
regularizadora x ., . Las discrepancias entre ambas poligonales son pequenas.
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CAPITULO 4

PROBLEMAS DE GRAN ESCALA EN RESTAURACION DE IMAGENES

Estamos interesados en tratar con problemas computacionalmente intensivos del pro-
cesamiento de imagenes que involucran decenas de miles de incognitas. Por ejemplo, si
queremos reducir el ruido en una sucesion de iméagenes de 500 x 500 pixeles y ampliar-
las en un factor de 4 en cada dimensién espacial, generamos una imagen que involucra
2000 x 2000 = 4 x 108 valores de pixeles desconocidos.

Los problemas que abordamos son de gran escala y estan mal planteados. El incon-
veniente que tenemos en resolverlos con métodos directos de regularizacion como SVD
truncada es que es costoso calcular la SVD de matrices de grandes dimensiones. Por eso
nos interesa examinar la estructura del problema de gran escala, antes de regularizar.

Para empezar, damos un visiéon panoramica del procesamiento de imagenes. Una imagen
puede pensarse como una distribucién continua de colores o escala de grises sobre el
plano. Esta contiene informacién de una escena que nos interesa almacenar, transmitir y/o
interpretar. Para tratar de acceder a esta informacion usamos dispositivos como camaras
digitales, microscopios y telescopios electrénicos. Estos recogen muestras que conocemos
como pixeles y la informacion queda almacenada en bits. De ese modo, obtenemos imagenes
digitales que podemos modificar en la PC.

En el procesamiento de imagenes, analizamos y manipulamos la informaciéon que con-
tienen para extraer atributos o obtener una nueva imagen. El interés va desde retocar
fotografias de celular, el reconocimiento facial en sistemas de vigilacia, identificar vias
terrestres por satélite, hasta detectar nebulosas con la ayuda de sensores digitales.

Figura 4.1: Imagen de la estrella PC5 tomada por el telescopio Hubble en 1990.

A veces las imagenes captadas por telescopios, miscroscopios, camaras de celular, entre
otros, presentan degradaciones debidas a desenfoque del lente, movimiento del objeto, rui-
do, etc. Un caso famoso es el Telescopio Espacial Hubble. Poco después de su lanzamiento,
24 de Abril de 1990, el personal de la NASA descubrié que el telescopio tenia un lente
defectuoso. Esto provocé que la luz de las escenas tomadas se propagara en gran parte de
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las imagenes. Como la repararaciéon del lente era complicada, el equipo de trabajo se vid
en la necesidad de restaurar las imdgenes tomadas por el Hubble [3].

En la actualidad, cientificos e ingenieros usan el procesamiento de imagenes para com-
prender mejor los problemas de sus respectivas areas, de hecho, se ha vuelto parte integral
de su formacién profesional. El potencial que tiene esta area, no se limita a los especialis-
tas, pues gracias a los avances tecnoldgicos y computacionales, la gente puede manipular
facilmente algunas imagenes cuando hace veinte anos no resultaba viable.

(a) imagen en espectro infrarrojo (b) ultrasonido de un feto

- rl
‘_."h

“

(c) radiografia (d) imagen en espectro visible

Figura 4.2: Imagenes digitales obtenidas por fuentes distintas

Las areas de aplicacion del procesamiento de imagenes son diversas. Una manera de
clasificarlas es de acuerdo a la fuente que las genera. La principal fuente es la radiacion del
espectro electromagnético [40]. Las imdgenes tomadas por camaras comerciales estén en el
espectro visible, los médicos usan imégenes captadas por rayos x para hacer diagnosticos,
los satélites usan radiacién infrarroja para generar imagenes de una red de asentamientos
humanos. Otras fuentes como ultrasonidos nos permiten obtener imagenes del estado de
un feto. Véase Figura 4.2. Nosotros trabajamos con imagenes digitales captadas en el
espectro visible.
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El procesamiento de imagenes esta repleto de problemas, que en un principio se pensaba
que eran relativamente faciles de resolver, pero hasta la fecha no revelan sus secretos.
Conforme avanza la tecnologia, algunas tareas se hacen mas sencillas y a la vez surgen
nuevos problemas. A grandes rasgos, los problemas que se presentan a menudo consisten
en transformar las imagenes digitales o extraer sus atributos. De acuerdo a la aplicacién,
abordamos diferentes metodologias [40]:

Compresién. Se intenta reducir el almacenamiento en bits de la imagen o aumentar
la capacidad transmision. Esto es practico cuando queremos descargar iméagenes de una
pagina web. De hecho, convivimos a diario con los formatos de compresién JPG y PNG.
Procesamiento del color. Lo que se pretende es discernir aspectos visuales de la imagen
a partir de la naturaleza fisica del color. Mediante modelo del color, se intentan manipular
caracteristicas como la nitidez.y la saturacién

Realce. Nos interesa dar una mejor interpretacion visual de la imagen. Con ese fin resal-
tamos atributos de interés o damos a conocer detalles escondidos en la imagen. Podemos
manipular el contraste o sacar elnegativo de una foto. Esto es 1til en la Fotografia asi
como en el procesamiento de imagenes médicas.

Restauracion. Se pretende recuperar una imagen ideal a partir de otra de la misma
escena que tiene degraciones. Hacemos uso del conocimiento a priori del fendmeno que
genera las degradaciones. La idea es dar un modelo del proceso de degradacion. Este es el
caso cuando las imagenes estan desenfocadas.

Reconstruccion 3D. A partir de imédgenes de las proyecciones de un objeto tridimen-
sional, reconstruimos su superficie. Las proyecciones pueden ser secciones transversales o
sombras del objeto. La tomografia médica y sismica hacen uso de estas reconstrucciones.
Procesamiento morfolégico. Nos concentramos en extraer informacion relevante sobre
la forma que tiene un objeto en una imagen. Tenemos diferentes grados de dificultad
dependiendo de la forma, color o textura de los objetos presentes en la escena. La teoria
de conjuntos da el fundamento teorico.

Segmentacion. Separamos una imagen en regiones que corresponden a objetos presentes
en la escena. Para separar, nos fijarnos en los cambios de valores de los pixeles o usamos
un critero predefinido. Podemos aislar puntos, lineas y contornos.

Entre los diferentes problemas del procesamiento de imagenes, nosotros nos enfocamos
en dos: deblurring y super-resolucion.

La difuminacién de una imagen consiste en dispersar el brillo de una zona a sus alre-
dedores. Esto genera degradaciones en la imagen. Véase Figura 4.3. Queremos ver la
imagen con menos degradacion. Esto nos conduce al problema de Deblurring:

Dada una imagen difuminada G, obtener una imagen F de la misma escena
con menos degradacion.
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ﬁ

Vision is the

art of seein - —
5 Difuminacion ‘
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what is
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(8 Jd
Imagen original Imagen difuminada

Figura 4.3: Difuminacién de una imagen.

Si nuestro problema es difuminar una imagen, el Deblurring puede verse como el
problema inverso de la difuminacion. Véase Figura 4.4.

N —- -
|

-
-

Difuminacion

'y
| 4

Deblurring

4
N

Figura 4.4: Deblurring como problema inverso de la difuminacién.

Queremos usar la informacion de varias imégenes de una misma escena para obtener
una imagen con mejor resolucion. Esto da lugar al problema de Super-resolucion:

Dada una coleccion finita de imdgenes Gy, ..., Gy, de baja resolucion de una
misma escena, obtener una imagen F de alta resolucion.
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Figura 4.5: Super-resolucion. A partir de dos imagenes desenfocadas G; y Ga de una placa de
automovil de 118 x 90 pixeles, obtener una imagen F con menos degradaciones de 236 x 180
pixeles

. J

4.1. Deblurring

Si queremos resolver el deblurring, la idea que usamos es que éste es el problema inverso
de la difuminaciéon. Por eso buscamos un modelo que nos permita obtener una imagen
difuminada a partir de la imagen ideal de la escena.

El modelo de difuminacion que damos esta descrito por un sistema que nos permite
atenuar o suprimir caracteristicas de una imagen. Este sistema se conoce como filtro.
Pensemos en un sistema 6ptico que recibe a la imagen F y devuelve la imagen difuminada
G. La imagen ideal F se encuentra en un espacio de imagenes U, mientras que la imagen
difuminada G esta en un espacio de imagenes V. El sistema transforma F en ¢ mediante
un operador B : U — V. Con este operador, la difuminacién de imagenes consiste en lo
siguiente:

Dada la imagen F € V' y el operador B : U — V', obtener G = B[F].
Asi, el deblurring (el problema inverso) es

Dada la imagen difuminada G € V' y el operador B : U — V, determinar la
imagen F € V tal que G = B[.F].

Observaciones 4.1:

I=5" Kl deblurring tiene solucién si el operador B es sobreyectivo. Su solucién es tinica si
B es inyectivo. Por lo que si conocemos la inversa de B, podemos restaurar la imagen
difuminada. Véase Figura 4.6.
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Imagen restaurada F Imagen difuminada G

Figura 4.6: La inversa del operador B para restaurar imagenes difuminadas en el problema de
Deblurring.

4.1.1. Modelo de difuminacion

Vamos a dar un modelo continuo de difuminacion. Pensemos en una imagen dada F
como una distribucién continua de colores en el plano. Le vamos a asociar una funcién f. Si
bien la imagen se delimita a un rectdngulo R, podemos extenderla sobre todo R? mediante
condiciones de frontera. Por ejemplo, que la imagen tenga fondo negro fuera de R. Asi que
tomamos a R? como el dominio de f. Por otra parte, nosotros manejamos imagenes en
escala de grises. Para indicar el tono de gris, asignamos un nimero en el intervalo [0,1] a
cada punto de R2. El valor cero indica el color negro, mientras que el valor uno representa
el color blanco. De esa manera, asociamos una funcién f : R* — [0,1] a la imagen.

Los espacios U y V' de iméagenes que tratamos tienen la estructura de espacios vectoriales.
Ambos contienen a todas las funciones definidas sobre R? con valores en el intervalo [0, 1].

Una vez que conocemos la estructura del espacio de imagenes, buscamos la del operador
de difuminacion B.

La mayoria de los sistemas fisicos reciben una sefial en un espacio vectorial U y regresan
una nueva senal en un espacio vectorial V' mediante una transformacién B : U — V
que cumple con las siguientes propiedades:

%t Linealidad. Se verifica el principio de superposicion:

B[Oéfl + f2] = OéB[fl] + B[fg], Va e R, Vfl, f2 e U.
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% Invarianza bajo traslacion. Un desplazamiento de la senal corresponde a un
desplazamiento en la respuesta: Si B[f]| = g, entonces

Blfl(x +s,y+t)=gx+sy+t) Vrys,telR.

La clave es que si el filtro cumple con las propiedades anteriores, entonces podemos
caracterizar el sistema con la respuesta que produce una imagen de color negro, salvo un
punto brilloso (s,t). Esta imagen representa el impulso que recibe el sistema. Mediante la
transformacién B, la luz que emite el punto brilloso se dispersa a los puntos vecinos. De
ese modo el sistema produce como respuesta la imagen difuminada. Véase la Figura 4.7.

Lo que hace el operador B es “transformar” el impulso unitario ¢ trasladado al punto
(s,t) en una funcién k : R? x R? — R que nos da la respuesta del sistema:

Sz — s,y —t) —2— k((z,y), (5,1)) (4.1)

Impulso Respuesta

Figura 4.7: El sistema dado por el operador B hace que la luz del punto brilloso (s,t) del
impulso se disperse en la respuesta que produce.

Observaciones 4.2:

55" Aclaramos que el impulso unitario no es una funcién sobre el plano, si no que es una
distribucién [126].

Funcion de Dispersion de punto

La respuesta k se conoce como funcion de dispersion de punto (PSF). El punto
brilloso (s,t) donde se traslada el impulso es el centro de la PSF.



140 4.1. Deblurring

fa,y) = > aipije,y) oz, y) = Y ai Bz, y)

1,JEZ 1,J€L

Figura 4.8: Descomposicién de f en funciones elementales p;; que se transforman bajo el
operador B y se reintegran por linealidad en g = B[ f].

Vamos a dar una expresion al operador B a partir de la PSF. La idea es expandir
f en funciones elementales. Como B es lineal, podemos combinar las imagenes de esas
funciones bajo B para obtener la respuesta tal y como se muestra en la Figura 4.8. Al
respecto, expandimos f mediante pulsos

1

Pasac(T,y) = 3 AsAt
0, en otro caso

si0<x<As,0<y<At,

como

flzy) = Asl’g?_)o ijZGZf(ZAS,]At)pA&At(CE —iAs,y — jJAt)AsAt.

En términos del impulso unitario, esto se representa simbdlicamente como

flz,y) = J y f(s,t)0(x — s,y — t)dsdt. (4.2)

La integral del lado derecho puede verse como una combinacién lineal de impulsos unitarios
trasladados, donde los valores de la funcién f son los coeficientes [106].
Extendemos la linealidad del operador B [4], [125] de modo que

B JJf(s, t)o(x — s,y — t)dsdt | = Jff(s, t)B[d(x — s,y — t)]dsdt,
R2 R2
Luego, como B transforma el impulso ¢ en la PSF k., tenemos que

BU B f(s,t)é(x—s,y—t)dsdt] - f (s Ok((,9), (s, 0)dsdt,

Por consiguiente, de la identidad (4.2) se sigue que B es el operador integral

Bl fl(z,y) = J y f(s,)k((z,y), (s, t))dsdt, Yz,yeR.
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Una condicion suficiente para que el operador B cumpla la hipdtesis de invarianza bajo
traslacion es que

k((l’,y),(S,t)) zk(a:—s,y—t) VI,y,S,tGR,

La PSF k dada de esta manera se conoce como espacialmente invariante. Usamos esta
PSF con las siguientes restricciones:

% k(z,y) = 0 para cualesquiera z,y € R. Esto se debe a las variables fisicas como
intensidad de luz solamente toman valores no negativos.

x SRQ k(x,y)dxdy = 1 para que la energia del sistema se conserve.
Observaciones 4.3:
=" La funcién nicleo del operador integral B es la PSF k.

I=5" En la PSF espacialmente invariante hacemos un abuso de notacién al pasar de una
funcién definida sobre R? x R? a otra definida sobre R.

=7 Si desconocemos la PSF, podemos hacer una estimacién de ésta. En la Literatura [6],
se propone aproximarla por otras PSF’s que sean espacialmente invariantes localmente.

Ejemplo 4.1. Mostramos algunas PSF espacialmente invariantes de la Literatura [55],
[73]. Para ilustrar cada una, vemos como se difumina la imagen cameraman.png y una
imagen de fondo negro con un pixel blanco en el centro.

Figura 4.9: Imagen asociada al Figura 4.10: Imagen cameraman.
impulso unitario.
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2

¢ La PSF gaussiana de varianza ¢ con media (s,t) es

Ko, y) = 1 exp <_(x—s)2+(y—t)2>'

o\ 2w 202

r = |

T

Figura 4.11: PSF gaussiana con Figura 4.12: Imagen cameraman
desviacion estandar o = 7 y valor difuminada por PSF gaussiana.
esperado (s,t) = (128,128).

¢ La PSF para desenfoque en un circulo de radio r con centro (s,t) es
1

k(z,y) = 7r2’
0, en otro caso.

-

si(z—s)?+(y—t)?<r,

Figura 4.13: PSF de desenfoque Figura 4.14: Imagen cameraman
con radio r = 20. desenfocada.
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¢ La PSF de traslacién horizontal a partir del punto (s,t) con desplazamiento L es

1
k(z,y) =< L’
0,

silr—s| <= e y=t,

L
2

en otro caso.

Figura 4.15: PSF de movimen- Figura 4.16: Imagen cameraman
to horizontal con desplazamiento difuminada por PSF de movimen-
L = 20. to horizontal.

Convolucion como Modelo de Difuminacion

Mediante la PSF espacialmente invariante, nuestro operador de difuminaciéon B : U — V'
esta dado por

B[ fl(xz,y) = JJ;W k(x — s,y —t)f(s,t)dsdt. Yr,yeR,

esto es, B realiza la convolucion
B[f] = k=« .

Vamos a pedir que la PSF sea cuadrado integrable:

JRQ UR [k((z,y), (S,t))]zdxdy) dsdt < oo.

De ese modo, B transforma funciones en L?(R?) en otras del mismo espacio. As{ que para
nuestros fines, tomamos U =V = L?(R?).

Podemos pensar que la convolucién es el desenfoque del lente de una camara digital.
En ese caso, la imagen ideal es la escena reflejada en uno de los lentes de la camara, otro
de los lentes hace el papel de la PSF, el mecanismo que desenfoca la imagen realiza la
convolucién y la imagen desenfocada se observa en la pantalla. Véase Figura 4.17.
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Convolucion

imagen reflejada mecanismo para imagen desenfocada
en el lente desenfocar en pantalla

\\ g’ ~
lentes para filtro
Figura 4.17: Convolucién como el desenfoque del lente de una camara

convolucion

imagen original imagen difuminada

h

Figura 4.18: Convolucién como difuminacién por PSF espacialmente invariante.

Asi que nuestro modelo genera la imagen difuminada como la convolucién g = f * k.
Veamos que hace geométricamente la convolucién con un ejemplo en 1D.
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(
Ejemplo 4.2. Sean f,k: R — R las funciones dadas por
s, sil0<s<?2, m,
fs) = k(s) =
0 en otro caso, 0

si0<s <1,

en otro caso.

Para generar el valor en cada punto x de la convolucién g = f = k. procedemos de la

siguiente manera:
1.

2. Trasladamos k(—s) a k(z — s).

3. Multiplicamos k(x — s) por la funcién f

4. Calculamos el drea bajo la curva de k(z

Conforme aumentamos el valor de x, vamos
mostramos esta construccion de g.
Sea I, =[x — 1,z] n [0, 2]. Entonces

Flah(a =) = {O

De acuerdo al valor de z, tenemos que

g,
Ia: _ [07 '1:]7
[z —1,z],
[z —1,2],
En consecuencia,
.
0
(z) ng
€T =
g Z@z—1)
\ E(S — 2% + 2x)

s,

Reflejamos la funcién k respecto al eje de las ordenadas.

Y

— 5) f(s) sobre toda la recta real.

generando la funcién g. En la Figura 4.19

sisel,

en otro caso.

six<0ox >3,

si0<x <1,
sil<ax<?2,
si2<x<3.
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F()k(B/2 - s)
51 g(x)
|l 3/ F(s)k(5/2 — s)

/ 2w
w/
2 » /

—+
0o 1/2 1

F(s)k(1/2 — s)]

;ﬂ'/Q
-1 -1/2 0 qp 1

f(s)k(—=1/2—5)=0

—t—t—t—s -
-2 _3/2 —1"~»..}./z 0

-3 -2 -1

Figura 4.19: La funcién g es la convolucién de las funciones de soporte compacto f y k. El
valor de g(z) es el area bajo la curva de la transformacién s — f(s)g(z — s).

Mencionamos algunas propiedades de la convolucion:

¢ Linealidad. Dadas funciones integrables k, fi, f» : R? — R y la constante a € R,
tenemos que

kx(afi+ fo) = alk= fi) + k«fo

%2 Conmutatividad. Dadas funciones integrables k, ¢ : R? — R, tenemos que

JJ k(x — s,y —t)q(s,t)dsdt = JJ q(x — s,y —t)k(s,t)dsdt Vz,yeR,
R? R?

estoes, k*q=q=k.

Ahora que tenemos nuestro modelo lineal de difuminacién dado por la convolucion
del imagen ideal con la PSF, podemos dar una formulacion matematica del deblurring.
Recordamos que éste es el problema inverso de difuminacién. Por lo que el deblurring

donde la PSF es espacialmente invariante se trata de una deconvolucién. Véase la Figura
4.20.
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Dadas las funciones g € L?*(R?) y k : R? — R, hallar una funcién f : R? - R
que cumpla la ecuacion integral

g(z,y) = JJ k(x — s,y —t)f(s,t)dsdt. Vo, y e R. (4.3)
R2
\ J

convolucion

b 4

imagen original

imagen difuminada

Figura 4.20: Deblurring como pfoblema de deconvolucion

Observaciones 4.4:

5" Debido a que los dispositivos épticos-electrénicos solamente nos ofrecen muestras de
la imagen difuminada, necesitamos una versién discreta del modelo de difuninacién. Por
ello, discretizamos la ecuacién integral (4.3).

4.1.2. Digitalizacion de Imagenes

Las cdmaras y otros dispositivos para adquirir imagenes manejan una resolucion limitada
y algunas intensidades de colores. Por lo que tenemos una aproximacion discreta de la
imagen. La digitalizacion de una imagen consiste en transformar la funciéon de variables
y valores continuos asociada a la imagen en otra de variables y valores discretos. La
digitalizacion se realiza mediante los procesos de muestreo y cuantificacion. De este
modo se adquieren imagenes digitales. Para comprender esto relacionamos las imagenes
con senales.
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Cuando tomamos una foto, los sensores de una camara digital devuelven senales con
forma de onda que constituyen una seccién transversal de la imagen. La intensidad de gris
asociada a esa seccion estd dada por la amplitud de la senal. Véase la Figura 4.21. Cada
senal es una funcién de variable y valores continuos.

Cuando hacemos muestreo, transformamos las variables continuas en discretas. Se crea
una particiéon de cada seccion transversal. Cuando las juntamos, obtenemos una malla
sobre la imagen. Las muestras que se obtienen son los llamados pixeles. Véase Figura
4.22(a).

B
e [Ty

Figura 4.21: Senal asociada a un corte transversal de la imagen.

En la cuantificacion, transformamos los valores continuos de la senal en discretos, de
modo que a las amplitudes de la senal se les asignan tonos de grises indicados por una
coleccion finita del intervalo [0, 1]. Véase Figura 4.22(b).

A B
georavs) oo —

Y

S N |

(a) muestreo (b) cuantificacién

Figura 4.22: Adquisicién de una imagen digital por muestreo y cuantificacion.

Asi, a partir de la distribucién continua de tonos de gris de una imagen en blanco
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y negro, los procesos de muestreo y cuantificaciéon nos dan pixeles coloreados con una
coleccién finita de tonos de gris [40], [62].

4.1.3. Modelo Discreto para Difuminacion

En el deblurring, suponemos que al difuminar una imagen F, obtenemos la imagen
G. Conocemos a G, y queremos recuperar a J. En vista del muestreo y cuantificacién,
disponemos solamente de conjunto finito de valores de la funcién g asociada a la imagen
G. Asi que debemos hallar la funcién f asociada a la imagen F a partir de los pixeles de
g.

A fin de obtener un arreglo f con los valores de los pixeles de F a partir de un arreglo
g con los de G, lo que hacemos es discretizar nuestro modelo de difuminacion dado por la
convolucién (4.3) en un sistema de ecuaciones lineales Af = g. Para conocer la estructura
que tiene la matriz A, usamos las siguientes hipotesis:

3¢ Los pixeles de G se encuentran en puntos de Z?2.
¢ La funcién g tiene soporte acotado en R, = [1,m] x [1,n].
¢ La PSF k tiene soporte acotado en Ry = [—[,l] x [—r,r], donde 2] < m y 2r < n.

Discretizamos la convolucién (4.3) con el método de colocacién en los puntos de Z2.
Aproximamos la doble integral por sumas de Riemann sobre cuadrados unitarios. Esto
nos da la convolucion discreta

9(i,5) = >, fh @) kli—p,j—q) Vi, jel
— Z\__v_./\_____v_____/
p.qE
Gij Ip.a ki—p,j—q
de las sucesiones {f,,} v {kpq}-
Debido a que k y ¢ tienen soporte acotado en Ry y R,, respectivamente, tenemos que
la convolucién discreta se reduce a

i+l j+r

1=1,...,m,
9ij = Z Z Joaki—p.j—q j=1,. (4.4)

p=i—lgq=j—r ’

En las sumas anteriores el valor de cada pixel en la imagen difuminada es una suma
ponderada de los valores del pixel correspondiente en la imagen original y sus vecinos.

Queremos reescribir (4.4) como un sistema de ecuaciones lineales. Para ver esto, fijamos
el primer subindice y examinamos primero el caso unidimensional:

Jj+r
gi= > kisgfy j=1...n. (4.5)

q=j—r
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Observaciones 4.5:

=" Necesitamos de 27 + 1 valores de la PSF asi como de n 4 2r valores de f para generar
n valores de g. De hecho, con los vectores

ki=[k, - ko

fexti = [f—r-i—l f—r+j fj

podemos obtener cada g; de la siguiente manera:

1. Volteamos k,

2. Alineamos el arreglo volteado k con fe.; de modo que kg coincida con f;,
3. Multiplicamos las respectivas componentes,
4

. Sumamos los productos.

Reordenamos la convolucién discreta (4.5) como

gj: Z kqu,q, ]:1,7’1,

q=—r

Esto se puede escribir como el sistema de ecuaciones lineales

n T
—kr kr—l kl k[] k—l k—r+l k‘—r
: : : k1 f7r+1
. kr—l : . ’ . ’ ’ .
ke | keoy - n—r fo
kr 1‘7—1 kl k[] k—l o k—r+l k—r f] gl
. f (4.6)
" gn
korir| ker fn+1
N A r
. . . k_y : _fn+r_
ky kv ki ke | ke o kepn ke
T n—r—1
Ay fett = 93

La matriz A; es de tamafio n x (n+ 2r) y tiene una estructura en banda que se forma con
2r + 1 valores de la PSF.

Anélogamente, si fijamos el segundo subindice de la suma (4.4) e intercambiamos n y r
por m y [, respectivamente, obtenemos el sistema de ecuaciones lineales
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m l
(K ki o k| ko ke o ke ke
krooo o
N P - e
k[ k1,1 mfl fO
ki koo ko ko ke o ks ke fi g1
ke ' ‘ 4.7
l fm 9m ( )
ko] ko fm+l
k—lﬂ l
- [ I | S |
| ko kiy o ko ko | ker o kg kg
l m—1—-1
A Sext = g
> > >

La matriz A es de tamano m x (m+2l) con estructura en banda formada por 2/+ 1 valores
de la PSF.

El sistema de ecuaciones A; fexty = g; se puede extender para 2D en una estructura por

bloques. Para ver esto, acomodamos los (m + 2[)(n + 2r) valores f,, vy las mn muestras
gi;j en matrices

f—l+1,—7"+1 T f—z+1,n+r g11 " Gin
Feww = y G =
fm+l,fr+1 T fm+l,n+r gmi " Gmmn

y apilamos las columnas de estas matrices en vectores foxy v g. De este modo, (4.4) se
pueden escribir como el sistema de ecuaciones lineales

Aextfext =g, (48)
donde
[ k0 go-D g0 KO gD ) peen)
: KM :
KD
K0 gD . . . : -
K0 g0 o g g0 g0 gl gl
Aext = i :
K
K)o g
LK
. K . .
K0 -1 R <O ¢ U KED o g g

es una matriz de n x (n + 2r) bloques con la misma forma que A;. Cada cero corresponde
a un bloque de m x (m + 2I) ceros de Aey y cada k, con un bloque
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[ kg kiorg o kg kog Korg o ke kg
. b, .
kit
kg kg Lo L
kig kicig - kg kog koig o koisg kg
K@ — _
k_1q
koierg  keig
k_iy1q
N S : A
kig kg o kg kog o kg o kg koig |

de tamano m x (m+ 2l) que tiene la misma forma que A, con k; , en lugar de k;. La matriz

Aexs €s de tamano mn x (m + 20)(n + 2r).

De esta manera, obtenemos nuestro modelo lineal discreto de difuminacion. Recordamos
que el deblurring es el problema inverso de difuminacion. Asi que debemos resolver la
ecuacion (4.8).

Observaciones 4.6:
5" El sistema de ecuaciones lineales Aey foxt = g estéd indeterminado. Esto da lugar a
que tengamos una infinidad de soluciones, y por consiguiente una familia de imdgenes res-

tauradas para una sola imagen difuminada. Para que tenga tinica solucion, en la siguiente
subseccion damos restricciones sobre la imagen restaurada.

4.1.4. Condiciones de frontera

Delimitamos F a un rectangulo ¢ del plano. Como la imagen recuperada debe tener
el mismo numero de pixeles que la difuminada, entonces f tiene mn valores sobre Ry.
Supongamos que

% Ry =[1,m] x [1,n].
52 Sobre los puntos (p,q) con p € {1,...,m} y q € {1,...,n} tenemos los mn valores

Ipq de f.

Con la region y los pixeles que tomamos, ocupamos (m + 2r)(n + 2l) valores f,, para
generar los mn valores g; ; mediante las sumas (4.4). Véase Figura 4.23. La pregunta es
c6mo conseguimos los (m + 2r)(n + 21) — mn valores f,, fuera de Ry.
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ot i1 forvio s f-tiin Sttt fotvinss

000000000 00

N

fo.-r1 foot for i fon Vot 1 fonss
AR Sl A S Sl Al ARl Sl Sl S 2
Frorn L fion i i i i i i U fimet 1 frae
6----0--m0-- - I S 2
o, OO0 488000,
St r1 ! ! fmr10 ! frns11} ! ! ! VSt ! Ymstind i
SN S SUP S S S S S S S
Smst—ri1 Smsro fmrin Smsin Smstns1 Fnttnir

Figura 4.23: Los (m + 21)(n + 2r) valores de la funcién f sobre Z?. Marcamos los mn puntos
dentro de Ry que corresponden a los pixeles de la imagen F.

Tratamos la zona fuera del rectangulo que delimita la imagen F de acuerdo al uso que
le demos a la imagen. Por ejemplo, nos conviene tomar un fondo negro para imagenes de
astros, repetimos la imagen si la captamos en una secuencia de video, o la reflejamos si
notamos una simetria. Por esta razén manejamos condiciones de frontera en el rectangulo
Ry donde se restringe la funcién f. Vamos a dar tres condiciones de frontera para los
valores f, , fuera del rectangulo Ry.

sle

%¢ Condiciones Cero. La imagen F fuera del rectangulo que la delimita tiene un
fondo negro, esto quiere decir que la funcién f es cero fuera de Ry. Véase Figura
4.24. Por lo que

frq=0 si pé{l,....m} o q¢{l,...,n}.

Figura 4.24: Imagen con condiciones de frontera cero.
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sl

% Condiciones Reflexivas. La imagen F se refleja en cada lado y esquina del
rectangulo que la delimita. Véase Figura 4.25. En consecuencia,

f fsa ¥(q)»
donde
—-p+1, sip=—(-1),...,0, —q+1, sig=—(r—1),...,0,
(p(p)= p’ Sip:17"'7m7 y w(q)= q? Siq:17"'7n7
2m—p+1, sip=m+1,....m+1, 2n—q+1, sig=n+1,....,.n+r
I N .3 21

PR
“P 9

Figura 4.25: Imagen con condiciones de frontera reflexivas.

% Condiciones Periodicas. La imagen F se repite fuera del rectangulo que la deli-
mita. Véase Figura 4.26. Esto nos indica que f es periddica. Entonces

fpyq = fp mod m,q mod n» Vp,q VA

bbé

|qvi

® %

[ - - —

25

Figura 4.26: Imagen con condiciones de frontera periodicas.

=

Examinamos como repercuten las condiciones frontera en el sistema de ecuaciones li-
neales Afex = g. Vemos primero el caso 1D de la ecuacion Ay fexiy = g5-
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Caso 1D

Sea .
fi=11h - fu] -

Separamos la matriz A; de la siguiente manera:
% La matriz T de tamano n x r con elementos

. ki—qir, sij<gq, j=1....n
0, en otro caso, ¢ =1,...,7,

formada por las primeras r columnas de Aj.

52 La matriz T de tamatio n x n con elementos

L i—d<r
tj,qZ{”’ Sli-glsno 1

0, en otro caso,
que obtenemos al quitar las primeras y tdltimas r columnas de A;.
% La matriz T de tamano n x r con elementos

7 ki—gen, sij—qg=n—r, j=1,...,n
0, en otro caso, g=1,...,r

formada por las ultimas r columnas de A;.

Estas matrices nos permiten identificar la estructura que el sistema de ecuaciones lineales
Ay fexty = gy adopta con las tres condiciones frontera [90].

%¢ Condiciones Cero. En la ecuacién Ay fexty = g3, las primeras y ultimas r colum-
nas de A; se multiplican por ceros. Asi que podemos removerlas. De esa manera,
obtenemos el sistema de ecuaciones lineales

Tf; = g;- (4.9)

La matriz T tiene diagonales constantes, pues ¢;, depende de la diferencia j —g. Las
matrices que cumplen esto se llaman matrices de Toeplitz Basta tener la primera
columna y el primer renglén para generarlas.

%t Condiciones Periodicas. En la ecuacién Ay fexty = gy, las primeras r columnas
de A; se multiplican por f,—,41,..., f,, mientras que las ultimas r columnas A; se
multiplican por fi,..., f., respectivamente. Por lo que sumamos las columnas de T'
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e
S

con las ultimas r columnas de T" y las columnas de 7" con las primeras r columnas
de T'. De ese modo, tenemos el sistema de ecuaciones lineales

Cfy =91,
donde .
C= [Onx(n—r) 2' + T + [T Onx(nfr)] :

Por ejemplo para n = 6 y r = 2, tenemos que

[ ko k1 ko O ky k]
kv ko ki ko 0 ke
ky ki ko ki ko O
0 ke ki ko ko1 ko

ko 0 ke ki ko k-

[ ky ko 0 ke ki ko

La matriz C' tiene una estructura especial. En su j-ésimo renglén, su primer renglén

se recorre j7 — 1 posiciones a la derecha y los j — 1 elementos que sobran se agregan
al inicio del reglén. Los elementos ¢;, cumplen que

Cjq=Cup SI q—j=v—u(modn).
Las matrices que satisfacen esta relacién son las matrices circulares [124].

Condiciones Reflerivas. En la ecuacion Ay fexy = gy, las primeras r columnas
de A; se multiplican por f,,..., fi, mientras que las tultimas columnas de A; se
multiplican por f,,, ..., fm_ri1, respectivamente. Asi que volteamos las columnas de
T y las sumamos con las primeras r columnas de 7. Andlogamente, volteamos las

columnas de T y las sumamos con las ultimas r columnas de T. Para voltear las

columnas usamos la matriz
0 1

1 0 mxXm

Asi, apartir de la ecuacion Ay fexty = g4, tenemos al sistema de ecuaciones lineales
(T+H)f -g. (4.10)

donde -
H = [0stnr) Z1T+ |T o | 7

Por ejemplo, para n =5y r = 3, tenemos que

k‘l kg ]Cg 0 0
ko ks O 0 0
H=1k 0 0 0 k-3
0 0 0 k_g koo
0 0 ks ko kg
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La matriz H tiene antidiagonales constantes, ya que sus elementos h;, dependen de
la suma j + ¢. Las matrices que cumplen esto se llaman matrices de Hankel. En
consecuencia la matriz de coeficientes 7'+ H es la suma de una matriz de Toeplitz
con una matriz de Hankel.

Analogamente, si reemplazamos j, g, n, r por i, p, m, [, respectivamente. podemos reducir
la ecuacién Af. = g a un sistema de ecuaciones lineales que tiene matriz de coeficientes
«> >

«>
con las mismas estructuras. A continuacién, examinamos el caso bidimensional.

Caso 2D

Ahora, incorporamos las condiciones de frontera a la ecuacion A fext = g. En vez del
arreglo Fiy, buscamos la matriz

fin o fim
F: . .

fm,l T fm,n

con los mn valores de los pixeles de la imagen restaurada. Denotamos por f al vector con
las columnas apiladas de F'.

Reordenamos la estructura por bloques de la matriz Aqy; de acuerdo con las condiciones
de frontera. La Ecuacion Aey foxt = g se reduce a un sistema de ecuaciones lineales Af = g,
donde A es una matriz de orden nm.

Queremos ver la estructura de la matriz A. Lo que hacemos es expandir la forma que
toman las matrices A; y A del caso 1D con cada condicién de frontera, pues la estructura

bl

por bloques de A se obtiene al fijar el primer subindice en (4.4), mientras que la forma de
sus bloques K@ aparece al fijar el segundo subindice. Con las condiciones de frontera, la
matriz A se reordena en una matriz por bloques A de la misma forma en reordenamos
que A;. Asfmismo, cada bloque K@ de A. se reduce a una matriz en banda A@ de
tamano m x m de la misma manera en que reducimos A

Sabemos del caso 1D que A; y A se reacomodan como matrices de Toeplitz si usamos

condiciones cero, matrices circulares con condiciones periédicas, y en la suma de una matriz
Toeplitz con una de Hankel si las condiciones son reflexivas. Luego,

condiciones cero = A es Toeplitz por bloques y
A es matriz de Toeplitz,
condiciones periodicas = A es circular por bloques y
A9 es matriz circular,
condiciones reflexivas = A es la suma de una matriz de Toeplitz por bloques
con una matriz de Hankel por bloques y
A es suma de una matriz de Toeplitz
con una matriz de Hankel.
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Asi, A es una matriz en banda por bloques que tiene n x n bloques y cada bloque es
una matriz en banda de tamano m x m. Combinamos la estructura por bloques de A con
la que subyace a su vez en sus bloques. De ese modo, podemos dar la estructura completa
de A con cada condicién de frontera.

Slg

% Condiciones Cero. A es matriz de Toeplitz por bloques y cada bloque es matriz
de Toeplitz (BTTB). Por ejemplo, para m =n =5y [ = r = 2, tenemos que

A0 ACED 4(=2) 0 0
AL A0 AC=D 4(=2) 0
A=1A4A® A0 A©O  AED A2
0 A@  AM A0 A=D
0 0 AR A 40

donde

kO,q kfl’q k,27q 0 0

kl,q ]{Jo’q ]{3_17(1 k?_27q 0
AD = | kyy kg oy ko1q Kooy
0 kg kg ko k14
0 0 k27q qu kqu

sle

%2 Condiciones periodicas. A es matriz circular por bloques y cada bloque es matriz
circular (BCCB). Por ejemplo, paran =m =5,y | = r = 2, tenemos que

A ACED A2 A@) AWM

AL A0 AED A=2) 0 A@)

A= A@ A@O A0 gD A=2)
A2 4@ A A0 A=D

ACED A2 4@ A 40

donde

k()’q k_Lq k_Q,q k2,q k17q
kig kog k-o1g koog kog
AD = | kyy kg kog koig Eoog
kflq k2,q kl,q kO,q kfl,q
k_l’q k_27q k27q kl’q ko’q

sle

% Condiciones reflerivas. La matriz A es la suma de cuatro matrices de n x n
bloques:
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A0 ACD
ACD A0
A®
0
Y - 0
[ 7
7D
= )
0
Y
rrm 7@
T
T
1o
1 0

o - 0
0
A7)
o AGD
AWM A0
7" 0 0 i
0
(=) +
A
) T (0
T
0 0 [HW
H®
H®
0 + 0
(=)
. T7(=2)
o 7" 72 =1 | 0
HI

HO gD
HED g0
H®
0
0
H® H®

HED o0 . 0
0
HE)
. HGED
H™ HO g0
T/
0 0 ]
0 )
HE)
H(E2)
o HE HE» gy |
H

donde T@ y H@ son las matrices de Toeplitz y Hankel de orden m dadas por

[ Koy k-1g

k_iq kog
T@ — kg
0
| O

Las matrices por bloques tienen la siguente estructura:

0

ki, O -~ 0
0

k_iq

. k—l,q
kg - ki ko

y H@ =

kl,q qu
qu

kiq
0

kig O oo e e 0
0

k_1q

. k_a,4

0 kg kag kg
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T es matriz Toeplitz por bloques, cada bloque es matriz de Toeplitz (BTTB),
T" es matriz Toeplitz por bloques, cada bloque es matrizz de Hankel (BTHB),
H es matriz Hankel por bloques, cada bloque es matriz de Hankel (BHHB),

H’ es matriz Hankel por bloques, cada bloque es matriz de Toeplitz (BHTB).

Asi que la matriz A se separa como

A =BTTB + BTHB + BHHB + BHTB.

Ejemplo 4.3. Difuminamos la imagen de 50 x 50 pixeles de la Figura 4.27 mediante la
PSF gaussiana. Delimitamos esta PSF al cuadrado [—20, 20] x [—20, 20].

Usamos desviacién estandar 5. La grafica de la PSF es la campana de la Figura 4.30(a).
Supongamos condiciones de frontera cero. Entonces obtenemos una matriz A de tamano
2500 x 2500 que es BTTB. En la Figura 4.30(b) mostramos una gréfica de sus elementos.
Notamos que la intensidad del color es mas fuerte en una banda alrededor de la diagonal
principal.

Figura 4.27: Imagen Figura 4.28: Imagen Figura 4.29: Imagen
de reflector difuminada con PSF difuminada con PSF
gaussiana de desvia- gaussiana de desvia-
cion estandar 5 con cion estandar 2 con
condiciones de frontera condiciones de frontera

cero periddicas

Ahora, usamos desviacién estdndar 2. En la Figura 4.31(a) notamos que la grafica
de la gaussiana se comprime. Supongamos condiciones de frontera periodicas. Entonces
obtenemos una matriz A de tamano 2500 x 2500 que es BCCB. En la Figura 4.31(b)
mostramos una grafica de sus elementos. Notamos que la intensidad del color se distribuye
en bandas alrededor de la diagonal principal asi como en las esquinas de la matriz.
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(a) PSF gaussiana de desviacién estandar 5 (b) elementos de la matriz BTTB
sobre cuadrado [—20,20] x [—20, 20]

Figura 4.30: PSF gaussiana + condiciones cero nos da una matriz BTTB.

22
22>
R
SRR
RRZZ2>
SRR
RERRZRZZZ>
BT
25352
R
SRR
RRRZ2
23235252 -20
15

2200

i - S zdon
20 20 7 Hon " 2s00

(a) PSF gaussiana de desviacién estandar 2 (b) elementos de matriz BCCB
sobre cuadrado [—20,20] x [—20, 20]

Figura 4.31: PSF gaussiana + condiciones periodicas nos da una matriz BCCB.

.

4.1.5. Reduccion del Problema

Como las imagenes digitales pueden tener tamanos en pixeles de 256 x 256, 1024 x 768,
2048 x 1200, entre otros, entonces el problema discreto de deblurring Af = g involu-
cra resolver un sistema de ecuaciones lineales de gran escala, su matriz de coeficientes
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es cuadrada de orden 2562 = 62500, (1024)(768) = 786432 y (2048)(1200) = 2457600,
respectivamente. Deseamos reducir las dimensiones de nuestro problema. La idea es que
si podemos separar la PSF, separemos A en matrices de menor tamano.

La PSF k : R? — R es separable si existen funciones r, ¢ : R — R tales que

k(x —s,y—t) =r(z—y)c(s —t) Va,y,s,teR.

Vamos a trabajar con PSF's espacialmente invariantes y separables. Por ejemplo, la PSF
gaussiana.
Entonces las evaluaciones de la PSF k en la malla uniforme sobre Z? se factorizan como

kiepi—q = Ci—pTj—q, 1 7,D,qE ZL.
Sea C' la matriz m x m con elementos
Cip = Ci—p, &Lp=1,...,m.
y sea R la matriz n x n con elementos
Tiqg=Tj—q J,q=1,...,n.
Entonces cada bloque A@de A de tamafio m x m distinto de 0,,x., se puede escribir como
AU—D) = riqC, J,qg=1,...,n.

Identificamos una estructura conocida en la matriz A, llamada producto de Kronecker.

Producto de Kronecker

El producto de Kronecker de X € R"P con Y € R"™*7 es la matriz por bloques

$171Y cee 7’17pY
Xey=| : z
TpaY 0 ThpY N
Por ejemplo,
1 2 0 0
3 4 0 0
1 2

1 0 5 6 0 0

[21]@)[2 g]z 2 4[-1 -2

6 8|-3 —4

10 12| -5 -6

Mencionamos algunas propiedades del producto de Kronecker:

% Producto mezclado. Para todas las matrices X, Y, Z, W de productos compatibles
XZ y YW, tenemos
(XRY)(Z@W)=XZRQYW.
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Sle

% Distributividad de transposicion. Para cualesquiera matrices X e Y, tenemos
XeY)' =XTeYy".

W,

% Dastributividad de inversa. Para todas las matrices invertibles X e Y, tenemos
(XeY)'=Xx'1oy .

sle

R
7

Vectorizacion. Para cualesquiera matrices X, Y, Z tales que el producto XY Z es
compatible, tenemos

vec(XY Z) = (ZT @ X)vec(Y),
donde vec(X) denota al vector con las columnas apiladas de la matriz X.
Observaciones 4.7:
I=5" El producto de Kronecker no es comutativo.

I X®Y = XY7T cuando X e Y son vectores.

5" La propiedad de vectorizacién nos permite pasar una multiplicacién matriz-vector,
donde la matriz es de gran tamano, a una multiplicaciéon de matrices de menor dimen-
sién. De ese modo, reducimos las dimensiones de nuestro problema. Véase [75] para mas
propiedades del producto del Kronecker.

Condiciones de Frontera con PSF Separable

Regresemos al sistema de ecuaciones lineales Af = g. con PSF separable. Tratamos las
tres condiciones de frontera por separado:

sle

% Si usamos condiciones cero, entonces la matriz A que es BTTB se convierte en el
producto de Kronecker de las matrices de Toeplitz R y C"

A=R®C.

sle

>
7

Para condiciones de frontera periédicas, la matriz A que es BCCB se escribe como
el producto de Kronecker de las matrices de circulares R y C.

Sty

% Para condiciones de frontera reflexivas,

A = T + T’ + H + H.
BTTB BTHB BHHB BHTB

Podemos separar cada una de las cuatro matrices por bloques como

T:RT®CT, H:RH®CH>
TIZRT®CH, HIZRH®CT.

donde
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Rp es una matriz de Toeplitz de orden m,
Ry es una matriz de Hankel de orden m,
C7 es una matriz de Toeplitz de orden n,
Cy es una matriz de Hankel de orden n,
De ese modo, la propiedad del producto mezclado implica que A es el producto de

Kronecker de matrices Ry C que son la suma de una matriz de Toeplitz con una de

Hankel, esto es,
RZRT+RH y OZCT+CH.

De aqui que
BTTB + BTHB + BHTB + BHHB = (Toeplitz +Hankel)® (Toeplitz + Hankel).

En cualquier caso, la ecuacion Af = g se reescribe como
(R® C)vec(F) = vec(G). (4.11)

La solucién de esta ecuacion nos da la matriz F' de tamano m x n asociada a la imagen
restaurada. El rango de R® C' es

r = rango(R)rango(C).

Por lo que disntiguimos cuando los factores R y C' son de rango completo o deficiente.
Si Ry C' son invertibles, la distributividad de la inversa bajo el producto de Kronecker
implica que
vec(F) = (R ® C ™ Hvee(G).

Luego, por la propiedad de vectorizacion del producto de Kronecker, tenemos que
F=C'GR™.

De este modo podemos restaurar la imagen difuminada.

Observaciones 4.8:

15" Cuando la PSF es espacialmente invariante, pero no es separable, entonces A puede
aproximarse por una suma de productos de Kronecker. Al respecto, Kamm propone en
[66] que bajo condiciones de frontera cero, resolvamos

min [(RQC) — Alr

sobre todos los productos de Kronecker R ® C' de rango uno. Para obtener nuestra apro-
ximacién de rango uno, usamos la matriz

k—l,—r T k—l,r
K= z
kl,—r e kl,r
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que tiene todos los valores de la PSF. Condensamos la informacién de esta matriz en los
vectores singulares u y v asociados al valor singular mas grande o de K. Formamos la
matrices de Toeplitz R y C' que tengan por primer renglon

[ﬁulﬂ s you le(m—l—l)] y [ﬁvrﬂ o you le(n—r—l)]

y por primera columna

ﬁulﬂ ﬁUrJrl

\OoUg 41 VOV ,

O(m—1-1)x1 O(n—r—1)x1

respectivamente.

Producto de Kronecker y SVD

Cuando R y C son de rango deficiente, resolvemos el problema de cuadrados minimos
Hﬁ{in (R® C)x — vec(G)|3 (4.12)
we mn

La solucién de cuadrados minimos de norma minima nos da el arreglo frs que reacomo-
damos como la matriz F1g de tamano m x n. Sabemos como hallar esta soluciéon a partir
de la SVD

(R C)=UxVT,
El inconveniente es que calcular la SVD para una matriz de gran tamaio es costoso. Nos

preguntamos si es posible hallar una SVD del producto de Kronecker a partir de las SVDs
de sus factores.

Teorema 4.1. Sean R € R™*" y C € R™ "™ con descomposiciones en valores
singulares

R=UpSpVE y C=UZVE.

Entonces Ur ® Ug y Vr ® Vo son matrices ortogonales mn x mn tales que

R®C = (Ur®Uc)(Zr®Ec)(VR® V)"

Demostracion. Primero probamos que Ur ® Ugs es una matriz ortogonal. Sabemos de la
SVD que Ugr y Ue son matrices ortogonales de tamanos n x n y m x m, respectivamente.
Por definicion,

ugﬁ)UC uﬁ)UC
UR®UC: : )

u,(ﬁ)Uc o uPue
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mientras que

R R
ug,l)Ug T Ug,l)Ug
Ur®Ue)' =Up@UL = | :
O WU
Luego Q := (Ur ® Uc)T (Ur ® Ug) es la matriz por bloques
Qi1 - Qun
Qn,l Qn,n
donde o

Qij = [uﬁ)UZJ US?U(YE] :
ug’?U(;
Notamos que
Qi; = (columna i de Ug)” (columna j de Ur)ULU,.

Dado que Ug es ortogonal, tenemos que
Qij = (columna i de Ug)” (columna j de Ug)I,.

Luego, como Uy es ortogonal, se sigue que Q;; = 0;;1,. De aqui, Q) = I,2. Esto muestra
que U, ® Uy, es una matriz ortogonal. Analogamente, podemos verificar que V, ® V}, es una
matriz ortogonal.

Ahora, probemos la Factorizacién

RR®C = (Ur®Uc)(Er®@Tc)(Vr®Ve)".
Sean
Wr=UpXp v We=Us2:.
Entonces las descomposiciones en valores singulares de X e Y implican que
R®C = (WpVi) @ (W Vo).
Por la propiedad del producto mezclado tenemos que
RQC = Wr@We) (Vi @VE).
Dado que la transposicion se distribuye sobre el producto de Kronecker, se sigue que
R®C = (Wr@Wo)(Va® Vo). (4.13)
La propiedad del producto mezclado implica que
Wr@We = (Up®Uc)(Xr® X0). (4.14)

De aqui obtenemos el resultado deseado al sustituir (4.14) en la Factorizacién (4.13). &
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Observaciones 4.9:
I=5" El Teorema 4.1 es vélido atin cuando las matrices R y C' no son cuadradas.

55" Para que la Factorizacién
R®C = (Ur®Uc)(Zr®Zc)(Va®Ve)".

sea una SVD de R ® C, reordernamos X ® ¢ con una matriz de permutaciéon P de
tamano nm x nm tal que los elementos sobre la diagonal principal de

Y= P(Xp®Xc)PT
estén en orden descendente y definimos
U:=UrQ@Uc)PT v V:=(Vz®Ve)PT.

De ese modo, R® C = UXVT es SVD del producto de Kronecker. Los valores singulares
01y Omn de R® C son productos de los valores singulares de Ry C.

A consecuencia del Teorema 4.1, podemos usar la SVD de R y C para obtener Fig:

1. Formamos el vector
h = Pvec(ULGUy).

con los coeficientes de vec(G) en la base de vectores singulares de derecha de R®Q C.

2. Multiplicamos las primeras r componentes de h por los reciprocos de los r valores
singulares positivos de R ® C' y reemplazamos las tultimas mn — r componentes de
h por ceros. Obtenemos

mn—r

—
1 1
w=diag(—,---,—,0,~-,O)h.

01 O

3. vec(Fis) es la expansién de w en la base de vectores singulares de derecha de RQC,

esto es,
Fis =V WVE,

donde W la matriz de tamafio m x n tal que vec(W) = PTw.

Observaciones 4.10:

5" En el caso de condiciones de frontera periédicas, las matrices R y C son circulares.
Cuando el orden de estas matrices es par, podemos usar la transformada Discreta de
Fourier (DFT) de las primeras columnas de R y C para hallar sus SVDs. Sea ¢ la la
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primera columna de C'. Entonces su DFT es 6 = Fpr(, donde Fpr es la matriz de orden
m con elementos

vg = €xp(—2pqmi/m) p,g=1,...,m.

Puesto que las columnas de Fpr son ortogonales en C™ y FETF pr = ml, podemos

verificar [124] que
C— LT diag() ——F
NG pr - dlag Jm DT-
De aqui, la DFT 6 nos da el vector con los valores propios de C'. Los valores y vectores
propios son complejos porque los elementos de Fpr son complejos. Sea 0y el dngulo en
radianes que forman las partes real e imaginaria de (. Formamos la matriz U de tamano
m X m con elementos

; qg=1,

T
\/%cos <—2”(p72(q71) + Hq) . qed{2,...,2},
Upg = . =~
Sl n(C‘IYL ) — m
%(7”;, L q=5+1
27(p—1)(q—1 m
k\/%COS<%+(%>, ge{Z+2,....,m},

De la misma manera, formamos una matriz V' del mismo tamano, omitiendo los éngulos
0, v los signos de (1 y G241 Asi, obtenemos matrices ortogonales U y V tales que

C = U diag(|Cil, - -, [Gn) V7

Basta reordenar los valores absolutos de los elementos de 6 en orden descendente y multi-
plicar U y V por la matriz de permutaciéon correspondiente para obtener una SVD de C.
Analogamente, obtenemos una SVD de la matriz circular R [100].

55" Una vez que tengamos las muestras de la imagen ideal, interpolamos para reconstruirla.
Esto es posible si la transformada de Fourier f de f tiene soporte acotado:

f(&,&) =0 para |&] > &Go, (6] > &y
y se ha realizado un muestreo uniforme de f sobre una malla rectangular con espaciamiento

Ax, Ay con una taza de muestreo mayor que la taza de Nyquist, esto es,
1 1
E = gws > 25%07 A_y = gys > 2€y0~
De ser asi, el Teorema del muestreo [62] nos dice que podemos interpolar f en una
base de funciones Sinc normalizadas a partir de los pixeles de F como

flay) = ) f(pAw, Ay)Sine (w6, — p) Sinc (yys —q)  Va,y e R
D,qEZL

De aqui que estemos interesados en conocer solamente las evaluaciones de f en la malla
uniforme.
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4.1.6. Regularizacion en el Problema de Deblurring

En nuestro modelo de difuminacién con PSF k((z,y), (s,t)) espacialmente invariante y
cudrado integrable, tenemos que el operador de difuminacén B : L*(R?) — L*(R?) estd
dado por

Blf](z.y) = j f K(r — s,y — ) f(s, t)dsdt

De acuerdo a lo visto en §1.3, el que la PSF sea cuadrado integrable da lugar a que B sea
compacto. Asi que resolver la ecuacién integral (4.3) es un problema mal planteado en el
sentido de Hadamard. De aqui que el problema de deblurring antes formulado estd mal
planteado.

Cuando discretizamos la ecuacion (4.3) e incorporamos las condiciones de frontera, ob-
tenemos un sistema de ecuaciones lineales Af = g, donde G y F' son matrices m x n con
los valores de los pixeles de la imagen difuminada y la restuarada, respectivamente, y A
es una matriz de orden mn que tiene una estructura en banda por bloques.

Regularizacion de Imagenes Difuminadas sin Ruido

Bajo la hipotesis de que la PSF es espacialmente invariante, separable, y de soporte
acotado, discretizamos la convolucién como el sistema de ecuaciones lineales

vee(G) = (R® C)vec(F), (4.15)

donde R y C son matrices de orden m y n con estructura determinada por las condiciones
de frontera. Cuando los valores singulares de R ® C' decan a cero sin saltos, tenemos un
problema discreto mal planteado.

Ejemplo 4.4. Considere la imagen difuminada de 256 x 256 pixeles de la Figura 4.32(a).
Nuestro modelo discreto de difuminacién estda dado por la ecuacion Af = g, donde f y
g son vectores de 2562(= 62500) componentes con los valores de los pixeles de la imagen
restaurada F y la imagen difuminada G, respectivamente, y A es una matriz de orden
2562 que tiene una estructura en banda por bloques.

Sabemos que la imagen se difumina mediante una PSF gaussiana de desviacion estandar
5 con soporte en el rectangulo [—127,127] x [—127,127] y que en la frontera se usan
condiciones cero. Dado que la PSF gaussiana es separabe, tenemos que la matriz A es el
producto de Kronecker A = R® C, donde R y C son matrices de orden 256. Ademsds, las
condiciones cero implican que R y C' son matrices en banda de Toeplitz. Para restaurar
la imagen usamos la solucién de cuadrados minimos de la Ecuacién (4.15) reacomodada
en el arreglo Fig.

La imagen restaurada que mostamos en la 4.32(b) estd dominada por el ruido introduci-
do por errores de redondeo. Si examinamos el nimero de condicién de R y C, encontramos
que

Ko(R) = ko (C) = 4.6521 x 10'%,
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(a) Imagen difuminada (b) Imagen restaurada

Figura 4.32: Restauracién de imagen por solucién de cuadrados minimos

Figura 4.33: Grafica de Picard del problema discreto mal planteado Af = g,
valores singulares o; de A indicados por o,
coeficientes |u;g| de g indicados por A,
coeficientes |u;g|/o; de frg indicados por ©.
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Lo que pasa es que las matrices R y C son numéricamente singulares en la PC de 64 bits
que usamos, mas aun, A tiene rango deficiente, pues

rank(A) = rank(R ® C) = rank(R)rank(C) = 17956;

mientras que una matriz de rango completo de orden 2562 debe tener rango 62500.

En la Figura 4.33 mostramos la gréfica de Picard del problema discreto mal planteado.
Observamos que los valores singulares o; de A decaen rapidamente a cero sin saltos en
escala logarfmica, mientras que los primeros 16500 coeficientes |u’g| de g en la base de
vectores singulares de derecha decaen mas rapido que o; y después se estabilizan. Luego,
los coeficientes |ul g|/o; de f1s en la misma base de vectores singulares crecen en promedio
a partir del subindice 16500.

Para obtener una imagen restaurada que no este dominada por el ruido, ocupamos
métodos de regularizacién en el problema de deblurring. Vamos a regularizar mediante
factores filtro ¢;. Sabemos que la solucién regularizada es

Jreg =V diag (ﬂ, T &, Ora1 -, g@mn> Ulvec(G),
01 O
donde r = rank(A). Aclaramos que fi, €s el vector con las columnas apiladas de la matriz

Freg que tiene los valores de los pixeles de la imagen restaurada. Con las SVDs

y el Teorema 4.1 formamos la solucion regularizada de la misma manera que la solucion
de cuadados minimos fis. La diferencia es que usamos ¢;/0; en lugar de 1/0;:

h = Pvec(UcGUy),

w = diag (ﬂ, ,&,¢T+1...,<pmn) h,

01 Or

W e R™" dada por vec(W) = PTw,
Jreg = vec(VoWVE).

En particular, si tomamos ¢; = 02/(0? + \?), usamos regularizaciéon de Tikhonov. En este
caso, el parametro de regularizacién es A > 0 y la matriz de tamano m x n con la solucién
regularizadora se denota por F).

Ejemplo 4.5. En el Ejemplo 4.4 tratamos de restaurar una imagen difuminada por PSF
gaussiana de desviacién estandar 5, media cero y soporte en [—127,127] x [-127,127]. El
problema es resolver el sistema de ecuaciones lineales (R ® C)f = g, donde R y C son
matrices en banda de Toeplitz de orden 256. Vimos que la solucion de cuadrados minimos
de norma minima Fpg nos da una imagen con mas degradacion, pues el problema estd mal
condicionado.
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Mediante regularizacién de Tikhonov, reemplazamos el problema discreto mal planteado
por otro mejor condicionado. Damos cuatro valores distintos al parametro de regularizacién
Ay generamos las imagenes restauradas con las solucionres regularizadoras reacomodadas
en matrices Fy. Para A = 107'%) vemos que la imagen de la Figura 4.34(a) est4 dominada
por ruido, mientras que para A = 107'°, podemos distinguir claramente las letras de la
imagen de la Figura 4.34(b). Si aumentamos a A = 1077 suavizamos la imagen como se
muestra en la Figura 4.34(c). Con A = 1073, la imagen se difumina. Véase Figura 4.34(d).

(b) A=10"1°

z%lﬂhﬂ‘

(c) A=10"" (d) X\ =0.001

Figura 4.34: Iméagenes restauradas por regularizacién de Tikhonov. Indicamos el valor del
parametro de regularizacién A de cada solucién regularizadora. )

Regularizacion de Imagenes Difuminadas con Ruido

En ocasiones, las imégenes adquiridas por dispositivos electronicos tienen ruido. Por
simplicidad, trabajamos con ruido aditivo gaussiano de media cero no correlacionado. In-
corporamos este ruido en nuestro modelo discreto de difuminacion con PSF espacialmente
invariante y separable como

vec(G + F) = (R® C)vec(F), (4.16)
donde E es una matriz aleatoria de R™*™ que tiene el ruido gaussiano. Asi que nuestro
modelo de difuminacién es un modelo lineal general de regresion.
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El mal condicionamiento de R y C' ocasiona que el ruido del lado derecho se propage en
la solucién del problema. En consecuencia, la imagen recuperada a partir de una imagen
difuminada con ruido gaussiano de desviacién estandar pequena estda dominada por el
ruido. De aqui que necesitamos regularizar.

Recordamos que en la regularizacion de Tikhonov, la soluciéon regularizada f, de la
Ecuacién (4.16) es un estimador lineal y sesgado de la solucién de cuadrados minimos de
norma minima del mismo sistema de ecuaciones sin ruido, y el pardmetro A da un balance
entre el sesgo de este estimador y la traza de su matriz de covarianza.

Una eleccién adecuada del parametro de regularizacién A nos permite reducir la influen-
cia del ruido en la imagen restaurada. Elegimos el valor de A con los criterios de L-curva
y GCV Estos criterios requieren de los valores singulares de A y del vector h con los coe-
ficientes de g en la base de vectores singulares de derecha. Con el producto de Kronecker
A = R® C, podemos obtener los valores singulares de A y el vector h.

Ejemplo 4.6. Retomemos la imagen alma mater de 1600 x 1200 pixeles del Ejemplo

3.5. Esta vez la imagen se difumina por PSF con soporte [—799, 799] x [—599, 599] y radio

de desenfoque 7, las condiciones de frontera son periddicas y se agregd ruido gaussiano

idénticamente distribuido de desviacién estandar 0.01. Véase Figura 4.35.
Nuestro modelo lineal estd dado por la ecuacién

vec(G + E) = Avec(F), (4.17)

donde A es BCCB de 1200 x 1200 bloques de tamano 1600 x 1600, G € R600x1200 tiene
los valores de los pixeles de la imagen difuminada sin ruido, £ es matriz aleatoria con el
ruido gaussiano, F' e R1609x1200 con Jos valores de los pixeles de la imagen restaurada.

Como la PSF de desenfoque no es separable, aproximamos la matriz A con un producto
de Kronecker R ® C'. Lo que hacemos es condensar la informacién de la matriz

k—799,—599 k—799,599
K =

k799,—599 e k799.599

en los vectores singulares w y v de izquierda y derecha, asociados al valor singular més
grande o de K. Multiplicamos u y v por /o y les agregamos ceros para que tengan
1600 y 1200 componentes, respectivamente. Los vectores que obtenemos se usan como los
primeros renglones de matrices circulares R y C' de orden 1200 y 1600, respectivamente.
Asf que nuestro problema discreto de deblurring es hallar F' e R600x1200 qye cumpla la
Ecuacién (4.16).

A pesar de que R y C son matrices de rango completo con ry(R) = 6.1597 x 10° y
k2 (C) = 3.1334 x 103, el inconveniente es que el ruido en el lado derecho se propaga en la
solucion de modo que el ruido domina a la imagen restaurada. Véase la Figura 4.36.
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Figura 4.35: Imagen difuminada del alma Figura 4.36: Imagen restuarada por solu-
mater con radio de desenfoque 7. cién de cuadrados minimos de la ecuacién

(R® C)vec(F) = vec(G + E).
Usamos regularizacion de Tikhonov para reducir el ruido. A partir de las SVDs
R=UgSpVe v C=UXVE.
obtenemos la solucion regularizadora f. Para ello formamos la matriz diagonal
diag(oy, ..., T16001200) = P(Er ® S¢) P"

con los valores singulares de R ® C' ordenados de manera decreciente por una matriz de
permutacuén P, asi como el vector de coeficientes

h = Pvec(UL(G + E)U})
de vec(G + E) en la base de vectores singulares de derecha de R ® C'. De ese modo,
B = vec(VaWVR),
donde W es la matriz de tamano 1600 x 1200 dada por

. 01 01600-1200
vee(W) = PTdia, h.
W) g(‘ﬁ"‘)‘y 70%600-12004_)‘2)

Elegimos el parametro de regularizaciéon con el criterio de la L-curva. Recordamos que
seleccionamos el valor de A donde la curva

(1ogio(|Fx]2),1ogio(I(R @ C) fx = vee(G + E)|2) )

tiene la mayor curvatura. Véase Figura 4.37. Esta curva tiene forma de L y el punto
de mayor curvatura estd en la esquina de la L. En nuestro caso A = 0.05. La imagen
restaurada asociada se muestra en la Figura 4.38. Podemos apreciar detalles de la imagen
que no se perciben con la soluciéon de cuadrados minimos frs.
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10° . . .

N . . .
0 10° 10° 10%

log;o([[(R® C)fx — vec(G + E)|2)

Figura 4.37: Grafica en escala logaritmica base 10 de la L-curva dada por

([1f2rll2, [(R® C) fx — vec(G + E)|2 ) Marcamos la esquina con o. Este es el punto con A = 0.05

Figura 4.38: Imagen restuarada del alma mater por regularizaciéon de Tikhonov de la ecuacion
(R® C)vec(F) = vec(G + E) con parametro de regularizaciéon A = 0.05
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Figura 4.39: Gréfica en escala logaritmica base 10 del error predictivo V(). Marcamos el
minimo Agoy = 1072 de V con o.

Figura 4.40: Imagen restuarada del alma mater por regularizaciéon de Tikhonov de la ecuacion
(R®C)vec(F) = vec(G + E). Usamos factores filtro o;/(0? + 1600 - 1200)) en vez de 0;/(0? + A?)
con A =107"Y.
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Otra alternativa es usar GCV. En este caso usamos la soluciéon regularizadora f, con

vee(W) = P'diag ( 1 01600-1200 ) ‘

Sean uy, . .., Wig00.1200 las columnas de (Ur ® Ug) PT. El valor del pardmetro que elegimos
es el minimo del error predictivo

1600-1200 1600 - 12002
(012) -+ 1600 - 1200\

1600-1200 1600 - 1200)\2 2
< ; (Ug + 1600 - 1200)\>)

p=1

)2 (u, vec(G + E))?

V(\) = 1600 - 1200——

En la Figura 4.39 mostramos la grafica de esta funcién. Nuestra aproximacién del minimo
es A = 107Y. La imagen restaurada asociada se muestra en la Figura 4.40.

4.2. Super-resolucion

En el problema de la Super-Resolucién (SR), combinamos la informacién de varias
imégenes de una misma escena para recuperar una imagen donde la densidad de pixeles
sea mas alta. La resolucién de una imagen de acuerdo a la densidad de sus pixeles en es
la resolucion espacial.

Para resolver el problema de SR, la idea que proponemos es verlo como el problema
inverso del siguiente problema:

Dada una imagen F de alta resolucién (HR), obtener imégenes Gy, ..., Gy, de
baja resolucién (LR) de la misma escena.

Lo que hacemos es dar un modelo para generar imagenes de baja resolucién a partir de
una imagen ideal de alta resolucién.

4.2.1. Elmodelo

Supongamos que la imagen G; de baja resolucion se obtiene al aplicar una transformacion
‘H; a la imagen F de alta resolucién:

F-"M g
De acuerdo a [28] y [29], cada H; lleva a cabo tres transformaciones en el siguiente orden:

1. Movimiento. Mediante transformaciones gedémetricas VV; movemos los puntos de
la imagen. Por simplicidad, solo hacemos traslaciones con desplazamientos enteros.
Con cada traslacion generamos una imagen distinta.
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2. Difuminacion. Mediante un filtro B difuminamos la imagen movida. Vamos a
suponer que este filtro es lineal e invariante bajo traslaciones, mas ain que difumina
la imagen mediante una PSF espacialmente invariante y separable.

3. Submuestreo. Escalamos la imagen seleccionando muestras con un operador D.

La estructura del espacio donde se define el operador H; es la de un espacio vectorial.
Anteriormente, definimos esl operador de difuminacién B sobre L?(R?). As{ que vamos a
definir la transformacién H; sobre L?(R?).

El operador H; recibe a la funcién f : R? — [0, 1] asociada a la imagen F y genera la
funcién g, : R* — [0, 1] asociada a la imagen G;:

g =Hi(f).
Cuando movemos la imagen F, aplicamos la traslacién W, : R? — R? dada por
x T+ 2
W, = )
l (y) (y + yz)
La imagen movida esta dada por la funcién w; = f o W,. Luego, aplicamos el filtro

Blw](z,y) = ff k(x — s)k(y — t)w,(s, t)dsdt.
R2
De ese modo, la imagen difuminada estd dada por la funcién b, = B[w;]. Posteriormente,
restringimos b; al rectdngulo [1,7m] x [1,7n], que separamos en rectangulos

1=1,...,m,

Rij=[r(i = 1) 7il > [r(i = V)7jls 5 77770

de tamano 7 x 7, y tomamos muestras en cada R; ; que representan promedios de b;. Esto
se hace mediante el operador D sobre L?*(R?) dado por

1
Dlb)(x,y) = = JJR bi(s,t)dsdt si (x,y) € R; ;.

En consecuencia, el operador H; estd dado por la composicién
Hi(f) = D(B(f o W)

Ademas de las transformaciones de movimiento, difuminacién y submuestreo, nuestro
modelo considera que cada imagen G, viene acompanada de ruido aditivo ¢, esto es,

g =Hi(f) +e, l=1,...,L, (4.18)
Por lo que
g =DB(foW)) + e, l=1,...,L,

Esto nos dice que las imagenes LR generadas son versiones deformadas, degradadas, rees-
caladas y con ruido de la imagen HR como se muestra en la Figura 4.41.
De aqui, el problema de generar imagenes LR a partir de una imagen HR es el siguiente
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A partir de la funcién f : R? — [0, 1] asociada a la imagen F y los operadores

H, sobre L*(R?) dados por

Hi(f) =DB(foW)), I=1,...,L,

obtener las funciones g; : R? — R asociadas a las imégenes G; tales que

L,

=7—ll(f)+el, l=1,...,

is ‘3:& E‘ - 3 — 3 i-
:‘NC B BN e _:: g - ks
2 1 ) —10 3 3l . . e
T s G783 smowmfent : 15 -
= ¥ _,_, ERELEY
= N =B 1 =
. —W@—.* 0B - —
118 14121 oD wl
|a|su|z|a H | . .L. Y
. -8
T L 5784 o ‘
r "m [ -8 . 'l'. .

submuestreo

Hi(f) = D(Bu(f o W) 135
ga=H(f) +e .

Figura 4.41: Modelo para obtener imagenes LR a partir de una imagen HR: La funcién f de la
imagen HR se transforma por la composiciéon de pperadores H; en funciones g; asociadas a las

imégenes LR.

El problema de la SR es el problema inverso:

A partir de las funciones ¢, : R?> — R asociadas a las imdgenes G;, vy los

operadores H; sobre L*(R?) dados por

Hi(f) =DB(foW)), Il=1,...,L,

hallar una funcién f : R? — [0, 1] que cumpla las ecuaciones

ZHl(f>+€l, l=1,...,L.
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4.2.2. Discretizacion del modelo

Debido a que disponemos solamente de los pixeles de la imagenes LR, necesitamos discre-
tizar nuestro modelo antes de resolver el problema de la SR.

A partir de una matriz ' de tamano 7m x 7n con valores de la funcién f, generamos
la matriz G; de tamano m x n con los valores de ¢; para [ = 1,..., L. Lo que hacemos
es discretizar las Ecuaciones (4.18) que usan los operadores H; en sistemas de ecuaciones

lineales
g, = Hlf+€l, [ = 1,...,L, (419)

donde
H, es una matriz de tamano mn x 72mn,
g1 = vec(G)) es un vector de mn componentes,
€, es un vector aleatorio de mn componentes,

f = vec(F) es un vector de 7>mn componentes.

Vamos a obtener las matrices H; a partir de la discretizaciéon de los tres trasformaciones
W, By D. De acuerdo con [29], supongamos lo siguiente:

% Las muestras de la imagenes F se ubican en una malla uniforme de 7m x mn pixeles
del rectangulo [1,7m] x [1,7n].

S

< Las condiciones de frontera son periodicas.

%t Los vectores aleatorios €1,..., €, estan distribuidos bajo una gaussiana de media
cero y no estan correlacionados.

Discretizacion de W),

La traslacion W, desplaza los pixeles de la imagen F con un desplazamiento vertical
iy € {1,...,7m} y horizontal j, € {1,...,7n}. Cuando movemos la imagen, se crea una
regién donde los valores de los pixeles quedan libres. Como usamos condiciones de frontera
periodicas, los pixeles desplazados se ponen en la region que se desocupa. Mediante la
matriz de permutacion circular

M[ — |: OilX(Tm—il) Iilxil :|

[(Tmfil) x (Tm—1;) O(Tmfil) X1

hacemos una traslacién hacia abajo como M,F' y hacia arriba como M F , mientras que
la traslacion horizontal se hace con la matriz de permutacién circular

Nl:[ 0y x (rn—31) L5, ]
Trn—jyx(rn—g)  O(rn—s)xsi
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como F'N, hacia la izquierda y F N/ hacia la derecha. Combinamos las traslaciones hori-
zontales y verticales. Esto nos da cuatro matrices:

M,FN,, M,FN!, M'FN, M'FN/.

Por la propiedad de vectorizacion del producto de Kronecker, las columnas de la matriz
M,FN[ se apilan en el vector

w, = (N, ®M)f.

Lo mismo ocurre con las otras tres matrices, con la diferencia que tomamos N/ o M.
Asi que la traslacion W, se discretiza en el producto de kronecker

Wi=N®M,

de matrices de permutacion circulares de orden mn y 7m.

Discretizacion de B

Nuestro modelo discreto de difuminacién por PSF espacialmente invariante y separable
con condiciones de frontera periodicas nos dice que la evaluacién de la funcién b, = Blw]
en una malla uniforme del rectdngulo [1,7m] x [1,7n] nos da el vector

bl = B'wl,

donde
B=R®C

es el producto de Kronecker de matrices circulares R y C' de orden 7n y 7m con elementos
iguales a los valores de la PSF. En consecuencia,

b, = BW,f.

Discretizacion de D

En el submuestreo, tomamos muestras dl(lj) de la transformada de b; bajo D en los puntos
(i y;) € Rijparai=1,...,myj=1,...,n. Porlo que

1
d) = = f J bi(s, t)dsdt.
’ T Ri;

Discretizamos la integral por sumas de Riemann. Asi, obtenemos que

1 T Tj

df»f]):; D > bulpg).

p=7(i—1)+1 ¢g=7(j—1)+1
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Reordenamos este promedio como

R ) )
df == 3 =1 +p7( -1 +q),
pg=1

y reacomodamos el vector b; como la matriz por bloques

! !
B, - BY)
B=| |
l l
By - Bil
donde
b(ri—1)+1L,7(j—1)+1 - b(r(i—1)+1,775)
O . .
Bz',j = : :
b(ri,7(j —1)+1 bi(ti +1,75)
De ese modo, tenemos que
1
dgl] = _211><7'qu(’?17'><1'
Sea
l l
dy) dy),
D=1 :
l !
£y e d
Entonces

1
Dy = = (In ® 11x7) Bi(1, ® 1751).

T

Si apilamos las columnas de la matriz D; en un vector d;, la propiedad de vectorizacion
del producto de Kronecker implica que

d; = Dby,

donde
1
D = 7__2(In & 11><7-) & ([m & 11><-r)

2

es una matriz nm x 7°nm. Luego,

d, = DBW,f.
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Modelo Discreto para Generar Imagenes de Baja Resolucion

De acuerdo a nuestro modelo,
g =d; + €,

esto es,
g, = DBVVlf + €.
Asi, con las matrices

H :=DBW, 1=1,....L

de tamarnio nm x 7>nm formamos los Sistemas de ecuaciones lineales (4.19). De hecho, por
la propiedad del producto mezclado del producto de Kronecker, se sigue

1
H, = ) ((Zn ® Lixr) RN @ (Im @ Lix7)C'M,) [=1,...,L.

Podemos juntar los Sistemas de ecuaciones lineales (4.19) en uno solo. Sean
H, 91 €1
H=1":11, g=1: y e= |

Hy, Lmnxt2mn g1 Lmnx1 €L | Limnx1

Entonces nuestro modelo discreto para generar imagenes LR estda dado por la ecuacion

g=Hf +e (4.20)

Ejemplo 4.7. A partir de la imagen tubos. jpg de 500 x 400 pixeles de la Figura 4.42,
generamos dos imagenes LR de 250 x 200 pixeles, G; v Gs, con condiciones de frontera
periddicas. Véanse Figuras 4.43(a) y 4.43(b). Tomamos la imagen G de la Figura 4.43(a)
como referencia. La otra imagen, G, se ha movido iy = 5 pixeles abajo y jo = 5 pixeles a
la derecha. Asi que las matrices de traslacion son

05 I« 05 Is,
W1 = Is00.400x500400 'y Wa = l 5x395 5x5 ]®{ 5% 495 5x5 ]

1395><395 0395><5 I495><495 0495><5

Las imégenes LR estan difuminadas por la PSF con radio de desenfoque 2.5. Como esta
PSF no es separable, aproximamos la matriz de difuminacion por el producto de Kronecker
de matrices circulares R y C. Sean u y v los vectores singulares de derecha e izquierda
asociados al valor singular més grande o de la matriz

k—249,—199 k—249,199
K:

k249,7199 U k249,199
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que tiene los valores de la PSF. Los primeros renglones de Ry C son [/ov! 0] y [\/ouT 0],
respectivamente.

Figura 4.42: Imagen HR tubos. jpg

Las dimensiones de la imagen tubos. jpg se reducen a la mitad con una taza de muestreo
7 = 2. Asi que la matriz de submuestreo es

D= i([w)@ (11)® (1250 ® (1 1)).

De este modo, a partir del vector f con los valores de los pixeles de la imagen HR,
obtenmos los vectores

g =DBW,f, 1=1.2

con los valores de los pixeles de las imagenes LR Gy y Gs.

(a) Imagen Gy (b) Imagen G

Figura 4.43: Imégenes de baja resolucién G; y G2 de tubos. jpg obtenidas con el modelo
gi=DBW,f,1=1,2.
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Observaciones 4.11:

=7 Si L > 7% (més observaciones que el cuadrado de la taza de muestreo), entonces
el Sistema de Ecuaciones (4.20) estd sobredeterminado; mientras que si L < 72, estd
indeterminado.

5" Bajo las hipétesis anteriores sobre los vectores aleatorios €;, el modelo para generar
imagenes LR puede verse como un modelo lineal general de regresion.

5" Si usamos condiciones de frontera cero, la regién que queda libre se rellena con un
fondo negro. Ahi, los pixeles valen cero. En este caso,

M, = [[( 0y x (rm—iy) 03, x4, :| y N, = [ 0 (rn—1) 0,y ] ’
X1

rm—in)x(rm—ir)  O(rm—iy) Ten—gyx (i) Otrn—in)xii
mientras que Ry C' son matrices de Toeplitz.

55" Si los desplazamientos no son enteros, los valores de los pixeles en la malla desplazada
se obtienen mediante interpolacién bilineal, bictibica o de Lanczos [13]. La traslacién W,
se realiza sobre una versién interpolada de la imagen HR [29], [73].

5" Otras maneras para formar la matriz H; con los operadores D, B y W, pueden consul-
tarse en Capel [15].

4.2.3. Meétodo para resolver el problema de la SR
Por simplicidad, vamos a considerar un caso particular del problema de la SR:

A partir de dos imagenes LR G, y G> de m x n pixeles, reconstruir una imagen
HR F de 7m x 1n pixeles.

Motivacion

Para resolver el problema de la SR, tratamos de revertir las transformaciones D, B y
W, que generan las imdgenes LR mediante la composicién D(B(f o W),)). En [34] y [80]
sugieren cambiar el orden de B y W, en la composiciéon. Esto es posible con nuestras
hipétesis, pues como el producto de matrices circulares del mismo orden es conmutativo,
la propiedad del producto mezclado del producto de Kronecker nos permite intercambiar
las matrices By W;:

BW, = (R®C)(N,® M)
= (BRN)) ® (CMy)
= (NiR) @ (M,C)
= (N,® M)(R®C)
= W,B.

®
®
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Luego,
H, = DW,B.
Por eso manejamos la composicién D(B(f) o W,). Asi, de ser invertibles las tres trans-
formaciones, la imagen HR se obtiene con la inversa de esta composicién:

B=HD ™ (g) oW,).

Esto nos dice que primero, debemos revertir el submuestreo, luego el movimento, y pos-
teriormente la difuminacién. En vez de obtener inversas de las tres transformaciones,
resolvemos un problema inverso por cada transformacion aplicada.

Upsampling

En el submuestreo, el problema es obtener muestras del la imagen HR F para obtener
una imagen LR. El problema inverso llamado Upsampling es obtener una imagen HR a
partir de las muestras de la imagen LR G;. Lo que hacemos es formar una malla de tamano
Tm X Tn a partir de los m x n pixeles de G;, de modo que generamos una rejilla de tamano
7 x T por cada pixel de G;, donde todos los puntos tienen el mismo valor que el pixel. De
esta manera, transformamos la matriz GG; de tamano m x n en el producto de Kronecker

Sl = Gl ® 17-><7'7

donde 1., es la matrriz de tamano 7 x 7 con todos sus elementos iguales a uno.

o) o (o)

Figura 4.44: Las transformaciones geométricas W y W3 mueven la imagen G para generar
las imagenes Go v G3. En el registro, alineamos los puntos x y o de las imagenes G2 y Gs con los
puntos e de la malla de Gi, respectivamente. Si desconocemos W vy W5, hacemos estimaciones.
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Registro

Para mover la imagen HR F, hacemos traslaciones WV, con un desplazamiento horizontal
41y uno vertical 4, mediante el producto M, FN;'. Ahora, el problema es dados los despla-
zamientos 4; y J;, alinear las imégenes G;, respecto a un mismo sistema de coordenadas.
El proceso de alineacién se llama Registro. Véase Figura 4.44. Tomemos como referencia
las coordenadas de la imagen G;, de modo que M; = I,xm ¥ N; = I,x,. Para alinear
los pixeles de Gy, usamos los mismos desplazamientos, pero en sentido contrario. Esto lo
hacemos con el producto MJ F'N,. De aqui que formemos

Z1=81 'y Zy=M]S,N,.

Observaciones 4.12:

5" Si en el registro desconocemos las transformaciones Wi, ..., Wy, debemos estimar el
movimiento dado por W, a partir de los valores de la funcién g;. Una manera es la siguiente:
Sea 2 la region donde se traslapan las imagenes Gy, ...,Gy. buscamos la transformacion

W, que minimize el funcional
p(W) = L[gl(W(rc, y)) — gi(x,y))*dedy

sobre todas las transformaciones de L?(£2) [105]. En caso de que W sea la transformacién

afin
W, T\ _ C'OS 0, —sinb, x n T ’
Y sinf) cos6, Y Ui

basta estimar los parametros 0;, z;, 3, a partir de los valores de la funcién g;. Al respecto,
en [68] aproximan g;(W,(x,y)) por el polinomio de Taylor

0\ 0 62\ 0
. y) = gz, y) + (wz — Y0 —xé) % + (yz + 26, —yé) aiyl‘

y buscan z;,y;, 6, que minimizen el error
E('rl’ Yi, 91) = Z [pl<x7 y) - gl(x7 y)]2 :
(z,y)e2

Esta estimacion es valida si los valores de los parametros son pequenos. Para un estudio
méas completo sobre registro de imédgenes, consulte [12].

Fusion
Cuando revertimos las transformaciones de submuestreo y movimiento, generamos L

imagenes HR. A partir de éstas, queremos generar una sola imagen HR. El proceso que
hace esta tarea se llama Fusion. La idea es combinar la informacién que aporta cada
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imagen en una sola. La fusién que realizamos combina las descomposiciones en valores
sigulares de las matrices que tienen los valores de los pixeles [89].

Manejamos dos imagenes LR G, v G>. Tomamos la primera como imagen de referencia.
De acuerdo a Devi, Madhu y Lal Kishore [26], fusionamos primero las imdgenes antes de
resolver el problema de deblurring. Entonces, después de reescalar G; y G, y trasladar la
segunda, obtenemos las matrices Z; y Zo de tamafio 7m x Tn, respectivamente. Sean ol .
y 02, los valores singulares mds grandes de Z; y Z, y sean

Zy = U1E1V1T Yy Zy= U222V2T
sus respectivas SVD’s. Definimos

2

o1
Y — 217 S1 O méx = O méx >
| 2
22’ 51 O méx < O méx s
y formamos la matriz
7 = U3V .

Asi, comparando los valores singulares mas grandes, decidimos si combinamos las imagenes
al tomar Y = 3J; o ignoramos una contribucion con » = 3.

Deblurring

El problema de difuminaciéon por PSF espacialmente invariante es una convolucién, ya
que el operador B de difuminacién realiza la convolucion de la funcion asociada a la imagen
con la PSF. El problema inverso (el deblurring) es una deconvolucién. Con PSF separable
y condiciones de frontera periddicas, nuestro problema discreto de deconvolucién es dada
la matriz Z de tamano 7m x tn de la imagen difuminada, hallar la matriz F' del mismo
tamano que cumple la ecuacién

vec(Z) = (R® C)vec(F). (4.21)

La matriz F' tiene los valores de los pixeles de la imagen restaurada.

Método para SR: Upsampling + Registro + Fusion + Deblurring

En resumen, el método que usamos para SR hace lo siguiente:

1. Realiza upsampling:
Sl = Gl & 1T><T7 [ = 172

2. Registra imagenes
Z1=8 'y Zy=M]S,N,.
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3. Fusiona imagenes

calcula SVD’s 7, =UX, VT, 1=1,2.
compara ol .y o2, para formar matriz Z.

4. Resuelve la Ecuacién (4.21) del problema de Deblurring.

Al final obtenemos una matriz F' de tamano 7m x 7n con los valores de los pixeles de la
imagen HR. Véase Figura 4.46.

Observaciones 4.13:

5" Otra manera de resolver el problema de SR es usar la Trasformada Discreta de Fourier
(DFT) de la matriz F asociada a la imgen HR [69], [95]:

M—-1N-1

fj1,j2 — Z Z f(p7 q)efi27f(Pj1+QJ2)

p=0 ¢=0

Con esta transformacion pasamos del dominio espacial al dominio de frecuencias. La idea
es descomponer en el dominio de las frecuencias las senales solapadas asociadas a las
iméagenes LR en partes de una senal no solapada de la imagen HR. Véase Figura 4.45. Luego
de separar las senales, formamos un sistema de ecuaciones que relacione los coeficientes
de la DFT de las imagenes LR con los de la DFT de F. De hecho, desde las primeras
publicaciones sobre SR, como la de Tsai y Huang [116] de 1984, hasta en publicaciones
maés recientes como la de Vandewall [119] de 2006 se usa este enfoque.

Figura 4.45: Descomposicion de senales solapadas en el dominio de frecuencia. La variable &
indica que trabajamos en este dominio.
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4.2.4. Regularizaciéon en SR

El inconveniente que tenemos con el método propuesto es que el problema de deblurring
es un problema mal planteado en el sentido de Hadamard. Esto ocasiona que la SR sea
a su vez un problema mal planteado. La dificultad se presenta al resolver el Sistema
de Ecuaciones Lineales (4.21). A pesar de que las matrices R y C sean invertibles, su
mal condicionamiento ocasiona que la imagen HR resturada este dominada por el ruido
introducido por errores de redondeo en el calculo de la matriz F'.

Para reducir las degradaciones de la imagen HR que obtenemos con nuestro método
para SR, regularizamos el problema de Deblurring. Esto lo podemos hacer con la SVD
truncada de R ® C' o con regularizacién de Tikhonov.

Ejemplo 4.8. Retomemos las imagenes LR G; y G de 250 x 200 pixeles que mostramos
en la Figura 4.43 del Ejemplo 4.7. La primera es la imagen de referencia y la otra se
obtiene al desplazar i = 5 pixeles abajo y j» = 5 pixeles a la derecha. Ambas se obtienen
al reescalar la imagen tubos. jpg de la Figura 4.42 con un factor de muestreo 7 = 2 y estan
difuminadas por la PSF con radio de desenfoque 2.5 y soporte [—249,249] x [—199, 199].
Usamos condiciones de frontera periddicas.

(a) Imagen G; (b) Imagen G

Ponemos los valores de los pixeles de las imdgenes LR en matrices Gy, Gy € R?59%200 v Jog
valores de la PSF' en una matriz K de tamano 499 x 399. Sean u y v los vectores singulares
de derecha e izquierda asociados al valor singular ¢ mas grande de K. Aproximamos la
matriz BCCB del modelo discreto de difuminacion por el producto de Kronecker R ® C'
de matrices circulares R y C' de tamano 200 x 200 y 250 x 250 con primeros renglones
iguales a [y/ov™ 0] y [\/ou” 0], respectivamente.

Usamos el método propuesto para SR.

1. Upsampling: S =G ® Iz, 1=1,2.

2. Registro:

T
O5x495  I5xs O5x305  Isxs
Z1 =8 Jy = S
! Ly l1495><495 Ouo5x5 | - | Is05x395 Os95x5
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3. Fusidn: .
Z =USVT, =12
. | 2
Y 217 Sl Opn4x = Omax s
s 1 2
22’ S1 O max < O méx s

7 = U,V

4. Deblurring: En nuestro caso, las matrices R y C' son invertibles, por lo que

vec(F) = (R7'®@ C )vec(Z).
F=C'ZRrR".

Figura 4.48: Imagen HR restaurada por upsampling, registro, fusion y deblurring de las dos
images LR de la Figura 4.43. Usamos las inversas de Ry C' en el deblurring.

En principio, esperamos que la matriz F' de tamano 500 x 400 nos de una imagen HR, con
menos degradaciones que las imagenes LR, pues G; v G, no tienen ruido aditivo, ademas
Kko(R) = 3.795 x 103 y ko(C) = 3.1334 x 103. Sin embargo, el upsampling, el registro y la
fusion introducen perturbaciones pequenas en las matrices G; y G de las imagenes LR.
Estas perturbaciones presentes en la matriz Z se amplifican en la solucién del problema
de deblurring, dando lugar la imagen dominada por ruido de la Figura 4.48.

Regularizamos el problema de deblurring dado por la Ecuacién (4.21). Primero usamos
SVD truncada con nivel de truncamiento p. Recordamos que los valores singulares del pro-
ducto de Kronecker RQC' son los valores singulares de R por los de C' en orden decreciente.
Por eso p < rank(R)rank(C') = 200000. En la Figura 4.49(a) vemos la imagen restaurada
para p = 2000. Esta presenta degradaciones notables. Con p = 25000, reducimos las de-
gradaciones como puede verse en la Figura 4.49(b). De aumentar el nivel de truncamiento,
el ruido domina la imagen como se muestra en la Figura 4.49(c) con p = 75000.
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(b) Imagen HR con p = 25000.

(c) Imagen HR con p = 75000.

Figura 4.49: Imégenes HR
obtenidas por upsampling,
registro, fusién y deblurring
de las dos imagenes LR de
la Figura 4.43. Usamos SVD
truncada con nivel de trun-
camiento p en el debluring.
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(c) Imagen HR con A = 0.4.

Figura 4.50: Imégenes HR
obtenidas por upsampling,
registro, fusién y deblurring
de las dos imagenes LR de
la Figura 4.43. Usamos re-
gularizacién de Tikhonov con
pardametro A en el debluring.
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Ahora, empleamos regularizacién de Tikhonov en el problema mal planteado con tres
valores distintos del parametro de regularizacién A. Para A = 0.01, el ruido aiin domina la
imagen como puede verse en la Figura 4.50(a), Si incrementamos el valor del pardmetro
a A = 0.01, disminuimos la influencia del ruido en la imagen restaurada como se muestra
en la Figura 4.50(b). Esta imagen ain tiene degradaciones. Para A = 0.4, el filtro que
desenfoca la imagen tiene mayor peso que el ruido. Por eso la imagen de la Figura 4.50(c)
se ve mas clara que las otras.

Observaciones 4.14:

U= En [91], Nguyen, Milanfar y Golub resuelven un caso particular del problema de SR
de otra manera. Ellos usan regularizacién de Tikhonov en la ecuacion g = H f + € y resuel-
ven las ecuaciones normales regularizadas mediante CG con ayuda de precondicionadores
circulares por bloques. Eligen el parametro de regularizacién con GCV.
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CONCLUSIONES

En el trabajo realizado, los problemas mal planteados que abordamos estdn dados por la
ecuacion integral de Fredholm de primera clase. Su discretizacién da lugar a un sistema de
ecuaciones lineales mal condicionado o incluso mal planteado. Remarcamos los siguientes
puntos:

1~

e

La SVD juega un papel importante en la explicacién del mal condicionamiento y en
el diseno de métodos de regularizacion

Revisamos diferentes métodos de regularizacion, haciendo hincapié en sus aspectos
numéricos y estadisticos.

Queremos abordar el el CG-TRS en problemas de gran escala. Buscar un precondi-
cionador adecuado en este escenario requiere un tratamiento cuidadoso.

La deconvolucion es central en problemas asociados con la restauracion de iméagenes.
Nosotros la abordamos en el dominio espacial. Nos interesa tratarla mas adelante en
el dominio de las frecuencias.

Cuando la PSF es separable en el deblurring, aprovechamos la estructura de las
matrices para reducir sus dimensiones mediante el producto de Kronecker. De ese
modo, podemos emplear métodos de regularizacién por factores filtro y criterios para
elegir el parametro sin formar matrices por bloques.

Abordar tanto el registro como el deblurring en la super-resoluciéon hace complicado
el problema. Estamos empezando a desarrollar métodos. Requerimos més experiencia
en el area.

Usamos la biblioteca REGUTOOLS en los métodos de regularizacién por factores filtro,
la rutina dgqt en el TRS, HNO en deblurring. Para los ejemplos de super-resolucién,
programamos en Matlab.
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APENDICE

Proyecciones Ortogonales

Definicion. Sea V un espacio vectorial real de dimension finita m. Equipamos a este
espacio con un producto interno (-,-) : ¥V x V — R.

%2 Decimos que dos vectores ¢, g2 € V son ortogonales si

{q1,q2) = 0.

Si ademas,
lgif2 = llgal2 = 1,

decimos que ¢; y g2 son vectores ortonormales.

% Sea S un subespacio de V de dimensién n < m. Una base ortonormal B para S
es un conjunto de n vectores ¢, ..., q, € S tales que

1 sii=j,
<%’an>:{

0 en otro caso.

% El complemento ortogonal de S es el subespacio

St={qeV:{z,¢)=0Vze S}

% La proyeccion ortogonal sobre S es la transformacion lineal p: V — § dada por

p(v) ={v,q1 )¢ + - + U, Gn)q, YV E V.
Observaciones:
I=5" Todo vector v € S se expande en la base ortonormal B como
v =V, q)q + U, 4o )G
=" La proyeccién ortogonal de R™ sobre la recta generada por g € R™\{0} estd dada por

T
(x) = 99 . Vg e R™,

a’q
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5" La proyeccién ortogonal de R™ sobre el subespacio generado por vectores ortonormales
qi,---q, € R™ se expresa como

p(x)=[q-q.]lq - qn]T:L' Vr e R™.
5" Si qq,. .. q,, forman una base ortonormal de R™, entonces
(g gmllgr--gm]” = 1.

Una propiedad importante de la proyeccion ortogonal es que nos da la distancia minima
entre un vector dado y los vectores del subespacio § con la norma inducida por el producto
interno:

Teorema ([79)). Sea V un espacio con producto interno , sea S un subes-
pacio de V y sea b un vector de V. Entonces la proyeccion ortogonal de b
sobre S es el unico vector p(b) € S tal que

Ilp(b) — b| = min ¢ — b].
qeS

Observaciones:

=" Sea p la proyeccién ortogonal de b € R™ sobre Col(A). Entonces el teorema anterior
nos dice que |b — p|2 minimiza el tamano del residuo |b — Ax|,. Esto justifica el papel de
la proyeccién ortogonal sobre Col(A) en el problema lineal de cuadrados minimos.

Toda matriz ortogonal () € R™*™ tiene las siguientes propiedades geométricas:

% () preserva el producto interno, es decir,

(Qu)T(Qv) = u'v Yu,veR™.

% (@ preserva la distancia entre vectores, esto es,

|Qu — Qulz = |u—wv]|s Yu,veR™.

Ademas, las matrices ortogonales tienen las siguientes propiedades algebraicas:
¢ (Q es ortogonal = Q7 es ortogonal.
% Qumxm Y Pnxm son ortogonales = ()P es ortogonal.

% Qmxm €s ortogonal = rank(A) = rank(QA) para toda matriz A,,x,.
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Descomposicion en Valores Singulares

Sea A una matriz real de tamano m x n de rango r. Queremos dar bases ortonormales
para las columnas de A.

Sean Aj....,\, los valores propios de AT A. Como esta matriz es simétrica, sus valores
propios son reales, méas atin para esta matriz en particular son no negativos. Asi que
podemos ordenarlos de manera no creciente como A\; = --- = \,,. El Teorema FEspectral
nos dice que existe una base ortonormal de R" formada por vectores propios vy, ..., v, de
la matriz AT A, donde cada v; se asocia al valor propio \; como

ATA’UZ‘Z)\Z"UZ' ZZ]_,,TL

Estas ecuaciones implican que los vectores Awvy, ..., Av, son ortogonales y que sus respec-
tivos tamanos en norma euclideana son

g1 =\/X1,...,On=\/xn.
Puesto que el rango de A es r, tenemos que
Ory1 = " =O'n:0,

Por lo que
Av, == Av, = 0.

Asi que al expandir cualquier vector de Ker(A) en la base de vectores propios, encontramos
que los vectores v,1,. .., v, forman una base ortonormal de Ker(A).

Dado que A tiene rango r y los vectores Awvy, ... Av, son ortogonales, tenemos que los
vectores

Av; .
u; = , t=1,...,7r
4
forman una base ortonomal para Col(A).

Podemos completar {u,...,u,} a una base ortonormal {u, ..., u,,} de R™ con ayuda
del proceso de Gram-Schmidt. Como los primeros r vectores de esta base generan Col(A)
y son ortogonales a los otros m — r vectores, se sigue que u,,1, ..., U, son ortogonales a
todo vector de Col(A). Por consiguiente, ATw,,1,..., ATu,, son ortogonales a cualquier
vector de R™. Luego,

T T
AUy = =A"u, =0.
Esto implica que los vectores w1, ..., u,, forman una base ortonormal para Ker(AT).

Los vectores uy,...,u, cumplen las ecuaciones

A’UZ':O'i’U;i, z'=1,...,r.

Multiplicamos ambos lados por AT, y como los v}s son vectores propios de AT A, obtenemos

T .
AUiZO'i’UZ', Z=1,...,’/’.
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Si expandimos cualquier vector de R™ en la base {ui,...,u,,} y multiplamos por AT,
entonces las dos relaciones anteriores implican que los vectores v1, ..., v, forman una base
ortonormal para Col(AT).

Podemos expresar en forma matricial las relaciones entre las bases ortonormales:

g1 0
0
A [vl Uy Ur41 vn] = [ul Uy Uryl um]
0 oy
0 0
mxn
\4 U 3

En resumen,

% {uq,...,u,} es base ortonormal de Col(A),

% {Upy1,...,u,} es base ortonormal de Ker(AT),
¢ {vy,...,v,} es base ortonormal de Col(AT),

% {v,11,...,0,} es base ortonormal de Ker(A).

Las columnas de las matrices U y V son bases ortonormales de R™ y R", respectivamente.
Por lo que U y V son matrices ortogonales. En consecuencia, A puede factorizarse como
A = UXVT. Enunciemos formalmente lo que hemos conseguido.

O
‘ RT’L

Figura 51: Relacién entre los nticleos y espacios columna de A y AT
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Teorema. Para cada matriz A € R™"™ de rango r, existen matrices orto-
gonales U € R™*™ y V e R™", y una matriz

01 0
Y = : con o1 =---=20,>0
0 o
0 ‘ 0 mXxXn
tal que
A=UxVT. (22)
Los escalares o1, ... ,0, se llaman valores singulares de A. Cuando r es

menor que p = min{m,n}, decimos que A tiene p — r valores singulares
iguales a cero. Las columnas de las matrices U y V' se llaman vectores
singulares de izquierda y derecha, respectivamente. La Factorizacion (22)
se conoce como Descomposicion en Valores Singulares (SVD).

Observaciones:

5" Los valores singulares de A son las raices cuadradas de los valores propios positivos

de AT A.
5" El ntimero de valores singulares positivos es igual al rango de A.

5" Los vectores singulares de derecha forman una base ortonormal de vectores propios
de AT A para R™, de éstos, los primeros 7 forman una base ortonormal de Col(AT) y los
otros n — r nos dan una base ortonormal de Ker(A).

5" Los vectores singulares de izquierda forman una base ortonormal de vectores propios
de AAT para R™, de éstos, los primeros r forman una base ortonormal de Col(A), mientras
que el resto forma una base ortonormal de Ker(AT).

5" Si consideramos solamente los valores singulares positivos de A y sus vectores singu-
lares asociados, entonces podemos escribir la SVD en forma compacta como

g1 0
Az[u1 ur] [vl ’UT]T.

0 o,

5" La matriz A es la suma de r matrices de rango uno:

T
_ T
A= Z R TR T
i=1
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Hasta ahora hemos tratado el aspecto tedrico de la SVD, Desde el punto de vista practi-
co, nos interesa calcular eficientemente esta factorizacién matricial. Una manera de obtener
una SVD de A consiste de dos pasos:

1. Buscamos matrices ortogonales Uy € R™*™ y V4 € R"*" para reducir la matriz A a
una matriz bidiagonal :

dl C1
dg Co
B =
dn—l Cn—1
de modo que
B r
A= UA 0 VA)

Este proceso se llama bidiagonalizacion. En [36], Golub y Kahan nos dicen que con
un producto de reflectores de Householder es posible obtener las matrices ortogonales
U AY VA.

2. Calculamos una SVD de la bidiagonal: B = UzYX VY mediante un proceso iterativo.
La idea es construir una sucesiéon {B,} de matrices bidiagonales que converga a
la diagonal de valores singulares de A. Los mismos autores de [36] proponen usar
rotaciones de Givens para generar la sucesion {B,,}.

Observaciones:

I=5" Los valores singulares de A, B asf como los de cada B,, son los mismos porque multi-
plicamos por matrices ortogonales.

Cuando juntamos las matrices obtenidas, conseguimos la SVD
A= (UUp)X(VaVp)T.

Una explicacién mas detallada sobre como emplear las matrices de Householder y de
Givens para introducir ceros en matrices y sobre la convergencia de la sucesién {B,}
pueden consultarse en [74]. En [24] se muestran otras formas de calcular la SVD.

Pseudo-inversa

Para problemas de cuadrados minimos de rango completo, la soluciéon de cuadrados
minimos de la ecuacién Az = b, estd dada por & = (AT A)"tATb. En el caso de problemas
de cuadrados minimos de rango deficiente nos interesa tener una expresién para la solucion
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xrs de cuadrados minimos de norma minima. Para ello, damos una generalizacién de la
inversa de una matriz cuando la matriz no es cuadrada o de rango completo.

Dada una matriz A € R™*" de rango r con SVD A = UXV?T, donde 0y > --- > o, son
sus valores singulares (positivos), definimos la matriz AT = VXTU7, donde

1
— 0

01

0
T
X = 1
0 _
Op
0 0 mXxn

La matriz A" se conoce como pseudo-inversa de A.

Observaciones:
=57 Si A es invertible, AT = A~!
=" Si A es de rango completo por columnas y no es cuadrada, entonces AT = (AT A)~LAT.

5" La solucién de cuadrados minimos de norma euclidiana minima para el sistema de
ecuaciones lineales Az = b es g = A'b.

La pseudo-inversa tiene las siguientes caracterizaciones que pueden encontrase en la lite-
ratura [37]:

% AT es la tnica solucién de norma minima Frobenius al problema

min  |AX — Lymllr
XeRmxn

s AT es la tnica matriz X € R™*" que satisface las condiciones de Moore-Penrose

AXA=A, (AX)T = AKX,
XAX = X, (XA = XA.

Observaciones:

5" Las condiciones de Moore-Penrose implican que AAT y ATA son proyecciones ortogo-
nales sobre las imagenes de A y AT, respectivamente.
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Descomposicion Generalizada en Valores Singulares

Una manera de simplificar el andlisis del método de regularizacién de Tikhonov con
suavizamiento es modificar las bases que nos da la SVD para incluir tanto a la matriz
de coeficientes como la matriz con la restriccién de suavizamiento. La Descomposicion
Generalizada en Valores Singulares (GSVD) nos proveé una representacién de la solucién
regularizada que nos permite ver a la regularizaciéon de Tikhonov con suavizamiento como
un método de regularizacion por factores filtro.

Teorema (GSVD [37]). Sean A € R™>*™ y B e R™2*™ cop my = ny y

e = oo ([2])

Entonces existen matrices ortogonales Uy € R™>*™ y Uy € R™X™2 4 una
matriz invertible X € R™*™ tales que

. Tpxp _ 0px(r—p) 0px (ny—r)
Ul AX = DA o= O(Tfp)xp dlag(al, 500 ,Ozr_p) O(T,p)x(nl,T) 9
Opni—ryxp  Omi—r)xr—p)  O(mi—r)x(n1—r)- |
. Opxp ‘ 0px (r—p) 0px (ny—r)
U2 BX = DB o= O(T_p)xp dlag(ﬁl, 500 ,ﬂT_p) O(T—p)X(nl—T) 9
O(mg—r)xp O(mg—r)x(r—p) O(mg—r)x(nl—r)~_
donde p = méax{r — my,0} y oy, 03;, i = 1,...,7 — p son constantes no
neqativas.
Observaciones:

5" Si B = I, v X = Uy, entonces UL AX = Dy y U'BX = Dp nos dan SVD de A.

Para ver como usamos la GSVD en regularizacién de Tikhonov, consideramos el proble-
ma discreto mal planteado Ax = b. Regularizamos el problema con el método de Tikhonov
con suavizamiento, esto es, resolver

, 2 2 2
min |Az — b|j; + A7 Bz,
xeR"
donde la matriz B es una discretizacion del tamano de la primera o segunda derivada de

una funcién cuadrado integrable.
El minimo esta dado por la solucion de las ecuaciones normales regularizadas

(ATA+ XNB'B)x = A".b
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Cuando B es invertible, las ecuaciones Ul AX = Dy y Ul BX = Dpg transforman las
ecuaciones normales regularizadas en

diag(a? + N?A2,..., a2 + X23%)y = Db,

donde © = Xy y b = Ul'b. En consecuencia, la solucién regularizada se puede expresar

en la base formada por las columnas x4, ..., z, de X como
C by
2= ), :
2 232
=\ o+ A B
Observaciones:

5" Con la representacion anterior de la solucién regularizada xy, los términos

Qg
ai + N7

juegan un papel analogo al de los factores filtro de la Seccion §3.2. El parametro de
regularizacion A controla la influencia de la direccién @ en @, junto con los valores de ay,

Y B

Consulte Golub [37] y Linz [76] para mas detalles sobre la GSVD, y a Hansen [51] para
ver otros aspectos que la relacionan con métodos de regularizacién.
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