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capitulo 1

Introduccion

El principio y el fin del universo han sido temas de fascinacion desde que el hombre tiene uso de razén
hasta la contemporaneidad, su entendimiento se ha desarrollado en el tiempo gracias al asombro y la
capacidad de creacion que la humanidad posee.

El mayor logro de la humanidad en el entendimiento del universo es poder relacionar los fenémenos
naturales con conceptos e intuiciones, a estos conceptos e intuiciones en conjunto se les conoce como
matematicas. Tal relacion de los fendmenos con las matematicas nos deja asimilar una parte de la
naturaleza. La esencia de la relacion y la asimilacion de los fendmenos naturales es la fisica como
una ciencia exacta, la fisica es entonces la mejor herramienta para entender al cosmos.

La relatividad general propuesta por Albert Einstein es la teoria que usa la cosmologia moderna
para entender los fendmenos observables a escalas c6smicas, Einstein comienza a gestar su teoria de
la relatividad con la firme idea de que la naturaleza del universo es completamente independiente del
observador, y es esta idea la que lo lleva a completar una de las teorias mds importantes del siglo XX.

La cosmologia moderna hace uso de la relatividad general, ésta explica el origen y el compor-
tamiento del universo a gran escala. La cosmologia moderna tiene sus bases en el principio cos-
moldgico, el cual postula que el universo a gran escala es homogéneo e isotropico, es decir, que el
universo se ve igual desde cualquier punto en el que se esté situado (homogeneidad), y que ademas
el universo se observa igual en todas direcciones (isotropia). Entre de los anos 1922 y 1924, el
fisico soviético Alexander Friedmann obtuvo los primeros resultados en lo que seria el modelo cos-
moldgico actual, sin embargo su trabajo no fue muy conocido en esa época. En 1927 el investigador
de astronomia y profesor parcial de la universidad de Lovaina Georges Lemaitre, public6 un trabajo
en el que resolvia las ecuaciones de campo de Einstein, soluciones que describen una expansion
del universo a escala cosmica, trabajo similar, pero desarrollado independientemente al trabajo de
Friedmann. Las pruebas observacionales de la expansién del cosmos que obtuvo Edwin Hubble a

finales del afio 1920, ayudaron a la aceptacion de los trabajos de Lemaitre y Friedmann, logrando
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que en el periodo 1930-1931 se tradujeran estos trabajos al inglés y se publicaran en la revista Na-
ture. Para los anos 30’s Howard Percy Robertson y Arthur Geoffrey Walker estudiaban la cosmologia
de Friedmann-Lemaitre. En 1935 probaron que la solucion cosmoldgica es la tnica métrica en una
variedad Lorentziana que es homogénea e isotropica (la unicidad de la métrica cae en tres casos espe-
ciales, Minkowski, de Sitter y anti-de Sitter). En la actualidad se le conoce a la solucién cosmoldgica

del universo en expansion como la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FRLW).

El marco de estudio de la relatividad incluye a las estructuras ultradensas conocidas como agu-
jeros negros, tales estructuras se entienden dentro de la relatividad, como singularidades del espacio-
tiempo. En capitulos posteriores se abordara el tema de los agujeros negros y su importancia en el

universo temprano.

El estudio del universo no se restringe solo al comportamiento en su crecimiento, considerandolo
como homogéneo e isotropico, sino que en las observaciones, se tiene evidencia de que hay pequefias
perturbaciones que abren el campo de estudio del universo hacia la dindmica de estas fluctuaciones,
quienes en su esencia tienen el porqué de las estructuras que se observan en el cielo. En el ambito de
las perturbaciones, lo que la teoria busca es entender la razén de que la homogeneidad y la isotropia

en el cosmos no son absolutas, y el porqué hay estrellas, galaxias, etcétera.

Uno de los retos més grandes que ha tenido la gravedad relativista es la materia oscura. Un tipo de
materia que no interactia con las particulas del modelo estandar, y que ademads es una consecuencia
de las observaciones en la teoria. Esto puede resultar en discuciones sobre la validez de la teoria de la
relatividad general, o en su defecto la existencia de algin tipo de materia extrafia, la cual no puede ser
vista en modo alguno, y la tinica razon para su existencia sea una deformacion del espacio-tiempo. En
este trabajo se buscard dar un criterio para la formacién de estructura hecha enteramente de materia
oscura. Este criterio aunado a las observaciones, brindard un punto de apoyo en el entendimiento de

la materia oscura en el &mbito cosmolégico.

En épocas tempranas del universo se considera una época de expansion del cosmos, en la cual la
tasa de crecimiento era tan grande que muchas zonas del universo que hasta ese momento pudieron
estar conectadas causalmente, se desconectaron debido a esta forma de expansiéon denominada in-
flaciéon. El modelo de inflacién explica muchos de los problemas de compatibilidad entre la teoria
cosmoldgica y las observaciones, por esto la teoria de inflacion es importante para el enetendimiento

de nuestro universo.

Dentro de la teoria inflacionaria se estipula que el universo estuvo dominado por una particula
llamada inflatén, la cual cual cumple ciertas restriciones en su dindmica para la existencia de la
inflacién. Cuando termina inflacién y se considera que el universo deja de expandirse de forma tan
abrupta, y se comienzan a formar los tipos de materia que se observan hoy en dia.Para ello, el inflatén
debe tener una transicion llamada la época de recalentamiento, en la que la materia dominante es el

inflaton y éste pasa su energia a las particulas del modelo estandar.

2
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La dindmica del universo en la época primordial, debe incluir por supuesto la dindmica de per-
turbaciones a la homogeneidad e isotropia. La posibilidad de que algunas de estas perturbaciones
produzcan estructuras es un problema importante, ya que la existencia de estructuras primordiales
conlleva el estudio de la materia dominante hasta entonces, y en el contexto de inflacion, el campo
escalar es quien modela al inflatobn. Debido a la ausencia de particulas distintas a este campo, las
Unicas estructuras que se formarian en la teoria relativista son los agujeros negros, y por el momento
en que se forman y el tipo de materia que los forman, a €stos se les conoce como agujeros negros
primordiales.

Uno de los usos de la formacién de agujeros primordiales, es la de revisar si una propuesta
tedrica produce un gran nimero de estos agujeros negros. Si es el caso las observaciones descartan la

verosimilitud de dicha propuesta, imponiendo restriciones a los posibles planteamientos tedricos.
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capitulo 2

Relatividad General y Cosmologia

La teoria de la relatividad es una teoria métrica que estudia la geometria del “espacio-tiempo”, el cual
es un espacio geométrico de 4 dimensiones (una temporal y tres espaciales). Esta teoria propuesta
por Albert Einstein ha explicado grandes incdgnitas del universo. Desde que Einstein di6 a conocer
su teoria especial de la relatividad en 1905, en la cual se pone como base la invarianza de las leyes
fundamentales de la fisica ante transformaciones de coordenadas en donde cada observador inercial
tiene su propio tiempo y espacio, i.e., que la fisica no debe depender del observador. Las ciencias
naturales han dado grandes pasos hacia el entendimiento de las leyes que rigen la fenomenologia
del universo. Después de la relatividad especial, Einstein busca generalizar su teoria de la relatividad
(1907) pensando que no solo las transformaciones de coordenadas inerciales deben preservar las leyes
fisicas. Esto es que la fisica es invariante bajo transformaciones generales de coordenadas. La ciencia
cambiaria cuando en 1915 Einstein presenta ante la Academia Prusiana de las Ciencias su trabajo
con las ecuaciones de campo, las cuales explican que la materia y energia de un sistema cambian la

métrica del espacio-tiempo.

En el estudio de la relatividad se han encontrado multiples vias matematicas de llegar a las ecua-
ciones de campo, una de ellas es proponer a un difeomorfismo como la percepcién entre dos obser-
vadores de un mismo fendmeno y asentar la invarianza de la curvatura bajo este difeomorfismo, y
asi obtener la geometria del espacio tiempo, asi es como Einstein llega a sus ecuaciones de campo.
La otra forma de obtener las ecuaciones de campo es proponer una accion con la curvatura como
argumento, a la cual se le aplica una variacién, llegando a las ecuaciones de Euler-Lagrange, que en

este contexto son las ecuaciones de campo.



’Inestabilidad cosmoldgica de un campo escalar” Capitulo 2

2.1 Fundamentos

En esta seccion se revisardn las herramientas necesarias para el estudio de la relatividad general.
Entre las herramientas que se presentan son: la definicion de vectores, sus vectores duales correspon-
dientes, tensores; el transporte paralelo y la conexién afin; la curvatura; y finalmente la ecuacion de

conservacion del tensor de energia-momento.

2.1.1 Vectores, vectores duales y tensores

Las definiciones que se muestran a continuacion vienen de la referencia [17].

Se considera una curva ~ sobre una variedad. La curva se parametriza con la variable )\ y es
descrita en un sistema arbitrario de coordenadas por la relacion 2*(\). Calculando la tasa de cambio
de una funcién escalar f(x®) a lo largo de esta curva:

daf of dx*

N ope dn et 2D

Este procedimiento permite introducir dos tipos de objetos sobre la variedad: u® = dz®/d\ es un
vector tangente sobre toda la curvay,y f, = 0f/0x* es un vector dual, el gradiente de la funcién f.

Estos objetos se transforman como sigue bajo una transformacién de coordenadas arbitraria desde x

hacia z¢":
f _8f_8f8xa_8m°‘f
o 9 T gz 9z 9x
y ! ! !
o dx® Oz dx* Oz
u® = = =

= = u
dA\ ozx® d\ oz
De estas ecuaciones se recupera el hecho de que df /d\ es un invariante: f7a/ua' = fau®.

Cualquier objeto A“ que se transforme bajo una transformacion de coordenadas como

’ a.TO/
A% = @ 2.2
50 (2.2)
serd denominado como un vector. Por otro lado, cualquier objeto p, que se transforme como
ox®
Por = Wpa (2.3)

bajo la misma transformacion de coordenadas se denominard como un vector dual. La contraccion
A%p,, entre un vector y un vector dual es invariante bajo la transformacion de coordenadas, y es por
lo tanto un escalar.

Generalizando estas definiciones, un tensor de tipo (n, m) es un objeto To‘“ﬂ%g que se transforma

6
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bajo una transformacién de coordenadas como

/

oz oz dx7 ox?
oxe oxP O0xY ox¥

T = T5, . 2.4)
El entero n es igual al nimero de superindices, mientras m es igual al nimero de subindices. Debe
notarse que el orden de los indices es importante; en general, T’B"'av._g #+ Ta"'fgv__g. Por definicién,
los vectores son tensores de tipo (1, 0), y los vectores duales son tensores de tipo (0, 1).

Un tensor de especial interés es el tensor métrico o métrica de la variedad g,g, €l cual es usado
para definir el producto interno entre dos vectores. Es también la cantidad que representa al campo
gravitacional en relatividad general. La métrica g, y su inversa g’ pueden ser usados para bajar
y subir indices. Por ejemplo, A, = gusA%y p* = g*’pg. La métrica inversa esté definida por las
relaciones g“*g,3 = 0%g.

Los tensores no estan definidos sobre la variedad. Para ilustrar esto, considérese un vector u®
tangente a la curva 7, como se muestra en la FIG. 2.1. El diagrama deja en claro que el vector
tangente sobresale de la variedad. De hecho, un vector en el punto P sobre la variedad estd definido
en un plano tangente a la variedad en ese punto; a este plano se le conoce como el plano tangente en
P. De forma similar, tensores en el punto P pueden ser considerados como objetos pertenecientes a
este plano. Tensores en P pueden ser sumados, y el resultado sigue siendo un tensor. Sin embargo, un
tensor en P y un tensor en un punto distinto ) no pueden ser combinados en una forma tensorial, ya
que estos tensores pertenecen a distintos planos tangentes. Por ejemplo, las operaciones A%(P)B?(Q)
y A%(Q)— A%(P) no estdn definidas como operaciones tensoriales. Esto implica que la diferenciacion
no es un operacion sencilla en los tensores. Para definir la derivada de un tensor, se debe tener una

forma de mover un tensor de un punto a otro.

FIG. 2.1: Un tensor en P pertenece al plano tangente de la variedad en P.
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2.1.2 Derivada covariante

Una forma de mover un tensor de un punto P a un punto (), es el transporte paralelo. Considerando
la curva 7, su vector tangente u*, y un campo vectorial A* definido en alguna vecindad de v (FIG.
2.2). Sea un punto P en la curva y con las coordenadas z“, un punto () con coordenadas = + dx*.

Como se mencioné anteriormente, la operacion

dA® = A%(Q) — A%(P)
= A%(2P + daP) — A°(2P)
= Aawgdxﬁ

no es tensorial. Es f4cil revisar que bajo una transformacion de cooordenadas,

/

o 9 Oz,  Ox* 02° 4 O*x™ 08

N T W RGN oy o R 25

y esto no es una transformacién tensorial. Para ser propiamente tensorial, el operador derivada debe
tener la forma DA® = A(P) — A“(P), donde A% es el vector obtenido del transporte de A* desde
@ hasta P. Esto se puede escribir como DA% = dA® + §A%, donde §A“ = AJ(P) — A*(Q) que
tampoco es una operacion tensorial. Ahora se comenzard a especificar la regla del transporte paralelo.
Se requiere que JA® sea lineal en A% y dz”, asi que 64* = TI'®, 5 A’dz” para algin campo (no
tensorial) I'“,,5 conocido como la conexion.

Ahora se tiene DA® = A® gdaP + I'*,3A*dz”, y dividiendo por d), el pardmetro de la curva 7,

se obtiene
DA~

dA

= A% 5P, (2.6)
donde u” = dz” /d\ es el vector tangente, y se define

Aa;ﬁ = Aawg + FQMBAM. (27)
Esta es la derivada covariante del vector A“. Otras formas de notacién para la derivada covariante son
Aa;g = VﬁAa y DA~ = VuAa.

El hecho de que A% 3 es un tensor permite deducir la propiedad de la transformacién de la

conexion. Comenzando por I'“ s A" = A% 3 — A“ 3 se llega a que

o B 2,.a B
Ox® O,  0%* 0Ox”

Fa/ / /Aul == ~ a7 -
wh oz oz P OxtoxP OxP'

(2.8)

/ , . . . .
Expresando A* en términos de A*, y usando el hecho de que A* es un campo vectorial arbitrario, se

8
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A'(q)

FIG. 2.2: Diferenciacion de un tensor.

obtiene

/

;0 9x 028, O*x 2P
KB dar O 0z M Dardal 0xf

r< (2.9)
Multiplicando ambos lados de la igualdad por dz*/dx*" y reacomodando los indices, se llega a

;0 92 Ozt 9%z 0xP Ozt
WB T oga 0B oz P DxndxB 0xB Ozt

r (2.10)

Esta es la ley de transformacion para la conexion; el segundo término previene que la transformacion

de la derivada covariante sea tensorial.

La diferenciacion covariante puede ser extendida a otro tipo de tensores, demandando que el
operador D obedezca la regla del producto del calculo diferencial. (Para escalares se entiende que
D = d). Por ejemplo, se puede encontrar una expresion para la derivada covariante de un vector dual,

del requerimiento de que
d(A%pa) = D(A%a) = (DA%)pa + A*(Dpa). (2.11)

Escribiendo el lado izquierdo como A® gp,dx” + A%p, sdz” y usando ecs.(2.6) y (2.7), se obtiene

Dp,,
d\

= Payst’, 2.12)
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donde
Po;p = Pa,g — Fuab’pp- (213)

Este procedimiento generaliza a tensores de tipo arbitrario. Por ejemplo, la derivada covariante de un

tensor tipo (1, 1) estd dada por
T =T + 1%, T — W, T, (2.14)

La regla es que hay un término de conexién para cada indice tensorial; y el signo depende de si es un
indice covariante (entonces lleva signo menos), o si es un indice contravariante (entonces lleva signo
mas).

Hasta ahora la conexidn tiene un cardcter arbitrario. Una eleccion especifica se toma considerando

que la conexidn es simétrica y compatible con la métrica, esto es
% =T%,  Gasny = 0. (2.15)

En relatividad general, vienen como una consecuencia del principio de equivalencia de Einstein. De

las ecs.(2.15) se llega a
1

59" (Guser + G = Govn): (2.16)

Entonces, la conexion estd completamente determinada por la métrica. Bajo estas condiciones, a la

Faﬁv =

conexion ['*., se le conoce como los simbolos de Christoffel.
Un campo tensorial se dice que esta transportado de forma paralela a lo largo de -y si su derivada

covariante es nula, i.e., DT% g [d\ =T 5 . ,u* = 0.

2.1.3 Teorema de la planitud local o principio de equivalencia

El principio débil de equivalencia establece que [6]:

la gravedad y la inercia son equivalentes, por lo que concierne a experiementos locales. Ellas,
gravedad e inercia, no pueden ser distinguidas una de la otra experimentalmente.

Las definiciones que se muestran a continuacion vienen de la referencia [17].
Para un punto dado P en un espacio-tiempo, siempre es posible encontrar un sistema de coordenadas

2 tal que
Jorg(P) = N, T gy (P) =0, (2.17)

donde 1,5 = diag(—1,1,1,1) es la métrica de Minkowski. Dicho sistema de coordenadas serd
nombrado como marco local Lorentziano (o de Lorentz) en P. La interpretacion fisica del teorema de

la planitud local es que observadores en caida libre no ven efectos gravitacionales en la vecindad in-

10
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mediata, esto es, como dice el principio de equivalencia débil [6], que en la localidad del experimento

no se puede distinguir un campo gravitacional de un sistema de referencia no-inercial.

2.1.4 Curvatura

El tensor de Riemann 12,5 puede ser definido por la relacion
Atnp — A¥ gy = —RVM A", (2.18)
que se cumple para cualquier campo vectorial A%. Evaluando el lado izquierdo se llega a
Rys =6y — Ty + 1% I 55 — T g5, (2.19)

El tensor de Riemann es obviamente antisimétrico en los ultimos dos indices. Sus otras propiedades
de simetria pueden ser establecidas evaluando 1235 en un marco local de Lorentz en algun punto P.

El calculo de esto lleva a
1
Ra,ﬁ'y& = E(gaé,ﬂ’y — Gavy,86 — 988,00y + gﬁ’y,aﬁ)a (220)
eso implica las relaciones tensoriales

Reapys = —Rpays = —Rapsy = Rysap (2.21)

Ryasy + Ryyapg + Rugya = 0, (2.22)

al ser relaciones tensoriales, son vdlidas en cualquier sistema de referencia. Continuando con el

andlisis del tensor de Riemann se llega que éste cumple con las identidades de Bianchi,
Ruvapy + Ruvyass + Ry = 0. (2.23)

En adicion a la ec.(2.18)), el tensor de Riemann satisface las relaciones

Pu:af — Pu;Ba = Ry,uaﬁpl/ (224)
y
Tos — Thise = —R'aasT) + RuapTy, (2.25)

que se cumplen para tensores arbitrarios p, y Tj§'. La generalizacion a tensores de rangos mds altos

11
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es obvia: el nimero de términos con el tensor de Riemann en el lado derecho de la ecuacién es igual
al nimero de indices tensoriales.
Contracciones del tensor de Riemann producen el tensor de Ricci R,z y el escalar de Ricci R.

Estos objetos estan definidos por
R.3 = R'4,3, R =R",. (2.26)

Es facil mostrar que R,z es un tensor simétrico.

2.1.5 Conservacion del momento y la energia

Las definiciones que se muestran a continuacion vienen de la referencia [6]].

La energia, el momento y los esfuerzos relativistas presentes en cualquier campo de materia estan
descritos por el tensor simétrico de energia-momento-esfuerzo 1,3 = Tjg,, que proporciona la energia
y el 4-momento cruzando un elemento de superficie ds, por la relacién T = T*?dss. La simetria
de 7,5 es una propiedad fundamental de la teoria de la relatividad, que expresa la equivalencia entre
masa y energia relativista (7p; = T;0) y la ausencia de efectos macroscépicos de spin en la materia
(Ti; = T};). La conservacion de la energia y el momento esta dada por la ecuacion

T 5 =0, (2.27)

esta ecuacidén de conservacion puede obtenerse considerando el balance de los flujos netos de energia

y momento que pasan a través de todas las caras de un volumen infinitesimalmente pequeiio.
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2.2 Primera formulacion de la relatividad general

Sean M y M’ variedades de dimension 4, de las cuales 3 son espaciales y una es temporal. Se define
un difeomorfismo
¢: M — M (2.28)

que conserve la curvatura al ser aplicada en la variedad M.

Einstein elige al difeomorfismo, que es un mapeo biyectivo, continuo y con derivadas continuas
de una variedad a otra, como el fendmeno observable o la forma en que se percibe la realidad, y al
ser la curvatura invariante ante el difeomorfismo ¢, es evidente que Einstein entendia que la curvatura
era la clave para describir al universo.

Se observan dos puntos moviéndose sobre una variedad en geodésicas paralelas; si su movimiento
muestra un cambio en la distancia entre ellos, entonces: los puntos estdn bajo un efecto geométrico
ajeno a la variedad o bien, la variedad es curva. Con esto, Einstein llega a la conclusién de que la
curvatura debe generar estos cambios en la trayectoria y no un campo externo al espacio-tiempo.

Tomando en cuenta el principio de equivalencia enunciado en la seccion anterior se infiere que
la masa inercial es indistinguible de la masa gravitacional. Einstein consideraba este principio en su
teoria ya que la fuerza gravitacional estéd fuertemente ligada a la métrica del espacio-tiempo.

Uno de los primeros intentos de Einstein para obtener las ecuaciones que ligan la curvatura del
espacio-tiempo con la energia y momento inerciales, fue reducir el tensor de curvatura de Riemann
para que tenga el mismo nimero de componentes que el tensor de energia-momento 7,3.

El tensor de Riemann se escribe

R =R ® % ® da’ ® dat @ da. (2.29)
X

Luego para lograr igualar el nimero de componentes del tensor de energia-momento con la curvatura

es posible tomar la traza del tensor de Riemann en dos de sus componentes, obteniendo el tensor de

Ricci de la ec.(2.26)
Tr(R) = Rop ® dz* @ da”,

Con esto, se puede tener una primera ecuacion de campo en términos de las componentes de los
tensores
R.s =~ KT,p. (2.30)

Esta ecuacion implica un primer problema, Einstein considera que la energia debe conservarse en
un sistema cerrado, es decir, de la ec.(2.27)),

Taﬁ;ﬁ =0,

13



’Inestabilidad cosmoldgica de un campo escalar” Capitulo 2

pero en general R 5 # 0.

El segundo problema es la necesidad de subir o bajar indices, para esto es necesaria una funcién
f:T,M — T,M*, en donde f es un isomorfismo.

La solucién trivial es tomar f = g, con g la métrica. Esto produce una constricciéon importante al
problema: se tiene que equipar a la variedad con una métrica (M (V, g)), lo mds directo es tomar una
métrica compatible con la conexion, es decir, Vg = 0. Esto da una ecuacion para I'“ ,,, cuya solucién
son los simbolos de Christoffel de la ec.(2.16)

1

I = §ga7(9w,u + Guvw = Guvry)-

Con estas restricciones e imponiendo que R cumple con las identidades de Bianchi, ec.(2.23)), se llega

a que el tensor

1
Gag = Rap = 59051, (2.31)
en donde R es el escalar de Ricci, satisface
G 5= 0. (2.32)

A este tensor se le denomina tensor de Eintein, y a la ec.(2.32) se le conoce como la forma reducida
de las identidades de Bianchi.

Una vez resueltos los problemas de compatibilidad entre el tensor de Ricci y el tensor de energia-
momento se retoma la idea de que la geometria define la energia del sistema, es decir, G = K14z,

asi se llega a las ecuaciones de campo
1
Rag — §ga5R = ICTQB, (233)

con = S’CT—f, definida por el limite de campo débil. Cabe mencionar que la importancia de estas

ecuaciones reside en la asociacion de la geometria del espacio-tiempo con el campo de materia.

2.3 Formalismo Lagrangiano para la relatividad general

En esta seccidon se usard el método empleado en el capitulo 4 de la referencia [17].

El funcional de accién para la relatividad general contiene una contribucién Sg[g] del campo
geométrico g, y una contribucién Sys[¢; g] del campo de materia, el cual se denotard como ¢.

La accién geométrica contiene un término de Hilbert Sy [g], un término de frontera Sp[g] y un
término no-dindmico Sy que afecta numéricamente a la accién pero no afecta a las ecuaciones de

movimiento.

14
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Salgl = Sulgl + Salg] — So, (2.34)
donde
1
Sulgl = 15~ / Ry/=gd'z, (2.35)
Q
1 1/2 73
Sglgl = < eK|h|2d°y, (2.36)
o0
1 1/2 73

Aqui, R es el escalar de Ricci en €2, K es la traza de la curvatura extrinseca de la frontera OS2, € es
igual a +1 si 0f) es una hipersuperficie tipo-tiempo y —1 si 02 es una hipersuperficie tipo-espacio
(se asume que 0€) no es nula en punto alguno), y h es el determinante de la métrica inducida sobre
0N2. Se usan coordenadas x“ en (2, y las coordenadas y* se usan en la regién Of2.

La accién de materia, en este caso un campo escalar, estd dada de la forma

Sl 9] = / L(6 6.0 o)/ =G, (2.38)

para alguna densidad Lagrangiana L.

Por lo tanto, el funcional de accién total es

Slg, ¢] = /Q (i + £> V—gd'z + 8% e(K — Ko)|h|V2d%y. (2.39)

167 o0

Se llega a las ecuaciones de Einstein haciendo la variacion de S|g, ¢] con respecto a la métrica

Jas- La variacion esta sujeta a la condicion
09as loa= 0. (2.40)

Esto implica que la métrica inducida en OS2, h,, = gageaaeﬁ b, S€ mantiene constante durante la

variacion.

2.3.1 Variacion del término de Hilbert

Sera conveniente usar las variaciones 5g*” en lugar de las variaciones §g,s. Se observa que la relacién
g** g3 = 0“3, implica
69&,3 = _ga,ug,é’u(sgw/' (241)
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Por otro lado, tomando el hecho de que 6 log |g] = ¢°°0gas = —gupdg®” se llega a

1
VAR —5\/—_9%&59&/3 : (2.42)

También sabiendo de antemano que los simbolos de Christoffel I'*, no son tensores, pero la difer-

encia entre dos conjuntos de los simbolos es un tensor, por lo tanto 4I'“ ., es un tensor.

A continuacion se procede con la variacion del término de Hilbert en la accion geométrica.

(16m)6Sy = /5(9“’3Ra5\/—g)d4x
Q
_ /Q (Rasv/=98¢°% + g°°\/=g6 Rus + R6/—g)d"x

1
= /(Ra5—§Rgaﬁ) 5gaﬁ\/—gd4x+/go‘ﬁdRam/—gdA‘x.
Q Q

Se observa que en la primera integral del dltimo renglén tiene en su integrando el tensor G, 3, pero

aun hay otro factor en la segunda integral que no se puede despreciar de la variacion.

En la segunda integral se toma primero la variacién 6., la cual se calcula en un marco de

referencia Lorentziano local sobre un punto P:
0Rap = 0(I" o)y — (T ap)ss, (2.43)

donde la derivada covariante es definida respecto a la métrica de referencia g,s3, para la cual estd
siendo tomada la variacion. Dado que la dltima expresion es tensorial, es vélida en cualquier sistema

de referencia. Se encuentra ademas que,

PS5 Rop = 0V",,, con Ot = g*PTH 5 — g™OT” 45. (2.44)

g%

Se usa la notacién dv* para enfatizar el hecho de que dv* no es la variacion de alguna cantidad v*.

Usando lo anterior, la segunda integral de la variacion de la accion de Hilbert se vuelve
/ go‘ﬂéRag\/—_gd‘lx = / SV“;H\/—_gd%
Q Q

= 7{ 5u“d2u
5Q

= j{ eovin, |h| 2 dy,
59

donde 7, es el vector unitario normal a 6Q2 y € = n¥n, = £1.

Ahora se debe evaluar v#n,,, recordando que la variacion de la métrica es nula en la frontera de
o
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). Bajo estas condiciones, las variaciones de los simbolos de Christoffel en la frontera se escriben de

la forma

1
5FM0¢,8|8Q = 591“/(591/04,,3 + 591/,3,04 - 5904,8,1/)- (245)

Sustituyendo esto en la definicion de ovt, lleva a

glj,u - gaﬁ((sguﬁ,a - 5904,8,#)7 (246)

lo cual implica
n“gyubg = n“(enanﬂ + haﬁ)(cggw@ — 0Gapp), (2.47)
= "R (69u.0 — 0Gap.p)- (2.48)

En la primera linea se usa la relacién g** = en®n® + h*?, en donde h*? = h“begef es la métrica
inducida en la frontera de ). Para la segunda linea, la multiplicacién de n*n® con la diferencia de
variaciones en el paréntesis es nula. Se observa que si dg, es cero en todo punto de JS2, entonces sus
derivadas tangentes también deben ser cero: dg,s.,€7 = 0. Se sigue que h*?dg,5, = 0y finalmete
se obtiene

n*ov,)aq = —h*P8gas mt. (2.49)

Este término es distinto de cero ya que la derivada normal de la variacion no es necesariamente cero
en la hipersuperficie.

Reuniendo los resultados de la variacion se llega a que

(16m)0SH :/Gaf;égo‘ﬁ\/—gd‘%—?{ €h®P5gas,m” b2 d3y. (2.50)
Q o0

2.3.2 Variacion del término de superficie

Del término de la accién que corresponde a la variacién de superficie Sg[g], dado por la ec. (2.36),
se observa que la inica cantidad que va a variar es K (la curvatura inducida en la superficie 62 de la
variedad), debido a que en la frontera la variacion de la métrica inducida es cero.

Por definicion la curvatura extrinseca se ve como

_
K = n%,
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por lo tanto su variacion es

0K = —hoBsT* gny
1
= —5h (0guas + 0us.0 — 0gasu)n”

1
= SHP0gas

se usé el hecho de que las derivadas tangenciales de las variaciones de la métrica son cero en la

frontera de 2. Al final se obtiene

(167)0Sp = 7{ eh™5gas.m" 0|2 dy, (2.51)
o0

y se observa que este término se elimina con la segunda integral de la variacién del término de Hilbert.

Dado que 0.5; = 0, la variacién completa del término de accién geométrica es

1
68g = —— | Gapdg™/—gd*z. (2.52)
167T 9

Esto produce el lado izquierdo de las ecuaciones de campo.

2.3.3 Variacion del término de materia

La variacién del término de materia S,,[¢; g], como estd dado en la ec.([2.38)), lleva a
0S, = /((5£\/—g)d4x
Q
oL . .5 4
= 89/ —g+ Lé/—g | d'x
o \Jg*?
oc 1
— o~ aff /34
/Q (agaﬁ 2&%5) 09"/ —gd'x.

Definiendo al tensor de energia-momento como

oL
Tog = —2— 4 Lgas, 2.53
8 Bg°? + LGap (2.53)
entonces 1
§Sm = -3 / T.369°°\/—gd*r, (2.54)
Q

esto produce el lado derecho de las ecuaciones de campo.
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Al final se obtiene
I Sec+ Sm) =0 = Gup=81T,s, (2.55)

debido a que la variacién 6¢g® es arbitraria dentro de ().
Por lo tanto, de las ecuaciones de campo aunadas a la forma reducida de las identidades de Bianchi

en la ec.(2.32) se recuperan las ecuaciones de conservacion ec.(2.27))
Taﬁ;ﬂ =0,

en donde la componente 0 da la ecuacion de conservacion de energia, las componentes espaciales dan

la conservacidon del momento.
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2.4 Cosmologia de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

El principio cosmoldgico es un principio filoséfico, el cual postula que, a escala cosmica, el universo
es homogéneo e isotropico. El principio viene de la admisién de que la tierra no es el centro del
universo, principio que la ciencia ha adquirido desde los tiempos de Copérnico. La evidencia del
principio cosmoldgico refuerza su importancia y aceptacion. Parte de esta evidencia es la isotropia en

la radiacidn cdésmica de fondo.

La homogeneidad e isotropia en relatividad general se define con que 1) el espacio-tiempo puede
ser foliado en hipersuperficies 3-dimensionales >.;, etiquetadas por el pardmetro ¢ (tiempo c6smico);
2) se pueden definir observadores comodviles que observan un universo isotrépico cuyas caracteristicas
dependen solo del parametro ¢; 3) hay un solo observador comdvil para cada evento del espacio-

tiempo.

2.4.1 Meétrica FRLW

A cada observador comévil se le pueden asignar coordenadas espaciales ', 22 y 23. Se tiene entonces

una métrica de forma general como
ds® = —Fdt* + 2godtdz’ + g;;dz'da’ . (2.56)

Donde I, go; y gi; son funciones de x“.

Hay una primera restriccion para esta métrica en el entorno cosmoldgico, la cual establece que los
observadores comdviles tienen su 4-velocidad perpendicular a las superficies >; de tiempo constante

(‘aesto se le denomina isotropia).

Dado que la 4-velocidad estd definida como la derivada respecto del tiempo propio de los eventos

z% 1.e.
dz“

Y= — 2.57
u I (2.57)

con 7 el tiempo propio. Por otro lado se sabe que u“u,, = —1, asi

da® da” A dt dz'’ da’ da’

Uy = Jap——— = —F | — 290i——+ gij——— = —1. 2.58
w gﬁdT dr (dT) + gOdeT+gde dr ( )

Dado que los observadores estan ubicados por coordenadas comdviles, las coordenas espaciales no

cambian en el sentido del flujo de las lineas de mundo, y por definicién la 4-velocidad es paralela al
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flujo de las lineas de mundo, por lo tanto

o dx“
u* = —
dr

= (F~12,0,0,0). (2.59)

Esta 4-velocidad es, como se mencion6 anteriormente, perpendicular a todo vector tangente v de
la superficie ¢, i.e. v = v® = (0,0, v% v3), por lo tanto la proyeccién de este vector tangente sobre

la 4-velocidad debe ser nula, esto es
u.v= gaﬁuavﬁ = gol-viF_l/2 =0. (2.60)

Lo cual implica dos casos importantes: i)F'~/2 = 0, esto es un sistema coordenado singular en todo
tiempo; ii) go; = 0 caso para el cual no se observa tipo alguno de singularidad. Ademés g% es la

inversa de g;;.

La segunda restriccion viene de la aceleracion de los observadores comoviles, a* = u”V, u".
Suponiendo que la conexidn afin es compatible con la métrica, y ademas no hay torsién, la derivada

covariante puede ser dada en términos de los simbolos de Christoffel, i.e.

120Ut

ey e 2.61
a ot + 005 ( )
donde la parte espacial de esta aceleracion es
: 1 - OF 0
= oF g0 — =g" —logVF. 2.62
@ =gk gt =g 5508 (2.62)

Bajando los indices con la métrica, se tiene que la parte espacial de la aceleracion es

5,
a; = 5 log VF. (2.63)

Esta aceleracion es la que puede medir cualquier observador comdvil, esto es que si a; es distinta de
cero, la medicion de la aceleracion puede tener alguna direccion prefrencial, por lo tanto, dado que se
busca que a; sea cero, la funcion F' debe ser una constante en el espacio. Asi F' solo depende de ¢, y

se puede eliminar la funcién £ redefiniendo al tiempo de la forma
t'(t) = / V E(t)dt (2.64)

y de esta forma el elemento de linea queda como
ds® = —dt"* + g;;dx’dx?. (2.65)
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En estas coordenadas la 4-velocidad es u = (1,0,0,0), y es claro que la aceleracién es cero, en

adelante se cambiara t’ por t.

La tercera restriccion viene de la isotropia de la expansion local. Tomando cualquier vector es-
pacial v normalizado (en el marco de referencia comdvil, i.e. ortogonal a u) y construyendo una
funcion

H(t, 2", v) = v"v,V u". (2.66)

Dado que v es puramente espacial, vy = v° = 0, lo que implica

. . L1 0 1 5 0
H(t. 7* — ol F 0 = i v i 2.67
(t,2',v) = o', = 0o S g = S0t g .67
Dada la normalizacién de v, i.e. g;zv'v* = 1 se tiene
= 2Hg;y, (2.68)

agik

y dada la isotropia local, H solo depende de ¢. Definiendo el factor de escala como

t) = exp ( / H(t)dt) , (2.69)

%) = e ex (2 [ Hi)a1) =)0, 2.70)

se llega a que

Asi el elemento de linea se ve como

ds? = —dt* + a*(t)y,; (2")dx'da? (2.71)

donde ;;(z*) es la métrica de una 3-variedad inducida.
La expresion ec.(2.71]) es conocida como la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FRLW).

La métrica espacial ;;(z*) debe ser isotrépica alrededor de cualquier punto, por lo tanto se usardn

coordenadas polares (x, 6, ¢):

ds3 = dx* + f(x)(d6? + sin® 0d¢?). (2.72)

El problema ahora radica en encontrar las funciones f(x) que conlleven a la 3-variedad homogénea e
isotrépica.

La primera eleccion para esta funcién es f(x) = x?, la cual corresponde al espacio 3-dimensional
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euclideo en coordenadas polares. Tiene la transformacién

' = ycos#,
2?2 = ysinfcoso,
3 = ysinfsin g,

a este modelo se le conoce como espacio plano.

La segunda opcién para un espacio isotrépico y homogéneo, es la hiperesfera de radio R, llamada S3.

La ecuacion para la hiperesfera es
W+ W+ W)+ ) = R, (2.73)

cambiando a coordenadas esféricas

1 X
= Rcos =,
Y R
2 X
= Rsin = cosf,
Y R
y®> = Rsin % sin 6 cos ¢,
y* = Rsin % sin 6 sin ¢.

En este caso la métrica espacial se ve

ds2 = (dy")? + (dy®)? + (dy®)* + (dy*)* = dx* + R?sin® %(d@z + sin? Bdp?), (2.74)

con esta métrica la funcién que se encuentra es f(x) = R? sin® %. Usualmente se define la curvatura

k en lugar del radio de curvatura R, con k = R~2. Entonces
FO0) = k" sin? (K2, (2.75)

en donde k es la curvatura espacial. A este universo se le conoce como universo cerrado.

La tercera opcidén se puede seguir de forma similar al caso anterior, usando k negativo.
f(x) = (=k) ™ sinh®((—k)"/?x), (2.76)

este espacio es hiperbdlico, y el universo que de €l se deriva, se le llama universo abierto.
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Todos los casos posibles que cumplen con homogeneidad e isotropia caen dentro de estas tres op-

ciones, ya que la construccién de esta métrica lo exige.

Una transformacion de la coordenada radial x permite la normalizacién del caso del universo cerrado
de tal modo que k£ = 1, el caso del universo abierto con £ = —1, y por ultimo el caso de universo

plano con £ = 0.

2.4.2 Ecuaciones de Friedmann

La métrica FLRW como fue formulada anteriormente se escribe de forma general de la forma que

sigue
2

1 — kr?

ds® = —c2dt* + a*(t) ( +r?do* + 12 SiHQ(e)dSOQ) ; 2.77)

donde a(t) es el factor de escala que modula el tamafio del universo y k es la curvatura espacial
homogénea (como se estudid en la subseccion anterior, de tal forma que k toma los valores +1,0y

—1), ademads a(t)r es el radio de area asociado a la métrica del espacio-tiempo.

Escribiendo la métrica en forma matricial se obtiene

—c 0 0 0
2
0 £ 9 0
g = —kr 2.78
o 0 d*(t)r? 0 (2.78)
0 0 0 a?(t)r? sin®(9)

Con esta métrica puede construirse el tensor de Einstein G“g como se definié en la ec.(2.31) para

insertarlo en las ecuaciones de campo.

ke ta) 0 0 0
0 o k62+22a('2i+d2 0 0
Ga — asc L y (279)
B 0 0 _ ke? +a22((1:;1+a2 0
0 0 0 _ kc? -1(—122((1:('21'4-('12

Tomando el tensor de energia-momento para un fluido perfecto con densidad p y presion p , dado en

el sistema de referencia propio,

|
Q
D

y , (2.80)

o O O

o o O
o8 o O
" O O O
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se tienen dos ecuaciones independientes al usar las ecuaciones de Einstein:

a? _ 8nGp kc?

H? = — — 2.81
a? 3 a?’ 2.81)
. .2 kj 2 8 G
RN st (2.82)
a a®> a? c?

Con H = % llamado el parametro de Hubble, que describe la tasa de crecimiento del universo. A estas
ecuaciones se les conoce como las ecuaciones de Friedmann, tales ecuaciones describen la dindmica
del factor de escala a, el cual describe el tamafio del universo.

Dentro de la teoria cosmoldgica se impone un principio de conservacion regido por la derivada

covariante del tensor de energia-momento 7% 5 = 0 y lleva a
- p
p— —3H (p + c—2> , (2.83)

que es la unica ecuacion no trivial de este principio de conservacion, y es conocida como la ecuacion

de continuidad.

2.4.3 Soluciones a las ecuaciones cosmologicas

Considerando la convencion ¢ = 1 se examinaran diversas soluciones de las ecuaciones de Fried-
mann. Comenzando con un universo dominado por un fluido perfecto, que cumple con la ecuacion
politrépica p = wp.
Tomando la ec.(2.83)), se tiene
p=—-3H(1+w)p, (2.84)

Usando la definicién H = %, se llega a que

3(14w)
“0) , (2.85)

P = Po <;
conw > —1yag =1 (notar que las soluciones con w < —1 llevan al incumplimiento de la condicién
fuerte de la energia, y llevan a la produccion de materia en un universo en expansion).

Usando esta ecuacion, la primera ecuacion de Friedmann puede escribirse en términos del pardmetro

Q = p/pe, en donde p. = 3H? /(87 (), tomando en cuenta que p = p,, + pr + Pas
H? = H{Qpa™* + HZQmoa ™ + HiQp + HiOQy, (2.86)

en donde el subindice 0 corresponde a un tiempo inicial arbitrario pero fijo.
En la FIG. 2.2 se muestra el comportamiento de la densidad de energfa descrita por la ec. (2.85)

para cuando el universo estd dominado por distintos tipos de materia, los cuales se determinan por la
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ecuacion de estado w

(=]

a

o,

i

— Universo plano dominado por energia oscura
— Universo plano dominado porun fluide duro
— Universo plano dominado por radiacion
—— Universo plano dominado por polve

FIG. 2.2: Evolucion de la densidad de eneria para universos planos dominados por: polvo (w = 0),
radiacion (w = 1/3) y un fluido duro (w = 1).

Insertando la ec.(2.84) en la primera ecuacion de Friedmann, ec. (2.81)), para un universo plano
(k = 0), se obtiene

2
3(1+w)
a(t) = [3(1 +w) 87?'00] EEml (2.87)

Las soluciones estudiadas correspondientes a universos planos servirdan como un fondo (background),
en el cual las perturbaciones evolucionan, como se estudiara en capitulos subsecuentes.
Por otro lado, resolviendo la primera ecuacion de Friedmann para un universo cerrado, i.e. con-

siderando k£ = 1 se tiene la ecuacion diferencial

da _ [87Gpoag

— = 1 2.88
dt 3a ’ (2.88)

26



“Inestabilidad cosmoldgica de un campo escalar” Capitulo 2

Esto implica

d
/ﬁh:/———ﬁ;—— (2.89)
/87eroa2Q 1
3a
expresando lo anterior en términos del tiempo conforme, definido como dn = %, se obtiene
d
/ﬁnz/) i ) (2.90)
8mGpoaga
/ l;O 0% _ 2
tomando A = %@ se llega a
a=A(l—cosn) = (maz (1 —cosn), (2.91)
y dado que dt = adn, se puede integrar una forma para el tiempo césmico
tmaac .
t= (n — sinn). (2.92)
s

De las soluciones anteriores se infiere que, un universo cerrado recolapsard en un tiempo ¢t = 2¢,,,,,
donde t,,,, es llamado el tiempo de retorno o el tiempo de expansiéon maxima.

Suponiendo el caso de un universo abierto, en donde k=-1, se tiene la ecuacién diferencial

da  [87Gpoag

— = 1 2.93
dt 3a T ( )

que implica

d
/m:/ a . (2.94)
/87rGgoaga + 0,2
De aqui, y con la misma definicion para la constante A, se obtiene la solucién para el factor de escala

a = A(coshn —1), (2.95)

y con dt = adn se obtiene
t = A(sinhn —n). (2.96)

El dltimo caso es el de un universo plano, en el que la curvatura es £ = 0, se soluciona con

2 T
a= (gﬂ'Gpo) t2. (2.97)

El comportamiento de los universos con distintas curvaturas se muestra en la FIG. 2.3.
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i

— Universo cerrado Universo abierto

— Universo plano

FIG. 2.3: Se observa un crecimiento mondétono para los universos plano y abierto. Para el universo
cerrado se tiene una época de crecimiento, un tiempo de retorno y una etapa final de colapso.
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capitulo 3

Agujeros Negros y Colapso gravitacional

La gravedad es un fendmeno fisico, para el cual varias teorias se han formulado. La relatividad
general ha dado grandes resultados en la explicacién de este fendmeno. En este capitulo se estudiara
una solucion importante, que ha dado esta teoria: la métrica de Schwarzschild, solucién que conduce a
la explicacién de uno de los fendémenos astrondmicos mads interesantes, los llamados agujeros negros.

El estudio de la cosmologia conlleva el estudio de la formacion de estructura a gran escala, y
una forma de comenzar con el estudio de la formacidn de estructura, es definiendo perturbaciones de
materia en el universo en expansion (background), de tal manera que éstas crecen dentro del fondo
cosmico y después de cierto tiempo colapsan debido a su gravedad. Estas perturbaciones pueden
colapsar a un agujero negro o llegar a un punto de virializacién, en cual se detiene el colapso debido

a la energia cinética de las particulas del fluido de materia, generando asi galaxias, estrellas, etc.

3.1 Agujero negro de Schwarzschild

Las definiciones que se muestran a continuacion se ilustran en la referencia [[17]].

La métrica de Schwarzschild es

—1
ds? — — (1 _ %) dt? + (1 — %> dr? 4+ r2dQ, (3.1
r T

es la dnica posible solucién a las ecuaciones de Einstein que describe un espacio-tiempo fuera de un

cuerpo simétricamente esférico de masa M, en el vacio.
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Las dificultades que se tienen para la métrica de Schwarzschild en » = 2M causan el estudio de
otra forma de la misma. Como se observa de la ec.(3.I) la geometria es singular en r = 2M, pero
esto no implica una correspondencia uno a uno con eventos en el espacio-tiempo. Este problema
puede ser removido introduciendo un nuevo sistema coordenado (u,v). Considerando un conjunto
de particulas sin masa moviéndose radialmante en el espacio-tiempo de Schwarzschild. Es facil notar
que las particulas que se mueven hacia el centro, se mueven en curvas v = constante y las particulas

que se alejan se mueven en curvas u = constante, donde

=t—r*v=t+r",

d
r*:/l__Z_M:rJrleog‘ﬁ—l(. (3.2)

T

Notese que en r = 2M, v — u = —o0, lo cual sigue siendo una singularidad de coordenadas. Para

2

resolver esto, se considera una vecindad de la superfice = 2M en la cual r* = 2M log }ﬁ -1

ésto implica que r/2M = 14 " /?M = 1 4 ¢(v="/4M ahora sean las nuevas cooredenadas nulas
U= Fe WMy = v/4M (3.3)

con la definicién de estas coordenadas, se usa de nuevo la definicion de la ec.(3.2). Asi, despejando

las nuevas coordenadas se obtiene
er/2M (L _ 1) — UV (3.4)
2M
Dando asi una nueva métrica en estas coordenadas, donde la superficie » = 2M estd bien definida.

32M3
r

ds® = — e "PMAUAV + r?dS) (3.5)
Las coordenadas U y V' son llamadas coordenadas nulas de Kruskal. En un diagrama de Kruskal
(ver FIG. 3.1) las particulas entrantes siguen curvas V' = constante, y las particulas salientes siguen

curvas U = constante.

3.1.1 Horizonte de eventos y Horizonte aparente

En el diagrama de Kruskal (FIG. 3.1), los conos de luz estdn orientados a 45 grados, y las lineas
de mundo tipo tiempo se mueven con una pendiente mayor a la unidad. Entonces es claro que la
superficie r = 2M, que separa las regiones [ y II tiene la siguiente consecuencia: un observador
que cruza esta superficie (r = 2M) no puede regresar jamds, debido a que la enorme curvatura del

espacio tiempo no permite siquiera que los rayos de luz salgan de este horizonte, yendo éstos a parar
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r=constante<zii

r=constante>2\1

FIG. 3.1: Diagrama de Kruskal.

en la singularidad » = 0. La superficie r = 2M es, en este contexto, el horizonte de eventos. La
region dentro del horizonte de eventos (region II) es llamada el agujero negro del espacio tiempo de
Schwazschild.

La superficie » = 2M que separa a las regiones I y II, debe distinguirse de la superficie » = 2M
que separa a las regiones I y IV. Al igual que la superficie r = 2M entre 1 y II, la superficie entre
[ y IV, también separa dos regiones que se comunican unilateralmente, es decir, la regiéon IV nunca
percibird rayos que salgan de la region I. A la superficie r = 2M que separa a la region I de la 11
suele llamadrsele horizonte futuro; y la superficie » = 2M que separa la region I de la IV se le llama
horizonte pasado. La region dentro del horizonte pasado (region 1V) se le llama agujero blanco del

espacio tiempo de Schwarzschild.

Ahora se probara que la expansion de una congruencia de rayos salientes (U = constante) cambia

de signo en r = 2. Los rayos salientes tienen a
ko = —0,U, (3.6)
como sus vectores tangentes, y su expansion se calcula como
0=k, (3.7)
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Entonces usando ec. (3.4) y ec. (3.5)

0=k, =— . .
“ 2Mr 38)

Se comprueba por lo tanto, en el diagrama de Kruskal, que la expansion cambia de signo en r = 2M,

en este contexto, la superficie r = 2M es llamada horizonte aparente.

3.2 Masa de Misner-Sharp

Dada la métrica
ds? = gapdxdz® + r?dQ, (3.9)

donde g4p es algin tensor métrico cuyas componentes son independientes de los dngulos. Se con-
sidera a r como el radio de area de las esferas, ya que el area de las esferas en dicho espacio es 477>
-independientemente de si r es la distancia propia radial o no.

El radio de area r tiene un significado invariante, por lo tanto, tiene la expresion
V7[> = g%V rVyr (3.10)
Con esto, se define la funcién de masa de Misner-Sharp-Hernandez [[15]] m como sigue

m = g(l — g*VarVyr). (3.11)

Se observa que m es constante en cada esfera, y representa la masa gravitacional activa dentro de la
esfera. Este concepto ayudard en secciones posteriores, a definir el horizonte aparente de una densidad

de materia colapsando en un fondo FRLW.

3.3 Colapso Gravitacional

Para comenzar a tratar el problema del colapso gravitacional de sobredensidades en un universo de
Friedmann, se define una sobredensidad como un sector del universo en el cual, la densidad es distinta
del resto del universo, observandose un contraste en la distribucion de materia. También se definira

el universo plano césmico como
ds® = —dt* + aj(t)(dr® + r2dQ), (3.12)

en donde df) es el elemento de linea correspondiente al angulo s6lido de la 2-esfera en coordenadas

esféricas.
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Asi, la primera ecuacion de Friedmann queda de la forma

(@)2 _ &Gy (3.13)

Qp 3

En donde p, es la densidad de masa del universo de Friedmann plano.

La sobredensdad estara descrita por un universo con curvatura positiva inmerso en un universo con

curvatura plana, y éste se describe con la métrica

ds? = —dt* + a®*(t)(dx? + sin?(x)d<Q) (3.14)

Expresando a la misma métrica, redefiniendo el radio comovil

2

1—kr?

ds® = —dt* + a*(t) ( + r%m) : (3.15)

Se observa que de la ec.(3.15) se obtiene la ec.(3.14), y viceversa, con k = 1y r = sin(x).

La primera ecuacion de Friedmann para este universo, queda de la forma

. 2
(9) _ 8nGp, L (3.16)

a 3 a?’

donde p es la densidad de masa de esta region sobredensa.

3.3.1 Colapso esférico (Top-Hat)

Para comprender el modelo de colapso de tres zonas, que se utilizard en este trabajo, es ttil conocer
primeramente el colapso esférico de tipo Top-Hat.

Se considera que dentro de un universo plano o background, el cual se describe con la ec.(3.13),
hay una sobredensidad de materia, a dicha sobredensidad la describe la ecuacion ec.. Dentro de
las prescripciones del modelo Top-Hat, esta la suposicién de que a un tiempo arbitrario pero fijo ¢, la

expansion de la fluctuacion y la expansion del universo del fondo son iguales, entonces

8tGpy(ty 8mGps(ty 1
H = Hy(ta) = 36( b~ me) - 3( - a2 ()
87pr<tu) _ SWGps(tu) . 1
3 B 3 as*(ty)

Por otro lado, la densidad de la fluctuacion p,(z,t) puede ser definida en términos de la densidad del
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background mas una perturbacién, como

ps(t,x) = pp(t)(1+ (¢, 7)), (3.17)
= p(t) +dp(t, x), (3.18)

sin pérdida de generalidad se puede renombrar a py () (¢, x) como dp(t, x) y a esto se le conoce como
la perturbacién de densidad. Haciendo uso de esto y del hecho de que existe un tiempo ¢, en el cual
los valores de la expansion de la fluctuacién y del background son iguales (H,(t,) = H(t,)), se llega
a

8rGpy(ty)  87G 871G py(ty) N 8nGop(ty, )

3 - 3 [ps(tua JZ) - 610<tu7 (L’)] = 3 3 - a52(tu) . (319)

De la ec.(3.19) se observa una relacion entre la perturbacién de densidad y el término de curvatura en

la ecuacion de Friedmann

1 8nGép(ty, )
H2a2 3H2

u-u

O = — =1 — Qy(ty, 2). (3.20)

En donde Q, = p,/p., con p. = 3H?/87G conocida como la densidad critica (cantidad usada para

determinar el tipo de universo que se estudia).

La ec.(3.20) es importante porque relaciona a la perturbacion de densidad de materia con la cur-

vatura espacial del universo cerrado, hecho que se usard mas adelante.

El colapso esférico Top-Hat es una extension del régimen lineal, para observar este hecho son
necesarias las expansiones a segundo orden de las ec.(2.91) y ec.(2.92) que dictan la evolucién de la
sobredendidad,

amax

a = — (1 —cosn),
tma:}: .
t = (n —sinn),
s
las expansiones para |n| << 1 dan lugar a
2 4
a Ui Ui
SO/ 21
Qa4 48’ (3.21)
t 1 3 5
~- (L1 ), (3.22)
tmaz ™ \ 6 120
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Combinando las dos ecuaciones anteriores se llega a [[12]]

2/3 2/3
Alin 1 t 1 t
=—-1(6 1—— |6 3.23
Umax 4 ( Trfmar) [ 20 ( Trtmam) ] ’ ( )

donde ay;, es el factor de escala linearizado.

Se observa que al truncar la ec.(3.23)) se obtiene el factor de escala para el fondo.

] 2/3
a :—(67r t ) (3.24)

amaa: 4 tmaw

El factor de escala linearizado completo da la expresion de la teoria linearizada para el crecimiento

de la perturbacién. Por dltimo, la solucion paramétrica de la ec.(2.91) y ec.(2.92)) da la evolucién (no-

lineal) completa de la perturbaciéon. Hay que recordar que a,,,., €s el valor del factor de escala en el

punto de expansion médxima, o punto de retorno.

2.3
2]
a 1.3
a ]
TR —
1]
0.5
D I i I i 1 1
] 0.3 1 1.3 2
L
max
Lineal No-Lineal Background

FIG. 3.2: La evolucién de los tres factores de escala que se obtuvieron.

Ahora se considera que la densidad del background y de la fluctuacién son uniformes, y recor-
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dando la simetria esférica, se tiene

M
= 3.25
M
" ) 20
Entonces la definicién de perturbacion
5:p5p_bpb, (3.27)

implica la siguiente relacion para la fluctuacion

1 + 5 _ & _ M/%']T(asrcom)B _ a_g (3 28)
Pb ]\j/gﬂ_(ab’rwm)3 CLE;’? .

en particular, el contraste lineal de densidad se escribe como

a;
14 O = —. (3.29)

lin
Sustituyendo los valores de a;;, y a;, en la expresion anterior se llega a que

3 t 7
5lin = % (67Ttmax) . (330)

Por lo tanto, en el tiempo de retorno ¢ = ¢,,,., la perturbacion tendrd el valor [12]

3
oret = 2—0(67r)2/3 = 1.06, (3.31)
lo que este resultado dice es que cuando la perturbacién alcanza la unidad, i.e. d;;,, = 1, las fluctua-
ciones dejan de expandirse, recordando que esto es una aproximacién a orden lineal.

Después del punto de retorno, el factor de escala de la fluctuacion deja de crecer, se dice que la
fluctuacion comienza a colapsar. Se observa que la fluctuacion colapsa completamente a un tiempo

t = 2t,,42- En este tiempo el contraste de densidad lineal alcanza el valor [12]
colap 3 2/3
Opin = %(12@ = 1.686. (3.32)

Asi, un contraste de densidad lineal cerca del valor 1.7 corresponde al colapso gravitacional de una
fluctuacion esféricamente simétrica.
En la FIG. 3.3 se presenta el crecimiento de las perturbaciones lineal y no-lineal, en funcién del

tiempo (en este caso el tiempo conforme).
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T % I N N W ot S ) PR 0k (R N e R VR el R |

T im T im im 'm im

2 4 4 2 4
T | tiempo conforme )

Bl
4

—— Perturbaci on no-lineal Perturbaci on lineal

FIG. 3.3: El comportamiento de la perturbacién no-lineal, como se espera, diverge cuando la
fluctuacién colapsa por completo, mientras que la perturbacidn linearizada crece de manera suave.
También se observa que a tiempos tempranos la perturbacion lineal se comporta de manera muy
parecida a la perturbacion no-lineal.

3.3.2 Modelo de 3 zonas

Suponiendo que la sobredensidad estd rodeada de una subdensidad que compensa a la otra. Se adop-
tard el modelo donde la regién sobredensa es descrita por un universo de Friedmann cerrado con
0 < x < x. en donde coincide con el radio de la sobredensidad, y los alrededores que son el universo
plano estardan conectados con la subdensidad en » = r,. Entonces, el radio de la sobredensidad esta
dado por R, = asin Y,, mientras que el radio de la subdensidad estd dado por R, = a,r,. Llamare-
mos fluctuaciones 0 < x, < /2y 7/2 < x, < 7 tipo I y tipo I, respectivamente, de acuerdo a la

notacion de Kopp, Hormann y Weller [11]. Ver FIG. 3.4

Ahora, sabiendo que en la sobredensidad se tiene

ImGpg 1)\?
0= 3H§ :H(E) , (3.33)
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FIG. 3.4 Muestra el modelo de tres zonas de densidad, con Y, el 4ngulo correspondiente al radio
comoévil de la sobredensidad [7]]

y definiendo Ry = H ™1, la distancia al horizonte cosmolégico de la sobredensidad, se obtiene

R 2
Q-1 ( ) — sin2(xa). (3.34)
Ry

Ahora se escribe el pardmetro de densidad {2 en términos de la perturbacién descrita en la ec.(3.27)),

usando ec.(3.13) y ec.(3.33)

H,

Q= (1+70) <F>2' (3.35)

Abhora, usando ec.(3.34) y ec.(3.33)) en el cruce del horizonte (en donde el radio de la perturbacion

es igual al radio del horizonte de Hubble del background), i.e., R, = cH, 7L, implica que la amplitud

de la perturbacion en este radio es

5y = (2 T *(Xa) (3.36)
=\ 7 cos”(Xa), .
ecuacién que implica la relacién
)\ )\
— | —1 <|—= 37
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en donde H,, es el parametro de Hubble en el universo plano. El tiempo de cruce de horizontes esta
dado por la igualdad entre el radio de la sobredensidad y la distancia al horizonte del universo plano
de Friedman, Ry, = H, !. Luego, se usa la norma en que la tasa de expansién del universo interno
es igual a la del externo, provocando que la perturbacion oy esté constrefiida entre los valores O y 1,
1.e. en esta norma [7]]

0< 0" <1, (3.38)

endonde U H denota la norma de expansion uniforme (U H Uniform Hubble, por sus siglas en inglés).
Este criterio para la formacion de agujeros negros es consistente para fluctuaciones de materia tipo
polvo, es decir, el modelo de 3 zonas da un criterio exacto. Para otros tipo de materia deben con-
siderarse otros criterios, ya que puede haber ondas de sonido en las fluctuaciones que prevengan al
colapso.

Dentro de esta norma al tiempo del cruce de horizontes también se puede obtener de la ec.(3.36)

una relacion entre la perturbacion y el radio comdvil de ésta
o’ =sin? y,, (3.39)

con esto se pueden relacionar las perturbaciones de la densidad de materia con su tamaiio.

3.3.3 Horizonte aparente en el modelo de 3 zonas

Haciendo uso de la ec.(3.11)), se calcula la masa de Misner-Sharp [15] del universo cerrado, para el

radio de area R = asin()

1 9\
M= za (14 ) sin®(x), (3.40)

que implica
2GM L9\
5 = (1 + a2) sin?(). (3.41)

Luego para tener un horizonte aparente, se busca que 2GM/R = 1. Asi, con esta igualdad y la

ec.(3.41), se obtiene
~1/2

sin(x) = (1+4a%) (3.42)

En la médxima expansién, hay una superficie encerrada en x = 7/2. De la ec.(3.41) y ec.(3.42),

se sigue que cualquier fluctuacién tipo II (en la fase de colapso) tiene una region de futuro atrapado,
donde 2GM/R > 1, conteniendo a x = 7/2. Si hay una médxima expansién en la evolucién del

universo cerrado, se llega a que
1

Umazr = — ———)
V87Gpmaz/3

donde p,,.. es la densidad de la regidon sobredensa al tiempo de la maxima expansién. En otras

(3.43)
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palabras, a,,.. coincide con el radio de Hubble del universo de Friedman plano que contiene a la
sobredensidad, en la norma 1 = H, (la cual corresponde a una expansion que se da igual tanto en la

region sobredensa como en el universo plano del fondo).

3.3.4 Ciriterio de colapso en agujeros negros para universos de materia

Se asume que el campo de materia es polvo, en donde el modelo de 3 zonas es exacto. La ecuacion

de Friedmann para la fluctuacién estd dada por la ec.(2.88)

da  [8nGpoag

a 1
dt 3a ’

y las soluciones dadas por la ec.(2.91) y ec.(2.92) se escriben como

amax

— 1—

a 5 (1= cosn),
t tmaz( . )
= — S

- n n)

en donde @,q; Y timae pueden ser dados en términos de los pardmetros cosmoldgicos, y recordando

que dt = adn
QO Q() 1 ™
mazr — = H i lmaz = 5 %maz- 3.44
¢ Qo — 1707 (Qp — 1320 2¢ (344)
El horizonte aparente en la region sobredensa esta dado por
n=2x ; n=2m-—2x. (3.45)

Dado que todas las fluctuaciones de tipo II colapsan, el estudio se centrard en las fluctuaciones de tipo
L, en las cuales, 0 < x, < 7/2, esto es que el horizonte aparente corresponde a 7 = 2w — 2x. Se

considera que el horizonte aparente existe cuando la regién sobredensa colapsa a un valor f veces la
expansion méaxima, i.e., Gpqp/amas = f. Entonces de la ec.(2.88) y ec.(3.42) se tiene que

Xa > arcsin\/f. (3.46)
En la méxima expansion, el radio de area estd dado por
R maz = Qmaz SIN Xq- (3.47)

Esto no puede ser mayor que a,,,,. Entonces de las dltimas dos ecuaciones se tiene la siguiente
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relacién
\/?&ma:c < Ra,max S Umaz- (348)

Como se tiene la forma de a,,,, en términos de los pardmetros cosmolégicos (ec.(3.44)),

Qo Qo

QO — 1(10 SiIl(Xa) = mRap, (349)

Ra,ma;r = Omaz Sin(Xa) =

donde R, es el radio de area de la sobredensidad al tiempo ¢ = ¢, asi

Ra,O ?
f<(Qo—1) R <1, (3.50)

Hy

endonde Ry, = H; "' es el radio del horizonte cosmolégico. Esta condicién de formacion de agujeros

negros es exacta, aunque el factor f se deja sin especificar.

Es conveniente escribir esta condicién en términos de la perturbacién d; en el cruce del horizonte.

Como se vi0 anteriormente,
UH 22 R ’
SY = sin®(va) = (29— 1) ( 22 (351)

al momento del cruce del horizonte en la norma de expansion uniforme. Con esto la condicién de
colapso queda como [7]]
f<ogt <. (3.52)

En el caso de polvo, f se determina considerando los efectos dentro de la fluctuacion, tales como
causticas, inhomogeneidades, y desviaciones en la simetria esférica; estos efectos pueden afectar
fuertemente la dindmica del colapso y prevenir el colapso en agujero negro de la regién sobredensa

antes de que la fluctuacion llegue a colapsar a f veces la expansién maxima.

3.3.5 Criterio de Carr para formacion de Agujeros Negros

Asumiendo la ecuacién de estado p = wp. Podemos esperar que el criterio de Jeans nos dé la

condicion para la formacion de agujeros negros. Para este caso, en el universo plano de Friedman
2
ap o t30+w) (3.53)
La ecuacion de Friedman para la region sobre densa esta dada por

a=Aa (3 _ 1, (3.54)
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donde I
A= 7; poac™), (3.55)

con pg Yy ag, al tiempo .

En la méxima expansion el radio de la sobredensidad estd dado por

Ra,max = Omazx Sin(Xa)- (356)

Dado R ;s éste no puede ser mayor a a,,q, debido a la geometria esférica, mientras que éste debe

ser mayor al radio de Jeans de la region sobredensa al momento de maxima expansion.
RJ < Ra,max S Amag- (357)
De antemano sabemos que el radio de Jeans se define como el radio minimo para que se dé el colapso

/1
Ry =cs G’_,o (3.58)

En donde p y ¢, son la densidad y la velocidad del sonido en el fluido del universo plano, respectiva-
mente. Dado que ¢, = \/wc = y/w y hacemos /1/Gp ~ 1/1/87Gpyaz/3, pasamos a que

esférico, y se escribe

RJ ~ \/aamaan (359)

lo cual implica que la sobre densidad que colapsara a un agujero negro debe cumplir que

\/aamax < Gmaz Sin(Xa) S Amax (360)

considerando la ec.(3.51), y elevando al cuadrado todos los elementos de la desigualdad [5]

w< o < 1. (3.61)

3.3.6 Fluctuacion de curvatura

Como se estudi6 anteriormente, la perturbacion d asociada a la perturbacién de materia, tiene un valor
maximo finito, y un valor de § conduce generalmente a dos configuraciones de la perturbacion, i.e.
dos valores posibles para Y,, una configuracioén de tipo I y otra de tipo II. La fluctuacién de tipo
IT es grande en el sentido de que 7/2 < x, < 7, aunque § puede ser muy pequefia. La suposicion
Gaussiana para ¢ implica la siguiente consecuencia: una perturbacion linealmente pequeia x, ~ 0, en
donde la region sobredensa esta ligeramente curvada, y una perturbacién altamente no-lineal x, ~ ,

la cual esté casi separada del resto del universo, se pueden presentar con la misma probabilidad.
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Kopp, Hofmann y Weller [11] sugieren que la fluctuacién de curvatura es mas adecuada para la
suposicion de la distribucidn de probabilidad. La fluctuacién de curvatura esta definida por el factor

conforme de la tres-métrica en la forma conformalmente plana [/]]
ds? = b?(t)e2*) (ds? + s2d0?). (3.62)
El promedio de la fluctuacién de curvatura 5 en términos de y, estd dada por [11]

3(Xa — Sin x4 €08 Xa)
2sin® v,

¢ = 1hq , (3.63)
3
en donde b(t) es escogida de tal modo que sea comtin para la sobredensidad y para el universo plano
del fondo c6smico. Por otro lado, el pico de la variable original {(t,0), la cual se denotard como ¢,
puede expresarse como [11]
¢ =~ —21ncos % (3.64)

Hay que notar que la evolucion de la fluctuacion de curvatura pico crece mondtonamente con el
pardmetro del radio de 4rea x,, i.e. que x, de 0 a m implica que ¢ va de 0 a oo, esto también implica
una relacién uno a una con el radio de drea y la perturbacion de materia.

Usando las relaciones anteriores, se tiene que para un fluido que satisface la ecuacion de estado

w, la relacién (3.61) puede reescribirse en términos del pico de la fluctuacién de curvatura como

—2In {cos (M)} < (<2 (3.65)
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capitulo 4

Campo escalar en cosmologia

La necesidad de proponer distintos tipos de materia como el sector oscuro de materia, nace de la
relacion entre la teorfa y las observaciones. Estos tipos de materia solo se encuentran a través de su
interaccion gravitacional, no hay otra forma de observarlos. La materia oscura es una componente
del universo que parece no interactuar con ninguna particula conocida, y aun asi su prediccion en la

teoria de la relatividad general con las obervaciones hace que su estudio tome importancia.

La cosmologia moderna ha alcanzado grandes logros a lo largo de la historia, uno de estos logros
es la teoria de inflacion, la cual explica grandes incOgnitas en el entendimiento del universo. La
inflacién propone que el universo estuvo dominado en una época temprana, por una particula llamada

inflaton la cual produce una expansion acelerada del universo.

El recalentamiento (reheating) [2] al final de la etapa de expansion acelerada del universo es una
parte importante de la cosmologia inflacionaria. La teoria de inflacién sin recalentamiento implicaria
un universo carente de materia. La época de recalentamiento se prodece a través del acoplamiento del
campo escalar del inflatén ¢ con la materia del modelo estandar (SM). Este acoplamiento debe estar

presente, al menos, a través de interacciones gravitacionales.

En este capitulo se propone modelar a la materia oscura con un campo escalar oscilante, asi como al

campo inflatén que se considera oscila en recalentamiento.

45



’Inestabilidad cosmoldgica de un campo escalar” Capitulo 4

4.1 Formulacion Lagrangiana para el campo escalar

La formulacién Lagrangiana es una herramienta muy importante para las teorias de campo, haciendo
uso de principios variacionales se puede llegar a las ecuaciones que rigen el movimiento de un campo
dentro de un volumen V/, variando el funcional de accion, el cual es la integral del Lagrangiano que
genera el campo dentro de V.

Se considera la dindmica de un campo ¢(z“) en un espacio-tiempo curvo, dada la importancia del
campo escalar para el fin de este trabajo, se considera que ¢(z®) es un campo escalar.

En la formulacién Lagrangiana de una teoria de campos, se da una region arbitraria V' de la
variedad espacio-temporal, cuya frontera es una hipersuperficie 0V. También se da una densidad
Lagrangiana L(q,q,), que es una funcién escalar del campo y de sus primeras derivadas. Asi el

funcional de accién S[g| queda

Slql = /Vﬁ(q, Ga)v/—gd'z. 4.1

Las ecuaciones dindmicas para ¢ se obtienen de introducir una variacién dg(x®) arbitraria dentro de

V' pero que es cero en toda la frontera 0V,
5qlay =0, 4.2)

y con la propiedad §,S = 0 si la variacion es alrededor de la trayectoria ¢(z®). Tal variacion se escribe
(usando la notacién £’ = 9L /0q, L* = 0L/Dq),

P / (L'6q + LYq0) vV—qd*z
1%
— / [L'6q + (L0q).o — Lf;éq]\/—gd%
1%

— /(ﬁ’ — L2)dgy/—gd*x +/ LY6qd%,,
v ’ v
donde el teorema de Gauss fue usado en el dltimo paso. Por la ec.(4.2)) la integral de superficie se

hace cero, y dado que dq es una variacion arbitraria dentro de V' se obtiene

S =0 = vaaﬁ—%zo. 4.3)
0q. Oq

Esta es la ecuacion de Euler-Lagrange para un campo escalar q.

Considerando ahora el campo escalar de Klein-Gordon 1) con densidad lagrangiana

1
L= _5 (gij,;ﬂvﬁ,u + m2¢2> . (44)
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Entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange como se definieron en la ec.(d.3) se escriben como
B og —mp =0 4.5
g ¢;o¢,8 m 'QD ) ( . )

Esta es la ecuacion de Klein-Gordon para espacios-tiempos curvos.

Para la cosmologia el campo escalar es importante, ya que modela a una de las teorias que ayuda
al entendimiento del cosmos: la teoria de inflacién.

Ahora, conviene definir las variables que se usaran, tomando el campo escalar ¢(t) como el campo
de materia, éste se puede insertar a la métrica cosmoldgica gracias a sus simetrias. El funcional de

accion para este campo es

1
S = —/ [gg’“’ﬁugo&,(p + V((p)} V—gd'z. (4.6)
donde V(i) es el potencial, el cual es una funcién arbitraria pero se espera que, para inflacién, éste

cumpla ciertas constricciones. El tensor de energia-momento puede escribirse como

1
Tuu = MSO&AO — Guv {5901’6805908590 + V(¢)1 . (47)

Se hace notar que en el caso homogéneo, esta expresion puede ser considerada como un fluido per-
fecto. La densidad de energia y la presion son definidas, en el sistema propio, a partir de las defini-

ciones T% = —py T"; = pd';, por lo que se tiene

p= 3@+ VIe),  p=53) V() @8

que corresponden a la suma y a la resta, respectivamente, de las energias cinética y potencial.

4.1.1 Solucion a la ecuacion de Klein-Gordon

La ecuacién de Klein-Gordon para un espacio-tiempo cosmoldgico se escribe como

av
¢+3H¢+%:O, 4.9)

donde el punto significa derivada respecto al tiempo cdsmico.

Un caso de interés para el potencial del campo es V' = m?2p? /2, llamado el potencial cuadratico
simple. Este potencial con escalas de tiempo suficientemente grandes, produce la solucién analitica
(10]

Qo

@(t) =~ o < )3/2 sin(mt), (4.10)

a
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en donde m es la masa del campo escalar, a es el factor de escala y ¢ es el tiempo cdésmico. Esta

solucion serd utilizada més adelante para modelar a la materia oscura.

4.2 Inflacion

La teoria inflacionaria es una herramienta que nacié de la necesidad de explicar varios problemas que
tenia la cosmologia, el poder de la teoria inflacionaria para entender estos problemas la ha convertido

en una de las teorias més exitosas y bellas que explican al universo a gran escala.

Uno de los problemas que explica la inflacién es el problema del horizonte que consiste en: la
homogeneidad e isotropia que se observan desde tiempos tempranos del universo. El evento mds
temprano del que se tienen mediciones es la época de recombinacion, en la cual se supone que los
electrones y los protones se combinan para formar d&tomos de hidrégeno, antes de esta época el uni-
verso era opaco debido a que los fotones eran dispersados por la alta densidad de electrones. La ob-
servacion de regiones causalmente desconectadas en la época de recombinacion indica anisotropias

equivalentes, hecho que no se explica con la expansion en una era dominada por materia o radiacion.

La teoria de una época de inflacién explica que las zonas que se observan en el cielo y que estan
causalmente desconectadas deben su homogeneidad e isotropia a que en algiin momento anterior, la

expansion del universo desconectd estas zonas, a esta expansion se le conoce como inflacion.

Otro problema es el de la planitud del universo. El universo a gran escala conduce a una curvatura
muy plana que en términos del pardmetro 2 = p/p. con la ecuacién de Friedmannn k/(a*H?) =
Qr — 1. El parametro €27 (¢), da directamente el signo de la curvatura de las secciones tipo-espaciales
(space-like). Dado que k no es una funcién del tiempo, el signo de Qr(¢) — 1 no cambia con la

evolucidon coésmica.

Si se asume unicamente que radiacion y materia estan presentes en el universo, se puede deducir

que para a/ap — 0 la radiacion se vuelve dominante, y se tiene aproximadamente lo siguiente

QT(t)—le(ﬁf:QT(t“)_l( ! )2 (4.11)

Qrad(tO) Qo Qrad(tO) zZ+ 1

Al dia de hoy se sabe que |Q27(tg) — 1| < 0.1. Asi que para redshifts grandes la cantidad |Q7(z) — 1

es casi cero. Esto conduce a que el universo en sus origenes era practicamente plano.

La solucién a estos problemas se consigue al suponer una época primordial de expansion aceler-

ada, conocida como inflacion, época que a continuacién se estudiara.
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4.2.1 Inflaciéon con un campo escalar

Se considera que la inflacién tuvo lugar en el universo temprano, a muy grandes enegias. A esas
escalas, no se espera que la descripcion del fluido de materia funcione, con esto, una teoria cuantica

de campos parece ser la forma mas apropiada para describir el comportamiento de la materia.

Se considera a la inflacién como una €poca de expansion acelerada, de tal forma que se cumple

d 1 a
4 (E) - << (4.12)

que a > 0. Esto implica

donde H = a/a es el factor de Hubble, y esta expresion indica que en inflacidn, el radio comévil del
horizonte causal decrece. Tomando la primera derivada respecto al tiempo del factor de Hubble, y

utilizando la ecuacion anterior se llega a

H
€= I << 1. (4.13)

De la primera y segunda ecuacion de Friedmann y haciendo uso de las definiciones de la ec. (4.8]),

a 1
o= —4rG(p + §’O) (4.14)

Para que se cumpla inflacién p + % p << 0, esto lleva a la condicion en términos de las energias del
campo
©* << V(p), (4.15)

entonces p ~ V (), lo cual se refleja en la primera ecuacién de Friedmann ec.(2.81)) como

H? ~ !

- 2
3mpl

Vip). (4.16)

Por otro lado, a partir de la segunda ecuacion de Friedmann ec.(2.82) y de la presion y densidad en
términos del campo escalar ec.(4.8]),
om2 H = —¢”. (4.17)

Usando lo anterior se obtiene

d
3H¢:%V = P <<3Hp. (4.18)

Por otro lao, la ecuacion de conservacion se obtiene insertando las expresiones anteriores de la den-

sidad y presion en la ecuacion de continuidad ec. (2.83). Asumiendo que ¢ # 0, esto reproduce la
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ecuacion de Klein-Gordon en un fondo cosmolégico de FLRW,

dV ()
dy

$+3Hp+ =0. (4.19)

A partir de esta ecuacion se pueden imponer las condiciones para que exista inflacion. Usando las

condiciones de la ec. (#.18)) se llega a

V/
= 4.20
Y= T3 (4.20)
tomando el cuadrado de esto y usando la ec.(d.16)), la ec.(d.13) puede reescribirse como
2 N
Moy V
=2 = 1. 4.21
€ 5 \ 7 << 4.21)

Por otro lado, usando la condicién de la ec. (4.18)) y derivando respecto al tiempo la ecuacién de
movimiento (ec.(4.19)) se tiene

‘# << 1, (4.22)
recordando la ec.(4.16) se llega a la condicion
"
n=m 7| << 1. (4.23)

Las condiciones de las ecuaciones ec.(@.21) y ec.(4.23)), son conocidas como las condiciones de

Slow-Roll, y los parametros € y 77 son conocidos como el primer pardimetro de Slow-Roll y el segundo

parametro de Slow-Roll, respectivamente.

4.3 Campo escalar oscilante como materia oscura

La suposicion de que la materia oscura puede ser modelada por un campo escalar oscilante, implica

proponerlo a partir de la ecuaciéon de movimiento de algin campo escalar, por lo tanto en la ec.(.10)

Qo

o) = o (22)"" sin(m),

a
se tiene un campo oscilante, el cual se considerard como el campo que describe la dindmica de la
materia oscura y del campo escalar en las etapas finales de inflacion (recalentamiento).

Es importante tener relacion de las cantidades que del campo escalar se derivan, i.e., tener las

expresiones para V, ¢y (2.

3
V =m?p* = m*y} (@> sin?(mt). (4.24)
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3/2 3/2
O = —%(700 <%) H sin(mt) + pom (%) cos(mt). (4.25)

O* = %0(2) (%) ’ H?sin?(mt) — 33 (%) ’ mH sin(mt) cos(mt) + ©F (%) ’ m? cos?(mt), (4.26)
en donde H es el factor de Hubble.

La materia oscura como un campo escalar requiere otra suposicion: el tiempo de las oscilaciones del
campo debe ser mucho menor que el tiempo de Hubble, i.e. m >> H dado que m funge como la
frecuencia angular de oscilacion del campo y H~! o ¢y (tiempo de Hubble). Esto para tener una
aproximacion a la condicion de materia oscura fria, i.e. que la presiéon promedio en un periodo sea
casi nula. Por lo tanto, se considera (como se menciond antes) que el tiempo de oscilacion es muy

pequefio en comparacion al tiempo de Hubble ¢y oc H™ ', i.e. ty >> t, 0 lo que es lo mismo
H << m/2m, 4.27)

de este modo la evolucion en este lapso de tiempo no afectara al factor de Hubble ni al factor de

escala. Entonces para obtener la expresion para la densidad, se tiene que considerar la ec.(.8))

I SPC R S
p—2g0+2m90

9 3 L
= gCQCL_?’H2 sin®(mt) — §C’2mHa_3 sin(mt) cos(mt) + §C2m2a_3 cos?(mt)

2
—l—m?C'Za_?’ sin®(mt),

en donde la constante C' se define como

C' = (o) (ao)*"”. (4.28)

De la misma forma, se obtiene una expresion para la presion

1

2 L 9 9
¥ 2mg0

1
2
9 3 1
gCQa’sH2 sin®(mt) — §CQmHa’3 sin(mt) cos(mt) + §C’2m2a’3 cos® (mt)
2
—%C2a’3 sin®(mt).
Para calcular la densidad en funcién del tiempo césmico, se necesita considerar el promedio en
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una oscilacién completa del campo escalar

2w /m
(p)y = 5 / / 902 H?sin*(mt) — §C2mHa_3 sin(mt) cos(mt)
w/m

2
+§C’2m2a_3 cos®(mt) + %Cza_?’ sin?(mt)dt

1 2w /m 2m/m
= 3 ; gCQ 3H2/ sinZ(mt)dt— ] ZC2mHa3/ sin(mt) cos(mt)dt
T/m 0 27 /m 0
1 ) 27 /m ) 1 m2 ) 3 27 /m )
_C t)dt —C%a~ i t)dt
+27r/m2 /0 cos”(mt)dt + 2nim 9 a /0 sin®(mt)
1 T 1 T 1 m? 7T
_ 02 —3H2 _02 2,730 0%
27T/m8 27T/m2 m * 27 /m 2 -

— 02 2 —3_i_%(;«27,'1201—37

y recordando que H/ << m, se obtiene que la densidad de escribe como
1
(p) = 5C2m2cf3 + O(H?/a?), (4.29)

con esto se puede calcular la ecuacidon de Friedmann

(H) = 50 430
- g(%CQmQa_3+O(H2/a3)). (4.31)

Para la presion se tiene el siguiente promedio.

2 /m
(p) = 5 / / 96’2 H?sin*(mt) — %CQmHa?’ sin(mt) cos(mt)
T/m

2
+§CQm2a_3 cos?(mt) — %C%“g sin?(mt)dt

1 9 2w /m 3 2w /m
= =C? 3H2/ in(mt)dt — —C? H3/ in(mt t)dt
3nims a i sin®(mt) 57 jm mHa i sin(mt) cos(mt)
1 1 27r/m 1 2 271'/771
—CQmQa_?’/ cos?(mt)dt — ﬁCza_S/ sin?(mit)dt
27T/m2 0 27T/m 2 0
19 s 1 s 1 m? T
= 0% 32 —C’2 -3 e~ 3t
27 /m 8 ¢ +27T/m2 m 2w /m 2 “m
9
— Loy
6"
= O(H?/a%).
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Dado que en promedio, la presiéon en términos del campo escalar debe aproximarse a la presion de
un universo dominado por polvo (i.e. materia oscura fria), (p) ~ 0, entonces de la expresion para la
presién promedio se tiene que (p) = O(H?/a®) ~ 0, esto quiere decir que los términos con factores
(H?/a?) se vuelven subdominantes.

Con esto, se recuperan las ecuaciones cosmoldgicas para un universo dominado por polvo, por lo
que el campo oscilante es un recurso factible para modelar a la materia oscura fria y al mismo
tiempo, como consecuencia, se observa que el campo inflacionario durante recalentamiento presenta

una ecuacion de estado tipo polvo.

4.3.1 Perturbaciones cosmologicas en un campo escalar
En esta subseccion se usard el formalismo Invariante de Norma expuesto en la refencia [[14]].
El elemento de linea para un espacio-tiempo perturbado se escribe como

ds* = a®(n) {—(1 — 2¢)dn* + 2(9; B)dz’dn + [(1 — 20)6;; + 20;0,E + hyjlda'da’ } . (4.32)

En la métrica anterior, las funciones ¢, B, 1) y F representan el sector escalar mientras el tensor
hij,

vectoriales ya que un campo escalar no puede generar perturbaciones de tipo rotacional, a primer

que satisface h;" = hij’j = 0, representa a las ondas gravitacionales. No hay perturbaciones

orden de pertrubacion. A orden lineal, las perturbaciones escalares y de ondas gravitacionales se
desacoplan, permitiendo tratarlas separadamente.
Esta forma de considerar a las perturbaciones conlleva la necesidad de definir invariantes de
norma, ya que, al hacer transformaciones de norma puede perderse el sentido de las perturbaciones.
Para comenzar a tratar las perturbaciones, se comienza definiendo lo que son. Para el espacio-

tiempo anterior se supone un campo escalar en la perturbacién que se define como

ep(t, ') = @(t) + dp(t, ). (4.33)

En donde ¢, es el campo escalar total en la perturbacion, ¢ es el campo escalar del fondo o back-
ground, y dy es la perturbacion de campo escalar relacionado a la perturbacion espacio-temporal.
Dado que las transformaciones de norma pueden imitar a una deformacién fisica del background,
se tiene que trabajar con invariantes de norma, una posibilidad es el potencial métrico, que se definen
como [13]]
Pp=¢—H(B—-FE), (4.34)

conocido como el potencial de Bardeen, y donde ¢ es la perturbacién en la métrica, H es el factor de
Hubble para el tiempo conforme y, B 'y E son también perturbaciones en la métrica definidas en la
ec.(@.32). Otro invariante es

53



’Inestabilidad cosmoldgica de un campo escalar” Capitulo 4

590171 = 590 + SDI(B - E/)v (435)

en donde dy; ,,. es el invariante de norma ligado al campo escalar, dp es la perturbacion del campo
escalar y ¢ es el campo escalar en el background. En ambos invariantes, las cantidades primadas

significan derivada repecto al tiempo conforme 7.

Dado que los invariantes descritos en la ec.(4.34) y en ec.(4.35) estan relacionados por las ecua-
ciones de Einstein, se tiene un s6lo grado de libertad. La dindmica de las perturbaciones escalares se

puede reducir al estudio la variable de Mukhanov-Sasaki , definida por [16]

v=a {&om, + 90'%} ) (4.36)

En la norma de densidad uniforme, se puede construir el invariante

= <¢> + Z[—/ép) . (4.37)

0

Por otro lado, en la norma de curvatura uniforme

¢
Opry = 0p1 + P()ﬂ- (4.38)
Dado que las dos cantidades anteriores son invariantes, no hay contradicciones si se relacionan, por

lo tanto

H

Po
Ahora, comparando las definiciones del tensor de energia-momento para un fluido simple, ec.(2.80)
y el de un campo escalar en la perturbacion, ec.(4.7)), permite reescribir la perturbacién invariante de
densidad en términos de la perturbacion invariante del campo d¢; ,,. con lo cual, la perturbacion de

curvatura comovil se escribe de la forma [[13]]

(=— (@B + g&pm) . (4.40)

Por lo tanto, la variable de Mukhanov-Sasaki esta relacionada a ¢ por —v/2kv = p, = —2a,/7C,
donde v = 1 — Zf—; La funci6n v en el background se reduce a la constante (2 + 3)/(1 + [3), para
factores de escala que evolucionan con ley de potencia a(n) o< (—n)'™?. En particular, es cero para

el espacio-tiempo de de-Sitter, ya que § = —2. La ecuacién de movimiento de la cantidad y, en el
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espacio de Fourier se escribe como [4]]

" 2 (aﬁ)// _
1+ [/{: o) } fts = 0, 4.41)

donde k es el niimero de onda comévil al modo de Fourier. El potencial efectivo Ug = (a\/7)"/(a+/7)

involucra dnicamente al factor de escala a(n) y sus derivadas.

El sector tensorial no se considerara en esta tesis, por lo tanto, sélo interesa la ecuacion para el

campo escalar.

Para continuar con el estudio de estas perturbaciones se propone el cambio de variable
fis = a'p, (4.42)

y recordando a la densidad y presién en términos del campo escalar y su potencial de la ec.(.g)),
entonces la ec.(4.41)) toma la forma [[10]

. [k @V K2 3k [ o dV
o+ | = + — +3kp% — — + 2 (2 — 2t | iy =0 4.43
o | o g 3R ot + ( >+ anJM : (4.43)

en donde x = 87 es una constante y ¢ es el campo escalar en el universo del fondo.
Dado que en este procedimiento no se impuso ninguna de las condiciones de slow-roll, la ec.(#.43)
es valida también para un campo escalar oscilante como el de recalentamiento, o el de la materia

oscura.

4.3.2 Perturbaciones para el campo escalar oscilante

El estudio de la perturbaciones hecho en la seccion anterior servird para modelar la dindmica de
las perturbaciones del campo oscilante. Por lo tanto la ec.(4.43)) dictard el comportamiento de las

perturbaciones, la ecuacion para éstas se escribe

e K  d*V K2 3k (¢ o dV
s+ | =+ —— + 36> — —= ¢+ — | & — 2k——| ps = 0.
u+a2+dw2+ﬁ 2H2(’0+ ( )‘f—l{ @}u

Tomando el potencial V' = m?p?/2 y el campo ¢ = Ca=3/?

sin(mt) , se reduce cada término dentro
del corchete, comenzando de izquierda a derecha. El primer término sera entonces k% /a?, el segundo
término sera

d*V 9

d_go2 =m". (4.44)

La combinacién del tercer término y el cuarto término, y haciendo uso del factor de escala promedio
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en un periodo, producen
2

n 3 om0, (4.45)

3.2__.4:
T oY Ty

notando que el quinto término es una constante por la presion, entonces en promedio este término es

(3k/4)O(a™>).

Por tltimo el sexto término se calcula suponiendo que H << m, con ¢ = Cma~%? cos(mt),

entonces este término se escribe de la forma

V6 a3/
VrCm

> dV
2625 = 9kCa~m cos(mt)m?p

o = 2v6xm*Ca=3/? sin(mt) cos(mt). (4.46)

Se observa que de los dltimos 4 términos el dominante es el dltimo, debido a que los otros tiene
factores de escala como O(a™2) o O(a™®), por lo tanto estos factores se ignoran en la ecuacion,

dando lugar a

.. k2
fis + [E + m? + 2v/6Ksm>Ca=3/? sin(mt) cos(mt)} fis =0, (4.47)

usando la identidad trigonométrica sin(26) = 2sin(#) cos(f) se obtiene

. k2
fis + {? +m? + V6rm2Ca=3/? sin(2mt)} fis = 0. (4.48)

Considerando el cambio de variable z = mt + /4, la ec.(4.48) toma la forma [10]

&2 i

dz?

k2 3/2
+l1e — V6ryo (ﬁ) cos(22)| fis = 0. (4.49)
m2a? a
Esta ecuacidon es equivalente a la ecuacion de Mathieu [9], y dado que se considerara solo el caso de
las perturbaciones de campo escalar ps = fiy
d* i,
dz?

+ [Ag — 2q cos(22)] fu, = 0, (4.50)

en donde k es el modo de Fourier,

1 3/2
¢ = ~VBrg (E) 4.51)
2 a
y
k2
Ay =1+ —=. (4.52)
a
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4.4 Inestabilidad para campo escalar

Como se vi0 en las secciones anteriores, para definir una cota para el colapso de la perturbacion, se
uso la ecuacion de estado, la cual se deriva de la velocidad del sonido en el medio de la perturbacion.
En el caso del campo escalar no se tiene esta opcion, ya que la velocidad del sonido en este tipo
de medio es la velocidad de la luz, por lo tanto con los criterios tomados antes, la formacién de
cualquier estructura en un universo dominado por campo escalar seria imposible. Asi que se buscara
una inestabilidad dentro del formalismo planteado en el capitulo 3, para generar un colapso esférico

en un medio de campo escalar.

Considerando el esquema del capitulo 3 en el que el universo del fondo y el universo cerrado
dentro de éste estin dominados por campo escalar (tomando la misma geometria que en la figura

FIG. 3.4), dentro de la fluctuacion la dindmica esta regida por la ec.(4.50)

2 + [Ap — 2q cos(22)]fu, = 0,

en donde /i estd relacionada a la variable de Mukhanov-Sasaki por la ec.(d.42), Ay y ¢ parametros
necesarios en el sistema dindmico, z es la variable que parametriza al sistema y k£ es el modo de

vibracion.

Por otro lado, la forma de ¢ dada en la ec.(4.51), y la relacién (4.3 1)) llevan a la relacién

H
q=3—, (4.53)
m
por tanto, recordando la ec.(4.27)),
q << 1. 4.54)

En esta region (¢ << 1), solamente hay una banda de inestabilidad, dada por [10]

l—g< Ay <1+g, (4.55)

despejando el nimero de onda asociado al modo de Fourier, con la forma de Ay, de la ec.(d.52)

—g<l+k,—1< 1+qg-1=¢q

q m2a2 q,
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dado que no hay modos imaginarios en la banda de inestabilidad, K >0, por lo tanto
mea

/{72

0<—5 <gq (4.56)
m=a

tomando la raiz cuadrada de esta ultima relacion usando de la ec.(4.53)) se obtiene

k
0<— <VamH, (4.57)

es decir que, los nimero de onda fisicos k/a que provocan una inestabilidad en la ecuacién de Math-
ieu, tienen un valor critico, que a la vez es maximo, en la regién ¢ < 1. Por tanto, la longitud critica
de inestabilidad serd minima, en el sentido que las fluctuaciones con longitudes menores a la critica

son estables. Asi la longitud critica se escribe como
Ar = —a(t), (4.58)

por lo tanto, el radio de inestabilidad es

1
Rip =\ = —, 4.59
dB I o (4.59)

en donde R;p es el radio de de Broglie asociado a la longitud de inestabilidad. En la FIG. 4.1 se
muestra la evolucién del horizonte césmico y de los radios de las fluctuaciones para valores distintos

del modo de Fourier.

Con la fluctuacion dada como en la FIG. 3.4, se puede dar un criterio de colapso esférico

RdB < Ra,maaz S Qmaz) (460)

por lo tanto, en términos de la perturbacion, siguiendo el andlisis del capitulo 3, se obtiene

1
3mHa?

max

<ogv <1 (4.61)

Tomando la fluctuacion con su méxima expansion en el cruce del horizonte, de tal forma que
Amaz = 1/ H, se obtiene
H

3 < ogUH < 1. (4.62)

Entonces el criterio para colapso en términos del pico de la fluctuacion de curvatura, el cual
tiene cierta libertad por la definicidn hasta un factor arbitrario constante del radio de Jeans. Puede re-

definirse a partir del reescalamiento del radio comévil por un factor de 47, esto sin tener contradiccion

58



“Inestabilidad cosmoldgica de un campo escalar” Capitulo 4

0 {3 | i | 15 2
=
end
— |=Radio de Hubble k<k(end)
k(end) en la escala del fin deinflacion k=k(end)
— k miximo

FIG. 4.1: La evolucién de los radios R de las perturbaciones en el universo salen del horizonte
césmico, para k < k(end), en donde el tiempo .4, se refiere al final de inflacién, esto quiere decir
que las fluctuaciones no estan en contacto causal, por lo tanto durante este periodo conocido como
congelamiento, las perturbaciones de materia no crecen. Dada la norma de expansion uniforme al

tiempo del cruce del horizonte, los radios R de las perturbaciones que permiten el colapso en
agujeros negros son las que estan por debajo de la linea roja, i.e., los radios dentro del horizonte.

con la definicion original. Asi, la fluctuacion de curvatura se escribe como

in—-+/H/3
Cc:—21ncos<arcsm foz V H/ m) < ¢ <l (4.63)

2

y el criterio en términos de la fluctuacién de curvatura promedio queda como

1 In 3(arcsin \/H/3m — /H/3m cos(arcsin v/ H/3m))

(o= s 2 H 3mP? <(<In(37) —2In(2), (4.64)

donde In(37) —21n(2) = 0.85704781339. Cabe sefialar que estas tltimas dos expresiones se obtienen
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de utilizar la ec.(3.64) y la ec.(3.63).
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4.5 Corte en la escala del espectro de potencias

En esta seccion, se explorardn los efectos de considerar un valor critico para la escala en la cual se
produce la formacion de estructura, ésto en el contexto de un universo dominado por un campo escalar
como materia oscura y con constante cosmoldgica, i.e., un universo ASFDM.

En el universo temprano la amplitud de la perturbacion de curvatura puede expresarse en términos

del espectro de potencias

2 EN™T
¢C="P(k) = A, (k_o) (4.65)

Una suposicién para nuestro trabajo es que las fluctuaciones de curvatura ¢? son invariantes de
escala en el cruce del horizonte, i.e., el espectro de potencias tampoco depende de la escala, por lo
tanto [8]]

ns = 1. (4.66)

Con esto, y teniendo el valor empirico [l1]
AYV? ~ 471 % 1077, (4.67)

que corresponde al valor de las fluctuaciones de curvatura primordiales del espectro de potencias. Las
observaciones acotan los valores de la curvatura de la fluctuacién, dando lugar a un valor limite de las
estructuras que se pueden formar en distintos escenarios. Explicitamente, se obtiene una expresion

para la fluctuacion critica de campo escalar para el colapso a partir de la igualdad
. = AP (4.68)

Dado que la forma de la fluctuacién de curvatura critica ec.(d.63) es equiparada a un valor
empirico, la ecuacién que se produce es de tipo trascendental. Sin embargo, se puede despejar un
valor numérico para la relacion entre el pardmetro de Hubble y la masa del campo escalar, esto indica
la época en la que las fluctuaciones con valor critico § = ¢, entran al horizonte cosmolégico. Por lo

tanto, se obtiene que para un campo escalar con masa m

HC m
—— = 0.293609. (4.69)

m

Por otro lado, se puede encontrar el redshift para el cual las fluctuaciones que colapsan entran al
horizonte cosmoldgico a partir de la ec.(2.86]) para el Background en términos del corrimiento al rojo
(redshift) z

H? = (HSQnO + H2 Qo > (1+2)" (4.70)

1+2z

61



’Inestabilidad cosmolégica de un campo escalar” Capitulo 4

Asumiendo que los valores al dia de hoy del factor de Hubble y de €2,, estdn dados de forma obser-

vacional por [1], se tienen

Hy = 1.52x 10732V, 4.71)
Qmoh® = 0.143. (4.72)

Considerando que existi6 una época de equivalencia, en la que las densidades de enegia de la radiacién
y de materia eran iguales, se tiene

(Ze Q, 0h?
Pr(Zeq) _ o (1+ 2eg) = 1, (4.73)

pm(ze