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Introducción
Los módulos tilting surgieron en la década de los ochenta, apareciendo en los trabajos
de Brenner-Butler [BB80], Bongartz [Bon81], Happel y Ringel [HR82], en el estudio de
álgebras de dimensión finita. Empezando por Miyashita [Miy86], la noción de módulo
tilting fue extendida al estudio de anillos arbitrarios por una larga lista de autores,
entre los cuales podemos citar a Wakamatsu [Wak90], Colby y Fuller [CF97], Colpi
y Trlifaj [CT95], y más recientemente, Angeleri Hügel y Coelho [AHUC01], Bazzoni
[Baz04] y Wei [Wei04].
Para comprender el porqué de la existencia de los módulos tilting, nos podemos tras-
ladar al año de 1973. En ese entonces, había sido probado recientemente por Gabriel
[Gab72] que el álgebra de caminos kQ, de un carcaj finito Q sobre un campo alge-
braicamente cerrado k, admite solamente una cantidad finita de módulos inescindibles
salvo isomorfismo cuando la gráfica subyacente de Q es una unión disjunta de dia-
gramas de Dynkin. Entonces, Bernstein, Gelfand y Ponomarev [BGV73] mostraron
que dichos módulos inescindibles pueden ser construidos de forma recursiva a partir
de módulos simples, a través de los llamados funtores de reflexión. Tiempo después,
dicho procedimiento fue generalizado por Auslander, Platzeck y Reiten [APR79] en el
estudio de un álgebra de Artin Λ, en el que se construye un Λ-módulo T con anillo de
endomorfismos Γ, de tal manera que el funtor

HomΛ(T,_) : mod(Λ)→ mod(Γ)

es un funtor de reflexión. Dicho módulo T fue el primer módulo tilting.
Para el año de 1980, la noción de módulo tilting fue formalmente definida y axioma-
tizada por Brenner y Butler [BB80]. En su trabajo, podemos encontrar uno de los
resultados fundamentales de la teoría de módulos tilting para un Λ-módulo tilting T
con anillo de endomorfismos Γ: el teorema de Brenner-Butler, también conocido co-
mo el teorema tilting, el cual muestra una equivalencia entre ciertas subcategorías de
mod(Λ) y mod(Γ). Con el tiempo, los axiomas fueron cambiando a versiones más sim-
ples y menos estrictas, entre las cuales podemos citar la de Ringel y Happel [HR82],
que utilizó en la definición los funtores ExtiΛ(T,_), así como la de Miyashita [Miy86].
A partir del trabajo de Brenner y Butler, la teoría tilting se diversificó creando dife-
rentes líneas de investigación. La línea de investigación en la que trabajaremos es la
que iniciaron Auslander y Reiten en el año 1991, con su trabajo Applications of contra-
variantly finite subcategories [AR91]. En dicho trabajo se usa la noción de Miyashita,
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esto es, dada un álgebra de Artin Λ, se define un Λ-módulo tilting, como un Λ-módulo
T ∈ mod(Λ) que satisface las siguientes condiciones:
(a) la dimensión proyectiva de T es finita,
(b) ExtiΛ(T, T ) = 0 para todo i ≥ 1, y
(c) existe una sucesión exacta

0→ Λ→ T0 → ...→ Tm → 0

con T0,...,Tm sumandos directos de T n para algún n ≥ 1.
Auslander y Reiten estaban interesados en la clase P<∞, que consiste de Λ-módulos
finitamente generados de dimensión proyectiva finita, por su relación con la dimensión
finitista. De hecho, en [AR91] prueban que en caso de que P<∞ sea contravariantemente
finita (noción introducida en [AS80]), se tiene que la dimensión finitista pequeña es
acotada. En su investigación, descubren que un Λ-módulo T es tilting si y sólo si T⊥
es covariantemente finita (noción dual a la de contravariantemente finita). Más aún,
encuentran una biyección entre los módulos tilting y las clases covariantemente finitas
que son corresolventes.
Años despúes Angeleri Hügel y Coelho continuaron esta línea de investigación, pu-
blicando sus resultados en Infinitely generated modules of finite projective dimention
[AHUC01]. En este artículo, se trabaja sobre un anillo arbitrario R, y se define un
R-módulo tilting, como un R-módulo T ∈ Mod(R) que satisface las siguientes condi-
ciones:
(a) la dimensión proyectiva de T es finita,
(b) ExtiΛ(T, T (X)) = 0 para todo conjunto X y para todo i ≥ 1, y
(c) existe una sucesión exacta

0→ Λ→ T0 → ...→ Tn → 0

con Ti un sumando directo de T (X) para algún conjunto X, para todo 0 ≤ i ≤ n.
Con el objetivo de generalizar los resultados obtenidos en [AR91], Angeleri Hügel
y Coelho utilizan las nociones de pares de cotorsión, preenvolvente y precubiertas
utilizadas por Enochs [Eno81], encontrando una biyección entre los módulos tilting y
pares de cotorsión especiales que llamaron pares de cotorsión tilting.
Diferentes matemáticos han continuado esta línea de investigación, entre los cuales
podemos citar a Bazzoni [Baz04, BMT11], Wei [Wei05, Wei04], Angeleri Hügel, To-
nolo y Trlifaj [AHT02, AHTT01], y Angeleri Hügel y Mendoza [HM10]; llegando a
interesantes aplicaciones homológicas, que incluyen acotar las dimensiones finitistas y
la diferencia entre las dimensiones finitistas.
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El objetivo de esta tesis es brindar una exposición autocontenida sobre la teoría de los
módulos tilting, así como de los resultados necesarios de la teoría de aproximaciones
y pares de cotorsión, para lograr un enfoque global sobre los módulos tilting.
En el primer capítulo, se hace una breve introducción al algebra homológica, así como
otras nociones básicas que se utilizarán en los capítulos a venir.
El segundo capítulo introduce al lector a la teoría de aproximaciones y pares de co-
torsión. Define las nociones de precubierta y preenvolvente, para después mostrar la
relación de éstas con los pares de cotorsión. Hecho esto se da una exposición sobre
los pares de cotorsión completos y hereditarios, incluyendo importantes ejemplos que
serán utilizados en los siguientes capítulos. Finalmente, el capítulo utiliza los pares de
cotorsión para obtener algunos resultados del álgebra homológica relativa.
El tercer capítulo comienza a introducir al lector a la teoría tilting mostrándole cómo los
generadores proyectivos se generalizan de manera natural a los ∗-módulos. Esta clase
de módulos posee interesantes propiedades homológicas, las cuales al generalizarlas
dan lugar a una serie de resultados que muestran la naturalidad de los módulos tilting.
Finalmente, los módulos tilting son presentados en el capítulo cuatro. En este capítulo,
iniciamos introduciendo las definiciones clásicas de los módulos tilting, hasta llegar a la
definición de Angeleri Hügel y Coelho [AHUC01]. Luego, se utiliza la maquinaria creada
en los capítulos anteriores para dar las elegantes caracterizaciones de Wei [Wei05] y
Bazzoni[Baz04].
Por último, el quinto capítulo aprovecha la maquinaria desarrollada de la teoría de
pares de cotorsión para dar una exposición completa sobre la relación de los módulos
tilting y las dimensiones finitistas.
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1 Preliminares

En este capítulo sentamos las bases para el trabajo a venir. Para ello, en la primera
sección, recordamos los conceptos y propiedades de generador proyectivo y de cogenera-
dor inyectivo. En la segunda sección, hacemos una breve exposición sobre la dimensión
proyectiva y la dimensión inyectiva de un R-módulo. Finalmente, motivados por las
construcciones hechas en las primeras secciones, en la tercera sección se definen las cla-
ses necesarias para modelar las propiedades de los R-módulos proyectivos e inyectivos.

1.1. Nociones básicas

A lo largo de este trabajo se consideran sólo anillos asociativos con 1. Dado un anillo R,
Mod (R) denotará a la categoría de R-módulos a izquierda y Mod (Rop) a la categoría
de R-módulos a derecha. En general trabajaremos con módulos a izquierda por lo que
por un R-módulo se debe entender un R-módulo a izquierda, a menos que se mencione
lo contrario. Dados R y S anillos, diremos que un grupo abeliano M es un R − S
bimódulo, si es un R-módulo a izquierda, S-módulo a derecha y satisface la propiedad
de asociatividad

r(ms) = (rm)s ∀r ∈ R ∀m ∈M ∀s ∈ S.

Denotaremos por Mod (R− S) a la categoría de R− S bimódulos.
Sea R un anillo. Es un hecho bien sabido que Mod (R) es una categoría abeliana que
tiene productos y coproductos arbitrarios, por lo que satisface las siguientes condicio-
nes:

tiene objeto cero, el cual denotamos como 0;
Hom R(M,N) es un grupo abeliano para todo par de R-módulos M,N ;
la composición distribuye la operación aditiva de Hom R(M,N);
existe el coproducto de cualquier familia de R-módulos, a saber, dada una familia
de R-módulos {Mi}i∈I denotamos por⊕

i∈I
Mi

9



1.1 Nociones básicas Preliminares

a dicho coproducto; dados un R-módulo M y un cardinal α, el coproducto de α
copias de M lo denotamos como

M (α);

existe el producto de cualquier familia de R-módulos, a saber, dada una familia
de R-módulos {Mi}i∈I denotamos por∏

i∈I
Mi

a dicho producto; dado un R-móduloM y un cardinal α, el producto de α copias
de M lo denotamos como

Mα;

todo morfismo f : M → N tiene núcleo y conúcleo, los cuales denotamos como

kf : Ker (f)→M y cf : N → Coker (f) ; y

para todo morfismo f : X → Y , el morfismo inducido por las propiedades uni-
versales de núcleo y conúcleo

ḟ : Coker (kf )→ Ker (cf )

es un isomorfismo.
En esta sección recordaremos algunas propiedades básicas de Mod (R), relacionadas
con sus generadores y cogeneradores, así como algunas propiedades homológicas.

Definición 1.1. Sea L ∈ Mod (R).
(a) Decimos que L es proyectivo si para toda sucesión exacta

0→ N →M
p→ K → 0.

la función Hom R(L, p) es suprayectiva. A la clase de R-módulos proyectivos la
denotamos como Proj (R).

(b) Decimos que L es inyectivo si para toda sucesión exacta

0→ N
i→M → K → 0.

la función Hom R(i, L) es suprayectiva. A la clase de R-módulos inyectivos la
denotamos como Inj (R).

Para empezar, recordamos que Mod (R) es una categoría con suficientes proyectivos
e inyectivos. Es decir, para todo R-módulo M existe un epimorfismo P → M con
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1.1 Nociones básicas

P ∈ Proj (R) y un monomorfismo M → Q con Q ∈ Inj (R), donde Proj (R) denota la
clase de módulos proyectivo e Inj (R) la clase de los módulos inyectivos. Además, para
todo módulo M existe un módulo inyectivo E(M), que recibe el nombre de envolvente
inyectiva de M , que admite un monomorfismo esencial i : M → E(M), es decir Im (i)
es un submódulo esencial, lo que quiere decir que Im (i)∩N 6= 0 para todo submódulo
no nulo N de M .
Más aún, en Mod (R) existe un generador proyectivo, es decir un módulo proyectivo P
tal que para todo módulo M , existe un epimorfismo P (X) → M para algún conjunto
X. Dicho R-módulo es por supuesto el anillo mismo, ya que para todo módulo M
tenemos el epimorfismo

R(M) →M

(rm)m∈M 7→
∑
m∈M

rmm.

La noción dual de un generador proyectivo es la de cogenerador inyectivo, que se define
como un R-módulo inyectivoQ tal que para todo R-móduloM existe un monomorfismo
M → QX para algún conjunto X.
La existencia de un cogenerador inyectivo se sigue de la serie de hechos que contiene
la siguiente proposición. Para ello recordamos que un cogenerador en Mod (R) es un
R-módulo X tal que todo R-móduloM admite un monomorfismoM → Xα para algún
cardinal α.

Proposición 1.2. [Lam99] Para un anillo R, las siguientes condiciones se satisfacen:
(a) Dado un R-módulo X, los siguientes enunciados son equivalentes.

(a1) Hom R(_, X) es un funtor fiel;
(a2) para todo R-módulo N 6= 0 y 0 6= n ∈ N , existe un morfismo g : N → X

tal que g(n) 6= 0;
(a3) X es un cogenerador en Mod (R); y
(a4) para todo R-módulo simple S, existe un monomorfismo E(S)→ X.

(b) Las clases de isomorfía de R-módulos simples forman un conjunto.
(c) Sea {Si}i∈I un conjunto de representantes de las clases de R-módulos simples.

Entonces el coproducto ⊕
i∈I E(Si) es un cogenerador, donde E(S) denota la

envolvente inyectiva de S en Mod (R).
(d) Sea {Si}i∈I un conjunto de representantes de las clases de R-módulos simples.

Entonces el módulo E(⊕i∈I Si) es un cogenerador inyectivo en Mod (R).

Demostración.
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1.1 Nociones básicas Preliminares

(a) (a1) ⇒ (a2) Sea N ∈ Mod (R) tal que N 6= 0. Consideremos 0 6= n ∈ N y
f : R→ N el morfismo definido como f(r) = rn. Dado que Hom R(_, X) es fiel
y f 6= 0, existe un morfismo g : N → X tal que gf 6= 0. Por lo tanto,

g(n) = gf(1) 6= 0.

(a2)⇒ (a3) Sea N ∈ Mod (R). Para N = 0 es claro que existe un monomorfismo
N → X. Para N 6= 0 y 0 6= n ∈ N consideramos fn : N → X tal que fn(n) 6= 0.
En tal caso, tenemos el monomorfismo

ψ :N→
∏

n∈N−{0}
X

x 7→(fn(x))n∈N−{0}.

(a3)⇒ (a1) Sean N,M ∈ Mod (R). Veamos que

Hom R(_, X) : Hom R(M,N)→ HomZ (Hom R(N,X),Hom R(M,X))

es inyectivo. Consideremos un morfismo no nulo f : M → N y un monomorfismo

ψ = (ψi)i∈I : N → XI .

Entonces ψf 6= 0 debido a que ψ es un monomorfismo, así que existe i ∈ I tal
que ψif 6= 0, probándose que Hom R(f,X) 6= 0.
(a2) ⇒ (a4) Sea S un módulo simple y E(S) su envolvente inyectiva. Por lo
que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que S es un submódulo esen-
cial de E(S). Dado que S es cíclico, por (a2) sabemos que existe un morfismo
g : E(S)→ X con g(s) 6= 0 para todo s ∈ S−{0}. Por lo tanto, Ker (g)∩S = 0,
así que Ker (g) = 0 debido a que S es esencial en E(S).
(a4) ⇒ (a2) Sean N un módulo no nulo y 0 6= x ∈ N . Dado que xR es fini-
tamente generado, tiene un submódulo maximal M . Sea S = xR/M . Tomando
la composición de la inclusión S → E(S) con la proyección natural xR → S,
obtenemos un morfismo xR → E(S) no nulo, el cual se extiende a un morfismo
N → E(S) por la inyectividad de E(S). Luego, como X contiene una copia de
E(S) se sigue de lo anterior que existe un morfismo g : N → X tal que g(x) 6= 0.

(b) En efecto, dado que para todo simple S existe un epimorfismo del anillo a S, se
tiene que las clases de simples están en biyección con una subclase de la clase de
cocientes del anillo, la cual es un conjunto.

(c) Se sigue del punto (a4), pues para todo módulo simple S, existe un monomorfismo
E(S)→ ⊕

i∈I E(Si).
(d) Se sigue del punto (a4), pues para todo R-módulo simple existe un monomorfismo

S → ⊕
i∈I Si → E(⊕i∈I Si) que se factoriza a través de la envolvente inyectiva
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1.1 Nociones básicas

S → E(S) debido a que E(S) es un R-módulo inyectivo.

La importancia de que Mod (R) tenga suficientes proyectivos e inyectivos es que de
ello se sigue de la existencia de resoluciones proyectivas y corresoluciones inyectivas.
Es decir, para todo R-módulo N existen sucesiones exactas

...→ Pn
gn→ ...

g1→ P0
g0→ N → 0 y 0→ N

f0→ E0
f1→ ...

fn→ En → ...

con Ei ∈ Inj (R) y Pi ∈ Proj (R) para todo i, como se muestra en la siguiente proposi-
ción.

Proposición 1.3. Todo R-módulo admite al menos una resolución proyectiva y una
corresolución inyectiva.

Demostración. Dado un R-módulo X, existe un monomorfismo f0 : X → I0 con I0 ∈
Inj (R), y un monomorfismo g0 : Coker (f0)→ I1 con I1 ∈ Inj (R). Además, si f1 := g0c0
claramente se tiene que f1f0 = 0. Recursivamente, se construye fn := gn−1cn−1 que
cumple que fnfn−1 = 0. Por lo que se obtiene la siguiente sucesión exacta.

I0 I1X

coker(f0)

· · · In In+1

coker(fn)

0
f0 f1 f2 fn−1 fn fn+1

Análogamente, se prueba la existencia de resoluciones proyectivas.

Cabe hacer el siguiente par definiciones.

Definición 1.4. Sean M ∈ Mod (R), k ≥ 0 y

η : ...→ Pn
fn→ ...

f1→ P0
f0→M → 0

una resolución proyectiva. La k-ésima sizigia de M en η se define como el R-módulo
Im (fk). Denotamos por a la clase de las sizigias k-ésimas de M sobre cualquier reso-
lución proyectiva de M .
SeaM una clase de R-módulos. Consideraremos la siguiente clase de R-módulos

Ωk(M) =
⋃

M∈M
Ωk(M).

Diremos queM es cerrada por sizigias en caso de que Ω1(M) ⊆M.

13



1.1 Nociones básicas Preliminares

Definición 1.5. Sean M ∈ Mod (R), k ≥ 0 y

η : 0→M
f0→ I0

f1→ ...
fn→ In → ...

una corresolución inyectiva. La k-ésima cosizigia de M en η se define como el mó-
dulo Im (fk). Denotamos por Ωk(M) a la clase de las cosizigias k-ésimas de M sobre
cualquier corresolución inyectiva de M .
SeaM una clase de R-módulos. Consideraremos la siguiente clase de R-módulos

Ωk(M) =
⋃

M∈M
Ωk(M).

Diremos queM es cerrada por cosizigias en caso de que Ω1(M) ⊆M.

Dado que las resoluciones proyectivas y las corresoluciones inyectivas se utilizan para
definir los funtores derivados, es que dichos objetos son estructuras básicas en el álgebra
homológica.
A continuación recordamos los funtores derivados que utilizaremos con más frecuencia
a lo largo de este trabajo y algunas de sus propiedades más importantes.

Definición 1.6. Dada una resolución proyectiva

X : ...→ Pn
fn→ ...

f1→ P0
f0→M → 0

de un R-módulo N , consideramos el complejo

X̄ : ...→ Pn
fn→ ...

f1→ P0 → 0

y el funtor
F = Hom R(_,M) : Mod (R)→ Ab.

El n-ésimo funtor de extensión de N por M es el n-ésimo funtor derecho derivado de
F . Es decir,

En(N,M) := Hn(Hom R(X̄,M)).

De manera similar, dada una corresolución inyectiva

Y : 0→ N
f0→ I0

f1→ ...
fn→ In → ...

de un R-módulo N , consideramos el complejo

Ȳ : 0→ I0
f1→ I1 → ...→ In

fn+1→ ...

14
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y el funtor
F = Hom R(M,_) : Mod (R)→ A.

El n-ésimo funtor de extensión de N por M es el n-ésimo funtor izquierdo derivado de
F . Es decir,

En(M,N) = Hn(Hom R(M, X̄)).

De hecho, se puede probar que En(M,N) ∼= En(M,N) y lo denotamos por

ExtnR (M,N) .

Por otro lado, considerando los funtores

T1 = _⊗M : Mod (Rop)→ Ab

y T2 = M ⊗_ : Mod (R)→ Ab, el n-ésimo funtor de torsión de N por M es el n-ésimo
funtor derecho derivado de F , o equivalentemente de G, es decir

TorRn (M,N) := Hn(X̄ ⊗N) ∼= Hn(N ⊗ X̄) =: TorRn (N,M) .

Una propiedad clásica de los funtores ExtnR (_,_) es el lema del corrimiento que citamos
a continuación.

Lema 1.7. Sean M,N ∈ Mod (R) y

...→ Pn
fn→ ...

f1→ P0
f0→ N → 0

una resolución proyectiva de N . Si Ki+1 := Ker (fi) para todo i ≥ 0, entonces para
todo n, k > 0 y Y ∈ Mod (R) existen isomorfismos de funtores

ExtkR (Kn, Y ) ∼= Extk+n
R (N, Y ) .

Dualmente, dada corresolución inyectiva de N

0→ N
f0→ E0

f1→ ...
fn→ En → ....

Si Li+1 := Coker (fi) para todo i ≥ 0, entonces para todo n, k > 0 y Y ∈ Mod (R)
existen isomorfismos de funtores

ExtkR (Y, Ln) ∼= Extk+n
R (Y,N) .

Demostración. En 1.33 se prueba un resultado más general, por lo que se omite la
prueba en este momento.
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La siguiente proposición caracteriza a los módulos proyectivos e inyectivos usando el
funtor ExtiR (_,_). Cabe señalar que, a pesar de su sencillez, dicha caracterización
tiene importantes consecuencias que nos llevaran a buscar modelarla en las secciones
venideras.

Proposición 1.8. Para N ∈ Mod (R), las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) N es inyectivo.
(b) Ext1

R (_, N) = 0.
(c) ExtnR (_, N) para todo n ≥ 1.

Demostración. (a)⇒ (b) y (a)⇒ (c) son inmediatos. (c)⇒ (b) es trivial. Basta probar
(b)⇒ (a).
Supóngase que Ext1

R (_, N) = 0. Para probar que N es inyectivo, basta ver que toda
sucesión exacta que empieza en N se escinde. Consideremos una sucesión exacta

η : 0→ N
f→M → K → 0.

Aplicando el funtor Hom R(_, N) a dicha sucesión, se obtiene la sucesión exacta

0→ Hom R(K,N)→ Hom R(M,N) f∗→ Hom R(N,N)→ Ext1
R (K,N) = 0,

lo que implica que f ∗ es un epimorfismo. Entonces, existe g ∈ Hom R(M,N) tal que
fg = 1N . Por lo tanto, la sucesión exacta corta η se escinde.

Observación 1.9. Para N ∈ Mod (R), las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) N es proyectivo.
(b) Ext1

R (N,_) = 0.
(c) ExtnR (N,_) = 0 para todo n ≥ 1.

Finalmente, los últimos resultados de esta sección, contienen importantes isomorfismos
naturales que utilizaremos más adelante.

Teorema 1.10. Dada una familia de R-módulos (Mi)i∈I y un R-módulo N , los si-
guientes enunciados se satisfacen.
(a) ExtnR(⊕i∈IMi, N) ∼=

∏
i∈I ExtnR(Mi, N).

(b) ExtnR(N,∏i∈IMi) ∼=
∏
i∈I ExtnR(N,Mi).

Demostración.
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(a) Para cada i ∈ I, se toma una sucesión exacta 0 → Ki → Pi → Mi → 0 con Pi
proyectivo. Lo que lleva a una sucesión exacta

0→
⊕
i∈I

Ki →
⊕
i∈I

Pi →
⊕
i∈I

Mi → 0.

Ahora, se prueba la proposición por inducción sobre n. Para n = 0, la proposición
se cumple, pues

HomR(
⊕
i∈I

Mi, N) ∼=
∏
i∈I

HomR(Mi, N).

Para n = 1, se considera el siguiente diagrama, construido con las sucesiones
exactas largas.

HomR(⊕i∈X Pi, N) HomR(⊕i∈X Ki, N) Ext1
R(⊕i∈XMi, N) 0

∏
i∈X HomR(Pi, N) ∏

i∈X HomR(Ki, N) ∏
i∈X Ext1

R(Mi, N) 0

∼= ∼=

El diagrama es conmutativo por el caso anterior, lo que induce el isomorfismo

Ext1
R(
⊕
i∈I

Mi, N) ∼=
∏
i∈I

Ext1
R(Mi, N).

Suponiendo la proposición verdadera para 2 ≤ n ≤ k se prueba para k+ 1. Para
ello, se observa que dado un R-módulo N , existe el siguiente diagrama dado por
las sucesiones exactas largas

0 ExtnR(⊕i∈X Ki, N) Extn+1
R (⊕i∈XMi, N) 0

0
∏
i∈X ExtnR(Ki, N) ∏

i∈X Extn+1
R (Mi, N) 0

∼= ∼=

el diagrama conmuta, lo que induce el isomorfismo deseado.

Lema 1.11. (1.2.11 [GT06]) Sean R y S anillos, A ∈ Mod (Rop), n ∈ N, B un R−S
bimódulo y E ∈ Mod (S). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen:
(a) Existe un isomorfismo natural

Hom R(A,HomS(B,E)) ∼= Hom S(A⊗R B,E).

17



1.1 Nociones básicas Preliminares

(b) En caso de que E sea inyectivo, para todo n ∈ N, se tiene que

ExtnR (A,HomS(B,E)) ∼= HomS(TorRn (A,B) , E).

(c) Consideremos una resolución proyectiva

...→ Pn → ...→ P0 →M → 0,

donde Pi es finitamente generado para todo i ≤ m+1. Entonces, para toda familia
de módulos {Nj}j∈J , se tiene que

ExtiR

M,
⊕
j∈J

Nj

 ∼= ⊕
j∈J

ExtiR (M,Nj) .

para todo i ≤ m.

Demostración.
(a) Consideremos la función

φ(A,B,E) : Hom R(A,HomS(B,E)) −→ Hom S(A⊗R B,E)

f 7−→
(∑

i

ai ⊗ bi
αf7→
∑
i

f(ai)(bi)
)
.

Verifiquemos que la colección φ = {φ(A,B,E)} es el isomorfismo natural busca-
do. En efecto, para cada terna, tenemos la función

ψ(A,B,E) : Hom S(A⊗R B,E) −→ Hom R(A,HomS(B,E))

α 7−→
(
a
fα7→ (α(a⊗ _))

)
,

la cual es la inversa de cada φ(A,B,E), puesto que

φ(A,B,E)ψ(A,B,E)(α)(a⊗ b) = φ(A,B,E)(fα)(a⊗ b) = fα(a)(b) = α(a⊗ b)

ψ(A,B,E)φ(A,B,E)(f)(a) = ψ(A,B,E)(αf )(a) = αf (a⊗ _) = f(a).

Es rutina probar que es una transformación natural.
(b) Sea

...→ Pn → ...→ P0 → A→ 0

una resolución proyectiva de A. Entonces

ExtnR (A,HomS(B,E))
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es isomorfo al n-ésimo grupo de cohomología del complejo

0→ Hom R(P0,HomS(B,E))→ ...→ Hom R(Pn,HomS(B,E))→ ...

Por (a), este complejo es isomorfo al complejo

0→ Hom S(P0 ⊗R B,E)→ ...→ Hom S(Pn ⊗R B,E)→ ...

Además, como E es inyectivo, Hom S(_, E) es exacto, y así, el n-ésimo grupo de
cohomología es isomorfo a Hom S(TorRn (A,B), E).

(c) Sea
Fm+1

fm+1→ ...
f1→ F0

f0→M → 0

una sucesión exacta con Fi proyectivo y finitamente generado para todo i. Ahora,
si N = ⊕

j∈J Nj, al aplicar el funtor Hom R(_, N) se obtiene el complejo

Ẋ : Hom R(F0, N) HomR(f1,N)−→ ....
HomR(fk,N)−→ Hom R(Fk, N)→ ...

Por otro lado, al aplicar el funtor Hom R(_, Ni), se obtienen los complejos

Ẋi : Hom R(F0, Ni)
HomR(f1,Ni)−→ ....

HomR(fk,Ni)−→ Hom R(Fk, Ni)→ ...

Ahora, se puede probar fácilmente que⊕i∈J Ẋi
∼= Ẋ. En efecto, para cada entero

m + 1 ≥ k ≥ 0, observamos que como Fk es finitamente generado, para todo
g : Fk →

⊕
j∈J Nj existe un subconjunto finito Jg ⊆ J tal que

g =
∑
j∈Jg

ηjπjg,

donde ηj : Nj → N es la inclusión canónica y πj : N → Nj la proyección natural.
De modo que, la colección de morfismosϕk : Hom R(Fk,

⊕
i∈J

Nj)→
⊕
j∈J

Hom R(Fk, Nj)


m+1

k=0

,

donde

ϕk(g) = (gj)j∈J con gj =

ηjπjg si j ∈ Jg,
0 si j /∈ Jg,

define un isomorfismo de complejos ϕ : Ẋ → ⊕
i∈J Ẋi.
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Con esto se concluye que

ExtiR

M,
⊕
j∈J

Nj

 ∼= ⊕
j∈J

ExtiR (M,Nj) ,

ya que la homología de una suma directa de complejos es la suma directa de las
homologías.

Observación 1.12. También podemos contar con la siguiente versión de los isomor-
fismos antes vistos. Dados A ∈ Mod (R), B ∈ Mod (S −R) y E ∈ Mod (S), existe un
isomorfismo natural:

Hom R(A,HomS(B,E)) ∼= Hom S(B ⊗R A,E),

y en caso de que E sea inyectivo,

ExtnR (A,HomS(B,E)) ∼= HomS(TorRn (B,A) , E).

Más aún, si S es un anillo conmutativo y R un S-álgebra, tenemos que

ExtnR (AR,HomS(RBS, ES)) ∼= HomS(TorRn (AR, BS) , ES) ∼= ExtnR (B,HomS(A,E)) .

1.2. Dimensión proyectiva y dimensión inyectiva de
un módulo

Una interesante aplicación de los conceptos anteriores, es la definición de la dimensión
proyectiva e inyectiva de un R-módulo. A lo largo de esta sección, definiremos éstas y
exploraremos algunas propiedades.
Definición 1.13. Sea M un R-módulo.

La dimensión proyectiva de M , denotada como pd (M), es el menor entero n tal
que existe una resolución proyectiva

→ Pk → ...→ P1 → P0 →M → 0

con Pi = 0 para todo i > n. Si no existe tal entero, entonces se dice que la
dimensión proyectiva de M es ∞.
La dimensión inyectiva de M , denotada como id (M), es el menor entero n tal
que existe una resolución inyectiva

0→M → I0 → I1 → ...→ Ik → ...
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con Ii = 0 para todo i > n. Si no existe tal entero, entonces se dice que la
dimensión inyectiva de M es ∞.

Ejemplo 1.14. M es proyectivo si y sólo si pd (M) = 0. Así como, M es inyectivo si
y sólo si id (M) = 0.

Ejemplo 1.15. Para todo entero positivo m, se cumple que pd (Zm) = 1. En efecto,
Zm no es proyectivo, ya que los proyectivos sobre Z son libres, por lo que pd (Zm) > 0
y se tiene la resolución proyectiva

...→ 0→ Z m→ Z→ Zm → 0

Ejemplo 1.16. Para todo m = pk, con p primo, se cumple que id (Zm) = 1. En efecto,
Zm no es inyectivo, ya que los inyectivos sobre Z son divisibles, por lo que id (Zm) > 0
y se tiene la corresolución inyectiva

0→ Zpk → Zp∞
m→ Zp∞ → 0→ ...

Ejemplo 1.17. Claramente pd (Z) = 0 y id (Z) = 1, ya que Z no es inyectivo y se
tiene la corresolución inyectiva

0→ Z→ Q→ Q/Z→ 0→ ...

De igual manera que caracterizamos los módulos proyectivos e inyectivos, a partir del
funtor de extensión, podemos caracterizar a los módulos de dimensión proyectiva n
con ayuda del funtor de extensión como mostramos a continuación.

Teorema 1.18. Para un R-módulo M , las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) pd M ≤ n.
(b) ExtkR(M,_) = 0 para todo k > n.
(c) Extn+1

R (M,_) = 0.
(d) Si se tiene una sucesión exacta

0→ Ln → Pn−1 → ...→ P2 → P1 → P0 →M → 0,

con Pi proyectivo para toda i ∈ {0, ..., n− 1}, entonces Ln es proyectivo.

Demostración.
(a)⇒ (b) Si pdM ≤ n, existe una resolución proyectiva

P : 0→ Pn → ...→ P1 → P0 →M → 0.
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Entonces, dado un R-módulo N , se tiene que HomR(Pk, N) = 0 para todo k > n, lo
que implica que el k-ésimo módulo de homología de HomR(P̄ , N) es igual a 0 para
todo k > n; es decir, ExtkR(M,N) = 0 para todo k > n.
(b)⇒ (c) Trivial.
(c)⇒ (d) Consideremos una sucesión exacta

0→ Ln → Pn−1
fn−1→ ...→ P2 → P1 → P0 →M → 0

con Pi proyectivo para toda i ∈ {0, ..., n − 1}. Claramente Ln = Ker(fn−1) y así, por
1.7, se tiene que 0 = Extn+1

R (M,N) ∼= Ext1
R(L,N) , lo que implica que L es proyectivo.

(d)⇒ (a) Sea
→ Pn−1

fn−1→ Pn−1 → ...→ P1 → P0 →M → 0

una resolución proyectiva de M . Por (d) tenemos que la sucesión exacta

0→ Ker(fn−1)→ Pn−1
fn−1→ ...→ P2 → P1 → P0 →M → 0

es una resolución proyectiva, lo que implica que pdM ≤ n.

Observación 1.19. Para un R-móduloM , las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) id M ≤ n.
(b) ExtkR(_,M) = 0 para todo k > n.
(c) Extn+1

R (_,M) = 0.
(d) Si se tiene una sucesión exacta

0→M → I0 → I1 → ...→ In−1 → Ln → 0,

Ii ∈ Inj (R) para toda i ∈ {0, ..., n− 1}, entonces Ln ∈ Inj (R).

Corolario 1.20. Para todo R-módulo M , se cumplen los siguientes enunciados:
(a) si M no es proyectivo, entonces pd M = sup{n ≥ 1 | ExtnR(M,_) 6= 0}, y
(b) si M no es inyectivo, entonces id M = sup{n ≥ 1 | ExtnR(_,M) 6= 0}.

Corolario 1.21. Para una familia de R-módulos (Mi)i∈I , los siguientes enunciados
se satisfacen
(a) pd ⊕i∈IMi = sup{pd Mi | i ∈ I},
(b) id ∏i∈IMi = sup{id Mi | i ∈ I}.
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Demostración. Podemos asumir que ⊕i∈IMi no es proyectivo. Luego, por el corolario
anterior, se tiene que

pd
⊕
i∈I

Mi = sup{n ≥ 1 | ExtnR(
⊕
i∈I

Mi,_) 6= 0}

= sup{n ≥ 1 |
∏
i∈I

ExtnR(Mi,_) 6= 0}

= sup{n ≥ 1 | ExtnR(Mi,_) 6= 0 para algún i ∈ I}
= sup{pdMi | i ∈ I}

Ejemplo 1.22. Para todo entero m > 1, idZm = 1. En efecto, por la factorización
m = pk1

1 ...p
kn
n en primos distintos p1, ..., pn, sabemos que

Zm ∼=
n⊕
i=1

Z
p
ki
i

.

Luego, utilizando el corolario tenemos que

id (Zm) = sup{idZ
p
ki
i

| i = 1, ..., n} = 1,

por 1.16.

Una propiedad interesante, la cual relaciona las dimensiones proyectivas de los módulos
en una sucesión exacta corta, es la siguiente.
Lema 1.23. Sean X una clase de módulos y 0 → A → B → C → 0 una sucesión
exacta. Las siguientes desigualdades se satisfacen:
(a) id (B) ≤ máx {id (A) , id (C)} y se da la igualdad si id (A) = id (C),
(b) id (A) ≤ máx {id (B) , id (C) + 1} y se da la igualdad si id (B) = id (C),
(c) id (C) ≤ máx {id (B) , id (A)− 1} y se da la igualdad si id (B) = id (A),
(d) pd (B) ≤ máx {pd (A) , pd (C)} y se da la igualdad si pd (A) = pd (C),
(e) pd (A) ≤ máx {pd (B) , pd (C)− 1} y se da la igualdad si pd (B) = pd (C),
(f) pd (C) ≤ máx {pd (A) + 1, pd (B)} y se da la igualdad si pd (A) = pd (C).

Demostración. En 2.53 se prueba una forma más general de este resultado, por lo que
se omite la prueba en este momento.

Recordemos que todo morfismo de anillos φ : R → S, induce una estructura de R-
módulo a todo S-módulo M mediante la acción de R en M

rm := φ(r)m ∀m ∈M ∀r ∈ R.
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El procedimiento anterior recibe el nombre de cambio de anillos.
Terminamos esta sección con un par de resultados relacionados con el comportamiento
entre las dimensiones homológicas y los cambios de anillo. En este contexto, dado un
morfismo de anillos φ : R → S y un S-módulo M , denotaremos por pdR (M) a la
dimensión proyectiva del R-módulo M y como pdS (M) a la dimensión proyectiva del
S-módulo M .

Teorema 1.24 (Primer Teorema de Cambio de Anillos). [Wei97] Sea x un elemento
central de un anillo R que no sea divisor del cero. Si A es un R/ 〈x〉-módulo no nulo
con pdR/〈x〉 (A) <∞, donde 〈x〉 denota al ideal bilateral generado por x, entonces

pdR (A) = 1 + pdR/〈x〉 (A) .

Demostración. Sea A un R/ 〈x〉-módulo no nulo con pdR/〈x〉 (A) <∞. Cabe hacer las
siguientes observaciones.
(a) La proyección canónica π : R → R/ 〈x〉 induce un cambio de anillos, por el que

todo R/ 〈x〉-módulo M es un R-módulo tal que xM = 0.
(b) Como x no es divisor de cero, la función f : R → Rx definida como f(r) = rx

es un isomorfismo. Por lo tanto, Rx es un R-módulo proyectivo.
(c) Como x no es divisor de cero se sigue que xa 6= 0 para todo a ∈ F − {0}, donde

F es un R-módulo libre. En particular, xP 6= 0 para todo R-módulo proyectivo
no nulo P .

Ahora, A es un R-módulo tal que xA = 0, lo que implica que no es proyectivo. Por lo
tanto pdR (A) ≥ 1. Veamos por inducción sobre pdR/〈x〉 (A) que

pdR/〈x〉 (A) + 1 = pdR (A) .

Si pdR/〈x〉 (A) = 0, al ser proyectivo es sumando directo de (R/ 〈x〉)(α) para algún
cardinal α. Por lo que

pdR (A) ≤ pdR
(
(R/ 〈x〉)(α)

)
= pdR (R/ 〈x〉) ≤ 1,

ya que por la observación (b) tenemos una resolución proyectiva del R-módulo R/ 〈x〉

0→ Rx→ R
π→ R/ 〈x〉 → 0.

Por lo tanto, pdR (A) = 1 = 1 + pdR/〈x〉 (A) pues sabemos que pdR (A) ≥ 1.
Supongamos que pdR/〈x〉 (A) > 0. En este caso existe una sucesión exacta de R/ 〈x〉-
módulos

0→M → P → A→ 0

24



1.2 Dimensión proyectiva y dimensión inyectiva de un módulo

con P proyectivo y pdR/〈x〉 (M) = pdR/〈x〉 (A)− 1. Se sigue por hipotesis de inducción
que

pdR (M) = 1 + pdR/〈x〉 (M) = pdR/〈x〉 (A) ≥ 1.

Del lema anterior, podemos concluir que

pdR (A) = máx {1 + pdR (M) , pdR (P )} = 1 + pdR (M)

en caso de que pdR (M) = pdR (P ). Sunpongamos que pdR (M) 6= pdR (P ). Luego,
pdR (M) > 1, así que pdR (A) 6= 1 pues de lo contrario tendríamos

1 < pdR (M) = máx {pdR (A)− 1, pdR (P )} = 1,

lo cual es una contradicción. Por tanto, pdR (A) > 1 y así

1 < pdR (M) ≤ máx {pdR (A)− 1, pdR (P )} = pd (A)− 1.

Por otro lado, también podemos considerar la desigualdad

pdR (A) ≤ máx {1 + pdR (M) , pdR (P )} = 1 + pdR (M) ,

que es equivalente a que
pdR (A)− 1 ≤ pdR (M) .

Por lo tanto, pdR (A) = pdR (M) + 1 = pdR/〈x〉 (A) + 1.

Corolario 1.25. Sean k un campo y R = k[x0, x1, ..., xn]. Entonces

pdR (R/ 〈x0, ..., xn〉) = n+ 1.

Demostración. Lo probaremos por inducción sobre n. Para n = 0, tenemos por el
teorema anterior que pdR (R/ 〈x0〉) = pdR/〈x0〉 (R/ 〈x0〉) + 1 = 0 + 1.
Supongamos que n > 0. Sea R′ = k[x1, ..., xn]. Por hipótesis de inducción

pdR′ (R′/ 〈x1, ...xn〉) = n− 1 + 1.

Luego, observando que R′ ∼= R/ 〈x0〉 y R′/ 〈x1, ...xn〉 ∼= R/ 〈x0, x1, ...xn〉, podemos
concluir por el teorema anterior que

pdR (R/ 〈x0, ..., xn〉) = pdR/〈x0〉 (R/ 〈x0, ...xn〉) + 1 = pdR′ (R′/ 〈x0〉) + 1 = n+ 1.

Teorema 1.26. Sean {Ri}i∈I una familia de anillos y Mi un Ri-módulo para cada
i ∈ I. Si M es el grupo abeliano ∏i∈IMi con la estructura de ∏i∈I Ri-módulo dada por
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la operación
(mi)(ai) := (miai) ∀(mi) ∈

∏
i∈I
Mi ∀(ai) ∈

∏
i∈I
Ri,

entonces pd∏
i∈I Ri

(M) = sup
{

pdRi (Mi)
}
i∈I

.

Demostración. Se sigue de que existe un isomorfismo natural de categorías

Mod
(∏
i∈I
Ri

)
∼=
∏
i∈I

Mod (Ri)

M 7→
∏
i∈I
eiM ,

donde ei := (δij1Ri)i∈I . De modo que M tiene una resolución proyectiva de longitud n
si y sólo si todo Mi tiene una resolución proyectiva de longitud ≤ n y existe al menos
un j ∈ I con dicha resolución proyectiva de longitud n.

Corolario 1.27. Sean {Ri}i∈I una familia de anillos. Si tomamos un Rj-módulo N
de dimensión proyectiva n para algún j ∈ I, al tomar

Mi =

N si i = j

0 si i 6= j

tenemos que pd∏
i∈I Ri

(M) = n.

1.3. Algunas clases de módulos

Dado un generador proyectivo P , es fácil ver que la clase de los módulos proyectivos
consiste de los sumandos directos de coproductos de P . Por otro lado, hemos visto
que esta clase consiste de los módulos X tales que Ext1

R (X,M) = 0 para cualquier
otro móduloM , o equivalentemente de los módulos X tales que ExtkR (X,M) = 0 para
cualquier otro módulo M y para todo k > 0.
De manera similar, dado un cogenerador inyectivo Q, la clase de los módulos inyectivos
consiste de los sumandos directos de productos de Q, y se puede caracterizar como
la clase de módulos X tales que Ext1

R (M,X) = 0 para cualquier otro módulo M ,
o equivalentemente como la clase de módulos X tales que ExtkR (M,X) = 0 para
cualquier otro módulo M y para todo k > 0.
De manera que, para modelar las contrucciones que se hacen a partir de módulos
proyectivos e inyectivos, cabe pensar en las siguientes clases de módulos.

Definición 1.28. SeaM una clase de R-módulos. Consideraremos las siguientes clases
de R-módulos:
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(a) Add (M) denota a la clase de R-módulos isomorfos a sumandos directos de sumas
directas arbitrarias de elementos deM.

(b) add (M) denota a la clase de R-módulos isomorfos a sumandos directos de sumas
directas finitas de elementos deM.

(c) Prod (M) denota a la clase de módulos isomorfos a sumandos directos de pro-
ductos arbitrarios de elementos deM.

(d) M⊥ :=
{
X ∈ Mod(R) | ExtiR (M,X) = 0 ∀i ≥ 1,∀M ∈M

}
(e) M⊥i :=

{
X ∈ Mod(R) | ExtiR (M,X) = 0 ∀M ∈M

}
(f) ⊥M :=

{
X ∈ Mod(R) | ExtiR (M,X) = 0 ∀i ≥ 1,∀M ∈M

}
(g) ⊥iM :=

{
X ∈ Mod(R) | ExtiR (X,M) = 0 ∀M ∈M

}
(h) En caso de que M consista de un sólo R-módulo M , dichas clases se denotan

Add (M), add (M), Prod (M), M⊥ y ⊥M , respectivamente.

Por lo tanto, dados un generador proyectivo P y un cogenerador inyectivo Q, podemos
resumir lo anterior en las siguientes igualdades

Add (P ) = Proj (R) = ⊥1 Mod (R) = ⊥Mod (R) y
Prod (Q) = Inj (R) = Mod (R)⊥1 = Mod (R)⊥ .

Por otro lado, dado un R-módulo M , los conceptos de generador y cogenerador nos
llevan a pensar en los módulos X tales que admitan un epimorfismo M (I) → X o un
monomorfismo X →M I para algún conjunto I.

Definición 1.29. SeaM una clase de R-módulos.
(a) Gen (M) denota la clase de los R-módulos M-generados, que consiste de los

módulos X que admiten un epimorfismo ⊕
i∈IMi → X para algún conjunto

{Mi}i∈I ⊆M.
(b) Cogen (M) denota la clase de los R-módulosM-cogenerados, que consiste de los

módulos X que admiten un monomorfismo X → ∏
i∈IMi para algún conjunto

{Mi}i∈I ⊆M.
(c) En caso de que M consiste de un sólo R-módulo M , las clases Gen (M) y

Cogen (M) las denotamos como Gen (M) y Cogen (M), respectivamente.

Observación 1.30. Para toda clase de R-módulos M, se satisfacen las siguientes
proposiciones:
(a) add (M) ⊆ Add (M) ⊆ Gen (M) y add (M) ⊆ Prod (M) ⊆ Cogen (M) ;
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1.3 Algunas clases de módulos Preliminares

(b) SiM⊆ ⊥X , entonces Add (M) ⊆ ⊥X ; y
(c) SiM⊆ X⊥, entonces Prod (M) ⊆ X⊥.

Observación 1.31. En general, es falso que: si M ⊆ X⊥ entonces Add (M) ⊆ X⊥.
Sin embargo, si M ∈ Mod (R) es un módulo con una resolución proyectiva

...→ Pn
fn→ ...

f1→ P0
f0→M → 0

con Pi finitamente generado para todo i, entonces por 1.11(c) M⊥ es cerrado por
coproductos. En particular, siM⊆M⊥, entonces Add (M) ⊆M⊥.

Note que, un generador es un R-módulo M tal que Gen (M) = Mod (R) y un cogene-
rador es un R-módulo M tal que Cogen (M) = Mod (R).
De lo anterior, tenemos que si P es un generador proyectivo, entonces

Gen (P ) = Add (P )⊥ = P⊥;

y por su parte, si Q es un cogenerador inyectivo, entonces

Cogen (Q) = ⊥ Prod (Q) = ⊥Q.

Surge entonces, de manera natural, la pregunta de qué podemos decir de los módulos
X que satisfacen que Gen (X) = X⊥ o que Cogen (X) = ⊥X. La respuesta, a esta
pregunta, se dará poco a poco a lo largo de esta tesis. Por ahora, nos limitaremos a
estudiar a las clasesM⊥ y ⊥M.
Por otro lado, dado que queremos modelar las construcciones hechas con las clases
Inj (R) y Proj (R), para una clase de R-módulos X y R-móduloM es natural considerar
sucesiones exactas de la forma

...→ Xn
fn→ ...

f1→ X0
f0→M → 0 y 0→M

f0→ X ′0
f1→ ...

fn→ X ′n → ...

con Xi ∈ Add (X ) y X ′i ∈ Prod (X ). Por supuesto, dichas sucesiones no existen nece-
sariamente, incluso en el caso en que X ∈ Gen (X ), o bien X ∈ Cogen (X ), respecti-
vamente. Por esta razón, introducimos la siguiente definición.

Definición 1.32. Sea X una clase de R-módulos.
(a) Para cada n ∈ N, denotamos por X ∧n a la clase de R-módulos que admiten una
X -resolución finita de longitud ≤ n. Esto es, una sucesión exacta de la forma

0→ Xn → ...→ X1 → X0 →M → 0, (1.A)
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con Xi ∈ X para todo i ∈ {0, ..., n}. Luego, denotamos

X ∧ :=
⋃
n∈N
X ∧n .

(b) Dualmente, para cada n ∈ N denotamos por X ∨n a clase de R-módulos M que
admiten una X -corresolución finita de longitud n. Esto es, una sucesión exacta
de la forma

0→M → X0 → X1 → ...→ Xn → 0, (1.B)

con Xi ∈ X para todo i ∈ {0, ..., n}. Luego, denotamos

X ∨ :=
⋃
n∈N
X ∨n .

(c) En caso de que M ∈ X ∧, decimos que la dimensión de X -resolución de M es
n, si n es el mínimo entero positivo tal que existe una sucesión exacta de la
forma 1.A. A dicho número lo denotamos resdimX (M). En caso de queM /∈ X ∧,
escribiremos resdimX (M) =∞.

(d) Dado M ∈ X ∨, decimos que la dimensión de X -corresolución de M es n, si
n es el mínimo entero positivo tal que existe una sucesión exacta de la forma
1.B. A dicho número lo denotamos coresdimX (M). En caso de que M /∈ X ∨,
escribiremos coresdimX (M) =∞.

(e) Dada una clase de R-módulosM denotamos

coresdimX (M) = sup {coresdimX (M) |M ∈M}
resdimX (M) = sup {resdimX (M) |M ∈M} .

A continuación estudiaremos las propiedades básicas de las clases definidas.

Lema 1.33 (Lema del corrimiento). Sean A, Y ∈ Mod (R) y

0→ A→ B0 → B1 → ...→ Bn → 0

0→ Cn → ...→ C1 → C0 → A→ 0

sucesiones exactas. Entonces los siguientes enunciados se satisfacen:
(a) Si Bi ∈ Y ⊥para todo 0 ≤ i < n, entonces

ExtkR (Y,Bn) ∼= Extk+n
R (Y,A) .

En particular, si pd (Y ) ≤ n entonces Bn ∈ Y ⊥.
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(b) Si Ci ∈ ⊥Y para todo 0 ≤ i < n, entonces

ExtkR (Cn, Y ) ∼= Extk+n
R (A, Y ) .

En particular, si id (Y ) ≤ n entonces Cn ∈ ⊥Y .
(c) Si TorRi (Y,Cj) = 0 para todo i ≥ 1 y 0 ≤ j < n, entonces

TorRn+k (Y,A) ∼= TorRk (Y,Cn) .

Demostración. Probaremos solamente (a), la prueba de (b) y (c) es similar.
Procederemos por inducción sobre n. Sea n = 1. Entonces, se tiene una sucesión exacta

0→ A→ B0 → B1 → 0.

De modo que al aplicar el funtor Hom R(Y,_) a dicha sucesión, se obtiene la sucesión
exacta

0 = ExtkR (Y,B0)→ ExtkR (Y,B1)→ Extk+1
R (Y,A)→ ExtkR (Y,B0) = 0,

por lo que se conlcuye que ExtkR (Y,B1) ∼= Extk+1
R (Y,A).

Sea
0→ A→ B0

d0→ B1
d1→ ...

dn→ Bn+1 → 0

una sucesión exacta de R-módulos tal que Bi ∈ Y ⊥ para todo 0 ≤ i ≤ n. Consideremos
la sucesión exacta

0→ Ker (d1) i→ B1
d1→ ...

dn→ Bn+1 → 0.

Dado que es de longitud n y satisface las hipótesis de (a), por hipotesis inductiva, se
sigue que

ExtkR (Y,Bn+1) ∼= Extk+n
R (Y,Kerd1)

Ahora, aplicando el funtor Hom R(Y,_) a la sucesión

0→ A→ B0
d0→ Ker (d1)→ 0

dado que B0 ∈ Y ⊥ se obtiene la sucesión exacta

0 = Extk+n
R (Y,B0)→ Extk+n

R (Y,Kerd1)→ Extk+n+1
R (Y,A)→ Extk+n+1

R (Y,B0) = 0

por lo que se concluye que ExtkR (Y,Cn+1) ∼= Extk+n
R (Y,Ker (d1)) ∼= Extk+n+1

R (Y,A).

Corolario 1.34. Para M ∈ Mod (R), las siguientes desigualdades se satisfacen:

(a) coresdimM⊥ (Mod (R)) ≤ pd (M) + 1 y pd
(
⊥(M⊥)

)
≤ pd (M).
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(b) resdim⊥M (Mod (R)) ≤ id (M) + 1 y id
(
(⊥M)⊥

)
≤ id (M).

Demostración. (a) Podemos asumir que pd (M) = n < ∞. Para A ∈ Mod (R), se
puede construir una sucesión exacta

0→ A→ I0 → ...→ In → Q→ 0

con Ij inyectivo para toda j. Notando que Inj (R) ⊆M⊥, podemos concluir que
Q ∈M⊥ por 1.33 ya que pd (M) = n. Por lo tanto, A ∈ X ∨.
Ahora, si Y ∈⊥ X y tomamos un módulo A y repetimos el procedimiento anterior.
Se tiene que todo Ij ∈ Y ⊥, así que por 1.33 se tiene que

0 = ExtkR (Y, In) ∼= Extk+n
R (Y,A)

para todo k. Lo que implica que pd (Y ) ≤ n.
(b) Dual.

El resultado anterior, muestra que existe una relación entre la claseM⊥ y la dimensión
proyectiva de M . En particular, podemos afirmar que si pd (M) ≤ n, entonces para
todo módulo X existe una sucesión exacta

0→ X →M0 → ...→Mn+1 → 0

con Mi ∈ M⊥ para todo i ∈ {0, ..., n + 1}. En la siguiente proposición veremos que
podemos decir más. Mostraremos que, en caso de existir una sucesión exacta como
la anterior, con Mi ∈ M⊥ para todo i ∈ {0, ..., n}, tendremos necesariamente que
Mn+1 ∈M⊥.

Definición 1.35. [Baz04] Sea X una clase de módulos y n ≥ 1. Decimos que X es
cerrada por n-cocientes si para toda sucesión exacta de R-módulos

0→M0 →M1 →M2 → ...→Mn →Mn+1 → 0

con M1, ...,Mn ∈ X se satisface que Mn+1 ∈ X .
Dualmente, decimos que X es cerrada por n-submódulos si para toda sucesión exacta
de R-módulos

0→Mn+1 →Mn → ...→M2 →M1 →M0 → 0

con M1, ...,Mn ∈ X se satisface que Mn+1 ∈ X .

Proposición 1.36. Para M ∈ Mod (R), las siguientes condiciones se satisfacen:
(a) M⊥ es cerrado por n-cocientes si y sólo si pd (M) ≤ n, y
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(b) ⊥M es cerrado por n-submódulos si y sólo si id (M) ≤ n.

Demostración. Probaremos (a), la prueba de (b) es dual.
(⇒) Consideremos la siguiente sucesión exacta de R-módulos

0→ N → I0 → I1 → ...→ In−1 → V → 0

con Ii inyectivo para toda i. Aplicando Hom R(M,_) a la sucesión exacta

0→ K → In−1 → V → 0

obtenemos la sucesión exacta

Ext1
R (M, In−1)→ Ext1

R (M,V )→ Ext2
R (M,K)→ Ext2

R (M, In−1) ,

donde Ext1
R (M, In−1) = 0 = Ext2

R (M, In−1); por lo que

Ext1
R (M,V ) ∼= Ext2

R (M,K) .

Ahora, por el lema del corrimiento, tenemos que

Ext2
R (M,K) ∼= Extn−1+2

R (M,N) = Extn+1
R (M,N) ;

lo cual concluye nuestra prueba ya que, como M⊥ es cerrado por n-cocientes, tenemos
que V ∈M⊥. Así que

0 = Ext1
R (M,V ) ∼= Ext2

R (M,K) ∼= Extn+1
R (M,N) ,

lo que implica que pd (M ≤ n).
(⇐) Se sigue del lema de corrimiento.

Observamos además el siguiente fenómeno.

Lema 1.37. Para M ∈ Mod (R) y t un entero positivo, los siguientes enunciados son
equivalentes:
(a) pd (M) ≤ t,
(b) ⋂∞i=tM⊥i es cerrada por cocientes,
(c) M⊥t es cerrada por cocientes.

En particular, pd (M) ≤ 1 si y sólo si M⊥, o M⊥1 respectivamente, es cerrada por
cocientes.
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Demostración.
(a) ⇒ (b) Dado que pd (M) ≤ t, se tiene que ExtiR (M,_) = 0 para todo i > t.
Consideremos una sucesión exacta

0→ K → X → Y → 0

con X ∈ ⋂∞i=tM⊥i . Al aplicar el funtor Hom R(M,_) a la sucesión anterior, para todo
k ≥ t se obtiene la sucesión exacta

ExtkR (M,X)→ ExtkR (M,Y )→ Extk+1
R (M,K) ,

donde Extk+1
R (M,K) = 0. Ahora bien, ExtkR (M,X) = 0 debido a que X ∈ ⋂∞i=tM⊥i .

Por lo tanto, ExtkR (M,Y ) = 0 para todo k ≥ t, probándose que Y ∈ ⋂∞i=tM⊥i .
(b)⇒ (a) Consideremos una sucesión exacta de R-módulos

0→ Q→ F →M → 0,

con F libre. Note que

pd (M) ≤ máx {pd (F ) , pd (Q) + 1} = pd (Q) + 1.

Por lo que basta mostrar que pd (Q) < t. Para esto, aplicamos el funtor Hom R(_, N)
a la sucesión exacta anterior, donde N ∈ Mod (R) , obteniéndose la sucesión exacta

ExttR (F,N)→ ExttR (Q,N)→ Extt+1
R (M,N)→ Extt+1

R (F,N) .

Note que ExttR (F,N) = 0 = Extt+1
R (F,N), debido a que F es proyectivo; por lo que

ExttR (Q,N) ∼= Extt+1
R (M,N). Sea I la envolvente inyectiva de N . Al aplicar el funtor

Hom R(M,_) a la sucesión exacta

0→ N → I → I/N → 0,

obtenemos la sucesión exacta

ExttR (M, I)→ ExttR (M, I/N)→ Extt+1
R (M,N)→ Extt+1

R (M, I) ,

donde Extt+1
R (M, I) = 0 = ExttR (M, I) debido que I es inyectivo. Por lo que

ExttR (M, I/N) ∼= Extt+1
R (M,N) .

De modo que ExttR (Q,N) ∼= ExttR (M, I/N). Ahora, como I ∈ ⋂∞i=tM⊥i y ⋂∞i=tM⊥i

es cerrado por cocientes, se tiene que I/N ∈ ⋂∞i=tM⊥i . Por lo tanto, ExttR (Q,N) = 0
para todo módulo N , así que pd (Q) < t.
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Finalmente las implicaciones (a)⇒ (c) y (c)⇒ (a) se prueban sustituyendo ⋂∞i=tM⊥i

por M⊥t en las pruebas anteriores.

También se tiene el enunciado dual.

Lema 1.38. Para M ∈ Mod (R) y t un entero positivo, los siguientes enunciados son
equivalentes:
(a) id (M) ≤ t,
(b) ⋂∞i=t ⊥iM es cerrada por submódulos,
(c) ⊥tM es cerrada por submódulos.

En particular, id (M) ≤ 1 si y sólo si ⊥M , o ⊥1M respectivamente, es cerrada por
submódulos.

Utilizando una vez más las ideas que hemos estando ocupando, tenemos lo siguiente.

Proposición 1.39. Sean n, k > 0 y M ∈ Mod (R). Se tienen los siguientes enuncia-
dos:
(a) si M⊥k es cerrado por n-cocientes, entonces pd (M) < n+ k,
(b) si M⊥1 es cerrado por n-cocientes, entonces pd (M) ≤ n,
(c) si ⊥kM es cerrado por n-submódulos, entonces id (M) < n+ k, y
(d) si ⊥1M es cerrado por n-submódulos, entonces id (M) ≤ n.

Demostración. Probaremos los puntos (a) y (b), la prueba de los puntos (c) y (d) es
dual.
(a) Probaremos que Extn+k

R (M,N) = 0 para todo N ∈ Mod (R). Sean N ∈ Mod (R)
y

0→ N → I0 → ...→ In−1 → V → 0

una sucesión exacta con Ii ∈ Inj (R) para toda 0 ≤ i ≤ n − 1. Por hipótesis,
tenemos que V ∈M⊥k ; y por lema de corrimiento, sabemos que

0 = ExtkR (M,V ) ∼= Extk+n
R (M,N) .

Por lo tanto, pd (M) < n+ k.
(b) Se sigue de (a).
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2 Aproximaciones y pares de cotorsión

Una de las propiedades fundamentales de los módulos inyectivos es la existencia de
envolventes inyectivas. Desde su descubrimiento, en la década de 1950 [ES53], las
envolventes inyectivas se han vuelto un método usual en la teoría de módulos, llevando
a la búsqueda de nuevos conceptos, como la cubierta proyectiva, así como una teoría
general de aproximaciones a derecha y a izquierda por distintas clases de módulos,
creada por Auslander y Reiten en el estudio de álgebras de dimensión finita y por
Enochs y Xu para módulos arbitrarios.
En este capítulo, introduciremos los conceptos de preenvolvente y precubierta, lo que
nos llevará al estudio de pares de cotorsión, resaltando la importancia de los pares de
cotorsión hereditarios y completos. En la tercera sección, se mostrará la abundancia
de los pares de cotorsión completos. Lo que nos lleva a ver ejemplos interesantes de
pares de cotorsión completos y hereditarios, los cuales son generados por los módulos
de dimensiones homológicas finitas.
Las secciones cinco y seis estarán dedicadas a la definición y estudio de las dimensiones
homológicas relativas a un par de cotorsión.

2.1. Preenvolventes y precubiertas

En el capítulo anterior mencionamos algunas construcciones importantes, hechas con
los módulos proyectivos e inyectivos, e iniciamos un proceso de abstracción para mo-
delar éstas con otras clases de módulos.
En esta sección nos enfocaremos en la modelación de un par de propiedades sútiles que
se pueden observar en la prueba de propiedades importantes de dichas construcciones.
La primera que podemos mencionar es la propiedad precubriente de Proj (R). Esto es,
para todo móduloM sabemos que existe un epimorfismo α : P →M con P ∈ Proj (R).
Es inmediato de la definición de R-módulo proyectivo, que cualquier otro morfismo
β : P ′ →M , con P ′ ∈ Proj (R), se factoriza a través de α.
Dualmente, la clase Inj (R) cuenta con la propiedad de ser preenvolvente. Es decir, para
todo módulo M sabemos que existe un monomorfismo α : M → Q con Q ∈ Inj (R).
Note que todo morfismo M → Q′, con Q′ ∈ Inj (R), se factoriza a través de α.
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Dichas propiedades, de las clases Inj (R) y Proj (R), nos llevan a las siguientes defini-
ciones.
Definición 2.1. Sean M una clase de R-módulos y A un
R-módulo. Un morfismo f : A → X, con X ∈ M, es una
M-preenvolvente de A si la función

Hom R(f,M) : Hom R(X,M)→ Hom R(A,M)

es suprayectiva para todo M ∈M.

A X

M

f

Definición 2.2. Sea M una clase de R-módulos y A un
R-módulo. Un morfismo f : X → A, con X ∈ M, es una
M-precubierta de A si

Hom R(M, f) : Hom R(M,X)→ Hom R(M,A)

es suprayectiva para todo M ∈M.
AX

M

f

Definición 2.3. Una clase de R-módulosM es preenvolvente si todo R-módulo admite
una M-preenvolvente. De igual manera decimos que una clase de R-módulos M es
precubriente en caso de que todo R-módulo admita unaM-precubierta.

Retomando la discusión hecha en el capítulo anterior, observamos que si P es un ge-
nerador proyectivo y Q un cogenerador inyectivo, entonces Add (P ) = Proj (R) es una
clase precubriente mientras que Prod (Q) = Inj (R) es una clase preenvolvente. En lo
que sigue, mostraremos que para un R-módulo arbitrario M , la clase Add (M) es pre-
cubriente y la clase Prod (M) es preenvolvente. Para ello, necesitaremos los siguientes
lemas.

Observación 2.4. Sea {fi : Mi → Ni}i∈Iuna familia de morfismos de R-módulos. En-
tonces fi es epimorfismo para todo i ∈ I si y sólo si ∏i∈I fi es un epimorfismo.

Observación 2.5. Si {fi : Ni →Mi}i∈I es una familia de M-preenvolventes, enton-
ces, en caso de que ⊕Mi ∈M, el morfismo ⊕i∈I fi es una preenvolvente de ⊕i∈I Ni.
En efecto, dado que fi esM-preenvolvente para toda i ∈ I, se tiene que Hom R(fi,M ′)
es suprayectiva para todo M ′ ∈M. Así que,de la observación anterior y del isomorfis-
mo natural

Hom R(
⊕
i∈I

fi,M
′) ∼=

∏
i∈I

Hom R(fi,M ′)

se sigue que Hom R(⊕i∈I fi,M
′).

De la misma manera, si {fi : Mi → Ni}i∈I es una familia deM-precubiertas, entonces
en caso de que ∏i∈IMi ∈M, el morfismo ∏i∈I fi es unaM-precubierta.

Observación 2.6. Si f : X → M es una M-preenvolvente, entonces f es una N -
preenvolvente para toda clase de R-módulos N ⊆ M, siempre y cuando M ∈ N . De
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manera similar, si g : X →M es unaM-precubierta, entonces g es una N -precubierta
para toda clase de R-módulos N ⊆M, siempre y cuando M ∈ N .
En particular, tenemos que:
(a) si f : X →M es una Gen (L)-preenvolvente, entonces es una Add (L)-preenvolvente

si M ∈ Add (L), o una add (L)-preenvolvente si M ∈ add (L) respectivamente.
(b) Si g : X →M es una Cogen (L)-precubierta, entonces es una Prod (L)-precubierta

si M ∈ Add (L), o una add (L)-precubierta si M ∈ add (L) respectivamente.
Definición 2.7. Sea M una clase de R-módulos. Denotamos como ⊕M a la clase
de módulos isomorfos a coproductos de elementos de M, y como ∏M a la clase de
módulos isomorfos a productos de elementos deM.
Definición 2.8. Sea M una clase de R-módulos. Denotamos como Summ (M) a la
clase de módulos isomorfos a sumandos directos de elementos deM.
Observación 2.9. En particular, para una clase de R-módulos M, tenemos que
Add (M) = Summ ((⊕M)) y Prod (M) = Summ ((∏M)).
Lema 2.10. [RS98] SeaM una clase de R-módulos.
(a) Un morfismo f : A→M con M ∈M es unaM-preenvolvente de A si y sólo si

es una Summ (M)-preenvolvente.
(b) Un morfismo f : M → A con M ∈ M es una M-precubierta de A si y sólo si

es una Summ (M)-precubierta.
En particular, de la observación anterior podemos concluir que:
(a) un morfismo f : A→M con M ∈⊕M es una Add (M)-preenvolvente si y sólo

si es una ⊕M-preenvolvente, y
(b) un morfismo f : M → A con M ∈ ∏M es una Prod (M)-precubierta si y sólo

si es una ∏M-precubierta.

Demostración. Veamos que g es M-precubierta de A si y sólo si es una Summ (M)-
precubierta.
Si g es unaM-precubierta de A y h : M ′ → A es un morfismo con M ′ ∈ Summ (M),
entonces existe F ∈M junto con una sucesión exacta que se escinde

0→ N
a→ F

b→M ′ → 0,

es decir, existe un morfismo b′ : M ′ → F tal que bb′ = 1.
Por otro lado, dado que F ∈ M y g es una M-
precubierta, existe un morfismo g′ : F → M tal que
hb = gg′. Así que gg′b′ = hbb′ = h.
Dado queM ⊆ Summ (M), es inmediato que g esM-
precubierta de A si es una Summ (M)-precubierta.

AM

F M ′

g

h

b′

bg′
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Con el lema anterior podemos probar nuestro objetivo.

Proposición 2.11. Para un R-módulo arbitrario M , Add (M) es una clase precu-
briente y Prod (M) es una clase preenvolvente.

Demostración. Sea M ∈ Mod (R).
Probemos que Add (M) es una clase precubriente. Dado un módulo A se propone como
Add (M)-precubierta de A al morfismo

ψ : M (I) → A
(mf )f∈I 7→

∑
f∈I f(mf )

donde I = Hom R(M,A). Por el lema anterior basta probar que ψ es una ⊕
M -

precubierta. Para probar que Hom R(M (J), ψ) es suprayectiva para todo M (J) ∈⊕M ,
se observa que para todo M (J) ∈⊕M existe una equivalencia natural

Hom R(M (J), ψ) ∼=
∏
J

Hom R(M,ψ).

Por lo tanto, para probar que la función Hom R(M (J), ψ) es suprayectiva para cada
M (J) ∈ Add (M), basta probar que Hom R(M,ψ) es suprayectiva.
Esto último se prueba fácil, ya que dado g ∈ Hom R(M,A)
se tiene que ψιg = g, donde ιg : M → M (I) es la inclusión
canónica.
Ahora, probemos que Prod (M) es una clase preenvolven-
te. Dado un R-módulo A se propone como Prod (M)-
preenvolvente de A al morfismo

AM (I)

M

ψ

gιg

ψ : A → M I

a 7→ (f(a))f∈I
,

donde I = Hom R(A,M). Por el lema anterior, basta probar que ψ es una ∏
M -

preenvolvente, es decir que Hom R(ψ,MJ) es suprayectiva para todo MJ ∈ ∏M . Para
ello, se observa que para todo MJ ∈ ∏M existe una equivalencia natural

Hom R(ψ,MJ) ∼=
∏
J

Hom R(ψ,M)J .

Por lo tanto, para probar que Hom R(ψ,MJ) es suprayectiva para cada MJ ∈ ∏M ,
basta probar que Hom R(ψ,M) es suprayectiva.
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2.1 Preenvolventes y precubiertas

Esto último se prueba de manera sencilla, ya que para todo
g ∈ Hom R(A,M) se tiene que

πgψ = g,

donde πg : M I →M es la proyección canónica.

A M I

M

ψ

g πg

Una segunda propiedad sutil de Proj (R) es que para toda precubierta α : P → M se
tiene que Ker (α) ∈ Proj (R)⊥1 . Dado que esta propiedad la cumple cualquier precu-
bierta proyectiva, pareciera no ser importante, pero tendrá consecuencias interesantes
en nuestro contexto generalizado, por lo que presentamos la siguiente definición.
Definición 2.12. SeaM una clase de R-módulos.
(a) UnaM-preenvolvente es especial si es monomorfismo y su conúcleo pertenece a

⊥1M .
(b) UnaM-precubierta es especial si es epimorfismo y su núcleo pertenece aM⊥1 .

Observación 2.13. Un morfismo f : L→ A esM-preenvolvente especial si y sólo si
existe una sucesión exacta

0→ L
f→ A→ A/L→ 0

con A ∈ M y A/L ∈⊥1 M. En efecto, claramente f es un monomorfismo, A ∈ M y
Coker (f) = A/L ∈⊥1 M. Por lo que basta probar que Hom R(f,X) sea suprayectiva
para todo X ∈ M. Pero esto se cumple ya que al aplicar el funtor Hom R(_, X) a la
sucesión exacta

0→ L
f→ A→ A/L→ 0

obtenemos la sucesión exacta

Hom R(A,X)→ Hom R(L,X)→ Ext1
R (A/L,X) = 0

lo que implica que Hom R(f,X) es suprayectiva.
De la misma manera, un morfismo f : A→ L es unaM-precubierta especial si y sólo
si existe una sucesión exacta

0→ K → A
f→ L→ 0

con K ∈M⊥1

Definición 2.14. SeaM una clase de R-módulos. Decimos queM es preenvolvente
especial si todo R-módulo admite una preenvolvente especial. De manera dual, decimos
que M es una clase precubriente especial si todo R-módulo admite una precubierta
especial.
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2.2. Pares de cotorsión

En la década de 1970, Salce observó que dada una clase de módulos C, la clase C⊥1

es precubriente especial si y sólo si ⊥1
(
C⊥1

)
es precubriente especial. Parejas de clases

de la forma
(
C⊥1 , ⊥1

(
C⊥1

))
son lo que se llama un par de cotorsión. En esta sección

estudiaremos los pares de cotorsión y su relación con las aproximaciones como lo hizo
Salce.
Definición 2.15. Sean X ,Y ⊆ Mod (R). Decimos que la pareja (X ,Y) es un par de
cotorsión si X =⊥1 Y y Y = X⊥1 . En este caso, llamamos a la clase X ∩ Y el corazón
o núcleo del par de cotorsión.

Cabe observar que, dada una clase de módulos arbitraria C, podemos contruir los pares
de cotorsión (

⊥1
(
C⊥1

)
, C⊥1

)
y
(
⊥1C,

(
⊥1C

)⊥1
)
;

los cuales llamamos el par de cotorsión generado y cogenerado por C respectivamente.
Observación 2.16. Si (X ,Y) es un par de cotorsión, X es una clase cerrada por
extensiones y coproductos que contiene a los módulos proyectivos, mientras que Y es
una clase cerrada por extensiones y productos que contiene a los módulos inyectivos.

A continuación mostramos el resultado central de esta sección, el lema de Salce [Sal75].
El cual muestra cómo, las nociones duales de clase preenvolvente especial y clase pre-
cubriente especial, están atadas a un par de cotorsión.
Lema 2.17 (Lema de Salce). Sean R un anillo y (X ,Y) un par de cotorsión. Entonces
X es precubriente especial si y sólo si Y es preenvolvente especial.

Demostración. Supongamos que X es precubriente especial. Dado un módulo M con-
sideramos una sucesión exacta

FXY

IPB

MM

0 0

0 0

0 0

0 0

0→M → I
π→ F → 0

con I inyectivo. Como X es precubriente
especial, existe una sucesión exacta

0→ Y → X
ρ→ F → 0

con X ∈ X y Y ∈ X⊥1 = Y . Tomando el
pullback de π con ρ obtenemos las sucesio-
nes exactas

η1 : 0→ Y → P → I → 0 y

η2 : 0→M → P → A→ 0.
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Dado que Y, I ∈ Y se sigue de η1 que P ∈ Y . Por lo tanto, η2 es una Y-preenvolvente
especial de M .
La implicación opuesta se sigue de un argumento dual.

Definición 2.18. Decimos que (X ,Y) es un par de cotorsión completo si satisface
alguna de las equivalencias del lema de Salce.

Otra característica especial de los pares de cotorsión es que relaciona clases cerradas
por núcleos de epimorfismos y clases cerradas por conúcleos de monomorfismos, como
muestra el lema de García Rozas.

Lema 2.19 (Lema de García-Rozas). Sea (X ,Y) un par de cotorsión. Los siguientes
enunciados son equivalentes:
(a) X es cerrada por núcleos de epimorfismos,
(b) Y es cerrada por conúcleos de monomorfismos, y
(c) ExtiR (A,B) = 0 para todo i ≥ 1, A ∈ X y B ∈ Y.

Demostración.
(a)⇒ (c) Sean A ∈ X , B ∈ Y . Consideramos una sucesión exacta

0→ C → P → A→ 0

con P proyectivo. Dado que A,P ∈ X y X es resolvente tenemos que C ∈ X . Luego,
aplicando Hom R(_, B) obtenemos la sucesión exacta

0 = Ext1
R (C,B)→ Ext2

R (A,B)→ Ext2
R (P,B) = 0,

por lo que podemos concluir que Ext2
R (A,B) = 0. Así, por inducción podemos concluir

lo deseado.
(b)⇒ (c) Se sigue de un argumento dual al anterior.
(c)⇒ (b) Dada una sucesión exacta

0→ A→ B → C → 0

con A,B ∈ Y . Como (a) ⇒ (b), aplicando Hom R(X,_) con X ∈ X , obtenemos una
sucesión exacta

0 = Ext1
R (X,B)→ Ext1

R (X,C)→ Ext2
R (X,A) = 0.

Por lo tanto, C ∈ X⊥1 = Y .
(c)⇒ (a) Se prueba de manera similar a (c)⇒ (b).
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Cabe observar que si (X ,Y) es un par de cotorsión, X es una clase cerrada por exten-
siones que contiene a Proj (R), mientras que Y es una clase cerrada por extensiones
que contiene a Inj (R). De modo que si (X ,Y) satisface alguno de los puntos de el lema
de García Rozas, tenemos que X es una clase cerrada por extensiones, que contiene a
Proj (R) y cerrada por núcleos de epimorfismos; mientras que Y es una clase cerrada
por extensiones, que contiene a Inj (R) y que es cerrada por conúcleos de monomorfis-
mos. Clases con estas propiedades reciben el nombre de resolventes y coresolventes.

Definición 2.20. SeaM una clase de R-módulos. La claseM es resolvente si contiene
a la clase de los R-módulos proyectivos, es cerrada por núcleos de epimorfismos y es
cerrada por extensiones. Dualmente, M es corresolvente si contiene a la clase de los
R-módulos inyectivos, es cerrada por conúcleos de monomorfismos y es cerrada por
extensiones.

Clases de este tipo cumplen propiedades interesantes, como las que mostramos a con-
tinuación.

Lema 2.21. SiM es una clase de R-módulos cerrada bajo conúcleos de monomorfis-
mos tal que Inj (R) ⊆ M, entonces ⊥M =⊥1 M . En particular, si M una clase de
R-módulos corresolvente , entonces ⊥M =⊥1 M.
Dualmente, Si M es una clase de R-módulos cerrada bajo núcleos de epimorfismos
Proj (R) ⊆ M, entonces M⊥1 = M⊥. En particular, si M una clase de módulos
resolvente, entoncesM⊥1 =M⊥.

Demostración. Supongamos que M es cerrada bajo conúcleos de monomorfismos y
que contiene a la clase de los módulos inyectivos. Se sabe que ⊥M ⊆⊥1 M, de modo
que basta probar que ⊥1M⊆⊥M.
Sea C ∈⊥1 M. Se probará por inducción que C ∈⊥n M para todo n ≥ 1. Para n = 1,
se tiene C ∈⊥n M por hipótesis. Suponiendo que C ∈⊥k M, se observa que para todo
M ∈M se puede construir una sucesión exacta

0→M → I → K → 0

con I inyectivo; lo que implica que K ∈M, ya que M, I ∈M. Así, al aplicar el funtor
Hom R(C,_), se concluye que Extk+1

R (C,M) = 0, puesto que

ExtkR (C,K)→ Extk+1
R (C,M)→ Extk+1

R (C, I)

es una sucesión exacta, donde sabemos que ExtkR (C,K) = 0 por hipótesis de inducción
y Extk+1

R (C, I) = 0 por ser I inyectivo.

Corolario 2.22. Si M es una clase de R-módulos cerrada bajo conúcleos de mono-
morfismos tal que Inj (R) ⊆M, entonces el conúcleo de todaM-preenvolvente especial
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es un elemento de ⊥M. En particular, siM una clase de R-módulos coresolvente, en-
tonces el conúcleo de todaM-preenvolvente especial es un elemento de ⊥M.
Dualmente, siM es una clase de R-módulos cerrada bajo núcleos de epimorfismos tal
que Proj (R) ⊆M, entonces el núcleo de todaM-precubierta especial es un elemento
deM⊥. En particular, siM una clase de R-módulos resolvente, entonces el núcleo de
todaM-precubierta especial es un elemento deM⊥.

Dada su importancia, cuando en un par de cotorsión (X ,Y) satisface que X es resol-
vente, o equivalentemente cuando Y es coresolvente, tenemos la siguiente definción.

Definición 2.23. Decimos que un par de cotorsión (X ,Y) es hereditario si satisface
alguna de las equivalencias del lema de García Rozas.

Observación 2.24. Es inmediato de 2.21 que si (X ,Y) es hereditario, X =⊥ Y y
Y = X⊥.

Con ayuda de los siguientes lemas podemos mostrar que los pares de cotorsión heredi-
tarios son abundantes.

Lema 2.25. Sea X una clase en Mod (R). Se cumplen los siguientes enunciados:
Si X es una clase cerrada por sizigias, entonces:

(a) X⊥1 = X⊥ y ⊥1
(
X⊥1

)
= ⊥

(
X⊥

)
, y

(b) el par de cotorsión generado por X es hereditario.

Si X es una clase cerrada por cosizigias, entonces:

(a) ⊥1X = ⊥X y
(
⊥1X

)⊥1 =
(
⊥X

)⊥
, y

(b) el par de cotorsión cogenerado por X es hereditario.

Demostración. Probaremos el primer enunciado. Sea X una clase cerrada por sizigias.
(a) Basta con probar que X⊥1 ⊆ X⊥. Dado M ∈ X⊥1 , por el lema del corrimiento

tenemos que ExtkR (X,M) ∼= Ext1
R

(
Ωk−1X,M

)
. De modo que si X ∈ X , tenemos

que Ωk−1X ∈ X y así

ExtkR (X,M) ∼= Ext1
R

(
Ωk−1X,M

)
= 0.

Por lo tanto, M ∈ ⊥X .
La prueba de ⊥1

(
X⊥1

)
= ⊥

(
X⊥

)
se sigue de un razonamiento dual, puesto que

X⊥1 = X⊥ es cerrada por cosizigias por ser corresolvente.
(b) Se sigue de 2.19 puesto que X⊥ es corresolvente.
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Lema 2.26. Sea M ∈ Mod (R) y

...→ Pn → ...→ P1 → P0 →M → 0

una resolución proyectiva de M . Si Si es la i-ésima sizigia de dicha resolución (inclu-
yendo a S0 = M) y S = ⊕

i≥0 Si, entonces S⊥1 = M⊥.
De manera similar, si tenemos una corresolución inyectiva de M

0→M
f0→ Q0

f1→ ...
fn→ Qn → ...

y Ci es la i-ésima cosizigia de dicha corresolución (incluyendo C0 = M), tomando
C = ∏

i≥0Ci tenemos que ⊥1C =⊥ M .

Demostración. En efecto, si X ∈ S⊥1 sabemos que Ext1
R (S,X) = 0, lo que implica

que Ext1
R (Si, X) = 0 para todo i ≥ 0. Entonces, por el lema del corrimiento, tenemos

para todo k > 0 que
ExtkR (M,X) ∼= Ext1

R (Sk−1, X) = 0,

por lo que X ∈M⊥. Por lo tanto, S⊥1 ⊆M⊥.
Por otro lado, para todo X ∈ M⊥ tenemos que ExtiR (M,X) = 0 para todo i > 0.
Entonces, por el lema del corrimiento, podemos concluir que

0 = Extk+1
R (M,X) ∼= Ext1

R (Sk, X)

para todo k ∈ N y X ∈M⊥, lo que implica que

Ext1
R (S,X) ∼=

∏
i∈N

Ext1
R (Si, X) = 0.

Por lo tanto, M⊥ ⊆ S⊥1 .

Proposición 2.27. Para todo conjunto de R-módulos X , las parejas
(
⊥
(
X⊥

)
,X⊥

)
y
(
⊥X ,

(
⊥X

)⊥)
son pares de cotorsión hereditarios.

Demostración. Sea M = ⊕
X∈X X de tal modo que M⊥ = X⊥. De 2.26 se sigue existe

un módulo S tal que S⊥1 = M⊥. Luego, como M⊥ es corresolvente, por 2.25 se sigue
que (

⊥1(S⊥1), S⊥1
)

=
(
⊥(M⊥),M⊥

)
=
(
⊥(X⊥),X⊥

)
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es un par de cotorsión hereditario.
Para el segundo par, la prueba es análoga tomando M = ∏

X∈X X.

También se puede probar que los pares de cotorsión completos son abundantes, pero
la prueba es más complicada. Dedicaremos la siguiente sección a dicho resultado.

2.3. Pares de Cotorsión completos

En esta sección probaremos que los pares de cotorsión generados por un conjunto
son completos. Para lograr dicho objetivo necesitaremos desarrollar el lenguaje y las
herramientas de las filtraciones transfinitas, incluyendo el célebre lema de Eklof.
Definición 2.28. Sea λ un número ordinal y (Mα)α<λ una familia de submódulos de
M . Se dice que tal familia es una cadena continua, o cadena bien ordenada, si
(a) Mα ⊂Mβ para todo α ≤ β < λ y
(b) Mβ = ⋃

α<βMα para todo ordinal límite β <λ.
Definición 2.29. Se dice que un cardinal infinito λ es propio o regular si no se puede
expresar como la suma cardinal de un conjunto de cardinalidad menor a λ.
Ejemplo 2.30.

ω = |N| es un cardinal infinito propio debido a que todo cardinal menor es finito,
y toda suma cardinal finita de conjuntos finitos es finita.
ℵ1 = |R| es un cardinal infinito propio ya que todo cardinal menor es numerable,
y toda suma numerable de conjuntos numerables es numerable.

Lema 2.31. Sea κ un cardinal menor a un cardinal infinito propio λ. Si M es un
R-módulo que tiene un conjunto de generadores de cardinalidad κ y N es la unión
de una cadena continua (Nα)α<λ, entonces todo morfismo f : M → N cumple que
f(M) ⊂ Nβ para algún β < λ.

Demostración. Dado que ⋃α<λNα = ∑
α<λNα, podemos concluir que f(x) ∈ Nβx

donde βx es el mínimo cardinal (necesariamente menor a λ) que lo contiene. De igual
manera, podemos concluir que f(M) ⊂ Nβ, donde β es el mínimo cardinal mayor
o igual a los cardinales {βx}x∈M . Observamos que β es la suma cardinal de los |M |
cardinales βx < λ. Así que, dado que λ es un cardinal propio, β < λ.
Teorema 2.32. Para cualesquiera B,L ∈ Mod (R). Existe un módulo

A =
⋃
α<λ

Aα

donde {Aα}α<λ es una cadena continua, que satisface las siguientes condiciones:
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(a) A0 = L,
(b) para todo α < λ se tiene que Aα+1/Aα ∼= B(Xα),
(c) Ext1

R (B,A) = 0.

Demostración. Tomamos una sucesión exacta

0→ K
µ→ F → B → 0

donde F es un módulo libre, y λ un cardinal infinito regular que sea mayor al cardinal
de K. Definimos por inducción transfinita una cadena continua (Aα)α<λ como sigue:

A0 = L.
Para α + 1 < λ, tomando Iα = Hom R(K,Aα) consideramos el monomorfismo
µ(Iα) : K(Iα) → F (Iα) y el morfismo canónico ϕα : K(Iα) → Aα, es decir

ϕα(kf )f∈HomR(K,Aα) =
∑
f

f(kf ).

Definimos Aα+1 como el push-out de µα y ϕα. Observamos que Aα ⊂ Aα+1,
dado que el push-out usado, da a lugar el siguiente diagrama conmutativo con
renglones exactos.

K(Iα) F (Iα) B(Iα) 00

Aα Aα+1 Aα+1/Aα 00

µα

σα

ϕα ψα

Para α < λ ordinal límite, definimos Aα = ⋃
α′<αAα′ .

Ya definida la cadena continua tomamos A = ⋃
α<λAα. Por construcción tenemos que

Aα+1/Aα ∼= B(Iα). Por lo que queda por mostrar que Ext1
R (B,A) = 0.

Para ello, se observa que para todo η : K → Aα se tienen las inclusiones canónicas
νη : K → K(Iα) y ν ′η : F → F (Iα) tales que ν ′ηµ = µανη.
Dado que F es libre se tiene la sucesión exacta

Hom R(F,A)→ Hom R(K,A)→ Ext1
R (B,A)→ Ext1

R (F,A) = 0.

Por lo que, para probar que Ext1
R (B,A) = 0 basta con verificar que Hom R(µ,A) sea

suprayectivo, lo que es equivalente a que para todo f : K → A exista g : F → A tal
que gµ = f .

46



2.3 Pares de Cotorsión completos

Sea ϕ : K → A. Dado que K es de cardinalidad menor a λ y que

ϕ(K) ⊂ A =
⋃
α<λ

Aα,

podemos concluir que existe β < λ tal que ϕ(K) ⊂ Aβ. Entonces, tomando η = ϕ|Aβ ,
tenemos que

ψβν
′
ηµ = ψβµβνη = σβϕβνη = σβη.

Por lo tanto, ϕ = ιψβν
′
ηµ donde ι : Aβ+1 → A es la inclusión natural.

Definición 2.33. Dadas dos cadenas continuas (Mα)α<λ y (Nα)α<λ tales que

M =
⋃
α<λ

Mα y N =
⋃
α<λ

Nα.

Decimos que una familia de morfismos {fα : Mα → Nα}α<λ es continua o compatible
si fβ|Mα = fα para todo α < β < λ.
Definición 2.34. SeanM una clase de R-módulos y M ∈ Mod (R). El módulo M es
M-filtrado, si existe una cadena continua (Mα)α<λ de submódulos de M tal que
(a) M0 ∈M y
(b) Mα+1/Mα ∈M ∀α < λ.

Denotamos como F(M) a clase de R-módulosM-filtrados..
Lema 2.35 (Lema de Eklof). Sean M y N R-módulos. Si M es ⊥N-filtrado, entonces
M ∈ ⊥N .

Demostración. Sea (Mα)α<λ una ⊥N -filtración de M . Demostraremos por inducción
transfinita para todo β < λ que Ext1

R (Mβ, N) = 0.
Por hipótesis se sabe que Ext1

R (M0, N) = 0.
Si α+ 1 < λ y Ext1

R (Mα, N) = 0, entonces aplicando Hom R(_, N) a la sucesión
exacta

0→Mα →Mα+1 →Mα+1/Mα → 0

obtenemos la sucesión exacta

Ext1
R (Mα, N)→ Ext1

R (Mα+1, N)→ Ext1
R (Mα+1/Mα, N)

con Ext1
R (Mα, N) = 0 por hipótesis de inducción, y con Ext1

R (Mα+1/Mα, N) = 0
por hipótesis. Lo que implica que Ext1

R (Mα+1, N) = 0.
Sea β < λ es un ordinal límite y supongamos que Ext1

R (Mα, N) = 0 para todo
α < β. Considermos una sucesión exacta

0→ N → I
π→ I/N → 0
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con I ∈ Inj (R). De tal manera que para probar que Ext1
R (Mβ, I) = 0 basta

mostrar que Hom R(Mα, π) es sobreyectiva. Para ello, dado ϕ ∈ Hom R(Mα, I/N)
construiremos para todo γ < β un morfismo ψγ : Mγ → I tal que ϕ|Mγ = πψγ y
ψγ|Mδ

= ψδ para todo δ < γ:

• Para γ = 0, Ext1
R (M0, N) = 0 por lo que que Hom R(M0, π) es sobreyectiva,

así que existe ψ0 ∈ Hom R(M0, I) tal que ϕ|M0 = πψ0.
• Definido ψγ para 0 ≤ γ < β, dado que I ∈ Inj (R) existe η : Mγ+1 → I

tal que η|Mγ = ψγ. Luego, si d = ϕ|Mγ+1 − πη, tenemos que d|Mγ = 0. Así
que por la propiedad universal del cociente existe d′ : Mγ+1/Mγ → I/N
tal que d′ρ = d donde ρ : Mγ+1 → Mγ+1/Mγ es la proyección natural.
Por otro lado, dado que Hom R(Mγ+1/Mγ, π) es sobreyectivo debido a que
Mγ+1/Mγ ∈⊥1 N , existe f : Mγ+1/Mγ → I tal que πf = d′. Por lo tanto,
ε = fρ satisface que ε|Mγ = 0 y πε = πfρ = d′ρ = d, por lo que ψγ+1 = η+ε
es el morfismo buscado ya que ψγ+1|Mγ = ψγ y πψγ+1 = πη + d = ϕ|Mγ+1 .
• Para γ < β límite tomamos ψγ = ⋃

δ<γ ψδ.

Teorema 2.36. Dado un conjunto de módulos S se cumple que:
para todo módulo M existe una sucesión exacta

0→M → P → N → 0

con P ∈ S⊥1 y N ∈ ⊥1
(
S⊥1

)
, con N Add (S)-filtrado;

el par de cotorsión generado (⊥1
(
S⊥1

)
,S⊥1) es completo, es decir S⊥1 es preen-

volvente especial y ⊥1
(
S⊥1

)
es precubriente especial.

Demostración. Sea S un conjunto de R-módulos. Tomando M = ⊕
N∈S N , se tiene

que S⊥1 = M⊥1 . Por lo que basta probar que (⊥1
(
M⊥1

)
,M⊥1) es completo. Además,

por el lema de Salce, basta probar que M⊥1 es preenvolvente especial.
Para esto, dado un módulo L construimos A como en el teorema anterior, es decir

A =
⋃
α<λ

Aα

donde (Aα)α<λ es una cadena continua, que satisface las siguientes condiciones:
(a) A0 = L,
(b) para todo α < λ se tiene que Aα+1/Aα ∼= M (Xα),
(c) Ext1

R (M,A) = 0.
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Entonces A ∈ M⊥1 . Probaremos ahora que F = A/L ∈⊥1
(
M⊥1

)
, para ello basta

mostrar que Ext1
R (F,X) = 0 siempre que X ∈M⊥1 . Lo cual se cumple ya que

F =
⋃
α<λ

Fα,

donde Fα = Aα/L. Así que
F0 = 0 y en particular Ext1

R (F0, X) = 0 para todo X ∈M⊥;
Fα+1/Fα ∼= M (Xα), por lo que

0 =
∏
Xα

Ext1
R (M,X) = Ext1

R

(
M (Xα), X

)
= Ext1

R (Fα+1/Fα, X)

para todo X ∈M⊥1 .
En conclusión, por el lema de Eklof F ∈ ⊥1

(
M⊥1

)
. Lo que implica que la inclusión

natural ι : L→ A es una M⊥-preenvolvente especial.

En particular, podemos probar ahora que para todo módulo M , la clase M⊥ es preen-
volvente especial.

Teorema 2.37. SeaM ∈ Mod (R). Entonces todo R-módulo tiene unaM⊥-preenvolvente
especial.

Demostración. Se sigue del teorema anterior junto con 2.26.

Por último, veamos un par de corolarios del teorema 2.36.

Corolario 2.38. Sea M un módulo. Denotamos por ZM , a la clase de módulos Z que
admiten una sucesión exacta

0→ F → Z → G→ 0, (2.A)

donde F es libre y G es M-filtrado. Los siguientes enunciados son equivalentes para
un par de cotorsión (X ,Y):
(a) (X ,Y) es generado por M ,
(b) A consiste de los sumandos directos de los elementos de ZM . Más aún, para todo

A ∈ A existe Z ∈ ZM y C ∈ A ∩ B tal que A⊕ C ∼= Z.

Demostración.
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(a) ⇒ (b) Por hipótesis tenemos que
B = M⊥1 . Dado A ∈ A podemos tomar
una sucesión exacta

0→ N
µ→ F → A→ 0

con F libre. Por otro lado, por 2.36 existe
una B-preenvolvente

0→ N
ν→ C → G→ 0

con G un módulo M -filtrado. Observando
el diagrama, concluimos que Z, el push-out
de µ con ν, pertenece a ZM y Z ∼= A⊕ C.
Además, F,G ∈ A implica que Z ∈ A. Por
lo tanto, C ∈ A ∩ B.

N F A

C Z A

G G

0 0

0 0

0 0

0 0

(b)⇒ (c) Basta probar queM⊥1 = A⊥1 = B. SeaX ∈M⊥1 . Tenemos Add (M) ⊆ ⊥1X,
por lo que todo móduloM -filtrado es ⊥1X-filtrado. Así, por el lema de Eklof 2.35, todo
móduloM -filtrado pertenece a ⊥1X. Se sigue de la sucesión exacta 2.A que ZM ⊆⊥1 X,
lo que implica que A ⊆⊥1 X. Por lo tanto, M⊥1 ⊆ A⊥1 .
Por otro lado, dado X ∈ A⊥1 se tiene en particular que X ∈ Z⊥1

M , lo que implica por
2.A que Ext1

R (G,X) = 0 para todo módulo M -filtrado G (tomando F = 0). Por lo
tanto, Ext1

R (M,X) = 0.

Corolario 2.39. Sea S un conjunto de R-módulos que contiene a R. Entonces la clase
⊥1(S⊥1) consiste de todos los sumandos directos de los módulos S-filtrados.

Demostración. Tomando M = ⊕
N∈S N , podemos concluir por el corolario anterior

que ⊥1(S⊥1) consiste de los sumandos directos de los módulos Z que admiten una
sucesión exacta

0→ F → Z → G→ 0,

donde F es libre y G es M -filtrado. Pero, dado que R ∈ S, tenemos que F también es
S-fitrado. Por lo tanto, Z es S-filtrado.

2.4. Cotorsión de dimensión homológica finita

Veamos ahora los pares de cotorsión relacionados con las clases de módulos de dimen-
sión proyectiva o inyectiva n. Los resultados en esta sección se pueden consultar en
[GT06].
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Definición 2.40. A lo largo de esta sección P denota a la clase de R-módulos de
dimensión proyectiva finita. Para todo n ∈ N denotaremos a la clase de R-módulos de
dimensión proyectiva menor o igual a n como Pn. Dualmente definimos las clases I y
In.

Recordamos el criterio de Baer para módulos inyectivos.

Proposición 2.41 (Criterio de Baer). Sea M ∈ Mod (R), los siguientes enunciados
son equivalentes:
(a) M es inyectivo;
(b) para todo ideal izquierdo I, se tiene que todo morfismo I →M se puede extender

a R→M ;
(c) para todo ideal izquierdo I, Hom R(µ,M) es suprayectiva para todo ideal izquierdo

I, donde µ : I → R es la inclusión natural; y
(d) para todo ideal izquierdo I, Ext1

R (R/I,M) = 0 para todo ideal derecho I.

Lema 2.42. Pn es resolvente y In es coresolvente para todo n ≥ 0.

Demostración. En efecto, claramente Pn contiene a los proyectivos; dada una sucesión
exacta

0→ N →M → K → 0

con N,K ∈ Pn se tiene que pd (M) ≤ máx {pd (N) , pd (K)} por lo que Pn es cerrado
bajo extensiones; y dada una sucesión exacta

0→ N →M → K → 0

con M ,K ∈ Pn se tiene que pd (N) ≤ máx {pd (M) , pd (K)− 1}. Por lo tanto, Pn
es resolvente.
La prueba de que In es corresolvente es dual.

Teorema 2.43. Sea R un anillo y n ∈ N. Entonces
(
⊥In, In

)
es un par de cotorsión

completo y hereditario.

Demostración. Sean M un R-módulo,

0→M → I0 → I1 → ...→ In−1 → In → ...

una corresolución inyectiva de M y Cn la n-ésima cosizigia de M en dicha sucesión.
Entonces M ∈ In si y sólo si Cn es inyectivo, si y sólo si

Ext1
R (R/I, Cn) = 0
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para todo ideal derecho I de R por el criterio de Baer, lo cual es equivalente a que

ExtnR (R/I,M) = 0

para todo ideal derecho I por el lema del corrimiento.
Ahora, dado un ideal I, sea SI la n-ésima sizigia de una resolución proyectiva de R/I.
Entonces ExtnR (R/I,M) = 0 si y sólo si Ext1

R (SI ,M) = 0. Por lo tanto,

In = (
⊕
I≤R

SI)⊥1 .

Por lo tanto, sabemos que el par
(
⊥1In, In

)
es completo por 2.36. Además, por el

lema anterior sabemos que In es corresolvente, lo que implica que ⊥1In = ⊥In, y así(
⊥In, In

)
es hereditario.

Cabe observar que no podemos dualizar dicha prueba debido a que no existe un criterio
dual al de Baer, por lo que tendremos que recurrir a la siguiente definición para probar
el enunciado dual.

Definición 2.44. Sea R un anillo y κ un cardinal.
(a) Decimos que un móduloM es ≤ κ-generado si existe un conjunto de generadores

de cardinalidad menor o igual a κ.
(b) Se dice que R es κ-noetheriano si todo ideal derecho es ≤ κ-generado.
(c) Definimos la dimensión de R como el mínimo cardinal infinito propio κ tal que

R es κ-noetheriano, y la denotamos como dimR.
(d) Dado un cardinal κ denotaremos como P≤κ a la subclase de módulos de P

que admiten una resolución proyectiva formada por módulos proyectivos ≤ κ-
generados.

(e) Para todo n ∈ N denotaremos P≤κn la subclase de R-módulos Pn ∩ P≤κ.

Lema 2.45. Sea κ un cardinal infinito propio. Si un R-módulo M es ≤ κ-generado,
entonces M es la unión de una cadena continua {Mα}α≤κ′ tal que Mα+1/Mα es cíclico
para todo α < κ′, donde κ′ ≤ κ es la cardinalidad de un conjunto de generadores de
M .
Más aún, M es ≤ κ-generado si y sólo si es la unión de una cadena continua {Mα}α≤κ′
tal que M0 = 0 y Mα+1/Mα es ≤ κ-generado para todo α < κ′, donde 0 < κ′ ≤ κ.

Demostración.
(⇒) Sea X un conjunto de generadores de M de cardinalidad mínima κ′. Construimos
la cadena buscada de la siguiente manera: M0 = mR para algún m ∈ X, Mα+1 =
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Mα +mR para algún m ∈ X tal que m /∈ Mα para todo α < κ′, Mβ = ⋃
α<βMα para

todo ordinal límite β < κ′. Claramente dicha cadena cumple lo deseado.
(⇐) Sea {Mα}α≤κ′ la cadena referida en el enunciado. Por hipótesis Mα+1/Mα es ≤ κ-
generado para todo α < κ′, por lo que podemos tomar un conjunto Xα+1 ⊆ Mα+1 de
cardinalidad ≤ κ tal que

{x+Mα}x∈Xα+1

es un conjunto de generadores de Mα+1/Mα para todo α < κ′. Dado que κ es propio,
basta probar que M es generado por ⋃α<κ′ Xα+1. Procedemos por inducción sobre κ′.

Para κ′ = 0 no hay nada que hacer,
Si κ′ = 1, entonces M = M1 = M1/M0 es generado por X1.
En caso de que κ′ = β + 1 para algún β < κ, tenemos que M/Mβ = Mβ+1/Mβ

es ≤ κ-generado por
{x+Mα}x∈Xβ+1

.

Mientras que, por hipótesis de inducción, Mβ es generado por ⋃α<βXα+1. Por lo
tanto, M = Mβ+1 es generado por ⋃α<β+1Xα+1.
En caso de que κ′ sea un cardinal límite, por hipótesis de inducción Mβ es
generado por ⋃α<βXα+1 para todo β < κ′. Así, como {Mα}α≤κ′ es una cadena
tenemos que

M = Mκ′ =
⋃
α≤κ′

Mα =
⋃
α≤κ′

〈 ⋃
α′<α

Xα′+1

〉
=
〈 ⋃
α′<κ′

Xα′+1

〉
.

Por lo tanto, M es generado por ⋃α′<κ′ Xα′+1.

Lema 2.46. Sean R un anillo y κ un cardinal tal que dimR ≤ κ. Entonces, todo
submódulo de un R-módulo ≤ κ-generado es ≤ κ-generado.

Demostración. Primero observamos que si M es un R-módulo cíclico, entonces por el
teorema de correspondencia todo submódulo es la imagen de un ideal derecho, por lo
que es ≤ κ-generado por hipótesis.
Ahora, si M es un módulo ≤ κ-generado, por el lema anterior tenemos que M es la
unión de una cadena continua {Mα}α≤κ′ tal que Mα+1/Mα es cíclico, donde κ′ ≤ κ
es la cardinalidad de un conjunto de generadores de M . De modo que si K es un
submódulo de M , entonces K es la unión de la cadena continua {Mα ∩K}α≤κ′ donde
Mα+1 ∩ K/Mα ∩ K es ≤ κ-generado por la argumentación anterior. Así que, por el
lema anterior, K es ≤ κ-generado.
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Lema 2.47. Sean R un anillo, λ un cardinal infinito, n ∈ N y M un R-módulo con
una resolución proyectiva (de longitud n) que consiste en R-módulos proyectivos ≤ λ-
generados. Entonces M tiene una resolución proyectiva (de longitud n) que consiste
de R-módulos ≤ λ-generados libres.

Demostración. Se probará el caso cuando la resolución tiene longitud n.
Sea

0→ Pn
fn−→ Pn−1 −→ ... −→ P1

f1−→ P0
f0−→M −→ 0

dicha sucesión. Recordamos que por el truco de Eilenberg para todo proyectivo P
existe un módulo libre F tal que P ⊕ F es libre, y más aún si P es ≤ λ-generado
podemos escoger F ≤ λ-generado. Entonces, observamos que si F0 es un módulo libre
≤ λ-generado tal que P0 ⊕ F0 es libre, tenemos que la sucesión

0→ Pn
fn−→ Pn−1 −→ ...

(
f2
0

)
−→ P1 ⊕ F0

(
f1 0
0 1

)
−→ P0 ⊕ F0

( f0 0 )−→ M −→ 0

es una resolución proyectiva que consiste de módulos ≤ λ-generados. Lo que da como
resultado una resolución proyectiva

0→ Pn,1
fn,1−→ Pn−1,1 −→ ... −→ P1,1

f1,1−→ P0,1
f0,1−→M −→ 0

con P0,1 libre ≤ λ-generado. Repitiendo el mismo argumento con los módulos proyec-
tivos no libres se construye la resolución buscada.
El caso de longitud infinita se prueba de manera similar haciendo una suma directa de
la resolución proyectiva con complejos de la forma

...→ 0→ F → F → 0→ ...

donde F es el módulo libre adecuado para que Ps,t sea libre ≤ λ-generado.
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Diagrama para la prueba de 2.48.

Lema 2.48. [AEJO01] Sean n ∈ N, R un anillo y κ el menor cardinal propio mayor
o igual a dimR. Si M ∈ Pn, entonces M es P≤κn -filtrado.

Demostración. Sea λ = κ+ρ, donde ρ es el mínimo número de generadores de M . Por
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el lema anterior, M tiene una resolución proyectiva

0→ R(An) fn−→ R(An−1) −→ ... −→ R(A1) f1−→ R(A0) f0−→M −→ 0

con |Am| ≤ λ para cada i ≤ n.
Sea {mα}α<λ un conjunto de generadores de M . Por inducción sobre α, construiremos
una cadena continua {Mα}α<λ que cumpla las condiciones buscadas, y que además,
para cada α exista una resolución proyectiva

0→ Fα,n
fn|Fα,n−→ Fα,n−1 −→ ... −→ Fα,1

f1|Fα,1−→ Fα,0
f0|Fα,0−→ Mα −→ 0

tal que mα ∈Mα+1, Fα,k = R(Aα,k) para algún Aα,k ⊂ Ak y |Aα+1,i\Aα,i| ≤ κ para todo
α < λ y i ≤ n.

Para α = 0 tomamos M0 = 0 y A0,i = ∅.
Sea α < λ. En caso de que Mα = M , tomamos Mα+1 = M y Aα+1,i = Aα,i.
En otro caso, Mα 6= M , así que podemos tomar el mínimo índice γ tal que
mγ /∈Mα, y B0

0 ⊂ A0 finito tal que

mγ ∈ f0(R(Aα,0∪B0
0)).

Ahora, dado que

Ker
(
f0 � R

(Aα,0)
)

= Ker
(
f0 � R

(Aα,0∪B0
0)
)
∩R(Aα,0)

tenemos que

Ker
(
f0 � R

(Aα,0∪B0
0)
)
/Ker

(
f0 � R

(Aα,0)
) ∼= (

Ker
(
f0 � R

(Aα,0∪B0
0)
)

+R(Aα,0)
)
/R(Aα,0).

Por lo que dicho cociente es isomorfo un submódulo de

R(Aα,0∪B0
0)/R(Aα,0) ∼= R(B0

0).

Entonces, debido a que

f1(R(Aα,1)) = Im
(
f1 � R

(Aα,1)
)

= Ker
(
f0 � R

(Aα,0)
)
,

tenemos que Ker
(
f0 � R(Aα,0∪B0

0)
)
es generado por f1(R(Aα,1)) más un conjunto de

cardinalidad menor o igual a |B0| < κ, por lo que existe B0
1 ⊂ A1 de cardinalidad

menor o igual a κ tal que Ker
(
f0 � R(Aα,0∪B0

0)
)
⊆ f1(R(Aα,0∪B0

1)).
Utilizando este razonamiento de manera recursiva podemos concluir que para
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todo k ≤ n existe B0
k ⊂ Ak de cardinalidad menor o igual a κ tal que

Ker
(
fk−1 � R

(Aα,k−1)∪B0
k−1
)
⊆ fk(R(Aα,k∪B0

k)). (2.B)

Ahora, dado que B0
n es de cardinalidad menor a κ, podemos concluir que a

fn(R(B0
n)) lo podemos generar con un subconjunto B0

n−1 ⊆ B1
n−1 ⊆ An−1 de

cardinalidad menor o igual a κ. Por lo que existe Bn−1 ⊆ B1
n−1 ⊆ An−1 de

cardinalidad menor o igual a κ tal que fn(R(Aα,n∪B0
n)) ⊆ R(Aα,n−1∪B1

n−1). Utilizando
este razonamiento recursivamente, concluimos que para todo n ≥ i > 0, existe
B0
i−1 ⊆ B1

i−1 ⊆ Ai−1 de cardinalidad menor o igual a κ tal que

fi(R(Aα,i∪Bi)) ⊆ R(Aα,i−1∪B1
i−1).

Repitiendo lo anterior recursivamente, se obtiene para todo n ≥ i ≥ 0 una cadena
ascendente (B(k)

i )k∈N de subconjuntos de cardinalidad menor o igual a κ de Ai.
Tomando Ci = ⋃

k∈NB
k
i , observamos que Ci es de cardinalidad ≤ κ y que la

sucesión

0→ Fα+1,n
fn|Fα+1,n−→ Fα+1,n−1 −→ ... −→ Fα+1,1

f1|Fα+1,1−→ Fα+1,0
f0|Fα+1,0−→ N −→ 0

con Fα+1,i = R(Aα,i∪Ci) y N = Im
(
f0|Fα+1,0

)
es exacta.

Ciertamente, sabemos que Ker
(
fk−1 � R(Aα,k−1∪Ck−1)

)
⊇ fk(R(Aα,k∪Ck)) debido a

que fk−1fk = 0; y si tomamos x ∈ Ker
(
fk−1 � R(Aα,k−1∪Ck−1)

)
se sigue que

x ∈ Ker
(
fk−1 � R

(Aα,k−1∪B2j
k−1)

)
⊆ fk(R(Aα,k∪B2j

k
))

para algún j ∈ N por 2.B.
Finalmente, observamos que por construcción N contiene a mγ y a Mα, por lo
que tomando Mα+1 = N se satisface que Mα+1/Mα ∈ P≤κn . En efecto, al hacer el
cociente de las resoluciones construidas de Mα+1 y Mα, se obtiene una resolución
proyectiva de Mα+1/Mα en la que cada proyectivo es un libre ≤ κ-generado.
Si β < λ es un ordinal límite definimos Aβ,i = ⋃

α<β Aα,i y Mβ = ⋃
α<λMα.

Corolario 2.49. Sea R un anillo con dimR = κ. Entonces P⊥1
n =

(
P≤κn

)⊥1.

Demostración. Sea κ = dimR. Claramente P⊥1
n ⊆

(
P≤κn

)⊥1 . Si X ∈
(
P≤κn

)⊥1 , como
todo M ∈ Pn es P≤κn -filtrado, se tiene por el lema de Eklof que X ∈ P⊥1

n . Por lo tanto,
P⊥1
n =

(
P≤κn

)⊥1 .
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Lema 2.50 (Lema de Auslander). Sean n ∈ N y M un R-módulo Pn-filtrado. Enton-
ces, M ∈ Pn.

Demostración. Por el lema del corrimiento observamos que, M ∈ Pn si y sólo si

M ∈ {Ωn(N)}⊥1
N∈Mod(R) .

Lo cual se satisface por el lema de Eklof.

Teorema 2.51. Sean R un anillo y n ∈ N. Entonces (Pn,P⊥n ) es un par de cotorsión
completo y hereditario.

Demostración. Sea κ = dimR. Sabemos que P⊥1
n =

(
P≤κn

)⊥1 , y P≤κn tiene un conjunto
de representantes debido a que todo módulo en P≤κn es isomorfo a un cociente de R(κ).
Así que por 2.36,

(
⊥1(P⊥1

n ),P⊥1
n

)
es un par de cotorsión completo. Luego, por 2.42

sabemos que Pn es resolvente, por lo que P⊥n = P⊥1
n y ⊥

(
P⊥n

)
= ⊥1

(
P⊥1
n

)
, así que(

⊥
(
P⊥n

)
,P⊥n

)
es hereditario y completo.

Por último, veamos que ⊥
(
P⊥n

)
= Pn. Claramente ⊥

(
P⊥n

)
⊇ Pn. Luego, si X ∈

⊥
(
P⊥n

)
, consideramos una sucesión exacta

0→ N
µ→ F → X → 0

con F libre. Por 2.36 sabemos que existe una sucesión exacta

0→ N
ν→ C → G→ 0

con C ∈ P⊥n y G es la unión de una cadena continua cuyos cocientes consecutivos per-
tenecen a Pn. Así que al tomar el push-out de µ y ν, obtenemos una sucesión exacta

0→ C → Z → X → 0,

que se escinde, ya que C ∈ P⊥n y
X ∈ ⊥

(
P⊥n

)
. Por lo que basta probar

que Z ∈ Pn para concluir que X ∈ Pn.
Para ello, observamos que del push-out
anterior también obtenemos una suce-
sión exacta

0→ F → Z → G→ 0

dondeG ∈ Pn por el lema de Auslander
y F ∈ Pn.

N F X

C Z X

G G

0 0

0 0

0 0

0 0
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2.5. Dimensiones relativas y pares de cotorsión

Hasta ahora nos hemos dedicado a modelar las propiedades y comportamiento de
los módulos proyectivos e inyectivos. En esta sección comenzaremos a generalizar las
construcciones antes mencionadas, enfocándonos principalmente en la definición de las
dimensiones relativas a una clase de módulos X , así como en las conexiones con las
dimensiones homológicas usuales y sus propiedades con los pares de cotorsión.

Definición 2.52. Sea X ⊆ Mod (R). Para un R-módulo C se definen las siguientes
dimensiones:
(a) pdX (C) = mı́n

{
n ∈ N | ExtkR (C,X ) = 0 ∀k > n

}
.

(b) idX (C) = mı́n
{
n ∈ N | ExtkR (X , C) = 0∀k > n

}
.

(c) Para una clase Y ⊆ X se definen

pdX (Y) = sup {pdX (Y ) | Y ∈ Y} y idX (Y) = sup {idX (Y ) | Y ∈ Y} .

Es inmediato la generalización de algunas propiedades de las dimensiones usuales como
las siguientes.

Lema 2.53. Sean X una clase de R-módulos y 0 → A → B → C → 0 una sucesión
exacta. Las siguientes condiciones se satisfacen:
(a) idX (B) ≤ máx {idX (A) , idX (C)} y pdX (B) ≤ máx {pdX (A) , pdX (C)},
(b) idX (A) ≤ máx {idX (B) , idX (C) + 1} y pdX (A) ≤ máx {pdX (B) , pdX (C)− 1},
(c) idX (C) ≤ máx {idX (B) , idX (A)− 1} y pdX (C) ≤ máx {pdX (A) + 1, pdX (B)}.

Demostración. Probaremos la primera desigualdad, la prueba de las demás son análo-
gas. Podemos suponer que máx {idX (A) , idX (C)} = n < ∞. Para X ∈ X considera-
mos la sucesión exacta

ExtkR (X,A)→ ExtkR (X,B)→ ExtkR (X,C) ,

de la cual podemos conlcuir que ExtkR (X,B) = 0 para todo k > n, puesto que
ExtkR (X,A) = 0 y ExtkR (X,C) = 0 para todo k > n. Por lo tanto, idX (B) ≤ n.

Dado que parte de nuestro objetivo es explorar las dimensiones relativas a clases de
cotorsión, comenzaremos relacionando las dimensiones entre dos clases de R-módulos.
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Lema 2.54. Para cualesquiera clases de R-módulos X y Y se satisface que

pdY (X ) = idX (Y) .

Demostración. Veamos que pdY (X ) ≤ idX (Y). Podemos suponer que idX (Y) = n. En
este caso obtenemos que ExtkR (X, Y ) = 0 para todo X ∈ X , Y ∈ Y y k > n. Lo que
implica que pdY (X ) ≤ idX (Y). La otra desigualdad se prueba de manera análoga.

Teorema 2.55. Sean X y Y clases de R-módulos. Entonces para todo L ∈ Mod (R)
las siguientes condiciones se satisfacen:
(a) idX (L) ≤ idX (Y) + coresdimY (L) y
(b) pdX (L) ≤ pdX (Y) + resdimY (L).

Demostración. Probaremos la primera desigualdad. Podemos suponer idX (Y) = n <
∞ y coresdimY (L) = m <∞. Probaremos lo deseado por inducción sobre m.
Si m = 1, entonces existe una sucesión exacta

0→ L→ Y0 → Y1 → 0

con Y0, Y1 ∈ Y . De modo que para todo X ∈ X el funtor Hom R(X,_) induce una
sucesión exacta

Extk−1
R (X, Y1)→ ExtkR (X,L)→ ExtkR (X, Y0)

para todo k ∈ N, donde Extk−1
R (X, Y1) = 0 y ExtkR (X, Y0) = 0 para todo k > n + 1.

Por lo tanto, idX (L) ≤ n+ 1 = idX (Y) + coresdimY (L).
Para m ≥ 2, tenemos una sucesión exacta

0→ L
f→ Y0 → ...→ Ym → 0.

Observamos que coresdimY (K) < m donde K = Im (f), así que por hipótesis de
inducción

idX (K) ≤ idX (Y) + coresdimY (K) < idX (Y) + coresdimY (L) .

Finalmente, de 2.53 se sigue que

idX (L) ≤ máx {idX (Y0) , idX (K) + 1}
≤ máx {idX (Y0) , idX (Y) + coresdimY (K) + 1}
≤ idX (Y) + coresdimY (K) + 1
≤ idX (Y) + coresdimY (L) .
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Estamos listos para iniciar el estudio de las dimensiones asociadas a un par de cotorsión.

Teorema 2.56. Sea (X ,Y) un par de cotorsión completo. Las siguientes desigualdades
se satisfacen:
(a) id (M) = máx {idX (M) , idY (M)} y pd (M) = máx {pdX (M) , pdY (M)} para

todo M ∈ Mod (R),
(b) coresdimY (Mod (R)) ≤ pd (X ) ≤ idX (Y) + coresdimY (X ) + 1, y
(c) resdimX (Mod (R)) ≤ id (Y) ≤ pdY (X ) + resdimX (Y) + 1.

Demostración.
(a) Veamos la primera igualdad. Es claro que id (M) ≥ máx {idX (M) , idY (M)}

por lo que basta probar la desigualdad opuesta. Para ello observamos que, como
(X ,Y) es hereditario, para todo módulo N existe una sucesión exacta

0→ N → Y → X → 0

con Y ∈ Y y X ∈ X . Así que por 2.53 tenemos que

id{N} (M) = pd{M} (N) ≤ máx
{

pd{M} (Y ) , pd{M} (X)− 1
}

≤ máx
{

pd{M} (Y) , pd{M} (X )
}

≤ máx {idY (M) , idX (M)} .

Lo que implica por 2.54 que

id (M) = pd{M} (Mod (R)) ≤ máx {idY (M) , idX (M)} .

La prueba de la segunda desigualdad es análoga.
(b) Veamos la primera desigualdad. Podemos suponer que pd (X ) = n <∞. Luego,

por el lema del corrimiento, para todo módulo M tenemos que

Ext1
R (X ,ΩnM) ∼= Extn+1

R (X ,M) = 0,

donde ΩnM es una n-ésima cosizigia de M . De modo que ΩnM ∈ X⊥1 = Y ,
lo que implica que coresdimY (Mod (R)) ≤ n puesto que todo módulo inyectivo
pertenece a X⊥1 = Y .
Para la segunda desigualdad observamos que, como (X ,Y) es completo para todo
módulo M , existe una sucesión exacta

0→M → Y → X → 0
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con Y ∈ Y y X ∈ X , así que por 2.53 y 2.55 tenemos que

idX (M) ≤ máx {idX (Y ) , idX (X) + 1}
≤ máx {idX (Y ) , idX (Y) + coresdimY (X) + 1}
= idX (Y) + coresdimY (X) + 1
≤ idX (Y) + coresdimY (X ) + 1.

Por lo tanto, podemos conlcuir de 2.54 que

pd (X ) = idX (Mod (R)) ≤ idX (Y) + coresdimY (X ) + 1.

(c) Se prueba de manera análoga a 2.

Si el par de cotorsión es hereditario, además de ser completo, podemos afirmar lo
siguiente.
Corolario 2.57. Sea (X ,Y) un par de cotorsión completo y hereditario. Entonces se
cumplen los siguientes enunciados:
(a) pd (X ) = pdX (X ) y idY (Y) = id (Y),
(b) SiM es un R-módulo tal que coresdimY (M) <∞, entonces idX (M) = coresdimY (M).
(c) SiM es un R-módulo tal que resdimX (M) <∞, entonces pdY (M) = resdimX (M).
(d) coresdimY (Mod (R)) = pd (X ) ≤ coresdimY (X ) + 1,
(e) resdimX (Mod (R)) = id (Y) ≤ resdimX (Y) + 1.

Demostración.
(a) Por 2.56(a) tenemos que

pd (M) = máx {pdX (M) , pdY (M)}

para todo M ∈ X . Pero por 2.19(c) sabemos que pdY (X ) = 0. Por lo tanto,
pd (X ) = pdX (X ). De manera similar se puede probar que idY (Y) = id (Y).

(b) Lo probaremos por inducción sobre n = coresdimY (M).
En caso de que n = 0, tenemos que M ∈ Y , así que idX (M) = 0 por 2.19(c).
Si n = 1, existe una sucesión exacta

0→M → Y0 → Y1 → 0

con Y0, Y1 ∈ Y . Entonces por 2.53 tenemos que

idX (M) ≤ máx {idX (Y0) , idX (Y1) + 1} = 1.
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Por lo tanto, idX (M) = 1 ya que M /∈ Y = X⊥1 .
Para n > 1. Por hipótesis inductiva, tenemos que que idX (N) = coresdimY (N)
para todo módulo N con coresdimY (N) ≤ n−1. Dado que tenemos una sucesión
exacta

0→M → Y0
f→ Y1 → ...→ Yn → 0

con Yi ∈ Y y K = Ker (f) con coresdimY (K) = n − 1, tenemos una sucesión
exacta

0→M → Y0 → K → 0

con idX (K) = coresdimY (K) = n − 1 por hipótesis de inducción. Así que por
2.53 tenemos que

idX (M) ≤ máx {idX (Y0) , idX (K) + 1} = n y
n− 1 = idX (K) ≤ máx {idX (Y0) , idX (M)− 1} = idX (M)− 1.

Por lo tanto, idX (M) = n.
(c) Se prueba de manera dual al punto anterior.
(d) Por 2.56(b) y 2.19(c) basta mostrar que

coresdimY (M) ≥ pd (X ) = idX (Mod (R))

para todo M ∈ Mod (R). Lo cual es inmediato de (b).
(e) Se prueba de manera dual a (d).

2.6. Algunos Resultados de Auslander-Buchweitz

Por último presentamos los siguientes resultados de Auslander y Buchweitz [AB89]
relacionados con aproximaciones.
Cabe decir que aunque la mayoría de los resultados que se exponen en esta sección
son para una categoría de R-módulos, las pruebas son válidas para cualquier categoría
abeliana, por lo que podemos referirnos a los resultados duales de esta sección.
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Lema 2.58. Sean X una clase cerrada ba-
jo extensiones en una categoría abeliana y
ω ⊂ X . Dadas sucesiones exactas

0→ K → X → C → 0

0→ K → YK → XK → 0

con X,XK ∈ X y YK ∈ ω̂, se sigue que la
sucesión

0→ YK → U → C → 0

en el diagrama pushout tiene la propiedad
de que YK ∈ ω̂ y U ∈ X .

K X C

YK U C

XK XK

0 0

0 0

0 0

0 0

Demostración. Consideramos el pushout de los morfismos iniciales de las sucesiones
dadas.
Ya sabemos que YK ∈ ω̂ y es inmediato que U ∈ X ya que X es cerrado bajo extensiones
y que XK , X ∈ X .

Lema 2.59. Sean X una clase cerrada ba-
jo extensiones en una categoría abeliana y
ω ⊂ X . Dadas las sucesiones exactas

0→ YC → XC → C → 0

0→ XC → W → X → 0

si X,XC ∈ X , YC ∈ ω̂ y W ∈ ω, entonces
la sucesión

0→ C → Z → X → 0

en el diagrama pushout tiene la propiedad
de que Z ∈ ω̂ y X ∈ X .

C Z X

XC W X

YC YC

0 0

0 0

0 0

0 0

Demostración. Tomando el pushout del primer morfismo de la segunda sucesión dada
con el segundo morfismo de la primera sucesión dada obtenemos el diagrama adjunto.
Sabemos que X ∈ X y es inmediato que Z ∈ ω̂ ya que W ∈ ω y YC ∈ ω̂.
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Definición 2.60. Sea (X , ω) una pareja de clases de módulos. Decimos que ω es un
cogenerador de X si ω ⊆ X y para cada X ∈ X existe una sucesión exacta

0→ X → W → X ′ → 0

con W ∈ ω y X ′ ∈ X .

Lema 2.61. Sean X y Y clases de módulos. Se cumplen los siguientes enunciados:
(a) pdY (X ∨) = pdY (X ).
(b) idY (X ∧) = idY (X ).

Demostración. Probaremos el primer punto, la prueba del segundo es dual.
Dado que X ⊆ X ∨ se sigue que pdY (X ∨) ≥ pdY (X ). Por lo que podemos suponer
pdY (X ∨) = k < ∞. Por otro lado, dado M ∈ X ∨ probaremos por inducción sobre
n = coresdimX (M) que pdY (M) ≤ pdY (X ).
Si n = 0 entonces M ∈ X . Por lo que es claro que pdY (M) ≤ pdY (X ).
Sea n > 0. Por hipótesis inductiva, pdY (N) ≤ pdY (X ) para todo módulo N con
coresdimX (N) < n. Tenemos una sucesión exacta

η : 0→M → X0 → K → 0

con X0 ∈ X y coresdimX (K) = n− 1, por lo que pdY (K) ≤ pdY (X ) = k. De manera
que al aplicar el funtor Hom R(_, Y ) a η, obtenemos la sucesión exacta

ExtkR (X0, Y )→ ExtkR (M,Y )→ Extk+1
R (K,Y ) ,

donde ExtkR (X0, Y ) = 0 = Extk+1
R (K,Y ) para todo Y ∈ Y . Por lo tanto,

pdY (M) ≤ pdY (X ) .

Teorema 2.62. Sea (X , ω) una pareja de clases de módulos. Si ω es un cogenerador
de X y X cerrada por extensiones, entonces:
(a) para cada X ∈ X̂ existen sucesiones exactas cortas

0→ KX →MX
gX→ X → 0 con KX ∈ ω̂, MX ∈ X y

0→ X
fX→ BX → CX → 0 con BX ∈ ω̂, CX ∈ X ;

(b) si ω ⊂ X⊥, entonces ω̂ ⊂ X⊥ y fX es una ω̂-preenvolvente, gX es una X -
precubierta.
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Demostración. Sea ω una cogenerador de X .
(a) Sea C ∈ X̂ , es decir resdimX (C) = n <∞. Construiremos las sucesiones busca-

das por inducción sobre n.
Si n = 0, entonces C ∈ X . Dado que ω es cogenerador, existe una sucesión exacta

0→ C → W → X ′ → 0

con W ∈ ω ⊆ ω̂ y X ′ ∈ X . Además también tenemos la sucesión exacta

0→ 0→ C
1→ C → 0

donde 0 ∈ ω̂.
Sea n > 0. Por hipótesis de inducción, existen tales sucesiones para todo módulo
N con resdimX (N) ≤ k. Dado que resdimX (C) = n tenemos que existe una
sucesión exacta

0→ K → X0 → C → 0

con X0 ∈ X y resdimX (K) ≤ n − 1. Lo que implica por hipótesis de inducción
que existen las sucesiones exactas

0→ KK →MK
gK→ K → 0 con KK ∈ ω̂, MK ∈ X y

0→ K
fK→ BK → CK → 0 con BK ∈ ω̂, CK ∈ X .

Entonces, del lema 2.58 tenemos que existe una sucesión exacta

0→ BK → U → C → 0

con U ∈ X y BK ∈ ω̂. Ahora bien, dado que U ∈ X , existe una sucesión exacta

0→ U → W → L→ 0

con W ∈ ω y L ∈ X , entonces por el lema 2.59 tenemos que existe una sucesión
exacta

0→ C → Z → L→ 0

con Z ∈ ω̂ y Z ∈ X .
(b) Dado que ω ⊆ X⊥ si y sólo si idX (ω) = 0, se tiene que ω̂ ⊆ X⊥ ya que idX (ω̂) =

idX (ω) = 0. De manera que, al considerar las sucesiones del primer punto para
un módulo X ∈ X̂ tenemos que KX ∈ X⊥ y CX ∈ X ⊆⊥ (ω̂).
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Para ver que gX es una X -precubierta
basta observar que un morfismo
f : Y → X con Y ∈ X se factoriza
a través de gX si y sólo si la sucesión
construida con el pullback de f y gX se
escinde, lo cual se cumple debido a que
Ext1

R (Y,KX) = 0.

KX E Y 00

K MX X 00 gX

f

Análogamente se prueba que fX es X -precubierta.

Definición 2.63. Dada una clase de módulos X , decimos que una clase ω es X -
inyectivo si idX (ω) = 0.

Lema 2.64. Sea (X , ω) un par de clases de módulos tal que ω es X -inyectivo. Entonces
(a) ω∧ es X -inyectivo;
(b) si ω es un cogenerador de X cerrado por sumandos directos, entonces

X ∩ X⊥ = X ∩ (ω∧) = ω.

Demostración.
(a) Es inmediato de 2.61.
(b) Por el punto anterior es claro que X ∩ (ω∧) ⊆ X ∩ X⊥.

Por otro lado, dado X ∈ X ∩ X⊥existe una sucesión exacta

0→ X → W → X ′ → 0

con W ∈ ω y X ′ ∈ X , debido a que ω es cogenerador. Dicha sucesión se escinde
pues X ∈ X⊥, así que X ∈ ω.
Además, es claro que ω ⊆ X ∩ (ω∧). Por lo tanto, se tienen las igualdades
buscadas.

Lema 2.65. Sea (X , ω) un par de clases de módulos. Si ω es un cogenerador X -
inyectivo en X cerrado por sumandos directos, entonces se cumplen las siguientes
igualdades:
(a) X ∩ ω∨ = {X ∈ X | idX (X) <∞} y
(b) idX (M) = coresdimω (M) para todo M ∈ X ∩ ω∨.

Demostración.
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(a) Dado M ∈ X ∩ ω∨, por 2.55 tenemos que

idX (M) ≤ idX (ω) + coresdimω (M) = coresdimω (M) <∞.

Por otro lado, para todo M ∈ X con idX (X) = n < ∞ podemos contruir una
sucesión exacta

0→M → W0 → ...→ Wn−1 → Z → 0

con Wi ∈ ω y Z ∈ X debido a que ω es un cogenerador en X . Así que por 1.33
se sigue que

ExtkR (X , Z) = Extn+k
R (X ,M) = 0

para todo k > 0. Por lo tanto, Z ∈ X ∩ X⊥ = ω por 2.64. En conclusión,
coresdimω (M) ≤ n.

(b) Se sigue de la prueba anterior.

Teorema 2.66. Sea (X , ω) un par de clases de módulos cerradas por sumandos direc-
tos. Si X es cerrada por extensiones y ω es un cogenerador X -inyectivo en X , entonces

pdω∧ (C) = pdω (C) = resdimX (C) para todo C ∈ X ∧.

Demostración. Sean X cerrada por extensiones, ω un cogenerador X -inyectivo en X
y C ∈ X ∧.

pdω (C) ≤ resdimX (C).
Se sigue de 2.55(b) que

pdω (C) ≤ pdω (X ) + resdimY (C) = idX (ω) + resdimY (C) = resdimY (C) .

resdimX (C) = pdω (C).
Lo probamos por inducción sobre n = resdimX (C).
Si n = 0 entonces C ∈ X . Así que pdω (C) ≤ idX (ω) = 0.
En caso de que n = 1, tenemos una sucesión exacta

0→ X1 → X0 → C → 0

con X0, X1 ∈ X . Además, por 2.62 existe una sucesión exacta

η : 0→ YC → XC
ϕ→ C → 0

donde YC ∈ ω∧, XC ∈ X y ϕ es una X -precubierta.
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Tomando E como el pullback de
las sucesiones anteriores, obser-
vamos que como ϕ es una X -
precubierta la sucesión exacta

0→ X1 → E → XC → 0

se escinde, por lo que E ∈ X . Ade-
más, como ω∧ es X -inyectivo por
2.64, se sigue que la sucesión exac-
ta

0→ YC → E → XC → 0

se escinde, por lo que YC ∈ X .

CX0X1

XCEX1

YCYC

00

00

00

00

Finalmente, observamos que η no se escinde, ya que C /∈ X , y YC ∈ X ∩ ω∧ = ω
por 2.64. Por lo que podemos concluir que Ext1

R (C, ω) 6= 0. Por lo tanto,

1 = resdimX (C) ≥ pdω (C) ≥ 1.

Sea n > 1. Por hipótesis de inducción, resdimX (N) = pdω (N) para todo módulo
N con resdimX (C) < n. Existe una sucesión exacta

η : 0→ K → X0 → C → 0

con X0 ∈ X y resdimX (K) = n− 1, por lo que

pdω (K) = resdimX (K) = n− 1.

De manera que existe W ∈ ω tal que Extn−1
R (K,W ) 6= 0. Por lo que al aplicar

Hom R(_,W ) a η obtenemos la sucesión exacta

0 = Extn−1
R (X0,W )→ Extn−1

R (K,W )→ ExtnR (C,W )→ ExtnR (X0,W ) = 0,

y así podemos concluir que ExtnR (C,W ) 6= 0. Por lo tanto,

n ≤ pdω (C) ≤ resdimX (C) = n.

Lema 2.67. Sean (X ,Y) un par de cotorsión completo y hereditario y ω = X ∩ Y.
Entonces
(a) idX (Y) = 0 y ω es un cogenerador X -inyectivo en X .
(b) pdY (M) = pdω (M) = resdimX (M) para todo M ∈ X ∧.
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(c) pdY (M) = resdimω (M) para todo M ∈ ω∧.

Demostración.
(a) Debido a que (X ,Y) es hereditario tenemos que idX (Y) = 0 por 2.19. En parti-

cular, idX (ω) ≤ idX (Y) = 0. Por lo tanto, ω es X -inyectivo.
Ahora, para probar que ω es cogenerador en X observamos que como (X ,Y) es
completo, para todo X ∈ X existe una sucesión exacta

0→ X → W → X ′ → 0

con W ∈ Y y X ′ ∈ X . Pero como X es cerrada por extensiones, se sigue que
W ∈ X . Por lo tanto, W ∈ X ∩ Y = ω.

(b) Sea M ∈ X ∧. Por 2.66 y (a) tenemos que

pdω∧ (M) = pdω (M) .

Por otro lado, por 2.55(b) tenemos que

pdY (M) ≤ pdY (X ) + resdimX (M) = resdimX (M) .

Además, por 2.57 se tiene que pdY (M) = resdimX (M). Por lo tanto,

pdY (M) = resdimX (M) .

(c) Análogamente a (b), dado M ∈ ω∧, por 2.55(b) tenemos que

pdY (M) ≤ pdY (ω) + resdimω (M) = resdimω (M) .

Veamos por inducción sobre n = resdimω (M) que pdY (M) = resdimω (M).
En caso de que n = 0 se sigue que M ∈ ω ⊆ X . Por lo que pdY (M) = 0.
Sea n > 0. Por hipótesis de inducción pdY (N) = resdimω (N) para todo módulo
N con resdimω (N) < n. Observamos que tenemos una sucesión exacta

0→ K → W0 →M → 0

con W0 ∈ ω y K con resdimω (K) = n− 1, por lo que pdY (K) = n− 1. Entonces
por 2.53 tenemos que

n− 1 = pdY (K) ≤ máx{pdY (M)− 1, pdY (W0)} = pdY (M)− 1.

Por lo tanto,
n ≤ pdY (M) ≤ resdimω (M) = n.
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Teorema 2.68. Sean (X ,Y) un par de cotorsión hereditario y ω = X ∩ Y. Entonces
se cumplen los siguientes enunciados:
(a) pd (X ) = pdX (X ) = coresdimY (X ) = coresdimω (X ) = coresdimY (Mod (R));
(b) pdX (X ) <∞ si y sólo si X ⊆ ω∨ y pd (ω) <∞, y en tal caso Y∨ = Mod (R).

Demostración.
(a) Por 2.57 sabemos que

pd (X ) = pdX (X ) = coresdimY (Mod (R)) ≤ coresdimY (X ) + 1.

En caso de que pd (X ) =∞, como ω ⊆ Y tenemos que

coresdimω (X ) ≥ coresdimY (X ) .

Por lo que podemos concluir que

pd (X ) = pdX (X ) = coresdimY (Mod (R)) = coresdimY (X ) = coresdimω (X ) .

En caso de que pd (X ) = n <∞. Como pd (X ) = coresdimY (Mod (R)), se sigue
que Y∨ = Mod (R). Así que por 2.55 tenemos que

pdX (X ) = idX (X )
≤ idX (Y) + coresdimY (X )
= coresdimY (X )
≤ coresdimY (Mod (R)) = pdX (X ) .

Además, como idX (X ) = pdX (X ) <∞, por 2.65 sabemos que

X = {X ∈ X | idX (X) <∞} = X ∩ ω∨ ⊆ ω∨

y que pdX (X ) = idX (X ) = coresdimω (X ).
(b) En caso de que pd (X ) < ∞, se ha probado que Y∨ = Mod (R) y que X ⊆ ω∨.

Luego, por el resultado dual de 2.67 y el punto anterior tenemos que

pd (X ) = coresdimY (Mod (R)) = idω (ModR) = pd (ω)

En caso de que X ⊆ ω∨ y pd (ω) = n < ∞. Observamos que ω ⊆ X ⊆ ω∨, lo
que implica que pd (ω) = pd (X ) por 2.61.

Definición 2.69. Sean X y Y clases de módulos. Definimos la clase

PY(X ) := {X ∈ X | pdY (X) <∞} .
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En caso de que Y = Mod (R) denotaremos PY(X ) = P(X ).

Teorema 2.70. Sean (X ,Y) un par de cotorsión completo y hereditario, y ω = X ∩Y.
Si pdX (X ) <∞, entonces los siguientes enunciados se satisfacen:
(a) X ∧ = PY Mod (R) = PMod (R) y Y∨ = Mod (R).
(b) resdimX (M) = pdY (M) para todo M ∈ PMod (R).
(c) pd (M) ≤ pdX (X ) + resdimX (M) para todo M ∈ P(Mod (R)).
(d) P(Mod (R)) ∩ Y = ω∧.

Demostración.
(a) Dado que pdY (X ) = 0 por 2.19, para todo M ∈ X ∧ se tiene que

pdY (M) ≤ resdimX (M) (2.C)

por 2.55. En particular, X ∧ ⊆ PY Mod (R).
Por otro lado, de 1.33 podemos concluir que

resdimX (M) ≤ pdY (M) (2.D)

para todo M ∈ Mod (R). Por lo tanto, PY Mod (R) ⊆ X ∧, y así hemos probado
que PY Mod (R) ⊆= X .
Ahora, como Proj (R) ⊆ X tenemos que

resdimX (M) ≤ resdimProj(R) (M) = pd (M) ,

por lo que P(Mod (R)) ⊆ X ∧.
Por otro lado, por 2.C y 2.D tenemos que resdimX (M) = pdY (M) para todo
M ∈ X ∧; así que por 2.55 tenemos que

pdX (M) ≤ pdX (X ) + resdimX (M) <∞

para todoM ∈ X ∧, lo que implica por 2.56 que pd (M) <∞ para todoM ∈ X ∧.
Por lo tanto, PMod (R) = X ∧.
La ecuación Y∨ = Mod (R) es inmediata de 2.68.

(b) Se sigue de las ecuaciones 2.C y 2.D junto con el punto anterior.
(c) Por 2.55 sabemos que

pdX (M) ≤ pdX (X ) + resdimX (M)

para todo módulo M . Además, en caso de que M ∈ P(Mod (R)) tenemos que

pd (M) = pdX (M)
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por 2.56 debido a que Proj (R) ⊆⊥1 Y = X . Dado que ω ⊆ Y ∩ P(Mod (R)) por
2.68, y tanto Y como P(Mod (R)) son clases cerradas por conúcleos de mono-
morfismos, se sigue que ω∧ ⊆ Y ∩ P(Mod (R)).
Veamos la contención opuesta. Sean M ∈ Y ∩ P(Mod (R)) y r = pdY (M), la
cual es finita debido a que pdY (M) ≤ pd (M) por 2.56. Ahora, dado que (X ,Y)
es completo de manera similar a la prueba de 2.67 se puede mostrar que para
todo Y ∈ Y existe una sucesión exacta

0→ Y ′ → W → Y → 0

con W ∈ ω y Y ′ ∈ Y . En particular, para M existe una sucesión exacta

0→ K1 → W0 →M → 0

con W0 ∈ ω y K1 ∈ Y , y así K1 ∈ Y ∩ P(Mod (R)) por 2.53. Repitiendo este
razonamiento construimos con recursión una sucesión exacta

0→ Kr+1 → Wr → ...→ W0 →M → 0

con Wi ∈ ω y Ki ∈ Y ∩ P(Mod (R)). Además, por 1.33 tenemos que

Ext1
R (Kr, Kr+1) ∼= Extr+1

R (M,Kr+1) = 0,

de modo que Kr+1 ∈ ω, ya que la sucesión exacta

0→ Kr+1 → Wr → Kr → 0

se escinde. Por lo tanto, resdimω (M) ≤ r + 1.
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3 Las clases GennM y CogennM

En los capítulos anteriores, analizamos el comportamiento de las clases Inj (R) y
Proj (R) con el objetivo de recrear las construcciones hechas con módulos proyecti-
vos e inyectivos. Dicho trabajo rindió frutos en el capítulo 2, donde generalizamos las
dimensiones homológicas a dimensiones homológicas relativas y las relacionamos con
pares de cotorsión.
En este capítulo, analizaremos uno de los resultados más importantes relacionados con
un generador proyectivo: la equivalencia de Morita. Veremos que dicho resultado lo
podemos generalizar, restringiéndolo a subcategorías de la forma Gen (M) y Cogen (M)
para un módulo M que cumple ciertas propiedades.
Una vez hecho esto, se presentan las clases GennM y CogennM definidas en [Wei05]
y [Baz04]. Aunque no encontraremos ningún teorema que incluya una equivalencia
de categorías entre estas clases, veremos que generalizar las propiedades encontradas
para Gen (M) y Cogen (M), nos brindarán interesantes características para Genn(M)
y Cogenn(M).

3.1. Equivalencias de subcategorías de módulos

Los teoremas de la equivalencia de Morita caracterizan las equivalencias entre dos
categorías de módulos Mod (R) y Mod (S).

Teorema 3.1 (Morita I). Sean PR un generador proyectivo y S = End R(P ). Entonces

Hom R(P,_) : Mod (R) � Mod (S) : _⊗S P

es una equivalencia de categorías.

Teorema 3.2 (Morita II). Si R y S son anillos tales que existe una equivalencia de
categorías

F : Mod (R) � Mod (S) : G,

y tomamos P = G(S), entonces S ∼= End R(P ) de tal manera que P tiene una estruc-
tura natural de S − R bimódulo. Además, con lo anterior podemos probar que existen
isomorfismos naturales F ∼= _⊗S P y G ∼= Hom R(P,_).

75



3.1 Equivalencias de subcategorías de módulos Las clases GennM y CogennM

Demostración. Ver los teoremas 18.24 y 18.26 de [Lam99].

Ahora, si en el enunciado de Morita I, quisiéramos usar un módulo arbitrario M en
lugar de un generador proyectivo P , claramente necesitaremos cambiar el dominio y
contradominio de los funtores. En esta sección exploraremos esta idea.
Las demostraciones de los resultados expuestos en esta sección, así como otros resul-
tados relacionados, se pueden consultar en el capítulo 2 de [CF04].
Supongamos que tenemos una equivalencia de categorías

H := Hom R(V,_) : C � D : _⊗S V =: T

donde C y D son subcategorías de Mod (R) y Mod (S) respectivamente.
Recordemos que H y T son funtores adjuntos, por lo que para todo M ∈ C y N ∈ D
existe un isomorfismo natural

α = {αN,M : Hom S(N,HM)→ Hom R(TN,M)} (3.A)

donde α(δ)(n⊗ v) = δ(n)(v) para todo δ ∈ Hom S(N,HM), n ∈ N y v ∈ V .
Además, sabemos que asociadas a la adjunción existen las transformaciones naturales

ν : TH → 1Mod(R) y η : 1Mod(S) → HT

donde, para todo ϕ ∈ HM , v ∈ V y n ∈ N ,

νM(ϕ⊗ v) = ϕ(v) y ηN(n) : v 7→ n⊗ v,

llamadas counidad y unidad respectivamente, las cuales podemos restringir claramente
a C y D (ver capítulo A.2. de [CF04]).
Por lo tanto, nos encontramos en la situación del siguiente resultado.

Teorema 3.3. Un par de funtores covariantes adjuntos H : C � D : T son equivalen-
cias si y sólo si la unidad y la counidad asociadas son isomorfismos naturales.

Demostración. Ver A.3.3. de [CF04].

Por lo tanto, H y T son equivalencias, si y sólo si ν y η son isomorfismos naturales.
Cabe introducir la siguiente definición.

Definición 3.4. [CM93]Sea H : Mod (R) � Mod (S) : T un par de funtores adjuntos
con η y ν, la unidad y counidad asociadas, M ∈ Mod (R) y N ∈ Mod (S). Decimos
que M es ν-reflexivo si νM es isomorfismo, y que N es η-reflexivo si ηN es isomorfismo.
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Proposición 3.5. Sea H : Mod (R) � Mod (S) : T un par de funtores adjuntos con
η y ν, la unidad y counidad asociadas. Para todo M ∈ Mod (R) y N ∈ Mod (S) se
cumplen los siguientes enunciados:
(a) Si M es ν-reflexivo, entonces HM es η-reflexivo.
(b) Si N es η-reflexivo, entonces TN es η-reflexivo.

Demostración. En efecto, dado M ∈ Mod (R) tenemos que

H(νM)ηHM(f) = Hom R(V, νM)ηHM(f) = νMηHM(f) y

f
ηHM7→ (f ⊗ _) νM7→ f .

Por lo tanto, H(νM)ηHM = 1HM . De modo que, si νM es isomorfismo, H(νM) es
isomorfismo; y como H(νM)ηHM = 1HM , ηHM también lo es.

En particular, dado que en nuestra discusión H : C � D : T es una equivalencia de ca-
tegorías, tenemos que C consiste R-módulos ν-reflexivos y D de R-módulos η-reflexivos.
Veamos si podemos caracterizar estas clases de R-módulos de alguna manera:
Primero, observamos que

Im (νM) = νM(M) =
∑

f∈HomR(V,M)
f(V ),

por lo que νM es epimorfismo si y sólo si M ∈ Gen (V ).
Para caracterizar los R-módulos N tales que ηN es monomorfismo observamos que

n ∈ Ker (ηN) si y sólo si (n⊗ v) = 0 (3.B)

para todo v ∈ V . Recordando el isomorfismo natural 3.A, tenemos que

δ(n)(v) = α(δ)(n⊗ v) (3.C)

para todo v ∈ V y δ ∈ Hom S(N,HomR(V,C)) para cualquier C ∈ Mod (R). En
particular, si C es un cogenerador inyectivo, de 3.B y 3.C tenemos que n ∈ Ker (ηN)
si y sólo si δ(n) = 0 para todo δ ∈ Hom S(N,HomR(V,C)), lo cual sucede si y sólo si

n⊗ v ∈
⋂

δ∈Hom S(N,V ∗)
Ker (α(δ)) =

⋂
f∈HomR(N⊗V,C)

Ker (f) ,

donde V ∗ = Hom R(V,C). Pero, como C es un cogenerador inyectivo, por 1.2(a2)
tenemos que ⋂

f∈HomR(N⊗V,C)
Ker (f) = 0,
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así que podemos concluir que ⋂
f∈Hom S(N,V ∗)

Ker (f) = Ker (ηN) .

Lo que implica que ηN es un monomorfismo si y sólo si N ∈ Cogen (V ∗).
Hemos probado la siguiente proposición.

Proposición 3.6. Sean M ∈ Mod (R) y N ∈ Mod (S). Entonces se cumplen los
siguientes enunciados:
(a) νM es un epimorfismo si y sólo si M ∈ Gen (V );
(b) ηN es un monomorfismo si y sólo si N ∈ Cogen (V ∗).

De modo que en nuestra discusión tenemos que C ⊆ Gen (V ) y D ⊆ Cogen (V ∗). Es
de particular importancia cuando C = Gen (V ) y D = Cogen (V ∗).

Definición 3.7. Sea V un módulo con S = End R(V ). Decimos que V es un ∗-módulo
en caso de que

Hom R(V,_) : Gen (V ) � Cogen (V ∗) : _⊗S V

sea una equivalencia de categorías, donde V ∗ := Hom R(V,C) para un cogenerador
inyectivo CR.

En particular, cuando V es un generador proyectivo, es un ∗-módulo. Para más ejem-
plos se puede consultar la sección 2.4 de [CF04].
Por último, el siguiente teorema contiene una caracterización de los ∗-módulos.

Teorema 3.8. Los siguientes enunciados son equivalentes para un R-módulo V con
S = End R(V ):
(a) V es un ∗-módulo;
(b) νM es monomorfismo para todo M ∈ Mod (R) y ηN es un epimorfismo para todo

N ∈ Mod (S);
(c) Gen (V ) coincide con la clase

{M ∈ Mod (R) | ∃0→ V1 → V0 →M → 0 exacta con V0 ∈ Add (V ) y V1 ∈ Gen (V ) } ,

V es un módulo finitamente generado y Hom R(V,_) es exacto en Gen (V ).

Demostración. Ver teorema 2.3.8. de [CF04].
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Ahora, lo primero que observamos en la caracterización anterior es que un ∗-módulo es
finitamente generado, lo cual restringe demasiado nuestra elección de V . Por lo tanto,
no continuaremos con la búsqueda de una equivalencia de categorías.
Sin embargo, del teorema anterior podemos observar una propiedad interesante: V es
un módulo tal que para todo módulo M ∈ Gen (V ) existe una sucesión exacta

0→ U1 → V0 →M → 0

con U1 ∈ Gen (V ) y V0 ∈ Add (V ). Se sigue que para U1 existe una sucesión exacta

0→ U2 → V1 → U1 → 0

con U2 ∈ Gen (V ) y V1 ∈ Add (V ). De modo que por recursión podemos construir una
sucesión exacta

...→ Vn → ...→ V1 → V0 →M → 0

con Vi ∈ Add (V ) para todo i. Es decir podemos contruir una resolución de M relativa
a V . Lo cual nos interesa, puesto podremos utilizar nuestra herramienta construida en
capítulos anteriores.
En lo que sigue se generalizan las clases Gen (M) y Cogen (M), así como el concepto
de ∗-módulo.

3.2. Las clases GennM y CogennM

Sean n ∈ N y X una clase de R-módulos. Denotaremos como Genn(X ) a la clase de
R-módulos X que admiten una sucesión exacta de la forma

Xn → ...→ X1 → X → 0

donde Xi ∈ Add (X ) para todo i.
Dualmente, definimos la clase Cogenn(M) como la colección de módulos que admiten
una sucesión exacta de la forma

0→ X → X1 → ...→ Xn

donde Xi ∈ Prod (X ) para todo i.
De manera similar podemos definir las clases

genn(X ) ⊆ Genn(X ) y cogenn(X ) ⊆ Cogenn(X )

si además pedimos que Xi sea finitamente generado para todo i.
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Para dar una caracterización de estos módulos observamos lo siguiente:
Lema 3.9 (Truco de Eilenberg). SeaM ∈ Mod (R). Si K ∈ Add (M), entonces existen
cardinales α y β tales que K ⊕M (α) ∼= M (β). Más aún, si existe una sucesión exacta

Mn →Mn−1 → ...→M1 → X → 0

con Mi ∈ Add (M) para toda 1 ≤ i ≤ n, entonces podemos contruir una sucesión
exacta

M (αn) →M (αn−1) → ...→M (α1) → X → 0.

Dualmente, en caso de que K ∈ Prod (M), existen cardinales α y β tales que K ⊕
Mα ∼= Mβ. Además, si existe una sucesión exacta

0→ X →M1 → ...→Mn−1 →Mn

con Mi ∈ Prod (M) para toda 1 ≤ i ≤ n, entonces podemos contruir una sucesión
exacta

0→ X →Mα1 → ...→Mαn−1 →Mαn.

Demostración. Si K ∈ Add (M), entonces existe N tal que K ⊕N = M (α). De modo
que

K ⊕
(
M (α)

)(N) ∼= K ⊕ (N ⊕K)(N) = K ⊕N ⊕K ⊕N ⊕ ... ∼=
(
M (α)

)(N)
.

Ahora dada una sucesión exacta

0→ X →Mn →Mn−1 → ...→M1

con Mi ∈ Add (M) para cada i ∈ {1, ..., n}, utilizando el truco de Eilenberg, podemos
construir un módulo Ki

∼= M (αi) tal queMi⊕Ki = M (βi) para ciertos cardinales αi, βi.
De manera que al hacer la suma directa de los complejos

0→R→M0 →M1 →M2 → ...→ Mn → 0
0→ 0→K0 →K0 → 0 → ...→ 0 → 0
0→ 0→ 0 →K1 →K1 → ...→ 0 → 0

... ...
0→ 0→ 0 → ...→ 0 →Kn−1 →Kn−1 → 0
0→ 0→ 0 → ...→ 0 → Kn → Kn → 0

obtenemos la sucesión exacta buscada.

Es inmediato el siguiente resultado.
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Corolario 3.10. Sea M ∈ Mod (R). Entonces se cumplen los siguientes enunciados:
(a) X ∈ Genn(M) si y sólo si existe una sucesión exacta

M (αn) →M (αn−1) → ...→M (α1) → X → 0,

(b) X ∈ Cogenn(M) si y sólo si existe una sucesión exacta

0→ X →Mαn →Mαn−1 → ...→Mα1.

Ahora exploraremos las propiedades de cerradura de las clases Genn(M) y Cogenn(M).
Para ello introducimos la siguiente definción.
Definición 3.11. Sea M un módulo. Decimos que M es finendo si es finitamente
generado sobre su anillo de endomorfismos.
Lema 3.12. [GT06][AHTT01][CM93]Los siguientes enunciados son equivalentes para
un módulo M :
(a) M es finendo;
(b) existe una add (M)-preenvolvente de R;
(c) existe una Gen (M)-preenvolvente de R;
(d) Gen (M) es una clase preenvolvente;
(e) existe una Add (M)-preenvolvente R→ B de R.
(f) MX ∈ Gen (M) para todo X;
(g) Gen (M) es cerrado por productos arbitrarios;
(h) MM ∈ Gen (M).

Demostración. (a)⇒ (b) Sea E = End R(M). Dado que el R-módulo M es finen-
do y Hom R(R,M) ∼= M como End R(M)-módulos, existen f1, ..., fn que generan a
Hom R(R,M). Se propone como add (M)- envolvente de R al morfismo

ψ =


f1
...
fn

 : R→Mn.

Sea g : R→M ′ conM ′ ∈ add (M). Por definción, existe N tal queM ′⊕N = Mk para
algún k ∈ N. Sean ι : M ′ → Mk la inclusión natural y π : Mk → M ′ la proyección
natural. Dado que ιg ∈ Hom R(R,Mk) ∼= Hom R(R,M)k podemos concluir que

ιg =


∑n
i=1 a

1
i fi

...∑n
i=1 a

k
i fi


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donde aji ∈ E para todo i, j. Así que

g = πιg = π


∑n
i=1 a

1
i fi

...∑n
i=1 a

k
i fi

 .

De manera que si definimos φ : Mn →M ′ como

φ = π


a1

1 ... a1
n

... . . . ...
ak1 ... akn

 ,

tenemos que

φψ = π


a1

1 ... a1
n

... . . . ...
ak1 ... akn



f1
...
fn

 = π


∑n
i=1 a

1
i fi

...∑n
i=1 a

k
i fi

 = g.

Por lo tanto, ψ es add (M)-preenvolvente.
(b)⇒ (c) Sea b : R→ B una add (M)-preenvolvente.
Veamos que b también es una Gen (M)-preenvolvente.
Sea c : R → C con C ∈ Gen (M). Dado que
C ∈ Gen (M), existe un epimorfismo f : M (X) → C.
Luego, como R es proyectivo, existe c′ : R → M (X) tal
que fc′ = c. Pero, como R es generado por 1, c′(R)
es generado por c′(1); así que, como c′(1) ∈ M (X0) con
X0 ⊆ X finito, existe un morfismo c′′ : R → M (X0) tal
que c = fic′′, donde i : M (X0) →M (X) es la inclusión

R

M (X) CM (X0)

c
c′

c′′

i f

natural. Entonces, dado que M (X0) ∈ add (M), c′′ se factoriza a través de b y entonces
c también. Por lo tanto, b es una Gen (M)-preenvolvente.
(c) ⇒ (d) Sea b : R → B una Gen (M)-preenvolvente de R. Para un R-módulo
arbitrario A, sabemos que existe un epimorfismo π : R(I) → A. Si

R(I) B(I)

A B′

b(I)

π

b′

σ
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es un push-out, b′ es una Gen (M)-preenvolvente de A.
En efecto, dado que π es un epimorfismo, σ también lo es;
por lo que B′ ∈ Gen (M). Luego, para todo morfismo f :
A → X con X ∈ Gen (M), se tiene que fπ se factoriza
a través de b(I) por ser una Gen (M)-preenvolvente, pero
el push-out hace que f se factorice a través de b′. Por lo
tanto, b′ es Gen (M)- preenvolvente.

R(I) B(I)

A B′

X

b(I)

π

b′

σ

f

(d)⇒ (a) Veamos queMX ∈ Gen (M) para todo conjunto X. En efecto, consideremos
un epimorfismo f : R(Z) →MX ; si g : R(Z) →M ′ es una
Gen (M)-preenvolvente, se tiene que πxf se factoriza a
través de g para todo x ∈ X donde πx : MX → M es
la proyección canónica. Pero por la propiedad universal
del producto, existe un morfismo h : M ′ → MX tal
que hg = f . Entonces dado que f es epimorfismo, h
es epimorfismo. Por lo tanto, MX ∈ Gen (M) ya que
hemos cubierto MX con M ′ que ya estaba cubierto por
un coproducto de M .

R(Z) MX

M ′ M

f

g πx

g′x

Por lo anterior sabemos que existe un epimorfismo φ : M (X) →MM , donde el producto
MM lo manipularemos como el conjunto

MM = {f : M →M | f es función},

y consideraremos las inclusiones canónicas va : M →M (X) y las proyecciones canónicas
πa : MM → M . Dado que φ es epimorfismo, existe x ∈ M (X) tal que φ(x) = 1M .
Entonces, si F es un subconjunto finito de X tal que x = ∑

a∈F va(xa), tenemos para
todo m ∈M que

m = πmφ(x) = πmφ

(∑
a∈F

va(xa)
)

=
∑
a∈F

πmφva(xa)

donde πmφva ∈ E. Por lo tanto, EM es generado por {xa}a∈F .
(b) ⇒ (e) Sea b : R → B una add (M)-preenvolvente de R. Veamos que b es una
Add (M)-preenvolvente. Sea g : R → C con C ∈ Add (M), es decir C es sumando
directo de M (Z) para algún Z. Dado que R es finitamente generado, g se facotoriza a
través de g′ : R→ M (X0) para un subconjunto finito X0 ⊆ X. Entonces g se factoriza
a través de b, ya que g se factoriza a través de g′, y g′ se factoriza a través de b debido
a que b es una add (M)-preenvolvente.
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(e) ⇒ (c) Sea b : R → B una Add (M)-preenvolvente. Veamos
que b también es una Gen (M)-preenvolvente. Sea c : R→ C con
C ∈ Gen (M), por lo que existe un epimorfismo f : M (X) → C.
Entonces, como R es proyectivo, existe c′ : R → M (X) tal que
c = fc′. Luego, dado que M (X) ∈ Add (M), c′ se factoriza a
través de b, y así c se factoriza a través de b. Por lo tanto, b es
una Gen (M)-preenvolvente.

R

M (X) C

c
c′

f

(a) ⇒ (f) Si EM es finitamente generado, existe un conjunto finito de generadores
{y1, ..., yn}. Sea α = (mx)X ∈ MX . Para todo x ∈ X existen ax1 , ..., axn ∈ E tales que∑n
i=1 a

x
i yi = mx. De modo que para todo x ∈ X existe un morfismo

φx = (ax1 , ..., axn) : Mn →M

tal que φx(y1, ..., yn) = mx, y así existe un morfismo

φα =
∏
x∈X

φx : Mn →MX

tal que φα(y1, ..., yn) = α. Por lo tanto,

φ =
⊕

α∈MX

φα : (Mn)(MX) →MX

es suprayectivo y así podemos concluir que MX ∈ Gen (M).
(f) ⇒ (g) Sea (fi : M (Xi) → Ni)i∈I una familia de epimorfismos. Tomando X =
∪i∈IXi, dicha familia induce una segunda familia de epimorfismos (fi : M (X) → Ni)i∈I ,
la cual induce el epimorfismo ∏

i∈I
fi :

∏
i∈I
M (X) →

∏
i∈I
Ni,

donde ∏i∈IM
(X) =

(
M I

)(X)
∈ Gen (M). Lo que implica que ∏i∈I Ni ∈ Gen (M) ya

que M I ∈ Gen (M).
(g)⇒ (h) Trivial.
(h) ⇒ (a) Por hipótesis tenemos un epimorfismo φ = (φi)i∈I : M (I) → MM . Sea
α = (αm) ∈ MM tal que αm = m para toda m ∈ M . Dado que φ es un epimorfismo
existe (yi)i∈I tal que

φ(yi)i∈I =
∑
i∈I

φi(yi) = α.

Ahora, si πm : MM → M a la m-ésima proyección canónica, y F ⊆ I es un conjunto
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finito tal que α = ∑
i∈F φi(yi), tenemos para todo m ∈M que

m = πm(α) = πm(
∑
i∈F

φi(yi)) =
∑
i∈F

πmφi(yi).

Por lo tanto, M es generado por el conjunto finito {yi}i∈F .

Observación 3.13. En la demostración del lema anterior queda implícito que las
condiciones son además equivalentes a las siguientes:
(a) existe una Add (M)-preenvolvente de un progenerador,
(b) existe una Add (M)-preenvolvente para todo progenerador,
(c) existe una Gen (M)-preenvolvente para un progenerador, y
(d) existe una Gen (M)-preenvolvente para todo progenerador.

De la demostración del lema anterior podemos deducir el siguiente resultado.

Proposición 3.14. Sean n ∈ N y M ∈ Mod (R). Considerando las siguientes enun-
ciados:
(a) M es finendo,
(b) MX ∈ Gen (M) para todo X,
(c) Genn(M) es cerrado por productos arbitrarios para todo n ≥ 1,
(d) MM ∈ Gen (M);

tenemos que (c) ⇒ (d) ⇒ (a) ⇒ (b). Más aún, en caso de que Genn(M) sea cerrado
por n-cocientes también tenemos que (b)⇒ (c).

Demostración. Ya hemos visto la prueba de las implicaciones (d)⇔ (a)⇔ (b), por lo
que basta probar las implicaciones (b)⇒ (c) y (c)⇒ (d).
(b) ⇒ (c) Dada una familia {Ni}i∈I en Genn(M), sabemos por el truco de Eilenberg
que para cada i ∈ I tenemos una sucesión exacta

M (αin) →M (αin−1) → ...→M (αi1) → Ni → 0.

Con dichas sucesiones podemos construir una sucesión exacta∏
i∈I
M (αin) →

∏
i∈I
M (αin−1) → ...→

∏
i∈I
M (αi1) →

∏
i∈I
Ni → 0,

donde cada ∏i∈IM
(αik) ∼= (M I)(αik) ∈ Gen (M) por hipótesis. Entonces como Genn(M)

es cerrado por n-cocientes podemos concluir que ∏i∈I Ni ∈ Genn(M).
(3⇒ 4) Claramente M ∈ Genn(M), así que MM ∈ Genn(M) ⊆ Gen (M).
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Definición 3.15. Sea M ∈ Mod (R). Decimos que M es cofinendo, si existe una
Prod (M)-precubierta de un cogenerador inyectivo Q.

El siguiente es el resultado dual del lema anterior.

Lema 3.16. Los siguientes enunciados son equivalentes para un módulo M :
(a) Cogen (M) es una clase precubriente;
(b) todo cogenerador inyectivo tiene una Prod (M)-precubierta;
(c) existe una Prod (M)-precubierta de un cogenerador inyectivo Q;
(d) existe una Cogen (M)-precubierta de un cogenerador inyectivo Q.

Demostración.
(a) ⇒ (b) Sea Q un cogenerador inyectivo. Dado que
Cogen (M) es una clase precubriente, existe una Cogen (M)-
precubierta f : M ′ → Q. Como M ′ ∈ Cogen (M), existe un
monomorfismo i : M ′ →MX . Así que, como Q es inyectivo,
existe un morfismo g : MX → Q tal que gi = f .

M ′ MX0

Q

i

f g

M ′ MX

QM ′′

h′

h

i

f g

Veamos que g es Prod (M)-precubierta. Sea h : M ′′ → Q tal
que M ′′ ∈ Prod (M). Dado que Prod (M) ⊂ Cogen (M) por
1.30, y que f es una Cogen (M)-precubierta, h se factoriza
a través de f , pero como f se factoriza a través de g, h se
factoriza a través de g. Por lo tanto, g es una Prod (M)-
precubierta de Q.

(b)⇒ (c) Trivial.
(c) ⇒ (d) Sea f : M ′ → Q una Prod (M)-precubierta de un cogenerador inyectivo.
Veamos que f también es una Cogen (M)-precubierta de Q. Sea g : M ′′ → Q con
M ′′ ∈ Cogen (M). Como M ∈ Cogen (M), existe un monomorfismo i : M ′′ → MX .
Entonces, como Q es inyectivo, existe un morfismo g′ : MX → Q tal que g′i = g. Pero,
como f es una Prod (M)-precubierta y MX ∈ Prod (M), g′ se factoriza a través de f ,
lo que implica que g se factoriza a través de f .
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(d) ⇒ (a) Sea Q un cogenerador inyectivo con una
Cogen (M)-precubierta f : M ′ → Q. Sea N ∈ Mod (R),
dado que Q es un cogenerador existe un monomorfismo
g : N → QX . Consideramos el pull-back (P, α, β) de
fX : M ′X → QX y g. Observamos que α es un monomor-
fismo dado que g es un monomorfismo, lo que implica que
P ∈ Cogen (M).
Veamos que β es Cogen (M)-precubierta. Sea w : M ′′ → N
un morfismo con M ′′ ∈ Cogen (M). Dado que fX es una
Cogen (M)-precubierta, existe un morfismo w′ : M ′′ → M ′

tal que gw = fXw′, lo que implica que w1 se factoriza a
través de β por la propiedad universal del pull-back.

P N

M ′X QX

M ′′

β

α

fX

g

w

w′

Observación 3.17. Cabe observar que como todo módulo en Add (M) se puede en-
cajar en un módulo de Prod (M). Siempre se satisface que Cogen (M) es cerrado por
coproductos arbitrarios y Cogenn(M) es cerrado por coproductos arbitrarios en caso de
ser cerrado por n-núcleos.

3.3. ∗n-módulos

En la primera sección vimos que los ∗-módulos se pueden caracterizar como módulos
finitamente generados M tales que Gen (M) = Gen2(M) y Hom R(M,_) es exacto en
Gen (M). En esta sección buscaremos explorar la noción de ∗-módulo utilizando dicha
caracterización.
En particular serán de interés los R-módulos T que satisfacen que

Genn+1(T ) = Genn(T ) ⊆ T⊥1 .

Por lo que en esta sección, estudiaremos las propiedades que satisfagan estos módulos,
así como otras clases de módulos que bautizaremos ∗n-módulos fuertes y ∗n-módulos
especiales, las cuales son generalizaciones de las nociones de ∗-módulo y módulo n-
quasitilting presentadas en [AHMV15].
Cabe mencionar que la noción de ∗n-módulo fuerte lleva dicho nombre debido a que
es una versión fuerte de la de ∗n-módulo presentada en otras fuentes. Más aún, es un
caso particular de la noción de R-módulo n-estrella presentada en [Wei05]. Por esta
razón cabe observar que varias de las técnicas utilizadas en esta sección son las que
utiliza Jiaqun Wei en [Wei05].
Empezaremos esta exposición con un par de observaciones sobre el comportamiento
de la clase Genn(T ) cuando Genn(T ) = Genn+1(T ).
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Observación 3.18. Si un R-módulo T satisface que Genn+1(T ) = Genn(T ), entonces
se cumplen los siguientes enunciados:
(a) todo M ∈ Genn(T ) admite una sucesión exacta

0→ N → T ′ →M → 0

con T ′ ∈ Add (T ) y N ∈ Genn(T ),
(b) todo M ∈ Genn(T ) admite una Add (T )-resolución.

Observación 3.19. Dualmente, si un R-módulo T satisface que Cogenn(T ) = Cogenn+1(T ),
entonces se cumplen los siguientes enunciados:
(a) todo M ∈ Cogenn(T ) admite una sucesión exacta

0→M → T ′ →M → 0

con T ′ ∈ Add (T ) y N ∈ Cogenn(T ),
(b) todo M ∈ Cogenn(T ) admite una Prod (T )-resolución.

A continuación nos concentraremos en las propiedades que presenta un módulo T tal
que Genn+1(T ) = Genn(T ) ⊆ T⊥1 .

Lema 3.20. [Wei05] Si un R-módulo T satisface que Genn+1(T ) = Genn(T ) ⊆ T⊥1,
entonces Genn(T ) es cerrado por extensiones.
Dualmente, si T satisface que Cogenn(T ) = Cogenn+1(T ) ⊆ ⊥1T , entonces Cogenn(T )
es cerrado por extensiones.

Demostración. Sea
0→ A→ B

g→ C → 0

una sucesión exacta con A,C ∈ Genn(T ) = Genn+1(T ). Sabemos que existen Add (T )-
resoluciones

...→Mn → ...→M0
a0→ A→ 0 y

...→M ′
n → ...→M ′

0
b0→ C → 0.

Además, como Genn(T ) ⊆ T⊥1 , sabemos que Ext1
R (M ′

0, B) = 0 por lo que existe un
morfismo h : M ′

0 → B tal que gh = b0.
Utilizando el lema de la serpiente, podemos concluir que el morfismo

c := fa0 ⊕ h : M0 ⊕M ′
0 → B
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es suprayectivo.

A B C

0 Coker c 0

M0 M0 ⊕M ′
0 M ′

0

Ker a0 Ker c Ker b00

0 0

0 0

0
Más aún, dado que Ker (a0) ,Ker (b0) ∈ Genn(T ) podemos repetir el argumento ante-
rior n veces obteniendo una sucesión exacta

Mn−1 ⊕M ′
n−1 → ...→M1 ⊕M ′

1 →M0 ⊕M ′
0 → B → 0.

Por lo tanto, B ∈ Genn(T ).

Observación 3.21. El resultado anterior también es válido para módulos T tales que
toda sucesión exacta

0→ A→ B → C → 0

con A,C ∈ Genn(T ) permanezca exacta bajo Hom R(T,_).

Lema 3.22. [Wei05] Sea M ∈ Mod (R). Si Genn(M) es cerrado por extensiones y
Genn(M) = Genn+1(M), entonces Genk(Genn(M)) = Genk(M) para todo k ≥ 1. En
particular, Genn(M) es cerrado por n-cocientes.
Dualmente, si Cogenn(M) es cerrado por extensiones y Cogenn(M) = Cogenn+1(M),
entonces Cogenk(CogennM) = Cogenk(M) para todo k ≥ 1. En particular, Cogenn(M)
es cerrada por n-submódulos.

Demostración. Dado que Add (M) ⊆ Genn(M) es inmediato que

Genk(Genn(M)) ⊇ Genk(M).

Por lo que basta probar que Genk(Genn(M)) ⊆ Genk(M). Procedemos por inducción.
Para k = 1, es inmediato debido a que Genn(M) ⊆ Gen1(M). Para k > 1, consideramos
una sucesión exacta

Ck+1 → Ck → ...→ C1
f→M → 0
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con Ci ∈ Genn(M). Observamos que M1 = Ker (f) ∈ Genk(Genn(M)), por lo que
M1 ∈ Genk(M) por hipótesis de inducción. En conclusión, tenemos una sucesión exacta

0→M1
i→ C1 →M → 0

con M1 ∈ Genk(M) y C1 ∈ Genn(M).
Por otro lado, dado que Genn(M) = Genn+1(M) y C1 ∈ Genn(M), sabemos que existe
una sucesión exacta

0→ C ′ → T1
p→ C1 → 0

con T1 ∈ Add (M) y C ′ ∈ GennM . Luego,
al considerar el pull-back de i con p obte-
nemos una sucesión exacta

0→ C ′ → Y
p′→M1 → 0.

Ahora, dado que M1 ∈ Genk(M) tenemos
una sucesión exacta

0→M ′
1 → T ′1

p′′→M1 → 0

M1 C1 M

Y T1 M

C ′ C ′

0 0

0 0

0 0

0 0
con T ′1 ∈ Add (M) y M ′

1 ∈ Genk−1(M).
Así que al tomar el pull-back de p′ y p′′ obtenemos una sucesión exacta

M1YC ′

T ′1XC ′

M ′
1M ′

1

0 0

0 0

0 0

0 0

0→ C ′ → X → T ′1 → 0

con C ′ ∈ Genn(M) y

T ′1 ∈ Add (M) ⊆ Genn(M),

lo que implica que X ∈ Genn(M) ya que
por hipótesis Genn(M) es cerrado por ex-
tensiones. Por otro lado, del pull-back tam-
bién obtenemos una sucesión exacta

0→M ′
1 → X → Y → 0

donde tenemos que M ′
1 ∈ Genk−1(M) ⊆ Gen k−1 (Genn(M)) y X ∈ Genn(M), lo

que implica que Y ∈ Gen k (Genn(M)). Por lo tanto, Y ∈ Genk(M) por hipótesis de
inducción.
Finalmente, observamos que del primer pull-back habíamos obtenido una sucesión
exacta

0→ Y → T1 →M → 0
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donde Y ∈ Genk(M) y T1 ∈ Add (M), lo que implica que M ∈ Genk+1(M).

Corolario 3.23. Si T es un módulo tal que Genn+1(T ) = Genn(T ) ⊆ T⊥1, entonces
Genn(T ) es cerrado por extensiones, coproductos y n-cocientes.
Dualmente, si Cogenn(T ) = Cogenn+1(T ) ⊆ ⊥1T , entonces Cogenn(T ) es cerrado por
extensiones, productos y n-submódulos.

3.3.1. ∗n-módulos fuertes

En esta sección presentamos la clase de los ∗n-módulos fuertes y su versión dual. Por
completez se presentan los resultados duales, omitiendo la prueba cuando es análoga
a su dual.

Definición 3.24. Sea T ∈ Mod (R).
(a) T es un ∗n-módulo fuerte si Genn+1(T ) = Genn(T ) y Hom R(T,_) es exacto para

sucesiones exactas cortas en Genn(T ).
(b) T es un co-∗n-módulo fuerte si Cogenn+1(T ) = Cogenn(T ) y Hom R(_, T ) es

exacto para sucesiones exactas cortas en Cogenn(T ).

Observación 3.25. Si T es un R-módulo tal que Genn+1(T ) = Genn(T ) ⊆ T⊥1,
entonces T es un ∗n-módulo fuerte.

Lema 3.26. [Wei05] Dado el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos
en Mod (R):

0 K1 T1 N 0

0 K2 T2 N 0

0 K1 T1 N 0

i1 p1

i2 p2

i1 p1

f

f ′

g

g′

tenemos que K1 ⊕ T2 ∼= K2 ⊕ T1.

Demostración. Por la conmutatividad del diagrama observamos que

p1 (1T1 − g′g) = p1 − g′gp1 = 0,

por lo que 1T1−g′g se factoriza a través de K1, es decir, existe un morfismo θ : T1 → K1
tal que i1θ = 1T1 − g′g. Luego, tenemos que

i1θi1 = (1T1 − g′g) i1 = i1 − g′gi1 = i1 − i1f ′f = i1(1K1 − f ′f).
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Así que debido a que i1 es un monomorfismo tenemos que θi1 = 1K1 − f ′f , por lo que
1K1 = θi1 + f ′f .
Por lo tanto, tenemos el diagrama conmutativo

0 K1 K2 ⊕ T1 T2 0

0 K1 K1 ⊕ T2 T2 0

(
f
−i1

)
( i2 g )

( 1
0 ) ( 0 1 )

(
f ′ −θ
i2 g

)

donde es claro que el renglón inferior es exacto. Para probar la exactitud del renglón
superior observamos que(

f
−i1

)
es un monomorfismo debido a que i1 lo es;

( i2 g ) es un epimorfismo debido a que dado x ∈ T2, tenemos p2(x) = p1(y) para
algún y ∈ T1, de modo que g(y) − x ∈ Ker (p2) = Im (i2), lo que implica que
( i2 g ) sea suprayectiva;
Ker (( i2 g )) ⊇ Im

((
f
−i1

))
ya que ( i2 g )

(
f
−i1

)
= 0 claramente; y

Ker (( i2 g )) ⊆ Im
((

f
−i1

))
debido a que si ( i2 g ) ( k

−t ) = 0, se tiene que i2(k) =
g(t) por lo que 0 = p2i2(k) = p2g(t) = p1(t) y así t ∈ Im (i1), de modo que si
t = i1(a), tenemos que i2(k) = g(t) = gi1(a) = i2f(a).

La conmutatividad y exactitud del diagrama implica la existencia del isomorfismo
buscado.

Lema 3.27. Consideramos el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos
en Mod (R):

0K1T1N0

0K2T2N0

0K1T1N0

i1p1

i2p2

i1p1

f

f ′

g

g′

Entonces K1 ⊕ T2 ∼= K2 ⊕ T1.

Demostración. Por la conmutatividad del diagrama observamos que

(1T1 − g′g) p1 = p1 − g′gp1 = 0.
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De modo que 1T1 − g′g se factoriza a través de K1, es decir, existe θ : K1 → T1 tal que
θi1 = 1T1 − g′g. Luego, tenemos que

i1θi1 = i1 (1T1 − g′g) = i1 − i1g′g = i1 − f ′fi1 = (1K1 − f ′f)i1.

Así que, como i1 es un epimorfismo, tenemos que i1θ = 1K1 − f ′f , por lo que

1K1 = i1θ + f ′f .

Por lo tanto, tenemos el diagrama conmutativo

0K1T1 ⊕K2T20

0K1T2 ⊕K1T20

(
g′

−i2

)
( i1 f ′ )

( 1
0 ) ( 0 1 )

(
g′ θ
−i2 f

)

donde es claro que el renglón superior es exacto. Para probar la exactitud del renglón
inferior observamos los siguientes puntos:(

g′

−i2

)
es un monomorfismo debido a que

Ker
((

g′

−i2

))
= Ker (g′) ∩Ker (i2) = p2N ∩Ker (g′) ⊆ Ker (p1) = 0.

( i1 f ′ ) es un epimorfismo debido a que i1 lo es.

Ker (( i1 f ′ )) ⊇ Im
((

g′

−i2

))
ya que ( i1 f ′ )

(
g′

−i2

)
= 0 claramente.

Ker (( i1 f ′ )) ⊆ Im
((

g′

−i2

))
. En efecto, en caso de que ( i1 f ′ ) ( t

−k ) = 0, tenemos
que i1(t) = f ′(k). Luego, como i2 es un epimorfismo, existe t′ ∈ T2 tal que
i2(t′) = k. De modo que g′(t′) − t ∈ Ker (i1) = Im (p1), por lo que existe n ∈ N
tal que

t = g′(t′) + p1(n).

Por lo tanto,

( t
−k ) =

(
g′(t′)+p1(n)
i2(−t′)

)
=
(
g′(t′)+g′p2(n)

i2(−t′)

)
=
(
g′(t′+p2(n))
i2(−t′)

)
∈ Im

(
g′

−i2

)
.

La conmutatividad y exactitud del diagrama implica la existencia del isomorfismo
buscado.
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Lema 3.28. [Wei05] Sean T un ∗n-módulo fuerte y

η : 0→ L
i→M

π→ N → 0

una sucesión exacta que permanece exacta bajo Hom R(T,_). Si L y M pertenecen a
Genn(T ), entonces N ∈ Genn(T ).
De manera similar, dado un co-∗n-módulo fuerte T y una sucesión exacta

η : 0→ L
i→M

π→ N → 0

que permanece exacta bajo Hom R(_, T ). Si N y M pertenecen a Cogenn(T ), entonces
N ∈ Cogenn(T ).

Demostración. Si L,N ∈ Genn(T ) existen sucesiones exactas

0→ L′ → TL
α→ L→ 0 y 0→ N ′ → TN

γ→ N → 0

con L′, N ′ ∈ Genn(T ) y TL, TN ∈ Add (T ). Luego, dado que η permanece exacta bajo
Hom R(T,_), tenemos que Hom R(T, π) es suprayectiva, así que existe un morfismo
θ : TN →M tal que πθ = γ. En consecuencia, podemos construir el siguiente diagrama

0 L′ M ′ N ′ 0

0 TL TL ⊕ TN TN 0

0 L M N 0

0

0

0

0

0

0

( 1
0 ) ( 0 1 )

α ( iα θ ) γ

Luego, aplicando el funtor Hom R(T,_) al diagrama anterior, observamos por el le-
ma de la serpiente que todas las sucesiones exactas del diagrama permanecen exac-
tas bajo Hom R(T,_). Por lo tanto, podemos repetir el procedimiento anterior en el
renglón superior del diagrama anterior, y así recursivamente podemos concluir que
M ∈ Genn(T ).

Lema 3.29. Si un R-módulo T satisface que Gen (T ) ⊆ T⊥1, entonces Genn(T ) es
cerrado por extensiones para todo n ≥ 1.
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De manera similar, si Cogen (T ) ⊆ ⊥1T , entonces Cogenn(T ) es cerrado por extensio-
nes para todo n ≥ 1.

Demostración. Procedemos por inducción sobre n. Para n = 1, se prueba de manera
similar al lema de la herradura.
Para n > 1, consideramos una sucesión exacta

0→ A→ B
g→ C → 0

con A,C ∈ Genn(T ). Existen sucesiones exactas

M1
a1→ ...→Mn

an→ A→ 0 y

M ′
1
b1→ ...→M ′

n
bn→ C → 0

con todo Mi,M
′
i ∈ Add (T ). Dado que Genn(T ) ⊆ Gen (T ) ⊆ T⊥1 , sabemos que

Ext1
R (M ′

n, A) = 0 por lo que Hom R(M ′
n, g) es sobreyectiva, y así existe un morfismo

h : M ′
n → B tal que gh = bn.

Luego, utilizando el lema de la serpiente de la misma manera a como se hizo en el lema
anterior, observamos que el morfismo c = fan ⊕ h : Mn ⊕M ′

n → B es suprayectivo, y
más aún, dado que Ker (an) ,Ker (bn) ∈ Genn−1(T ) tenemos por hipótesis de inducción
que Ker (fan ⊕ h) ∈ Genn−1(T ). Por lo tanto, B ∈ Genn(T ).

Lema 3.30. Los siguientes enunciados son equivalentes para un módulo T y n ≥ 1:
(a) T es un ∗n-módulo fuerte y Genn(T ) es una clase cerrada por n-cocientes, co-

productos y extensiones,
(b) T es un ∗n-módulo fuerte y Genn(T ) es cerrada bajo extensiones, y
(c) Genn+1(T ) = Genn(T ) ⊆ T⊥1.

Demostración.
(a)⇒ (b) Trivial.
(b) ⇒ (c) Basta probar que T ∈⊥1 Genn(T ). Para ello consideramos una sucesión
exacta

0→M → N
g→ T → 0

con M ∈ Genn(T ) y probaremos que se escinde. Dado que Genn(T ), es una clase
cerrada por extensiones tenemos N ∈ Genn(T ). Por lo tanto, la sucesión considerada
se encuentra en Genn(T ). Así que, como T es un ∗n-módulo, tenemos la sucesión exacta

0→ Hom R(T,M)→ Hom R(T,N)→ Hom R(T, T )→ 0,
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lo que implica que existe f : T → N tal que 1T = gf .
(c)⇒ (a) Es inmediato del corolario 3.23.

También tenemos la versión dual del lema anterior.

Lema 3.31. Los siguientes enunciados son equivalentes para un módulo T y n ≥ 1:
(a) T es un co-∗n-módulo fuerte y Cogenn(T ) es una clase cerrada por n-submódulos,

productos y extensiones.
(b) T es un co-∗n-módulo fuerte y Cogenn(T ) es cerrada bajo extensiones.
(c) Cogenn+1(T ) = Cogenn(T ) ⊆ ⊥1T .

3.3.2. ∗n-módulos especiales

Sea T un ∗n-módulo fuerte. En caso de que tengamos una sucesión exacta

Tn → ...→ T1 → T0
f→M → 0

con Ti ∈ Add (T ). Se sigue por definición queM ∈ Genn+1(T ), sin embargo no por esto
podemos concluir que Ker (f) ∈ Genn(T ). En esta sección exploraremos los ∗n-módulos
fuertes que nos permitan afirmar lo anterior.

Lema 3.32. [Wei05] Sea T un módulo. Son equivalentes los siguientes enunciados:
(a) T es un ∗n-módulo fuerte tal que Genn(T ) es cerrado por conúcleos de mono-

morfismos.
(b) T satisface que :

(b1) Genn(T ) = Genn+1(T ); y
(b2) Si 0 → L → T0 → N → 0 es una sucesión exacta con T0 ∈ Add (T ) y

N ∈ Genn(T ), entonces L ∈ Genn(T ) si y sólo si la sucesión inducida

0→ Hom R(T, L)→ Hom R(T, T0)→ Hom R(T,N)→ 0

es exacta.

Dualmente, son equivalentes los siguientes enunciados:
(a) T es un co-∗n-módulo tal que Cogenn(M) es cerrado por núcleos de epimorfismos.
(b) T satisface que :

(b1) Cogenn(T ) = Cogenn+1(T ); y
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(b2) Si 0 → N → T0 → L → 0 es una sucesión exacta con T0 ∈ Prod (T ) y
N ∈ Cogenn(T ), entonces L ∈ Cogenn(T ) si y sólo si la sucesión inducida

0→ Hom R(L, T )→ Hom R(T0, T )→ Hom R(N, T )→ 0

es exacta.

Demostración.
(1⇒ 2) Sea

0→ L→ T0 → N → 0

una sucesión exacta con T0 ∈ Add (T ) y N ∈ Genn(T ).
Si L ∈ Genn(T ), entonces la sucesión inducida es exacta debido a que T es ∗n-módulo.
Supongamos ahora que la sucesión

0→ Hom R(T, L)→ Hom R(T, T0)→ Hom R(T,N)→ 0

es exacta. Dado que N ∈ Genn(T ) = Genn+1(T ) tenemos que existe una sucesión
exacta

0→ L′ → T ′0 → N → 0

con T ′0 ∈ Add (T ) y L′ ∈ Genn(T ). Dado que ambas sucesiones permanecen exactas
al aplicar el funtor Hom R(T,_) por hipótesis y por definición, por el lema anterior
tenemos que L⊕ T ′0 ∼= L′ ⊕ T0 ∈ Genn(T ).
Luego, como tenemos la sucesión exacta

0→ T ′0 → L⊕ T ′0 → L→ 0

con 0, T ′0, L ⊕ T ′0 ∈ Genn(T ) y Genn(T ) es cerrada por conúcleos de monomorfismos,
se sigue L ∈ Genn(T ).
(2⇒ 1) Probaremos que T es un ∗n-módulo tal que Genn(T ) sea cerrado por conúcleos
de monomorfismos:

Genn(T ) es cerrado bajo conúcleos de monomorfismos.
Sea 0 → L

ι→ M
π→ N → 0 una sucesión exacta con L,M ∈ Genn(T ). Por

definición existen sucesiones exactas

0→ L′ → TL
α→ L→ 0

0→M1 → TM
β→M → 0

con L′,M1 ∈ Genn(T ) y TL, TM ∈ Add (T ). Podemos construir el diagrama con-
mutativo y exacto adjunto.
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Ahora, como TM ∈ Add (T ) y
M,M1 ∈ Genn(T ), por hipótesis
Hom R(T, β) es sobreyectivo, lo que
implica que Hom R(T, ( iα β )) es so-
breyectivo, de modo que tenemos
M ′ ∈ Genn(T ) por hipótesis.
Observamos que, con el procedimiento
anterior, encontramos un epimorfismo
TM → N con TM ∈ Add (T ), y que-
damos en posición de repetir el mismo
procedimiento sobre la sucesión exacta

0→ L′ →M ′ → N ′ → 0.

Por lo tanto, de manera recursiva po-
demos contruir una sucesión exacta

0 L′ M ′ N ′ 0

0 TL TL ⊕ TM TM 0

0 L M N 0

0

0

0

0

0

0

( 1
0 ) ( 0 1 )

α ( iα β ) βπ

Tn → ...→ T2 → TM → N → 0

con Ti ∈ Add (T ). Por lo que podemos concluir que N ∈ Genn(T ).
T es un ∗n-módulo.
Sabemos que Genn(T ) = Genn+1(T ), por lo que basta probar que Hom R(T,_)
es exacto en Genn(T ).
Sea 0 → L

ι→ M
π→ N → 0 una sucesión exacta en Genn(T ). Dado que L,M ∈

Genn(T ) podemos construir el mismo diagrama que el punto anterior. Observa-
mos además que por el punto anterior podemos afirmar que N ′ ∈ Genn(T ). Así
que por hipótesis las sucesiones exactas

0→ N ′ → TM
βπ→ N → 0 y

0→ TL → TL ⊕ TM
( 0

1 )
→ TM → 0

quedan exactas tras aplicar Hom R(T,_). Se sigue entonces que Hom R(T, π)
es sobreyectiva debido ya que Hom R(T, βπ) y Hom R(T, ( 0

1 )) sobreyectivas. En
efecto, puesto que todo s ∈ Hom R(T,N) se factoriza a a través de TM como
s = βπs′, y a su vez s′ se factoriza a través de TL ⊕ TM como s′ = ( 0

1 ) s′′,
tenemos que

s = βπs′ = βπ ( 0
1 ) s′′ = π ( ιαβ ) s′′.

Por lo tanto, Hom R(T, π) es sobreyectiva.

Definición 3.33. Sea T un módulo.
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(a) Si T satisface el primer enunciado del lema anterior, diremos que T es un ∗n-
módulo especial.

(b) Si T satisface el segundo enunciado del lema anterior, diremos que T es un co-
∗n-módulo especial.

Será de utilidad la siguiente definición.

Definición 3.34. Sea T ∈ Mod (R). Decimos que una sucesión

η : 0→ N →M → K → 0

es Hom R(T,_)-exacta si permanece exacta bajo el funtor Hom R(T,_).

Lema 3.35. [Wei05] Sea T un ∗n-módulo especial y

η : 0→ L
i→M

π→ N → 0

una sucesión exacta que permanece exacta bajo Hom R(T,_). Si dos de los tres módulos
L, M y N pertenecen a Genn(T ), se sigue que el tercero también pertenece a Genn(T ).
Dualmente, dado un co-∗n-módulo especial T y una sucesión exacta

η′ : 0→ N
i→M

π→ L→ 0

que permanece exacta bajo Hom R(_, T ). Si dos de los tres módulos L, M y N perte-
necen a Cogenn(T ), se sigue que el tercero también pertenece a Cogenn(T ).

Demostración.
Si L,M ∈ Genn(T ), es inmediato de la definición de ∗n-módulo especial.
Si L,N ∈ Genn(T ) el resultado se sigue de 3.28.
Por último, si tenemos que M,N ∈ Genn(T ) existe una sucesión exacta
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0→M ′ → TM
β→M → 0

con M ′ ∈ Genn(T ) y TM ∈ Add (T ). De
modo que al considerar el pullback de β
con i, observamos que la columna central
y el renglón inferior del diagrama son exac-
tos bajo Hom R(T,_). Por lo que del lema
de la serpiente, tenemos que el renglón cen-
tral del diagrama también es Hom R(T,_)-
exacto. Así que, como T es un ∗n-módulo
especial, se sigue de 3.32 que Y ∈ Genn(T ).
Por lo tanto, L ∈ Genn(T ) debido a que en
el diagrama L es el conúcleo de un mono-
morfismo en Genn(T ).

L M N

Y TM N

M ′ M ′

0 0

0 0

0 0

0 0

Teorema 3.36. Para un módulo T son equivalentes los siguientes enunciados:
(a) T es un ∗n-módulo especial.
(b) Si η : 0 → L → M → N → 0 es una sucesión exacta con M,N ∈ Genn(T ),

entonces L ∈ Genn(T ) si y sólo si η es Hom R(T,_)-exacta.
De manera dual, los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) T es un co_∗n-módulo especial.
(b) Si η : 0 → N → M → L → 0 es una sucesión exacta con M,N ∈ Cogenn(T ),

entonces L ∈ Cogenn(T ) si y sólo si η es Hom R(_, T )-exacta.

Demostración.
(a)⇒ (b) Consideramos una sucesión exacta

η : 0→ L→M → N → 0.

Si η permanece exacta bajo Hom R(T,_), se sigue de 3.35 que L ∈ Genn(T ) siempre que
M,N ∈ Genn(T ). Recíprocamente, es claro que η es Hom R(T,_)-exacta por definción
de ∗n-módulo.
(b) ⇒ (a) Es inmediato que Hom R(T,_) es exacto en Genn(T ) y que T satisface la
propiedad (a2) que define a los ∗n-módulos especiales. De modo que basta probar que
Genn(T ) = Genn+1(T ). Para ello observamos que para todo N ∈ Genn(T ) el morfismo
universal induce una sucesión exacta

0→ K → T (HomR(T,N)) → N → 0
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que claramente es Hom R(T,_)-exacta. Así que por hipótesis K ∈ Genn(T ), con lo que
podemos concluir que N ∈ Genn+1(T ).

Proposición 3.37. Los siguientes enunciados son equivalentes para un módulo T :
(a) T es un ∗n-módulo especial y Genn(T ) es cerrado bajo extensiones;
(b) T es un ∗n-módulo especial y Genn(T ) es cerrado bajo extensiones, coproductos

y n-cocientes; y
(c) Genn(T ) = Genn+1(T ) ⊆ T⊥1 y Genn(T ) es cerrada bajo conúcleos de monomor-

fismos.
De manera dual, los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) T es un co-∗n-módulo especial y Cogenn(T ) es cerrado bajo extensiones;
(b) T es un co-∗n-módulo especial y Cogenn(T ) es cerrado bajo extensiones, productos

y n-submódulos; y
(c) Cogenn(T ) = Cogenn+1(T ) ⊆ ⊥1T y Cogenn(T ) es cerrada bajo núcleos de epi-

morfismos.

Demostración. De 3.30 es inmediato que (a)⇔ (b).
(a)⇒ (c) Por 3.30 tenemos que Genn(T ) = Genn+1(T ) ⊆ T⊥1 . Además, por definición
de ∗n-módulo especial tenemos que Genn(T ) es cerrado por conúcleos de monomorfis-
mos.
(c)⇒ (a) Por 3.30 tenemos que T es un ∗n-módulo fuerte tal que Genn(T ) es cerrado
por extensiones.
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4 Módulos n-tilting y módulos
n-cotilting

En el capítulo anterior, estudiamos las interesantes propiedades de los ∗n-módulos
fuertes y especiales. Recordemos que en 3.37 probamos que un módulo T es ∗n-módulo
especial con Genn(T ) cerrado por extensiones si y sólo si Genn(T ) = Genn+1(T ) ⊆ T⊥1

y Genn(T ) es cerrada por conúcleos de monomorfismos.
Un caso natural a considerar de este fenómeno es cuando Genn(T ) = Genn+1(T ) = T⊥.
Un módulo que satisface las identidades anteriores es lo que se conoce como un módulo
n-tilting.
En este capítulo, estudiaremos las propiedades de esta clase de módulos, así como las
de la noción dual, la de los módulos n-cotilting. Comenzaremos dando la definición
clásica así como varios ejemplos. En la segunda sección daremos una caracterización
completa de estos módulos, incluyendo una caracterización utilizando las nociones de
∗n-módulos fuertes y especiales. Terminaremos exponiendo los resultados principales
obtenidos en [AHUC01], los cuales nos ayudarán a hacer un puente con los pares de
cotorsión en el siguiente capítulo.

4.1. Módulos tilting y cotilting

Sean V un R-módulo, S = End R(V ) y V ∗ := Hom R(V,C), donde C es un cogenerador
inyectivo. En el capítulo anterior, observamos que un R-módulo V satisface que los
funtores H := Hom R(V,_) y _⊗S V forman una equivalencia de categorías

H : Gen (V ) � Cogen (V ∗) : T ,

si y sólo si Gen (V ) = Gen2(V ), V es finitamente generado y H es exacto en Gen (V ).
En particular, V satisface esta propiedad cuando es un R-módulo finitamente generado
tal que Gen (V ) = V ⊥. Ciertamente, dado que Gen (V ) = V ⊥, es claro que H es exacto
en Gen (V ). Por otro lado, dada una sucesión exacta

0→ K → P0 → V → 0
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con P0 ∈ Proj (R) y un módulo arbitrario Y , es fácil ver que

Ext1
R (K,Y ) ∼= Ext2

R (V, Y ) ; (4.A)

pero para Y existe una sucesión exacta

0→ Y → I0 → C → 0

con I0 ∈ Inj (R) ⊆ V ⊥ = Gen (V ), lo que implica que C ∈ Gen (V ). Así que de la
sucesión anterior y 4.A podemos concluir que

Ext1
R (K,Y ) ∼= Ext2

R (V, Y ) ∼= Ext1
R (V,C) = 0.

Dado que Y es arbitrario, esto implica que K ∈ Proj (R), por lo que pd (V ) ≤ 1.
Entonces, por 1.33 se sigue que Gen (V ) = Gen2(V ).
Módulos que satisfacen lo anterior son lo que llamamos módulos tilting clásicos. Esta
clase de módulos son una herramienta bien conocida en la teoría de representaciones
de álgebras de Artin, como se puede ver en [APR79, Bon81, BB80, HR82]. Una defin-
ción más conocida es la siguiente. Veremos más adelante que las dos definiciones son
equivalentes.

Definición 4.1. Sea T un R-módulo. Decimos que T es tilting clásico si es finitamente
generado y satisface los siguientes puntos:
Cl.T1 pd (T ) ≤ 1,
Cl.T2 Ext1

R (T, T n) = 0 para n ∈ N, y
Cl.T3 existe una sucesión exacta

0→ R→ V0 → V1 → 0

con V0, V1 ∈ add (V ).

Como es de esperar, el resultado central de los módulos tilting es un teorema de
equivalencias de categorías, el cual presentamos a continuación.

Teorema 4.2 (El teorema tilting). Sean T un módulo tilting clásico con S = End R(V ),
H := Hom R(T,_), H ′ := Ext1

R (T,_), T := _ ⊗S T y T ′ := TorS1 (_, T ) junto con
las clases T = Ker (H ′), F = Ker (H), S = Ker (T ) y E = Ker (T ′). Entonces, las
restricciones

H : T � E : T y H ′ : F � S : T ′

son equivalencias de categorías.

Demostración. Ver teorema 3.5.1 de [CF04].

104



4.1 Módulos tilting y cotilting

Tiempo después Yoshi Miyashita generalizó el concepto en [Miy86] al siguiente:

Definición 4.3. T ∈ Mod (R) es un módulo tilting Miyashita si cumple las siguientes
condiciones:
MT1 T tiene una resolución proyectiva

0→ Pr → ...→ P1 → P0 → T → 0

con Pi finitamente generado para toda 0 ≤ i ≤ r,
MT2 Add (T ) ⊂ T⊥, y
MT3 coresdimaddT (R) <∞.

En [Miy86], Miyashita logra generalizar varios resultados de los módulos tilting clásicos
incluyendo el célebre teorema tilting.
Sin embargo, la definición de nuestro interés es una generalización de la definición de
Miyashita, dada por L. Angeleri Hügel y F. U. Coelho en [AHUC01].

Definición 4.4. T ∈ Mod (R) es un módulo tilting si cumple las siguientes condiciones:
T1 pd (T ) <∞,
T2 Add (T ) ⊂ T⊥, y
T3 coresdimAdd(T ) (R) <∞.
Si M cumple T1 y T2 se dice que es parcialmente tilting o tilting parcial.

Ejemplo 4.5. RR o cualquier otro generador proyectivo es un módulo tilting. En
efecto, para ver que un generador proyectivo P es tilting, T1 y T2 son inmediatos.
Luego, al ser generador existe un epimorfismo P (X) → R, pero R es proyectivo, así que
se tiene una sucesión

0→ R→ P (X) → X → 0

que se escinde, de donde se sigue T3.

Observación 4.6. Sean F = {Mi}i∈X una familia de módulos y Xi un conjunto no
vacío para todo i ∈ X. Entonces

Add (F ) = Add
(⊕
i∈X

M
(Xi)
i

)
.

En efecto, sea W el producto cartesiano ×i∈XXi. Si M ∈ Add (F ), entonces existe N
tal que

M ⊕N =
⊕
i∈X

M
(Yi)
i ,
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pero entonces

(M ⊕N)(W ) =
(⊕
i∈X

M
(Yi)
i

)(W )

=
⊕
i∈X

M
(Yi×W )
i =

⊕
i∈X

M
(Xi×Wi)
i =

⊕
i∈X

(
M

(Xi)
i

)Wi ,

donde Wi es el producto cartesino Yi× (×i6=jXi). Por lo que, M es un sumando directo
de ⊕i∈XM

(Xi)
i , es decir M ∈ Add

(⊕
i∈XM

(Xi)
i

)
.

Por otro lado, si M ∈ Add
(⊕

i∈XM
(Xi)
i

)
, entonces claramente M ∈ Add (F ) ya que⊕

i∈XM
(Xi)
i ∈ Add (F ).

Por lo tanto, Add (F ) = Add
(⊕

i∈XM
(Xi)
i .

)
Con esta observación es inmediato el siguiente ejemplo.
Ejemplo 4.7. Si T es un módulo tilting Miyashita, T (I) es un módulo tilting para
todo conjunto no vacío I.
En efecto, veamos cómo T (I) satisface los axiomas:
T1 pd

(
T (I)

)
<∞.

Ciertamente, dado que pd (T ) ≤ n para algún natural n, se tiene que pd
(
T (I)

)
≤

n, puesto que en general

pd
(⊕
i∈Z

Mi

)
= sup {pd (Mi)}i∈Z .

T2 ExtiR
(
T (I),

(
T (I)

)(X)
)

= 0 para todo conjunto X y para toda i > 0.

En efecto,
(
T (I)

)(X)
= T (I×X) así que

ExtiR
(
T (I), T (I×X)

)
=
∏
i∈I

ExtiR
(
T, T (I×X)

)
= 0

debido a que T es tilting.
T3 Existe una sucesión exacta larga

0→ R→M0 → ...→Mn → 0

con Mi ∈ Add
(
T (I)

)
para toda i.

Efectivamente, sabemos que

add (T ) ⊆ Add (T ) = Add
(
T (I)

)
.

Así que dicha sucesión existe por ser T tilting Miyashita.
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4.1 Módulos tilting y cotilting

Ejemplo 4.8. De manera análoga podemos probar que si T es un módulo tilting
arbitrario, T (I) es un módulo tilting para todo conjunto no vacío I.

Ejemplo 4.9. Sea R un anillo noetheriano de dimensión global n. Si

0→ R→ I0 → I1 → ...→ In → 0

es una corresolución inyectiva de R, entonces I = ⊕n
i=1 Ii es un módulo tilting inyectivo.

En efecto, es inmediato que I satisface T3. Además, dado que el anillo tiene dimensión
global finita, I satiface T1. Finalmente, como R es noetheriano, las sumas directas
arbitrarias de módulos inyectivos son inyectivas, por lo que es inmediato T3.

Ejemplo 4.10. Sea R un anillo n-Iwanaga-Gorenstein, es decir un anillo noetheriano
a derecha y a izquierda tal que id (RR) ≤ n y id (RR) ≤ n. Es un hecho conocido que
en este caso

P = I = Pn = In
(ver 9.1.10. de [EO00]). Entonces, dada una corresolución inyectiva

0→ R→ I0 → I1 → ...→ In → 0,

el módulo I = ⊕n
i=0 Ii satisface T2 y T3 de manera análogo al ejemplo anterior, y

satisface T1 debido a que I ∈ Inj (R) ⊆ I ⊆ Pn. Por lo tanto, I es un módulo
n-tilting.

Veamos ahora la noción dual de módulo tilting.

Definición 4.11. T ∈ Mod (R) es un módulo cotilting si cumple las siguientes condi-
ciones:
C1 id (T ) <∞,

C2 ExtiR
(
TX , T

)
= 0 para todo conjunto X y para toda i > 0, y

C3 existe una sucesión exacta larga

0→Mn → ...→M0 → Q→ 0

donde Q es un cogenerador inyectivo y Mi ∈ Prod (T ) para toda i.
Si M cumple C1 y C2 diremos que es parcialmente cotilting o cotilting parcial.
Veamos algunas consecuencias inmediatas de la definción.

Lema 4.12. Sea M ∈ Mod (R).
(a) Si M satisface T2 y T3, y

0→ R
f0→M0 → ...

fn→Mn → 0
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es una Add (M)-coresolución finita de R (la cual existe por T3), entonces f0 es
una M⊥-preenvolvente especial.

(b) Si M satisface C2 y C3, y

0→Mn → ...→M0
f0→ Q→ 0

es una Prod (M)-resolución finita de un cogenerador inyectivo Q (la cual existe
por T3), entonces f0 es una ⊥M-precubierta especial.

Demostración. Probaremos (a), la prueba de (b) es dual.
Sea M ∈ Mod (R) satisfaciendo T2 y T3. Por T3, existe una sucesión exacta

0→ R
f0→M0 → ...

fn→Mn → 0

con Mj ∈ Add (M) para toda 0 ≤ j ≤ n.
Por T2, Add (M) ⊆M⊥. En particular, Mj ∈M⊥ para toda 0 ≤ j ≤ n. Toda clase de
R-módulosM satisface que Add (M) ⊆ ⊥

(
M⊥

)
. De modo que, Mj ∈ ⊥

(
M⊥

)
para

toda 0 ≤ j ≤ n. Además, como ⊥
(
M⊥

)
es resolvente, Kj := Ker (fj) ∈ ⊥

(
M⊥

)
para

toda 0 ≤ j ≤ n. En particular, Ext1
R (K2, X) = 0 para todo X ∈ M⊥. Por lo tanto,

f0 : R→M0 es una M⊥-preenvolvente especial.

Lema 4.13. Sea M ∈ Mod (R).
(a) Si M satisface T2 y T3, entonces M es finendo y M⊥ ⊆ Gen (M).
(b) Si M satisface C2 y C3, entonces M es cofinendo y ⊥M ⊆ Cogen (M).

Demostración. Probaremos (a), la prueba de (b) es dual. Por el lema anterior, exis-
te una M⊥-preenvolvente especial f0 : R → M0 con M0 ∈ Add (M). Luego, como
Add (M) ⊆M⊥, f0 es Add (M)-preenvolvente. Por lo tanto, M es finendo por 3.12.
Veamos que M⊥ ⊆ Gen (M). Para ello, basta mostrar que M⊥ ⊆ Gen (M0), debido
que M0 ∈ Add (M). Dado que f0 es una M⊥-preenvolvente, f (Z)

0 también lo es para
cualquier conjunto Z. Así que para todoX ∈M⊥, el epimorfismo natural g : R(X) → X
se factoriza a través de f (X)

o : R(X) →M
(X)
0 . Es decir, existe un morfismo h : M (X)

0 → X
tal que g = hf (X). Además, como g es epimorfismo, h también lo es. Por lo tanto,
X ∈ Gen (M0).

Lema 4.14. Sea M ∈ Mod (R).
(a) Si M satisface T2 y M⊥ ⊂ Gen (M), entonces se cumplen los siguientes puntos:
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(a1) para cada X ∈M⊥ existe una sucesión exacta corta

0→ K →M ′ → X → 0

con M ′ ∈ Add (M) y K ∈M⊥;

(a2) todo morfismo A→ X con A ∈ ⊥
(
M⊥

)
y X ∈M⊥ se factoriza a través de

Add (M). En particular, se tiene que Add (M) = M⊥ ∩ ⊥
(
M⊥

)
.

(b) Si M satisface C2 y ⊥M ⊂ Cogen (M), entonces se cumplen los siguientes pun-
tos:

(b1) para todo X ∈⊥ M existe una sucesión exacta corta

0→ X →M ′ → L→ 0

con M ′ ∈ Prod (M) y L ∈⊥ M ;

(b2) todo morfismo X → C con C ∈
(
⊥M

)⊥
y X ∈⊥ M se factoriza a través de

Prod (M). En particular, se tiene que Prod (M) =⊥ M ∩
(
⊥M

)⊥
.

Demostración.
(a) Dual a la prueba de 2.
(b) Supongamos que M es un módulo tal que ⊥M ⊂ Cogen (M) y que satisface C2.

(b1) Sea X ∈⊥ M . Por 2.11 existe una Prod (M)-preenvolvente g : X → M ′, y
como X ∈⊥ M ⊂ Cogen (M), existe un monomorfismo g′ : X → MR, el
cual se factoriza a través de g debido que MR ∈ Prod (M), lo que implica
que g es un monomorfismo.
Luego, queda por probar que L = Coker (g) ∈⊥ M . Lo cual se cumple por-
que, como g es una Prod (M)-preenvolvente, Hom R(g,M) es suprayectivo,
así que Ext1

R (L,M) = 0. Luego, para k > 1 se considera la sucesión larga
de homología asociada la sucesión exacta corta

0→ X
g→M ′ c→ L→ 0,

observamos que para cada k > 1, se tiene

Extk−1
R (X,M)→ ExtkR (L,M)→ ExtkR (M ′,M)

con ExtkR (M ′,M) = 0 por C2 ya que M ′ ∈ Prod (M), y Extk−1
R (X,M) = 0

ya que X ∈⊥ M . Por lo tanto, ExtkR (L,M) = 0 para todo k ≥ 1.
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(b2) Sea f : X → C con C ∈
(
⊥M

)⊥
y X ∈⊥ M . Por el punto anterior, existe

una sucesión exacta
0→ X

g→M ′ c→ L→ 0

con M ′ ∈ Prod (M) y L ∈⊥ M . Entonces, como C ∈
(
⊥M

)⊥
y L ∈⊥ M , se

sigue que Ext1
R (L,C) = 0. Esto implica que Hom R(g, C) es suprayectivo,

de modo que f se factoriza a través de g. Así que, como M ′ ∈ Prod (M), f
se factoriza a través de Prod (M).
Luego, si A ∈⊥ M ∩

(
⊥M

)⊥
, entonces 1A se factoriza a través de Prod (M).

Lo que implica que A ∈ Prod (M). Por lo tanto, ⊥M ∩
(
⊥M

)⊥
⊆ Prod (M).

Por otro lado, Prod (M) ⊂⊥ M por C2, y Prod (M) ⊆
(
⊥M

)⊥
ya que

ExtiR (X,_) saca productos. En conclusión, ⊥M ∩
(
⊥M

)⊥
= Prod (M).

Por último, para un R-módulo M , sabemos que M⊥ es preenvolvente especial por
2.37. Se desconoce si la proposición dual es verdadera, pero podemos dar el siguiente
resultado.

Proposición 4.15. Si M es un R-módulo que satisface C2 y que ⊥M ⊆ Cogen (M),
entonces ⊥M es precubriente especial. En particular, si M es un módulo cotilting (o
un módulo cotilting parcial tal que ⊥M ⊆ Cogen (M)), entonces ⊥M es precubriente
especial.

Demostración. Sean ω = Prod (M), X =⊥ M . Por 4.14 sabemos que ω = X ∩ X⊥ y
que para todo X ∈ ω existe una sucesión exacta

0→ X →M ′ → L→ 0

con M ′ ∈ ω y L ∈ X . Es decir, ω es un cogenerador de X . Entonces, por 2.62, se tiene
que para todo X ∈ X ∧ existe una sucesión exacta

0→ KX →MX
gX→ X → 0 con KX ∈ ω∧, MX ∈ X .

Más aún, dado que ω = X ∩ X⊥ ⊆ X⊥, 2.62 implica que ω∧ ⊆ X⊥ y que gX es una
X -precubierta, la cual es especial ya que KX ∈ X⊥. Con lo cual podemos concluir el
resultado, ya que por 1.34 tenemos que X ∧ = Mod (R).
En caso de que M sea un módulo cotilting, basta observar que por 4.13 se tiene que
X ⊂ Cogen (M).

110



4.2 n-tilting y n-cotilting

4.2. n-tilting y n-cotilting

Hemos mencionado que un R-módulo T es n-tilting si satisface que Genn(T ) = T⊥. En
esta sección probaremos que la noción definida en la sección anterior coincide con la
de n-tilting. Cabe mencionar que esta caracterización de los módulos n-tilting se debe
a Silvana Bazzoni y Jiaqun Wei en sus respectivos trabajos [Baz04] y [Wei05].

Lema 4.16. Si M es un R-módulo tilting, entonces M⊥ ⊆ Genk(M) para todo k ≥ 1.
Dualmente, si M es cotilting, entonces ⊥M ⊆ Cogenk(M) para todo k ≥ 1.

Demostración. Sea X ∈ M⊥, por 4.13 y 4.14 sabemos que podemos construir una
sucesión exacta

Kn Mn0

Kn

· · · XM2 M1

K1

0

para todo n ≥ 1, donde Mi ∈ Add (M) y Ki ∈ M⊥ para todo i ≥ 1, lo que concluye
la demostración.
La prueba para M cotilting es análoga.

Corolario 4.17. Sea M ∈ Mod (R). Se cumplen los siguientes enunciados:
(a) Si M es tilting, entonces para todo X ∈M⊥

resdimAddM (X) ≤ pd (X) + 1.

(b) Si M es cotilting, entonces para todo X ∈ ⊥M

coresdimProdN (X) ≤ id (X) + 1.

Demostración. Sea X ∈ ⊥
(
M⊥

)
. Podemos suponer que pd (X) = m < ∞. Como

hemos visto en la prueba del lema anterior, existe una sucesión exacta

0→ Km+1
f→Mm → ...→M0 → X → 0

con Mi ∈ Add (M) para todo 0 ≤ i ≤ m y Km+1 ∈ M⊥. Por el lema del corrimiento
tenemos que

Ext1
R (Imf,Km+1) = Extm+1

R (X,Km+1) = 0.

Por lo tanto, Km+1 es un sumando directo de Mm, y así un elemento de Add (M).

Proposición 4.18. Sea M ∈ Mod (R). Se cumplen los siguientes puntos:
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Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) M es un R-módulo tilting con pd (M) ≤ n,
(b) M⊥ = Genn(M),
(c) M⊥ = Genk(M) para todo k ≥ n,
(d) M⊥ = Genn(M) = Genn+1(M) ⊆M⊥1 y Genn(M) es cerrada por conúcleos

de monomorfismos,
(e) M es un ∗n-módulo fuerte tal que Genn(M) = M⊥ es cerrado por conúcleos

de monomorfismos,
(f) M es un ∗n-módulo especial tal que Genn(M) = M⊥,
(g) M⊥ es cerrado por n-cocientes y Add (M) ⊆M⊥ ⊆ Gen (M), y
(h) M es un R-módulo tilting parcial con pd (M) ≤ n y M⊥ ⊆ Gen (M).

Más aún, en tal caso, coresdimAdd(M) (P ) ≤ n para todo generador proyectivo P .
Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) M es un R-módulo cotilting con id (M) ≤ n,
(b) ⊥M = Cogenn(M),
(c) ⊥M = Cogenk(M) para todo k ≥ n,
(d) ⊥M = Cogenn(M) = Cogenn+1(M) ⊆ ⊥1M y Cogenn(M) es cerrada por

núcleos de epimorfismos,
(e) M es un co-∗n-módulo fuerte tal que Cogenn(M) = ⊥M es cerrado por

núcleos de epimorfismos,
(f) M es un co-∗n-módulo especial tal que Cogenn(M) = ⊥M ,
(g) ⊥M es cerrado por n-submódulos y Prod (M) ⊆ ⊥M ⊆ Cogen (M),
(h) M es un R-módulo cotilting parcial con id (M) ≤ n y ⊥M ⊆ Cogen (M), y

Más aún, en tal caso, resdimProd(M) (Q) ≤ n para todo cogenerador inyectivo Q.

Demostración.
(a)⇒ (b) Por el lema anterior, sabemos que M⊥ ⊆ Genn(M), por lo que basta probar
que Genn(M) ⊆M⊥. Para ello, observamos que si existe una sucesión exacta

0→ K →M (αn) →M (αn−1) →M (αn−2) → ...→M (α1) → X → 0,

como M (αi) ∈ M⊥ por T2, y M⊥ es cerrado por n-cocientes por 1.36, tenemos que
X ∈M⊥.
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(b)⇒ (c) Se sigue de que que Genk+1(M) ⊆ Genk(M) para todo k ≥ 1.
(c) ⇒ (d) Es claro que Genn+1(M) = Genn(M) = M⊥ ⊆ M⊥1 . Luego, dado que M⊥

es una clase corresolvente, se sigue que Genn(M) = M⊥ es cerrada por conúcleos de
monomorfismos.
(d)⇔ (e)⇔ (f) Se sigue de 3.30 y 3.37.
(f)⇒ (g) M⊥ = Genn(M) es cerrado por n-cocientes por 3.22 y es claro que

Add (M) ⊆ Genn(M) = M⊥ = Genn(M) ⊆ Gen (M) .

(g)⇒ (h) Dado queM⊥ es cerrado por n-cocientes, pd (M) = n por 1.36. Por lo tanto,
M satisface T1. Se sigue de la segunda hipótesis queM satisface T2 yM⊥ ⊆ Gen (M).
(h)⇒ (a) Dado que Add (M) ⊆M⊥ ⊆ Gen (M), por 4.14 sabemos que

Add (M) = M⊥ ∩⊥
(
M⊥

)
.

Luego, como M⊥ es preenvolvente especial por 2.37, con el método usual podemos
contruir una sucesión exacta

M0 M1R

C0

· · · 0Mn−1 Mn

Cn−1

0

donde Mi ∈M⊥ y Ci ∈⊥
(
M⊥

)
para todo i ∈ {0, ..., n− 1}.

Ahora, como M⊥ es cerrado por n-cocientes, tenemos que Mn ∈ M⊥ ∩⊥
(
M⊥

)
. Más

aún, tomando C−1 := R, para todo i ∈ {0, ..., n} se tiene que Mi ∈ M⊥ ∩⊥
(
M⊥

)
,

debido a que tenemos una sucesión exacta

0→ Ci−1 →Mi → Ci → 0,

donde Ci−1, Ci ∈⊥
(
M⊥

)
. Por lo tanto, Mi ∈ Add (M) para todo i ∈ {0, ..., n}.

Por la construcción anterior tenemos que resdimAdd(M) (R) ≤ n. Por lo tanto, M satis-
face T3, y por las hipótesis es inmediato que también satisface T2 y T1. Cabe observar
que la misma construcción se puede hacer para cualquier generador proyectivo P .
Para el caso cotilting la prueba es análoga para las implicaciones

(a)⇒ (b)⇒ (c)⇒ (d)⇒ (e)⇒ (f)⇒ (g)⇒ (h).

Para probar (h)⇒ (a), observamos que por 4.15 la clase ⊥M es precubriente especial,
y el resto de la prueba es análogo.
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Observación 4.19. De la prueba de (h)⇒ (a), podemos deducir que

coresdimAdd(M)
(
⊥(M⊥)

)
≤ n

en caso de que M sea n-tilting, y que

resdimProd(M)
(
(⊥M)⊥

)
≤ n

en caso de que M sea n-cotilting. De hecho, probaremos en el próximo capítulo (ver
5.3), que

coresdimAdd(M)
(
⊥(M⊥)

)
= n

en caso de que M sea n-tilting, y que

resdimProd(M)
(
(⊥M)⊥

)
= n

en caso de que M sea n-cotilting.

Se sigue la definición dada a continuación.

Definición 4.20. Sea M un módulo.
Si M satisface el primer punto de la proposición anterior, decimos que M es un
módulo n-tilting.
Si M satisface el segundo punto de la proposición anterior, decimos que M es un
módulo n-cotilting.

4.3. Resutados principales

A continuación expondremos los resultados principales de [AHUC01].
En esta sección supondremos que dada una clase de módulos arbitraria X , ésta es
considerada cerrada bajo isomorfismos y sumandos directos.

Teorema 4.21. Sea X una clase de módulos cerrada bajo conúcleos de monomorfismos
tal que X ∩⊥ X es cerrado bajo coproductos arbitrarios. Los siguientes enunciados son
equivalentes:
(a) existe un módulo n-tilting M tal que X = M⊥,

(b) X es una clase preenvolvente especial tal que pd
(
⊥X

)
≤ n.

Más aún, en tal caso X ∩ ⊥X = Add (M).
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Demostración.
(a) ⇒ (b) Por 2.37 sabemos que M⊥ es preenvolvente especial. Además por 1.34
sabemos que pd

(
⊥X

)
≤ pd (M) = n.

(b)⇒ (a) Se afirman los siguientes hechos:
X contiene a la clase de módulos inyectivos.
En efecto, dado que X = M⊥ es preenvolvente especial, para todo módulo in-
yectivo I existe una sucesión exacta

0→ I → X → C → 0

con X ∈ X . Entonces todo módulo inyectivo I es sumando directo de un módulo
X ∈ X . Por lo tanto, Inj (R) ⊆ X .
Para todo módulo A existe una sucesión exacta

0→ A
f0→ N0

f1→ N1 → ...
fn→ Nn → 0

tal que Ni ∈ X para todo i ∈ {0, ..., n} y Coker (fi) ∈ ⊥X para todo i ∈ {0, ..., n}.
En efecto, dado que X es preenvolvente especial, para todo módulo A existe una
sucesión exacta

0→ A→ N0 → C1 → 0,

donde N0 ∈ X y C1 ∈ ⊥1X . Pero como X es cerrada bajo conúcleos de mono-
morfismos y contiene a todos los módulos inyectivos, podemos concluir por 2.21
que C1 ∈ ⊥X . Recursivamente consideramos la k-ésima sucesión exacta

0→ Ck → Nk → Ck+1 → 0

donde Nk ∈ X y Ck+1 ∈ ⊥X por el razonamiento anterior. Continuando hasta el
paso n, contruimos la sucesión exacta

0→ A→ N0 → N1 → ...→ Nn → Cn+1 → 0.

Pero dado que Cn+1 ∈ ⊥X y Ni ∈ X para todo 0 ≤ i ≤ n, tenemos que
Ni ∈ (Cn+1)⊥. Así que, por el lema del corrimiento,

Ext1
R (Cn+1, Cn) ∼= Extn+1

R (Cn+1, A) = 0

debido a que pd (Cn+1) ≤ n por hipótesis. Se sigue que la sucesión

0→ Cn → Nn → Cn+1 → 0

se escinde. En particular, Cn ∈ X ya que X es cerrada bajo sumandos directos.
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Por lo tanto,
0→ A→ N0 → N1 → ...→ Nn−1 → Cn → 0

es la sucesión buscada.
Existe una sucesión exacta

0→ RR → B0 → B1 → ...→ Bn → 0

con Bi ∈ X ∩⊥ X .
Ciertamente, sea

0→ RR → B0 → B1 → ...→ Bn → 0

la sucesión construida en la afirmación anterior. Entonces, dado que la clase ⊥X
es cerrada bajo extensiones, podemos concluir de las sucesiones

0→ Ck → Bk → Ck+1 → 0

que Bk ∈ X ∩⊥ X para todo k ∈ {0, ..., n}.
El módulo M = ⊕n

i=0Bi es un módulo tilting.
En efecto, dado que Bk ∈ X ∩⊥X para todo k ∈ {0, ..., n}, por hipótesis tenemos
que M ∈ X ∩ ⊥X . Entonces, pd (M) ≤ n por hipótesis, por lo que M satisface
T1.
Dado que X ∩⊥ X es cerrado bajo coproductos arbitrarios y M ∈ X ∩⊥ X , se
sigue que Add (M) ⊆M⊥, por lo que M satisface T2.
Finalmente, de la observación anterior se sigue que M satisface T3.

Queda por probar que X = M⊥.
X ⊂M⊥.
En inmediato de que M ∈ X ∩⊥ X .

Para la contención opuesta probaremos primero la siguiente afirmación.
X ∩⊥ X = Add (M).
La contención Add (M) ⊆ X ∩⊥ X es inmediata por contrucción y el hecho de
que X ∩⊥ X es cerrado bajo coproductos.
Recíprocamente, dado X ∈ X ∩⊥ X , por 4.13 sabemos que M⊥ ⊆ Gen (M), por
lo que podemos usar 4.14 recursivamente para construir una sucesión exacta

0→ Kn →Mn
fn→Mn−1 → ...

f1→M0
f0→ X → 0

con Mi ∈ Add (M) y Ki = Ker (fi) ∈ M⊥ para todo i ∈ {0, ..., n}. Luego,
como X ∈⊥ X ∩ X por hipótesis, tenemos que pd (X) ≤ n, así que por el lema
del corrimiento tenemos que Ext1

R (Kn−1, Kn) ∼= Extn+1
R (X,Kn) = 0. Ahora,
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Kn ∈ Add (M) ⊂ X , debido a que la sucesión exacta

0→ Kn →Mn → Kn−1 → 0

se escinde.
Con esto último, utili-
zando que X es cerrado
por conúcleos de mono-
morfismos, podemos con-
cluir inductivamente que
K0 ∈ X .

0→ Kn →Mn → Kn−1 → 0 (Kn,Mn ∈ X )⇒ (Kn−1 ∈ X )
0→ Kn−1 →Mn−1 → Kn−2 → 0 (Kn−1,Mn−1 ∈ X )⇒ (Kn−2 ∈ X )

...
...

0→ K1 →M1 → K0 → 0 (K1,M1 ∈ X )⇒ (K0 ∈ X )

Finalmente, como Ext1
R (X,K0) = 0, debido a que K0 ∈ X y X ∈ ⊥X , tenemos

que la sucesión exacta
0→ K0 →M0 → X → 0

se escinde, por lo que X ∈ Add (M).
M⊥ ⊂ X .
Sea A ∈M⊥. Por la primera afirmación, sabemos que existe una sucesión exacta

0→ A
f0→ N0

f1→ N1
f2→ ...

fn→ Nn → 0

tal que Ni ∈ X para todo i ∈ {0, ..., n} y Coker (fi) ∈⊥ X para todo i ∈
{0, ..., n}. En particular, tenemos queNn ∈ X∩⊥X = Add (M). Luego, como A ∈
M⊥, Ni ∈ X ⊂ M⊥, M⊥es corresolvente y en particular cerrado por cosizigias,
tenemos que Coker (fi) ∈M⊥ para todo i ∈ {0, ..., n}.
Veamos por inducción sobre n que A ∈ X . Para n = 0, tenemos A ∼= N0 ∈ X , y
así A ∈ X . Para n = 1, tenemos una sucesión exacta

0→ A→ N0 → N1 → 0,

la cual se escinde ya que A ∈M⊥ y N1 = Nn ∈ Add (M).
Para n > 1, primero observamos que Nn−1 ∈ Add (M). En efecto, dado que
Nn−1 ∈ X y Add (M) = X ∩⊥ X , basta probar que Nn−1 ∈⊥ X . Para ello,
consideramos la sucesión exacta natural

0→ C → Nn−1 → Nn → 0,

donde C es el conúcleo de fn−2. Tenemos entonces que Nn−1 ∈⊥ X ya que
C,Nn ∈⊥ X . Por lo tanto, Nn−1 ∈ Add (M).
Por otro lado, la sucesión anterior se escinde ya que C ∈ M⊥ y Nn ∈ Add (M).
Por lo que C ∈ Add (M), ya que Nn−1 ∈ Add (M).
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Entonces, considerando la sucesión exacta

0→ A
f0→ N0

f1→ N1
f2→ ...

fn−2→ Nn−2 → C → 0

de longitud n− 1, tenemos que A ∈ X por la hipótesis de inducción.

Se tiene el teorema dual.

Teorema 4.22. Sea X una clase de módulos cerrada bajo núcleos de epimorfismos y
tal que X ∩ X⊥ es cerrado bajo productos arbitrarios. Los siguientes enunciados son
equivalentes:
(a) existe un módulo n-cotilting M con tal que X =⊥ M ,

(b) X es una clase precubriente especial tal que id
(
X⊥

)
≤ n.

Más aún, en tal caso X ∩ X⊥ = Prod (M).

Demostración. Dual a la prueba anterior.

Definición 4.23. Sea X una clase de R-módulos.
(a) Decimos que X es una clase tilting si satisface 4.21.
(b) Decimos que X es una clase cotilting si satisface 4.22.

Por otro lado, cabe observar que dado un R-módulo M , se tiene que M⊥ es corresol-
vente. Pero si una clase X es corresolvente,⊥X = ⊥1X por 2.21. Por lo tanto, el par de
cotorsión (⊥X ,X ) es hereditario con X = M⊥.
Con este razonamiento podemos definir una biyección entre la clase de módulos tilting
de dimensión proyectiva menor o igual a n, y la clase de pares de cotorsión hereditarios
completos (Y ,X ) con pd (Y) = n y X∩Y cerrado bajo coproductos arbitrarios, que a su
vez está en biyección con la colección de clases corresolventes X tales que pd

(
⊥X

)
= n

y X ∩⊥ X cerrado bajo coproductos arbitrarios.

Corolario 4.24. Existe una biyección entre las siguientes clases:
las clases de módulos tilting de dimensión proyectiva n bajo la relación de equi-
valencia ∼, definida como T ∼ S si y sólo si T⊥ = S⊥,
los pares de cotorsión hereditarios y completos (Y ,X ) con pd (Y) = n y X ∩ Y
cerrado bajo coproductos arbitrarios,
las clases corresolventes X tales que pd

(
⊥X

)
= n y X ∩⊥X cerrado bajo copro-

ductos arbitrarios.
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Demostración. Claramente la relación propuesta es de equivalencia, denotaremos como
M a la clase de equivalencia de un módulo tilting M de dimensión proyectiva n.
Por el razonamiento anterior, para cada módulo tilting M de dimensión proyectiva
n podemos asignar el par de cotorsión hereditario y completo (⊥(M⊥),M⊥), donde
pd

(
⊥(M⊥)

)
= n debido a que M ∈ Add (M) = M⊥ ∩⊥

(
M⊥

)
y pd

(
⊥(M⊥)

)
≤ n

por 4.21. Además, M⊥ ∩⊥
(
M⊥

)
es cerrado bajo coproductos arbitrarios debido a que

M⊥∩⊥
(
M⊥

)
= Add (M). Por lo tanto, siM es la clase de equivalencia deM , podemos

definir la correspondecia φ(M) = (⊥(M⊥),M⊥), que claramente está bien definida.
Por otro lado, sea (Y ,X ) un par de cotorsión hereditario y completo con pd (Y) = n y
X ∩ Y cerrado bajo coproductos arbitrarios. Por 4.21, sabemos que existe un módulo
tilting M tal que M⊥ = X y pd (M) ≤ n. Más aún, podemos afirmar que pd (M) = n
ya que por 1.34, sabemos que n = pd (Y) ≤ pd (M). Observamos además que si N es
otro módulo tilting que satiface lo anterior se tiene queM = N . Por lo tanto, podemos
definir una correspondencia ψ(Y ,X ) = M .
Ahora, observamos que si N = ψφ(M) = ψ(⊥(M⊥),M⊥), entonces N⊥ = M⊥, y así
M = N . Finalmente, vemos que si

(Y ′,X ′) = φψ(Y ,X ) = φ(M),

entonces M⊥ = X debido a que ψ(Y ,X ) = M y M⊥ = X ′ debido a que φ(M) =
(Y ′,X ′) así que (Y ′,X ′) = (Y ,X ). Lo que prueba la existencia de la biyección buscada.
La segunda biyección es inmediata.

Análogamente podemos considerar las correspondientes biyecciones para el caso dual.

Corolario 4.25. Existe una biyección entre las siguientes clases:
las clases de módulos cotilting de dimensión inyectiva n bajo la relación de equi-
valencia ∼, definida como T ∼ S si y sólo si ⊥T =⊥ S,
los pares de cotorsión (Y ,X ) hereditarios completos con id (X ) = n y X ∩ Y
cerrado bajo coproductos arbitrarios,
las clases resolventes Y tales que id

(
Y⊥

)
= n y Y∩Y⊥ cerrado bajo coproductos

arbitrarios.

A continuación veremos algunas consecuencias de los teoremas anteriores. Para ello,
se introduce la siguiente definición.

Definición 4.26. Decimos que una clase de módulos X es una clase de pretorsión si
es cerrada bajo coproductos arbitrarios y cocientes.
Decimos que una clase de módulos X es una clase libre de pretorsión si es cerrada bajo
productos arbitrarios y submódulos.
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Los siguientes resultados generalizan y dan una prueba distinta de los resultados de
[AHTT01].

Corolario 4.27. Sea X una clase de pretorsión de módulos. Los siguientes enunciados
son equivalentes:
(a) Existe un módulo 1-tilting M tal que X = M⊥.
(b) X es una clase preenvolvente especial.

Además, en tal caso pd
(
⊥X

)
≤ 1 y ⊥X ∩ X = Add (M).

Demostración. Observamos que una clase de pretorsión X , satisface con ser cerrada
bajo conúcleos de monomorfismos y con que X ∩⊥X es cerrado bajo coproductos. Por
lo que nos encontramos con las hipótesis de 4.21.
(a)⇒ (b) Por 4.21 tenemos que X es una clase preenvolvente tal que pd

(
⊥X

)
≤ 1.

(b)⇒ (a) Si X es una clase preenvolvente especial, por 4.21 basta probar que

pd
(
⊥X

)
≤ 1.

Sea Y ∈⊥ X . Dado un módulo A y su X -preenvolvente especial

0→ A→ B → C → 0,

observamos que como X es cerrado bajo cocientes, C ∈ X . Así que al aplicar el funtor
Hom R(Y,_) a la sucesión anterior, tenemos para todo i > 0 la sucesión exacta

ExtiR (Y,C)→ Exti+1
R (Y,A)→ Exti+1

R (Y,B) ,

donde ExtiR (Y,C) = 0 = Exti+1
R (Y,B) debido a que Y ∈⊥ X . Por lo tanto, para todo

A ∈ Mod (R) y toda i > 0 tenemos que Exti+1
R (Y,A) = 0. Por lo tanto, pd (Y ) ≤ 1.

Corolario 4.28. Sea X una clase de módulos libre de pretorsión. Los siguientes enun-
ciados son equivalentes:
(a) Existe un módulo 1-cotilting M tal que X =⊥ M ,
(b) X es una clase precubriente especial.

Además, en tal caso id
(
X⊥

)
≤ 1 y X ∩ X⊥ = Prod (M).

Demostración. Dual a la anterior.

Teorema 4.29. Sea M ∈ Mod (R). Entonces, los siguientes enunciados son equiva-
lentes:
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(a) M es un R-módulo tilting;
(b) M es un R-módulo tilting parcial tal que M⊥ ⊂ Gen (M);

(c) M es un R-módulo tilting parcial tal que M⊥ ⊂ Gen (M) y que todo Y ∈ ⊥
(
M⊥

)
tiene una Add (M)-preenvolvente.

Demostración.
(a)⇒ (b) Es inmediato de 4.13.
(b) ⇒ (c) Por 2.37 sabemos que M⊥ es preenvolvente especial. En particular, todo
A ∈ ⊥

(
M⊥

)
tiene una M⊥-preenvolvente especial f : A→ B. Además, por 4.14 dicha

preenvolvente se factoriza a través de Add (M), por lo que existe f ′ : A→ B′ con B′ ∈
Add (M) por el que se factoriza f . Finalmente, por T2 sabemos que Add (M) ⊂ M⊥,
así que f ′ es una Add (M)-preenvolvente. En efecto, si g : A → X es un morfismo
con X ∈ Add (M), dado que X ∈ M⊥, g se factoriza a través de f , pero como f se
factoriza a través de f ′, tenemos que g se factoriza a través de f ′.
(c)⇒ (a) Para un módulo A ∈ ⊥

(
M⊥

)
observamos los siguientes hechos:

A tiene una Add (M)-preenvolvente f : A→ B.
f es una M⊥-preenvolvente especial
En efecto, por 4.14 todo morfismo A→ X con X ∈M⊥ se factoriza a través de
Add (M), por lo que se factoriza a través de f por ser una Add (M)-preenvolvente.
En particular, la envolvente inyectiva A → I se factoriza a través de f debido
a que I ∈ M⊥. Lo que implica que f es un monomorfismo, debido a que la
envolvente es monomorfismo.
Luego, al aplicar el funtor Hom R(_, X) a la sucesión exacta

0→ A
f→ B → C → 0,

obtenemos la sucesión exacta

Hom R(B,X) HomR(f,X)−→ Hom R(A,X)→ Ext1
R (C,X)→ Ext1

R (B,X) ,

donde Hom R(f,X) es una función suprayectiva debido a que f esM⊥-preenvolvente,
y Ext1

R (B,X) = 0 debido a que B ∈ Add (M) y X ∈ M⊥. Por lo tanto,
Ext1

R (C,X) = 0 para todo X ∈M⊥.
Para todo A ∈⊥ X existe una sucesión exacta

0→ A→ B → C → 0

con B ∈ Add (M) y C ∈ ⊥
(
M⊥

)
.

En efecto, se sigue de la observación anterior por 2.21.
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Ahora, si n = pd (M), utilizando lo anterior podemos construir una sucesión exacta

0→ R
f0→ B0

f1→ B1 → ...→ Bn−1
fn→ Cn → 0

con Bi ∈ Add (M) ⊂ M⊥ y Coker (fi) ∈ ⊥
(
M⊥

)
para todo 0 ≤ i ≤ n − 1. Así que

por el lema del corrimiento, tenemos que ExtiR (M,Cn) ∼= Exti+nR (M,R) = 0 para todo
i > 0. Así que Cn ∈ M⊥ ∩ ⊥

(
M⊥

)
. Pero M⊥ ∩ ⊥

(
M⊥

)
= Add (M) por 4.14. Por lo

tanto, se satisface T3.

Podemos dualizar al siguiente resultado.

Teorema 4.30. Sea M ∈ Mod (R). Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) M es un módulo cotilting;
(b) M es un módulo cotilting parcial tal que ⊥M ⊂ Cogen (M);
(c) M es un módulo cotilting parcial tal que ⊥M ⊂ Cogen (M) y que todo Y ∈(

⊥M
)⊥

tiene una Prod (M)-precubierta.

4.4. Ejemplos

4.4.1. Clases cotilting de módulos libres de torsión

Es un hecho conocido que en un dominio entero conmutativo la clase de los módulos
libres de torsión es una clase libre de torsión que es precubriente especial. Por lo que
cabe preguntarse bajo qué condiciones un anillo satisface que dicha clase sea precu-
briente especial. En esta sección presentamos la clase de los p.p. anillos, y probaremos
con ayuda de la teoría de módulos cotilting desarrollada, que en este caso la clase de
los módulos libres de torsión es precubriente especial.

Definición 4.31. Sea R un anillo y M ∈ Mod (R). Decimos que M es libre de torsión
en caso de que

TorR1 (R/rR,M) = 0 ∀r ∈ R.

Denotamos a la clase de todos los módulos libres de torsión como F .

Observación 4.32. Cabe observar que en caso de que R sea un dominio entero con-
mutativo la definición anterior coincide con la noción usual de que un módulo M sea
libre de torsión, es decir rm 6= 0 para todo r ∈ R − {0} y m ∈ M − {0}. En efecto,
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dado un dominio entero conmutativo R, r ∈ R − {0} y M ∈ Mod (R), al aplicar el
funtor M ⊗R _ a la sucesión exacta

0→ R
fr→ R→ R/rR→ 0,

donde f(x) = xr, obtenemos la sucesión exacta

0 = TorR1 (R,M)→ TorR1 (R/rR,M)→ R⊗M 1⊗fr→ R⊗M ,

donde TorR1 (R,M) = 0 debido a que R es plano. Por lo tanto, dicha sucesión exacta
es isomorfa a la sucesión exacta

0→ Ker (gr)→M
g→M ,

donde g(x) = rx. Por lo tanto, comoM es libre de torsión si y sólo si Ker (gr) = 0 para
todo r ∈ R, podemos concluir queM es libre de torsión si y sólo si TorR1 (R/rR,M) = 0
para todo r ∈ R.

En caso de que R sea dominio entero, entonces la clase F de módulos libres de torsión
está relacionada con un par de torsión. Recordamos a continuación la definición y
algunos resultados de este concepto.

Definición 4.33. Sea (A,B) una pareja de subclases de Mod (R). Decimos que (A,B)
es un par de torsión, en caso de que B = ⊥0A y A = B⊥0 , donde

⊥0A := {X ∈ Mod (R) | Hom R(X,A) = 0 ∀A ∈ A} y
B⊥0 := {X ∈ Mod (R) | Hom R(B,X) = 0 ∀B ∈ B} .

En tal caso, decimos que A es una clase de torsión y que B es una clase libre de torsión.

Proposición 4.34. Sea (A,B) una pareja de subclases de Mod (R). Los siguientes
enunciados son equivalentes:
(a) (A,B) es un par de torsión;
(b) B = ⊥0A y A es una clase cerrada por cocientes, coproductos y extensiones;
(c) A = B⊥0 y B es una clase cerrada por submódulos, productos y extensiones; y
(d) para todo módulo M existe una única sucesión exacta

0→ A→M → B → 0

con A ∈ A y B ∈ B.

Demostración. Ver capítulo 6 de [Ste75].
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Con la proposición anterior, es fácil ver que, en caso de que R sea un dominio entero,
F es una clase libre de torsión. Sin embargo, en general esto no sucede para anillos
arbitrarios. En la siguiente proposición se caracterizan los anillos en los que sucede
este fenómeno. Será de utilidad la siguiente definición.

Definición 4.35. [DF04] Sea R un anillo.
(a) Decimos que R es libre de torsión si todo ideal izquierdo es libre de torsión, o

equivalentemente, si todo ideal izquierdo principal es plano (ver 3.4 de [DF04]).
(b) Decimos que R es un p.p. anillo si todo ideal izquierdo principal es proyectivo.

Observación 4.36. Utilizando la segunda caracterización de anillo libre de torsión,
podemos concluir que si R es un p.p. anillo, entonces R es libre de torsión.

Proposición 4.37. Sea R un anillo. Entonces, F es una clase libre de torsión y R es
libre de torsión, si y sólo si R es un p.p. anillo.

Demostración. Ver teorema 6.1 de [DF04].

Podemos probar además que F forma parte de un par de cotorsión. Utilizaremos el
siguiente concepto.

Definición 4.38. Decimos que una pareja de clases (A,B) es un Tor-par si A = >B
y A> = B, donde

>B :=
{
M ∈ Mod (R) | TorR1 (M,B) = 0

}
y A> :=

{
M ∈ Mod (R) | TorR1 (A,M) = 0

}
.

Lema 4.39. Sea (A,B) un Tor-par. Entonces
(
A,A⊥

)
es un par de cotorsión en

Mod (Rop) y (B,B⊥) es un par de cotorsión en Mod (R). Más aún,
(
A,A⊥

)
es coge-

nerado por la clase C =
{
BC := Hom Z(B,Q/Z) |B ∈ B

}
.

Demostración. En efecto, por 1.11 sabemos que existe un isomorfismo

Ext1
R

(
A,BC

) ∼= (TorR1 (A,B))C .

Luego,

Ext1
R

(
A,BC

)
= 0⇔ (TorR1 (A,B))C = 0
⇔ TorR1 (A,B) = 0.

Por lo tanto, ⊥1C = A y así
(
A,A⊥

)
es un par de cotorsión en Mod (Rop).

Por otro lado, (B,A) es un Tor-par sobre el anillo opuesto, lo que implica por el
razonamiento anterior que

(
B,B⊥

)
es un par de cotorsión en Mod (R).
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Se sigue del lema anterior que (F ,F⊥1) es un par de cotorsión.

Proposición 4.40. La pareja
(
F ,F⊥1

)
es un par de cotorsión.

Demostración. Sea X = ⊕
r∈RR/rR. Claramente F = X> y

F ⊆
(
>F

)
> =

{
Z ∈ Mod (R) | TorR1 (M,Z) = 0 ∀M ∈ >F

}
⊆
{
Z ∈ Mod (R) | TorR1 (X,Z) = 0

}
= F .

Por lo tanto,
(
>F ,F

)
es un Tor-par. Así que por el lema anterior,

(
F ,F⊥1

)
es un par

de cotorsión.

Recordemos el concepto de módulo divisible.

Definición 4.41. Decimos que un R-módulo a derecha N es divisible si

Ext1
R (R/rR,N) = 0 ∀r ∈ R.

Un R-módulo a izquierda N es divisible si

Ext1
R (R/Rr,N) = 0 ∀r ∈ R.

Observación 4.42. Un R-módulo M es libre de torsión si y sólo si

MC := Hom Z(M,Q/Z)

es un R-módulo a derecha divisble. En efecto, sean M ∈ Mod (R) y r ∈ R. Por 1.11
tenemos el isomorfismo natural

Ext1
R

(
R/rR,MC

) ∼= (TorR1 (R/rR,M))C.

Por lo tanto, Ext1
R

(
R/rR,MC

)
= 0 si y sólo si TorR1 (R/rR,M) = 0.

En el siguiente lema veremos que en caso de que R sea un p.p. anillo, M es divisible
si y sólo si MC es libre de torsión.

Lema 4.43. Sea R un anillo tal que todo ideal principal es finitamente presentado.
Entonces, un R-móduloM es divisible si y sólo siMC es libre de torsión. En particular,
en caso de que R sea un p.p. anillo, un R-módulo M es divisible si y sólo si MC es
libre de torsión.
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Demostración. Sea R un anillo tal que todo ideal principal sea finitamente presentado.
Para todo r ∈ R, tenemos que Rr es finitamente presentado, por lo que tenemos una
sucesión exacta

0→ K1 → P1 → Rr → 0

con P1 proyectivo y tanto K1 como P1 finitamente generados. Luego, existe un epi-
morfismo P2 → K1 con P2 proyectivo finitamente generado. Considerando lo anterior,
junto con la sucesión exacta natural

0→ Rr → R→ R/Rr → 0

podemos concluir que existe una sucesión exacta

P2 → P1 → P0 → R/Rr → 0

con P2, P1, P0 R-módulos proyectivos finitamente generados. Entonces, por la observa-
ción hecha en la proposición 5.3 de [CE56], tenemos un isomorfismo natural

TorR1 (HomZ(M,Q/Z), R/Rr) ∼= Hom Z(Ext1
R(R/Rr,M),Q/Z).

Por lo tanto, TorR1
(
MC , R/Rr

)
= 0 para todo r ∈ R si y sólo si Ext1

R(R/Rr,M) = 0
para todo r ∈ R, así que podemos concluir lo deseado.

Nos encontramos en condiciones para abordar el objetivo de esta sección.
Sea B = ⊕

r∈RR/rR, por 2.32 existe un R-módulo derecho

D0 =
⋃
α<λ

Aα

donde {Aα}α<λ es una cadena continua, que satisface las siguientes condiciones:
(a) A0 = R,
(b) para todo α < λ se tiene que Aα+1/Aα ∼= B(Xα), y
(c) Ext1

R (B,D0) = 0.
Luego, se sigue de 2.35 que existe una sucesión exacta

0→ R→ D0 → D1 → 0,

donde D0 es un R-módulo derecho divisible y D1 es un R-módulo derecho Add (B)-
filtrado. A continuación veremos que en caso de que R sea un p.p. anillo, el R-módulo
DC

0 ⊕DC
1 es un R-módulo cotilting que induce el par de cotorsión

(
F ,F⊥1

)
.

Ejemplo 4.44 (Clases cotilting de módulos libres de torsión). Sea R un p.p. anillo
y T := DC

0 ⊕ DC
1 . Aplicando el funtor Hom Z(_,Q/Z) a la sucesión exacta anterior,
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obtenemos la sucesión exacta de R-módulos

η : 0→ DC
1 → DC

0
π→ RC → 0.

Probaremos que ⊥1T = F = Cogen (T ), con lo cual podremos concluir que T es un
módulo cotilting que genera a los módulos libres de torsión por 4.18(b).
Veamos que Cogen (T ) ⊆ F . Por 4.43, sabemos que DC

0 ∈ F ; y como F es una clase
libre de torsión por 4.37, es cerrada por submódulos y productos por 4.34. Por lo tanto,
DC

0 , D
C
1 ∈ F y

Cogen (T ) = Cogen
(
DC

0 ⊕DC
1

)
⊆ F .

Veamos que ⊥1T ⊆ Cogen (T ). Sea M ∈ ⊥1T . Como RC es un cogenerador inyectivo
de Mod (R), existe un cardinal λ y un monomorfismo µ : M →

(
RC

)λ
. Sea (K, ν, ρ)

el pullback de πλ y µ. Dicho pullback induce una sucesión exacta

0→
(
DC

0

)λ
→ K

ρ→M → 0.

Pero como M ∈ ⊥1T ⊆ ⊥1DC
0 , tenemos que Ext1

R

(
M,

(
DC

0

)λ)
= 0, por lo que dicha

sucesión se escinde. Por lo tanto, M es isomorfo a un submódulo de K, que a su vez
es isomorfo a un submódulo de

(
DC

1

)λ
debido a que ν es un monomorfismo. Lo que

implica que M ∈ Cogen (T ).
Finalmente observamos que F ⊆ ⊥1T . Sabemos que F ∈ F si y sólo si

TorR1 (R/rR, F ) = 0

para todo r ∈ R, lo cual se cumple si y sólo si

TorR1 (B,F ) = 0.

Ahora, por 1.11(b) tenemos que

Ext1
R (B,HomZ(F,Q/Z)) ∼= HomZ(TorR1 (B,F ) ,Q/Z) = 0.

Luego, Add (B) ⊆ ⊥1FC , así que como D1 es Add (B)-filtrado, es en particular ⊥1FC-
filtrado, lo que implica que D1 ∈ ⊥1FC por 2.35. De modo que al utilizar el isomorfismo
natural de 1.11(b), tenemos que TorR1 (D1, F ) = 0 ya que

0 = Ext1
R (D1,HomZ(F,Q/Z)) ∼= HomZ(TorR1 (D1, F ) ,Q/Z).
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Finalmente, utilizando 1.12, tenemos que

Ext1
R (F,HomZ(D1,Q/Z)) ∼= HomZ(TorR1 (D1, F ) ,Q/Z) = 0.

Por lo tanto, F ∈ ⊥1DC
1 . Por otro lado, es fácil ver que ⊥1DC

1 = ⊥1T . En efecto, dado
F ∈ ⊥1DC

1 , aplicando Hom R(F,_) a la sucesión exacta η, obtenemos la sucesión exacta

0 = Ext1
R

(
F,DC

1

)
→ Ext1

R

(
F,DC

0

)
→ Ext1

R

(
F,RC

)
,

de donde concluimos que Ext1
R

(
F,DC

0

)
= 0, ya que Ext1

R

(
F,RC

)
= 0 debido a que

RCes inyectivo. Por lo tanto,

⊥1T =
(
⊥1DC

0 ∩ ⊥1DC
1

)
= ⊥1DC

1 ⊆ ⊥1DC
0 .

De los teoremas 4.18 y 4.22 junto con el ejemplo anterior es inmediato el siguiente
corolario.

Corolario 4.45. Sea R un p.p. anillo. Se cumplen los siguientes enunciados:
(a)

(
F ,F⊥1

)
es un par de cotorsión cotilting;

(b) la clase de los módulos libres de torsión F es precubriente especial;
(c) F⊥ = F⊥1; y

(d) id
(
F⊥

)
≤ 1.

4.4.2. El módulo tilting de Fuchs

En el año de 1984, Fuchs estudió en [Fuc84] un módulo δ sobre un dominio entero R
con las interesantes propiedades de que
(a) es generador de la clase de R-módulos divisibles,
(b) tiene dimensión proyectiva 1, y
(c) δ⊥ es la clase de R-módulos divisibles.

Dos años después, Facchini probó en [Fac87] que dicho R-módulo es un módulo til-
ting. A continuación expondremos algunos resultados relacionados con una versión
generalizada de dicho módulo, realizada por Salce y Fuchs en [SF92].

Definición 4.46. Sea R un dominio entero.
(a) Decimos que un subconjunto S ⊆ R es multiplicativo si 1 ∈ S y st ∈ S para

todo s, t ∈ S.
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(b) Dado un subconjunto multiplicativo S, decimos que un R-módulo M es S-
divisible si para todo s ∈ S se satisface que sM = M .

Proposición 4.47. Sean R un dominio entero, M ∈ Mod (R) y S un subconjunto
multiplicativo. Se satisfacen los siguientes puntos:
(a) [ML63] Ext1

R (R/sR,M) ∼= M/sM para todo s ∈ R.
(b) M es S-divisible si y sólo si Ext1

R (R/sR,M) = 0 para todo s ∈ S.

Demostración.
(a) Dado s ∈ S, consideramos la sucesión exacta

0→ R
fs→ R

π→ R/sR→ 0

donde fs(x) = xs. Aplicando Hom R(_,M), obtenemos la sucesión exacta

Hom R(R,M)→ Hom R(R,M)→ Ext1
R (R/sR,M)→ Ext1

R (R,M) ,

donde Ext1
R (R, δS) = 0 debido a que R es proyectivo. Luego, la sucesión exacta

anterior es isomorfa a la sucesión

M
gs→M →M/sM → 0

donde gs(x) = xs. Por lo tanto, Ext1
R (R/sR,M) ∼= M/sM .

(b) Es inmediato del inciso anterior.

Ejemplo 4.48 (Módulos tilting de Fuchs). Sea R un dominio entero y S un subcon-
junto multiplicativo de R. Sea F es el R-módulo libre, cuya base B consiste de las
sucesiones finitas en S incluyendo la sucesión vacía, es decir

B := ω ∪
∞⋃
n=1

Sn

donde ω = () denota a la sucesión vacía. Considerando el submódulo libre G de F
generado por el conjunto

{sn(s1, s2, ..., sn)− (s1, ..., sn−1) | s1, ..., sn ∈ S}∞n=1 ∪ {s(s)− ω | s ∈ S} ,

definimos el R-módulo
δS := F/G.

Para cada x ∈ F , denotaremos como x̄ a la clase de x en δS.
Veamos que δS es un módulo 1-tilting.
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T1 Observamos que como G es libre, δS es de dimensión proyectiva ≤ 1 por 2.53.
T2 El R-módulo δS tiene una Add (⊕s∈S R/sR)-filtración dada por la cadena

δ0 = Rω δn = 〈x | x ∈ Sn〉 .

Observamos que δ0 ∼= R, mientras que

δn+1/δn ∼=
(⊕
s∈S

R/sR

)(Sn)

.

Además, para todo s ∈ S y (s1, ..., sn) ∈ B tenemos que

(s1, ..., sn, s)s = (s1, ..., sn)

en δS. Por lo tanto,
sδS = δS (4.B)

para todo s ∈ S. Es decir δS es S-divisible, lo que implica que δ(λ)
S es S-divisible

para todo cardinal λ. Así, podemos concluir que Ext1
R

(
R/sR, δ

(λ)
S

)
= 0 para

todo s ∈ S y para todo cardinal λ.
Por lo tanto, δS es ⊥δ(λ)

S -filtrado para todo cardinal λ. Así que por 2.35 podemos
concluir que Add (δS) ⊆ δ⊥S .

T3 Afirmamos que la sucesión exacta

0→ R
fω→ δS → δS/Rω → 0

es una Add (δS)-corresolución, donde fω(x) = xω para todo x ∈ R. Basta probar
que δS/Rω ∈ Add (δS). Consideramos el morfismo µ : F → δS definido en los
generadores como

µ(ω) = (1) y µ(s1, ...sn) = (1, s1, ...sn) ∀(s1, ..., sn) ∈ B.

Dado que

µ (sn(s1, s2, ..., sn)− (s1, ..., sn−1)) = sn(1, s1, s2, ..., sn)− (1, s1, ..., sn−1) = 0

para todo (s1, ..., sn) ∈ B, y

µ(s(s)− ω) = s(1, s)− (1) = (1)− (1) = 0;

µ induce un morfismo µ : δS → δS tal que µπ = µ, donde π : F → δS es la
proyección natural. Además, claramente tenemos que Ker (µ) = Rω, por lo que
el primer teorema de isomorfismos da a lugar un monomorfismo ν : δS/Rω → δS.
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Veamos que ν se escinde. En efecto, considerando el morfismo τ : F → δS/Rω
definido en la base como

τ(ω) = 0 +Rω y τ(s1, ...sn) = (s2, ...sn) +Rω ∀(s1, ..., sn) ∈ B.

Dado que

τ (sn(s1, s2, ..., sn)− (s1, ..., sn−1)) = sn(s2, ..., sn)− (s2, ..., sn−1) +Rω = 0 +Rω

para todo (s1, ..., sn) ∈ B, y

τ(s(s)− ω) = sω − 0 +Rω = 0 +Rω;

τ induce un morfismo τ : δS → δS/Rω tal que τπ = τ , el cual satisface que
τν = 1.

Utilizando la herramienta desarrollada podemos concluir los siguientes resultados:

Proposición 4.49. Sean R un dominio entero, S un conjunto multiplicativo, S la
clase de R-módulos S-divisibles y δS es módulo tilting de Fuchs asociado. Se satisfacen
los siguientes enunciados:
(a) δ⊥S = Gen (δS) = Gen2(δS) = S, y

(b) S es una clase preenvolvente especial corresolvente y pd
(
⊥1S

)
≤ 1.

Demostración.
(a) Por 4.18 basta probar que S = Gen (δS). Claramente tenemos que Gen (δS) ⊆ S.

Veamos que S ⊆ Gen (δS). Dado M ∈ S, basta probar que para todo a ∈ M
existe fa : δS → M tal que a ∈ Im (f)a. Sea a ∈ M . Recordamos que δS tiene
una Add (⊕s∈S R/sR)-filtración

δS =
∞⋃
i=0

δi

donde δ0 = Rω ∼= R. Consideramos el morfismo

f0 :δ0 →M

rω 7→ ra.

Por recursión definimos fn : δn → M a partir de fn−1 : δn−1 → M para todo
n ≥ 1 de la siguiente manera. Considerando la sucesión exacta natural

0→ δn−1
µn→ δn → δn/δn−1 → 0,
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observamos que Hom R(µn,M) es sobreyectiva, debido a que Ext1
R (δn/δn−1,M) =

0 por 4.47. De modo que fn−1 se extiende a un morfismo fn : δn →M . Tomando
f = ⋃∞

n=0 fn, se concluye lo deseado.
(b) Se sigue de 4.21.

Ejemplo 4.50. En caso de que R = Z y S = Z − {0}, tenemos que M := Q ⊕ Q/Z
es un R-módulo tilting equivalente a δS. En efecto, considerando la sucesión exacta
natural

0→ Z→ Q→ Q/Z→ 0

tenemos que M satisface T3; como M es un cogenerador inyectivo, satisface T2; y
como Z es hereditario, satisface T1. Por lo tanto,M es 1-tilting. Además, sabemos que
M genera la clase de los módulos divisibles (ver 10.28 de [Rot95]). Por lo tanto, M es
equivalente a δS.

4.4.3. Módulos tilting de Bass

En el año de 1963, Bass probó en [Bas63] que un anillo R es n-Gorenstein si y sólo si
la corresolución inyectiva minimal de R es de la forma

0→ R→
⊕
P∈P0

E(R/P )→ ...→
⊕
P∈Pn

E(R/P )→ 0

donde Pk es el conjunto de ideales primos de altura k. Ya hemos mencionado en ejem-
plos anteriores que esto implica que ⊕n

i=0

(⊕
P∈Pi E(R/P )

)
sea un módulo tilting.

Utilizando dicha corresolución para el caso n = 1, en [GT06] se construye una sucesión
exacta

0→ R→ RS →
⊕
P∈S

E(R/P )→ 0

para todo ∅ 6= S ⊆ P1, y se prueba que el módulo TS = RS ⊕
⊕

P∈S E(R/P ) es tilting.
Más aún, en [TP07] se prueba que todo módulo tilting de un anillo 1-Gorenstein es
equivalente a uno de esta forma.
En esta sección generalizaremos lo hecho en [TP07] para construir una familia de
módulos n-tilting sobre un anillo n-Gorenstein. Empezaremos por recordar algunas
definiciones y resultados clásicos.

Definición 4.51. Sea R un anillo conmutativo.
(a) Decimos que R es n-Gorenstein si es noetheriano y id (R) ≤ n.
(b) Un ideal P de R es primo si ab ∈ P implica que a ∈ P o b ∈ P .
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(c) La altura de un ideal primo P se define como la longitud máxima de una cadena
de ideales primos de la forma

0 ⊆ P0 ⊆ P1 ⊆ ... ⊆ Pn = P .

Recordamos las siguientes propiedades de un anillo noetheriano conmutativo.

Proposición 4.52. Sea R un anillo conmutativo noetheriano y Pn el conjunto de
ideales primos de altura n. Se cumplen los siguientes enunciados:
(a) el coproducto de módulos inyectivos es inyectivo;
(b) un conjunto de representantes de las clases de isomorfismo de módulos inyectivos

inescindibles es
{E(R/P ) |P es ideal primo} ;

(c) si R es un anillo n-Gorenstein, entonces la altura máxima de los ideales primos
es n;

(d) si P y Q son ideales primos de altura máxima, entonces P y Q son ideales
maximales;

(e) dado un ideal primo P y s ∈ R− P , la función

fs : E(R/P )→ E(R/P )
x 7→ sx

es un automorphismo;
(f) para todo ideal primo P tenemos que

P = {x ∈ R | xE(R/P ) = 0} ;

(g) si P y Q son ideales primos, Hom R(E(R/P ), E(R/Q)) 6= 0 si y sólo si P ⊆ Q;
(h) si P y Q son ideales primos tales que P −Q 6= ∅, entonces

Hom R(E(R/P ), E(R/Q)(λ)) = 0

para cualquier cardinal λ;
(i) si P es un ideal primo y X es una familia de ideales primos tal que P −Q 6= ∅

para todo Q ∈ X, entonces

Hom R(E(R/P ),
⊕
Q∈X

E(R/Q) = 0.
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Demostración. La prueba de las primeras cinco propiedades se pueden consultar en el
teorema 18.4 de [Mat06]. La prueba de (f) y (g) se encuentra en el teorema 3.3.8 de
[EO00].
Para (h), sabemos que existe s ∈ P −Q. Entonces, considerando el automorfismo

fs : E(R/Q)→ E(R/Q)

de (e), observamos que para todo g ∈ Hom R(E(R/P ), E(R/Q)(λ)) tenemos que

f (λ)
s g(x) = sg(x) = g(sx) = g(0) = 0

para todo x ∈ E(R/P ) por (f), lo que implica que g = 0 debido a que fs es un
automorfismo.
La última propiedad se prueba de manera semejante. Para todo ideal Q ∈ X existe
s(Q) ∈ P −Q. Consideramos el automorfismo

ϕ :=
⊕
Q∈X

fs(Q) :
⊕
Q∈X

E(R/Q)→
⊕
Q∈X

E(R/Q),

donde fs(Q) es el automorfismo de (e). Como para todo

g ∈ Hom R(E(R/P ),
⊕
Q∈X

E(R/Q)

tenemos que

ϕg(x) = ϕ (g(x)Q∈X) = (s(Q)g(x)Q∈X) = (g(s(Q)x)Q∈X) = 0

para todo x ∈ E(R/P ) por (f), podemos concluir que g = 0 debido a que ϕ es un
automorfismo.

Proposición 4.53. [EO00] Sea R un anillo conmutativo n-Gorenstein. Entonces

P = Pn = In = I.

Es decir, un R-módulo tiene dimensión proyectiva finita si y sólo si tiene dimensión
inyectiva finita, y en tal caso la dimensión es menor o igual a n.

Demostración. Ver 9.1.10. de [EO00].

Ejemplo 4.54 (Módulos tilting de Bass). Sea R un anillo n-Gorenstein. Consideramos
el conjunto Pi consistente de los ideales primos de altura i para cada i ∈ {0, ..., n}.
Por un resultado clásico de Bass (ver 18.8 de [Mat06]), se sabe que la coresolución
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inyectiva minimal de R es de la forma

0→ R→M0
f0→ ...

fn−1→ Mn−1
fn→Mn → 0,

donde Mi = ⊕
P∈Pi E (R/P ) para cada

i ∈ {0, ..., n}. Consideramos

MS :=
⊕
P∈S

E (R/P )

para un subconjunto ∅ 6= S ⊆ Pn. Al conside-
rar el pullback RS de fn.Mn−1 → Mn con la
inclusión natural ι : MS →Mn, obtenemos una
sucesión exacta

0→ Kn−1 → RS →MS → 0

donde Kn−1 = Ker (fn). Así que al considerar
la sucesión exacta

0→ R→M0 → ...→Mn−2 → Kn−1 → 0,

podemos construir la sucesión exacta

MSRSKn−1

Kn−1 Mn−1 Mn

MS′ MS′

00

0

0

0 0

0

0

η : 0→ R→M0 → ...→Mn−2 → RS

fn|RS→ MS → 0.

Veamos que TS :=
(⊕n−2

i=0 Mi

)
⊕RS ⊕MS es un R-módulo n-tilting siempre y cuando

K1, ..., Kn−1 ∈ ⊥
(
R

(λ)
S

)
para todo cardinal λ.

T1 SeaMS′ = ⊕
P∈Pn−S E (R/P ). Sabemos queMn−1,MS′ ∈ Inj (R), así que id (RS) ≤

1 debido a que del pullback tenemos la sucesión exacta

ε : 0→ RS →Mn−1 →MS′ → 0.

Se sigue que id (TS) ≤ 1 debido a que
(⊕n−2

i=0 Mi

)
⊕MS ∈ Inj (R). Por lo tanto

pd (TS) ≤ n por 4.53.
T3 Por construcción conocemos la coresolución η.
T2 Dado que MS ∈ Inj (R) y Mi ∈ Inj (R) para todo i ∈ {0, ..., n}, basta probar que

TS ∈ ⊥R(λ)
S para todo cardinal λ, para concluir que Add (TS) ⊆ T⊥S .

Observamos los siguientes hechos:

(a) MS ∈ ⊥R(λ)
S para todo cardinal λ.
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En efecto, sea λ un cardinal. Observamos que

Hom R(E(R/P ),M (λ)
S′ ) = 0

para todo P ∈ S por 4.52(i). Considerando la sucesión exacta

0 = HomR(E(R/P ), M
(λ)
S′ )→ Ext1

R

(
E(R/P ), R

(λ)
S

)
→ Ext1

R

(
E(R/P ), M

(λ)
n−1

)
= 0,

obtenida de aplicar Hom R(E(R/P ),_) con P ∈ S a la sucesión exacta
ε(λ), donde Ext1

R

(
E(R/P ),M (λ)

n−1

)
= 0 debido a que M (λ)

n−1 es inyectivo;
podemos concluir que Ext1

R

(
E(R/P ), R(λ)

S

)
= 0 para todo P ∈ S. Más

aún, observando la sucesión exacta

0 = ExtkR
(

E(R/P ), M
(λ)
S′

)
→ Extk+1

R

(
E(R/P ), R

(λ)
S

)
→ Extk+1

R

(
E(R/P ), M

(λ)
n−1

)
= 0,

obtenida de aplicar Hom R(E(R/P ),_) a la sucesión exacta ε(λ), podemos
concluir que ExtiR

(
E(R/P ), R(λ)

S

)
= 0 para todo i ≥ 0 y P ∈ S. Por lo

tanto, MS ∈ ⊥R(λ)
S .

(b) RS ∈ ⊥R(λ)
S si y sólo si Kn−1 ∈ ⊥R(λ)

S para todo cardinal λ.
Ciertamente, sea λ un cardinal. Aplicando Hom R(_, R(λ)

S ) a la sucesión
exacta

0→ Kn−1 → RS →MS → 0,
para todo k ≥ 1 obtenemos la sucesión exacta

0 = ExtkR
(

MS , R
(λ)
S

)
→ ExtkR

(
RS , R

(λ)
S

)
→ ExtkR

(
Kn−1, R

(λ)
S

)
→ Extk+1

R

(
MS , R

(λ)
S

)
= 0,

donde ExtkR
(
MS, R

(λ)
S

)
= 0 y Extk+1

R

(
MS, R

(λ)
S

)
= 0 por (a). Por lo tanto,

ExtkR
(
RS, R

(λ)
S

)
= 0 si y sólo si ExtkR

(
Kn−1, R

(λ)
S

)
= 0.

(c) RS,M0,M1, ...,Mn−2 ∈ ⊥R(λ)
S si y sólo si K1, ..., Kn−1 ∈ ⊥R(λ)

S para todo
cardinal λ.
Sea λ un cardinal. Supongamos que K1, ..., Kn−1 ∈ ⊥R(λ)

S . Al considerar las
sucesiones exactas

0→ R→M0 → K1 → 0 y 0→ Ki →Mi+1 → Ki+1 → 0

para i ∈ {1, ..., n − 2}, podemos concluir que M0, ...,Mn−2 ∈ ⊥R(λ)
S debido

a que R,K1, ..., Kn−1 ∈ ⊥R(λ)
S . Además por (b) sabemos que RS ∈ ⊥R(λ)

S .
Recíprocamente, supongamos que RS,M0, ...,Mn−2 ∈ ⊥R

(λ)
S . Por (b) sa-

bemos que Kn−1 ∈ ⊥R(λ)
S , así que al aplicar Hom R(_, R(λ)

S ) a la sucesión
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exacta
0→ Kn−2 →Mn−2 → Kn−1 → 0,

para todo k ≥ 1 obtenemos la sucesión exacta

0 = ExtkR
(
Mn−2, R

(λ)
S

)
→ ExtkR

(
Kn−2, R

(λ)
S

)
→ Extk+1

R

(
Kn−1, R

(λ)
S

)
= 0.

Por lo tanto, Kn−2 ∈ ⊥R(λ)
S . Repitiendo el argumento anterior recursiva-

mente podemos probar que K1, ..., Kn−1 ∈ ⊥R(λ)
S .

(d) TS ∈ ⊥R(λ)
S para todo cardinal λ si y sólo si K1, ..., Kn−1 ∈ ⊥R(λ)

S .
Se sigue de (b) y (c) recordando que TS :=

(⊕n−2
i=0 Mi

)
⊕RS ⊕MS.

Por lo tanto, TS es un R-módulo n-tilting siempre y cuando K1, ..., Kn−1 ∈
⊥
(
R

(λ)
S

)
para todo cardinal λ.

Ejemplo 4.55 (El caso 1-Gorenstein). Sea R un anillo conmutativo 1-Gorenstein. Por
el ejemplo anterior se sigue que para todo ∅ 6= S ⊆ P1, el módulo

TS = RS ⊕

⊕
P∈P1

E(R/P )


es un módulo 1-tilting.
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5 La dimensión finitista

Una dimensión homológica utilizada en el estudio de anillos es la dimensión global.
Sin embargo se pueden encontrar ejemplos en los que la dimensión global no es lo
suficientemente fina. Por esta razón se introdujeron las dimensiones finitistas de un
anillo.
En este capítulo, siguiendo la visión de [ZH14], daremos una breve introducción a
dichas dimensiones, así como a las conjeturas relacionadas con dichas dimensiones.
Para después utilizar la teoría tilting desarrollada en el capítulo anterior para dar
cotas y criterios de igualdad para estas dimensiones.

5.1. La dimensión finitista y sus conjeturas

Las dimensiones homológicas nacieron con el objetivo de dar una medida para decir
que tan lejos está un módulo de cierta clase de módulos.
El caso clásico es cuando consideramos la clase Proj (R). En este caso hemos visto que
pd (M) = 0 si y sólo si M ∈ Proj (R). De esta manera podemos utilizar la dimensión
proyectiva para caracterizar ciertas clases de anillos. Por ejemplo,

pd (ModR) = 0 si y sólo si R es semisimple y
pd (ModR) = 1 si y sólo si R es hereditario.

Incluso podemos citar el siguiente resultado para mostrar la utilidad de esta dimensión.
Teorema de Auslander-Buchsbaum-Serre [AB56, Ser55] Si V es una variedad alge-

braica sobre un campo algebraicamente cerrado y R es su anillo de coordenadas,
entonces pd (ModR) es finita si y sólo si V es suave.

Pareciera que pd (ModR), llamada la dimensión global del anillo, es una buena medida
para ver que tan sencilla es la categoría de módulos de R. Sin embargo, podemos
encontrar anillos en los que esta medida no es de utilidad.
Por ejemplo, si tomamos R = Zp2 para un primo p, entonces el R-módulo pZp2 tiene
dimensión proyectiva infinita. En efecto, considerando la sucesión exacta

0→ pZp2 → Zp2
π→ pZp2 → 0
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donde π es la proyección natural, podemos construir la resolución proyectiva

...
f→ Zp2

f→ ...
f→ Zp2

f→ Zp2
π→ pZp2 → 0

donde f : Zp2 → Zp2 es el morfismo definido como f(a) = pa. Observamos que la
k-ésima sizigia de pZp2 en dicha resolución es isomorfa a pZp2 para toda k ≥ 0. Por
lo tanto, por 1.33 podemos concluir que pd (Zp2) = ∞, puesto que para todo k ≥ 1
tenemos que

ExtnR (pZp2 , pZp2) ∼= Ext1
R (pZp2 , pZp2) 6= 0

puesto que la proyección natural Zp2
π→ pZp2 no se escinde. Por lo tanto, la dimensión

global de R es infinita. Sin embargo, por el teorema de Prüfer-Baer (ver corolario 10.37
de [Rot95]), todo R-módulo es coproducto de submódulos cíclicos, por lo que podemos
concluir que todo R-módulo es de la forma

(Zp2)(X1) ⊕ (pZp2)(X2) .

Así que la categoría de R-módulos es relativamente sencilla.
Por este motivo se consideran las siguientes dimensiones, que reciben el nombre de
dimensión finitista pequeña y dimensión finitista:
findim (RR) := sup {pd (M) |M es un módulo finitamente generado con pd (M) <∞}
Findim (RR) := sup {pd (M) |M es un módulo con pd (M) <∞}
Claramente estas dimensiones son más refinadas que la global. Por ejemplo en el caso
del anillo R = Zp2 tenemos que findim (RR) = 0 = Findim (RR).
Cabe mencionar que la dimensión finitista pequeña fue considerada implícitamente en
la prueba del célebre teorema de Auslander-Buchsbaum-Serre. Mientras que Kaplansky
sugirió el estudio de la dimensión finitista grande.
Es natural preguntarse si dichas dimensiones son siempre finitas o si siempre coinciden,
por lo que Bass publicó estas preguntas en la década de 1960. La respuesta a dichas
preguntas es negativa como se puede ver en [AB57, GR71]. Para el caso de álgebras
de dimensión finita reciben el nombre de conjeturas de la dimensión finitista.
Conjeturas de la dimensión finitista Sea R un álgebra de dimensión finita sobre un

campo k.
I findim (RR) = Findim (RR);
II findim (RR) <∞.
Por otro lado, podemos definir de manera dual la dimensión finitista injectiva de la
siguiente manera.
inj. findim (RR) := sup {id (M) |M es un módulo finitamente generado con id (M) <∞}
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inj.Findim (RR) := sup {id (M) |M es un módulo con id (M) <∞}
Cabe observar que en caso de que el anillo sea artiniano por la izquierda se satisfacen
las siguientes igualdades.

Proposición 5.1. Si R es un anillo artiniano a izquierda, entonces

findim (RR) = sup{pd (S) |S es simple y pd (S) <∞ o S = 0}
inj. findim (RR) = sup{id (S) |S es simple y id (S) <∞ o S = 0}.

Demostración. Dado que el anillo es artiniano, todo R-módulo izquierdo finitamente
generado tiene serie de composición. Veamos que un R-módulo no nulo M con una
serie de composición

M = Mk ⊇ ... ⊇M1 ⊇M0 = 0,

satisface que
pd (M) = sup {pd (Mi/Mi−1) | 1 ≤ i ≤ k} .

En efecto, lo mostraremos por inducción sobre k. Si k = 1, entonces

M = M1 = M1/0

por lo que la afirmación es verdadera. Supongamos nuestra hipótesis cuando k = n.
Para k = n+ 1 consideramos la sucesión exacta

0→Mn →Mn+1 →Mn+1/Mn → 0,

y concluimos por 2.53 que

pd (M) = pd (Mn+1) ≤ máx {pd (Mn) , pd (Mn+1/Mn)} ,

donde pd (Mn) = sup {pd (Mi/Mi−1) | 1 ≤ i ≤ n} por hipótesis de inducción. Por lo
tanto,

pd (M) = sup {pd (Mi/Mi−1) | 1 ≤ i ≤ k} .

En particular, siM es un R-módulo finitamente generado tal que pd (M) <∞ tenemos
que

pd (M) ≤ sup{pd (S) |S es simple y pd (S) <∞ o S = 0}.

Por lo tanto, sup{pd (S) |S es simple y pd (S) <∞ o S = 0}.

5.2. Pares de cotorsión tilting

En lo que queda del capítulo utilizaremos los R-módulos tilting para dar cotas a las
dimensiones finitistas y dar algunos resultados sobre éstas. Para ello utilizaremos la
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herramienta desarrollada en el capítulo 2, asociándole a cada R-módulo tilting y a
cada R-módulo cotilting un par de cotorsión.
En efecto, por 2.27 y 2.37 sabemos que todo R-módulo tilting T induce un par de
cotorsión completo y hereditario (X ,Y), donde Y = T⊥ y X = ⊥B. Así como todo
R-módulo cotilting T induce un par de cotorsión completo y hereditario (X ,Y) con
X =⊥ T y Y = X⊥ por 2.27 y 4.15.

Definición 5.2. Sea (X ,Y) un par de cotorsión. Decimos que
(a) (X ,Y) es un par de cotorsión tilting si existe un R-módulo tilting T tal que

(X ,Y) es el par de cotorsión inducido por T ,
(b) (X ,Y) es un par de cotorsión cotilting si existe un R-módulo cotilting T tal que

(X ,Y) es el par de cotorsión inducido por T .

Podemos reformular los teoremas 4.21 y 4.22 de la siguiente manera, como se hizo en
[HM10].

Teorema 5.3. [HM10] Sea (X ,Y) un par de cotorsión hereditario y completo en
Mod (R) con ω = X ∩ Y. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) (X ,Y) es un par de cotorsión tilting,
(b) pdX (X ) <∞ y ω es cerrado bajo coproductos, y
(c) ω es cerrado bajo coproductos, pd (ω) <∞ y X ⊆ ω̌.

Más aún, en tal caso se cumple que

pd (T ) = pd (X ) = pdX (X ) = coresdimAdd(T ) (X ) = coresdimY (Mod (R)) = idAddT (X ) ,

donde T es un R-módulo tilting asociado a (X ,Y).

Demostración. (a) ⇔ (b) Es inmediato de 4.21, notando que pdX (X ) = pd (X ) por
2.57.
(b)⇔ (c) Se sigue de 2.68.
Las igualdades

pdX (X ) = coresdimAdd(T ) (X ) = coresdimY (Mod (R)) = idAddT (X )

se siguen de 2.57 y 2.68, notando que pd (T ) = pd (AddT ).

Podemos dar la versión cotilting del resultado anterior.

Teorema 5.4. Sea (X ,Y) un par de cotorsión hereditario y completo en Mod (R) con
ω = X ∩ Y. Los siguientes enunciados son equivalentes:
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(a) (X ,Y) es un par de cotorsión cotilting.
(b) idY (Y) <∞ y ω es cerrado bajo productos.
(c) ω es cerrado bajo productos, id (ω) <∞ y Y ⊆ ω∧.

Más aún, en tal caso se cumple que

id (T ) = idY (Y) = id (Y) = resdimProdT (Y) = resdimX (Mod (R)) = pdProdT (Y) ,

donde T es un módulo cotilting asociado a (X ,Y).

Demostración. Dual al teorema anterior.

5.3. Un módulo tilting que mide la dimensión finitista
pequeña

En esta sección, utilizaremos nuestras herramientas creadas en el capítulo 2 para cal-
cular las dimensiones finitistas. Para empezar, observamos que si P denota a la clase
de los módulos de dimensión proyectiva finita, entonces

Findim (RR) = pd (P) .

Si además suponemos que R es un anillo con Findim (R) ≤ n, la clase de módulos de
dimensión proyectiva finita coincide con la clase Pn, por lo que

Findim (RR) = pd (Pn) .

Por lo tanto, será de nuestro interés estudiar los pares de cotorsión
(
Pn,P⊥n

)
.

De manera similar, podemos estudiar la dimensión finitista pequeña considerando los
pares de cotorsión generados por las clases

P<∞n := {X ∈ Pn |X es finitamente generado} .

Siendo de particular importancia los casos cuando estos pares sean pares tilting. Sin
embargo, lo anterior no siempre ocurre.
Para asegurarnos que los pares de cotorsión estudiados sean pares de cotorsión til-
ting nos restringiremos a trabajar con anillos coherentes a izquierda. A continuación
recordamos cómo se define dicha clase de anillos.

Definición 5.5. Decimos que un anillo es coherente a izquierda si todo submódulo
finitamente generado de un R-módulo finitamente presentado es finitamente presenta-
do.
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La razón por la que trabajaremos con esta clase de anillos es porque la clase de R-
módulos finitamente presentados tiene resoluciones de R-módulos proyectivos finita-
mente generados como muestra el siguiente lema.

Lema 5.6. Si R un anillo coherente a izquierda, entonces todo módulo finitamente
presentado M tiene una resolución

...→ Fn
fn→ ...

f1→ F0
f0→M → 0

donde Fi es un módulo libre finitamente generado para todo i ≥ 0 y cada sizigia es
finitamente presentada. Más aún, si M es un módulo con una resolución proyectiva

η : ...→ Pn
fn→ ...

f1→ P0
f0→M → 0,

donde Pi es finitamente generado para todo i ≥ 0, entonces toda sizigia de M en η es
finitamente presentada.

Demostración. Sea M es finitamente presentado. Existe una sucesión exacta

0→ K0 → F0 →M → 0

con F0 libre finitamente generado y K0 finitamente generado. Ahora, como R es cohe-
rente a izquierda tenemos que K0 es finitamente presentado, por lo que existe una
sucesión exacta

0→ K1 → F1 → K0 → 0

con F1 libre finitamente generado y K1 finitamente generado. Recursivamente, cons-
truimos la sucesión buscada.
La segunda parte se sigue de que todo módulo proyectivo finitamente generado es
finitamente presentado.

Cabe observar que lo que afirma el lema anterior es que la clase de módulos finitamente
presentados sobre un anillo coherente a izquierda es cerrada por sizigias de resoluciones
que consistan de módulos finitamente generados. Introduciremos la siguiente definición
para referirnos a dicha propiedad.

Definición 5.7. Sea S una clase de módulos finitamente presentados. Diremos que S
es cerrada por sizigias pequeñas si toda resolución proyectiva

...→ Pn
fn→ ...

f1→ P0
f0→M → 0

con M ∈ S y Pi finitamente generado, satisface que toda sizigia pertenece a S.

Tenemos la siguiente variante del lema 2.25.

144



5.3 Un módulo tilting que mide la dimensión finitista pequeña

Lema 5.8. Sea R un anillo coherente a izquierda y X una clase de R-módulos finita-
mente presentados. Si X es una clase cerrada por sizigias pequeñas, entonces:
(a) X⊥1 = X⊥ y ⊥1

(
X⊥1

)
= ⊥

(
X⊥

)
, y

(b) el par de cotorsión generado por X es hereditario.

Demostración. Sea X una clase cerrada por sizigias pequeñas.
(a) Basta con probar que X⊥1 ⊆ X⊥. Para ello, consideramos M ∈ X⊥1 , X ∈ X y

recordamos que existe una resolución proyectiva

...→ Fn
fn→ ...

f1→ F0
f0→ X → 0,

donde Fi es un módulo libre finitamente generado para todo i ≥ 0 y cada sizigia
es finitamente presentada. Ahora, por el lema del corrimiento tenemos que

ExtkR (X,M) ∼= Ext1
R (Imfk−1,M) = 0.

Por lo tanto, M ∈ ⊥X para toda X ∈ X , es decir M ∈ ⊥X .
La prueba de ⊥1

(
X⊥1

)
= ⊥

(
X⊥

)
se sigue de 2.25, puesto que X⊥1 = X⊥ es

cerrada por cosizigias por ser coresolvente.
(b) Se sigue de 2.19 puesto que X⊥ es coresolvente.

Con lo anterior podemos presentar el resultado central que nos permitirá probar que
los pares de cotorsión referidos son pares de cotorsión tilting.

Lema 5.9. [EO00] Sean R un anillo coherente a izquierda, n > 0, M un R-módulo
finitamente presentado y {Ni}i∈I una familia de R-módulos. Entonces

ExtkR
(
M,

⊕
i∈I

Ni

)
∼=
⊕
i∈I

ExtkR (M,Ni)

para todo k ≥ 0.

Demostración. ComoM es finitamente presentado sabemos por la observación anterior
que existe una sucesión exacta

...→ Fn
fn→ ...

f1→ F0
f0→M → 0

donde Fi es un módulo libre finitamente generado. Luego, consideramos el complejo

η′ : 0→ Hom R(M,
⊕
i∈I

Ni)→ Hom R(F0,
⊕
i∈I

Ni)→ ...→ Hom R(Fn,
⊕
i∈I

Ni)→ ...
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obtenido de aplicar Hom R(−,⊕i∈I Ni) a la sucesión anterior, y la suma directa

η′ : 0→
⊕
i∈I

Hom R(M,Ni)→
⊕
i∈I

Hom R(F0, Ni)→ ...→
⊕
i∈I

Hom R(Fn, Ni)→ ...

de los complejos obtenidos al aplicar Hom R(−, Ni) a la sucesión exacta anterior. Re-
cordando que Fi ∼= R(Xi) para algún conjunto Xi para todo i ≥ 0, tenemos que

Hom R(Fi,
⊕
i∈I

Ni) ∼=
(⊕
i∈I

Ni

)(Xi)
∼=
⊕
i∈I

Hom R(Fi, Ni)

para todo i ≥ 0. Como el isomorfismo anterior es natural, obtenemos que las homologías
de los complejos η y η′ son isomorfos. Por lo que podemos concluir lo deseado ya que
la homología conmuta con sumas directas.

Ahora podemos dar una aplicación interesante al teorema 4.21.
Lema 5.10. [AHT02] Sean n > 0, R un anillo coherente a izquierda y S una clase de
módulos finitamente presentados cerrada por sizigias pequeñas. Si (U ,V) es el par de
cotosión generado por S, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) U ⊆ Pn;
(b) existe un módulos n-tilting T tal que V = T⊥.

Demostración. Dado que S es cerrado por sizigias pequeñas, por 5.8 sabemos que

S⊥ = S⊥1 = V y ⊥1V = ⊥V = U

y que (U ,V) es hereditario. Además, dado que S consiste de módulos finitamente
generados, tiene un conjunto de representantes, pues todo módulo es isomorfo a un
cociente de R(N). Así que por 2.36 podemos concluir que (U ,V) es completo. Por lo
tanto, basta mostrar que U ∩ V es cerrado bajo coproductos para concluir lo deseado
por 4.21. Para ello, dado que U es cerrado por coproductos, basta ver que V también
lo es. Esto se sigue del lema anterior puesto que S consiste de módulos finitamente
presentados.

Cabe observar que este lema nos da una basta colección de pares de cotorsión tilting.
Ejemplo 5.11. [AHT02] Sea R un anillo coherente a izquierda. Por 5.6 sabemos que
para todo 0 < i ≤ n, la clase

S := Ωi−1 {X ∈ Pn | X es finitamente presentado}

es cerrada por sizigias. Por lo tanto, en caso de que el anillo sea coherente a izquierda,
tenemos por el lema anterior que el par de cotorsión generado por S es un par de
cotorsión tilting.

146



5.3 Un módulo tilting que mide la dimensión finitista pequeña

Una aplicación interesante del lema anterior resulta al considerar el par de cotorsión
generado por la clase de módulos finitamente presentados de dimensión proyectiva
menor o igual a n.
Proposición 5.12. [AHT02] Sean R un anillo coherente a izquierda y

Sn := {X ∈ Pn |X es finitamente presentado}

para todo n > 0. Entonces para todo n > 0 existe un módulo n-tilting Tn tal que
T⊥n = S⊥1

n . Más aún, si R es noetheriano a izquierda y findim (RR) ≥ n, entonces
pd (Tn) = n.

Demostración. Sea n > 0. Por 5.6 la clase de los módulos finitamente presentados con
dimensión proyectiva menor o igual a n es cerrado por sizigias pequeñas en caso de
que el anillo sea coherente a izquierda. Así que por 5.10 sabemos que existe un módulo
n-tilting Tn tal que T⊥n = V , donde (U ,V) es el par de cotorsión generado por S.
Ahora, en caso de que el anillo sea noetheriano, la clase de los R-módulos finitamente
generados coincide con la clase de los R-módulos finitamente presentados. En caso de
que findim (R) ≥ n, existe un módulo finitamente presentadoM con∞ > pd (M) ≥ n.
Por lo que podemos concluir que

n ≤ pd (M) ≤ pd (S) ≤ pd (U) ≤ n

por 4.21. Por lo tanto, pd (Tn) = n por 5.3.

Con ayuda del lema anterior alcanzamos nuestro objetivo al caracterizar los anillos
noetherianos a izquierda tales que findim (RR) <∞.
Teorema 5.13. [AHT02] Sea R un anillo noetheriano por la izquierda y (A,B) el
par de cotorsión generado por S, que denota a la clase de R-módulos finitamente
generados de dimensión proyectiva finita. Entonces findim (R) <∞ si y sólo si existe
un R-módulo tilting tal que T⊥ = B. En tal caso, findim (RR) = pd (T ).

Demostración. Supongamos que existe un R-módulo tilting T con pd (T ) = n tal que
T⊥ = B. Dado que el anillo es noetheriano, S es cerrado por sizigias pequeñas por
5.6, así que A ⊆ Pn por 5.10. Pero para todo R-módulo finitamente gnerado M de
dimensión proyectiva finita tenemos que

M ∈ S ⊆ ⊥
(
S⊥
)

= A.

Por lo tanto, findim (RR) ≤ n.
Para el recíproco retomamos la notación utilizada en 5.12, y observamos que en caso
de que findim (RR) = n, se tiene que Sn = S. Luego, por 5.12 existe un módulo tilting
T de dimensión proyectiva n tal que T⊥ = S⊥n = S⊥ = B.
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5.4. Un criterio para la igualdad de las dimensiones
finitistas

En esta sección, utilizaremos la teoría construida para caracterizar cuando un anillo
coherente a izquierda R satisface que Findim (RR) = findim (RR).

Proposición 5.14. [AHT02] Sean R un anillo y M un R-módulo n-tilting. Los si-
guientes enunciados son equivalentes:
(a) la categoría Add (M) es cerrada por cokerneles de monomorfismos,

(b) P =⊥
(
M⊥

)
.

Además, en tal caso Findim (RR) ≤ n.

Demostración.
(a)⇒ (b) Por 5.3 sabemos que pd

(
⊥
(
M⊥

))
≤ n, con esto tenemos que ⊥

(
M⊥

)
⊆ P ,

por lo que basta probar que P ⊆ ⊥
(
M⊥

)
. Para ello recordamos que M⊥ es preenvol-

vente especial por 2.37, de modo que para todo A ∈ P existe una sucesión exacta

0→ A→ X → Y → 0

con X ∈ M⊥ y Y ∈ ⊥
(
M⊥

)
. Ahora, por 2.53 podemos concluir que X ∈ P ya que

A, Y ∈ P . Luego, por 4.17 existe una sucesión exacta

0→Mm+1
f→Mm → ...→M0 → X → 0

con Mi ∈ Add (M) para todo 0 ≤ i ≤ m + 1, lo que implica que X ∈ Add (M) por
hipótesis. Finalmente, como ⊥

(
M⊥

)
es resolvente y X ∈ Add (M) ⊆ ⊥

(
M⊥

)
por 4.18,

al igual que Y , podemos concluir que A ∈ ⊥
(
M⊥

)
-

(b) ⇒ (a) Por 4.18 sabemos que Add (M) = P ∩M⊥, lo que implica que Add (M) es
cerrado por conúcleos de monomorfismos puesto tanto P como M⊥ lo son.
Ahora, en caso de que satisfaga alguno de estos puntos, como pd

(
⊥
(
M⊥

))
= n por

5.3 y P = ⊥
(
M⊥

)
, se sigue que P = Pn. Por lo tanto, Findim (RR) ≤ n.

Ahora podemos caracterizar cuando las dimensiones finitistas grande y pequeña coin-
ciden cuando el anillo es coherente a izquierda.

Teorema 5.15. [AHT02] Sean R un anillo coherente a izquierda, S es la clase de
los módulos finitamente presentados de dimensión proyectiva finita y (A,B) el par de
cotorsión generado por S. Los siguientes enuciados son equivalentes:
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(a) Findim (RR) <∞ y P ⊆ F(S);
(b) findim (RR) <∞ y P ⊆ F(S);
(c) existe un módulo n-tilting T tal que B = T⊥ y Add (T ) es cerrado por conúcleos

de monomorfismos; y
(d) A = P.

Además, en caso de que se cumpla alguna de estas condiciones

Findim (RR) = findim (RR) ≤ n.

Demostración.
(a)⇒ (b) Es trivial.
(b) ⇒ (d) Supongamos que findim (RR) < ∞ y P ⊆ F(S). Como R ∈ S, se sigue de
2.39 que A consiste de los R-módulos que son sumandos directos de los R-módulos
S-filtrados. En particular, P ⊆ A. Además, como findim (RR) = k < ∞ tenemos que
S ⊆ Pk. Así que por 2.50 tenemos que F(S) ⊆ F(Pk) ⊆ Pk. Por lo tanto, A ⊆ Pk.
(d) ⇒ (a) Supongamos que A = P . Como R ∈ S, se sigue de 2.39 que todo elemento
de P es sumando directo de un R-módulo S-filtrado.
Además, como P es cerrado por coproductos podemos concluir que Findim (RR) <∞.
En efecto, si suponemos que Findim (RR) =∞, para todo n ∈ N existe un R-módulo
Mn tal que pd (Mn) ≥ n. Así que

pd
⊕
n∈N

Mn

 =∞,

lo cual contradice que P sea cerrado por coproductos.
(b)⇒ (c) Dado que findim (RR) <∞, existe k ≥ 0 tal que S = Sk, donde

Sk := {X ∈ Pk |X es finitamente presentado} .

Así que por 5.12 existe un R-módulo k-tilting T tal que T⊥ = B. Además como
(a)⇒ (c), A = P . Así que por 5.14 tenemos que Add (T ) es cerrado por conúcleos de
monomorfismos.
(c) ⇒ (d) Supongamos que existe un R-módulo tilting T tal que T⊥ = B y Add (T )
sea cerrado por conúcleos de monomorfismos. Por 5.14 sabemos que

P = ⊥
(
T⊥
)

= ⊥B = A.

Finalmente, en caso de que R satisfaga algunos de los puntos anteriores. Tenemos que
Findim (RR) = n y findim (RR) = k para algún ∞ > n ≥ k ≥ 0, por lo que existe un
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R-módulo M tal que pd (M) = n y S = Sk ⊆ Pk. Entonces, se sigue de 2.50, que todo
R-módulo S-filtrado pertenece a Pk por ser Pk-filtrado. Ahora, también sabemos que P
consiste de sumandos directos deR-módulos S-filtrados, lo que implica que pd (M) ≤ k
por el razonamiento anterior. Por lo tanto, findim (RR) = Findim (RR).

5.5. Cotas para la Dimensión Finitista

Se ha visto en la sección 2 que un par de cotorsión tilting (X ,Y) es un par de cotorsión
completo y hereditario tal que pdX (X ) <∞, al igual que un par de cotorsión cotilting
(A,B) que es hereditario, completo y que idB (B) < ∞. En esta sección veremos que
un par de cotorsión (X ,Y) satisfaciendo que pdX (X ) <∞ o que idY (Y) <∞ brinda
cotas atractivas para las dimensiones finitistas.
Comenzaremos por expresar las dimensiones finitistas en términos de dicho par de
cotorsión siguiendo los pasos de [HM10].

Lema 5.16. [HM10] Sean (X ,Y) un par de cotorsión completo y hereditario en Mod (R)
con ω = X ∩ Y . En caso de que pdX (X ) < ∞ y α = resdimX (P). Se cumplen los
siguientes enunciados:
(a) α = resdimX (ω̂) = resdimω (ω̂) = pdω (P) ≤ pd (ω̂).
(b) pd (ω̂) = Findim (RR).

En caso de que idY (Y) <∞ y α′ = coresdimY (I). Se cumplen los siguientes enuncia-
dos:
(a) α′ = coresdimY (ω∨) = coresdimω (ω∨) = idω (I) ≤ id (ω∨).
(b) id (ω∨) = inj.Findim (RR).

Demostración. Probaremos la primera parte, la prueba de la segunda es dual.
(a) Sea M ∈ P . Por 2.70(b) tenemos que resdimX (M) = pdY (M). Más aún, dado

que pd (X ) = pdX (X ) < ∞ por 2.68 y que M ∈ P , si tomamos una sucesión
exacta

0→M → B → A→ 0

con A ∈ X y B ∈ Y , se tiene que B ∈ P ∩ Y = ω̂ por 2.70(b) (la cual existe por
ser (X ,Y) un par completo). Además, por 2.53 tenemos que

pdY (M) ≤ pdY (B) ≤ pdY (ω̂) .

Lo cual prueba por 2.70(b) que α = pdY (P) ≤ pdY (ω̂).
Por otro lado, dado que ω̂ ⊆ P tenemos que resdimX (ω̂) ≤ α. Por lo que

resdimX (ω̂) ≤ α = pdY (P) ≤ pdY (ω̂) ,

150



5.5 Cotas para la Dimensión Finitista

pero como ω̂ = P ∩ B tenemos que resdimX (ω̂ =) pdY (ω̂) por 2.70(2), así que

resdimX (ω̂) = α = pdY (P) = pdY (ω̂) ≤ pd (ω̂) .

Finalmente, por 2.67 se obtiene que

α = resdimX (ω̂) = resdimω (ω̂) = pdω (P) ≤ pd (ω̂) .

(b) Por 2.70(d) sabemos que ω̂ = P ∩ Y ⊆ P , así que

pd (ω̂) ≤ pd (P) =: Findim (RR) .

Luego, para probar la otra desigualdad se observa que para todo M ∈ P , por el
razonamiento anterior existe una sucesión exacta

0→M → B → A→ 0

conA ∈ X yB ∈ ω̂. Así que por 2.53 tenemos que pd (M) ≤ máx {pd (B) , pd (A)− 1}.
Pero como pd (ω) = pd (X ) por 2.68, tenemos que

Findim (RR) := pd (P) ≤ máx {pd (ω̂) , pd (A)− 1}
≤ máx {pd (ω̂) , pd (ω)− 1}
≤ pd (ω̂)

ya que ω ⊆ ω̂.

Teorema 5.17. [HM10] Sean (X ,Y) un par de cotorsión completo y hereditario,

α = resdimX (P) , β = resdimY (P<∞) , α′ = coresdimY (I) y β′ = coresdimY (I<∞) .

En caso de que pdX (X ) <∞, se cumplen los siguientes enunciados:
(a) α ≤ Findim (RR) ≤ pdX (X ) + α.
(b) β ≤ findim (RR) ≤ pdX (X ) + β.

En caso de que idY (Y) <∞, se cumplen los siguientes enunciados:
(a) α′ ≤ inj.Findim (RR) ≤ idY (Y) + α′.
(b) β′ ≤ inj. findim (RR) ≤ idY (Y) + β′.

Demostración. Probaremos el primer enunciado, la prueba del segundo es dual.
(a) Por el lema anterior se tiene que α ≤ Findim (RR), por lo que basta probar que

Findim (RR) ≤ pdX (X ) + α, lo cual se cumple por 2.70(c).
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(b) Por 2.70(b) tenemos que

β = pdY (P<∞) ≤ pd (P<∞) := findim (RR) ,

y por 2.70(c) tenemos que

findim (RR) := pd (P<∞) ≤ pdX (X ) + resdimX (P<∞) = pdX (X ) + β.

Como corolario obtenemos un criterio de finitud para las dimensiones finitistas.

Corolario 5.18. [HM10] Sea R un anillo.
(a) Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a1) Findim (RR) <∞,
(a2) existe un par de cotorsión hereditario y completo (X ,Y) que satisface las

desigualdades pdX (X ) <∞ y α = resdimX (P) <∞,
(a3) todo par de cotorsión hereditario y completo (X ,Y) con pdX (X ) <∞ cum-

ple que resdimX (P) <∞.

(b) Los siguientes enunciados son equivalentes:

(b1) findim (RR) <∞,
(b2) existe un par de cotorsión hereditario y completo (X ,Y) que satisface las

desigualdades pdX (X ) <∞ y β = resdimX (P<∞) <∞,
(b3) todo par de cotorsión hereditario y completo (X ,Y) con pdX (X ) <∞ cum-

ple que resdimX (P<∞) <∞.

(c) Los siguientes enunciados son equivalentes:

(c1) inj.Findim (RR) <∞,
(c2) existe un par de cotorsión hereditario y completo (X ,Y) tal que idY (Y) <∞

y α′ = coresdimY (I) <∞,
(c3) todo par de cotorsión hereditario y completo (X ,Y) con idY (Y) <∞ cumple

que coresdimY (I) <∞.

(d) Los siguientes enunciados son equivalentes:

(d1) inj. findim (RR) <∞,
(d2) existe un par de cotorsión hereditario y completo (X ,Y) tal que idY (Y) <∞

y β′ = coresdimY (I<∞) <∞,
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(d3) todo par de cotorsión hereditario y completo (X ,Y) con idY (Y) <∞ cumple
que coresdimY (I<∞) <∞.

Demostración. Probaremos los primeros dos enunciados. La prueba de los enunciados
(c) y (d) es dual.
Las implicaciones (a2) ⇒ (a1), (a1) ⇒ (a3), (b2) ⇒ (b1) y (b1) ⇒ (b3) se siguen de
5.17, por lo que basta probar (a3)⇒ (a2) y (b3)⇒ (b2).
Para ello, basta mostrar que existe un par de cotorsión hereditario y completo (X ,Y)
con pdX (X ) < ∞, pero dicho par siempre existe. En efecto, para todo n ∈ N hemos
visto que el par (Pn,P⊥n ) es hereditario y completo, así que pdPn (Pn) = pd (Pn) ≤ n.

Ahora comenzaremos nuestro análisis. Recordamos que la primer conjetura de la di-
mensión finitista afirma que Findim (RR) = findim (RR). Dicha conjetura es falsa
para anillos arbitrarios. De hecho Smalø mostró en [Sma00] que la diferencia entre
Findim (RR) y findim (RR) puede ser tan grande como sea deseado. A continuación
veremos un resultado que acota la diferencia entre dichos valores.

Teorema 5.19. [HM10] Sean R noetheriano a izquierda con findim (RR) < ∞ y
(X ,Y) el par de cotorsión generado por P<∞ y ω = X ∩Y. Los siguientes enunciados
se satisfacen:
(a) resdimX (P)− findim (RR) ≤ Findim (RR)− findim (RR) ≤ resdimX (P).
(b) Findim (RR) = findim (RR) si y sólo si pd (ω) = pd (ω∧).

Demostración. Observamos que como findim (R) <∞, existe un módulo tilting T tal
que T⊥ = Y y findim (RR) = pd (T ) = pd (X ) = pdX (X ) por 5.13 y 5.3.
(a) Por 5.17 sabemos que

resdimX (P) ≤ Findim (RR) ≤ pdX (X ) + resdimX (P) .

Pero hemos observado que findim (RR) = pd (X ). Así que tenemos la desigualdad

resdimX (P) ≤ Findim (RR) ≤ findim (RR) + resdimX (P)

que es equivalente a la desigualdad buscada.
(b) Debido a que pdX (X ) <∞, sabemos que pdX (X ) = pd (ω) por 2.68(b), y que

pd (ω∧) = Findim (RR) por 5.16. Pero findim (RR) = pdX (X ). Por lo tanto,
Findim (RR) = findim (RR) si y sólo si pd (ω) = pd (ω∧).
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Corolario 5.20. [HM10] Sea T un módulo tilting. Si R es noetheriano a izquierda,
entonces

Findim (RR) ≤ pd (T ) + id (T ) .

Demostración. Sea (X ,Y) el par de cotorsión generado por T . Cabe recordar que

ω := A ∩ B = Add (T ) y que pd (T ) = pd (X ) = pdX (X ) .

Considerando estas igualdades, por 5.17 tenemos que

resdimX (P) ≤ Findim (RR) ≤ pdX (X ) + resdimX (P) = resdimX (P) + pd (T ) ,

pero por 5.16 sabemos que pdX (X ) = pdAddT (P), así que

pdX (X ) = pdAddT (P) = idP (AddT ) ≤ id (AddT ) .

Finalmente, como R es noetheriano podemos concluir que id (T ) = id (AddT ). En efec-
to, en caso de que id (T ) =∞, la afirmación es trivial puesto que id (T ) ≤ id (AddT )
debido a que T ∈ Add (T ). En caso de que id (T ) = k < ∞, existe una coresolución
inyectiva

0→ T → I0 → ...→ Ik → 0.

Así que al considerar el coproducto de α copias de la coresolución anterior, obtenemos
la sucesión exacta

0→ T (α) → I
(α)
0 → ...→ I

(α)
k → 0,

que es una coresolución inyectiva de T (α), debido a que en un anillo noetheriano el
coproducto de módulos inyectivos es inyectivo. Por lo tanto, id (AddT ) = id (T ).

5.6. Ejemplos

5.6.1. Acotando la dimensión finitista con la cotorsión de
Warfield

En esta sección utilizaremos el trabajo hecho en 4.4.1. Para ello consideraremos un
p.p. anillo R y la clase de módulos libres de torsión

F :=
{
M ∈ Mod (R) | TorR1 (R/rR,M) = 0 ∀r ∈ R

}
.

En este contexto, probamos en 4.45 que
(
F ,F⊥1

)
es un par de cotorsión 1-cotilting.

A continuación aprovecharemos los resultados de este capítulo para acotar la dimensión
finitista inyectiva con ayuda de F y F⊥1 . Para ello mencionaremos algunos resultados
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conocidos de la clase F⊥1 .

Definición 5.21. Los R-módulos de la clase F⊥1 reciben el nombre de módulos de
cotorsión de Warfield. Por ello, denotaremos W := F⊥1 .

Para comodidad del lector reformulamos 4.45 de la siguiente manera.

Corolario 5.22. Si R es un p.p. anillo, entonces se cumplen los siguientes enunciados:
(a) (F ,W) es un par de cotorsión cotilting;
(b) F es precubriente especial;
(c) W es preenvolvente especial;
(d) ⊥1W = ⊥W;
(e) F⊥ = F⊥1; y
(f) id (W) ≤ 1.

Se sigue de 5.17 el siguiente resultado.

Proposición 5.23. Si R es un p.p. anillo, entonces se cumplen las siguientes desigual-
dades;
(a) coresdimW (I) ≤ inj.Findim (RR) ≤ 1 + coresdimW (I), y
(b) coresdimW (I<∞) ≤ inj. findim (RR) ≤ 1 + coresdimW (I<∞).

Podemos refinar el resultado anterior con ayuda del siguiente lema.

Lema 5.24. Si pd (F) ≤ n+ 1, entonces W es cerrado por n-cocientes.

Demostración. Se sigue de 1.33(a).

Ahora, en caso de queW sea cerrado por n-cocientes, es claro que coresdimW (M) ≤ n.
Por lo tanto, obtenemos la siguiente cota de la dimensión finitista.

Proposición 5.25. Si R es un p.p. anillo y pd (F) ≤ n+ 1, entonces se cumplen las
siguientes desigualdades;
(a) coresdimW (I) ≤ inj.Findim (RR) ≤ n+ 1, y
(b) coresdimW (I<∞) ≤ inj. findim (RR) ≤ n+ 1.
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5.6.2. Acotando la dimensión finitista con módulos S-divisibles

En esta subsección nos remitimos al ejemplo 4.4.2, donde, considerando un dominio en-
tero R, un subconjunto multiplicativo S y la clase S de módulos S-divisibles, probamos
que existe un módulo tilting δS tal que δ⊥S = Gen (δS) = Gen2(δS) = S. A continuación
estudiaremos el par de cotorsión

(
⊥S,S

)
con el fin de acotar la dimensión finitista.

A lo largo de esta sección consideraremos un dominio entero R, un subconjunto mul-
tiplicativo S y la clase S de módulos S-divisibles. Además utilizaremos la siguiente
notación.

Definición 5.26. Dado un anillo R denotamos como G(R) a la clase de R-módulos
que admiten una resolución proyectiva de módulos proyectivos finitamente generados.

Siguiendo los pasos de Silvana Bazzoni en [Baz09] podemos probar lo siguiente.

Lema 5.27. Dado s ∈ S y m ∈ Z+ sea um : Rm → Rm el morfismo definido como
u(x) = sx. Entonces, para todo D ∈ S el morfismo Hom R(um, D) es suprayectivo.

Demostración. Sea g ∈ Hom R(R,D). Como D es S-divisible y s ∈ S, existe f(1) ∈ D
tal que g(1) = sf(1). La función f : R→ D definida como f(x) = xf(1) es un morfismo
de R-módulos tal que g(x) = xg(1) = xsf(1) = sf(x). Por lo tanto, Hom R(u,D) es
suprayectivo para m = 1. Para m > 1, el resultado se sigue de que um = ⊕mi=1u1.

Proposición 5.28. Sea

Q := RS−1 =
{
a

s
| a ∈ R, s ∈ S

}
.

Si pdQ (G(Q)) = 0, entonces S = (P1 ∩ G(R))⊥1.

Demostración. Dado que R/Rr ∈ P1 ∩ G(R) para todo r ∈ S, es claro que

(P1 ∩ G(R))⊥1 ⊆ S.

Para probar que S ⊆ (P1 ∩ G(R))⊥1 observamos que para todo C ∈ P1 ∩ G(R) existe
una sucesión exacta

0→ P1 → P0 → C → 0

con P0 y P1 R-módulos proyectivos finitamente generados. Como P1 es proyectivo
finitamente generado, existe Q1 proyectivo finitamente generado tal que P1⊕Q1 ∼= Rm

con m ∈ Z+. Se sigue que existe una sucesión exacta

0→ Rm → Q1 ⊕ P0 → C → 0.
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Análogamente, existe Q0 proyectivo finitamente generado tal que Q0 ⊕Q1 ⊕ P0 ∼= Rn

con n ∈ Z+. Por lo tanto, existe una sucesión exacta

0→ Rm → Rn → C ⊕Q0 → 0

con Q0 proyectivo finitamente generado. Entonces, como (P1 ∩ G(R))⊥1 es cerrado por
sumandos directos, basta probar que Ext1

R (X,D) = 0 para todo D ∈ S y todo X que
admite una resolución proyectiva de la forma

0→ Rm µ→ Rn → X → 0 (5.A)

con m,n ∈ Z+.
Sean D ∈ S y X un R-módulo con una resolución proyectiva de la forma 5.A. Como
Q es plano (ver 3.48 de [Rot9f]), aplicando _ ⊗R Q obtenemos la sucesión exacta de
Q-módulos

0→ Rm ⊗R Q
µ⊗RQ→ Rn ⊗R Q→ X ⊗R Q→ 0, (5.B)

donde Rm ⊗R Q ∼= Qm y Rn ⊗R Q ∼= Qn son Q-módulos proyectivos. Por lo tanto,
X ⊗R Q ∈ G(Q), así por hipótesis X ⊗R Q es un Q-módulo proyectivo, lo que implica
que la sucesión exacta 5.B se escinde. Por otro lado, podemos expresar a µ como una
matriz A ∈Mn×m(R). De modo que 5.B es equivalente a una sucesión exacta

0→ Qm A→ Qn → X ⊗R Q→ 0

que se escinde. Por lo que existe una matriz B′ ∈Mm×n(Q) tal que B′A = 1m, donde 1m
es la matriz identidad de Mm×m(R). Además, si s es el producto de los denominadores
de las entradas de B′, tenemos que B = sB′ es una matriz en Mm×n(R) tal que
sB′A = s1m con s ∈ S.
Veamos que Ext1

R (X,D) = 0. Aplicando Hom R(_, D) a 5.A obtenemos la sucesión
exacta

Hom R(Rn, D) HomR(A,D)−→ Hom R(Rm, D)→ Ext1
R (C,D)→ Ext1

R (Rn, D) = 0.

Observamos que Hom R(A,D) es suprayectiva. En efecto,

Hom R(A,D) Hom R(B,D) = Hom R(BA,D) = Hom R(s1m, D)

es suprayectivo por el lema anterior, lo que implica que Hom R(A,D) es suprayectivo.
Por lo tanto, Ext1

R (X,D) = 0.

En caso de que R sea noetheriano sabemos que (P1 ∩ G(R))⊥1 = (P<∞1 )⊥1 = P⊥1
1 por

2.49. Por lo que tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 5.29. Sean R un dominio entero, S un subconjunto multiplicativo, S la
clase de módulos S-divisibles y Q := RS−1. Si pdQ (G(Q)) = 0, entonces S = P⊥1

1 .

Podemos resumir los resultados obtenidos en la siguiente proposición.

Proposición 5.30. Sean R un dominio entero, S un subconjunto multiplicativo, S la
clase de módulos S-divisibles y Q := RS−1. Entonces, existe un módulo 1-tilting δS
tal que δ⊥s = S. Más aún, en caso de que pdQ (G(Q)) = 0 se cumplen las siguientes
propiedades:
(a) (P1 ∩ G(R),S) es un par de cotorsión tilting,
(b) (P1 ∩ G(R))⊥ = (P1 ∩ G(R))⊥1 = S, y
(c) ⊥1S = ⊥S = P1 ∩ G(R).

Si además el anillo es noetheriano, entonces dichas propiedades las podemos expresar
de la siguiente manera:
(a) (P1,S) es un par de cotorsión 1-tilting,
(b) P⊥1 = P⊥1

1 = S, y
(c) ⊥1S = ⊥S = P1.

Finalmente utilizando 5.17 obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 5.31. Sean R un dominio entero, S un subconjunto multiplicativo, S la
clase de módulos S-divisibles y Q := RS−1. Entonces,
(a) resdim⊥S (P) ≤ Findim (RR) ≤ resdim⊥S (P) + 1, y
(b) resdim⊥S (P<∞) ≤ findim (RR) ≤ resdim⊥S (P<∞) + 1.

Más aún, en caso de que pdQ (G(Q)) = 0, dichas desigualdades las podemos expresar
como:
(a) resdimP1∩G(R) (P) ≤ Findim (RR) ≤ resdimP1∩G(R) (P) + 1, y
(b) resdimP1∩G(R) (P<∞) ≤ findim (RR) ≤ resdimP1∩G(R) (P<∞) + 1.

Si además el anillo es noetheriano, entonces dichas desigualdades las podemos expresar
de la siguiente manera:
(a) resdimP1 (P) ≤ Findim (RR) ≤ resdimP1 (P) + 1, y
(b) resdimP1 (P<∞) ≤ findim (RR) ≤ resdimP1 (P<∞) + 1.
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Nomenclatura

Add (M) denota a la clase de R-módulos isomorfos a sumandos directos de sumas
directas de elementos deM

add (M) denota a la clase de R-módulos isomorfos a sumandos directos de sumas
directas finitas de elementos deM

⊕
i∈IMi el coproducto de la familia de R-módulos Mii∈I

Cogen (M) la clase de losR-módulosM-cogenerados, que consiste de losR-módulos
X que admiten un monomorfismo X → ∏

i∈IMi para algún conjunto
{Mi}i∈I ⊆M

Cogenn(X ) la clase de R-módulos X que admiten una sucesión exacta de la forma
0→ X → ...→ Xn donde Xi ∈ Prod (X ) para todo i

Coker (f) conúcleo del morfismo f

coresdimX (M) la dimensión de X -coresolución

Gen (M) la clase de los R-módulosM-generados, que consiste de los R-módulos
X que admiten un epimorfismo ⊕

i∈IMi → X para algún conjunto
{Mi}i∈I ⊆M

Genn(X ) la clase de R-módulos X que admiten una sucesión exacta de la forma
Xn → ...→ X → 0 donde Xi ∈ Add (X ) para todo i

Hom R(M,N) el grupo de R-morfismos de M a N

idX (C) la dimensión inyectiva relativa a X de M

Inj (R) la clase de R-módulos inyectivos
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Nomenclatura

Ker (f) núcleo del morfismo f

F la clase de los módulos libres de torsión, esto es, los módulos M tales
que TorR1 (R/rR,M) = 0 ∀r ∈ R

FM la clase de R-módulosM-filtrados

G(R) la clase de R-módulos que admiten una resolución proyectiva de módu-
los proyectivos finitamente generados

I la clase de las R-módulos de dimensión inyectiva finita

In la clase de las R-módulos de dimensión inyectiva menor o igual a n

P la clase de las R-módulos de dimensión proyectiva finita

P<κn la subclase de R-módulos Pn ∩ P<κ

P<κ la subclase de R-módulos de P que admiten una resolución proyectiva
formada por módulos proyectivos κ >-generados

Pn la clase de las R-módulos de dimensión proyectiva menor o igual a n

X ∨ la clase de R-módulos que admiten una X -corresolución finita

X ∧ la clase de R-módulos que admiten una X -resolución finita

Mod (R) la categoría de R-módulos a izquierda

Mod (R− S) la categoría de bimódulos, R-módulos a derecha S-módulos a izquierda

Mod (Rop) la categoría de R-módulos a derecha

Ωk(M) la clase de las sizigias k-ésimas de M para todo M ∈M

Ωk(M) la clase de las sizigias k-ésimas de M sobre cualquier resolución proyec-
tiva de M

164



Nomenclatura

Ωk(M) la clase de las cosizigias k-ésimas de M para cualquier M ∈M

Ωk(M) la clase de las cosizigias k-ésimas de M sobre cualquier coresolución
inyectiva de M

pdX (C) la dimensión proyectiva relativa a X de M

Prod (M) denota a la clase de R-módulos isomorfos a sumandos directos de pro-
ductos de elementos deM

∏
i∈IMi el producto de la familia de R-módulos Mii∈I

Proj (R) la clase de R-módulos proyectivos

resdimX (M) la dimensión de X -resolución

E(M) la envolvente inyectiva de M

Mα el producto de α copias del R-módulo M

M (α) el coproducto de α copias del R-módulo M
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