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Introduccion

Los modulos tilting surgieron en la década de los ochenta, apareciendo en los trabajos
de Brenner-Butler [BB80], Bongartz [Bon81|, Happel y Ringel [HR82], en el estudio de
algebras de dimensién finita. Empezando por Miyashita [Miy86], la nocién de médulo
tilting fue extendida al estudio de anillos arbitrarios por una larga lista de autores,
entre los cuales podemos citar a Wakamatsu [Wak90], Colby y Fuller [CF97], Colpi
y Trlifaj [CT95], y més recientemente, Angeleri Hiigel y Coelho [AHUCO01], Bazzoni
[Baz04] y Wei [Wei04].

Para comprender el porqué de la existencia de los médulos tilting, nos podemos tras-
ladar al ano de 1973. En ese entonces, habia sido probado recientemente por Gabriel
[Gab72] que el algebra de caminos k@), de un carcaj finito () sobre un campo alge-
braicamente cerrado k, admite solamente una cantidad finita de médulos inescindibles
salvo isomorfismo cuando la grafica subyacente de () es una unién disjunta de dia-
gramas de Dynkin. Entonces, Bernstein, Gelfand y Ponomarev [BGV73] mostraron
que dichos médulos inescindibles pueden ser construidos de forma recursiva a partir
de médulos simples, a través de los llamados funtores de reflexion. Tiempo después,
dicho procedimiento fue generalizado por Auslander, Platzeck y Reiten [APR79] en el
estudio de un algebra de Artin A, en el que se construye un A-médulo T con anillo de
endomorfismos I, de tal manera que el funtor

Homy (7', ) : mod(A) — mod(I)

es un funtor de reflexiéon. Dicho mdédulo T fue el primer médulo tilting.

Para el ano de 1980, la nociéon de moédulo tilting fue formalmente definida y axioma-
tizada por Brenner y Butler [BB80]. En su trabajo, podemos encontrar uno de los
resultados fundamentales de la teoria de médulos tilting para un A-moédulo tilting T’
con anillo de endomorfismos I': el teorema de Brenner-Butler, también conocido co-
mo el teorema tilting, el cual muestra una equivalencia entre ciertas subcategorias de
mod(A) y mod(I"). Con el tiempo, los axiomas fueron cambiando a versiones mas sim-
ples y menos estrictas, entre las cuales podemos citar la de Ringel y Happel [HR82],
que utilizé en la definicién los funtores Ext’y (T, ), asf como la de Miyashita [Miy86].

A partir del trabajo de Brenner y Butler, la teoria tilting se diversificé creando dife-
rentes lineas de investigacion. La linea de investigacion en la que trabajaremos es la
que iniciaron Auslander y Reiten en el ano 1991, con su trabajo Applications of contra-
variantly finite subcategories [AR91]. En dicho trabajo se usa la nocién de Miyashita,



esto es, dada un algebra de Artin A, se define un A-modulo tilting, como un A-mdédulo
T € mod(A) que satisface las siguientes condiciones:

(a) la dimension proyectiva de T es finita,
(b) Ext\(T,T) =0 para todo i > 1,y

(c) existe una sucesién exacta
O=>A—->Ty—..—T,—0

con Ty,...,T,, sumandos directos de T™ para algin n > 1.

Auslander y Reiten estaban interesados en la clase P<°°, que consiste de A-mddulos
finitamente generados de dimension proyectiva finita, por su relacién con la dimensién
finitista. De hecho, en [AR91] prueban que en caso de que P<* sea contravariantemente
finita (nocién introducida en [AS80]), se tiene que la dimension finitista pequena es
acotada. En su investigacién, descubren que un A-médulo T es tilting si y sélo si T+
es covariantemente finita (nocién dual a la de contravariantemente finita). Mas ain,
encuentran una biyeccién entre los modulos tilting y las clases covariantemente finitas
que son corresolventes.

Anos despues Angeleri Hiigel y Coelho continuaron esta linea de investigacién, pu-
blicando sus resultados en Infinitely generated modules of finite projective dimention
[AHUCO1]. En este articulo, se trabaja sobre un anillo arbitrario R, y se define un
R-médulo tilting, como un R-médulo T € Mod(R) que satisface las siguientes condi-
ciones:

(a) la dimensién proyectiva de T es finita,
(b) Ext) (T, T™)) = 0 para todo conjunto X y para todoi > 1,y

(c) existe una sucesion exacta
O—>A—>Ty—..—T,—0

con T; un sumando directo de T™) para algtin conjunto X, para todo 0 < i < n.

Con el objetivo de generalizar los resultados obtenidos en [AR91|, Angeleri Hiigel
y Coelho utilizan las nociones de pares de cotorsién, preenvolvente y precubiertas
utilizadas por Enochs [Eno81], encontrando una biyeccién entre los médulos tilting y
pares de cotorsion especiales que llamaron pares de cotorsion tilting.

Diferentes matematicos han continuado esta linea de investigacion, entre los cuales
podemos citar a Bazzoni [Baz04, BMT11], Wei [Wei05, Wei04], Angeleri Hiigel, To-
nolo y Trlifaj [AHT02, AHTTO1], y Angeleri Hiigel y Mendoza [HM10]; llegando a
interesantes aplicaciones homoldgicas, que incluyen acotar las dimensiones finitistas y
la diferencia entre las dimensiones finitistas.



El objetivo de esta tesis es brindar una exposicién autocontenida sobre la teoria de los
modulos tilting, asi como de los resultados necesarios de la teoria de aproximaciones
y pares de cotorsion, para lograr un enfoque global sobre los médulos tilting.

En el primer capitulo, se hace una breve introduccion al algebra homoldgica, asi como
otras nociones basicas que se utilizaran en los capitulos a venir.

El segundo capitulo introduce al lector a la teoria de aproximaciones y pares de co-
torsion. Define las nociones de precubierta y preenvolvente, para después mostrar la
relacion de éstas con los pares de cotorsion. Hecho esto se da una exposicion sobre
los pares de cotorsiéon completos y hereditarios, incluyendo importantes ejemplos que
seran utilizados en los siguientes capitulos. Finalmente, el capitulo utiliza los pares de
cotorsion para obtener algunos resultados del dlgebra homolégica relativa.

El tercer capitulo comienza a introducir al lector a la teoria tilting mostrandole como los
generadores proyectivos se generalizan de manera natural a los x-mddulos. Esta clase
de modulos posee interesantes propiedades homoldgicas, las cuales al generalizarlas
dan lugar a una serie de resultados que muestran la naturalidad de los modulos tilting.

Finalmente, los modulos tilting son presentados en el capitulo cuatro. En este capitulo,
iniciamos introduciendo las definiciones clésicas de los médulos tilting, hasta llegar a la
definicién de Angeleri Hiigel y Coelho [AHUCO1]. Luego, se utiliza la maquinaria creada
en los capitulos anteriores para dar las elegantes caracterizaciones de Wei [Wei05] y
Bazzoni[Baz04].

Por dltimo, el quinto capitulo aprovecha la maquinaria desarrollada de la teoria de
pares de cotorsion para dar una exposiciéon completa sobre la relacion de los modulos
tilting y las dimensiones finitistas.
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1 Preliminares

En este capitulo sentamos las bases para el trabajo a venir. Para ello, en la primera
seccion, recordamos los conceptos y propiedades de generador proyectivo y de cogenera-
dor inyectivo. En la segunda seccion, hacemos una breve exposicién sobre la dimension
proyectiva y la dimensiéon inyectiva de un R-médulo. Finalmente, motivados por las
construcciones hechas en las primeras secciones, en la tercera seccion se definen las cla-
ses necesarias para modelar las propiedades de los R-mdédulos proyectivos e inyectivos.

1.1. Nociones basicas

A lo largo de este trabajo se consideran sélo anillos asociativos con 1. Dado un anillo R,
Mod (R) denotara a la categoria de R-mddulos a izquierda y Mod (R°) a la categoria
de R-moédulos a derecha. En general trabajaremos con moédulos a izquierda por lo que
por un R-modulo se debe entender un R-médulo a izquierda, a menos que se mencione
lo contrario. Dados R y S anillos, diremos que un grupo abeliano M es un R — S
bimoédulo, si es un R-médulo a izquierda, S-médulo a derecha y satisface la propiedad
de asociatividad
r(ms) = (rm)s ¥Yr € RVYm &€ MVs € S.

Denotaremos por Mod (R — S) a la categoria de R — S bimédulos.

Sea R un anillo. Es un hecho bien sabido que Mod (R) es una categoria abeliana que
tiene productos y coproductos arbitrarios, por lo que satisface las siguientes condicio-
nes:

tiene objeto cero, el cual denotamos como 0;

Hom r(M, N) es un grupo abeliano para todo par de R-médulos M, N;

la composicién distribuye la operacién aditiva de Hom g(M, N);

existe el coproducto de cualquier familia de R-modulos, a saber, dada una familia
de R-mo6dulos {M,};c; denotamos por

DM
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1.1 Nociones basicas Preliminares

a dicho coproducto; dados un R-moédulo M y un cardinal «, el coproducto de «

copias de M lo denotamos como
M@

?

= existe el producto de cualquier familia de R-moddulos, a saber, dada una familia
de R-médulos {M,}ic; denotamos por

[

el

a dicho producto; dado un R-médulo M y un cardinal «, el producto de a copias
de M lo denotamos como
M<;

= todo morfismo f: M — N tiene nucleo y contcleo, los cuales denotamos como

ki:Ker(f) =M y c¢f: N — Coker(f);y

= para todo morfismo f : X — Y, el morfismo inducido por las propiedades uni-
versales de nucleo y contcleo

f: Coker (k;) — Ker (cy)

es un isomorfismo.

En esta seccién recordaremos algunas propiedades basicas de Mod (R), relacionadas
con sus generadores y cogeneradores, asi como algunas propiedades homolégicas.

Definicién 1.1. Sea L € Mod (R).

(a) Decimos que L es proyectivo si para toda sucesion exacta
0—=N—M>5K—0.

la funcién Hom g(L, p) es suprayectiva. A la clase de R-mddulos proyectivos la
denotamos como Proj (R).

(b) Decimos que L es inyectivo si para toda sucesiéon exacta

0= N5M-=K-—O0.

la funcién Hom g(i, L) es suprayectiva. A la clase de R-mddulos inyectivos la
denotamos como Inj (R).

Para empezar, recordamos que Mod (R) es una categoria con suficientes proyectivos
e inyectivos. Es decir, para todo R-mdédulo M existe un epimorfismo P — M con

10



1.1 Nociones basicas

P € Proj (R) y un monomorfismo M — @ con @ € Inj (R), donde Proj (R) denota la
clase de médulos proyectivo e Inj (R) la clase de los médulos inyectivos. Ademads, para
todo médulo M existe un médulo inyectivo E(M), que recibe el nombre de envolvente
inyectiva de M, que admite un monomorfismo esencial i : M — E(M), es decir Im (7)
es un submédulo esencial, lo que quiere decir que Im (i) NN # 0 para todo submédulo
no nulo N de M.

Mas atin, en Mod (R) existe un generador proyectivo, es decir un médulo proyectivo P
tal que para todo médulo M, existe un epimorfismo P — M para algin conjunto
X. Dicho R-mo6dulo es por supuesto el anillo mismo, ya que para todo médulo M
tenemos el epimorfismo
RM — M
(o) men > Z Ty M.

meM

La nocion dual de un generador proyectivo es la de cogenerador inyectivo, que se define
como un R-moédulo inyectivo ) tal que para todo R-modulo M existe un monomorfismo
M — Q¥ para algtin conjunto X.

La existencia de un cogenerador inyectivo se sigue de la serie de hechos que contiene
la siguiente proposicion. Para ello recordamos que un cogenerador en Mod (R) es un
R-médulo X tal que todo R-mdédulo M admite un monomorfismo M — X para algin
cardinal a.

Proposicién 1.2. [Lam99] Para un anillo R, las siguientes condiciones se satisfacen:
(a) Dado un R-mddulo X, los siquientes enunciados son equivalentes.
(a1) Hom g(_, X) es un funtor fiel;
(a2) para todo R-mddulo N # 0 y 0 # n € N, eziste un morfismo g : N — X
tal que g(n) # 0;
(a3) X es un cogenerador en Mod (R); y

(a4) para todo R-mddulo simple S, existe un monomorfismo E(S) — X.

(b) Las clases de isomorfia de R-modulos simples forman un conjunto.

(c) Sea {S;}icr un conjunto de representantes de las clases de R-mddulos simples.
Entonces el coproducto @;c; E(S;) es un cogenerador, donde E(S) denota la
envolvente inyectiva de S en Mod (R).

(d) Sea {S;}icr un conjunto de representantes de las clases de R-mddulos simples.
Entonces el modulo E(@;c; Si) es un cogenerador inyectivo en Mod (R).

Demostracion.

11



1.1 Nociones basicas Preliminares

(a)

12

(al) = (a2) Sea N € Mod (R) tal que N # 0. Consideremos 0 # n € N y
f: R — N el morfismo definido como f(r) = rn. Dado que Hom g(_, X) es fiel
y f # 0, existe un morfismo g : N — X tal que gf # 0. Por lo tanto,

g(n) = gf(1) #0.

(a2) = (a3) Sea N € Mod (R). Para N = 0 es claro que existe un monomorfismo
N — X. Para N #0y 0#n € N consideramos f, : N — X tal que f,(n) # 0.
En tal caso, tenemos el monomorfismo

P N— H X

neN—{0}
T = (fu(Z))Jnen—{0}-

(a3) = (al) Sean N, M € Mod (R). Veamos que
Hom g(_, X) : Hom gr(M, N) — Homy (Hom g(N, X), Hom r(M, X))
es inyectivo. Consideremos un morfismo no nulo f : M — N y un monomorfismo
Y = (Yi)ier : N — X'

Entonces ¢ f # 0 debido a que ¥ es un monomorfismo, asi que existe ¢ € I tal
que ¥ f # 0, probandose que Hom g(f, X) # 0.

(a2) = (a4) Sea S un médulo simple y E(S) su envolvente inyectiva. Por lo
que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que S es un submdédulo esen-
cial de E(S). Dado que S es ciclico, por (a2) sabemos que existe un morfismo
g: E(S) = X con g(s) # 0 para todo s € S—{0}. Por lo tanto, Ker (¢9) NS =0,
asi que Ker (g) = 0 debido a que S es esencial en E(S5).

(a4) = (a2) Sean N un médulo no nulo y 0 # x € N. Dado que zR es fini-
tamente generado, tiene un submoédulo maximal M. Sea S = 2R/M. Tomando
la composicién de la inclusion S — E(S) con la proyeccién natural xR — S,
obtenemos un morfismo 2R — F(S) no nulo, el cual se extiende a un morfismo
N — E(S) por la inyectividad de E(S). Luego, como X contiene una copia de
E(S) se sigue de lo anterior que existe un morfismo g : N — X tal que g(x) # 0.

En efecto, dado que para todo simple S existe un epimorfismo del anillo a .S, se
tiene que las clases de simples estan en biyeccién con una subclase de la clase de
cocientes del anillo, la cual es un conjunto.

Se sigue del punto (a4), pues para todo médulo simple S, existe un monomorfismo

E(S) = @ier E(S5).

Se sigue del punto (a4), pues para todo R-mddulo simple existe un monomorfismo
S — @1 Si = E(Bicr Si) que se factoriza a través de la envolvente inyectiva



1.1 Nociones basicas

S — E(S) debido a que E(S) es un R-mddulo inyectivo.
[l

La importancia de que Mod (R) tenga suficientes proyectivos e inyectivos es que de
ello se sigue de la existencia de resoluciones proyectivas y corresoluciones inyectivas.
Es decir, para todo R-médulo N existen sucesiones exactas

o PR ADRN ) y 0 NBE D DBE

con E; € Inj(R) y P; € Proj (R) para todo i, como se muestra en la siguiente proposi-
cion.

Proposicién 1.3. Todo R-maodulo admite al menos una resolucion proyectiva y una
corresolucion inyectiva.

Demostracion. Dado un R-moédulo X, existe un monomorfismo fy : X — Iy con [y €
Inj (R), y un monomorfismo gy : Coker (fo) — I con I; € Inj (R). Ademas, si f1 := goco
claramente se tiene que f;fy = 0. Recursivamente, se construye f, := g,_1¢,—1 que
cumple que f, f,—1 = 0. Por lo que se obtiene la siguiente sucesién exacta.

fO fl f2 fn—l fn fn+1

0 X Io A I, — Iy ——
coker( fo) coker( f,,)
Analogamente, se prueba la existencia de resoluciones proyectivas. O

Cabe hacer el siguiente par definiciones.

Definicion 1.4. Sean M € Mod (R), k >0y

R - RELSELN - NE (% Y/ N

una resolucion proyectiva. La k-ésima sizigia de M en 1 se define como el R-modulo
Im (fx). Denotamos por a la clase de las sizigias k-ésimas de M sobre cualquier reso-
lucion proyectiva de M.

Sea M una clase de R-md6dulos. Consideraremos la siguiente clase de R-mddulos

M) = | Q).

MeM

Diremos que M es cerrada por sizigias en caso de que Q'(M) C M.

13



1.1 Nociones basicas Preliminares

Definiciéon 1.5. Sean M € Mod (R), k >0y
n: 0-MBnh I

una corresolucion inyectiva. La k-ésima cosizigia de M en 7 se define como el mo-
dulo Im (fx). Denotamos por 4x(M) a la clase de las cosizigias k-ésimas de M sobre
cualquier corresolucién inyectiva de M.

Sea M una clase de R-médulos. Consideraremos la siguiente clase de R-mddulos

MeM
Diremos que M es cerrada por cosizigias en caso de que €; (M) C M.

Dado que las resoluciones proyectivas y las corresoluciones inyectivas se utilizan para
definir los funtores derivados, es que dichos objetos son estructuras basicas en el algebra
homoldgica.

A continuacién recordamos los funtores derivados que utilizaremos con mas frecuencia
a lo largo de este trabajo y algunas de sus propiedades més importantes.

Definicién 1.6. Dada una resolucion proyectiva
X: opPh Ap iy

de un R-moédulo N, consideramos el complejo

X: .=p Ap o

y el funtor

F =Hompg(_,M): Mod(R) — Ab.

—

El n-ésimo funtor de extension de N por M es el n-ésimo funtor derecho derivado de
F. Es decir, -
E.(N,M) := H,(Hom r(X, M)).

De manera similar, dada una corresolucion inyectiva
Y: 0-NS 8 Ivp
de un R-moédulo N, consideramos el complejo

V. 0L 35— . —r1/=

14



1.1 Nociones basicas

y el funtor

F =Hom g(M,_): Mod (R) — A.

El n-ésimo funtor de extension de N por M es el n-ésimo funtor izquierdo derivado de
F. Es decir, -
E"(M,N) = H,(Hom g(M, X)).

De hecho, se puede probar que E"(M,N) = E,(M,N) y lo denotamos por

Ext?, (M, N) .

Por otro lado, considerando los funtores
Ti=_® M : Mod(R®) — Ab

yTo =M® :Mod(R)— Ab, el n-ésimo funtor de torsién de N por M es el n-ésimo
funtor derecho derivado de F', o equivalentemente de G, es decir

Tor? (M, N) := H,(X ® N) = H,(N @ X) = Tor’ (N, M).

Una propiedad clésica de los funtores Ext; (_, ) es el lema del corrimiento que citamos
a continuacion.

Lema 1.7. Sean M, N € Mod (R) y
R R L Y - NEC NNy

una resolucion proyectiva de N. Si K;yq := Ker (f;) para todo i > 0, entonces para
todo n,k >0 yY € Mod (R) existen isomorfismos de funtores

Exth (K,,Y) = Exth™ (N,Y).

Dualmente, dada corresolucion inyectiva de N

0=sNBp L Ivp .

Si Liy1 = Coker (f;) para todo i > 0, entonces para todo n,k > 0 yY € Mod(R)
existen isomorfismos de funtores

Exth, (Y, L,) = Exth™ (Y, N).

Demostracion. En 1.33 se prueba un resultado méas general, por lo que se omite la
prueba en este momento. ]
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1.1 Nociones basicas Preliminares

La siguiente proposicion caracteriza a los moédulos proyectivos e inyectivos usando el
funtor Ext% (_, ). Cabe senalar que, a pesar de su sencillez, dicha caracterizacion
tiene importantes consecuencias que nos llevaran a buscar modelarla en las secciones
venideras.

Proposiciéon 1.8. Para N € Mod (R), las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) N es inyectivo.
(b) Extp(_,N)=0.
(c) Exty (__,N) para todo n > 1.

Demostracion. (a) = (b)y (a) = (c) son inmediatos. (¢) = (b) es trivial. Basta probar
(b) = (a).

Supodngase que Ext}% (_,N) = 0. Para probar que N es inyectivo, basta ver que toda
sucesion exacta que empieza en N se escinde. Consideremos una sucesion exacta

n: 0-NL M- Ko

Aplicando el funtor Hom z(_, N) a dicha sucesion, se obtiene la sucesién exacta
0 — Hom z(K, N) — Hom z(M, N) £ Hom »(N, N) — Ext, (K, N) = 0,

lo que implica que f* es un epimorfismo. Entonces, existe ¢ € Hom (M, N) tal que
fg = 1n. Por lo tanto, la sucesion exacta corta 7 se escinde. O

Observacion 1.9. Para N € Mod (R), las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) N es proyectivo.
(b) Extp (N, ) =0.
(c) Exty (N, ) =0 para todo n > 1.

Finalmente, los ultimos resultados de esta seccion, contienen importantes isomorfismos
naturales que utilizaremos més adelante.

Teorema 1.10. Dada una familia de R-mddulos (M;)ie; y un R-mddulo N, los si-
guientes enunciados se satisfacen.

(a) Extiy(@ie; My, N) = [1ie; Exth(M;, N).
(b) Extp(N,Ilics M) = Ilier Exti(N, M;).

Demostracion.
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1.1 Nociones basicas

(a) Para cada i € I, se toma una sucesién exacta 0 - K; — P, — M; — 0 con P,
proyectivo. Lo que lleva a una sucesion exacta

0—-PK —-PPr—-PM-—o.

i€l i€l i€l
Ahora, se prueba la proposicion por induccion sobre n. Para n = 0, la proposicion
se cumple, pues

Homp(EQ M;, N) = [[ Hompg(M;, N).

i€l iel
Para n = 1, se considera el siguiente diagrama, construido con las sucesiones
exactas largas.

Homp(@icx Pi, N) - Homp(@iex Ki, N) = Extp(B;cx M;, N) 0
[Liex Homg(P;, N) = Il;ex Homg(K;, N) — [Liex EXt}z(sz N) 0

El diagrama es conmutativo por el caso anterior, lo que induce el isomorfismo

Extp(EP M;, N) = [ Exty(M;, N).

el i€l

Suponiendo la proposicién verdadera para 2 < n < k se prueba para k + 1. Para
ello, se observa que dado un R-moédulo N, existe el siguiente diagrama dado por
las sucesiones exactas largas

0 — Exth(®iex Ki, N) » Ext%™ (Diex Mi, N) — 0

| |= |

0 — [liex Exth(K, N) — [Liex EXt?zH(Mi»N) — 0

112

el diagrama conmuta, lo que induce el isomorfismo deseado.

O]
Lema 1.11. (1.2.11 [GT06]) Sean R y S anillos, A € Mod (R?), n € N, B un R— S

bimodulo y E € Mod (S). Entonces, las siquientes condiciones se satisfacen:

(a) Eziste un isomorfismo natural

Hom gr(A,Homg(B, E)) = Hom s(A ®g B, E).
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1.1 Nociones basicas Preliminares

(b) En caso de que E sea inyectivo, para todo n € N, se tiene que

Ext’; (A, Homg (B, E)) = Homg(Tor? (A, B) , E).

(c) Consideremos una resolucion proyectiva
. > P, —> ... > F—M—0,

donde P; es finitamente generado para todo 1 < m+1. Entonces, para toda familia
de modulos {N,},cs, se tiene que

jed jed

Extj (M, @Nj) =~ (P Exty (M, N;).
para todo i < m.

Demostracion.

(a) Consideremos la funcién
¢(A, B, FE) : Hom g(A,Homg(B, F)) — Hom (A ®gr B, E)

fr— (Z a; @ b; % ;f(ai)(bi)> .

Verifiquemos que la coleccién ¢ = {¢(A, B, E)} es el isomorfismo natural busca-
do. En efecto, para cada terna, tenemos la funcién

Y(A, B, E): Hom (A ®g B, E) — Hom r(A, Homg(B, E))
o — <a I (a(a@_))) ,

la cual es la inversa de cada ¢(A, B, E), puesto que
¢(A, B, E)¢(A, B, E)(a)(a®b) = (A, B, E)(fa)(a ®b) = fala)(b) = aa @ D)

(A, B, E)¢(A, B, E)(f)(a) = ¥(A, B, E)(af)(a) = apla® ) = f(a).
Es rutina probar que es una transformacién natural.

(b) Sea
o> P, .. > FP—>A—=0

una resolucién proyectiva de A. Entonces

Ext’, (A, Homg (B, E))
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es isomorfo al n-ésimo grupo de cohomologia del complejo
0 — Hom z(Fy, Homg(B, E)) — ... = Hom g(P,, Homg(B, E)) — ...
Por (a), este complejo es isomorfo al complejo
0 - Homs(Py®gr B, F) — ... > Hom (P, ®g B, E) — ...

Ademas, como E es inyectivo, Hom g(_, F) es exacto, y asi, el n-ésimo grupo de
cohomologia es isomorfo a Hom g(Tor?(A, B), E).
Sea

f'm+1 f f

Fm+1 — 4F04M->0

una sucesion exacta con F; proyectivo y finitamente generado para todo ¢. Ahora,
si N = @,c; Nj, al aplicar el funtor Hom r(__, N) se obtiene el complejo

HomR_(J;l,N) HomR_(];k,N)

X Hom g(Fp, N) Hom g(Fy, N) — ...

Por otro lado, al aplicar el funtor Hom g(__, IV;), se obtienen los complejos

Hom g(f1,N;) Hom g (fy,Ni)

X, : Hom g(Fy, N;) Hom g(Fy, N;) — ...

Ahora, se puede probar facilmente que @, ; X; = X. En efecto, para cada entero
m+ 1 > k > 0, observamos que como F}, es finitamente generado, para todo
g: Fr — @jc; Nj existe un subconjunto finito J, C J tal que

g= Z Ni759,
Jj€Jg

donde n; : Nj — N es la inclusién canoénica y 7; : N — N; la proyeccion natural.
De modo que, la coleccion de morfismos

m+1
{cpk : HomR(Fk,@Nj) — @Hom r(Fk, Nj)} ,

i€J j€d K0

donde
nimig sij e Jg,

vr(9) = (9;)jes con g; = {0 sij & Jy,

define un isomorfismo de complejos ¢ : X — @,;c; X;.
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1.2 Dimension proyectiva y dimensiéon inyectiva de un médulo Preliminares

Con esto se concluye que
Extyy | M, D N; | = P Exty (M, N;),
jed jed

ya que la homologia de una suma directa de complejos es la suma directa de las
homologias.

]

Observacion 1.12. También podemos contar con la siguiente version de los isomor-
fismos antes vistos. Dados A € Mod (R), B € Mod (S — R) y E € Mod (S), eziste un
isomorfismo natural:

Hom gr(A, Homg(B, E)) = Hom s(B ®r A, E),
y en caso de que E sea inyectivo,
Ext" (A, Homg(B, E)) = Homg(Tor’ (B, A) | E).
Mas atin, si S es un anillo conmutativo y R un S-dlgebra, tenemos que

Ext (Ag, Homs(rBs, Es)) = Homg(Tor? (Ag, Bs) , Es) = Ext}, (B, Homg(A, E)) .

1.2. Dimension proyectiva y dimension inyectiva de
un moédulo

Una interesante aplicacién de los conceptos anteriores, es la definicién de la dimensién
proyectiva e inyectiva de un R-moédulo. A lo largo de esta seccion, definiremos éstas y
exploraremos algunas propiedades.

Definicién 1.13. Sea M un R-médulo.

» La dimensién proyectiva de M, denotada como pd (M), es el menor entero n tal
que existe una resolucion proyectiva

con P; = 0 para todo i > n. Si no existe tal entero, entonces se dice que la
dimension proyectiva de M es oo.

» La dimension inyectiva de M, denotada como id (M), es el menor entero n tal
que existe una resolucion inyectiva

0-M—=>1">T"— ... 51, — ..
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1.2 Dimension proyectiva y dimension inyectiva de un modulo

con I; = 0 para todo ¢ > n. Si no existe tal entero, entonces se dice que la
dimension inyectiva de M es oo.

Ejemplo 1.14. M es proyectivo si y solo si pd (M) = 0. Asi como, M es inyectivo si
y sélo si id (M) = 0.

Ejemplo 1.15. Para todo entero positivo m, se cumple que pd (Z,,) = 1. En efecto,
Z,, no es proyectivo, ya que los proyectivos sobre Z son libres, por lo que pd (Z,,) > 0
y se tiene la resoluciéon proyectiva

.= 0222327, —0

Ejemplo 1.16. Para todo m = p*, con p primo, se cumple que id (Z,,) = 1. En efecto,
Z,, no es inyectivo, ya que los inyectivos sobre Z son divisibles, por lo que id (Z,,) > 0
y se tiene la corresolucion inyectiva

0= Zpp — Lo = Lo — 0 — ...

Ejemplo 1.17. Claramente pd (Z) = 0 y id (Z) = 1, ya que Z no es inyectivo y se
tiene la corresolucion inyectiva

0-Z2Z—-Q—-Q/Z—0— ..

De igual manera que caracterizamos los modulos proyectivos e inyectivos, a partir del
funtor de extension, podemos caracterizar a los moédulos de dimension proyectiva n
con ayuda del funtor de extensiéon como mostramos a continuacion.

Teorema 1.18. Para un R-modulo M, las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) pd M <n.
(b) Exth(M, ) =0 para todo k > n.
(c) Extt (M, ) =0.

(d) Si se tiene una sucesion exacta
O—-L,—mP,1—>.o P —>P —F—>M-—Q0,

con P; proyectivo para toda i € {0,...,n — 1}, entonces L,, es proyectivo.

Demostracion.

(a) = (b) Si pd M < n, existe una resolucién proyectiva

P.0—-PFP,—..—>P —F—M-=—0.
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1.2 Dimension proyectiva y dimensiéon inyectiva de un médulo Preliminares

Entonces, dado un R-médulo N, se tiene que Homp(F, N) = 0 para todo k > n, lo
que implica que el k-ésimo médulo de homologia de Homg(P, N) es igual a 0 para
todo k > n; es decir, Exth (M, N) = 0 para todo k > n.

(b) = (c) Trivial.
(¢) = (d) Consideremos una sucesién exacta

0oL, =P /5 PP —Py—M=0

con P; proyectivo para toda i € {0,...,n — 1}. Claramente L, = Ker(f,_1) y asi, por
1.7, se tiene que 0 = Ext?l(M, N) = ExtL(L, N) , lo que implica que L es proyectivo.
(d) = (a) Sea

P S P . P =Py M—0

una resolucion proyectiva de M. Por (d) tenemos que la sucesién exacta

[

0= Ker(f) = Po1 ™™= .. PP - P —M-—=0

es una resolucién proyectiva, lo que implica que pd M < n. O]

Observacion 1.19. Para un R-mddulo M, las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) id M <n.
(b) Exth(_, M) =0 para todo k > n.
(c) Exts (M) =0.

(d) Si se tiene una sucesion exacta
O-M—-1Iy—-1L—>..—>1,1—L,—0,
I; € Inj (R) para toda i € {0,...,n — 1}, entonces L,, € Inj (R).
Corolario 1.20. Para todo R-modulo M, se cumplen los siguientes enunciados:
(a) si M no es proyectivo, entonces pd M = sup{n > 1| Exth(M,_)#0}, y
(b) si M no es inyectivo, entonces id M = sup{n > 1| Extj(_, M) # 0}.

Corolario 1.21. Para una familia de R-médulos (M;)cr, los siguientes enunciados
se satisfacen

(a) pd @;c; M; = sup{pd M;| i€ I},
(b) id TLie; M; = sup{id M;|i € I}.
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1.2 Dimension proyectiva y dimension inyectiva de un modulo

Demostracion. Podemos asumir que @;c; M; no es proyectivo. Luego, por el corolario
anterior, se tiene que

pd @MZ = sup{n > 1| Ext%(EB M;, ) # 0}
iel el

= sup{n > 1| ] Exth(M;, )+#0}

i€l
= sup{n > 1| Ext}(M;, ) # 0 para algin i € I}
= sup{pd M;| i € I}

O

Ejemplo 1.22. Para todo entero m > 1, idZ,, = 1. En efecto, por la factorizacién
m = p’fl...pﬁ" en primos distintos p1, ..., p,, sabemos que

n
Y
Zn = DTy

7
Luego, utilizando el corolario tenemos que

id (Z) =

i=1,..,n}=1,
por 1.16.
Una propiedad interesante, la cual relaciona las dimensiones proyectivas de los médulos

en una sucesion exacta corta, es la siguiente.

Lema 1.23. Sean X wuna clase de modulos y 0 — A — B — C' — 0 una sucesion
eracta. Las siguientes desigualdades se satisfacen:

(a) id (B) < méax {id (A),id (C)} y se da la igualdad siid (A) =id (C),
(b) id (A) < méax {id (B),id (C) + 1} y se da la igualdad si id (B) = id
(c) id (C) < méx {id (B),id (A) — 1} y se da la igualdad siid (B) = id
(d) pd (B) <max{pd (4),pd (C)} y se da la igualdad si pd (A) = pd
(e) pd (A) <méx{pd (B),pd (C) — 1} y se da la igualdad si pd (B) = pd (C),
(f) pd (C) <méx{pd (A)+ 1,pd (B)} y se da la igualdad si pd (A) = pd (C).

Demostracion. En 2.53 se prueba una forma mas general de este resultado, por lo que
se omite la prueba en este momento. O

Recordemos que todo morfismo de anillos ¢ : R — S, induce una estructura de R-
modulo a todo S-médulo M mediante la accién de R en M

rm = ¢(r)m VYm € M Vr € R.
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1.2 Dimension proyectiva y dimensiéon inyectiva de un médulo Preliminares

El procedimiento anterior recibe el nombre de cambio de anillos.

Terminamos esta seccién con un par de resultados relacionados con el comportamiento
entre las dimensiones homolodgicas y los cambios de anillo. En este contexto, dado un
morfismo de anillos ¢ : R — S y un S-médulo M, denotaremos por pdy (M) a la
dimensién proyectiva del R-médulo M y como pdg (M) a la dimensién proyectiva del
S-médulo M.

Teorema 1.24 (Primer Teorema de Cambio de Anillos). [Wei97] Sea x un elemento
central de un anillo R que no sea divisor del cero. Si A es un R/ (x)-mddulo no nulo
con pdpg .,y (A) < 0o, donde (z) denota al ideal bilateral generado por x, entonces

pdg (A) =1+ pdg, ) (A) .
Demostracion. Sea A un R/ (r)-médulo no nulo con pdp/,y (A) < oo. Cabe hacer las

siguientes observaciones.

(a) La proyeccion canénica 7 : R — R/ (x) induce un cambio de anillos, por el que
todo R/ (x)-médulo M es un R-mddulo tal que xM = 0.

(b) Como z no es divisor de cero, la funciéon f : R — Rz definida como f(r) = ra
es un isomorfismo. Por lo tanto, Rz es un R-mddulo proyectivo.

(¢) Como z no es divisor de cero se sigue que za # 0 para todo a € F — {0}, donde
F es un R-médulo libre. En particular, P # 0 para todo R-moédulo proyectivo
no nulo P.

Ahora, A es un R-mdédulo tal que zA = 0, lo que implica que no es proyectivo. Por lo
tanto pdp (A) > 1. Veamos por induccién sobre pdg .,y (A) que

de/(x} (A) +1=pdp(A).

Si pdpy (A) = 0, al ser proyectivo es sumando directo de (R/ (z))® para algin
cardinal «. Por lo que

pdg (4) < pdg ((R/ (2)@) = pdg (R/ (z)) <1,
ya que por la observacion (b) tenemos una resolucién proyectiva del R-moédulo R/ (z)
0— Rr — RS R/{(x) —0.

Por lo tanto, pdp (A) =1 =1+ pdg, (A) pues sabemos que pdp (4) > 1.

Supongamos que pdg, ., (A) > 0. En este caso existe una sucesién exacta de R/ (z)-
modulos
0O—-+M—=>P—=A=0
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1.2 Dimension proyectiva y dimension inyectiva de un modulo

con P proyectivo y pdg, ., (M) = pdg, . (A) — 1. Se sigue por hipotesis de induccién
que
pdp (M) =1+ pdg, @ (M) = pdg, (A) > 1.

Del lema anterior, podemos concluir que
pdg (A) = méx {1+ pdgp (M), pdg (P)} = 1+ pdg (M)
en caso de que pdy (M) = pdy (P). Sunpongamos que pdy (M) # pdy (P). Luego,
pdg (M) > 1, asi que pdg (A) # 1 pues de lo contrario tendriamos
1 <pdg (M) = méx {pdg (A) — 1,pdg (P)} =1,

lo cual es una contradiccién. Por tanto, pdg (A) > 1y asi

1 <pdg (M) < méx {pdg (A) = 1,pdg (P)} = pd (A) -

Por otro lado, también podemos considerar la desigualdad

pdp (A) <méx {1+ pdp (M), pdg (P)} =1+ pdy (M),

que es equivalente a que
de(A) -1< de(M)‘

Por lo tanto, pdp (A) = pdg (M) + 1 =pdg,, (4) + 1. O

Corolario 1.25. Sean k un campo y R = k[xg, z1, ..., x,]. Entonces
pdg (R/ (zg,...,xpn)) =n+ 1.

Demostracion. Lo probaremos por induccion sobre n. Para n = 0, tenemos por el
teorema anterior que pdp (R/(%0)) = pdgzy (1/ (o)) +1 =0+ 1.

Supongamos que n > 0. Sea R’ = k[zy, ..., x,]. Por hipdtesis de induccién
pdp (R'/{(x1,..2p)) =n—1+1.

Luego, observando que R = R/ (xo) y R'/(x1,..x,) = R/ (x0,21,...2,), podemos
concluir por el teorema anterior que

pdg (R/ (0, s Tn)) = PAp/(aey (R/ (X0, 2n)) + 1 = pdg (R'/ (20)) + 1 =n+ 1.
[

Teorema 1.26. Sean {R;}ic; una familia de anillos y M; un R;-mddulo para cada
1€ 1.8t M es el grupo abeliano [1;c; M; con la estructura de [[;c; Ri-modulo dada por
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la operacion

(m;)(a;) := (msa;) Y(my) € [ M; V(@) € [ Ri,

el el

entonces deieIRi (M) = sup {dez‘ (MZ>}ZEI

Demostracion. Se sigue de que existe un isomorfismo natural de categorias

Mod (H RZ-) ~ ] Mod (R;)
icl el
M — H €iM,

el

donde e; := (0;;1r,)ier- De modo que M tiene una resolucion proyectiva de longitud n
si y s6lo si todo M; tiene una resolucion proyectiva de longitud < n y existe al menos
un j € I con dicha resolucién proyectiva de longitud n. O]

Corolario 1.27. Sean {R;},c; una familia de anillos. Si tomamos un Rj-mddulo N
de dimension proyectiva n para algun j € I, al tomar

v AN sii=
0 siidj

tenemos que pd[ g, (M) =n.
1€ v

1.3. Algunas clases de médulos

Dado un generador proyectivo P, es facil ver que la clase de los médulos proyectivos
consiste de los sumandos directos de coproductos de P. Por otro lado, hemos visto
que esta clase consiste de los modulos X tales que EX‘C}Lz (X, M) = 0 para cualquier
otro modulo M, o equivalentemente de los modulos X tales que Ext]f;i (X, M) = 0 para
cualquier otro moédulo M y para todo k > 0.

De manera similar, dado un cogenerador inyectivo @), la clase de los médulos inyectivos
consiste de los sumandos directos de productos de @, y se puede caracterizar como
la clase de médulos X tales que Exty (M, X) = 0 para cualquier otro médulo M,
o equivalentemente como la clase de médulos X tales que Exth (M, X) = 0 para
cualquier otro moédulo M y para todo k > 0.

De manera que, para modelar las contrucciones que se hacen a partir de médulos
proyectivos e inyectivos, cabe pensar en las siguientes clases de médulos.

Definicién 1.28. Sea M una clase de R-moédulos. Consideraremos las siguientes clases
de R-modulos:
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(a) Add (M) denota a la clase de R-mé6dulos isomorfos a sumandos directos de sumas
directas arbitrarias de elementos de M.

(b) add (M) denota a la clase de R-médulos isomorfos a sumandos directos de sumas
directas finitas de elementos de M.

(c¢) Prod (M) denota a la clase de médulos isomorfos a sumandos directos de pro-
ductos arbitrarios de elementos de M.

(d) ME:={X € Mod(R) | Extj (M, X) =0 Vi>1YM e M}
(e) M* :={X € Mod(R) | Extj, (M,X)=0 VM e M}

)
)
(f) *M = {X € Mod(R) | Extl, (M, X) =0 Vi>1,¥M € M}
() “'M :={X € Mod(R) | Ext}; (X,M)=0 VM e M}

(h)

En caso de que M consista de un s6lo R-moédulo M, dichas clases se denotan
Add (M), add (M), Prod (M), M+ y + M, respectivamente.

Por lo tanto, dados un generador proyectivo P y un cogenerador inyectivo (), podemos
resumir lo anterior en las siguientes igualdades

Add (P) = Proj (R) = ' Mod (R) = *Mod (R) y
Prod (Q) = Inj (R) = Mod (R)™" = Mod (R)™.

Por otro lado, dado un R-médulo M, los conceptos de generador y cogenerador nos
llevan a pensar en los médulos X tales que admitan un epimorfismo M) — X o un
monomorfismo X — M para algtin conjunto I.

Definicion 1.29. Sea M una clase de R-mdodulos.

(a) Gen (M) denota la clase de los R-mddulos M-generados, que consiste de los
moédulos X que admiten un epimorfismo @,y M; — X para algin conjunto

{M;}ier € M.

(b) Cogen (M) denota la clase de los R-médulos M-cogenerados, que consiste de los
moédulos X que admiten un monomorfismo X — [[;c; M; para algin conjunto

{M;}ier € M.

(c) En caso de que M consiste de un sélo R-moédulo M, las clases Gen (M) y
Cogen (M) las denotamos como Gen (M) y Cogen (M), respectivamente.

Observacién 1.30. Para toda clase de R-mddulos M, se satisfacen las siguientes
Proposiciones:

(a) add (M) C Add (M) C Gen (M) y add (M) C Prod (M) C Cogen (M) ;

27



1.3 Algunas clases de modulos Preliminares

(b) Si M C+X, entonces Add (M) C+X; y
(c) Si M C X+, entonces Prod (M) C X+,

Observacién 1.31. En general, es falso que: si M C X+ entonces Add (M) C X+,
Sin embargo, si M € Mod (R) es un méddulo con una resolucion proyectiva

RN SR G I N VN

con P; finitamente generado para todo i, entonces por 1.11(c) M=+ es cerrado por
coproductos. En particular, si M C M=, entonces Add (M) C M~.

Note que, un generador es un R-médulo M tal que Gen (M) = Mod (R) y un cogene-
rador es un R-médulo M tal que Cogen (M) = Mod (R).

De lo anterior, tenemos que si P es un generador proyectivo, entonces
Gen (P) = Add (P)" = P+,
y por su parte, si () es un cogenerador inyectivo, entonces

Cogen (Q) = * Prod (Q) = *Q.

Surge entonces, de manera natural, la pregunta de qué podemos decir de los médulos
X que satisfacen que Gen (X) = X+ o que Cogen (X) = +X. La respuesta, a esta
pregunta, se dard poco a poco a lo largo de esta tesis. Por ahora, nos limitaremos a
estudiar a las clases M+ y + M.

Por otro lado, dado que queremos modelar las construcciones hechas con las clases
Inj (R) y Proj (R), para una clase de R-mddulos X y R-médulo M es natural considerar
sucesiones exactas de la forma

o Xy B A xy B0y ooMB xS Bx

con X; € Add (X) y X! € Prod (X'). Por supuesto, dichas sucesiones no existen nece-
sariamente, incluso en el caso en que X € Gen (X), o bien X € Cogen (&), respecti-
vamente. Por esta razon, introducimos la siguiente definicion.

Definicion 1.32. Sea X una clase de R-mddulos.

(a) Para cada n € N, denotamos por X' a la clase de R-m6dulos que admiten una
X-resolucion finita de longitud < n. Esto es, una sucesion exacta de la forma

0—-X,— .- X1 =>Xo—>M—0, (1.A)
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con X; € X para todo i € {0,...,n}. Luego, denotamos

X" = U P A

neN

(b) Dualmente, para cada n € N denotamos por XY a clase de R-médulos M que
admiten una X’-corresolucion finita de longitud n. Esto es, una sucesién exacta
de la forma

O0=-M-—=Xg—= X3 —...2>X,—0, (1.B)

con X; € X para todo i € {0, ...,n}. Luego, denotamos

XY = UXnv

neN

(¢) En caso de que M € X", decimos que la dimension de X-resolucién de M es
n, si n es el minimo entero positivo tal que existe una sucesion exacta de la
forma 1.A. A dicho nimero lo denotamos resdimy (M). En caso de que M ¢ X",
escribiremos resdimy (M) = oo.

(d) Dado M € XV, decimos que la dimensién de X-corresolucion de M es n, si
n es el minimo entero positivo tal que existe una sucesién exacta de la forma
1.B. A dicho niimero lo denotamos coresdimy (M). En caso de que M ¢ XV,
escribiremos coresdimy (M) = co.

(e) Dada una clase de R-médulos M denotamos

coresdimy (M) = sup {coresdimy (M) | M € M}
resdimy (M) = sup {resdimy (M) | M € M}.

A continuacion estudiaremos las propiedades basicas de las clases definidas.

Lema 1.33 (Lema del corrimiento). Sean A,Y € Mod (R) y
0—-A—By—~By—~..—-B,—0

0—-C,—..—-C,—=Cy—=A—=0
sucesiones exactas. Entonces los siguientes enunciados se satisfacen:

(a) Si B; € Ytpara todo 0 <i < n, entonces
Exth (Y, B,) = Extit™ (Y, A) .

En particular, si pd (Y) < n entonces B, € Y.
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(b) Si C; € 1Y para todo 0 < i < n, entonces
Ext® (C,,Y) = Exth™ (A,Y).
En particular, siid (Y) < n entonces C,, € LY.
(¢) Si Torf* (Y,C;) =0 para todoi > 1y 0 < j < n, entonces
Torl,, (Y, A) = Tory (Y, C,).

Demostracion. Probaremos solamente (a), la prueba de (b) y (c) es similar.

Procederemos por induccién sobre n. Sea n = 1. Entonces, se tiene una sucesion exacta
0—>A— By— By — 0.

De modo que al aplicar el funtor Hom g(Y, ) a dicha sucesién, se obtiene la sucesion
exacta

0 = Ext%, (Y, By) — Exth, (Y, By) — Exth™ (v, A) — Ext (Y, By) = 0,

por lo que se conlcuye que Exth, (Y, By) = Exti™ (Y, A).

Sea

O—>A—>BD@>Bld#...ﬁ$Bn+1—>O

una sucesién exacta de R-mdédulos tal que B; € Y+ para todo 0 < i < n. Consideremos

la sucesion exacta

0 — Ker (dl) —Z> B A d# Bn+1 — 0.

Dado que es de longitud n y satisface las hipdtesis de (a), por hipotesis inductiva, se
sigue que
Exth, (Y, Boy1) = Exth™ (Y, Kerd,)

Ahora, aplicando el funtor Hom g(Y, ) a la sucesién
O—>A—>Bod#Ker(d1)—>0
dado que By € Y+ se obtiene la sucesién exacta
0 = Exti™ (Y, By) — Extit™ (Y, Kerd,) — Exti™ ™ (Y, A) — Exth™ ™ (Y, By) = 0

por lo que se concluye que Exth (Y, C,41) = Exti™ (Y, Ker (d;)) = Exth™t (Y, A).
[

Corolario 1.34. Para M € Mod (R), las siquientes desigualdades se satisfacen:
(a) coresdimy; i (Mod (R)) < pd (M) +1 ypd (l(ML)) <pd (M).
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(b) resdim.y (Mod (R)) <id (M) + 1 yid ((“M)*) <id (M).

Demostracion. (a) Podemos asumir que pd (M) = n < oo. Para A € Mod (R), se
puede construir una sucesion exacta

0—-A—Ij—..—1,—-0Q—0

con I; inyectivo para toda j. Notando que Inj (R) C M L podemos concluir que
Q € M+ por 1.33 ya que pd (M) = n. Por lo tanto, A € &V.

Ahora, siY €+ X y tomamos un médulo A y repetimos el procedimiento anterior.
Se tiene que todo I; € Y+, asi que por 1.33 se tiene que

0 = Exth (Y, I,,) = Ext};™ (Y, A)

para todo k. Lo que implica que pd (Y) < n.
(b) Dual.
O

El resultado anterior, muestra que existe una relacién entre la clase M+ y la dimensién
proyectiva de M. En particular, podemos afirmar que si pd (M) < n, entonces para
todo modulo X existe una sucesion exacta

0—>X—>My— ... > M,,1 —0

con M; € M~ para todo i € {0,...,n + 1}. En la siguiente proposicién veremos que
podemos decir mas. Mostraremos que, en caso de existir una sucesion exacta como
la anterior, con M; € M* para todo i € {0,...,n}, tendremos necesariamente que
M1 e M L

Definicién 1.35. [Baz04] Sea X’ una clase de médulos y n > 1. Decimos que X es
cerrada por n-cocientes si para toda sucesién exacta de R-mddulos

00— My— M — My — ... > M, = M,.1 =0

con My, ..., M, € X se satisface que M, € X.

Dualmente, decimos que X es cerrada por n-submoédulos si para toda sucesion exacta
de R-modulos
0— My - M, — ...— My — My — My — 0

con My, ..., M, € X se satisface que M, € X.

Proposicién 1.36. Para M € Mod (R), las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) M~ es cerrado por n-cocientes si y sélo si pd (M) <n, y
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(b) +M es cerrado por n-submddulos si y sélo siid (M) < n.

Demostracion. Probaremos (a), la prueba de (b) es dual.

(=) Consideremos la siguiente sucesién exacta de R-médulos
O>N—-Iy—1I—..—>1,_1—>V—=>0

con I; inyectivo para toda i. Aplicando Hom g(M, ) a la sucesion exacta

O->K—1,,—-V—=>0
obtenemos la sucesiéon exacta

Extp (M, I,_1) — BExty (M, V) — BExt% (M, K) — Exty (M, I, 1),
donde Exty (M, I,_,) = 0 = Ext% (M, I,,_,); por lo que
Exty, (M, V) = Ext (M, K).
Ahora, por el lema del corrimiento, tenemos que
Ext (M, K) = Ext% '™ (M, N) = Ext};™ (M, N);

lo cual concluye nuestra prueba ya que, como M~ es cerrado por n-cocientes, tenemos
que V € M*. Asi que

0 = Exty (M, V) = Exty (M, K) = Ext};™ (M, N),

lo que implica que pd (M < n).

(<) Se sigue del lema de corrimiento. O

Observamos ademaés el siguiente fenémeno.

Lema 1.37. Para M € Mod (R) y t un entero positivo, los siguientes enunciados son
equivalentes:

(¢) pd (M) <t,
(b) N2, MLi es cerrada por cocientes,
(c) M*t es cerrada por cocientes.

En particular, pd (M) < 1 si y sélo si M+, o M** respectivamente, es cerrada por
cocientes.
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Demostracion.

(a) = (b) Dado que pd (M) < t, se tiene que Ext’ (M, ) = 0 para todo i > t.
Consideremos una sucesion exacta

0O—-—K—-X—-Y—=0

con X € N2, Mti. Al aplicar el funtor Hom g(M, ) a la sucesién anterior, para todo
k >t se obtiene la sucesion exacta

Exth (M, X) — Exth (M,Y) — Exti™ (M, K),

donde Ext%! (M, K) = 0. Ahora bien, Ext}, (M, X) = 0 debido a que X € N, M.
Por lo tanto, Ext}, (M,Y) = 0 para todo k > ¢, probandose que Y € N, ML,

(b) = (a) Consideremos una sucesién exacta de R-moédulos
0—=>Q—F—M—D0,
con I libre. Note que
pd (M) < méx {pd (F),pd (@) + 1} =pd (Q) + 1.

Por lo que basta mostrar que pd (Q) < t. Para esto, aplicamos el funtor Hom g(_, N)
a la sucesién exacta anterior, donde N € Mod (R), obteniéndose la sucesién exacta

Extt, (F, N) — Exth (Q, N) — Extiy* (M, N) — Ext'i! (F,N).
Note que Extt, (F, N) = 0 = Ext'J! (F, N), debido a que F es proyectivo; por lo que
Extl (Q, N) & Extly* (M, N). Sea I la envolvente inyectiva de N . Al aplicar el funtor
Hom (M, ) a la sucesién exacta
0—-N—>I1—-I/N—Q0,
obtenemos la sucesién exacta
Exth, (M, I) — Extly (M, I/N) — Extt' (M, N) — Extiyf (M, 1),
donde Extii" (M, I) = 0 = Ext’, (M, I) debido que I es inyectivo. Por lo que
Exth (M, I/N) = Ext's! (M, N) .
De modo que Exth (Q, N) = Ext’, (M, I/N). Ahora, como I € N2, M+ y N2, ML

es cerrado por cocientes, se tiene que I/N € N2, M*i. Por lo tanto, Exth (Q, N) = 0
para todo médulo N, asi que pd (Q) < t.
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Finalmente las implicaciones (a) = (c¢) y (¢) = (a) se prueban sustituyendo N2, M+
por M=t en las pruebas anteriores. O

También se tiene el enunciado dual.

Lema 1.38. Para M € Mod (R) y t un entero positivo, los siguientes enunciados son
equivalentes:

(a) id (M) <,
(b) N2, LM es cerrada por submddulos,
(c) L*M es cerrada por submédulos.

En particular, id (M) < 1 si y sélo si M, o 21 M respectivamente, es cerrada por
submodulos.

Utilizando una vez maés las ideas que hemos estando ocupando, tenemos lo siguiente.

Proposicién 1.39. Sean n,k > 0 y M € Mod (R). Se tienen los siguientes enuncia-
dos:

(a) si M** es cerrado por n-cocientes, entonces pd (M) <
(b) si M+ es cerrado por n-cocientes, entonces pd (M) <
(c) si M es cerrado por n-submddulos, entonces id (M)

(M)

(d) si 1M es cerrado por n-submddulos, entonces id

Demostracion. Probaremos los puntos (a) y (b), la prueba de los puntos (c¢) y (d) es
dual.

(a) Probaremos que Ext;™ (M, N) = 0 para todo N € Mod (R). Sean N € Mod (R)

y
O=>N—-Ij—..>1,_1—-V—=>0

una sucesion exacta con I; € Inj(R) para toda 0 < i < n — 1. Por hipétesis,
tenemos que V € M**: y por lema de corrimiento, sabemos que

0 = Extf, (M, V) = Ext&™ (M, N) .

Por lo tanto, pd (M) <n + k.
(b) Se sigue de (a).
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2 Aproximaciones y pares de cotorsion

Una de las propiedades fundamentales de los médulos inyectivos es la existencia de
envolventes inyectivas. Desde su descubrimiento, en la década de 1950 [ES53], las
envolventes inyectivas se han vuelto un método usual en la teoria de médulos, llevando
a la busqueda de nuevos conceptos, como la cubierta proyectiva, asi como una teoria
general de aproximaciones a derecha y a izquierda por distintas clases de modulos,
creada por Auslander y Reiten en el estudio de dlgebras de dimensién finita y por
Enochs y Xu para modulos arbitrarios.

En este capitulo, introduciremos los conceptos de preenvolvente y precubierta, lo que
nos llevara al estudio de pares de cotorsion, resaltando la importancia de los pares de
cotorsion hereditarios y completos. En la tercera seccion, se mostrara la abundancia
de los pares de cotorsion completos. Lo que nos lleva a ver ejemplos interesantes de
pares de cotorsion completos y hereditarios, los cuales son generados por los médulos
de dimensiones homolégicas finitas.

Las secciones cinco y seis estaran dedicadas a la definicion y estudio de las dimensiones
homoldgicas relativas a un par de cotorsion.

2.1. Preenvolventes y precubiertas

En el capitulo anterior mencionamos algunas construcciones importantes, hechas con
los modulos proyectivos e inyectivos, e iniciamos un proceso de abstraccién para mo-
delar éstas con otras clases de modulos.

En esta seccién nos enfocaremos en la modelacion de un par de propiedades sttiles que
se pueden observar en la prueba de propiedades importantes de dichas construcciones.

La primera que podemos mencionar es la propiedad precubriente de Proj (R). Esto es,
para todo médulo M sabemos que existe un epimorfismo a : P — M con P € Proj (R).
Es inmediato de la definiciéon de R-moédulo proyectivo, que cualquier otro morfismo
B : P — M, con P' € Proj (R), se factoriza a través de .

Dualmente, la clase Inj (R) cuenta con la propiedad de ser preenvolvente. Es decir, para
todo médulo M sabemos que existe un monomorfismo « : M — @ con @ € Inj(R).
Note que todo morfismo M — @', con @' € Inj (R), se factoriza a través de a.
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Dichas propiedades, de las clases Inj (R) y Proj (R), nos llevan a las siguientes defini-
ciones.

Definicién 2.1. Sean M una clase de R-médulos y A un
R-médulo. Un morfismo f: A — X, con X € M, es una

M-preenvolvente de A si la funcién A f ¥
Hom g(f, M) : Hom r(X, M) — Hom r(A, M) \ S
M

es suprayectiva para todo M € M.

Definicién 2.2. Sea M una clase de R-médulos y A un
R-médulo. Un morfismo f : X — A, con X € M, es una

M-precubierta de A si M \
Hom (M, f) : Hom (M, X) — Hom (M, A) vl

es suprayectiva para todo M € M.

Definicién 2.3. Una clase de R-mdédulos M es preenvolvente si todo R-moddulo admite
una M-preenvolvente. De igual manera decimos que una clase de R-modulos M es
precubriente en caso de que todo R-moédulo admita una M-precubierta.

Retomando la discusiéon hecha en el capitulo anterior, observamos que si P es un ge-
nerador proyectivo y () un cogenerador inyectivo, entonces Add (P) = Proj (R) es una
clase precubriente mientras que Prod (Q)) = Inj (R) es una clase preenvolvente. En lo
que sigue, mostraremos que para un R-mddulo arbitrario M, la clase Add (M) es pre-
cubriente y la clase Prod (M) es preenvolvente. Para ello, necesitaremos los siguientes
lemas.

Observacién 2.4. Sea {f; : M; — N;},.,una familia de morfismos de R-mddulos. En-
tonces f; es epimorfismo para todo v € I si y solo si [l [i es un epimorfismo.

Observacién 2.5. Si {f; : N; = M;},.; es una familia de M-preenvolventes, enton-
ces, en caso de que @ M; € M, el morfismo @,c; f; es una preenvolvente de @;c; N;.
En efecto, dado que f; es M-preenvolvente para toda i € I, se tiene que Hom g(f;, M")
es suprayectiva para todo M' € M. Asi que,de la observacion anterior y del isomorfis-
mo natural
Hom r(EP fi, M) = [[ Hom g(f;, M")
iel iel
se sigue que Hom gr(@;cs fiy M').

De la misma manera, si{f; : My — N;},c; es una familia de M-precubiertas, entonces
en caso de que [[;er M; € M, el morfismo [l;cr fi es una M-precubierta.

Observacion 2.6. Si f : X — M es una M-preenvolvente, entonces f es una N -
preenvolvente para toda clase de R-médulos N C M, siempre y cuando M € N'. De
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manera similar, si g : X — M es una M-precubierta, entonces g es una N -precubierta
para toda clase de R-médulos N C M, siempre y cuando M € N.

En particular, tenemos que:

(a) sif: X — M esuna Gen (L)-preenvolvente, entonces es una Add (L)-preenvolvente
si M € Add (L), o una add (L)-preenvolvente si M € add (L) respectivamente.
(

(b) Sig: X — M esuna Cogen (L)-precubierta, entonces es una Prod (L)-precubierta
st M € Add (L), o una add (L)-precubierta si M € add (L) respectivamente.

Definicién 2.7. Sea M una clase de R-moédulos. Denotamos como &M a la clase
de moédulos isomorfos a coproductos de elementos de M, y como [[ M a la clase de
modulos isomorfos a productos de elementos de M.

Definicién 2.8. Sea M una clase de R-mo6dulos. Denotamos como Summ (M) a la
clase de modulos isomorfos a sumandos directos de elementos de M.

Observacion 2.9. En particular, para una clase de R-modulos M, tenemos que

Add (M) = Summ (@ M)) y Prod (M) = Summ (([TM)).
Lema 2.10. /[RS98] Sea M una clase de R-mddulos.

(a) Un morfismo f: A — M con M € M es una M-preenvolvente de A siy sélo si
es una Summ (M)-preenvolvente.

(b) Un morfismo f: M — A con M € M es una M-precubierta de A si y sdlo si
es una Summ (M)-precubierta.

En particular, de la observacion anterior podemos concluir que:

(a) un morfismo f: A — M con M € @M es una Add (M)-preenvolvente si y sélo

st es una @ M-preenvolvente, y

(b) un morfismo f: M — A con M € [IM es una Prod (M)-precubierta si y sélo
si es una [[ M-precubierta.

Demostracion. Veamos que g es M-precubierta de A si y sélo si es una Summ (M)-
precubierta.

Si g es una M-precubierta de Ay h: M’ — A es un morfismo con M" € Summ (M),
entonces existe F' € M junto con una sucesién exacta que se escinde

0-NSFA Mo,
es decir, existe un morfismo b’ : M’ — F tal que bb’ = 1. ,]V[ A
Por otro lado, dado que FF € M y g es una M- g1 /b\ Tfl
precubierta, existe un morfismo ¢’ : F — M tal que F M
hb = gg'. Asi que gg'b’ = hbb' = h. v

Dado que M C Summ (M), es inmediato que g es M-
precubierta de A si es una Summ (M)-precubierta.
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]

Con el lema anterior podemos probar nuestro objetivo.

Proposicion 2.11. Para un R-mddulo arbitrario M, Add (M) es una clase precu-
briente y Prod (M) es una clase preenvolvente.

Demostracion. Sea M € Mod (R).

Probemos que Add (M) es una clase precubriente. Dado un médulo A se propone como
Add (M )-precubierta de A al morfismo

v MDD A
(mf)fe] = D rer f(mf>
donde I = Hom g(M, A). Por el lema anterior basta probar que ¢ es una @ M-

precubierta. Para probar que Hom (M), ) es suprayectiva para todo M) € @ M,
se observa que para todo M) € @ M existe una equivalencia natural

Hom r(M), ) = [ Hom g(M, ).
J
Por lo tanto, para probar que la funcién Hom g(M < ),w) es suprayectiva para cada

M) ¢ Add (M), basta probar que Hom (M, 1)) es suprayectiva.
Esto tltimo se prueba fécil, ya que dado g € Hom g(M, A)

se tiene que i, = g, donde ¢, : M — M es la inclusién

canodnica. A i A
Ahora, probemos que Prod (M) es una clase preenvolven- x

te. Dado un R-médulo A se propone como Prod (M)- Ly /g
preenvolvente de A al morfismo M

v: A — M!
a = (f(CL))feI’

donde I = Hom g(A, M). Por el lema anterior, basta probar que ¥ es una [] M-
preenvolvente, es decir que Hom (1), M) es suprayectiva para todo M” € [[ M. Para
ello, se observa que para todo M7 € [[ M existe una equivalencia natural

Hom g(1, M) = ] Hom g(¢, M)”.
J

Por lo tanto, para probar que Hom g(1, M7) es suprayectiva para cada M7 € [[ M,
basta probar que Hom g(v, M) es suprayectiva.
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Esto tltimo se prueba de manera sencilla, ya que para todo
g € Hom r(A, M) se tiene que

Y
A— M

g\ \z///ﬂ'g
M

7Tg¢ =49,

donde 7, : M — M es la proyeccién candnica.

]

Una segunda propiedad sutil de Proj (R) es que para toda precubierta a : P — M se
tiene que Ker () € Proj (R)Ll. Dado que esta propiedad la cumple cualquier precu-
bierta proyectiva, pareciera no ser importante, pero tendra consecuencias interesantes
en nuestro contexto generalizado, por lo que presentamos la siguiente definicion.

Definicion 2.12. Sea M una clase de R-mddulos.

(a) Una M-preenvolvente es especial si es monomorfismo y su conticleo pertenece a

LlM .
(b) Una M-precubierta es especial si es epimorfismo y su niicleo pertenece a M*1.

Observaciéon 2.13. Un morfismo f: L — A es M-preenvolvente especial si y solo si
exriste una sucesion eracta

O—>Li>A—>A/L—>O

con Ae My A/L etr M. En efecto, claramente f es un monomorfismo, A € M y
Coker (f) = A/L €+ M. Por lo que basta probar que Hom g(f, X) sea suprayectiva
para todo X € M. Pero esto se cumple ya que al aplicar el funtor Hom g(_, X) a la

sucesion exacta
0=LL A A/L —0

obtenemos la sucesion exacta
Hom g(A, X) — Hom g(L, X) — BExt}, (A/L, X) =0

lo que implica que Hom gr(f, X) es suprayectiva.

De la misma manera, un morfismo f : A — L es una M-precubierta especial si y solo
st existe una sucesion exacta

0—>K—>Ai>L—>O

con K € M+

Definicion 2.14. Sea M una clase de R-mddulos. Decimos que M es preenvolvente
especial si todo R-modulo admite una preenvolvente especial. De manera dual, decimos
que M es una clase precubriente especial si todo R-mddulo admite una precubierta
especial.
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2.2. Pares de cotorsion

En la década de 1970, Salce observé que dada una clase de médulos C, la clase C*
es precubriente especial si y sélo si * (Cll) es precubriente especial. Parejas de clases

de la forma (CLl,Ll (Ch)) son lo que se llama un par de cotorsion. En esta seccion
estudiaremos los pares de cotorsion y su relacién con las aproximaciones como lo hizo
Salce.

Definicién 2.15. Sean X', Y C Mod (R). Decimos que la pareja (X,)) es un par de
cotorsién si X =11 ) yy=4X% L1 En este caso, llamamos a la clase X N'Y el corazén
o nucleo del par de cotorsion.

Cabe observar que, dada una clase de médulos arbitraria C, podemos contruir los pares

de cotorsion |
(2(en).e) v (e (he)):
los cuales llamamos el par de cotorsién generado y cogenerado por C respectivamente.

Observacién 2.16. Si (X,)) es un par de cotorsion, X es una clase cerrada por
extensiones y coproductos que contiene a los modulos proyectivos, mientras que ) es
una clase cerrada por extensiones y productos que contiene a los modulos inyectivos.

A continuacién mostramos el resultado central de esta seccién, el lema de Salce [Sal75].
El cual muestra cémo, las nociones duales de clase preenvolvente especial y clase pre-
cubriente especial, estan atadas a un par de cotorsion.

Lema 2.17 (Lema de Salce). Sean R un anillo y (X,Y) un par de cotorsién. Entonces
X es precubriente especial si y solo si ) es preenvolvente especial.

Demostracion. Supongamos que X es precubriente especial. Dado un médulo M con-
sideramos una sucesion exacta

0 . 0—-M—=15F—0
con [ inyectivo. Como X es precubriente
especial, existe una sucesion exacta
M— M
0=-Y—=>XAF—-0
0 B P I 0 conXEXyYEXLl:y. Tomando el
H pullback de 7 con p obtenemos las sucesio-
0—Y — X —F—0 nes exactas
m: 0—=Y—=>P—=1—=0y
0 0

m: 0—>M-—P—A—0.
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Dado que Y, I € Y se sigue de n; que P € ). Por lo tanto, 1y es una )-preenvolvente
especial de M.

La implicacién opuesta se sigue de un argumento dual. O]
Definicién 2.18. Decimos que (X,))) es un par de cotorsién completo si satisface

alguna de las equivalencias del lema de Salce.

Otra caracteristica especial de los pares de cotorsion es que relaciona clases cerradas
por nucleos de epimorfismos y clases cerradas por conticleos de monomorfismos, como
muestra el lema de Garcia Rozas.

Lema 2.19 (Lema de Garcia-Rozas). Sea (X,)) un par de cotorsion. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

(a) X es cerrada por nicleos de epimorfismos,

(b) Y es cerrada por conicleos de monomorfismos, y

(c) BExty (A, B) =0 para todoi > 1, Ac X yBe€ Y.
Demostracion.
(a) = (c) Sean A € X, B € Y. Consideramos una sucesién exacta

0=C—=P—=>A—-0

con P proyectivo. Dado que A, P € X y X es resolvente tenemos que C' € X. Luego,
aplicando Hom g(__, B) obtenemos la sucesién exacta

0 = Exty (C, B) — Ext} (A, B) — Ext} (P, B) = 0,

por lo que podemos concluir que Ext?% (A, B) = 0. Asi, por inducciéon podemos concluir
lo deseado.

(b) = (c) Se sigue de un argumento dual al anterior.

(¢) = (b) Dada una sucesién exacta
0—+A—=B—-C—=0

con A, B € Y. Como (a) = (b), aplicando Hom r(X, ) con X € X, obtenemos una
sucesion exacta

0 = Exty (X, B) — BExty, (X,C) — Exty (X, A4) = 0.

Por lo tanto, C' € X+t =Y.

(¢) = (a) Se prueba de manera similar a (¢) = (b). O
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Cabe observar que si (X', )) es un par de cotorsién, X es una clase cerrada por exten-
siones que contiene a Proj (R), mientras que ) es una clase cerrada por extensiones
que contiene a Inj (R). De modo que si (X, ) satisface alguno de los puntos de el lema
de Garcia Rozas, tenemos que X' es una clase cerrada por extensiones, que contiene a
Proj (R) y cerrada por niicleos de epimorfismos; mientras que ) es una clase cerrada
por extensiones, que contiene a Inj (R) y que es cerrada por conticleos de monomorfis-
mos. Clases con estas propiedades reciben el nombre de resolventes y coresolventes.

Definicién 2.20. Sea M una clase de R-moédulos. La clase M es resolvente si contiene
a la clase de los R-mddulos proyectivos, es cerrada por ntcleos de epimorfismos y es
cerrada por extensiones. Dualmente, M es corresolvente si contiene a la clase de los
R-médulos inyectivos, es cerrada por contcleos de monomorfismos y es cerrada por
extensiones.

Clases de este tipo cumplen propiedades interesantes, como las que mostramos a con-
tinuacion.

Lema 2.21. Si M es una clase de R-modulos cerrada bajo conicleos de monomorfis-
mos tal que Inj(R) C M, entonces *M =11 M . En particular, si M una clase de
R-médulos corresolvente , entonces ~M =1 M.

Dualmente, Si M es una clase de R-modulos cerrada bajo nicleos de epimorfismos
Proj(R) € M, entonces MY = M=L. En particular, si M una clase de mddulos
resolvente, entonces M+t = M+,

Demostracion. Supongamos que M es cerrada bajo conticleos de monomorfismos y
que contiene a la clase de los médulos inyectivos. Se sabe que *M C+1 M, de modo
que basta probar que “' M C+ M.

Sea C' €1t M. Se probara por induccién que C €+* M para todo n > 1. Paran = 1,
se tiene C' € M por hipétesis. Suponiendo que C' €1+ M, se observa que para todo
M € M se puede construir una sucesién exacta

O—-—M—-1—K—0

con [ inyectivo; lo que implica que K € M, ya que M, I € M. Asi, al aplicar el funtor
Hom z(C, ), se concluye que Ext%™ (C, M) = 0, puesto que

Exth, (O, K) — Extt (C, M) — Ext&™ (C, T)

es una sucesion exacta, donde sabemos que Ext]f{ (C, K) = 0 por hip6tesis de induccion

y Ext}™ (C, I) = 0 por ser I inyectivo. O

Corolario 2.22. Si M es una clase de R-mdédulos cerrada bajo coniicleos de mono-
morfismos tal que Inj (R) C M, entonces el coniicleo de toda M-preenvolvente especial
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es un elemento de *M. En particular, si M una clase de R-médulos coresolvente, en-
tonces el coniticleo de toda M-preenvolvente especial es un elemento de ~M.

Dualmente, si M es una clase de R-mdodulos cerrada bajo nicleos de epimorfismos tal
que Proj (R) C M, entonces el nicleo de toda M-precubierta especial es un elemento
de M. En particular, si M una clase de R-médulos resolvente, entonces el nicleo de
toda M-precubierta especial es un elemento de M™*.

Dada su importancia, cuando en un par de cotorsién (X,)) satisface que X es resol-
vente, o equivalentemente cuando Y es coresolvente, tenemos la siguiente defincion.

Definicién 2.23. Decimos que un par de cotorsién (X, )) es hereditario si satisface
alguna de las equivalencias del lema de Garcia Rozas.

Observacién 2.24. Es inmediato de 2.21 que si (X,)) es hereditario, X =+ Y y
=Xt
Con ayuda de los siguientes lemas podemos mostrar que los pares de cotorsion heredi-
tarios son abundantes.
Lema 2.25. Sea X una clase en Mod (R). Se cumplen los siguientes enunciados:
s S X es una clase cerrada por sizigias, entonces:
(a) byt y L (XL1> _ 1 (XL)7 y
(b) el par de cotorsion generado por X es hereditario.
» Si X es una clase cerrada por cosizigias, entonces:
() Bx =txy () = (Fa) Ly

(b) el par de cotorsion cogenerado por X es hereditario.

Demostracion. Probaremos el primer enunciado. Sea X una clase cerrada por sizigias.

(a) Basta con probar que X+ C X+. Dado M € X1, por el lema del corrimiento
tenemos que Ext’f% (X, M) = Ex‘c;2 (Qk’_lX, M) De modo que si X € X, tenemos
que QF1X € X y asi

Ext® (X, M) =~ Ext}, (Qk—lx, M) =0.

Por lo tanto, M € +X.
La prueba de *! (X L1) = (X L) se sigue de un razonamiento dual, puesto que

X1 = X+ es cerrada por cosizigias por ser corresolvente.

(b) Se sigue de 2.19 puesto que X'+ es corresolvente.
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O
Lema 2.26. Sea M € Mod (R) y

. > P, —> ... P —>F—M-—=0

una resolucion proyectiva de M. Si S; es la i-ésima sizigia de dicha resolucion (inclu-
yendo a So = M) y S = D> Si, entonces S+ = M+

De manera similar, si tenemos una corresolucion inyectiva de M

0 MBQ, . vo, - ..

y C; es la i-ésima cosizigia de dicha corresolucion (incluyendo Cy = M), tomando
C' = [li>0 C; tenemos que -*C =+ M.

Demostracion. En efecto, si X € S+ sabemos que Ext}, (S, X) = 0, lo que implica
que Ext}% (Si, X) = 0 para todo i > 0. Entonces, por el lema del corrimiento, tenemos
para todo k > 0 que

Exth (M, X) = Exty, (Sp_1, X) = 0,

por lo que X € M. Por lo tanto, S** C M*.

Por otro lado, para todo X € M* tenemos que Exty (M, X) = 0 para todo i > 0.
Entonces, por el lema del corrimiento, podemos concluir que

0 = ExtiM (M, X) = Ext}, (Sg, X)
para todo k € Ny X € M+, lo que implica que

Exty, (9, X) = [] Exty (Si, X) = 0.
€N

Por lo tanto, M+ C S*t. O

Proposicién 2.27. Para todo conjunto de R-mddulos X, las parejas

(“(x).x) v (2 ()
son pares de cotorsion hereditarios.

Demostracion. Sea M = @y X de tal modo que M+ = X+. De 2.26 se sigue existe
un médulo S tal que S+t = M+, Luego, como M~ es corresolvente, por 2.25 se sigue

que
<L1<SL1)7SL1) _ (L(ML)’ML) _ (i(XL)7XL)
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es un par de cotorsion hereditario.

Para el segundo par, la prueba es analoga tomando M = [[ycx X. O]

También se puede probar que los pares de cotorsién completos son abundantes, pero
la prueba es mas complicada. Dedicaremos la siguiente seccién a dicho resultado.

2.3. Pares de Cotorsion completos

En esta seccion probaremos que los pares de cotorsion generados por un conjunto
son completos. Para lograr dicho objetivo necesitaremos desarrollar el lenguaje y las
herramientas de las filtraciones transfinitas, incluyendo el célebre lema de Eklof.

Definicién 2.28. Sea A un nimero ordinal y (M, )<y una familia de submédulos de
M. Se dice que tal familia es una cadena continua, o cadena bien ordenada, si

(a) M, C Mg paratodoa<f <Ay

(b) Mg = Uy<p M, para todo ordinal limite 3 <A.
Definiciéon 2.29. Se dice que un cardinal infinito A\ es propio o regular si no se puede
expresar como la suma cardinal de un conjunto de cardinalidad menor a .

Ejemplo 2.30.

» w = |N| es un cardinal infinito propio debido a que todo cardinal menor es finito,
y toda suma cardinal finita de conjuntos finitos es finita.

= N; = |R]| es un cardinal infinito propio ya que todo cardinal menor es numerable,
y toda suma numerable de conjuntos numerables es numerable.

Lema 2.31. Sea k un cardinal menor a un cardinal infinito propio A. St M es un
R-modulo que tiene un conjunto de generadores de cardinalidad v y N es la union
de una cadena continua (Ng)a<x, entonces todo morfismo f : M — N cumple que
f(M) C Ng para algin 5 < .

Demostracion. Dado que Upcr No = Y acr Na, podemos concluir que f(x) € Ng,
donde f3, es el minimo cardinal (necesariamente menor a A) que lo contiene. De igual
manera, podemos concluir que f(M) C Ng, donde [ es el minimo cardinal mayor
o igual a los cardinales {f3;}.en. Observamos que (3 es la suma cardinal de los | M|
cardinales 3, < A. Asi que, dado que A es un cardinal propio, f < A. m

Teorema 2.32. Para cualesquiera B, L € Mod (R). Existe un médulo

A= A,

a<<

donde {As},, es una cadena continua, que satisface las siguientes condiciones:
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(a) Ao =1L,
(b) para todo o < X\ se tiene que Aqi1/Aq = BXe),
(c) Extp (B, A) = 0.

Demostracion. Tomamos una sucesion exacta

0-KS%F-5B—0

donde F' es un modulo libre, y A un cardinal infinito regular que sea mayor al cardinal
de K. Definimos por induccién transfinita una cadena continua (A, )< como sigue:

L] AOZL

» Para a+ 1 < A, tomando I, = Hom g(K, A,) consideramos el monomorfismo
ptle) o KUe) 5 FUe) v el morfismo candnico ¢, 1 KTe) — A, es decir

Pa(ks) fetom p(r.an) = O [ (k).
7

Definimos A,y1 como el push-out de p, y ¢o. Observamos que A, C Aqi1,
dado que el push-out usado, da a lugar el siguiente diagrama conmutativo con
renglones exactos.

Pa h (N

Oq

0 Aa Aa—i—l . Aa—l—l/Aa — 0

» Para a < X ordinal limite, definimos A, = Uy <o Ao

Ya definida la cadena continua tomamos A = (J,. A,. Por construccién tenemos que
Apy1/Aq = BU2) . Por lo que queda por mostrar que Ext}, (B, A) = 0.

Para ello, se observa que para todo n : K — A, se tienen las inclusiones candnicas
vy K = KU y oy o F — FU) tales que v = gy,

Dado que F es libre se tiene la sucesién exacta
Hom g(F, A) — Hom (K, A) — Extp (B, A) — Exty, (F, A) = 0.

Por lo que, para probar que Exty (B, A) = 0 basta con verificar que Hom z(u, A) sea
suprayectivo, lo que es equivalente a que para todo f : K — A exista g : FF — A tal

que gp = f.
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Sea ¢ : K — A. Dado que K es de cardinalidad menor a A y que

p(K)C A= U Aq,

a<A

podemos concluir que existe 3 < A tal que ¢(K) C Ag. Entonces, tomando n = |44,
tenemos que

Vavyit = VapigVy = OpPsln = Og1).
Por lo tanto, ¢ = tpsv)pu donde ¢ : Ag; — A es la inclusion natural. ]
Definicién 2.33. Dadas dos cadenas continuas (M, )a<x ¥ (NVa)a<a tales que

M=JM, y N={JN,.

a< a<
Decimos que una familia de morfismos {f, : My — Ny }a<a €s continua o compatible
si falama = fo para todo a < f < A

Definicién 2.34. Sean M una clase de R-moédulos y M € Mod (R). El médulo M es
M-filtrado, si existe una cadena continua (M, ).<x de submoédulos de M tal que

(a) Mo e My

(b) Mys1/M, € M Vo <A
Denotamos como F(M) a clase de R-m6dulos M-filtrados..
Lema 2.35 (Lema de Eklof). Sean M y N R-mddulos. Si M es + N-filtrado, entonces
M e*+N.
Demostracion. Sea (My)a<x una L N-filtracién de M. Demostraremos por induccién
transfinita para todo 3 < A que Exty (Mg, N) = 0.

= Por hipétesis se sabe que Ext}, (Mg, N) = 0.

= Sia+1<\yExty(M,, N) =0, entonces aplicando Hom g(_, N) a la sucesién
exacta
0— My, — My1 — Myy1 /My, — 0

obtenemos la sucesién exacta
Extp (My, N) = Extp, (Myi1, N) — BExty, (Myy1/M,y, N)

con Exty, (M,, N) = 0 por hipétesis de induccién, y con Exty, (M1 /Ma, N) =0
por hipétesis. Lo que implica que Exty, (M, N) = 0.

= Sea 3 < A es un ordinal limite y supongamos que Exty, (M,, N) = 0 para todo
a < . Considermos una sucesién exacta

0—>N—=ISI/N—-0
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con I € Inj(R). De tal manera que para probar que Exty, (Mg, I) = 0 basta
mostrar que Hom g(M,, 7) es sobreyectiva. Para ello, dado ¢ € Hom g(M,, I/N)
construiremos para todo v <  un morfismo ., : M, — I tal que @[y, = 7Y, y
Y| m; = s para todo 0 < 7

e Paray =0, Exty (My, N) = 0 por lo que que Hom (M), 7) es sobreyectiva,
asi que existe 1y € Hom r(My, I) tal que @[y, = mp.

e Definido v, para 0 < v < 3, dado que I € Inj(R) existe n : M,y — [
tal que 1|y, = 1. Luego, si d = ¢, — ™, tenemos que d|y;, = 0. Asi
que por la propiedad universal del cociente existe d’' : M, /M, — I/N
tal que d'p = d donde p : M,41 — M,41/M, es la proyeccién natural.
Por otro lado, dado que Hom (M, 41 /M., ) es sobreyectivo debido a que
M, /M, €t N, existe f : M,,1/M, — I tal que 7f = d'. Por lo tanto,
e = fpsatisface que €|py =0y me = wfp =d'p = d, por lo que ¥, 11 = n+e
es el morfismo buscado ya que ¥y i1|a, =¥y y 7y =1+ d = @[, -

e Para v < (3 limite tomamos 1, = Us., ¢s.

Teorema 2.36. Dado un conjunto de modulos S se cumple que:

= para todo modulo M existe una sucesion exacta
0—+M-—=P—-N=0
con Pe St y N et (8“), con N Add (S)-filtrado;

= ¢l par de cotorsién generado (-1 (Sh) ,S11) es completo, es decir St es preen-

volvente especial y ! (Sh) es precubriente especial.

Demostracion. Sea S un conjunto de R-moédulos. Tomando M = @ycs N, se tiene
que St = M. Por lo que basta probar que (! (Mll) , M*1) es completo. Ademés,
por el lema de Salce, basta probar que M=! es preenvolvente especial.

Para esto, dado un moédulo L construimos A como en el teorema anterior, es decir

A= A,

a<A
donde (A,),, es una cadena continua, que satisface las siguientes condiciones:
(a) Ag =1L,
(b) para todo o < X se tiene que Agy1/Ay = MXe),
(c) Extp (M, A) = 0.
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Entonces A € M*1. Probaremos ahora que F' = A/L et (Mh), para ello basta
mostrar que Ext}% (F, X) = 0 siempre que X € M+, Lo cual se cumple ya que

F:UFaa

a<A

donde F, = A, /L. Asi que
= [, =0y en particular Ext}, (Fy, X) = 0 para todo X € M*;
2 Fop1/F, = M&e) porlo que

0 = [ Extj (M, X) = Extj, (M), X) = Exty, (Foi1/Fa, X)
Xao

para todo X € M.

En conclusién, por el lema de Eklof F € +1 (M L1). Lo que implica que la inclusion
natural ¢ : L — A es una M*-preenvolvente especial. O

En particular, podemos probar ahora que para todo médulo M, la clase M+ es preen-
volvente especial.

Teorema 2.37. Sea M € Mod (R). Entonces todo R-mdédulo tiene una M*-preenvolvente
especial.

Demostracion. Se sigue del teorema anterior junto con 2.26. [

Por 1ltimo, veamos un par de corolarios del teorema 2.36.

Corolario 2.38. Sea M un mddulo. Denotamos por Zy;, a la clase de modulos Z que
admiten una sucesion exacta

0O=>F—=2—-G—0, (2.A)

donde F' es libre y G es M-filtrado. Los siguientes enunciados son equivalentes para
un par de cotorsion (X,Y):

(a) (X,)) es generado por M,

(b) A consiste de los sumandos directos de los elementos de Zy;. Mds ain, para todo
Aec Aexiste Ze Zy yCe ANB tal que A C = Z.

Demostracion.
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(a) = (b) Por hipétesis tenemos que

B = M*t. Dado A € A podemos tomar
una sucesion exacta 0 0
0O>NBF5 A0
0 N F A 0
con F' libre. Por otro lado, por 2.36 existe
una B-preenvolvente
0 C Z A 0
0-NLHC—-G—0
con G un moédulo M-filtrado. Observando G— G
el diagrama, concluimos que Z, el push-out
de p con v, pertenece a Zy vy Z = Ad C.
Ademas, F,G € A implica que Z € A. Por 0 0

lo tanto, C' € AN B.

(b) = (c) Basta probar que M+t = A+t = B. Sea X € M*1. Tenemos Add (M) C 1 X,
por lo que todo médulo M-filtrado es + X-filtrado. Asi, por el lema de Eklof 2.35, todo
médulo M-filtrado pertenece a -1 X . Se sigue de la sucesién exacta 2.A que Zy CH X,
lo que implica que A C*+t X. Por lo tanto, M+t C A*L,

Por otro lado, dado X € A** se tiene en particular que X € Z]\lj, lo que implica por
2.A que Exty (G, X) = 0 para todo médulo M-filtrado G (tomando F = 0). Por lo
tanto, Exty, (M, X) = 0. O

Corolario 2.39. Sea & un conjunto de R-mdédulos que contiene a R. Entonces la clase
L1(811) consiste de todos los sumandos directos de los médulos S-filtrados.

Demostracion. Tomando M = @yes N, podemos concluir por el corolario anterior
que 11(S*11) consiste de los sumandos directos de los médulos Z que admiten una
sucesion exacta

0—-F—>7Z—G—0,

donde F es libre y G es M-filtrado. Pero, dado que R € S, tenemos que F' también es
S-fitrado. Por lo tanto, Z es S-filtrado. O]

2.4. Cotorsion de dimension homologica finita

Veamos ahora los pares de cotorsiéon relacionados con las clases de modulos de dimen-
sién proyectiva o inyectiva n. Los resultados en esta seccién se pueden consultar en
[GTO06].
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Definicién 2.40. A lo largo de esta seccion P denota a la clase de R-mddulos de
dimension proyectiva finita. Para todo n € N denotaremos a la clase de R-moédulos de

dimension proyectiva menor o igual a n como P,,. Dualmente definimos las clases 7 y
Z,.

Recordamos el criterio de Baer para médulos inyectivos.

Proposiciéon 2.41 (Criterio de Baer). Sea M € Mod (R), los siguientes enunciados
son equivalentes:

(a) M es inyectivo;

(b) para todo ideal izquierdo I, se tiene que todo morfismo I — M se puede extender
a R— M;

(¢) para todo ideal izquierdo I, Hom g(u, M) es suprayectiva para todo ideal izquierdo
I, donde i : I = R es la inclusion natural; y

(d) para todo ideal izquierdo I, Exty (R/I, M) = 0 para todo ideal derecho I.

Lema 2.42. P, es resolvente y L, es coresolvente para todo n > 0.

Demostracion. En efecto, claramente P, contiene a los proyectivos; dada una sucesion
exacta
0=+N—->M-—=K—=0

con N, K € P, se tiene que pd (M) < max {pd (N),pd (K)} por lo que P, es cerrado
bajo extensiones; y dada una sucesion exacta

O—N—-M-—->K-—=0

con M ,K € P, se tiene que pd (N) < max {pd (M),pd (K) — 1}. Por lo tanto, P,
es resolvente.

La prueba de que Z,, es corresolvente es dual. O

Teorema 2.43. Sea R un anillo y n € N. Entonces (LIn,In) es un par de cotorsion
completo y hereditario.

Demostracion. Sean M un R-modulo,
O—-M—-1Iy—-5LH—>..—>1,_1—1,— ..

una corresolucion inyectiva de M y C), la n-ésima cosizigia de M en dicha sucesion.
Entonces M € 7, siy sélo si C,, es inyectivo, si y s6lo si

Exty (R/1,C,) =0
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para todo ideal derecho I de R por el criterio de Baer, lo cual es equivalente a que
Ext (R/I,M) =0

para todo ideal derecho I por el lema del corrimiento.

Ahora, dado un ideal I, sea St la n-ésima sizigia de una resolucién proyectiva de R/I.
Entonces Ext? (R/I, M) = 0 si y sélo si Ext, (S;, M) = 0. Por lo tanto,

I, = (P S

I<R

Por lo tanto, sabemos que el par (Llln,Zn) es completo por 2.36. Ademaés, por el

lema anterior sabemos que Z, es corresolvente, lo que implica que *'Z, = +7Z,, y asi
(lIn,In) es hereditario. O

Cabe observar que no podemos dualizar dicha prueba debido a que no existe un criterio
dual al de Baer, por lo que tendremos que recurrir a la siguiente definicién para probar
el enunciado dual.

Definicién 2.44. Sea R un anillo y x un cardinal.

(a) Decimos que un médulo M es < k-generado si existe un conjunto de generadores
de cardinalidad menor o igual a &.

(b) Se dice que R es k-noetheriano si todo ideal derecho es < k-generado.

(¢) Definimos la dimensién de R como el minimo cardinal infinito propio x tal que
R es k-noetheriano, y la denotamos como dim R.

(d) Dado un cardinal x denotaremos como P=* a la subclase de médulos de P
que admiten una resolucién proyectiva formada por moédulos proyectivos < k-
generados.

(e) Para todo n € N denotaremos P=" la subclase de R-médulos P, N P=F,

Lema 2.45. Sea k un cardinal infinito propio. Si un R-modulo M es < k-generado,
entonces M es la uniéon de una cadena continua {Ma}agn' tal que M11/M, es ciclico

para todo a < k', donde k' < Kk es la cardinalidad de un conjunto de generadores de
M.

Mas ain, M es < k-generado si y sélo si es la unién de una cadena continua {M,}
tal que My =0y My1/M, es < k-generado para todo o < k', donde 0 < k' < K.

a<rk’

Demostracion.

(=) Sea X un conjunto de generadores de M de cardinalidad minima «’. Construimos
la cadena buscada de la siguiente manera: My = mR para algin m € X, M, =
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M, +mR para algin m € X tal que m ¢ M, para todo o < &', Mg = U, M, para
todo ordinal limite § < x’. Claramente dicha cadena cumple lo deseado.

(«) Sea {Ma},<, la cadena referida en el enunciado. Por hipétesis Myy1/M, es < k-
generado para todo a < &/, por lo que podemos tomar un conjunto X,,; € M, de
cardinalidad < k tal que

{I + M@};BEX

es un conjunto de generadores de M,1/M, para todo o < x’. Dado que k es propio,
basta probar que M es generado por U, <, Xa+1. Procedemos por induccion sobre &'

a+1

s Para " = 0 no hay nada que hacer,
» Si k' =1, entonces M = M; = M; /M, es generado por Xj.

» En caso de que v’ = 4 1 para algin 8 < &, tenemos que M /My = Mpg1/Mp
es < k-generado por
{z+ M,}

Mientras que, por hipétesis de induccién, Mg es generado por U,z Xa41. Por lo
tanto, M = Mgy es generado por U,<g41 Xat1-

Z‘GXﬁ+1 .

» En caso de que +' sea un cardinal limite, por hipétesis de induccién Mz es
generado por U,<s Xaq1 para todo f < k'. Asi, como {M,}a<, €s una cadena
tenemos que

M= My— | Ma U <U Xa/+1>:< U Xa/+1>.

a<k’/ a<k!’ \o/<a o' <k’

Por lo tanto, M es generado por Uy <. Xao/+1-

[]

Lema 2.46. Sean R un anillo y k un cardinal tal que dim R < k. Entonces, todo
submdédulo de un R-modulo < k-generado es < k-generado.

Demostracion. Primero observamos que si M es un R-moédulo ciclico, entonces por el
teorema de correspondencia todo submédulo es la imagen de un ideal derecho, por lo
que es < k-generado por hipdtesis.

Ahora, si M es un modulo < k-generado, por el lema anterior tenemos que M es la
unién de una cadena continua {M,}, .., tal que Mq41/M, es ciclico, donde ' < &
es la cardinalidad de un conjunto de generadores de M. De modo que si K es un
submddulo de M, entonces K es la unién de la cadena continua {M, N K} ., donde
Mai1 N K/MyN K es < k-generado por la argumentacién anterior. Asi que, por el
lema anterior, K es < k-generado. O]
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Lema 2.47. Sean R un anillo, X\ un cardinal infinito, n € N y M un R-mddulo con
una resolucion proyectiva (de longitud n) que consiste en R-mddulos proyectivos < \-
generados. Entonces M tiene una resolucion proyectiva (de longitud n) que consiste
de R-modulos < A-generados libres.

Demostracion. Se probara el caso cuando la resolucion tiene longitud n.

Sea
0o=pP,Ip s P p 0

dicha sucesion. Recordamos que por el truco de Eilenberg para todo proyectivo P

existe un modulo libre F' tal que P & F' es libre, y mas atun si P es < A-generado

podemos escoger F' < A-generado. Entonces, observamos que si Fy es un modulo libre

< A-generado tal que Py @ Fy es libre, tenemos que la sucesion

(% (%5)
P F —

0P, Ip P Fy, Y a0

es una resolucién proyectiva que consiste de médulos < A-generados. Lo que da como
resultado una resolucién proyectiva

O%Pnylﬂpn_l,l—>...—>P1’1£>P0’1E>M—>0

con Fy; libre < A-generado. Repitiendo el mismo argumento con los médulos proyec-
tivos no libres se construye la resolucién buscada.

El caso de longitud infinita se prueba de manera similar haciendo una suma directa de
la resolucion proyectiva con complejos de la forma

.. > 0—=F —=F —=0— ..

donde F' es el médulo libre adecuado para que Ps; sea libre < A-generado. O
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R(Aa,nUBY) Ag,n—1UBY_1) rAan— 2UBY ) R(AayluB?) R(A(X,OUBg)
Ker fn—1] Ker fn—2| Ker fol
R(Aa,nUBL) Aqn—1UBL_}) rAan— ouBl R(AaluBl) R(Aa, 0UBY)
Im fp| Im fn_1] Im f1]

R(Aa nuBn) Aa,n— 1U3n 1) R(Aan QUB R(Aa luB) R<Aa OUB
Ker frn—1| Ker fr—2| Ker fo|
R(Aa,nUBL) n—1UBL_ ) pAan— ouBl R(AayluB%) R(Aa’ouBé)
Im fn| Im fr—1| Im f1
RAa+1in) —— gplAatin-1) — R(Aatin-2) R(Aat1,1) —— R(Aat1,0)

Diagrama para la prueba de 2.48.

Lema 2.48. [AEJO01] Sean n € N, R un anillo y K el menor cardinal propio mayor
0 igual a dim R. Si M € P,,, entonces M es P=F-filtrado.

Demostracion. Sea A = k+ p, donde p es el minimo nimero de generadores de M. Por
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el lema anterior, M tiene una resolucién proyectiva
0— RN oy plAn) A L pla0) Ty pp

con |A,,| < \ para cada i < n.

Sea {mq }a<x un conjunto de generadores de M. Por induccién sobre «, construiremos
una cadena continua {M,}.<x que cumpla las condiciones buscadas, y que ademads,
para cada « exista una resoluciéon proyectiva

filrg o folF, o

f’ﬂlFa,n
0= Fopn — Foyna— ... —Fo1 — Foo — My, —0

tal que my € Myq1, Fo i = RMa k) para algin Ak C Apy |Aat1,i\Aai| < Kk para todo
a<Ayi<n.

» Para o = 0 tomamos My =0y Ag; = 0.

» Sea a < \. En caso de que M, = M, tomamos My11 = M y Apt1,i = Aay-
En otro caso, M, # M, asi que podemos tomar el minimo indice v tal que
m, ¢ M,,y B C Ay finito tal que

my € fo(RA0UB),
Ahora, dado que
Ker (fo [ RA=) = Ker (fo | RU00B0)) o RlAer)
tenemos que
Ker (fo [ RA«0U0)) /Ker (fo | RA=0)) 2= (Ker (fo | RUA«0250)) 4 RA«0)) /R(A0),
Por lo que dicho cociente es isomorfo un submoédulo de
R(Aa,OUBS)/R(Aa,o) ~ RBY).

Entonces, debido a que

fuRW=) =Tm (fy | RUt)) = Ker (fo [ RA=2)),

tenemos que Ker (fo I R(Aa")UBg)) es generado por fi(R“=1)) més un conjunto de
cardinalidad menor o igual a | By| < &, por lo que existe BY C A; de cardinalidad
menor o igual a k tal que Ker (fo | R(AWUBg)) C fi(RAe0UBY))

Utilizando este razonamiento de manera recursiva podemos concluir que para
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todo k < n existe Bf C Ay de cardinalidad menor o igual a  tal que
Ker (fiy [ RAer0Bi0) € fi(ROA«IPR). (2.B)

Ahora, dado que B? es de cardinalidad menor a r, podemos concluir que a

fa(RP) 1o podemos generar con un subconjunto BY | € Bl | C A,_; de

cardinalidad menor o igual a x. Por lo que existe B,_; C Bihl C A, de

cardinalidad menor o igual a x tal que fn(R(A“’"UBg)) C RWan-19B,1) Utilizando
este razonamiento recursivamente, concluimos que para todo n > ¢ > 0, existe
BY | C Bl | C A;_; de cardinalidad menor o igual a « tal que

fz(R(Aa”LUBZ)) g R(Aa,i_luBLl) .

Repitiendo lo anterior recursivamente, se obtiene para todon > ¢ > 0 una cadena
ascendente (Bi(k)) ren de subconjuntos de cardinalidad menor o igual a x de A;.
Tomando C; = ey BF, observamos que C; es de cardinalidad < x y que la
sucesion

fana+ln fl‘Fa-&-ll fOIFa+1O
0— FOH—L?I — Fa+1,n—1 —_— .. — Fa+171 — Fa+170 — N —0

con F,, 1 ; = RA«VC) vy N = Im (f0|Fa+1’0) es exacta.
Ciertamente, sabemos que Ker (fk_l I R(Aaﬁ’@—luc’@—l)) D fr( RA«xYE)) debido a

que fr_1fr = 0; y si tomamos x € Ker (fk,l I R(A“”“—luc’“—l)) se sigue que

€x E Ker <fk—1 r R(Aa,k—IUBij1)> g fk(R(Aa,kUBij))

para algin 5 € N por 2.B.

Finalmente, observamos que por construccion N contiene a m., y a M,, por lo
que tomando M, = N se satisface que M, 1/M, € P=". En efecto, al hacer el
cociente de las resoluciones construidas de M, y M,, se obtiene una resolucién
proyectiva de M,.1/M, en la que cada proyectivo es un libre < k-generado.

» Si f < A es un ordinal limite definimos Ag; = Uy<ps Aai ¥ Mp = Uncr Ma.

L
Corolario 2.49. Sea R un anillo con dim R = k. Entonces Pt = (735”) g
L 1
Demostracion. Sea r = dim R. Claramente Pt C (P§”> LSiX e (PRS“) ' como

todo M € P, es P=-filtrado, se tiene por el lema de Eklof que X € P+1. Por lo tanto,
11
Pr = (Psr) 0
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Lema 2.50 (Lema de Auslander). Sean n € N y M un R-mdédulo P, -filtrado. Enton-
ces, M € P,.

Demostracion. Por el lema del corrimiento observamos que, M € P, si y sélo si
1
M € {Q"(N) NleMod(R) .

Lo cual se satisface por el lema de Eklof. O]

Teorema 2.51. Sean R un anillo y n € N. Entonces (P, PL) es un par de cotorsion
completo y hereditario.

i
Demostracion. Sea k = dim R. Sabemos que Pt = (77,%") Ly P=* tiene un conjunto
de representantes debido a que todo médulo en P=* es isomorfo a un cociente de R(*).
Asi que por 2.36, (Ll(P,fl),PjQ es un par de cotorsién completo. Luego, por 2.42

sabemos que P, es resolvente, por lo que P = Pty + (77,%) = 1 (PnLl>, asi que
(L (77,%) ,Pnl) es hereditario y completo.

Por dltimo, veamos que * (Pﬁ) = P,. Claramente - (Pﬁ) D P,. Luego, si X €

L (Pnl), consideramos una sucesion exacta

0-NBFSX =0
con F' libre. Por 2.36 sabemos que existe una sucesioén exacta
0-NSC—-G—0

con C' € Pt y G es la unién de una cadena continua cuyos cocientes consecutivos per-
tenecen a P,. Asi que al tomar el push-out de i y v, obtenemos una sucesion exacta

0>C—-27—->X—=0,

que se escinde, ya que C € Pl y
Xet (P,f) Por lo que basta probar
que Z € P, para concluir que X € P,.
Para ello, observamos que del push-out H

anterior también obtenemos una suce- 0 C 7 X 0
sién exacta

0—-F—>27Z—->G—=0 G—G

donde G € P, por el lema de Auslander
y FePp,. 0 0
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2.5. Dimensiones relativas y pares de cotorsion

Hasta ahora nos hemos dedicado a modelar las propiedades y comportamiento de
los modulos proyectivos e inyectivos. En esta seccidon comenzaremos a generalizar las
construcciones antes mencionadas, enfocandonos principalmente en la definicion de las
dimensiones relativas a una clase de médulos X, asi como en las conexiones con las
dimensiones homoldgicas usuales y sus propiedades con los pares de cotorsion.

Definicién 2.52. Sea X C Mod (R). Para un R-médulo C se definen las siguientes
dimensiones:

(a) pdy (C) =min{n € N| Extf, (C,X) = 0k > n}.
(b) idx (C) = min {n € N| Ext}, (X,C) = 0¥k > n}.

(c) Para una clase Y C X se definen
pdy (V) =sup{pdy (V) [Y € Y} v idx (V) =sup{idx (V) |V € V}.

Es inmediato la generalizacion de algunas propiedades de las dimensiones usuales como
las siguientes.

Lema 2.53. Sean X una clase de R-médulos y0 — A — B — C' — 0 una sucesion
exacta. Las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) idy (B) < méx {idx (A) ,idx (C)} y pdy (B) < mix {pdy (A),pdy (C)},

(b) idx (A) < max {idy (B),idx (C) + 1} ypdy (A) < mix {pdy (B),pdy (C) — 1},

(c) idx (C) < max{idy (B),idx (A) — 1} ypdy (C) < méx {pdy (A) + 1,pdy (B)}.
Demostracion. Probaremos la primera desigualdad, la prueba de las demas son analo-

gas. Podemos suponer que max {idy (A),idy (C)} = n < co. Para X € X considera-
mos la sucesiéon exacta

Exth (X, A) — Exth (X, B) — Ext%, (X, C),

de la cual podemos conlcuir que Ext} (X,B) = 0 para todo & > n, puesto que
Exth (X, A) = 0 y Ext% (X, C) = 0 para todo k > n. Por lo tanto, idy (B) <n. [

Dado que parte de nuestro objetivo es explorar las dimensiones relativas a clases de
cotorsion, comenzaremos relacionando las dimensiones entre dos clases de R-modulos.
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Lema 2.54. Para cualesquiera clases de R-modulos X y Y se satisface que
pdy (¥) = idx (¥) .

Demostracion. Veamos que pdy, (X) < idy (Y). Podemos suponer que idy () = n. En
este caso obtenemos que Ext]f% (X,)Y)=0paratodo X € X, Y € Yy k >n.Loque
implica que pdy, (X) <idy (). La otra desigualdad se prueba de manera analoga. [

Teorema 2.55. Sean X y Y clases de R-mddulos. Entonces para todo L € Mod (R)
las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) idy (L) <idx () + coresdimy (L) y

(b) pdy (L) < pdy (V) + resdimy (L).
Demostracion. Probaremos la primera desigualdad. Podemos suponer idy () = n <
oo y coresdimy (L) = m < oco. Probaremos lo deseado por induccién sobre m.

Sim = 1, entonces existe una sucesion exacta
0->L—=>Yy—Y1—>0

con Yy, Y] € Y. De modo que para todo X € X el funtor Hom z(X, ) induce una

sucesion exacta
Exth ! (X,Y7) — Exth (X, L) — Extk (X, Y))

para todo k € N, donde Ext% ' (X,Y;) = 0 y Ext%, (X,Y;) = 0 para todo k > n + 1.
Por lo tanto, idy (L) < n+ 1 =idx ()) + coresdimy (L).

Para m > 2, tenemos una sucesion exacta

0—>L1>Y(')—>...—>Ym—>0.

Observamos que coresdimy (K) < m donde K = Im(f), asi que por hipétesis de
induccion

idy (K) <idy (¥) + coresdimy (K) < idy () + coresdimy (L) .
Finalmente, de 2.53 se sigue que

idy (L) < méx {idx (Yp),idx (K) + 1}
< max {idx (Yp) ,idx (V) + coresdimy (K) + 1}
<idy (¥) 4 coresdimy (K) + 1
<idy (¥) + coresdimy (L) .
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Estamos listos para iniciar el estudio de las dimensiones asociadas a un par de cotorsion.

Teorema 2.56. Sea (X,)) un par de cotorsion completo. Las siguientes desigualdades
se satisfacen:

(a) id (M) = méx {idy (M), idy (M)} ¢ pd (M) = méx {pdy (M), pdy, (M)} para
todo M € Mod (R),

(b) coresdimy (Mod (R)) < pd (X) <idy (V) + coresdimy (X) + 1, y
(c) resdimy (Mod (R)) <id (Y) < pdy (X) + resdimy (V) + 1.

Demostracion.

(a) Veamos la primera igualdad. Es claro que id (M) > méx {idy (M) ,idy (M)}
por lo que basta probar la desigualdad opuesta. Para ello observamos que, como
(X,)) es hereditario, para todo médulo N existe una sucesion exacta

0O—-N—-Y—>X—=>0

conY € Yy X € X. Asi que por 2.53 tenemos que

idgvy (M) = pd;yy (V) < max {pdgy (V) pdgayy (X) — 1}
< méx {Pd{M} (V) pdgan (X)}
< méx {idy (M) ,idx (M)} .
Lo que implica por 2.54 que
id (M) = pdyup (Mod (R)) < méx {idy (M) ,idx (M)} .

La prueba de la segunda desigualdad es analoga.

(b) Veamos la primera desigualdad. Podemos suponer que pd (X) = n < co. Luego,
por el lema del corrimiento, para todo moédulo M tenemos que

Extp (X,Q,M) = Extyt (X, M) =0,

donde €, M es una n-ésima cosizigia de M. De modo que Q,M € X+t = Y,
lo que implica que coresdimy (Mod (R)) < n puesto que todo médulo inyectivo
pertenece a X+ = ).

Para la segunda desigualdad observamos que, como (&X', )) es completo para todo
modulo M, existe una sucesion exacta

O—-—M—-Y—->X—=>0
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conY € Yy X € X, asi que por 2.53 y 2.55 tenemos que
< méx {idy (V) ,idx (¥) + coresdimy (X) + 1}
= idy ()) + coresdimy (X) + 1
<idy () + coresdimy (X) + 1.

Por lo tanto, podemos conlcuir de 2.54 que

pd (X) =idy (Mod (R)) < idy (Y) + coresdimy (X) + 1.

(c) Se prueba de manera andloga a 2.
O
Si el par de cotorsiéon es hereditario, ademés de ser completo, podemos afirmar lo
siguiente.

Corolario 2.57. Sea (X,Y) un par de cotorsion completo y hereditario. Entonces se
cumplen los siguientes enunciados:

(a) pd (X) =pdy (X) yidy (V) =id (I),

(b) Si M es un R-mddulo tal que coresdimy (M) < oo, entoncesidy (M) = coresdimy (M).
(c) SiM esun R-mddulo tal que resdimy (M) < oo, entonces pdy, (M) = resdimy (M).
(d) coresdimy (Mod (R)) = pd (&) < coresdimy (X) + 1,

(e) resdimy (Mod (R)) = id ()) < resdimy ()) + 1.

Demostracion.

(a) Por 2.56(a) tenemos que
pd (M) = méx {pd (M), pdy (M)}

para todo M € X. Pero por 2.19(c) sabemos que pd,, (X) = 0. Por lo tanto,
pd (X) = pdy (X). De manera similar se puede probar que idy ()) =id ().

b) Lo probaremos por inducciéon sobre n = coresdimy (M).
Y
En caso de que n = 0, tenemos que M € Y, asi que idy (M) = 0 por 2.19(c).
Si n = 1, existe una sucesion exacta

0O->M-—->Yy,—Y, —0
con Yy, Y; € Y. Entonces por 2.53 tenemos que
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(e)

2.6.

Por lo tanto, idy (M) =1 ya que M ¢ Y = X+1,
Para n > 1. Por hipétesis inductiva, tenemos que que idy (N) = coresdimy (N)
para todo médulo N con coresdimy (V) < n—1. Dado que tenemos una sucesion
exacta

O—>M—>Yoi>Y1—>...%Yn—>0

conY; € Yy K = Ker(f) con coresdimy (K) = n — 1, tenemos una sucesiéon

exacta
O—-M-—->Yy—>K—=0

con idy (K) = coresdimy (K) = n — 1 por hipétesis de induccién. Asi que por
2.53 tenemos que

idy (M) < méx {idy (Yp),idy (K)+ 1} =n y

Por lo tanto, idy (M) = n.
Se prueba de manera dual al punto anterior.

Por 2.56(b) y 2.19(c) basta mostrar que
coresdimy (M) > pd (X) = idy (Mod (R))

para todo M € Mod (R). Lo cual es inmediato de (b).

Se prueba de manera dual a (d).

Algunos Resultados de Auslander-Buchweitz

Por tltimo presentamos los siguientes resultados de Auslander y Buchweitz [AB89]
relacionados con aproximaciones.

Cabe decir que aunque la mayoria de los resultados que se exponen en esta seccién
son para una categoria de R-mddulos, las pruebas son validas para cualquier categoria
abeliana, por lo que podemos referirnos a los resultados duales de esta seccion.
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Lema 2.58. Sean X una clase cerrada ba-
jo extensiones en una categoria abeliana y 0 0
w C X. Dadas sucesiones exactas

0K —=>X—=>C—0 0— K — X—C—0

0—->K—=Yr —> Xx—0

con X, Xk € X yYg € w, se sigue que la
sucesion

0—=Yr—-U—-C—0

en el diagrama pushout tiene la propiedad
de que Yy e 0o yU € X.

Demostracion. Consideramos el pushout de los morfismos iniciales de las sucesiones
dadas.

Ya sabemos que Y € @y es inmediato que U € X ya que X es cerrado bajo extensiones
y que X, X € X. O

Lema 2.59. Sean X una clase cerrada ba-
jo extensiones en una categoria abeliana y 0 0
w C X. Dadas las sucesiones exactas

0—=Ye—Xe—C—0 Yo — Yo

0—>Xec—-W-—->X—>0

si X, XeeX ,YoewyW €w, entonces H
la sucesion

0-C—=7—-X—=0

en el diagrama pushout tiene la propiedad
de que Z e v y X € X.

Demostracion. Tomando el pushout del primer morfismo de la segunda sucesion dada
con el segundo morfismo de la primera sucesiéon dada obtenemos el diagrama adjunto.

Sabemos que X € X y es inmediato que Z € O yaque W € wy Yo € @. O]
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Definicion 2.60. Sea (X,w) una pareja de clases de médulos. Decimos que w es un
cogenerador de X si w C X y para cada X € X existe una sucesion exacta

0= X—->W-—=>X =0

conWewy X' € X.

Lema 2.61. Sean X y ) clases de modulos. Se cumplen los siguientes enunciados:

(a) pdy (XY) = pdy, (X).
(b) idy (X") = idy (X).

Demostracion. Probaremos el primer punto, la prueba del segundo es dual.

Dado que X C XV se sigue que pdy, (X") > pdy, (X). Por lo que podemos suponer
pdy (XY) = k < oo. Por otro lado, dado M € X probaremos por induccién sobre
n = coresdimy (M) que pdy, (M) < pdy, (X).

Sin = 0 entonces M € X. Por lo que es claro que pdy, (M) < pdy, (X).

Sea n > 0. Por hipétesis inductiva, pdy, (N) < pdy, (X) para todo médulo N con
coresdimy (N) < n. Tenemos una sucesion exacta

n: 0=-M-—=Xy—=K—0

con Xy € X'y coresdimy (K) = n — 1, por lo que pdy, (K) < pdy, (X) = k. De manera
que al aplicar el funtor Hom g(_,Y’) a 1, obtenemos la sucesion exacta

Ext? (Xo,Y) — Exth (M, Y) — Exth™ (K,Y),
donde Ext% (X,,Y) = 0 = ExtiH! (K, Y) para todo Y € ). Por lo tanto,
pdy (M) < pdy ().
[l

Teorema 2.62. Sea (X,w) una pareja de clases de médulos. Si w es un cogenerador
de X y X cerrada por extensiones, entonces:

(a) para cada X € X existen sucesiones ezactas cortas
0Ky —>My 3B X >0 conKyed, MyeX vy
05X By =Cx =0 conByxed CxeX

(b) si w C Xt entonces @ C X1t y fx es una &-preenvolvente, gx es una X-
precubierta.
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Demostracion. Sea w una cogenerador de X.

(a)

66

Sea C' € X, es decir resdimy (C') = n < co. Construiremos las sucesiones busca-
das por induccién sobre n.
Sin =0, entonces C' € X. Dado que w es cogenerador, existe una sucesion exacta

0=C—-W-—=X" =0
con W ewCwy X' e X. Ademéas también tenemos la sucesion exacta
050—C5C—0

donde 0 € w.

Sea n > 0. Por hipétesis de induccion, existen tales sucesiones para todo médulo
N con resdimy (N) < k. Dado que resdimy (C') = n tenemos que existe una
sucesion exacta

0—-K—-Xo—>C—=0

con Xy € X y resdimy (K) < n — 1. Lo que implica por hipétesis de induccion
que existen las sucesiones exactas

0> Kx >Mg 5K -0 conKged, MkeX vy

0K By 5Cx =0 conBred, Ox €X

Entonces, del lema 2.58 tenemos que existe una sucesion exacta
0—=Bxk—>U—-C—=0
con U € X'y Bg € w. Ahora bien, dado que U € X, existe una sucesion exacta

0O—-U—-W-—=L—=0

con W ewy L e X, entonces por el lema 2.59 tenemos que existe una sucesion
exacta
0—-C—-2Z—-L—0

con Z ewy Z eX.

Dado que w C X+ siy sélo siidy (w) = 0, se tiene que ©@ C X+ ya que idy (@) =
idy (w) = 0. De manera que, al considerar las sucesiones del primer punto para
un médulo X € X tenemos que Kx € Xty Cx € X Ct ().
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Para ver que gx es una X-precubierta

basta observar que un morfismo

f:Y —- X conY € X se factoriza 0 Kx /E /Y 0
a través de gx si y sblo si la sucesién l J J ¥
construida con el pullback de fy gx se v

escinde, lo cual se cumple debido a que 0 K M Jx X 0

Extr (Y, Kx) = 0.
Analogamente se prueba que fx es X'-precubierta.

Definicién 2.63. Dada una clase de modulos X, decimos que una clase w es X-

inyectivo si idy (w) = 0.

Lema 2.64. Sea (X,w) un par de clases de mddulos tal que w es X -inyectivo. Entonces
(a) W es X-inyectivo,

(b) siw es un cogenerador de X cerrado por sumandos directos, entonces
Xnxt=xnw") =w.

Demostracion.
(a) Es inmediato de 2.61.
(b) Por el punto anterior es claro que X N (w") C X N X+,
Por otro lado, dado X € X N X existe una sucesién exacta

0= X—-W-—=>X =0

con Wewy X' € X, debido a que w es cogenerador. Dicha sucesion se escinde
pues X € X+, asi que X € w.

Ademés, es claro que w C X N (w"). Por lo tanto, se tienen las igualdades
buscadas.

]

Lema 2.65. Sea (X,w) un par de clases de mddulos. Si w es un cogenerador X -
inyectivo en X cerrado por sumandos directos, entonces se cumplen las siguientes
tqualdades:

(a) X NwY ={X € X| idx (X) < o0} y
(b) idy (M) = coresdim,, (M) para todo M € X Nw".

Demostracion.
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(a) Dado M € X Nw", por 2.55 tenemos que

idy (M) <idy (w) + coresdim,, (M) = coresdim,, (M) < oo.

Por otro lado, para todo M € X con idy (X) = n < oo podemos contruir una
sucesion exacta
O—-M-—-Wog— ... >W,.1—>2—=0

con W; € wy Z € X debido a que w es un cogenerador en X. Asi que por 1.33
se sigue que
Exth (X, Z) = Exts™ (X, M) =0

para todo k& > 0. Por lo tanto, Z € X N X+ = w por 2.64. En conclusién,
coresdim,, (M) < n.

(b) Se sigue de la prueba anterior.

]

Teorema 2.66. Sea (X,w) un par de clases de mddulos cerradas por sumandos direc-
tos. Si X es cerrada por extensiones y w es un cogenerador X -inyectivo en X, entonces

pd . (C) = pd,, (C) = resdimy (C)  para todo C € X",

Demostracion. Sean X cerrada por extensiones, w un cogenerador X-inyectivo en X
y C e X"
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» pd, (C) <resdimy (C).

Se sigue de 2.55(b) que

pd, (C) < pd, (X) + resdimy (C) = idy (w) + resdimy (C') = resdimy (C).

» resdimy (C') = pd, (C).

Lo probamos por induccién sobre n = resdimy (C').

Sin = 0 entonces C' € X. Asi que pd, (C) <idy (w) =0.

En caso de que n = 1, tenemos una sucesion exacta
0—-Xi—>Xo—=>C—=0

con Xg, X7 € X. Ademas, por 2.62 existe una sucesion exacta

n: 0=Ye—=Xe5C—0

donde Y¢ € w", X¢ € X v ¢ es una X-precubierta.
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Tomando E como el pullback de

las sucesiones anteriores, obser-
vamos que como ¢ es una X- 0 0
precubierta la sucesion exacta l
Yo — Yo
0—>X - F—=>X—0 l
se escinde, por lo que F € X. Ade- 0— Xy — E— X¢—0
mads, como w” es X-inyectivo por H l
2.64, se sigue que la sucesion exac-
ta 0—>X1—>X0—>C—>O
0—>Y—FE—X—0 0 l

se escinde, por lo que Yo € X.
Finalmente, observamos que 7 no se escinde, ya que C ¢ X,y Yo € X Nw" = w

por 2.64. Por lo que podemos concluir que Ext}, (C,w) # 0. Por lo tanto,
1 = resdimy (C) > pd,, (C) > 1.

Sea n > 1. Por hip6tesis de induccion, resdimy (N) = pd,, (N) para todo médulo
N con resdimy (C') < n. Existe una sucesion exacta

n: 0-K—=>Xy—>C—=0
con Xy € X y resdimy (K) =n — 1, por lo que

pd, (K) = resdimy (K) =n — 1.

w

De manera que existe W € w tal que Exty ' (K, W) # 0. Por lo que al aplicar
Hom r(_, W) a n obtenemos la sucesion exacta

J— ]

0 = Extly ! (Xo, W) — Extly ! (K, W) — Ext, (C, W) — Ext}, (Xo, W) = 0,
y asi podemos concluir que Ext}; (C, W) # 0. Por lo tanto,
n < pd, (C) < resdimy (C) = n.

[]

Lema 2.67. Sean (X,)) un par de cotorsion completo y hereditario y w = X N Y.
Entonces

(a) idx (V) =0 y w es un cogenerador X -inyectivo en X .
(b) pdy (M) = pd,, (M) = resdimy (M) para todo M € X".
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(¢) pdy (M) = resdim,, (M) para todo M € w".

Demostracion.

(a)
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Debido a que (X,)) es hereditario tenemos que idy () = 0 por 2.19. En parti-
cular, idy (w) <idy (¥) = 0. Por lo tanto, w es X-inyectivo.

Ahora, para probar que w es cogenerador en X observamos que como (X,)) es
completo, para todo X € X existe una sucesion exacta

0 X—->W-—=>X =0

con W €)Yy X € X. Pero como X es cerrada por extensiones, se sigue que
W e X. Por lo tanto, W e X NY = w.

Sea M € X. Por 2.66 y (a) tenemos que
pd . (M) =pd, (M).
Por otro lado, por 2.55(b) tenemos que
pdy, (M) < pdy, (X) + resdimy (M) = resdimy (M) .
Ademas, por 2.57 se tiene que pdy, (M) = resdimy (M). Por lo tanto,

pdy, (M) = resdimy (M) .

Anélogamente a (b), dado M € w”, por 2.55(b) tenemos que
pdy, (M) < pdy, (w) + resdim,, (M) = resdim,, (M) .

Veamos por induccién sobre n = resdim,, (M) que pdy, (M) = resdim,, (M).

En caso de que n = 0 se sigue que M € w C X. Por lo que pdy, (M) = 0.

Sea n > 0. Por hipétesis de induccién pdy, (V) = resdim,, (/V) para todo médulo
N con resdim,, (V) < n. Observamos que tenemos una sucesion exacta

0K —->Wg—M—=0

con Wy € wy K con resdim,, (K) = n—1, por lo que pdy, (K) = n — 1. Entonces
por 2.53 tenemos que

n—1=pdy (K) < méx{pdy, (M) — 1,pdy, (Wo)} = pdy (M) — 1.

Por lo tanto,
n < pdy, (M) < resdim,, (M) = n.
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Teorema 2.68. Sean (X,)) un par de cotorsion hereditario y w = X N'Y. Entonces
se cumplen los siguientes enunciados:

(a) pd (X) = pdy (X) = coresdimy (X') = coresdim,, (X) = coresdimy (Mod (R));
(b) pdy (X) < o0 siy sélo si ¥ Cw" ypd (w) < oo,y en tal caso Y¥ = Mod (R).

Demostracion.

(a) Por 2.57 sabemos que
pd (X) = pdy (X) = coresdimy (Mod (R)) < coresdimy (X') + 1.
En caso de que pd (X) = oo, como w C Y tenemos que
coresdim,, (X') > coresdimy (X).
Por lo que podemos concluir que
pd (X) = pdy (X) = coresdimy (Mod (R)) = coresdimy (X') = coresdimy, (X).

En caso de que pd (X) = n < oco. Como pd (&) = coresdimy (Mod (R)), se sigue
que V¥ = Mod (R). Asi que por 2.55 tenemos que

pdy (X) = idx (X)
<idy (¥) + coresdimy (&)
= coresdimy (&)
< coresdimy (Mod (R)) = pdy (X).

Ademés, como idy (X) = pdy (X) < oo, por 2.65 sabemos que
X={XeX|idy(X)<oo}=XNw' Cw’

y que pdy (X) =idy (X) = coresdim,, (X).

(b) En caso de que pd (X) < oo, se ha probado que YV = Mod (R) y que X C w".
Luego, por el resultado dual de 2.67 y el punto anterior tenemos que

pd (&) = coresdimy (Mod (R)) = id,, (ModR) = pd (w)

En caso de que X C w' y pd (w) = n < co. Observamos que w C X C w", lo
que implica que pd (w) = pd (X) por 2.61.

]

Definiciéon 2.69. Sean X y )Y clases de médulos. Definimos la clase

Py(X) :={X € X| pdy (X) < oo}

71



2.6 Algunos Resultados de Auslander-Buchweitz Aproximaciones y pares de cotorsion

En caso de que Y = Mod (R) denotaremos Py (X) = P(X).

Teorema 2.70. Sean (X,)) un par de cotorsion completo y hereditario, yw = X NY.
Sipdy (X) < oo, entonces los siguientes enunciados se satisfacen:

(a) X" = PyMod (R) =P Mod (R) y V¥ = Mod (R).

(b) resdimy (M) = pdy, (M) para todo M € P Mod (R).

(c) pd (M) < pdy (X) + resdimy (M) para todo M € P(Mod (R)).
(d) P(Mod(R))NY = w".

Demostracion.

(a) Dado que pdy, (X) = 0 por 2.19, para todo M € X" se tiene que
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pdy (M) < resdimy (M) (2.0)

por 2.55. En particular, X C Py Mod (R).
Por otro lado, de 1.33 podemos concluir que

resdimy (M) < pdy, (M) (2.D)

para todo M € Mod (R). Por lo tanto, Py Mod (R) C X", y asi hemos probado
que Py Mod (R) C= X.
Ahora, como Proj (R) C X’ tenemos que

resdimy (M) < resdimpyojr) (M) = pd (M),

por lo que P(Mod (R)) C X"
Por otro lado, por 2.C y 2.D tenemos que resdimy (M) = pdy, (M) para todo
M € X" asi que por 2.55 tenemos que

pdy (M) < pdy (X) + resdimy (M) < 0o

para todo M € X", lo que implica por 2.56 que pd (M) < oo para todo M € X"
Por lo tanto, P Mod (R) = X".
La ecuacién YV = Mod (R) es inmediata de 2.68.

Se sigue de las ecuaciones 2.C y 2.D junto con el punto anterior.

Por 2.55 sabemos que
pdy (M) < pdy (X) + resdimy (M)
para todo médulo M. Ademads, en caso de que M € P(Mod (R)) tenemos que

pd (M) :de(M)
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por 2.56 debido a que Proj (R) Ct' ¥ = X. Dado que w C Y NP(Mod (R)) por
2.68, y tanto )Y como P(Mod (R)) son clases cerradas por conticleos de mono-
morfismos, se sigue que w" C Y NP(Mod (R)).

Veamos la contencién opuesta. Sean M € Y N P(Mod (R)) y r = pdy, (M), la
cual es finita debido a que pdy, (M) < pd (M) por 2.56. Ahora, dado que (X, ))
es completo de manera similar a la prueba de 2.67 se puede mostrar que para
todo Y € Y existe una sucesién exacta

0=Y W =Y =0
con W € wy Y’ € ). En particular, para M existe una sucesion exacta
0>Ki —>Wg—M—=0

con Wy € wy Ky € Y, yasi Kj € YNP(Mod(R)) por 2.53. Repitiendo este
razonamiento construimos con recursion una sucesioén exacta

0Ky —->W,—...=>Wyg—>M—0
con W; e wy K; € YNP(Mod (R)). Ademaés, por 1.33 tenemos que
Exty (K,, K1) = Extiy (M, K,y) = 0,
de modo que K, € w, ya que la sucesion exacta
0=+ K,y =W, =K, —0

se escinde. Por lo tanto, resdim,, (M) < r+ 1.
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3 Las clases Gen, M/ y Cogen, M

En los capitulos anteriores, analizamos el comportamiento de las clases Inj(R) y
Proj (R) con el objetivo de recrear las construcciones hechas con médulos proyecti-
vos e inyectivos. Dicho trabajo rindié frutos en el capitulo 2, donde generalizamos las
dimensiones homoldgicas a dimensiones homolégicas relativas y las relacionamos con
pares de cotorsion.

En este capitulo, analizaremos uno de los resultados més importantes relacionados con
un generador proyectivo: la equivalencia de Morita. Veremos que dicho resultado lo
podemos generalizar, restringiéndolo a subcategorias de la forma Gen (M) y Cogen (M)
para un modulo M que cumple ciertas propiedades.

Una vez hecho esto, se presentan las clases Gen, M y Cogen, M definidas en [Wei05]
y [Baz04]. Aunque no encontraremos ningin teorema que incluya una equivalencia
de categorias entre estas clases, veremos que generalizar las propiedades encontradas
para Gen (M) y Cogen (M), nos brindardn interesantes caracteristicas para Gen,, (M)
y Cogen,,(M).

3.1. Equivalencias de subcategorias de médulos

Los teoremas de la equivalencia de Morita caracterizan las equivalencias entre dos
categorias de médulos Mod (R) y Mod (5).

Teorema 3.1 (Morita I). Sean Pg un generador proyectivo y S = End g(P). Entonces
Hom g(P, ) : Mod (R) &2 Mod (5) : _ ®g P
es una equivalencia de categorias.

Teorema 3.2 (Morita II). S R y S son anillos tales que eziste una equivalencia de

categorias
F :Mod (R) = Mod (9) : G,

y tomamos P = G(S), entonces S = End g(P) de tal manera que P tiene una estruc-
tura natural de S — R bimddulo. Ademds, con lo anterior podemos probar que existen
isomorfismos naturales F = _ ®¢ P y G = Hom g(P,_).
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Demostracion. Ver los teoremas 18.24 y 18.26 de [Lam99). O

Ahora, si en el enunciado de Morita I, quisiéramos usar un modulo arbitrario M en
lugar de un generador proyectivo P, claramente necesitaremos cambiar el dominio y
contradominio de los funtores. En esta seccién exploraremos esta idea.

Las demostraciones de los resultados expuestos en esta seccion, asi como otros resul-
tados relacionados, se pueden consultar en el capitulo 2 de [CF04].

Supongamos que tenemos una equivalencia de categorias
H:= Homg(V, ): C&=D :_ gV =T

donde C y D son subcategorias de Mod (R) y Mod (S) respectivamente.

Recordemos que H y T son funtores adjuntos, por lo que para todo M € Cy N € D
existe un isomorfismo natural

a={ayy : Homg(N, HM) — Hom r(T'N, M)} (3.A)

donde a(0)(n ® v) = d(n)(v) para todo § € Hom g(N, HM), n€ N yv e V.

Ademas, sabemos que asociadas a la adjuncién existen las transformaciones naturales
v:TH — 1M0d(R) y n: 1M0d(S) — HT
donde, para todo p € HM,v eV yn & N,

vu(p@v)=¢) vy an(n):iv—=ndo,

llamadas counidad y unidad respectivamente, las cuales podemos restringir claramente
a Cy D (ver capitulo A.2. de [CF04]).

Por lo tanto, nos encontramos en la situacion del siguiente resultado.

Teorema 3.3. Un par de funtores covariantes adjuntos H : C 2 D : T son equivalen-
cias si y solo si la unidad y la counidad asociadas son isomorfismos naturales.

Demostracion. Ver A.3.3. de [CF04]. O

Por lo tanto, H y T son equivalencias, si y s6lo si v y n son isomorfismos naturales.
Cabe introducir la siguiente definicion.

Definicién 3.4. [CM93]Sea H : Mod (R) &= Mod (S) : T' un par de funtores adjuntos
con 1y v, la unidad y counidad asociadas, M € Mod (R) y N € Mod (S). Decimos
que M es v-reflexivo si vy, es isomorfismo, y que N es n-reflexivo si ny es isomorfismo.
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Proposicién 3.5. Sea H : Mod (R) = Mod (S) : T un par de funtores adjuntos con
n y v, la unidad y counidad asociadas. Para todo M € Mod (R) y N € Mod (S) se
cumplen los siguientes enunciados:

(a) Si M es v-reflexivo, entonces HM es n-reflexivo.

(b) Si N es n-reflexivo, entonces TN es n-reflezivo.
Demostracion. En efecto, dado M € Mod (R) tenemos que

H(var)nuam(f) = Hom g (V, var)num (f) = vaman(f) v
FE(fe ) HT

Por lo tanto, H(va)nuy = lpa. De modo que, si vy es isomorfismo, H(vyr) es
isomorfismo; y como H (var)ngy = lga, nay también lo es. O

En particular, dado que en nuestra discusion H : C = D : T es una equivalencia de ca-
tegorias, tenemos que C consiste R-moddulos v-reflexivos y D de R-modulos n-reflexivos.
Veamos si podemos caracterizar estas clases de R-modulos de alguna manera:

Primero, observamos que

Im (vy) =vu(M) = >, f(V),

feHom r(V,M)
por lo que vy, es epimorfismo si y sélo si M € Gen (V).
Para caracterizar los R-médulos N tales que 7y es monomorfismo observamos que
n € Ker (ny) siy solosi (n®@v) =0 (3.B)
para todo v € V. Recordando el isomorfismo natural 3.A, tenemos que
6(n)(v) = a(d)(n ®v) (3.C)

para todo v € V y § € Hom g(N,Hompg(V,C)) para cualquier C € Mod (R). En
particular, si C' es un cogenerador inyectivo, de 3.B y 3.C tenemos que n € Ker (ny)
si y sélo si 6(n) = 0 para todo 6 € Hom (N, Hompg(V, C)), lo cual sucede si y sélo si

nRuv e N Ker (a(9)) = N Ker (f),

d€Hom g(N,V*) feHom r(N®V,C)

donde V* = Hom gr(V,C). Pero, como C es un cogenerador inyectivo, por 1.2(a2)
tenemos que

ﬂ Ker (f) =0,

feHom r(N®V,0)
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asi que podemos concluir que

N Ker (f) = Ker (ny) .

f€Hom g(N,V*)

Lo que implica que nx es un monomorfismo si y sélo si N € Cogen (V*).

Hemos probado la siguiente proposicion.

Proposiciéon 3.6. Sean M € Mod(R) y N € Mod (S). Entonces se cumplen los
siquientes enunciados:

(a) var es un epimorfismo si y sélo si M € Gen (V);

(b) nn es un monomorfismo si y sélo si N € Cogen (V*).

De modo que en nuestra discusion tenemos que C C Gen (V) y D C Cogen (V*). Es
de particular importancia cuando C = Gen (V) y D = Cogen (V*).

Definicién 3.7. Sea V un médulo con S = End g(V'). Decimos que V' es un *-médulo

en caso de que
Hom g(V,_) : Gen (V) = Cogen (V*): _ ®5V
sea una equivalencia de categorias, donde V* := Hom g(V,C) para un cogenerador

inyectivo Cg.

En particular, cuando V' es un generador proyectivo, es un *-mddulo. Para mas ejem-
plos se puede consultar la seccion 2.4 de [CF04].

Por 1ltimo, el siguiente teorema contiene una caracterizacion de los x-moédulos.

Teorema 3.8. Los siguientes enunciados son equivalentes para un R-mdodulo V' con
S = End R(V) N

(a) V' es un x-mddulo;

(b) va es monomorfismo para todo M € Mod (R) y nn es un epimorfismo para todo
N € Mod (5);

(¢) Gen (V) coincide con la clase
{M € Mod (R) |30 = Vi — Vy — M — 0 exacta con Vy € Add (V) y V; € Gen (V) },

V' es un mddulo finitamente generado y Hom g(V,_) es exacto en Gen (V).

Demostracion. Ver teorema 2.3.8. de [CF04]. O
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Ahora, lo primero que observamos en la caracterizacion anterior es que un x-médulo es
finitamente generado, lo cual restringe demasiado nuestra elecciéon de V. Por lo tanto,
no continuaremos con la bisqueda de una equivalencia de categorias.

Sin embargo, del teorema anterior podemos observar una propiedad interesante: V' es
un moédulo tal que para todo médulo M € Gen (V') existe una sucesiéon exacta

0—-U —-Vo—>M—0
con Uy € Gen (V) y Vo € Add (V). Se sigue que para U; existe una sucesion exacta
0=Us—=Vi—=U —0

con Uy € Gen (V) y Vi € Add (V). De modo que por recursiéon podemos construir una
sucesion exacta
= Vo= o>V Vi—=M—=0

con V; € Add (V') para todo i. Es decir podemos contruir una resoluciéon de M relativa
a V. Lo cual nos interesa, puesto podremos utilizar nuestra herramienta construida en
capitulos anteriores.

En lo que sigue se generalizan las clases Gen (M) y Cogen (M), asi como el concepto
de *-moédulo.

3.2. Las clases Gen, M y Cogen, M

Sean n € N y X una clase de R-mddulos. Denotaremos como Gen,,(X) a la clase de
R-moédulos X que admiten una sucesion exacta de la forma

X, —>.—>Xi—->X—=0

donde X; € Add (X) para todo i.

Dualmente, definimos la clase Cogen,, (M) como la coleccién de médulos que admiten
una sucesion exacta de la forma

0->X—->X1—...—=> X,

donde X; € Prod (X) para todo i.

De manera similar podemos definir las clases
gen, (X) C Gen,(X)y cogen,(X) C Cogen,,(X)

si ademas pedimos que X; sea finitamente generado para todo 1.
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Para dar una caracterizacion de estos médulos observamos lo siguiente:

Lema 3.9 (Truco de Eilenberg). Sea M € Mod (R). St K € Add (M), entonces existen
cardinales a y B tales que K @ M@ = MW Mds ain, si existe una sucesion exacta

M, —- M, 1—..—>M —-X—0

con M; € Add (M) para toda 1 < i < n, entonces podemos contruir una sucesion
exacta

M) 5 plem=1) 5 s M) 5 X 0.

Dualmente, en caso de que K € Prod (M), existen cardinales o y (B tales que K &
M* = MP. Ademds, si existe una sucesion exacta

O-X—-M —...— M, 1 —> M,

con M; € Prod (M) para toda 1 < i < n, entonces podemos contruir una sucesion
exacta

0= X - M — ... = M1 5 M,

Demostracion. Si K € Add (M), entonces existe N tal que K @ N = M(®. De modo
que

K® (M((X))(N) *Ke(NeKW=KeNeKaNa ..~ (M(a))(N).

Ahora dada una sucesion exacta
O—-X—-M,— M, 41— ..— M

con M; € Add (M) para cada i € {1,...,n}, utilizando el truco de Eilenberg, podemos
construir un médulo K; =2 M (@) tal que M;dK; =M (B:) para ciertos cardinales «y, ;.

De manera que al hacer la suma directa de los complejos

0 —>R—My—>M, -My— ...— M,—0
0->0—-Ky—=Kyg—> 0— ...—> 0—=0
00— 0 —->K1—>Ki—~ ..—> 0-=0

00— 0— .. 0 —>K,.1>K,_.1—0
0-0—-0—» ..—-0— K,— K,—0

obtenemos la sucesién exacta buscada. O

Es inmediato el siguiente resultado.
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Corolario 3.10. Sea M € Mod (R). Entonces se cumplen los siguientes enunciados:

(a) X € Gen, (M) siy sdlo si existe una sucesion exacta

M) 5 plen-1) 5 s M) 5 X 0,

(b) X € Cogen, (M) siy sélo si existe una sucesion exacta

00— X = M = M1t - . = M,

Ahora exploraremos las propiedades de cerradura de las clases Gen,, (M) y Cogen,, (M).
Para ello introducimos la siguiente defincion.

Definicion 3.11. Sea M un moddulo. Decimos que M es finendo si es finitamente
generado sobre su anillo de endomorfismos.

Lema 3.12. [GTO6][AHTTO01][CM93]Los siguientes enunciados son equivalentes para
un modulo M :

(a) M es finendo;

(b) existe una add (M)-preenvolvente de R;

(c) existe una Gen (M)-preenvolvente de R;

(d) Gen (M) es una clase preenvolvente;

(e) existe una Add (M)-preenvolvente R — B de R.
(f) M*X € Gen (M) para todo X ;

(9) Gen (M) es cerrado por productos arbitrarios;

(h) MM € Gen (M).

Demostracion. (a) = (b) Sea E = End g(M). Dado que el R-médulo M es finen-
do y Hom g(R, M) = M como End gr(M)-médulos, existen fi,..., f, que generan a
Hom g(R, M). Se propone como add (M )- envolvente de R al morfismo

fi
Y = : R — M".
Ja

Sea g: R — M’ con M’ € add (M). Por defincién, existe N tal que M'@® N = MP* para
algin k& € N. Sean ¢ : M’ — M? la inclusién natural y 7 : M* — M’ la proyeccién
natural. Dado que tg € Hom r(R, M*) = Hom r(R, M)* podemos concluir que

> ail fi
g = :
1 a?fi
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donde ag € FE para todo i, j. Asi que

) azlfi

g=mg =" :

1 affz‘

De manera que si definimos ¢ : M™ — M’ como

ay a,,
¢:7T : 9
a .. a
tenemos que
ai .. a, fi 14 fi
oY =n S I k. N 2
k k k
ay . Gy I i=1 4 fi

Por lo tanto, 1 es add (M )-preenvolvente.

(b) = (¢) Sea b : R — B una add (M )-preenvolvente.
Veamos que b también es una Gen (M )-preenvolvente.
Sea. ¢ : R — C con C € Gen(M). Dado que

C € Gen (M), existe un epimorfismo f : M*) — C. , R
Luego, como R es proyectivo, existe ¢ : R — M) tal C/ lc\c\
que fc = c. Pero, como R es generado por 1, ¢/(R)

es generado por ¢(1); asi que, como /(1) € MX0) con M (Xo) ; M) 7 C

X, C X finito, existe un morfismo ¢’ : R — M &) tal
que ¢ = fic’, donde i : MX0) — M) es 1a inclusién
natural. Entonces, dado que M) € add (M), " se factoriza a través de by entonces
¢ también. Por lo tanto, b es una Gen (M )-preenvolvente.

(¢) = (d) Sea b : R — B una Gen (M)-preenvolvente de R. Para un R-médulo
arbitrario A, sabemos que existe un epimorfismo 7 : R — A. Si

b
RU — BU)
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es un push-out, ¢’ es una Gen (M)-preenvolvente de A.

En efecto, dado que 7 es un epimorfismo, o también lo es;
por lo que B" € Gen (M). Luego, para todo morfismo f : RO lﬁ) B0
A — X con X € Gen (M), se tiene que fm se factoriza
a través de b) por ser una Gen (M )-preenvolvente, pero WJ la
el push-out hace que f se factorice a través de b'. Por lo A—— B
tanto, O’ es Gen (M)- preenvolvente. b’\\j
f X

(d) = (a) Veamos que M* € Gen (M) para todo conjunto X. En efecto, consideremos
un epimorfismo f : R4 — M¥;si g: R4 — M’ es una
Gen (M)-preenvolvente, se tiene que m,f se factoriza a

través de ¢ para todo € X donde 7, : MX — M es f

la proyecciéon candnica. Pero por la propiedad universal R#) — MX
del producto, existe un morfismo h : M’ — MX tal gl Jm
que hg = f. Entonces dado que f es epimorfismo, h ,

es epimorfismo. Por lo tanto, MX € Gen (M) ya que M ? M
hemos cubierto M con M’ que ya estaba cubierto por i

un coproducto de M.

Por lo anterior sabemos que existe un epimorfismo ¢ : MX) — MM donde el producto
MM lo manipularemos como el conjunto

MM ={f: M — M| f es funcién},

y consideraremos las inclusiones canénicas v, : M — M &) y las proyecciones canénicas
7o+ MM — M. Dado que ¢ es epimorfismo, existe z € M™) tal que ¢(x) = 1.
Entonces, si F' es un subconjunto finito de X tal que x = Y ,cp v4(2,), tenemos para
todo m € M que

= 1) = 76 (X vala)) = 3 ()

aeF a€eF

donde 7,,¢v, € E. Por lo tanto, g M es generado por {x,}acr.

(b) = (e) Sea b : R — B una add (M)-preenvolvente de R. Veamos que b es una
Add (M )-preenvolvente. Sea g : R — C con C € Add (M), es decir C' es sumando
directo de M%) para algin Z. Dado que R es finitamente generado, g se facotoriza a
través de ¢’ : R — M) para un subconjunto finito Xy C X. Entonces ¢ se factoriza
a través de b, ya que g se factoriza a través de ¢, y ¢’ se factoriza a través de b debido
a que b es una add (M )-preenvolvente.
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(e) = (¢) Sea b : R — B una Add (M )-preenvolvente. Veamos

que b también es una Gen (M )-preenvolvente. Sea ¢ : R — C' con

C € Gen (M), por lo que existe un epimorfismo f : MX) — (. R
Entonces, como R es proyectivo, existe ¢ : R — M) tal que JCK

c = fc. Luego, dado que MX) € Add (M), ¢ se factoriza a

través de b, y asi ¢ se factoriza a través de b. Por lo tanto, b es M) 7 C
una Gen (M )-preenvolvente.

(a) = (f) Si gM es finitamente generado, existe un conjunto finito de generadores
{y1, .-, Yn}. Sea a = (my)x € M*. Para todo x € X existen af,...,a® € E tales que
>, afy; = m,. De modo que para todo x € X existe un morfismo

¢ = (af,...,ar) - M" — M
tal que g (Y1, ..., Yn) = My, y asi existe un morfismo

¢ = [[ ¢o: M" — M

zeX

tal que ¢4 (y1, ..., yn) = a. Por lo tanto,

b= @ do: (MHM - MX

aeMX

es suprayectivo y asf podemos concluir que M* € Gen (M).

(f) = (g) Sea (fi : M) — N;)icr una familia de epimorfismos. Tomando X =
Uier X, dicha familia induce una segunda familia de epimorfismos (f; : M (X) Nyier,
la cual induce el epimorfismo

Hfz' : HM(X) - HNi,
il el i€l

donde [Tie; M = (m7)"™

que M! € Gen (M).
(9) = (h) Trivial.
(h) = (a) Por hipétesis tenemos un epimorfismo ¢ = (¢;)ier : MD — MM, Sea

a = (a,) € MM tal que o, = m para toda m € M. Dado que ¢ es un epimorfismo
existe (y;)esr tal que

€ Gen (M). Lo que implica que [[;c; N; € Gen (M) ya

O(yi)ier = > ¢i(yi) = a.

i€l

Ahora, si m, : MM — M a la m-ésima proyeccién canénica, y F C I es un conjunto
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finito tal que o = Y";cp ¢i(y;), tenemos para todo m € M que
i€F i€F
Por lo tanto, M es generado por el conjunto finito {y; }icr- O

Observacion 3.13. En la demostracion del lema anterior queda implicito que las
condiciones son ademds equivalentes a las siguientes:

(a) existe una Add (M)-preenvolvente de un progenerador,

(b) existe una Add (M )-preenvolvente para todo progenerador,

(c) existe una Gen (M)-preenvolvente para un progenerador, y
(M)

(d) existe una Gen (M )-preenvolvente para todo progenerador.

De la demostracion del lema anterior podemos deducir el siguiente resultado.

Proposicién 3.14. Sean n € N y M € Mod (R). Considerando las siguientes enun-
ciados:

(a) M es finendo,

(b) MX € Gen (M) para todo X,

(c) Gen, (M) es cerrado por productos arbitrarios para todo n > 1,

(d) MM € Gen (M);
tenemos que (¢) = (d) = (a) = (b). Mds atin, en caso de que Gen, (M) sea cerrado
por n-cocientes también tenemos que (b) = (c).
Demostracion. Ya hemos visto la prueba de las implicaciones (d) < (a) < (b), por lo
que basta probar las implicaciones (b) = (¢) y (¢) = (d).

(b) = (¢) Dada una familia {N;};c; en Gen, (M), sabemos por el truco de Eilenberg
que para cada ¢ € I tenemos una sucesion exacta

M@ — M-t 5 M) - N; — 0.
Con dichas sucesiones podemos construir una sucesion exacta

[ M) — [ M@0 — = T M@ = T[N, — 0,

icl el i€l i€l

donde cada [[;c; M©@H) = (M7)©) € Gen (M) por hipétesis. Entonces como Gen,, (M)
es cerrado por n-cocientes podemos concluir que [;c; NV; € Gen, (M).

(3 = 4) Claramente M € Gen, (M), asi que MM € Gen,, (M) C Gen (M). O
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Definicién 3.15. Sea M € Mod (R). Decimos que M es cofinendo, si existe una
Prod (M)-precubierta de un cogenerador inyectivo Q.

El siguiente es el resultado dual del lema anterior.

Lema 3.16. Los siguientes enunciados son equivalentes para un modulo M :
(a) Cogen (M) es una clase precubriente;
(b) todo cogenerador inyectivo tiene una Prod (M)-precubierta;
(c) existe una Prod (M)-precubierta de un cogenerador inyectivo Q;

(d) eziste una Cogen (M )-precubierta de un cogenerador inyectivo Q.

Demostracion.

(a) = (b) Sea @ un cogenerador inyectivo. Dado que

Cogen (M) es una clase precubriente, existe una Cogen (M )- ‘

precubierta f : M’ — Q. Como M’ € Cogen (M), existe un 0—— M - MX

monomorfismo i : M’ — M*. Asi que, como @ es inyectivo, f\ /g
Q

existe un morfismo g : MX — @ tal que gi = f.

Veamos que g es Prod (M)-precubierta. Sea h : M” — @ tal

. que M" € Prod (M). Dado que Prod (M) C Cogen (M) por
M _t MX 1.30, y que f es una Cogen (M)-precubierta, h se factoriza
h’/ f\ /g a través de f, pero como f se factoriza a través de g, h se
factoriza a través de g. Por lo tanto, g es una Prod (M)-

M 7 Q precubierta de Q).

(b) = (c) Trivial.

(¢) = (d) Sea f : M' — @ una Prod (M)-precubierta de un cogenerador inyectivo.
Veamos que f también es una Cogen (M )-precubierta de Q. Sea g : M” — @ con
M" € Cogen (M). Como M € Cogen (M), existe un monomorfismo i : M” — M*X.
Entonces, como @ es inyectivo, existe un morfismo ¢’ : M~ — @Q tal que ¢'i = g. Pero,
como f es una Prod (M)-precubierta y M~ € Prod (M), ¢’ se factoriza a través de f,
lo que implica que g se factoriza a través de f.
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(d) = (a) Sea @ un cogenerador inyectivo con una

Cogen (M )-precubierta f : M’ — Q. Sea N € Mod (R), .

dado que () es un cogenerador existe un monomorfismo w

g : N — Qf. Consideramos el pull-back (P, a,f) de \\
fX o MX — QY y g. Observamos que o es un monomor- / PN
fismo dado que g es un monomorfismo, lo que implica que w

P € Cogen (M). O‘J Jg
Veamos que [ es Cogen (M)-precubierta. Sea w : M" — N MX — QX
un morfismo con M” € Cogen (M). Dado que f¥ es una I

Cogen (M)-precubierta, existe un morfismo w' : M" — M’
tal que gw = f*w’, lo que implica que w; se factoriza a

través de [ por la propiedad universal del pull-back.
O

Observacién 3.17. Cabe observar que como todo mddulo en Add (M) se puede en-
cajar en un mddulo de Prod (M). Siempre se satisface que Cogen (M) es cerrado por
coproductos arbitrarios y Cogen,, (M) es cerrado por coproductos arbitrarios en caso de
ser cerrado por n-nicleos.

3.3. x"-mddulos

En la primera secciéon vimos que los x-mddulos se pueden caracterizar como modulos
finitamente generados M tales que Gen (M) = Geny(M) y Hom r(M, ) es exacto en
Gen (M). En esta seccién buscaremos explorar la nocién de x-moédulo utilizando dicha
caracterizacion.

En particular seran de interés los R-mdédulos T que satisfacen que
Geny 1 (T) = Gen, (T) C T+.

Por lo que en esta seccién, estudiaremos las propiedades que satisfagan estos modulos,
asi como otras clases de médulos que bautizaremos *"-mddulos fuertes y *"-mddulos
especiales, las cuales son generalizaciones de las nociones de *-moédulo y médulo n-
quasitilting presentadas en [AHMV15].

Cabe mencionar que la nocién de x™-modulo fuerte lleva dicho nombre debido a que
es una version fuerte de la de *"-mddulo presentada en otras fuentes. Mas atn, es un
caso particular de la nocién de R-médulo n-estrella presentada en [Wei05]. Por esta
razon cabe observar que varias de las técnicas utilizadas en esta seccién son las que
utiliza Jiaqun Wei en [Wei05].

Empezaremos esta exposiciéon con un par de observaciones sobre el comportamiento
de la clase Gen,(7T) cuando Gen,(T') = Gen,, (7).
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Observaciéon 3.18. Si un R-mddulo T satisface que Gen,1(T) = Gen,(T), entonces
se cumplen los siguientes enunciados:

(a) todo M € Gen,(T') admite una sucesion exacta
0>N—=>T —-M—=0

conT' € Add(T) y N € Gen,(T),
(b) todo M € Gen,(T') admite una Add (T)-resolucion.

Observacién 3.19. Dualmente, si un R-médulo T satisface que Cogen,,(T') = Cogen,, ,,(T'),
entonces se cumplen los siguientes enunciados:

(a) todo M € Cogen, (T) admite una sucesion exacta
0—-M—->T —-M—0

conT' € Add(T') y N € Cogen,,(T),
(b) todo M € Cogen,,(T) admite una Prod (T')-resolucidn.

A continuacién nos concentraremos en las propiedades que presenta un médulo 7' tal
que Gen,,1(T) = Gen,(T) C T+*.

Lema 3.20. [Wei05] Si un R-médulo T satisface que Gen,,1(T) = Gen,(T) C T+,
entonces Gen, (T) es cerrado por extensiones.

Dualmente, si T satisface que Cogen,,(T') = Cogen,,,,(T) C 11T, entonces Cogen,, (T
es cerrado por extensiones.

Demostracion. Sea
0A—-B%C =0

una sucesion exacta con A, C' € Gen, (1) = Gen,,.1(T"). Sabemos que existen Add (T")-
resoluciones

oo My = My B A0y
o ML = M O = 0.

Ademés, como Gen,(T) C T+, sabemos que Exty, (M}, B) = 0 por lo que existe un
morfismo h : M) — B tal que gh = by.

Utilizando el lema de la serpiente, podemos concluir que el morfismo

c:=fag®h: My®d M) — B
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es suprayectivo.

0 — Kerag — Kerc — Kerbg

O%MgﬁMo@MéﬁMé%o

0 — Cokerc — 00— 0
Maés atn, dado que Ker (ag), Ker (by) € Gen,(T') podemos repetir el argumento ante-
rior n veces obteniendo una sucesion exacta
My, 1 &M | — ...— M &M, — My®d M, — B — 0.
Por lo tanto, B € Gen,(T). O

Observaciéon 3.21. El resultado anterior también es vailido para modulos T tales que
toda sucesion exracta
0—-A—-B—-C—=0

con A,C € Gen,(T) permanezca exacta bajo Hom g(T,_).

Lema 3.22. [Wei05] Sea M € Mod (R). Si Gen, (M) es cerrado por extensiones y
Gen, (M) = Gen,11(M), entonces Geng(Gen,(M)) = Geng(M) para todo k > 1. En

particular, Gen,(M) es cerrado por n-cocientes.

Dualmente, si Cogen,, (M) es cerrado por extensiones y Cogen, (M) = Cogen,, (M),
entonces Cogeny(Cogen, M) = Cogen, (M) para todo k > 1. En particular, Cogen,, (M)
es cerrada por n-submodulos.

Demostracion. Dado que Add (M) C Gen, (M) es inmediato que
Geng(Gen, (M)) D Geng(M).

Por lo que basta probar que Geng(Gen,(M)) C Geny(M). Procedemos por induccién.

Para k = 1, es inmediato debido a que Gen,, (M) C Gen; (M ). Para k > 1, consideramos
una sucesién exacta
Ck+1—>0k—>...—>01i>M—>0
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con C; € Gen,(M). Observamos que M; = Ker (f) € Geng(Gen,(M)), por lo que
M; € Geng (M) por hipétesis de induccién. En conclusién, tenemos una sucesiéon exacta

0—>M1—i>01—>M—>O

con M; € Geng(M) y Cy € Gen,(M).

Por otro lado, dado que Gen, (M) = Gen,1(M) y Cy € Gen, (M), sabemos que existe
una sucesion exacta

0C' -T, 5 C,—0 0 0
con T7 € Add (M) y C" € Gen, M. Luego, J
. : o —

al considerar el pull-back de 7 con p obte-
nemos una sucesion exacta J

0 C =Y 5 M —0. l H
Ahora, dado que M; € Geng(M) tenemos 0O— My —C, — M—0
una sucesion exacta l

0= M T %M -0 0 0

con T} € Add (M) y M; € Geny_1(M).

Asi que al tomar el pull-back de p’ y p” obtenemos una sucesion exacta

0 0 0-C"-X—>T/ —0
l l con C" € Gen, (M) y
M — Mj
l | T, € Add (M) C Gen,, (M),
— I —s — T —
0 ¢ X ! 0 lo que implica que X € Gen, (M) ya que
H l ! por hipétesis Gen, (M) es cerrado por ex-
0—C" —Y— M —0 tensiones. Por otro lado, del pull-back tam-
l l bién obtenemos una sucesion exacta
0 0

0—>M —-X—=>Y =0

donde tenemos que M € Geng_;(M) C Gen ;_1 (Gen,(M)) v X € Gen,(M), lo
que implica que Y € Gen j (Gen, (M)). Por lo tanto, Y € Geny (M) por hipétesis de
induccion.

Finalmente, observamos que del primer pull-back habiamos obtenido una sucesion
exacta
0—->Y—->T —>M-—0
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donde Y € Geny (M) y Ty € Add (M), lo que implica que M € Geny1(M). O

Corolario 3.23. Si T es un mddulo tal que Gen,1(T) = Gen,(T) C T+, entonces
Gen,(T) es cerrado por extensiones, coproductos y n-cocientes.

Dualmente, si Cogen,,(T) = Cogen,,,(T) C T, entonces Cogen,,(T) es cerrado por
extensiones, productos y n-submaodulos.

3.3.1. «"-médulos fuertes

En esta seccion presentamos la clase de los x™-modulos fuertes y su version dual. Por
completez se presentan los resultados duales, omitiendo la prueba cuando es analoga
a su dual.

Definicién 3.24. Sea T' € Mod (R).

(a) T esun *™-modulo fuerte si Gen,,,1(7") = Gen,(T") y Hom g(T, ) es exacto para
sucesiones exactas cortas en Gen,, (7).

(b) T es un co-+*"-moédulo fuerte si Cogen, (7)) = Cogen,(T) y Hom(_ ,T) es

exacto para sucesiones exactas cortas en Cogen,, (7).

Observaciéon 3.25. Si T es un R-mddulo tal que Gen, 1(T) = Gen,(T) C T+,
entonces T es un *"-mdédulo fuerte.

Lema 3.26. [Wei05] Dado el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos
en Mod (R):

i1 p1

0 K, T, N 0
e s
0 Ky 2Ty 20 N 0
| |s
i1 P1
0 K, T, N 0

tenemos que K1 & Ty = Ko B T).
Demostracion. Por la conmutatividad del diagrama observamos que

pi(ln, —g'g) =p1 —g'gp1 =0,

por lo que 17, —¢'g se factoriza a través de K7, es decir, existe un morfismo 6 : T} — K,
tal que i10 = 1, — ¢’g. Luego, tenemos que

Wbt = (In, —g'9)in =i —ggin =t —inf' f =i(lg, — f'f).

91



3.3 ¥™-moddulos Las clases Gen,, M y Cogen, M

Asi que debido a que i; es un monomorfismo tenemos que 0i; = 1x, — f'f, por lo que
1K1 :ell_l'f/f

Por lo tanto, tenemos el diagrama conmutativo

(%) (i29)

0 K Ky ® T, 15 0
J o
(£
0 K 1 K T, 15 0
(8) (01)

donde es claro que el renglon inferior es exacto. Para probar la exactitud del renglén
superior observamos que

] (_le) es un monomorfismo debido a que iy lo es;

» (i29) es un epimorfismo debido a que dado = € T3, tenemos ps(z) = p1(y) para
algiin y € T3, de modo que g(y) — = € Ker (py) = Im (i2), lo que implica que
(i2 9) sea suprayectiva,;

» Ker((i29)) 2 Im (( )) ya que (i2 g (j;l) = 0 claramente; y

» Ker((i2g)) C Im (( )) debido a que si (i29) (*,) = 0, se tiene que iz(k) =
g(t) por lo que 0 = p212( ) = pog(t) = pi(t) y asi t € Im (i1), de modo que si
t =1i1(a), tenemos que is(k) = g(t) = gii(a) = iaf(a).

La conmutatividad y exactitud del diagrama implica la existencia del isomorfismo
buscado. O]

Lema 3.27. Consideramos el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos

en Mod (R):

0 N T — K, 0
I

0 N 2T, 2 K, 0
e+ |s

0 N2 T S K, 0

Entonces K1 ® Ty = Ko D T7.

Demostracion. Por la conmutatividad del diagrama observamos que

(1, —¢d'9)p1 =p1 — ¢d'gm = 0.
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De modo que 17, — ¢’g se factoriza a través de K7, es decir, existe 6§ : K1 — T tal que
0iy = 17, — ¢’'g. Luego, tenemos que

i0iy =iy (I, — g'g) = i1 —ing'g =iy — f'fir = (1x, — f'f)ia
Asi que, como iy es un epimorfismo, tenemos que 110 = 1g, — f'f, por lo que
g, =10+ f'f.
Por lo tanto, tenemos el diagrama conmutativo

(5)

0 T Ty & Kl 0
0 T T & Kz 0

g’ ) 11 f/

_i2

donde es claro que el renglon superior es exacto. Para probar la exactitud del renglon
inferior observamos los siguientes puntos:
] ( _57;2) es un monomorfismo debido a que
Ker ((fgz )) = Ker (¢') N Ker (i) = po N NKer (¢') C Ker (p;) = 0.

epimorfismo debido a que #; lo es.

n
) 2 Im ((_5’;2 )) va que (i1 ) (_9;2) = 0 claramente.
)

» Ker((in f)) C Im ((f;z)). En efecto, en caso de que (i1 f/) (%) = 0, tenemos
que i1(t) = f'(k). Luego, como iy es un epimorfismo, existe ¢ € T, tal que
io(t") = k. De modo que ¢'(t') —t € Ker (i;) = Im (p1), por lo que existe n € N
tal que

t=4g ")+ pi(n).

Por lo tanto,
(4) = (g’(z;)(tzz})(n)) _ (g’(t;l-é-g'tz/?)z(")) _ ( (:;(Lp?() n)) ) c Im( 2’2) _

La conmutatividad y exactitud del diagrama implica la existencia del isomorfismo
buscado. O
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Lema 3.28. [Wei05] Sean T un «"-mdédulo fuerte y
n: 0—=1L L M5 N0

una sucesion eracta que permanece exacta bajo Hom gr(T, ). Si L y M pertenecen a
Gen, (T), entonces N € Gen,(T).

De manera similar, dado un co-+"-modulo fuerte T' y una sucesion eracta
n: 0—=L5MSN-—=0

que permanece exacta bajo Hom g(_,T). Si N y M pertenecen a Cogen, (T'), entonces
N € Cogen,, (7).

Demostracion. Si L, N € Gen, (T existen sucesiones exactas
0L —>T, SL—>0y0—>N Ty 5>N—=0

con L', N" € Gen,(T) y Tp,Tn € Add (T'). Luego, dado que n permanece exacta bajo
Hom g(7', ), tenemos que Hom (7', 7) es suprayectiva, asi que existe un morfismo
0 : Ty — M tal que w6 = ~. En consecuencia, podemos construir el siguiente diagrama

0 0 0
0 L M N 0
(8) (01
O—»TLETLGBTN»%N—»O
a (ia6) |7
0 L M N 0
0 0 0

Luego, aplicando el funtor Hom g(7T, ) al diagrama anterior, observamos por el le-
ma de la serpiente que todas las sucesiones exactas del diagrama permanecen exac-
tas bajo Hom (7', ). Por lo tanto, podemos repetir el procedimiento anterior en el
renglon superior del diagrama anterior, y asi recursivamente podemos concluir que

M € Gen, (T). O

Lema 3.29. Si un R-mdédulo T satisface que Gen (T) C T+, entonces Gen,(T) es
cerrado por extensiones para todo n > 1.
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De manera similar, si Cogen (T) C 11T, entonces Cogen,,(T) es cerrado por extensio-
nes para todo n > 1.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre n. Para n = 1, se prueba de manera
similar al lema de la herradura.

Para n > 1, consideramos una sucesion exacta
0-A—=B%5C—0
con A, C' € Gen,(T). Existen sucesiones exactas

M, g . % A—0 y
Mﬁy M 2 C =0
con todo M;, M! € Add(T). Dado que Gen,(T) C Gen(T) C T+, sabemos que

Exty (M, A) = 0 por lo que Hom r(M!, g) es sobreyectiva, y asi existe un morfismo
h: M! — B tal que gh = b,.

Luego, utilizando el lema de la serpiente de la misma manera a como se hizo en el lema
anterior, observamos que el morfismo ¢ = fa, & h: M,, & M! — B es suprayectivo, y
més aun, dado que Ker (a,) , Ker (b,) € Gen,,_1(T') tenemos por hipdtesis de induccién
que Ker (fa, ® h) € Gen,_;(T). Por lo tanto, B € Gen,, (7).

m
Lema 3.30. Los siguientes enunciados son equivalentes para un modulo T yn > 1:

(a) T es un x"-mddulo fuerte y Gen,(T) es una clase cerrada por n-cocientes, co-
productos y extensiones,

(b) T es un x™-mddulo fuerte y Gen,(T') es cerrada bajo extensiones, y

(¢) Gen,,1(T) = Gen,(T) C T*.

Demostracion.
(a) = (b) Trivial.

(b) = (c) Basta probar que T €' Gen,(T). Para ello consideramos una sucesién
exacta
0—>M—>NST =0

con M € Gen,(T) y probaremos que se escinde. Dado que Gen,(7'), es una clase
cerrada por extensiones tenemos N € Gen, (7). Por lo tanto, la sucesion considerada
se encuentra en Gen,, (7). Asi que, como T es un x"-médulo, tenemos la sucesién exacta

0 — Hom g(7, M) — Hom g(T, N) — Hom g(T,T) — 0,
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lo que implica que existe f : T — N tal que 17 = ¢gf.

(¢) = (a) Es inmediato del corolario 3.23. O

También tenemos la versiéon dual del lema anterior.

Lema 3.31. Los siguientes enunciados son equivalentes para un modulo T yn > 1:

(a) T es un co-+"-mddulo fuerte y Cogen,,(T') es una clase cerrada por n-submdédulos,
productos y extensiones.

(b) T es un co-x"-mdédulo fuerte y Cogen, (T) es cerrada bajo extensiones.

(¢) Cogen,,,(T) = Cogen, (T) C “'T.

3.3.2. x"-moddulos especiales
Sea T un *"-modulo fuerte. En caso de que tengamos una sucesion exacta

Tn—>...—>T1—>T0i>M—>O

con T; € Add (T). Se sigue por definicién que M € Gen,,1(T"), sin embargo no por esto
podemos concluir que Ker (f) € Gen, (7). En esta seccién exploraremos los *™-mdédulos
fuertes que nos permitan afirmar lo anterior.

Lema 3.32. [Wei05] Sea T un mddulo. Son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) T es un *™-mddulo fuerte tal que Gen,(T) es cerrado por conicleos de mono-
morfismos.

(b) T satisface que :
(b1) Gen,(T) = Gen,+1(T); y

(b2) Si0 - L — Ty - N — 0 es una sucesion exacta con Ty € Add (T') y
N € Gen,(T), entonces L € Gen,(T) si y solo si la sucesion inducida

0 — Hom g(7, L) — Hom x(T', Ty) — Hom (T, N) — 0
es exacta.

Dualmente, son equivalentes los siguientes enunciados:
(a) T es un co-x"-maodulo tal que Cogen,, (M) es cerrado por nicleos de epimorfismos.
(b) T satisface que :
(b1) Cogen,(T') = Cogen,, . (T); y
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(b2) Si0 — N — Ty — L — 0 es una sucesion exacta con Ty € Prod (T) y
N € Cogen,, (T), entonces L € Cogen,,(T) si y sélo si la sucesion inducida

0 — Hom g(L,T) — Hom g(7y,T) — Hom g(N,T) — 0

es exacta.

Demostracion.

(1= 2) Sea
0—=-L—>1T5—N—=0

una sucesiéon exacta con Ty € Add (T') y N € Gen, (7).
Si L € Gen,(T'), entonces la sucesién inducida es exacta debido a que 7" es *"-mdbdulo.

Supongamos ahora que la sucesion
0 — Hom g(7', L) — Hom (7', Ty) — Hom (T, N) — 0

es exacta. Dado que N € Gen,(T) = Gen,1(T) tenemos que existe una sucesion

exacta
0L —=Ty—N—=0

con Tj € Add(T) y L' € Gen,(T). Dado que ambas sucesiones permanecen exactas
al aplicar el funtor Hom r(7', ) por hipdtesis y por definicién, por el lema anterior
tenemos que L @ T = L' & Ty € Gen,(T).

Luego, como tenemos la sucesién exacta
0=Ty—>LeTi—L—0
con 0,73, L & T} € Gen,(T) y Gen,(T) es cerrada por conticleos de monomorfismos,

se sigue L € Gen,(T).

(2 = 1) Probaremos que T es un *"-mddulo tal que Gen,,(T") sea cerrado por conicleos
de monomorfismos:

» Gen,(T') es cerrado bajo conicleos de monomorfismos.
Sea 0 - L -+ M 5 N — 0 una sucesién exacta con L, M € Gen,(T). Por
definicién existen sucesiones exactas

0L =T, 3L—0

0%M1—>TM£>M—>O

con L', My € Gen,(T) y Ty, Ty € Add (T). Podemos construir el diagrama con-
mutativo y exacto adjunto.
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Ahora, como T)y € Add(T) vy
M, M; € Gen,(T), por hipétesis

Hom g(7, B) es sobreyectivo, lo que 0 0 0
implica que Hom g(T, (ia 8)) es so-
breyectivo, de modo que tenemos

0 L M N’ 0

M'" € Gen,(T') por hipdtesis.

Observamos que, con el procedimiento
anterior, encontramos un epimorfismo
Ty — N con Ty € Add(T), y que-
damos en posicién de repetir el mismo o) (ia ) |Bm
procedimiento sobre la sucesion exacta

0—L — M — N —0.

Por lo tanto, de manera recursiva po- 0 0 0
demos contruir una sucesion exacta

T, —..—>T,—>Ty —>N-=0
con T; € Add (7). Por lo que podemos concluir que N € Gen, (7).

T es un *"™-maodulo.

Sabemos que Gen,(7') = Gen,.1(T), por lo que basta probar que Hom g(7, )
es exacto en Gen, (7).

Sea 0 — L - M -5 N — 0 una sucesién exacta en Gen,(T). Dado que L, M €
Gen, (T') podemos construir el mismo diagrama que el punto anterior. Observa-
mos ademds que por el punto anterior podemos afirmar que N’ € Gen,, (7). Asi
que por hipoétesis las sucesiones exactas

0N 5Ty 3 N0y

0
quedan exactas tras aplicar Hom (7, ). Se sigue entonces que Hom g(7’, )
es sobreyectiva debido ya que Hom g(7, f7) y Hom g(T, ({)) sobreyectivas. En
efecto, puesto que todo s € Hom g(T, N) se factoriza a a través de T); como
s = PBrs', y a su vez s’ se factoriza a través de Ty, @ Ty como s = (9)s”,

tenemos que
s=0rs =0r(0)s" =n(5)s".

Por lo tanto, Hom g(7T, ) es sobreyectiva.

Definicion 3.33. Sea 7" un mddulo.
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(a) Si T satisface el primer enunciado del lema anterior, diremos que 7" es un *"-
modulo especial.

(b) Si T satisface el segundo enunciado del lema anterior, diremos que 7" es un co-
x"-modulo especial.

Sera de utilidad la siguiente definicién.

Definicién 3.34. Sea T' € Mod (R). Decimos que una sucesioén

n: 0=-=N—->M-—=K—=0
es Hom z(7T, )-exacta si permanece exacta bajo el funtor Hom g(T, ).
Lema 3.35. [Wei05] Sea T' un x"-mddulo especial y

n: 0=L5MSN =0

una sucesion exacta que permanece exacta bajo Hom g(T, ). Si dos de los tres modulos
L, M y N pertenecen a Gen,(T), se sigue que el tercero también pertenece a Gen,,(T).

Dualmente, dado un co-x"-modulo especial T y una sucesion exacta

: 0oNSMSL—0
que permanece exacta bajo Hom g(_,T). Si dos de los tres mddulos L, M y N perte-
necen a Cogen,,(T'), se sigue que el tercero también pertenece a Cogen,,(T').
Demostracion.
Si L, M € Gen,(T), es inmediato de la definicién de *"-médulo especial.
Si L, N € Gen,(T) el resultado se sigue de 3.28.

Por ultimo, si tenemos que M, N € Gen,(T") existe una sucesién exacta
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0—>M’—>TM£>M—>O

con M' € Gen,(T) y Ty € Add(T). De
modo que al considerar el pullback de f3
con 2, observamos que la columna central
y el renglon inferior del diagrama son exac-
tos bajo Hom g(7', ). Por lo que del lema
de la serpiente, tenemos que el rengléon cen-
tral del diagrama también es Hom g(7', _)-
exacto. Asi que, como T es un *"-mddulo
especial, se sigue de 3.32 que Y € Gen, (7).
Por lo tanto, L € Gen,(T") debido a que en
el diagrama L es el conticleo de un mono-
morfismo en Gen, (7).

Teorema 3.36. Para un modulo T son equivalentes los siquientes enunciados:

(a) T es un «™-mddulo especial.

(b) Sin: 0L —- M — N — 0 es una sucesion exacta con M, N € Gen,(T),
entonces L € Gen,(T') si y sélo sin es Hom g(T,_)-exacta.

De manera dual, los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) T es un co_*"-mddulo especial.

(b) Sin: 0= N —- M — L — 0 es una sucesion exacta con M, N € Cogen,, (T,
entonces L € Cogen, (T') si y solo sin es Hom g(__, T)-ezxacta.

Demostracion.

(a) = (b) Consideramos una sucesion exacta

n:0—=+L—+M-—=N—=0.

Sin permanece exacta bajo Hom g(7, ), se sigue de 3.35 que L € Gen,,(T) siempre que
M, N € Gen,(T). Reciprocamente, es claro que 1 es Hom g(7', _)-exacta por defincion

de *"-moddulo.

(b) = (a) Es inmediato que Hom g(T), ) es exacto en Gen,(T) y que T satisface la
propiedad (a2) que define a los *"-mddulos especiales. De modo que basta probar que
Gen, (T) = Gen,,.1(T). Para ello observamos que para todo N € Gen, (T el morfismo

universal induce una sucesién exacta

0— K — TWemeN) o N 0
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que claramente es Hom g(7, )-exacta. Asi que por hipétesis K € Gen, (7)), con lo que
podemos concluir que N € Gen,, (7). O

Proposicion 3.37. Los siguientes enunciados son equivalentes para un modulo T :
(a) T es un x"-mddulo especial y Gen, (T') es cerrado bajo extensiones;

(b) T es un *™-mdédulo especial y Gen,(T') es cerrado bajo extensiones, coproductos
Yy n-cocientes; iy

(c) Gen,(T) = Gen,(1(T) C T+ y Gen,(T) es cerrada bajo coniicleos de monomor-
fismos.

De manera dual, los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) T es un co-«"-mdédulo especial y Cogen, (T') es cerrado bajo extensiones;

(b) T es un co-x"-mddulo especial y Cogen,, (T') es cerrado bajo extensiones, productos
y n-submaodulos; y

(¢) Cogen,(T) = Cogen,,,(T) C 1T y Cogen,(T) es cerrada bajo nicleos de epi-
morfismos.
Demostracion. De 3.30 es inmediato que (a) < (b).

(a) = (c) Por 3.30 tenemos que Gen,,(T') = Gen,,,{(T) C T**. Ademaés, por definicién
de *"-mddulo especial tenemos que Gen,,(T") es cerrado por conticleos de monomorfis-
mos.

(¢) = (a) Por 3.30 tenemos que T" es un *"-moddulo fuerte tal que Gen,(7) es cerrado
por extensiones. ]

101






4 Mobdulos n-tilting y moédulos
n-cotilting

En el capitulo anterior, estudiamos las interesantes propiedades de los *"-mddulos
fuertes y especiales. Recordemos que en 3.37 probamos que un médulo 7" es x"-mdodulo
especial con Gen,,(T') cerrado por extensiones si y s6lo si Gen,,(T') = Gen,,,(T) C T
y Gen,(T') es cerrada por conticleos de monomorfismos.

Un caso natural a considerar de este fenémeno es cuando Gen,, (T') = Gen,,,{(T) = T*.
Un moédulo que satisface las identidades anteriores es lo que se conoce como un médulo
n-tilting.

En este capitulo, estudiaremos las propiedades de esta clase de médulos, asi como las
de la nocién dual, la de los médulos n-cotilting. Comenzaremos dando la definicién
clasica asi como varios ejemplos. En la segunda secciéon daremos una caracterizacion
completa de estos mdédulos, incluyendo una caracterizacion utilizando las nociones de
x"-modulos fuertes y especiales. Terminaremos exponiendo los resultados principales
obtenidos en [AHUCO1], los cuales nos ayudaran a hacer un puente con los pares de
cotorsion en el siguiente capitulo.

4.1. Modulos tilting y cotilting

Sean V un R-médulo, S = End g(V) y V* := Hom g(V, C'), donde C' es un cogenerador
inyectivo. En el capitulo anterior, observamos que un R-mddulo V satisface que los
funtores H := Hom g(V, )y _ ®g V forman una equivalencia de categorias

H: Gen (V) = Cogen (V") : T,

si y s6lo si Gen (V') = Geny(V), V es finitamente generado y H es exacto en Gen (V).

En particular, V satisface esta propiedad cuando es un R-modulo finitamente generado
tal que Gen (V) = V*. Ciertamente, dado que Gen (V') = V*, es claro que H es exacto
en Gen (V). Por otro lado, dada una sucesién exacta

0->K—-F—-V-—=>0
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con Py € Proj (R) y un médulo arbitrario Y, es facil ver que

Exty (K,Y) = Exts (V,Y); (4.A)

pero para Y existe una sucesion exacta
0=>Y —>Ih—-C—=0

con Iy € Inj(R) C V+ = Gen (V), lo que implica que C' € Gen (V). Asf que de la
sucesion anterior y 4.A podemos concluir que

Extp (K,Y) 2 Exty (V,Y) = Exty (V,C) = 0.
Dado que Y es arbitrario, esto implica que K € Proj(R), por lo que pd (V) < 1.

Entonces, por 1.33 se sigue que Gen (V') = Geng (V).

Modulos que satisfacen lo anterior son lo que llamamos mdédulos tilting clasicos. Esta
clase de modulos son una herramienta bien conocida en la teoria de representaciones
de élgebras de Artin, como se puede ver en [APR79, Bon81, BB80, HR82|. Una defin-
cién mas conocida es la siguiente. Veremos mas adelante que las dos definiciones son
equivalentes.

Definicién 4.1. Sea T un R-modulo. Decimos que T es tilting clasico si es finitamente
generado y satisface los siguientes puntos:

CLT1 pd (T) <1,
CLT2 Exty (T,T") =0 paran € N, y

Cl.T3 existe una sucesién exacta
O->R—=>Vy—=>Vi—>0

con Vp, Vi € add (V).
Como es de esperar, el resultado central de los moédulos tilting es un teorema de
equivalencias de categorias, el cual presentamos a continuacion.

Teorema 4.2 (El teorema tilting). Sean T un modulo tilting cldsico con S = End g(V'),
H = Hom (T, ), H = Exth(T, ), T :=_®sT y T := Tor; (_,T) junto con
las clases T = Ker (H'), F = Ker(H), S = Ker(T') y £ = Ker (T"). Entonces, las
restricciones

H: TSE:T Y H: FsS:T

son equivalencias de categorias.

Demostracion. Ver teorema 3.5.1 de [CF04]. O
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4.1 Moédulos tilting y cotilting

Tiempo después Yoshi Miyashita generaliz6 el concepto en [Miy86] al siguiente:

Definicién 4.3. T' € Mod (R) es un médulo tilting Miyashita si cumple las siguientes
condiciones:

MT1 T tiene una resolucién proyectiva
0O—-PFP —>..P—>F—->T—0

con P; finitamente generado para toda 0 <7 <r,
MT2 Add(T) Cc T+, y
MT3 coresdim, 4, (R) < oc.

En [Miy86], Miyashita logra generalizar varios resultados de los médulos tilting clasicos
incluyendo el célebre teorema tilting.

Sin embargo, la definicién de nuestro interés es una generalizaciéon de la definicion de
Miyashita, dada por L. Angeleri Hiigel y F. U. Coelho en [AHUCO1].

Definicién 4.4. T' € Mod (R) es un médulo tilting si cumple las siguientes condiciones:
T1 pd (T) < oo,

T2 Add(T) cTH, y

T3 coresdimpga(r) (R) < oo.

Si M cumple T1 y T2 se dice que es parcialmente tilting o tilting parcial.

Ejemplo 4.5. Rr o cualquier otro generador proyectivo es un modulo tilting. En
efecto, para ver que un generador proyectivo P es tilting, T1 y T2 son inmediatos.
Luego, al ser generador existe un epimorfismo PX) — R, pero R es proyectivo, asi que
se tiene una sucesion

0—-R—-PY 5 X0

que se escinde, de donde se sigue T'3.

Observacién 4.6. Sean F' = {M;},_ una familia de médulos y X; un conjunto no
vacio para todo i € X. Entonces

Add (F) = Add (@ M}X”) .
1€X
En efecto, sea W el producto cartesiano X;exX;. Si M € Add (F), entonces existe N

tal que

ieX

105



4.1 Médulos tilting y cotilting Modulos n-tilting y médulos n-cotilting

pero entonces
(W) W,

ieX ieX ieX ieX
donde W; es el producto cartesino Y; X (X, 2;X;). Por lo que, M es un sumando directo
de Piex MZ-(Xi), es decir M € Add (@iex Mi(Xi))
Por otro lado, si M € Add (@iex Mi(Xi)), entonces claramente M € Add (F') ya que
B,ex M) € Add (F).
Por lo tanto, Add (F') = Add (EBiGX MZ-(Xi).)
Con esta observacion es inmediato el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.7. Si T es un médulo tilting Miyashita, 7 es un médulo tilting para
todo conjunto no vacio I.

En efecto, veamos cémo T'Y) satisface los axiomas:
T1 pd (T10) < oo,

Ciertamente, dado que pd (7") < n para algin natural n, se tiene que pd (T u )> <
n, puesto que en general

pd (@ M,-) = sup {pd (Mi)};c -

1€Z

. X
T2 Ext} (T(I), (T(I))( )> = 0 para todo conjunto X y para toda i > 0.

X
En efecto, (T(I))( - TUXX) asi que

Exty, (T4, 700) = T Exty, (T,704) = 0

iel
debido a que T es tilting.

T3 Existe una sucesién exacta larga
0—-R—>My—..—M,—0

con M; € Add (T(I)) para toda i.
Efectivamente, sabemos que

add (T) C Add (T) = Add (7).

Asi que dicha sucesién existe por ser T' tilting Miyashita.
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Ejemplo 4.8. De manera analoga podemos probar que si 7" es un modulo tilting
arbitrario, T es un médulo tilting para todo conjunto no vacio 1.

Ejemplo 4.9. Sea R un anillo noetheriano de dimensiéon global n. Si
O—-R—->Iy—1—..—1,—0

es una corresolucion inyectiva de R, entonces I = @), I; es un médulo tilting inyectivo.
En efecto, es inmediato que I satisface T3. Ademas, dado que el anillo tiene dimensiéon
global finita, I satiface T1. Finalmente, como R es noetheriano, las sumas directas
arbitrarias de médulos inyectivos son inyectivas, por lo que es inmediato T3.

Ejemplo 4.10. Sea R un anillo n-Iwanaga-Gorenstein, es decir un anillo noetheriano
a derecha y a izquierda tal que id (Rg) < ny id (gR) < n. Es un hecho conocido que
en este caso

P=T="P,=1,

(ver 9.1.10. de [EO00]). Entonces, dada una corresolucién inyectiva
O—-R—->Iy—-1L—..—1,—0,

el médulo I = @}, I; satisface T2 y T3 de manera andlogo al ejemplo anterior, y
satisface T1 debido a que I € Inj(R) € Z C P,. Por lo tanto, I es un médulo
n-tilting.

Veamos ahora la nocién dual de modulo tilting.

Definicién 4.11. 7' € Mod (R) es un mddulo cotilting si cumple las siguientes condi-
ciones:

Cl id (T) < oo,
C2 ExtiLz (TX, T) = ( para todo conjunto X y para toda ¢ > 0, y

C3 existe una sucesién exacta larga
0—>M,—..—>My—Q—0

donde @ es un cogenerador inyectivo y M; € Prod (T') para toda i.
Si M cumple C1 y C2 diremos que es parcialmente cotilting o cotilting parcial.
Veamos algunas consecuencias inmediatas de la defincion.
Lema 4.12. Sea M € Mod (R).
(a) Si M satisface T2 y T3, y

0RO My — .. 58w, =0
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es una Add (M)-coresolucion finita de R (la cual existe por T3), entonces fy es
una M*-preenvolvente especial.

(b) Si M satisface C2 y C3, y
0—>Mn%...—>M0f$Q—>O

es una Prod (M)-resolucidon finita de un cogenerador inyectivo @ (la cual existe
por T3), entonces fo es una +M-precubierta especial.

Demostracion. Probaremos (a), la prueba de (b) es dual.

Sea M € Mod (R) satisfaciendo T2 y T3. Por T3, existe una sucesion exacta

O—>R’3M0—>...f4Mn—>0

con M; € Add (M) para toda 0 < j <n.

Por T2, Add (M) C M*. En particular, M; € M* para toda 0 < j < n. Toda clase de
R-médulos M satisface que Add (M) C + (ML) De modo que, M; € * (Ml) para
toda 0 < j < n. Ademés, como (ML) es resolvente, K; := Ker (f;) € * (Ml) para
toda 0 < 7 < n. En particular, Extlll2 (K, X) = 0 para todo X € M. Por lo tanto,
fo: R — My es una M*-preenvolvente especial. O

Lema 4.13. Sea M € Mod (R).
(a) Si M satisface T2 y T3, entonces M es finendo y M+ C Gen (M).
(b) Si M satisface C2 y C3, entonces M es cofinendo y - M C Cogen (M).

Demostracion. Probaremos (a), la prueba de (b) es dual. Por el lema anterior, exis-
te una M*-preenvolvente especial fy : R — My con M, € Add(M). Luego, como
Add (M) C M*, fy es Add (M)-preenvolvente. Por lo tanto, M es finendo por 3.12.

Veamos que M+ C Gen (M). Para ello, basta mostrar que M+ C Gen (M), debido

que My € Add (M). Dado que fy es una M*-preenvolvente, f(()Z) también lo es para
cualquier conjunto Z. Asi que para todo X € M*, el epimorfismo natural g : R — X
se factoriza a través de f(X) : R&X) — MéX). Es decir, existe un morfismo h : Méx) —- X
tal que g = hfX). Ademas, como ¢ es epimorfismo, h también lo es. Por lo tanto,

X € Gen (M()) ]

Lema 4.14. Sea M € Mod (R).
(a) Si M satisface T2 y M+ C Gen (M), entonces se cumplen los siguientes puntos:
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al ara cada X € M-+ existe una sucesion exacta corta
p

con M' € Add (M) y K € M*+;
(a2) todo morfismo A — X con A €+ (ML) y X € M+ se factoriza a través de
Add (M). En particular, se tiene que Add (M) = M+ N+ (Ml>

(b) Si M satisface C2 y +M C Cogen (M), entonces se cumplen los siguientes pun-
tos:

(b1) para todo X €+ M existe una sucesién exacta corta
0->X—>M—->L—-0
con M' € Prod (M) y L €+ M;

1
(b2) todo morfismo X — C con C € (lM) y X €t M se factoriza a través de
Prod (M). En particular, se tiene que Prod (M) =+ M N (iM>L.

Demostracion.
(a) Dual a la prueba de 2.
(b) Supongamos que M es un médulo tal que M C Cogen (M) y que satisface C2.

(b1) Sea X €+ M. Por 2.11 existe una Prod (M)-preenvolvente g : X — M', y

como X €+ M C Cogen (M), existe un monomorfismo ¢’ : X — M%, el
cual se factoriza a través de g debido que M* € Prod (M), lo que implica
que g es un monomorfismo.
Luego, queda por probar que L = Coker (g) €* M. Lo cual se cumple por-
que, como g es una Prod (M )-preenvolvente, Hom (g, M) es suprayectivo,
asi que Ext}, (L, M) = 0. Luego, para k > 1 se considera la sucesion larga
de homologia asociada la sucesién exacta corta

0-X3MSL—0,
observamos que para cada k > 1, se tiene
Exth (X, M) — Exth (L, M) — Extk (M’, M)

con Ext® (M, M) = 0 por C2 ya que M’ € Prod (M), y Exth, " (X, M) =0
ya que X € M. Por lo tanto, Ext, (L, M) = 0 para todo k > 1.
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(b2) Sea f: X — C con C € (LM)l y X €b M. Por el punto anterior, existe

una sucesion exacta
0—=+X3MS5L—0
L

con M' € Prod (M) y L €+ M. Entonces, como C € (LM> y L €+ M, se
sigue que Exty (L, C) = 0. Esto implica que Hom g(g, C) es suprayectivo,
de modo que f se factoriza a través de g. Asi que, como M’ € Prod (M), f
se factoriza a través de Prod (M).

Luego, si A €+ M N (lM)L, entonces 14 se factoriza a través de Prod (M).
Lo que implica que A € Prod (M). Por lo tanto, - M N (L]M)L C Prod (M).
Por otro lado, Prod (M) Cc* M por C2, y Prod (M) C (LM>L ya que
Ext’, (X, ) saca productos. En conclusién, M N (L.M)L = Prod (M).

[l

Por tltimo, para un R-médulo M, sabemos que M* es preenvolvente especial por
2.37. Se desconoce si la proposicion dual es verdadera, pero podemos dar el siguiente
resultado.

Proposicién 4.15. Si M es un R-mddulo que satisface C2 y que M C Cogen (M),
entonces T M es precubriente especial. En particular, si M es un mddulo cotilting (o
un médulo cotilting parcial tal que M C Cogen (M)), entonces ~M es precubriente
especial.

Demostracion. Sean w = Prod (M), X =+ M. Por 4.14 sabemos que w = X N X+ y
que para todo X € w existe una sucesion exacta

0—-X—->M —-L—0

con M' € wy L € X. Es decir, w es un cogenerador de X'. Entonces, por 2.62, se tiene
que para todo X € X" existe una sucesion exacta

05 Ky > My B X >0 con Ky € w, Mx € X.

Mas atn, dado que w = X N X+ C X+, 2.62 implica que w" C X+ y que gx es una
X-precubierta, la cual es especial ya que Kx € X*. Con lo cual podemos concluir el
resultado, ya que por 1.34 tenemos que X" = Mod (R).

En caso de que M sea un moédulo cotilting, basta observar que por 4.13 se tiene que
X C Cogen (M). O
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4.2. n-tilting y n-cotilting

Hemos mencionado que un R-médulo T es n-tilting si satisface que Gen,,(T) = T*. En
esta seccion probaremos que la nocién definida en la secciéon anterior coincide con la
de n-tilting. Cabe mencionar que esta caracterizacion de los médulos n-tilting se debe
a Silvana Bazzoni y Jiaqun Wei en sus respectivos trabajos [Baz04] y [Wei05].

Lema 4.16. Si M es un R-mddulo tilting, entonces M+ C Geng (M) para todo k > 1.
Dualmente, si M es cotilting, entonces M C Cogen, (M) para todo k > 1.

Demostracion. Sea X € M~*, por 4.13 y 4.14 sabemos que podemos construir una
sucesion exacta

\K/ \K/

para todo n > 1, donde M; € Add (M) y K; € M+ para todo i > 1, lo que concluye
la demostracion.

La prueba para M cotilting es analoga. O]

Corolario 4.17. Sea M € Mod (R). Se cumplen los siguientes enunciados:
(a) Si M es tilting, entonces para todo X € M+

resdim p qq,, (X) < pd (X) + 1.

(b) Si M es cotilting, entonces para todo X € +M

coresdimp . g (X) < id (X) + 1.

Demostracion. Sea X € + (ML) Podemos suponer que pd (X) = m < oo. Como
hemos visto en la prueba del lema anterior, existe una sucesion exacta

O—>Km+1i>Mm—>...—>MO—>X—>O

con M; € Add (M) para todo 0 < i < my Ky € M*. Por el lema del corrimiento
tenemos que
Ext, (Imf, Kpp1) = Extf ™ (X, Kypat) = 0.

Por lo tanto, K,,; es un sumando directo de M,,, y asi un elemento de Add (M). O

Proposicién 4.18. Sea M € Mod (R). Se cumplen los siguientes puntos:
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» Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) M es un R-mddulo tilting con pd (M) < n,
(b) M+ = Gen, (M),
(¢c) M+ = Geny(M) para todo k > n,

(d) M+ = Gen, (M) = Gen,, 1 (M) C M+t yGen, (M) es cerrada por coniicleos
de monomorfismos,

(e) M es un x"-mddulo fuerte tal que Gen,, (M) = M~ es cerrado por coniicleos
de monomorfismos,

(f) M es un *"-médulo especial tal que Gen,, (M) = M=,
(9) M+ es cerrado por n-cocientes y Add (M) C M+ C Gen (M), y
(h) M es un R-médulo tilting parcial con pd (M) <n y M+ C Gen (M).

Mds atin, en tal caso, coresdimaqgq(ar) (P) < n para todo generador proyectivo P.
= Los siquientes enunciados son equivalentes:
(a) M es un R-mddulo cotilting con id (M) < n,
(b) + M = Cogen, (M),
(¢) M = Cogen, (M) para todo k > n,

(d) M = Cogen,, (M) = Cogen,,_,(M) C **M y Cogen, (M) es cerrada por
nicleos de epimorfismos,

(e) M es un co-x"-mddulo fuerte tal que Cogen,(M) = +M es cerrado por
nicleos de epimorfismos,

(f) M es un co-"-médulo especial tal que Cogen, (M) =+M,
(9) + M es cerrado por n-submddulos y Prod (M) C +M C Cogen (M),
(h) M es un R-médulo cotilting parcial con id (M) <n y *M C Cogen (M), y

Mds atin, en tal caso, resdimpyoqqary (@) < n para todo cogenerador inyectivo Q.

Demostracion.

(a) = (b) Por el lema anterior, sabemos que M+ C Gen, (M), por lo que basta probar
que Gen,, (M) C M+*. Para ello, observamos que si existe una sucesiéon exacta

0— K — M@n) 5 pplen-1) 5 pplon—2) 5 ppled) 5 X 0,

como M) ¢ M+ por T2, y M+ es cerrado por n-cocientes por 1.36, tenemos que
X e Mt
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(b) = (c) Se sigue de que que Geny1(M) C Geng(M) para todo k > 1.

(¢) = (d) Es claro que Gen, (M) = Gen, (M) = M+ C M*'. Luego, dado que M+
es una clase corresolvente, se sigue que Gen, (M) = M+ es cerrada por conticleos de
monomorfismos.

(d) & (e) < (f) Se sigue de 3.30 y 3.37.
(f) = (g9) M+ = Gen,,(M) es cerrado por n-cocientes por 3.22 y es claro que

Add (M) C Gen, (M) = M+ = Gen, (M) C Gen (M).

(g9) = (h) Dado que M+ es cerrado por n-cocientes, pd (M) = n por 1.36. Por lo tanto,
M satisface T1. Se sigue de la segunda hipdtesis que M satisface T2 y M+ C Gen (M).

(h) = (a) Dado que Add (M) C M+ C Gen (M), por 4.14 sabemos que
Add (M) = M+t (M),
Luego, como M* es preenvolvente especial por 2.37, con el método usual podemos

contruir una sucesion exacta

O*>R—>M0—>Mli>—> n71—>Mn4>0

N/ N/
Co Ch1

donde M; € M+ y C; €+ (ML> para todo i € {0,...,n — 1}.

Ahora, como M* es cerrado por n-cocientes, tenemos que M, € M+ Nt (M L). Mas

atn, tomando C_; := R, para todo i € {0,...,n} se tiene que M; € M+ Nt <ML),
debido a que tenemos una sucesioén exacta

O—>Ci,1—>MZ’—>CZ‘—>O,

donde C;_;,C; €t (ML) Por lo tanto, M; € Add (M) para todo ¢ € {0,...,n}.

Por la construccion anterior tenemos que resdimaqgqa(ar) (R) < n. Por lo tanto, M satis-
face T3, y por las hipdtesis es inmediato que también satisface T2 y T1. Cabe observar
que la misma construcciéon se puede hacer para cualquier generador proyectivo P.

Para el caso cotilting la prueba es analoga para las implicaciones
(a) = (b) = (¢c) = (d) = (e) = (f) = (9) = (h).

Para probar (h) = (a), observamos que por 4.15 la clase * M es precubriente especial,
y el resto de la prueba es analogo. O]
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Observacién 4.19. De la prueba de (h) = (a), podemos deducir que
coresdimada(ar) (L(ML)) <n

en caso de que M sea n-tilting, y que
resdimpyod(ar) ((LM)l) <n

en caso de que M sea n-cotilting. De hecho, probaremos en el préximo capitulo (ver
5.3), que
coresdimaqq(ar) (L(ML)> =n

en caso de que M sea n-tilting, y que
resdimpyoq(ar) ((LM)L) =n

en caso de que M sea n-cotilting.

Se sigue la definiciéon dada a continuacion.

Definicién 4.20. Sea M un moédulo.

= Si M satisface el primer punto de la proposicién anterior, decimos que M es un
modulo n-tilting.

= Si M satisface el segundo punto de la proposicién anterior, decimos que M es un
modulo n-cotilting.

4.3. Resutados principales

A continuacién expondremos los resultados principales de [AHUCO1].

En esta secciéon supondremos que dada una clase de modulos arbitraria X, ésta es
considerada cerrada bajo isomorfismos y sumandos directos.

Teorema 4.21. Sea X una clase de modulos cerrada bajo contcleos de monomorfismos
tal que X Nt X es cerrado bajo coproductos arbitrarios. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

(a) existe un médulo n-tilting M tal que X = M*,
(b) X es una clase preenvolvente especial tal que pd (lX> <n.
Mds aiin, en tal caso X N+X = Add (M).
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Demostracion.

(a) = (b) Por 2.37 sabemos que M* es preenvolvente especial. Ademds por 1.34
sabemos que pd (lX) <pd (M) =n.

(b) = (a) Se afirman los siguientes hechos:

= X contiene a la clase de modulos inyectivos.
En efecto, dado que X = M* es preenvolvente especial, para todo médulo in-
yectivo I existe una sucesion exacta

0—-1—-X—->C=0

con X € X. Entonces todo moédulo inyectivo I es sumando directo de un médulo
X € X. Por lo tanto, Inj (R) C X.

» Para todo modulo A existe una sucesion exacta
0= AN LN, - BN, S0

tal que N; € X para todo i € {0,...,n} y Coker (f;) € X para todo i € {0, ...,n}.
En efecto, dado que X es preenvolvente especial, para todo médulo A existe una
sucesion exacta

0—>A— Ny—C, —0,

donde Ny € X y C; € 11 X. Pero como X es cerrada bajo contcleos de mono-
morfismos y contiene a todos los médulos inyectivos, podemos concluir por 2.21
que C; € *X. Recursivamente consideramos la k-ésima sucesién exacta

0—=>Cr— Ny —>Cri1 —0

donde N € X v Cj41 € +X por el razonamiento anterior. Continuando hasta el
paso n, contruimos la sucesion exacta

0—>A—>Ny—> N —..—N,—>Cpri1 —0.

Pero dado que Chyqy € *X y N; € X para todo 0 < i < n, tenemos que
N; € (Cpy1)™. Asi que, por el lema del corrimiento,

EXt}% (Cn-i-h Cn) = EXt%—i_l (Cn+17 A) =0
debido a que pd (C,,4+1) < n por hipétesis. Se sigue que la sucesién
0—-C,— N, —Cyhy1 =0

se escinde. En particular, C,, € X ya que X es cerrada bajo sumandos directos.
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Por lo tanto,
0—>A—>Ny—-N —-...—>N,1—>C,—=0

es la sucesion buscada.

Existe una sucesion exacta
0—+Rr—~By—>By—~..—B,—0

con B;e XNt X.
Ciertamente, sea

0—+Rr—~By—>By—~..—B,—0

la sucesién construida en la afirmacién anterior. Entonces, dado que la clase + X
es cerrada bajo extensiones, podemos concluir de las sucesiones

0—=Cy— B — Cgy1 — 0

que By € X Nt X para todo k € {0, ...,n}.

El médulo M = @], B; es un modulo tilting.

En efecto, dado que By, € X N+ X para todo k € {0, ...,n}, por hipbtesis tenemos
que M € X N+X. Entonces, pd (M) < n por hipétesis, por lo que M satisface
T1.

Dado que X N+ X es cerrado bajo coproductos arbitrarios y M € X N+ X, se
sigue que Add (M) C M~ por lo que M satisface T2.

Finalmente, de la observaciéon anterior se sigue que M satisface T'3.

Queda por probar que X = M=,

» X C ML

En inmediato de que M € X Nt X.

Para la contencion opuesta probaremos primero la siguiente afirmacion.
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s XX = Add (M),

La contenciéon Add (M) C X Nt X es inmediata por contruccién y el hecho de
que X Nt X es cerrado bajo coproductos.

Reciprocamente, dado X € X Nt X, por 4.13 sabemos que M+ C Gen (M), por
lo que podemos usar 4.14 recursivamente para construir una sucesiéon exacta

0= K, — M, 35 M, = .. B 8 X 0
con M; € Add(M) y K; = Ker(f;) € M* para todo i € {0,...,n}. Luego,

como X €+ X N X por hipétesis, tenemos que pd (X) < n, asi que por el lema
del corrimiento tenemos que Exty (K, 1, K,) = Ext}i™ (X, K,) = 0. Ahora,
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K, € Add (M) C X, debido a que la sucesion exacta

0—->K,— M, —>K,_.1—0

se escinde.

Con esto ultimo, utili-
zando que X es cerrado
por conucleos de mono-
morfismos, podemos con-
cluir inductivamente que
Ky e X.

Finalmente, como Ext}, (X, Ko) = 0, debido a que Ky € X y X € *X, tenemos
que la sucesién exacta

0—+Kp,— M, > K, 1—0 (Kn,Mp € X) = (Kn—1 € X)
0—>Kn-1—>Mp—1—>Kp_2—0 (anl,Mnfl € X) = (anz (S X)

0—- Ky - M — Kyg—0 (K1,M; € X) = (Ko € X)

0—>Ky—My— X —>0
se escinde, por lo que X € Add (M).

» Mt CX.
Sea A € M+*. Por la primera afirmacién, sabemos que existe una sucesién exacta

0 AB NN B VN, S0

tal que N; € X para todo i € {0,...,n} y Coker(f;) €+ X para todo i €
{0, ...,n}. En particular, tenemos que N,, € XN+X = Add (M). Luego, como A €
M+, N; € X C M+, M+‘tes corresolvente y en particular cerrado por cosizigias,
tenemos que Coker (f;) € M+ para todo i € {0, ...,n}.

Veamos por induccion sobre n que A € X. Paran = 0, tenemos A = Ny € X, y
asi A € X. Para n = 1, tenemos una sucesion exacta

0—A— Ny— Ny —0,

la cual se escinde ya que A € M+ y N; = N,, € Add (M).

Para n > 1, primero observamos que N,,_; € Add (M). En efecto, dado que
N,_1 € X y Add (M) = X Nt X, basta probar que N,_; €+ X. Para ello,
consideramos la sucesion exacta natural

0—-C—N,.1—>N,—0,
donde C' es el conticleo de f,_,. Tenemos entonces que N, ; €+ X ya que
C,N,, €+ X. Por lo tanto, N,,_; € Add (M).

Por otro lado, la sucesién anterior se escinde ya que C € M+ y N, € Add (M).
Por lo que C' € Add (M), ya que N,,_; € Add (M).
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Entonces, considerando la sucesion exacta
f f f fn—2
0 A3INDBIN B .5 N, »,—>C—=0

de longitud n — 1, tenemos que A € X por la hipotesis de induccion.

Se tiene el teorema dual.

Teorema 4.22. Sea X una clase de maédulos cerrada bajo nicleos de epimorfismos y
tal que X N X+ es cerrado bajo productos arbitrarios. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

(a) existe un médulo n-cotilting M con tal que X =+ M,
(b) X es una clase precubriente especial tal que id (XL) <n.
Mas aiin, en tal caso X N X+ = Prod (M).

Demostracion. Dual a la prueba anterior. O

Definicién 4.23. Sea X una clase de R-moédulos.
(a) Decimos que X' es una clase tilting si satisface 4.21.

(b) Decimos que X" es una clase cotilting si satisface 4.22.

Por otro lado, cabe observar que dado un R-médulo M, se tiene que M~ es corresol-
vente. Pero si una clase X es corresolvente,™ X = “1 X por 2.21. Por lo tanto, el par de
cotorsién (X, X) es hereditario con X = M*.

Con este razonamiento podemos definir una biyeccion entre la clase de modulos tilting
de dimension proyectiva menor o igual a n, y la clase de pares de cotorsion hereditarios
completos (Y, X) con pd () = ny XNY cerrado bajo coproductos arbitrarios, que a su
vez esta en biyeccion con la coleccion de clases corresolventes X tales que pd (LX ) =n

y X Nt X cerrado bajo coproductos arbitrarios.

Corolario 4.24. Eziste una biyeccion entre las siguientes clases:

» [as clases de modulos tilting de dimension proyectiva n bajo la relacion de equi-
valencia ~, definida como T ~ S siy sélo si T+ = S+,

» [0s pares de cotorsion hereditarios y completos (Y, X) conpd (¥)=nyXNY
cerrado bajo coproductos arbitrarios,

= [as clases corresolventes X tales que pd (LX) =ny XN+ X cerrado bajo copro-
ductos arbitrarios.
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Demostracion. Claramente la relacién propuesta es de equivalencia, denotaremos como
M a la clase de equivalencia de un moédulo tilting M de dimensién proyectiva n.

Por el razonamiento anterior, para cada modulo tilting M de dimension proyectiva
n podemos asignar el par de cotorsién hereditario y completo (+(M1), M+), donde

pd (£(M*)) = n debido a que M € Add (M) = M+ n* (M*) y pd (£(M4)) < n
por 4.21. Ademés, M+ N+ (M L) es cerrado bajo coproductos arbitrarios debido a que
M+t (M L) = Add (M). Por lo tanto, si M es la clase de equivalencia de M, podemos

definir la correspondecia ¢(M) = (+(M=*), M1), que claramente estd bien definida.

Por otro lado, sea (), X') un par de cotorsiéon hereditario y completo con pd (J) =ny
X NY cerrado bajo coproductos arbitrarios. Por 4.21, sabemos que existe un modulo
tilting M tal que M+ = X y pd (M) < n. Més atin, podemos afirmar que pd (M) =n
ya que por 1.34, sabemos que n = pd (¥) < pd (M). Observamos ademés que si N es
otro médulo tilting que satiface lo anterior se tiene que M = N. Por lo tanto, podemos
definir una correspondencia (Y, X) = M.

Ahora, observamos que si N = (M) = ¢(+H(M1), M+), entonces Nt = M+, y asi
M = N. Finalmente, vemos que si

(V' X) = (Y, X) = ¢(M),
entonces M+ = X debido a que (Y, X) = M y M+ = X’ debido a que ¢(M) =
(V' X') asi que (', X') = (¥, X). Lo que prueba la existencia de la biyeccién buscada.

La segunda biyecciéon es inmediata. O]

Analogamente podemos considerar las correspondientes biyecciones para el caso dual.

Corolario 4.25. Ezxiste una biyeccion entre las siguientes clases:

= [as clases de modulos cotilting de dimension inyectiva n bajo la relacion de equi-
valencia ~, definida como T ~ S siy sélo si T =+ S,

» los pares de cotorsion (Y, X) hereditarios completos con id (X) =n y X NY
cerrado bajo coproductos arbitrarios,

= [as clases resolventes Y tales que id (yL) =n yYNY* cerrado bajo coproductos
arbitrarios.

A continuacién veremos algunas consecuencias de los teoremas anteriores. Para ello,
se introduce la siguiente definicion.

Definicién 4.26. Decimos que una clase de médulos X es una clase de pretorsiéon si
es cerrada bajo coproductos arbitrarios y cocientes.

Decimos que una clase de médulos X es una clase libre de pretorsion si es cerrada bajo
productos arbitrarios y submaédulos.
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Los siguientes resultados generalizan y dan una prueba distinta de los resultados de

[AHTTO1].

Corolario 4.27. Sea X una clase de pretorsion de maodulos. Los siguientes enunciados
son equivalentes:

(a) Erxiste un médulo 1-tilting M tal que X = M+*.
(b) X es una clase preenvolvente especial.

Ademds, en tal caso pd (lX) <1lytXNX =Add(M).

Demostracion. Observamos que una clase de pretorsion X, satisface con ser cerrada
bajo conticleos de monomorfismos y con que X N+ X es cerrado bajo coproductos. Por
lo que nos encontramos con las hipotesis de 4.21.

(a) = (b) Por 4.21 tenemos que X es una clase preenvolvente tal que pd (LX ) <1

(b) = (a) Si X es una clase preenvolvente especial, por 4.21 basta probar que

pd (LX) < 1.

Sea Y €t X. Dado un médulo A y su X-preenvolvente especial
0—>A—-B—C—0,

observamos que como X es cerrado bajo cocientes, C' € X'. Asi que al aplicar el funtor
Hom (Y, ) a la sucesién anterior, tenemos para todo i > 0 la sucesion exacta

Ext% (Y, C) — Extii! (Y, A) — Extd! (Y, B),

donde Ext’, (Y,C) = 0 = Extiy (Y, B) debido a que Y €* X. Por lo tanto, para todo
A € Mod (R) y toda i > 0 tenemos que Ext’y" (Y, A) = 0. Por lo tanto, pd (Y) < 1. O

Corolario 4.28. Sea X una clase de médulos libre de pretorsion. Los siguientes enun-
ctados son equivalentes:

(a) Eziste un médulo 1-cotilting M tal que X =+ M,
(b) X es una clase precubriente especial.

Ademds, en tal caso id <XL) <1yXNXt=Prod(M).

Demostracion. Dual a la anterior. ]

Teorema 4.29. Sea M € Mod (R). Entonces, los siguientes enunciados son equiva-
lentes:
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(a) M es un R-mddulo tilting;
(b) M es un R-médulo tilting parcial tal que M+ C Gen (M);

(c) M es un R-médulo tilting parcial tal que M+ C Gen (M) y que todo Y € + (ML)
tiene una Add (M)-preenvolvente.

Demostracion.
(a) = (b) Es inmediato de 4.13.

(b) = (c) Por 2.37 sabemos que M* es preenvolvente especial. En particular, todo
Aec+t (M L) tiene una M*-preenvolvente especial f : A — B. Ademds, por 4.14 dicha

preenvolvente se factoriza a través de Add (M), por lo que existe f': A — B’ con B’ €
Add (M) por el que se factoriza f. Finalmente, por T2 sabemos que Add (M) C M+,
asi que f’ es una Add (M)-preenvolvente. En efecto, si g : A — X es un morfismo
con X € Add (M), dado que X € M1, g se factoriza a través de f, pero como f se
factoriza a través de f’, tenemos que g se factoriza a través de f’.

(¢) = (a) Para un médulo A € + (M L) observamos los siguientes hechos:
w A tiene una Add (M)-preenvolvente f: A — B.

» [ es una M*-preenvolvente especial
En efecto, por 4.14 todo morfismo A — X con X € M* se factoriza a través de
Add (M), por lo que se factoriza a través de f por ser una Add (M )-preenvolvente.
En particular, la envolvente inyectiva A — I se factoriza a través de f debido
a que I € M*. Lo que implica que f es un monomorfismo, debido a que la
envolvente es monomorfismo.
Luego, al aplicar el funtor Hom z(_, X) a la sucesién exacta

0sALBos O 0,
obtenemos la sucesién exacta
Hom (B, X) """ 2Y%) Hom p(A4, X) — Extl, (C, X) — Extk (B, X)

donde Hom g(f, X) es una funcién suprayectiva debido a que f es M+-preenvolvente,
y Extp (B,X) = 0 debido a que B € Add(M) y X € M*. Por lo tanto,
Extp, (C, X) = 0 para todo X € M*.

s Para todo A €+ X existe una sucesion exacta
0-A—-B—-C—=0

con B € Add (M) y C €+ (M*).
En efecto, se sigue de la observacion anterior por 2.21.
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Ahora, si n = pd (M), utilizando lo anterior podemos construir una sucesién exacta
O%R@BogBl—m..%Bn_lﬁ&(Jn—m

con B; € Add (M) c Mt y Coker (f;) € * (ML) para todo 0 < i < mn — 1. Asi que
por el lema del corrimiento, tenemos que Ext’, (M, C,,) = Ext'y™ (M, R) = 0 para todo
i > 0. Asf que C, € M0+ (M*). Pero M* 0+ (M*Y) = Add (M) por 4.14. Por lo

tanto, se satisface T3.

O

Podemos dualizar al siguiente resultado.

Teorema 4.30. Sea M € Mod (R). Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) M es un mddulo cotilting;
(b) M es un médulo cotilting parcial tal que *M C Cogen (M);

(¢) M es un mddulo cotilting parcial tal que M C Cogen (M) y que todo Y €
1
(lM> tiene una Prod (M)-precubierta.

4.4. Ejemplos

4.4.1. Clases cotilting de médulos libres de torsién

Es un hecho conocido que en un dominio entero conmutativo la clase de los médulos
libres de torsiéon es una clase libre de torsion que es precubriente especial. Por lo que
cabe preguntarse bajo qué condiciones un anillo satisface que dicha clase sea precu-
briente especial. En esta secciéon presentamos la clase de los p.p. anillos, y probaremos
con ayuda de la teoria de modulos cotilting desarrollada, que en este caso la clase de
los modulos libres de torsién es precubriente especial.

Definicién 4.31. Sea R un anillo y M € Mod (R). Decimos que M es libre de torsion
en caso de que
Torf (R/rR,M) =0 VrcR.

Denotamos a la clase de todos los modulos libres de torsion como F.

Observacion 4.32. Cabe observar que en caso de que R sea un dominio entero con-
mutativo la definicion anterior coincide con la nocion usual de que un modulo M sea
libre de torsion, es decir rm # 0 para todo r € R — {0} y m € M — {0}. En efecto,
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dado un dominio entero conmutativo R, r € R — {0} y M € Mod (R), al aplicar el
funtor M ®gr __ a la sucesion exacta

0= R5 R R/rR—0,

donde f(z) = xr, obtenemos la sucesion exacta
0 = Tor® (R, M) — Tor® (R/rR,M) - Re M ¥’ Re M,

donde Torf* (R, M) = 0 debido a que R es plano. Por lo tanto, dicha sucesion exacta
es isomorfa a la sucesion exacta

0 — Ker(g,) = M % M,

donde g(x) = rx. Porlo tanto, como M es libre de torsion si y sélo si Ker (g,) = 0 para
todor € R, podemos concluir que M es libre de torsion si y sélo si Tor[ (R/rR, M) = 0
para todo r € R.

En caso de que R sea dominio entero, entonces la clase F de moédulos libres de torsion
esta relacionada con un par de torsion. Recordamos a continuaciéon la definicion y
algunos resultados de este concepto.

Definicién 4.33. Sea (A, B) una pareja de subclases de Mod (R). Decimos que (A, B)
es un par de torsién, en caso de que B = *° Ay A = B, donde

Lo4:={X € Mod (R) | Hom (X, A) =0VA € A} y
B :={X € Mod (R) | Hom (B, X) = 0VB € B}.
En tal caso, decimos que A es una clase de torsion y que B es una clase libre de torsién.

Proposicién 4.34. Sea (A, B) una pareja de subclases de Mod (R). Los siguientes
enunciados son equivalentes:

(a) (A, B) es un par de torsion;
(b) B="Ay A es una clase cerrada por cocientes, coproductos y extensiones;
(c) A= B y B es una clase cerrada por submddulos, productos y extensiones; y

(d) para todo médulo M existe una tinica sucesion exacta
0—-A—-M-—=DB—=0

con Ae Ay B e B.

Demostracion. Ver capitulo 6 de [Ste75]. O
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Con la proposicién anterior, es facil ver que, en caso de que R sea un dominio entero,
F es una clase libre de torsién. Sin embargo, en general esto no sucede para anillos
arbitrarios. En la siguiente proposicion se caracterizan los anillos en los que sucede
este fenémeno. Serd de utilidad la siguiente definicién.

Definicién 4.35. [DF04] Sea R un anillo.

(a) Decimos que R es libre de torsién si todo ideal izquierdo es libre de torsién, o
equivalentemente, si todo ideal izquierdo principal es plano (ver 3.4 de [DF04]).

(b) Decimos que R es un p.p. anillo si todo ideal izquierdo principal es proyectivo.

Observacion 4.36. Utilizando la sequnda caracterizacion de anillo libre de torsion,
podemos concluir que si R es un p.p. anillo, entonces R es libre de torsion.

Proposicién 4.37. Sea R un anillo. Entonces, F es una clase libre de torsion y R es
libre de torsion, si y solo si R es un p.p. anillo.

Demostracion. Ver teorema 6.1 de [DF04]. O

Podemos probar ademas que F forma parte de un par de cotorsién. Utilizaremos el
siguiente concepto.

Definicién 4.38. Decimos que una pareja de clases (A, B) es un Tor-par si A = "B
y A" = B, donde

"B :={M € Mod (R) | Tor{ (M,B) =0} y A" := {M € Mod (R) | Torf (A, M) =0} .
Lema 4.39. Sea (A,B) un Tor-par. Entonces (A, Al> es un par de cotorsion en

Mod (R%?) y (B, B*) es un par de cotorsién en Mod (R). Mds atin, (.A, AL) es coge-
nerado por la clase C = {BC :=Homy(B,Q/Z)| B € B}.

Demostracion. En efecto, por 1.11 sabemos que existe un isomorfismo
Exty, (A, BY) = (Tor{ (4, B))“.
Luego,
Extj, (4, BY) =0 & (Torf (4, B))® =0
& Torf (A, B) = 0.

Por lo tanto, 1'C = A y asi (.A, AL) es un par de cotorsién en Mod (R).

Por otro lado, (B,.A) es un Tor-par sobre el anillo opuesto, lo que implica por el
razonamiento anterior que (B, BL) es un par de cotorsién en Mod (R). ]
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Se sigue del lema anterior que (F, F11) es un par de cotorsion.

Proposiciéon 4.40. La pareja (]:, .7-11) es un par de cotorsion.

Demostracion. Sea X = @,cp R/rR. Claramente F = X y

Fc('F)" ={ZeMod(R) | Torf (M,Z) =0YM € " F}
C {Z € Mod (R) | Tor} (X, Z) = 0}
= F.

Por lo tanto, (T]—" , f) es un Tor-par. Asi que por el lema anterior, (]: ,F Ll) es un par
de cotorsién. N

Recordemos el concepto de modulo divisible.
Definicién 4.41. Decimos que un R-moédulo a derecha N es divisible si
Extp (R/TR,N) =0 VrcR.
Un R-modulo a izquierda N es divisible si
Extp (R/Rr,N)=0 Vr< R.
Observacion 4.42. Un R-modulo M es libre de torsion si y solo si
M€ := Hom z(M,Q/Z)

es un R-mdédulo a derecha divisble. En efecto, sean M € Mod (R) y r € R. Por 1.11
tenemos el isomorfismo natural

Exty (R/rR, M) = (Torf (R/rR, M))°.
Por lo tanto, Ext}, (R/T’R, MC) =0 si y sdlo si Torf (R/rR, M) = 0.

En el siguiente lema veremos que en caso de que R sea un p.p. anillo, M es divisible
si y sélo si M€ es libre de torsion.

Lema 4.43. Sea R un anillo tal que todo ideal principal es finitamente presentado.
Entonces, un R-mdédulo M es divisible si y sélo si M es libre de torsion. En particular,
en caso de que R sea un p.p. anillo, un R-médulo M es divisible si y sélo si M€ es
libre de torsion.
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Demostracion. Sea R un anillo tal que todo ideal principal sea finitamente presentado.
Para todo r € R, tenemos que Rr es finitamente presentado, por lo que tenemos una
sucesion exacta

0K —P —Rr—0

con P; proyectivo y tanto K; como P; finitamente generados. Luego, existe un epi-
morfismo P, — K7 con P, proyectivo finitamente generado. Considerando lo anterior,
junto con la sucesién exacta natural

0—Rr—R—R/Rr—20
podemos concluir que existe una sucesién exacta
PQ—)P1—>P0—>R/RT’—>O

con P, P, Py R-mdédulos proyectivos finitamente generados. Entonces, por la observa-
cién hecha en la proposiciéon 5.3 de [CE56], tenemos un isomorfismo natural

Torf' (Homz(M,Q/Z), R/Rr) = Hom z(Ext,(R/Rr, M), Q/Z).

Por lo tanto, Tor’ (MC, R/Rr) = 0 para todo r € R si y s6lo si Exty,(R/Rr, M) =0
para todo r € R, asi que podemos concluir lo deseado. O

Nos encontramos en condiciones para abordar el objetivo de esta seccion.

Sea B = @,cp R/rR, por 2.32 existe un R-mé6dulo derecho

Dy = UAa

a<

donde {A,},., es una cadena continua, que satisface las siguientes condiciones:
(a) Ao =R,
(b) para todo o < X se tiene que Ayy1/A, = BXe) y
(c) Extp (B, D) = 0.

Luego, se sigue de 2.35 que existe una sucesion exacta
0—-R—>Dy— D —0,

donde Dy es un R-médulo derecho divisible y Dy es un R-médulo derecho Add (B)-
filtrado. A continuacion veremos que en caso de que R sea un p.p. anillo, el R-md6dulo
DS @ DY es un R-médulo cotilting que induce el par de cotorsion (.7: v Ll).

Ejemplo 4.44 (Clases cotilting de médulos libres de torsién). Sea R un p.p. anillo
y T := D§ @ DY. Aplicando el funtor Hom z(_,Q/Z) a la sucesién exacta anterior,
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obtenemos la sucesién exacta de R-moddulos
n: 0— DY — D§ & R® —0.

Probaremos que 1'T = F = Cogen (T'), con lo cual podremos concluir que 7" es un
modulo cotilting que genera a los mddulos libres de torsién por 4.18(b).

Veamos que Cogen (T') C F. Por 4.43, sabemos que DS € F; y como F es una clase
libre de torsion por 4.37, es cerrada por submodulos y productos por 4.34. Por lo tanto,
DS, D¢ € Fy

Cogen (T') = Cogen (DSj ® Df) C F.

Veamos que 1T C Cogen (T). Sea M € 11T. Como R® es un cogenerador inyectivo

A
de Mod (R), existe un cardinal A y un monomorfismo p : M — (RC) . Sea (K, v, p)
el pullback de 7 y p. Dicho pullback induce una sucesién exacta

0—>(DOC)A—>K£>M—>O.

1 Lipe 1 o\ -
Pero como M € —'T" C ~1 Dy, tenemos que Extp ( M, (DO) = 0, por lo que dicha
sucesion se escinde. Por lo tanto, M es isomorfo a un submoédulo de K, que a su vez

A
es isomorfo a un submaédulo de (Df) debido a que v es un monomorfismo. Lo que
implica que M € Cogen (T)).

Finalmente observamos que F C +'7T. Sabemos que F' € F si y s6lo si
Torf (R/rR, F) = 0
para todo r € R, lo cual se cumple si y sélo si
Torf (B, F) = 0.
Ahora, por 1.11(b) tenemos que
Ext}, (B, Homz(F, Q/Z)) = Homg(Torf (B, F) ,Q/Z) = 0.

Luego, Add (B) C 11 F¢, asi que como D; es Add (B)-filtrado, es en particular +1 F-
filtrado, lo que implica que D; € ' F¢ por 2.35. De modo que al utilizar el isomorfismo
natural de 1.11(b), tenemos que Tor! (D1, F) = 0 ya que

0 = Extp, (Dy, Homz(F, Q/Z)) = Homg(Torf* (D, F),Q/Z).
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Finalmente, utilizando 1.12, tenemos que
Ext}, (F, Homg(D,,Q/Z)) = Homg(Tor’ (D1, F),Q/Z) = 0.

Por lo tanto, F' € 11 DY Por otro lado, es facil ver que *1DY = 11T, En efecto, dado
F € 11D{ aplicando Hom z(F, ) ala sucesién exacta 7, obtenemos la sucesion exacta

0 = Ext}, (F, DY) — Exty, (F, D) — Ext, (F, RY),

de donde concluimos que ExtllLZ (F , DS ) = 0, ya que ExtllLZ (F : RC) = (0 debido a que

RCes inyectivo. Por lo tanto,

Lip (LlDOC N L1DIC) _ LlDIC C Lng"

De los teoremas 4.18 y 4.22 junto con el ejemplo anterior es inmediato el siguiente
corolario.

Corolario 4.45. Sea R un p.p. anillo. Se cumplen los siguientes enunciados:
(a) (]:, .7-11) es un par de cotorsion cotilting;
(b) la clase de los modulos libres de torsion F es precubriente especial;
(c) Ft =Fti;y
(d) id (F*) < 1.

4.4.2. El médulo tilting de Fuchs

En el ano de 1984, Fuchs estudi6 en [Fuc84] un médulo 6 sobre un dominio entero R
con las interesantes propiedades de que

(a) es generador de la clase de R-mo6dulos divisibles,
(b) tiene dimensién proyectiva 1, y
(c) 0% es la clase de R-médulos divisibles.

Dos anos después, Facchini probé en [Fac87] que dicho R-médulo es un médulo til-
ting. A continuaciéon expondremos algunos resultados relacionados con una versién
generalizada de dicho médulo, realizada por Salce y Fuchs en [SF92].

Definicion 4.46. Sea R un dominio entero.

(a) Decimos que un subconjunto S C R es multiplicativo si 1 € Sy st € S para
todo s,t € S.
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(b) Dado un subconjunto multiplicativo S, decimos que un R-moédulo M es S-
divisible si para todo s € S se satisface que sM = M.

Proposicién 4.47. Sean R un dominio entero, M € Mod (R) y S un subconjunto
multiplicativo. Se satisfacen los siguientes puntos:

(a) [ML63] Exty, (R/sR, M) = M/sM para todo s € R.
(b) M es S-divisible si y solo si Exty (R/sR, M) = 0 para todo s € S.

Demostracion.

(a) Dado s € S, consideramos la sucesion exacta

0=+ RES RS R/sSR—0
donde fs(x) = zs. Aplicando Hom g(_, M), obtenemos la sucesién exacta
Hom g(R, M) — Hom r(R, M) — Exty, (R/sR, M) — Extp, (R, M),

donde Ext}, (R, ds) = 0 debido a que R es proyectivo. Luego, la sucesién exacta
anterior es isomorfa a la sucesion

M5 M — M/sM — 0

donde g,(z) = xs. Por lo tanto, Exty, (R/sR, M) = M/sM.
(b) Es inmediato del inciso anterior.

]

Ejemplo 4.48 (Médulos tilting de Fuchs). Sea R un dominio entero y S un subcon-
junto multiplicativo de R. Sea F' es el R-modulo libre, cuya base B consiste de las
sucesiones finitas en S incluyendo la sucesién vacia, es decir

B::wUUSn
n=1

donde w = () denota a la sucesién vacia. Considerando el submédulo libre G de F'
generado por el conjunto

{sn(s1,52, .., 8n) = (S15 ey Spe1) | S15eees S € STo U{s(s) —w|s e S},

definimos el R-mo6dulo

ds := F/G.
Para cada x € F, denotaremos como T a la clase de = en dg.

Veamos que dg es un modulo 1-tilting.
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T1 Observamos que como G es libre, dg es de dimensién proyectiva < 1 por 2.53.

T2 El R-médulo §g tiene una Add (@,cq R/sR)-filtracién dada por la cadena

do=Rw 6,=(T|xzes").

Observamos que &y = R, mientras que

(5™)
5n+1/5n = <@ R/SR) .

seS

Ademaés, para todo s € S'y (s1,...,$,) € B tenemos que

(S1y ey Sy S)S = (81, vy Sp)

en dg. Por lo tanto,
555 = (55 (4B)

para todo s € S. Es decir dg es S-divisible, lo que implica que 5(;) es S-divisible
para todo cardinal \. Asi, podemos concluir que Ext}% (R/ sR, 55;‘)) = 0 para
todo s € S y para todo cardinal .

Por lo tanto, dg es L5L(q’\)—filtrado para todo cardinal . Asi que por 2.35 podemos
concluir que Add (dg) C ds.

T3 Afirmamos que la sucesion exacta
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0—>R§65—>55/Rw—>0

es una Add (dg)-corresolucion, donde fz(z) = 2w para todo = € R. Basta probar
que ds/Rw € Add (dg). Consideramos el morfismo p : F' — &g definido en los
generadores como

p(w)= (1) y pu(s1,...8n) = (1,81,...8,) V(1 ..., $) € B.

Dado que

% (Sn(Sl, S92, ..uy Sn) — (81, ey Sn,1>) = Sn(l, S1, S92, ...,Sn) — (1, Sty ey Sn,1> =0

para todo (s1,...,$,) € B,y

pls(s) —w) = s(1,s) = (1) = (1) = (1) = 0;

i induce un morfismo 7 : dg — dg tal que um = pu, donde 7w : F© — dg es la
proyeccién natural. Ademads, claramente tenemos que Ker () = Rw, por lo que
el primer teorema de isomorfismos da a lugar un monomorfismo v : §5/Rw — J5.



4.4 Ejemplos

Veamos que v se escinde. En efecto, considerando el morfismo 7 : F' — dg/Rw
definido en la base como

T(w)=0+Rw y 7(s1,...8,) = (S2,...8,) + Rw V(s1,...,8,) € B.

Dado que

T (S$n(81, 82, s Sn) — (81, o Sn—1)) = Sn(S2y -, Sn) — (S2, ..., Sp—1) + Rw =0+ Rw
para todo (si,...,8,) € B,y
7(s(s) —w) =35w — 0+ Rw = 0+ Rw;

7 induce un morfismo 7 : dg — dg/Rw tal que 7w = 7, el cual satisface que
Tv = 1.

Utilizando la herramienta desarrollada podemos concluir los siguientes resultados:

Proposicién 4.49. Sean R un dominio entero, S un conjunto multiplicativo, S la
clase de R-mdédulos S-divisibles y ds es modulo tilting de Fuchs asociado. Se satisfacen
los siguientes enunciados:

(a) 6% = Gen (d5) = Geny(d5) =S, ¥
(b) S es una clase preenvolvente especial corresolvente y pd (L18> <1.

Demostracion.

(a) Por 4.18 basta probar que S = Gen (dg). Claramente tenemos que Gen (dg) C S.
Veamos que S C Gen (65). Dado M € S, basta probar que para todo a € M
existe f, : dg — M tal que a € Im(f),. Sea a € M. Recordamos que dg tiene
una Add (@,cg R/sR)-filtracién

65 — U 6z
i=0
donde §y = Rw = R. Consideramos el morfismo

f() 2(50 — M

rW— ra.

Por recursion definimos f,, : 6, — M a partir de f,_1 : §,-1 — M para todo
n > 1 de la siguiente manera. Considerando la sucesién exacta natural

0= o1 280, — 0,/0p_1 — 0,
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observamos que Hom g(f1,,, M) es sobreyectiva, debido a que Exty, (6,/6,_1, M) =
0 por 4.47. De modo que f,,_; se extiende a un morfismo f,, : §,, =& M. Tomando
f=U,"q fn, se concluye lo deseado.

(b) Se sigue de 4.21.
[

Ejemplo 4.50. En caso de que R =7y S = Z — {0}, tenemos que M := Q& Q/Z
es un R-moédulo tilting equivalente a dg. En efecto, considerando la sucesién exacta
natural

0-2Z—-Q—->Q/Z—0

tenemos que M satisface T3; como M es un cogenerador inyectivo, satisface T2; y
como Z es hereditario, satisface T'1. Por lo tanto, M es 1-tilting. Ademaés, sabemos que
M genera la clase de los médulos divisibles (ver 10.28 de [Rot95]). Por lo tanto, M es
equivalente a dg.

4.4.3. Méddulos tilting de Bass

En el afio de 1963, Bass prob6 en [Bas63] que un anillo R es n-Gorenstein si y sélo si
la corresolucion inyectiva minimal de R es de la forma

0—+R— & E(R/P)—..— @ E(R/P)—0

PEPy PEP,

donde P es el conjunto de ideales primos de altura k. Ya hemos mencionado en ejem-
plos anteriores que esto implica que @}, (@ pep, E(R/ P)) sea un moédulo tilting,.

Utilizando dicha corresolucién para el caso n = 1, en [GT06] se construye una sucesion
exacta
0= R— Rs— P ER/P)—0
pes
para todo () # S C Py, y se prueba que el médulo Ts = Rg ® @ peg E(R/P) es tilting.
Mas ain, en [TP07] se prueba que todo médulo tilting de un anillo 1-Gorenstein es
equivalente a uno de esta forma.

En esta seccién generalizaremos lo hecho en [TP07] para construir una familia de
moédulos n-tilting sobre un anillo n-Gorenstein. Empezaremos por recordar algunas
definiciones y resultados clasicos.

Definiciéon 4.51. Sea R un anillo conmutativo.
(a) Decimos que R es n-Gorenstein si es noetheriano y id (R) < n.

(b) Un ideal P de R es primo si ab € P implica que a € P o b € P.
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(c¢) La altura de un ideal primo P se define como la longitud maxima de una cadena
de ideales primos de la forma

0OCPCPC..CP,=P.

Recordamos las siguientes propiedades de un anillo noetheriano conmutativo.

Proposicién 4.52. Sea R un anillo conmutativo noetheriano y P, el conjunto de
tdeales primos de altura n. Se cumplen los siguientes enunciados:

(a) el coproducto de mddulos inyectivos es inyectivo;

(b) un conjunto de representantes de las clases de isomorfismo de modulos inyectivos
inescindibles es
{E(R/P)| P es ideal primo} ;

(¢) si R es un anillo n-Gorenstein, entonces la altura mdzima de los ideales primos
es n;

(d) si Py Q son ideales primos de altura mdzxima, entonces P y @Q son ideales
mazximales;

(e) dado un ideal primo P y s € R— P, la funcion

fs E(R/P) = E(R/P)

T +— ST

es un automorphismo;

(f) para todo ideal primo P tenemos que

P={z€R|zE(R/P)=0};

(9) si Py Q son ideales primos, Hom g(FE(R/P), E(R/Q)) # 0 si y sdlo si P C Q;
(h) si Py Q son ideales primos tales que P — Q # (), entonces

Hom p(E(R/P), E(R/Q)V) =0

para cualquier cardinal \;

(i) si P es un ideal primo y X es una familia de ideales primos tal que P — Q # ()
para todo Q) € X, entonces

Hom g(E(R/P), @ E(R/Q) = 0.
Qex
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Demostracion. La prueba de las primeras cinco propiedades se pueden consultar en el
teorema 18.4 de [Mat06]. La prueba de (f) y (g) se encuentra en el teorema 3.3.8 de
[EO00].

Para (h), sabemos que existe s € P — (). Entonces, considerando el automorfismo
fs+ E(R/Q) — E(R/Q)

de (e), observamos que para todo g € Hom g(E(R/P), E(R/Q)™) tenemos que

fNg(z) = sg(z) = g(sx) = g(0) =0

para todo x € E(R/P) por (f), lo que implica que g = 0 debido a que f; es un
automorfismo.

La ultima propiedad se prueba de manera semejante. Para todo ideal () € X existe
s(Q) € P — Q. Consideramos el automorfismo

v:=@ fqo : D ER/Q) — @ E(R/Q),

QeX QeX QeX

donde fy(q) es el automorfismo de (e). Como para todo

g € Hom z(E(R/P), €@ E(R/Q)

QeX

tenemos que

py(x) = ¢ (9(x)gex) = (s(Q)g(x)gex) = (9(s(Q)x)gex) = 0

para todo x € E(R/P) por (f), podemos concluir que ¢ = 0 debido a que ¢ es un
automorfismo. ]

Proposicion 4.53. [EO00] Sea R un anillo conmutativo n-Gorenstein. Entonces
P=pP, =17, =1T.

Es decir, un R-modulo tiene dimension proyectiva finita si y solo si tiene dimension
inyectiva finita, y en tal caso la dimension es menor o igual a n.

Demostracion. Ver 9.1.10. de [EO00]. O

Ejemplo 4.54 (Médulos tilting de Bass). Sea R un anillo n-Gorenstein. Consideramos
el conjunto P; consistente de los ideales primos de altura ¢ para cada i € {0,...,n}.
Por un resultado clasico de Bass (ver 18.8 de [Mat06]), se sabe que la coresolucién
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inyectiva minimal de R es de la forma

0= R— My &% /5t I8 v, 0,

donde M; = @@pep E(R/P) para cada

i €{0,...,n}. Consideramos

Mg := @ E(R/P)
Pes

0— Kn1— Rg— Mg—10

para un subconjunto ) # S C P,. Al conside-

rar el pullback Rg de f,.M,_1 — M, con la

inclusién natural ¢ : Mg — M, obtenemos una 0— Ky 1> My 11— M, —0

sucesion exacta

O—)Kn,1—>R5—>Ms—>O M/:MS/

donde K, = Ker (f,). Asi que al considerar
la sucesién exacta 0 0

O—-R—>My—..— M, s— K, 1 —0,

podemos construir la sucesion exacta
fanS
n: 0—-R—->My—..—> M, — Rs — Mg—D0.

Veamos que T := (@?;02 MZ) @ Rs ® Mg es un R-moédulo n-tilting siempre y cuando
K, .., K, 1€* (ngA)) para todo cardinal A.

T1 Sea Mg = @pcp, s £ (R/P). Sabemos que M,,_1, Mg € Inj(R), asi queid (Rg) <
1 debido a que del pullback tenemos la sucesién exacta

e: 0= Rsg— M, 1 — Mg — 0.
Se sigue que id (Ts) < 1 debido a que (@?:_02 MZ) @ Mg € Inj (R). Por lo tanto
pd (Ts) < n por 4.53.
T3 Por construccién conocemos la coresolucion 7.

T2 Dado que Mg € Inj(R) y M; € Inj (R) para todo i € {0, ...,n}, basta probar que
Ts € LREq’\) para todo cardinal A, para concluir que Add (Ts) C T4
Observamos los siguientes hechos:

(a) Mg € LR(S’\) para todo cardinal \.
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En efecto, sea A un cardinal. Observamos que
Hom g(E(R/P), M) = 0
para todo P € S por 4.52(i). Considerando la sucesién exacta
0 = Hom p(E(R/P), M) — Exth, (E(R/P), R‘S*)) — Exth, (E(R/P), ngl) — 0,

obtenida de aplicar Hom g(E(R/P), ) con P € S a la sucesién exacta
¢™ . donde Ext} (E(R/P),M,(Li)l) = 0 debido a que Mfl/\,)l es inyectivo;

podemos concluir que Extj, (E(R/P),R(S)‘)) = 0 para todo P € S. Més
aun, observando la sucesion exacta

0 = Extk, (E(R/P), M;&) — Exth (E(R/P)7 R(SA)) — Bxthi (E(R/P), M}li)l) —0,

obtenida de aplicar Hom r(E(R/P), ) a la sucesién exacta ¢, podemos
concluir que Ext’, (E(R/P),Ré”) = 0 para todo? > 0y P € S. Por lo
tanto, Mg € Lng’\).

(b) Rs € LR(S)‘) siysélosi K, 1 € LR?) para todo cardinal A.
Ciertamente, sea A un cardinal. Aplicando Hom g( R(S)‘)) a la sucesiéon

exacta
0— K, .1~ Rg— Mg— 0,

para todo k > 1 obtenemos la sucesion exacta

0 = Extk, (Ms, Rg”) — Exth, (RS, R(SA)) — Extk, (KH, R(SA)) — Bxth (MS, R(S’\)) =0,

donde Extj, (Ms, R(SA)) =0y Ext"™ (M& R(SA)) = 0 por (a). Por lo tanto,
E:x:tljfz (Rs, ngA)) = 0 si y solo si Extlf% (Kn—1, Rg)‘)) =0.

(¢) Rg, Mo, My, ....M,,_5 € Lng)‘) siysélosi Ky,...,.K,_1 € LREgA) para todo
cardinal .
Sea A un cardinal. Supongamos que K1, ..., K, | € leA). Al considerar las
sucesiones exactas

O—-R—->My—-K1—-0 y 0—=>K,—> My =K1 —0

para ¢ € {1,...,n — 2}, podemos concluir que My, ..., M,_o € LR?) debido
aque R, Ky,...K,_; € LRg’\). Ademas por (b) sabemos que Rg € J_R‘(S)\).
Reciprocamente, supongamos que Rg, My, ..., M, o € LRE;‘). Por (b) sa-

bemos que K,_; € LR?), asi que al aplicar Hom g(_, R?)) a la sucesién
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exacta
0— K, o—> M, s— K, 1—0,

para todo k > 1 obtenemos la sucesién exacta

0 = Extf, (M2, RSY) — Extfy (K2, RY) — Exti™ (K1, RSY) = 0.
Por lo tanto, K,, 5 € LR(S’\). Repitiendo el argumento anterior recursiva-
mente podemos probar que Ky,..., K, | € LRgA).

(d) Ts € LR(S’\) para todo cardinal A si y sélo si Ky, ..., K, € LRgA).
Se sigue de (b) y (c¢) recordando que Tg := (@?:_02 Mz) ® Rs © Ms.

Por lo tanto, Ts es un R-moédulo n-tilting siempre y cuando Ki,..., K, | €
L (RgA)) para todo cardinal \.

Ejemplo 4.55 (El caso 1-Gorenstein). Sea R un anillo conmutativo 1-Gorenstein. Por
el ejemplo anterior se sigue que para todo ) # S C P;, el médulo

Ts = Rs @ ( D E(R/P))

PeP,

es un modulo 1-tilting.
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5 La dimension finitista

Una dimensiéon homoldgica utilizada en el estudio de anillos es la dimensién global.
Sin embargo se pueden encontrar ejemplos en los que la dimensién global no es lo
suficientemente fina. Por esta razon se introdujeron las dimensiones finitistas de un
anillo.

En este capitulo, siguiendo la vision de [ZH14], daremos una breve introducciéon a
dichas dimensiones, asi como a las conjeturas relacionadas con dichas dimensiones.
Para después utilizar la teoria tilting desarrollada en el capitulo anterior para dar
cotas y criterios de igualdad para estas dimensiones.

5.1. La dimension finitista y sus conjeturas

Las dimensiones homoldgicas nacieron con el objetivo de dar una medida para decir
que tan lejos estda un modulo de cierta clase de modulos.

El caso clésico es cuando consideramos la clase Proj (R). En este caso hemos visto que
pd (M) =0 siy solo si M € Proj (R). De esta manera podemos utilizar la dimensién
proyectiva para caracterizar ciertas clases de anillos. Por ejemplo,

pd (ModR) = 0 si y s6lo si R es semisimple y
pd (ModR) =1 si y s6lo si R es hereditario.

Incluso podemos citar el siguiente resultado para mostrar la utilidad de esta dimension.

Teorema de Auslander-Buchsbaum-Serre [AB56, Ser55] Si V' es una variedad alge-
braica sobre un campo algebraicamente cerrado y R es su anillo de coordenadas,
entonces pd (ModR) es finita si y sélo si V' es suave.

Pareciera que pd (ModR), llamada la dimensién global del anillo, es una buena medida
para ver que tan sencilla es la categoria de moédulos de R. Sin embargo, podemos
encontrar anillos en los que esta medida no es de utilidad.

Por ejemplo, si tomamos R = Z,> para un primo p, entonces el R-médulo pZ,» tiene
dimension proyectiva infinita. En efecto, considerando la sucesion exacta

0 — plyz — Lo = plyz — 0
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donde 7 es la proyeccion natural, podemos construir la resolucion proyectiva

bz Lz Lz, S L. -0

donde f : Z,2 — Z,2 es el morfismo definido como f(a) = pa. Observamos que la
k-ésima sizigia de pZ,» en dicha resolucién es isomorfa a pZ,: para toda k& > 0. Por
lo tanto, por 1.33 podemos concluir que pd (Z,2) = oo, puesto que para todo k > 1
tenemos que

Ext}, (pZy2, pZy2) = Extyy (pZy2, pZy2) # 0

puesto que la proyeccion natural Z,» 5 pZy,2 no se escinde. Por lo tanto, la dimension
global de R es infinita. Sin embargo, por el teorema de Priifer-Baer (ver corolario 10.37
de [Rot95]), todo R-médulo es coproducto de submédulos ciclicos, por lo que podemos
concluir que todo R-mdédulo es de la forma

(Zp2>(X1) ) (pr2)(X2) '

Asi que la categoria de R-moddulos es relativamente sencilla.

Por este motivo se consideran las siguientes dimensiones, que reciben el nombre de
dimensioén finitista pequena y dimensién finitista:

findim (zR) := sup{pd (M) | M es un médulo finitamente generado con pd (M) < oo}
Findim (grR) := sup{pd (M) | M es un médulo con pd (M) < oo}

Claramente estas dimensiones son més refinadas que la global. Por ejemplo en el caso
del anillo R = Z,» tenemos que findim (pR) = 0 = Findim (g R).

Cabe mencionar que la dimension finitista pequena fue considerada implicitamente en
la prueba del célebre teorema de Auslander-Buchsbaum-Serre. Mientras que Kaplansky
sugirio el estudio de la dimension finitista grande.

Es natural preguntarse si dichas dimensiones son siempre finitas o si siempre coinciden,
por lo que Bass publicé estas preguntas en la década de 1960. La respuesta a dichas
preguntas es negativa como se puede ver en [AB57, GR71]. Para el caso de dlgebras
de dimensioén finita reciben el nombre de conjeturas de la dimensién finitista.

Conjeturas de la dimension finitista Sea R un algebra de dimension finita sobre un
campo k.

| findim (rR) = Findim (zR);
Il findim (grR) < o0.

Por otro lado, podemos definir de manera dual la dimensién finitista injectiva de la
siguiente manera.

inj. findim (gpR) := sup {id (M) | M es un médulo finitamente generado con id (M) < oo}
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inj. Findim (g R) := sup{id (M) | M es un médulo con id (M) < oo}

Cabe observar que en caso de que el anillo sea artiniano por la izquierda se satisfacen
las siguientes igualdades.

Proposicion 5.1. Si R es un anillo artiniano a izquierda, entonces

findim (rR) = sup{pd (S5) |S es simple y pd (S) < o0 0 S =0}
inj. findim (pR) = sup{id () |S es simple y id (S) < 00 0 S = 0}.

Demostracion. Dado que el anillo es artiniano, todo R-moédulo izquierdo finitamente
generado tiene serie de composicion. Veamos que un R-médulo no nulo M con una
serie de composicién

M=M;,2D..2M 2 My=0,

satisface que

pd (M) =sup{pd (M;/M;_1) |1 <i < k}.
En efecto, lo mostraremos por induccién sobre k. Si k£ = 1, entonces
M = M, = M;/0

por lo que la afirmacion es verdadera. Supongamos nuestra hipétesis cuando k = n.
Para &k = n + 1 consideramos la sucesiéon exacta

0— M, = Muy1 — My /M, — 0,
y concluimos por 2.53 que
pd (M) =pd (My41) < méx{pd (M,),pd (My41/M,)},
donde pd (M,,) = sup{pd (M;/M;_1) | 1 <i <n} por hipétesis de induccién. Por lo
tanto,

pd (M) =sup {pd (M;/M;1) [1 <1< k}.

En particular, si M es un R-médulo finitamente generado tal que pd (M) < oo tenemos
que
pd (M) < sup{pd (S) |Ses simple y pd (S) < o0 0 S = 0}.

Por lo tanto, sup{pd (5) |Ses simple y pd (S) < oo 0 S = 0}. O

5.2. Pares de cotorsion tilting

En lo que queda del capitulo utilizaremos los R-mdédulos tilting para dar cotas a las
dimensiones finitistas y dar algunos resultados sobre éstas. Para ello utilizaremos la
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herramienta desarrollada en el capitulo 2, asocidndole a cada R-mdédulo tilting y a
cada R-modulo cotilting un par de cotorsion.

En efecto, por 2.27 y 2.37 sabemos que todo R-médulo tilting 7" induce un par de
cotorsiéon completo y hereditario (X,)), donde Y = T+ y X = +B. Asi como todo
R-médulo cotilting 7" induce un par de cotorsién completo y hereditario (X',)) con
X=tTvyY=X"por227y4.15.

Definicién 5.2. Sea (X,)) un par de cotorsién. Decimos que

) es un par de cotorsién tilting si existe un R-médulo tilting 7' tal que
) es el par de cotorsién inducido por T,
)
)

es un par de cotorsiéon cotilting si existe un R-mddulo cotilting 7" tal que
es el par de cotorsion inducido por 7.
Podemos reformular los teoremas 4.21 y 4.22 de la siguiente manera, como se hizo en

[HIM10].

Teorema 5.3. [HM10] Sea (X,Y) un par de cotorsion hereditario y completo en
Mod (R) con w = X N Y. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) (X,)) es un par de cotorsion tilting,
(b) pdy (X) < oo yw es cerrado bajo coproductos, y
(c) w es cerrado bajo coproductos, pd (w) < oo y X C .

Mids aun, en tal caso se cumple que
pd (T) = pd (X) = pdy (X) = coresdimagacr) (X) = coresdimy (Mod (R)) = id 4 74, (X) ,
donde T' es un R-mddulo tilting asociado a (X,)).

Demostracion. (a) < (b) Es inmediato de 4.21, notando que pd, (X) = pd (X) por
2.57.

(b) < (c) Se sigue de 2.68.
Las igualdades

pdy (X) = coresdimaqq(r) (X)) = coresdimy (Mod (R)) = idp 34, (X)
se siguen de 2.57 y 2.68, notando que pd (T") = pd (AddT). O

Podemos dar la version cotilting del resultado anterior.

Teorema 5.4. Sea (X,Y) un par de cotorsion hereditario y completo en Mod (R) con
w=XNY. Los siquientes enunciados son equivalentes:
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(a) (X,Y) es un par de cotorsion cotilting.
(b) idy (¥) < 00 y w es cerrado bajo productos.
(c) w es cerrado bajo productos, id (w) < oo y Y C w.

Mids atn, en tal caso se cumple que
id (T) = idy (V) = id (¥) = resdim p,,, 4, (V) = resdimy (Mod (R)) = pd p,pqr (V)
donde T es un mddulo cotilting asociado a (X,)).

Demostracion. Dual al teorema anterior. O

5.3. Un moédulo tilting que mide la dimensién finitista
pequena

En esta seccion, utilizaremos nuestras herramientas creadas en el capitulo 2 para cal-
cular las dimensiones finitistas. Para empezar, observamos que si P denota a la clase
de los médulos de dimension proyectiva finita, entonces

Findim (rR) = pd (P).

Si ademas suponemos que R es un anillo con Findim (R) < n, la clase de médulos de
dimension proyectiva finita coincide con la clase P, por lo que

Findim (rR) = pd (P,) .

Por lo tanto, sera de nuestro interés estudiar los pares de cotorsion (Pn, Pj)
De manera similar, podemos estudiar la dimension finitista pequena considerando los
pares de cotorsién generados por las clases

P :={X € P,| X es finitamente generado} .
Siendo de particular importancia los casos cuando estos pares sean pares tilting. Sin
embargo, lo anterior no siempre ocurre.

Para asegurarnos que los pares de cotorsion estudiados sean pares de cotorsion til-
ting nos restringiremos a trabajar con anillos coherentes a izquierda. A continuacién
recordamos como se define dicha clase de anillos.

Definicién 5.5. Decimos que un anillo es coherente a izquierda si todo submédulo
finitamente generado de un R-mdédulo finitamente presentado es finitamente presenta-
do.
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La razén por la que trabajaremos con esta clase de anillos es porque la clase de R-
modulos finitamente presentados tiene resoluciones de R-moédulos proyectivos finita-
mente generados como muestra el siguiente lema.

Lema 5.6. Si R un anillo coherente a izquierda, entonces todo madulo finitamente
presentado M tiene una resolucion

RN S S A AL U )/ N

donde F; es un maodulo libre finitamente generado para todo i > 0 y cada sizigia es
finitamente presentada. Mds ain, si M es un modulo con una resolucion proyectiva

n: =PI B p 8o,

donde P; es finitamente generado para todo i > 0, entonces toda sizigia de M en n es
finitamente presentada.

Demostracion. Sea M es finitamente presentado. Existe una sucesién exacta
0—-Ky—Fp—M—0

con Fy libre finitamente generado y K finitamente generado. Ahora, como R es cohe-
rente a izquierda tenemos que K, es finitamente presentado, por lo que existe una
sucesion exacta

0K —F—Ky—0

con F} libre finitamente generado y K finitamente generado. Recursivamente, cons-
truimos la sucesién buscada.

La segunda parte se sigue de que todo médulo proyectivo finitamente generado es
finitamente presentado. n

Cabe observar que lo que afirma el lema anterior es que la clase de médulos finitamente
presentados sobre un anillo coherente a izquierda es cerrada por sizigias de resoluciones
que consistan de modulos finitamente generados. Introduciremos la siguiente definicion
para referirnos a dicha propiedad.

Definicién 5.7. Sea S una clase de médulos finitamente presentados. Diremos que S
es cerrada por sizigias pequenas si toda resolucion proyectiva

R R ML gy
con M € § y P; finitamente generado, satisface que toda sizigia pertenece a S.

Tenemos la siguiente variante del lema 2.25.
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Lema 5.8. Sea R un anillo coherente a izquierda y X una clase de R-mddulos finita-
mente presentados. Si X es una clase cerrada por sizigias pequenas, entonces:

(a) - pl yil (Xh) :L(XL)’ y

(b) el par de cotorsion generado por X es hereditario.

Demostracion. Sea X una clase cerrada por sizigias pequenas.

(a) Basta con probar que X+ C X+, Para ello, consideramos M € X+, X € X' y
recordamos que existe una resolucién proyectiva

s B AR R x o,

donde F; es un modulo libre finitamente generado para todo ¢ > 0 y cada sizigia
es finitamente presentada. Ahora, por el lema del corrimiento tenemos que

Exth (X, M) = Exty, (Imfi_1, M) = 0.

Por lo tanto, M € X para toda X € X, es decir M € +X.
La prueba de *t (Xll) = (XL) se sigue de 2.25, puesto que X+t = Xt es
cerrada por cosizigias por ser coresolvente.

(b) Se sigue de 2.19 puesto que X+ es coresolvente.

]

Con lo anterior podemos presentar el resultado central que nos permitirad probar que
los pares de cotorsion referidos son pares de cotorsion tilting.

Lema 5.9. [EO00] Sean R un anillo coherente a izquierda, n > 0, M un R-mddulo
finitamente presentado y {N;}ier una familia de R-mddulos. Entonces

Exth, <M, ) Ni> ~ (D Exth, (M, N;)

i€l 1€l

para todo k > 0.

Demostracion. Como M es finitamente presentado sabemos por la observacién anterior
que existe una sucesién exacta

R S L SN S NEC Y Vg
donde F; es un moédulo libre finitamente generado. Luego, consideramos el complejo

n: 0— HomR(M,@Ni) — HomR(FO,@Ni) — .= HomR(Fn,EBNi) — ..

el el i€l

145



5.3 Un moédulo tilting que mide la dimension finitista pequena La dimension finitista

obtenido de aplicar Hom g(—, @,c; IV;) a la sucesién anterior, y la suma directa

n: 0= @ Hom (M, N;) = @ Hom p(Fy, N;) = ... = EQHom z(F,, N;) — ...

el el el

de los complejos obtenidos al aplicar Hom g(—, N;) a la sucesién exacta anterior. Re-
cordando que F; & R4 para algtin conjunto X; para todo i > 0, tenemos que

(X3)
Hom z(F;, P N;) = (@ N,-) = (P Hom g(F;, N;)

el iel el

para todo ¢ > 0. Como el isomorfismo anterior es natural, obtenemos que las homologias
de los complejos 1 y i’ son isomorfos. Por lo que podemos concluir lo deseado ya que
la homologia conmuta con sumas directas. [

Ahora podemos dar una aplicacién interesante al teorema 4.21.

Lema 5.10. [AHT02] Sean n > 0, R un anillo coherente a izquierda y S una clase de
modulos finitamente presentados cerrada por sizigias pequenias. Si (U, V) es el par de
cotosion generado por S, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) U C Pn;
(b) existe un mddulos n-tilting T tal que V = T+,

Demostracion. Dado que S es cerrado por sizigias pequenas, por 5.8 sabemos que
St=str=y y tw=ly=y

y que (U,V) es hereditario. Ademds, dado que S consiste de mddulos finitamente
generados, tiene un conjunto de representantes, pues todo médulo es isomorfo a un
cociente de R™. Asi que por 2.36 podemos concluir que (U, V) es completo. Por lo
tanto, basta mostrar que U NV es cerrado bajo coproductos para concluir lo deseado
por 4.21. Para ello, dado que U es cerrado por coproductos, basta ver que ¥V también
lo es. Esto se sigue del lema anterior puesto que S consiste de médulos finitamente
presentados. O

Cabe observar que este lema nos da una basta coleccién de pares de cotorsion tilting.

Ejemplo 5.11. [AHTO02] Sea R un anillo coherente a izquierda. Por 5.6 sabemos que
para todo 0 <7 < n, la clase

S:=Q"1{X €P,| X es finitamente presentado}

es cerrada por sizigias. Por lo tanto, en caso de que el anillo sea coherente a izquierda,
tenemos por el lema anterior que el par de cotorsion generado por S es un par de
cotorsion tilting.
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Una aplicacion interesante del lema anterior resulta al considerar el par de cotorsion
generado por la clase de médulos finitamente presentados de dimension proyectiva
menor o igual a n.

Proposicién 5.12. [AHT02] Sean R un anillo coherente a izquierda y
S, ={X € P, | X es finitamente presentado}

para todo n > 0. Entonces para todo n > 0 existe un modulo n-tilting T,, tal que
T+ = SH. Mds ain, si R es noetheriano a izquierda y findim (rR) > n, entonces
pd (T,,) = n.

Demostracion. Sea n > 0. Por 5.6 la clase de los médulos finitamente presentados con
dimension proyectiva menor o igual a n es cerrado por sizigias pequenas en caso de
que el anillo sea coherente a izquierda. Asi que por 5.10 sabemos que existe un moédulo
n-tilting T), tal que T- =V, donde (U, V) es el par de cotorsiéon generado por S.
Ahora, en caso de que el anillo sea noetheriano, la clase de los R-mddulos finitamente
generados coincide con la clase de los R-moédulos finitamente presentados. En caso de
que findim (R) > n, existe un médulo finitamente presentado M con co > pd (M) > n.
Por lo que podemos concluir que

n<pd(M)<pd(S)<pdU)<n
por 4.21. Por lo tanto, pd (7},) = n por 5.3. O

Con ayuda del lema anterior alcanzamos nuestro objetivo al caracterizar los anillos
noetherianos a izquierda tales que findim (grR) < oo.

Teorema 5.13. [AHT02] Sea R un anillo noetheriano por la izquierda y (A, B) el
par de cotorsion generado por S, que denota a la clase de R-mddulos finitamente

generados de dimension proyectiva finita. Entonces findim (R) < oo si y sélo si existe
un R-mdédulo tilting tal que T+ = B. En tal caso, findim (rR) = pd (T).

Demostracion. Supongamos que existe un R-moédulo tilting 7" con pd (T') = n tal que
T+ = B. Dado que el anillo es noetheriano, S es cerrado por sizigias pequefias por
5.6, asi que A C P,, por 5.10. Pero para todo R-moédulo finitamente gnerado M de
dimensién proyectiva finita tenemos que

Mesg(si):A.

Por lo tanto, findim (rR) < n.

Para el reciproco retomamos la notacién utilizada en 5.12, y observamos que en caso
de que findim (g R) = n, se tiene que S,, = S. Luego, por 5.12 existe un médulo tilting
T de dimensién proyectiva n tal que T+ = S+ = S+ = B. O
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5.4. Un criterio para la igualdad de las dimensiones
finitistas

En esta secciéon, utilizaremos la teoria construida para caracterizar cuando un anillo
coherente a izquierda R satisface que Findim (g R) = findim (g R).

Proposicion 5.14. [AHT02] Sean R un anillo y M un R-mddulo n-tilting. Los si-
guientes enunciados son equivalentes:

(a) la categoria Add (M) es cerrada por cokerneles de monomorfismos,
(b) P =+ (M*).

Ademds, en tal caso Findim (rR) < n.

Demostracion.
(a) = (b) Por 5.3 sabemos que pd (l (Ml)) < m, con esto tenemos que - (Ml) CP,

por lo que basta probar que P C + (M L). Para ello recordamos que M~ es preenvol-
vente especial por 2.37, de modo que para todo A € P existe una sucesién exacta

0—A—-X—-=Y—=0

con X e MtyY et (ML) Ahora, por 2.53 podemos concluir que X € P ya que
A,Y € P. Luego, por 4.17 existe una sucesién exacta

O—>Mm+1$Mm—>...%Mo—>X—>O
con M; € Add (M) para todo 0 < i < m + 1, lo que implica que X € Add (M) por

hipétesis. Finalmente, como + (ML) es resolvente y X € Add (M) C + (ML) por 4.18,
al igual que Y, podemos concluir que A € + (M L)—

(b) = (a) Por 4.18 sabemos que Add (M) = P N M+, lo que implica que Add (M) es
cerrado por conticleos de monomorfismos puesto tanto P como M~ lo son.

Ahora, en caso de que satisfaga alguno de estos puntos, como pd (L (M L)) = n por
53y P=1+ (ML), se sigue que P = P,,. Por lo tanto, Findim (zrR) < n. O

Ahora podemos caracterizar cuando las dimensiones finitistas grande y pequena coin-
ciden cuando el anillo es coherente a izquierda.

Teorema 5.15. [AHT02] Sean R un anillo coherente a izquierda, S es la clase de
los mddulos finitamente presentados de dimension proyectiva finita y (A, B) el par de
cotorsion generado por S. Los siquientes enuciados son equivalentes:
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(a) Findim (rR) < 0o y P C F(S);
(b) findim (rR) < 00 y P C F(S);

(c) existe un médulo n-tilting T tal que B =T+ y Add (T) es cerrado por coniicleos
de monomorfismos; y

(d) A=P.

Ademds, en caso de que se cumpla alguna de estas condiciones
Findim (gR) = findim (gR) < n.

Demostracion.
(a) = (b) Es trivial.

(b) = (d) Supongamos que findim (rR) < co y P C F(S). Como R € S, se sigue de
2.39 que A consiste de los R-mddulos que son sumandos directos de los R-mddulos
S-filtrados. En particular, P C A. Ademads, como findim (zR) = k < 0o tenemos que
S C Py. Asi que por 2.50 tenemos que F(S) C F(Px) C Py. Por lo tanto, A C Py.

(d) = (a) Supongamos que A =P. Como R € S, se sigue de 2.39 que todo elemento
de P es sumando directo de un R-moédulo S-filtrado.

Ademas, como P es cerrado por coproductos podemos concluir que Findim (g R) < oc.
En efecto, si suponemos que Findim (zrR) = oo, para todo n € N existe un R-médulo
M, tal que pd (M,) > n. Asi que

pd EB M, | = oo,
neN
lo cual contradice que P sea cerrado por coproductos.
(b) = (¢) Dado que findim (rR) < o0, existe k£ > 0 tal que S = Sk, donde
Sk :={X € Pi| X es finitamente presentado} .

Asi que por 5.12 existe un R-médulo k-tilting 7' tal que T+ = B. Ademdas como
(a) = (¢), A =P. Asi que por 5.14 tenemos que Add (T") es cerrado por conticleos de
monomorfismos.

(¢) = (d) Supongamos que existe un R-médulo tilting T tal que T+ = By Add (T)
sea cerrado por conicleos de monomorfismos. Por 5.14 sabemos que

P="(T")="*B=A

Finalmente, en caso de que R satisfaga algunos de los puntos anteriores. Tenemos que
Findim (gR) = n y findim (gR) = k para algiin co > n > k > 0, por lo que existe un
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R-médulo M tal que pd (M) =ny S =S¢ C Pi. Entonces, se sigue de 2.50, que todo
R-modulo S-filtrado pertenece a Py, por ser Py-filtrado. Ahora, también sabemos que P
consiste de sumandos directos de R-mddulos S-filtrados, lo que implica que pd (M) < k
por el razonamiento anterior. Por lo tanto, findim (rR) = Findim (gR). O

5.5. Cotas para la Dimension Finitista

Se ha visto en la seccién 2 que un par de cotorsion tilting (X, )) es un par de cotorsién
completo y hereditario tal que pd, (X) < oo, al igual que un par de cotorsién cotilting
(A, B) que es hereditario, completo y que idg (B) < co. En esta secciéon veremos que
un par de cotorsion (X, )) satisfaciendo que pdy (X) < 0o o que idy ()) < oo brinda
cotas atractivas para las dimensiones finitistas.

Comenzaremos por expresar las dimensiones finitistas en términos de dicho par de
cotorsion siguiendo los pasos de [HM10].

Lema 5.16. [HM10] Sean (X,Y) un par de cotorsion completo y hereditario en Mod (R)
conw=XNY . En caso de que pdy (X) < 0o y a = resdimy (P). Se cumplen los
siquientes enunciados:

(a) a = resdimy (@) = resdim,, (©) = pd, (P) < pd (©).
(b) pd (&) = Findim (rR).

En caso de que idy () < oo y o/ = coresdimy (Z). Se cumplen los siguientes enuncia-
dos:

(a) o = coresdimy (w") = coresdim,, (w") =id, (Z) < id (w").
(b) id (w¥) = inj. Findim (g R).

Demostracion. Probaremos la primera parte, la prueba de la segunda es dual.

(a) Sea M € P. Por 2.70(b) tenemos que resdimy (M) = pd,, (M). Més atn, dado
que pd (X) = pdy (X) < 0o por 2.68 y que M € P, si tomamos una sucesion
exacta

0—>M-—->B—>A—0

con A€ Xy BeY,setiene que B€ PNY =& por 2.70(b) (la cual existe por
ser (X,)) un par completo). Ademds, por 2.53 tenemos que

pdy (M) < pdy (B) < pdy (@)

Lo cual prueba por 2.70(b) que a = pdy, (P) < pdy, (©).
Por otro lado, dado que & C P tenemos que resdimy (&) < a. Por lo que

resdimy (&) < o = pdy, (P) < pdy (@),

150



5.5 Cotas para la Dimensién Finitista

pero como @ = P N B tenemos que resdimy (& =) pdy, (@) por 2.70(2), asi que
resdimy (@) = a = pdy, (P) = pdy, (@) < pd (@) .
Finalmente, por 2.67 se obtiene que

a = resdimy (@) = resdim,, (&) = pd, (P) < pd (@) .

Por 2.70(d) sabemos que @ = PNY C P , asi que
pd (@) < pd (P) =: Findim (gR) .

Luego, para probar la otra desigualdad se observa que para todo M € P, por el
razonamiento anterior existe una sucesion exacta

0O—-M-—->B—-A-=0

con A € X'y B € &. Asi que por 2.53 tenemos que pd (M) < max {pd (B),pd (A) — 1}.
Pero como pd (w) = pd (X) por 2.68, tenemos que
Findim (gR) := pd (P) < mix {pd (&),pd (A) — 1}
< méx{pd (&), pd (w) — 1}
< pd (@)

ya que w C @.

Teorema 5.17. [HM10] Sean (X,)) un par de cotorsion completo y hereditario,

a =resdimy (P), f = resdimy (P<*), o = coresdimy (Z) y ' = coresdimy (Z=%°).

En caso de que pdy (X) < oo, se cumplen los siguientes enunciados:
(a) o < Findim (zpR) < pdy (X) + a.
(b) B < findim () < pdy (X) + 5.

En caso de que idy (Y) < oo, se cumplen los siguientes enunciados:
(a) o <inj.Findim (rR) <idy (V) + .
(b) ' < inj.findim (grR) < idy (V) + F'.

Demostracion. Probaremos el primer enunciado, la prueba del segundo es dual.

(a)

Por el lema anterior se tiene que a < Findim (gR), por lo que basta probar que
Findim (grR) < pdy (X) + «, lo cual se cumple por 2.70(c).
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(b) Por 2.70(b) tenemos que
f = pdy, (P=*) < pd (P=*) := findim (gR),
y por 2.70(c) tenemos que

findim (g R) := pd (P=%°) < pdy (X) + resdimy (P=°) = pdy (X) + S.

Como corolario obtenemos un criterio de finitud para las dimensiones finitistas.

Corolario 5.18. [HM10] Sea R un anillo.
(a) Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a1) Findim (rR) < o0,

(a2) existe un par de cotorsion hereditario y completo (X,Y) que satisface las
desigualdades pdy (X) < 0o y a = resdimy (P) < oo,

(a3) todo par de cotorsion hereditario y completo (X,Y) con pdy (X) < oo cum-
ple que resdimy (P) < oo.

(b) Los siguientes enunciados son equivalentes:
(b1) findim (rR) < o0,

(b2) eziste un par de cotorsion hereditario y completo (X,)) que satisface las
desigualdades pdy (X) < 0o y 8 = resdimy (P<>) < oo,

(b3) todo par de cotorsion hereditario y completo (X,)) con pdy (X) < 0o cum-
ple que resdimy (P<*°) < oc.

(c) Los siguientes enunciados son equivalentes:
(c1) inj. Findim (rR) < oo,

(c2) eziste un par de cotorsion hereditario y completo (X,Y) tal que idy () < oo
y o = coresdimy (Z) < oo,

(¢3) todo par de cotorsion hereditario y completo (X,Y) conidy (Y) < oo cumple
que coresdimy (Z) < oo.

(d) Los siguientes enunciados son equivalentes:
(d1) inj.findim (rR) < o0,

(d2) existe un par de cotorsion hereditario y completo (X,Y) tal que idy () < 0o
y ' = coresdimy (Z<%°) < oo,
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(d3) todo par de cotorsion hereditario y completo (X,Y) conidy (Y) < oo cumple
que coresdimy (Z<*°) < oco.

Demostracion. Probaremos los primeros dos enunciados. La prueba de los enunciados
(c) y (d) es dual.

Las implicaciones (a2) = (al), (al) = (a3), (b2) = (b1) y (b1) = (b3) se siguen de
5.17, por lo que basta probar (a3) = (a2) y (b3) = (b2).

Para ello, basta mostrar que existe un par de cotorsiéon hereditario y completo (X, ))
con pdy (X) < oo, pero dicho par siempre existe. En efecto, para todo n € N hemos
visto que el par (P,, Py) es hereditario y completo, asi que pdp_ (P,) = pd (P,) < n.

m

Ahora comenzaremos nuestro analisis. Recordamos que la primer conjetura de la di-
mensién finitista afirma que Findim (zR) = findim (gR). Dicha conjetura es falsa
para anillos arbitrarios. De hecho Smalg mostré en [Sma00] que la diferencia entre
Findim (g R) y findim (gR) puede ser tan grande como sea deseado. A continuacién
veremos un resultado que acota la diferencia entre dichos valores.

Teorema 5.19. [HM10] Sean R noetheriano a izquierda con findim (rR) < oo y
(X,)) el par de cotorsion generado por P<* yw = X N)Y. Los siguientes enunciados
se satisfacen:

(a) resdimy (P) — findim (g R) < Findim (zR) — findim (g R) < resdimy (P).

(b) Findim (rR) = findim (grR) si y sdlo si pd (w) = pd (w").
Demostracion. Observamos que como findim (R) < oo, existe un médulo tilting 7" tal
que T+ =Y y findim (zkR) = pd (T) = pd (X) = pdy (X) por 5.13 y 5.3.

(a) Por 5.17 sabemos que

resdimy (P) < Findim (zR) < pdy (X) + resdimy (P) .
Pero hemos observado que findim (g R) = pd (X). Asi que tenemos la desigualdad
resdimy (P) < Findim (gR) < findim (gR) + resdimy (P)

que es equivalente a la desigualdad buscada.

(b) Debido a que pdy (X) < oo, sabemos que pdy (X) = pd (w) por 2.68(b), y que
pd (w") = Findim (gR) por 5.16. Pero findim (zR) = pdy (X). Por lo tanto,
Findim (gR) = findim (gR) si y sélo si pd (w) = pd (w").

]

153



5.6 Ejemplos La dimension finitista

Corolario 5.20. [HM10] Sea T un mddulo tilting. Si R es noetheriano a izquierda,
entonces

Findim (rR) < pd (T) +id (T) .
Demostracion. Sea (X,Y) el par de cotorsién generado por T'. Cabe recordar que
w:=ANB=Add(T) y que pd (T) = pd (X) = pdy (X).
Considerando estas igualdades, por 5.17 tenemos que
resdimy (P) < Findim (gR) < pdy (X) + resdimy (P) = resdimy (P) + pd (7)),
pero por 5.16 sabemos que pdy (X') = pdpqq, (P), asi que
pdy (X) = pdpgqy (P) = idp (AddT) < id (AddT).

Finalmente, como R es noetheriano podemos concluir que id (7") = id (AddT). En efec-
to, en caso de que id (T') = oo, la afirmacion es trivial puesto que id (T') < id (AddT)
debido a que T" € Add (T'). En caso de que id (T') = k < oo, existe una coresolucion
inyectiva

0—->T—1y—..—> 1, —0.

Asi que al considerar el coproducto de « copias de la coresolucién anterior, obtenemos
la sucesion exacta
0T 1 - -1 0,

que es una coresolucién inyectiva de 7@, debido a que en un anillo noetheriano el
coproducto de médulos inyectivos es inyectivo. Por lo tanto, id (AddT) =id (7). O

5.6. Ejemplos

5.6.1. Acotando la dimension finitista con la cotorsion de
Warfield

En esta seccion utilizaremos el trabajo hecho en 4.4.1. Para ello consideraremos un
p.p- anillo R y la clase de médulos libres de torsion

F:={M € Mod (R) | Tor{ (R/rR,M)=0 Vre R}.

En este contexto, probamos en 4.45 que (.F ,F L1) es un par de cotorsion 1-cotilting.

A continuacién aprovecharemos los resultados de este capitulo para acotar la dimension
finitista inyectiva con ayuda de F y F*!. Para ello mencionaremos algunos resultados
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conocidos de la clase F11.

Definicién 5.21. Los R-médulos de la clase F' reciben el nombre de médulos de
cotorsiéon de Warfield. Por ello, denotaremos W := F1.

Para comodidad del lector reformulamos 4.45 de la siguiente manera.

Corolario 5.22. Si R es un p.p. anillo, entonces se cumplen los siguientes enunciados:
(a) (F, W) es un par de cotorsion cotilting;
(b) F es precubriente especial;
(c) W es preenvolvente especial;
(d) "W = tw;
(e) Fft =Fti:y
(f) id (W) < 1.

Se sigue de 5.17 el siguiente resultado.

Proposicion 5.23. Si R es un p.p. anillo, entonces se cumplen las siguientes desigual-

dades;

(a) coresdimyy (Z) < inj. Findim (rR) < 1 + coresdimyy (Z), y

(b) coresdimyy (Z<°°) < inj. findim (zrR) < 1 + coresdimyy (Z<>).
Podemos refinar el resultado anterior con ayuda del siguiente lema.

Lema 5.24. Sipd (F) <n+1, entonces W es cerrado por n-cocientes.
Demostracion. Se sigue de 1.33(a). O

Ahora, en caso de que W sea cerrado por n-cocientes, es claro que coresdimyy (M) < n.
Por lo tanto, obtenemos la siguiente cota de la dimensién finitista.

Proposicién 5.25. Si R es un p.p. anillo y pd (F) < n+ 1, entonces se cumplen las
siguientes desiqualdades;

(a) coresdimyy (Z) < inj. Findim (zkR) <n+1, y
(b) coresdimyy (Z<°°) < inj.findim (rR) < n + 1.
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5.6.2. Acotando la dimension finitista con modulos S-divisibles

En esta subseccién nos remitimos al ejemplo 4.4.2, donde, considerando un dominio en-
tero R, un subconjunto multiplicativo S y la clase S de médulos S-divisibles, probamos
que existe un médulo tilting §g tal que 65 = Gen (§5) = Geny(ds) = S. A continuacién
estudiaremos el par de cotorsién (LS , S) con el fin de acotar la dimensién finitista.

A lo largo de esta seccién consideraremos un dominio entero R, un subconjunto mul-
tiplicativo S y la clase & de médulos S-divisibles. Ademéas utilizaremos la siguiente
notacion.

Definicién 5.26. Dado un anillo R denotamos como G(R) a la clase de R-médulos
que admiten una resolucién proyectiva de médulos proyectivos finitamente generados.

Siguiendo los pasos de Silvana Bazzoni en [Baz09] podemos probar lo siguiente.

Lema 5.27. Dado s € S y m € Z" sea u,, : R™ — R™ el morfismo definido como
u(x) = sx. Entonces, para todo D € S el morfismo Hom g(un,, D) es suprayectivo.

Demostracion. Sea g € Hom g(R, D). Como D es S-divisible y s € S, existe f(1) € D
tal que g(1) = sf(1). La funcién f : R — D definida como f(x) = xf(1) es un morfismo
de R-mddulos tal que g(z) = zg(1) = xsf(1) = sf(x). Por lo tanto, Hom g(u, D) es
suprayectivo para m = 1. Para m > 1, el resultado se sigue de que u,, = &* ;uy. [

Proposicién 5.28. Sea
Q;:Rslz{“yaefz,ses}.
s

Sipdg (G(Q)) =0, entonces S = (P1 N G(R))™.
Demostracion. Dado que R/Rr € P; N G(R) para todo r € S, es claro que
(P1NG(R))™ CS.

Para probar que S C (P; N G(R))™" observamos que para todo C' € Py N G(R) existe
una sucesion exacta
0—-P —-FP—>C—=0

con Py y P; R-médulos proyectivos finitamente generados. Como P; es proyectivo
finitamente generado, existe ()1 proyectivo finitamente generado tal que P, & Q) = R™
con m € Z*. Se sigue que existe una sucesién exacta

0O—=>R"—> Q1P —C—=0.
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Analogamente, existe )y proyectivo finitamente generado tal que Qo @ Q1 d Py = R"
con n € Z*. Por lo tanto, existe una sucesién exacta

0—>R"—>R'"->C®Qy—0

con )y proyectivo finitamente generado. Entonces, como (P; N Q(R))Ll es cerrado por
sumandos directos, basta probar que Ext}{ (X,D) =0 para todo D € S y todo X que
admite una resolucién proyectiva de la forma

0—R" 5 R" = X =0 (5.A)

con m,n € Z*.

Sean D € § y X un R-mo6dulo con una resolucion proyectiva de la forma 5.A. Como
@ es plano (ver 3.48 de [Rot9f]), aplicando _ ®g @) obtenemos la sucesién exacta de
()-modulos

0—>Rm®RQM%QRn®RQ—>X®RQ_>O7 (5'B)

donde R" ®r Q = Q™ v R" ®r Q = Q" son (Q-mddulos proyectivos. Por lo tanto,
X ®r Q € G(Q), asi por hipétesis X ®@r @ es un Q-mddulo proyectivo, lo que implica
que la sucesion exacta 5.B se escinde. Por otro lado, podemos expresar a p como una
matriz A € M, »,,(R). De modo que 5.B es equivalente a una sucesién exacta

0—>Qmﬁ>Q"—>X®RQ—>O

que se escinde. Por lo que existe una matriz B’ € M, (Q) tal que B’A = 1,,, donde 1,,
es la matriz identidad de M, x,,(R). Ademas, si s es el producto de los denominadores
de las entradas de B’, tenemos que B = sB’ es una matriz en M,,,(R) tal que
sB'’A=sl,,conseS.

Veamos que Ext} (X, D) = 0. Aplicando Hom (_, D) a 5.A obtenemos la sucesién
exacta

Hom x(R", D) """ Hom »(R™, D) — Extk (C, D) — Extl, (R", D) = 0.
Observamos que Hom r(A, D) es suprayectiva. En efecto,
Hom r(A, D) Hom g(B, D) = Hom r(BA, D) = Hom g(sl,,, D)

es suprayectivo por el lema anterior, lo que implica que Hom g(A, D) es suprayectivo.
Por lo tanto, Exty, (X, D) = 0. O

En caso de que R sea noetheriano sabemos que (P; N G(R))™ = (PF°)" = Pt por
2.49. Por lo que tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 5.29. Sean R un dominio entero, S un subconjunto multiplicativo, S la

clase de médulos S-divisibles y Q := RS™". Sipdg (G(Q)) = 0, entonces S = P

Podemos resumir los resultados obtenidos en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 5.30. Sean R un dominio entero, S un subconjunto multiplicativo, S la
clase de médulos S-divisibles y Q = RS™'. Entonces, existe un mddulo 1-tilting dg
tal que 6+ = S. Mds ain, en caso de que pdg (G(Q)) = 0 se cumplen las siguientes
propiedades:

(a) (P1NG(R),S) es un par de cotorsidn tilting,
(b) (PLOGR)) = (PiNG(R)" =S, y
(c) 'S =18 =P, NG(R).

Si ademds el anillo es noetheriano, entonces dichas propiedades las podemos expresar
de la siguiente manera:

(a) (P1,S) es un par de cotorsion 1-tilting,
(b)) Pt =Pi* =S,y
(C) J'IS = J‘S = Pl.

Finalmente utilizando 5.17 obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 5.31. Sean R un dominio entero, S un subconjunto multiplicativo, S la
clase de médulos S-divisibles y Q := RS™'. Entonces,

(a) resdim. s (P) < Findim (grR) < resdim.s (P) + 1, y
(b) resdim.g (P<>) < findim (g R) < resdimig (P<>) + 1.

Mads atin, en caso de que pdg (G(Q)) = 0, dichas desigualdades las podemos expresar
como:

(a) resdimp gg) (P) < Findim (gR) < resdimp,ngry (P) +1, ¥
(b) resdimp,rg(ry (P<>°) < findim (zR) < resdimp,g(r) (P<>) + 1.

Si ademds el anillo es noetheriano, entonces dichas desigualdades las podemos expresar
de la siguiente manera:

(a) resdimp, (P) < Findim (rR) < resdimp, (P) + 1, y
(b) resdimp, (P=*°) < findim (gR) < resdimp, (P<*) + 1.
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Nomenclatura

Add (M)

add (M)

Dicr M;
Cogen (M)

Cogen,,(X)

Coker (f)

denota a la clase de R-mddulos isomorfos a sumandos directos de sumas
directas de elementos de M

denota a la clase de R-mddulos isomorfos a sumandos directos de sumas
directas finitas de elementos de M

el coproducto de la familia de R-mdédulos M,

la clase de los R-mdédulos M-cogenerados, que consiste de los R-modulos
X que admiten un monomorfismo X — [];c; M; para algun conjunto

{M;}ier CTM

la clase de R-mdédulos X que admiten una sucesion exacta de la forma
0— X — .. — X, donde X; € Prod (X) para todo i

contcleo del morfismo f

coresdimy (M) la dimensiéon de X-coresolucion

Gen (M)

Gen, (X)

Hom r(M, N)
idy (C)

Inj (R)

la clase de los R-mddulos M-generados, que consiste de los R-mddulos
X que admiten un epimorfismo @,c; M; — X para algin conjunto

{M;}ier CM

la clase de R-mddulos X que admiten una sucesién exacta de la forma
X, = ... > X — 0 donde X; € Add (X)) para todo i

el grupo de R-morfismos de M a N
la dimension inyectiva relativa a X de M

la clase de R-moddulos inyectivos
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Nomenclatura

Ker (f)

<K
Py

7)</{

v
P

Mod (R)
Mod (R — S)
Mod (R?)
OF(M)

QF(M)

164

nucleo del morfismo f

la clase de los moédulos libres de torsion, esto es, los médulos M tales
que Torf (R/rR,M)=0 VYreR

la clase de R-mdédulos M-filtrados

la clase de R-mdédulos que admiten una resolucion proyectiva de médu-
los proyectivos finitamente generados

la clase de las R-médulos de dimension inyectiva finita
la clase de las R-mddulos de dimension inyectiva menor o igual a n
la clase de las R-mddulos de dimension proyectiva finita

la subclase de R-mddulos P,, N P<*F

la subclase de R-modulos de P que admiten una resoluciéon proyectiva
formada por modulos proyectivos k >-generados

la clase de las R-modulos de dimensién proyectiva menor o igual a n

la clase de R-mddulos que admiten una X'-corresolucién finita

la clase de R-mo6dulos que admiten una X-resolucion finita

la categoria de R-mddulos a izquierda

la categoria de bimodulos, R-modulos a derecha S-moédulos a izquierda
la categoria de R-mddulos a derecha

la clase de las sizigias k-ésimas de M para todo M € M

la clase de las sizigias k-ésimas de M sobre cualquier resolucién proyec-
tiva de M



Nomenclatura

pdy (C)
Prod (M)

[lier M;
Proj (R)

resdimy (M)

la clase de las cosizigias k-ésimas de M para cualquier M € M

la clase de las cosizigias k-ésimas de M sobre cualquier coresolucion
inyectiva de M

la dimension proyectiva relativa a X de M

denota a la clase de R-moédulos isomorfos a sumandos directos de pro-
ductos de elementos de M

el producto de la familia de R-moédulos M;,c;
la clase de R-mddulos proyectivos

la dimension de X-resolucién

la envolvente inyectiva de M

el producto de « copias del R-moédulo M

el coproducto de « copias del R-médulo M
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