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Prefacio

La palabra cosmología proviene del griego κoσµoλoγíα (compuesto por
κóσµoς - cosmos - orden y λoγια -loguía- tratado, estudio) denominado fi-
losofía de la naturaleza, que estudia todo lo relacionado con el universo: su
origen, su forma, su tamaño, las leyes que lo rigen, etc.
El presente trabajo surgió como continuación a mi Servicio Social en el tema
de Integrales de Trayectoria y de un Seminario de Cosmología del verano
de 2013 impartido por el Dr. José David Vergara Oliver en el Instituto de
Ciencias Nucleares (ICN), UNAM.

Esta tesis tiene como objetivo dar una introducción general a la Cosmo-
logía centrándose en la métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker
(FLRW), luego dar un vistazo al álgebra de la Cosmología polimérica y su
distinción con la Cosmología usual y, finalmente, obtener dos resultados: el
oscilador armónico polimérico y la evolución del radio cosmológico en la Cos-
mología Polimérica a partir del espacio de momentos.

Para esto se presenta en el Capítulo 1 las bases matemáticas necesarias:
qué es un producto interior, un espacio de Banach, de Hilbert, un C∗-álgebra
y el teorema de Hahn-Banach; un poco de álgebra de operadores junto con
la definición de la norma de un operador, siguiendo con el álgebra de la Me-
cánica Cuántica (el formalismo de Schrödinger y el de Heisenberg), luego
el teorema de Stone-von Neumann, que nos da las condiciones suficientes y
necesarias para que las representaciones de la Mecánica Cuántica sean equi-
valentes entre sí. Además, se presenta el álgebra de la Cosmología Polimérica
y una breve introducción a la teoría de constricciones y al método de pro-
medio de grupo, el cual sirve para extraer estados físicos de un espacio de
Hilbert cinemático.
En el Capítulo 2 se expone una introducción a la Cosmología Isotrópica,
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obteniendo la métrica FLRW, las ecuaciones de Einstein (donde se detalla
cómo obtener los símbolos de Christoffel y el escalar de Ricci) y se postula
el principio de Covarianza General, también se obtienen las ecuaciones de
Friedmann, Raychaudhuri, Klein-Gordon y la ecuación de continuidad a par-
tir del análisis canónico del Hamiltoniano Gravitacional y del Hamiltoniano
de Materia. Finalmente, se dan las condiciones de Energía y las singularida-
des que presenta la Cosmología Isotrópica.
El Capítulo 3 es una breve introducción a las integrales funcionales (o de tra-
yectoria) y su relación con el Kernel de la ecuación de Schrödinger; además,
se hace una visita fugaz a los determinantes funcionales centrándose en el
formalismo de Gel’fand-Yaglom.
En el Capítulo 4 se utiliza el álgebra de la cosmología polimérica al caso más
simple, el de la partícula libre, luego se sigue a la partícula libre relativista
en los casos usual y polimérico para finalizar planteando el problema del os-
cilador armónico polimérico y resolverlo en dos primeras aproximaciones y
finalizar con el potencial completo utilizando el teorema de Gel’fand-Yaglom,
el cual presenta ciertos problemas.
El Capítulo 5 es un capítulo con mayor relevancia pues introduce a los ins-
tantones, que son un método para resolver integrales de trayectoria y a modo
de ejemplo se presenta el oscilador armónico No-Polimérico. La importancia
de este capítulo radica en el método que presentan los instantones para ob-
tener la energía base del sistema.
Los siguientes dos capítulos son los más importantes de este trabajo pues
dan el nombre a la tesis: Instantones en el Oscilador Armónico Polimérico y
la Cosmología Polimérica.
El Capítulo 6 es el más importante de esta tesis en cuanto al uso de instan-
tones se refiere, pues aparece el primer resultado que es la obtención de un
instantón específico del determinante del oscilador armónico polimérico. El
resultado que se obtiene del oscilador armónico polimérico es muy parecido
al que se obtiene con un potencial cuártico ((x2 − a)2). 1

El Capítulo 7 es el más importante físicamente, pues presenta el resultado
esencial de esta tesis, que es la obtención del radio cosmológico a partir de
integrales de trayectoria y del método de instantones vistos en los Capítulos
3, 5 y 6, el cual no tiene la singularidad del caso usual.
Se anexan además dos apéndices: el primero expone brevemente el método
Wentzel-Kramer-Brilloin (WKB) por su relación con las aproximaciones no

1COLEMAN, S. Aspects of Symmetry, Cambridge University Press,NY, 1988.
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perturbativas y es mencionado en la tesis; y el otro presenta la teoría de la
segunda cuantización (la cuantización de Dirac y constricciones) junto con el
método de promedio de grupo con más detalle.

Este trabajo no podría haber sido realizado sin el cariño de mis padres,
María de las Nieves Olivares Correa y Jordi Iñaki Austrich Senosiain, así
como el apoyo de mi hermana. Pero sobre todo me gustaría agradecer a mi
asesor de tesis el Dr. José David Vergara Oliver por su apoyo, dedicación y
paciencia que ha tenido conmigo y en motivarme en la realización de este
proyecto.
Finalmente, agradecer a los proyectos DGAPA PAPIIT: IN109013 y IN103716
por su apoyo económico parcial.

México, D.F., julio 2016.
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Capítulo 1

Fundamentos Matemáticos

En este capítulo se hará un repaso a los espacios de Hilbert, a la definición
de una álgebra C∗, varios teoremas y lemas que serán utilizados en capítulos
posteriores o que dan un mayor entendimiento al espacio en el que se está
trabajando y se desarrolla el álgebra en la mecánica cuántica polimérica.

1.1. Conceptos Básicos
Se asume que el concepto de espacio vectorial es conocido por el lector.

Definición 1. Norma:
Sea V un espacio vectorial, se define la norma como un mapeo ‖·‖ : V → R
tal que

i. ‖v‖ ≥ 0 ∀v ∈ V ‖v‖ = 0⇔ v = 0

ii. ‖λv‖ = |λ|‖v‖ ∀λ ∈ C, ∀v ∈ V

iii. ‖v + ω‖ ≤ ‖v‖+ ‖ω‖ (Desigualdad del Triángulo)

Nota 1. La norma de un espacio vectorial, V , define una métrica d sobre V
dada por

d(x, y) ≡ ‖x− y‖

Un espacio vectorial normado completo con la métrica asociada, es decir, toda
sucesión de Cauchy converge bajo esta métrica, se llama espacio de Banach,
al cual denotaremos como B.

1



Definición 2. Producto Pre-Interior:
El producto preinterior sobre un espacio vectorial es un mapeo 〈·, ·〉 : V ×V →
C tal que

i. 〈v, ω〉 = 〈ω, v〉 ∀v, ω ∈ V

ii. 〈v, λ1ω1 + λ2ω2〉 = λ1〈v, ω1〉+ λ2〈v, ω2〉 ∀v, ω1ω2 ∈ V ∀λ1, λ2 ∈ C

iii. 〈v, v〉 ≥ 0 ∀v ∈ V

Cuando 〈v, v〉 = 0⇔ v = 0, se le conoce como producto interior.

Un producto interior induce una norma dada por

‖x‖ =
√
〈x, x〉

Teorema 1. Desigualdad Cauchy-Schwartz:
Sean V un espacio vectorial normado, v, ω ∈ V , entonces:

|〈v.ω〉| ≤ ‖v‖‖ω‖

∀v, ω ∈ V

Definición 3. Espacio de Hilbert:
Un espacio vectorial con producto interior completo bajo la norma asociada,
se le llama espacio de Hilbert H; además H es separable, es decir:
∃{φn}n∈N ⊆ H tal que es una sucesión densa en H, i.e., para cualquier φ ∈ H
y ε > 0 ∃φj ∈ {φn}n∈N tal que ‖φ− φj‖ < ε
Esto nos establece un sistema coordenado.

Definición 4. Linealmente independiente:
Sea {φ}n∈N ⊂ H, se dice ser linealmente independiente si

∑
n∈N

λiφi = 0,

entonces λi = 0 para todo i ∈ N
Se dice linealmente dependiente si no es linealmente independiente.
La dimensión de H se conoce como el número máximo de vectores linealmente
independientes; un espacio de Hilbert está caracterizado por su dimensión.

Definición 5. Variedad lineal:
Sea {φn}n∈N una sucesión linealmente independiente, entonces el conjunto de
elementos de la forma φ =

∑
n

cnφn definen una variedad lineal que satisface,

ser un espacio vectorial con producto interior, pero no necesariamente es
separable ni completo.
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Definición 6. 1 Operador Acotado
Un operador acotado sobre un espacio de Banach B es un mapeo lineal A :
B → B tal que

‖A‖ ≡ sup{‖Ax‖ | x ∈ B, ‖x‖ = 1} <∞

Teorema 2. Un mapeo lineal sobre un espacio de Banach es continuo si y
sólo si es acotado.

Observación 1. Cuando se tiene un espacio de Hilbert, entonces:

‖A‖ ≡ sup{〈Aψ,Aψ〉
1
2 | ψ ∈ H; 〈ψ, ψ〉 = 1}

Cuando A es acotado en un espacio de Banach B, por definición se sigue
que

‖Av‖ ≤ ‖A‖‖v‖ ∀ v ∈ B

entonces, del mismo modo, si ∃ C > 0 tal que ‖Av‖ ≤ C‖v‖ ∀v ∈ B,
entonces A es acotado y

‖A‖ ≡ ı́nf{C > 0 | ‖Av‖ ≤ C‖v‖ ∀ v ∈ B}

Teorema 3. El espacio B(B) de todos los operadores sobre un espacio B de
Banach es también de Banach.

Definición 7. Funcional
Definimos un funcional sobre un espacio de Banach B como un mapeo lineal
ρ : B → C, el cual es continuo, entonces |ρ(x)| ≤ C‖x‖ p.a. C > 0 y ∀x ∈ B

Observación 2. Por el teorema anterior, el espacio de todos los funcionales
sobre un espacio de Banach B, es de Banach, a este espacio se le conoce
como espacio Dual y se denota como B∗

Teorema 4. Representación de Riesz
Todo funcional lineal acotado ρ sobre un espacio de Hilbert H es un producto
interior, es decir, es de la forma:

ρ(x) = 〈x0, x〉

para algún x0 ∈ H fijo.
1Es la definición también de norma de un operador; notemos que es acotado por ser un

número real.
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Teorema 5. Hahn-Banach
Para un funcional ρ0 sobre un subespacio lineal B0 de un espacio de Banach
B existe un funcional ρ sobre B tal que ρ = ρ0 sobre B0 y ‖ρ‖ = ‖ρ0‖

Definición 8. Álgebra
Un álgebra es un espacio vectorial A con una operación (multiplicación) aso-
ciativia bilineal:

· : A×A → A

Observación 3. El espacio de los operadores acotados B(B) es un álgebra
bajo la operación de multiplicación.
Más aún, sea A,B ∈ B(B), x ∈ B, utilizando dos veces la propiedad de la
norma ‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖ se tiene que

‖ABx‖ ≤ ‖A‖‖Bx‖ ≤ ‖A‖‖B‖‖x‖

y como es para todo x ∈ B, entonces:

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖

Lo que nos dice que la multiplicación en un álgebra de Banach es continua
separadamente en cada variable.2.
Por tanto, B(B) es un álgebra de Banach.

Consideremos un espacio de Hilbert H, entonces el álgebra obtiene una
estructura adicional:

Definición 9. Involución
Una involución sobre un álgebra A es un mapeo lineal ∗ : A → A tal que
para todo A,B ∈ A y λ ∈ C:

i. A∗∗ = A

ii. (AB)∗ = B∗A∗

iii. (λA)∗ = λ̄A∗

Entonces un álgebra con involución se le conoce como álgebra- ∗
Ejemplo:

Sea H un espacio de Hilbert, el operador adjunto A→ A∗ sobre H definido
por la propiedad: 〈ψ|A∗φ〉 ≡ 〈Aψ|φ〉, define una involución sobre B(H), por
lo tanto B(B) es un álgebra-∗.

2Un álgebra de Banach es un álgebra cuyo espacio vectorial es de Banach

4



Definición 10. Autoadjunto
Sea A un álgebra-∗, entonces si A ∈ A, se dice que A∗ es autoadjunto si:

A∗ = A.

Al conjunto todos los elementos autoadjuntos se le denota por

AR ≡ {A ∈ A | A∗ = A}

Observación 4. Todo elemento de un álgebra-∗ A se puede escribir como
combinación lineal de dos operadores autoadjuntos.

Demostración. Sea A ∈ A, entonces

A =
1

2
(A+ A+ A∗ − A∗) =

A+ A∗

2
+
A− A∗

2

donde el primer sumando es autoadjunto y el segundo sumando es antiauto-
adjunto, entonces, sea

A = A′ + iA′′

con A′ = A+A∗

2
y A′′ = −iA−A∗

2
.

En un espacio de Hilbert H se tiene que3.

‖Aψ‖2 = 〈Aψ|Aψ〉 = 〈ψ|A∗Aψ〉 ≤ ‖ψ‖‖A∗Aψ‖ ≤ ‖ψ‖2‖A∗A‖

Entonces por definición de norma:

‖A‖2 ≤ ‖A∗A‖ ≤ ‖A∗‖‖A‖

así ‖A‖ ≤ ‖A∗‖.
Análogamente se obtiene:

‖A∗ψ‖2 ≤ ‖ψ‖2‖A∗A‖

entonces
‖A∗‖2 ≤ ‖A∗A‖ ≤ ‖A∗‖‖A‖

Por lo tanto ‖A∗‖ ≤ ‖A‖
Obtenemos las siguientes propiedades:

3utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwartz
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i. ‖A‖ = ‖A∗‖

ii. ‖A∗A‖ = ‖A‖2 = ‖A∗‖2

Esto motiva a dar la siguiente definición:

Definición 11. Álgebra-C∗

Una álgebra-C∗ es un espacio complejo de Banach A que al mismo tiempo
es un álgebra-∗, tal que si A,B ∈ A, entonces:

i. ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖

ii. ‖A‖2 = ‖A∗A‖
Es decir, una álgebra-C∗ es un álgebra de Banach con involución donde

se cumple ‖A‖2 = ‖A∗A‖.
Además de i) y ii) se obtiene ‖A‖ = ‖A∗‖.
Lema 1. Un álgebra-∗ de Banach que cumple ‖A‖2 ≤ ‖A∗A‖ es una álgebra-
C∗.

Demostración. Sólo basta probar que se da la igualdad; i) se cumple por
definición de la norma de un operador. Entonces:

‖A‖2 ≤ ‖A∗A‖ ≤ ‖A∗‖‖A‖
entonces ‖A‖ ≤ ‖A∗‖ Análogamente

‖A∗‖2 ≤ ‖A∗A‖ ≤ ‖A∗‖‖A‖
entonces ‖A∗‖ ≤ ‖A‖
Se tiene así que ‖A‖2 ≤ ‖A∗A‖ ≤ ‖A∗‖‖A‖ = ‖A‖2 Por lo tanto se sigue

‖A‖2 = ‖A∗‖‖A‖

Hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 6. El espacio de los operadores acotados sobre un espacio de Hilbert
H, B(H) es una álgebra-C∗.

Por último daremos la definición de un morfismo entre álgebras:

Definición 12. Un morfismo entre álgebras-C∗ A,B es un mapeo lineal
(complejo) φ : A → B tal que

i. φ(AB) = φ(A)φ(B)

ii. φ(A∗) = (φ(A))∗

6



1.2. El Álgebra de la Mecánica Cuántica Poli-
mérica

Antes de definir el álgebra de la mecánica cuántica polimérica haremos
un repaso al cuadro de Schrödinger y al de Heisenberg (“mecánicas cuánticas
usuales”) y haremos mención al teorema de Stone-von Neumann.

1.2.1. Cuadro de Schrödinger

Los operadores básicos son independientes del tiempo, es decir:

i. ∂tq̂ = 0

ii. ∂tp̂ = 0

donde p̂ y q̂ son los operadores asociados al momento y coordenada genera-
lizados.

Además se cumplen las siguientes relaciones de conmutación4:

[qa, qb] = i~({qa, qb}) = 0 (1.1a)
[pa, pb] = i~({pa, pb}) = 0 (1.1b)

[qa, pb] = i~({qa, pb}) = i~δab (1.1c)

Con estos operadores podemos definir un conjunto completo de observables
que conmutan y de las relaciones (1.1a), (1.1b) y (1.1c) se puede ver que los
más simples son: qa = (q1, ..., qn) o pa = (p1, ..., pn).
Para cada conjunto completo de observables podemos, entonces, definir una
base de la forma:

q̂|q〉 = q|q〉 (1.2)
p̂|p〉 = p|p〉 (1.3)

donde q̂ y p̂ se convierten en un valor definido.

4Siguen siendo operadores aunque por simplicidad se omitió ˆ ; el término {A,B},
representa a los paréntesis de Poisson.
δ es la delta de Krönecker
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Al ser bases completas estás satisfacen con la propiedad de cerradura: 5

∞∫
−∞

dq |q〉〈q| = I (1.4)

∞∫
−∞

dq |p〉〈p| = I (1.5)

En la representación de coordenadas donde se usa la base |q〉, el operador
p̂ queda definido como:

p̂b = −i~ ∂

∂qb
(1.6)

Entonces para encontrar los coeficientes de conexión entre la base q̂ y la
base p̂ consideremos lo siguiente6,7:

〈q|p̂|p〉 = p〈q|p〉 (1.7)

⇒ −i~ ∂
∂q
〈q|p〉 = p〈q|p〉 (1.8)

⇒ −i~∂〈q|p〉
〈q|p〉

= p∂q (1.9)

⇒ ln‖〈q|p〉‖ =
i

~
pq (1.10)

〈q|p〉 =
e
i
~pq

√
2π~

(1.11)

Proposición 1.
〈q|q0〉 = δ(q − q0) (1.12)

5I representa la matriz identidad la cual puede ser infinita no numerable
6pq tiene unidades de acción
7
√

2π~ es un factor de normalización
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Demostración. Para demostrar esta proposición se hará uso de (1.5)

〈q|q0〉 =

∞∫
−∞

dp 〈q|p〉〈p|q0〉

=
1

2π~

∞∫
−∞

dp e
i
~p(q−q0)

= δ(q − q0)

Nota 2. Hemos propuesto a p̂ de la forma (1.6) para que satisfaga las rela-
ciones de conmutación (1.1a),(1.1b) y (1.1c), pero se observa que existe una
forma más general de este operador:

p̂ = a∂j + fj(x) (1.13)

Para obtener la constante a y la forma de la función fj(x) este operador
debe satisfacer las relaciones (1.1a) y (1.1c); entonces:

[xi, pj]Ψ = (xipj − pjxi)Ψ
= (xia∂jΨ + xifj)− (a∂j(x

iΨ) + fjx
iΨ)

= (xia∂jΨ + xifj)− (axi∂jΨ + aδijΨ + fjx
iΨ)

= −aδijΨ
= i~δijΨ

Por lo tanto:
a = −i~ (1.14)

[pi, pj]Ψ = 0

= {(a∂i + fi)(a∂j + fj)− (a∂i + fi)(a∂j + fj)}Ψ
= (a∂i + fi)(a∂jΨ + fjΨ)− (a∂i + fi)(a∂jΨ + fjΨ)

= a2∂i∂jΨ + fia∂jΨ + a∂i(fjΨ) + fifjΨ− (a2∂j∂iΨ + fja∂iΨ + a∂j(fiΨ) + fjfiΨ)

= fia∂jΨ− fja∂iΨ + aΨ∂ifj − aΨ∂jfi + aΨ∂ifj − aΨ∂jfi

= aΨ(∂ifj − ∂jfi)

Entonces proponemos a f(x) de la siguiente manera:

fj(x) = ∂jg(x) (1.15)
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Donde g(x) es una función con derivadas parciales continuas, garantizando
la igualdad de las parciales cruzadas, es decir, fj(x) se puede ver como deri
vable de un potencial g(x). La teoría desarrollada con el operador (1.13) es
unitariamente equivalente a la teoría desarrollada con (1.6) por lo cual vamos
a utilizar el operador definido en (1.6) de aquí en adelante.

Sabemos que Ψ(q, t) = 〈q|Ψ, t〉 y que Ψ(p, t) = 〈p|Ψ, t〉, ¿pero qué relación
hay entre Ψ(q, t) y Ψ(p, t), es decir, cómo pasamos de un espacio al otro?

Vamos a demostrar que es una simple transformada de Fourier:

Proposición 2.

Ψ(q) =

∞∫
−∞

dp
e
i
h
pqΨ(p)√
2π~

(1.16)

Demostración. Para la demostración se usarán las igualdades (1.4) y (1.11).

Ψ(q) = 〈q|Ψ〉
= 〈q|I|Ψ〉

=

∞∫
−∞

dp 〈q|p〉〈p|Ψ〉

=

∞∫
−∞

dp√
2π~

e
i
h
pq〈p|Ψ〉

=

∞∫
−∞

dp√
2π~

e
i
h
pqΨ(p)

Proposición 3.

Ψ(p) =

∞∫
−∞

dp
e−

i
h
pqΨ(q)√
2π~

(1.17)
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Demostración. Análogamente a la Proposición anterior:

Ψ(p) = 〈p|Ψ〉
= 〈p|(I)|Ψ〉

=

∞∫
−∞

dq〈p|q〉〈q|Ψ〉

=

∞∫
−∞

dq√
2π~

e−
i
h
pq〈q|Ψ〉

=

∞∫
−∞

dq√
2π~

e−
i
h
pqΨ(q)

En resumen, el cuadro de Schrödinger nos dice que los operadores no
dependen explícitamente del tiempo, sino que la dependencia temporal se en-
cuentra en la función de onda Ψ = Ψ(q, t) = 〈q|Ψ, t〉

1.2.2. Ecuación de Schrödinger y Ecuación de Evolución

A partir del cuadro de Schrödinger determinaremos dos muy importantes
resultados:

i. La ecuación de Evolución.

ii. El Kernel de la ecuación de Schrödinger.

La ecuación de Schrödinger está dada por

ĤΨ(q, t) = i~∂tΨ(q, t) (1.18)

que reescrita en notación de Dirac y proponiendo el operador P̂t = −i~∂t es:

〈q|P̂t + Ĥ|Ψ, t〉 = 0 (1.19)

Donde el hamiltoniano está definido como8

Ĥ = − ~
2m

∂2

∂q2
+ V (q) (1.20)

8se trabajará con potenciales que solo dependen de q
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Proposición 4.
|Ψ, t〉 = e

−i
~ Ĥ(t−t0)|Ψ, t0〉 (1.21)

A esta ecuación se le conoce como la ecuación de evolución

Demostración.

i~∂t|Ψ, t〉 = Ĥ|Ψ, t〉

⇒ ∂|Ψ, t〉
|Ψ, t〉

=
−i
~
Ĥ∂t

⇒ ln|Ψ, t〉 − ln|Ψ, t0〉 =
−i
~
Ĥ(t− t0)

⇒ |Ψ, t〉 = e
−i
~ Ĥ(t−t0)|Ψ, t0〉

Utilizaremos la ecuación (1.4) y la ecuación de evolución, para llegar a
obtener otra expresión para Ψ(q, t):

Ψ(q, t) = 〈q|Ψ, t〉 (1.22)

= 〈q|e
−i
~ Ĥ(t−t0)|Ψ, t0〉 (1.23)

=

∫ ∞
−∞

dq0〈q|e
−i
~ Ĥ(t−t0)|q0〉〈q0|Ψ, t0〉 (1.24)

=

∫ ∞
−∞

dq0K(q, t; q0, t0)Ψ(q0, t0) (1.25)

Donde hemos definido:

K(q, t; q0, t0) ≡ 〈q|e
−i
~ Ĥ(t−t0)|q0〉 (1.26)

Esta última ecuación es de suma importancia y se le conoce como el
Kernel de la ecuación de Schrödinger.

1.2.3. Cuadro de Heisenberg

i. ∂t|Ψ〉H = 0

ii. |Ψ〉H = |Ψ, to〉
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iii. |Ψ, t〉 = e
i
~ Ĥ(t−t0)|Ψ, t0〉 = e

i
~ Ĥ(t−t0)|Ψ〉H

9Se observa que en II. la función de onda de Heisenberg está dada a un tiempo
fijo respecto al cuadro de Schrödinger.

Ahora vamos a presentar los operadores en el cuadro de Heisenberg:

q̂(t) = e
i
~ (t−t0)Ĥ q̂e

−i
~ (t−t0)Ĥ (1.27)

p̂(t) = e
i
~ (t−t0)Ĥ p̂e

−i
~ (t−t0)Ĥ (1.28)

Además cumplen la relación de los anticonmutadores que en el cuadro de
Schrödinger se presentaron, con la condición de que sea a tiempos iguales:

[q̂(t), q̂(t)] = 0 (1.29)
[p̂(t), p̂(t)] = 0 (1.30)
[q̂(t), p̂(t)] = i~ (1.31)

1.2.4. Teorema de Stone-von Neumann

En esta subsección daremos las ideas fundamentales para desarrollar la
cosmología polimérica sin profundizar en los conceptos matemáticos, que fá-
cilmente abarcarían un libro y no es la intención de este texto.10

Al conjunto de ecuaciones de estructura, aquéllas que satisfacen las relacio-
nes de conmutación de Heisenberg en mecánica cuántica, se le conoce como
álgebra de Lie de Heisenberg.
Como es posible construir una familia de representaciones irreducibles del
grupo de Heisenberg Hn sobre un espacio de Hilbert H, entonces se cumple
el siguiente teorema:

Teorema 7 (Stone-von Neumann). Sea π una representación unitaria de
Hn sobre un espacio de Hilbert H, tal que π(0, 0, t) = e2πihtI para algún
h ∈ R/{0}. Entonces H =

⊕
Hα donde Hα son mutuamente subespacios

ortogonales de H, cada uno invariante bajo π, tal que la restricción π|Hα es
unitariamente equivalente a ρh para cada α. En particular si π es irreducible,
entonces π es equivalente a ρh.

9Este subíndice H es de Heisenberg, no confundir con el hamiltoniano
10Mayores detalles en G.B. Folland, Harmonic Analyse in Phase Space.
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Donde ρ es el mapeo del grupo de Heisenberg al grupo de operadores unitarios
de L2: ρ : Hn → L2 definido por

ρ(p, q, t) = e2πi(pD+qX+tI) = e2πite2πi(pD+qX)

Y ρh(p, q, t) = ρ(hp, q, ht) y como es un operador al ser evaluado se tiene:

ρ(p, q, t)f(x) = e2πit+2πiqx+2πipqf(x+ p)

el cual es una representación unitaria del grupo de Heisenberg Hn

En resumen, el grupo de Heisenberg tiene sólamente una única represen-
tación irreducible, localmente fiel. Es decir, que salvo equivalencias unitarias
tiene una familia dependientes de un parámetro de tales representaciones,
todas relacionadas entre sí vía automorfismos del grupo de Heisenberg, y a
su vez, todas equivalentes al cuadro de Schrödinger.

1.2.5. Álgebra Mecánica Cuántica Polimérica

Haremos un pequeño resumen de la mecánica cuántica tradicional (Schrö-
dinger y Heisenberg [S-H]) para compararla con la mecánica cuántica polimé-
rica, entonces: El espacio en (S-H) es HSch = L2(R, dx), es decir, el espacio
de las funciones cuadrado-integrables con la topología usual. Cuando x̂, p̂ son
los operadores autoadjuntos (observables de posición y momento) definimos
los operadores de rotación y traslación del álgebra de Heisenberg-Weyl:

ÛλΨ(x) = ei
λ
~ xΨ(x) (1.32)

V̂µΨ(x) = Ψ(x+ µ) (1.33)

Entonces los operadores están representados por

Ûλ = ei
λ
~ x̂ (1.34)

V̂µ = ei
µ
~ p̂ (1.35)

Que claramente en el espacio de momentos se sigue

ÛλΨ(k) = Ψ(k − λ) (1.36)

V̂µ = ei
µ
~ kΨ(k) (1.37)
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Estos operadores tienen las siguientes relaciones de conmutación:

ÛλV̂µ = e
i
~λµV̂µV̂µ (1.38)

Ûλ1Ûλ2 = Ûλ2Ûλ1 (1.39)

V̂µ1V̂µ2 = V̂µ2V̂µ1 (1.40)

Las cuales se siguen de las relaciones de conmutación de la posición y del
momento usuales.
Hay que hacer notar que los parámetros (λ, µ) son débilmente continuos, es
decir, se puede considerar cuando ambos parámetros tienden a cero. Enton-
ces por el teorema de Stone-von Neumann todas las mecánicas cuánticas con
estos parámetros débilmente continuos son equivalentes, por lo que se realiza
el siguiente postulado:

Postulado Mecánica Cuántica Polimérica:
Para generar una mecánica cuántica no unitariamente equivalente a la gene-
rada por el grupo de Heisenberg, se considera:

i. λ es débilmente continuo.

ii. µ ya no es débilmente continuo, aunque se permite que sea del orden
de la constante de Planck.

Esto nos hace considerar que el espacio de Hilbert Polimérico está dado
por11: HPoly = L2(Rd, µd), donde Rd es la recta real con la topología discreta
y µd es la medida de l2 dada por ‖f‖2

2 =
∑
j∈Λ

‖f‖2 <∞

Entonces la nueva base ortonormal está dada por |xj〉 con (xn = nµ n ∈
Z). Y se obtiene que el producto punto entre ellos (la condición de ortonor-
malidad) es:

〈xi|xj〉 =
µ

2π~

π~
µ∫

−π~
µ

dpje
i
~pj(xi−xj) = δxi,xj (1.41)

Una delta de Krönecker.12

11Topología Discreta: todo punto de nuestra recta es un abierto, donde se considera una
longitud, sea µ, la cual se convierte en nuestra “regla”

12Si µ→ 0 entonces se obtiene la delta de Dirac.
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Por lo que los operadores básicos en mecánica cuántica polimérica son
definidos de la siguiente forma:13

i. Ûλ|xj〉 = e
i
~λx̂|xj〉 = e

i
~λxj |xj〉

ii. V̂µ|xj〉 = |xj − µ〉 ≡ |xj−1〉

Nota 3.
ĺım
µ→0
〈xj|V̂µ|xj〉 = 0

pero
〈xj|I|xj〉 = 1

Entonces el operador de traslación V̂µ que corresponde al operador de mo-
mento ya no es continuo porque xj es ortonormal a xj−µ para toda µ 6= 0

Entonces la relación de conmutación satisface:[
x̂, V̂µ

]
= −µV̂µ

Falta definir un operador de momento p̂, entonces considerando la defini-
ción del operador de momento en el cuadro de Schrödinger:

p̂ = ĺım
µ→0

~
µ

(
e
i
~µp̂ − e− i

~µp̂

2i

)
= ĺım

µ→0

~
2iµ

(
i

~
µp̂+

i

~
µp̂+O2

(µ
~

))
Así, el operador de momento en caso polimérico queda definido como

p̂ =
~
µ

V̂µ − V̂ †µ
2i

(1.42)

1.2.6. Teoría de Constricciones

En este apartado consideraremos unidades naturales, i.e., ~ = 1 = c
Consideremos una partícula relativista, entonces la acción está dada por

S = −m
∫
dτ = −m

∫
dτ
√
−gµν ẋµẋν (1.43)

13Nótese que x̂|xj〉 = xj |xj〉
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En general tenemos que det
(

∂2L
∂q̇µ∂q̇ν

)
6= 0, pero en una teoría Física este

determinante es cero, lo que nos indica que habrá ecuaciones de constric-
ción14.
Consideremos Φα como nuestra constricción, entonces Φα = Φα(q, p) = 0 que
es dependiente del momento y la coordenada.
En el caso relativista, teniendo en cuenta que

pµ =
∂L
∂ẋµ

=
mgµν ẋ

ν√
−gµν ẋµẋν

(1.44)

Entonces:

pµp
µ = −m2 (1.45)

Ahora bien, si consideramos el Hamiltoniano usual obtenemos:

H = pµẋ
µ − L (1.46)

=
mgµν ẋ

ν ẋµ√
−gµν ẋµẋν

− L = 0 (1.47)

¡El Hamiltoniano es cero!
Para solucionar esto, Paul M. Dirac propuso un nuevo Hamiltoniano (un
Hamiltoniano global, donde no sólo valga la constricción pµpµ+m2 = 0 dado
por

HT = HC + λαΦα (1.48)

Donde HC = pµẋ
µ − L el Hamiltoniano Canónico.

Φα las constricciones.
Si Φ̇α = {Φα,HT} 6= 0, entonces hay constricciones secundarias, cuando es
cero sólo tenemos constricciones primarias.

Para familiarizarnos con este concepto haremos un pequeño ejemplo:
Ejemplo:
Sea L = L(q1, q2, q̇1, q̇2) = 1

2
q̇2

1 + q2q̇1 + (1− α)q1q̇2 + β
2
(q1 − q2)2

Obtenemos los momentos:

p1 =
∂L
∂q̇1

= q̇1 + q2

14Si el determinante es distinto de cero, entonces se puede poner los momentos p en
términos de las coordenadas q y viceversa
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p2 = (1− α)q1

Entonces de la primera ecuación obtenemos que q̇1 = p1 − q2 (EDO)15 y
la segunda ecuación nos genera una constricción Φ dada por

Φ = 0 = p2 − (1− α)q1

Claramente det
(

∂L
∂q̇a∂q̇b

)
= 0

El Hamiltoniano canónico está dado por

HC = p1q̇1 + p2q̇2 − L

=
1

2
(p1 − q2)2 − β

2
(q1 − q2)2

Ahora construiremos nuestro Hamiltoniano Total, pero primero checare-
mos si hay constricciones secundarias:

Φ̇ = {Φ, HT} = {Φ, HC + λΦ} = {p2 − (1− α)q1, HC}

= {p2,
1

2
(p1 − q2)2 − β

2
(q1 − q2)2} − (1− α){q1,

1

2
(p1 − q2)2 − β

2
(q1 − q2)2}

= p1 − q2 + β(q1 − q2)− (1− α)(p1 − q2)

= α(p1 − q2) + β(q1 − q2) ≡ Φ2

Que es una nueva constricción secundaria, ya que si no fuera cero, entonces
la partícula se movería fuera de la constricción original.

Calculando Φ̇2 es fácil ver que Φ̇2 = 0
Ahora bien, calculando el paréntesis de Poisson entre estas dos constricciones
obtenemos:

{Φ2,Φ} = −{α2 + β2}
En general:

{Φα,Φβ} = Cαβ

Si Cαβ = Cγ
αβΦγ ≈ 0, es decir, que son débilmente cero, se dice que las

constriciones son de primera clase16 . Si detCαβ 6= 0, entonces tendremos
constricciones de segunda clase.

En este caso es necesario generalizar los paréntesis de Poisson a unos
que tengan en cuenta las constricciones de segunda clase conocidos como
paréntesis de Dirac.

15EDO: ecuación diferencial ordinaria
16Cαβ son las constantes de estructura y, si en verdad son constantes, generan un álgebra

de Lie.
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Definición 13. Los paréntesis de Dirac se definen como:

{A,B}∗ = {A,B} − {A,χα}Cαβ{χβ, B} (1.49)

Donde χα son las constricciones del sistema y además se impone la con-
dición:

{A,χα}∗ = {A,χα} − {A,χγ}Cγβ{χβ, χα} = 0

Esto nos sirve para poder cuantizar con constricciones de la siguiente
manera:

[Ôi, Ôj] = i~{Oi, Oj}∗

Una pequeña observación es que las constricciones de primera clase gene-
ran simetrías y nos dan las transformaciones de norma.

Se invita al lector leer el apéndice B de este trabajo para una mayor
profundización de este tema.

1.2.7. Método de Promedio sobre el Grupo

En un sistema Hamiltoniano con constricciones, las eigenfunciones no son,
en general, estados físicos, entonces para poder derivar el espacio de Hilbert
con estados físicos se utiliza el formalismo llamado método de promedio sobre
el grupo.

Consideremos el espacio de Hilbert cinemático (Hkin) donde todas las
constricciones (Ĉ) están bien definidas y son de primera clase, entonces se
define el estado físico (a través de la cuantización de Dirac) como aquél que
satisface:

eiεαĈ
α|Ψfis〉 = |Ψfis〉 (1.50)

Es decir, los estados físicos se definen como aquellos que son invariantes bajo
las transformaciones generadas por las constricciones de primera clase. De
forma infinitesimal tenemos que (1.50) se reduce a

Ĉα|Ψfis〉 = 0 (1.51)

En el método del promedio sobre el grupo los estados físicos se definen
como

|Ψfis〉 ≡
∞∫

−∞

dλe
i
~λĈ |Ψkin〉 (1.52)
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que es un promedio sobre los estados cinéticos con función de peso e
i
~λĈ y el

Kernel de este sistema está dado por

G(xf , tf ;x0, t0) ≡
∞∫

−∞

dλ〈xf , tf |e
i
~λĈ|x0, t0〉 (1.53)

Entonces se puede extraer un estado físico a través del kernel de la si-
guiente manera:

Ψfis(x, t) = 〈x, t|Ψfis〉 =

∞∫
−∞

dx′
∞∫

−∞

dt′G(x, t;x′, t′)Ψkin(x′, t′) (1.54)

Para que el espacio Hfis sea un espacio de Hilbert es necesario asignarle
un producto interior.
Consideremos |Φkin〉 y |Ψkin〉 dos estados en Hkin cuyos mapeos al espacio
Hfis están dados por |Φfis〉 y |Ψfis〉, entonces se define el producto interior,
en el espacio Hfis de la siguiente manera:

〈Φfis|Ψfis〉 ≡ 〈Φkin|
∞∫

−∞

dλe
i
~λĈ|Ψkin〉

=

∞∫
−∞

dxdx′dtdt′Φkin(x, t)G(x, t;x′, t′)Ψkin(x′, t′)

(1.55)

Por lo que toda la información de la dinámica cuántica está codificada en
la amplitud de transición de x0 al tiempo t0 a xf al tiempo tf , dado por el
Kernel G(xf , tf ;x0, t0)

La ecuación (1.54) está bien definida, ya que si descomponemos la evolu-
ción en N intervalos de longitud ε = 1

N
y consideramos una base completa

de la forma: I =
∫
dtn
∫
dxn|xn, tn〉〈xn, tn|

e
i
~λĈ =

N∏
n=1

e
i
~ ελĈn (1.56)

Entonces el Kernel está dado por

G(xf , tf ;x0, t0) =

∞∫
−∞

dλ

N−1∏
n=1

[∫ ∞
−∞

dtn

∫ ∞
−∞

dxn

] N∏
n=1

〈xn, tn|e
i
~ ελĈn|xn−1, tn−1〉

(1.57)
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donde Ĉn = Ĉ y xf = xN .
Estas expresiones las usaremos posteriormente en la cuantización polimé-

rica.
Se invita como en la subsección anterior leer el apéndice B de esta tesis

para profundizar más sobre el método del promedio de grupo.
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Capítulo 2

Introducción a la Cosmología
Isotrópica

En este capítulo se obtienen las soluciones de Friedmann-Lemaître-Robertson-
Walker (FLRW) a las ecuaciones de Einstein, se introduce a la cosmología isotrópica
obteniendo la acción gravitacional y de la materia que son las contribuciones a la
acción total de Einstein-Hilbert.

Además, se trabaja con la métrica de FLRW generalizada al agregarle una fun-
ción de lapso. Se obtienen las ecuaciones de Friedmann, pasando por la obtención
del escalar de Ricci, el Lagrangiano reducido, además de la derivación del Hamil-
toniano total dado por la suma del Hamiltoniano gravitacional y el de materia. A
partir del análisis canónico encontramos la ecuación de Klein-Gordon y la ecuación
de continuidad.

También, se hará mención a las condiciones de Energía y escogiendo la condición
de energía fuerte se observarán las singularidades del sistema.

En este capítulo se obtiene con lujo de detalle los símbolos de Christoffel, el
tensor de Riemman y el escalar de Ricci para la métrica FLRW.

2.1. Obtención de la métrica FLRW
Debido a observaciones astronómicas a más de 300 años luz, se ha llegado

a considerar que el universo donde habitamos es homogéneo, es decir, que
observadores en distintas galaxias verían prácticamente lo mismo en cualquier
dirección.1 A partir de las bases de isotropía y homogeneidad Roberston

1Recuérdese que un observador está considerado por un sistema inercial o a lo más en
caída libre.
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y Walker construyeron las ecuaciones de campo de Einstein que guiaron a
Friedmann a escoger un sistema de coordenadas para que la métrica tomara
una forma sencilla como solución a estas ecuaciones.

Consideremos la geometría de un espacio homogéneo e isotrópico de tres
dimensiones. La geometría está “metida” implícitamente en lamétrica gij(x̄) o
equivalentemente en un segmento de línea ds2 = gijdx

idxj, con
i, j ∈ {1, 2, 3}, donde ds representa la distancia propia entre x̄ y x̄+ dx̄.
Hay tres posibilidades para este espacio homogéneo: el plano (caso obvio),
esférico e hiperbólico.
Caso Plano
Sea el epacio homogéneo e isotrópico plano, entonces el segmento de línea
está definido positivamente, es decir,

ds2 = dx̄2 (2.1)

Las transformaciones que dejan invariante esta métrica, obviamente, son las
rotaciones y traslaciones en tres dimensiones.

Caso Esférico2

Si consideramos una esfera de radio a dentro de un espacio Euclidiano de 4
dimensiones y elemento de línea

ds2 = dx̄2 + dz2 (2.2)

con la siguiente restricción:
x̄2 + z2 = a2 (2.3)

Entonces, las transformaciones que dejan invariante al elemento de línea son
las rotaciones en 4-dimensiones; la dirección de x̄ puede ser cambiada a cual-
quier dirección por una rotación 4-dimensional, pero que deje la coordenada
z invariante, es decir, rotaciones de 3-dimensiones. Y si se permite que la
rotación cambie z entonces podemos llevar la coordenada x̄ a cualquier otro
punto.

Caso Hiperbólico
Consideremos una hiperesfera con una métrica pseudo-euclidiana en 4 di-
mensiones con elemento de línea

ds2 = dx̄2 − dz2 (2.4)
2En este caso y el siguiente se considera a > 0 y constante
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con la restricción
z2 − x̄2 = a2 (2.5)

Entonces, las transformaciones que dejan invariante a este elemento de lí-
nea son pseudo-rotaciones de 4 dimensiones, como las transformaciones de
Lorentz, pero con la variable z en vez del tiempo.

Procederemos a encontrar las ecuaciones de FLRW utilizando para esto
los casos “esférico e hiperbólico”.
Reescalando las coordenadas

az = z′, (2.6)

ax̄ = x̄′ (2.7)

y pues como las primas solo nos estorban se dejan a un lado, así, tenemos
que el elemento de línea reescalado está dado por

ds2 = a2(dx̄2 ± dz2) (2.8)

donde
z2 ± x̄2 = 1 (2.9)

Diferenciando esta última ecuación se obtiene ∓x̄ · dx̄ = zdz.
Para proseguir tenemos dos casos distintos:

z2 = 1− x̄2; y (2.10)

z2 = 1 + x̄2 (2.11)

Escogiendo el primer caso (el referente al caso esférico), se tiene

dz2 =
(x̄ · dx̄)2

z2
=

(x̄ · dx̄)2

1− x̄2
(2.12)

Entonces el elemento de línea está dado por

ds2 = a2

[
dx̄2 +

(x̄ · dx̄)2

1− x̄2

]
(2.13)

Escogiendo el segundo caso (referente al caso “hiperbólico”), se sigue análo-
gamente que el elemento de línea está dado por

ds2 = a2

[
dx̄2 − (x̄ · dx̄)2

1 + x̄2

]
(2.14)
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Uniendo (2.13) y (2.14), obtenemos:

ds2 = a2

[
dx̄2 ± (x̄ · dx̄)2

1∓ x̄2

]
(2.15)

Finalmente, agregando el caso plano:

ds2 = a2

[
dx̄2 +K

(x̄ · dx̄)2

1−Kx̄2

]
(2.16)

con

K =


1 esférico (cerrado)
0 plano (euclidiano)
−1 hiperbólico (abierto)

(2.17)

Escogemos, a2 > 0 para que el elemento de línea ds2 ≥ 0 cuando x̄ = 0 y
por tanto será definido positivamente, i.e., ds2 ≥ 0 en todos lados. El tiempo
propio, es decir, el elemento de línea del espacio-tiempo, se obtiene a partir
de la métrica de la siguiente forma:

dτ 2 = −gµνdxµdxν (2.18)

Sustituyendo el elemento de línea “espacial” en la ecuación anterior, ob-
tenemos la Métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-WalKer(FLRW):

dτ 2 = dt2 − a2(t)

[
dx̄2 +K

(x̄ · dx̄)2

1− K̄x2

]
(2.19)

donde a = a(t), es una función arbitraria del tiempo, conocido como factor
de escala de Robertson-WalKer.

Más aún, esta es la única métrica (salvo transformaciones de coordena-
das)3 si se considera el universo como simétrico e isotrópico para observadores
en caída libre, por ejemplo, astrónomos en galaxias.

Las componentes de la métrica están dadas por

gij = a2(t)

[
δij +K

xixj

1−Kx̄2

]
(2.20)

g00 = −1 (2.21)
g0j = 0 (2.22)

3S. Weinberg,Gravitation and Cosmology, John Wiley & Sons, New YorK, 1972. Sec.
13.2.
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Si realizamos el cambio a coordenadas esféricas

dx̄2 = dr2 + r2dΩ2, dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2 (2.23)

Se llega entonces a

dτ 2 = dt2 − a2(t)

[
dr2 + r2dΩ2 +K

r2dr2

1−Kr2

]
(2.24)

Con componentes de la métrica:

grr =
a2(t)

1−Kr2
(2.25)

gθθ = a2(t)r2 (2.26)
gφφ = a2(t)r2 sin2 θ (2.27)
g00 = −1 (2.28)

¡Una métrica diagonal!

2.2. Ecuaciones de Einstein y Principio de
Covarianza General

Dejemos de momento a la métrica de FLRW y prosigamos con la respuesta
a la pregunta ¿qué es la ecuación de Einstein?

Gµν = 8πGTµν (2.29)

Una observación, no es una ecuación, sino es un sistema de ecuaciones di-
ferenciales parciales de hasta segundo orden para el espacio-tiempo con la
métrica gµν . Como la ecuación tensorial que es, nos determina la estructura
del espacio-tiempo en una forma covariante y de coordenadas independientes.
Sin embargo, las coordenadas se escogen para obtener soluciones específicas,
que provocan la distinción entre ecuaciones de primer orden (aparecen como
constricciones del sistema, es decir, ya no son ecuaciones de evolución) y
de segundo orden que aprovechan las constricciones dadas por las de primer
orden para resolverse y son las de evolución. Más aún, es probable que varias
componentes de la métrica no aparezcan como segundas derivadas para nada.
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“Las ecuaciones de Einstein no deben resolverse dado un espacio-tiempo,
sino que sus soluciones determinan cómo evoluciona el espacio-tiempo em-
pezando con la estructura de una variedad espacial inicial.”

Principio de Covarianza General
La métrica del espacio-tiempo es la única cantidad perteneciente al espa-
cio que puede aparecer en las leyes de la Física. Específicamente, no hay
preferencia entre espacios vectoriales o bases de los espacios vectoriales per-
tenecientes sólo a la estructura del espacio-tiempo que aparezcan en las leyes
de la Física.4

Nota 4. El principio de covariancia general nos permite expresar las so-
luciones en cualqueir sistema coordenado y relacionar las soluciones basán-
dose sólamente en escoger consistentemente distintos tipos de coordenadas.
La consistencia es asegurada por las constricciones dadas por las ecuaciones
diferenciales de primer orden.

2.3. Cosmología Isotrópica
Recordemos que con la hipótesis de considerar el espacio-tiempo isotró-

pico y homogéneo a grandes escalas se encuentra la métrica de FLRW dada
por el elemento de línea

ds2 = −N2(t)dt2 + a(t)2dσ2
K (2.30)

donde dσK representa el elemento de línea espacial:

dσ2
K =

dr2

1−Kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

que representa un espacio de 3 dimensiones con curvatura constante.
Se observa que hay un factor extra (N2(t))en esta ecuación a la dada en

la sección anterior, que representa una función libre, así como el factor de
escala (a(t)).

A la constante K se le denomina parámetro de curvatura, recordemos que
está dado por

K =


1 esférico (cerrado)
0 plano (euclidiano)
−1 hiperbólico (abierto)

(2.31)

4En palabras mundanas, las leyes de la Física están descritas por ecuaciones covariantes
que ante transformaciones de coordenadas (observadores) son invariantes.
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Funciones Libres

i. Función de Lapso (N(t)): es una variable arbitraria no determinada
por las ecuaciones de movimiento y que establece la relación entre el
tiempo propio cosmológico, τ , y la elección de tiempo hecha en la teoría,
t. Esta función se puede absorber si se usa el tiempo propio cosmológico
τ definido a través de dτ = N(t)dt, que es una ecuación diferencial para
τ .5

ii. Factor de Escala (a(t)) mide la expansión o contracción del espacio en
el tiempo:

Para el caso plano puede ser reescalada a una constante que sóla-
mente cambiaría las coordenadas espaciales.

Para los modelos con K 6= 0 la libertad de reescalar las coordena-
das se fija al normalizar K = ±1.

Contrario a la función de lapso no puede ser absorbida completa-
mente por las coordenadas mientras se quiera preservar la isotropía
del elemento de línea.

El tiempo propio cosmológico se refiere a observadores que están en co-
moviento fijos en un punto en el espacio y se mantienen siguiendo la expansión
o contracción del universo.

2.4. Acción de Einstein-Hilbert
En relatividad general la dinámica del espacio-tiempo y la gravedad está

determinada por la Acción de Einstein-Hilbert

SEH =

∫
d4x

(
1

16π
G
√
− det gR + Lmat

)
= SG + Smat

(2.32)

donde det g es el determinante de la métrica del espacio-tiempo, Lmat repre-
senta la densidad Lagrangiana de materia y R es el escalar de Ricci, definido

5Como N(t) > 0, entonces τ(t) =
∫
N(t)dt es una función monótona por lo que puede

ser invertida para obtener t(τ) y ser sustituido en a(t), recuperando la ecuación de la
sección anterior.
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como:
R = gµνRλ

µλν (2.33)

donde Rλ
µλν es el tensor de Ricci.

2.4.1. Obtención del escalar de Ricci

Para obtener el escalar de Ricci recordaremos los símbolos de Christoffel
(los cuales nos indican las conexiones de la geometría del espacio-tiempo
entre las coordenadas), el tensor de Riemann, su contracción, que nos da el
tensor de Ricci y la contracción de este tensor para obtener, finalmente, el
escalar de Ricci.

Nuestro elemento de línea está dado por

ds2 = −N2(t)dt2 + a2(t)

(
dr2

1−Kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

)
(2.34)

Entonces como se ha mencionado es una métrica diagonal cuyas compo-
nentes están dadas por

g00 = −N2(t) (2.35)

grr =
a2(t)

1−Kr2
(2.36)

gθθ = a2(t)r2 (2.37)
gφφ = a2(t)r2 sin2 θ (2.38)

Y las componentes de la matriz inversa de la métrica están dadas por

g00 = − 1

N(t)
(2.39)

grr =
1−Kr2

a2(t)
(2.40)

gθθ =
1

a2(t)r2
(2.41)

gφφ =
1

a2(t) sin2 θ
(2.42)

Nota 5. Para simplificar la notación la dependendencia temporal en la fun-
ción de lapso (N(t)) y en el factor de escala (a(t)) se omitirán, una coma
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seguida por un índice indicará una derivada parcial, por ejemplo,

gµν ,ρ =
∂gµν
∂xρ

(2.43)

además se denotará: 6

∂N

∂t
= Ṅ

y
∂a

∂t
= ȧ (2.44)

Recordemos que los símbolos de Christoffel están dados por

Γλµν =
1

2
gρλ (gρµ,ν +gνρ,µ−gµν ,ρ ) (2.45)

Para obtener los símbolos de Christoffel se van a tomar en cuenta una
serie de observaciones, donde la primer observación es general y las demás
resultan de una métrica diagonal y de las componentes de ésta.

Observación 5. Cuando λ es igual a µ se obtiene que7

Γµµν =
1

2
gρµ (gρµ,ν +gνρ,µ−gµν ,ρ )

=
1

2
gρµgρµ,ν +

1

2
gρµgνρ,µ−

1

2
gρµgµν ,ρ

=
1

2
gρµgρµ,ν

(2.46)

Observación 6. Utilizando una métrica diagonal y consideramos λ = 0 y
los subíndices son latinos 8

Γ0
ij =

1

2
gρ0 (gρi,j +gjρ,i−gij,ρ ) (2.47)

Como es una métrica diagonal ρ = 0, por lo tanto

Γ0
ij = −1

2
g00gij,0 (2.48)

6En realidad son derivadas totales pues sólamente dependen del tiempo.
7O λ = ν, recuérdese que índices repetidos van sumados, i.e., son mudos.
8Índices latinos corren de 1, 2, 3 o en su defecto en coordenadas esféricas: ρ, θ, φ.
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Observación 7. El siguiente caso está dado por

Γj0i =
1

2
gρj (gρ0,i +giρ,0−g0i,ρ ) (2.49)

Y como la métrica es diagonal, entonces ρ = j, lo cual implica que j = i y
los términos con subíndices cruzados son cero, se obtiene que

Γj0j =
1

2
gjjgjj,0 (2.50)

En este caso no se consideran índices repetidos que vayan sumados.

Observación 8. En esta observación tomaremos cuatro casos más particu-
lares:

Γj00 =
1

2
gρj (gρ0,0 +g0ρ,0−g00,ρ )

=
1

2
gjj (gj0,i +g0j,0−g00,j )

= 0

(2.51)

donde debido a que la métrica es diagonal, j = ρ.
Luego:

Γθri =
1

2
gρθ (gρr,i +giρ,r−gri,ρ )

=
1

2
gθθ (gθr,i + giθ,r − gri,θ)

(2.52)

Entonces i = θ, análogamente se obtiene el caso cuando λ = φ, que indicaría
que i = φ.

Consideremos el siguiente caso:

Γθφj =
1

2
gρθ (gφρ,j + gjρ,φ − gφj,ρ)

=
1

2
gθθ (gφθ,j + gjθ,φ − gφj,θ)

(2.53)

Lo que indica que j = φ.
El útlimo caso se deriva de:

Γφθj =
1

2
gρφ (gθρ,j + gjρ,θ − gθj,ρ)

=
1

2
gφφ (gθφ,j + gjφ,θ − gθj,φ)

(2.54)

Entonces, j = φ
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Utilizando esta serie de observaciones encontramos que en nuestro caso
los símbolos de Christoffel distintos de cero son:9

Γ0
00 =

Ṅ

N
(2.55)

Γrθθ = −r(1−Kr2) (2.56)
Γrφφ = −(1−Kr2)r sin2 θ (2.57)

Γrrr =
Kr

1−Kr2
(2.58)

Γ0
rr =

aȧ

N2(1−Kr2)
(2.59)

Γ0
θθ =

aȧr2

N2
(2.60)

Γ0
φφ =

aȧr2 sin2 θ

N2
(2.61)

Γr0r =
ȧ

a
(2.62)

Γθ0θ =
ȧ

a
(2.63)

Γφ0φ =
ȧ

a
(2.64)

Γθθr =
1

r
(2.65)

Γφφr =
1

r
(2.66)

Γθφφ = − cos θ sin θ (2.67)

Γφφθ = cot θ (2.68)

Ahora proseguimos a calcular las componentes del tensor de Ricci, que es
la contracción al tensor de Riemann: Rαν = Rµ

αµν .
En general, el tensor de Riemann está definido por

Rα
βµν = Γαβν,µ − Γαβµ,ν + ΓασµΓσβν − ΓασνΓ

σ
βµ (2.69)

Entonces, el tensor de Ricci está dado por

Rβν = Rµ
βµν = Γµβν,µ − Γµβµ,ν + ΓµσµΓσβν − ΓµσνΓ

σ
βµ (2.70)

9Por definición Γλµν = Γλνµ
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Por lo que las componentes del tensor de Ricci son:

R00 = −3ä

a
(2.71)

Rrr = grr

[
2ȧ2

a2N2
+

ä

aN2
− ȧṄ

aN3
+

2K

a2

]
(2.72)

Rθθ = gθθ

[
2ȧ2

a2N2
+

ä

aN2
− ȧṄ

aN3
+

2K

a2

]
(2.73)

Rφφ = gφφ

[
2ȧ2

a2N2
+

ä

aN2
− ȧṄ

aN3
+

2K

a2

]
(2.74)

Finalmente, el escalar de Ricci definido por (2.33), para el caso de la
métrica de FLRW está dado por

R = gµνRµν

= g00R00 + grrRrr + gθθRθθ + gφφRφφ

= 6

(
ä

aN2
+

ȧ2

a2N2
+
K

a2
− ȧṄ

aN3

) (2.75)

Y el determinante de la métrica es10

det g = −N
2a6r4 sin2 θ

1−Kr2
(2.76)

2.5. Lagrangiano Reducido Gravitacional.
Las últimas ecuaciones de la sección anterior determinan la parte gra-

vitacional de la acción de Einstein-Hilbert, en un espacio isotrópico, dada
10det g = g00grrgθθgφφ por ser diagonal.
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por

Sisograv[a,N ] =

∫
d4x

(
1

16πG

√
− det gR

)
=

∫
d4x

1

16πG

Na3r3 sin θ

(1−Kr2)
1
2

6

(
ä

aN2
+

ȧ2

a2N2
+
K

a2
− ȧṄ

aN3

)

=
3V0

8πG

∫
dt
äa2 + ȧ2a

N
+KNa− ȧṄa2

N2

(2.77)

Observación 9. V0 representa el volumen espacial en una región compacta
definido como11

V0 ≡
∫
drdθdφ

r4 sin3 θ√
1−Kr2

(2.78)

π∫
0

sin3 θdθ =
4

3
(2.79)

r0∫
0

r4dr

(1−Kr2)
1
2

=
3

8

sin−1(
√
Kr0)−

√
Kr0

√
1−Kr2

0(2Kr2
0 + 3)

K
5
2

(2.80)

Entonces podemos escoger el radio de integración de tal manera que

V0 = 1

.

Observación 10. Esta observación tiene un doble propósito, añadir una
notación a la derivada parcial respecto algún parámetro y para que el resultado
sea aplicado a nuestra acción gravitacional.

∂

∂t

(
a2ȧ

N

)
= ∂t

(
a2ȧ

N

)
=

2aȧ2

N
+
äa2

N
− a2ȧṄ

N2
(2.81)

Entonces al sustituir en nuestra acción gravitacional y suponiendo que
la integral es válida para todo el espacio, i.e., consideramos nuestro espacio-
tiempo compacto, obtenemos:

Sisograv[a,N ] = − 3V0

8πG

∫
dt

(
ȧ2a

N
−KaN

)
(2.82)

11d4x = r2 sin2 θdtdrdθdφ.
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Lisograv[a,N ] =
ȧ2a

N
−KaN (2.83)

¡No dependen de la derivada temporal de la función de lapso!

2.6. Análisis Canónico
Las variables de nuestra acción reducida son: a(t) y N(t), entonces te-

nemos las variables canónicas dadas por (a, pa, N, pN). Donde los momentos
están definidos por

pa =
∂Lisograv
∂ȧ

=
∂

∂ȧ

(
− 3V0

8πG

(
ȧ2a

N
−KaN

))
= − 3V0

4πGN
aȧ

(2.84)

Despejando ȧ

ȧ = −4πGN

3V0

pa
a

(2.85)

y el momento de la función de lapso N(t) es

pN =
∂Lisograv
∂Ṅ

= 0 (2.86)

Esta última ecuación nos dice que N no es un grado de libertad efectivo,
es decir, no es una variable independiente, pues su momento asociado pN
se anula, lo cual representa una constricción primaria sobre las variables
canónicas y la dinámica de éstas. Las constricciones primarias son aquellas
que aparecen de la definición de los momentos.

2.6.1. Derivación del Hamiltoniano Gravitacional y de
Materia

Calcularemos primero el Hamiltoniano Gravitacional.

35



Hiso
grav = ȧpa + ṄpN − Lisograv

=
−4πGN

3a
p2
a +

(
3a

8πGN

)(
16π2G2N2

9a2
p2
a

)
− 3KaN

8πG

= −2πGN

3a
p2
a −

3

8πG
KaN

(2.87)

De aquí, en adelante normalizaremos el volumen V0 = 1, lo cual se puede
hacer tomando una región conveniente para integrar.

Ahora bien, proseguimos a calcular el Hamiltoniano de Materia.

En cosmología isotrópica, la única fuente de materia compatible con las
simetrías exactas es un campo escalar φ, que acoplado minimalmente, tiene
la siguiente acción:

Sisomat[φ] = −
∫
d4x
√
− det g

(
1

2
gµν∂µφ∂νφ+ V (φ)

)
(2.88)

Teniendo así nuestro Lagrangiano de materia dado por

Lisomat = −
√
− det g

(
1

2
gµν∂µφ∂νφ+ V (φ)

)
(2.89)

Recordemos que el determinante de la métrica está dado por

det g = −N
2a6r4 sin2 θ

1−Kr2
(2.90)

y substituyendo las componentes de la métrica en el Lagrangiano de materia
se obtiene que para métricas isotrópicas y campos escalares espacialmente
homogéneos, donde φ = φ(t), la acción queda determinada por

Sisomat[φ] =

∫
dt

[
a3

2N
φ̇2 −Na3V (φ)

]
(2.91)

Así el Lagrangiano queda dado por

Lisomat[φ] =
a3

2N
φ̇2 −Na3V (φ) (2.92)
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Y el momento queda determinado como

pφ =
a3

N
φ̇ (2.93)

Entonces, el Hamiltoniano de materia es

Hiso
mat = φ̇pφ − Lisomat =

1

2

N

a3
p2
φ +Na3V (φ) (2.94)

2.7. Ecuaciones de Movimiento del Hamiltoniano
Total

El Hamiltoniano isotrópico total está dado por

Hiso
tot = Hiso

grav +Hiso
mat + λpN

=

(
−2πGN

3a
p2
a −

3

8πG
KaN

)
+

(
1

2

N

a3
p2
φ +Na3V (φ)

)
+ λpN

(2.95)

Entonces las ecuaciones de movimiento están dadas por12

Ṅ =
Hiso
tot

∂pN
= λ (2.96)

Para la evolución de la constricción primaria pN tenemos

ṗN = −∂H
iso
tot

∂N
=

2πG

3a
p2
a +

3

8πG
Ka− 1

2

p2
φ

a3
− a3V (φ) ≈ 0 (2.97)

ȧ =
∂Hiso

tot

∂pa
= −4φGN

3a2
pa (2.98)

ṗa = −∂H
iso
tot

∂a
= −2πGN

3a2
p2
a +

3

8πG
KN +

3

2

N

a4
p2
φ − 3Na2V (φ) (2.99)

φ̇ =
∂Hiso

tot

∂pφ
=
N

a3
pφ (2.100)

12Donde se agrega el término λpN por ser nuestra constricción primaria.
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ṗφ = −∂H
iso
tot

∂φ
= −a3N

d

dφ
V (φ) (2.101)

La ecuación (2.96) nos dice que N(t) es completamente arbitraria co-
mo función del tiempo, para que λ(t) permanezca libre cuando se añada la
constricción primaria al Hamiltoniano.

La ecuación (2.97) implica una constricción secundaria ya que
pN = 0 ∀t, entonces ṗN = 0, es decir,13

C =
2πG

3a
p2
a +

3

8πG
Ka− 1

2

p2
φ

a3
− a3V (φ) = 0 (2.102)

La ecuación (2.98) reproduce la definición de momento pa cuya ecuación
de movimiento obtenida usando el Lagrangiano gravitacional nos provee una
ecuación de evolución de segundo orden para a

2.8. Ecuaciones de Friedmann, Raychaudhuri y
Klein-Gordon

Para eliminar pa, sustituimos (2.98) en la constricción de segundo orden
(2.97), obteniendo así que (2.97) está dada por

3aȧ2

8πGN2
+

3

8πG
Ka− 1

2

p2
φ

a3
− a3V (φ) = 0 (2.103)

Dividiendo entre a2 y reordenando términos obtenemos la Ecuación de
Friedmann: (

ȧ

aN

)2

+
K

a2
=

8πG

3

(
p2
φ

2a6
+ V (φ)

)
(2.104)

De (2.98), obtenemos que el momento pa está dado por

pa = − 3aȧ

4πGN
(2.105)

Entonces, despejando ȧ2 de (2.104) obtenemos

ȧ2 =
8πGN2

3a

∂Hiso
mat

∂N
−KN2 (2.106)

13Nótese que la constricción cumple {C, pφ} = 0, si ponemos que el potencial se anula
V (φ) = 0.
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donde
∂Hiso

mat

∂N
=

1

2

p2
φ

a3
+ a3V (φ) (2.107)

Derivando (2.105) respecto al tiempo obtenemos que

ṗa = − 3

4πGN

[
ȧ2

N
+ a

(
ȧ

N

)• ]
= − 3

4πG

[
8πGN2

3aN

∂Hiso
mat

∂N
− KN2

N
+ a

(
ȧ

N

)• ]
= −2N

a

∂Hiso
mat

∂N
+

3KN

4πG
− 3a

4πGN

(
ȧ

N

)• (2.108)

Por otro lado de (2.99):

ṗa = −2πGN

3a2

[
9a2ȧ2

16π2G2N2

]
+

3NK

8πG
− ∂Hiso

mat

∂a

= − 3

8πGN

[
8πGN

3

1

a

∂Hiso
mat

∂N
−KN2

]
+

3NK

8πG
− ∂Hiso

mat

∂a

(2.109)

Uniendo estas dos ecuaciones, dividiendo entre a2N se obtiene:(
ȧ
N

)·
aN

= −4πGN

3

[
1

a3

∂Hiso
mat

∂N
− 1

a2N

∂Hiso
mat

∂a

]
(2.110)

Sustituyendo las parciales (los momentos respectivos) de (2.96) y (2.98)
se obtiene la ecuación de Raychaudhuri:(

ȧ
N

)•
aN

= −8πGN

3

[pφ
a6
− V (φ)

]
(2.111)

Para encontrar la ecuación de Klein-Gordon, basta con combinar las ecua-
cions de primer orden del Hamiltoniano para φ y pφ. Entonces:

pφ =
Lisomat
∂φ̇

=
a3φ̇

N
(2.112)

Recordemos que

Lisomat =
a3φ̇2

2N
−Na3V (φ) (2.113)
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Entonces la ecuación de movimiento está dada por las ecuaciones de Euler-
Lagrange:

d

dt

∂Lisomat
∂φ̇

− ∂Lisomat
∂φ

=
3a2ȧφ

N
+ a3

(
φ̇

N

)·
+Na3V (φ) (2.114)

Sustituyendo y reordenando, encontramos la ecuación de Klein-Gordon(
φ̇
N

)•
N

+
3φ̇ȧ

N2a
+ V ′(φ) = 0 (2.115)

2.9. Parámetros de Materia y Ecuación de Con-
tinuidad

En esta sección se proponen los denominados parámetros de materia que no
dependen del factor de escala, cómo las ecuaciones de Friedmann y Raychaudhuri
se ven modificadas y finalmente se obtiene la ecuación de Continuidad en esta cos-
mología isotrópica. En un Hamiltoniano de materia, formulado en variables
canónicas, se tiene que cualquier N-dependencia surge sólo del factor de “me-
dición” , i.e.,

√
− det g y por lo tanto el Hamiltoniano debe ser proporcional

a N .
En un espacio homogéneo se tiene que

∂Hiso
mat

∂N
=

1

N
Hiso
mat = E (2.116)

es el Hamiltoniano de materia (Energía) medido en el tiempo propio (recuér-
dese que la energía depende del marco de referencia).

Consideremos el volumen espacial dado por V = a3, entonces definimos:
Densidad de Energía

ρ ≡ E
V

=
Hiso
mat

a3N
(2.117)

y la Presión:

P ≡ − ∂E
∂V

= − 1

3Na2

∂Hiso
mat

∂a
(2.118)

Estas cantidades (densidad de energía y presión) son independientes al
reescalar a, es decir, a un cambio de coordenadas temporal.
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Entonces, considerando un universo isotrópico, estas dos cantidades de-
terminan completamente el Tensor de esfuerzos-energía dado por

Tµν = ρuµuν + P (gµν + uµuν) (2.119)

Si consideramos la aproximación de un fluido perfecto, entonces:

ρ = Tµνu
µuν (2.120)

P = Tµνv
µvν (2.121)

donde uµ es la 4-velocidad y vµ es un vector espacial tal que uµvµ = 0,
uµu

µ = −1 y vµvµ = 1.
Sustituyendo la definición de densidad de energía y de presión, en las

ecuaciones de Friedmann (2.104) y de Raychaudhuri (2.111) estas toman la
forma: (

ȧ

aN

)2

+
K

a2
=

8πG

3
ρ (2.122)(

ȧ
N

)•
aN

= −4πG

3
(ρ+ 3P ) (2.123)

A partir de estas dos ecuaciones se obtiene la ecuación de continuidad de
la siguiente manera: (

ȧ

N

)2

=
8πGa2

3
ρ−K (2.124)

2

(
ȧ

N

)(
ȧ

N

)•
=

8πG

3

[
2aȧρ+ a2ρ̇

]
(2.125)(

ȧ

N

)•
=

4πGN

3

[
2aρ+

a2ρ

ȧ

]
(2.126)

Sustituyendo en la ecuación de Raychaudhuri con los parámetros de ma-
teria se obtiene

ρ̇

N
+

3ȧ

Na
(ρ+ P ) = 0 (2.127)

¡Que es la Ecuación de Continuidad!14

14Es posible derviar esta ecuación através de la derivada covariante del tensor de energía-
momento ya que es una cantidad conservada, pero es mucho más laborioso.
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La ecuación de continuidad sólo depende de observables: ρ y P , que son
parámetros de materia independientes de la elección de la coordenada tem-
poral, i.e., del factor de escala.

De aquí, se define el parámetro de Hubble

H ≡ ȧ

aN
(2.128)

y el parámetro de desaceleración

q ≡ −a(ȧ/N)N

ȧ2
. (2.129)

2.10. Condiciones de Energía y Singularidades
Recordemos que el principio de Covarianza se fundamenta en las tres

condiciones:

i. Principio de Equivalencia Débil : la trayectoria de un cuerpo neutral
de prueba es independiente de su estructura inercial y su composición.
(Principio de la universalidad de “caída libre”).

ii. Invarianza de la Posición Local : todo experimento no gravitacional es
independiente del punto del espacio-tiempo donde el experimento fue
hecho.

iii. Invarianza local de Lorentz : los resultados de los experimentos no
gravitacionales son independientes del movimiento del laboratorio don-
de fue realizado, mientras este movimiento haya sido caída libre.

2.10.1. Condiciones de Energía

Ahora, sólo falta poder distinguir de una forma general las fuentes de
materia con propiedades físicas y causales razonables, que no necesariamente
son caracterizadas por un parámetro, entonces, uno define las condiciones de
energía que el tensor de energía-momento debe satisfacer:

i. Condición de Energía Débil (WEC)15: Se debe satisfacer Tµνvµvν ≥ 0
para todo vµ temporaloide (por contuinidad implica que se satisface

15Por sus siglas en inglés Weak Energy Condition.
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para todo campo vectorial nulo). Cuando esto sucede, la densidad de
energía local será no-negativa para cualquier observador.

En un espacio-tiempo isotrópico se tiene que el tensor de energía-
momento está dado por

Tµν = ρuµuν + P (gµν + uµuν) (2.130)

Por lo que (WEC) implica inmediatamente que ρ = Tµνu
µuν ≥ 0.

Entonces, Tµνvµvν = (ρ+P )(uµv
µ)2 +Pvµv

µ ≥ 0, por lo que ρ+P ≥ 0
ya que es para todo vµ temporaloide, entonces puede ser un vector
muy cercano al vector nulo. En el caso que se da la igualdad P = −ρ
es conocido como expansión de Sitter.

ii. Condición de Eneríga Dominante: para todo vµ temporaloide se debe
satisfacer que Tµνvµvν ≥ 0 y Tµνvν debe ser un vector no-espacialoide.
Entonces, el fujo local de energía nunca es de forma espacial y la energía
domina las otras componentes del tensor de energía-momento: T 00 ≥
|T µν | ∀µ, ν. Cuando ρ ≥ P , la velocidad del sonido dP

dρ
≤ 1 no es mayor

que la velocidad de la luz cuando ρ y P son pequeñas.

iii. Condición de Energía Fuerte (SEC)16: se debe cumplir Tµνvµvν ≥
1
2
T νν v

µvµ, para todo vµ temporaloide implica la convergencia tipo tiem-
po a través de la ecuación de Einstein, entonces, tenemos queRµνv

µvν ≥
0 y la expansión de una familia de geodésicas temporaloides no puede
aumentar17.

Para vµ = uµ la 4-velocidad de un fluido perfecto, se tiene que ρ ≥
−−1

2
(−ρ+3P ) y por lo tanto ρ+3P ≥ 0. Esta condición (SEC) elimina

la posibilidad de una expansión acelerada.

Para la fuerza gravitacional que rige un universo isotrópico, las condi-
ciones de energía implican que la gravedad siempre es atractiva, debido al
signo de ρ+ ωP que restringe a su vez el signo de ä través de la ecuación de
Raychaudhuri (2.111).18

16Por sus siglas en inglés Strong Energy Condition.
17En esta tesis no abordaremos más detalles sobre el significado de este enunciado.
18En (WEC) y (SEC) hay presencia de singularidades.
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2.10.2. Singularidades

Si se considera (SEC), como se mencionó la aceleración de un universo
isotrópico se elimina y la presencia de singularidades se garantiza. Para esto
último utilizamos la ecuación de Raychaudhuri en la forma de tiempo propio
y aplicando también la ecuación de Friedman, tenemos:

Ḣ =

(
ȧ

a

)·
=
ä

a
−
(
ȧ

a

)2

= −4πG

3
(ρ+ 3P )−H2 ≤ −H2 (2.131)

La desigualdad se debe a (SEC), entonces, el parámetro de Hubble (H),
satisface:

d

dτ

1

H
≥ 1 (2.132)

Por lo tanto
1

H
− 1

H0

≥ τ − τ0 (2.133)

Si se consideran valores iniciales tales que el universo se está contrayendo
al tiempo τ = τ0, entonces H0 = H(τ0) < 0.

Entonces 1
H es positivo para τ > τ0 + 1

|H0| , pero
1
H era inicialmente ne-

gativa, por lo que existe un tiempo antes a τ1 = τ0 + 1
|H0| donde

1
H debe ser

cero, lo que indica que H diverge en un intervalo finito de tiempo: [τ0, τ1] y
por la ecuación de Friedmann ρ diverge.

Uno concluye que en un universo isotrópico que contenga materia y sa-
tisfaga SEC, y asumiendo que el universo haya sido contraído en un tiempo
inicial, este universo podrá existir sólo en un tiempo finito. Análogamente,
un universo que se está expandiendo tuvo un pasado válido en un tiempo
finito.19

19Aquí el tiempo se refiere a tiempo propio.
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Capítulo 3

Integral Funcional y
Determinantes Funcionales

En este capítulo se hace una pequeña introducción a la integral de trayectoria (o
integral funcional) y se presenta una introducción a los determinantes funcionales
y cómo calcularlos a través del teorema de Gelfand-Yaglom y, finalmente, cómo
tratar con operadores que tengan modos cero (eigenvalores cero).

3.1. Integral Funcional
Clásicamente, si uno desea conocer la posición de una partícula a un

tiempo determinado basta con conocer las condiciones iniciales, es decir, la
posición y la velocidad de ésta a un tiempo anterior al que se desea saber.
Cuánticamente, desgraciadamente, no es el caso, entonces una forma de po-
der predecir la probabilidad de encontrar la partícula en un lugar a un tiempo
dado, se debe a Richard Feynmann guiado por P.A.M. Dirac, donde el punto
del asunto es calcular todas las trayectorias posibles que pudo haber reco-
rrido la partícula, es decir, se busca integrar en todo el espacio todas las
trayectorias posibles con una función de peso, que es la acción.

Clásicamente, la acción está definida como1:

Definición 14.

SCl =

∫ t

t0

dt (T − V (q)) (3.1)

1T es la energía cinética y V la potencial
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Además satisface que δS = 0, donde se derivan las ecuaciones de Euler-
Lagrange 2:

d

dt

∂L
∂q̇
− ∂L
∂q

= 0 (3.2)

Recordemos nuestros cursos de cálculo, ¿qué es lo que se hace al integrar
una función?

Particionábamos nuestro intervalo de integración; justamente eso es lo que
haremos para la integral funcional.

Pero ¿qué intervalo?, ¿qué función?

Primero, el intervalo está determinado por [q0, q] y la función que queremos
calcular es Ψ(q, t) que si recordamos es obtenida a través del Kernel,
K(q, t; q0, t0), de la función de Schrödinger evaluada en (q, t; q0, t0)

Proposición 5.

K(q, t; q0, t0) =

∞∫
−∞

DqDp e
i
~S (3.3)

Demostración. Tenemos que el Kernel está dado por

K(q, t; q0, t0) = 〈q|e−
i
~ (t−t0)Ĥ |q〉 (3.4a)

= 〈q, t|q0, t0〉 (3.4b)

Introducimos un “uno” en la ecuación, es decir:

∞∫
−∞

dq1 |q1, t1〉〈q1, t1| = I (3.5)

Entonces el Kernel está dado por

K(q, t; q0, t0) =

∞∫
−∞

dq1 〈q, t|q1, t1〉〈q1, t1|q0, t0〉 (3.6)

ahora, anexando otro “uno” a la ecuación y así sucesivamente:
2Recordemos que L = T − V
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K(q, t; q0, t0) =

∞∫
−∞

dq2dq1 〈q, t|q2, t2〉〈q2, t2|q1, t1〉〈q1, t1|q〉 (3.7a)

=

∞∫
−∞

dqN · · · dq1 〈q, t|qN , tN〉〈qN , tN |qN−1, tN−1〉 · · · 〈q2, t2|q1, t1〉〈q1, t1|q0, t0〉

(3.7b)

Trabajaremos ahora con el j-ésimo término, es decir:

〈qj+1, tj+1|qj, tj〉 = 〈qj+1|e−
i
~∆tĤ |qj〉 (3.8)

Haremos una expansión de Taylor de la exponencial para poder aplicar
el operador e introduciremos un “uno” pero ahora del espacio de p, es de-
cir, la ecuación (3.4a) del cuadro de Schrödinger y de Heisenberg; además
recordemos que Ĥ = T̂ + V̂ (q), entonces la ecuación anterior está dada por

〈qj+1|e−
i
~∆tĤ |qj〉 =

∞∫
−∞

dpj〈qj+1|pj〉〈pj|e−
i
~∆tĤ |qj〉

=

∞∫
−∞

dpj〈qj+1|pj〉〈pj|1−
i

~
∆tĤ|qj〉

=

∞∫
−∞

dp

2π~
e
i
~p(qj+1−qj)(1− i

~
∆tH(qj; pj))

=

∞∫
−∞

dp

2π~
e−

i
~∆tH(qj ;pj)+

i
~pj(qj+1−qj)

(3.9)

DondeH(qj; pj) representa el hamiltoniano ya evaluado y en la ecuación (3.9)
se observa que ya son puros valores propios, es decir, ya no hay operadores
en la integral.

Haciendo este paso N veces más, es decir, agregamos N + 1 unos a la
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ecuación (3.7b), tenemos entonces que

〈q, t|q0, t0〉 = ĺım
N→∞

∞∫
−∞

dq1 · · · dqN
dp0

2π~
· · · dpN

2π~
e
i
~pN (q−qN )e

i
~pN−1(qN−qN−1) · · ·

· · · e
i
~p1(q2−q1)e

i
~p0(q1−q0)e−

i
~∆tH(qN ;pN ) · · · e−

i
~∆tH(q0;p0)

(3.10)

Por lo tanto

〈q, t|q0, t0〉 = ĺım
N→∞

∞∫
−∞

dq1 · · · dqN
dp0 · · · dpN
(2π~)N+1

e
i
~

N∑
j=0

pj(qj+1−qj)
e
− i

~∆t
N∑
j=0

H(qj ;pj)

(3.11)
Vamos a desarrollar a qj+1 en una expansión respecto a tj ya que

qj+1 = q(tj+1) = q(tj + ∆t) (3.12)

entonces

qj+1 = q(tj) + ∆tq̇(tj) (3.13)
= qj + ∆t q̇j (3.14)

Ahora bien, sea

ĺım
N→∞

dq1 · · · dqN = Dq (3.15)

ĺım
N→∞

dp0 · · · dpN
(2π~)N+1

= Dp (3.16)

Entonces la ecuación (3.10) al sustituir (3.14), introduciendo el límite a
la integral y aplicar el cambio (3.15) y (3.16), nos queda el Kernel como:

〈q, t|q0, t0〉 =

∫ ∞
−∞
DqDp ĺım

N→∞
e
i
~

N∑
j=0

(pj q̇j−H(qj ,pj))

(3.17)

=

∫ ∞
−∞
DqDp e

i
~

t∫
t0

dt (pq̇−H(q,p))

(3.18)
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Además, como el hamiltoniano al ser una transformada de Legendre del La-
grangiano, tenemos:

H = pq̇ − L (3.19)
L = pq̇ −H (3.20)

entonces:

〈q, t|q0, t0〉 =

∞∫
−∞

DqDp e
i
~S (3.21)

3.1.1. Partícula Puntual Sobre un Círculo.

Consideremos que las órbitas están especificadas en términos de una va-
riable angular, i.e., ϕ(t) ∈ [0, 2π), sujetas a la constricción topológica ϕ = 0
y ϕ = 2π son puntos idénticos (el caso de un círculo).

Para encontrar la integral de trayectoria en este caso empezamos de ma-
nera usual, es decir, separamos la amplitud de trayectoria en un producto

〈ϕf , tf |ϕ0, t0〉 = 〈ϕf |e−
i
~ (tf−t0)Ĥ |ϕ0〉 = 〈ϕf |

N+1∏
n=1

e−
i
~ εĤ |ϕ0〉 (3.22)

donde ε =
tf−t0
N+1

.
Debido a la geometría en la que estamos, las relaciones de completez se

ven modificadas como
2π∫

0

dϕn|ϕn〉〈ϕn| = I (3.23)

las cuales cumplen las relaciones de ortogonalidad:

〈ϕi|ϕj〉 = δ(ϕi − ϕj), ϕk ∈ [0, 2π) (3.24)

Expandimos ahora la función-δ como una serie de funciones periódicas
sobre el círculo:

δ(ϕn − ϕn−1) =
∞∑

mn−∞

1

2π
eimn(ϕn−ϕn−1) (3.25)
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Para un sistema con Hamiltoniano idénticamente cero la amplitud de
transición está dada como

〈ϕf tf |ϕ0t0〉0 =
N∏
n=1

 2π∫
0

dϕn

N+1∏
n=1

[
∞∑

mn=−∞

1

2π

]
exp{i

N+1∑
n=1

mn(ϕn − ϕn−1)}

(3.26)
Introducimos el Hamiltoniano, H(p, ϕ), entonces en cada partición tene-

mos

〈ϕntn|ϕn−1tn−1〉 = 〈ϕn|e−
i
~ εĤ(p̂,ϕ̂)|ϕn−1〉

= e−
i
~ εĤ(p̂n,ϕ̂n)〈ϕn|ϕn−1〉

= e−
i
~ εĤ(p̂n,ϕ̂n)

∞∑
mn−∞

1

2π
eimn(ϕn−ϕn−1)

=
∞∑

n=−∞

1

2π
eimn(ϕn−ϕn−1)− i

~ εH(~mn,ϕn)

(3.27)

donde se aplicó el operador en cada término Ĥ(p̂, ϕ̂)→ Ĥ(p̂n, ϕ̂n)→ H(~mn, ϕn).
Por lo tanto la amplitud de transición cuando el Hamiltoniano es distinto

de cero obtenemos la Integral de Trayectoria Generalizada en Coor-
denadas Cíclicas

〈ϕf tf |ϕ0t0〉0 =
N∏
n=1

 2π∫
0

dϕn

N+1∏
n=1

[
∞∑

mn=−∞

1

2π

]
e
i
N+1∑
n=1

[mn(ϕn−ϕn−1)− ε~H(~mn,ϕn)]

(3.28)

Nota 6. Como consecuencia de que no se distinguen los puntos ϕ(t) y
ϕ(t) + 2π, las integrales respecto al momento se convirtieron en sumas sobre
números enteros, lo que nos representa que las funciones de onda son univa-
luadas en mecánica cuántica.
Es decir, la “discretización” del momento entra como “una suma de escalón”
en vez de una integral de trayectoria propia.

En lo que queda de esta sección vamos a obtener una forma de cambiar
estas espantosas sumas en integrales de trayectorias bonitas, para esto es
necesario añadir una suma infinita que garantice la invariancia cíclica en la
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variable ϕ.
Consideremos la Fórmula de Poisson:

∞∑
l=−∞

e2πikl =
∞∑

mn=∞

δ(k −m) (3.29)

Proposición 6. Podemos reescribir la relación de ortonormalidad de las
funciones ϕ como sigue:

〈ϕn|ϕn−1〉 =
∞∑

l=−∞

δ(ϕn − ϕn−1 + 2πl) (3.30)

Demostración. Efectivamente,

〈ϕn|ϕn−1〉 =
∞∑

mn=−∞

1

2π
eimn(ϕn−ϕn−1)

=
∞∑

mn=−∞

(
∞∑

kn=−∞

1

2π
eikn(ϕn−ϕn−1)

)
δ(kn −mn)

=
∞∑

kn=−∞

(
1

2π
eikn(ϕn−ϕn−1)

∞∑
mn=−∞

δ(kn −mn)

)

=
∞∑

kn=−∞

(
1

2π
eikn(ϕn−ϕn−1)

∞∑
l=−∞

e2πiknl

)

=
∞∑

l=−∞

(
∞∑

kn=−∞

1

2π
eikn(ϕn−ϕn−1+2πl)

)

=
∞∑

l=−∞

δ(ϕn − ϕn−1 + 2πl)

Lo que convierte a 〈ϕn|ϕn−1〉 en una suma periódica de funciones-δ.
Entonces aplicando una descomposición de Fourier de las funciones-δ obte-
nemos

〈ϕn|ϕn−1〉 =
∞∑

ln=−∞

∞∫
−∞

dkn
2π

exp [ikn(ϕn − ϕn−1) + 2iπknln] (3.31)
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Así la integral de trayectoria con el Hamiltoniano idénticamente cero que-
da determinada como sigue:

〈ϕf tf |ϕ0t0〉0 =
N∏
n=1

 2π∫
0

dϕn

N+1∏
n=1

[∫ ∞
−∞

dkn
2π

∞∑
ln=−∞

]
e
i
N+1∑
n=1

[kn(ϕn−ϕn−1)+2πknln]

(3.32)
Notemos que las sumas sobre ln pueden absorberse en las variables ϕn

al extender los límites de integración: [0, 2π) → (−∞,∞). Salvo que en la
última suma esto no es posible3, entonces la integral de trayectoria es

〈ϕf tf |ϕ0t0〉0 =
∞∑

l=−∞

N∏
n=1

 ∞∫
−∞

dϕn

N+1∏
n=1

[∫ ∞
−∞

dkn
2π

]
e
i
N+1∑
n=1

[kn(ϕn−ϕn−1)+2πknlnδn,N+1]

(3.33)
Así, la amplitud de transición con una constricción de coordenadas cíclicas

(con Hamiltoniano idénticamente cero) puede verse como

〈ϕf tf |ϕ0t0〉0,cic =
∞∑
−∞

〈ϕf tf + 2πln|ϕ0t0〉0 (3.34)

Donde el segundo miembro es la integral de trayectoria usual, es decir,
sin constricción topológica del círculo.

Por lo tanto, cuando el Hamiltoniano no es idénticamente cero, podemos
insertarlo en cada término del lado derecho de la amplitud de trayectoria de
forma usual y llegamos a que

〈ϕf tf |ϕ0t0〉 '
∞∑

l=−∞

N∏
n=1

 ∞∫
−∞

dϕn

N+1∏
n=1

[∫ ∞
−∞

dpn
2π~

]
e
i
~

N+1∑
n=1

[pn(ϕn−ϕn−1)+2πpnlnδn,N+1]×

× e
i
~

N+1∑
n=1

εH(pn.ϕn)

(3.35)

Así, en el límite continuo obtenemos que tiende a la siguiente integral de
3Esto se debe a que sobra una suma sobre ln pues hay N + 1 de éstas, en cambio hay

N integrandos sobre ϕn.

52



trayectoria:

〈ϕf tf |ϕ0t0〉 −−→
ε→0

∞∑
l=−∞

∫
ϕ0,ϕf+2πl

Dϕ(t)

∫
Dp(t)
2π~

exp{ i
~

tf∫
t0

dt [pϕ̇−H(p, ϕ)]}

(3.36)

Nota 7. En esta nota se presentará como es posible “absorber"las sumas al
extender los límites de integración de [0, 2π) a (−∞,∞) lo cual se usará para
las integrales de trayectoria en Mecánica Cuántica Polimérica.

Antes de extender los límites de integración teníamos que la amplitud de
trayectoria es

〈ϕf tf |ϕ0t0〉 =
N∏
n=1

 2π∫
0

dϕn

N+1∏
n=1

 ∞∫
−∞

dkn
2π

∞∑
ln=−∞

 eiN+1∑
n

[kn(ϕn−ϕn−1)+2πknln]

(3.37)
Notemos que el j-ésimo término de la variable ϕ aparece en

kj+1(ϕj+1 − ϕj + 2πlj+1) + kj(ϕj − ϕj−1 + 2πlj)

de la suma. Por lo cual está determinado por dos multiplicandos:

2π∫
0

dϕj

 ∞∫
−∞

dkj+1

2π

∞∑
lj+1=−∞

eikj+1(ϕj+1−ϕj+2πlj+1)

 ∞∫
−∞

dkj
2π

∞∑
lj=−∞

eikj(ϕj−ϕj−1+2πlj)


(3.38)

Que se puede escribir como

∞∫
−∞

dkj+1

2π

∞∫
−∞

dkj
2π

∞∑
lj+1=−∞

eikj+1(ϕj+1+2πlj+1−ikjϕj−1

2π∫
0

dϕj

∞∑
lj=−∞

eiϕj(kj−kj+1)+2πiljkj

(3.39)
Sea ϕ̂j = ϕj +2πlj , entonces los límites de integración se transforman de

[0, 2π) a [πlj2, 2π(lj + 1)) Entonces la integral anterior queda de la siguiente
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forma

∞∫
−∞

dkj+1

2π

∞∫
−∞

dkj
2π

∞∑
lj+1=−∞

eikj+1(ϕj+1+2πlj+1)−ikjϕj−1

2π(lj+1)∫
2πlj

dϕ̂j

∞∑
lj=−∞

eiϕ̂j(kj−kj+1)+2πiljkj+1 =

∞∫
−∞

dkj+1

2π

∞∫
−∞

dkj
2π

∑
lj+1

eikj+1(ϕj+1+2πlj+1)−ikjϕj−1

∑
lj

e2πiljkj+1

2π(lj+1)∫
2πlj

dϕ̂je
iϕ̂j(kj−kj+1) =

∞∫
−∞

dkj+1

2π

∞∫
−∞

dkj
2π

ei(kj+1ϕj+1−kjϕj−1)
∑
lj+1

∑
lj

eikj+12π(lj+1+lj)

2π(lj+1)∫
2πlj

dϕ̂je
iϕ̂j(kj−kj+1)

(3.40)

Ahora hagamos el siguiente cambio de variable l̂j+1 = lj+1 + lj, entonces
la ecuación anterior queda como

∞∫
−∞

dkj+1

2π

∞∫
−∞

dkj
2π

ei(kj+1ϕj+1−kjϕj−1)
∑
l̂j+1

∑
lj

eikj+12πl̂j+1

2π(lj+1)∫
2πlj

dϕ̂je
iϕ̂j(kj−kj+1)

(3.41)
Lo que nos permite separar las sumas de nuevo, es decir,

∞∫
−∞

dkj+1

2π

∞∫
−∞

dkj
2π

ei(kj+1ϕj+1−kjϕj−1)
∑
l̂j+1

eikj+12πl̂j+1

∑
lj

2π(lj+1)∫
2πlj

dϕ̂je
iϕ̂j(kj−kj+1)

(3.42)
entonces la última suma está dada por

∑
lj

2π(lj+1)∫
2πlj

dϕ̂je
iϕ̂j(kj−kj+1) =

∞∫
−∞

dϕ̂je
iϕ̂j(kj−kj+1) (3.43)

Por lo que (3.42) toma la forma

∞∫
−∞

dkj+1

2π

∞∫
−∞

dkj
2π

ei(kj+1ϕj+1−kjϕj−1)
∑
l̂j+1

eikj+12πl̂j+1

∞∫
−∞

dϕ̂je
iϕ̂j(kj−kj+1) (3.44)

54



Que redefiniendo las variables mudas l̂j+1 = lj+1, ϕ̂j = ϕj y reordenando
términos podemos escribir

∞∑
lj+1=−∞

∞∫
−∞

dϕj

∞∫
−∞

dkj+1

2π
eikj+1(ϕj+1−ϕj+2πlj+1)

∞∫
−∞

dkj
2π

eikj(ϕj−ϕj−1) (3.45)

Como esto es válido para cada una de las integralas de la variable ϕ
podemos “absorber” las sumas infinitas al extender los límites de integración,
salvo la última suma, por lo tanto llegamos a lo que queríamos.

3.2. Determinantes Funcionales
A modo de introducción observaremos que la regularización a través de la

función-ζ de Riemann es una forma conveniente de representar determinantes
funcionales. Para ello consideremos la siguiente ecuación de eigenvalores con
un operador diferencialM:

Mφn = λnφn (3.46)

dondeM puede ser un operador de Dirac, de Klein-Gordon, Sturm-Liouville
o de fluctuación, por ejemplo. Definimos la función-ζ correspondiente:

ζ(s) ≡ Tr

(
1

Ms

)
=
∑
n

1

λsn
(3.47)

Ahora bien derivando respecto a s obtenemos

ζ ′(s) = −
∑
n

ln(λn)

λsn
(3.48)

evaluando en s = 0

ζ ′(0) = − ln

(∏
n

λn

)
(3.49)

Por lo que se obtiene una definición formal del determinante del operador
M dada por4

detM≡ e−ζ
′(0) (3.50)

4Para más detalles sobre este tema, por ejemplo, la convergencia, DUNNE,Gerald,
Functional Determinants in Quantum Field theory.
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La relación entre el determinante funcional de un operador y la integral
de trayectoria se pone de manifiesto en la siguiente observación, donde se
tiene un operador en el integrando.

Observación 11. Recordemos la función gaussiana:

∞∫
−∞

dxe−αx
2

=

√
π

α
(3.51)

Entonces sea Aij los elementos de una matriz simétrica A: 5

∞∫
−∞

dx1 · · · dxne−xiAijxj =

∞∫
−∞

dy1 · · · dynJ e−yiDijyj (3.52)

Donde J es el jacobiano de la transformación xi = Oijyj con O una matriz
ortogonal6 y Dij son las entradas de una matriz diagonal D7.

Entonces se sigue después de realizar el producto en la exponencial de
(3.52)

∞∫
−∞

dy1 · · · dyne−(λ1y2
1+λ2y2

2+···λny2
n) =

√
πn

λ1 · · ·λn
=

π
n
2√

det(A)
(3.53)

Donde det(A) es el determinante de la matriz A

3.2.1. El Formalismo de Gel’fand-Yaglom

En este apartado veremos que si no se conocen los eigenvalores del ope-
rador, aún es posible calcular el determinante funcional al encontrar alguna
función, que se anule exactamente en los eigenvalores λn de nuestro operador,
M

5podría ser una matriz no necesariamente simétrica pero recordando que se puede ver
como la suma de una parte simétrica y otra antisimétrica, ésta última parte se cancelaría
en el integrando.

6Una matriz ortogonal es aquella cuya inversa es su transpuesta conjugada, entonces
en este caso J = 1 .

7Toda matriz simétrica es diagonalizable Aij = MT
ikDklMlj .
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Teorema 8. Teorema de Gel’fand-Yaglom
Consideremos los operadores diferenciales más simples dados por

Li = − d2

dt2
+Ri(t)

en el intervalo [0, 1]. Dado que el determinante de estos operadores divergen,
se calcula la razón entre determinantes, tales que ambos involucran opera-
dores de las mismas caracterísitcas, por ejemplo, definidos en el mismo in-
tervalo y con el mismo orden. Entonces i = 0, 1, donde i = 0 representa a
un operador conocido o de referencia (generalmente el de la partícula libre) e
i = 1 representa nuestro operador de interés. Como es costumbre las funcio-
nes Ri(t) se asumen continuas y los eigenvalores serán positivos8 Entonces:

detL1

detL0

=
y1(1)

y0(1)
(3.54)

donde yi(t) es la única solución de:

Liyi(t) = 0

y que satisface las condiciones de Dirichlet: yi(0) = 0, y′i(0) = 1

Demostración. Esta demostración es una construcción utilizando integración
por contorno en el plano complejo9

Ahora bien, consideremos una función fi,λ, tal que:

fi(λ) = 0 ∀λ = λn, n ∈ N

Entonces, se sigue que:
d

dλ
ln fi(λ) =

f ′i(λ)

fi(λ)

la cual tiene polos exactamente en λn Entonces la función ζ de Riemann
asociada está dada por

ζi(s) =
1

2πi

∫
γ

dλλ−2s d

dλ
ln fi(λ) (3.55)

8El caso donde existan modos cero será tratado más adelante.
9K.Kirsten and A.J. McKane,Functional determinants for general Sturm-Liouville pro-

blems. Journal of Physics A. Gen. 37:4649-4670
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Donde el contorno γ está escogido de tal manera que envuelva el eje-real y
que tenga sentido en contra de las manecillas del reloj y el corte en la parte
negativa. Ahora bien, haciendo el cambio de contorno γ → γ− tal que ahora
envuelva la parte negativa del eje-real. Entonces, cuando hay un cambio entre
la parte superior e inferior del contorno de γ− en el corte del eje negativo los
integrandos obtienen un factor de fase dado por e±iπs respectivamente, por
lo que se obtiene que la función ζ de Riemann asociada está dada por

ζi(s) =
1

2πi

e−iπs 0∫
−∞

dλλ−2s d

dλ
ln fi(λ) + eiπs

−∞∫
0

dλλ−2s d

dλ
ln fi(λ)


=

sin(πs)

π

−∞∫
0

dλλ−s
d

dλ
ln fi(λ)

(3.56)

Diferenciando respecto a s y evaluando en s = 0, obtenemos

−ζ ′i(0) = − ln fi,0(−∞) + ln fi,0(1) (3.57)

Como en problemas físicos se pide que la contribción de fi(λ) se desvanezca
cuando λ tiende a∞, y haciendo uso de la relación de la función ζ de Riemann
y el determinante de un operador obtenemos así que:

ln
detL1

detL2

= ln
f1,0(0)

f0,0(0)
(3.58)

3.2.2. Determinantes Funcionales en presencia de Mo-
dos Cero

Cuando el eigenvalor λ0 = 0 está presente en el operador M, entonces
no es posible utilizar la ecuación (3.58), debido a que fi(0) = 0. Hay que
eliminar este polo en el integrando en el plano −λ, entonces consideremos
L = − d2

dt2
+R(t):

1∫
0

dtf0(t)∗Lfλ(x) = λ

1∫
0

dtf0(t)fλ(t) = λ〈f0|fλ〉 (3.59)
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Integrando por partes obtenemos que:

λ〈f0|fλ〉 = [f ∗0 f
′
λ − f ′0f ∗λ ]

1
0 +

∫
dtfλLf

∗
0 = [f ∗0 f

′
λ − f ′0f ∗λ ]

1
0 (3.60)

Utilizando las condiciones de frontera obtenemos:

fλ(1) =
λ〈f0|fλ〉
f ′0(1)

= λgλ (3.61)

Aparentemente, el cambio en el determinante gλ → fλ(1) solucionaría el
problema, pero cuando λ→∞, gλ no preserva el comportamiento de fλ

Entonces, se propone hacer el cambio (1−λ)gλ ya que fλ(1) ∼ λgλ cuando
λ→∞ y es distinto de cero cuando λ→ 0.

Entonces la función ζ de Riemann asociada está dada por

ζ1(s) =
1

2πi

∫
γ

dλλ−s
d

dλ
ln(1− λ)fλ −

1

2πi

∫
γ

dλλ−s
d

dλ
ln(1− λ) (3.62)

Obteniendo la derivada respecto a s y haciendo s = 0, entonces:

ζ ′(0) = − ĺım
λ→0

ln gλ (3.63)

Por lo que el determinante funcional en presencia de modos cero está dado
por

detL1

detL0

=
g0

f0(1)
(3.64)
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Capítulo 4

Aplicaciones de la Mecánica
Cuántica Polimérica.

En este capítulo se presentan a modo de ejemplo la partícula libre po-
limérica, la partícula libre relativista en el caso usual y el polimérico y el
oscilador armónico polimérico, el cual se divide en la primera aproximación,
una segunda aproximación y, finalmente, el potencial completo utilizando el
teorema de Gel’fand-Yaglom para obtener el determinante funcional. En es-
te capítulo se utiliza sin hacer mención al método de los instantones y los
conceptos del Capítulo 2 referentes al álgebra polimérica y al Método de
Promedio de Grupo.

4.1. Partícula Libre Polimérica
Consideremos la ecuación de Schrödinger dada por

(P̂t + Ĥ)Ψ = 0 (4.1)

donde P̂t = −i~ ∂
∂t

y Ĥ = p̂2
x

2m
. Entonces el operador de la ecuación de Schrö-

dinger (4.1) está dado por

P̂t +
p̂2
x

2m
= P̂t −

~2

8mµ2

(
V̂µ − V̂ †µ

)2

(4.2)
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Por lo que la ecuación de Schrödinger queda de la siguiente forma1

(P̂t + Ĥ)Ψ = −i~∂Ψ(x, t)

∂t
− ~2

8mµ2

(
V 2
µ − 2VµV

†
µ + V †2µ

)
Ψ(x, t)

= −i~∂Ψ(x, t)

∂t
− ~2

8mµ2
(Ψ(x+ 2µ, t) + Ψ(x− 2µ, t)− 2Ψ(x, t)) = 0

(4.3)

Observamos entonces, que el primer sumando es una diferencial cuando el
resto de la ecuación está dada por diferencias, que en algunos casos conduce
a la ecuación de Mathieu.

Entonces, tenemos que nuestra constricción es la ecuación de Schrödinger,
por lo que nuestra acción está dada por

S =

∫
dτ

[
ptṫ+ pxẋ− λ

(
pt +

p2
x

2m

)]
(4.4)

Donde la identidad, recordemos, está dada por

I =
∑
x

∫
dt|x, t〉〈x, t| (4.5)

Utilizando el método de promedio de grupo y tomando Ĉ = P̂t + p̂2
x

2m
el

Kernel de Schrödinger está dado por2

K(xb, tb;xa, ta) =

∞∫
−∞

dα〈xb, tb|e−
i
~αĈ |xa, ta〉

=

∞∫
−∞

dα

N−1∏
n=1

[
∞∑

xn=−∞

]
N−1∏
n=1

[∫
dtn

] N∏
n=1

〈xn+1, tn+1|e−
i
~αεĈn|xn, tn〉

(4.6)

donde: ε = 1
N
, Ĉn = Ĉ.

1De aquí en adelante ˆ se omitirá en los operadores mientras no haya una posible
confusión.

2xb, tb y xa, ta representan las posiciones y tiempos final e inicial, respectivamente, que
los representamos con subíndice N y 0 después de hacer la partición.
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Recordemos que
Vµ|xn〉 = |x− µ〉 (4.7)

entonces,

p̂2
x|xn〉 = − ~2

4µ2
(|xn − 2µ〉 − 2|xn〉+ |xn + 2µ〉) (4.8)

〈xn+1|xn〉 = δxn+1,xn =
µ

2π~

π~
µ∫

−π~
µ

dpxn+1e
i
~pxn+1 (xn+1−xn) (4.9)

Con esto en mente procederemos a calcular un término representativo del
Kernel, pero primero notemos que

〈xn+1|
1

2m
p̂2
x|xn〉 =

~2

8mµ2
(2〈xn+1|xn〉 − 〈xn+1|xn − 2µ〉 − 〈xn+1|xn + 2µ〉)

=
~2

mµ2

µ

2π~

π~
µ∫

−π~
µ

dpxn+1

(
2e

i
~pxn+1 (xn+1−xn) − e

i
~pxn+1 (xn+1−xn−2µ)

−e
i
~pxn+1 (xn+1−xn+2µ)

)
=

~
16πmµ

π~
µ∫

−π~
µ

dpxn+1e
i
~pxn+1 (xn+1−xn)

(
2− e−

i
~2µpxn+1 − e

i
~2µpxn+1

)

=
~

16πmµ

π~
µ∫

−π~
µ

dpxn+1e
i
~pxn+1 (xn+1−xn)

(
4 sin2

(µpxn+1

~

))
(4.10)

〈xn+1|
1

2m
p̂2
x|xn〉 =

~
4πmµ

π~
µ∫

−π~
µ

dpxn+1e
i
~pxn+1 (xn+1−xn) sin2

(µpxn+1

~

)
(4.11)
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Utilizando el método de promedio de grupo, un término representativo
del Kernel en el espacio de configuraciones está dado por

〈xn+1|e−
i
~αε

p̂2x
2m |xn〉 = 〈xn+1|1 +

i

~
αε

p̂2
x

2m
|xn〉+O(ε2)

=
µ

2π~

π~
µ∫

−π~
µ

dpxn+1e
i
~pxn+1 (xn−xn+1)

[
1− i

~
αε

~2

2mµ2
sin2

(µpxn+1

~

)]
+O(ε2)

=
µ

2π~

π~
µ∫

−π~
µ

dpxn+1e
i
~pxn+1 (xn+1−xn)e

− i
~αε

(
~2

2mµ2

)
sin2

(µpxn+1
~

)

(4.12)

Además3

〈tn+1|e−
i
~αεP̂t|tn〉 =

1

2π

∞∫
−∞

dptne
− i

~αεptn+ i
~ptn+1 (tn+1−tn) (4.13)

Entonces, el Kernel de la partícula libre polimérica es:

K(xb, tb;xa, ta) =

∞∫
−∞

dα
N−1∏
n=1

 ∞∫
−∞

dtn

 N∏
n=1

 1

2π

∞∫
−∞

dptn

N−1∏
n=1

[
∞∑

xn=−∞

]
N∏
n=1

 µ

2π~

~π
µ∫

− ~π
µ

dpn


N∏
n=1

[
exp

{
i

~

[
ptn(tn − tn−1)− εαptn + pn(xn − xn−1)− εα~2

2mµ2
sin2

(µ
~
pn

)]}]

=

∞∫
−∞

dα
N−1∏
n=1

 ∞∫
−∞

dtn

 N∏
n=1

 1

2π

∞∫
−∞

dptn

N−1∏
n=1

[
∞∑

xn=−∞

]
N∏
n=1

 µ

2π~

~π
µ∫

− ~π
µ

dpn


exp

{
i

~

N∑
n=1

[
ptn(tn − tn−1)− εαptn + pn(xn − xn−1)− εα~2

2mµ2
sin2

(µ
~
pn

)]}
(4.14)

3Se obtiene al introducir adecuadamente la identidad
∫
dptn |ptn〉〈ptn | = I
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Notemos que el sumando de la parte temporal de la exponencial del Kernel
de la partícula libre polimérica está dado por
N∑
n=1

[ptn(tn − tn−1)− εαptn ] = ptN tN−pt1t0−
N−1∑
n=1

[
tn(ptn+1 − ptn)

]
−εα

N∑
n=1

ptn

(4.15)
Así la parte temporal del Kernel de la partícula libre polimérica está dado

por

N−1∏
n=1

 ∞∫
−∞

dtn

 N∏
n=1

 1

2π

∞∫
−∞

dptn

 e i~{−εα N∑
n=1

ptn−
N−1∑
n=1

tn(ptn+1−ptn )+ptN tN−pt1 t0}
=

N∏
n=1

 1

2π

∞∫
−∞

dptn

 e i~{−εα N∑
n=1

ptn+ptN tN−pt1 t0}
N−1∏
n=1

δ(ptn+1 − ptn) =

1

2π

∞∫
−∞

dptN e
− i

~ [εαNptN−ptN (tN−t0)] = δ(α− (tN − t0)) = δ(α− T )

(4.16)

Luego el sumando correspondiente a la parte espacial en la exponencial
del Kernel de la partícula libre polimérica está dado por
N∑
n=1

[
pn(xn − xn−1)− εα~2

2mµ2
sin2

(
~
µ
pn

)]
= pNxN − p1x0 −

N−1∑
n=1

[xn(pn+1 − pn)]

−
N∑
n=1

[
εα~2

2mµ2
sin2

(
~
µ
pn

)]
(4.17)

Entonces, el Kernel de la partícula libre polimérica viene dado por

K(xb, tb;xa, ta) =

∞∫
−∞

dα

N−1∏
n=1

[
∞∑

xn=−∞

]
N∏
n=1

 µ

2π~

~π
µ∫

− ~π
µ

dpn

 δ(α− T )×

× exp

{
pNxN − p1x0 −

N−1∑
n=1

[xn(pn+1 − pn)]−
N∑
n=1

εα~2

2mµ2
sin2

(
~
µ
pn

)}
(4.18)
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Nos gustaría decir análogamente al caso temporal y obtener una función
delta para el caso espacial, pero debido a la discretización de la variable
espacial xn ésto no es posible, así que se debe trabajar de otra manera.

Una vez que notamos la similitud de nuestro caso de la partícula libre
polimérica con la integral de trayectoria de la partícula puntual sobre un
círculo y que

∞∑
xn=−∞

exp

[
i

~
xn(pn − pn+1)

]
= 〈pn+1|pn〉 = δ(pn+1 − pn)

con las condiciones periódicas sobre los momentos, entonces utilizando la
fórmula de Poisson expandimos esta función delta en un conjunto completo
de funciones periódicas como sigue:

2πδ(pn+1 − pn) =
∞∑

xn=−∞

e
i
~xn(pn−pn+1)

=
∞∑

ln=−∞

e
i
~ [kn(pn−pn+1)+2πknln]

= 2π
∞∑

ln=−∞

δ(pn+1 − pn + 2πln)

(4.19)

Ahora expandiendo la función delta con una transformada de Fourier
tenemos que

2π
∞∑

ln=−∞

δ(pn+1 − pn + 2πln) =
∞∑

ln=−∞

∞∫
−∞

dqne
i
~ [qn(pn−pn+1)+2πqnln] (4.20)

donde qn es una variable continua.
Como qn es una variable muda la renombramos como qn = xn.
Así el Kernel de la partícula libre polimérica está dado por

K(xb, tb;xa, ta) =

∞∫
−∞

dα

N−1∏
n=1

 ∞∑
ln=−∞

∞∫
−∞

dxn

 N∏
n=1

 µ

2π~

~π
µ∫

− ~π
µ

dpn

 δ(α− T )×

× e
i
~

{
pNxN−p1x0−

N−1∑
n=1

[xn(pn+1−pn)+2πxnln]−
N∑
n=1

εα~2

2mµ2 sin2( ~
µ
pn)

}

(4.21)
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Notemos que podemos absorber las sumas sobre ln si extendemos los lími-
tes de integración de [− ~

µ
π, ~

µ
π) a (−∞,∞) en la variable de los momentos,

por lo tanto el Kernel de la partícula libre polimérica viene dado por

K(xb, tb;xa, ta) =

∞∫
−∞

dα
µ

2π~

~π
µ∫

− ~π
µ

dpN

N−1∏
n=1

 ∞∫
−∞

dxn

N−1∏
n=1

 µ

2π~

∞∫
−∞

dpn

 δ(α− T )×

× e
i
~

{
pNxN−p1x0−

N−1∑
n=1

[xn(pn+1−pn)]−
N∑
n=1

εα~2

2mµ2 sin2( ~
µ
pn)

}

=

∞∫
−∞

dα
µ

2π~

~π
µ∫

− ~π
µ

dpN

N−1∏
n=1

 µ

2π~

∞∫
−∞

dpn

 δ(α− T )
N−1∏
n=1

δ(pn+1 − pn)×

× e
i
~

{
pNxN−p1x0−

N∑
n=1

εα~2

2mµ2 sin2( ~
µ
pn)

}

=

∞∫
−∞

dα
µ

2π~

~π
µ∫

− ~π
µ

dpNδ(α− T )×

× e
i
~

{
pN (xN−x0)− α~2

2mµ2 sin2( ~
µ
pN)

}

=
µ

2π~

~π
µ∫

− ~π
µ

dpNe
i
~

{
T
[
pN

xN−x0
T
− ~2

2mµ2 sin2( ~
µ
pN)

]}

(4.22)

En la forma más general, el Kernel de la partícula libre polimérica está
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dado por

K(xb, tb;xa, ta) =

∞∫
−∞

dα
µ

2π~

~π
µ∫

− ~π
µ

dpN

N−1∏
n=1

 ∞∫
−∞

dxn

N−1∏
n=1

 µ

2π~

∞∫
−∞

dpn

N−1∏
n=1

 ∞∫
−∞

dtn


N∏
n=1

 1

2π

∞∫
−∞

dptn

 e i~{−εα N∑
n=1

ptn−
N−1∑
n=1

tn(ptn+1−ptn )+ptN tN−pt1 t0}×

× e
i
~

{
pNxN−p1x0−

N−1∑
n=1

[xn(pn+1−pn)]−
N∑
n=1

εα~2

2mµ2 sin2( ~
µ
pn)

}

(4.23)

Entonces, considerando el límite cuando N → ∞, se deben realizar los
siguientes cambios:

ε
N∑
n=1

→ dτ (4.24)

tn − tn−1

ε
→ dt

dτ
(4.25)

xn − xn−1

ε
→ dx

dτ
(4.26)

Entonces el Kernel de la partícula libre polimérica está dada por la si-
guiente integral de trayectoria:

K(xb, tb;xa, ta) =

∫
dαDx(τ)Dt(τ)DPt(τ)DPx(τ)e

i
~S (4.27)

donde:

Dx(τ) =
N−1∏
n=1

 ∞∫
−∞

dxn

 , Dt(τ) =
N−1∏
n=1

 ∞∫
−∞

dtn

 ;

(4.28)

DPx(τ) =
µ

2π~

π~
µ∫

−π~
µ

dpN

N−1∏
n=1

 µ

2π~

∞∫
−∞

dpn

 DPt(τ) =
N−1∏
n=0

 ∞∫
−∞

dptn


(4.29)
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Con la acción dada por

S =

1∫
0

dτ

(
ptṫ+ pxẋ− α

[
pt +

~2

2mµ2
sin2

(µpx
~

)])
(4.30)

Entonces tenemos:

ṗt = 0 (4.31)
ṫ = α (4.32)
ṗx = {px,H} = 0 (4.33)

ẋ =
~α

2mµ
sin

(
2µpx
~

)
(4.34)

Vamos a obtener la acción efectiva, para esto haremos que nuestra cons
tricción sea una constricción fuerte, i.e., pt + ~2

2mµ2 sin2
(
µpx
~0

)
= 0

De las ecuaciones anteriores obtenemos que

ṫ = α =
dt

dτ
(4.35)

ẋ =
dx

dτ
= α

dx

dt
= αx′ (4.36)

px =
~
2µ

arcsin

(
2mµx′

~

)
(4.37)

Sustituyendo estas ecuaciones en la acción (4.30) nuestra acción efectiva
polimérica, que es la acción Hamiltoniana ya desparametrizada, está dada
por

S =

tb∫
ta

dt

[
pxx

′ − ~2

2mµ2
sin2

(µpx
~

)]
(4.38)

Ahora bien, sustituyendo px:

S =

tb∫
ta

dt

[
~
2µ
x′ arcsin

(
2mµx′

~

)
− ~2

4mµ2

(
1−

√
1− 4m2µ

~2
x′2

)]
(4.39)
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La cual no depende explícitamente del tiempo t por lo que la energía se
conserva:

H =
∂L
∂x′

x′ − L

=
~2

4mµ2

(
1−

√
1− 4m2µ

~2
x′2

)

=
~2

2mµ2
sin2

(µpx
~

) (4.40)

De la segunda igualdad se obtiene que nuestra velocidad está restringida
por

− ~
2mµ

< x′ <
~

2mµ
(4.41)

Despejemos x′ de nuestra energía H = cte:

x′2 =
2H
m

(
1− 2mµ2

~2
H
)

(4.42)

Lo que nos dice que la energía está acotada por

0 < H <
~2

2mµ2
(4.43)

Integrando x′ respecto al tiempo y despejando el tiempo t tenemos que
este es lineal dado por

t = ± 1√
2H
m

(
1− 2mµ2

~2 H
)x+ t0 (4.44)

4.2. Partícula Libre Relativista
En esta sección se trabajará la partícula libre relativista empezando con

el caso no polimérico y seguido del polimérico.4

4En este caso no se utilizarán unidades naturales, i.e., c 6= 1.
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4.2.1. No-Polimérico

La acción de la partícula libre relativista está dada por

S =
1

2
c

1∫
0

dτ

(
1

λ
ẋµẋ

µ −m2λ

)
(4.45)

Donde λ es variable.
Entonces los momentos están dados por

pµ = − c
λ
ẋµ (4.46)

pλ = 0 (4.47)

Por lo que, pλ es nuestra constricción, dando lugar al Hamiltoniano canónico:

Hc = pµẋ
µ + pλλ̇− L

= −λ
2

(
pµp

µ

c
+m2c

) (4.48)

Obteniendo, así, la acción hamiltoniana dada por

SH =

∫
dτ

[
pµẋ

µ +
λ

2

(
pµp

µ

c
+m2c

)]
(4.49)

entonces

ṗλ = {pλ,HT} = {pλ,−
λ

2

(
pµp

µ

c
+m2c

)
+ γpλ} (4.50)

=
1

2

(
pµp

µ

c
+m2c

)
≈ 0 (4.51)

Que es igual a cero débilmente.5
Proseguimos a calcular el Kernel, con la constricción obtenida de la ecua-

5γpλ representa el multiplicador de Lagrange con la constricción primaria.
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ción anterior, i.e., Ĉ = 1
2

(
pµpµ

c
+m2c

)
, entonces

K(~xf , xf0 , ~x
i, xi0) =

∞∫
−∞

dλ〈xf |e−
i
~λĈ |xi〉

=

∞∫
−∞

dλ

N−1∏
n=1

∞∫
−∞

dDxn

N∏
n=1

〈xn|e−
i
~ ελĈ |xn−1〉

=

∞∫
−∞

dλ
N−1∏
n=1

∞∫
−∞

dDxn

N∏
n=1

(
1

2π~

)D ∞∫
−∞

dDpne
i
~

N∑
n=1

[
− ελ

2

(
pµnp

µ
n

c
+m2c

)
+pµn(xµn−xµn−1)

]

=

∞∫
−∞

dλ

(
1

2π~

)D N−1∏
n=1

[
D−1∏
µ=0

δ(pµn − pµn+1)

]
×

×
N∏
n=1

 ∞∫
−∞

dpn

 e i~
[
pµN x

µ
N−pµ1x

µ
0−

N∑
n=1
− ελ

2

(
pµnp

µ
n

c
+m2c

)]

=

∞∫
−∞

dλ

(
1

2π~

)D ∞∫
−∞

dDpNe
− i

~ [λ2 ( 1
c
pµN p

µ
N+m2c)−pµN (xµN−x

µ
0)]

(4.52)

Que es una integral gaussiana.6
Reescribiendo en términos de x̄µ = xµN − x

µ
0 , el Kernel está dado por

K(~xf , xf0 , ~x
i, xi0) =

∫
dλ
( c

2π~λ

)D
2
e
ic
2~

(
x̄µx̄

µ

λ
−λm2

)
(4.53)

Claramente, depende aún de λ pues no se ha escogido la norma, es decir,
no se ha definido el tiempo.

Este kernel puede ser escrito de la siguiente forma utilizando una delta
6ε = 1

N , N denota el número en que se particionó el intervalo.
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de Dirac debida a nuestra constricción:

K(~xf , xf0 , ~x
i, xi0) =

(
1

2π~

)D ∞∫
−∞

dDPN4π~cδ(pµNp
µ
N +m2c)e

i
~pµN (xµN−x

µ
0 )

=

(
1

2π~

)D−1
∞∫

−∞

dD−1PN
e
i
~ p̄N (x̄N−x̄0)

2
√
p̄2 +m2c

[
e
i
~ (x0

N−x
0
0)
√
p̄2+m2c + e−

i
~ (x0

N−x
0
0)
√
p̄2+m2c

]
(4.54)

Esta última igualdad es la forma más usual de escribir el Kernel de la
partícula libre relativista del caso no polimérico.7

4.2.2. Polimérico

La constricción viene siendo la misma al caso no polimérico, lo distinto
como se ha discutido, es la definición del operador de momento así como la
topología viene siendo la discreta en el espacio de coordenadas.8

K(x1
f , x

0
f |x1

i , x
0
i ) =

∫
dλ〈x1

f , x
0
f |e−

i
~λĈ |x1

i , x
0
i 〉

=
N−1∏
n=1

∞∫
−∞

dλdx0
n

N−1∏
n=1

 ∞∑
x1
n=−∞

 N∏
n=1

〈x1
n, x

0
n|e−

i
~λĈ |x1

n, x
0
n〉

=
N−1∏
n=1

∞∫
−∞

dλdx0
n

N∏
n=1

 1

2π~

∞∫
−∞

dp0
n

N−1∏
n=1

 ∞∑
x1
n=−∞

 N∏
n=1

 µ

2π~

µ~
µ∫

−µ~
µ

dp1
n


e
i
~

N∑
n=1

[
− ελ

2

(
1
c
p0np

0
n+ ~2

cµ2 sin2

(
µp1n
~

)
+m2c

)
+p0n (x0

n−x0
n−1)+p1n (x1

n−x1
n−1)

]

=

∫
dλDx0(τ)Dx1(τ)Dp0(τ)Dp1(τ)e

i
~S

(4.55)

donde:
7D es la dimensión del espacio.
8Se considera el caso más simple de dimensión 1+1
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Dx1(τ) =
N−1∏
n=1

 ∞∫
−∞

dx1
n

 , Dx0(τ) =
N−1∏
n=1

 ∞∫
−∞

dx0
n

 ; (4.56)

Dp1(τ) =
µ

2π~

π~
µ∫

−π~
µ

dp1
N

N−1∏
n=1

 µ

2π~

∞∫
−∞

dp1
n

 Dp0(τ) =
N−1∏
n=0

 ∞∫
−∞

dp0
n


(4.57)

Donde la acción está dada por

S =

1∫
0

dτ

[
p0ẋ

0 + p1ẋ
1 − λ

2

(
p0p

0

2
+

~2

cµ2
sin2 µp

1

~
+m2c

)]

=

1∫
0

dτ

[
c

2λ
ẋ0ẋ

0 +
~
2µ
ẋ1 arcsin

(
2µc

λ~
ẋ1

)
− λ~2

4cµ2

(
1−

√
1− 4c2µ2

λ2~2
ẋ1ẋ1

)
− 1

2
λm2c

]
(4.58)

Obteniendo la variación respecto al parámetro λ, escogiendo la norma
dada por ṫ = 1, entonces

ẋ2 ≤ c2 +
2c4m2µ2

~
− 2

√
c6m2µ2

~2
+
c8m4µ4

~4
(4.59)

Observamos que a las partículas tipo luz, i.e., m = 0 la retícula no les
afecta y su velocidad corresponde a c.

4.3. Oscilador Armónico Polimérico
Consideremos el Hamiltoniano total de un oscilador armónico parametri-

zado
H = pt +

p2
x

2m
+
kx2

2
, (4.60)

que en el caso polimérico es

H = pt + sin2
(µ
~
px

)
+
kx2

2
(4.61)
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El cual es la constricción de primera clase, entonces la acción parametri-
zada está dada por9

S =

∫
dτ

{
ptṫ+ pxẋ− λ

(
pt + sin2

(µpx
~

)
+
kx2

2

)}
(4.62)

Sacando las variaciones de la acción respecto a las variables canónicas(t,pt,px,x),
se obtienen las siguientes igualdades

ṫ = λ (4.63)
ṗt = 0 (4.64)

ẋ =
λ~

2mµ
sin

(
2µpx
~

)
(4.65)

x = − ṗx
λk

(4.66)

Haciendo uso de la primera ecuación de las 4 anteriores se obtiene la
acción desparametrizada, dada por10

S =

∫
dt

[
pxẋ−

~2

2mµ2
sin2

(µpx
~

)
− kx2

2

]
(4.67)

donde ahora los puntos representan la derivada respecto a t.
Sacando la variación respecto a px se obtiene:

ẋ =
~

2mµ
sin

(
2µpx
~

)
(4.68)

Vamos a obtener las ecuaciones de movimiento, para ello, utilizaremos las
condiciones de frontera que px(ti) = 0, con i = 1, 2, que representan los límites
de integración. Luego aplicando regla de la cadena en pxẋ = d

dt
(pxx) − ṗxx,

entonces la acción está dada por

S =

∫
dt

[
−ṗxx−

~2

2mµ2
sin2

(µpx
~

)
− kx2

2

]
(4.69)

9λ es un multiplicador de Lagrange.
10Si recordamos que el potencial de un oscilador armónico simple está dado por V (x) =

k
2x

2, entonces hemos llegado a que la acción polimérica y no-polimérica son “equivalentes”
salvo por el término cinético.
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Ahora sacando la variación respecto a x, encontramos que

x = − ṗx
k

(4.70)

Por lo que la acción efectiva, en términos del momento, está dada por

S =

∫
dt

[
ṗ2
x

k
− ~2

2mµ2
sin2

(µpx
~

)]
(4.71)

Notemos que nuestro potencial está dado por

V (px) =
~2

2mµ2
sin2

(µpx
~

)
(4.72)

entonces las ecuaciones de movimiento están dadas por

p̈x = − k~
2mµ

sin

(
2µ

~
px

)
(4.73)

Para hacer el análisis dinámico del oscilador, haremos dos aproximaciones
(a primer y segundo orden) y finalmente consideraremos el potencial total.

4.3.1. Aproximación a primer orden V (px) ' p2x
2m

Expandiendo en serie de potencias el potencial del oscilador armónico
queda como:

V (px) =
~2

2mµ2
sin2

(µpx
~

)
=

1

m

∞∑
n=1

(−4)n−1 p2n
x

(2n)!

(µ
~

)2(n−1)

' 1

m

[
p2
x

2
− 4

4!

µ2

~2
p4
x +

16

6!

µ4

~4
p6
x +O

(
µ6

~6
p8
x

)] (4.74)

Entonces el potencial a primera aproximación está dado por

V (px) =
1

m

p2
x

2
(4.75)
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Por lo tanto, la acción a primer orden es

S =

∫
dt

[
ṗ2
x

2k
− p2

x

2m

]
=

∫
idτ

[
− ṗ

2
x

2k
− p2

x

2m

]
= −i

∫
dτ

[
ṗ2
x

2k
+

px
2m

]
= −iSE
(4.76)

Donde la tercer igualdad se debe al haber aplicado una rotación de Wick
al espacio euclideano, utilizando el cambio de variable iτ = t, entonces la
amplitud de transición (o Kernel), en general, se ve afectada de la siguiente
manera:

K(xf , tf ;x0, t0) = 〈xf , tf |e
−i
~ S |x0, t0〉 = 〈xf , tf |e−

1
~SE |x0, t0〉 (4.77)

Entonces la acción, después de la rotación de Wick, se transforma en

SE =
1

k

∫
dτ

[
ṗ2
x

2
+ ω2p

2
x

2

]
(4.78)

Donde ω2 = k
m

Entonces la ecuación de movimiento está dada por

p̈x = ω2px (4.79)

Para obtener la solución de esta ecuación, expandimos alrededor de una
solución clásica, entonces px = pxcl + pxq

11. Ahora, si escogemos las condi-
ciones de frontera pxf = 0 = px0 , entonces la solución clásica es la trivial
(ya que satisface ecuaciones de Euler-Lagrange), pero la solución cuántica
no necesariamente las satisface y por lo tanto no podemos decir que sea la
trivial.

Ahora calcularemos el determinante del operador correspondiente al os-
cilador armónico, dado por

W = −∂2
τ + V ′′ = −∂2

τ + ω2 (4.80)

Sean pn las eigenfunciones, con la condición de pnf = 0 = pn0 y εn los
eigenvalores de:

(−∂2
τ + ω2)pn = εnpn (4.81)

Cuya solución general está dada por

pn = A sin
(√

εn − ω2(t+ α)
)

(4.82)

11q denota la parte cuántica
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Y como debe cumplir las condiciones de frontera, entonces

α = τ0 (4.83)

εn =
n2π2

(τf − τ0)2
(4.84)

Entonces el determinante del operador está dado por12

detW = c
∞∏
n=1

εn = c
∞∏
n=1

n2π2

T 2
E

∞∏
n=1

(
1 +

ω2T 2
E

n2π2

)
(4.85)

Para calcular el Kernel, se toma:

K(pf = 0, tf ; p0 = 0, t0) =
1√

detW

= c
∞∏
n=1

εn = c
∞∏
n=1

(
n2π2

T 2
E

)− 1
2
∞∏
n=1

(
1 +

ω2T 2
E

n2π2

)− 1
2

(4.86)

Entonces, si ω = 0, implica que el primer producto de productos debe
ser igual al determinante de la partícula libre, y el segundo producto de
productos está dado por

(
sinωT
i2ωT

)− 1
2

Por lo tanto el Kernel del oscilador armónico a primera aproximación está
dado por

K(pf = 0, tf ; p0 = 0, t0) =

√
iω

2π~ sin(ωT )
(4.87)

4.3.2. Aproximación a segundo orden V (px) = p2x
2m −

µ2

~2
p4x
6m

Sustituyendo en la acción efectiva la aproximación a 2do. orden tenemos
que

S
∫
dt

[
ṗx
2k
− p2

x

2m
+
µ2

~2

p4
x

6m

]
(4.88)

Nuevamente, aplicamos una rotación de Wick (−iτ = t) para euclideani-
zar la acción, entonces

SE =
1

k

∫
dτ

[
ṗ2
x

2
+
ω2

2
p2
x −

ω2µ2

~2
p4
x

]
(4.89)

12TE = τf − τ0 y T = i(tf − t0)
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Donde ω2 = k
m

Notemos que

ω2

2
p2
x −

ω2µ2

~2
p4
x = −ω

2µ2

6~2

(
p4
x −

3~2

µ2
p2
x

)
= −ω

2µ2

6~2

(
p2
x −
√

3~
2µ

)2

+
ω2

8

(4.90)

Haciendo λ = −ω2µ2

6~2 y a2 =
√

3~
2µ

, entonces el potencial está dado por

V (px) = λ(p2
x − a2)2 − λa4 (4.91)

Entonces la acción queda como

SE =
1

k

∫
dτ

[
ṗ2
x

2m
+ λ(p2

x − a2)2 +
ω2

8

]
(4.92)

A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange y la derivada del potencial
respecto al tiempo τ se obtiene que

V (px) =
ṗ2
x

2
− c (4.93)

Donde c es una constante que se determinará más adelante. Entonces al
sustituir este resultado en la acción ésta toma la siguiente forma:

SE =
1

k

∫
dτ
[
ṗ2
x − c

]
(4.94)

Se observa que cuando |τ | → ∞ para que esté bien definida la acción
ṗx = ±

√
c

Entonces d2px
dτ2 = d

dτ
V (px) = 0, lo que nos indica que buscamos que las

partículas tengan momento cero en lo máximo del potencial invertido, es
decir, cuando px = ±a por lo tanto c = −ω2

8
, por lo tanto

1

2
ṗ2
x = V (px) + c = λ(a2 − p2)2 (4.95)

Resolviendo la ecuación diferencial e imponiendo las condiciones p(∞) =
∓a, se obtiene que

px = ±a tanh(a
√

2λ∆τ) (4.96)
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Sustituyendo los valores de λ,a y ∆τ = −iT = −i(tf − t0)

px = ±

√√
3~

2µ
tanh

√√3µ

6~
ωT

 (4.97)

4.3.3. Potencial completo: V (px) = ~2
2µ2m sin2

(
µpx
~
)

Recordemos que la acción efectiva está dada por

S(px, ṗx) =

tf∫
t0

dt

[
ṗ2
x

2k
− ~2

2µ2m
sin2

(µpx
~

)]
(4.98)

Entonces, para proseguir, euclideanizamos la acción:

SE(px, ṗx) =

tf∫
t0

dt

[
ṗ2
x

2k
+

~2

2µ2m
sin2

(µpx
~

)]
(4.99)

Minimizando la energía haciendo la variación en la acción (δS = 0), las
ecuaciones de Euler-Lagrange están dadas por

d

dt

∂L
∂ṗx
− ∂L

∂px
= 0 (4.100)

1

m

d2px
dt2
− ∂V

∂px
= 0 (4.101)

Multiplicamos todo por ṗx = dpx
dt
, entonces tenemos que

1

k
ṗxp̈x − ṗxV ′(px) =

1

2k

dṗ2
x

dt
− dpx

dt

∂V

∂px

=
1

2k

dṗ2
x

dt
− dV

dt
= 0

(4.102)

Por lo tanto
d

dt

(
1

2k
ṗ2
x − V (px)

)
= 0 (4.103)
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Lo que nos dice que
1

2k
ṗ2
x − V (px) = cte (4.104)

Por comodidad, seleccionamos esta constante igual a cero, entonces

ṗx =
√

2kV (px) (4.105)

Sustituyendo el potencial obtenemos:

ṗx =

√
k

m

~
µ

sin
(µpx

~

)
(4.106)

Haciendo ω =
√

k
m

y resolviendo esta ecuación diferencial, encontramos
que

px =
2~
µ

arctan(exp(ωt)) (4.107)

Que es la solución clásica del momento (pxcl).

Ahora bien, queremos calcular el determinante del operador
(
− d2

dt2
+ d2V

dp2
x

∣∣∣
pxcl

)
alrededor de la solución clásica.

Entonces
d2V

dpx

∣∣∣∣
pxcl

=
1

m
cos

(
2µ

~
pxcl

)
=

1

m
cos

(
2µ

~
2~
µ

arctan(exp(ωt))

)
=

1

m
cos (4 arctan(exp(ωt)))

=
1

m

(
1− 2sech2(ωt)

)
(4.108)

Por lo que obtenemos un operador de Pöschl-Teller.
En general, los operadores de Pöschl-Teller están dados por

Ŵ = − d2

dt2
+ n2 − j(j + 1)sech2(t) (4.109)

que tienen j estados ligados discretos con energías El = n2− l2 y l = 1, ..., j,
así como un espectro continuo de estados con densidad

ρ(k) =
1

π

d

dk
δ(k) = − 2

π

∑ l

l2 + k2
,
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y δ(k) representa el corrimiento de fase inducido por un potencial dispersor.
En nuestro caso, n = 1, j = 1, por lo que el determinante de nuestro

operador

Ŵ = − d2

dt2
+
d2V

dp2
x

∣∣∣∣
pxcl

(4.110)

tiene un modo cero.
La correspondiente eigenfunción para el eigenvalor 0 satisface(

− d2

dt2
+
d2V

dp2
x

∣∣∣∣
pxcl

)
Ψ(t) = 0 (4.111)

Donde es fácil verificar que una solución está dada por Ψ = ṗxcl, que es
equivalente a demostrar:

−
...
p xcl +

d2V

dp2
x

∣∣∣∣
pxcl

ṗxcl = 0 (4.112)

Luego haciendo uso que ṗxcl =
√

2V (pxcl), entonces

−
...
p xcl = −

(√
2V (pxcl)

)′′∣∣∣∣
pxcl

(4.113)

Por lo tanto

−
...
p xcl =

V ′(pxcl)√
2V (pxcl)

ṗxcl = V ′(pxcl) (4.114)

Este modo nulo ocurre debido a la invariancia traslacional de la solución
clásica.

El problema de esta solución es que no cumple con las condiciones de
frontera impuestas por el teorema de Gelfand, y para calcular el determinante
del operador es necesario recorrer el modo cero agregando un factor de e

i
~Scl

al determinante sin presencia de este modo.
Haciendo uso del programa Mathematica 9.0, introduciendo la ecuación

homogénea del potencial de Pöschl-Teller, obtenemos que la solución Ψ0(t)
que satisface las condiciones de frontera, Ψ0(0) = 0 y Ψ′0(0) = 1, está dada
por
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Ψ0(t) =
LP
[
i
2 (i+

√
7), i, tanh[t]

]
LQ
[
i
2 (i+

√
7), i, 0

]
− LP

[
i
2 (i+

√
7), i, 0

]
LQ
[
i
2 (i+

√
7), i, tanh[t]

](
−2 +

√
7− i

) (
LP
[
1 + i

2 (i+
√

7, i, 0
]
LQ
[
i
2 (i+

√
7), i, 0

]
− LP

[
i
2 (i+

√
7), i, 0

]
LQ
[
1 + i

2 (i+
√

7), i, 0
])

(4.115)
donde LP (l,m, x) representa a los polinomios asociados de Legendre de pri-
mera clase y LQ(l,m, x) representa a la segunda solución de la ecuación
diferencial asociada de Legendre.

Resolviendo ahora numéricamente este potencial con las condiciones de
frontera dadas por el Teorema de Gel’fand-Yaglom se pudo graficar la solu-
ción:

-10 -5 5 10

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

Figura 4.1:
Solución a la ecuación diferencial de Pöschl-Teller utilizando el teorema de

Gel’fand-Yaglom
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Código:
Para resolver la ecuación diferencial en general se utilizó el siguiente có-

digo:
ClearAll

a = 1;
s = DSolve[{f ′′[x]− 2a/Cosh[x]2f [x] == −af [x], f [0] == 0, f ′[0] == 1}, f [x], x]

Para obtener la gráfica de la solución se implementó el código siguiente:
v = NDSolve[{f ′′[x]−2a/Cosh[x]2f [x] == −af [x], f [0] == 0, f ′[0] == 1}, f [x], x,−10, 10]
obteniendo

{{f [x]→ InterpolatingFunction[{{−10., 10.}}, <>][x]}}

y aplicando el comando Plot :

Plot[f [x]/.v, {x,−10, 10}]]

se obtuvo la gráfica.

Nota 8. Para obtener el determinante completo falta trabajar con el modo
cero, pero no se hará así, sino se utilizará el método de los instantones del
siguiente capítulo para resolver el problema del cálculo del determinante del
oscilador armónico polimérico.
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Capítulo 5

Instantones

En este capítulo se presenta el método de los instantones, haciendo una
breve introducción de dónde surgieron y su importancia en la Teoría de Cam-
pos, se presta especial atención a las integrales funcionales en un espacio Eu-
clideano en vez del usual (Minkowskiano) y se resuelve el oscilador armónico
usual.

5.1. Introducción.
En la teoría cuántica de campos ha habido muchos avances importantes,

más aún, se han solucionado problemas que se creían imposibles; así como se
ha obtenido un camino intuitivo hacia una teoría cuántica de campos final
para las interacciones fuertes: la cromodinámica cuántica.

Todo esto ha sido posible a una familia de métodos computacionales lla-
mados instantones. Estos métodos están basados en aproximaciones
semiclásicas en el contexto de la teoría cuántica de campos.

Para entender a qué se refiere esto, consideremos la teoría de un campo
escalar en un espacio de Minkowski de 4 dimensiones, cuya dinámica está
descrita por la densidad Lagrangiana:

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
m2φ2 − g2φ4 (5.1)

En la Física clásica, una constante de acoplamiento g, es un parámetro
irrelevante ya que si uno hace el cambio de variable

φ′ = gφ, (5.2)
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la densidad Lagrangiana queda como

L =
1

g2

(
1

2
∂µφ

′∂µφ′ − 1

2
m2φ′2 − φ′4

)
(5.3)

Por lo que g no aparece en las ecuaciones de campo, así que si uno puede
resolver la teoría para alguna g positiva, podrá resolverla para cualquier g
positiva, es decir, g es sólo un parámetro dimensional que puede reescalarse
a 1.

En cambio, en física cuántica el parámetro g es relevante, ya que en la
física cuántica existe la dependencia de una nueva constante: ~, y el obje-
to importante de estudio (por ejemplo, en la la integral de trayectoria de
Feynman) es

L
~

=
1

g2~

(
1

2
∂µφ∂

µφ · · ·
)
. (5.4)

Así, el parámetro (adimensional relevante es, 1
g2~ , y para aproximaciones

semiclásicas (aproximaciones de ~ pequeñas) son equivalentes a aproximacio-
nes de acoplamiento débil (aproximaciones con g pequeña).1

Se llegó a creer que la teoría de perturbaciones resolvía todos los proble-
mas en teoría de campos, pero el confinamiento de objetos de colores y la
formación del espectro de hadrones son dos ejemplos en la Cromodinámica
Cuántica que no son explicados con éxito bajo esta teoría puesto que presen-
tan una analogía a la penetración de barrera de un potencial en la mecánica
de partículas.

Ejemplo:
Consideremos una partícula de masa unitaria moviéndose en un potencial
unidimensional, cuyo Lagrangiano es

L =
1

2
ẋ2 − V (x, g) (5.5)

dond V (x, g) = 1
g2F (gx) y F es una función cuya serie de Taylor empieza

con términos cuadráticos.
Entonces si consideramos el fenómeno de transmisión en una barrera de

potencial donde la fórmula de amplitud de transmisión está dada por el
1Constante de Acoplamiento: es un número adimensional que determina la fuerza de

una interacción, ya sea de la parte del potencial o la cinética. Un ejemplo, la constante de
estructura fina α ∼ 1

137 .
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método WKB por

|T (E)| = exp

−1

~

xf∫
xi

dx
[√

2(V − E)
] [1 +O(~)] (5.6)

donde xi y xf son los puntos de retorno clásicos con energía E. Esta trans-
misión no se observará en la teoría de perturbaciones pues (5.6) se desvanece
más rápido que cualquier potencia de ~.

5.2. Integrales Funcionales y Tiempo
Imaginario.

El método que se presenta a continuación se puede generalizar directa-
mente a teoría de campos.

Consideremos el caso en una dimensión de una partícula sin espín y masa
unitaria moviéndose bajo un potencial V (x), así, su Hamiltoniano es

H =
p2

2
+ V (x) (5.7)

y el Lagrangiano está dado por

L =
1

2

(
dx

dt

)2

− V (x) (5.8)

Supongamos que al tiempo inicial, ti, la partícula se encuentra en xi y al
tiempo final, tf , se encuentra en xf ; así, como Feyman encontró, la amplitud
de dicho proceso es la suma de todas las trayectorias posibles que unen a los
puntos de mundo (ti, xi) y (tf , xf ) pesados por eiS , donde S es la acción dada
por

S =

tf∫
ti

dtL(x, ẋ), (5.9)

por lo que la amplitud de transición es

〈xf |e−
i
~Ht0|xi〉 = N

∫
Dxe

i
~S[x(t)] (5.10)
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donde t0 = tf − ti > 0, e−
i
~Ht0 es el operador de evolución usual del sistema,

el factor N es una constante de normalización y Dx representa que hay que
integrar sobre todas las funciones x(t) tales que cumplan con las condiciones
de frontera x(ti) = xi y x(tf ) = xf .

Consideremos ahora un conjunto completo de vectores propios ortonor-
males de la energía, {|n〉}, tales que H|n〉 = En|n〉, entonces la amplitud de
transición está dada por

〈xf |e−
i
~Ht0 |xi〉 =

∑
n

e−
i
~Ent0〈xf |n〉〈n|xi〉, (5.11)

es decir, la amplitud de transición es una suma de exponenciales que van osci-
lando. Pero como estamos interesados en el estado base (toda teoría cuántica
y de campos está interesada en el estado base), entonces es conveniente cam-
biar estas exponenciales oscilatorias en unas exponenciales decrecientes. Para
esto consideremos el cambio de variable t → −iτ . Así, en el límite cuando
τ0 → ∞ el único término que sobrevive en la suma es Ψ0(x), por lo que la
amplitud en el límite es e−E0τ0Ψ0(xf )Ψ

∗
0(xi).

A este cambio de variable en el tiempo se le conoce como rotación de
Wick y se le relaciona con el espacio Euclideano.

Entonces, en la formulación Euclideana la acción toma la forma

iS[x(t)]→ −SE = −
τf∫
τi

dτ

[
1

2

(
dx

dτ

)2

+ V (x)

]
(5.12)

Notemos que SE ≥ 0, entonces hemos obtenido una suma de exponen-
ciales decrecientes y la amplitud de transición en el espacio Euclideano está
dada por

〈xf |e
1
~Hτ0|xi〉 = N

∫
Dxe−

1
~SE (5.13)

Consideremos xcl(τ) una función tal que cumpla con las condiciones de fron-
tera. Si {xn(τ)} es un conjunto completo de funciones ortonormales, tales
que xn(τi) = 0 = xn(τf ) ∀n, entonces cualquier función arbitraria x(τ) tal
que cumpla con las condiciones de frontera se puede expresar como

x(τ) = xcl(τ) +
∑
n

cnxn(τ) (5.14)
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Entonces, se define la medida Dx de la siguiente forma2:

Dx =
∏
n

dcn√
2π~

(5.15)

Debido a la forma del lado derecho de (5.13), en la aproximación semi-
clásica3 (~ pequeño) la mayor parte de la integral está “acumulada” en las
regiones cercanas al extremo (mínimo) de la acción SE. Entonces, la tra-
yectoria de mínima acción, que denotaremos por xcl(τ) es conocida como la
solución clásica o la trayectoria extrema o punto estacionario.

Consideremos, por simplicidad, que sólo hay un punto extremo xcl(τ), de
no ser así, la integral sería la suma de las contribuciones de todos los puntos
estacionarios. Entonces para que sea punto extremo debe cumplir que4

δS = S[xcl(τ) + δx(τ)]− S[xcl(τ)]

=

τf∫
τi

dτ

[
−d

2xcl
dτ 2

+ V ′(xcl)

]
= 0

(5.16)

donde V ′(xcl) = dV
dx
|xcl y

d2xcl
dτ 2

= V ′(xcl) (5.17)

es la ecuación de movimiento clásica para una partícula sujeta a un potencial
−V (x). Por lo que la energía está dada por

E =
1

2

(
dx

dτ

)2

− V (x), (5.18)

que es una constante de movimiento y puede ser usada para obtener cua-
litativamente la dinámica de las soluciones de la ecuación de movimiento
clásica.

En la aproximación semiclásica, notamos que la exponencial de (5.13) está
determinada por un rayo de trayectorias cercanas a la trayectoria clásica, es

2Esa medida difiere con la sugerida por Feynman, por lo que es necesario la constante
de normalización, N .

3Matemáticamente conocido como método de punto silla o método de fase estacionaria.
4Como se seguirá trabajando en el espacio Euclideano el subíndice se omitirá de aquí

en adelante.
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decir, trayectorias cuya acción es cercana a S0, entonces, es necesario tomar
en cuenta la desviación a segundo orden, es decir,

S[xcl(τ) + δx(τ)] = S0 +

τf∫
τi

dτ

{
δx

(
− d2

dτ 2
+ V ′′(xcl)

)
δx

}
(5.19)

Consideremos, que el conjunto {xn(τ)} es un conjunto completo de eigen-
funciones de la ecuación

−d
2xn
dτ 2

+ V ′′(xcl)xn = εnxn, (5.20)

entonces en la aproximación semiclásica, la amplitud de transición se con-
vierte en un producto de gaussianas, es decir,

〈xf |e−
1
~Ht0|xi〉 = Ne−

1
~S0

∏
n

ε
− 1

2
n [1 +O(~)]

= Ne−
1
~S0 [det(−∂2

τ + V ′′(xcl))]
− 1

2 [1 +O(~)]

(5.21)

donde se ha asumido que todos los eigenvalores, εn, son positivos.

5.2.1. Oscilador Armónico.

A modo de ejemplo consideremos el caso de un oscilador armónico, cuyo
potencial está dado por

V (x) =
1

2
ω2x2 (5.22)

con la ecuación de movimiento del sistema

d2x

dt2
− ω2x = 0 (5.23)

Para proseguir con el problema debemos hacer una expansión al rededor
de la solución clásica con acción finita. Por simplicidad consideraremos las
condiciones de frontera xi = 0 = xf , así, la solución clásica es

xcl ≡ 0 (5.24)

Así, para esta solución SE ≡ 0. Por lo tanto de la ecuación (5.21)

〈0|e
1
~Hτ0|0〉 = N [det(−∂2

τ + ω2]−
1
2 [1 +O(~)] (5.25)
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Entonces, el operador de onda, W que determina la ecuación de Schrödinger
es

W ≡ −∂2
τ + ω2 (5.26)

Ahora hay que obtener las eigenfunciones de nuestro operador de onda, por
lo que la ecuación de Schrödinger queda como sigue:

ẍn + (εn − ω2)xn = 0 (5.27)

donde εn son los eigenvalores.
La solución a (5.27) que satisface xn(τi) = 0 es

xn(τ) = A sin
(√

εn − ω2(τ − τi)
)

(5.28)

y como debe cumplir también que xn(τf ) = 0, entonces obtenemos que los
eigenvalores están dados por

εn =
n2π2

(τf − τi)2
+ ω2 (5.29)

Recordemos que τ0 = τf − τi, entonces factorizando
(
n2π2

τ2
0

)
obtenemos

que el determinante funcional está dado por

N
∏
n

ε
− 1

2
n = N

∞∏
n=1

(
n2π2

τ 2
0

)− 1
2
∞∏
n=1

(
1 +

(
τ 2

0ω
2

n2π2

))− 1
2

(5.30)

Para simplificar esta ecuación se puede hacer uso de que el primer pro-
ducto debe coincidir con la contribución de la partícula libre, es decir,5

N

∞∏
n=1

(
n2π2

τ 2
0

)− 1
2

=
1√

2π~τ0

(5.31)

y para el otro término usar la siguiente identidad:
∞∏
n=1

(
1 +

(
y2

n2

))
=

sinhπy

πy
(5.32)

Pero utilizaremos mejor el teorema de Gelfand:6

5Notemos que aquí es donde radica la importancia del factor de normalización, N , el
cual no es necesario calcular.

6La demostración no se escribirá.
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Teorema 9 (Teorema de Gelfand). Consideremos la siguiente ecuación di-
ferencial: (

− d2

dt2
+ F(t)

)
ψ(t) = λψ(t) (5.33)

Con condiciones iniciales, ψ(ti) = 0 y ψ̇(ti) = 1. Sean F (1)(t) y F (2)(t) dos
funciones acotadas de t y sean, además, ψλ1(t)(1) y ψλ2(t)(2) soluciones a los
problemas respectivos, entonces7

det
[
− d2

dt2
+ F (1)(t)− λ1

]
det
[
− d2

dt2
+ F (2)(t)− λ2

] =
ψ

(1)
λ1

(tf )

ψ
(2)
λ2

(tf )
(5.34)

donde tf denota el borde superior, entonces, tomando un caso particular,
λ = 0 se tiene que

det
[
− d2

dt2
+ F (1)(t)

]
ψ

(1)
0 (tf )

=
det
[
− d2

dt2
+ F (2)(t)

]
ψ

(2)
0 (tf )

(5.35)

Para el oscilador armónico, tenemos la ecuación diferencial(
− d2

dt2
− ω2

)
ψ0(t) = 0 (5.36)

cuya solución que satisface las condiciones iniciales ψ0(ti) = 0 y ψ̇0(ti) = 1 es

ψ0(t) =
1

ω
sin(ω(t− ti)) (5.37)

Entonces aplicando el resultado del Teorema de Gelfand obtenemos que
el determinante está dado por

det

(
− d2

dt2
+ ω2

)
=
c

ω
sin(ω(tf − ti)) (5.38)

Y en general sabemos que la amplitud de transición es

〈0|e−
i
~Ht0|0〉 = K(0, tf ; 0, ti) =

k√
det[

(
− d2

dt2
+ F(t)

] (5.39)

7t representa el tiempo real, es decir, se trabaja en el espacio de Minkowski.
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donde k es una constante, tal que cuando F → 0, se obtenga la amplitud de
transición de la partícula libre.

Entonces en el caso del oscilador armónico, la amplitud de transición es

KOA(0, tf ; 0, ti) =

√
mω

2πi~ sin(ω(tf − ti))
(5.40)

ya que cuando ω → 0, la amplitud del oscilador armónico debe ser igual a la
de la partícula libre.

Obtención de la Energía Base

Notemos que el teorema de Gelfand sirve para el espacio de Minkowski,
es decir, hemos obtenido 〈0|e− i

~Ht0|0〉, que si uno expande en una base de
eigenkets de la energía, obtendríamos las exponenciales oscilatorias, entonces
es necesario realizar la rotación de Wick (t→ −iτ) y sacar el límite cuando
τ0 →∞.

Sea τ0 = τf − τi, entonces al realizar la rotación de Wick obtenemos que
la amplitud de transición en el espacio Euclideano está dada por

〈0|e−
1
~Hτ0|0〉 =

1√
2πτ0~

(
sinhω

ωτ0

)− 1
2

=
( ω
π~

)− 1
2

(2 sinhωτ0)−
1
2

=
( ω
π~

) 1
2 (
eωτ0 − e−ωτ0

)− 1
2

=
( ω
π~

) 1
2
e−

ωτ0
2 (1− e−2ωτ0)−

1
2

=
( ω
π~

) 1
2
e−

ωτ0
2

(
1 +

1

2
e−2ωτ0 + · · ·

)
(5.41)

Entonces cuando τ0 → ∞ notamos que la mayor contribución dada por la
energía del estado base es

E0 =
ω~
2

(5.42)

y el estado base es

Ψ0(t) =
( ω
π~

) 1
4 (5.43)

que concuerdan con los resultados ya conocidos del oscilador armónico.
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Nota 9. Si hubiéramos obtenido el determinante utilizando las ecuaciones
(5.31) y (5.32) no hubiera sido necesario realizar la rotación de Wick pues
ya había sido hecha previamente, pero el resultado sigue siendo el mismo.

Más aún, este proceso se puede generalizar:

Proposición 7. Sea xcl ≡ 0, entonces cuando τ0 →∞ la amplitud de tran-
sición está dada por

〈0|e−
1
~Hτ0 |0〉 =

(√
V ′′(xcl)

~π

) 1
2

e−
√
V ′′(xcl)

2
τ0 , (5.44)

la energía base está dada por

E0 =

√
V ′′(0)

2
~[1 +O(~)] (5.45)

y la probabilidad de que la partícula esté en el origen está dada por

|〈xcl = 0|n = 0〉|2 =

(√
V ′′(0)

~π

) 1
2

[1 +O(~)] (5.46)

La demostración de esta proposición puede ser obtenida al seguir los pasos
del oscilador armónico, sustituyendo ω → V ′′(0).
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Capítulo 6

Cálculo del Determinante del
Oscilador Armónico Polimérico.

En este capítulo vamos a obtener la amplitud de transición del oscilador
armónico polimérico en el espacio de momentos como una integral de trayec-
toria detallando la mayoría de los pasos, así como resolveremos ésta para el
caso particular l = 0.

6.1. Obtención de la Acción (S) en espacio de
momentos (p).

Sabemos que el Hamiltoniano de un oscilador armónico es

H ≡ p2

2m
+ k

x2

2
(6.1)

Entonces, la amplitud de transición o el Kernel del oscilador armónico
está dado por

K(pf , tf ; p0, t0) = 〈pf , tf |p0, t0〉 = 〈pf |e−
i
~ (tf−t0)Ĥ|p0〉 (6.2)

donde p(tf ) = pf , p(t0) = p0 están fijos, más aún, representan el mismo punto,
es decir, tienen una constricción topológica periódica y Ĥ es el operador
Hamiltoniano del oscilador armónico.
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Vamos a generar una partición de N + 1 términos de la siguiente forma:
Sea ε =

tf−t0
N+1

, entonces:

〈pf |e−
i
~ (tf−t0)Ĥ|p0〉 = 〈pf |

N+1∏
n=1

e−
i
~ εĤ|p0〉 (6.3)

Recordemos que

µ

2π~

~
µ
π∫

− ~
µ
π

dpn|pn〉〈pn| = I (6.4)

Así, introducimos N “unos” en la amplitud de transición, entonces:

〈pf |
N+1∏
n=1

e−
i
~ εĤ|p0〉 = 〈pf |e−

i
~ εĤ × · · · × e−

i
~ εĤ|p0〉

= 〈pf |e−
i
~ εĤ|I× · · · × |Ie−

i
~ εĤ|p0〉

=
N∏
n=1

 µ

2π~

~
µ
π∫

− ~
µ
π

dpn

 〈pf |e− i
~ εĤ|pN〉〈pN | × · · · × |p1〉〈p1|e−

i
~ εĤ|p0〉

=
N∏
n=1

 µ

2π~

~
µ
π∫

− ~
µ
π

dpn

N+1∏
n=1

〈pn|e−
i
~ εĤ|pn−1〉

(6.5)

donde pN+1 ≡ pf . Luego, en Mecánica Cuántica Polimérica tenemos que
∞∑

xn=−∞

|xn〉〈xn| = I (6.6)

Así, podemos introducir por cada braket una matriz identidad de la ecuación
anterior, entonces la amplitud de transición queda como:

〈pf |e−
i
~ (tf−t0)Ĥ|p0〉 =

N∏
n=1

 µ

2π~

~
µ
π∫

− ~
µ
π

dpn

N+1∏
n=1

[
∞∑

xn=−∞

]
〈pn|e−

i
~ εĤ|xn〉〈xn|pn−1〉

(6.7)
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Escojamos un término representante para trabajar

〈pn|e−
i
~ εĤ|xn〉,

además recordemos que

p̂2|xn〉 =
~2

4µ2
(2|xn〉 − 2|xn − 2µ〉 − |xn + 2µ〉) (6.8)

x̂|xn〉 = xn|xn〉 (6.9)

〈xn|pn〉 = e
i
~xnpn (6.10)

entonces

〈pn|e−
i
~ εĤ|xn〉 = 〈pn|e−

i
~ ε

p̂2

2m
+k x̂

2

2 |xn〉

= 〈pn|1−
i

~
ε

[
p̂2

2m
+ k

x̂2

2

]
|xn〉+O(ε2)

= 〈pn|xn〉 −
i

~
ε

[
1

2m
〈pn|p̂2|xn〉+

k

2
〈pn|x̂2|xn〉

]
+O(ε2)

= 〈pn|xn〉 −
i

~
ε

[
1

2m
〈pn|p̂2|xn〉+ k

x2
n

2
〈pn|xn〉

]
+O(ε2)

(6.11)

Ahora el término de 〈pn|p̂2|xn〉 se trabajará a continuación:

〈pn|p̂2|xn〉 =
~2

4µ2
(2〈pn|xn〉 − 2〈pn|xn − 2µ〉 − 〈pn|xn + 2µ〉)

=
~2

4µ2
e−

i
~pnxn

(
2− e−

i
~2µpn − e

i
~2µpn

)
=

~2

4µ2
e−

i
~pnxn

[
4 sin2

(µ
~
pn

)]
=

~2

µ2
sin2

(µ
~
pn

)
〈pn|xn〉

(6.12)

Por lo que nuestro término significativo está dado por

〈pn|e−
i
~ εĤ|xn〉 = 〈pn|xn〉

[
1− i

~
ε

(
~2

2mµ2
sin2

(µ
~
pn

)
+ k

x2
n

2

)
+O(ε2)

]
= 〈pn|xn〉e

− i
~ ε

[
~2

2mµ2 sin2(µ~ pn)+k
x2
n
2

]
(6.13)
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Así, la amplitud de transición toma la siguiente forma:

〈pf , tf |p0, t0〉 =
N∏
n=1

 µ

2π~

~
µ
π∫

− ~
µ
π

dpn

N+1∏
n=1

[
∞∑

xn=−∞

]
e
− i

~

N+1∑
n=1

xn(pn−pn−1)
×

× e
− i

~

N+1∑
n=1

ε

[
~2

2mµ2 sin2(µ~ pn)+k
x2
n
2

]
(6.14)

Que a su vez puede ser escrita como sigue:

〈pf , tf |p0, t0〉 =
N∏
n=1

 µ

2π~

~
µ
π∫

− ~
µ
π

dpn

N+1∏
n=1

〈pn|pn−1〉e
− i

~

N+1∑
n=1

ε

[
~2

2mµ2 sin2(µ~ pn)+k
x2
n
2

]

(6.15)

Observación 12. En esta observación expandiremos δ(pn − pn−1) en una
serie completa de funciones periódicas trabajando de manera similar al caso
de la integral de trayectoria con constricción topológica de un círculo.1

Sea un ≡ µ
~pn + π una variable adimensional asociada al momento que

tiene la misma constricción topológica periódica y un ∈ [0, 2π), entonces

〈pn|pn−1〉 = 2π
~
µ
δ(p− pn−1)

= 2π
~
µ
δ

(
~
µ

(un − un−1)

)
= 2πδ(un − un−1)

= 〈un|un−1〉

(6.16)

Expandimos ahora la función δ para un en un conjunto completo de funciones
periódicas:

δ(un − un−1) =
1

2π

∞∑
mn=−∞

eimn(un−un−1) (6.17)

y usando la fórmula de Poisson:

δ(un − un−1) =
∞∑

ln=−∞

δ(un − un−1 + 2πln) (6.18)

1Más detalles Capítulo 3.
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Por lo tanto en el espacio de momentos:

〈pn|pn−1〉 = 2πδ(un − un−1)

= 2π
∞∑

ln=−∞

δ(un − un−1 + 2πln)

= 2π
∞∑

ln=−∞

δ

(
µ

~

[
pn − pn−1 + 2π

~
µ
ln

])

= 2π
~
µ

∞∑
ln=−∞

δ

(
pn − pn−1 + 2π

~
µ
ln

)
(6.19)

Ahora, escribamos la función δ como una transformada de Fourier

〈pn|pn−1〉 =
~
µ

∞∑
ln=−∞

∞∫
−∞

dϕne
iϕn(pn−pn−1+2π ~

µ
ln) (6.20)

Haciendo ϕ ≡ xn
~ en la observación anterior, entonces la amplitud de

transición queda dada por

〈pf , tf |p0, t0〉 =
N∏
n=1

 µ

2π~

~
µ
π∫

− ~
µ
π

dpn

N+1∏
n=1

 ∞∑
ln=−∞

∞∫
−∞

dxn
µ

e i~ N+1∑
n=1

xn(pn−pn−1)
×

× e
− i

~

N+1∑
n=1

ε

[
~2

2mµ2 sin2(µ~ pn)+k
x2
n
2

]
(6.21)

Integraremos ahora sobre xn, que ya es una variable continua (la discretiza-
ción del espacio se mantiene en las sumas sobre ln). Para esto la reescribiremos
como una integral gaussiana (o de Fresnel).
Sea ρ ≡ pn − pn−1 + 2π ~

µ
ln, entonces

xnρ− kε
x2
n

2
= −kε

2

[
x2
n −

2

kε
xnρ+

ρ2

k2ε

]
+

ρ2

2kε

= −kε
2

(
xn −

ρ

kε

)2

+
ρ2

2kε
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Luego

∞∫
−∞

dxn
µ

exp

[
i

~

(
xnρ− kε

x2
n

2

)]
=

∞∫
−∞

dxn
2πµ

exp

[
−ikε

2~

(
xn −

ρ

kε

)2

+
iρ2

2~kε

]

= exp

{
iρ2

2~kε

}√
2π~
ikεµ2

=

√
2π~
ikεµ2

exp


i
(
pn − pn−1 + 2π ~

µ
ln

)2

2~kε


(6.22)

Introduciendo este resultado en la amplitud de transición obtenemos que
ésta está dada por

〈pf , tf |p0, t0〉 =

(
2π~
ikεµ2

)N+1
2

N∏
n=1

 µ

2π~

~
µ
π∫

− ~
µ
π

dpn

N+1∏
n=1

[
∞∑

ln=−∞

]
e

i
2~kε

N+1∑
n=1

(pn−pn−1+2π ~
µ
ln)

2

×

× e
− i

~

N+1∑
n=1

ε
[

~2

2mµ2 sin2(µ~ pn)
]

(6.23)

Notemos que podemos “absober"N sumas de ln en las integrales de mo-
mento al extender los límites de integración de [− ~

µ
π, ~

µ
π) a (−∞,∞). Salvo

que en la última suma esto no es posible, así llegamos a que

〈pf , tf |p0, t0〉 =

(
2π~
ikεµ2

)N+1
2

∞∑
lN+1=−∞

N∏
n=1

 µ

2π~

∞∫
−∞

dpn

e i~ εN+1∑
n=1

(pn−pn−1+2π ~
µ lnδn,N+1)

2

2kε2 ×

× e
− i

~ ε
N+1∑
n=1

[
~2

2mµ2 sin2(µ~ pn)
]

(6.24)

Sea p̃n ≡ pn + 2π ~
µ
lnδn,N+1, entonces el Hamiltoniano,H(pn) → H(p̃n),

queda invariante debido a la periodicidad de la función seno.
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Tomando el límite cuando N →∞, que implica ε→ 0, entonces haciendo
los siguientes cambios

ε
N+1∑
n=1

→
tf∫
t0

dt (6.25)

p̃n − p̃n−1

ε
→ ˙̃p (6.26)

la amplitud de transición del Oscilador Armónico Polimérico queda dada por
la siguiente integral de trayectoria2:

〈pf , tf |p0, t0〉 = N
∞∑

lN+1=−∞

∫
Dp(t)e

i
~

tf∫
t0

dt

{
ṗ2

2k
− ~2

2mµ2 sin2(µ~ p)
}

(6.27)

Así, la acción del oscilador armónico polimérico está dada por

S =

tf∫
t0

dt

{
ṗ2

2k
− ~2

2mµ2
sin2

(µ
~
p
)}

(6.28)

6.2. Ecuaciones de Euler-Lagrange y la Solu-
ción Clásica (pcl)

S =

∫
dt

[
−ṗx− ~2

2mµ2
sin2

(µ
~
p
)
− kx

2

2

]
(6.29)

A partir de la acción

S =

∫
dt

[
ṗ2

2k
− ~2

2mµ2
sin2

(µ
~
p
)]

(6.30)

pasamos al plano Euclideano, es decir, realizamos una rotación de Wick (t→
iτ, dt→ idτ).

Por lo que en nuestras nuevas coordenadas ṗ2 → p′2.
Finalmente, hacemos nuestra acción euclideana SE = −iS, obteniendo:

2Se hizo un abuso de notación quitando las tildes de la expresión.
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SE =

∫
dτ

[
p′2

2k
+

~2

2mµ2
sin2

(µ
~
p
)]

(6.31)

Así nuestro Lagrangiano euclideanizado está dado por

L =
p′2

2k
+

~2

2mµ2
sin2

(µ
~
p
)

(6.32)

Entonces las ecuaciones de Euler Lagrange están dadas por

p′′ − k~
2mµ

sin

(
2µ

~
p

)
= 0 (6.33)

Para obtener la solución clásica (pcl) es necesario resolver esta ecuación,
así, primero multiplicamos por p′ (con un potencial en general), quedando

p′′p′ − p′∂V (p)

∂p
=

d

dt

(
p′2

2

)
− dV (p)

dt
= 0

Sí y sólo sí3

p′ =
√

2V (p) =

√
k

m

~
µ

sin
(µ
~
p
)

(6.34)

donde V (p) = k~2

2µ2m
sin2

(
µ
~p
)
.

Recordemos que la frecuencia del oscilador está dada por: ω =
√

k
m
, por

lo que la ecuación anterior en forma integral está dada por

µ

~

pcl∫
pc

dp
1

sin
(
µ
~p
) = ω

τ∫
τc

dτ (6.35)

con pc = ~
µ
π.

Cuya solución es

pcl =
2~
µ

arctan[exp(ω(τ − τc))] (6.36)

3Escogemos por simplicidad la constante de integración igual a cero.
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Nota 10. Utilizando la ecuación (6.34) se obtiene que el potencial depen-
diente del momento clásico está dado por:

V (pcl) =
k~2

2mµ2
sin2 (2 arctan[exp(ω(τ − τc))]) (6.37)

Usando las identidades

sin(2 arctan(x)) =
2x

x2 + 1
(6.38)

2ex

e2x + 1
= sech(x) (6.39)

el potencial clásico es

V (pcl) =
k~2

2mµ2
sech2[ω(τ − τc)] (6.40)

Nuevamente, utilizando la ecuación (6.34), la acción clásica euclideani-
zada (S0), está dada por:

S0 =

∫
dτ

k
2V (pcl) =

∞∫
−∞

dτ
~2

mµ2
sech2(ω(τ − τc)) (6.41)

Resolviendo esta integral

S0 =
~2

µ2mω
tanh(ω(τ − τc))|∞−∞ =

2~2

mµ2ω
(6.42)

6.3. Cálculo de la Amplitud de Transición del
Oscilador Armónico Polimérico.

En esta sección, vamos a obtener la solución tipo instantón para un caso
particular, es decir, cuando lN+1 = 0, que es el caso donde las condiciones de
frontera son realmente periódicas, pues los demás casos se ven afectados por
una fase.

Así, una vez obtenida la solución clásica

pcl =
2~
µ

arctan[exp(ω(τ − τc))] (6.43)
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proseguimos al cálculo de la amplitud de transición de p = p0 a p = pf
dada por4

〈pf |e−
τ0
~ Ĥ|p0〉 = N det

(
−∂2

τ + V ′′(pcl)
)− 1

2 e−S0 (6.44)

Para calcular este determinante utilizaremos como factor de normaliza-
ción el determinante obtenido para el oscilador armónico clásico (no-polimérico),
entonces tenemos que

N det (−∂τ + V ′′(pcl))
− 1

2 = N det(−∂τ + ω2
0)−

1
2

(
det (−∂τ + V ′′(pcl))

det(−∂τ + ω2
0)

)− 1
2

(6.45)
Como ya hemos calculado el determinante del oscilador armónico, bus-

camos la razón del segundo factor. Lo que nos lleva a resolver el siguiente
problema de eigenvalores:(

−∂2
τ + V ′′(pcl)

)
xn(τ) = εnxn(τ) (6.46)

donde
V ′′(pcl) =

k

m
(1− 2sech2(ω(τ − τc)) (6.47)

Por lo que la ecuación de eigenvalores está dada por

−d
2xn(τ)

dτ 2
+
k

m

[
1− 2sech2(ω(τ − τc))

]
xn(τ) = εnxn(τ) (6.48)

Debido a la forma de este potencial, se espera obtener un espectro conti-
nuo y otro discreto.

6.3.1. Solución General a la Ecuación de Schrödinger.

Recordemos que la frecuencia de un oscilador está dada por la raíz cua-
drada de ω2 = k

m
, además para simplificar la ecuación (6.48) hagamos los

siguientes cambios de variables:
4V ′′(pcl) corresponde a la segunda derivada respecto al momento.
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u = ω(τ − τc) (6.49)
ξ = tanh(u) (6.50)

1− ξ2 =
1

cosh2(u)
(6.51)

ξ̇ = ω(1− ξ2) (6.52)
∂τ = ω(1− ξ2)∂ξ (6.53)

Entonces la ecuación de Schrödinger está dada por:

∂ξ(1− ξ2)∂ξ(1− ξ2)xn +

[
2− ω2 − εn

ω2(1− ξ2)

]
xn = 0 (6.54)

Sea

a = 2 (6.55)

b =
ω2 − εn
ω2

(6.56)

La ecuación de Schrödinger en términos de ξ queda como:

∂ξ(1− ξ2)∂ξ(1− ξ2)xn +

[
a+

b

1− ξ2

]
xn = 0 (6.57)

Esta ecuación se puede resolver explícitamente en forma de una función
hipergeométrica de la siguiente manera:

Sea c una constante a determinar y consideramos que la solución está
dada por:5

x = (1− ξ)cζ (6.58)

Sustituyendo en nuestra ecuación de eigenvalores se obtiene la siguiente
ecuación:

(1− ξ2)∂2
ξ ζ − ξ(4c+ 2)(∂ξ)ζ +

[
b+ 4c2

1− ξ2
− 4c2 − 2c+ a

]
ζ = 0 (6.59)

5Dejaremos de escribir el subíndice n por practicidad.
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Luego haciendo de nuevo un cambio de variable:

z =
1

2
(1− ξ) (6.60)

Entonces:

1− z =
1

2
(1 + ξ) (6.61)

1− ξ2 = 4z(1− z) (6.62)

Con los valores asintóticos correspondientes:

τ →∞⇔ ξ → 1⇔ z → 0 (6.63)
τ → −∞⇔ ξ → −1⇔ z → 1 (6.64)

Entonces nuestra ecuación en términos de z queda de la siguiente forma:

z(1− z)∂2
zx+ [2c+ 1− (4c+ 2z)] ∂zx+

[
b+ 4c2

4z(1− z)
− 4c2 − 2c+ a

]
x = 0

(6.65)
Como c aún no está determinada, la escogemos de tal forma que satisfaga:

b+ 4c2 = 0 (6.66)

De esta forma la ecuación queda transformada en una ecuación hipergeo-
métrica de la siguiente forma:

z(1− z)∂2
zζ + (γ − (α + β + 1)z)∂zζ − αβζ = 0 (6.67)

Donde:

γ = 2c+ 1α + β = 4c+ 1αβ = 4c2 + 2c− a (6.68)

Sustituyendo el valor de a = 2, entonces los parámetros α y β (que son
intercambiables) están dados por:

α = 2c− 1 (6.69)
β = 2c+ 2 (6.70)

La solución a la ecuación (6.67) es la función hipergeométrica F (α, β, γ; z)
cuya expansión cerca de z = 0 es:

F (α, β, γ; z) = 1 +
αβz

γ
+
α(α + 1)β(β + 1)

γ(γ + 1)

z2

2!
+ · · · (6.71)
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6.3.2. Espectro Continuo.

Para ε ≥ ω2, si no se imponen condiciones asintóticas, el espectro es
continuo, el cual se puede parametrizar por el momento real positivo definido
de la siguiente manera:

p ≡
√
ε− ω2 (6.72)

y definimos la siguiente cantidad

k ≡ p

ω
(6.73)

Como no hay barrera para ε > ω2, esperamos que la partícula no sea
reflejada mientras viaja de τ = −∞ a τ = ∞. Es decir, la dinámica de
dispersión está contenida en el conocimiento del cambio de fase δp definido
por: 6

xp(τ →∞) = eipτ (6.74)

xp(τ → −∞) = eipτ+iδp (6.75)

Como se verá más adelante, para obtener la contribución al determinante
de la parte del espectro continuo de energías, sólo es necesario conocer este
cambio de fase (δp).

Ahora bien, para ε > ω2 se tiene que b = ε−ω2

ω2 = −4c2 = p2

ω2 = k2, por lo
tanto, c2 = −k2

4
, para que la solución tienda asintóticamente a eipτ cuando

τ →∞, debemos escoger c = −ik
2

Así, la solución asintótica está dada por:

x = (1− ξ2)−i
k
2F (α, β, γ; z) (6.76)

De hecho, cerca de τ →∞ y usando que ωτk = pτ , se tiene que:

(1− ξ2)−i
k
2 =

(
1

cosh2(ωτ)

)−i k
2

=
(
cosh2(ωτ)

)i k
2 '

(
4e−2ωτ

)−i k
2 = 2−ikeipτ

(6.77)
Para encontrar el cambio de fase, debemos continuar esta función analí-

ticamente a una válida al rededor de z = 1, i.e., cuando τ → −∞. Entonces
6Consideraremos que el tiempo del centro del instantón τc = 0.
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(1− ξ2)−i
k
2 ' (4e2ωτ )−i

k
2 = 2−ike−ipτ (6.78)

Lo que nos representa sólo la onda reflejada, pero por otra parte la función
hipergeométrica debe ser reescrita como:7

F (α, β, γ; z) = F1(1− z) + F2(1− z) (6.79)

Donde:

F1(1− z) =
Γ(γ)Γ(γ − α− β)

Γ(γ − α)Γ(γ − β)
F (α, β, α + β + 1− γ; 1− z) (6.80)

F2(1−z) =
Γ(γ)Γ(α + β − γ)

Γ(α)Γ(β)
(1−z)γ−α−βF (γ−α, γ−β, γ+1−α−β; 1−z)

(6.81)
Luego, sustituyendo el valor de c en α, β y γ, estos quedan como:

α = −ik − 1 (6.82)
β = −ik + 2 (6.83)
γ = −ik + 1 (6.84)

Entonces, F1(1−z) se hace cero pues la parte del denominador (Γ(γ−β) =
Γ(−1)) diverge. Lo que muestra que efectivamente no hay onda reflejada.

Por lo que la solución asintótica está dada por:

(1− ξ2)−i
k
2F2(1− z) =

Γ(−ik + 1)Γ(−ik)

Γ(−ik − 1)Γ(ik + 2)
(1− z)ik(1− ξ2)−i

k
2 (1 +O(1− z))

=
k − i
k + i

(1− z)ik(1− ξ2)−i
k
2 (1 +O(1− z))

=
k − i
k + i

2−2ik(1− ξ2)−i
k
2 (1 +O(1− z))

' k − i
k + i

2−ikeipτ

(6.85)

7Para obtener esta identidad hay que usar la forma integral de la función trigonomé-
trica.
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Comparando con (6.75) y (6.78), obtenemos que el cambio de fase está
dado por:

eiδp =
k − i
k + i

(6.86)

Discretización del Espectro Continuo.

Para obtener la contribución al determinante, es necesario regularizar el
espectro continuo. La forma más sencilla es poner el sistema en una caja en
el intervalo − τ0

2
< τ < τ0

2
e imponer condiciones de frontera, las cuales por

simplicidad escogemos como: x(− τ0
2

) = 0 = x( τ0
2

)
Debido a esta condición de frontera habrá una onda reflejada (la cual

desaparece cuando τ0 →∞) y se debe considerar la solución general.
Dado que xp(τ) y xp(−τ) son soluciones independientes, la solución ge-

neral es una combinación lineal de ambas, así:

x = Axp(τ) +Bxp(−τ) (6.87)

Aplicando las condiciones de frontera, se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones:

Axp(τ0/2) +Bxp(−τ0/2) = 0 (6.88)
Axp(−τ0/2) +Bxp(τ0/2) = 0 (6.89)

El cual tendrá solución no trivial cuando A = ±B.
Por lo que encontramos que:

xp(
τ0
2

)

xp(− τ0
2

)
= ±1 (6.90)

Utilizando la solución asintótica en el lado izquierdo, entonces, se tiene
la siguiente ecuación:

eipτ0−iδp = ±1 (6.91)

Cuyas soluciones están dadas por:

p̃n =
πn+ δp
τ0

(6.92)

Con n = 0, 1, 2, 3, ...
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Contribución a la Razón del Determinante.

Vamos a calcular la contribución de estos modos a la razón del determi-
nante, para ello primero recordemos que el espectro del oscilador armónico
(no polimérico) es pn = πn

τ

Claramente en el límite cuando τ → ∞, la contribución de un número
finito de eigenvalores del oscilador armónico polimérico con n ∼ O(1) se
cancela con la contribucion del oscilador armónico pues ambos son ω2. Por
lo tanto, la razón a obtener puede ser tomada como:8

R =
∞∏
n=1

ω2 + p̃2
n

ω2 + p2
n

(6.93)

Cuando τ0 →∞, la diferencia ∆p̃n = p̃n − pn = δp
τ0
→ 0. 9

Entonces podemos expandir el logaritmo en potencias de ∆p̃n a primer
orden la razón R.

R = exp
∞∑
n=1

ln

(
ω2 + p̃n
ω2 + p2

n

)
' exp

∞∑
n=1

(
2pn∆p̃n
ω2 + p2

n

)
(6.94)

Al mismo tiempo el intervalo π
τ0
→ 0, entonces podemos convertir la

suma en una integral notando que ∆p̃n = δp
τ0

= πδp
πτ0

= δp
π

(pn+1 − pn) = δp
π
δpn.

Entonces:

R ' exp

 1

π

∞∫
0

δp
2p

ω2 + p2
dp


= exp

 1

π

∞∫
0

δp
d

dp
ln

(
ω2 + p2

ω2

)
dp


= exp

 1

π

∞∫
0

δp
d

dp
ln

(
1 +

p2

ω2

)
dp


= exp

−1

π

∞∫
0

dk

[
dδk
dk

ln
(
1 + k2

)]

(6.95)

8Recordemos que p =
√
ε− ω2, así ε = ω2 − p2.

9Por lo tanto, p̃2n ' p2n + 2pn∆pn a primer orden.
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Para obtener la última expresión se utilizó integración por partes.
Notemos que de la expresión de eiδp = k−i

k+i
se obtiene que:10

d

dk
δk =

−2

k2 + 1
(6.96)

Por lo que la razón está dada por:

R ' exp

 2

π

∞∫
0

dk
ln(1 + k2)

k2 + 1

 (6.97)

Entonces, utilizando la fórmula

∞∫
0

dx
ln(1 + x2)

a2x2 + 1
=
π

a
ln

(
1 +

1

a

)

Obtenemos que la contribución a la razón del determinante del espectro
continuo está dada por:

R = e2 ln(2) = 4 (6.98)

6.3.3. Espectro Discreto.

Consideremos ahora la parte discreta del espectro en el caso ω2− εn > 0.
Entonces, como b2 + 4c2 = 0 tenemos que c2 = 1

4
ω2−εn
ω2 . Si definimos k ≡√

ω2−εn
ω2 , entonces c = k

2
.

Así, la solución a la ecuación de Schrödinger que es finita alrededor de
z = 0 (i.e. τ →∞) es:

x = (1− ξ2)
k
2F (α, β, γ; z) (6.99)

F (α, β, γ; z) = 1 +
αβz

γ
+
α(α + 1)β(β + 1)

γ(γ + 1)

z2

2!
+ · · · (6.100)

10 d
dpδp = dk

dp
d
dk δp = 1

ω
d
dk δk
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con

α = k − 1 (6.101)
β = k + 2 (6.102)
γ = k + 1 (6.103)

Para que esta solución sea finita en z = 1 y dado que β, γ, k > 0 y
α = k − 1 > −1, entonces la serie debe ser finita y esto ocurre sí y solo sí

α = 0⇔ k = 1

Esto nos dice que sólo hay un nivel de energía discreto (estado ligado).
De la definición de k obtenemos que este estado ligado corresponde al

estado de energía cero (i.e., ε0 = 0)
Así, utilizando la forma truncada de la serie hipergeométrica, vemos que

la solución correspondiente es:

x ' 1

cosh(ω(τ − τc))
→τ→∞ e−ω(τ−τc) (6.104)

6.3.4. Modo Cero.

Notemos que al incluir el estado ligado al determinante nos generaría un
problema pues este desaparecería, entonces hay que trabajar a parte el modo
correspondiente a la energía cero (modo cero).

Normalización del Modo Cero.

Por conveniencia normalizaremos la solución del modo cero, i.e:

p0 =
C

cosh(ω(τ − τc))
(6.105)

Así:

1 =

∞∫
−∞

dτ
C2

cosh2(ω(τ − τc))
=

2C2

ω
(6.106)

Por lo tanto:

C =

√
ω

2
(6.107)
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Y la solución del modo cero está dada por:

p0 =

√
ω

2

1

cosh(ω(τ − τc))
(6.108)

El Modo Cero y la Invariancia de la Teoría.

La existencia del modo cero es producto de la invariancia traslacional de
la teoría. Claro, que cada solución de instantón (con un τc específico que
describe el centro de su posición) rompe espontáneamente esta invariancia
tralacional, pero el hecho de que la acción no dependa de τc es el reflejo
de dicha invariancia bajo traslaciones. Más aún, notemos que para cambios
infinitesimales del centro de posición, tenemos:

S[pcl(τ, τc + δτc)]− S[pcl(τ, τc)] = 0 (6.109)

Haciendo una expansión respecto a δτc obtenemos:

0 =

∫
dτ

δS
δpcl(τ)

δτc
∂pcl(τ)

∂τc
+

1

2

∫
dτdτ ′δτ ′δτ ′c

∂pcl(τ)

∂τ ′
δ2S

δpcl(τ)δpcl(τ ′)
δτc

∂pcl(τ)

∂τc
+O(τ 3

c )

(6.110)
El primer término desaparece debido a las ecuaciones de movimiento y el

segundo notamos que está dado por:

δ2S
δpcl(τ)δpcl(τ ′)

=
[
−∂2

τ + V ′′(pcl(τ))
]
δ(τ − τ ′) (6.111)

Lo que demuestra que ∂pcl(τ,τc)
∂τc

es el modo cero del operador diferencial
del lado derecho de la ecuación anterior.

Entonces usando que ∂pcl
τ

= −∂pcl
τc

, la solución del modo cero se puede
escribir como:

p0 = C
∂pcl
∂τ

(6.112)

Ahora usamos la condición de normalización:

1 = C2

∞∫
−∞

dτ

(
∂pcl
∂τ

)2

= C2S0k (6.113)
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Despejamos la constante de normalización y obtenemos que la solución
del modo cero normalizada está dada por:

p0 = (kS0)−
1
2
∂pcl
∂τ

(6.114)

Sustituyendo los valores y calculando la parcial de la solución clásica
respecto a τ obtenemos que la solución del modo cero es:

p0 =

√
ω

2

1

cosh(ω(τ − τc))
(6.115)

¡Que coincide con la obtenida al resolver la ecuación de Schrödinger, sin
tenerla que resolver!

Integral del Modo Cero (Aparición de Coordenada Colectiva)

Si uno quiere hacer la integral gaussiana formal con la expansión del
momento p(τ) :

p(τ) =
∑

cnpn(τ) (6.116)

que origina el determinante con el modo cero, la integral
∫
dc0 sin la supresión

gaussiana diverge por lo que el determinante se hace cero, así que hay que
trabajar este modo de forma separada, nuevamente.

Si se hace una variación respecto a c0 en (6.116), entonces p(τ) cambia
como sigue:

∆p(τ) = ∆c0p0(τ) (6.117)

es decir, proporcional a p0, ahora haciendo una variación respecto a τc induce
el siguiente cambio:

∆p(τ) = ∆pcl(τ) =
dpcl
dτc

∆τc = −dpcl
dτ

∆τc = −
√
kS0p0(τ)∆τc (6.118)

Que también es proporcional a p0, entonces notamos que el Jacobiano
está dado por

J = |dc0

dτ
| =

√
kS0 (6.119)

Así, las dos variaciones son la misma, es decir, hemos encontrado que la
integración sobre el modo cero debe ser reemplazada por la integración sobre
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τc en vez de sobre dc0. En otras palabras, τc ha sido promovida a una variable
de integración, la cual se le conoce como Coordenada Colectiva.11

6.3.5. Contribución Completa al determinante de un
Instantón del Oscilador Armónico Polimérico.

Combinando los resultados obtenidos, nos da la contribución completa de
un instantón para grandes τ0

〈pf |e−
τ0
~ Ĥ|p0〉 =

1√
2π~τ0

(
sinh(wτ0)

ωτ0

)− 1
2
(

4× 1

ω2

)− 1
2

e−
1
~S0
√
kS0

dτc√
2π

(6.120)
Notemos que el factor 1√

2π
proviene del hecho que al cambiar ε0 del os-

cilador armónico con la integración del modo cero hay que tomar en cuenta
dicho factor en

∫
dc0e

− 1
2
c20ε0 =

√
2π
ε0
.

Así, la contribución del oscilador armónico polimérico está dada por

〈pf |e−
τ0
~ Ĥ|p0〉 =

√
ω

π~
1√

sinh(ωτ0)
e−

1
~S0
√
kS0

ω

2

dτc√
2π

(6.121)

El cual para cuando τ0 →∞ está dado por:12

〈pf |e−
τ0
~ Ĥ|p0〉 =

√
ω

π~
e−

ωτ0
2
ω

2

√
kS0e

−S0
~
dτc√
π

= InstO.A. × ρ× dτc
(6.122)

donde pf = 2πnpc, p0 = 0 con n ∈ Z y pc = ~
µ
,

InstO.A. =

√
ω

~π
e−

ωτ0
2

es la contribución del oscilador armónico clásico y

ρ =
ω

2
√
π

√
kS0e

−S0
~

11Integrar sobre τc recupera la invariancia tralacional.
12sinh−

1
2 (x) '

√
2e

x
2 cuando x toma valores muy grandes.
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es un tipo de densidad de instantón independiente de τ0.
Para terminar de trabajar con el modo cero hay que integrar en un in-

tervalo
(
− τ0

2
, τ0

2

)
la coordenada colectiva dτc, entonces podemos reescribir la

ecuación (6.122) como sigue

〈pf |e−
τ0
~ Ĥ|p0〉 = 〈2πnpc,+

τ0

2
|0,−τ0

2
〉 = 〈0,+τ0

2
|0,−τ0

2
〉(O.H.)ρ(τ0) (6.123)

donde 〈0,+ τ0
2
|0,− τ0

2
〉(O.H.) es la contribución de la integral de trayectoria del

oscilador armónico usual y ρ(τ0) es la “densidad de instantones depentiente
del tiempo” dada por

ρ(τ0) =
ωτ0

2

√
kS0

π
e−
S0
~ (6.124)

Ahora, dentro del intervalo [−πpc, πpc) el potencial cuántico del oscilador
armónico polimérico es igual a cero cuando p ≡ 0, este único punto y debido
a la periocidad de la variable del momento nos dicen que

〈0,+τ0

2
|0,−τ0

2
〉 =

∑
n∈Z

〈2πnpc,+
τ0

2
|0,−τ0

2
〉 (6.125)

Aproximación de Gas Diluido de Instantones.

Dado que el dominio temporal es muy amplio podemos considerar la
siguiente configuración: un instantón localizado en τ ′0 seguido de un anti-
instantón en τ ′′0 > τ ′0, seguido de nuevo de un instantón en τ ′′′0 > τ ′′0 , así
sucesivamente. Dicha configuración tendrá las correcciones de frontera co-
rrectas dadas por p(τ0 → −∞) = pcl(0) y p(τ0 →∞) = pcl(2πnpc).

Mientras los instantones estén separados por una distancia finita (a lo
largo del eje τ), en general, la configuración previa no será una solución
clásica exacta, pero debido a que la distancia entre τ ′′0 y τ ′0, etc, empieza a
crecer, la solución viene siendo mejor debido a que la superposición entre
estas pseudo-partículas cada vez es menor. Lo cual es válido para cualquier
número n1 de instantones y n2 de anti-instantones tales que n2−n1 = n para
que las condiciones de frontera se satisfagan.

Como los n1 instantones y los n2 instantones anti-instantones se conside-
ran separados ampliamente, cada uno de ellos contribuirá de forma aditiva a
la acción S0. Cada uno dará un factor de proporcionalidad al determinante
dado que V ′′(pcl) difiere de ω2 de la misma manera en cada intervalo don-
de se localicen estas pseudo-partículas. Finalmente, al estar separadas muy
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ampliamente (más que el tamaño de cada instantón) cada una de las pseudo-
partículas puede estar localizada en cualquier lugar del eje τ , por lo que la
integral entre cada una de sus localizaciones producirá un factor de

√
kS0

2π
τ .

Como estas pseudo-partículas son indistinguibles entre sí, es decir, “instanón-
instantón” o “anti-instanón-anti-instantón” introducen un factor de 1

n1!
y 1
n2!

para no “contar” de más.
Utilizando esta aproximación, conocida como gas diluido en mecánica

estadística, obtenemos que la contribución total de n1 instantones y de n2

anti-instantones desde el punto pi = 0 al punto pf = 2πnpc está dada por

〈2πnpc,+
τ0

2
|0,−τ0

2
〉 = 〈τ0

2
|0,−τ0

2
〉(O.H.)

∑
n1,n2

ρ(τ0)(n1+n2)

n1!n2!
δn2−n1,n (6.126)

Las sumas sobre n1 y n2 se pueden desacoplar al usar la siguiente identi-
dad:

δn2−n1,n =

2π∫
0

dθ

2π

[
e−iθ(n1−n2−n)

]
(6.127)

Sustituyendo en nuestra amplitud de transición, ésta queda dada por

〈2πnpc,+
τ0

2
|0,−τ0

2
〉 = 〈τ0

2
|0,−τ0

2
〉(O.H.)

2π∫
0

dθ

2π
einθe2ρ(τ0) cos(θ)

= 〈τ0

2
|0,−τ0

2
〉(O.H.)inJn(−i2ρ(τ0))

(6.128)

donde Jn(x) son las funciones de Bessel de primera clase.

Contribución Completa al Determinante del O.A.P.

Para obtener la contribución completa al determinante del oscilador ar-
mónico polimérico sustituimos (6.128) en la amplitud de trayectoria (6.125),
entonces ésta quedada determinada como sigue:

〈0,+τ0

2
|0,−τ0

2
〉 = 〈τ0

2
|0,−τ0

2
〉(O.H.)

∑
n∈Z

inJn(−i2ρ(τ0)) (6.129)

Ahora utilizamos la siguiente propiedad de las funciones de Bessel

e
x
2

(t− 1
t
) =

∑
n∈Z

tnJn(x) (6.130)
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Entonces la contribución total de todos los instantones en el intervalo
[−πpc, πpc) es

〈0,+τ0

2
|0,−τ0

2
〉 = 〈τ0

2
|0,−τ0

2
〉(O.H.)e2ρ(τ0) (6.131)

6.4. El Oscilador Armónico en Mecánica Cuán-
tica Polimérica.

Como se ha mencionado durante esta tesis la Mecánica Cuántica Poli-
mérica depende de un parámetro “µ”, el cual surge del debilitamiento del
operador de momento en el teorema de Stone-von Neumann13. Una conse-
cuencia de esto es que el espacio de Hilbert Polimérico (Hpoly) es un espacio
no-separable dado por la suma directa (no-numerable) de unos espacios de
Hilbert que sí lo son:

Hpoly =
⊕
λ∈[0,µ)

H(λ)
poly (6.132)

Consideremos un estado arbitrario Ψ(p) ∈ Hpoly, entonces este se puede
descomponer como

Ψ(p) =
⊕
λ∈[0,µ)

Ψ(λ)(p) (6.133)

con Ψ(λ)(p) ∈ H(λ)
poly.

Entonces el Hamiltoniano del oscilador armónico polimérico14

Ĥ(µ)
poly =

~2

4mµ2

(
2− V̂µ − V̂−µ

)
+

1

2
mω2x̂2 (6.134)

actúa sobre este estado como sigue:

Ĥ(µ)
polyΨ(p) = Ĥ(µ)

poly

 ⊕
λ∈[0,µ)

Ψ(λ)(p)

 =
⊕
λ∈[0,µ)

(
Ĥ(µ)
polyΨ

(λ)(p)
)

(6.135)

Así el operador de evolución está dado por

〈pf , tf |pi, ti〉(λ) = 〈pf |e−
i
~ (tf−ti)Ĥ

(µ)
poly |pi〉(λ) (6.136)

13Más aún este operador de momento no existe tal cual por lo que se inventa un nuevo
operador V̂µ que actúe similarmente.

14Notemos que es el Hamiltoniano con el cual hemos estado trabajando.
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donde el operador Hamiltoniano debe entenderse como el que actúa en el
espacio Ĥ(λ)

poly.
Para poder calcular este operador de evolución es necesario observar que

Ψ(λ)(p) satisface:
Ψ(λ)(p+ 2πpc) = e2πipc

λ
µΨ(λ)(p) (6.137)

notando que si λ = 0 obtenemos las condiciones periódicas con las cuales
hemos estado trabajando.

Así en Mecánica Cuántica Polimérica tenemos que

〈pj|pk〉(λ) = 2πpc
∑
n∈Z

e2πinλ
µ δ(pj − pk + 2πnpc) (6.138)

por lo que la ecuación (6.125) se ve modificada como

〈0,+τ0

2
|0,−τ0

2
〉(λ) =

∑
n∈Z

e2πinλ
µ 〈2πnpc,+

τ0

2
|0,−τ0

2
〉(0) (6.139)

donde 〈2πnpc,+ τ0
2
|0,− τ0

2
〉(0) es el que habíamos ya calculado.

Por lo que siguiendo los mismos pasos obtenemos que la amplitud de
transición del oscilador armónico polimérico para cualquier λ ∈ [0, µ) está
dada por

〈0,+τ0

2
|0,−τ0

2
〉(λ) = 〈0,+τ0

2
|0,−τ0

2
〉(O.H)e2ρ(τ0) cos(2π λ

µ) (6.140)
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Capítulo 7

Cálculo de la Amplitud de
Transición en Cosmología
Polimérica.

En este capítulo desarrollaremos el cálculo de la amplitud de transición en
la Cosmología Polímerica dada por 〈af |e−

i
~φĤ|a0〉 intentando hacer uso del

método de los instantones y buscando semejanzas con el oscilador armónico
polimérico.

7.1. Eliminación de la dependencia de φ y pφ en
la acción S.

Recordemos que nuestra acción considerando un universo isotrópico está
dada por

S isoTot = S isograv+S isomat = − 3V0

8πG

∫
dt

(
ȧ2a

N
−KaN

)
−V0

∫
dt

(
− a3

2N
φ̇2 + V (φ)Na3

)
(7.1)
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Calculando los momentos:

pa =
∂L
∂ȧ

= − 3V0

4πGN
ȧa (7.2)

ȧ =
−4πGN

3aV0

pa (7.3)

pφ =
∂L
∂φ̇

=
a3V0φ̇

N
(7.4)

φ̇ =
N

pφ
a3V0 (7.5)

pN =
∂L
∂Ṅ

= 0 (7.6)

Así la última ecuación nos genera nuestra primera constricción. Por lo
que el Hamiltoniano queda dado por

H = paȧ+ pφφ̇− L =
3V0

8πGN

(
ȧ2a

N
− kaN

)
− a3φ̇2V0

2N
+ V0Na

3V (φ) (7.7)

Consideremos que nuestro volumen ha sido normalizado a V0 = 1 y que
no tenemos potencial V (φ) = 0. Entonces, sustituyendo los valores de ȧ y φ̇
el Hamiltoniano queda rescrito como

H = N

[
−2πG

3a
p2
a +

p2
φ

2a3
− 3aK

8πG

]
(7.8)

Recordemos que en la cuantización de Dirac pedimos que nuestra cons-
tricción deba preservarse en el tiempo, es decir,

ṗN = {pN ,H} ' 0

ṗN = −2πG

3a
p2
a +

p2
φ

2a3
− 3aK

8πG
' 0

(7.9)

Entonces nuestro Hamiltoniano total con las constricciones correspon-
dientes está dado por

Hiso
Tot = λ1pN + λ2

(
−2πG

3a
p2
a +

p2
φ

2a3
− 3aK

8πG

)
(7.10)
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Consideremos pN como constricción fuerte, i.e., pN = 0. 1 Como conside-
ramos que V (φ) = 0 y al extremizar la acción δS

δφ
= 0 nos dice que ṗφ = 0

por lo que pφ = cte. Así nuestro Hamiltoniano queda como

Hiso
Tot = λ2

(
−2πG

3a
p2
a +

p2
φ

2a3
− 3aK

8πG

)
(7.11)

Proseguiremos a deshacernos del multiplicador de Lagrange considerando
ahora nuestro Lagrangiano dado por2

LisoTot = pφφ̇+ paȧ− λ
(
−2πG

3a
p2
a +

p2
φ

a3
− ka

)
(7.12)

Haciendo la variación respecto a pφ:

δpφ

(
φ̇− λpφ

a3

)
= 0 (7.13)

λ =
a3φ̇

pφ
(7.14)

φ̇ = λ
pφ
a3

(7.15)

Sustituyendo el valor del multiplicador de Lagrange, λ, en nuestro La-
grangiano

LisoTot = pφφ̇+ paȧ+ φ̇

[
2πG

3φpφ
a2p2

a −
pφ
2

+
3K

8πGpφ
a4

]
(7.16)

Por lo que nuestra acción está dada por

S isoTot =

tf∫
ti

dt

{
pφφ̇+ paȧ+ φ̇

[
2πG

3φpφ
a2p2

a −
pφ
2

+
3K

8πGpφ
a4

]}
(7.17)

Hacemos un cambio de escala dt → dφ, entonces nuestra acción queda
determinada por3

S isoTot =

φf∫
φi

dφ

{
paa

′ +
pφ
2

+
2πG

3pφ
a2p2

a +
3K

8πGpφ
a4

}
(7.18)

1Sino al realizar los cálculos se obtiene a partir de una δ(pN ).
2Le quitaremos el subíndice al multiplicador de Lagrange.
3a′ = da

dφ
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7.2. Amplitud de Transición en Cosmología Po-
limérica.

La amplitud de transición (Kernel), en el espacio de configuración (a)
está dada por

〈af |e−
i
~φ0Ĥ|ai〉 = N

∫
Dae

i
~S (7.19)

Con el Hamiltoniano total en este nuevo “tiempo” dado por

Hiso
Tot = −2πG

3pφ
a2p2

a −
3K

8πGpφ
a4 − pφ

2
(7.20)

Así nuestro Kernel es

〈af |e−
iφ0
~ Ĥ|ai〉 = 〈af |e

iφ0
~

[
2πG
3pφ

a2p2
a+ 3K

8πGpφ
a4+

pφ
2

]
|ai〉 (7.21)

Sea ε = 1
N
, con N = al número de particiones, entonces:

〈af |e−
i
~φ0H|ai〉 = 〈af |

N∏
m=1

e−
i
~ εφ0H|ai〉

=
N−1∏
m=1

[
∞∑

am=−∞

]
N−1∏
m=0

〈am+1|e−
i
~ εφ0Hn|am〉

(7.22)

Calculemos ahora un término de este producto. Para ello primero se reali-
za una expansión de la exponencial quedándonos a primer orden y aplicamos
las reglas de los operadores:

âm|am〉 = am|am〉 (7.23)

p̂am |am〉 =
~2

4µ2
(2|am〉 − |am − 2µ〉 − |am + 2µ〉) (7.24)
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〈am+1|
iε

~
φ0

(
2πG

pφ
p̂2
am â

2
m

)
|am〉 =

=
i

~
εφ0

2πG

3pφ

~2

4µ2
a2
m [2〈am+1|am〉 − 〈am+1|am − 2µ〉 − 〈am+1|am + 2µ〉]

=
i

~
εφ0

2πG

3pφ

~2

4µ2
a2
m

~π
µ∫

− ~π
µ

dpm+1

{
2e

i
~pm+1(am+1−am) − e

i
~pm+1(am+1−am+2µ)

−e
i
~pm+1(am+1−am−2µ)

}
=
i

~
εφ0

2πG

3pφ

~2

4µ2
a2
m

~π
µ∫

− ~π
µ

dpm+1

{
e
i
~pm+1(am+1−am)

[
2− e2 i~pm+1µ − e−2 i~pm+1µ

]}

=
i

~
εφ0

2πG

3pφ

~2

µ2
a2
m

~π
µ∫

− ~π
µ

dpm+1e
i
~pm+1(am+1−am) sin2

(µ
~
pm+1

)
(7.25)

Luego:

〈am+1|
i

~
εφ0

3K

8πGpφ
a4|am〉 =

i

~
εφ0

3K

8πGpφ
a4
m〈am+1|am〉

=
i

~
εφ0

3K

8πGpφ
a4
m

~π
µ∫

− ~π
µ

dpm+1e
i
~pm+1(am+1−am)

(7.26)

Continuamos con el último término:

〈am+1|e
i
~ εφ0

pφ
2 |am〉 = e

i
~ εφ0

pφ
2

µ

2π~

~π
µ∫

− ~π
µ

dpm+1e
i
~pm+1(am+1−am) (7.27)
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Finalmente, obtenemos que la amplitud de transición está dada por

〈af |e−
iφ0
~ Ĥ|ai〉 =

N−1∏
m=1

[
∞∑

am=−∞

]
N−1∏
m=0

 µ

2~π

~π
µ∫

− ~π
µ

dpm+1

 exp

[
− i
~

N−1∑
m=0

pm+1(am − am+1)

]

× exp

[
i

~
φ0ε

N−1∑
m=0

(
2πG~2

pφµ2
a2
m sin2

(µ
~
pm+1

)
+

3K

8πGpφ
a4
m +

pφ
2

)]
(7.28)

Esta amplitud de transición se asemeja a la generalización de la integral de
trayectoria en coordenadas cíclicas como consecuencia de la indistinguibilidad
entre p(φ) y p(φ) + 2nπ~

µ
con n ∈ Z. Notemos que debido a esto no hay

integrales respecto a la posición, sino que son sumas sobre números enteros.
Estas sumas reflejan que las funciones de onda

√
µ

2π~e
i
~paa son univaluadas.

Vamos a convertir estas sumas tortuosas en formas equivalentes más fá-
ciles de manejar y que incluyan integrales de trayectoria continuas.

Esto es posible a costa de una extra suma infinita que garantizará la
invariancia cíclica en la variable p.

Utilizaremos la siguiente fórmula de Poisson:4

∞∑
l=−∞

1

b
e

2π
b
kl =

∞∑
m=−∞

δ(k −mb) (7.29)

y recordemos además que:

〈pm+1|pm〉 =
∞∑

am=−∞

e−
i
~am(pm+1−pm) (7.30)

Con pm ∈
[
−π~

µ
, π~
µ

)
Haciendo b = 2π~

µ
, entonces la ecuación (7.30) se ve transformada como

〈pm+1|pm〉 =
∞∑

l=−∞

δ(pm+1 − pm +
2π~
µ
l) (7.31)

4b es una constante.
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Es decir una descomposición de Fourier en este intervalo de la función δ
nos conduce a

〈pm+1|pm〉 =
∞∑

l=−∞

∞∫
−∞

dame
− i

~am(pm+1−pm)+ 2iπ~
µ
aml (7.32)

Consideremos primero que en nuestra amplitud de transición el Hamilto-
niano es cero, es decir:

〈af |ai〉 =
N−1∏
m=1

[
∞∑
−∞

]
N−1∏
m=0

 µ

2π~

π~
µ∫

−π~
µ

dpm+1

 e− i
~

N−1∑
m=0

pm+1(am−am+1)

=
N−1∏
m=0

 µ

2π~

π~
µ∫

−π~
µ

dpm+1

N−1∏
m=1

[
∞∑
−∞

]
e
− i

~

(
p1a0−pNaN−

N−1∑
m=0

(pm+1−pm)am

)

(7.33)

Usando la expansión obtenida en (7.32) la ecuación anterior se ve trans-
formada en:

N−1∏
m=0

 µ

2π~

π~
µ∫

−π~
µ

dpm+1

N−1∏
m=1

 ∞∫
−∞

dam

∞∑
lm=−∞

 e− i
~

(
p1a0−pNaN−

N−1∑
m=1

(pm+1−pm)am

)
+ 2iπ~

µ
lmam

(7.34)
En esta expresión notamos que las sumas sobre lm se pueden absorber en

las variables pm al extender su radio de integración de
[
−π~

µ
, π~
µ

)
a (−∞,∞)5.

Sólo que la primer integral respecto a los momentos queda con los límites
igual, esto se debe a que hay N − 1 sumas de las posiciones.

Entonces tenemos que la amplitud de transición con Hamiltoniano igual
a cero viene dada por

5Donde se hace abuso de notación, pero las nuevas variables am ya no son discretas,
i.e., ya es una variable continua, lo cual es posible debido a que es una variable muda.
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〈af |ai〉 =
µ

2π~

π~
µ∫

−π~
µ

dp1

N−1∏
m=1

 µ

2π~

∞∫
−∞

dpm+1

N−1∏
m=1

 ∞∫
−∞

dam



e
− i

~

(
p1a0−pNaN−

N−1∑
m=1

(pm+1−pm)am

)

=
µ

2π~

π~
µ∫

−π~
µ

dp1

N−1∏
m=1

 µ

2π~

∞∫
−∞

dpm+1

N−1∏
m=1

 ∞∫
−∞

dam


e
− i

~

N−1∑
m=0

pm+1(am−am+1)

(7.35)

Si el sistema tiene un Hamiltoniano distinto de cero, es posible agregarlo
en el lado derecho de la igualdad de la forma usual, es decir,

〈af |e−
i
~φ0H|ai〉 =

µ

2π~

π~
µ∫

−π~
µ

dp1

N−1∏
m=1

 µ

2π~

∞∫
−∞

dpm+1

N−1∏
m=1

 ∞∫
−∞

dam


e
− i

~

N−1∑
m=0

pm+1(am−am+1)− i
~φ0ε

N−1∑
m=0

Hm

(7.36)

que en este caso

Hm = −2πGa2
m

3pφ

~2

µ2
sin2

(µ
~
pm+1

)
− 3Ka4

m

8πGpφ
− pφ

2
(7.37)

Ahora hay que considerar el límite cuando N →∞, entonces se hacen las
siguientes substituciones:

am+1 − am
ε

→ da

dφ
= a′ (7.38)

ε

N−1∑
m=0

→
φf∫
φi

dφ (7.39)
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Entonces nuestra integral de trayectoria queda como

〈af |e−
i
~φ0H|ai〉 =

∫
[Dp(φ)] [Da(φ)] e

i
~J (7.40)

Donde

[Dp(φ)] =
µ

2π~

π~
µ∫

−π~
µ

dp1

N−1∏
m=1

 µ

2π~

∞∫
−∞

dpm+1

 (7.41)

[Da(φ)] =
N−1∏
m=1

 ∞∫
−∞

dam

 (7.42)

J =

φf∫
φi

dφ

{
paa

′ + φ0

[
2πG~2

3pφµ2
a2 sin2

(µ
~
pa

)
+

3Ka4

8πGpφ
+
pφ
2

]}
(7.43)

Que es nuestra acción en cosmología polimérica.

7.2.1. Acción Efectiva en Cosmología Polimérica (espa-
cio de momentos)

Para que sea la acción efectiva en cosmología polimérica J = J (a, a′) o
bien J = J (pa, p

′
a), en este caso trabajaremos en el espacio de momentos

(pa).
Antes de poner la acción en términos de pa y p′a obtendremos la variación

respecto a p′a para obtener la evolución del radio del universo, que recordemos,
es la variable (a). Así

δJ = δpa

(
a′ + φ0

2~πG
3µpφ

a2 sin

(
2µ

~
pa

))
= 0 (7.44)

Entonces, el cambio respecto al tiempo del radio del universo es

a′ = −φ0
2π~G
3µpφ

a2 sin

(
2µ

~
pa

)
(7.45)

127



Ahora para obtener la acción en términos de pa y p′a integramos primero
por partes6, es decir, utilizamos que paa′ = d(apa)

dφ
− ap′a, entonces la acción

polimérica queda como7

J =

φf∫
φi

dφ

{
−ap′a + φ0

[
2πG~2

3pφµ2
a2 sin2

(µ
~
pa

)
+

3Ka4

8πGpφ
+
pφ
2

]}
(7.46)

y la variación respecto al radio cosmológico, a, está dada por

δJ = δa

(
−p′a +

4φ0πG~2

3µ2pφ
a sin2

(µ
~
pa

)
+

3Kφ0

2πGpφ
a3

)
= 0. (7.47)

Entonces obtenemos la siguiente ecuación para a:

p′a =
4φ0~2πG

3pφµ2
a sin2

(µ
~
pa

)
+

3Kφ0

2πGpφ
a3 (7.48)

que es una ecuación cúbica de la forma Ax3 + Bx + C = 0, que tiene una
solución real y dos imaginarias.

Trabajaremos en el caso K = 0, es decir, en el caso de un universo plano,
entonces se puede despejar a en términos de pa trivialmente

a = − 3pφ
4φ0πG

µ2

~2

p′a
sin2

(
µ
~pa
) (7.49)

Consideraremos, por simplicidad, que φ0 = 1, entonces sustituyendo en nues-
tra acción polimérica obtenemos:

J (pa, p
′
a) =

φ∫
0

dφ

[
− pφ

4πG

µ2

~2

p′2a
sin2

(
µ
~pa
) +

pφ
2

]
(7.50)

Notemos que esta acción es la de una partícula libre sujeta a un potencial
constante V = −pφ

2
, pero en una métrica no plana, entonces el Lagrangiano

es de la forma
L = p′2a f(pa) +

pφ
2

(7.51)
6Entonces la amplitud de trayectoria estará dada en el espacio de momentos, es decir,

〈pf , tf |pi, ti〉, por lo que las medidas de integración [Dp(φ)] y [Da(φ)] se verán afectadas de
manera análoga al Oscilador Armónico Polimérico haciendo que sobre una suma infinita.

7La derivada total ya no aparece debido a que se elimina por las condiciones de frontera.

128



7.2.2. Operador Determinante Funcional y Ecuación de
Movimiento.

Proseguiremos obteniendo la primera y segunda variación respecto al mo-
mento (recordemos que la primer variación nos dan las ecuaciones de movi-
miento y la segunda variación nos indicarán el operador para el cálculo del
determinante funcional).8

A primer orden:

δL
δp(σ)

=
δp(φ)′2

δp(σ)
f(p) + p′

δf(p)

p(σ)
(7.52)

=
∂p′2

∂p′
δp′(φ)

δp(σ)
f(p) + p′2

df

dp

δp(φ)

δp(σ)
(7.53)

= 2p′
d

dφ
(δ(φ− σ)) f + p′2ḟ δ(φ− σ) (7.54)

con ḟ ≡ df
dp

A segundo orden:

δ2L
δp(γ)δp(σ)

=
δ

δp(γ)

[
2p′

d

dφ
(δ(φ− σ)) f + p′2ḟ δ(φ− σ)

]
(7.55)

=

[
2f

d

dφ
(δ(γ − φ)) + 2p′ḟ δ(γ − φ)

]
d

dφ
(δ(φ− σ))+ (7.56)

+

[
2p′ḟ

d

dφ
(δ(γ − φ)) + p′2f̈ δ(γ − φ)

]
δ(φ− σ) (7.57)

=

[
−p′2f̈ − 2p′ḟ

d

dφ
− 2ḟp′′ − 2f

d2

dφ2

]
δ(γ − φ) (7.58)

Entonces nuestro operador, en forma general, está dado por

Ŵ = −
[
p′2f̈ + 2p′ḟ

d

dφ
+ 2ḟp′′ + 2f

d2

dφ2

]
pcl

(7.59)

El cálculo de este operador no se realizará en este trabajo, sino que se deja
planteado para futuros proyectos para obtener el determinante de la amplitud
de transición en el espacio de momentos en la Cosmología Polimérica.

8Se omitirá el subíndice a en la variable de los momentos por simplicidad.

129



7.2.3. Solución a la Ecuación de Movimiento.

Recordemos que para poder trabajar con la ecuación de movimiento es
necesario considerar

pa = pcl + pq (7.60)

donde pcl representa la parte clásica del momento ya que satisface las condi-
ciones de frontera y las ecuaciones de Euler-Lagrange, i.e., pa(φi) = pcl(φi) =
p0 y pa(φf ) = pcl(φf ) = pf , en cambio pq representa la parte cuántica (la
cual no necesariamente satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange) y tiene
las condiciones de frontera siguientes: pq(φ0) = 0 = pq(φf ).

La ecuación de movimiento para nuestro caso polimérico es:

p′′ − ~
µ
p′2 cot

(µ
~
p
)

= 0 (7.61)

Para poder resolver la ecuación (7.61), haremos el cambio de variable
p′ = y y notamos que cot(ax) = 1

a
d
dx

(ln(sin(ax))), entonces la ecuación (7.61)
queda escrita como sigue:

y′ − µ

~
y2 ~
µ

d

dp

[
ln
(

sin
(µ
~
p
))]

= y′ − y2 d

dp

[
ln
(

sin
(µ
~
p
))]

= y′ − y dp
dφ

dφ

dp

d

dφ

[
ln
(

sin
(µ
~
p
))]

= y′ − y d
dφ

[
ln
(

sin
(µ
~
p
))] (7.62)

La cual es una ecuación diferencial ordinaria de primer orden separable
cuya solución es

y

y0

=
sin
(
µ
~p
)

sin
(
µ
~p0

) (7.63)

Regresando a nuestra variable original, la ecuación anterior queda como
la siguiente ecuación diferencial de primer orden, que de nuevo es separable,

p′ = p′0
sin
(
µ
~p
)

sin
(
µ
~p0

) , (7.64)

cuya solución es fácil ver que es

~
µ

ln

[
tan
(
µ
2~p
)

tan
(
µ
2~p0

)] =
p′0

sin
(
µ
~p0

)(φ− φi) (7.65)

130



Entonces la parte clásica del momento, de la manera más general, está
dada por

pcl =
2~
µ

arctan

[
tan
( µ

2~
p0

)
exp

(
µ

~
p′0

sin
(
µ
~p0

)(φ− φi)

)]
(7.66)

7.3. Radio Cosmológico Polimérico.
Para calcular la evolución del radio del universo en cosmología polimérica

se utiliza la ecuación (7.48), que nos dice

p′a =
4φ0~2πG

pφµ2
a sin2

(µ
~
pa

)
+

3Kφ0

2πGpφ
a3, (7.67)

pero en nuestro caso consideramosK = 0, es decir, un universo plano (debido
a las observaciones es el tipo de universo en el que vivimos), entonces la
ecuación queda como

p′a =
4φ0~2πG

pφµ2
a sin2

(µ
~
pa

)
. (7.68)

Para calcular el radio cosmológico se utiliza la parte clásica del momento
(7.66), así

p′cl = 2
p′0 tan

(
µ
2~p0

)
sin
(
µ
~p0

) exp

(
µ
~

p′0
sin(µ~ p0)

(φ− φi)
)

tan2
(
µ
2~p0

)
exp

(
2µ~

p′0
sin(µ~ p0)

(φ− φi)
)

+ 1

(7.69)

Luego el sin2
(
µ
~pa
)
va evaluado en la parte clásica también, entonces

sin2
(µ
~
pcl

)
=

4 tan2
(
µ
2~p0

)
exp

(
2µ~

p′0
sin(µ~ p0)

(φ− φi)
)

(
tan2

(
µ
2~p0

)
exp

(
2µ~

p′0
sin(µ~ p0)

(φ− φi)
)

+ 1

)2 (7.70)
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A partir de la ecuación (7.68) despejamos a y obtenemos el Radio del
Universo dado por

a(φ) =
µ2

~2

3pφ
8πφ0G

p′0
sin
(
µ
~p0

) tan2
(
µ
2~p0

)
exp

(
2µ~

p′0
sin(µ~ p0)

(φ− φi)
)

+ 1

tan
(
µ
2~p0

)
exp

(
µ
~

p′0
sin(µ~ p0)

(φ− φi)
)

(7.71)
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Figura 7.1: Representación del radio cosmológico.

Si escogemos p0 = ~π
2µ
, entonces la ecuación del radio del universo queda

de una forma más compacta dada por

a(φ) =
µ2

~2

3pφp
′
0

4πφ0G
cosh

(µ
~
p′0 (φ− φi)

)
(7.72)
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Figura 7.2: Representación del radio cosmológico con la condición inicial
p0 = ~

2µ
π.

Así, notamos que el radio del universo a(φ) presenta un rebote y nunca
es cero, lo que indicaría que la densidad del universo no presenta la singula-
ridad de volverse infinita en tiempos finitos del pasado, que concuerda con el
resultado obtenido por Ashtekar.9

9A.Ashtekar, et. al., Path integrals and the WKB approximation in loop quantum cos-
mology, Physical Review D 82, 124043, 2010.
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Conclusiones.

La Cosmología Polimérica se dedica a estudiar la evolución del universo
con la novedad de debilitar una de las hipótesis del teorema de Stone-von
Neumann para romper con la equivalencia entre los diferentes acercamientos
a la mecánica cuántica (el cuadro de Schrödinger y el cuadro de Heisenberg)
y, en un principio, obtener resultados distintos.

Por ejemplo, en la partícula libre polimérica uno obtiene que la velocidad
está restringida por

− ~
2mµ

< ẋ <
~

2mµ

y por ende la energía se encuentra acotada:

0 < H <
~2

2mµ2
.

En el caso de la partícula libre relativista se observa una diferencia entre la
acción no-polimérica y la polimérica, dando como resultado que la velocidad
de la partícula polimérica está acotada, nuevamente, pero ahora por

ẋ2 ≤ c2 +
2c4m2µ2

~
− 2

√
c6m2µ2

~2
+
c8m4µ4

~4

que si uno escoge una partícula tipo luz, i.e., m = 0 se observa que no son
afectadas por la retícula pues mantienen la velocidad ẋ = c.

En este trabajo se puede apreciar, también, la importancia de la In-
tegral de Trayectoria (o Integral Funcional), pero más aún el uso de los
instantones, que son un método computacional semiclásico que nos permiten
obtener la energía base del sistema aplicando primeramente una rotación de
Wick (t→ −iτ) cambiando del espacio Minkowskiano al espacio Euclideano
(iSM = −SE) y así la amplitud de transición 〈xf , tf |x0, t0〉 se transforme de
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exponenciales oscilatorias a exponenciales decrecientes y, finalmente, obtener
el límite cuando τ →∞ para obtener la energía base E0.

El primer ejemplo explícito fue el del oscilador armónico usual y se obtuvo
la energía base que corresponde a la misma que al resolverlo de manera usual
y menos mal, sino el método no daría mucha confianza.

Los instantones se vieron empleados de manera especial en el oscilador
armónico polimérico (OAP) y para la cosmología polimérica.

En el OAP se dividió el trabajo en aproximaciones del potencial (primer
y segundo orden) y luego el potencial completo se trabajó de dos maneras
distintas.

La primer aproximación del OAP dio como resultado el oscilador armó-
nico usual mientras que la segunda aproximación dio el potencial de doble
pozo: V (x) = (x2 − a2)2 que ha sido trabajado en varios textos.

El primer método para obtener el determinante del potencial completo fue
utilizar el teorema de Gel’fand-Yaglom obteniendo un resultado “sinusoidal ”
con polinomios de Legendre asociados de primera clase, pero es un resultado
particular e incompleto.

La segunda manera de resolver el potencial completo del OAP fue obser-
var la similitud entre la ecuación de movimiento del OAP y la del potencial
de pozo doble, que dieron como resultado series hipergeométricas con la di-
ferencia de que para el OAP sólo hay un estado ligado dado por ε0 = 0, en
vez de los dos estados ligados del potencial de pozo doble: ε0 = 0 y ε1 = 3

4
ω2.

Debido a la existencia del modo cero (ε0 = 0) en el potencial completo
del oscilador armónico, así como en el potencial de Pöschl-Teller el método
de usar el teorema de Gel’fand-Yaglom se ve incompleto, pero en el segundo
método fue posible obtener la contribución del modo cero con el efecto de la
aparición de las coordenadas colectivas.

Debido a trabajar en el espacio de momentos (px) y el uso de la Mecá-
nica Cuántica Polimérica, la amplitud de transición del oscilador armónico
presenta una suma infinita en la representación de integrales de trayectoria,
para el instantón relacionado a l = 0 la amplitud de transición del OAP es

〈pf |e−
τ0
~ Ĥ|p0〉 =

√
ω

π~
1√

sinh(ωτ0)
e−

1
~S0
√
kS0

ω

2

dτc√
2π

donde se observa la contribución del instantón del oscilador armónico usual

InstOA =

√
ω

π~
1√

sinh(ωτ0)
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y un tipo de densidad de instantón independiente de τ0

ρ =
ω

2
√

2π

√
kS0e

−S0
~

¿Y en cosmología de que sirve la mecánica cuántica polimérica?
Recordemos, que en la cosmología isotrópica usual el parámetro de Hub-

ble está dado por H = ȧ
a
N , que si consideramos las condiciones de energía

fuerte (SEC), en un tiempo finito la densidad ρ diverge, o bien, que el radio
cosmológico fue cero en algún tiempo pasado finito.

En cambio en cosmología polimérica isotrópica bajo las condiciones de
energía fuerte al calcular la amplitud de transición del radio cosmológico a,
se obtiene una función de la forma para la parte del momento clásica:

f(x) = aecx + be−cx

la cual nunca es cero.
Más aún si uno escoge p0 = ~π

2µ
se obtiene que el radio cosmológico está

determinado por

a(φ) =
µ2

~2

pφp
′
0

8πφ0G
cosh

(µ
~
p′0 (φ− φi)

)
¡Lo que nos dice que la densidad no diverge en ningún tiempo finito!
Lo que procedería a este trabajo es calcular la parte cuántica del momento

para obtener el determinante funcional completo y por lo tanto la amplitud
de transición del radio cosmológico.
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Apéndice A

Aproximación WKB

El método de aproximaciónWKB1 está basado en el uso de regiones donde
la longitud de onda es mucho más pequeña que la distancia típica sobre la
que la energía del potencial varía, es decir, lejos de los puntos clásicos de
retorno.

Consideremos la ecuación de Schrödinger unidimensional

d2Ψ(x)

dx2
+

2m

~
(E − V (x))Ψ(x) = 0 (A.1)

y supongamos que nos encontramos en energías lejanas a los puntos de re-
torno donde V (x) varía “ lentamente” con x, entonces proponemos que la
solución a la ecuación de Schrödinger toma la forma

Ψ(x) ≡ e
i
~W (x) (A.2)

donde W (x) es una función compleja.
Sustituyendo en la ecuación de Schrödinger, ésta se convierte en

i~
d2W (x)

dx2
−
(
dW (x)

dx

)
+ 2m(E − V (x)) = 0 (A.3)

y notemos que el momento clásico está dado por p(x) =
√

2m(E − V (x))
entonces reescribimo (A.3) como sigue:

i~
d2W (x)

dx2
−
(
dW (x)

dx

)
+ p2(x) = 0 (A.4)

1Debido a G.Wentzel, A. Kramers y L. Brilloin.
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Ahora, para representar que el potencial varía “ lentamente” hacemos la
suposición de que

~|d
2W

dx2
| << |dW

dx
|2, (A.5)

entonces podemos dar una aproximación al orden menor de W (x) a través
de

W 2
0 (x) = ±p(x) (A.6)

que nos guía a obtener la aproximación a primer orde de W (x) mediante(
dW1

dx

)2

= p2(x) + i~
d2W0

dx2

= p2(x)± i~p′(x)

(A.7)

donde el segundo término es mucho menor que el primero, por lo que W (x)
puede ser aproximado a primer orden como sigue:2

W (x) ' W1(x) = ±1

~

∫
dx′
√
p2(x′)± ip′(x)

' ±1

~

∫
dx′p(x′)

[
1 +

i

2

p′(x)

p(x)

]
= ±

[
1

~

∫
dx′p(x′) +

i

2
ln p(x)

] (A.8)

Que sustituyendo en nuestra función de onda esta queda dada por

Ψ(x) ' 1√
p(x)

e±
i
~
∫
dx′p(x′) , (A.9)

entonces
|Ψ(x)|2 ' 1√

p(x)
(A.10)

lo que nos dice que encontrar la partícula en el punto x es inversamente
proporcional a su momento “clásico” y por ello a su velocidad en dicho punto.
En palabras mundanas, una partícula no pasará mucho tiempo en lugares
donde se esté moviendo rápidamente.

2Los límites de integración no son especificados por ahora.
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Consideremos ahora el problema de dispersión en una barrera de poten-
cial rectangular con una tapa dada por una función continua y suave como
potencial. Por simplicidad los bordes del potencial los ponemos en x = 0 y
x = x0.

Entonces para x < 0 la función de onda es

Ψ(x) = Aeikx +Be−ikx (A.11)

donde A es la amplitud incidente y B la amplitud reflejada, y k ≡
√

2mE
~ .

Análogamente para el lado derecho del potencial, considerando 0 < x0 < x,
la función de onda es

Ψ(x) = Feikx (A.12)

donde F es la amplitud de transmisión y no consideramo ondas viajando
hacia la izquierda.

Así, la probabilidad de transmisión es

T ≡ |F |
2

|A|2
(A.13)

Luego, en la región donde V (x) 6= 0, es decir, en la región de tunelaje
(0 < x < x0), la aproximación WKB nos dice que la función de onda es3

Ψ(x) ' C√
p(x)

e
1
~

x0∫
0

dx′|p(x′)|
+

D√
p(x)

e
− 1

~

x0∫
0

dx′|p(x′)|
. (A.14)

Consideremos ahora que la barrera de potencial es muy ancha o muy
alta, entonces el coeficiente de la exponencial positiva debe ser muy pequeño
(1 >> C ≈ 0) por lo que las amplitudes relativas de la onda incidente y de
la onda transmitida estarán determinadas esencialmente por el decaimiento
total de la exponencial sobre la región no-clásica, es decir:

|F |
|A|
∼ e

− 1
~

x0∫
0

dx′|p(x′)|
(A.15)

Por lo tanto el coeficiente de transmisión está dado por

T ' e
− 2

~

x0∫
0

dx′
√

2m(E−V (x′)
(A.16)

3Supongamos que la energía de la partícula es menor que el potencial, i.e., E < V (x).
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Las soluciones en las vecindades de los puntos de retorno se encuentran
determinadas al asumir que el potencial puede ser aproximado linealmente,
y haciendo una serie de cambios de variable la ecuación de Schrödinger se
transforma en la ecuación de Airy:

d2Ψ(z)

dz2
− zΨ(z) = 0 (A.17)

cuyas soluciones son las funciones Airy.
Antes de terminar, regresemos a la interpretación de la condición (A.5),

que cuando ~→ 0 es exacta, lo que sugiere una conexión entre la aproxima-
ción WKB y el límite clásico, más aún, son las mismas condiciones, por lo
que a esta aproximación se le suele denominar aproximación “semiclásica”.

Notemos, también que (A.5) es equivalente a |p′(x)| << |p2(x)|, que en
términos de la longitud de onda de D’Broglie tenemos que

λ =
h√

2m(E − v(x)
<<

2(E − V (x))

|dV/dx|
, (A.18)

es decir, λ debe ser pequeña comparada con la distancia característica sobre
la cual el potencial varía apreciablemente. Por lo tanto la aproximación semi-
clásica es buena en el límite de longitudes de onda cortas, o bien frecuencias
altas, i.e., energías grandes.
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Apéndice B

Cuantización de Dirac y Método
de Promedio sobre el Grupo

B.1. Teoría de norma y Cuantización de Dirac
Partiendo de las ecuaciones de Euler-Lagrange

d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L
∂qi

= 0 (B.1)

Toda teoría de norma debe satisfacer:

det

(
∂2L
∂q̇i∂q̇j

)
= 0 (B.2)

Lo que implica que no todas las aceleraciones están determinadas por
las ecuaciones de movimiento y, por ende, hay cierta arbitrariedad en nues-
tra teoría, la cual se ve reflejada en las soluciones de dichas ecuaciones que
contienen parámetros arbitrarios. Así, los observables de la teoría son combi-
naciones de variables dinámicas independientes a estos parámetros (llamados
invariantes de norma).

Una observación muy importante es que no toda teoría que cumple con
(B.2) es una teoría de norma.

La ecuación (B.2) nos dice, también, que no todos los momentos pi = ∂L
∂q̇i

están determinados por las velocidades, es decir, existen k1 relaciones del
tipo:

Φ(q, p)A1 ≈ 0 (B.3)
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Donde ≈ significa que estas relaciones son cero una vez evaluados todos
los paréntesis de Poisson donde ellas aparezcan.

A este tipo de relaciones se les denomina como constricciones primarias.
El número de constricciones primarias independientes es igual a la dimensión
de la matriz definida por (B.2) menos el rango de ésta.

A partir de ahora consideraremos, por simplicidad, que todas las cons-
tricciones primarias son independientes y bosónicas generando un subespacio
del espacio fase denominado superficie de constricción, sobre la cual está res-
tringido el movimiento.

Como buscamos construir una teoría Hamiltoniana introducimos el Ha-
miltoniano canónico:

H1 = q̇jpj − L (B.4)

Notemos que este Hamiltoniano no está bien definido, pues no está de-
terminado unívocamente como una función de los momentos y coordenadas,
ya que las variaciones de estas variables no son todas independientes (están
restringidas para preservar las constricciones primarias).

Entonces, el Hamiltoniano estará bien definido (unívocamente) sobre la
superficie de constricción y al extenderlo fuera de ésta existirá arbitrariedad.

Definimos, así, el siguiente Hamiltoniano:

H1 = H0 + λA1ΦA1 (B.5)

Donde A1 rotula las constricciones primarias y λA1 son los multiplicadores
de Lagrange (arbitrarios hasta el momento).

Para que haya consistencia en este método de cuantización es necesario
que la superficie de constricción se preserve en el tiempo, es decir, Φ̇A1 ≈ 0,
que implica:

{ΦA1 ,H1} = V B1
A1

ΦB1 + V A2
A1

ΦA2 ≈ 0 (B.6)

Nótese que pueden aparecer nuevas constricciones ΦA2 independientes de
las primarias, las cuales llamaremos constricciones secundarias. Si aparecen,
se se exige que su superficie de constricción se preserve también en el tiem-
po, que puede dar lugar a nuevas constricciones, llamadas terciarias y así
sucesivamente, hasta que ya no se encuentren nuevas constricciones.

Teniendo el conjunto de todas las constricciones, se definen las constric-
ciones de primera clase como aquellas con paréntesis de Poisson ≈ 0 con
todas las constricciones. Es decir, F , es constricción de primera clase si:

{F,ΦA} ≡ V B
A (p, q)ΦB (B.7)
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donde A = 1, ...,M y M = k1 + k2 + ... + kn, con ki es el número de
constricciones de la i-ésima generación.

Todas las constricciones que no satisfacen esta condición se les llama
constricciones de segunda clase.

Definimos a las constricciones de primera clase Ga a todas aquellas que
satisfagan:

{Ga,ΦB} = CCaB(p, q)ΦC (B.8)

con a ∈ N, de este modo, las funciones de estructura CCaB(p, q) generan un
álgebra de Lie, cuando son funciones constantes. En el caso de las constric-
ciones de primera clase no es posible determinar todos los multiplicadores de
Lagrange asociados a ellas y éstos son los parámetros arbitrarios que apare-
cen en las soluciones a las ecuaciones de movimiento. Sin embargo, para las
constricciones de segunda clase (χα), la matriz

Cαβ = {χα, χβ}

tiene determinante diferente de cero, entonces es invertible permitiendo en-
contrar todos los multiplicadores de Lagrange. Por lo que si una teoría sólo
tiene constricciones de segunda clase no existe libertad de norma aún cuando
cumpla con (B.2).

Por lo tanto concluimos que una teoría de norma, desde el punto de vista
Hamiltoniano, es aquella que satisface (B.2) y tiene al menos una constricción
de primera clase.

De acuerdo al Hamiltoniano H1, los generadores de las transformaciones
de norma son las constricciones de primera clase primarias, aunque P.A.M
Dirac postuló que todas las constricciones de primera clase de todos los órde-
nes generan una transformación de norma (algo cierto para sistemas físicos)
dada por:

δF = {F, εaGa} (B.9)

con εa una función que, en general, depende del tiempo, posiciones y
momentos.

Ahora estamos en la posibilidad de escribir, en lugar del HamiltonianoH1,
otro Hamiltoniano que toma en cuenta todas las constricciones de primera
clase y la arbitrariedad al extenderlo fuera de la superficie de constricción,
denominado Hamiltoniano Extendido:

HE = H0 + λaGa (B.10)

Donde Ga ≡ 0 y a = 1, ..., número de constricciones primera clase.
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B.2. Método de Promedio sobre el Grupo de
vuelta

“Group averaging”, traducido como método de promedio sobre el grupo,
es un método muy poderoso para cuantizar sistemas con constricciones, por
lo que es empleado en la cuantización de Dirac, la cual deja muchas preguntas
abiertas respecto a los observables y al producto interior entre estados físicos.

La importancia de este método radica en que da una forma constructiva
de obtener estados físicos y los observables.

Basándose en la cuantización de Dirac, uno genera dos espacios de esta-
dos: el primero es auxiliar, denominado el espacio cinemático (Hkin), donde
las constricciones están formuladas como operadores y el segundo espacio
es el espacio físico (Hphys) que contiene a los estados que “resuelven” las
constricciones:

e−
i
~λĜ|Ψphys〉 = |Ψphys〉 (B.11)

El meollo del asunto es queHphys lo queremos como un espacio de Hilbert,
es decir, hay que bien definir un producto interior.

El espacio de estados cinemáticos se cuantiza de la forma usual, es decir,
corresponde a un sistema sin constricciones (simplemente las ignoramos) y
para hacerlo un espacio de Hilbert le asignamos el producto interior dado,
por ejemplo, como un mapeo de ciertas funciones reales sobre el espacio fase
sin constricciones a operadores Hermitianos sobre Hkin

Una vez con el espacio de Hilbert Hkin, se aplica el método de group
averaging para “resolver” las constricciones y definir un producto interior
sobre Hphys.

Para detallar este método consideremos que las constricciones son reales y
que forman un álgebra de Lie con su grupo unimodular G, entonces las cons-
tricciones por ser reales las implementamos como operadores Hermitianos
en Hkin

1 que generan una representación unitaria U (g → U(g)) del grupo
de norma G, entonces, debido a la condición (B.11) los operadores unitarios
U(g) dejan invariantes a los estados físicos, es decir,

U(g)|Ψphys〉 = |Ψphys〉 (B.12)

Como (B.12) no necesariamente se encuentra en el espectro discreto de
U(g), entonces Hkin podría no tener algunas soluciones, por lo que hay que

1Cuando las constantes de estructura son funciones esto no es posible, como sucede en
la teoría de gravedad canónica.
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considerar un espacio Φ∗ donde si estén y que Hkin esté contenido en éste.2
Para obtener este espacio, consideremos primero un subespacio Φ de Hkin

de “estados prueba”, entonces construimos Φ∗ como el espacio de funcionales
lineales sobre Φ que sean continuos respecto a la topología inducida por Hkin.

Φ se escoge de tal manera que los operadores U(g) sea un automorfismo,
entonces la acción dual de U(g) estará bien definida sobre f ∈ Φ∗ dada por

U(g)f(φ) = f(U(g−1)φ) (B.13)

∀ φ ∈ Φ.
Entonces las soluciones de las constricciones son f ∈ Φ∗ tales que:

U(g)(f) = f (B.14)

∀ g ∈ G.
Notamos que los estados físicos no necesariamente están enHkin, entonces∫

G
dgU(g) no es un operador de proyección, pero con el método de group

averaging podemos “proyectar” estos estados sobre Φ∗ que sí son soluciones
a las constricciones. Luego consideramos el mapeo η : Φ→ Φ∗ dado por

|φkin〉 → 〈φkin|
∫
G

dgU(g) = 〈φphys| (B.15)

el cual está bien definido si y solo sí la integral
∫
G
dg〈φkin|U(g)|ψkin〉 converge

∀ φkin, ψkin ∈ Φ.
Asumiendo que esto ocurre, tenemos que η es un mapeo antilineal (o

semilineal) entre Φ y su dual Φ∗. Debido a la invarianza traslacional de la
medida de Haar 3 nos asegura que son soluciones a las constricciones.

Falta definir sólamente el producto interior en Hphys:4

〈η(ψkin)|η(φkin〉 = η(φkin)(ψkin) (B.16)

Este producto interior tiene una propiedad especial:

Operadores Hermitianos invariantes bajo transformaciones de norma en el
espacio Hkin serán operadores Hermitianos sobre el espacio Hphys.

2Los elementos de Φ∗ son estados generalizados.
3La medida de Haar está dada por dg, en un grupo unimodular de Lie las dos medidas.

dadas por la traslación derecha e izquierda, son las mismas.
4es el mismo producto interior visto con anterioridad solo que escrito de manera más

general.
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