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Prefacio

La palabra cosmologia proviene del griego koouoloyia (compuesto por

Koo os - cosmos - orden y Aoyia -loguia- tratado, estudio) denominado fi-
losofia de la naturaleza, que estudia todo lo relacionado con el universo: su
origen, su forma, su tamano, las leyes que lo rigen, etc.
El presente trabajo surgié como continuacién a mi Servicio Social en el tema
de Integrales de Trayectoria y de un Seminario de Cosmologia del verano
de 2013 impartido por el Dr. José David Vergara Oliver en el Instituto de
Ciencias Nucleares (ICN), UNAM.

Esta tesis tiene como objetivo dar una introduccién general a la Cosmo-
logia centrandose en la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
(FLRW), luego dar un vistazo al algebra de la Cosmologia polimérica y su
distincion con la Cosmologia usual y, finalmente, obtener dos resultados: el
oscilador armdnico polimérico y la evolucion del radio cosmoldgico en la Cos-
mologia Polimérica a partir del espacio de momentos.

Para esto se presenta en el Capitulo 1 las bases matematicas necesarias:
qué es un producto interior, un espacio de Banach, de Hilbert, un C*-algebra
y el teorema de Hahn-Banach; un poco de algebra de operadores junto con
la definicién de la norma de un operador, siguiendo con el algebra de la Me-
canica Cuantica (el formalismo de Schrodinger y el de Heisenberg), luego
el teorema de Stone-von Neumann, que nos da las condiciones suficientes y
necesarias para que las representaciones de la Mecénica Cuéantica sean equi-
valentes entre si. Ademas, se presenta el dlgebra de la Cosmologia Polimérica
y una breve introduccion a la teoria de constricciones y al método de pro-
medio de grupo, el cual sirve para extraer estados fisicos de un espacio de
Hilbert cinemético.

En el Capitulo 2 se expone una introducciéon a la Cosmologia Isotropica,



obteniendo la métrica FLRW, las ecuaciones de Einstein (donde se detalla
como obtener los simbolos de Christoffel y el escalar de Ricci) y se postula
el principio de Covarianza General, también se obtienen las ecuaciones de
Friedmann, Raychaudhuri, Klein-Gordon y la ecuacién de continuidad a par-
tir del anélisis canonico del Hamiltoniano Gravitacional y del Hamiltoniano
de Materia. Finalmente, se dan las condiciones de Energia y las singularida-
des que presenta la Cosmologia Isotropica.

El Capitulo 3 es una breve introduccion a las integrales funcionales (o de tra-
yectoria) y su relacion con el Kernel de la ecuacion de Schrodinger; ademas,
se hace una visita fugaz a los determinantes funcionales centrandose en el
formalismo de Gel'fand-Yaglom.

En el Capitulo 4 se utiliza el algebra de la cosmologia polimérica al caso mas
simple, el de la particula libre, luego se sigue a la particula libre relativista
en los casos usual y polimérico para finalizar planteando el problema del os-
cilador armoénico polimérico y resolverlo en dos primeras aproximaciones y
finalizar con el potencial completo utilizando el teorema de Gel’fand-Yaglom,
el cual presenta ciertos problemas.

El Capitulo 5 es un capitulo con mayor relevancia pues introduce a los ins-
tantones, que son un método para resolver integrales de trayectoria y a modo
de ejemplo se presenta el oscilador armoénico No-Polimérico. La importancia
de este capitulo radica en el método que presentan los instantones para ob-
tener la energia base del sistema.

Los siguientes dos capitulos son los mas importantes de este trabajo pues
dan el nombre a la tesis: Instantones en el Oscilador Armdnico Polimérico y
la Cosmologia Polimérica.

El Capitulo 6 es el mas importante de esta tesis en cuanto al uso de instan-
tones se refiere, pues aparece el primer resultado que es la obtencién de un
instantén especifico del determinante del oscilador armoénico polimérico. El
resultado que se obtiene del oscilador armoénico polimérico es muy parecido
al que se obtiene con un potencial cuértico ((z* — a)?). !

El Capitulo 7 es el més importante fisicamente, pues presenta el resultado
esencial de esta tesis, que es la obtencion del radio cosmologico a partir de
integrales de trayectoria y del método de instantones vistos en los Capitulos
3, 5y 6, el cual no tiene la singularidad del caso usual.

Se anexan ademés dos apéndices: el primero expone brevemente el método
Wentzel-Kramer-Brilloin (WKB) por su relacion con las aproximaciones no

LCOLEMAN, S. Aspects of Symmetry, Cambridge University Press,NY, 1988.
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perturbativas y es mencionado en la tesis; y el otro presenta la teoria de la
segunda cuantizacion (la cuantizacion de Dirac y constricciones) junto con el
método de promedio de grupo con mas detalle.

Este trabajo no podria haber sido realizado sin el carino de mis padres,
Maria de las Nieves Olivares Correa y Jordi Inaki Austrich Senosiain, asi
como el apoyo de mi hermana. Pero sobre todo me gustaria agradecer a mi
asesor de tesis el Dr. José David Vergara Oliver por su apoyo, dedicacion y
paciencia que ha tenido conmigo y en motivarme en la realizaciéon de este
proyecto.

Finalmente, agradecer a los proyectos DGAPA PAPIIT: IN109013 y IN103716
por su apoyo econdémico parcial.

Meéxico, D.F., julio 2016.
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Capitulo 1

Fundamentos Matematicos

En este capitulo se haré un repaso a los espacios de Hilbert, a la definicion
de una algebra C*, varios teoremas y lemas que seran utilizados en capitulos
posteriores o que dan un mayor entendimiento al espacio en el que se esté
trabajando y se desarrolla el dlgebra en la mecanica cuantica polimérica.

1.1. Conceptos Basicos

Se asume que el concepto de espacio vectorial es conocido por el lector.

Definicién 1. Norma:
Sea V' un espacio vectorial, se define la norma como un mapeo ||-|| : V. — R
tal que

L vl >0 VoeV |lv|=0<0v=0
1L ||\l = |Al||v]| VAeC,YveV

1. v 4+ wl|| < ||v|| + ||w]| (Desigualdad del Tridngulo)

Nota 1. La norma de un espacio vectorial, V', define una métrica d sobre V'
dada por

d(z,y) = [lz =yl
Un espacio vectorial normado completo con la métrica asociada, es decir, toda

sucesion de Cauchy converge bajo esta métrica, se llama espacio de Banach,
al cual denotaremos como B.



Definicién 2. Producto Pre-Interior:
El producto preinterior sobre un espacio vectorial es un mapeo (-,-) : VxV —
C tal que

L (v,w) = (w,v) Yo,weV

1. (v, \Mwy + Agwa) = A1 (v, wi) + Ao (v, we) Yo, wiws € V VA, A\ € C
1. (v,v) >0 YoeV

Cuando (v,v) =0 < v =0, se le conoce como producto interior.

Un producto interior induce una norma dada por
]l = /2, )

Teorema 1. Desigualdad Cauchy-Schwartz:
Sean V' un espacio vectorial normado, v,w € V', entonces:

[(v.w)| < [Julll|wll
Yo,w eV

Definiciéon 3. Espacio de Hilbert:

Un espacio vectorial con producto interior completo bajo la norma asociada,
se le llama espacio de Hilbert H; ademds H es separable, es decir:
Hbntnen € H tal que es una sucesion densa en H, i.e., para cualquier ¢ € H
ye>0 3o; € {dn}nen tal que ||¢ — ¢, <€

Esto nos establece un sistema coordenado.

Definicion 4. Linealmente independiente:

Sea {¢tnen C H, se dice ser linealmente independiente si Yy Ni¢; = 0,
neN
entonces \; = 0 para todo 1 € N

Se dice linealmente dependiente si no es linealmente independiente.
La dimension de H se conoce como el nimero mdzimo de vectores linealmente
independientes; un espacio de Hilbert estd caracterizado por su dimension.

Definiciéon 5. Variedad lineal:
Sea {dn }nen una sucesion linealmente independiente, entonces el conjunto de
elementos de la forma ¢ = > ¢ ¢, definen una variedad lineal que satisface,

n
ser un espacio vectorial con producto interior, pero no necesariamente es
separable ni completo.



Definicion 6. ! Operador Acotado
Un operador acotado sobre un espacio de Banach B es un mapeo lineal A :
B — B tal que

[A[l = sup{[|Az[| |z € B, ||zf| = 1} < o

Teorema 2. Un mapeo lineal sobre un espacio de Banach es continuo si y
solo st es acotado.

Observacion 1. Cuando se tiene un espacio de Hilbert, entonces:

|A|l = sup{(Aw, Ap)2 | ¢ € H; (1, ) = 1}

Cuando A es acotado en un espacio de Banach B, por definicion se sigue
que

[Av]| < [[A[l[[o]l Vv eB

entonces, del mismo modo, si 3 C' > 0 tal que ||Av|| < Cljv|| Vv € B,
entonces A es acotado y

A =inf{C >0 | |Av|]| <C|v|| VveB}

Teorema 3. El espacio B(B) de todos los operadores sobre un espacio B de
Banach es también de Banach.

Definicion 7. Funcional
Definimos un funcional sobre un espacio de Banach B como un mapeo lineal
p:B—C, el cual es continuo, entonces |p(x)| < C||z|| p.a. C >0 yVz e B

Observacion 2. Por el teorema anterior, el espacio de todos los funcionales
sobre un espacio de Banach B, es de Banach, a este espacio se le conoce
como espacto Dual y se denota como B*

Teorema 4. Representacion de Riesz
Todo funcional lineal acotado p sobre un espacio de Hilbert H es un producto
interior, es decir, es de la forma:

p(x) = (o, )

para algin xo € H fijo.

'Es la definicion también de norma de un operador; notemos que es acotado por ser un
nimero real.



Teorema 5. Hahn-Banach
Para un funcional py sobre un subespacio lineal By de un espacio de Banach
B existe un funcional p sobre B tal que p = py sobre By y ||pll = ||pol|

Definicion 8. Algebra
Un dlgebra es un espacio vectorial A con una operacion (multiplicacion) aso-
crativia bilineal:

cAxA— A

Observacion 3. El espacio de los operadores acotados B(B) es un dlgebra
bajo la operacion de multiplicacion.
Mds ain, sea A, B € B(B), © € B, utilizando dos veces la propiedad de la
norma || Az|| < ||Al|||z]| se tiene que

[ABz|| < [[Alll|Bx|| < AN B«
y como es para todo x € B, entonces:
IAB|| < [ A[[]|B]]

Lo que nos dice que la multiplicacion en un dlgebra de Banach es continua
separadamente en cada variable.?.
Por tanto, B(B) es un dlgebra de Banach.

Consideremos un espacio de Hilbert H, entonces el algebra obtiene una
estructura adicional:

Definicion 9. Involucion
Una involucion sobre un dlgebra A es un mapeo lineal * : A — A tal que
para todo A, Be Ay\eC:

I A=A
1. (AB)* = B*A*

L. (AA)* = \A*

*

Entonces un algebra con involucién se le conoce como algebra-
Ejemplo:
Sea H un espacio de Hilbert, el operador adjunto A — A* sobre H definido
por la propiedad: (¢|A*¢) = (Av|¢), define una involucion sobre B(H), por
lo tanto B(B) es un algebra-*.

2Un 4lgebra de Banach es un algebra cuyo espacio vectorial es de Banach
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Definicion 10. Autoadjunto
Sea A un dlgebra-*, entonces si A € A, se dice que A* es autoadjunto si:

A" = A.
Al conjunto todos los elementos autoadjuntos se le denota por
Ar={Ac A| A" = A}

Observacion 4. Todo elemento de un dlgebra-* A se puede escribir como
combinacion lineal de dos operadores autoadjuntos.

Demostracion. Sea A € A, entonces

1 A4+ AT A

A= (At A+ A — A7) =
g (At AT )= T3

donde el primer sumando es autoadjunto y el segundo sumando es antiauto-
adjunto, entonces, sea
A=A +iA"

1 A4+A* no__ _ s A=A*
con A" = =55 y A" = —i=5~. ]

En un espacio de Hilbert H se tiene que?.
[AY])* = (Ap|Ap) = (YA AY) < [[DI|A"AY|| < [[9]*]|AA]
Entonces por definicién de norma:
IA]* < [JAA]| < [IA*][1A]

asf [| Al < [ A"
Anélogamente se obtiene:

A I1* < [l ]1* [ A" Al

entonces

1A%]1* < lATAfl < A" [[I|A]

Por lo tanto || A*|| < ||A]|
Obtenemos las siguientes propiedades:

3utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwartz
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L[| A[] = [lA]
I | AA]l = [|A]P = A%
Esto motiva a dar la siguiente definicion:

Definicion 11. Algebra-C*
Una dlgebra-C* es un espacio complejo de Banach A que al mismo tiempo
es un dlgebra-*, tal que si A, B € A, entonces:

L [AB| < [[A[l[IB]]
L[| A]? = A% Al

Es decir, una &algebra-C* es un algebra de Banach con involucién donde
se cumple [|A]]? = || A*A]|.
Ademas de i) y ii) se obtiene ||A|| = ||A*||.
Lema 1. Un dlgebra-* de Banach que cumple ||A||* < ||A*A|| es una dlgebra-
C*.
Demostracion. Soélo basta probar que se da la igualdad; i) se cumple por
definicion de la norma de un operador. Entonces:
IA]I* < [JAAll < [[AT|I[IA]
entonces || Al < ||A*|| Andlogamente
|A]* < [JAAl < [ AT|[[IA]

entonces [|A*|| < ||A]|
Se tiene asi que [|A]|* < [[A* Al < [|A*[[A] = [|A||* Por lo tanto se sigue

1AII* = 1Al Al

Hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 6. El espacio de los operadores acotados sobre un espacio de Hilbert

H, B(H) es una dlgebra-C*.
Por ultimo daremos la definiciéon de un morfismo entre algebras:

Definicion 12. Un morfismo entre dlgebras-C* A, B es un mapeo lineal
(complejo) ¢ : A — B tal que

1. ¢(AB) = ¢(A)p(B)
1L ¢(A") = (¢(A))”



1.2. El Algebra de la Mecanica Cuantica Poli-
mérica

Antes de definir el algebra de la mecéanica cuantica polimérica haremos
un repaso al cuadro de Schrodinger y al de Heisenberg (“mecénicas cuanticas
usuales”) y haremos mencion al teorema de Stone-von Neumann.

1.2.1. Cuadro de Schrodinger

Los operadores bésicos son independientes del tiempo, es decir:
L. at(j =0
1. Op=0

donde p y ¢ son los operadores asociados al momento y coordenada genera-
lizados.
Ademas se cumplen las siguientes relaciones de conmutacion®:

4", ¢") = ih({¢",¢"}) = 0 (1.1a)
[paapb] = ih({paapb}) =0 (llb)
[q%, po] = ih({q", pp}) = iRy (1.1¢c)

Con estos operadores podemos definir un conjunto completo de observables
que conmutan y de las relaciones (1.1a), (1.1b) y (1.1c) se puede ver que los

mas simples son: ¢* = (¢, ..., q") 0 pa = (P1, ..., Pn)-
Para cada conjunto completo de observables podemos, entonces, definir una
base de la forma:

qlg) = qlq)
plp) = plp)

donde ¢ y p se convierten en un valor definido.

4Siguen siendo operadores aunque por simplicidad se omitié " ; el término {A B},
representa a los paréntesis de Poisson.
0 es la delta de Kronecker



Al ser bases completas estés satisfacen con la propiedad de cerradura: °

o0

[ daaal =1 (1.4)

—00

o0

/ dg p)ip| =1 (15)

—00

En la representacion de coordenadas donde se usa la base |q), el operador
p queda definido como:

0
Dy, = —ih—: 1.6
Do g (1.6)
Entonces para encontrar los coeficientes de conexion entre la base ¢ y la
base p consideremos lo siguiente57:

<QI15(|;?> = p(alp) (1.7)
= —iﬁa—q@\m = p{q|p) (1.8)
%ﬁi'm = pdq (1.9)
= In|(glp)|| = %pq (1.10)
{alp) = \;% (1.11)
Proposicién 1.
(qlao) = 0(a — q0) (1.12)

5T representa la matriz identidad la cual puede ser infinita no numerable
5pq tiene unidades de accion
7V/2mh es un factor de normalizacion



Demostracion. Para demostrar esta proposicion se hara uso de (1.5)
o0

(dlqo) = / dp (q|p){plqo)

—00
o0

1 dp o 7P(a—a0)

~ 27h

:5(q—QO) O

Nota 2. Hemos propuesto a p de la forma (1.6) para que satisfaga las rela-
ciones de conmutacion (1.1a),(1.1b) y (1.1c), pero se observa que existe una
forma mds general de este operador:

Para obtener la constante a y la forma de la funcién f;(x) este operador
debe satisfacer las relaciones (1.1a) y (1.1c); entonces:

[, pi]¥ = (2'p; — pja")¥
= (2'a0; ¥ + 2'f;) — (a0; (2" V) + f;2"V)
= (2'a0;V + 2' f;) — (ax'0; ¥ + ad’V + f;z'V)
= —aéjlll
= ihé; W

Por lo tanto:
a= —1ih (1.14)

[pzij]‘l’ =0
= {(a0; + fi)(a0; + [;) — (ad; + f;)(ad; + f;)}¥
= (a0; + fi)(a0;V + f;V) — (a0; + fi)(ad;V + f;¥)
= a’0,0;,V + f;a0;V + ad;(f; V) + fif;V — (a*0;0,¥ + f;a0;¥ + ad;(f;V) + f;£i¥)
= f;00;V — f;a0;V + a¥V0,f; — aVO; f; + a¥0, f; — aVO; f;
= a¥(0.f; ~ 0,1)

Entonces proponemos a f(z) de la siguiente manera:
fi(z) = 09(x) (1.15)
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Donde g(x) es una funcién con derivadas parciales continuas, garantizando
la igualdad de las parciales cruzadas, es decir, f;(z) se puede ver como deri
vable de un potencial g(z). La teoria desarrollada con el operador (1.13) es
unitariamente equivalente a la teoria desarrollada con (1.6) por lo cual vamos
a utilizar el operador definido en (1.6) de aqui en adelante.

Sabemos que W(q,t) = (¢|V,t) y que ¥(p,t) = (p|¥,t), ipero qué relacion
hay entre W(q,t) y W(p,t), es decir, como pasamos de un espacio al otro?
Vamos a demostrar que es una simple transformada de Fourier:

Proposiciéon 2.

(1.16)

Demostracion. Para la demostracion se usaran las igualdades (1.4) y (1.11).

Y(q) = (q|¥)
= (q|I| W)

o0

~ [ av talr) o)

—0o0

r dp i
— enPd \\
| et

dp i
— e RPN
/ V2rh 9

]
Proposicion 3.
e_%pq\ll(q)
VU(p)= [ dp ——= 1.17
®) P amh (L.17)
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Demostracion. Analogamente a la Proposiciéon anterior:

V(p) = (p|¥)
= (p|(1)|¥)

o0

_ / dg(pla) (4] T)

En resumen, el cuadro de Schrodinger nos dice que los operadores no
dependen explicitamente del tiempo, sino que la dependencia temporal se en-

cuentra en la funcion de onda ¥ = V(q,t) = (q|V, )

1.2.2. Ecuacién de Schrodinger y Ecuaciéon de Evoluciéon

A partir del cuadro de Schrédinger determinaremos dos muy importantes

resultados:
I. La ecuacién de Evolucién.
11. El Kernel de la ecuacién de Schrodinger.

La ecuaciéon de Schrodinger esta dada por

HU(q,t) = ihd, ¥ (g, t) (1.18)
que reescrita en notaciéon de Dirac y proponiendo el operador P, = —iho, es:
(q|Pr+ H|W,t) =0 (1.19)
Donde el hamiltoniano est4 definido como®
- h 0?
H=——+V 1.20
e V(@) (1.20)

8se trabajara con potenciales que solo dependen de q
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Proposicion 4. B
U, t) = e7 HE | 1) (1.21)

A esta ecuacion se le conoce como la ecuacidén de evolucidon

Demostracion.

ihd, |, t) = H|U,t)

o, 1) —i .
=—H
Uty & %

= In|U, 1) — In|T,ty) = %Z]:I(t — )
= [0, ) = e 10w, )
]

Utilizaremos la ecuacion (1.4) y la ecuacion de evolucion, para llegar a
obtener otra expresion para W(q,t):

U(g,t) = (q|¥,1) (1.22)
= (gle T =)y 45) (1.23)
:/ dQO<Q\€%H(t7t°)\QO><QO|‘ICt0> (1.24)
:/ dqoK (q,t; o, to)¥(qo, to) (1.25)

Donde hemos definido:
K (q,t; g0, to) = (gle ™ 71| g5) (1.26)

Esta tltima ecuacion es de suma importancia y se le conoce como el
Kernel de la ecuacion de Schrodinger.

1.2.3. Cuadro de Heisenberg

I |¥)y = |V, to)

12



HL [0, 1) = en 100 |§ ) = i 10| §)

9Se observa que en u. la funcién de onda de Heisenberg esta dada a un tiempo
fijo respecto al cuadro de Schrédinger.
Ahora vamos a presentar los operadores en el cuadro de Heisenberg:
q(t) = e%(t’tO)Hde%(t’tO)H (1.27)
p(t) = eit=tf pe =0}l (1.28)

Ademas cumplen la relaciéon de los anticonmutadores que en el cuadro de
Schrodinger se presentaron, con la condiciéon de que sea a tiempos iguales:

[4(2), ¢(t)] =0 (1.29)
[b(t),p(t)] =0 (1.30)
[4(2), p(t)] = th (1.31)

1.2.4. Teorema de Stone-von Neumann

En esta subseccion daremos las ideas fundamentales para desarrollar la
cosmologia polimérica sin profundizar en los conceptos matematicos, que fa-
cilmente abarcarian un libro y no es la intenciéon de este texto.'®
Al conjunto de ecuaciones de estructura, aquéllas que satisfacen las relacio-
nes de conmutacion de Heisenberg en mecéanica cuantica, se le conoce como
dlgebra de Lie de Heisenberg.

Como es posible construir una familia de representaciones irreducibles del
grupo de Heisenberg H,, sobre un espacio de Hilbert H, entonces se cumple
el siguiente teorema:

Teorema 7 (Stone-von Neumann). Sea 7 una representacion unitaria de
H, sobre un espacio de Hilbert H, tal que 7(0,0,t) = e*™I para algin
h € R/{0}. Entonces H = @ H, donde H, son mutuamente subespacios
ortogonales de H, cada uno invariante bajo m, tal que la restriccion m|y, es
unitariamente equivalente a py para cada «. En particular si m es irreducible,
entonces  es equivalente a py,.

9Este subindice H es de Heisenberg, no confundir con el hamiltoniano
10Mayores detalles en G.B. Folland, Harmonic Analyse in Phase Space.
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Donde p es el mapeo del grupo de Heisenberg al grupo de operadores unitarios
de L?: p: Hy, — L? definido por

2mit  2wi(pD+qX)

t) _ eQm(pD-i—qX—i—tI) —e e

p(p, q,

Y pn(p,q,t) = p(hp, q, ht) y como es un operador al ser evaluado se tiene:

p(p,q,t) f(x) = TN f (5 4 p)

el cual es una representacion unitaria del grupo de Heisenberg Hy,

En resumen, el grupo de Heisenberg tiene sélamente una tinica represen-
tacion irreducible, localmente fiel. Es decir, que salvo equivalencias unitarias
tiene una familia dependientes de un parametro de tales representaciones,
todas relacionadas entre si via automorfismos del grupo de Heisenberg, y a
su vez, todas equivalentes al cuadro de Schrodinger.

1.2.5. Algebra Mecanica Cuantica Polimérica

Haremos un pequeno resumen de la mecéanica cuantica tradicional (Schro-
dinger y Heisenberg [S-H]) para compararla con la mecanica cuantica polimeé-
rica, entonces: El espacio en (S-H) es Hgen = L2(R, dz), es decir, el espacio
de las funciones cuadrado-integrables con la topologia usual. Cuando z, p son
los operadores autoadjuntos (observables de posicion y momento) definimos
los operadores de rotacion y traslacion del algebra de Heisenberg-Weyl:

U0 (z) = 2™ (2) (1.32)
V, U (x) = U(x+ p) (1.33)

Entonces los operadores estan representados por

U, =en? (1.34)
V, = e'h? (1.35)

Que claramente en el espacio de momentos se sigue



Estos operadores tienen las siguientes relaciones de conmutacion:

UV, = ei™V,V, (1.38)
UniUss = UsoUyy (1.39)
V;MVMQ = VMQVMI (140)

Las cuales se siguen de las relaciones de conmutacion de la posicion y del
momento usuales.

Hay que hacer notar que los parametros (A, 1) son débilmente continuos, es
decir, se puede considerar cuando ambos parametros tienden a cero. Enton-
ces por el teorema de Stone-von Neumann todas las mecanicas cuanticas con
estos parametros débilmente continuos son equivalentes, por lo que se realiza
el siguiente postulado:

Postulado Mecanica Cuantica Polimérica:
Para generar una mecénica cuantica no unitariamente equivalente a la gene-
rada por el grupo de Heisenberg, se considera:

I. X es débilmente continuo.

II. 1 ya no es débilmente continuo, aunque se permite que sea del orden
de la constante de Planck.

Esto nos hace considerar que el espacio de Hilbert Polimérico esta dado
por'l: H Poly = EQ(RC[, a), donde R, es la recta real con la topologia discreta

y q es la medida de I dada por || f]|3 = D2 ||f]|* < oo
jEA
Entonces la nueva base ortonormal esta dada por |z;) con (x, =nu n €
7). Y se obtiene que el producto punto entre ellos (la condicién de ortonor-

malidad) es:
(xi]2;) = N / dpe%pj(xi—xj) =4 (1.41)
AR j T, .

Una delta de Kronecker.!?

" Topologia Discreta: todo punto de nuestra recta es un abierto, donde se considera una
longitud, sea pu, la cual se convierte en nuestra “regla”
128i 11 — 0 entonces se obtiene la delta de Dirac.
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Por lo que los operadores bésicos en mecanica cuantica polimérica son
definidos de la siguiente forma.:!3

L Upla;) = ei*®|a;) = eiMi|a;)

II. V#|$j> = |Ij — ,LL> = |Z’j_1>

Nota 3. R
M (5[ Vi |z} = 0

pero
(zj[lxs) =1

Entonces el operador de traslacion V,, que corresponde al operador de mo-
mento ya no es continuo porque x; es ortonormal a x;_,, para toda p # 0

Entonces la relacién de conmutacion satisface:
[377 Vu] = —uV,

Falta definir un operador de momento p, entonces considerando la defini-
cion del operador de momento en el cuadro de Schrédinger:

B ent — e=nkp h (i 7 1
p=lm o [ ) i (L4 —up 02<_>
p=m < 2 ) w50 20 (h’“” PP

Asi, el operador de momento en caso polimérico queda definido como

v,V

> (1.42)

p=

==

1.2.6. Teoria de Constricciones

En este apartado consideraremos unidades naturales, i.e., h=1=c¢
Consideremos una particula relativista, entonces la accion esta dada por

S = —m/dT = —m/dﬂ/—gm,;i:“jc” (1.43)

13Notese que Z|z;) = zj|x;)
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2L
9§~
determinante es cero, lo que nos indica que habra ecuaciones de constric-
cion'4.
Consideremos ®,, como nuestra constriccion, entonces &, = ®,(q,p) = 0 que
es dependiente del momento y la coordenada.

En el caso relativista, teniendo en cuenta que

En general tenemos que det ( > = 0, pero en una teoria Fisica este

Du = gg - \/% (1.44)
Entonces:
pupt = —m? (1.45)
Ahora bien, si consideramos el Hamiltoniano usual obtenemos:
H=pua"—L (1.46)
L (1.47)

\/ Tty

jEl Hamiltoniano es cero!
Para solucionar esto, Paul M. Dirac propuso un nuevo Hamiltoniano (un
Hamiltoniano global, donde no sélo valga la constriccion p,p* +m? = 0 dado
por

Hr = He + AP, (1.48)

Donde H¢ = pya* — L el Hamiltoniano Canoénico.
®,, las constricciones.
Si ¢, = {®,,Hr} # 0, entonces hay constricciones secundarias, cuando es
cero s6lo tenemos constricciones primarias.

Para familiarizarnos con este concepto haremos un pequeno ejemplo:
Ejemplo:
Sea £ = L(q1,q2, 1, G2) = 547 + q261 + (1 — @) 1o + g(Ch — q2)?

Obtenemos los momentos:

oL

PL=F5— =G+
oq !

14Gi el determinante es distinto de cero, entonces se puede poner los momentos p en
términos de las coordenadas q y viceversa
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p2=(1—a)q
Entonces de la primera ecuacién obtenemos que ¢; = p; — ¢z (EDO)Y y
la segunda ecuaciéon nos genera una constriccion ¢ dada por

(I>:O:p2—(1—a)q1

Claramente det (8.85. > =0
qaO0qp
El Hamiltoniano canénico esta dado por
Ho =piqi +p2g2 — £
1

= 5(101 - Q2)2 - g(ch - Q2)2

Ahora construiremos nuestro Hamiltoniano Total, pero primero checare-
mos si hay constricciones secundarias:

® = {0, Hy} ={® He + A0} = {p, — (1 — a)q1, Ho}
1 2

= (o 50— 02~ 50— @)} — (- ) 50— 02~ 5~ @)?)

=p1— @+ 8@ —q)— (1—a)(p1 — ¢)
=a(pr — @)+ B — @) = P

Que es una nueva constriccion secundaria, ya que si no fuera cero, entonces
la particula se moveria fuera de la constriccion original.

Calculando @, es facil ver que by = 0
Ahora bien, calculando el paréntesis de Poisson entre estas dos constricciones
obtenemos:

{®2, 0} = —{a” + 5%}
En general:
{(I)Cw (I)B} = Caﬂ

Si Cop = Czﬁév ~ 0, es decir, que son débilmente cero, se dice que las
constriciones son de primera clase’® . Si det C,,5 # 0, entonces tendremos
constricciones de segunda clase.

En este caso es necesario generalizar los paréntesis de Poisson a unos
que tengan en cuenta las constricciones de segunda clase conocidos como
paréntesis de Dirac.

5EDO: ecuacion diferencial ordinaria
16C, 5 son las constantes de estructura y, si en verdad son constantes, generan un algebra
de Lie.
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Definicion 13. Los paréntesis de Dirac se definen como:
{4, B} = {A, B} — {4, xa}C*?{x3, B} (1.49)

Donde y, son las constricciones del sistema y ademas se impone la con-
dicion:
{A,xa}" = {4, xa} = {4} (x5, Xa} = 0
Esto nos sirve para poder cuantizar con constricciones de la siguiente
manera:

[0,,0;] = il{0;,0,}"

Una pequena observacion es que las constricciones de primera clase gene-
ran simetrias y nos dan las transformaciones de norma.

Se invita al lector leer el apéndice B de este trabajo para una mayor
profundizacién de este tema.

1.2.7. Método de Promedio sobre el Grupo

En un sistema Hamiltoniano con constricciones, las eigenfunciones no son,
en general, estados fisicos, entonces para poder derivar el espacio de Hilbert
con estados fisicos se utiliza el formalismo llamado método de promedio sobre
el grupo.

Consideremos el espacio de Hilbert cineméatico (Hg,) donde todas las
constricciones (C) estan bien definidas y son de primera clase, entonces se
define el estado fisico (a través de la cuantizacion de Dirac) como aquél que

satisface: o
€W pis) = |V is) (1.50)

Es decir, los estados fisicos se definen como aquellos que son invariantes bajo
las transformaciones generadas por las constricciones de primera clase. De
forma infinitesimal tenemos que (1.50) se reduce a

Co|W i) =0 (1.51)

En el método del promedio sobre el grupo los estados fisicos se definen

como
00

W) = / A Ty (1.52)

—0o0
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AC

que es un promedio sobre los estados cinéticos con funcién de peso eh y el
Kernel de este sistema esta dado por
[e.e]
G(xys,ty;x0,t0) = /d/\(acf,tf|e;z’\c|x0,t0> (1.53)
—0o0

Entonces se puede extraer un estado fisico a través del kernel de la si-
guiente manera:

U s, t) = (o, W i) = / i’ / G, 2 ) D) (154)

—0oQ
Para que el espacio Hy;s sea un espacio de Hilbert es necesario asignarle
un producto interior.
Consideremos |®Pyin) ¥ |Ypin) dos estados en Hy;, cuyos mapeos al espacio
H sis estan dados por |Prs) v |Uys), entonces se define el producto interior,
en el espacio Hy;s de la siguiente manera:

(® 16| W 1is) = (Dpan] / DA D)
- (1.55)

= /dwdx’dtdt'@km(a:,t)G(x,t;x',t’)\I/km(x',t’)

Por lo que toda la informacion de la dinaAmica cuantica esta codificada en

la amplitud de transicién de x( al tiempo ty a x5 al tiempo ¢;, dado por el
Kernel G(x¢,ts; 0, t0)

La ecuacion (1.54) esté bien definida, ya que si descomponemos la evolu-

cion en N intervalos de longitud e = % y consideramos una base completa
de la forma: I = [ dt, [ dz,|z,, t,) (T, t,]

N
e’ = H A (1.56)
n=1
Entonces el Kernel esta dado por
o0 N—-1 o o N o
G(xy,ty xo, to) = /d)\H [/ dtn/ dxn] (s tn| €8 21, 1)
n=1 - - n=1

— 00

(1.57)
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donde C, =C Yy Tf=2Tn.

Estas expresiones las usaremos posteriormente en la cuantizacion polimé-
rica.

Se invita como en la subseccion anterior leer el apéndice B de esta tesis
para profundizar mas sobre el método del promedio de grupo.
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Capitulo 2

Introduccion a la Cosmologia
Isotropica

En este capitulo se obtienen las soluciones de Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker (FLRW) a las ecuaciones de Einstein, se introduce a la cosmologia isotropica
obteniendo la accién gravitacional y de la materia que son las contribuciones a la
accion total de Einstein-Hilbert.

Ademés, se trabaja con la métrica de FLRW generalizada al agregarle una fun-
cion de lapso. Se obtienen las ecuaciones de Friedmann, pasando por la obtencion
del escalar de Ricci, el Lagrangiano reducido, ademés de la derivaciéon del Hamil-
toniano total dado por la suma del Hamiltoniano gravitacional y el de materia. A
partir del analisis candnico encontramos la ecuacion de Klein-Gordon y la ecuacion
de continuidad.

También, se hard mencién a las condiciones de Energia y escogiendo la condicién
de energia fuerte se observarin las singularidades del sistema.

En este capitulo se obtiene con lujo de detalle los simbolos de Christoffel, el
tensor de Riemman y el escalar de Ricci para la métrica FLRW.

2.1. Obtenciéon de la métrica FLRW

Debido a observaciones astronémicas a mas de 300 anos luz, se ha llegado
a considerar que el universo donde habitamos es homogéneo, es decir, que
observadores en distintas galaxias verian practicamente lo mismo en cualquier
direccion.! A partir de las bases de isotropia y homogeneidad Roberston

I'Recuérdese que un observador esta considerado por un sistema inercial o a lo més en
caida libre.
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y Walker construyeron las ecuaciones de campo de Einstein que guiaron a
Friedmann a escoger un sistema de coordenadas para que la métrica tomara
una forma sencilla como solucién a estas ecuaciones.

Consideremos la geometria de un espacio homogéneo e isotrépico de tres
dimensiones. La geometria esta “metida” implicitamente en la métrica g;;(z) o
equivalentemente en un  segmento de linea ds* = g;dx'dz’, con
i,7 € {1,2,3}, donde ds representa la distancia propia entre T y Z + dz.
Hay tres posibilidades para este espacio homogéneo: el plano (caso obvio),
esférico e hiperbolico.

Caso Plano
Sea el epacio homogéneo e isotrépico plano, entonces el segmento de linea
esta definido positivamente, es decir,

ds* = dz* (2.1)

Las transformaciones que dejan invariante esta métrica, obviamente, son las
rotaciones y traslaciones en tres dimensiones.

Caso Esférico?
Si consideramos una esfera de radio a dentro de un espacio Euclidiano de 4
dimensiones y elemento de linea

ds* = dz* + dz* (2.2)

con la siguiente restriccion:
e (2.3)

Entonces, las transformaciones que dejan invariante al elemento de linea son
las rotaciones en 4-dimensiones; la direccién de z puede ser cambiada a cual-
quier direcciéon por una rotaciéon 4-dimensional, pero que deje la coordenada
z invariante, es decir, rotaciones de 3-dimensiones. Y si se permite que la
rotaciéon cambie z entonces podemos llevar la coordenada z a cualquier otro
punto.
Caso Hiperbdlico

Consideremos una hiperesfera con una métrica pseudo-euclidiana en 4 di-
mensiones con elemento de linea

ds* = dz* — dz* (2.4)

2En este caso y el siguiente se considera a > 0 y constante
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con la restriccion
22— 7% =d? (2.5)

Entonces, las transformaciones que dejan invariante a este elemento de li-
nea son pseudo-rotaciones de 4 dimensiones, como las transformaciones de
Lorentz, pero con la variable z en vez del tiempo.
Procederemos a encontrar las ecuaciones de FLRW utilizando para esto
los casos “esférico e hiperbolico”.
Reescalando las coordenadas
az =2, (2.6)

ar =1 (2.7)

y pues como las primas solo nos estorban se dejan a un lado, asi, tenemos
que el elemento de linea reescalado esta dado por

ds* = a*(dz® & d=?) (2.8)
donde
2+ =1 (2.9)

Diferenciando esta ultima ecuacion se obtiene F7 - dZ = zdz.
Para proseguir tenemos dos casos distintos:

2=1-7% y (2.10)
2 =1+7° (2.11)

Escogiendo el primer caso (el referente al caso esférico), se tiene

(z-dz)* (z-dz)?

dz* = e = (2.12)
Entonces el elemento de linea esta dado por
— . d_ 2
ds? = 2 {dﬁ + %} (2.13)

Escogiendo el segundo caso (referente al caso “hiperbdlico”), se sigue analo-
gamente que el elemento de linea esté4 dado por

— . d7 2
ds? = o2 [dﬁ _ (ir_g} (2.14)
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Uniendo (2.13) y (2.14), obtenemos:

2 _ 2| 52 (z- df)2
Finalmente, agregando el caso plano:
7 - dT)?
is* = a* |dz? 4+ K\ T 2.1
s“=a [ T+ K (2.16)
con
1 esférico (cerrado)
K = 0 plano (euclidiano) (2.17)

—1  hiperbdlico (abierto)

Escogemos, a? > 0 para que el elemento de linea ds? > 0 cuando z =0 y
por tanto serd definido positivamente, i.e., ds?> > 0 en todos lados. El tiempo
propio, es decir, el elemento de linea del espacio-tiempo, se obtiene a partir
de la métrica de la siguiente forma:

dr* = —g,,dr"dz” (2.18)

Sustituyendo el elemento de linea “espacial” en la ecuacién anterior, ob-
tenemos la Métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson- WalKer(FLRW):

(z - dz)?

2 _ 2 2 2
dr* = dt* —a*(t) |dz +K1_[_($2

(2.19)

donde a = a(t), es una funciéon arbitraria del tiempo, conocido como factor
de escala de Robertson-WalKer.

Mas atin, esta es la tnica métrica (salvo transformaciones de coordena-
das)? si se considera el universo como simétrico e isotrépico para observadores
en caida libre, por ejemplo, astronomos en galaxias.

Las componentes de la métrica estan dadas por

) wixd
gij = a”(t) [5@' KT ng-?] (2.20)
Joo = —1 (2.21)

3S. Weinberg, Gravitation and Cosmology, John Wiley & Sons, New YorK, 1972. Sec.
13.2.
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Si realizamos el cambio a coordenadas esféricas
dz® = dr® + r?dQ?, dQ? = df* + sin® 0dp* (2.23)

Se llega entonces a

r2dr?
dr? = dt* — a®(t) |dr® + r?dQ? + Kl——Kr? (2.24)
Con componentes de la métrica:
a’(t)

rr — 2.25

g 1—Kr? (2.25)

geo = a*(t)r? (2.26)

Gop = a*(t)r*sin® @ (2.27)

goo = —1 (2.28)

iUna métrica diagonal!

2.2. Ecuaciones de Einstein y Principio de
Covarianza General

Dejemos de momento a la métrica de FLRW y prosigamos con la respuesta
a la pregunta ;jqué es la ecuacion de Einstein?

G = 87GT,, (2.29)

Una observacién, no es una ecuacion, sino es un sistema de ecuaciones di-
ferenciales parciales de hasta segundo orden para el espacio-tiempo con la
métrica g,,,. Como la ecuacion tensorial que es, nos determina la estructura
del espacio-tiempo en una forma covariante y de coordenadas independientes.
Sin embargo, las coordenadas se escogen para obtener soluciones especificas,
que provocan la distinciéon entre ecuaciones de primer orden (aparecen como
constricciones del sistema, es decir, ya no son ecuaciones de evolucion) y
de segundo orden que aprovechan las constricciones dadas por las de primer
orden para resolverse y son las de evolucion. Més atn, es probable que varias
componentes de la métrica no aparezcan como segundas derivadas para nada.
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“Las ecuaciones de Finstein no deben resolverse dado un espacio-tiempo,
sino que sus soluciones determinan como evoluciona el espacio-tiempo em-
pezando con la estructura de una variedad espacial inicial.”

Principio de Covarianza General
La métrica del espacio-tiempo es la tnica cantidad perteneciente al espa-
cio que puede aparecer en las leyes de la Fisica. Especificamente, no hay
preferencia entre espacios vectoriales o bases de los espacios vectoriales per-
tenecientes so6lo a la estructura del espacio-tiempo que aparezcan en las leyes
de la Fisica.*

Nota 4. El principio de covariancia general nos permite expresar las so-
luciones en cualqueir sistema coordenado y relacionar las soluciones basdn-
dose solamente en escoger consistentemente distintos tipos de coordenadas.
La consistencia es asequrada por las constricciones dadas por las ecuaciones
diferenciales de primer orden.

2.3. Cosmologia Isotrépica

Recordemos que con la hipétesis de considerar el espacio-tiempo isotro-
pico y homogéneo a grandes escalas se encuentra la métrica de FLRW dada
por el elemento de linea

ds® = —N?(t)dt* + a(t)*do% (2.30)
donde dog representa el elemento de linea espacial:
dr?
=i
que representa un espacio de 3 dimensiones con curvatura constante.

Se observa que hay un factor extra (N?(¢))en esta ecuacion a la dada en
la seccién anterior, que representa una funcién libre, asi como el factor de
escala (a(t)).

A la constante K se le denomina pardmetro de curvatura, recordemos que
esta dado por

+ 72(d6* + sin? Odp?)

2 _
doj =

1 esférico (cerrado)
K = 0 plano (euclidiano) (2.31)
—1  hiperbélico (abierto)

4En palabras mundanas, las leyes de la Fisica estan descritas por ecuaciones covariantes
que ante transformaciones de coordenadas (observadores) son invariantes.
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Funciones Libres

1. Funcion de Lapso (N(t)): es una variable arbitraria no determinada
por las ecuaciones de movimiento y que establece la relacion entre el
tiempo propio cosmologico, 7, v la eleccion de tiempo hecha en la teoria,
t. Esta funcion se puede absorber si se usa el tiempo propio cosmolbgico
7 definido a través de dT = N (t)dt, que es una ecuacion diferencial para
7.5

1. Factor de Escala (a(t)) mide la expansion o contraccion del espacio en
el tiempo:

= Para el caso plano puede ser reescalada a una constante que sola-
mente cambiaria las coordenadas espaciales.

= Para los modelos con K # 0 la libertad de reescalar las coordena-
das se fija al normalizar K = +1.

= Contrario a la funciéon de lapso no puede ser absorbida completa-
mente por las coordenadas mientras se quiera preservar la isotropia
del elemento de linea.

El tiempo propio cosmoldgico se refiere a observadores que estan en co-
moviento fijos en un punto en el espacio y se mantienen siguiendo la expansion
o contraccion del universo.

2.4. Accion de Einstein-Hilbert

En relatividad general la dinamica del espacio-tiempo y la gravedad estéa
determinada por la Accién de Einstein-Hilbert

1
SEH = /d4l’ (_16 G\/—deth—l—ﬁmat)
™

= Sg + Smat

(2.32)

donde det g es el determinante de la métrica del espacio-tiempo, L, repre-
senta la densidad Lagrangiana de materia y R es el escalar de Ricci, definido

®Como N(t) > 0, entonces 7(t) = [ N(t)dt es una funcién monotona por lo que puede
ser invertida para obtener ¢(7) y ser sustituido en a(t), recuperando la ecuaciéon de la
seccion anterior.
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COIMo:

R=¢"R) (2.33)

LAV

donde R, es el tensor de Ricci.

2.4.1. Obtencién del escalar de Ricci

Para obtener el escalar de Ricci recordaremos los simbolos de Christoffel
(los cuales nos indican las conexiones de la geometria del espacio-tiempo
entre las coordenadas), el tensor de Riemann, su contraccion, que nos da el
tensor de Ricci y la contracciéon de este tensor para obtener, finalmente, el
escalar de Ricci.

Nuestro elemento de linea estéd dado por

2

2 _ A2 2 2 _ar
ds? = —N2(t)dt* + a (15)(1_}(7“2

+ r2df® + r? sin® «9d¢2) (2.34)

Entonces como se ha mencionado es una métrica diagonal cuyas compo-
nentes estan dadas por

goo = —N?(t) (2.35)
a*(t)

Grr = 1_ K2 (2.36)

goo = a”(t)r? (2.37)

Jop = a*(t)r*sin® 0 (2.38)

Y las componentes de la matriz inversa de la métrica estan dadas por

1
00
=——= 2.
. 1= Kr?
1
00 _
g = eI (2.41)
1
¢d _ _ 2.42
g a2(t) sin? 0 (2.42)

Nota 5. Para simplificar la notacion la dependendencia temporal en la fun-
cion de lapso (N(t)) y en el factor de escala (a(t)) se omitirdn, una coma
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sequida por un indice indicard una derivada parcial, por ejemplo,

gy
Guvrp = a;p (243)
ademds se denotard: °
ON N
ot
’ 0
a
— =a 2.44
ot ¢ (244)
Recordemos que los simbolos de Christoffel estan dados por
A 1 PA
F;Ll/ = 59 (gpuw +gypau —Guvsp ) (245)

Para obtener los simbolos de Christoffel se van a tomar en cuenta una
serie de observaciones, donde la primer observacion es general y las demas
resultan de una métrica diagonal y de las componentes de ésta.

Observacién 5. Cuando X\ es igual a pu se obtiene que’

1
FZV = g™ (gp/MV FTGvpsp _gm/ap)

2
1 1 1
= égpugpuw +§gpugup>u _§gp#g,uznp (246)
1
= 59" 9puw
2

Observacion 6. Utilizando una métrica diagonal y consideramos A = 0 y
los subindices son latinos ®

1
F?j = §gp0 (Gpirni +Gipri —Yijop) (2.47)

Como es una métrica diagonal p =0, por lo tanto

1
0 00
Fij = _59 Gij+0 (2.48)
5En realidad son derivadas totales pues s6lamente dependen del tiempo.
O )\ = v, recuérdese que indices repetidos van sumados, i.e., son mudos.

8Indices latinos corren de 1,2,3 o en su defecto en coordenadas esféricas: p, 6, ¢.
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Observacion 7. El siguiente caso estd dado por
. 1
Féz = Egpj (gp07i _'_gip?O _gOiap ) (249)

Y como la métrica es diagonal, entonces p = j, lo cual implica que 7 =1 y
los términos con subindices cruzados son cero, se obtiene que

1
I = 59" 9130 (2.50)

En este caso no se consideran indices repetidos que vayan sumados.
Observacion 8. En esta observacion tomaremos cuatro casos mds particu-

lares:

. 1
o = =™ (9p0:0 +90p,0 —900,p )

2
L jj 2.51
= 59” (9j05i +905,0 — 90055 ) (2:51)
=0
donde debido a que la métrica es diagonal, 7 = p.
Luego:
0 1 p0
Fm‘ = 59 (gprai +gipa7“ _griap)
(2.52)
L 40
=59 (9or.i + Gior — 9rip)
Entonces i = 0, andlogamente se obtiene el caso cuando A = ¢, que indicaria
que v = ¢.

Consideremos el siguiente caso:

1
rg; = §9p9 (9ep.g T Gips — i)
(2.53)

1
= 5999 (900.5 + Gjo.o — Goj0)
Lo que indica que j = ¢.
El dtlimo caso se deriva de:
1
Ig; = 59” (9055 + Gipo — 90i.0)
(2.54)

1
= =9" (9065 + Yjoo — 90j.6)

2
Entonces, j = ¢
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Utilizando esta serie de observaciones encontramos que en nuestro caso
los simbolos de Christoffel distintos de cero son:’

N
Iy =— 2.55
00 N ( )
Iy, =—r(1—Kr?® (2.56)
I, =—(1—Kr’)rsin*6 (2.57)
Kr
[ — 2.
T 1 — KT,Q ( 58)
aa
Y = 2.59
T N2(1— Kr?) (2:59)
5 a2
aar
Iy, = N (2.60)
2 2
0 aar® sin” 0
I% = = (2.61)
a
Iy, =— 2.62
Or CL ( )
a
Ihy = — 2.63
0= (2.63)
re, =2 (2.64)
a
1
Iy == 2.65
or r ( )
1
ro =- 2.66
or = (2.66)
Fgw = —cosfsinf (2.67)
9y = cot 6 (2.68)

Ahora proseguimos a calcular las componentes del tensor de Ricci, que es

la contraccion al tensor de Riemann: Ry, = Rf .

En general, el tensor de Riemann esté definido por

(6% _ (0% (7
RBW - Fﬁv,u -

Guv T Vol 3 — 15,15, (2.69)

Entonces, el tensor de Ricci estéd dado por

o
B Fﬁu,v

Rg = R: =T

Buv B, + Fgural/ - Fgurgu (270)

9 o e s A _ A
Por definicion I';, =T'},
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Por lo que las componentes del tensor de Ricci son:

2
Rop = —— (2.71)

— a —

242 i aN 2K
R.. = g - et 2.72
g a2N2+aN2 aN3+ a? ( )

[ 942 i aN 2K
Rpg = - el 2.73
66 = Jo6 a?N? + aN?2 aN3 * a? ( )

? ¢ X ] (2.74)

Ryy = - —
¢ = 9o [a2N2+aN2 a]\737L a?

Finalmente, el escalar de Ricci definido por (2.33), para el caso de la
métrica de FLRW esta dado por

R = QWRW
= 9" Roo + ¢ Ryr + 9" Rog + g°° Ry (2.75)
e, @ K aN '
N aN?  a?2N2 a2 N3

Y el determinante de la métrica es!”

N2a5r4sin? 6

detg = —
g 1 — Kr?

(2.76)

2.5. Lagrangiano Reducido Gravitacional.

Las ultimas ecuaciones de la seccion anterior determinan la parte gra-
vitacional de la accion de Einstein-Hilbert, en un espacio isotropico, dada

0det g = 900Grrgo0gee PO ser diagonal.
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por

| 1
150 N1 = 4 .
Siso la, N] /d x (167TG\/ det gR)

., 1 Na*?sinf i > K aN
= [dz 6 s AN T 2 N
167G (1 — Kr?)2 aN a*N a aN

3Vq ia® + a%a aNa?
- dt KNa —
87G / R 7

(2.77)

Observacion 9. V| representa el volumen espacial en una region compacta
definido como*!

1—Kr?)z 8 K3

r*sin® 6
Vo= [ drdodp——27 2.78
0 / r qﬁm 378)
T ¥ A
sin® 0d6 = 3 (2.79)
0
7) rdr 3sin (VEro) = VEro/1 - Krj(2Krd + 3) (2.80)
( .
0

Entonces podemos escoger el radio de integracion de tal manera que

Ww=1

Observacion 10. Esta observacion tiene un doble propdsito, anadir una
notacion a la derivada parcial respecto algun pardmetro y para que el resultado
sea aplicado a nuestra accion gravitacional.

d [a%a a%a 2a0a>  da®>  aaN
a(w>—@ (W)— N TN T (281)

Entonces al sustituir en nuestra acciéon gravitacional y suponiendo que
la integral es valida para todo el espacio, i.e., consideramos nuestro espacio-
tiempo compacto, obtenemos:

4 3Vo a’a
L850 N|=——F — — KaN 2.82
Simla N =~ [ e (57 - Kav) (2.82)

Wty = r2sin® Odtdrdfde.
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52

/:;L:%U[CL, N] = W — KaN (283)

iNo dependen de la derivada temporal de la funcién de lapso!

2.6. Analisis Canoénico

Las variables de nuestra accion reducida son: a(t) y N(t), entonces te-
nemos las variables canoénicas dadas por (a, p,, N, py). Donde los momentos
estan definidos por

0L

Pe = "5,

_9 <_3_V0 <GQ_“ ~ KQN)) (2.84)

Despejando a
4G N p,

3Vo a

y el momento de la funcion de lapso N(t) es

a =

(2.85)

0L

Esta tltima ecuacion nos dice que N no es un grado de libertad efectivo,
es decir, no es una variable independiente, pues su momento asociado py
se anula, lo cual representa una constricciéon primaria sobre las variables
canodnicas y la dinamica de éstas. Las constricciones primarias son aquellas
que aparecen de la definiciéon de los momentos.

2.6.1. Derivacion del Hamiltoniano Gravitacional y de
Materia

Calcularemos primero el Hamiltoniano Gravitacional.
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Mo, = apa+ Npy — Lo,

grav
_ —4nGN 3a 16m2G*N? 3KaN
T 3¢ P \8rGN 92 Pa e (2.87)
2rGN 3
= — — KaN
3¢ v s

De aqui, en adelante normalizaremos el volumen V[, = 1, lo cual se puede
hacer tomando una regién conveniente para integrar.
Ahora bien, proseguimos a calcular el Hamiltoniano de Materia.

En cosmologia isotropica, la tnica fuente de materia compatible con las

simetrias exactas es un campo escalar ¢, que acoplado minimalmente, tiene
la siguiente accion:

sislol =~ [ty a0 (Joo000+ ve) @)

Teniendo asi nuestro Lagrangiano de materia dado por

Lo, =—/—detg (%g“”amw + V(cb)) (2.89)

Recordemos que el determinante de la métrica estéd dado por

N2a5r4sin? 6

detg = —
g 1 — Kr?

(2.90)

y substituyendo las componentes de la métrica en el Lagrangiano de materia
se obtiene que para métricas isotropicas y campos escalares espacialmente
homogéneos, donde ¢ = ¢(t), la accién queda determinada por

setol = [ a W ~ NV (9) (201)

Asi el Lagrangiano queda dado por

3 .
Loelol = ;—chﬁQ — Na’V(9) (2.92)
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Y el momento queda determinado como

a’ .
= — 2.93
Po N(b (2.93)
Entonces, el Hamiltoniano de materia es

Hopar = Oy — Loy = 55}7; + Na3V<¢) (2.94)

2.7. Ecuaciones de Movimiento del Hamiltoniano
Total

El Hamiltoniano isotrépico total esta dado por

Higi = Horaw + Hnar + A0

2rGN 3 1IN (2.95)
= (- — KaN ——p2 + Na*’V A
( 3a 2 87TG a > + <2a3p¢ + a <¢)) + PN
Entonces las ecuaciones de movimiento estan dadas por'?
. Hiso
N = ot — )\ 2.96
Do (2.96)
Para la evolucion de la constriccion primaria py tenemos
, OHEe  27G , 3 19,
= — ot — Ka—-—=—aV(¢) =0 2.97
PN ON 3a P, + 87G a 2 a3 a (¢) ( )
. OHE 40GN
= < =— a 2.98
“= 52 P (2.98)
) OHe 2rGN 3 3N , 9
o ="~ = KN + -=p; —3Na’V 2.99
p aa 3@2 pa + 8'/TG + 2a4p¢ a (¢) ( )
OHEe N
= 8p;t = =Py (2.100)

12Donde se agrega el término Apy por ser nuestra constricciéon primaria.
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Py = —a?—;of = —a3N%V(¢) (2.101)

La ecuacion (2.96) nos dice que N(t) es completamente arbitraria co-

mo funcién del tiempo, para que A(¢) permanezca libre cuando se anada la
constriccion primaria al Hamiltoniano.

La ecuacion (2.97) implica una constriccion secundaria ya que

pn = 0 Vi, entonces py = 0, es decir,'

I N S S Y Y _
C= ” pa+87TGKa 58 a’V(p) =0 (2.102)

La ecuacion (2.98) reproduce la definicion de momento p, cuya ecuacion
de movimiento obtenida usando el Lagrangiano gravitacional nos provee una
ecuacion de evolucion de segundo orden para a

2.8. Ecuaciones de Friedmann, Raychaudhuri y
Klein-Gordon

Para eliminar p,, sustituimos (2.98) en la constriccion de segundo orden
(2.97), obteniendo asi que (2.97) esta dada por

3aa’ 3 17
Ka— =2 —-ad*V(p)=0 2.103
8TGN? * snG T 28 ¢ 2 ( )
Dividiendo entre a? y reordenando términos obtenemos la Ecuacién de
Friedmann:
g 2
a K 87 p¢
() E )] om

De (2.98), obtenemos que el momento p, esta dado por

3aa

= — 2.1
Pe = "4xGN (2.105)
Entonces, despejando a* de (2.104) obtenemos
2 150
g2 = STCNT Oty _ e o (2.106)

3a ON

13Notese que la constriccion cumple {C,ps} = 0, si ponemos que el potencial se anula

V(g) = 0.
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donde

oMo, 1p?
8—Nt = §CL_(§ + a3V(¢) (2.107)

Derivando (2.105) respecto al tiempo obtenemos que

Pa = =GN | N N

3 [8rGN2?OHi,  KN? a\’®
= — mat — 2.108
47TG{ 3N ON N +“(N> } (2.108)
2N OHise.  3KN 3a a\*
a ON AnG  4wGN \ N
Por otro lado de (2.99):

. 27GN 9a%a? N SNK  OH°,

Pa= 77342 |1672G2N2) © 8xG da 2.109)
3 [8nGN1IHye, kN2 4+ SNK  OH, ’
8GN 3 a ON 8tG oa

Uniendo estas dos ecuaciones, dividiendo entre a>N se obtiene:
(%)  4xGN [10Hze, 1 oMy, (2.110)
aN 3 a’ ON a:N Oa '

Sustituyendo las parciales (los momentos respectivos) de (2.96) y (2.98)
se obtiene la ecuacién de Raychaudhuri:

(£)° _ 8GN [}ﬁ

N aﬁ—V(gb)] (2.111)

Para encontrar la ecuacion de Klein-Gordon, basta con combinar las ecua-
cions de primer orden del Hamiltoniano para ¢ y ps. Entonces:

_/V‘iso _(13_¢

mat 2.112
Pe= 50 TN (2.112)
Recordemos que
. a?’gbz .
Loy = 577 — Na*V(9) (2.113)
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Entonces la ecuacion de movimiento esta dada por las ecuaciones de Euler-
Lagrange:

d OLisopme  OL30,  3a2ap 4 ¢\ ;
— ; — 0 = — N 2.114
Boo Tt Ty e ) pNeve) ey
Sustituyendo y reordenando, encontramos la ecuacién de Klein-Gordon
(N) 3ba
4+ 7 V() = 2.115
A V(9) =0 (2115)

2.9. Parametros de Materia y Ecuaciéon de Con-
tinuidad

En esta secciéon se proponen los denominados pardmetros de materia que no
dependen del factor de escala, como las ecuaciones de Friedmann y Raychaudhuri
se ven modificadas y finalmente se obtiene la ecuacién de Continuidad en esta cos-
mologia isotrépica. En un Hamiltoniano de materia, formulado en variables
canoénicas, se tiene que cualquier N-dependencia surge s6lo del factor de “me-
dicién” | i.e., v/—det g y por lo tanto el Hamiltoniano debe ser proporcional
a N.

En un espacio homogéneo se tiene que

8 isot 1 )
Somat _ —gqiso — € 2.116
aN N mat ( )

es el Hamiltoniano de materia (Energia) medido en el tiempo propio (recuér-
dese que la energia depende del marco de referencia).
Consideremos el volumen espacial dado por V = a3, entonces definimos:
Densidad de Energia

_ & Hau
y la Presién:
o0& 1 oMo,
=—— = — —E 2.11
oV 3Na? Oa ( 8)

Estas cantidades (densidad de energia y presion) son independientes al
reescalar a, es decir, a un cambio de coordenadas temporal.

40



Entonces, considerando un universo isotrépico, estas dos cantidades de-
terminan completamente el Tensor de esfuerzos-energia dado por

T = puyty, + P(gu + u,u,) (2.119)
Si consideramos la aproximacion de un fluido perfecto, entonces:
p = Tuu” (2.120)

P =T, v"v" (2.121)

donde u* es la 4-velocidad y v* es un vector espacial tal que wu, 0" = 0,
uut = -1y ovty, =1

Sustituyendo la definicion de densidad de energia y de presion, en las
ecuaciones de Friedmann (2.104) y de Raychaudhuri (2.111) estas toman la

forma:
SN2
a K 8nG
— —_ = — 2.122
<aN) + a? 3 " ( )
a)® e
(;V]\)[ =—— (p+3P) (2.123)

A partir de estas dos ecuaciones se obtiene la ecuacion de continuidad de
la siguiente manera:

SN 2
a 8rGa?
(N) =3 p— K (2.124)
a a ¢ . 8¢ . 2.
2 (N) (N) = —— [2adp+ /)] (2.125)
a\® 4nGN a’p

Sustituyendo en la ecuacion de Raychaudhuri con los parametros de ma-
teria se obtiene

P 3a
Z 40 " (p+P)= 2.12
N Na(p ) =0 ( 7

iQue es la Ecuacién de Continuidad!'

14Es posible derviar esta ecuacion através de la derivada covariante del tensor de energia-
momento ya que es una cantidad conservada, pero es mucho mas laborioso.
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La ecuacion de continuidad s6lo depende de observables: p y P, que son
parametros de materia independientes de la elecciéon de la coordenada tem-
poral, i.e., del factor de escala.

De aqui, se define el parametro de Hubble

a
= — 2.128
s (2.128)
y el pardmetro de desaceleracion
1/N)N
g= _a(_“/_2 N (2.129)
a

2.10. Condiciones de Energia y Singularidades

Recordemos que el principio de Covarianza se fundamenta en las tres
condiciones:

I. Principio de FEquivalencia Débil: la trayectoria de un cuerpo neutral
de prueba es independiente de su estructura inercial y su composicion.
(Principio de la universalidad de “caida libre”).

1. Invarianza de la Posicion Local: todo experimento no gravitacional es
independiente del punto del espacio-tiempo donde el experimento fue
hecho.

111. Invarianza local de Lorentz: los resultados de los experimentos no
gravitacionales son independientes del movimiento del laboratorio don-
de fue realizado, mientras este movimiento haya sido caida libre.

2.10.1. Condiciones de Energia

Ahora, so6lo falta poder distinguir de una forma general las fuentes de
materia con propiedades fisicas y causales razonables, que no necesariamente
son caracterizadas por un parametro, entonces, uno define las condiciones de
energia que el tensor de energia-momento debe satisfacer:

1. Condicion de Energia Débil (WEC)': Se debe satisfacer T,,0"0" >0
para todo v* temporaloide (por contuinidad implica que se satisface

15Por sus siglas en inglés Weak Energy Condition.
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para todo campo vectorial nulo). Cuando esto sucede, la densidad de
energia local serd no-negativa para cualquier observador.

En un espacio-tiempo isotropico se tiene que el tensor de energia-
momento estéa dado por

T = puyty + P(gu + uyu,) (2.130)

Por lo que (WEC) implica inmediatamente que p = T, u"u” > 0.
Entonces, T, v"v” = (p+ P)(u,v*)*+ Pv,o* > 0, por lo que p+ P > 0
ya que es para todo v* temporaloide, entonces puede ser un vector
muy cercano al vector nulo. En el caso que se da la igualdad P = —p
es conocido como expansion de Sitter.

11. Condicion de Eneriga Dominante: para todo v* temporaloide se debe
satisfacer que T, v*v” > 0y T,,v” debe ser un vector no-espacialoide.
Entonces, el fujo local de energia nunca es de forma espacial y la energia
domina las otras componentes del tensor de energia-momento: 7% >
|T*| Y, v. Cuando p > P, la velocidad del sonido % < 1 no es mayor
que la velocidad de la luz cuando p y P son pequenas.

1. Condicion de Energia Fuerte (SEC)'®: se debe cumplir T}, v"v” >
%Tl,” viv,, para todo v temporaloide implica la convergencia tipo tiem-
po a través de la ecuacion de Einstein, entonces, tenemos que R, viv” >
0 y la expansion de una familia de geodésicas temporaloides no puede
aumentar'’.

Para v* = u* la 4-velocidad de un fluido perfecto, se tiene que p >
—5t(—p+3P) y por lo tanto p+3P > 0. Esta condicion (SEC) elimina
la posibilidad de una expansion acelerada.

Para la fuerza gravitacional que rige un universo isotrépico, las condi-
ciones de energia implican que la gravedad siempre es atractiva, debido al
signo de p + wP que restringe a su vez el signo de a través de la ecuacion de
Raychaudhuri (2.111).'®

16Por sus siglas en inglés Strong Energy Condition.
I"En esta tesis no abordaremos mas detalles sobre el significado de este enunciado.
18En (WEC) y (SEC) hay presencia de singularidades.
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2.10.2. Singularidades

Si se considera (SEC), como se mencioné la aceleracion de un universo
isotropico se elimina y la presencia de singularidades se garantiza. Para esto
tltimo utilizamos la ecuacion de Raychaudhuri en la forma de tiempo propio
y aplicando también la ecuacién de Friedman, tenemos:

: a4\ 4anG
H = <—> =—— <—> =———(p+3P)—H* < —H? (2.131)
a a 3

La desigualdad se debe a (SEC), entonces, el parametro de Hubble (H),
satisface:

d 1
— > 2.132
drH — ( )
Por lo tanto ] ]
> 2.133
H o H, o (2.133)

Si se consideran valores iniciales tales que el universo se esta contrayendo

al tiempo 7 = 79, entonces Ho = H (1) < 0.
1 " 1 1
Entonces 3 €s positivo para 7 > Ty + o> PETO %
gativa, por lo que existe un tiempo antes a 7 = 79 + ﬁ donde % debe ser

era inicialmente ne-

cero, lo que indica que H diverge en un intervalo finito de tiempo: [ro, 7] vy
por la ecuacién de Friedmann p diverge.

Uno concluye que en un universo isotropico que contenga materia y sa-
tisfaga SEC, y asumiendo que el universo haya sido contraido en un tiempo
inicial, este universo podra existir s6lo en un tiempo finito. Analogamente,
un universo que se esta expandiendo tuvo un pasado valido en un tiempo
finito.!”

19 Aqui el tiempo se refiere a tiempo propio.
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Capitulo 3

Integral Funcional y
Determinantes Funcionales

En este capitulo se hace una pequenia introduccion a la integral de trayectoria (o
integral funcional) y se presenta una introduccion a los determinantes funcionales
y como calcularlos a través del teorema de Gelfand-Yaglom y, finalmente, cémo
tratar con operadores que tengan modos cero (eigenvalores cero).

3.1. Integral Funcional

Clasicamente, si uno desea conocer la posicién de una particula a un
tiempo determinado basta con conocer las condiciones iniciales, es decir, la
posicion y la velocidad de ésta a un tiempo anterior al que se desea saber.
Cuanticamente, desgraciadamente, no es el caso, entonces una forma de po-
der predecir la probabilidad de encontrar la particula en un lugar a un tiempo
dado, se debe a Richard Feynmann guiado por P.A.M. Dirac, donde el punto
del asunto es calcular todas las trayectorias posibles que pudo haber reco-
rrido la particula, es decir, se busca integrar en todo el espacio todas las
trayectorias posibles con una funcién de peso, que es la accion.

Clasicamente, la accion esta definida como!:

Definicion 14.

S — /t it (T - V(q) (3.1)

to

LT es la energia cinética y V la potencial
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Ademas satisface que S = 0, donde se derivan las ecuaciones de Euler-
Lagrange %:

doL oL 0
dt 0 0Oq
Recordemos nuestros cursos de calculo, jqué es lo que se hace al integrar
una funcion?

(3.2)

Particionabamos nuestro intervalo de integracion; justamente eso es lo que
haremos para la integral funcional.

Pero jqué intervalo?, jqué funcién?

Primero, el intervalo esta determinado por [qo, ¢] y la funcién que queremos
calcular es W(q,t) que si recordamos es obtenida a través del Kernel,
K(q,t;qo,to), de la funciéon de Schrédinger evaluada en (g, t; qo, to)

Proposiciéon 5.

K(q,t; g0, t0) = /Dqu oS (3.3)

Demostracion. Tenemos que el Kernel esta dado por

K(q,t; go, to) = (gle 7= |g) (3.4a)

Introducimos un “uno” en la ecuacién, es decir:

o0

/d(h g1, t) (@, | =1 (3.5)

—00

Entonces el Kernel esta dado por

[e.o]

K(q,t;q0,t0) = /d(h (q,tlg1, t1) (a1, t1lqo, to) (3.6)

—00

ahora, anexando otro “uno” a la ecuacion y asi sucesivamente:

2Recordemos que L=T -V
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(e 9]

K(q,t;q0,t0) = /dQ2dQ1 (a,t|q2, t2)(qa. t2|qu, t1)(q1, t1|q) (3.7a)
= / dan -+ -dqi (g, tlgn, tn){an, tnlgn—1,tn—1) - - - (Ga, ta|q1, t1){q1, t1|qo, to)
(3.7b)

Trabajaremos ahora con el j-ésimo término, es decir:

i

(@i+1,tj1lg), t5) = <Qj+1|€7"AtH\Qj> (3.8)

Haremos una expansion de Taylor de la exponencial para poder aplicar
el operador e introduciremos un “uno” pero ahora del espacio de p, es de-
cir, la ecuacion (3.4a) del cuadro de Schrodinger y de Heisenberg; ademéas
recordemos que H=T+ V(q), entonces la ecuacion anterior esta dada por

[e.9]

(gjrile 72 q;) = /dpj<%+1|Pj><pj|€_’éAtH\%'>
i
= /dpj<qj+1|pj><pj|1 - ﬁAtHk]j)

—00

(3.9)

[e.e]

dp i . . 1
= [ et (1 - L A (i)

_/ dp o~ FAH(g5:7)+ 95 (¢j+1-45)

Donde H(g;; p;) representa el hamiltoniano ya evaluado y en la ecuacion (3.9)
se observa que ya son puros valores propios, es decir, ya no hay operadores
en la integral.

Haciendo este paso N veces mas, es decir, agregamos N + 1 unos a la
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ecuacion (3.7b), tenemos entonces que

r doo  dpy s z-
<q’ t|q0, t0> _ A}im / dgy - - - quQL% L. f_?;eﬁpN((I*QN)eﬁpN—l(CIN*CIN—I) ..
—00 T s

.. 6%p1(q2—q1)e%po(ql—qo)e—%AtH(qzv;pN) - e—%AtH(qmpo)

(3.10)

Por lo tanto

o0 N _ N

dpo - -dpy 7 2 PilGi+1—a;) —3At 3 Hg;ip;)

<Q7t|q0,t0> :J\}im /dC_I1qu Po PN P 5 (qj+1—4q; . e 53Pj
— 00

(2mh)N+1 ¢
(3.11)
Vamos a desarrollar a g;1; en una expansion respecto a t; ya que
Q1 = q(tj) = q(t; + At) (3.12)
entonces
Gj+1 = q(t;) + Atq(t;) (3.13)
=q; + At g; (3.14)
Ahora bien, sea
lim dgq, - - - dgy = Dq (3.15)
N—oo
dpe -+ -d
lfim 0PN _ p, (3.16)

N-oo (2wh)N+1

Entonces la ecuacion (3.10) al sustituir (3.14), introduciendo el limite a
la integral y aplicar el cambio (3.15) y (3.16), nos queda el Kernel como:

N
& 7 > (pid;—H(gs.p5))
(¢, t|q0, to) :/ DqDp lim el (3.17)
oo —00
0 %ftdt (pg—H(q,p))
:/ DgDp e o (3.18)
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Ademés, como el hamiltoniano al ser una transformada de Legendre del La-
grangiano, tenemos:

H=p;— L (3.19)
L=p;—H (3.20)
entonces:
(g:t|qo, to) = / DgDp i (3.21)
O

3.1.1. Particula Puntual Sobre un Circulo.

Consideremos que las orbitas estan especificadas en términos de una va-
riable angular, i.e., ¢(t) € [0,27), sujetas a la constriccion topologica ¢ = 0
y ¢ = 27 son puntos idénticos (el caso de un circulo).

Para encontrar la integral de trayectoria en este caso empezamos de ma-
nera usual, es decir, separamos la amplitud de trayectoria en un producto

. ~ N+1 . A~
(er:trleo, to) = (psle” 70 op) = (o] H e~ 7o) (3.22)
n=1

_ ty—to
donde € = N

Debido a la geometria en la que estamos, las relaciones de completez se
ven modificadas como

2w

[ dendentenl =1 (323)
0
las cuales cumplen las relaciones de ortogonalidad:

(pilps) =0(pi —wj),  wr €10,2m) (3.24)

Expandimos ahora la funcién-0 como una serie de funciones periodicas
sobre el circulo:

o0

1 .
Slipn = pnot) = 3 goemelen (3.25)

My, — 0O
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Para un sistema con Hamiltoniano idénticamente cero la amplitud de
transicion estd dada como

(ertsleotoo = [ | /dson 11 [ > %] exp{i > my(pn — on1)}

n=1 0 n=1 Lmnp=—0c0
(3.26)
Introducimos el Hamiltoniano, H(p, ¢), entonces en cada particion tene-
mos

<90ntn|90n—1tn—1> = <90n|6_%6H(13’@) |90n—1>

= e nHOmP) (10, 1)
PR
_ —EeH(pm(Pn) E — eimn(en—pn-1) 3.27

- Z ieimn(wnwn_l)fi,;leH(hmn,%)
21

n=—oo

donde se aplicé el operador en cada término H (p, ) — H (Pn, @n) — H(hmy, o).
Por lo tanto la amplitud de transicion cuando el Hamiltoniano es distinto

de cero obtenemos la Integral de Trayectoria Generalizada en Coor-

denadas Ciclicas

N [ 27 N+1 0o N+1
1 ) 2 [mn(ﬂon*SOn—l)*%H(hmny‘Pn)]
(@rtrlpoto)o = 1_[1 /d% 1_[1 [ Z 5| € n=1
n= 0 n=1 [mp=—00

(3.28)

Nota 6. Como consecuencia de que no se distinguen los puntos ¢(t) y
o(t) + 27, las integrales respecto al momento se convirtieron en sumas sobre
numeros enteros, lo que nos representa que las funciones de onda son univa-
luadas en mecdnica cudntica.

Es decir, la “discretizacion” del momento entra como “una suma de escalon”
en vez de una integral de trayectoria propia.

En lo que queda de esta seccién vamos a obtener una forma de cambiar
estas espantosas sumas en integrales de trayectorias bonitas, para esto es
necesario anadir una suma infinita que garantice la invariancia ciclica en la
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variable .
Consideremos la Formula de Poisson:

Z 2kl — Z 5(k —m) (3.29)

l=—00

Proposicion 6. Podemos reescribir la relacion de ortonormalidad de las
funciones @ como sigque:

Qpn‘wn 1 Z 5 — Pp-1 + 27Tl) (330)

l=—0

Demostracion. Efectivamente,

(nlpn-1) = Z %eimnwn%l)
_ miw (knioo %eiknwn—%l)) 5k — )
:knf_:oo (;ﬂ i (pn—on-1 mgmé (F, _mn)>
_ kg:oo (%eiknwn—%_n ,i 62m’knl>
_ li (kioo %eikn(%—wmmz))

- Z 6<<pn — Pn-1 + 27Tl)

l=—00
]

Lo que convierte a (,|p,_1) en una suma periodica de funciones-d.
Entonces aplicando una descomposicion de Fourier de las funciones-é obte-
nemos

o0

dk‘n .
(Onln-1) = Z / o n(On — on_1) + 2imk,l,] (3.31)

n:—OO
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Asi la integral de trayectoria con el Hamiltoniano idénticamente cero que-
da determinada como sigue:

N [ N+1 o N+1
< dky, i Y [kn(pn—pn—1)+2mknly]
t t — d n _— n=1
(st sleato)o Hl/go 1_[1[/0027”5 e
n= 0 n= n=—0Q,

(3.32)

Notemos que las sumas sobre [,, pueden absorberse en las variables ¢,

al extender los limites de integracion: [0,27) — (—o0,00). Salvo que en la
altima suma esto no es posible?, entonces la integral de trayectoria es

c©o N ©0 N4+1 N+1
& dkn 1 Z [kn(Wn*‘,@n—l)‘FZﬂ'knln(Sn,N-&-l]
t t = dy, —_— n=1
tertrlewto= S 1T | [aen| T [ 52]

o0
(3.33)
Asi, la amplitud de transicion con una constricciéon de coordenadas ciclicas
(con Hamiltoniano idénticamente cero) puede verse como

o

(prtsloto)ocic = Y (prts + 27lnloto)o (3.34)

— 00

Donde el segundo miembro es la integral de trayectoria usual, es decir,
sin constriccion topologica del circulo.

Por lo tanto, cuando el Hamiltoniano no es idénticamente cero, podemos
insertarlo en cada término del lado derecho de la amplitud de trayectoria de
forma usual y llegamos a que

o N [ N+1 N
® dp, | 1 2 [prlen—¢n—1)+2mPalndn N 1]
t¢looto) =~ don " 8
ertrteot ~ ST | [l 1T [ 35
CN+1
% Z GH(pn"Pn)
X e n=1

(3.35)

Asi, en el limite continuo obtenemos que tiende a la siguiente integral de

3Esto se debe a que sobra una suma sobre [,, pues hay N + 1 de éstas, en cambio hay
N integrandos sobre ,,.
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trayectoria:

(ortrleoto) —> D / Dy(t) ZI;(;) exp{% / dt [pp — H(p, )]}

I=—o0 ¥ PO, rt+2ml

(3.36)

Nota 7. En esta nota se presentard como es posible “absorberlas sumas al
extender los limites de integracion de [0,2m) a (—00,00) lo cual se usard para
las integrales de trayectoria en Mecdanica Cudntica Polimérica.

Antes de extender los limites de integracion teniamos que la amplitud de
trayectoria es

N |27 N4l | % o0 N1
dkn i Z [kn(son_son—l)"l‘zﬂ'knln]
itsleats) =TL | [ TT| [ 52 2 |
n=1 0 n=1 oo n=—00
(3.37)
Notemos que el j-ésimo término de la variable ¢ aparece en
kjr1(@jr — @5 + 27l1) + k(@ — @j-1 + 27l;)
de la suma. Por lo cual estd determinado por dos multiplicandos:
2 00 dk 0o 50
) j+1 etk (¢ pj+2ml —pj—1+2xly)
/ngJ / —27{ Z JHI\PI+1TFy i+1) / Z j—1 J
0 —o0 ljy1=—00 ljzfoo
(3.38)

Que se puede escribir como

00
/dkj+1/ § zk 41 (@12l —ikjp,— 1/d¢ E zgoj (kj—kji1)+2miljk;
J

+1——OO JZ—OO

(3.39)
Sea ¢ = p;+2ml; , entonces los limites de integracion se transforman de
0,27) a [7l;2,27(l; + 1)) Entonces la integral anterior queda de la siguiente
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forma

fo%e) oo 27 ( l; +1)
/ dkj-i—l / Ghg Z zkj+1 0i+1+2mli41)—ikjpj—1 / dSOJ Z eupj(k —kjy1)+2milikin
lj+1=—00 27l
oo 2m(l;+1)
/ dkjiq / ak; ZeszH @is1+2mli 1) —ikjp; 1 Z€2ml ki / dpjet#i ki) —
j+1 2ml;
00 2m(l;+1)
/ dk]Jrl / dk] z(k]+190;+1 kjpi—1) Z Z ikjt12m(Ljp1+l5) / d¢j€i¢j(kj_kj+1)
Litr 1y 27l

(3.40)

Ahora hagamos el siguiente cambio de variable l;11 = lj11 + 1, entonces
la ecuacion anterior queda como

27r(lj+1)
/dk]+1 / dkj z kit1ej+1—kjpj—1 ZZ ik +127rl]+1 / d@jei@j(k‘j—kj_‘.ﬂ
]+1 L 2ml;
(3.41)
Lo que nos permite separar las sumas de nuevo, es decir,
27 (l;+1)
/ dk]+1 / ] ’L j+1<p]+1 kjcp] 1)Z€ikj+12ﬂ'ij+1 Z / d@jei@j(kj_ijrl)
Zj+1 lj 27I'l]'
(3.42)
entonces la ltima suma estd dada por
27 (l;+1) 00
Z / dpet?ikikin) — / dpei?ikiki1) (3.43)
Ly 27l —00
Por lo que (3.42) toma la forma
/dk]-i-l / (kj+1p54+1—kjpj— 1)Z€ikj+127rij+1 /d¢jei¢j(kjkj+1) (344)
ljt1 —00
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Que redefiniendo las variables mudas l;11 = lj11, ¢; = ¢ y reordenando
términos podemos escribir

Z /d(p] / dk]‘f‘l lk} +1((,03+1 §0]+27rl]+1) / dQ_Ij:eikj(@j_ij_l) (345)
]+1—_OO_OO —0o0

Como esto es wvdlido para cada una de las integralas de la variable
podemos “absorber” las sumas infinitas al extender los limites de integracion,
salvo la dltima suma, por lo tanto llegamos a lo que queriamos.

3.2. Determinantes Funcionales

A modo de introduccién observaremos que la regularizacion a través de la
funcién-¢ de Riemann es una forma conveniente de representar determinantes
funcionales. Para ello consideremos la siguiente ecuacion de eigenvalores con
un operador diferencial M:

donde M puede ser un operador de Dirac, de Klein-Gordon, Sturm-Liouville
o de fluctuacion, por ejemplo. Definimos la funcién-( correspondiente:

((s)=Tr (/\it) = ;%ﬂ (3.47)

Ahora bien derivando respecto a s obtenemos

() == mgi") (3.48)

n

evaluando en s = 0
=—In (H /\n> (3.49)

Por lo que se obtiene una definiciéon formal del determinante del operador

M dada por?

[det M = <O (3.50)

4Para mas detalles sobre este tema, por ejemplo, la convergencia, DUNNE,Gerald,
Functional Determinants in Quantum Field theory.
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La relacion entre el determinante funcional de un operador y la integral
de trayectoria se pone de manifiesto en la siguiente observacion, donde se
tiene un operador en el integrando.

Observacion 11. Recordemos la funcion gaussiana:

o

et = [T 5
/xe - (3.51)

—0o0

Entonces sea A;j los elementos de una matriz simétrica A.: 5

/ diy - o, e—TidiTs — / dyy - - - dyy T e VPiivi (3.52)

Donde J es el jacobiano de la transformacion x; = O,;y; con O una matriz
ortogonal’ y D;; son las entradas de una matriz diagonal D”.

Entonces se sigue después de realizar el producto en la exponencial de
(3.52)

[e.e]

dys - dy e~ Ottty _ [T e 3.53
/ n Y AteAn y/det(A) (3.53)

Donde det(A) es el determinante de la matriz A

3.2.1. El Formalismo de Gel’fand-Yaglom

En este apartado veremos que si no se conocen los eigenvalores del ope-
rador, atun es posible calcular el determinante funcional al encontrar alguna
funcion, que se anule exactamente en los eigenvalores \,, de nuestro operador,

M

Spodria ser una matriz no necesariamente simétrica pero recordando que se puede ver
como la suma de una parte simétrica y otra antisimétrica, ésta ultima parte se cancelaria
en el integrando.

6Una matriz ortogonal es aquella cuya inversa es su transpuesta conjugada, entonces
en estecaso J =1.

"Toda matriz simétrica es diagonalizable Aij = Ml?,CDklMlj.
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Teorema 8. Teorema de Gel’fand-Yaglom
Consideremos los operadores diferenciales mds simples dados por

dt?
en el intervalo [0,1]. Dado que el determinante de estos operadores divergen,
se calcula la razon entre determinantes, tales que ambos involucran opera-
dores de las mismas caracterisitcas, por ejemplo, definidos en el mismo in-
tervalo y con el mismo orden. Entonces i = 0,1, donde i = 0 representa a
un operador conocido o de referencia (generalmente el de la particula libre) e
1 = 1 representa nuestro operador de interés. Como es costumbre las funcio-
nes R;(t) se asumen continuas y los eigenvalores serdn positivos® Entonces:

det Ll B yl(l)
det Lo N yo(l)

(3.54)

donde y;(t) es la unica solucion de:
Liyi(t) = 0
y que satisface las condiciones de Dirichlet: y;(0) = 0, y;(0) =1

Demostracion. Esta demostracion es una construccion utilizando integracion
por contorno en el plano complejo’
Ahora bien, consideremos una funciéon f; y, tal que:

fid) =0 VA=X\,, neN
Entonces, se sigue que:
A
fi(\)

la cual tiene polos exactamente en A, Entonces la funciéon ¢ de Riemann
asociada esté dada por

d
o\ In f;(A\)

Gils) = —— / dM—QS%m £i(N) (3.55)

271
o

8El caso donde existan modos cero sera tratado mas adelante.
9K .Kirsten and A.J. McKane, Functional determinants for general Sturm-Liouville pro-
blems. Journal of Physics A. Gen. 37:4649-4670

o7



Donde el contorno 7 esté escogido de tal manera que envuelva el eje-real y
que tenga sentido en contra de las manecillas del reloj y el corte en la parte
negativa. Ahora bien, haciendo el cambio de contorno v — v_ tal que ahora
envuelva la parte negativa del eje-real. Entonces, cuando hay un cambio entre
la parte superior e inferior del contorno de v_ en el corte del eje negativo los
integrandos obtienen un factor de fase dado por e*™* respectivamente, por
lo que se obtiene que la funcién ¢ de Riemann asociada esta dada por

0 —0o0

_ 1 —ims —QSi ) ims —25i )
G(s) = 57 | € / dAA o In fi(\) +e / dAA o In f;(A)
—00 0

_ sin(ms) a . d
— /d/\)\ o fi()

' (3.56)

Diferenciando respecto a s y evaluando en s = 0, obtenemos

Como en problemas fisicos se pide que la contribcion de f;(\) se desvanezca
cuando A tiende a oo, y haciendo uso de la relacion de la funcién ¢ de Riemann
y el determinante de un operador obtenemos asi que:

det Ll B 1 f170(0)
=In
det Lo fo,0(0)

In (3.58)

O

3.2.2. Determinantes Funcionales en presencia de Mo-
dos Cero
Cuando el eigenvalor \g = 0 esta presente en el operador M, entonces

no es posible utilizar la ecuacion (3.58), debido a que f;(0) = 0. Hay que
eliminar este polo en el integrando en el plano —\, entonces consideremos

L= —% + R(t):
/dtfo(t)*LfA(x) = )\/dtfo(t)fA(t) = Aol fx) (3.59)

58



Integrando por partes obtenemos que:

NIl = Ui~ e+ [@hLs = UsK- Rl (360)

Utilizando las condiciones de frontera obtenemos:

_ AUl
fo(1)

Aparentemente, el cambio en el determinante gy — f,(1) solucionaria el
problema, pero cuando A — 0o, g, no preserva el comportamiento de fy

Entonces, se propone hacer el cambio (1—\)gy ya que fy(1) ~ Agy cuando
A — 00 y es distinto de cero cuando A — 0.

Entonces la funciéon ¢ de Riemann asociada esta dada por

A1)

= Agy (3.61)

1 d 1 d
= — *—1In(1 — - — *—1In(1 — .62
Gils) 27rz'/d)\>\ dA n(l =N 27ri/d>\)\ dA n(l-4) (362)

Y Y

Obteniendo la derivada respecto a s y haciendo s = 0, entonces:
¢’'(0) = —1lim In g (3.63)
A—=0

Por lo que el determinante funcional en presencia de modos cero esté dado
por

det Ll . Jdo
det L() N fo(l)

(3.64)
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Capitulo 4

Aplicaciones de la Mecanica
Cuantica Polimérica.

En este capitulo se presentan a modo de ejemplo la particula libre po-
limérica, la particula libre relativista en el caso usual y el polimérico y el
oscilador armoénico polimérico, el cual se divide en la primera aproximacion,
una segunda aproximacion y, finalmente, el potencial completo utilizando el
teorema de Gel’fand-Yaglom para obtener el determinante funcional. En es-
te capitulo se utiliza sin hacer menciéon al método de los instantones y los
conceptos del Capitulo 2 referentes al algebra polimérica y al Método de
Promedio de Grupo.

4.1. Particula Libre Polimérica

Consideremos la ecuaciéon de Schrédinger dada por

(P, +H)V =0 (4.1)
donde P, = —ih% y H= %. Entonces el operador de la ecuaciéon de Schro-
dinger (4.1) esta dado por

A2 2
R - S G A
Pt yn =P (v# - VM> (4.2)

60



Por lo que la ecuacién de Schrodinger queda de la siguiente formal

A - LoV (x,t h?
(P, + H)V = —ih ét ) _ S (V2 =2V, VI + V) U(a, 1)
oW (x,t h?
— —ih ((99? ) _ S (U(x+2u,t) + V(x —2u,t) — 2W¥(x,t)) =0

(4.3)

Observamos entonces, que el primer sumando es una diferencial cuando el
resto de la ecuacion esta dada por diferencias, que en algunos casos conduce
a la ecuacion de Mathieu.

Entonces, tenemos que nuestra constriccion es la ecuacién de Schrodinger,
por lo que nuestra acciéon estéd dada por

2
2m

Donde la identidad, recordemos, esta dada por
1= Z/dt|x,t><x,t| (4.5)

Utilizando el método de promedio de grupo y tomando C=F+ % el
Kernel de Schrodinger esta dado por?

o0

K (0, ty: s ta) — / dolzy, tyle 19|z, 1)

— 00

i

<$n+1, tn—‘rl |€_ hOtECn |.',Un, tn>

[
\8

QL

S
7
WE
2
- L
—

=
A
—1=

(4.6)

donde: € = %, C,=C.

'De aqui en adelante * se omitira en los operadores mientras no haya una posible
confusion.
224,1p V Ta,tq representan las posiciones y tiempos final e inicial, respectivamente, que

los representamos con subindice N y 0 después de hacer la particion.
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Recordemos que

Vilza) = |z — pr) (4.7)
entonces,
> n?
Palen) = =775 (lon = 200) = 2Awa) + [wn +211)) (4.8)
wh
I
M i T Tn+1—Tn
(Tn41]Tn) = Ouppr20 = Gy / dpz, €™ nt (Tn41=2n) (4.9)

wh

"

Con esto en mente procederemos a calcular un término representativo del
Kernel, pero primero notemos que

1 h?

— A2 —_—

5 (2(@ni1lzn) — (Tnsrlzn — 20) — (@nialzn + 20))

nh

m
Ly FPen 1 (@n1=Tn) _ ke (Bt —w—2)
= JREL d 2 FPrp41 (Bn+1—Tn) _ L7Prpyq (Tnt1—Tn—2
mu? 27Th p$n+1 € €
_xmh
W

_e%p$n+1 (xn+1 —Tn +2;L)>

wh
m

= h dp, le%pzn+1(fﬂn+l—$n) (2 _ e—%2,upzn+1 _ 6%2ppzn+l)
16mmu nr

_xh
I

=h

m
= h / dpl‘ 6%p$n+1 (xn+l_ﬂ3n) (4 Sln2 <[’[’pil)n+1 >>
16mmpu nt 7

_mh
I

(4.10)

mh

m

h i x Tn+1—Tn < 2 lupib‘n
47rmu/dp;gnﬂehp ni1 (@nb1=Tn) giy <—ﬁ+l> (4.11)

_xh
I

1.
<$n+1|%pi|$n> =
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Utilizando el método de promedio de grupo, un término representativo
del Kernel en el espacio de configuraciones esta dado por

) -2 ; ~2
(Tr1|e T |2,) = (Tnsr|1 + %ae%\xn> +0(&)
h
[ P fip
% L - Ty —Tn v 2 T 2
=5 dp,,, e P+ )1 — ﬁa62mu2 sin (T“)} + O(€%)
i
h
i . i 2 o [ HPx +1>
v i Tpa1—Tn) .~ % Q€ h sin I
- ﬁ/ dpx'n+1ehp n+1( i )6 " (zm#z) ( g
_nh
“w
(4.12)
Ademas®
<tn+1|€_%a€pt|tn> — 2i /dptne—;aeptn+,§ptn+1(tn+1—tn) (4.13)
T
Entonces, el Kernel de la particula libre polimérica es:
o No1 [ ® N[ o0 N-1[ oo N I A
K(zy, ty; x4, t,) = d dt,, — [ d — n
vt = [T | [ | & [ | TT [zJH v [y
—00 —00 —00 _%ﬂ'
N .
h2
g |:eXp {% |:ptn (tn - tn*l) — €Ay, + pn(xn - xnfl) - 267?:”1/2 Sin2 (%pn):| }:|
T
0 N-1]| <% N 1 ° N-1 oo N u i
= d dt,, — [ d — dpy,
JaoTl| [ o T [ | TT| 3 [ TT| 5 [ o
o n= N n= N n= Tn=—00] n= [

. N
. eah? | Iz
exp {ﬁ Z |:ptn (tn = tn1) = €apr, + pa(Tn = Tna) — 2mu? sin” (#?n) }

n=1 |

3Se obtiene al introducir adecuadamente la identidad [ dpy, |p:, ) (ps, | =1
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Notemos que el sumando de la parte temporal de la exponencial del Kernel
de la particula libre polimérica estéd dado por

N—-1 N
Z Pr (tn — tue1) — €apy,] = piyty —puto— Y [ta(Pr — )] —€a Y py,
n=1 n=1

n=1
(4.15)
Asi la parte temporal del Kernel de la particula libre polimérica esta dado
por

N-1 | % N oo ‘ N N—1
1 %{—ea > Ptn— 2 tn(pzn+1 _Ptn)+PtNtN—pt1to}
dtn H 2 dpt" [ n=1 n=1 —
n=1 n=1 &
— 00 IS
oo
a 1 %{—EO( % ptn+ptNtN_pt1t0 N-
11 o [ dp et = H (Pou — 1)
n=1 n=1
-0
oo
1
o | dPee mileeNpy e (0] — (o — (ty — tg)) = S = T)
—00

(4.16)

Luego el sumando correspondiente a la parte espacial en la exponencial
del Kernel de la particula libre polimérica esta dado por

al eah? h =
5 [t = ) = pensivt ()| = o = o = 3 s = )
n=1 n=1
- [sme (3]
oo L2my H
(4.17)
Entonces, el Kernel de la particula libre polimérica viene dado por
hr
N B “
K(xy, ty; x4, t d — dp, | 0(a =T
(et / AL| 3 | TT| [ s
o0 n= __ hm
N-1 N
eah? | h
X exXp {le'N — P1%o — ; [l'n(anrl - pn)] - ; 2m,u2 Sln2 (;pn) }

(4.18)

64



Nos gustaria decir analogamente al caso temporal y obtener una funcion
delta para el caso espacial, pero debido a la discretizacion de la variable
espacial x, ésto no es posible, asi que se debe trabajar de otra manera.

Una vez que notamos la similitud de nuestro caso de la particula libre
polimérica con la integral de trayectoria de la particula puntual sobre un
circulo y que

o

> exp |l = )] = rsalin) = 3pss )

Tp=—00

con las condiciones periddicas sobre los momentos, entonces utilizando la
formula de Poisson expandimos esta funcion delta en un conjunto completo
de funciones periédicas como sigue:

27T5(pn+1 - pn) - Z 6%$n(pnfpn+1)

_ Z e%[kn(pn_pn+1)+27rk"l”] (419)
Ip=—c0
=2 Z O(Pnt1 — pn + 27ly)
ln=—00

Ahora expandiendo la funcién delta con una transformada de Fourier
tenemos que

20 S Blper gt 2wl = 3 / dguetnGnpas ) 25nb] (4 90)

lp=—00 lp=—00_"

donde ¢,, es una variable continua.
Como ¢, es una variable muda la renombramos como ¢, = x,,.
Asi el Kernel de la particula libre polimérica esta dado por

hm

K(xp, ty; xa,ta) /daH Z /dxn %/dpn da—T)x

n=1 |l,=—o00_ " n=1 o
e

) =t N eah? . 2(h
F1PNEN—P1%0— > [Tn(Pnt1—Pn)+2mTnln]— Zl 2amuZ S (;’pn)
X e "

n=1

(4.21)
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Notemos que podemos absorber las sumas sobre [,, si extendemos los limi-

tes de integracion de [—%ﬂ' Z’/T) a (—o0,00) en la variable de los momentos,

por lo tanto el Kernel de la particula libre polimérica viene dado por

o0 i N-1[ N-1 o0
7 u
Ky ty: w0 ts) = | dat— [ d dz, o ap | S(a—T
tiats) = [aagly [ TT | [ ara| T {3l [ don | ot =70
— 00 _ hm n= — 00 n= o0

—1 N 2
. {pNxN p1Lo— 21 [Tn (Prs1—pn)]— n; 26212 sin2<an)}

X n=
hTr
— /da— pNH 27rh/dpn Hdan

A

_ o _

= / da27rh dpndo(a )X
—00 _ hmw

(4.22)

En la forma mas general, el Kernel de la particula libre polimérica estéa
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dado por

hm
oo i - N-1 [ N-1 i o0 N-1 [
K(xy, ty; g, ta) = [ dao—— d dz,, —— [ dp, dt,,
s Jats [ [ [ ] ] ]
—00 _hm n= — n= —00 n= —00

1 o]
— [ d
o / Dt

i = & cah? i 2(h
i {PNEN—PLZ0= 3 [0 (Pasa—pa)l= 2 520 sin (Lpn)

I
. N N-1
i€ 30 ptn— > tn(pt, 1 —Ptn)+PeytN—Pe o}

e n=1 n=1
n

1=

n=1

(4.23)

Entonces, considerando el limite cuando N — oo, se deben realizar los
siguientes cambios:

N
€y —dr (4.24)
n=1

Ty — tho1 dt
— 4.25
€ - dr ( )

Ty — Tpei dx
— 4.26
€ - dr ( )

Entonces el Kernel de la particula libre polimérica estd dada por la si-
guiente integral de trayectoria:

K (o, ty: s 1) = / daD(r) Dt(r) DP,(¥)DP,(7)ehs (4.27)
donde:
-1 N-1 | ¢
Da(r) = [ / de, |, Di(r) = / dt, |
n=1 " n=1 ("
(4.28)
7h
y H N-1 y o0 N-1| <
DP,(r) = [ d e DP,(7) = d
0 =5 [ 11 |5t [ m| PRO=IT | [ i
_mh - —00 n= —00
(4.29)
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Con la accién dada por

1

[ q hz .o ((HPz
8—/d7’ (ptt—f—pxx—oz {pt—kmsm ( N )}) (4.30)

0

Entonces tenemos:

pe =0 (4.31)
t=a (4.32)
P = {ps, H} =0 (4.33)
. ha . (2up,

T = S sin ( . ) (4.34)

Vamos a obtener la accion efectiva, para esto haremos que nuestra cons
s ey o e, . h2 <2 (upr\
triccion sea una‘constrlccm‘n fuerte, i.e., p; + Impz SN (_ho ) =0
De las ecuaciones anteriores obtenemos que

, dt

t=q = — 4.35
a=— (4.35)
dx dx ,

Y = -— = —_— = 4.

= =ao =az (4.36)

h 2 !
Py = o arcsin ( m:x > (4.37)

Sustituyendo estas ecuaciones en la accion (4.30) nuestra accion efectiva
polimérica, que es la accion Hamiltoniana ya desparametrizada, esta dada
por

ty

/ h2 .o (HDx
S = /dt {pmm " S sin ( N )} (4.38)

ta

Ahora bien, sustituyendo p,:

tp
h . 2mpx’ h? 4m2p
S = /dt [ﬂx’ arcsm( - ) ~ I (1 —4/1- = x’? (4.39)
ta
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La cual no depende explicitamente del tiempo ¢ por lo que la energia se
conserva:

oL
H = %I/ — ,C
h? 4m?2
= i (1 — /1 —hg“x@) (4.40)
hQ 2 :U’p.t
C 2mp? S ( h )

De la segunda igualdad se obtiene que nuestra velocidad esté restringida
por

h h
SIS P (4.41)
2mpu 2mpu

Despejemos x’ de nuestra energia H = cte:

2
g2 H (1 _ 2mp 7-{,) (4.42)

m h?

Lo que nos dice que la energia esta acotada por

2

0<H< (4.43)

2mu?

Integrando z’ respecto al tiempo y despejando el tiempo ¢ tenemos que
este es lineal dado por

1
t=+ T+t (4.44)

3 (-2

4.2. Particula Libre Relativista

En esta seccion se trabajara la particula libre relativista empezando con
el caso no polimérico y seguido del polimérico.*

4En este caso no se utilizaran unidades naturales, i.e., ¢ # 1.
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4.2.1. No-Polimérico

La accién de la particula libre relativista esta dada por

1
1 1. .
S = 50/0[7 (X%x# — m2>\) (4.45)
0
Donde M es variable.

Entonces los momentos estan dados por

Por lo que, p) es nuestra constriccion, dando lugar al Hamiltoniano canénico:

HC = puj:” —i—p;)\ - L

A " 4.48
=—= (p_up + mzc) ( )
2 c

Obteniendo, asi, la accién hamiltoniana dada por

o
Sy = / dr [pﬂx“ + % (M + m%)] (4.49)

c
entonces
. A a
Pr = {px, Hr} = {pr, 3 (pucp + m20> + o} (4.50)
1 L
— 5 <pr n m%) ~0 (4.51)

Que es igual a cero débilmente.’
Proseguimos a calcular el Kernel, con la constriccion obtenida de la ecua-

5~px representa el multiplicador de Lagrange con la constriccién primaria.
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. . . A n
cion anterior, ie., C' = 3 (’ic& + mQC), entonces

K(& af, #,5) = [ d\agle )
0 N-1 % N
= /d)\ /dDInH<%|€ |2 1)
— oo n=1 0 n=1
00 N_1 N p N
1 i [_ A(Punpn+m C)"‘Pun(%l—it” 1)}
= d)\ dD " - dD N hn:l
/ n:l/ ! H<27rh) / Pn€
i | \ DNt D
—00 n=1 Lp=0
N N o punph 9
Pun TN —Puy T — 2 —7<%+m C)}
X H / dpn n=1
n=1 ]
- / ? (%h) / dPpye (3 (ermpltm?e) puy (o —2))

(4.52)

Que es una integral gaussiana.®

Reescribiendo en términos de z# = a/y, — zff, el Kernel esta dado por

D g GH
. . C ) dc ((TpT —Am2
K(# ol 7 0h) = [ d\ (5 ) s (75 ) 4.53
@7t = [ (5) e (15
Claramente, depende atin de A pues no se ha escogido la norma, es decir,
no se ha definido el tiempo.
Este kernel puede ser escrito de la siguiente forma utilizando una delta

6e = %, N denota el nimero en que se particion6 el intervalo.
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de Dirac debida a nuestra constriccion:

. 1\? T )
K(ffv x(])c’ fzna %) = (%) / dDPN47T7:LC(S(pMNp’;V -+ mzc)eﬁpMN(wif_xg)

—00

D-1 % LN (EN—T ) )
_ (%1) /dD_le eiPN (Px 7o) [eé(z?\,—x?))\/zm_’_e—%(x?v—wg)\/m}
T 2¢/p? +m2c

—00

(4.54)
Esta dltima igualdad es la forma mas usual de escribir el Kernel de la

particula libre relativista del caso no polimérico.”

4.2.2. Polimérico

La constricciéon viene siendo la misma al caso no polimérico, lo distinto
como se ha discutido, es la definicion del operador de momento asi como la
topologia viene siendo la discreta en el espacio de coordenadas.®

K(zhaflela?) = [ aNahafle POl )

Il
Q
>~
Q
=
sSo
™
— =
w
S=
8
so
©
St
>
_Q
8
S=
8
so

N—1 N 1 o N—1 oo N i "

= d\dx® — dp?® — / dpt
1 / 211 57 [ 1| X |15 |
n= —00 n= —0 n= Ly =—00 n= Bh

. N 2 1
£ 5 -2 (Smmptr 25 sin? (450 ) 42 o, (o -y pn (a0

= / dAD2°(7) Dz (7) Dp° (1) Dp (7)erS
(4.55)
donde:

"D es la dimensién del espacio.
8Se considera el caso mas simple de dimensién 1+1
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Dzl (1) = / del |, Da’(r)= / dz? | ; (4.56)

/~L %ﬁ N—-1 ,u o0 N-1| ¢
Dpt(r) = dp’ — / dpt DpU(1) = /d 0
p(r) =5 = / Loy f ] 2o (7) L[O P,
%ﬁ —00 —00
(4.57)
Donde la accion esta dada por
; r )\ 0 hz 1
S = /dT _poi’o —f—pli’l — § (p_l)2p + wSiHZ % + m%)]
0
.l h 2 A2 Ac2y?
c . . . . C . & L 1
= /dT 5:601'0 + le arcsin (/\—l;ixl) — dop? (1 — \/1 — )\2—;;21'1561) — §>\m2C]
0 L
(4.58)

Obteniendo la variacién respecto al parametro A, escogiendo la norma
dada por t = 1, entonces

22y 2ctm’u® 2\/06m2u2 eSmA

T <c W 2 + = (4.59)

Observamos que a las particulas tipo luz, i.e., m = 0 la reticula no les
afecta y su velocidad corresponde a c.

4.3. Oscilador Armoénico Polimérico

Consideremos el Hamiltoniano total de un oscilador arménico parametri-
zado

2 ka
Ho=pi+ o=+ (4.60)
que en el caso polimérico es
, ka?
H = P+ SlIl2 (%px> + T (461)
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El cual es la constriccion de primera clase, entonces la acciéon parametri-
zada esta dada por?

2
S = /dT {pti ¥ pad — A (pt + sin? (%) n ’%) } (4.62)

Sacando las variaciones de la acciéon respecto a las variables canonicas(t,p;,p.,x),
se obtienen las siguientes igualdades

t=\ (4.63)
pe=0 (4.64)
A 244ps
b= g sin ( ‘;ip ) (4.65)
Pz
== 4.66
T= (4.66)

Haciendo uso de la primera ecuaciéon de las 4 anteriores se obtiene la
accion desparametrizada, dada por'®

. FLQ . o (MDPz kfo

donde ahora los puntos representan la derivada respecto a t.
Sacando la variacion respecto a p, se obtiene:

h 2,
b= i ( ;%p ) (4.68)

Vamos a obtener las ecuaciones de movimiento, para ello, utilizaremos las
condiciones de frontera que p,.(t;) = 0, con i = 1,2, que representan los limites
de integracion. Luego aplicando regla de la cadena en p,x = %(px.fc) — P2,
entonces la accion estd dada por

. h2 2 :upx l{$2

9\ es un multiplicador de Lagrange.

10Si recordamos que el potencial de un oscilador arménico simple esta dado por V(x) =
%xz, entonces hemos llegado a que la accién polimérica y no-polimérica son “equivalentes”
salvo por el término cinético.
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Ahora sacando la variaciéon respecto a x, encontramos que

Pa
=—— 4.70

Por lo que la acciéon efectiva, en términos del momento, estd dada por

S = /dt[ 2mﬂsn2(%>] (4.71)

Notemos que nuestro potencial esta dado por

Vi(ps) = L (/%) (4.72)

kh 2

Para hacer el analisis dinamico del oscilador, haremos dos aproximaciones
(a primer y segundo orden) y finalmente consideraremos el potencial total.

4.3.1. Aproximacion a primer orden V (p,) ~ %

Expandiendo en serie de potencias el potencial del oscilador armoénico
queda como:

Vip) = s sin® (122

2mu h
1 opP s 21
— _4 n—1 x ~
m 4 =" o (%) (4.74)

=1
L [pi P 1640 p
ﬂ?‘w et gyt + O (s

Entonces el potencial a primera aproximacion estd dado por

12

1p?
Vipe) = —F (4.75)
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Por lo tanto, la accién a primer orden es

2 . P P . Py | Pe .
Sz/dt[ﬂ—%} :/ZdT{—ﬁ—%l :—Z/dT[ﬂ‘f—%} :—ZSE
(4.76)
Donde la tercer igualdad se debe al haber aplicado una rotacion de Wick
al espacio euclideano, utilizando el cambio de variable i7 = t, entonces la
amplitud de transicion (o Kernel), en general, se ve afectada de la siguiente
manera:

—i _1
K(wp,tp;m0,t0) = (x5, trle® |z, to) = (x4, ts|e” 75| w0, to) (4.77)
Entonces la accion, después de la rotacion de Wick, se transforma en

1 i 2P92c

Donde w? = £
m ., . . 2
Entonces la ecuacién de movimiento esta dada por

Do = WPy (4.79)

Para obtener la solucion de esta ecuacion, expandimos alrededor de una
solucién cléasica, entonces p, = p;,, + Ps q”. Ahora, si escogemos las condi-
ciones de frontera p,, = 0 = p,,, entonces la solucion clésica es la trivial
(ya que satisface ecuaciones de Euler-Lagrange), pero la solucion cuantica
no necesariamente las satisface y por lo tanto no podemos decir que sea la
trivial.

Ahora calcularemos el determinante del operador correspondiente al os-
cilador armonico, dado por

W=-02+V"= -0 +uw? (4.80)

Sean p, las eigenfunciones, con la condicién de p,, = 0 = p,, y €, los

eigenvalores de:

Cuya solucion general estéd dada por

pn = Asin (\/en — w2(t + a)) (4.82)

114 denota la parte cuantica
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Y como debe cumplir las condiciones de frontera, entonces

a=T1 (4.83)

n?n?

(77 — 710)?

Entonces el determinante del operador esta dado por'?

detW—cHen—cH H (1+ an) (4.85)

Para calcular el Kernel, se toma:

€ —

(4.84)

K(py=0,tp;p0 = 0,t9) =

- R A= WTE\ 2
“Ie= () T05)
= n=1
(4.86)

Entonces, si w = 0, implica que el primer producto de productos debe
ser igual al determinante de la particula libre, y el segundo producto de
productos esta dado por (22L) "2

Por lo tanto el Kernel del oscilador armoénico a primera aproximacion esta

dado por

-

w

(ps b3 Po +to) 27hsin(wT')

(4.87)

. ., A
4.3.2. Aproximaciéon a segundo orden V(p,) =

2m k2 6m
Sustituyendo en la accion efectiva la aproximacion a 2do. orden tenemos
que
2 .4
& v p
S |dt| = -2+ =—"— 4.88
/ {2]{ 2m * h? Gm} (4.88)

Nuevamente, aplicamos una rotacion de Wick (—iT = t) para euclideani-
zar la accion, entonces

1 P, W,
— far B 4

BT =15 —10y T =i(ty —to)
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Donde w? =

Notemos que

W_2 s Wy w?p? ( ;3K 2)

3=

TP T P T g\
2 4.90
a0
- 6R2 T 2u 8
Haciendo \ = —“gh‘f y a? = ‘2[—‘2’7’, entonces el potencial esta dado por
V(pe) = Mp2 — a*)?* — Xa* (4.91)
Entonces la accion queda como
1 p2 w2
Se=— [ dr | 2= + A(p2 —a®)* + — 4.92
e far [ et - p (4.92)

A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange y la derivada del potencial
respecto al tiempo 7 se obtiene que

Vi) =L (1.93)

Donde ¢ es una constante que se determinara més adelante. Entonces al
sustituir este resultado en la accién ésta toma la siguiente forma:

Se = % / dr [ — ] (4.94)

Se observa que cuando |7| — oo para que esté bien definida la accion

px:i\/z

Entonces d;f;” = diTV(px) = 0, lo que nos indica que buscamos que las
particulas tengan momento cero en lo méximo del potencial invertido, es
. 2
decir, cuando p, = +a por lo tanto ¢ = —*-, por lo tanto
Ly 2 2\2
2P = V(pz) + ¢ = Aa" — p?) (4.95)

Resolviendo la ecuacion diferencial e imponiendo las condiciones p(o0) =
Fa, se obtiene que

pr = ta tanh(a\/ﬁAT) (4.96)
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Sustituyendo los valores de \,a y AT = —iT = —i(t; — to)

3h 3
pr =+ \é_—utanh \/ %wT (4.97)

2

4.3.3. Potencial completo: V(p,) = 25—27” sin® (£2=)

Recordemos que la acciéon efectiva esta dada por

t
A 2

-2

to

Entonces, para proseguir, euclideanizamos la accion:

tr
22 2
: Py W o (HDa
Sg(Pe, D) = /dt {% * 2em sin” (Mh )] (4.99)

to

Minimizando la energia haciendo la variacion en la accion (0S8 = 0), las
ecuaciones de Euler-Lagrange estan dadas por

d oL 0L
el _ — 4.100
dt Op,  Op. ( )
1 d?p, OV
— — =0 4.101
m dt>  Op, ( )
Multiplicamos todo por p, = ddltz, entonces tenemos que
1. . R 1 dp?  dp, OV
prpm — PV (p:r) T ok dt E@px
Lk av (410
S 2k dt dt
=0
Por lo tanto 471
JR— R .2 J— e
p (Qkp‘” V(pm)) 0 (4.103)
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Lo que nos dice que

1,
b — V(ps:) = cte (4.104)

Por comodidad, seleccionamos esta constante igual a cero, entonces

Pz =/ 2kV (ps) (4.105)

Sustituyendo el potencial obtenemos:

kR (“p’”> (4.106)

Pz = A/ ——sin
m h
Haciendo w = \/% y resolviendo esta ecuacion diferencial, encontramos
que

2
Pz = 2h arctan(exp(wt)) (4.107)
I

pmcl)

Que es la solucion clasica del momento (p, ).

« . 2 2
Ahora bien, queremos calcular el determinante del operador (—5? + %

alrededor de la solucién clésica.

Entonces
1 20
= —cos | —p,
m h Pra
Pz,

1 20 2h
= —cos (#7 arctan(exp(wt)))

(4.108)

— % cos (4 arctan(exp(wt)))
- % (1 — 23ech2(wt))

Por lo que obtenemos un operador de Pdschl-Teller.
En general, los operadores de Pdschl-Teller estan dados por
N d?
W = o T n* — j(j + 1)sech?(t) (4.109)

que tienen j estados ligados discretos con energias F; =n? — >yl =1,..., ],
asi como un espectro continuo de estados con densidad

1d 2 I
B == L5 = 2
plk) = o 0(k) 7r212+k2’
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y d(k) representa el corrimiento de fase inducido por un potencial dispersor.
En nuestro caso, n = 1, j = 1, por lo que el determinante de nuestro

operador
A > d*V

oL Y 4110
PTER (4.110)

Pz,

tiene un modo cero.
La correspondiente eigenfunciéon para el eigenvalor 0 satisface

ey
at? - dp?

Donde es facil verificar que una solucion esta dada por ¥ = px., que es
equivalente a demostrar:

) U(t) =0 (4.111)

a*v
_pfltcl + _2 p:rcl - 0 (4112)
dpm pzcl
Luego haciendo uso que p,, = 1/2V (ps,, ), entonces
"
e ( 2V(pxd)) (4.113)
Poy
Por lo tanto
V' (pe )
_pl‘cl - Mp&:l - v/(p:l?cl) (4114)

V2V (pa,)

Este modo nulo ocurre debido a la invariancia traslacional de la soluciéon
clasica.

El problema de esta solucién es que no cumple con las condiciones de
frontera impuestas por el teorema de Gelfand, y para calcular el determinante
del operador es necesario recorrer el modo cero agregando un factor de e
al determinante sin presencia de este modo.

Haciendo uso del programa Mathematica 9.0, introduciendo la ecuaciéon
homogénea del potencial de Pdschi-Teller, obtenemos que la solucion Wy (t)
que satisface las condiciones de frontera, ¥y(0) = 0 y W((0) = 1, esta dada
por
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Lp [4(i+V7),i,tanh[t] Lo [4(i +V/7),3,0] — Lp [£(i + V/7),i,0] Lo [4(i + V/7), 4, tanh[t]]

q%@)_(—2+Vﬁ—4)04{1+;u+yﬁJ4ﬂLQ[gi+vﬁxuo]—Lp[yi+v?%@mf@[1+;u+yﬁLLQ)
4.115
donde Lp(l,m,z) representa a los polinomios asociados de Legendre de pri-
mera clase y Lg(l,m,z) representa a la segunda solucion de la ecuacion
diferencial asociada de Legendre.
Resolviendo ahora numéricamente este potencial con las condiciones de
frontera dadas por el Teorema de Gel’fand-Yaglom se pudo graficar la solu-

cion:

15F

05F

~15F

Figura 4.1:
Solucion a la ecuacion diferencial de Péschl-Teller utilizando el teorema de
Gel’fand-Yaglom
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Codigo:

Para resolver la ecuacion diferencial en general se utilizo el siguiente co-

digo:
ClearAll
a=1;
s — DSolve[{f"[z] — 2a/Coshla]2 f[z] == —aflz], f[0] == 0, f'[0] == 1}, f[z], ]
Para obtener la gréafica de la solucion se implement6 el codigo siguiente:
v = NDSolve[{ f"[x]—2a/Cosh[z]? f[z] == —af[z], f]0] == 0, f'[0] == 1}, f[x], =, —10, 10]
obteniendo

{{f[z] — InterpolatingFunction[{{—10.,10.}}, <>][z]|}}
y aplicando el comando Plot:
Plot[f[x]/.v, {x, —10,10}]]
se obtuvo la gréfica.

Nota 8. Para obtener el determinante completo falta trabajar con el modo
cero, pero no se hard asi, sino se utilizard el método de los instantones del
siguiente capitulo para resolver el problema del cdlculo del determinante del
oscilador armonico polimérico.

83



Capitulo 5

Instantones

En este capitulo se presenta el método de los instantones, haciendo una
breve introduccion de dénde surgieron y su importancia en la Teoria de Cam-
pos, se presta especial atencion a las integrales funcionales en un espacio Eu-
clideano en vez del usual (Minkowskiano) y se resuelve el oscilador armonico
usual.

5.1. Introduccion.

En la teoria cuéntica de campos ha habido muchos avances importantes,
mas atn, se han solucionado problemas que se creian imposibles; asi como se
ha obtenido un camino intuitivo hacia una teoria cuantica de campos final
para las interacciones fuertes: la cromodindmica cudntica.

Todo esto ha sido posible a una familia de métodos computacionales 1la-
mados instantones. Estos métodos estan basados en aproximaciones
semiclésicas en el contexto de la teoria cuantica de campos.

Para entender a qué se refiere esto, consideremos la teoria de un campo
escalar en un espacio de Minkowski de 4 dimensiones, cuya dinamica esta
descrita por la densidad Lagrangiana:

L= % POt ) — %m%z — g*¢* (5.1)

En la Fisica cléasica, una constante de acoplamiento ¢, es un pardmetro
irrelevante ya que si uno hace el cambio de variable

¢ = g9, (5.2)
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la densidad Lagrangiana queda como

_il /M/_12/2_/4
L= (G000 — e - o) 53

Por lo que g no aparece en las ecuaciones de campo, asi que si uno puede
resolver la teorfa para alguna g positiva, podra resolverla para cualquier g
positiva, es decir, g es s6lo un parametro dimensional que puede reescalarse
al.

En cambio, en fisica cuantica el parametro g es relevante, ya que en la
fisica cuéntica existe la dependencia de una nueva constante: A, y el obje-
to importante de estudio (por ejemplo, en la la integral de trayectoria de
Feynman) es

L 1 /1
= (5@@3#@5. ) : (5.4)

Asi, el pardmetro (adimensional relevante es, y para aproximaciones

1
92h7
semiclasicas (aproximaciones de i pequenas) son equivalentes a aproximacio-
nes de acoplamiento débil (aproximaciones con g pequena).!

Se lleg6 a creer que la teoria de perturbaciones resolvia todos los proble-
mas en teoria de campos, pero el confinamiento de objetos de colores y la
formacion del espectro de hadrones son dos ejemplos en la Cromodinadmica
Cuéantica que no son explicados con éxito bajo esta teoria puesto que presen-
tan una analogia a la penetracion de barrera de un potencial en la mecéanica
de particulas.

Ejemplo:

Consideremos una particula de masa unitaria moviéndose en un potencial
unidimensional, cuyo Lagrangiano es

1.

L= §x2 —V(z,9) (5.5)
dond V(z,g) = g%F (gz) y F es una funcion cuya serie de Taylor empieza
con términos cuadraticos.

Entonces si consideramos el fenémeno de transmisién en una barrera de
potencial donde la féormula de amplitud de transmision estd dada por el

!Constante de Acoplamiento: es un nimero adimensional que determina la fuerza de
una interaccién, ya sea de la parte del potencial o la cinética. Un ejemplo, la constante de

1
estructura fina o ~ 33=.
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método WKB por

zy
1
T(B)| = exp{ — /d:zc (VA —B)| ¢ 1+ O (5.6)
donde z; y xy son los puntos de retorno clasicos con energia F. Esta trans-

mision no se observaré en la teoria de perturbaciones pues (5.6) se desvanece
mas rapido que cualquier potencia de h.

5.2. Integrales Funcionales y Tiempo
Imaginario.

El método que se presenta a continuaciéon se puede generalizar directa-
mente a teoria de campos.

Consideremos el caso en una dimensiéon de una particula sin espin y masa
unitaria moviéndose bajo un potencial V' (z), asi, su Hamiltoniano es

2

H:%+w@ (5.7)

y el Lagrangiano estéd dado por

L— % (%)2 V() (5.8)

Supongamos que al tiempo inicial, ¢;, la particula se encuentra en z; y al
tiempo final, t;, se encuentra en xs; asi, como Feyman encontro, la amplitud
de dicho proceso es la suma de todas las trayectorias posibles que unen a los
puntos de mundo (t;,z;) y (t7, z;) pesados por €, donde S es la accion dada
por

ty

S = / dtL(z, i), (5.9)

por lo que la amplitud de transiciéon es

(zyle=FH0|z) = N / DapehSte(0) (5.10)
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donde ¢ty =ty —t; > 0, el eg el operador de evolucién usual del sistema,
el factor N es una constante de normalizacion y Dx representa que hay que
integrar sobre todas las funciones z(t) tales que cumplan con las condiciones
de frontera z(t;) = x; y x(ty) = xy.

Consideremos ahora un conjunto completo de vectores propios ortonor-
males de la energia, {|n)}, tales que H|n) = E,|n), entonces la amplitud de
transicion esta dada por

(wgle™M0lz;) =3 eTFE (g p[n) (n]ay), (5.11)

es decir, la amplitud de transiciéon es una suma de exponenciales que van osci-
lando. Pero como estamos interesados en el estado base (toda teoria cuantica
y de campos esté interesada en el estado base), entonces es conveniente cam-
biar estas exponenciales oscilatorias en unas exponenciales decrecientes. Para
esto consideremos el cambio de variable ¢ — —i7. Asi, en el limite cuando
To — 00 el tnico término que sobrevive en la suma es Wo(x), por lo que la
amplitud en el limite es e P00W, (2 7)UH(z;).

A este cambio de variable en el tiempo se le conoce como rotacion de
Wick y se le relaciona con el espacio Euclideano.

Entonces, en la formulacion Euclideana la accién toma la forma

T

iS[a(t)] = —Sp — — /dT E (%)2 4 V(2)

T

(5.12)

Notemos que S > 0, entonces hemos obtenido una suma de exponen-
ciales decrecientes y la amplitud de transicion en el espacio Euclideano esta
dada por

(:cf|e%HT°]:ci> = N/DxeflisE (5.13)

Consideremos x.(7) una funcion tal que cumpla con las condiciones de fron-
tera. Si {z,(7)} es un conjunto completo de funciones ortonormales, tales
que z,(7;) = 0 = x,(77) Vn, entonces cualquier funcién arbitraria x(7) tal
que cumpla con las condiciones de frontera se puede expresar como

(1) = xq(T) + Z Cn T (T) (5.14)
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Entonces, se define la medida Dx de la siguiente forma?:

dey,
Dr=]] = (5.15)

vV 2mh

Debido a la forma del lado derecho de (5.13), en la aproximacion semi-
clasica® (h pequeno) la mayor parte de la integral estd “acumulada” en las
regiones cercanas al extremo (minimo) de la accion Sg. Entonces, la tra-
yectoria de minima accion, que denotaremos por z.(7) es conocida como la
solucion clasica o la trayectoria extrema o punto estacionario.

Consideremos, por simplicidad, que s6lo hay un punto extremo z(7), de
no ser asi, la integral serfa la suma de las contribuciones de todos los puntos
estacionarios. Entonces para que sea punto extremo debe cumplir que*

08 = Slry(1) + 62(7)] — S[wa(T)]

T
d?z,
[ i) o
=0
donde V'(xy) = % zq Y
d’z.,

es la ecuacion de movimiento clasica para una particula sujeta a un potencial
—V(z). Por lo que la energia esta dada por

o % (%)2 V(). (5.18)

que es una constante de movimiento y puede ser usada para obtener cua-
litativamente la dindmica de las soluciones de la ecuacién de movimiento
clasica.

En la aproximacion semiclésica, notamos que la exponencial de (5.13) esta
determinada por un rayo de trayectorias cercanas a la trayectoria clasica, es

2Esa medida difiere con la sugerida por Feynman, por lo que es necesario la constante
de normalizacion, N.

3Matematicamente conocido como método de punto silla o método de fase estacionaria.

4Como se seguira trabajando en el espacio Euclideano el subindice se omitira de aqui
en adelante.
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decir, trayectorias cuya accion es cercana a Sy, entonces, es necesario tomar
en cuenta la desviacion a segundo orden, es decir,

T

Slza(r) + 62(7)] = So+ / dr {&; (—j—; + v"(xc,>> 5x} (5.19)

Ti

Consideremos, que el conjunto {x,(7)} es un conjunto completo de eigen-
funciones de la ecuacion
2
d*x,,
dr?
entonces en la aproximaciéon semiclésica, la amplitud de transicién se con-
vierte en un producto de gaussianas, es decir,

+ V") Tr = €nTn, (5.20)

<xf|e_%Ht°]xi> = Ne #5 H 6;%[1 + O(h)]
; (5.21)

— Ne #5%[det(—0% + V" (za))] "2 [1 + O(h)]

donde se ha asumido que todos los eigenvalores, €,, son positivos.

5.2.1. Oscilador Armoénico.

A modo de ejemplo consideremos el caso de un oscilador armonico, cuyo
potencial estéd dado por

1
V(z) = §w2:1:2 (5.22)
con la ecuacion de movimiento del sistema
d’z 9

Para proseguir con el problema debemos hacer una expansion al rededor
de la solucién clasica con acciéon finita. Por simplicidad consideraremos las
condiciones de frontera z; = 0 = x¢, asfi, la solucion clésica es

g =0 (5.24)
Asi, para esta solucion Sg = 0. Por lo tanto de la ecuacion (5.21)

(0]erH™(0) = N[det(—2 + w?] 2[1 + O(h)] (5.25)
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Entonces, el operador de onda, VW que determina la ecuacion de Schrodinger

€S
W=-02+uw? (5.26)

Ahora hay que obtener las eigenfunciones de nuestro operador de onda, por
lo que la ecuacion de Schrodinger queda como sigue:

i+ (6 — w1, =0 (5.27)

donde €, son los eigenvalores.
La solucion a (5.27) que satisface z,(7;) = 0 es

2a(7) = Asin (m(T - Ti)) (5.28)

y como debe cumplir también que z,(7¢) = 0, entonces obtenemos que los
eigenvalores estan dados por

nm? )
€= —|tw

) (5.29)

. 2.2
Recordemos que 79 = 74 — 7, entonces factorizando (”Tér ) obtenemos
0

que el determinante funcional esta dado por
_1 X (22 "7 2 ew?\\
NHEHQZNH< = ) H(H(nzﬂz)) (5.30)
n n=1

n=1
Para simplificar esta ecuaciéon se puede hacer uso de que el primer pro-
ducto debe coincidir con la contribucién de la particula libre, es decir,®

1
~ /n2r?\ 2 1
N — = 5.31
H< i ) V2mhTo ( )

y para el otro término usar la siguiente identidad:

ﬁ (1 + (i—i)) - Sm:yﬁy (5.32)

n=1

D=

Pero utilizaremos mejor el teorema de Gelfand:%

5Notemos que aqui es donde radica la importancia del factor de normalizacion, N, el
cual no es necesario calcular.
5La demostracion no se escribira.
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Teorema 9 (Teorema de Gelfand). Consideremos la siguiente ecuacion di-
ferencial:

(=5 +70) w0 =200 (5.33)

Con condiciones iniciales, ¥(t;) = 0 y ¥(t;) = 1. Sean FO(t) y FA(t) dos
funciones acotadas de t y sean, ademds, ¥y, ()Y y ¥y, (t)? soluciones a los
problemas respectivos, entonces’

det [ a2 + .F(l) (t) - /\1i| wg\l) (tf)
det [~z + FO@M) = 2] 0(ty)

(5.34)

donde t; denota el borde superior, entonces, tomando un caso particular,
A =0 se tiene que

det [—% + J-"(”(t)} - det [—% + FO(t)
oy o (tr)

Para el oscilador armoénico, tenemos la ecuacion diferencial

(5.35)

(_j_; - w2> olt) = 0 (5.36)

cuya solucion que satisface las condiciones iniciales 1o (t;) = 0y tho(t;) = 1 es

Yolt) = L sin(w(t — ) (5.37)

w

Entonces aplicando el resultado del Teorema de Gelfand obtenemos que
el determinante estd dado por

det <—% +w ) - gsin(w(tf 1) (5.38)

Y en general sabemos que la amplitud de transicion es

k

\/det — 24 F(1)]

7t representa el tiempo real, es decir, se trabaja en el espacio de Minkowski.

(0le~ 770y = K(0,t4;0,t;) (5.39)

91



donde k es una constante, tal que cuando F — 0, se obtenga la amplitud de
transicion de la particula libre.
Entonces en el caso del oscilador armoénico, la amplitud de transicion es

mw

Ko (0.£5:0.£:) — . 5.40
04(0,15;0,1;) \/2mh81n(w(tf—tz‘)) 40

ya que cuando w — 0, la amplitud del oscilador armoénico debe ser igual a la
de la particula libre.

Obtencion de la Energia Base

Notemos que el teorema de Gelfand sirve para el espacio de Minkowski,
es decir, hemos obtenido (0]e~#%|0), que si uno expande en una base de
eigenkets de la energia, obtendriamos las exponenciales oscilatorias, entonces
es necesario realizar la rotacion de Wick (t — —it) y sacar el limite cuando
To — OQ.

Sea 7y = Ty — T;, entonces al realizar la rotaciéon de Wick obtenemos que
la amplitud de transicion en el espacio Euclideano esta dada por

1
1 1 sinhw 2
Ole~wHm™|0) =
(Ole 0) \/27T7'0h( WTo )

= ( d ) * (2sinh wr)~

SIS

Th
W % WT —WT -3
— <%> (6 0 _ e 0) 2 (541)
1
(&) ey

1
Ww\z _wmn 1
- (= 14+ e 2w 4 ...
<7rh> ¢’ ( +2€ * )

Entonces cuando 7y — oo notamos que la mayor contribucion dada por la
energia del estado base es

Ey = %ﬁ (5.42)
y el estado base es
1
W\
Uo(t) = (-) 4
olt) = (= (5.3

que concuerdan con los resultados ya conocidos del oscilador armonico.
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Nota 9. Si hubiéramos obtenido el determinante utilizando las ecuaciones
(5.31) y (5.32) no hubiera sido necesario realizar la rotacion de Wick pues
ya habia sido hecha previamente, pero el resultado sigue siendo el mismo.

Maés atin, este proceso se puede generalizar:

Proposicion 7. Sea x., = 0, entonces cuando 19 — oo la amplitud de tran-
sicion estd dada por

1
1 " 2 /v z,
(0le~#H™|0) = (—V v ml)) e, (5.44)
hm
la energia base estd dada por
V(0

y la probabilidad de que la particula esté en el origen estd dada por

(= Ol = )2 = (Z—W“”) 1+ O] (5.46)

La demostracion de esta proposicion puede ser obtenida al sequir los pasos
del oscilador armdnico, sustituyendo w — V" (0).
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Capitulo 6

Calculo del Determinante del
Oscilador Armoénico Polimérico.

En este capitulo vamos a obtener la amplitud de transicién del oscilador
armoénico polimérico en el espacio de momentos como una integral de trayec-
toria detallando la mayoria de los pasos, asi como resolveremos ésta para el
caso particular [ = 0.

6.1. Obtencion de la Accion (S) en espacio de
momentos (p).

Sabemos que el Hamiltoniano de un oscilador armonico es

2 2
D x

H=21 L= 6.1

2m + 2 (6:1)

Entonces, la amplitud de transiciéon o el Kernel del oscilador armoénico

esta dado por

K(pys,tyipo,to) = (s, trlpo, to) = <pf‘€7%(tf7t0)ﬂ|po> (6.2)

donde p(ty) = py, p(to) = po estan fijos, mas atin, representan el mismo punto,
es decir, tienen una constriccion topologica periddica y H es el operador
Hamiltoniano del oscilador armoénico.
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Vamos a generar una particion de N + 1 términos de la siguiente forma:

Sea € = %, entonces:
. ~ N+1 - ~
(psle” 1M pg) = (ps| [T e #Ipo) (6.3)
n=1
Recordemos que
%n
L [ dpalpa) (pal = 1 (6.4)
2mh
_h,

n

Asi, introducimos N “unos” en la amplitud de transiciéon, entonces:

N+1 . ~ . ~ . ~
(psl H e "M pg) = (psle mH x - x 77 |py)
n=1

= (psle BT - x [Te™7 % |po)

N g
y ik —heH

=TT |55 | don| sle™ ¥ ow) (o] - Ipa) (prle™ o)

n=1 & h

[

N " ® N1 N
= —_— d n n _%EH n—

H1 57 | P Hl(p e n " pp-1)

n= [ n=

(6.5)

donde pyy1 = py. Luego, en Mecénica Cuéntica Polimérica tenemos que

o0

Z |Z) (0| =1 (6.6)

Ty =—00
Asi, podemos introducir por cada braket una matriz identidad de la ecuacion
anterior, entonces la amplitud de transiciéon queda como:

h

N © N+1
(prle =R pey = TT | == [ dp, 3 (Pale™ F M) 2} (@ | pai)
2mh
n=1 . n=1 lzp=—00
w

(6.7)
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Escojamos un término representante para trabajar

<pn|6_%eﬂ|xn>v

ademas recordemos que

R h?
P*lan) = 12 (2lzn) = 20wn — 20) — |20 + 21)) (6.8)
T|zy) = xp|xy) (6.9)
(€n|pn) = er®nPn (6.10)
entonces
i A i P2 g 22
Dnl€ 20| Ty) = (Pple R72m T2 T,
(pule™ " |zn) = (pule” 2T |y,)
LT A2 -2
i [p T 5
== n 1—= = e n
(D] h6|:2m+k2:||$>+0(6)
. Z ]. ~2 k; ~2 2
= ko)~ g | Pl + 5 (li?la)] + 0
. 1 2
= (ko) — g | g Pl + 62l + 0
(6.11)
Ahora el término de (p,|p*|z,) se trabajara a continuacion:
2 h?
(pnlp"lwn) = 75 (2Pnlwn) = 2palen = 218) = (pulwn +21))
h2 ) )
_ ﬁe_ hpnxn (2 _ 6_%2/"4777« eézﬂpn>
:2 , (6.12)
)
h2

= E sin2 <%pn> <pn‘xn>

Por lo que nuestro término significativo esta dado por
2

ey Y SRy T 2
(le M) = Gl | 1= e (st () + 62 ) + 0()

2 2
I3 2 K ) Tn
2mp2 sim (ﬁpn +k 2 :|

ﬁf

~ e
(6.13)
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Asi, la amplitud de transicion toma la siguiente forma:

h
N wl N+1 [ oo )
~n - n\Pn n—1
<pfatf|p07t0> = H 97k / dpn, H [ Z e n=l
n=1 _h, n=1 [xpn=—00
m
N+1
xe " Z [2 o SIHZ(%p">+k7n}
(6.14)
Que a su vez puede ser escrita como sigue:
L
N g N+1 iN+1 h2 sy e 1:,,21
-3 S e Sz SN (Fpn +k=n
<pf’tf|p0’t0>:H ﬁ / dpn H(pn|pn—1>€ = [2 w (r ) 2}
n=1 T _h, n=1
m

(6.15)

Observacion 12. En esta observacion expandiremos 6(p, — p,—1) en una
serie completa de funciones periddicas trabajando de manera similar al caso
de la integral de trayectoria con constriccion topoldgica de un circulo.*

Sea u,, = %pn + 7 una variable adimensional asociada al momento que
tiene la misma constriccion topoldgica periddica y u, € [0,27), entonces

h
<pn|pn—1> = QW;(S(]? - pn—l)

_ QWE(S (%(u _ unl)) (6.16)

= 216 (U, — Up_1)

= (Up|up-1)
Expandimos ahora la funcion § para u, en un conjunto completo de funciones
periodicas:

1 —
. _ My (Un—Un—1)
O(tn = tn-1) = o 2 e (6.17)
y usando la formula de Poisson:
O(Up — Up_1) = Z O(Up, — Up—q + 27ly,) (6.18)
lp=—00

I'Mas detalles Capitulo 3.
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Por lo tanto en el espacio de momentos:
<pn |pn—1> - 27T5(un - un—l)

=27 Z O(Up, — Up—1 + 27ly,)

lp=—00
- h 6.19
=27 Z ) <% {pn — Pp_1 + QW;ln]> ( )
ln—foo
h h
—27T; Z 5(pn Pn_1 + 27— l)
lp=—00

Ahora, escribamos la funcion & como una transformada de Fourier

(pulpn-1) Z / dipycin (prmpr F2m0n) (6.20)

ln—foo

Tn

Haciendo ¢ = % en la observacion anterior, entonces la amplitud de
transicion queda dada por

b
N " N+1 ) CN+1
d n 3 Z In( n—Pn— )
<pf7 tf|p07 t0> - H 2571 / dpn E / L eh n=1 Pn=Pn-1 X
= _hn n= 1 lp=—00_"
m

O N+1
-1 nél e|:2:fi2 sin2<%pn)+ké:|
(6.21)

Integraremos ahora sobre x,,, que ya es una variable continua (la discretiza-
cion del espacio se mantiene en las sumas sobre [,,). Para esto la reescribiremos
como una integral gaussiana (o de Fresnel).

Sea p = pp, — Pn_1+ QW%ln, entonces

x? ke 2 0> 0>
op—ke=t = —— 2?2 — 2o, L L
P TR 2 {x” k‘exp+k26}+2ke

ke PN P
-3 () o
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dxne ? _kx% _]dene zk;e( _p>2+ ip?
1 AR\ TP TR B 2mp TR T ke 2hke

ip? 27h
= X
P 2nkee [\ ke
2
2 i (pn = pns + 27210,
~\ ez P Dhke

(6.22)

Introduciendo este resultado en la amplitud de transiciéon obtenemos que
ésta esta dada por

b

7+ N N+1 00 N4t .

21h s & (Pn—pn—1+27ll,)
s (22) i T [ 5] 0

ikep ol 27rh J el Rl
ﬁﬂ-
N+1
o 2 L e ()]
(6.23)

Notemos que podemos “absober" N sumas de [,, en las integrales de mo-

mento al extender los limites de integracion de [—%7‘(‘, %71’) a (—o0,00). Salvo

que en la ultima suma esto no es posible, asi llegamos a que

2
. N+1 (Pnfpn_l"r?ﬂ%ln&n’]\f_'.l)

N+1 >
2rh '\ 2 H e ’
t t d N = 2ke
<pf7 f|p07 0> <Zk€/$2> Z 2 h/ P | € g

lN+1 —oo n=1

Sea P, = p, + 27T£’ln5n,zv+1, entonces el Hamiltoniano,H(p,) — H(p,),
queda invariante debido a la periodicidad de la funcién seno.
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Tomando el limite cuando N — oo, que implica ¢ — 0, entonces haciendo
los siguientes cambios

N+1
ez / dt (6.25)
P = Pt Ep”‘l P (6.26)

la amplitud de transicion del Oscilador Arménico Polimérico queda dada por
la siguiente integral de trayectoria?:

<pf7 ly |p0> t0> =N Z /'Dp(t)elto

INf1=—00

(6.27)

Asi, la accion del oscilador arménico polimérico estéd dada por

t

/ ) 2
p h .2 (H
S = /dt{% 2 sin (hp)} (6.28)

to

6.2. Ecuaciones de Euler-Lagrange y la Solu-
cion Clasica (py)

; R s (H ?
S = /dt {—px — 2 sin <£p) — k?] (6.29)

A partir de la accion

S = / dt[ 2mu sin? (%p)} (6.30)

pasamos al plano Euclideano, es decir, realizamos una rotacion de Wick (t —
iT, dt —idr).

Por lo que en nuestras nuevas coordenadas p> — p'?.
Finalmente, hacemos nuestra accion euclideana S = —iS, obteniendo:

2Se hizo un abuso de notaciéon quitando las tildes de la expresion.

100



/2 h2
Sp— / dr [];—k + g S0’ (%p)] (6.31)

Asi nuestro Lagrangiano euclideanizado esta dado por

p/Q hZ 5 (M
. " 32
L o + 2 sin hp) (6.32)

Entonces las ecuaciones de Euler Lagrange estan dadas por

kh 21
"o . it _
P 2mn sin ( - p) 0 (6.33)

Para obtener la solucion clésica (py) es necesario resolver esta ecuacion,
asi, primero multiplicamos por p’ (con un potencial en general), quedando

oy OVi(p) d <p’2) _dV(p)

op  dt

2

- i

Si y solo si3
Eh . rp
,: 2 — _ — . 4
P =2V (p) \/musm(hp) (6.34)

donde V (p) = £~ sin? (4p).

2uZm

Recordemos que la frecuencia del oscilador esta dada por: w = \/% , por
lo que la ecuacién anterior en forma integral esta dada por

Pct T

— | dp—F——— =w [ dr (6.35)
h sin (%p)
Pe Te
con p, = E’/T.
Cuya solucion es
2h
pa = — arctan[exp(w(T — 7¢))] (6.36)
1

3Escogemos por simplicidad la constante de integracion igual a cero.
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Nota 10. Utilizando la ecuacion (6.34) se obtiene que el potencial depen-
diente del momento cldsico estda dado por:

2
V() = 2’212 sin? (2 arctanfexp(w(r — 7.))]) (6.37)
Usando las identidades
2x
in(2 arct = 6.38
sin(2 arctan(x)) o (6.38)
2e”
e sech(x) (6.39)
el potencial cldsico es

V(pel) = s sech®[w(T — 7.)] (6.40)

pC - 2mu2 C .

Nuevamente, utilizando la ecuacion (6.34), la accion cldsica euclideani-
zada (Sy), estd dada por:

S —/ﬂQV( l) = 7d7‘ a sech®(w(T — 7)) (6.41)
0 — k Det) = m/ﬂ wW\T c .

—00

Resolviendo esta integral

h? 2h?

Sy = tanh(w(r — 7.))|%,, = (6.42)

urmw mulw

6.3. Calculo de la Amplitud de Transicién del
Oscilador Armoénico Polimérico.

En esta seccion, vamos a obtener la solucién tipo instantén para un caso
particular, es decir, cuando (41 = 0, que es el caso donde las condiciones de
frontera son realmente periddicas, pues los demés casos se ven afectados por
una fase.

Asi, una vez obtenida la solucién clasica

Pel = % arctan[exp(w(7 — 7¢))] (6.43)
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proseguimos al célculo de la amplitud de transiciéon de p = py a p = ps
dada por?

N[

<pf|e_%0ﬁ|p0> = Ndet (-2 +V"(pa)) Ze™™ (6.44)

Para calcular este determinante utilizaremos como factor de normaliza-
cion el determinante obtenido para el oscilador arménico clasico (no-polimérico),
entonces tenemos que

=
NI

Ndet (=0, +V"(pa))”

= Ndet(—0, +w?)"2 (det (=0, +V (pd)))

det(—0, + w?)
(6.45)
Como ya hemos calculado el determinante del oscilador armoénico, bus-
camos la razéon del segundo factor. Lo que nos lleva a resolver el siguiente
problema de eigenvalores:

(_az + V/,(pcl)) mn(T) = Enxn(7—> (646)
donde

V" (pa) = k 1 — 2sech?(w(1 — 7)) (6.47)

poul
Por lo que la ecuacion de eigenvalores esta dada por

_dQZzgf) N % [1 = 2sech?(w(r — 7))] Zu(7) = €z () (6.48)

Debido a la forma de este potencial, se espera obtener un espectro conti-
nuo y otro discreto.

6.3.1. Solucién General a la Ecuacién de Schrodinger.

Recordemos que la frecuencia de un oscilador esta dada por la raiz cua-
drada de w? = %, ademés para simplificar la ecuacion (6.48) hagamos los
siguientes cambios de variables:

4V"(pe;) corresponde a la segunda derivada respecto al momento.
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u=w(T—1,) (6.49)

¢ = tanh(u) (6.50)
1 — £ = le(u) (6.51)
E=w(l-¢) (6.52)
0r = w(l —&*)0 (6.53)

Entonces la ecuacion de Schrodinger esta dada por:

) ) w? — €,
Sea
a=2 (6.55)
2 _
b=" — ‘n (6.56)

La ecuaciéon de Schrédinger en términos de ¢ queda como:

85(1 - 52)65(1 — 52)In + |:CL + %52:| Ty = 0 (657)

Esta ecuacion se puede resolver explicitamente en forma de una funcién
hipergeométrica de la siguiente manera:

Sea ¢ una constante a determinar y consideramos que la solucion esté
dada por:®

v=(1-6% (6.58)

Sustituyendo en nuestra ecuacion de eigenvalores se obtiene la siguiente
ecuacion:

b+ 4c?
¢

5Dejaremos de escribir el subindice n por practicidad.

(1= E)9E¢ — &(4c+2)(0e)¢ + —4c* —2c+a| (=0  (6.59)
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Luego haciendo de nuevo un cambio de variable:
1

z = 5(1 —§) (6.60)
Entonces:
2o %(1+§) (6.61)
1€ =42(1-2) (6.62)
Con los valores asintoticos correspondientes:
To0sl—=1s2-0 (6.63)
T —oel—os-lezo1 (6.64)

Entonces nuestra ecuacion en términos de z queda de la siguiente forma:

2(1 = 2)0%r + [2c+ 1 — (4c + 22)] 0. + ﬂ —4c —2c+alx=0
# - 42(1 — 2)
(6.65)
Como c atin no esta determinada, la escogemos de tal forma que satisfaga:
b+4c* =0 (6.66)

De esta forma la ecuaciéon queda transformada en una ecuaciéon hipergeo-
métrica de la siguiente forma:

2(1 = 2)02%¢C+ (y—(a+B+1)2)0. —aB( =0 (6.67)
Donde:

y=2¢c+la+ B =4dc+laf =4c>+2c—a (6.68)

Sustituyendo el valor de a = 2, entonces los parametros « y 5 (que son
intercambiables) estan dados por:

a=2c—1 (6.69)
8 =2¢+2 (6.70)

La solucion a la ecuacion (6.67) es la funcion hipergeométrica F(«, 3, 7; z)
cuya expansion cerca de z = 0 es:

gz ala+DAB+1)

8]
Fla,B,7;2) =1+
( ) v Y(y+1) 2!

(6.71)
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6.3.2. Espectro Continuo.

Para ¢ > w?, si no se imponen condiciones asintéticas, el espectro es
continuo, el cual se puede parametrizar por el momento real positivo definido
de la siguiente manera:

p=+Ve—w? (6.72)

y definimos la siguiente cantidad

k

IS S

(6.73)

Como no hay barrera para ¢ > w?, esperamos que la particula no sea
reflejada mientras viaja de 7 = —oo a 7 = o0. Es decir, la dindmica de
dispersion estd contenida en el conocimiento del cambio de fase ¢, definido
por: 6

2,(T — 00) = eP7 (6.74)

T, (T — —00) = P (6.75)

Como se vera més adelante, para obtener la contribuciéon al determinante
de la parte del espectro continuo de energias, sélo es necesario conocer este
cambio de fase (d,).

. . _ 2
Ahora bien, para € > w? se tiene que b = Ew‘g’Q = —4c¢® = & = k2, por lo
2 ., . . L. i
tanto, ¢? = —%, para que la solucién tienda asintoticamente a e cuando
T — 00, debemos escoger ¢ = —z'%
Asi, la solucién asintotica esta dada por:
2\—i% .
x:(1_£> ILZF(OC7B7772) (676)

De hecho, cerca de 7 — oo y usando que wtk = pr, se tiene que:

i 2 1 " is —owr\ —i5 —ik _ipT
-8 = () = Cotlon)t = a2
(6.77)

Para encontrar el cambio de fase, debemos continuar esta funciéon anali-
ticamente a una valida al rededor de z = 1, i.e., cuando 7 — —o0. Entonces

6Consideraremos que el tiempo del centro del instantén 7, = 0.
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(1 . 52)—1'% ~ (4620)7-)_2'% — 2—ik2€—ip7' (678)
Lo que nos representa solo la onda reflejada, pero por otra parte la funciéon
hipergeométrica debe ser reescrita como:”
Fla,B,v;2) = Fi(1 — 2) + F5(1 — 2) (6.79)
Donde:

L)y —a—p)
L(y —a)l'(y = B)

Fi(1-2)= Fla,B,a++1—-71-2) (6.80)

F(y)l(a+8—7)

B=2) == o)

(1_2)7_a_’8F(”y—0€>”7—5/7‘1‘1—04—5;1—3)

(6.81)
Luego, sustituyendo el valor de ¢ en «, 8y 7, estos quedan como:

a=—ik—1 (6.82)
8= —ik +2 (6.83)
v =—ik+1 (6.84)

Entonces, F;(1—2) se hace cero pues la parte del denominador (I'(y—/f) =
['(—1)) diverge. Lo que muestra que efectivamente no hay onda reflejada.
Por lo que la soluciéon asintética esta dada por:

(—ik + 1)T(—ik)

(1-&) " R(1-2) = Ty £+ o -2)
_ Z :u — 21— )1+ O(1 - 2))
_ :—122%(1 — )7 (14 0(1 - 2))
~ Z—ljz—ikeim
(6.85)

"Para obtener esta identidad hay que usar la forma integral de la funcién trigonomé-
trica.
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Comparando con (6.75) y (6.78), obtenemos que el cambio de fase esta
dado por:

er = , (6.86)

Discretizaciéon del Espectro Continuo.

Para obtener la contribucion al determinante, es necesario regularizar el
espectro continuo. La forma maés sencilla es poner el sistema en una caja en
el intervalo —% < 7 < 2 e imponer condiciones de frontera, las cuales por

3 101 . 70\ — — 70
simplicidad escogemos como: z(—%) = 0 = x(%)

Debido a esta condicién de frontera habré una onda reflejada (la cual
desaparece cuando 7y — 00) y se debe considerar la solucion general.

Dado que z,(7) y z,(—7) son soluciones independientes, la solucién ge-
neral es una combinacion lineal de ambas, asi:

x = Ax,(1) + Bz, (—71) (6.87)

Aplicando las condiciones de frontera, se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones:

Ax,(10/2) + Bay(—70/2) =0 (6.88)
Ax,(—70/2) + Bxy(10/2) =0 (6.89)
El cual tendra solucién no trivial cuando A = +B.

Por lo que encontramos que:

—=— ==+l (6.90)
zp(—3)

Utilizando la solucion asintotica en el lado izquierdo, entonces, se tiene
la siguiente ecuacion:

P — 41 (6.91)

Cuyas soluciones estan dadas por:

1)
f = 00 (6.92)

To

Conn=0,1,2,3, ...
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Contribucion a la Razén del Determinante.

Vamos a calcular la contribuciéon de estos modos a la razoén del determi-
nante, para ello primero recordemos que el espectro del oscilador armoénico
(no polimérico) es p, = ™

Claramente en el limite cuando 7 — o0, la contribucién de un ntmero
finito de eigenvalores del oscilador armoénico polimérico con n ~ O(1) se
cancela con la contribucion del oscilador armoénico pues ambos son w?. Por

lo tanto, la razén a obtener puede ser tomada como:®
2 =2
w* +
R= H T (6.93)
w* + pn

Cuando 1y — o0, la diferencia Ap, = p, — p, = i—z —0.°
Entonces podemos expandir el logaritmo en potencias de Ap, a primer
orden la razon R.

—, (&’ +z5n 2pnApn

Al mismo tiempo el intervalo 710 — 0, entonces podemos convertir la

suma en una integral notando que Ap,, = % = :—iﬁ = %(pnﬂ —Dn) = 6;”5]9”.
Entonces:
oo
1 2p
R~exp| = [ d,———d
p T / pwz +p2 p

0
00

1 d w? + p?
= exp /(5pd—p In ( 2 ) dp
1 r d p?
0

= exp —1/dk {dé’“ +k:2)}

™
0

(6.95)

8Recordemos que p = Ve — w?, asi € = w? — p2.
9Por lo tanto, p2 ~ p? + 2p,Ap, a primer orden.
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Para obtener la ultima expresion se utilizé integracion por partes.
Notemos que de la expresion de e = £= ge obtiene que:!°

kti
d -2
L= .
dk "t T R 41 (6.96)
Por lo que la razén estd dada por:
> [ In(l+ k)
R~ — [ dk——— 6.97
P 7r/ k2 +1 (6.97)

0

Entonces, utilizando la féormula

/dxM:zln 141
a?x? +1 a a
0

Obtenemos que la contribucion a la razoén del determinante del espectro
continuo esté dada por:

(R=e® —y (6.98)

6.3.3. Espectro Discreto.

Consideremos ahora la parte discreta del espectro en el caso w? — ¢, > 0.

2_ . .
Entonces, como b? 4+ 4¢* = 0 tenemos que ¢ = 12==. Si definimos k =

k
E.

Asi, la solucion a la ecuacion de Schrodinger que es finita alrededor de
z2=0 (ie. 7 — 00) es:

w2 —e€n,
o2

, entonces ¢ =

r=(1-¢)2F (8,7 2) (6.99)

L afz  ala+1)B(B+1) 22
F(a,B,v;2) =1+ 5 + Y+ 1) ETRR

(6.100)

0dg —dekds _1d
(Tpép ~ dp dk(sp = wdkék
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con

a=k—1 (6.101)
B=k+2 (6.102)
v=k+1 (6.103)

Para que esta solucion sea finita en z = 1 y dado que §,v,k > 0y
a =k —1> —1, entonces la serie debe ser finita y esto ocurre si y solo si

a=0&k=1

Esto nos dice que sélo hay un nivel de energia discreto (estado ligado).
De la definicion de k£ obtenemos que este estado ligado corresponde al
estado de energia cero (i.e., ¢g = 0)
Asi, utilizando la forma truncada de la serie hipergeométrica, vemos que
la solucion correspondiente es:
1

~ —w(r—"c)
~ e 6.104
T cosh(w(r —m)) € (6.104)

6.3.4. Modo Cero.

Notemos que al incluir el estado ligado al determinante nos generaria un
problema pues este desapareceria, entonces hay que trabajar a parte el modo
correspondiente a la energia cero (modo cero).

Normalizacion del Modo Cero.

Por conveniencia normalizaremos la soluciéon del modo cero, i.e:

C
= 6.105
bo cosh(w(T — 7)) ( )
Asi: -
2 2
- / ar—C _ % (6.106)
cosh”(w(T — 7)) w
Por lo tanto:
C = % (6.107)



Y la solucién del modo cero estéd dada por:

w 1
Po= \/;COSh(w(T — 7)) (6.108)

El Modo Cero y la Invariancia de la Teoria.

La existencia del modo cero es producto de la invariancia traslacional de
la teoria. Claro, que cada soluciéon de instanton (con un 7, especifico que
describe el centro de su posicion) rompe espontaneamente esta invariancia
tralacional, pero el hecho de que la accién no dependa de 7. es el reflejo
de dicha invariancia bajo traslaciones. Mas atin, notemos que para cambios
infinitesimales del centro de posicion, tenemos:

S[pa(r, 7 + 07)] = Spa(T, 7)) = 0 (6.109)

Haciendo una expansion respecto a d7,. obtenemos:

0S apCl(T) 1 / AN /8pcl(7—) 528 apcl(']—) 5
=/ d 6 = [ drdr'é7r's 5
! / " 5pCl (T) Te 87—0 * 2 TaTOT 0%C or’ 5pcl <7-)5pcl (7-/) Te 87’0 +O(TG )

(6.110)
El primer término desaparece debido a las ecuaciones de movimiento y el
segundo notamos que esta dado por:

528
6pcl (7)5ch (T/)

b} . . .
Lo que demuestra que % es el modo cero del operador diferencial

del lado derecho de la ecuacién anterior.

= [0+ V" (pa(r))] 6(1 = 7') (6.111)

Entonces usando que @ = —BTLCCL, la soluciéon del modo cero se puede
escribir como:
8pcl
=C 6.112
Po or ( )
Ahora usamos la condicién de normalizacion:
1=C? / dr ( ad> = C2Spk (6.113)
T
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Despejamos la constante de normalizacion y obtenemos que la solucion
del modo cero normalizada estd dada por:

1 0P,
po = (kSy) "2 ng

(6.114)

Sustituyendo los valores y calculando la parcial de la solucién clésica
respecto a 7 obtenemos que la soluciéon del modo cero es:

w 1
o= \/;COSh(OJ(T — 7)) (6.115)

iQue coincide con la obtenida al resolver la ecuaciéon de Schrédinger, sin
tenerla que resolver!

Integral del Modo Cero (Aparicién de Coordenada Colectiva)

Si uno quiere hacer la integral gaussiana formal con la expansion del
momento p(7) :

p(7) = cupn(7) (6.116)

que origina el determinante con el modo cero, la integral f dcg sin la supresion
gaussiana diverge por lo que el determinante se hace cero, asi que hay que
trabajar este modo de forma separada, nuevamente.

Si se hace una variacion respecto a ¢g en (6.116), entonces p(7) cambia
como sigue:

Ap(1) = Acopo(T) (6.117)

es decir, proporcional a pg, ahora haciendo una variacién respecto a 7. induce
el siguiente cambio:

d d
Ap(T) = Apa(T) = d]j_d AT, = — C‘Zfl A1, = —/kSopo(T) AT, (6.118)

Que también es proporcional a pg, entonces notamos que el Jacobiano

esta dado por
d
J= % = kS, (6.119)
T

Asi, las dos variaciones son la misma, es decir, hemos encontrado que la
integracion sobre el modo cero debe ser reemplazada por la integracion sobre
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T. en vez de sobre dcy. En otras palabras, 7. ha sido promovida a una variable
de integracion, la cual se le conoce como Coordenada Colectiva.!!

6.3.5. Contribuciéon Completa al determinante de un
Instantéon del Oscilador Armoénico Polimérico.

Combinando los resultados obtenidos, nos da la contribuciéon completa de
un instantén para grandes 7

[NIES
N

_mq 1 sinh(wTg) \ ~ 1\ 2 1 dr,

M) = 0 4 x —> 750\ /Sy ——

<pf|€ |p0> 27Th7‘0 < WTo ) ( w? c 0\(/% )
6.120

Notemos que el factor \/% proviene del hecho que al cambiar ¢, del os-
cilador armonico con la integracion del modo cero hay que tomar en cuenta

3 —1e:2
dicho factor en [ deye™>% = /2%,

Asi, la contribucién del oscilador armoénico polimérico esta dada por

(6.121)

_Toqy w 1 _1s,
é h = e — AL kS _——_—
(psl [po) =/ — o or

2

El cual para cuando 7y — oo esta dado por:?

_Togy W _wroW ,ioch
=4/— —\/ kS,
yle™Flpo) = e 7 g VkSoe m o (6.122)

= Instp.a. X p x dr,
donde py = 2mnp., po =0conn € Zy p. = /%,

w wTQ
Insto,A, = h—e 2
70

es la contribucion del oscilador armoénico clasico y

w S
P = m\/ kS()eiTO

UTntegrar sobre 7. recupera la invariancia tralacional.

C1 -
26inh~2 (x) ~ v/2e7 cuando = toma valores muy grandes.
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es un tipo de densidad de instantéon independiente de 7.

Para terminar de trabajar con el modo cero hay que integrar en un in-
tervalo (—%0, %) la coordenada colectiva dr., entonces podemos reescribir la
ecuacion (6.122) como sigue

_ 7094 T T T T
(psle™ M |po) = (2mnpe, +§°!O, —§°> = (0, +5°yo, —50>(O'H‘)p(70) (6.123)

donde (0, +30, —%’}(O'H') es la contribucion de la integral de trayectoria del
oscilador arménico usual y p(79) es la “densidad de instantones depentiente

del tiempo” dada por
WTo kSO _So
p(10) = —1/ —e (6.124)
2 s

Ahora, dentro del intervalo [—7p,, 7p.) el potencial cuantico del oscilador
armoénico polimérico es igual a cero cuando p = 0, este tnico punto y debido
a la periocidad de la variable del momento nos dicen que

To
= 2 cy _07_
) E (27np —|—2|

neL

To
2

To

To
0,+—10, —
<’+2|7 2

) (6.125)

Aproximacion de Gas Diluido de Instantones.

Dado que el dominio temporal es muy amplio podemos considerar la
siguiente configuracién: un instantéon localizado en 7 seguido de un anti-
instanton en 7 > 7, seguido de nuevo de un instantén en 7" > 7, asi
sucesivamente. Dicha configuracion tendra las correcciones de frontera co-
rrectas dadas por p(1g — —o0) = pa(0) v p(10 — 00) = pl(2mnp,).

Mientras los instantones estén separados por una distancia finita (a lo
largo del eje 7), en general, la configuracion previa no sera una solucion
clasica exacta, pero debido a que la distancia entre 7 y 7, etc, empieza a
crecer, la solucion viene siendo mejor debido a que la superposicion entre
estas pseudo-particulas cada vez es menor. Lo cual es vélido para cualquier
nimero n; de instantones y no de anti-instantones tales que ny —n; = n para
que las condiciones de frontera se satisfagan.

Como los n, instantones y los ny instantones anti-instantones se conside-
ran separados ampliamente, cada uno de ellos contribuira de forma aditiva a
la accién §y. Cada uno dard un factor de proporcionalidad al determinante
dado que V" (py) difiere de w? de la misma manera en cada intervalo don-
de se localicen estas pseudo-particulas. Finalmente, al estar separadas muy
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ampliamente (mas que el tamano de cada instantén) cada una de las pseudo-

particulas puede estar localizada en cualquier lugar del eje 7, por lo que la

kSo
27

Como estas pseudo-particulas son indistinguibles entre si, es decir, “instanon-
instanton” o “anti-instanon-anti-instanton” introducen un factor de n%, y niz,
para no “contar” de maés.

Utilizando esta aproximacion, conocida como gas diluido en mecanica
estadistica, obtenemos que la contribuciéon total de n; instantones y de no
anti-instantones desde el punto p; = 0 al punto p; = 2mnp, esta dada por

integral entre cada una de sus localizaciones produciré un factor de 4/%27.

70 70 70 TQ p To)(nl+n2)
(27mpc,+5|0,—5> — <§ 0, — 2 )(O-H.) Z W%_nm (6.126)

ni,n2

Las sumas sobre n; y ng se pueden desacoplar al usar la siguiente identi-
dad:

do —zO(nl—ng—n)
Sra—mym / zw[ ] (6.127)

0
Sustituyendo en nuestra amplitud de transicion, ésta queda dada por

T df .
(27Tnpc, —|—%’07 —7;)> < ’0 5 > (0.H.) / 2W61n962p(70)cos(9)
) (6.128)
T T " .
= (510, =M I (=i2p(r)

donde J,(z) son las funciones de Bessel de primera clase.

Contribucion Completa al Determinante del O.A.P.

Para obtener la contribuciéon completa al determinante del oscilador ar-
monico polimérico sustituimos (6.128) en la amplitud de trayectoria (6.125),
entonces ésta quedada determinada como sigue:

To

T T T n .
0,450, =) = {510, =) Y i T (~i2p(r)) (6.129)
nez

Ahora utilizamos la siguiente propiedad de las funciones de Bessel

e300 =3 ( (6.130)

nel
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Entonces la contribucién total de todos los instantones en el intervalo
[—TDe, TD:) €8

(04510, =) = {F10,—5) e (6.131)

6.4. El Oscilador Armoénico en Mecanica Cuan-
tica Polimérica.

Como se ha mencionado durante esta tesis la Mecénica Cuéntica Poli-
mérica depende de un parametro “u”; el cual surge del debilitamiento del
operador de momento en el teorema de Stone-von Neumann'®. Una conse-
cuencia de esto es que el espacio de Hilbert Polimérico (H,,) €s un espacio
no-separable dado por la suma directa (no-numerable) de unos espacios de

Hilbert que si lo son:
A
Hyoty = € Him, (6.132)
AE[O,p)

Consideremos un estado arbitrario W(p) € H,poy, entonces este se puede

descomponer Ccomo
V(p)= P vWV(p) (6.133)

AE[O,p)
con UM (p) € Hpoly
Entonces el Hamiltoniano del oscilador arménico polimérico'*
2
() h 1 242
ity = T (2-V—7) + Smuti (6.134)

actlia sobre este estado como sigue:

7:[;Eil;l)y ( ) 7-[poly @ \IJA) = @ <Hg;lyqj(>\( )> (6135>

AE[0,) AE[O,n)
Asi el operador de evolucion estéa dado por

(D1, trlpis ts) ) = (pyle K E Rl ) ) (6.136)

I3M4s atin este operador de momento no existe tal cual por lo que se inventa un nuevo
operador V), que actiie similarmente.
4Notemos que es el Hamiltoniano con el cual hemos estado trabajando.
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donde el operador Hamiltoniano debe entenderse como el que actia en el
espacio ﬁ;ﬁgy

Para poder calcular este operador de evolucion es necesario observar que
TN (p) satisface:

TNV (p+ 21p,) = 2w T (p) (6.137)
notando que si A = 0 obtenemos las condiciones periddicas con las cuales

hemos estado trabajando.
Asi en Mecanica Cuéntica Polimérica tenemos que

in 2
(pjlpe)™ = 2mp. > XS (p; — pi + 2mnp,) (6.138)

nel

por lo que la ecuacion (6.125) se ve modificada como

T T Tin= T U
(0, 4510, =)D = 37 " 2mnpe, +2[0, - 3) (6.139)

neL

donde (2mnp., +%2|0, —%0>(0) es el que habiamos ya calculado.

Por lo que siguiendo los mismos pasos obtenemos que la amplitud de
transicion del oscilador armoénico polimérico para cualquier A € [0, ) esta
dada por

To

70
<07+5|07 9

)N = (0, 43710, ) Meireesiri) (6.140)
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Capitulo 7

Calculo de la Amplitud de
Transicién en Cosmologia
Polimérica.

En este capitulo desarrollaremos el cdlculo de la amplitud de transicion en
la Cosmologia Polimerica dada por (af|le”#9"|ag) intentando hacer uso del
método de los instantones y buscando semejanzas con el oscilador armonico
polimérico.

7.1. Eliminacion de la dependencia de ¢ y py en
la accién S.

Recordemos que nuestra acciéon considerando un universo isotropico esté
dada por

. . . 3V 02 3 .
St = Syt St = —gn [t (5 = Kan )= [ (~5pé 4 vioe )
(7.1)
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Calculando los momentos:

o 3o .
Pa= 5 =~ 00 (7.2)
. —4nGN
a= 3a—Vopa (7.3)
oL  a¥Vyo
= = = 7.4
Pe= 55 T TN (7.4)
. N
¢ =—a’V; (7.5)
D¢
oL
== =0 7.6
PN N (7.6)

Asi la dltima ecuacién nos genera nuestra primera constriccion. Por lo
que el Hamiltoniano queda dado por

H = pai +pyd — L =

o (d% > SLCAT VoNa®V(p) (7.7)

2N

Consideremos que nuestro volumen ha sido normalizado a Vo = 1y que
no tenemos potencial V(¢) = 0. Entonces, sustituyendo los valores de a y ¢
el Hamiltoniano queda rescrito como

3a 7 243 871G (7.8)

Recordemos que en la cuantizaciéon de Dirac pedimos que nuestra cons-
triccion deba preservarse en el tiempo, es decir,

YN {_27er2 N I BaK}

Py ={pn,H} =0
276G, ﬁ _ 3aK ~0 (7.9)

30 Yo T 943 T 8nG

PN =

Entonces nuestro Hamiltoniano total con las constricciones correspon-
dientes esta dado por

30 Lo 23 T ’nG

2 2 K
G2 P 3a ) (7.10)

%fgt = MpN + A2 (—
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Consideremos py como constriccion fuerte, i.e., py = 0. ! Como conside-
ramos que V(¢) = 0 y al extremizar la accion %; = 0 nos dice que pg = 0

por lo que p, = cte. Asi nuestro Hamiltoniano queda como

. 2rG , P 3aK
o =Ny [ S22+ 22— 7.11
HTOt 2 ( 3a pa + 2@3 8'/TG ( )

Proseguiremos a deshacernos del multiplicador de Lagrange considerando
ahora nuestro Lagrangiano dado por?

5 = Pod + Patt — A (—?—fpi + % — ka) (7.12)
Haciendo la variacién respecto a pg:
5pe (qs - A%) ~0 (7.13)
A= il (7.14)
Py
¢ = A% (7.15)

Sustituyendo el valor del multiplicador de Lagrange, A, en nuestro La-
grangiano

2@ 3K
2T 2 e a"ﬂ (7.16)

30ps 10 2 BnGpy

Por lo que nuestra acciéon esta dada por

%fgt:p¢¢+paa+$[

ty

, . | 2rG P 3K
150 _ dt a. - 2,2 — —¢ 4 717
Tot / {pqscbﬂ? a+¢[3¢p¢a Pa= 5 +87er¢@” (7.17)

7
Hacemos un cambio de escala dt — d¢, entonces nuestra accion queda
determinada por?

by

iso Py, 21G 4 4 3 4

Siso = [ dpdped + 22 + 2 i 7.18
fi / ¢{pa+2+3p¢ap“+87er¢a ( )
bi

1Sino al realizar los calculos se obtiene a partir de una §(py).

2Le quitaremos el subindice al multiplicador de Lagrange.
3,/ da
a = %
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7.2. Amplitud de Transicién en Cosmologia Po-
limérica.
La amplitud de transicion (Kernel), en el espacio de configuracion (a)
estd dada por

(asleiP)a;) = N / Daci (7.19)
Con el Hamiltoniano total en este nuevo “tiempo” dado por

| 2 3K Do
sto - _ 2,2 4 ¢ 7.20

Asi nuestro Kernel es

. K P
idg Vot 526y at+=¢

(agle” =

N iq;Lo {%ﬁic
Mlag) = (agle " L7

} |a;i) (7.21)

Sea € = %, con N = al nimero de particiones, entonces:

N
(agle™*Ma;) = (ag| [T e #"[as)
m=1

- 1:[ [ 2 ] ﬂ<am+1|€_ie¢°?‘"!am>

=1 Lam=—00] m=0

(7.22)

Calculemos ahora un término de este producto. Para ello primero se reali-
za una expansion de la exponencial quedandonos a primer orden y aplicamos
las reglas de los operadores:

Am|am) = am|am) (7.23)
2

. h
Pan|@m) = 775 (Rlam) = lam = 210) = |am +211)) (7.24)
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2rG A2>|a -

1€
onnlen (25 3
(1| ’

) 2rG k2
. [2<am+1’am> - <am+1|am -

2:“) - <am+1|am + 2:“)]

- ﬁe 3p¢ 4/12
hw
W
2 2rG h2 i i
= —€po————ap / dpm+1 {Zeﬁpm“(am“_am) — eiPmt1(@mi1—am+2u)
h 3py 4p2 ™
p¢ M hm

_e%pm+l(am+1*am*2ﬂ) }

hm

"
APt {e%pm-&-l(am-kl*am) |:2 _ 62%pm+lﬂ _ 672%pm+1u] }

i, 2rG RE
= ﬁ€¢0 3p¢ 4—Iu2am /
_hm

M
hm

I
) 2rG h? i
7 ™ 2 / dpm+leﬁpm+1((lm+1*(lm) Sin2 (%pm+1>

= ﬁE%S_%Eam
_hm
(7.25)
Luego:
i 3K . . i . 3K
hr
1 3K 4 [ i
_— d m *pm+1(am+1_a7n)
h qzsO87er m/ Pmi1€t
_hw
(7.26)

Continuamos con el tltimo término:

fepol )\ _ ietnlt M / dp,. . eiPmi1(@ni1—an) 7.27
e lam) =€ 5 Pm~+1€ (7.27)

<am+1
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Finalmente, obtenemos que la amplitud de transiciéon esta dada por

hm

o

-1 00 N-1 . N—1
_id0 4 ?
<(lf|6 hOH|ai> = [ Z ] H % / dpm—H €xp [_7_1 Zopm—i-l(am - am—i—l)]

m=0 e m=
I

. N-1
7 2rGh? ) 3K
X exp lf_i%e g ( 5 a2, sin? (%pmﬂ) + 87TGp¢a;l" + %)
(7.28)

Esta amplitud de transicion se asemeja a la generalizacion de la integral de
trayectoria en coordenadas ciclicas como consecuencia de la indistinguibilidad
entre p(¢) v p(¢) + %T’Th con n € Z. Notemos que debido a esto no hay
integrales respecto a la posicién, sino que son sumas sobre nimeros enteros.
Estas sumas reflejan que las funciones de onda ﬁe%paa son univaluadas.

Vamos a convertir estas sumas tortuosas en formas equivalentes mas fa-
ciles de manejar y que incluyan integrales de trayectoria continuas.

Esto es posible a costa de una extra suma infinita que garantizara la
invariancia ciclica en la variable p.

Utilizaremos la siguiente formula de Poisson:*

o0

3 %e%”kl: f: 5(k — mb) (7.29)

l=—c0 m=—00

y recordemos ademés que:

(Prosalpm) = Y eTromEna=en) (7.30)

A =—00

wh wh
Con p,, € [—7, 7)
Haciendo b = %h, entonces la ecuacion (7.30) se ve transformada como

- 2mh
<pm+1’pm> - Z 5(pm+l — Pm + TZ) (731)

l=—00

4h es una constante.
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Es decir una descomposiciéon de Fourier en este intervalo de la funciéon ¢
nos conduce a

(Pr|Pm) = D / day,e” iomvm et (7.32)

l=—o00

Consideremos primero que en nuestra amplitud de transicion el Hamilto-
niano es cero, es decir:

N-1

% -+ 2 pmt1(am—amy1)
(arla;) = Z H ﬁ/dpm—kl e "m=o

=
L
3
=
L
=

3
i
i
8
|
o

N-1
m

I N ] < pox ) )
v R P1a0—pNaN—m:0 Pm+1—Pm )0m
[T |55 / droe| T[S ¢
wh
I

=0

(7.33)

Usando la expansion obtenida en (7.32) la ecuaciéon anterior se ve trans-
formada en:

>

jus

_ Iz _ 00 . N-1 )
N-1 /,[, N-1 > _% piapo—pNaN — Z (pm+1_pm)am + 2”7hlmam
| | — AP+t | | da, E e m=1 g
21h
m=0 T m=1 N lm=—00

(7.34)

En esta expresion notamos que las sumas sobre [,,, se pueden absorber en

las variables p,, al extender su radio de integracion de [—%h, %ﬁ a (—o0, 00)°.
Solo que la primer integral respecto a los momentos queda con los limites
igual, esto se debe a que hay N — 1 sumas de las posiciones.

Entonces tenemos que la amplitud de transicion con Hamiltoniano igual

a cero viene dada por

5Donde se hace abuso de notacién, pero las nuevas variables a,, ya no son discretas,
i.e., ya es una variable continua, lo cual es posible debido a que es una variable muda.
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mh

[e.e] [e.e]

[ iy N-1 I N-1
o =555, [ @i T1 |y [ aomea| TL | [ o
— “oo oo
) N—1
—% (mao—pz\raw— Z=1(pm+1_pm)am>
‘ ) (7.35)
i " N-1 I o0 N-1 [
2mh b 1_[1 27T77,/ Prm+1 - / “
_xh m= —00 m=1 |-

CN—1
—7 2 Pm+1(am—am+1)
e m=0

Si el sistema tiene un Hamiltoniano distinto de cero, es posible agregarlo
en el lado derecho de la igualdad de la forma usual, es decir,

N1 o0 S
i 1 [
(asle o) = 5 o [T | o5 [ dower | T1 | [ da
2mh ) o 27T77,_Oo mo | (7.36)

CN-—1 . N-1
—% > Pmt1(am—amy1)—fdoe > Hm
e m=0 m=0

que en este caso

2rGaZ B ., /p 3Kak,  py
= — = — sin” | =Pyt ) — - — 7.37
3py 12 i (ﬁp +1) 8nGpy 2 ( )

Ahora hay que considerar el limite cuando N — oo, entonces se hacen las
siguientes substituciones:

m

Gmi1 — Qm da ,
—_— > — = 7.38
- T (7.38)
N-1 o
ey - / do (7.39)
m=0
¢



Entonces nuestra integral de trayectoria queda como

(asle o) = [ [Dp(o)] (Pa(@)] b7 (7.40)
Donde
TIL N—-1 o0
_ " M
[Dp(@)] =5 | dp JIRE=7 /dpm+1 (7.41)
1 [o.¢]
Pa@)) = ][ | [ daw (7.42)
m=1 o
i 2rGh? L 3Ka* p
_ / i 2.2 (H Py
J = /d(b {paa + &g {3%“2 a” sin (hpa> + 87Cipy + 5 ]} (7.43)
@i

Que es nuestra acciéon en cosmologia polimérica.

7.2.1. Accioén Efectiva en Cosmologia Polimérica (espa-
cio de momentos)

Para que sea la accion efectiva en cosmologia polimérica J = J(a,d’) o
bien J = J(pa,p,), en este caso trabajaremos en el espacio de momentos
(Pa)-

Antes de poner la accion en términos de p, y p), obtendremos la variacion
respecto a p], para obtener la evolucion del radio del universo, que recordemos,
es la variable (a). Asi

6T = 6pa <a’ + ¢o 2R7G 2 gin (Q—Mpa>> =0 (7.44)
3Py h

Entonces, el cambio respecto al tiempo del radio del universo es

a = —gg QWthﬂ sin (%pa) (7.45)




Ahora para obtener la acciéon en términos de p, y p/, integramos primero

. e1e d s
por partes®, es decir, utilizamos que p,a’ = (Z—Z“) — apl,, entonces la accion

polimérica queda como’

¢f
2rGh? Ka*
J = /dgzﬁ{—ap;—l—gzﬁo [ G a? sin’ (Hpa) + ha +&]} (7.46)
¢i

3pg® h 8rGpy 2

y la variacion respecto al radio cosmologico, a, esta dada por

;o AeerGR* L 3K¢o 3
0T =da | — —_ = =0. 4
J = da ( Pl + 30, asin <hpa> + 27er¢a 0 (7.47)

Entonces obtenemos la siguiente ecuacion para a:

;: 4¢0h27TG Sin2 (u ) ?)K(bg 3

—Da 7.48
3pepi® ) " oGy, (7-48)

que es una ecuacion cibica de la forma Ax® + Bx + C = 0, que tiene una
solucion real y dos imaginarias.
Trabajaremos en el caso K = 0, es decir, en el caso de un universo plano,
entonces se puede despejar a en términos de p, trivialmente
2 /
_ 3pe 1 P
- 2 2 (K
4pomG h? sin® (4p, )

(7.49)

Consideraremos, por simplicidad, que ¢g = 1, entonces sustituyendo en nues-
tra acciéon polimérica obtenemos:

2 2
Py H Pq Py

— — 7.50
4nG 12 sin® (4p,) 3 (7.50)

p
I (Pa,p,) = [ do
/

Notemos que esta accion es la de una particula libre sujeta a un potencial
constante V = —%, pero en una métrica no plana, entonces el Lagrangiano

es de la forma »
L=p?f(pa) + f (7.51)

5Entonces la amplitud de trayectoria estara dada en el espacio de momentos, es decir,
(pf.tf|pi,ti), por lo que las medidas de integracion [Dp(¢)] y [Da(¢)] se veran afectadas de
manera anéloga al Oscilador Armoénico Polimérico haciendo que sobre una suma infinita.
"La derivada total ya no aparece debido a que se elimina por las condiciones de frontera.
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7.2.2. Operador Determinante Funcional y Ecuacién de
Movimiento.

Proseguiremos obteniendo la primera y segunda variacion respecto al mo-
mento (recordemos que la primer variacién nos dan las ecuaciones de movi-
miento y la segunda variacion nos indicaran el operador para el célculo del
determinante funcional).®

A primer orden:

P
- DD )+ 2 L (7.59)
— 2/ (50— )+ f3(0 — o) (7.54)
con f=4
A segundo orden:
T ~ i [ 060 = =) )
— 214500 - o)+ 2ot - 0] o oD+ (750
b |WT 66— o) 4750 - o) do-0) @50
= {—p’Qf 2’ f —¢ 2fp" —2f ddj;} 5(y —¢) (7.58)

Entonces nuestro operador, en forma general, esta dado por

~ 2
W= — {/2f+2pf ¢+2fp//+2fd6;2} (7.59)

El céalculo de este operador no se realizaré en este trabajo, sino que se deja
planteado para futuros proyectos para obtener el determinante de la amplitud
de transicion en el espacio de momentos en la Cosmologia Polimérica.

8Se omitira el subindice a en la variable de los momentos por simplicidad.
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7.2.3. Solucién a la Ecuacion de Movimiento.

Recordemos que para poder trabajar con la ecuacién de movimiento es
necesario considerar

Pa = Pel + Dq (7.60)

donde p,; representa la parte clasica del momento ya que satisface las condi-
ciones de frontera y las ecuaciones de Euler-Lagrange, i.e., p.(¢;) = pa(¢:) =
Do Y Pa(®f) = pal@f) = py, en cambio p, representa la parte cuantica (la
cual no necesariamente satisface las ecuaciones de FEuler-Lagrange) y tiene
las condiciones de frontera siguientes: p,(¢o) = 0 = p,(¢y).

La ecuacion de movimiento para nuestro caso polimérico es:

h Iz
" Zp?cot (Ep) =0 7.61
P =t eo (hp) (7.61)

Para poder resolver la ecuacion (7.61), haremos el cambio de variable
p’ =y y notamos que cot(az) = 1L (In(sin(ax))), entonces la ecuacion (7.61)
queda escrita como sigue:

- o ()] =5 o ()

|
B L (2))] o2

e on ()]

La cual es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden separable

cuya solucién es
Y _ M (7.63)
Yo s (gpo)
Regresando a nuestra variable original, la ecuacién anterior queda como
la siguiente ecuaciéon diferencial de primer orden, que de nuevo es separable,
sin (£p
s (E1o)

cuya solucion es facil ver que es

N [taﬂ(%p)] _ I (60 (7.65)

I tan (2ﬁhp0)  sin (%po

130



Entonces la parte clasica del momento, de la manera mas general, esta
dada por

/

p I P
tan (590 ) ex p(hsm(rm) C @))] (7.66)

2
P = — arctan
0

7.3. Radio Cosmologico Polimérico.

Para calcular la evolucion del radio del universo en cosmologia polimérica
se utiliza la ecuacion (7.48), que nos dice

3K ¢ o

7.67
27TGp¢ ( 0 )

2
;) 4¢0h G . 2 (M
o= 5 —asin” (=p ) +
Polt h
pero en nuestro caso consideramos K = 0, es decir, un universo plano (debido
a las observaciones es el tipo de universo en el que vivimos), entonces la

ecuacion queda como
4¢oh*nG
P, = ¢0—72Ta sin? (Hpa> : (7.68)
Pl h

Para calcular el radio cosmolégico se utiliza la parte clésica del momento
(7.66), asi

o, = 2}96 tan (%po) exp (h Sm(%(jpo) (¢ — ¢Z)>
in (&
sin (ﬁpo) tan? (2%]70) exp (2‘£sm( )(¢ ¢z))

cl

(7.69)

Luego el sin? (%pa) va evaluado en la parte clasica también, entonces

4tan? (Lpo) exp (2§ (0 )(¢ gb’)) (7.70)

Sin2 <%pcl> - , 2
(tan2 (45po) exp (2%sin(p‘gpo) (0= gbz)) * 1>
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A partir de la ecuacion (7.68) despejamos a y obtenemos el Radio del
Universo dado por

(6) = 12 3pg P

TR 81 sin (%po)

tan? (4:po) exp Q%Sm(pg )(qﬁ — gbl)> +1

tan (%po) ex

ho]
VR
ST
2.
=N
= §\
]
o
S~—]

120
100}
80 -
60|
40+

20}

| I I 1 T T 1 I I I I | I I I | X
-4 -2 2 4

Figura 7.1: Representacion del radio cosmologico.

Si escogemos py = Z—Z, entonces la ecuacion del radio del universo queda

de una forma mas compacta dada por

2 3 /
A(6) = 4 prons 0 (7 (0= 90) (7.72)
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Figura 7.2: Representacion del radio cosmologico con la condiciéon inicial

h

Po = ZW.

Asi, notamos que el radio del universo a(¢) presenta un rebote y nunca
es cero, lo que indicaria que la densidad del universo no presenta la singula-
ridad de volverse infinita en tiempos finitos del pasado, que concuerda con el
resultado obtenido por Ashtekar.?

9A.Ashtekar, et. al., Path integrals and the WKB approzimation in loop quantum cos-
mology, Physical Review D 82, 124043, 2010.
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Conclusiones.

La Cosmologia Polimérica se dedica a estudiar la evolucion del universo
con la novedad de debilitar una de las hipotesis del teorema de Stone-von
Neumann para romper con la equivalencia entre los diferentes acercamientos
a la mecanica cuantica (el cuadro de Schrédinger y el cuadro de Heisenberg)
y, en un principio, obtener resultados distintos.

Por ejemplo, en la particula libre polimérica uno obtiene que la velocidad
estd restringida por

y por ende la energia se encuentra acotada:

2

0< H< .
2mu?
En el caso de la particula libre relativista se observa una diferencia entre la
accion no-polimérica y la polimérica, dando como resultado que la velocidad
de la particula polimérica esta acotada, nuevamente, pero ahora por

2ctm? i cASm2u? ASmiut
2 o2 e
- <c + 7 7o + i

que si uno escoge una particula tipo luz, i.e., m = 0 se observa que no son
afectadas por la reticula pues mantienen la velocidad = = c.

En este trabajo se puede apreciar, también, la importancia de la In-
tegral de Trayectoria (o Integral Funcional), pero més ain el uso de los
instantones, que son un método computacional semiclasico que nos permiten
obtener la energia base del sistema aplicando primeramente una rotaciéon de
Wick (¢t — —it) cambiando del espacio Minkowskiano al espacio Euclideano
(iSy = —Sg) vy asi la amplitud de transicion (zy,ts|zo, to) se transforme de
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exponenciales oscilatorias a exponenciales decrecientes y, finalmente, obtener
el limite cuando 7 — oo para obtener la energia base Ej.

El primer ejemplo explicito fue el del oscilador arménico usual y se obtuvo
la energia base que corresponde a la misma que al resolverlo de manera usual
y menos mal, sino el método no daria mucha confianza.

Los instantones se vieron empleados de manera especial en el oscilador
armonico polimérico (OAP) y para la cosmologia polimérica.

En el OAP se dividio el trabajo en aproximaciones del potencial (primer
y segundo orden) y luego el potencial completo se trabajo de dos maneras
distintas.

La primer aproximacion del OAP dio como resultado el oscilador armo-
nico usual mientras que la segunda aproximaciéon dio el potencial de doble
pozo: V(z) = (2% — a*)? que ha sido trabajado en varios textos.

El primer método para obtener el determinante del potencial completo fue
utilizar el teorema de Gel’fand-Yaglom obteniendo un resultado “sinusoidal”
con polinomios de Legendre asociados de primera clase, pero es un resultado
particular e incompleto.

La segunda manera de resolver el potencial completo del OAP fue obser-
var la similitud entre la ecuaciéon de movimiento del OAP y la del potencial
de pozo doble, que dieron como resultado series hipergeométricas con la di-
ferencia de que para el OAP so6lo hay un estado ligado dado por ¢y = 0, en
vez de los dos estados ligados del potencial de pozo doble: ¢g =0y ¢ = %wz.

Debido a la existencia del modo cero (¢ = 0) en el potencial completo
del oscilador armoénico, asi como en el potencial de Poschl-Teller el método
de usar el teorema de Gel’fand-Yaglom se ve incompleto, pero en el segundo
método fue posible obtener la contribuciéon del modo cero con el efecto de la
aparicion de las coordenadas colectivas.

Debido a trabajar en el espacio de momentos (p,) y el uso de la Meca-
nica Cuantica Polimérica, la amplitud de transicion del oscilador armoénico
presenta una suma infinita en la representacion de integrales de trayectoria,
para el instanton relacionado a [ = 0 la amplitud de transicion del OAP es

70

(psle™ Sy S =

1 w 1
=\ 4 —F——¢
o) mh | /sinh(wp) 2 \/2m

donde se observa la contribucién del instantén del oscilador armoénico usual

w 1
Instos = \| ———F————=
o4 mh | /sinh(w)
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y un tipo de densidad de instantéon independiente de 7y

w So
= \/ kSpe”
P /as Ve

.Y en cosmologia de que sirve la mecanica cuantica polimérica?

Recordemos, que en la cosmologia isotropica usual el parametro de Hub-
ble esta dado por H = %N , que si consideramos las condiciones de energia
fuerte (SEC), en un tiempo finito la densidad p diverge, o bien, que el radio
cosmolégico fue cero en algtin tiempo pasado finito.

En cambio en cosmologia polimérica isotropica bajo las condiciones de
energia fuerte al calcular la amplitud de transiciéon del radio cosmologico a,
se obtiene una funcién de la forma para la parte del momento cldsica:

f(z) = ae™ + be™ "

la cual nunca es cero.
, , . _ hm . . L . ,
Maés atn si uno escoge py = . € obtiene que el radio cosmologico esta
determinado por

1 pep o,
W(9) = Fagmg coh (570 (6~ 00)

iLo que nos dice que la densidad no diverge en ningtn tiempo finito!

Lo que procederia a este trabajo es calcular la parte cudntica del momento
para obtener el determinante funcional completo y por lo tanto la amplitud
de transicion del radio cosmoldgico.
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Apéndice A
Aproximacion WKB

El método de aproximacion WKB! est4 basado en el uso de regiones donde
la longitud de onda es mucho méas pequena que la distancia tipica sobre la
que la energia del potencial varia, es decir, lejos de los puntos clasicos de
retorno.

Consideremos la ecuacion de Schrédinger unidimensional

d>V(z) 2m
+ —(FE -V (z))¥(xr)=0 Al
2+ S E - V(@) e) (A1)
y supongamos que nos encontramos en energias lejanas a los puntos de re-
torno donde V' (z) varia “lentamente” con x, entonces proponemos que la
solucién a la ecuacion de Schrédinger toma la forma

U(z) = e W) (A.2)

donde W (z) es una funcion compleja.
Sustituyendo en la ecuacion de Schrodinger, ésta se convierte en
d*W (x) dW (z)

ih— e — (7) +2m(E - V(z) =0 (A.3)

y notemos que el momento cldsico esta dado por p(x) = \/2m(E — V(z))
entonces reescribimo (A.3) como sigue:

zh% — (%ﬁx)) +p*(x) =0 (A4)

!Debido a G.Wentzel, A. Kramers y L. Brilloin.
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Ahora, para representar que el potencial varia “lentamente” hacemos la
suposicion de que
d*W aw ,
<< |- A5
<< TP, (A5)

entonces podemos dar una aproximacion al orden menor de W(x) a través
de

hl

W (2) = £p() (A.6)
que nos guia a obtener la aproximaciéon a primer orde de W (z) mediante

awvi\? W
( dx ) = p(e) +ih dx? (A7)

= p*(x) + ihp'(x)

donde el segundo término es mucho menor que el primero, por lo que W (x)
puede ser aproximado a primer orden como sigue:?

W(x) ~ W (z) = i% / da! /P2 = i/ ()

1 ip(x)

~4+— [ dx'p(z") |1+ =
h/ x'p(z’) [ + 2 pl) (A.8)

1 .
=+ [7—1 /dx’p(x') + %lnp(x)}
Que sustituyendo en nuestra funciéon de onda esta queda dada por
U(r) v —a ek ) | (A.9)
p(z)
entonces 1
U (2)]? ~ (A.10)
p(x)

lo que nos dice que encontrar la particula en el punto x es inversamente
proporcional a su momento “cldsico” y por ello a su velocidad en dicho punto.
En palabras mundanas, una particula no pasarda mucho tiempo en lugares
donde se esté moviendo rapidamente.

2Los limites de integracién no son especificados por ahora.
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Consideremos ahora el problema de dispersion en una barrera de poten-
cial rectangular con una tapa dada por una funcién continua y suave como
potencial. Por simplicidad los bordes del potencial los ponemos en x = 0 y
Tr = Xog.

Entonces para x < 0 la funciéon de onda es

U(x) = Ae™™ + Be ™™ (A.11)
donde A es la amplitud incidente y B la amplitud reflejada, y k = —VghmE
Anélogamente para el lado derecho del potencial, considerando 0 < zy < =,

la funcién de onda es '
U(x) = Fe** (A.12)

donde F' es la amplitud de transmision y no consideramo ondas viajando
hacia la izquierda.

Asi, la probabilidad de transmision es
£

L (A.13)

T
|A[?

Luego, en la region donde V' (z) # 0, es decir, en la region de tunelaje
(0 < x < xg), la aproximacion WKB nos dice que la funcién de onda es?

C L ) D -1 i)
e o + e 0 .

) ) A1)

Consideremos ahora que la barrera de potencial es muy ancha o muy
alta, entonces el coeficiente de la exponencial positiva debe ser muy pequeno
(1 >> C =~ 0) por lo que las amplitudes relativas de la onda incidente y de
la onda transmitida estaran determinadas esencialmente por el decaimiento
total de la exponencial sobre la region no-cldsica, es decir:

z(
|F| —3 [ da’|p(z)]
— e 0 (A.15)
|4
Por lo tanto el coeficiente de transmision estéa dado por
7% zfod:r’ 2m(E-V (z')
To~e "0 (A.16)

3Supongamos que la energia de la particula es menor que el potencial, i.e., E < V(z).
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Las soluciones en las vecindades de los puntos de retorno se encuentran
determinadas al asumir que el potencial puede ser aproximado linealmente,
y haciendo una serie de cambios de variable la ecuaciéon de Schrodinger se
transforma en la ecuaciéon de Airy:

d*>V(z)
dz?

—2U(2)=0 (A.17)

cuyas soluciones son las funciones Airy.

Antes de terminar, regresemos a la interpretacion de la condicion (A.5),
que cuando h — 0 es exacta, lo que sugiere una conexiéon entre la aproxima-
cion WKB y el limite clésico, més atn, son las mismas condiciones, por lo
que a esta aproximacion se le suele denominar aproximacion “semzicldsica”.

Notemos, también que (A.5) es equivalente a |p'(z)| << |p*(z)|, que en
términos de la longitud de onda de D’Broglie tenemos que

h 2E — V()

A= << ,
2m(E — v(z) |dV/dz|

(A.18)

es decir, A debe ser pequena comparada con la distancia caracteristica sobre
la cual el potencial varia apreciablemente. Por lo tanto la aproximacion semi-
clasica es buena en el limite de longitudes de onda cortas, o bien frecuencias
altas, i.e., energias grandes.
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Apéndice B

Cuantizaciéon de Dirac y Método
de Promedio sobre el Grupo

B.1. Teoria de norma y Cuantizaciéon de Dirac

Partiendo de las ecuaciones de Euler-Lagrange

d (0L oL
— —— =0 B.1
Toda teoria de norma debe satisfacer:
0°L )
det —— | =0 B.2
<aQi8(Jj ( )

Lo que implica que no todas las aceleraciones estan determinadas por
las ecuaciones de movimiento y, por ende, hay cierta arbitrariedad en nues-
tra teoria, la cual se ve reflejada en las soluciones de dichas ecuaciones que
contienen parametros arbitrarios. Asi, los observables de la teoria son combi-
naciones de variables dindmicas independientes a estos parametros (llamados
invariantes de norma).

Una observacién muy importante es que no toda teoria que cumple con
(B.2) es una teoria de norma.

La ecuacion (B.2) nos dice, también, que no todos los momentos p; = g—é
estan determinados por las velocidades, es decir, existen ki relaciones del
tipo:
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Donde = significa que estas relaciones son cero una vez evaluados todos
los paréntesis de Poisson donde ellas aparezcan.

A este tipo de relaciones se les denomina como constricciones primarias.
El ntimero de constricciones primarias independientes es igual a la dimension
de la matriz definida por (B.2) menos el rango de ésta.

A partir de ahora consideraremos, por simplicidad, que todas las cons-
tricciones primarias son independientes y bosonicas generando un subespacio
del espacio fase denominado superficie de constriccion, sobre la cual esta res-
tringido el movimiento.

Como buscamos construir una teoria Hamiltoniana introducimos el Ha-
miltoniano canénico:

Hi=¢p; — L (B.4)

Notemos que este Hamiltoniano no esta bien definido, pues no esta de-
terminado univocamente como una funciéon de los momentos y coordenadas,
ya que las variaciones de estas variables no son todas independientes (estan
restringidas para preservar las constricciones primarias).

Entonces, el Hamiltoniano estaré bien definido (univocamente) sobre la
superficie de constriccion y al extenderlo fuera de ésta existira arbitrariedad.

Definimos, asi, el siguiente Hamiltoniano:

Hi=Ho+ )\Al(I)Al (B5>

Donde A, rotula las constricciones primarias y A*! son los multiplicadores
de Lagrange (arbitrarios hasta el momento).

Para que haya consistencia en este método de cuantizacion es necesario
que la superficie de constriccion se preserve en el tiempo, es decir, ® 4, ~ 0,
que implica:

{a, Ha} = VIO, + V3204, ~ 0 (B.6)

Notese que pueden aparecer nuevas constricciones ® 4, independientes de
las primarias, las cuales llamaremos constricciones secundarias. Si aparecen,
se se exige que su superficie de constriccion se preserve también en el tiem-
po, que puede dar lugar a nuevas constricciones, llamadas terciarias y asi
sucesivamente, hasta que ya no se encuentren nuevas constricciones.

Teniendo el conjunto de todas las constricciones, se definen las constric-
ciones de primera clase como aquellas con paréntesis de Poisson =~ 0 con
todas las constricciones. Es decir, F', es constriccion de primera clase si:

{F, 24} =Vi(p, )P (B.7)
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donde A =1,...M y M = ki + ko + ... + k,,, con k; es el nimero de
constricciones de la i-ésima generacion.

Todas las constricciones que no satisfacen esta condicion se les llama
constricciones de sequnda clase.

Definimos a las constricciones de primera clase G, a todas aquellas que
satisfagan:

{Ga. ®5} = Cp(p, ) ®c (B.8)

con a € N, de este modo, las funciones de estructura CS5(p, q) generan un
algebra de Lie, cuando son funciones constantes. En el caso de las constric-
ciones de primera clase no es posible determinar todos los multiplicadores de
Lagrange asociados a ellas y éstos son los parametros arbitrarios que apare-
cen en las soluciones a las ecuaciones de movimiento. Sin embargo, para las
constricciones de segunda clase (x,), la matriz

Coz,B - {Xom Xﬂ}

tiene determinante diferente de cero, entonces es invertible permitiendo en-
contrar todos los multiplicadores de Lagrange. Por lo que si una teoria sélo
tiene constricciones de segunda clase no existe libertad de norma atin cuando
cumpla con (B.2).

Por lo tanto concluimos que una teoria de norma, desde el punto de vista
Hamiltoniano, es aquella que satisface (B.2) y tiene al menos una constriccion
de primera clase.

De acuerdo al Hamiltoniano 1, los generadores de las transformaciones
de norma son las constricciones de primera clase primarias, aunque P.A.M
Dirac postul6 que todas las constricciones de primera clase de todos los 6rde-
nes generan una transformacion de norma (algo cierto para sistemas fisicos)
dada por:

OF ={F, "G, } (B.9)

con €* una funcién que, en general, depende del tiempo, posiciones y
momentos.

Ahora estamos en la posibilidad de escribir, en lugar del Hamiltoniano H,
otro Hamiltoniano que toma en cuenta todas las constricciones de primera
clase y la arbitrariedad al extenderlo fuera de la superficie de constriccion,
denominado Hamiltoniano Extendido:

e = Ho + \°G, (B.10)

Donde G, =0y a =1, ..., nimero de constricciones primera clase.
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B.2. Método de Promedio sobre el Grupo de
vuelta

“Group averaging”, traducido como método de promedio sobre el grupo,
es un método muy poderoso para cuantizar sistemas con constricciones, por
lo que es empleado en la cuantizacion de Dirac, la cual deja muchas preguntas
abiertas respecto a los observables y al producto interior entre estados fisicos.

La importancia de este método radica en que da una forma constructiva
de obtener estados fisicos y los observables.

Basandose en la cuantizacion de Dirac, uno genera dos espacios de esta-
dos: el primero es auxiliar, denominado el espacio cinemdtico (Hyy), donde
las constricciones estdn formuladas como operadores y el segundo espacio
es el espacio fisico (Hpnys) que contiene a los estados que “resuelven” las
constricciones: o

6_%/\g|\ljphy8> = | Wphys) (B.11)

El meollo del asunto es que Hppys lo queremos como un espacio de Hilbert,
es decir, hay que bien definir un producto interior.

El espacio de estados cineméticos se cuantiza de la forma usual, es decir,
corresponde a un sistema sin constricciones (simplemente las ignoramos) y
para hacerlo un espacio de Hilbert le asignamos el producto interior dado,
por ejemplo, como un mapeo de ciertas funciones reales sobre el espacio fase
sin constricciones a operadores Hermitianos sobre Hy;,

Una vez con el espacio de Hilbert Hy;,, se aplica el método de group
averaging para ‘resolver” las constricciones y definir un producto interior
sobre Hppys.

Para detallar este método consideremos que las constricciones son reales y
que forman un algebra de Lie con su grupo unimodular (G, entonces las cons-
tricciones por ser reales las implementamos como operadores Hermitianos
en Hpin' que generan una representacion unitaria U (g — U(g)) del grupo
de norma G, entonces, debido a la condicion (B.11) los operadores unitarios
U(g) dejan invariantes a los estados fisicos, es decir,

U(9)|\I/phys> = |\I’phys> (B.12)

Como (B.12) no necesariamente se encuentra en el espectro discreto de
U(g), entonces Hy;, podria no tener algunas soluciones, por lo que hay que

I'Cuando las constantes de estructura son funciones esto no es posible, como sucede en
la teoria de gravedad canodnica.
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considerar un espacio ®* donde si estén y que Hy;, esté contenido en éste.?
Para obtener este espacio, consideremos primero un subespacio ® de Hy;,
de “estados prueba”, entonces construimos ®* como el espacio de funcionales
lineales sobre ® que sean continuos respecto a la topologia inducida por Hi,-

® se escoge de tal manera que los operadores U(g) sea un automorfismo,
entonces la accion dual de U(g) estara bien definida sobre f € ®* dada por

U(9)f(¢) = f(U(g")¢) (B.13)
Ve d.
Entonces las soluciones de las constricciones son f € ®* tales que:
Ulg)(f) = f (B.14)
VgedG.

Notamos que los estados fisicos no necesariamente estan en Hy;,, entonces
fG dgU(g) no es un operador de proyeccion, pero con el método de group
averaging podemos “proyectar” estos estados sobre ®* que si son soluciones
a las constricciones. Luego consideramos el mapeo n : & — ®&* dado por

(Bein) = (Dl /G dgU(g) = (dunus] (B.15)

el cual esta bien definido si y solo si la integral [, dg(drin|U(9)|%kin) converge

v ¢kin7 77Z1kzn € d.

Asumiendo que esto ocurre, tenemos que 7 es un mapeo antilineal (o
semilineal) entre ® y su dual ®*. Debido a la invarianza traslacional de la
medida de Haar 3 nos asegura que son soluciones a las constricciones.

Falta definir s6lamente el producto interior en thy8:4

(n(Ckin) IN(Pkin) = 1(Prin) (Vrin) (B.16)

Este producto interior tiene una propiedad especial:

Operadores Hermitianos invariantes bajo transformaciones de norma en el
espacto Hyi, serdn operadores Hermitianos sobre el espacio Hppys.

2Los elementos de ®* son estados generalizados.

3La medida de Haar est4 dada por dg, en un grupo unimodular de Lie las dos medidas.
dadas por la traslaciéon derecha e izquierda, son las mismas.

4es el mismo producto interior visto con anterioridad solo que escrito de manera més
general.
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