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1 Introducción

Las Ciencias de la Computación son una rama del saber relativamente joven,
aunque a lo largo de la historia han aparecido ya ideas y mecanismos que pue-
den considerarse como parte de las Ciencias de la Computación, por ejemplo, en
libros como Los Elementos de Euclides y mecanismos como el ábaco. No fue
hasta años recientes que comenzó a formalizarse su estudio como una ciencia,
en 1931 Kurt Gödel [36] con su teorema de incompletitud dio los fundamentos
matemáticos de las Ciencias de la Computación, y en 1936 Alan Turing y Alon-
zo Church presentaron la formalización de un algoritmo, con límites en lo que
puede ser calculado, y un modelo “puramente mecánico” para la computación
[20, 21].

La Geometría Computacional es una rama de las Ciencias de la Computación
cuyo objeto de estudio son algoritmos para resolver problemas del tipo geomé-
trico. Una de sus ramas, y en la cual reside el problema tratado en esta tesis, es
la Geometría Computacional Combinatoria la cual, como su nombre lo indica,
está íntimamente relacionada con la Geometría Combinatoria; ambas tienen un
enfoque diferente de un mismo problema. La Geometría Combinatoria es una
rama de las Matemáticas Discretas que estudia las propiedades combinatorias
de objectos geométricos discretos.

Por un lado la Geometría Combinatoria se pregunta sobre las propiedades y
diferentes configuraciones que puedan tener ciertos objetos geométricos, y la
Geometría Computacional se pregunta sobre la eficiencia tanto en tiempo y es-
pacio del algoritmo que contabiliza dichas configuraciones, o la construcción
de los mismos objetos. La relación que tienen ambas disciplinas es que la com-
plejidad de un algoritmo puede depender de las propiedades combinatorias que
tienen los objetos geométricos y a la vez un algoritmo puede darnos una noción
de qué propiedades pueden tener ciertos objetos geométricos [55].
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1.1. Estructura de la tesis

El objeto de estudio de esta tesis radica en las variantes del problema de Erdős-
Szekeres [27] sobre la existencia y cantidad de m-ágonos vacíos convexos en
un conjunto de puntos en el plano. A lo largo de toda la tesis supondremos que
trabajamos con familias de puntos están en posición general a menos que se
diga explícitamente lo contrario.

En el capítulo 3 se exponen los resultados sobre m-ágonos vacíos o m-hoyos,
como el famoso "Happy end problem" así como las ideas que se usaron para
resolver los problemas de este estilo.

En el capítulo 4 se tratará la variante donde los conjuntos de puntos en el plano
están coloreados, y definimos m-n-hoyos donde los hoyos están formados por
m puntos de una clase cromática y n de la otra clase.

El capítulo 5 nos enfocamos en la variante de m-n-hoyos donde m = 3 y n =
1. Aquí se expondrán los resultados, entre los cuales está la existencia y cota
mínima O(n2), así como cotas máximas en las variantes de 3-1-hoyos convexos,
no convexos y generales.

En el resto del presente capítulo se darán las definiciones básicas para el enten-
dimiento de la tesis.



2 Definiciones

Casi todas las definiciones fueron obtenidas de [54] que a su vez la mayoría
fueron obtenidas de [53]. Sea S un conjunto de puntos en el plano.

Definición 1 El conjunto S está en posición general si no hay 3 puntos colineales
de S, es decir, si no existe una línea recta que pase por 3 punto de S.

Definición 2 Un polígono en S es la región del plano cerrada y conexa, cu-
yo contorno consiste en segmentos de recta consecutivos, formando una curva
cerrada. A los extremos de estos segmentos se les conoce como vértices del po-
lígono y a los segmentos como aristas, la arista que hay entre dos vértices p y
q, de S, se representará como pq.

Un polígono es simple si no existen 2 aristas que se intersecten salvo en el
vértice que comparten si son consecutivos. Un polígono con m vértices se re-
presentará como un m-ágono (figura 2.1a).

(a) Polígono simple. (b) Polígono no simple.

Figura 2.1: Ejemplos de polígonos simples y no simples.

Definición 3 Un polígono P es convexo si para cualesquiera dos vértices
p1, p2 ∈ P el segmento de recta p1 p2 está completamente contenido en P (fi-
gura 2.2).

Definición 4 Un m-hoyo es un m-ágono cuyos puntos son vértices de S y no
contiene en su interior puntos de S.

Definición 5 Decimos que S está k-coloreado si S está dividido en k ≥ 1 partes
no vacías y ajenas S1,S2,S3, . . . ,Sk llamadas clases cromáticas de S. A los puntos

3
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(a) 6-ágono convexo. (b) 7-ágono no convexo.

Figura 2.2: Ejemplos de m-ágonos convexos y no convexos.

de la clase Si los llamaremos puntos de color i. Si S sólo tiene puntos de una
clase cromática diremos que es monocromático y si tiene puntos de dos clases
cromáticas distintas diremos que es bicoloreado.

Definición 6 Sea S = S1∪S2 un conjunto de puntos bicoloreados, un m-n-hoyo
de S es un k-hoyo de S tal que tiene exactamente m vértices de una clase cro-
mática y n de la otra y además m+n = k (figura 2.3).

Figura 2.3: Conjunto de puntos bicoloreados con 3-1-hoyos.

Definición 7 Un rayo de p a q denotado por −→pq es el segmento de recta que
empieza en p y se extiende al infinito pasando por q (figura 2.4).

Definición 8 Sean p, q y r tres puntos no colineales. Definimos la cuña ∧(pqr)
como el espacio entre los rayos −→pq y −→pr. A p se le conoce como ápice (figura
2.5).
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Figura 2.4: Rayo del punto p al punto q.

Figura 2.5: Cuña ∧(pqr).





3 k-ágonos y k-hoyos

Este capítulo está basado en [1, 17, 46, 57], en donde se trata el Teorema Erdős-
Szekeres que dice “para todo número natural k existe un número g(k) tal que
cualquier conjunto con al menos g(k) puntos en posición general contiene un
k-ágono convexo”. Además se darán resultados sobre k-ágonos y k-hoyos.

3.1. k-ágonos

En 1933 Esther Klein planteó la siguiente pregunta: “¿Es verdad que para cual-
quier número k hay un mínimo entero g(k) tal que para cualquier conjunto de
g(k) puntos siempre contiene un k-ágono convexo?” Klein observó que g(4)= 5
ya que, para cinco puntos, sólo hay 3 configuraciones de puntos (figura 3.1).
Aquí fue donde se despertó el interés de Erdős y Szekeres en el problema sien-
do parcialmente respondido en 1935 [27]. El problema es conocido dentro de la
literatura como Happy end problem (El problema del final feliz) ya que Szeke-
res y Klein se comprometieron mientras colaboraban, casándose al poco tiempo
después [16, 38].

Kalbfleisch y otros probaron que g(5) = 9 en 1970 [42]. El problema es real-
mente complicado, pues no fue hasta el año 2006 que el caso k = 6 fue resuelto
por una búsqueda exhaustiva por computadora donde se prueba que g(6) = 17
[55]. Esta forma de búsqueda por computadora fue introducida por Goodman y
Pollack [35] en 1983 en la cual se asigna una orientación a cada terna de puntos
en el plano. Usando varias observaciones de Szekeres y Peters se pudieron re-
ducir significativamente la cantidad de configuraciones, haciendo el problema
tratable desde una computadora al buscar soluciones para conjuntos pequeños
y así tratar de encontrar un patrón que se pueda generalizar [12].

El famoso Teorema Erdős–Szekeres [27] muestra que g(k) es finito para toda
k.

Teorema 3.1.1 Para todo número natural k existe un numero g(k) tal que cual-
quier conjunto con al menos g(k) puntos en posición general contiene un k-
ágono convexo.

7
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Figura 3.1: 5 puntos siempre contienen un cuadrilátero convexo.

Demostración. Sin pérdida de generalidad supondremos que todos los puntos
tienen una coordenada x diferente, en caso de que no fuera así, bastaría con
hacer una pequeña rotación.

Sea X un conjunto de puntos en posición convexa; diremos que X es un cup, si
su cierre convexo tiene una arista, tal que deja todos los puntos por debajo, es
decir, si los vértices de X se encuentran en la gráfica de una función convexa, por
lo cual al tomar las pendientes de las rectas de los vértices tomados de izquierda
a derecha éstos aumentarán (figura 3.2a).

Análogamente, X es un cap si su cierre convexo tiene una arista que deja todos
los puntos arriba, o podemos ver a los vértices de X como gráfica de una fun-
ción cóncava (figura 3.2b). En español cap es gorra y cup es copa, pero por su
prevalencia en la literatura se usan los términos en ingles.

Un k-cap es un capcon k vértices y un l-cup es un cup con l vértices.

Definimos f (k, l) como el menor número tal que para cualquier conjunto de
f (k, l) puntos tiene un k-cap o un l-cup, como están en posición convexa, se
cumple que:

g(k)≤ f (k,k),
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(a) 6-cup. (b) 8-cap.

Figura 3.2: Ejemplos de k-cap y l-cup.

por lo que bastará dar una cota superior de f (k,k) para probar el teorema 3.1.1.

A continuación probaremos por inducción la siguiente desigualdad;

f (k, l)≤
(

k+ l−4
k−2

)
+1. (3.1)

Caso Base: Si k ≤ 2 o l ≤ 2 entonces se cumple claramente la igualdad, pues

f (2, l) = f (k,2) = 2 = 1+1 =

(
l−2

0

)
+1 =

(
k−2
k−2

)
+1.

Hipótesis de inducción: Supongamos que k, l ≥ 3 y tanto f (k− 1, l) como
f (k, l−1) cumplen la ecuación 3.1.

Sea P un conjunto con f (k− 1, l)+ f (k, l− 1)+ 1 puntos, a continuación pro-
baremos que P tiene un k-cup o un l-cup. Por contradicción, supongamos que P
no contiene un k-cup ni un l-cap. Sea X el conjunto de los primeros f (k−1, l)
puntos de P de izquierda a derecha, es decir, tiene una coordenada x menor y sea
Y = /0. X no puede tener un l-cup porque entonces P tendría un l-cup y estamos
suponiendo que no contiene uno, en consecuencia tiene un (k−1)-cap.

El algoritmo procederá de la siguiente forma: tomaremos el elemento p más a
la derecha de X y lo agregaremos a Y , es decir, Y = Y ∪{p}. A su vez elimina-
remos a p de X , X = X\{p}. Repetiremos este proceso hasta que no haya más
elementos en P por lo que Y tendrá f (k, l− 1) elementos. Nuevamente, Y no
puede tener un l-cap pues estaría en P y sería una contradicción, en consecuen-
cia Y tiene un (l−1)-cup. Por construcción Y está formado por puntos que son
parte de un (k− 1)-cap. Sea p∗ el punto mas a la izquierda del (l− 1)-cup de
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Y y sea x el penúltimo elemento del (k− 1)-cap del que tomamos a p∗ y sea y
el segundo elemento del (l− 1)-cup de Y . Como los puntos están en posición
general, entonces p∗, x, y forman un 3-cup o un 3-cap.

Si p∗, x y y forman un 3-cup entonces podemos agregar a y al (k−1)-cap del que
forma parte p∗ con lo que tendríamos un k-cap lo cual sería una contradicción
(figura 3.3a).

Si es un 3-cap entonces podemos agregar a x al (l−1)-cup de Y , formando así
un l-cup lo cual es una contradicción (figura 3.3b).

(a) Formación l-cap. (b) Formación k-cup.

Figura 3.3: Formación de l-cap o k-cup en el Teorema Erdős-Szekeres.

Por lo tanto se cumple la ecuación 3.1 y en consecuencia se cumple que

g(k)≤
(

2k−4
k−2

)
+1.

Las mejores cotas para el problema son 2k−2+1≤ g(k)≤
(2k−5

k−2

)
+1 para k > 5.

La cota inferior es de Erdős y Szekeres [28], la cual se sabe que es justa para
n = 2,3,4 y 5. Se conjetura que es justa.

La cota superior ha sido mejorada a lo largo de los años. La cota de Erdős-
Szekeres fue g(k) ≤

(2k−4
k−2

)
+ 1 la cual mostramos en el Teorema 3.1.1. Poste-

riormente el +1 sería eliminado por Chung y Graham [19], para esto tuvieron
que pasar 63 años lo cual, como habíamos mencionado, nos da una idea de la
dificultad del problema.
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Después Kleitman y Pachter [44] mejoraron la cota a g(k) ≤
(2k−4

k−2

)
+ 7− 2k.

Finalmente G. Tóth y P. Valtr mejoraron la cota primeramente a g(k)≤
(2k−5

k−2

)
+

2 [56] en 1988 y después en 2005 reduciendo el +2 por +1 siendo actualmente
la mejor cota obtenida por estos autores [57].

En 1973, Erdős y Guy plantearon en [26] la siguiente generalización: “¿Cuál
es el menor número de k-ágonos convexos que contiene cualquier conjunto S
con n puntos?” La solución trivial para el caso k = 3 es

(n
3

)
puesto que, como

los puntos están en posición general, cada terna de puntos forma un triángulo y
entonces al menos tenemos

(n
3

)
, que de hecho también es el máximo.

Para k = 4 la pregunta resulta particularmente difícil, ya que está relacionada
con el problema de búsqueda del número de cruces rectilíneos de S, denotado
normalmente por cr(S). Si tomamos la gráfica completa de S entonces cr(S)
es el mínimo número de intersecciones propias (entre aristas) que ocurren para
cualquier conjunto S de cardinalidad n. Determinar cr(S) es un problema bien
conocido de la Geometría Discreta; pueden consultarse referencias generales
del problema en [5, 16, 26] y para conjuntos pequeños la referencia es [2].

Para finalizar la sección de k-ágonos, en la tabla 3.1 se muestran las mejores
cotas para k-ágonos convexos, no convexos y generales [5].

convexo no convexo general
mínimo máximo mínimo máximo

k = 4 cr(n) 3
(n

4

)
−3cr(n)

(n
4

)
3
(n

4

)
−2cr(n)

Θ(n4) Θ(n2) [11] Θ(n2) [11] Θ(n2) [11]

k = 5 Θ(n5)
[16] 10

(n
5

)
−2(n−4)cr(n)

(n
5

)
Θ(n5)

[5]
Θ(n5) [11] Θ(n5) [11]

k ≥ 6 Θ(nk)
[5]

Θ(nk)
[5]

(n
k

)
Θ(nk)

[5]
Θ(nk) [5]

Tabla 3.1: Cotas para el número de k-ágono convexos, no convexos y generales,
obtenida de [5].

3.2. k-hoyos convexos

Los k-hoyos son una variante del problema Erdős-Szekeres donde pedimos que
el k-ágono esté vacío, es decir, no tenga puntos en su interior. Fue en el año 1978
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en que Erdős planteó la siguiente pregunta relacionada a k-hoyos: “¿Cuál es el
menor entero h(k) tal que para cualquier conjunto S con h(k) puntos en el plano
contiene al menos un k-hoyo convexo?” La respuesta trivial para h(3) es 3 pues
3 puntos en posición general siempre definen un triángulo y h(4) es 5 pues todas
las configuraciones de 5 puntos tienen un 4-hoyo (figura 3.1) y con 4 puntos
podemos tener un triángulo con un punto adentro. Por su parte Harborth mostró
que 10 puntos siempre contienen un 5-hoyo convexo [37], es decir, h(5) = 10.
Cinco años después Horton mostró que hay conjuntos arbitrariamente grandes
que no contienen 7-hoyos convexos; a esta construcción se le conoce como el
conjunto de Horton [39] (figura 3.5).

Como el conjunto de Horton puede ser arbitrariamente grande y no tiene 7-
hoyos convexos, en consecuencia para toda k ≥ 7 tampoco tendrá un k-hoyo
puesto que entonces tendría un 7-hoyo (figura 3.4). A continuación mostraremos
la construcción de dicho conjunto, así como las razones por las que no puede
tener un 7-hoyo.

Figura 3.4: 7-hoyo convexo dentro de un 9-hoyo convexo.

Definición 9 Sea H un conjunto finito de puntos en el plano. H es un conjunto
de Horton si |H| ≤ 1 o se cumple que existen dos subconjuntos H−, H+ tales
que:

H = H+∪H− .

H+ y H− son conjuntos de Horton.

Dados p,q ∈ H+, p 6= q la recta que pasa por p y q deja todos los puntos
de H− por debajo, y dados r,s∈H−, r 6= s la recta que pasa por r y s deja
todos los puntos de H+ por encima.
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A continuación mostraremos la construcción recursiva mostrada en [39]. Sea k
un entero positivo; el conjunto de Horton Hk con 2k puntos se define como:

1. H1 = {(0,0),(1,0)}

2. Hk consiste de dos conjuntos H−k−1 y H+
k−1 definidos a partir de Hk−1, si

p = (i, j) ∈ Hk−1 entonces p′ = (2i, j) ∈ H−k−1 y p′′ = (2i+ 1, j+ dk) ∈
H+

k−1, donde dk es un número lo suficientemente grande para que la recta
que pase por cualquiera dos puntos de H+

k−1 deje por debajo a todos los
puntos de H−k−1

Figura 3.5: Conjunto de Horton H4 que no contiene 7-hoyos convexos.

Ahora bien, visto de una manera mucho más simple, cada iteración de Hor-
ton toma la anterior, la mueve un poco a la derecha y la sube lo suficiente. Si
ordenamos los puntos con respecto a la coordenada x, observaremos que alter-
nará entre H−k−1 y H+

k−1. Antes de probar que el conjunto de Horton no contiene
k-hoyos convexos para k ≥ 7 probaremos el siguiente lema.

Lema 3.2.1 Para todo 4-cap de Hk existe un punto debajo de él.

Demostración. La prueba se hará por inducción sobre k.

Caso base: k = 2 tendremos 4 puntos en zigzag y entonces por vacuidad se
cumple la propiedad.

Hipótesis de inducción: Para 4-cap ∈Hk−1 existe un punto de Hk−1 que está por
debajo del 4-cap.
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Por contradicción supongamos que Hk tiene un 4-cap C tal que no tiene un punto
de Hk debajo de él. Como H+

k−1 y H−k−1 son un conjunto de Horton Hk−1, C no
puede estar completamente contenido en H+

k−1 ni en H−k−1 pues por hipótesis
de inducción tendría un punto debajo de él. En consecuencia debe tener puntos
tanto en H+

k−1 como en H−k−1.

C no puede tener 3 puntos en H−k−1, digamos x,y,z ordenados de izquierda a
derecha, ya que para todo p ∈ H+

k−1 las rectas generadas por x,y,z pasan por
debajo de p impidiendo así la formación de un 4-cap (figura 3.6a).

Por lo tanto deben haber dos puntos de C en H+
k−1 digamos a,b. Si vemos los

puntos de izquierda a derecha debe haber un punto en c ∈ H−k−1 tal que está
entre a,b como quedaría debajo de C entonces c ∈ C, pero ésta configuración
no puede formar un cap pues tendríamos pendientes aumentando, por lo tanto,
para todo 4-cap en Hk existe un punto debajo de él (figura 3.6b).

(a) Si hay 3 puntos x, y, z en H−k−1 en-
tonces las rectas generadas por es-
tos puntos dejan por encima todos
los puntos de h+k−1 impidiendo for-
mar un 4-cap.

(b) Si a y b ∈ H−k−1 entonces ∃ c ∈
H−k−1 debajo del cap y no puede ser
parte del 4-cap.

Figura 3.6

Análogamente se prueba que para todo 4-cup de Hk existe un punto por encima
de él. Ahora probaremos que todo conjunto de Horton no puede contener un
7-hoyo convexo.

Teorema 3.2.1 Hk no contiene un 7-hoyo convexo.

Demostración. La prueba se hará por inducción en k.
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Caso Base: Para k = 1 no existen 7 puntos, por lo que la propiedad se cumple
por vacuidad.

Hipótesis de inducción: Para toda k′ < k, Hk′ no tiene 7-hoyos convexos

Por contradicción supongamos que Hk tiene un 7-hoyo convexo, llamado h.
Como por hipótesis de inducción H+

k−1 y H−k−1 no tienen 7-hoyos convexos, en
consecuencia h debe tener puntos en H+

k−1 y H−k−1 teniendo en alguno de los dos
al menos 4 puntos, si dichos puntos están en H+

k−1 entonces formarán un 4-cap
por ser h convexo, si están en H−k−1 entonces formarán un 4-cup. Si tenemos
un 4-cap entonces por el lema 3.2.1 hay un punto en H+

k−1 que está por debajo
del 4-cap, por lo que estará dentro de h, y entonces h no sería un hoyo convexo
(figura 3.7). Análogamente si tenemos un 4-cup, de donde concluimos que H
no tiene 7-hoyos convexos.

Figura 3.7: Cualquier 7-ágono con 4 vértices en H+
k no puede ser 7-hoyo convexo.

La respuesta para k = 6 fue en extremo difícil, hubo muchos intentos de resol-
verla. Horton en su artículo donde muestra que no siempre hay 7-hoyos conve-
xos, menciona su creencia de que h(6) existe [39], Overmars y otros muestran
que de existir debe cumplir que h(6)≥ 27 [49]. No fue sino hasta el año 2007/08
que Nicolás [47] e independientemente por Gerken [33, 34] que conjuntos de
puntos suficientemente grandes siempre tienen al menos un 6-hoyo. La idea de
ambas pruebas es observar que para una cierta k, dentro de un k-ágono hay un
6-hoyo. Nicolás probó que h(6)≤ g(25) mientras que Gerken probó de manera
exhaustiva que si en un conjunto hay un 9-ágono convexo, entonces hay un 6-
hoyo, permitiendo así mejorar la cota a h(6)≤ g(9). No es posible obtener una
mejor cota aproximando por k-ágonos puesto que hay conjuntos de puntos que
no contienen 6-hoyos pero si 8-ágonos [33, 48] (figura 3.8).

La mejor cota mínima para h(6) es 30, ya que hay conjuntos con 29 puntos que
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Figura 3.8: Conjunto con 8-ágono pero sin 6-hoyo [33].

no contienen 6-hoyos convexos. El conjunto fue encontrado por una búsqueda
exhaustiva por computadora por Overmars en 2002 [48]. La cota superior está
acotada por h(6)≤ g(6)≤ 1,717. Cabe resaltar que de ser cierta la conjetura de
Erdős g(k) = 2k−2 +1 la cota baja a 129 puntos.

La generalización natural a la pregunta de Erdős sobre k-hoyos es: “¿Cuál es el
menor número hk(n) de k-hoyos convexos determinado por cualquier conjunto
de n puntos en el plano?” La Tabla 3.2 muestra las mejores cotas para k =
3, . . . ,6 [5].

n2− 32
7

n+
22
7
≤ h3(n)≤ 1.6196n2 +o(n2)

n2

2
− 9

4
n−o(n)≤ h4(n)≤ 1.9397n2 +o(n2)

3
4

n−o(n)≤ h5(n)≤ 1.0207n2 +o(n2)

n
229
−4≤ h6(n)≤ 0.2006n2 +o(n2)

Tabla 3.2: Cotas para hk(n) para k = 3,4,5,6 [7, 18, 58].

Las cotas superiores de la Tabla 3.2 son de Bárány y Valtr [18], las cuales fueron
mejoras de las construcciones de Dumitrescu del año 2000 [25], que a su vez
fue mejora de lo publicado por Valtr en el año 1992 [59].



17 3.3. k-hoyos generales

Respecto a las cotas inferiores para k ≤ 5, Dehnhardt mostró en su tesis de
doctorado [22] que n≥ 13, h3(n)≥ n2−4n+10, h4(n)≥

(n−3
2

)
+6 y h5(n)≥

3b n
12c en el año de 1987 y posteriormente se publicaron cotas mas débiles para

dichos casos, la razón de ello, es que la tesis fue publicada en alemán y además
era de difícil acceso. Sólo hasta el año 2011 fue posible mejorar el resultado
[7, 10, 11, 30, 31, 58], la mejor cota fue dada por Aichholzer y otros en 2014
[7] usando un resultado de García [31].

Una pregunta que surge es si hay una relación entre hk(n), h j(n) donde
k 6= j, y la respuesta es afirmativa. En el año 2006 [52] Pinchasi mostró que
h4(n)≥ h3(n)− n2

2 −O(n) y h5(n)≥ h3(n)−n2−O(n). La consecuencia direc-
ta de esto es que si se mejora el factor cuadrático de la cota inferior en h3(n)
implica una mejor cota inferior para h4(n) y h5(n).

La cota inferior para 6-hoyos actual fue dada por Valtr[58] basándose en
el resultado de Koshelev de h6(463) ≥ 1 [45]. Cabe resaltar que la idea de
usar h6(n) de un n en particular fue primeramente usada en el año 2011 [4]
donde basándose en que h6(1,717) ≥ 1 de Gerken [34], dando por resulta-
do que h6(n)≥ bn−1

858 c−2 de usarse el resultado de Koshelev se llega a que
h6(n)≥ n

231−O(1).

3.3. k-hoyos generales

La siguiente variación es cuando empezamos a contar k-hoyos no convexos.
Dado un conjunto S de n puntos en el plano, ¿hay más k-hoyos convexos o k-
hoyos no convexos? Recordemos que por k-hoyo general nos referimos a un
k-ágono vacío donde no nos importa si es convexo o no. ¿Cuáles son las cotas
mínimas y máximas para k-hoyos no convexos y generales? A partir de este
momento cuando se digamos k-hoyo nos referiremos a un k-hoyo general.

Es claro que para k-hoyos convexos los conjuntos que maximizan son de puntos
en posición convexa, sin embargo no necesariamente es así cuando considera-
mos k-hoyos generales pues k puntos en posición convexa dan lugar a un hoyo
convexo, pero si tomamos una configuración diferente, puede haber más de un
hoyo no convexo (figura 3.9).

Las respuestas para 4-hoyos han sido respondidas en [6] donde se muestra que
para n ≥ 9 el conjunto que maximiza el número de 4-hoyos son puntos en po-
sición convexa; dicha prueba dio la idea para probar el teorema 5.2.1, la cual
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Figura 3.9: 4 puntos pueden dar lugar a 3-hoyos no convexos.

consiste en partir de una cota superior de un conjunto S con triángulos no vacíos
e ir reduciendo la cota, observando que el mínimo número de 4-hoyos es al me-
nos 5

2n2−Θ(n) y que el máximo número de 4-hoyos no convexos es al menos
n3

2 −Θ(n2log(n)).

Los resultados de 5-hoyos se pueden consultar en [11] donde se muestra que pa-
ra n≥ 86, el conjunto que maximiza el número de 5-hoyos es de puntos en posi-
ción convexa; que el mínimo número de 5-hoyos es al menos 17n2−O(n); y que
el máximo número de 5-hoyos no convexos es al menos n3

2 −Θ(n2log(n)).

Claramente hay similitudes entre las pruebas de 4-hoyos y 5-hoyos, por lo que
en 2014 se probaron los resultados correspondientes a k-hoyos [5]. El máximo
número de k-hoyos se alcanza con conjuntos en posición convexa para toda
k≥ 4 y n≥ 2(k−1)!

(k
4

)
+k−1 [5]; el máximo número de k-hoyos no convexos

está acotado por O(nk−1), siendo una cota justa pues hay conjuntos con Ω(nk−1)
k-hoyos no convexos.

Una conjetura sobre 3-hoyos es que cualquier conjunto S de puntos contiene
un segmento tal que pertenece a un número superconstante de 3-hoyos, dicha
conjetura es de Bárány-Károlyi, y fue de especial interés al ver la relación del
problema de 3-1-hoyos con la conjetura, puesto que una cota supercuadrática de
4-hoyos (un 3-1-hoyo es un 4-hoyo en conjunto de puntos sin colorear) probaría
la conjetura en lo afirmativo [6]; desafortunadamente no fue posible superar la
cota.

Conjetura 1 (Bárány-Károlyi) Dado un conjunto de n puntos en el plano exis-
ten un par de puntos incidentes en un número superconstante de triángulos va-
cíos de puntos de dicho conjunto.

Proposición 3.3.1 Supongamos que S tiene un número supercuadrático de
4-hoyos, entonces contiene un par puntos que son incidentes en un número su-
perconstante de 3-hoyos [6].
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Demostración. Sean p, q ∈ S y f (p,q) el número de 4-hoyos de los que la
arista pq es una diagonal. Observemos que cada 4-hoyo de la arista nos da dos
3-hoyos. Definamos como 41(p,q), 42(p,q) como los triángulos vacíos de
cada lado de la arista pq, entonces como el triángulo de cada lado determina un
4-hoyo (figura 3.10), tenemos que f (p,q) =41(p,q) ·42(p,q).

Figura 3.10: Cada pareja de triángulos (uno de cada lado de pq) forma un 4-hoyo.

Un 4-hoyo convexo tiene dos diagonales y un 4-hoyo no convexo tiene solamen-
te una diagonal (figura 3.11), por lo que si hacemos la suma ∑

p,q∈S
f (p,q) nos

debe dar 2 veces el número de 4-hoyos convexos más una vez los 4-hoyos no
convexos; como por hipótesis tenemos un número supercuadrático de 4-hoyos
y un número cuadrático de aristas pq entonces debe haber al menos un par de
puntos p∗,q∗ tal que f (p,q) es superconstante, lo cual implica que la arista pq
es incidente a un número superconstante de 3-hoyos.

Figura 3.11: Diagonales interiores de 4-hoyos.





4 k-hoyos coloreados

En éste capítulo nos enfocaremos en las versiones coloreadas o cromáticas de
k-hoyos, donde los n puntos que tiene el conjunto S serán divididos en clases.
El término coloreado, viene de que normalmente a cada clase cromática se le
asigna un color, entonces surgen las mismas preguntas que estudiamos en el
capítulo 3 pero con restricciones respecto a por ejemplo que un k-hoyo sólo
puede tener m vértices de un cierto color y también qué tanto varían las cotas al
variar m; cuando k = m diremos que es un k-hoyo monocromático. Se usó las
siguiente referencia como base para el capítulo [1].

Comenzaremos el capítulo estudiando el problema que empezó esta variante.

4.1. k-hoyos monocromáticos

La variante de k-hoyos cromáticos fue introducida en el año 2003 por Devillers
y otros [23], ellos mostraron que el número de 3-hoyos monocromáticos disjun-
tos (que no comparten aristas) en cualquier conjunto bicromático de n puntos
determina al menos dn

4e−2, la cota resulto justa.

Otra pregunta es, cuál es el mínimo número de puntos para el cual siempre
hay un 3-hoyo monocromático. Aquí vemos la importancia de saber acerca de
k-hoyos para aplicar a k-hoyos cromáticos (como era de esperarse). Sabemos
que 10 puntos siempre contienen un 5-hoyo convexo [37] y al menos 3 de ellos
son de un solo color por lo que forman un 3-hoyo monocromático. Actualmente
se sabe que hay conjuntos con 8 puntos que no contienen 3-hoyos monocro-
máticos (Figura 4.1), y que 9 es el mínimo número necesario, de hecho hay
conjuntos de puntos de 9 y 10 puntos con solo un 3-hoyo monocromático. Co-
mo podemos dividir un conjunto de n puntos en subconjuntos de 9, esto daría
una cota lineal, sin embargo, ¿cuál es el mínimo número de 3-hoyos monocro-
máticos?

La pregunta permanece abierta, sin embargo se han dado cotas superlineales,
siendo la primera de Θ(n5/4) [3], cuya prueba reside en el lema de discrepancia,

21
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el cual asegura que si hay una gran diferencia entre las cardinalidades de las
clases cromáticas, entonces el número de 3-hoyos monocromáticos aumenta
por un factor cuadrático de la diferencia de cardinalidades, haciendo uso de una
triangulación especial obtenida mediante el teorema de Dilworth [24].

La mejor cota actual, se basa en un refinamiento del resultado anterior [3], me-
jorando la cota a Ω(n4/3) [51]. Se conjetura que la cota mínima es Θ(n2) ya que
los mejores conjuntos minimizantes tienen O(n2) 3-hoyos monocromáticos. Las
construcciones son de Katchalski y Meir [43].

Figura 4.1: 8 puntos bicromáticos sin 3-hoyo monocromático

Conjetura 2 (Triángulos monocromáticos) Cualquier conjunto de n puntos en
el plano, tiene Ω(n2) 3-hoyos monocromáticos.

El siguiente paso es la existencia de 4-hoyos monocromáticos convexos en
conjuntos de puntos bicoloreados. Actualmente se conocen conjuntos que no
contienen 4-hoyos monocromáticos con 18 [23], 20 [15], 30[29], 32 [60] y 36
puntos [40]. Notemos que si existiera un resultado de existencia de k-hoyos so-
bre puntos monocromáticos, tendríamos de inmediato que siempre hay 4-hoyos
monocromáticos sobre n puntos coloreados para alguna n, pero como ha si-
do mencionado en el Capítulo 3, para 7-hoyos la respuesta es negativa, como
ejemplo están los conjuntos de Horton (figura 3.5). Sin embargo, ha sido pro-
bado que todo conjunto de Horton coloreado con más de 64 puntos contiene un
4-hoyo monocromático convexo [23], este hecho llevó a conjeturar la existencia
de 4-hoyos monocromáticos para conjuntos suficientemente grandes.

Conjetura 3 Todo conjunto de n puntos bicoloreados suficientemente grande
contiene un 4-hoyo monocromático.

Como no había progreso respecto a la conjetura se comenzó a tratar el problema
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sin la necesidad de que el 4-hoyo monocromático fuera convexo [41, 50], la
variante fue respondida en lo afirmativo [9]; cualquier conjunto S de puntos con
al menos n ≥ 5,044 tiene un 4-hoyo monocromático, para la prueba se usa el
hecho de que para cualquier conjunto de puntos existe una triangulación con al
menos la mitad de los puntos con grado impar, por lo que cualquier incremento
que garantice puntos de paridad impar en su grado, disminuye la cota. Usando
los resultados de paridad en triangulaciones [8] ha sido posible bajar la cota a
2760.

4.2. k-hoyos balanceados

Uno también se puede preguntar qué sucede cuando nuestro k-hoyo tiene vérti-
ces de diferente color o clases cromáticas, digamos que tiene m vértices de una
clase cromática y n de la otra (m+n = k), además, sí sucede que m = n, diremos
que el k-hoyo es balanceado.

Recientemente Bereg y otros [14] probaron que cualquier conjunto S con al
menos 2 puntos rojos y 2 azules siempre contiene un 4-hoyo balanceado. Si
S tiene exactamente dos puntos de una clase cromática y n de la otra, puede
ocurrir que S tenga un número constante de 3-1-hoyos (figura 4.2).

Figura 4.2: Conjunto de puntos que sólo contiene cinco 4-hoyos balanceados, for-
mados por los puntos azules, y una de las aristas de puntos rojos marca-
das.
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A partir de este momento consideraremos que el conjunto S de puntos está di-
vidido en dos subconjuntos R, B que representan los puntos rojos y azules res-
pectivamente, y a menos que digamos lo contrario supondremos que tienen la
misma cardinalidad, es decir S = R∪B y |R|= |B|, los resultados en específico
sobre 4-hoyos balanceados pueden consultarse en [14], donde se muestra que S
siempre tiene al menos n2−4n

12 4-hoyos balanceados.

La manera en que se probó la existencia de un número cuadrático de 4-hoyos
balanceados es a través de la clasificación de las aristas bicromáticas de S. Sean
p,q ∈ S de clases cromáticas distintas; se define T (p,q) como el conjunto de a
lo más cuatro puntos que se obtienen al tomar el primer punto que encontramos
al rotar el rayo−→pq a la izquierda y derecha, de igual manera con el rayo−→qp. Una
arista es verde si es parte de un 4-hoyo balanceado o es la diagonal de un 4-hoyo
balanceado. Es negra si no es verde y forma parte del cierre convexo de S. Las
aristas restantes son de color azul o rojo si los puntos de T (p,q) son azules o
rojos respectivamente (figura 4.3).

Figura 4.3: La arista bicromática formada por p y q es roja ya que no es parte de un
4-hoyo balanceado y además T (p,q) está formado por dos puntos rojos.

Con la clasificación anterior, se prueba que el número de aristas rojas es a lo
más nbn−1

4 c, donde dado un punto p suponemos que es rojo y tomando un orden
radial de los puntos azules b1,b2, . . . ,bn, los índices son módulo n, se observa
que entre cada arista roja y azul siempre hay al menos una arista verde, que para
que bi sea roja se necesita que entre bi−1 y bi haya al menos tres puntos rojos, lo
cual implica que a lo más haya bn−1

4 c aristas rojas. Como hay n puntos entonces
en S hay a lo más n · bn−1

4 c aristas rojas. Análogamente sucederá lo mismo para
las aristas azules

Como a lo más hay 2n aristas negras entonces la mínima cantidad de aristas
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verdes es n2− 2nbn−1
4 c − 2n ≥ n2−4n

3 . Como cada 4-hoyo balanceado define
cuatro aristas verdes el número de 4-hoyos balanceados es al menos n2−4n

12 .

Otro caso más particular se tiene si añadimos la hipótesis de que R y B son
linealmente separables, con lo cual la cuenta sube a 2n2+3n−8

12 .

Esta cota es asintóticamente justa: la doble cadena [32], la cual podemos ver
como una cadena de puntos cóncava (puntos rojos) y una convexa (puntos azu-
les), lo suficientemente lejos de tal forma que cualquier recta entre dos puntos
de una cadena, no intersecta el cierre convexo de la otra. La doble cadena con-
tiene (n− 1)(n− 1) 4-hoyos balanceados, los cuales son formados por parejas
de puntos consecutivos rojos y azules (figura 4.4). Más adelante seguiremos ha-
blando de la doble cadena ya que nos dará un ejemplo de un conjunto que no
contiene 3-1-hoyos convexos 5.1.1.

Figura 4.4: Dos puntos consecutivos rojos y dos azules de la Doble Cadena generan
un 4-hoyo balanceado.

El resultado para 6-hoyos balanceados donde R y B es linealmente separable
también fue dado recientemente en [13].

El resultado se obtiene nuevamente a partir de la coloración de las aristas, en
este caso con 5 colores. Se considera un punto p ∈ S y se ordenan los puntos
angularmente alrededor de él y se toman las aristas bicromáticas de p. Suponga-
mos que p ∈ B y q ∈ R y que giramos el rayo −→pq tomando el primer y segundo
punto hacia la derecha e izquierda, a dicho conjunto lo llamaremos el de los
vecinos de p con respecto a q, y denotaremos con rp(q) y bp(q) al número
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rp(q) bp(q) rq(p) bq(p) Color de pq rp(q) bp(q) rq(p) bq(p) Color de pq
4 0 4 0 verde o roja 1 3 2 2 verde
3 1 4 0 verde o roja 1 3 1 3 verde o negra
3 1 3 1 verde o negra 0 4 4 0 verde
2 2 4 0 verde 0 4 3 1 verde
2 2 3 1 verde 0 4 3 2 verde
2 2 2 2 verde 0 4 2 2 verde o azul
1 3 4 0 verde 0 4 1 3 verde o azul
1 3 3 1 verde o negra

Tabla 4.1: Relación de rp(q), bp(q), rq(p) y bq(p) con el color de pq.

de vecinos rojos y azules de p respecto a q, respectivamente. Se denota como
wp(q) a la cuña que está formada por p y los rayos que pasan por los vecinos
de p, todas estas definiciones se hacen también para q con respecto de p; Tabla
4.1.

La coloración de una arista bicromática es la siguiente:

Gris si una de las cuñas es no convexa (el ángulo de la cuña es mayor a
π).

Verde si p y q forman parte de una 6-hoyo balanceado.

Rojos si rp(q)+ rq(p)≥ 7.

Azul si azules si bp(q)+bq(p)≥ 7.

Las aristas restantes son negras.

A partir de rp(q), bp(q), rq(p) y bq(p) se hace una clasificación del color de la
arista pq.

Nuevamente la idea es acotar el número de aristas que no son verdes, se conclu-
ye lo siguiente:

El número de aristas grises es a lo más 8n.

El número de aristas negras es 4n.

El número de aristas rojas es 1
5n2+Θ(n) y de igual manera el número de

aristas azules.
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Si rp(q) = 2 o bq(p) = 2 entonces pq es verde.

Con lo cual obtienen que el número de aristas verdes es al menos 3
5n2−Θ(n)

y en consecuencia el número de 6-hoyos balanceados es al menos 1
15n2−Θ(n).

Finalmente se conjetura que el caso general también mantiene una cota cuadrá-
tica.





5 3-1-hoyos

El estudio de hoyos en conjuntos de puntos coloreados fue llevado a cabo ini-
cialmente por [6, 9]; la idea es que dado un k-hoyo se fijan m y n puntos de
distintas clases cromáticas y entonces el k-hoyo estará formado por m puntos de
una clase cromática y n de la otra de tal manera que k = m+n.

A continuación trabajaremos con la variante de 4-hoyos sobre conjuntos de pun-
tos de dos clases cromáticas, los cuales consisten de tres puntos de una cla-
se cromática y uno de la otra clase. A este caso particular le llamaremos un
3-1-hoyo.

Dado cualquier conjunto S formado por n puntos de una clase cromática y n de
la otra clase, las preguntas que se tratarán son: ¿cuál es la mínima cantidad de 3-
1-hoyos que S puede tener? ¿cuál es la máxima cantidad de 3-1-hoyos que puede
haber? Para ambas preguntas existe la variante cuando el 3-1-hoyo es convexo,
no convexo o general. Algunas de estas preguntas correspondientes a 4-hoyos
balanceados han sido resueltas en [14], la variante de 4-hoyos monocromáticos
convexos permanece abierta, haciéndose mención de ella en [51].

5.1. Cotas inferiores

Sean R y B dos conjuntos de puntos rojos y azules respectivamente, tales que
|R|= |B|= n≥ 6 y sea S = R∪B en posición general. Diremos que una arista es
bicromática si uno de sus extremos pertenece a R y el otro a B, una arista es azul
si sus extremos pertenecen a B y finalmente una arista es roja si sus extremos
pertenecen a R. Consideraremos que una 4-tupla es un subconjunto de S que
está formado por tres puntos rojos y uno azul o tres puntos azules y uno rojo,
salvo que se diga otra cosa.

Primero responderemos la siguientes preguntas: ¿Cuál es la mínima cantidad
de 3-1-hoyos convexos que puede tener S? ¿Cuál es la mínima cantidad de 3-1-
hoyos no convexos que puede tener S?.

29
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En ambos casos la respuesta es cero. Primero mostraremos un conjunto que no
contiene 3-1-hoyos no convexos.

Coloquemos todos los puntos en posición convexa, entonces cualesquiera 3
puntos de una clase cromática y 1 punto de la otra clase formarán un 3-1-hoyo
convexo haciendo que no haya posibilidad de formar un 3-1-hoyo no conve-
xo, notemos que la cantidad de 3-1-hoyos que tiene este conjunto es 2n

(n
3

)
,

cualesquiera 3 puntos rojos con uno azul forman un 3-1-hoyo, e igualmente
cualesquiera 3 azules con uno rojo (figura 5.1).

Figura 5.1: Puntos en posición convexa y los 3-1-hoyos que se forman con 3 puntos
azules fijados y cada uno de los puntos rojos.

Este conjunto maximiza la cantidad de 3-1-hoyos convexos pues una 4-tupla de
puntos a lo más puede formar un 3-1-hoyo convexo, dado que necesitan estar
en posición convexa. Como cada cuaterna forma un 3-1-hoyo convexo cualquier
otro conjunto tiene a lo más la misma cantidad de 3-1-hoyos convexos.

A continuación construiremos un conjunto que no tiene 3-1-hoyos convexos así
como algunas caracterizaciones de un 3-1-hoyo convexo

Lema 5.1.1 S tiene una arista de una clase cromática y una bicromática que se
intersectan y además el triángulo monocromático que se forma está vacío, si y
sólo si existe un 3-1-hoyo convexo en S.

Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que la arista monocro-
mática es roja. Sean a,b,c puntos rojos y d un punto azul tales que los segmen-
tos ad y bc se intersectan y el triángulo rojo es vacío.

Si el cuadrilátero Q formado por a,b,c,d es vacío el resultado se mantiene; por
lo tanto supongamos que no lo es.
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Si hay puntos azules dentro, escogemos el más cercano al segmento bc como
nuestro nuevo punto azul llamémosle e (figura 5.2a).

Como tomamos el punto azul más cercano, el nuevo cuadrilátero no contiene
puntos azules y sigue siendo convexo; si contiene puntos rojos escogemos los
más cercanos al segmento ae uno de cada lado. Con esta construcción hemos
formado un 3-1-hoyo convexo dentro de Q (figura 5.2b).

(a) Tomar el punto azul más cercano. (b) Tomar los puntos rojos más cerca-
nos.

Figura 5.2: 3-1-hoyo dentro de un cuadrilátero con arista bicromática intersectada
con una arista roja.

Si desde el primer momento el cuadrilátero no contiene puntos azules de igual
manera sólo tomamos los puntos rojos más cercanos por encima y por debajo
de la arista bicromática.

El regreso es bastante simple; supongamos que el 3-1-hoyo convexo está forma-
do por tres puntos rojos y uno azul (el otro caso es análogo). Sean b,r1,r2,r3 los
puntos de un 3-1-hoyo convexo Q, como es convexo entonces tiene 2 diagonales
que se intersectan, una de dichas aristas tiene a b. Sin pérdida de generalidad
supongamos que es br1, entonces la otra arista es r2r3. Por lo tanto tenemos una
arista bicromática y una roja.

Lema 5.1.2 Sea S = {p0, p1, p2} un conjunto de puntos de una clase cromática.

Si dichos puntos forman parte de un 3-1-hoyo convexo, entonces en una de las
tres cuñas formadas por {p0, p1, p2} (def. 8) existe un punto q de la otra clase
cromática

Demostración. Sean S = {p0, p1, p2} puntos de una clase cromática y suponga-
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mos que no existe un punto q tal que tenga una clase cromática distinta a la de
S y que esté en las cuñas formadas por los puntos de S, entonces ninguna arista
bicromática formada por los puntos de S y q se intersectan con alguna arista de
S. Por el lema 5.1.1 no existe un 3-1-hoyo convexo que tenga a los tres puntos
de S al mismo tiempo.

Figura 5.3: Ninguna arista bicromática (verdes) intersecta una arista del triángulo
p0 p1 p2.

Ahora construiremos un conjunto con 2n puntos que no contiene 3-1-hoyos con-
vexos, el cual también es conocido como doble cadena o DC(n), es un conjunto
linealmente separable y supondremos que los puntos azules están en la sec-
ción inferior. La doble cadena fue construida por García y otros, [32], como un
conjunto con Ω(4.64n) poligonizaciones. Una poligonización es un k-ágono de
tamaño máximo k = n; actualmente la doble cadena es el mejor ejemplo mini-
mizante para poligonizaciones. En 2014 se probó que la doble cadena contiene

al menos
(n−4

2
n−k

2

)
· n−k+2

2 ·Ω(4.64k) k-hoyos [5].

Haremos la construcción por iteraciones agregando 2 puntos rojos y 2 puntos
azules en cada iteración. Los primeros 4 puntos los colocaremos en las esquinas
de un rectángulo (figura 5.4a); los siguientes 4 puntos se colocarán en un rec-
tángulo interno de tal forma que cada recta que pasa por dos puntos azules deje
por arriba a todos los puntos rojos. Análogamente cualquier recta que pase por
2 puntos rojos dejará por debajo a los puntos azules (figura 5.4b).

Para las iteraciones siguientes de igual forma colocamos los 4 puntos dentro del
rectángulo agregado en la iteración anterior; supongamos que sean b0, b1 y b2
los puntos azules inferiores izquierdos, de la iteración 0 1 y 2 respectivamen-
te, la pendiente de la recta b0b1 debe ser mayor a la pendiente de la recta b1b2
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análogamente se hace con los otros 3 cuadrantes para cada iteración. Visualmen-
te se observa que los puntos se acercan asintóticamente a una recta horizontal
(figura 5.4c).

(a) 1era iteración. (b) 2da iteración.

(c) 3era iteración. (d) 4ta iteración.

Figura 5.4: Construcción de la doble cadena.

Teorema 5.1.1 La doble cadena no contiene 3-1-hoyos convexos

Demostración. Probaremos que la doble cadena no contiene 3-1-hoyos azules,
es decir, que estén formados por 3 puntos azules y 1 rojo (el caso para 3-1-
hoyos rojos es totalmente análogo: basta considerar los puntos rojos abajo y
los azules arriba). Numeramos los puntos azules de izquierda a derecha como
b0,b1, . . .bn−1. Sean bi, b j y bk 3 puntos tales que i < j < k, probaremos que no
forman parte de un 3-1-hoyo convexo.

La cuña ∧(bib jbk) está por debajo del rayo
−−→
b0b1 pues por construcción el rayo

−−→
bib j está por debajo, en consecuencia la cuña ∧(bi,b j,bk) no contiene ningún
punto rojo y no puede formar un 3-1-hoyo convexo. De manera similar la cuña
∧(bk,bi,b j) está por debajo del rayo

−−−−−→
bn−1bn−2 por lo que no forma un 3-1-hoyo

convexo (figura 5.5).
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Finalmente la cuña ∧(b jbkbi) apunta hacia abajo por lo que tampoco puede
contener un 3-1-hoyo convexo.

Por lo tanto, y por el lema 5.1.2 la doble cadena no contiene 3-1-hoyos conve-
xos.

Figura 5.5: No hay un punto rojo en las cuñas formadas por b1,b3 y b5.

5.1.1. Cota Mínima 3-1-hoyos generales

La siguiente pregunta a responder es ¿cuántos 3-1-hoyos generales tiene S como
mínimo?, es decir, contaremos tanto convexos como no convexos.

Lema 5.1.3 Sea A= {p,q,r,z} un subconjunto de puntos de S tal que tres puntos
de A son de una clase cromática y el punto restante es de la otra clase cromática.
Si el cierre convexo de A es un triángulo, entonces S contiene tres 3-1-hoyos y
para bloquearlos se necesitan al menos dos puntos.

Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos que los puntos p,q,r
son azules y z rojo. Como el cierre convexo de A sólo contiene en su interior a z,
entonces los tres polígonos que se forman son 3-1-hoyos cada uno (figura 5.6).

Si triangulamos a A, una pareja de dichos triángulos corresponde un 3-1-hoyo
(tenemos 3 parejas de triángulos). Al colocar un punto adición en A, sólo puede
estar en uno de los tres triángulos, por lo que habrá una pareja de triángulos
vacia. Entonces, un punto adicional a lo más puede bloquear dos 3-1-hoyos, por
lo que al menos se necesitan dos puntos para bloquear los tres 3-1-hoyos (figura
5.7).
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Figura 5.6: Tres 3-1-hoyos para un triángulo monocromático con un punto dentro
de otro color.

Figura 5.7: Dos puntos son necesarios para bloquear los tres 3-1-hoyos.

Observación: Dada una 4-tupla de S {p,q,r,z} (recordemos que 3 puntos son
de una clase cromática y 1 de la otra), si su cierre convexo es un cuadrilátero,
entonces S contiene un 3-1-hoyo.

Sean p, b1, b2 ∈B. Si en la cuña definida por ∧(pb1b2) hay k puntos rojos y cero
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puntos azules, llamaremos a los puntos rojos un bloque de k puntos respecto a
p, y los enumeraremos r1, . . . ,rk en el sentido de las manecillas del reloj.

A continuación haremos el análisis de cuántos 3-1-hoyos hay en un bloque de
1 punto, 2 puntos y k ≥ 3 puntos.

Figura 5.8: Bloque de 5 puntos.

Primero veamos qué pasa si el ángulo de la cuña ∧(pb1b2) es menor que π .
Si el bloque está formado por sólo un punto y los puntos están en posición
convexa, entonces tenemos un 3-1-hoyo (figura 5.9). Si no están en posición
convexa, entonces por el Lema 5.1.3 hay tres 3-1-hoyos. Por lo tanto tenemos
como mínimo un 3-1-hoyo y como máximo tres.

Figura 5.9: Bloque de 1 punto.

Si el ángulo es mayor a π puede ocurrir que no se genere un 3-1-hoyo. En este
caso tomamos las rectas pasan por b1 y p y por b2 y p, y viendo de izquierda
a derecha la cuña queda dividida en tres secciones; si r1 está en la primera
o tercera sección no necesariamente se tiene un 3-1-hoyo, pues puede haber
puntos dentro del triángulo azul formado por p, b1, b2 (figura 5.10). Este caso
sólo puede ocurrir una vez, pues solamente puede haber una cuña con ángulo
mayor a π respecto a p.
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Figura 5.10: Bloque de 1 punto sin 3-1-hoyo.

Si el bloque está formado por 2 puntos, consideraremos primero el caso donde
la cuña es menor a π . Si únicamente uno de los puntos rojos está en el triángulo
azul entonces por el lema 5.1.3 tenemos tres 3-1-hoyos.

Si r1,r2 están fuera del triángulo formado por p,b1,b2 se toma el punto más
cercano al segmento b1b2 y con él se forma un 3-1-hoyo (figura 5.11b). Aun así
es posible tener dos 3-1-hoyos, por ejemplo si r1 y r2 están a la misma distancia
de p, entonces cada uno forma un 3-1-hoyo.

Si ambos están dentro del triángulo por el lema 5.1.3 el triángulo p, b1, b2,
forma un 3-1-hoyo con r1 y otro con r2 (figura 5.11a).

(a) Dos 3-1-hoyos con puntos dentro
del triángulo.

(b) Puntos rojos arriba del triángulo
formado por p,b1,b2.

Figura 5.11: Bloque de 2 puntos.

Si la cuña es mayor a π puede ocurrir, como en el caso de un punto, que no
necesariamente se genera un 3-1-hoyo. Dividimos la cuña nuevamente en tres
secciones, y si los puntos están en la primera o en la tercera sección pueden no
generar 3-1-hoyos (figura 5.12).
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Figura 5.12: Bloque de 2 puntos sin 3-1-hoyo en la cuña ∧(pb1b2).

Si tenemos k≥ 3 puntos en el bloque, tres puntos rojos consecutivos forman un
3-1-hoyo (aquí no importa si el ángulo de la cuña es mayor a π), observamos
que el k bloque tiene k− 2 de estos subconjuntos de tres aristas consecutivas,
en consecuencia el número de 3-1-hoyos del bloque es al menos k− 2 (figura
5.13).

Figura 5.13: Bloque de 5 puntos.

Al agregar un punto rojo al bloque agregamos un 3-1-hoyo, por lo que si que-
remos minimizar la cantidad tendremos que generar bloques de 3 aristas bicro-
máticas. Con tres puntos dentro del triángulo se pueden bloquear los 3-1-hoyos
formados por p, b1, b2 y un punto rojo, pues al triangular p, b1, b2 con un punto
rojo se pueden bloquear dos de los subtriángulos y entonces no generan otro
3-1-hoyo (figura 5.14).

Cuando tenemos bloques de dos o más puntos consecutivos tendremos al menos
un bloque con k≥ 2 puntos azules (otra forma de verlo es como bloques de cero
puntos rojos), dicho bloque formará al menos dos 3-1-hoyos al tomar los dos
puntos azules más cercanos a uno de los puntos rojo que delimitan el bloque,
hay un 3-1-hoyo (hay dos puntos rojos delimitadores) (figura 5.15). De hecho
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Figura 5.14: Bloque de 3 aristas bicromáticas con un único 3-1-hoyo.

siempre que rotemos un rayo al rededor de p y tengamos dos puntos azules
seguidos de una rojo tendremos un 3-1-hoyo.

Figura 5.15: Bloque de puntos del mismo color.
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Si queremos hacer la cuenta para cada punto p ∈ B puede ocurrirnos que re-
pitamos 3-1-hoyos respecto a otro punto azul (figura 5.16); al considerar un
3-1-hoyo respecto a p, la forma de repetirse en nuestra cuenta es cuando está
formado por tres puntos azules y uno rojo, por lo cual haremos el análisis a
través de dichos puntos azules.

Figura 5.16: 3-1-hoyo repetido respecto a p y b1.

Analicemos el bloque de un punto. Si los cuatro puntos están en posición con-
vexa al considerar el bloque respecto a b1, el punto r1 quedará fuera de la cuña
∧(b1b2 p) por lo que el 3-1-hoyo generado es único respecto a p (el caso cuan-
do consideramos los bloques respecto a b2 es análogo). Si sólo hubiera bloques
de este tipo tendríamos n(n− 1) 3-1-hoyos (figura 5.17a). Si consideramos el
caso en que r1 está dentro del triángulo podríamos contarlos hasta tres veces,
por esta razón nuestra cuenta queda como 3 n

3n(n−1) = n(n− 1) (figura 5.17b).
Puede ocurrirnos una vez el caso de que la cuña tenga ángulo mayor a π así que
la cuenta final es n(n−2).

(a) Al tener r1 fuera del triángulo el 3-
1-hoyo es único respecto a p.

(b) Al tener r1 dentro del triángulo así
que puede repetir hasta tres veces.

Figura 5.17: Sobre cuenta cuando el bloque tiene 1 punto.

Análogamente para el caso de bloques de dos puntos obtendremos que si los
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puntos están fuera del triángulo {p,b1,b2}, el 3-1-hoyo es único, por lo que
tenemos n(n

2 +2) 3-1-hoyos, si hay un punto dentro del triángulo, los 3-1-hoyos
podemos repetirlos por lo que tenemos n(n

2 + 2) 3-1-hoyos. Finalmente si hay
dos puntos dentro, tenemos n(2n

3 + 2) 3-1-hoyos. En todas las cuentas el 2 se
obtiene al considerar que para cada punto azul p, habrá al menos un bloque de
puntos azules, el cual genera al menos dos 3-1-hoyos. Nuevamente, como puede
ocurrir que tengamos una cuña con ángulo mayor a π , la cual no generará un
3-1-hoyo, nuestra cuenta mínima es n(n

2 +1).

Para el caso de tres aristas bicromáticas, como el 3-1-hoyo está formado por
tres puntos rojos y uno azul, el 3-1-hoyo es único respecto a p, por lo que
no podemos repetirlo al realizar una vez más el procedimiento con los puntos
azules (figura 5.18a). La cuenta resultante es n · n

3 +2n.

(a) El 3-1-hoyo es único respecto a p.

Figura 5.18: El tercer caso cuando tres o más puntos en el bloque respecto a p.

Por lo tanto el peor caso es con bloques de tres aristas bicromáticas

De lo anterior se sigue el siguiente teorema:

Teorema 5.1.2 Sea S = R∪B un conjunto de 2n > 6 puntos, n puntos rojos y n
puntos azules. El número de 3-1-hoyos en S es al menos n2

3 +2n.

Conjetura 4 Al contar 2m puntos fuera del k-bloque podrán considerarse s 3-1-
hoyos adicionales, donde s está determinado por una función de orden mayor a
constante.
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5.2. Maximizando 3-1-hoyos convexos y
generales

En esta sección mostraremos las cotas superiores correspondientes a el máximo
número de 3-1-hoyos convexos, no convexos y generales (cuentan tanto con-
vexos como no convexos) mostrando que para n puntos, con n suficientemente
grande, el conjunto que maximiza la cantidad de 3-1-hoyos generales y conve-
xos es de puntos en posición convexa.

Observación 5.2.1 En la sección anterior se mostró que puntos en posición
convexa maximizan la cantidad de 3-1-hoyos convexos.

Lema 5.2.1 Sea T un triángulo no vacío de S. A lo más existen tres 3-1-hoyos
no convexos que usen los tres vértices del triángulo y uno de S en su interior.

Demostración. Sean p1, p2 y p3 los vértices de T . Cualquier 3-1-hoyo que use
los tres vértices de T , debe usar dos de sus aristas, fijándolas quedará una arista
sin usar la cual formará un pequeño triángulo con el punto interior del 3-1-hoyo.
Sea p dicho punto; no podemos formar un nuevo 3-1-hoyo con las mismas dos
aristas del triángulo pues el cuadrilátero formado contendría al punto p (figura
5.19).

Como sólo hay 3 pares de aristas y cada par forma a lo más un 3-1-hoyo, enton-
ces T forma a lo más tres 3-1-hoyos.

Figura 5.19: Fijando las aristas p1 p2 y p2 p3, sólo puede formarse un 3-1-hoyo.

Observación 5.2.2 El conjunto de puntos en el interior del triángulo T debe ser
adecuado para formar 3-1-hoyos. Por ejemplo, si los vértices de T son rojos,
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en su interior debe haber al menos un punto azul para tener la posibilidad de
generar un 3-1-hoyo.

Teorema 5.2.1 Para n≥ c, c> 3 constante, el número de 3-1-hoyos se maximiza
con un conjunto de 2n puntos en posición convexa

Demostración. De aquí en adelante consideramos una 4-tupla como el conjun-
to con 3 puntos rojos y 1 azul o 3 azules y 1 rojo (4-tupla roja y 4-tupla azul
respectivamente). Asignaremos a una 4-tupla no convexa los 3 puntos de su cie-
rre convexo (triángulo) para observar cuántos 3-1-hoyos posiblemente genera.
Por el lema 5.2.1 dicho triángulo genera hasta tres 3-1-hoyos, mientras que una
4-tupla en posición convexa sólo genera uno.

Sea T (S) el número de triángulos no vacíos de S con al menos 3 puntos de
una clase cromática y uno de otra. Cada triángulo no vacío induce al menos
una 4-tupla no convexa, nuestra primera cota superior toma cualquier 4-tupla
y considera que forma un 3-1-hoyo por lo que tenemos 2n

(n
3

)
3-1-hoyos. Ade-

más cada triángulo de T (S) puede generar a lo más tres 3-1-hoyos, es decir, el
número de 3-1-hoyos que genera T (S) es 3T (S), pero uno de los posibles 3-1-
hoyos que generan los triángulos no vacíos ya ha sido contado en 2n

(n
3

)
(éste

número cuenta una vez cada 4-tupla en S), por lo que tenemos nuestra primera
cota superior.

2n
(

n
3

)
+2T (S) (5.1)

Ahora contaremos los 3-1-hoyos repetidos en la ecuación 5.1, para hacerlo asig-
naremos marcadores a las 4-tuplas sobrecontadas, así como a las 4-tuplas que
no forman un 3-1-hoyo y de esta manera llevar un conteo de la cantidad que
podemos quitar de la ecuación 5.1 (los marcadores pueden verse como un con-
tador).

Sea T un triángulo en S con k ≥ 1 puntos en su interior del color adecuado,
por ejemplo, si el triángulo es rojo entonces hay k puntos azules en su interior;
podría haber puntos rojos en su interior, pero como esas 4-tuplas no forman 3-
1-hoyos, no las consideramos en la cuenta. Tomemos las 4-tuplas formadas por
los vértices de T más un punto extra p ∈ S, esto nos lleva a dos casos:

Caso 1: Si T es monocromático, p es uno de los n− k puntos fuera de T . Si T
no es monocromático, p es uno de los n− k−2 puntos fuera de T
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Si la 4-tupla es convexa (figura 5.20a), entonces no es vacía porque T no es
vacío, y en consecuencia no es un 3-1-hoyo por lo que agregamos un marcador
a T . Si la 4-tupla es no convexa (figura 5.20b), entonces es potencialmente uno
de los 3-1-hoyos de dicha 4-tupla, por lo que marcamos el triángulo una vez,
pues al tomar el triángulo mayor (que incluye a p) también contaremos dicha
4-tupla.

Si T es un triángulo monocromático, entonces en el exterior tendremos n− k
puntos a considerar; en cambio si no es monocromático tendremos n− k− 2
ya que tenemos dos puntos del color deseado en T ; como podemos agregar un
marcador por cada punto exterior en total tenemos al menos n−k−2 marcado-
res.

(a) 4-tupla convexa. (b) 4-tupla no convexa.

Figura 5.20: Puntos exteriores a T .

Caso 2: p está contenido en T

Consideremos los k puntos dentro de T , en la ecuación 5.1 tenemos contado a
T k veces en 2n

(n
3

)
por cada punto en su interior y 2 veces en 2T , es decir, T ha

sido sobrecontado k+ 2 veces. Por el Lema 5.2.1 a lo más hay tres 3-1-hoyos
generados por T y sus k puntos interiores, en consecuencia asignamos k− 1
marcadores a T .

Sumando ambos casos y si los triángulos son monocromáticos, podemos asig-
nar n−k−2+k−1= n−3 marcadores a T , si T no fuera monocromático serían
n−1, repitiendo este proceso para cada triángulo en T (S) en total asignaremos
(n−3)T (S) marcadores a S. Como podemos estar repitiendo marcadores al con-
siderar todos los triángulos no vacíos, entonces contaremos la máxima cantidad
de marcadores que tenemos asignado a un triángulo no vacío T .

Consideremos una 4-tupla convexa no vacía (si fuera vacía no tendría marca-
dores); sin pérdida de generalidad supongamos que es roja, la 4-tupla recibió al
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menos 2 marcadores y como máximo 4, pues si consideramos los subtriángulos
de la 4-tupla, por cada subtriángulo con un punto dentro, el caso 1 agrega 1
marcador a la 4-tupla; como la 4-tupla es no vacía, al menos contiene un punto,
por lo que al menos 2 subtriángulos son no vacíos dándonos al menos dos mar-
cadores y como tenemos cuatro subtriángulos tenemos a lo más 4 marcadores
por cada 4-tupla (figura 5.21).

Figura 5.21: 4-tupla roja no vacía.

Consideremos un triángulo T ∈ T (S) con k ≥ 1 puntos dentro. Para contar los
marcadores del caso 1, del cual sabemos que tienen de entrada k−1 marcado-
res, consideremos 2 vértices p1 y p2 de T y uno de su interior; estos puntos
forman un triángulo, que en caso de tener puntos del color adecuado, aportará
un marcador más a T . Como el punto más cercano al segmento p1 p2 es vacío
no podrá aportar un marcador, por lo que tenemos k− 1 marcadores y esto lo
podemos hacer por cada segmento de T , es decir, tenemos 3(k−1) marcadores,
más los k−1 marcadores iniciales, nos da un total de 4(k−1) marcadores, por
lo que a lo más estamos cuadriplicando la sobrecuenta.

Si T no es monocromático entonces tendremos una arista monocromática, don-
de sabemos que hay k puntos del color adecuado, pero no sabemos exactamente
cuántos puntos del otro color hay; sin pérdida de generalidad supongamos que
los vértices del triángulo son dos puntos azules y uno rojo, entonces en su in-
terior tenemos k puntos azules y k0 ≥ 0 puntos rojos; lo que haremos ahora es
acotar k0.

Si k0 = 0 entonces los triángulos con la arista azul nunca tienen puntos rojos,
por lo que no se pueden formar 3-1-hoyos y en consecuencia no estamos so-
brecontándolos y entonces tenemos 3(k− 1) marcadores; es decir, a lo mucho
triplicamos la sobrecuenta.

Si k0 = 1 entonces tenemos a lo más un marcador extra, por lo que en total
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tendríamos 3(k−1)+1 marcadores, es decir, tenemos poco más del triple de la
sobrecuenta.

En general k0 < n, entonces, en el peor de los casos k0 = n− 1; por lo tanto
tenemos que el número de marcadores es:

3(k−1)+n−1 = (k−1)(3+
n−1
k−1

)

= (k−1)
3k−3+n−1

k−1

= (k−1)
3k+n−4

k−1

Es decir, la sobrecuenta de un triángulo T es a lo más sobrecontada 3k+n−4
k−1

veces. En otras palabras, tendríamos que dividir nuestra sobre cuenta respecto
a los puntos dentro de T por dicho factor, así que tendremos que ver cuál es su
máximo respecto a k.

Primero probemos que
3k+n−4

k−1
define una sucesión decreciente; sea a0, a1 ∈

N, tal que a0 < a1, entonces:

3a0 +n−4
a0−1

>
3a1 +n−4

a1−1

(3a0 +n−4)(a1−1)> (3a1 +n−4)(a0−1)

3a0a1−3a0 +na1−n−4a1 +4 > 3a0a1−3a1 +na0−n−4a0 +4

na1−3a0−4a1 > na0−3a1−4a0

na1−a1 > na0−a0

a1(n−1)> a0(n−1)

Recordemos que nuestra suposición es n≥ 3.

a1 > a0

Ahora bien, si k = 1 nuestra expresión se indetermina, y sucede que el número
de 3-1-hoyos sobrecontados de S para los puntos dentro de S (caso 2) es 0, pero
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nos queda la sobrecuenta de puntos fuera del triángulo T (caso 2), la cual es
n−k−2 = n−3. Esta cuenta la habíamos sobrecontado 4 veces, por esta razón

lo que podemos quitar a la ecuación 5.1 es
n−3

4
.

Si k = 2 teníamos que el número por el que tenemos que dividir la sobrecuenta
del Caso 1 es:

3k+n−4
k−1

=
6+n−4

2−1
= n−2

Por lo que al tomar la sobrecuenta de puntos fuera de T nos queda:

n− k−2
4

+
k−1
n−2

=
n−4

4
+

1
n−2

=
n2−6n+9

4(n−2)

Finalmente tenemos expresiones de sobrecuenta, las cuales podemos quitar a
2n ·

(n
3

)
+2T (S).

Si tenemos triángulos monocromáticos podemos quitar una cuarta parte de (n−
1)T (S) por lo que obtenemos:

2n ·
(

n
3

)
+2T (S)− n−1

4
·T (S) =

= 2n ·
(

n
3

)
+

8−n+1
4

·T (S) =

= 2n ·
(

n
3

)
+

9−n
4
·T (S)

Por lo que para n > 9 sucede que
9−n

4
es negativo y entonces la cuenta dismi-

nuye.

Si no son triángulos monocromáticos y k = 1:

2n ·
(

n
3

)
+2T (S)−

(
n−3

4

)
·T (S) =

= 2n ·
(

n
3

)
+

8−n+3
12

·T (S) =



Capítulo 5. 3-1-hoyos 48

= 2n ·
(

n
3

)
+

11−n
12

·T (S)

Por lo que para n > 11 sucede que
11−n

12
es negativo y entonces la cuenta

disminuye.

Si k = 2:

2n ·
(

n
3

)
+2T (S)−

(
n2−6n+9

4(n−2)

)
·T (S) =

= 2n ·
(

n
3

)
+

8n−16−n2−6n+−9
4(n−2)

·T (S) =

= 2n ·
(

n
3

)
−−n2 +2n−25

4(n−1)
·T (S)

Y sucede que
−n2 +2n−25

4(n−1)
es negativo para toda n > 1 y entonces la cuenta

disminuye.

En consecuencia se concluye que para n > 11 el conjunto maximizante de 3-1-
hoyos es un conjunto en posición convexa.



6 Conclusiones

Se obtuvieron resultados sobre las cotas inferiores de 3-1-hoyos: que hay con-
juntos de puntos que no contienen 3-1-hoyos convexos (doble cadena), que hay
conjunto de puntos que no tienen 3-1-hoyos no convexos (puntos en posición
convexa) y que la cantidad mínima de 3-1-hoyos generales para un conjunto de
n puntos rojos y n puntos azules es n2

3 +2n si n > 6.

El resultado obtenido sobre la cota superior es el siguiente: el conjunto que
maximiza la cantidad 3-1-hoyos es un conjunto de puntos en posición convexa
si hay más de 11 puntos rojos y 11 azules.

Aún queda más por estudiar sobre 3-1-hoyos ya que no se sabe si la cota inferior
encontrada de 3-1-hoyos generales es asintóticamente justa, para probarlo se
necesitaría un conjunto de puntos que tenga un número cuadrático de 3-1-hoyos.
La otra posibilidad es que la cota inferior no sea de orden cuadrático sino mayor,
lo cual implicaría que la conjetura de Bárány-Károlyi es correcta.
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