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Abstract

Teleoperation robotic systems allow human operators to carry out hazardous tasks
from a remote and safety environment. Most of the work reported in the literature is
focused on a single-master and single-slave teleoperation schemes. However, a teleope-
ration system with multiple master and slave robots can perform complex tasks, for
instance, assembly and welding tasks or even robotic assisted surgeries.

The problem of dexterous remote manipulation of rigid objects by means of a tele-
operation scheme composed of single master and two slave nonlinear manipulators with
revolute joints is addressed in this work. The slave robots are analyzed as a cooperative
robotic system.

In order to achieve a dexterous telemanipulation the slave end-effector positions and
the interaction forces must be properly controlled. To overcome the aforementioned con-
trol problem a centralized force/position adaptive control algorithm and a decentralized
nonlinear controller based on the Orthogonalization Principle are proposed. The former
guarantees that the position and force errors converge asymptotically to zero but it re-
quires communication between the slave robots. On the other hand, the latter control
algorithm does not require communication between the slave robots and it guarantees
the that the position and force errors converge exponentially to zero. Both controllers
do not require the knowledge of the dynamic parameters of the slave manipulators and
the manipulated object.

Finally, in order to achieve that the human operators can feel the remote object
(telepresence), a second master robot is added to the teleoperation scheme and a master
controller is proposed that recreates the slaves contact forces.



Resumen

En este trabajo de investigación se aborda el problema de control de posición y orien-
tación (manipulación diestra) de un objeto de forma remota mediante un esquema de
teleoperación formado por un manipulador maestro y dos esclavos, los cuales, se anali-
zaron como un sistema robótico cooperativo.

Para realizar una tarea de telemanipulación se requiere controlar la posición y la fuer-
za ejercida por los robots de forma precisa. Para lograr el objetivo de control planteado
se propuso en primera instancia un control adaptable centralizado de posición y fuerza
basado en el Principio de Ortogonalización, el cual garantiza un seguimiento de tra-
yectorias en posición y fuerza de forma asintótica. Como segunda solución al problema
de control, se diseñó una esquema de control decentralizado por modos deslizantes de
segundo orden que garantiza un seguimiento de trayectorias de forma exponencial. Se
realizó un conjunto de experimentos con diferentes operadores para evaluar el desempeño
de ambos controladores. Los resultados obtenidos en cada caso fueron satisfactorios.

Finalmente, para lograr que el operador pueda sentir el objeto a manipular (telepre-
sencia) se añadió un segundo manipulador maestro al esquema de teleoperación y se
propuso un algoritmo de control para los maestros que recrean la fuerza de contacto
ejercida por los esclavos hacia el objeto.
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2.2.2. Agarre ŕıgido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2.3. Robot maestro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3. Propiedades del modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3. Algoritmo de control centralizado 19
3.1. Algoritmo de control robot maestro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.1.1. Observador de velocidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.2. Planeación de trayectorias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.3. Algoritmo de control robot esclavos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.4. Reflexión de fuerza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.4.1. Modelado del operador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4. Algoritmo de control descentralizado 35
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CAPÍTULO 1
Introducción

La teleoperación es la extensión de las capacidades de un operador a una localiza-
ción remota. El origen de la teleoperación surgió con los mecanismos diseñados para
manipular material radiactivo. En 1948, Raymond Goertz construyó el primer sistema
de teleoperación, el cuál consist́ıa en dos pantógrafos. Estos mecanismos permit́ıan al
operador situado en un lugar seguro transmitir movimientos a un manipulador. En un
principio dichos movimientos se transmit́ıan mecánicamente. Posteriormente, se emplea-
ron actuadores eléctricos que permitieron transmitir movimiento a una mayor distancia.

El sistema de teleoperación maestro-esclavo está constituido por un manipulador con-
trolado por el humano llamado robot maestro y un segundo o varios manipuladores que
siguen el movimiento del robot maestro conocidos como robots esclavos. De manera ge-
neral, este esquema opera de la siguiente forma: el humano aplica una fuerza al efector
final del robot maestro llevándolo por una trayectoria deseada, la posición del efector
final del maestro se transmite al robot esclavo, el cual trata de seguir la trayectoria ge-
nerada por el humano. El empleo de sensores de fuerza en los robots teleoperados sirven
para diseñar algoritmos de control con reflexión de fuerza. Esto le permite al operador
sentir el ambiente remoto y ampliar sus capacidades para realizar tareas.

La aplicación principal de un sistema de teleoperación es lograr que el operador tenga
acceso a lugares remotos o que impliquen un riesgo para el humano, tales como el espacio,
manipulación de sustancias peligrosas y tareas en profundidades marinas. Recientemente
se han utilizado esquemas de teleoperación para realizar procedimientos quirúrgicos.

Por otro lado, los humanos poseemos una gran habilidad para sujetar y manipular
una gran variedad de objetos de distinta geometŕıa y masa. Empleando información
visual y táctil el humano es capaz de modular la fuerza de contacto y de esta forma
evitar el deslizamiento del objeto o posicionarlo de forma precisa. Además, los humanos
somos capaces de lidiar con incertidumbres en la geometŕıa del objeto y el ambiente.
Considere por ejemplo colocar una bombilla; esta simple tarea requiere un control de
posición y fuerza muy preciso para colocarla en el conector sin romperla o tirarla. Debido
a las limitaciones f́ısicas del humano se han empleado los manipuladores para realizar
labores repetitivas, tareas en donde se requiere aplicar fuerzas muy grandes o trabajar
en ambientes peligrosos y de dif́ıcil acceso.

El humano puede interactuar con los robots de distintas formas. Ya sea realizando una
tarea cooperativa con el manipulador para levantar y trasladar un objeto (Tsumugiwa
et al., 2004) o bien generando una trayectoria deseada para el robot mediante un sistema
de teleoperación (Salcudean, 1998). Dado que es el operador el que realiza la tarea, dicho
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1. Introducción

esquema se beneficia de las capacidades del humano para realizar tareas complejas como
son: planeación de trayectorias, toma de decisiones y adaptación a incertidumbres.

1.1. Antecedentes

1.1.1. Teleoperación

A finales de los años ochenta se diseñaron esquemas de control para sistemas maestro-
esclavo basados en el análisis por Lyapunov (Miyazaki et al., 1986) y en el principio
del modelo interno virtual (Furuta et al., 1987). Con el desarrollo de la teoŕıa de redes
surgieron los esquemas de control por impedancia y admitancia, ampliamente utilizados
en los sistemas de teleoperación maestro-esclavo cuando el objeto o entorno presenta
cierta rigidez (Buzan & Sheridan, 1989; Strassberg et al., 1992; Tzafestas et al., 2008;
Ren et al., 2016).

Yokokohji & Yoshikawa (1994) incorporaron el concepto de transparencia al sistema
de teleoperación como nuevo objetivo de control, haciendo énfasis en la necesidad de
tener dos canales de comunicación para que el robot esclavo transmita información de
posición y fuerza al operador.

Los retardos en los sistemas de teleoperación son de gran importancia, en especial
cuando se tiene reflexión de fuerza en el robot maestro ya que pueden ocasionar que
el sistema sea inestable. Niemeyer & Slotine (1997) propusieron un esquema de control
considerando retardos de tiempo constantes, mientras que Chopra et al. (2003) y Ortega
et al. (2009) consideran retardos variantes en el tiempo.

Park & Khatib (2006) proponen un nuevo enfoque para controlar la posición y fuerza
en un sistema maestro-esclavo en contacto con una superficie, que consiste en introducir
un resorte virtual que conecta el efector final de cada manipulador. Dicho resorte genera
una fuerza proporcional al error de posición entre el esclavo y el maestro y al mismo
tiempo esta fuerza es utilizada como la magnitud deseada para el robot esclavo. Se
muestran resultados experimentales que validan el esquema propuesto.

Puesto que en muchas ocasiones se tiene incertidumbre en los parámetros del sistema,
un esquema adaptable para sistemas teleoperados no lineales con retardos se propone
en Nuño et al. (2010). En este trabajo solo se considera el problema de seguimiento
de trayectorias en posición pero no de fuerza. La validación del algoritmo de control
se realiza mediante simulaciones. Otro tipo de incertidumbre que se presenta en una
tarea de teleoperación es el ambiente. Mobasser & Hashtrudi-Zaad (2007) proponen un
esquema de control para estimar la impedancia del ambiente remoto empleando sensores
de fuerza. Este esquema tiene la ventaja de que minimiza el efecto del ruido en dicho
sensor. El análisis de estabilidad se realiza en el dominio de la frecuencia.

Rodŕıguez-Seda et al. (2009) presenta un estudio comparativo de algoritmos de control
de posición y fuerza para sistemas de teleoperación bilateral que utilizan Internet como
medio de comunicación. Por otro lado, una revisión de los algoritmos de control basados
en pasividad para sistemas de teleoperación maestro-esclavo cuya dinámica es no lineal
es reportado en Nuño et al. (2011).

Programa de Maestŕıa y Doctorado en Ingenieŕıa de la UNAM 2



1. Introducción

Un factor importante a considerar en los esquemas de teleoperación maestro-esclavo
es el operador. Hannaford (1989) señala la importancia de incluir en el diseño del es-
quema de control la dinámica del operador y no solo la dinámica de los manipuladores
y el entorno. Debido a su complejidad, la mayoŕıa de los esquemas de control emplean
modelos simples para modelar la dinámica del humano. En Manrique (2013) se presenta
un modelo matemático del operador. Se asume que el operador se puede modelar como
un robot serial de siete grados de libertad. Por simplicidad, el modelo se presenta en
las coordenadas del espacio trabajo. Un esquema de control del tipo PID basando en el
principio de Ortogonalización se presenta en Rodŕıguez-Angeles et al. (2015). En este
esquema se propone una superficie virtual para recrear el entorno remoto y generar una
fuerza virtual que emula la fuerza de contacto del esclavo. Además, se asume que el
operador se puede comportar en lazo cerrado como un controlador PID.

1.1.2. Hápticos

Los dispositivos hápticos son la interfaz entre el operador y el entorno remoto, sus
funciones son capturar la posición comandada por el operador y recrear las fuerzas de
contacto. Dichos dispositivos pueden tener un mecanismo serial o paralelo. Los hápticos
seriales son más compactos y el efector final se puede mover de forma más rápida con
respecto a un mecanismo paralelo, pero sus eslabones se encuentran unidos uno respec-
to al otro, por lo tanto, la inercia total y la fricción se incrementan. Esto representa
una desventaja para realizar tareas de teleoperación donde se requiera transparencia.
Además, se pueden presentar singularidades durante el movimiento. Los hápticos con
mecanismo paralelo no presentan estos problemas; sin embargo, se tienen velocidades
menores y su análisis cinemático y dinámico se complica. Como ejemplo de hápticos
paralelos se pueden citar los robots Delta y Phantom. La Tabla 1.1 muestra el desarrollo
histórico de los dispositivos hápticos.

Háptico Desarrollador Año Grados de libertad

SPIDAR Tokyo Institute of Technology 1990 3
Pantograph McGill University 1993 2
Phantom SensAble Technologies 1993 3
Haptic Master University of Tsukuba 1994 6
Freedom-7 McGill University 1998 7
Impulse Engine 2000 Immersion Corp 1999 2
Excalibur Haptic Technologies 1999 3
Delta Institut de Systèmes Robotiques 2001 6

Tabla 1.1: Desarrollo de los dispositivos hápticos

Los guantes sensoriales con retroalimentación de fuerza han abierto la posibilidad de
manipular y sentir objetos de una manera más natural. Otro dispositivo háptico es el
exoesqueleto, el cual es un mecanismo cuyos eslabones y articulaciones corresponden
con las del cuerpo humano (estructura antropomórfica). Estos dispositivos se acoplan
al brazo del operador aumentando el espacio de trabajo además de proporcionar una
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1. Introducción

experiencia más realista y una total inmersión en tareas de teleoperación. Los guantes
sensoriales y exoesqueletos más relevantes se muestran en la Tabla 1.2.

Háptico Desarrollador Año Grados de libertad

Sarcos Dextrous Arm Master Sarcos 1991 10
Hand Master University of Tsukuba 1992 2 por dedo
Sensor Glove University of Tokyo 1994 11
Sensor Glove 2 University of Tokyo 1998 20
Sensor Arm University of Tokyo 1998 7
RMII-ND Rutgers University 2000 4
CyberForce Immersion Corporation 2004 6

Tabla 1.2: Desarrollo de los guantes sensoriales y exoesqueletos

1.1.3. Robots cooperativos

La coordinación de varios manipuladores para realizar una tarea ha sido objeto de
estudio en décadas recientes, debido a la gran versatilidad de tareas que pueden ejecutar,
aumentando la productividad y la reducción de costos en muchas tareas industriales. Por
ejemplo, dos o más manipuladores pueden levantar objetos pesados que un solo robot no
podŕıa manipular o realizar ensambles de forma más rápida y precisa. Los esquemas de
control propuestos en la literatura para robots cooperativos se clasifican en algoritmos de
control centralizados y decentralizados. En el primer caso, los manipuladores comparten
información de posición y fuerza, además se requiere de la dinámica de todo el sistema
(Wen & Kreutz-Delgado, 1992). En el enfoque de control decentralizado no se requiere
comunicación entre los robots; cada robot es tratado como un subsistema cuyas entradas
son las fuerzas de interacción (Liu et al., 1997).

Cuando dos manipuladores sujetan un objeto de forma ŕıgida se forma una cadena
cinemática cerrada (Yeo et al., 1999). Uno de los problemas fundamentales cuando se
manipula un objeto con múltiples robots es mantener estable la sujeción, es decir, que
el objeto no se caiga. Este problema se puede abordar desde dos enfoques distintos. El
primer enfoque se basa en un balance de fuerzas (Shimoga, 1996), i.e aplicar la fuerza
y par necesario para mantener en equilibrio el objeto. El segundo enfoque se basa en la
estabilidad en el sentido de Lyapunov (Svinin et al., 2000).

En tareas cooperativas que involucran manipulación diestra, se requiere controlar tanto
la posición como la fuerza de contacto. Los algoritmos de control de posición y fuerza en
tareas cooperativas se pueden clasificar en control de impedancia (Schneider & Cannon,
1992; Bonitz & Hsia, 1996), linealización por retroalimentación (Khatib et al., 1996) y
control h́ıbrido de posición y fuerza (Yoshikawa & Zheng, 1993; Liu & Arimoto, 1996).

En Parra-Vega et al. (2001) se presenta un esquema de control adaptable basado en
el principio de Ortogonalización. Los resultados en simulación muestran que el algo-
ritmo puede ser utilizado para restricciones holonómicas variantes en el tiempo, si la
velocidad de cambio de la restricción es relativamente baja. Posteriormente Gudiño-Lau
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& Arteaga-Pérez (2005) desarrollaron un modelo dinámico para un sistema cooperati-
vo formado por dos manipuladores sujetando un objeto ŕıgido basado en restricciones
holonómicas invariantes en el tiempo. Sin embargo, el modelo no toma en cuenta las
ecuaciones de movimiento angular del objeto.

Un control decentralizado que no requiere medición de velocidad y fuerza se presenta
en Mart́ınez-Rosas et al. (2006). Se presentan resultados experimentales que validan la
teoŕıa propuesta. Sin embargo, se requiere conocer los parámetros del sistema. El control
por redes neuronales presentado en Panwar et al. (2012) no requiere conocer la dinámica
del objeto, pero se asume que los robots sujetan firmemente el objeto.

La mayoŕıa de los esquemas de control para robots cooperativos se enfocan en el
control de posición del objeto. Sin embargo, muchas tareas requieren controlar su orien-
tación. Para resolver este problema, Gueaieb et al. (2007) presentan un esquema h́ıbrido
de posición y fuerza por modos deslizantes para controlar la posición y orientación de
un objeto mediante dos manipuladores. Los autores sólo se enfocan en el problema de
regulación en orientación del objeto y asumen que los robots lo sujetan de forma ŕıgida.

Caccavale et al. (2008) proponen un controlador por impedancia donde se emplea el
cuaternión unitario para resolver el problema de orientación. Puesto que en el control
por impedancia se tiene un compromiso entre los errores de posición y fuerza, los errores
obtenidos en las pruebas experimentales son relativamente grandes. El problema de
control de robots cooperativos donde la geometŕıa del objeto a manipular es desconocida
se aborda en (Monfaredi et al., 2014). Una alternativa es analizar los robots cooperativos
como un problema de sincronización. En Abdelhedi et al. (2016) se propone un algoritmo
de control por modos deslizantes que logra la sincronización de un sistema robótico
cooperativo.

Las manos mecánicas son otro ejemplo de robots cooperativos que debido a su similitud
en grados de libertad con la mano son ideales para realizar tareas de manipulación (Hir-
zinger et al., 2000; Palli et al., 2015) . Yoshikawa (2010) presenta una revisión histórica
de los algoritmos de control existentes en la literatura para manos mecánicas compuestas
por dos o más dedos, donde cada efector final está cubierto por un material deformable.
Los efectores finales deformables no requieren que la superficie del objeto sea suave pa-
ra lograr una sujeción estable; por ejemplo pueden sujetar objetos en sus esquinas. Su
desventaja principal es que la deformación introduce una dinámica no lineal al sistema.

1.1.4. Telemanipulación y teleoperación cooperativa

La mayoŕıa de los esquemas de control para sistemas teleoperados están diseñados
considerando que se tiene solamente un robot maestro y un robot esclavo. Sin embargo,
algunas tareas requieren la coordinación de varios manipuladores. Un sistema de tele-
operación cooperativo permite a varios operadores que se encuentran en localizaciones
remotas realizar múltiples tareas. A pesar de las ventajas que presentan los sistemas de
teleoperación con múltiples maestros y esclavos realizando una tarea cooperativa, son
pocos los esquemas de control presentados en la literatura.

Malysz & Sirouspour (2010) presentan un esquema de control para un sistema com-
puesto por dos manipuladores maestros y un esclavo. Se propone un método para ma-
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1. Introducción

pear las fuerza de contacto hacia los maestros. Se muestran resultados experimentales,
además se utiliza un robot virtual como robot esclavo. El mismo grupo de investigación
propone un algoritmo de control adaptable para un sistema de teleoperación formado
por dos robots maestros y un manipulador esclavo redundante (Malysz. & Sirouspour,
2011). En el trabajo presentado en (Tavakoli & Huang, 2014) se propone un algoritmo
de control en el dominio de la frecuencia para un esquema de teleoperación con múltiples
manipuladores maestros y esclavos. El algoritmo propuesto es validado mediante pruebas
experimentales.

La manipulación de objetos por medio de teleoperación requiere que tanto el robot
maestro como el esclavo tenga múltiples puntos de contacto (Turki & Goiffet, 1995).
En Lee et al. (1998) se presenta un dispositivo háptico similar en grados de libertad
a los dedos del humano, se emplean actuadores neumáticos y el algoritmo de control
utilizado es un PID. Por otro lado, Hu et al. (2005) proponen un esquema de control por
impedancia para un sistema de teleoperación compuesto por el guante CyberForce que
captura la posición del operador y recrea las fuerzas de contacto; por su parte el esclavo
es una mano mecánica. Griffin et al. (2005) proponen una algoritmo de control por
impedancia jerárquico para la manipulación diestra de objetos por medio de un esquema
de teleoperación. El algoritmo de control propuesto le permite al operador enviar la
fuerza necesaria para sujetar el objeto.

Howe & Kontarinis (1993) presentan un análisis de las fuerzas de interacción cuando se
realizan tareas de ensamblaje empleando como dispositivo háptico una mano mecánica
con dos dedos. En Carignan & Olsson (2004) se propone un esquema de control por
impedancia para la manipulación de un objeto virtual por medio de dos robots maestros,
además consideran retardos en la comunicación. En Lee & Spong (2005) se presenta un
sistema de control para un sistema de teleoperación compuesto por un robot maestro y
dos o más robots esclavos. Dicho esquema es robusto con respecto a los retardos en la
comunicación.

La teoŕıa de control óptimo también ha sido utilizada para resolver el problema de te-
leoperación cooperativa. Bacocco & Melchiorri (2009) plantean un control proporcional-
derivativo cuyas ganancias se obtiene al minimizar una función de costo. Además, se
emplea la teoŕıa de variables de onda para resolver el problema de retardos en la co-
municación (Sun et al., 2014). Sin embargo, el esquema propuesto sólo es válido para
sistemas de teleoperación cuya dinámica es lineal.

Un algoritmo de control adaptable para un sistema de teleoperación bilateral para
robots cooperativos que sujetan un objeto ŕıgido se presenta en Aldana et al. (2012).
Solo se considera un robot maestro y se asume que el objeto está acoplado de forma
ŕıgida al efector final de cada esclavo.

En el trabajo presentado por Polushin et al. (2013) se utiliza el teorema de pequeña
señal para diseñar un algoritmo de control y analizar la estabilidad de los subsiste-
mas interconectados (maestro-esclavo-ambiente) que forman el sistema de teleoperación
cooperativa. La principal ventaja de este esquema es que no requiere propiedades de
pasividad entre los robots esclavos, el operador y el ambiente.
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1. Introducción

1.2. Planteamiento del problema

Los humanos son expertos en manipulación de objetos, sin embargo existen muchas
situaciones que no son seguras o factibles para que un operador pueda laborar o sim-
plemente exceden sus capacidades f́ısicas. Como se sabe la teleoperación le permite a
los humanos realizar dichas tareas desde una estación de trabajo remota y segura. La
mayoŕıa de los esquemas de control para sistemas teleoperados consideran solo un robot
maestro y esclavo; por lo tanto, las tareas que se pueden realizar se limitan a segui-
miento de trayectorias en posición y fuerza. La telemanipulación es una extensión de
la teleoperación y como su nombre lo indica permite al operador manipular objetos de
forma diestra a distancia. Aplicaciones de telemanipulación se encuentran en la industria
aeroespacial, médica, qúımica y entretenimiento (realidad virtual). El problema de la te-
lemanipulación es un problema complejo ya que se deben resolver problemas particulares
como son:

a) Control de posición y fuerza. Para manipular de forma diestra un objeto (rota-
ción y traslación) se requiere controlar no solo la posición de los manipuladores sino
también la fuerza de contacto.

b) Coordinación de múltiples robots.

c) Telepresencia y transparencia. El operador debe sentir el objeto a manipular y de
esta forma aplicar la fuerza necesaria para sujetar la pieza y evitar el deslizamiento1.

d) Incertidumbre paramétrica. Puesto que el operador solo tiene información visual
del objeto el esquema de control debe ser robusto ante cambios en la masa del objeto
y los parámetros del robot.

e) Retardos en la comunicación.

Debido a la gran variedad de tareas que se pueden realizar mediante telemanipulación,
esta área sigue siendo objeto de estudio. Son pocos los esquemas de control presentes en
la literatura que abordan el problema de telemanipulación y dichos esquemas se enfocan
principalmente en los retardos en la comunicación. Si bien los retardos pueden provocar
que el sistema sea inestable, en tareas de telemanipulación los conceptos de telepresencia
y transparencia aśı como el seguimiento de trayectorias en posición y fuerza toman mayor
relevancia.

1Una explicación más detallada de los conceptos de Transparencia y Telepresencia se presentan en el
Caṕıtulo 2
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1. Introducción

1.3. Objetivo

Desarrollar esquemas de control que le permitan a un operador manipular objetos de
forma diestra a distancia de una manera intuitiva y natural. Los esquemas de control
deben garantizar:

1. Estabilidad.

2. Seguimiento de trayectorias en posición y fuerza.

3. Transparencia y Telepresencia.

1.4. Metodoloǵıa

Para resolver el problema planteado en este trabajo de investigación, éste se dividió en
dos problemas particulares. El primero consiste en analizar a los robots esclavos como
un sistema cooperativo. En esta etapa el objetivo es diseñar algoritmos de control para
la manipulación diestra (traslación y orientación) de diferentes objetos. Puesto que el
objetivo final es lograr que el operador manipule el objeto de forma remota, el algoritmo
propuesto debe garantizar que los errores de posición y fuerza tiendan a cero. Además,
debe ser robusto ante cambios en los parámetros (masa e inercia) de la pieza a manipular.

El segundo problema consiste en analizar los esquemas de teleoperación. En primera
instancia, se analizó un esquema de teloperación unilateral formado por un manipulador
maestro y dos esclavos. Dicho esquema le permite al operador mover y rotar el objeto
manipulando el efector final del maestro. Para cumplir con el objetivo de telepresencia
se añadió un segundo manipulador al esquema de teleoperación. En este caso, el objetivo
consiste en proponer esquemas de control para los robots maestros que logren recrear
las fuerzas de contacto, además de garantizar la estabilidad de todo el sistema en lazo
cerrado.

1.5. Organización de la tesis

El presente documento está organizado de la siguiente manera: en el Caṕıtulo 2 se
presentan los conceptos básicos de la telerobótica aśı como el modelo matemático y
propiedades del esquema de teleoperación. En el Caṕıtulo 3 se aborda el problema de
control de posición y fuerza para los esquemas de teleoperación unilateral y bilateral.
Se propone un algoritmo de control adaptable centralizado para los robots esclavos y
un observador de velocidad para el robot maestro. Además, se presenta el análisis de
estabilidad del sistema en lazo cerrado. Un esquema de control centralizado para los
manipuladores esclavos aśı como su correspondiente análisis de estabilidad de la dinámica
en lazo cerrado se presentan en el Caṕıtulo 4. En el Caṕıtulo 5 se muestran resultados
experimentales y de simulación que validan la teoŕıa desarrollada en los Caṕıtulos 3 y 4.
Finalmente, en el Caṕıtulo 6 se presentan conclusiones y el trabajo futuro.
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CAPÍTULO 2
Esquema de teleoperación

En este caṕıtulo se presentan los conceptos básicos de la telerobótica aśı como el
modelo matemático y propiedades del esquema de teleoperación considerado en este
trabajo de investigación.

2.1. Conceptos básicos

2.1.1. Transparencia y telepresencia

Cuando los humanos realizamos una tarea, siempre está asociada una sensación con
dicha tarea. Por ejemplo, pulir una superficie de madera tiene una sensación distinta
a tallar dicha superficie. Esta sensación depende en gran medida de como reacciona el
ambiente ante las fuerzas que aplica el humano.

En una tarea de teleoperación dicha sensación se ve afectada o es nula. Esto se debe a
que el robot maestro agrega una dinámica adicional. La transparencia indica como se ve
afectada la sensación que percibe el humano al realizar una tarea de teleoperación. En
un sistema de teleoperación completamente transparente el operador solo debe sentir la
dinámica del entorno remoto.

El concepto de telepresencia se refiere a que un operador tenga la sensación de estar
en contacto con el ambiente remoto. De este modo, la transparencia puede ser utilizada
como una medida para cuantificar la telepresencia en un esquema de teleoperación.

2.1.2. Clasificación del los esquemas de teleoperación

Dependiendo de la información transmitida a cada robot, los esquemas de teleoperacón
maestro-esclavo se pueden clasificar en:

Esquema de teleoperación unilateral: En este esquema solo el robot maestro transmite
información de posición o fuerza al manipulador esclavo.

Esquema de teleoperación bilateral: En este esquema tanto el robot esclavo como el
maestro transmiten información de posición y/o fuerza. Este esquema presenta
mayor flexibilidad ya que, dependiendo de la tarea, el robot esclavo puede ser
utilizado como robot maestro.

Otra clasificación de los esquemas de teleoperación se basa en la estructura cinemática
de los robots. Si los robots tienen la misma estructura cinemática se dice que es un
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2. Esquema de teleoperación

ps1

ps2
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Figura 2.1: Esquema de telemanipulación

sistema de teleoperación similar. Un sistema de teleoperación no similar es aquel en el
cual los robots tienen una estructura cinemática distinta.

2.1.3. Esquema de Telemanipulación

Las tareas que se pueden realizar con un esquema teleoperación convencional maestro-
esclavo se limitan a tareas de seguimiento en posición y fuerza (e.g tareas de pulido,
soldadura, exploración del entorno remoto). Para realizar una tarea de telemanipula-
ción diestra se requiere un control preciso de las fuerzas aplicadas al objeto y de su
movimiento. Puesto que una pinza robótica convencional no puede lograr esta tarea, se
requiere que el robot esclavo tenga una mano mecánica (Yoshikawa, 2010). Sin embargo,
si el objeto es muy pesado o excede las dimensiones del robot, se pueden tener múltiples
robots esclavos. El esquema de telemanipulación considerado en este trabajo se muestra
en la Figura 2.1. El sistema está compuesto por dos robots esclavos sujetando un objeto
ŕıgido y un robot maestro. Este esquema le permite a un operador manipular objetos de
forma remota. Se asume lo siguiente:

Los robots no tienen la misma estructura cinemática (esquema de teleoperación
no similar).

Los objetos a manipular son ŕıgidos.

El retardo en el canal de comunicación es despreciable.

Los robots esclavos solo pueden ejercer fuerzas de compresión.

Los robots están provistos únicamente de articulaciones de revolución.
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2. Esquema de teleoperación

2.2. Modelo matemático

2.2.1. Robots cooperativos

Los robots esclavos se analizan como un sistema cooperativo. Se asume que tienen el
mismo número de grados de libertad cada uno (ns1 = ns2 = ns), por lo que el número
de grados de libertad del sistema cooperativo es 2ns. De acuerdo con la Figura 2.1, Σ0

es un sistema de referencia inercial fijo en la base del primer robot, Σc es un sistema
de referencia fijo al centro de masa del objeto y Σsi es un sistema de referencia fijo al
efector final de cada manipulador. Para obtener las relaciones cinemáticas del sistema
cooperativo se asume que los manipuladores sujetan firmemente el objeto y que no existe
deslizamiento. La posición del centro de masa del objeto está dada por

0pc = 0psi + 0Rsi
sirci, i = 1, 2. (2.1)

donde sirci ∈ <3 es el vector constante que va del centro de masa del objeto al punto de
contacto expresado con respecto al sistema Σi. Por otro lado, la orientación del sistema
Σsi se elige tal que coincida con la orientación del objeto Σc, i.e.,

0Rsi = R̄i
0Rc. (2.2)

donde R̄i ∈ <3×3 es una matriz de rotación constante y R3×3
c es la matriz de rotación

del objeto. Al derivar la ecuación (2.1) se obtiene la velocidad lineal del objeto dada por

0ṗc = 0ṗsi + 0Ṙsi
sirci

= 0ṗsi + S(0ωsi)
[
0Rsi

sirci

]

= 0ṗsi − S(0Rsi
sirci)

0ωsi

(2.3)

donde 0ṗsi y 0ωsi son la velocidad lineal y angular del i-ésimo efector final, el producto
cruz S(0ωsi)

[
0Rsi

sirci

]
= 0ωsi × 0Rsi

sirci es la velocidad relativa entre el punto de
contacto y el centro de masa. El operador S(·) ∈ <3×3 es una matriz antisimétrica.

Sea νs =
[
νT

s1 νT
s2

]T ∈ <12 el vector de velocidad del sistema cooperativo en coor-

denadas del espacio de trabajo con νsi =
[
ṗT

si ωT
si

]T ∈ <6. Tomando en cuenta (2.3),
el vector de velocidad lineal y angular del centro de masa del objeto denotado por

νc =
[
ṗT

c ωT
c

]T ∈ <6 se relaciona con νs ∈ <6 mediante

νs = JT
c νc (2.4)

donde

Jc =
[
Jc1 Jc2

]
=

[
I O I O

S(Rs1
s1rc1) I S(Rs2

s2rc2) I

]
∈ <6×12. (2.5)

es la matriz de agarre (Erhart & Hirche, 2015).
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2. Esquema de teleoperación

De manera similar, la velocidad articular del sistema cooperativo denotado por q̇s =[
q̇T

s1 q̇T
s2

]T ∈ <2ns se relaciona con la velocidad lineal y angular νs mediante

νs = J s(qs)q̇s =

[
J s1(qs1) O
O J s2(qs2)

]
q̇s (2.6)

donde J si(qsi) ∈ <6×ns es el Jacobiano geométrico del i-ésimo robot esclavo.

Dinámica de los manipuladores

Cuando los robots esclavos sujetan de forma ŕıgida al objeto, se forma una cadena
cinemática cerrada, la cual puede ser caracterizada por la restricción holonómica

ϕs(qs) = ‖ps2(qs2)− ps1(qs1)‖ − ` = 0 (2.7)

donde qs =
[
qT

s1 qT
s2

]T ∈ <2ns es el vector de coordenadas articulares del sistema
cooperativo y ` representa la longitud del objeto. El modelo dinámico de cada robot
esclavo sujeto a la restricción (2.7) está dado por (Spong et al., 2006)

Hsi(qsi)q̈si+Csi(qsi, q̇si)q̇si+Dsiq̇si+gsi(qsi) = τ si+J
T
ϕsi(qsi)λs +JT

si(qsi)hsi (2.8)

donde Hsi(qsi) ∈ <ns×ns es la matriz de inercia, Csi(qsi, q̇si)q̇si ∈ <ns representa las
fuerzas centŕıfugas y de Coriolis, Dsiq̇si ∈ <ns es el par debido a la fricción viscosa
y τ si ∈ <ns es el vector de fuerzas y pares generalizados. El vector JT

ϕsi(qsi)λs ∈ <ns

representa la fuerza de sujeción o de contacto, donde Jϕsi(qsi) = ∂ϕs/∂qsi es el gradiente
y λs ∈ < es el multiplicador de Lagrange que representa la magnitud de la fuerza de
sujeción. Finalmente, hsi ∈ <ns es el vector de fuerzas y pares de reacción en el punto
de contacto.

La ecuaciones de movimiento para el sistema cooperativo se pueden escribir de forma
compacta como

Hs(qs)q̈s +Cs(qs, q̇s)q̇s +Dsq̇s + gs(qs) = τ s + JT
ϕs(qs)λs + JT

s (qs)hs (2.9)

donde las matrices son matrices diagonales por bloques, e.g.,

Hs(qs) =

[
Hs1(qs1) O
O Hs2(qs2)

]
, Cs(qs, q̇s) =

[
Cs1(qs1, q̇s1) O

O Cs2(qs2, q̇s2)

]
,

los vectores se agrupan en vectores columna e.g.,

gs(qs) =

[
gs1(qs1)
gs2(qs2)

]
, τ s =

[
τ s1

τ s2

]
, hs =

[
hs1

hs2

]
,

el vector Jϕs(qs) = ∇qs
ϕ(qs) ∈ <2ns es el gradiente en coordenadas articulares.

A continuación se expresa la fuerza de sujeción en coordenadas del espacio de trabajo.

Para tal fin, sea xs =
[
xT

s1 xT
s2

]T
el vector de posición en coordenadas del espacio
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Figura 2.2: Diagrama de cuerpo libre del objeto

de trabajo, con xsi =
[
pT

si φT
si

]T
donde φsi es una parametrización de la orientación.

En dichas coordenadas, la fuerza de sujeción está dada por (Pliego-Jiménez & Arteaga-
Pérez, 2015)

fT
s = ∇xsϕs(xs)λs = Jϕxsλs. (2.10)

Puesto que la restricción holonómica (2.7) no depende de φsi se tiene

Jϕxs =
[
Jϕps1 0T Jϕps2 0T

]
(2.11)

donde

Jϕpsi =
∂ϕs

∂psi

= (−1)i
(ps2 − ps1)T

‖ps2 − ps1‖
. (2.12)

Dinámica del objeto

El diagrama de cuerpo libre del objeto se muestra en la Figura 2.2. La enerǵıa cinética
del objeto está dada por

Kc =
1

2
mo

0ṗT
c

0ṗc +
1

2
0ωT

c
0Rc Ic

0RT
c

0ωc =
1

2
νT

c Hcνc (2.13)

donde mo y Ic ∈ <3×3 son respectivamente la masa y el tensor de inercia del objeto y

Hc =

[
moI O

O 0Rc Ic
0RT

c

]

es la matriz del objeto. La enerǵıa potencial del objeto está dada por

Pc = mog
T 0pc. (2.14)
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2. Esquema de teleoperación

donde g ∈ <3 es el vector de gravedad. Al aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange se
obtienen las ecuaciones de movimiento del objeto dadas por (Siciliano et al., 2009)

Hcν̇c +Ccνc + gc = −
2∑

i=1

hci, (2.15)

donde Cc = block diag
{
O S(0ωc)Rc IcR

T
c

}
∈ <6×6, gc =

[
mog

T 0T
]T ∈ <6. El

vector
∑2

i=1 hci es la fuerza y par aplicado por los robots esclavos en el centro de masa
del objeto y está dado por

2∑

i=1

hci = Jc

(
hs + JT

ϕxsλs

)
. (2.16)

Suposición 2.1. Los vectores JT
ϕps1 y JT

ϕps2 son colineales en el punto de contacto.

A continuación se analiza el efecto de la fuerza de sujeción en el movimiento del objeto.
Tomando en cuenta las ecuaciones (2.5) y(2.11) y se tiene

JcJ
T
ϕxsλs = λs

2∑

i=1

[
JT
ϕpsi

S(rci)J
T
ϕpsi

]
∈ <6 (2.17)

donde rci = 0Rsi
sirci. De acuerdo con la ecuación (2.12) el término superior de (2.17)

está dado por

2∑

i=1

JT
ϕpsiλs = λs

(
− ps2 − ps1

‖ps2 − ps1‖
+

ps2 − ps1

‖ps2 − ps1‖

)
= 0. (2.18)

De acuerdo con la Suposición 2.1 el vector Rsi
sirci se puede calcular de la siguiente

manera:

Rsi
sirci = dsi + d, (2.19)

donde dsi y d son vectores ortogonales como se muestra en la Figura 2.2. Tomando en
cuenta la ecuación anterior, el par generado por las fuerzas de sujeción JT

ϕpsiλs está dado
por

2∑

i=1

S(Rsi
sirci)J

T
ϕpsiλs = λs

2∑

i=1

S(dsi + d)JT
ϕpsi

= λs

2∑

i=1

S(dsi)J
T
ϕpsi + S(d)

2∑

i=1

JT
ϕpsiλs

(2.20)

Puesto que dsi es paralelo a JT
ϕsi (ver Figura 2.2), el producto cruz entre dichos vectores

es cero, i.e., S(dsi)J
T
ϕpsi = dsi × JT

ϕpsi = 0. Tomando en cuenta la ecuación (2.18) el
segundo término del lado derecho de (2.20) también es cero,

2∑

i=1

S(Rsi
sirci)J

T
ϕpsiλs = 0. (2.21)
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Del análisis anterior se concluye que las fuerzas de sujeción JT
ϕpsiλs no contribuyen al

movimiento del objeto. Por lo tanto, las únicas fuerzas y pares que contribuyen a su
movimiento están dadas por

2∑

i=1

hci = Jchs. (2.22)

Debido a que la matriz Jc es de rango completo por fila, la solución de la ecuación
anterior para hs está dada por

hs = J†c

2∑

i=1

hci (2.23)

donde J†c = JT
c

(
JcJ

T
c

)−1
es la pseudo inversa de Moore-Penrose. Tomando en cuenta

la dinámica del objeto (2.15), el vector de fuerzas y pares hs se puede escribir como:

hs = −J†c (Hcν̇c +Ccνc + gc) . (2.24)

Por otro lado, tomando en cuenta las ecuaciones (2.4) y (2.6), la velocidad y aceleración
del objeto se pueden expresar en coordenadas articulares, i.e.,

νc = J sc(qs)q̇s (2.25)

ν̇c = J sc(qs)q̈s + J̇ sc(qs)q̇s (2.26)

donde J sc(qs) ,
(
J†c
)T
J s(qs) y J̇ sc = d

dtJ sc. Finalmente, sustituyendo la ecuación
(2.24) en la dinámica de los robots esclavos (2.9) y tomando en cuenta las relaciones
cinemáticas (2.25) y (2.26) se obtiene

Hs(qs)q̈s +Cs(qs, q̇s)q̇s +Dsq̇s + gs(qs) = τ s + JT
ϕs(qs)λs (2.27)

donde

Hs(qs) , Hs(qs) + JT
sc(qs)HcJ sc(qs)

Cs(qs, q̇s) , Cs(qs, q̇s) + JT
sc(qs)HcJ̇ sc(qs) +CcJ sc(qs)

gs(qs) , gc(qs) + JT
sc(qs)gc.

La ecuación (2.27) representa la dinámica del sistema cooperativo cuando los robots
sujetan de forma ŕıgida el objeto.
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2.2.2. Agarre ŕıgido

En este trabajo, el término agarre ŕıgido se refiere a que los robots esclavos manipulan
el objeto sin que exista deslizamiento entre los efectores finales y el objeto. En la sección
anterior se mostró que los vectores de fuerza JT

ϕpsiλs no contribuyen al movimiento
del objeto. La función de dichas fuerzas es lograr un agarre ŕıgido. Para que no exista
deslizamiento ente los efectores finales y el objeto, se debe cumplir (Howe & Cutkosky,
1996)

f rsi ≥ mog (2.28)

donde f rsi = κsinsi ∈ <3 es la fuerza de fricción estática, nsi ∈ <3 es la fuerza normal a la
superficie y κs ∈ < es el coeficiente de fricción estático de las superficies de contacto. Sin
pérdida de generalidad, se puede asumir que el vector JT

ϕpsiλs es normal a la superficie,

JT
ϕpsiλs = nsi. (2.29)

Tomando en cuenta la ecuación anterior y puesto que ‖Jϕpsi‖ = 1, la condición (2.28)
se simplifica de la siguiente manera

κsλs ≥ mog0 (2.30)

donde g0 = 9.8
[

m
s2

]
es la constante gravitatoria. Por lo tanto, la magnitud de la fuerza

sujeción deseada debe satisfacer

λsd ≥
mog0

κs
. (2.31)

2.2.3. Robot maestro

En tareas de teleoperación o telemanipulación es común utilizar dispositivos hápticos
como robot maestro; esto se debe a que presentan baja inercia y peso, además de tener
un diseño ergonómico. Las ecuaciones del robot maestro están dadas por

Hm(qm)q̈m +Cm(qm, q̇m)q̇m +Dmq̇m + gm(qm) = τm − τ h (2.32)

donde qm ∈ <nm es el vector de posición articular, τm ∈ <nm es el par de control y
τ h ∈ <nm es el par aplicado por el humano.

2.3. Propiedades del modelo

Las ecuaciones (2.27) y (2.28) describen la dinámica del sistema de telemanipulación
y presentan las siguientes propiedades (k = {s,m}):

Propiedad 2.1. La matriz de inercia Hk(qk) es simétrica positiva definida.
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Propiedad 2.2. La matriz de inercia Hk(qk) satisface

λhk‖xk‖2 ≤ xT
kHk(qk)xk ≤ λHk‖xk‖2, ∀xk,∈ <nk

donde

λhk , mı́n
∀qk

λmı́n{Hk(qk)}, λHk , máx
∀qk

λmáx{Hk(qk)}

Propiedad 2.3. La matriz Ḣk(qk)− 2Ck(qk, q̇k) es antisimétrica.

Propiedad 2.4. El vector de Coriolis Ck(qk,xk)yk satisface Ck(qk,yk)xk para todo
qk, xk, yk ∈ <nk .

Propiedad 2.5. La matriz Ck(qk,xk) satisface ‖Ck(qk,xk)‖ ≤ kCk‖xk‖, kCk > 0 para
todo qk, xk ∈ <nk .

Propiedad 2.6. El modelo dinámico (2.27) es lineal con respecto a los parámetros
dinámicos de los robots esclavos y el objeto i.e.,

Hs(qs)q̈s +Cs(qs, q̇s)q̇s +Dsq̇s + gs(qs) = Y s(qs, q̇s, q̈s)θs = τ s + JT
ϕs(qs)λs

donde Y s(qs, q̇s, q̈s) ∈ <2ns×ps es el regresor y θs ∈ <ps representa el vector de paráme-
tros de los robots y el objeto.

La derivada de la restricción (2.7) con respecto al tiempo está dada por

d

dt
ϕs(qs) = Jϕs(qs)q̇s = 0. (2.33)

Se observa que la velocidad articular q̇s pertenece al espacio nulo del vector Jϕs(qs).
Puesto que se tiene sólo una restricción, una interpretación geométrica de (2.33) es que
la velocidad q̇s es ortogonal a Jϕs(qs).

Propiedad 2.7. El vector q̇s satisface

q̇s = Qs(qs)q̇s + P s(qs)q̇s = Qs(qs)q̇s (2.34)

donde P s(qs) = J†ϕs(qs)Jϕs(qs) ∈ <ns×ns, J†ϕs(qs) = JT
ϕs(qs)

(
Jϕs(qs)J

T
ϕs(qs)

)−1 ∈ <ns

es la pseudoinversa de Moore-Penrose y Qs(qs) = I−P s(qs) ∈ <ns×ns. Las matrices de
proyección Q(q) y P (q) satisfacen

Qs(qs)P s(qs) = O, Qs(q)JT
ϕs(qs) = O y P s(qs)J

T
ϕs(qs) = JT

ϕs(qs).

Dado que q̇T
s J

T
ϕs(qs) = (Jϕs(qs)q̇s)

T = 0 se tiene la siguiente propiedad

Propiedad 2.8. El modelo dinámico (2.27) define un mapeo pasivo τ s → q̇s

< τ s, q̇s >T=

∫ T

0
q̇T

s τ sdt ≥ −βs

para algún βs > 0 y para todo T > 0.
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CAPÍTULO 3
Algoritmo de control centralizado

En este caṕıtulo se presentan los algoritmos de control de posición y fuerza para el sis-
tema de telemanipulación presentado en el Caṕıtulo 2. Como se mencionó anteriormente,
un esquema de telemanipulación le permite a un operador manipular objetos de forma
diestra desde un lugar remoto. Por lo tanto, el algoritmo de control debe garantizar no
solo el seguimiento en posición, sino también debe controlar la fuerza de sujeción para
garantizar un agarre ŕıgido.

3.1. Algoritmo de control robot maestro

En un esquema de telemanipulación el algoritmo de control para el robot maestro, a
diferencia de los esquemas de control para los esclavos, no se utiliza para lograr segui-
miento de trayectorias. El esquema de control del maestro se puede utilizar para:

1. Cancelar fuerzas dinámicas que impiden al operador mover el efector del robot
maestro libremente (e.g. fuerzas de gravedad, fuerzas debido a la fricción, fuerzas
dinámicas).

2. Recrear fuerzas de contacto para dar la sensación de tocar la superficie del objeto
remoto (telepresencia).

3. Impedir que el operador pueda mover el efector final del robot en ciertas direccio-
nes. Esto con el fin de evitar posibles colisiones o singularidades.

El algoritmo de control para el robot maestro está dado por

τm = gm(qm) (3.1)

Las fuerzas centŕıfugas y de Coriolis dependen de la velocidad articular. Si el operador
mueve lentamente el efector final del manipulador, dichas fuerzas se pueden despreciar.
Por lo tanto, a bajas velocidades es razonable asumir que el controlador (3.1) garantiza
que el operador puede mover con facilidad el efector final del maestro. Al sustituir el
esquema de control (3.1) en (2.32) se obtiene

Hm(qm)q̈m +Cm(qm, q̇m)q̇m +Dmq̇m = −τ h (3.2)

Dentro de los componentes principales del esquema de telemanipulación se encuentra el
operador, cuya función principal es generar la trayectoria deseada para los manipuladores
esclavos. Para analizar el sistema en lazo cerrado se considera lo siguiente:
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Suposición 3.1. El par aplicado por el humano es una función continua y acotada,
i.e. τ h ∈ L∞. Además, se asume que las trayectorias deseadas generadas por el humano
están acotadas, i.e.,

‖qm(t)‖ ≤ ζm1 <∞, ‖q̇m(t)‖ ≤ ζm2 <∞.
Tomando en cuenta la suposición anterior y la Propiedad 2.1, se concluye que el vector

de aceleración q̈m también está acotado,

‖q̈m(t)‖ ≤ ζm3 <∞. (3.3)

3.1.1. Observador de velocidad

En una tarea de telemanipulación, para generar la trayectoria deseada para los robots
esclavos se requiere medir tanto la posición como la velocidad articular del robot maes-
tro. La velocidad articular se puede medir utilizando un tacómetro, o bien, ésta puede
ser calculada mediante diferenciación numérica. En ambos casos, la velocidad está conta-
minada con ruido, el cual, puede afectar el desempeño del esquema de telemanipulación.
Para resolver este problema se utilizará un observador para estimar la velocidad articular
del robot maestro. Se define el error de observación de la siguiente manera

q̃m = qm − q̂m (3.4)

donde q̂m ∈ <nm es un estimado de qm. Basado en Arteaga-Pérez & Kelly (2004), el
observador propuesto está dado por

˙̂qm = (kr + αr)q̃m + krξm (3.5)

ξ̇m = αrq̃m (3.6)

donde kr, αr ∈ < son constantes positivas. Se define la velocidad auxiliar

q̇mo = ˙̂qm − αrq̃m. (3.7)

Considérese la variable de error

rm = q̇m − q̇mo = ˙̃qm + αrq̃m. (3.8)

Nótese que la ecuación anterior representa un filtro estable de primer orden para q̃m con
entrada rm. Por lo tanto, si rm está acotada implica que los errores de observación q̃m

y ˙̃qm están acotados. La derivada de (3.8) está dada por

ṙm = q̈m − q̈mo. (3.9)

Tomando en cuenta (3.5)-(3.7), la ecuación anterior se puede escribir como

ṙm = −¨̂qm + αr
˙̃qm + q̈m

= −(kr + αr) ˙̃qm − krαrq̃m + αr
˙̃qm + q̈m

= −krrm + q̈m.

(3.10)

La ecuación anterior caracteriza la dinámica de los errores de observación. A continuación
se establece el siguiente teorema:
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Teorema 3.1. Para el sistema descrito por (2.32) en lazo cerrado con (3.1), el ob-
servador de velocidad dado en (3.5) y (3.6) garantiza el acotamiento de los errores de
observación, q̃m, ˙̃qm ∈ L∞. Además, si la ganancia de observación kr es suficientemente
grande, dichos errores se pueden hacer arbitrariamente pequeños, i.e.,

q̃m(t) ≈ 0, ˙̃qm(t) ≈ 0.

Demostración. Considérese la función positiva

Vr =
1

2
‖rm‖2 (3.11)

cuya derivada a lo largo de (3.10) está dada por

V̇r = −kr‖rm‖2 + rT
mq̈m. (3.12)

Tomando en cuenta la ecuación (3.3), la función V̇r satisface

V̇r ≤ −
1

2
kr‖rm‖2 −

1

2
kr‖rm‖2 + ζm3‖rm‖

= −1

2
kr‖rm‖2 −

1

2
kr‖rm‖ (‖rm‖ − µm)

≤ −1

2
kr‖rm‖2, ∀ ‖rm‖ ≥ µm

(3.13)

donde

µm , 2
ζm3

kr
. (3.14)

Considérese la región Ωm = {rm|‖rm‖ ≤ µm} ⊂ <nm con centro en el origen. Puesto que
la derivada de Vr es negativa afuera de Ωm, las trayectorias del sistema (3.10) convergerán
a dicha región y permanecerán en ella para todo tiempo futuro. De este modo, para un
tiempo T ≥ 0 se tiene

‖rm‖ ≤ µm (3.15)

Por otro lado, la solución de (3.8) está dada por

q̃m(t) = e−αrtq̃m(0) +

∫ t

0
e−αr(t−τ)rm(τ)dτ t ≥ 0. (3.16)

Tomando en cuenta la ecuación (3.15) una cota superior para q̃m(t) se puede calcular
de la siguiente manera

‖q̃m(t)‖ ≤ ‖q̃m(0)‖e−αrt +

∫ t

0
µme

−αr(t−τ)dτ

≤ ‖q̃m(0)‖e−αrt +
µm

αr
, ∀ t ≥ 0.

(3.17)
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Figura 3.1: Planeación de trayectorias

De las ecuaciones (3.8), (3.15) y (3.17) se observa que una cota superior para el error de
observación de la velocidad articular se puede calcular como

‖ ˙̃qm‖ ≤ αr‖q̃m‖+ ‖rm‖
≤ αr‖q̃m(0)‖e−αrt + 2µm.

(3.18)

Para un tiempo T suficientemente grande, se tienen las siguientes aproximaciones

‖q̃m‖ ≈
µm

αm
, ‖ ˙̃qm‖ ≈ 2µm. (3.19)

El radio de la región Ωm se puede hacer arbitrariamente pequeño si se incrementa la
ganancia de observación km (ver ecuación (3.14)). Por lo tanto, se puede concluir que
los errores de observación se pueden hacer arbitrariamente pequeños, i.e.,

‖q̃m‖ ≈ 0, ‖ ˙̃qm‖ ≈ 0

para un tiempo T ≥ 0.

3.2. Planeación de trayectorias

El esquema de teleoperación considerado en este trabajo se diferencia de los esquemas
tradicionales en el número de robots esclavos. Puesto que se asume que los manipula-
dores tienen una estructura cinemática distinta, la trayectoria deseada se generará en
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coordenadas del espacio de trabajo. De acuerdo con la Figura 3.1, la posición y orien-
tación deseada para el primer robot esclavo se puede calcular de la siguiente manera

psd1 = p̂m(q̂m) + pv, Rsd1 = Rm(q̂m) (3.20)

donde p̂m ∈ <3 es la posición estimada del maestro, pv ∈ <3 es un vector constante y
Rm(q̂m) ∈ <3×3 es la matriz de rotación del maestro. El vector pv puede ser interpretado
como un eslabón virtual que une los efectores finales del maestro y esclavo. Para el
segundo robot esclavo se tiene

psd2 = psd1 + `Rm(q̂m)cs11, Rsd2 = RRm(q̂m) (3.21)

donde ` es la longitud del objeto, cs11 ∈ <3 es un vector unitario del sistema de referencia
Σs1 = {cs11, cs21, cs31} y R ∈ <3×3 es una matriz de rotación constante, la cual se elige
tal que los efectores finales de los esclavos sean colineales (ver Figure 3.1). Puesto que
‖Rmcs11‖ = ‖cs11‖ = 1, se tiene que ‖psd2 − psd1‖ = `. Por lo tanto, las trayectorias
deseadas (3.20) y (3.21) satisfacen la restricción holonómica (2.7). La velocidad lineal
deseada está dada por

ṗsd1 = ˙̂pm(q̂m), ˙̂pm(q̂m) + ` (ω̂m ×Rmcs11) (3.22)

donde ˙̂pm ∈ <3 y ω̂m ∈ <3 son la velocidad lineal y angular estimadas dadas por

[
˙̂pm

ω̂m

]
= Jm(q̂m) ˙̂qm

donde Jm(q̂m) ∈ <6×nm es el Jacobiano geométrico del robot maestro. Finalmente,
la posición articular deseada qsdi se obtiene al resolver la cinemática inversa de los
manipuladores.

Comentario 3.1. La trayectoria deseada está en función de la posición articular esti-
mada q̂m. Al derivar las ecuaciones (3.20) y (3.21) la velocidad deseada está en función
de la velocidad articular estimada ˙̂qm (ver ecuación (3.22)). De este modo, se evita
utilizar la velocidad articular del maestro q̇m.
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3.3. Algoritmo de control robot esclavos

En esta sección se presenta un control centralizado para el sistema cooperativo descrito
por la ecuación (2.27). Los errores de posición y fuerza se definen de la siguiente manera

∆qs = qs − qsd, ∆λs = λs − λsd

donde qsd =
[
qT

sd1 qT
sd2

]T ∈ <ns ∈ <ns es la posición articular deseada, la cual, se
obtiene al resolver la cinemática inversa de los manipuladores esclavos. Por otro lado,
λsd ∈ < es la magnitud deseada de la fuerza de sujeción que satisface la condición (2.31).
Se introduce la variable de estado ∆Fs ∈ < como

d

dt
∆Fs = ∆λs. (3.23)

Como se mostrará más adelante la variable ∆Fs se utilizará para diseñar un algoritmo de
control con acción integral en el subespacio de fuerza. Se define la velocidad de referencia
q̇rs como

q̇rs , Qs(qs) (q̇sd − kps∆qs) + ξsk
−1
Fs J

†
ϕs(qs) (∆λs + kFs∆Fs) (3.24)

donde kps, ξs y kFs ∈ < son constantes positivas. Nótese que la velocidad de referencia
hace uso de las matrices de proyección. De esta manera, los errores de posición no afectan
a los errores de fuerza y viceversa. Considérese la variable de error

ss = q̇s − q̇rs. (3.25)

Tomando en cuenta las ecuaciones (2.34) y (3.24) el vector ss se puede escribir como

ss = Qs(qs)q̇s − q̇rs

= Qs(qs) (∆q̇s + kps∆qs)− ξsk
−1
Fs J

†
ϕs(qs) (∆λs + kFs∆Fs)

= sps + sFs

(3.26)

donde

sps , Qs(qs)
(
∆q̇s + ks∆qps

)
(3.27)

sFs , −ξsk
−1
Fs J

†
ϕs(qs) (∆λs + kFs∆Fs) (3.28)

Los vectores ssp ∈ <ns y sFs ∈ <ns caracterizan la dinámica de los errores de posición y
fuerza. Además, dichos vectores son ortogonales, esto implica que si el vector ss tiende
a cero, también los harán los vectores sps y sFs. Por lo tanto, el objetivo es lograr la
convergencia a cero del vector ss. Para tal fin, se propone el siguiente algoritmo de
control adaptable para los robots esclavos

τ s = −Kvsss + Y saθ̂s − JT
ϕs(q) (λsd − kFs∆Fs) (3.29)

donde Kvs = KT
vs ∈ <ns×ns es una matriz positiva definida, Y sa = Y s(qs, q̇s, q̇rs, q̈rs) ∈

<ns×ps es el regresor, el cual satisface Y saθ̂s = Hs(qs)q̈rs+Cs(qs, q̇s)q̇rs+Dsq̇rs+gs(qs),
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Figura 3.2: Diagrama de bloques del esquema de teleoperación

el vector θ̂s ∈ <ps es un estimado de θs, el cual se actualiza de acuerdo con la ley de
adaptación

d

dt
θ̂s = −ΓsY

T
sass (3.30)

donde Γs = ΓT
s > O ∈ <ps×ps es la ganancia de adaptación. Al restar el término

Hs(qs)q̈rs + Cs(qs, q̇s)q̇rs + Dsq̇rs + gs(qs) en ambos lados de la ecuación (2.27) se
obtiene

Hs(qs)ṡs +Cs(qs, q̇s)ss +Dsss = τ s + JT
ϕs(qs)λs − Y saθs. (3.31)

Finalmente al sustituir el algoritmo de control (3.29) en la ecuación anterior se obtiene
la dinámica en lazo cerrado dada por

Hs(qs)ṡs = −Cs(qs, q̇s)ss −KvDsss + JT
ϕs(q) (∆λs + kFs∆Fs) + Y sa∆θs (3.32)

donde KvDs ,Kvs +Ds y ∆θs , θ̂s − θs es el error paramétrico.

El diagrama de bloques del esquema de teleoperación en conjunto con los algoritmos
de control-observador se muestra en la Figura 3.2. Cabe resaltar que los robots esclavos
no env́ıan información al robot maestro, por lo tanto, se trata de un esquema de teleope-
ración unilateral. Esto permite analizar la estabilidad del sistema en lazo cerrado para
los esclavos sin considerar la dinámica en lazo cerrado del maestro.

A continuación se establece el siguiente teorema:

Teorema 3.2. Considérese el sistema de robots esclavos cooperativos (2.27) en lazo
cerrado con (3.29) donde las trayectorias deseadas generadas por el humano están dadas
por (3.20)-(3.22), las cuales se asumen acotadas. Además, supóngase que las condiciones
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iniciales satisfacen ‖∆qs(0)‖ ≤ δs, donde δs es una constante suficientemente pequeña
para la cual se cumple

Qs(qs)∆qs = ∆qs and Qs(qs)∆q̇s = ∆q̇s.

Si la ganancia kps definida en (3.24) se elige tal que kps ≥ ζs/δs, donde ζs está definida
en (3.57), entonces el algoritmo de control adaptable (3.29) garantiza

ĺım
t→∞

∆qs = 0, ĺım
t→∞

∆q̇s = 0, y ĺım
t→∞

∆λs = 0.

Demostración. La demostración del teorema se lleva a cabo en tres pasos. Además, se
hará uso del Teorema A.2 mostrado en el Apéndice A. Considérese el vector de estado

ys =
[
sT

s ∆Fs ∆θT
s

]T ∈ <ns+ps+1. (3.33)

Tomando en cuenta la definición anterior, la dinámica en lazo cerrado de los robots
esclavos descrita por (3.23), (3.30) y (3.32) se puede escribir de forma compacta como

ẏs =



H−1

s (qs)
{
JT
ϕs(∆λs + kFs∆Fs)− (Cs(qs, q̇s) +KvDs) ss + Y a∆θs

}

∆λs

−ΓsY
T
a ss


 . (3.34)

1) El primer paso consiste en mostrar que el vector de estado ys está acotado y que
el vector ss definido en (3.25) tiende a cero asintóticamente. Para tal fin, considérese la
función candidata de Lyapunov

Vs(t,ys) =
1

2
ysM s(qs)ys (3.35)

donde M s(qs) = block diag
{
Hs(qs) 2ξs Γ−1

s

}
es una matriz diagonal a bloques. La

función Vs(t,ys) satisface

λsm‖ys‖2 ≤ Vs(t,ys) ≤ λsM‖ys‖2

con λsm , mı́n∀qs
λmı́n{M s(qs)}, λsM , máx∀qs

λmáx{M s(qs)}. La derivada de Vs(t,ys)
a lo largo de (3.34) está dada por

V̇s =− sT
s KvDsss + (Jϕs(qs)ss)

T (∆λs + kFs∆Fs) + 2ξs∆Fs∆λs (3.36)

donde se ha utilizado la Propiedad 2.3. Tomando en cuenta la ecuación (3.26) y que
Jϕs(qs)J

†
ϕs(qs) = I, el producto interno < JT

ϕs(qs), ss > está dado por

Jϕs(qs)ss = −ξsk
−1
Fs Jϕs(qs)J

†
ϕs(qs) (∆λs + kFs∆Fs) = −ξsk

−1
Fs (∆λs + kFs∆Fs) . (3.37)

Al sustituir el resultado anterior en (3.36) se obtiene

V̇s = −sT
s KvDsss − ξskFs∆F

2
s − ξsk

−1
Fs ∆λ2

s

≤ −sT
s KvDsss − ξskFs∆F

2
s .

(3.38)
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Se observa que la función escalar Vs(t,ys) satisface las condiciones (A.7) y (A.8) del
Teorema A.2 con

Ws1(ys) , λsm‖ys‖2 (3.39)

Ws2(ys) , λsM‖ys‖2 (3.40)

Ws3(ys) , −sT
s KvDsss − ξskFs∆F

2
s . (3.41)

Puesto que Ws1(ys) es una función radialmente no acotada, las condiciones del Teore-
ma A.2 se satisfacen globalmente. Se concluye lo siguiente:

a) El vector ys está acotado, por lo tanto, ss, ∆Fs, ∆θs ∈ L∞.

b) Puesto que θs es un vector constante y el error paramétrico ∆θs está acotado, se
concluye θ̂s ∈ L∞.

c) Dado que ĺımt→∞Ws3(ys) = 0, implica que las variables ss y ∆Fs tienden a cero
asintóticamente.

d) Puesto que sps y sFs son vectores ortogonales, la convergencia a cero de ss también
implica sps, sFs → 0 cuando t→∞.

2) El siguiente paso consiste en mostrar que el error de fuerza ∆λs tiende a cero. Al
multiplicar la ecuación (3.28) por Jϕs y reordenar términos se obtiene

∆λs = −kFs∆Fs − ξ−1
s kFsJϕs(qs)sFs. (3.42)

Puesto que el gradiente Jϕs(qs) se asume de rango completo por fila y tomando en
cuenta el inciso c) se concluye

ĺım
t→∞

∆λs = 0.

3) En el último paso se mostrará la convergencia a cero de los errores de posición y
velocidad. La matriz de proyección Qs(qs) no es de rango completo, por lo que la con-
vergencia a cero del vector sps no necesariamente implica ∆qs, ∆q̇s → 0. Tomando en
cuenta la ecuación (3.27) el producto interno < ∆qs, sps > está dado por

∆qT
s sps = ∆qT

s Qs(qs)∆q̇s + kps∆q
T
s Qs(qs)∆qs. (3.43)

A continuación se analizarán los términos Qs(qs)∆q̇s y Qs(qs)∆qs. Al desarrollar el
primer término se obtiene

Qs(qs)∆q̇s = ∆q̇s − P s(qs)(q̇s − q̇sd)

= ∆q̇s + J†ϕs(qs)Jϕs(qs)q̇sd.
(3.44)

Por otro lado, la proyección del error de posición Qs(qs)∆qs se puede escribir como

Qs(qs)∆qs = ∆qs − P s(qs)(qs − qsd)

= ∆qs − J†ϕs(qs)Jϕs(qs)(qs − qsd).
(3.45)
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La serie de Taylor de la restricción alrededor de la trayectoria deseada está dada por

ϕs(qs) = ϕs(qsd) + Jϕs(qsd)(qs − qsd) + t.o.s = Jϕs(qs)(qs − qsd) + t.o.s. (3.46)

Puesto que la restricción ϕs(qs) es una función continua, existe una constante positiva
δs, la cual puede ser arbitrariamente pequeña, tal que si el error de posición satisface

‖∆qs‖ ≤ δs, (3.47)

entonces los términos de orden superior (t.o.s) en la serie de Taylor se pueden despreciar.
Por lo tanto, una aproximación de la restricción está dada por

ϕs(qs) = Jϕs(qsd)(qs − qsd) = 0. (3.48)

Nótese que la ecuación anterior representa un plano tangente a la restricción en coorde-
nadas del espacio articular. En este caso, los gradientes Jϕs(qs) y Jϕs(qsd) son paralelos
y tiene la misma magnitud, i.e.,

Jϕs(qs) ≈ Jϕs(qsd). (3.49)

Puesto que la trayectoria deseada qsd satisface la restricción, i.e. ϕs(qs) = 0, también se
cumple

ϕ̇s(qsd) = Jϕs(qsd)q̇sd = 0. (3.50)

Si la desigualdad (3.47) se satisface y tomando en cuenta las ecuaciones (3.48)-(3.50) los
términos Qs(qs)∆q̇s y Qs(qs)∆qs en (3.44) y (3.45) se pueden escribir como

Qs(qs)∆q̇s = ∆q̇s + J†ϕs(qs)Jϕs(qsd)q̇sd = ∆q̇s (3.51)

Qs(qs)∆qs = ∆qs + J†ϕs(qs)Jϕs(qsd)(qs − qsd) = ∆qs. (3.52)

Tomando en cuenta las ecuaciones anteriores, el producto interno (3.43) está dado por

∆qT
s sps = ∆qT

s ∆q̇s + kps‖∆qs‖2. (3.53)

Por otro lado, la derivada de la norma del error de posición ‖∆qs‖ está dada por

d

dt
‖∆qs‖ =

∆qT
s ∆q̇s

‖∆qs‖
. (3.54)

Al despejar el término ∆qT
s ∆q̇s en (3.53) y al sustituir el resultado en (3.54) se obtiene

d

dt
‖∆qs‖ = −kps‖∆qs‖+

∆qT
s sps

‖∆qs‖
. (3.55)

Puesto que la derivada de Vs(t,ys) es negativa semidefinida se satisface

1

2
λms‖ss‖2 ≤ Vs(t,ys) ≤

1

2
λMs‖ys(0)‖2 ∀t ≥ 0. (3.56)
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Por lo tanto, un cota superior para el vector ss se puede calcular como

‖ss‖ ≤
√
λMs

λms
‖ys(0)‖ , ζs (3.57)

Dado que sps y sFs son vectores ortogonales se tiene ‖ss‖2 = ‖sps‖2 + ‖sFs‖2 ≥ ‖sps‖2,
por lo tanto, también se satisface

‖sps‖ ≤ ζs ∀t ≥ 0. (3.58)

Tomando en cuenta la ecuación anterior, la derivada de la norma del error de posición
dada en (3.55) satisface

d

dt
‖∆qs‖ ≤ −kps‖∆qs‖+ ζs (3.59)

Del lema de Comparación (Khalil, 2002) se tiene que la norma del error de posición
está acotada superiormente por

‖∆qs(t)‖ ≤
ζs

kps
+ e−kpst

(
‖∆qs(0)‖ − ζs

kps

)
, ∀t ≥ 0. (3.60)

Por lo tanto, para que la desigualdad (3.47) se cumpla, la ganancia kps y la condición
inicial ∆qs(0) deben satisfacer

ζs

kps
≤ δs =⇒ kps ≥

ζs

δs
y ‖∆qs(0)‖ ≤ δs. (3.61)

Si las condiciones anteriores se cumplen, entonces, el vector sps definido en (3.27) se
puede escribir como

∆q̇s = −kps∆qs + sps (3.62)

La ecuación anterior representa un filtro estable de primer con entrada sps que tiende a
cero asintóticamente, por lo que se concluye

ĺım
t→∞

∆qs = 0, ĺım
t→∞

∆q̇s = 0.
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Objeto

Robots maestros Robots esclavosOperador

�

�

pm1

pm2

ps2
ps1 pc

Figura 3.3: Esquema de teleoperación bilateral

3.4. Reflexión de fuerza

El controlador (3.1) solo cancela efectos dinámicos pero no logra telepresencia, es decir,
el operador no puede sentir el objeto a manipular. Para lograr la reflexión de fuerza
se incluye un segundo manipulador maestro al esquema de telemanipulación como se
muestra en la Figura 3.3. Se asume que los robots maestros tienen el mismo número de
grados de libertad (nm1 = nm2 = nm) y su espacio de trabajo es de la misma dimensión.
De acuerdo con la Figura 3.3, el vector ` es la distancia entre los efectores finales de los
maestros, i.e.

` = pm2(qm2)− pm1(qm1). (3.63)

La norma del vector ` representa la longitud del objeto, ‖pm2 − pm1‖ = `. Puesto que
se asume que el objeto es ŕıgido, la longitud ` es constante. De manera similar a la
restricción (2.7), se define la restricción holonómica virtual para los robots maestros de
la siguiente manera

ϕm(xm1,xm2) = ‖pm2(qm2)− pm1(qm1)‖ − ` = 0. (3.64)

cuya derivada está dada por

d

dt
ϕm(xm1,xm2) =

[
∂ϕm

∂xm1

∂ϕm

∂xm2

] [
ẋm1

ẋm2

]
= Jϕmxẋm = 0. (3.65)

donde ẋm =
[
ẋT

m1 ẋT
m2

]T ∈ <2nm es el vector de velocidad y Jϕmx(xm) ∈ <2nm es
el gradiente de la restricción (3.64). Tomando en cuenta (3.65), el vector ẋm se puede
escribir de la siguiente manera

ẋm = Qxm(qm)ẋm + P xm(xm)ẋm = Qxm(xm)ẋm (3.66)

donde Qxm(xm) = I − P xm(xm) ∈ <2nm×2nm , P xm(xm) = J†ϕxm(xm)Jϕxm(xm) ∈
<2nm×2nm y J†ϕxm(xm) = JT

ϕxm(xm)
(
Jϕxm(xm)JT

ϕxm(xm)
)−1 ∈ <2nm es la pseudo-

inversa de Moore-Penrose. De manera similar a la ecuación (2.9), la dinámica de los
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maestros se puede escribir en forma compacta

Hm(qm)q̈m +Cm(qm, q̇m)q̇m +Dmq̇m + gm(qm) = τm − τ h (3.67)

las matrices son matrices diagonales a bloques,

Hm(qm) =

[
Hm1 O
O Hm2

]
, Cm(qm, q̇m) =

[
Cm1(qm1, q̇m1) O

O Cm2(qm2, q̇m2)

]

y los vectores se agrupan en vectores columna

gm(qm) =

[
gm1(qm1)
gm2(qm2)

]
, τm =

[
τm1

τm2

]
, τ h =

[
τ h1

τ h2

]
.

En este esquema de teleoperación, la ley de control para los robots maestros está dada
por

τm = gm(qm) + JT
ma(qm)

(
JT
ϕxm(xm)ρfλs − kmQxm(xm)∆pm

)
(3.68)

donde ρf ∈ (0, 1] es un factor de escala, km ∈ < es una constate positiva, JT
ma(qm) =

blockdiag{Jma1(qm1)Jma2(qm2)} ∈ <2nm×2nm , con Jmai(qmi) ∈ <nm×nm es el Jacobiano
anaĺıtico. El error ∆pm se define como

∆pm ,
[

(pm1 − pm2)T 0T (pm2 − pm1)T 0T
]T ∈ <2nm . (3.69)

El primer término del algoritmo de control (3.67) se emplea para contrarrestar las
fuerzas gravedad. Mientras que, el segundo término se encarga de recrear la fuerza de
contacto, esto le permite al operador tener la sensación de tocar el objeto. Finalmente,
el tercer término genera una fuerza de reacción cuando los efectores finales no son coli-
neales. De esta forma el operador puede sentir cuando no se cumple esta condición. Es
importante mencionar que el segundo y tercer término en (3.68) son vectores ortogona-
les. Por lo tanto, el operador puede identificar las fuerzas de reacción debidas al contacto
con el objeto.

3.4.1. Modelado del operador

En una tarea de telemanipulación en la que se requiere no sólo controlar la posición
sino también la fuerza aplicada hacia el objeto, el par aplicado por el humano τ h tiene
dos funciones principales: la primera consiste en mover el efector final del robot maestro
para generar la trayectoria deseada y la segunda es generar la fuerza de agarre deseada
para los robots esclavos.

Suposición 3.2. El par ejercido por el humano se puede modelar como un control PD en
posición más un término de adelanto que indica la fuerza deseada aplicada a la superficie
del esclavo, i.e.

τ h = Kvhq̇m +Kph (qm − qmd) + JT
ma(qm)JT

ϕxm(qm)ρfλsd. (3.70)
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donde qmd =
[
qT

md1 qT
md2

]T ∈ <2nm es la posición deseada constante, las ganancias
Kvh = diag block

{
Kvh1 Kvh2

}
y Kph = diag block

{
Kph1 Kph2

}
∈ <2nm×2nm

son matrices diagonales positivas definidas y λsd es la fuerza de agarre deseada coman-
dada por el operador. Se asume que los esclavos están en contacto con el objeto, por lo
tanto, la trayectoria deseada satisface

ϕm(pm1(qmd1),pm2(qmd2)) = 0.

Al sustituir la ley de control (3.68) y el modelo del operador (3.70) en (3.67) se obtiene
la dinámica en lazo cerrado para los maestros dada por

Hm(qm)q̈m =−Cm(qm, q̇m)q̇m − (Dm +Kvh) q̇m −Kph∆qm

− JT
ma(qm)JT

ϕxm(qm)∆λm − kmJ
T
ma(qm)Qxm(xm)∆pm

(3.71)

donde ∆qm = qm − qmd y ∆λm = ρf∆λs son respectivamente, los errores de posición y
fuerza de los maestros. Nótese que debido al término no lineal kmJ

T
ma(qm)Qxm(xm)∆pm,

la ecuación (3.71) tiene múltiples puntos de equilibrio.
El diagrama de bloques del esquema de teleoperación con reflexión de fuerza se muestra

en la Figura 3.4. En este esquema los robots maestros mandan información de posición
mientras que los esclavos solo transmiten información de fuerza (esquema de teleopera-
ción bilateral). Puesto que ahora se tienen dos manipuladores maestros ya no se utiliza el
algoritmo de planeación de trayectorias (ecuaciones (3.20)-(3.22)). Cada robot maestro
genera la trayectoria deseada para los esclavos. Puesto que el esquema de control de los
robots maestros no depende de la posición de los esclavos, la dinámica en lazo cerrado
de los maestros se pueden analizar de manera independiente a la de los esclavos.

Para probar la estabilidad del sistema descrito por (3.71) considérese la función can-
didata de Lyapunov

Vm =
1

2
q̇THm(qm)q̇m +

1

2
∆qmKph∆qm +

1

4
km∆pT

m∆pm (3.72)

cuya derivada a lo largo de (3.71) está dada por

V̇m =− q̇T
m (Dm +Kvh) q̇m − q̇T

mKph∆qm − q̇T
mJ

T
ma(qm)JT

ϕxm(qm)∆λm

− kmq̇
T
mJ

T
ma(qm)Qxm(xm)∆pm + q̇T

mKph∆qm +
1

2
km∆pT

m

d

dt
∆pm

=− q̇T
m (Dm +Kvh) q̇m − q̇T

mKph∆qm − ẋT
mJ

T
ϕxm(qm)∆λm

− kmẋ
T
mQxm(xm)∆pm + q̇T

mKph∆qm +
1

2
km∆pT

m

d

dt
∆pm

(3.73)

donde nuevamente se ha utilizado la Propiedad 2.3 y ẋm = Jma(qm)q̇m. Tomando en
cuenta las ecuaciones (3.65) y (3.66) y dado que la matriz de proyección Qxm(xm)
satisface Qxm(xm) = QT

xm(xm) se tiene

V̇m = −q̇T
m (Dm +Kvh) q̇m − kmẋ

T
m∆pm +

1

2
km∆pT

m

d

dt
∆pm. (3.74)
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Cinemática
inversa

Cinemática
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τ h
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ẋmxm

τm
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Figura 3.4: Diagrama de bloques del esquema de teleperación con reflexión de fuerza

A continuación se analiza el término ∆pT
m

d
dt∆pm, tomando en cuenta (3.69) se tiene

∆pT
m

d

dt
∆pm = (pm1 − pm2)T (ṗm1 − ṗm2) + (pm2 − pm1)T (ṗm2 − ṗm1)

= 2ṗT
m1 (pm1 − pm2) + 2ṗT

m2 (pm2 − pm1)

= 2ẋT
m∆pm.

(3.75)

Tomando en cuenta la ecuación anterior, la derivada de Vm está dada por

V̇m = −q̇T
m (Dm +Kvh) q̇m ≤ 0. (3.76)

La función V̇m es negativa semidefinida y dado que el algoritmo de control (3.29) garan-
tiza ∆λs → 0 se tiene ∆λm = ρf∆λs → 0 se concluye que las variables en lazo cerrado
q̇m, ∆qm y ∆pm están acotadas. Puesto que qmd está acotado, el vector de posición
angular qm también lo está.

Ahora bien, si V̇m ≡ 0 esto implica que q̇m = q̈m = 0. Entonces de la ecuación (3.71)
se tiene

−Kph∆qm − JT
ma(qm)JT

ϕxm(qm)∆λm − kmJ
T
ma(qm)Qxm(xm)∆pm = 0. (3.77)

Supóngase que el operador puede garantizar ∆pm = 0 ∀t ≥ 0 y puesto que ∆λm = ρf∆λs

tiende a cero, de la ecuación (3.77) se tiene ∆qm = 0. Entonces del Teorema de LaSalle
se puede concluir que las trayectorias (∆qm, q̇m)→ (0,0) cuando t→∞.

Comentario 3.2. Si el operador no logra garantizar ∆p = 0, entonces, el algoritmo de
control (3.68) solo garantiza que las variables en lazo cerrado están acotadas.
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CAPÍTULO 4
Algoritmo de control

descentralizado

En el Caṕıtulo 3 se presentó un algoritmo de control centralizado para los robots
esclavos que garantiza el seguimiento de posición y fuerza. Sin embargo, para su imple-
mentación se requiere la comunicación entre los manipuladores esclavos. En este caṕıtulo
se presenta un algoritmo de control descentralizado para el esquema de teleoperación uni-
lateral mostrado en la Figura 3.1 que no requiere comunicación entre los manipuladores
esclavos. Además, no se requiere conocer el modelo matemático de los esclavos y el
objeto.

4.1. Función tangente hiperbólica

Antes de presentar el algoritmo de control es conveniente enunciar algunas propiedades
de la función tangente hiperbólica definida como

tanh(ϑ) =
eϑ − e−ϑ
eϑ + e−ϑ

, ∀ϑ ∈ <.

La función tanh(·) es una función continua y monótonamente creciente y satisface

| tanh(ϑ)| ≤ |ϑ| (4.1)

| tanh(ϑ)| ≤ 1. (4.2)

Es importante resaltar que la función ϑ tanh(ϑ) es una función positiva definida, i.e.
ϑ tanh(ϑ) > 0, ∀ϑ 6= 0 y ϑ tanh(ϑ) = 0 si ϑ = 0. Se define la función tangente hiperbólica
vectorial de la siguiente forma

tanh(ϑ) =




tanh(ϑ1)
...

tanh(ϑn)


 (4.3)

para todo ϑ =
[
ϑ1 · · · ϑn

]T ∈ <n. Dicha función vectorial satisface (Kelly et al.,
2005; Moreno-Valenzuela et al., 2008)

‖ tanh(ϑ)‖ ≤ ‖ϑ‖ (4.4)

‖ tanh(ϑ)‖ ≤ √
n (4.5)

‖ tanh(ϑ)‖2 ≤ ϑT tanh(ϑ). (4.6)
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Figura 4.1: Gráfica de la funciones f1 = ‖ϑ‖ tanh(‖ϑ‖) + ‖ξ‖ tanh(‖ξ‖) y f2 = ‖y‖ tanh(‖y‖)

Tomando en cuenta las desigualdades (4.2), (4.5) y (4.6) también se satisface (Kelly
et al., 2005)

tanh(‖ϑ‖) ≤ | tanh(‖ϑ‖)| ≤ ‖ tanh(ϑ)‖ (4.7)

‖ϑ‖ tanh(‖ϑ‖) ≤ ϑT tanh(ϑ). (4.8)

Sea la función escalar ϑTA tanh(ϑ), donde A ∈ <n×n es una matriz diagonal positiva
definida, entonces se cumple la siguiente desigualdad (Kelly et al., 2005)

ϑTA tanh(ϑ) ≥ λmı́n{A}‖ϑ‖ tanh(‖ϑ‖) ≥ λmı́n{A}‖ tanh(ϑ)‖2 ∀ϑ ∈ <n. (4.9)

Considérese el vector compuesto y =
[
ϑT ξT

]T ∈ <n, donde ϑ ∈ <m, ξ ∈ <n−m y

‖y‖ =
√
‖ϑ‖2 + ‖ξ‖2. Sean las funciones continuas positivas

f1 = ‖ϑ‖ tanh(‖ϑ‖) + ‖ξ‖ tanh(‖ξ‖)
f2 = ‖y‖ tanh(‖y‖)

cuyas gráficas se muestran en la Figura 4.1. Se observa que dichas funciones satisfacen

‖y‖ tanh(‖y‖) ≤ ‖ϑ‖ tanh(‖ϑ‖)+‖ξ‖ tanh(‖ξ‖) ∀y ∈ <n, ϑ ∈ <m, ξ ∈ <n−m. (4.10)

4.2. Algoritmo de control

La cadena cinemática cerrada formada por los robots esclavos está descrita por la
restricción (2.7). Puesto que se asume que los objetos a manipular son ŕıgidos, una
alternativa a la restricción (2.7) es modelar las superficies del objeto de la siguiente
forma

ϕsi(qsi, qm) = 0, i = 1, 2 (4.11)
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donde ϕsi : <ns ×<nm → <. Se asume que la restricción (4.11) es una función continua
con primera y segunda derivadas parciales continuas. Nótese que la restricción (4.11)
también depende de la posición del robot maestro. Esto permite al operador mover y
rotar el objeto sin violar la restricción. Además, en este caso, se tienen dos restricciones
en lugar de una sola restricción. La derivada de (4.11) está dada por

d

dt
ϕsi(qsi, qm) = Jϕsi(qsi, qm)q̇si + νmi = 0 (4.12)

donde Jϕsi(qsi, qm) = ∂ϕsi/∂qsi ∈ <nsi y

νmi ,
∂ϕsi

∂qm

q̇m (4.13)

es la velocidad de cambio de la restricción comandada por el operador humano. Es
importante mencionar que para el caso en el cual νmi 6= 0 el vector de velocidad q̇si no
es ortogonal al gradiente Jϕsi(qsi, qm), por lo que el principio de ortogonalización no se
puede aplicar directamente.

Comentario 4.1. Cabe señalar que a pesar de que la restricción (4.11) es una restric-
ción holonómica invariante en el tiempo, su derivada tiene una estructura similar a la
derivada de una restricción holonómica variante en el tiempo (Liu & Arimoto, 1998;
Pliego-Jiménez & Arteaga-Pérez, 2016) .

Considérese el vector de velocidad auxiliar (Liu & Arimoto, 1998)

q̇sai , q̇si + J†ϕsi(qsi, qm)νmi. (4.14)

donde J†ϕsi(qsi, qm) , JT
ϕsi(qsi, qm)

[
Jϕsi(qsi, qm)JT

ϕsi(qsi, qm)
]−1 ∈ <nsi es la pseudoin-

versa de Moore-Penrose. Tomando en cuenta (4.17), la derivada de ϕsi(qsi, qm) se puede
escribir como

d

dt
ϕsi(qsi, qm) = Jϕsi(qsi, qm)q̇sai = 0. (4.15)

Claramente, el vector q̇sai es ortogonal a Jϕsi y satisface

q̇sai = Qsi(qsi, qm)q̇sai + P si(qsi, qm)q̇sai = Qsi(qsi, qm)q̇sai. (4.16)

donde las matrices de proyección están dadas por Qsi(qsi, qm) = I − P si(qsi, qm) ∈
<ns×ns y P si(qsi, qm) = J†ϕsi(qsi, qm)Jϕsi(qsi, qm) ∈ <ns×ns . Por otro lado, de la ecua-
ción (4.14) los vectores q̇si y qsai también satisfacen

Qsi(qsi, qm)q̇sai = Qsi(qsi, qm)q̇si. (4.17)

Tomando en cuenta la ecuación (4.11) la dinámica de los esclavos (2.8) se puede reescribir
de la siguiente forma

Hsi(qsi)q̈si +Csi(qsi, q̇si)q̇si +Dsiq̇si + gsi(qsi) = τ si +JT
ϕsi(qsi, qm)λsi + τ o (4.18)

donde el vector τ o representa las dinámicas no modeladas del objeto (e.g. fuerzas iner-
ciales y de gravedad debido al peso del objeto), el cual se asume acotado, ‖τ o‖ ≤ δo.
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Comentario 4.2. Puesto que en este caso q̇si no es ortogonal al gradiente Jϕsi(qsi, qm)
la dinámica de los manipuladores esclavos descrita por (4.18) no define un mapeo pa-
sivo con respecto a τ si y q̇si (ver Propiedad 2.8). Sin embargo, es posible diseñar un
esquema de control utilizando un enfoque similar al algoritmo de control presentado en
el Caṕıtulo 3.

Se introduce la variable de fuerza filtrada λ̂si ∈ < definida como

εs
d

dt
λ̂si = −λ̂si + λsi (4.19)

donde εs ∈ < es una constante positiva. En este caso, los errores de posición y fuerza se
definen de la siguiente manera

∆qsi , qsi − qsdi, ∆λsi , λ̂si − λsd (4.20)

donde qsdi = qsdi(qm) ∈ <ns es la trayectoria deseada generada por el operador, nueva-
mente λsd es la fuerza de agarre deseada con d

dtλsd ∈ L∞. De manera similar a (3.23) se
introducen las variables de estado

d

dt
∆Fsi = ∆λsi. (4.21)

A continuación se define la variable deslizante

sqsi = spsi + sFsi (4.22)

donde los vectores sps ∈ <ns y sFs ∈ <ns están definidos como

spsi , Qpsi(qsi) (∆q̇si + ksi∆qsi) (4.23)

sFsi , −ξsiJ
†
ϕsi(qsi) (∆λsi + kFsi∆Fsi) (4.24)

donde kpsi, ξsi y kFsi ∈ < son constantes positivas. El vector sqsi está compuesto por la
suma de vectores ortogonales. De tal manera que si sqsi = 0, implica spsi = sFsi = 0.
Como se vio en la demostración del Teorema 3.2, si la restricción es una función continua
y suave existe una constante δsi tal que

‖∆qsi‖ ≤ δsi =⇒ Qsi(qsi, qm)∆qsi = ∆qsi, Qsi(qsi, qm)∆q̇si = ∆q̇si. (4.25)

En este caso, la ecuación (4.23) se puede escribir como

∆q̇si + kpsi∆qsi = spsi. (4.26)

Por otro lado, multiplicando la ecuación (4.24) por Jϕsi(qsi, qm) y tomando en cuen-
ta (4.21) se obtiene

d

dt
∆Fsi + kFsi∆Fsi = ξ−1

si Jϕsi(qsi, qm)sFsi (4.27)
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donde se ha utilizado Jϕsi(qsi)J
†
ϕsi(qsi) = 1. Las ecuaciones (4.26) y (4.27) representan

filtros estables de primer orden cuyas entradas son respectivamente spsi y Jϕsi(qsi)sFsi.
De este modo, si sqsi = 0 y ‖∆qsi‖ ≤ δsi los errores de posición y fuerza (∆qsi, ∆q̇si,
∆Fsi,

d
dt∆Fsi = ∆λsi) convergerán a cero de forma exponencial. De este modo, el objetivo

es diseñar un algoritmo de control que logre sqsi → 0. Para ello, considérese la velocidad
de referencia

q̇rsi = Qsi(qsi) (q̇sdi − kpsi∆qsi)− sFsi − σsi − J†ϕsi(qsi)νmi (4.28)

con

σ̇si = γsi (sign(sqsi) + sqsi) , σsi(0) = 0 (4.29)

donde sign(ϑ) ,
[

sign(ϑ1) · · · sign(ϑn)
]T ∈ <n, ∀ϑ =

[
ϑ1 · · · ϑn

]T ∈ <n y
γsi ∈ < es una ganancia positiva y νmi dada en (4.13). Nótese que el último término del
lado derecho de la ecuación (4.28) compensa la velocidad de cambio de la restricción. A
continuación se define la variable de error ssi ∈ <ns como

ssi = q̇si − q̇rsi. (4.30)

La dinámica (4.18) se puede escribir en términos de ssi y ṡsi como

Hsi(qsi)ṡsi +Csi(qsi, q̇si)ssi +Dsissi = τ si + JT
ϕsi(qsi)λsi − τ o −Θsi (4.31)

donde Θsi = Hsi(qsi)q̈rsi + Csi(qsi, q̇si)q̇rsi + Dsiq̇rsi + gsi(qsi). La ecuación anterior
describe la dinámica en lazo abierto de la variable de error ssi. Tomando en cuenta las
ecuaciones (4.14), (4.16), (4.17) y (4.28) el vector ssi se puede escribir de la siguiente
forma

ssi = q̇si − q̇rsi

= q̇si + J†ϕsi(qsi)νmi −Qsi(qsi) (q̇sdi − kpsi∆qsi) + sFsi + σsi

= q̇sai −Qsi(qsi) (q̇sdi − kpsi∆qsi) + sFsi + σsi

= Qsi(qsi)q̇sai −Qsi(qsi) (q̇sdi − kpsi∆qsi) + sFsi + σsi

= Qsi(qsi) (∆q̇si + kpsi∆qsi) + sFsi + σsi

= sqsi + σsi.

(4.32)

El algoritmo de control descentralizado propuesto para los robots esclavos está dado por

τ si = −Kvsi tanh(ssi)− JT
ϕsi(qsi, qm)

(
λsd − kFsi tanh(∆Fsi)

)
(4.33)

donde Kvsi ∈ <ns×ns es una matriz diagonal positiva definida.

Comentario 4.3. Dado que λsd es una señal acotada y tomando en cuenta las propieda-
des de la función tangente hiperbólica, la ley de control (4.33) es una función continua y
acotada para todo ssi ∈ <ns, ∆Fsi ∈ <. Además, no requiere del conocimiento del modelo
dinámico de los manipuladores ni del objeto.
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Al sustituir la ley de control (4.33) en (4.31) se obtiene la dinámica en lazo cerrado
dada por

Hsi(qsi)ṡsi = µsi ,− (Csi(qsi, q̇si) +Dsi) ssi −Kvsi tanh(ssi)− τ o

−Θsi + JT
ϕsi(qsi)

(
∆λsi + kFsi tanh(∆Fsi)

)
+ JT

ϕsi∆λ̂si,
(4.34)

donde ∆λ̂si = λsi − λ̂si. Se define el vector de estado

ysi ,
[
sT

si ∆Fsi

]T ∈ <ns+1. (4.35)

La dinámica en lazo cerrado descrita por las ecuaciones (4.27) y (4.34) se puede escribir
en forma compacta como

ẏsi = f si(t,ysi) (4.36)

donde

f si =

[
H−1

si (qsi)µsi

∆Fsi

]

.
Se establece el siguiente teorema:

Teorema 4.1. Para el sistema dinámico en lazo cerrado descrito por (4.36) considérese
la siguiente región

Dsi = {ysi | ‖ysi‖ ≤ ymáx i} (4.37)

donde ymáx es una constante positiva suficientemente pequeña tal que la condición (4.25)
se cumple. Considérese además, que las trayectorias deseada generadas por el operador
(qsdi, q̇sdi) y la fuerza de agarre deseada y su derivada (λsd,

d
dtλsd) son funciones acota-

das. Entonces, es posible encontrar ganancias kpsi, γsi, ξsi, kFsi y Kvsi que garanticen
ysi(t) ∈ Dsi ∀t. Además, las variables en lazo cerrado en (4.36) están acotadas y los
errores de posición y fuerza (∆qsi,∆q̇si,∆Fsi,∆λsi) tienden a cero.

Demostración. La demostración del Teorema 4.1 se divide en tres pasos:
1) En el primer paso se muestra que si el vector ysi está acotado por 0 < ymáx i <∞,

entonces, las variables en lazo cerrado están acotadas. Tomando en cuenta la ecua-
ción (4.32), la ecuación diferencial no lineal descrita por (4.29) se puede escribir de la
siguiente manera

σ̇si = γsi (−σsi + ssi + sign(sqsi)) . (4.38)

Para analizar la estabilidad de la ecuación diferencial anterior, considérese las función
escalar Vσsi = 1

2‖σsi‖2 cuya derivada a lo largo de (4.38) está dada por

V̇σsi = −γsi‖σsi‖2 + γsiσ
T
si (ssi + sign(sqsi)) (4.39)
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Puesto que ‖ssi‖ ≤ ymáx i y ‖sign(sqsi)‖ ≤
√
ns, la función V̇σsi se puede acotar supe-

riormente por

V̇σsi ≤ −
1

2
γsi‖σsi‖2 − ‖σsi‖

(
1

2
γsi‖σsi‖ − ymáx i −

√
ns

)

≤ −1

2
γsi‖σsi‖2, ∀‖σsi‖ ≥

2(ymáx i +
√
ns)

γsi
.

(4.40)

La función Vσsi y su derivada satisfacen las condiciones del Teorema A.1 mostrado en el
Apéndice A con

α1(‖σsi‖) , α2(‖σsi‖) =
1

2
‖σsi‖2 (4.41)

W3(σsi) ,
1

2
‖σsi‖2 (4.42)

µ , σ̄si =
2
(
ymáx i +

√
ns

)

γsi
. (4.43)

Se concluye que la variable σsi está acotada con cota final µ = 2
(
ymáx i +

√
ns

)
/γsi.

Dado que ssi y σsi son vectores acotados, el vector sqsi también está acotado. Puesto
que spsi y sFsi en (4.23) y (4.24) son vectores ortogonales, el acotamiento de sqsi implica
spsi, sFsi ∈ L∞. Recordando que la cota ymáx i es suficientemente pequeña tal que la
condición (4.25) se cumpla, de las ecuaciones (4.26) y (4.27) se concluye que los errores
de posición y fuerza ∆q̇si,∆qsi,∆Fsi,

d
dt∆Fsi = ∆λsi también están acotados. En vista de

que las trayectorias generadas por el humano se asumen acotadas, la posición y velocidad
articular qsi, q̇si deben ser vectores acotados.

De acuerdo con Rivera-Dueñas & Arteaga-Pérez (2012), el multiplicador de Lagrange
se puede calcular como

λsi = −
(
JϕsiH

−1
si Jϕsi

)−1
(
JϕsiH

−1
si (τ si − τ ∗si) + J̇ϕsiq̇si + ν̇m

)
(4.44)

donde τ ∗si = Csi(qsi, q̇si)q̇si+Dsiq̇si+gsi(qsi). Por simplicidad, se han omitido los argu-
mentos de las matrices Hsi(qsi), Jϕsi(qsi, qm) y J̇ϕsi(qsi, q̇si, qm, q̇m). Tomando en cuen-
ta la Suposición 3.1, la aceleración articular del maestro q̈m está acotada, esto implica
que el término ν̇m = ν̇m(qm, q̇m, q̈m) también está acotado ya que es función de varia-
bles acotadas. Puesto que la entrada de control τ si está acotada (ver Comentario 4.3),
se concluye que el multiplicador de Lagrange λsi = λsi(qsi, q̇si, ssi, λsd, qm, q̇m, q̈m) es
función únicamente de vectores acotados, por lo tanto, λsi ∈ L∞. Debido a que la ecua-
ción (4.19) representa un filtro estable con entrada acotada,se tiene λ̂si,

d
dt λ̂si ∈ L∞. Solo

falta mostrar que la velocidad de referencia q̇rsi y su derivada están acotadas. De la
ecuación (4.28) es claro que q̇rsi es un vector acotado, ya que es función únicamente de
variables acotadas. Por otro lado, la derivada de q̇rsi está dada por

q̈rsi =Qsi (q̈sdi − kpsi∆q̇si)− ξsiJ
†
ϕsi

(
d

dt
λ̂si − λ̇sd + kFsi∆λsi

)
− σ̇si − J†ϕsiν̇m+

Q̇si (q̇si − kpsi∆qsi)− ξsiJ̇
†
ϕsi (∆λsi + kFsi∆Fsi)− J̇

†
ϕsiνmi.

(4.45)
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Figura 4.2: Gráfica de la funciones 1
2∆F 2

si y ln (cosh(∆Fsi))

De la ecuación (4.38) se tiene que la derivada de σsi está acotada. En vista de que cada
variable en (4.45) está acotada, se concluye q̈rsi ∈ L∞.

2) El siguiente paso consiste en mostrar que mediante una apropiada selección de las
ganancias de control, el vector ysi permanece en la región Dsi para todo t ≥ 0. Para tal
fin, considérese la función positiva definida

Vsi =
1

2
sT

siHsi(qsi)ssi + ξsikFsi

(
1

2
∆F 2

si + ln (cosh(∆Fsi))

)
. (4.46)

La Figura 4.2 muestra las gráficas de las funciones escalares 1
2∆F 2

si y ln (cosh(∆Fsi))
aśı como su diferencia. De la gráfica se observa que ln (cosh(∆Fsi)) ≤ 1

2∆Fsi, por lo
tanto, también se cumple la siguiente desigualdad

1

2
∆F 2

si ≤
1

2
∆F 2

si + ln (cosh(∆Fsi)) ≤ ∆F 2
si. (4.47)

Tomando en cuenta la desigualdad anterior, la función positiva Vsi satisface

λmi‖ysi‖2 ≤ Vsi ≤ λMi‖ysi‖2 (4.48)

con

λmi , mı́n

{
λhsi,

1

2
ξsikFsi

}
, λMi , máx

{
λHsi, ξsikFsi

}
.

La derivada de Vsi a lo largo de (4.36) está dada por

V̇si =− sT
siDsissi − sT

siKvsi tanh(ssi) + sT
siJ

T
ϕsi (∆λsi + kFsi tanh(∆Fsi))

+ sT
siJ

T
ϕsi∆λ̂si − sT

si (Θsi + τ o) + ξsikFsi∆Fsi∆λsi + ξsikFsi tanh(∆Fsi)∆λsi

(4.49)
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donde se ha utilizado la Propiedad 2.3. A continuación se analiza el término sT
siJ

T
ϕsi.

Tomando en cuenta las ecuaciones (4.22)-(4.24) y (4.32) se tiene

sT
siJ

T
ϕsi = Jϕsissi = −ξsi (∆λsi + kFsi∆Fsi) + Jϕsiσsi. (4.50)

Al sustituir el resultado anterior en (4.49) se obtiene

V̇si =− sT
siDsissi − sT

siKvsi tanh(ssi)− ξsi∆λ
2
si − ξsik

2
Fsi∆Fsi tanh(∆Fsi)

− ξsikFsi∆Fsi∆λsi − ξsikFsi tanh(∆Fsi)∆λsi + kFsiJϕsiσsi tanh(∆Fsi)

+ Jϕsiσsi∆λsi + ξsikFsi tanh(∆Fsi)∆λsi + ξsikFsi∆Fsi∆λsi

+ sT
siJ

T
ϕsi∆λ̂si − sT

si (Θsi + τ o)

=−
[
sT

si ∆Fsi

]
KvFsi

[
tanhT(ssi) tanh(∆Fsi)

]T − sT
siDsis− ξsi∆λ

2
si

+ kFsiJϕsiσsi tanh(∆Fsi) + Jϕsiσsi∆λsi + sT
siJ

T
ϕsi∆λ̂si − sT

si (Θsi + τ o) .

(4.51)

donde KvFsi , block diag{Kvsi ξsik
2
Fsi}. De acuerdo con el inciso 1), las variables en

lazo cerrado están acotados si el vector de estado ysi ∈ Dsi lo está. Por lo tanto, deben
existir cotas tales que

δλi , máx
∀ysi

‖JT
ϕsi∆λ̂si‖ (4.52)

δΘi , máx
∀ysi

‖Θsi‖. (4.53)

Sin pérdida de generalidad la restricción (4.11) se puede definir de tal manera que
‖Jϕsi(qsi, qm)‖ = 1. Entonces, de las propiedades de la tangente hiperbólica (ecua-
ción (4.1)) y tomando en cuenta (4.43) se tiene

|kFsiJϕsiσsi tanh(∆Fsi)| ≤ kFsi|∆Fsi|‖Jϕsi‖‖σsi‖ ≤ kFsiσ̄si‖ysi‖ (4.54)

|Jϕsiσsi∆λsi| ≤ |∆λsi|‖Jϕsi‖‖σsi‖ ≤ σ̄si|∆λsi|. (4.55)

Tomando en cuenta las ecuaciones (4.52)-(4.55) y dado que Dsi ≥ O y ‖τ o‖ ≤ δo, la
derivada de Vsi satisface

V̇si ≤ −yT
siKvFsi tanh(ysi) + δsi‖ysi‖ − ξsi|∆λsi|2 + σ̄si|∆λsi| (4.56)

donde δsi , kFsiσ̄si + δλi + δΘi + δo. Nótese que el máximo de la función −ξsi|∆λsi|2 +
σ̄si|∆λsi| está dado por

−ξsi

(
σ̄si

2ξsi

)2

+ σ̄si

(
σ̄si

2ξsi

)
=

σ̄2
si

4ξsi
, δσi. (4.57)

Dicho valor se puede hacer arbitrariamente pequeño si se incrementan el valor de las
ganancias ξsi y γsi (ver ecuación (4.43)). Por otro lado, de acuerdo con la ecuación (4.9),
una cota inferior para el término yT

siKvFsi tanh(ysi) está dado por

yT
siKvsi tanh(ysi) ≥ λmı́n{KvFsi}‖ysi‖ tanh(‖ysi‖). (4.58)
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Figura 4.3: Gráfica de la función ψsi(‖ysi‖) con βsi >> δsi

Después de considerar las ecuaciones (4.57) y (4.58) se obtiene

V̇si ≤ −λmı́n{KvFsi}‖ysi‖ tanh(‖ysi‖) + δsi‖ysi‖+ δσi (4.59)

Supóngase que las ganancias del algoritmo de control se eligen tal que

λmı́n{KvFsi} ≥ 1 + βsi (4.60)

donde βsi es una constante positiva. Entonces, tomando en cuenta la ecuación (4.60), la
derivada de Vsi satisface

V̇si ≤ −‖ysi‖ tanh(‖ysi‖)− βsi‖ysi‖ tanh(‖ysi‖) + δsi‖ysi‖+ δσi. (4.61)

Si la ganancia βsi es suficientemente grande, es posible determinar una constante
arbitrariamente pequeña denotada por µsi tal que

V̇si ≤ −‖ysi‖ tanh(‖ysi‖) < 0, ∀‖ysi‖ ≥ µsi > 0. (4.62)

La constante µsi se puede calcular como la ráız de la siguiente ecuación (ver Figura 4.3)

ψsi(‖ysi‖) , −βsi‖ysi‖ tanh(‖ysi‖) + δsi‖ysi‖+ δσi = 0. (4.63)

Debido a la naturaleza no lineal de dicha función, no es posible determinar una solución
en forma cerrada para µsi. Como se muestra en la Figura 4.3, en una región suficiente-
mente pequeña la función ψsi(‖ysi‖) puede ser acotada superiormente mediante

ψsi(‖ysi‖) ≤ −
3

4
βsi‖ysi‖2 + δsi‖ysi‖+ δσi, ∀‖ysi‖ ≤ ηsi (4.64)
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Por lo tanto, un valor aproximado para µsi se puede calcular como

µsi ≤ µ̄si =
2

3
·
δsi +

√
δ2

si + 3βsiδσi

βsi
. (4.65)

Del análisis anterior, se concluye que la función Vsi definida en (4.46) satisface las con-
diciones del Teorema A.1 con

α1(‖ysi‖) , λmi‖ysi‖2
α2(‖ysi‖) , λMi‖ysi‖2
W3(ysi) , −‖ysi‖ tanh(‖ysi‖).

Ahora considérese r = ymáx i, de la ecuación (A.3) se debe cumplir

µsi ≤
√
λmi

λMi
ymáx i (4.66)

Puesto que las constantes δσi y µsi se pueden hacer arbitrariamente pequeñas al in-
crementar las ganancias del controlador, la desigualdad (4.66) siempre se satisface. Si
además, las condiciones iniciales satisfacen

‖ysi(0)‖ ≤
√
λmi

λMi
ymáx i. (4.67)

Entonces, se concluye que las soluciones de (4.36) están finalmente acotadas, i.e.

‖ysi(t)‖ ≤
√
λMi

λmi
µsi , bsi (4.68)

donde bsi es la cota final. Por lo tanto, las trayectorias del sistema en lazo cerrado nunca
abandonan la región Dsi, i,e, ysi(t) ∈ Dsi ∀t ≥ 0.

3) Hasta ahora se ha mostrado que las variables en lazo cerrado están acotadas. El
siguiente paso es mostrar la convergencia a cero de los errores de posición y fuerza. De
las ecuaciones (4.29) y (4.32) la dinámica de la variable sqsi es descrita por la ecuación
diferencial no lineal

ṡqsi = −γsi (sign(sqsi) + sqsi) + ṡsi. (4.69)

Para analizar la estabilidad de la ecuación anterior considérese la función candidata de
Lyapunov Vqsi = 1

2‖sqsi‖2 cuya derivada a lo largo de (4.69) está dada por

V̇qsi = sT
qsiṡqsi = ‖sqsi‖

d

dt
‖sqsi‖ = −γsi‖sqsi‖2 − γsis

T
qsisign(sqsi) + sT

qsiṡsi. (4.70)

De acuerdo con el análisis presentado en los puntos 1) y 2) y tomando en cuenta la
Propiedad 2.1 el vector ṡsi en (4.34) está acotado, i.e. ‖ṡsi‖ ≤ ζsi. Por lo tanto, una cota
superior para (4.70) se puede calcular de la siguiente forma

V̇qsi = ‖sqsi‖
d

dt
‖sqsi‖ ≤ −γsi|sqsi|+ ζsi‖sqsi‖ (4.71)
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donde |ϑ| , |ϑ1|+ · · ·+ |ϑn| ∈ <n. Dado que ‖sqsi‖ ≤ |sqsi| la derivada de Vqsi satisface

V̇qsi = ‖sqsi‖
d

dt
‖sqsi‖ ≤ −‖sqsi‖ (γsi − ζsi) . (4.72)

Si la ganancia γsi satisface γsi > ζsi, entonces el vector sqsi tiende a cero en un tiempo
finito trsi (Slotine & Li, 1991). Si la ganancia γsi en (4.29) se define de la siguiente manera
γsi , φsi + ζsi donde φsi es una constante positiva, se obtiene

d

dt
‖sqsi‖ ≤ −φsi =⇒ trsi ≤

‖sqsi(0)‖
φsi

. (4.73)

Para un tiempo t ≥ trsi se tiene sqsi(t) = 0. Tomando en cuenta las ecuaciones (4.22),
(4.26) y (4.27) se tiene

∆q̇si + kpsi∆qsi = 0 (4.74)

d

dt
∆Fsi + kFsi∆Fsi = 0. (4.75)

Las ecuaciones anteriores representan filtros estables de primer orden con entrada cero.
Por lo tanto, se concluye que los errores ∆qsi, ∆q̇si, ∆Fsi y d

dt∆Fsi = ∆λsi convergen a
cero de forma exponencial.

Comentario 4.4. Es importante mencionar que la ley de control (4.33) solo garantiza
λ̂si → λsd y λsi ∈ L∞. Sin embargo, dado que la ecuación (4.19) representa un filtro
estable con ganancia unitaria, la magnitud de la fuerza de agarre λsi permanece cercana
al valor deseado λsd. Mas aún, si λsd es un valor constante se tiene λsi → λsd.

4.3. Trayectoria deseada

En el Caṕıtulo 3 se presentó un algoritmo para generar la trayectoria deseada para
los robots esclavos utilizando solo un maestro, el cual está basado en la restricción
holonómica (2.7). De manera similar, en esta sección se presenta un método para generar
la trayectoria deseada para los esclavos utilizando la restricción (4.11).

El objetivo es mover y rotar el objeto de forma remota. Para realizar esta tarea no
es necesario conocer exactamente la superficie del objeto. Una aproximación lineal de la
restricción (4.11) en coordenadas del espacio de trabajo está dada por (Pliego-Jiménez
& Arteaga-Pérez, 2015)

ϕsi(xsi,xm) = (−1)insi(φm) (psi − psci) = 0 i = 1, 2 (4.76)

donde nsi(φm) ∈ <3 es un vector unitario normal a la superficie que depende de la
orientación del objeto y psci ∈ <3 es el vector de posición en el punto de contacto. De
acuerdo a la Figura 4.4 el vector psci se puede calcular como

psci = ρmpm(qm) + (−1)irsi (4.77)
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x0

y0

z0

ρmpm

psc1

psc2

rs2rs1

Figura 4.4: Cálculo del vector de contacto psci

donde ρm ∈ < es un factor de escala y rsi es el vector de posición que va del centro
de masa del objeto al punto de contacto. Tomando en cuenta las ecuaciones (4.76) y
(4.77) la posición deseada en coordenadas del espacio de trabajo para los robots esclavos
está dada por

psdi = ρmpm(qm) + (−1)irsi (4.78)

Por su parte, la orientación deseada está dada por

Rsd1 = Rm(qm), Rsd2 = RRm(qm) (4.79)

donde Rm(qm) ∈ <3×3 es la matriz de rotación del maestro y R ∈ <3×3 es una matriz
de rotación constante la cual se elige tal que los efectores finales de los maestros sean co-
lineales. La trayectoria deseada en coordenadas del espacio articular qsdi(qm) se obtiene
al resolver la cinemática inversa de cada manipulador esclavo.

Comentario 4.5. Es importante mencionar que en este caso no se utilizó el observador
de velocidad para el robot maestro presentado en al Caṕıtulo 3. Esto se hizo para sim-
plificar el análisis de estabilidad, ya que en este caso, la restricción holonómica (4.11)
también depende de la posición articular del maestro.
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CAPÍTULO 5
Resultados experimentales y de

simulación

En este caṕıtulo se presentan resultados experimentales y de simulación que muestran
el desempeño de los algoritmos de control propuestos en los Caṕıtulos 3 y 4.

5.1. Plataforma experimental

El sistema cooperativo está compuesto por los robots industriales A465 y A255 de la
compañ́ıa CRS Robotics R© con seis y cinco grados de libertad respectivamente. Como
robot maestro se utilizó el dispositivo háptico Phantom Touch R© con seis grados de li-
bertad, pero únicamente los tres primeros están actuados. El objeto a manipular es un
bloque Nylamid de masa 0.75[Kg] y dimensiones 0.084× 0.06× 0.082 [m]. La fuerza de
contacto es medida con los sensores de fuerza de seis ejes JR3. El sistema de adquisición
está compuesto por el FPGA CompactRIO (Real-time Industrial Controller) de la com-
pañ́ıa National Instruments R©, el cual se encarga de leer la posición angular de los robots
industriales aśı como de enviar el voltaje a sus respectivos motores y la tarjeta PCI de
JRE Inc. la cual recibe las señales provenientes de los sensores de fuerza. Los algoritmos
de control fueron implementados en una PC con el sistema operativo Windows XP R©
con un tiempo de muestreo de 5 milisegundos. La Figura 5.1 muestra los componentes
del banco de pruebas.

En los experimentos se utilizaron únicamente las articulaciones 2, 3 y 4 del manipu-
lador A4255 y las articulaciones 2, 3 y 5 del robot A465 renumerados 1, 2, 3 en ambos
casos. Por lo tanto, el movimiento de los manipuladores y el objeto está contenido en el
pano x0−y0 como se muestra en la Figura 5.1. El objeto puede girar alrededor del eje z0.
Por otro lado, para el maestro se utilizaron únicamente las tres primeras articulaciones,
las cuales están provistas de decodificadores incrementales para medir su posición angu-
lar. La primera articulación se utilizó para controlar la orientación del objeto, mientras
que la segunda y tercera se utilizaron para controlar su posición,

pm =

[
`m2 cos(qm2) + `m3 cos(qm2 + qm3)
`m2 sin(qm2) + `m3 sin(qm2 + qm3)

]

Rm =




cos(qm1) − sin(qm1) 0
sin(qm1) cos(qm1) 0

0 0 1
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Robot
maestro

Operador
humano

A255 A465

Objeto

x0

y0

Figura 5.1: Plataforma experimental

donde `mi son las longitudes de los eslabones con i = 2, 3. En este caso, la matriz de
rotación R dada en (3.21) y (4.79) está dada por

R =



−1 0 0
0 −1 0
0 0 1


 .

Se optó por utilizar la primera articulación para la orientación del objeto en lugar de las
articulaciones 4, 5 y 6 (correspondientes a la orientación del efector del robot Phantom)
debido a que estás últimas están provistas de potenciómetros para medir su posición
angular, además de que su rango de operación es menor. Un resumen de los algoritmos
de control presentados en los Caṕıtulos 3 y 4 para los robots esclavos se muestra en
la Tabla 5.1. Por otro lado, la Tabla 5.2 muestra los algoritmos de control para los
manipuladores maestros.

5.2. Experimentos control centralizado

Se realizaron dos experimentos con distintos operadores para evaluar el desempeño del
algoritmo de control propuesto en (3.29). La magnitud de la fuerza de sujeción deseada
en ambos casos está dada por

λsd = 45
(
1− e−t

)
[Newtons]. (5.1)
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Esquema Algoritmo de control

Centralizado
τ s =

[
τ s1

τ s2

]
= −Kvsss + Y saθ̂s − JT

ϕs(q)s (λsd + kFs∆Fs)

d
dt θ̂s = −ΓsY

T
sass

Descentralizado τ si = −Kvsi tanh(ssi)− JT
ϕsi(qsi, qm) (λsd − kFsi tanh(∆Fsi))

Tabla 5.1: Estructura de los algoritmos de control para los robots esclavos

Esquema Algoritmo de control

Unilateral τm = gm(qm)

Bilateral τm =

[
τm1

τm2

]
= gm(qm) + JT

ma(qm)
(
JT
ϕxmρfλs − kmQm(qm)∆pm

)

Tabla 5.2: Estructura de los algoritmos de control para los robots maestros

Nótese que la magnitud de la fuerza deseada es suficientemente grande para evitar el
deslizamiento, pero a su vez dicha fuerza no causa una deformación plástica en el objeto.
El esquema de control centralizado requiere para su implementación de la derivada de
q̇rs, dicha variable se obtuvo mediante diferenciación numérica,

q̈rs ≈
q̇rs(kT )− q̇rs(kT − T )

T

donde T = 5[ms] es el tiempo de muestreo.
La trayectoria del objeto generada por el primer operador se muestra en la Figura 5.2.

La ĺınea continua representa la posición del objeto, la cual es calculada de acuerdo con la
ecuación (2.1), mientras que la ĺınea punteada representa la trayectoria deseada. Como
se observa se logra un buen seguimiento de trayectorias en el subespacio de posición.

La trayectoria en el subespacio de fuerza se muestra en la Figura 5.3. Puesto que
para el esquema de control centralizado se tiene solo una restricción holonómica, solo se
requiere un sensor de fuerza para su implementación.

Para fines de análisis, en la Figura 5.3 se muestran las dos señales de los sensores
de fuerza, las lineas continua y punteada representan las señales de los sensores de
fuerza fijos al los efectores finales de los robots A255 y A465 respectivamente, mientras
que la ĺınea segmentada representa la fuerza deseada. Como se observa después del
transitorio las señales de los sensores de fuerza son prácticamente idénticas, es decir, se
tiene un balance de fuerzas. Esto muestra que la fuerza de sujeción no contribuye con
el movimiento del objeto. Después del transitorio el error de fuerza se mantiene en un
margen de ±10[Newtons] (ver Figura 5.3(b)), con lo cual se logra un agarre ŕıgido.

La norma del error de posición de los esclavos y la norma del error de observación del
maestro se muestran en la Figura 5.4. Después del transitorio, los errores de posición
son menores a 4 miĺımetros, mientras que la norma del error de observación es menor a
0.25 grados.
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Figura 5.2: Control centralizado: trayectoria del objeto generada por el primer operador. a) xc,
b) yc y c) φc
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Figura 5.3: Control centralizado: trayectoria de fuerza con el primer operador. a)λs, b)∆λs
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Figura 5.4: Control centralizado: norma del error cartesiano y de observación con el primer ope-
rador. a) ‖∆ps‖ = ‖psi − psdi‖, b) ‖q̃m‖
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Figura 5.5: Control centralizado: trayectoria del objeto generada por el segundo operador. a) xc,
b) yc y c) φc
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Figura 5.6: Control centralizado: trayectoria de fuerza con el segundo operador. a)λs, b)∆λs
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Figura 5.7: Control centralizado: norma del error cartesiano y de observación con el segundo
operador. a) ‖∆ps‖, b) ‖q̃m‖

La trayectoria del objeto generada por el segundo operador se muestra en la Figura 5.5.
Cabe señalar que en este experimento, el operador movió más rápido el efector final
del maestro. Por su parte, la Figura 5.6 muestra el seguimiento de trayectorias en el
subespacio de fuerza. En este caso, el error máximo de fuerza fue de 16 [Newtons]. A
pesar de este error relativamente grande, se logró un agarre ŕıgido durante el movimiento
del objeto. Al comparar las Figuras 5.2 y 5.6, se puede concluir que la velocidad del
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operador influye en el desempeño del subespacio de fuerza. Además, también se tiene
incertidumbre en los parámetros cinemáticos (e.g. longitud del efector final, posición
inicial del objeto) que pueden ocasionar que la restricción (2.7) ya no se satisfaga. En este
escenario, la velocidad ya no es ortogonal a la fuerza de sujeción, por lo que velocidades
altas afectarán inevitablemente el desempeño del subespacio de fuerza.

La norma del error de posición de los robots esclavos y la norma del error de observa-
ción del maestro en el experimento con el segundo operador se muestran en la Figura 5.7.
Se observa que el desempeño en el subespacio de posición es similar al primer experi-
mento. Después del transitorio, la norma del error de posición fue menor a 5 miĺımetros
mientras que el valor máximo de la norma del error de observación fue 0.26 grados. Las
ganancias del observador y del esquema de control dados en (3.5)-(3.6) y (3.29)-(3.30)
se eligieron como αr = 20, kr = 10, kps = 300, Kvs = block diag{25, 25, 15, 8.5, 8.5, 1.5},
kFs = 5, ξs = 0.001 y Γ = block diag{0.0015I14×14 0.001I12×12 0.25I2×2}.

5.3. Simulaciones reflexión de fuerza

El algoritmo de control con reflexión de fuerza presentado en el Caṕıtulo 3, requiere de
un sensor de fuerza adicional para los robot maestros. Debido a limitaciones en el equi-
po experimental, el desempeño del esquema de control con reflexión de fuerza se evalúa
mediante simulaciones. Para los robots esclavos se consideraron nuevamente los robots
industriales A465 y A255 cuyos parámetros cinemáticos y dinámicos pueden consultarse
en (Gudiño-Lau & Arteaga-Pérez, 2005). Para los robots maestros se consideraron dos
robots planares de dos grados de libertad con articulaciones de revolución. Por simpli-
cidad, se utilizaron los parámetros cinemáticos del robot A465 para los maestros. Se
asumió que la fuerza deseada aplicada por el operador está dada por

λsd = 30
(
1− e−1

)
+ 10 sin

(
2πt

5

)
[Newtons]

El tiempo de muestreo utilizado en la simulación fue de T = 2[ms] y la duración de la
simulación fue de 10 segundos.
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Figura 5.8: Simulación: trayectoria generada por el operador en el eje y0

Las ganancias del algoritmo de control para los robots maestros se seleccionaron como
Kvh = 16I, kph = 80I, km = 40, ρf = 1 donde I ∈ <6×6 es la matriz identidad.
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Figura 5.9: Simulación: trayectoria del primer robot esclavo. a) xs, b) ys

Mientras que para el algoritmo de control para los esclavos dado en (3.29) se utilizaron
las siguientes ganancias: Kvs = block diag{15I3×3 25I3×3}, kps = 350, ξs = 0.001,
kFs = 40, Γs = block diag{0.01I14×14 0.001I12×12 0.75I2×2}.

Durante la manipulación de los maestros, es posible que en ciertos intervalos de tiempo,
el operador no logre que los efectores de los maestros sean colineales. Para simular este
escenario se agregó un fuerza constante en la dirección positiva del eje y0 para el primer
maestro en el instante t = 2 segundos. Es decir, el operador ejerce una fuerza vertical
adicional en el primer maestro. La Figura 5.8 muestra la trayectoria de los maestros gene-
rada por el operador en la dirección del eje y0. La ĺınea continua y punteada representan
respectivamente las trayectorias del primer y segundo manipulador maestro, mientras
que la ĺınea segmentada representa la trayectoria ideal para mantener los efectores finales
colineales. Como se observa en la Figura 5.8, el término −kmJ

T
ma(qm)Qxm∆pm en (3.68)

genera una fuerza de reacción para tratar de mantener los efectores finales colineales.
La trayectoria de los esclavos en coordenadas cartesianas se muestran en las Figuras 5.9

y 5.10. En ambos casos se obtuvo un buen desempeño en el seguimiento de trayectorias
de posición. Por otro lado, el seguimiento de trayectorias en fuerza aśı como su respectivo
error de seguimiento se muestran en la Figura 5.11. Como era de esperarse el desempeño
en el subespacio de fuerza se ve afectado cuando los efectores no son colineales. A pesar
de ello, el esquema de control presenta cierto grado de robustez cuando la distancia entre
los efectores es relativamente pequeña (ver Figura 5.8).
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5.4. Experimentos control descentralizado

En esta sección se presentan resultados experimentales que evalúan el desempeño del
algoritmo de control (4.33) presentado en el Caṕıtulo 4. Se realizaron dos experimentos
con distintos operadores. Los vectores de posición rci en (4.78) están dados por

rsc1 =
1

2



−` cos(φm)
` sinφm

0


 , rs2 =

1

2



` cos(φm)
−` sinφm

0




donde φm = qm1 y ` = 0.084[m] es la longitud del objeto. Las ganancias del algoritmo de
control para el robot A255 se eligieron de la siguiente manera: kps1 = 50.5, ξs1 = 0.001,
kFs1 = 10.5, γs1 = 0.08, Kvs1 = block diag{22.5, , 22.51.35} y εs = 15. Mientras que para
el robot A465 se propusieron los siguientes valores: kps2 = 300.0, ξs2 = 0.001, kFs2 = 10.5,
γs2 = 0.15, Kvs1 = block diag{50.0, , 50.0, 20.0}. En el experimento se utilizó un factor
de escala ρm = 2.
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Figura 5.12: Control descentralizado: trayectoria del objeto generada por el primer operador. a)
xs, b) yc y c) φc

La Figura 5.12 muestra la trayectoria generada por el primer operador, donde la ĺınea
continua representa la posición real del objeto mientras que la ĺınea punteada representa
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la trayectoria deseada. La trayectoria en fuerza de agarre aśı como su error de seguimiento
se muestran en la Figura 5.13. Después del transitorio el error de fuerza se encuentra en
un rango de ±6 Newtons.
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Figura 5.13: Control descentralizado: trayectoria de fuerza con el primer operador. a)λ̂s, b)∆λs
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Figura 5.14: Control descentralizado: norma del error cartesiano y error de orientación con el
primer operador. a) ‖psi‖, b) ∆φsi

La norma del error de posición en coordenadas cartesianas aśı como el error de orien-
tación se muestran en la Figura 5.14. La ĺınea continua corresponde al robot A255, la
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Figura 5.15: Control descentralizado: trayectoria del objeto generada por el segundo operador.
a) xs, b) yc y c) φc

ĺınea punteada corresponde al robot A465. El valor máximo de la norma del error fue de
5 miĺımetros mientras que el error máximo de la orientación fue 1.8 grados y se presentan
al final del experimento.

La Figura 5.15 muestra la trayectoria generada por el segundo operador. Las trayec-
torias de las fuerzas de agarre y sus respectivo errores se muestran en la Figura 5.16. De
manera similar al experimento con el primer operador, el error de fuerza se mantuvo en
un rango de ±6 Newtons. Con lo cual se logró un agarre ŕıgido.

Finalmente, la norma del error de posición en coordenadas del espacio cartesiano
aśı como el error de orientación se muestran en la Figura 5.17. El error máximo de la
norma del error de posición fue de 5.8 miĺımetros y para la orientación el error máximo
que se obtuvo fue de 1.9 grados.
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Al comparar las Figuras 5.4(a), 5.7(a), 5.14(a) y 5.17(a) se observa que el desempeño
en el subesacio de posición del esquema de control centralizado y descentralizado fueron
muy similares. Para compensar las dinámicas no modeladas y mejorar el desempeño del
esquema de control descentralizado se requiere incrementar las ganancias γsi y Kvsi. Sin
embargo, debido a la discretización del esquema de control para su implementación no
fue posible utilizar valores más grandes para las ganancias antes mencionadas. Por otro
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lado, al comparar las Figuras 5.3, 5.6, 5.13 y 5.16 se observa que el control descentralizado
muestra un mejor desempeño en el subespacio de fuerza. Por lo tanto, se concluye que
la inclusión de la función tangente hiperbólica en el algoritmo de control descentralizado
mejora el desempeño en el subespacio de fuerza. Esto se debe a que para errores grandes
de la variable ∆Fsi, el término tanh(∆Fsi) en (4.33) permanece acotado y no crece en
forma lineal como en el caso del control descentralizado (ver ecuación (3.29)). Como
se observa en las Figuras 5.13 y 5.16 se obtuvo un pequeño error entre las fuerzas de
agarre λs1 y λs2, por lo que no se logró un equilibrio de fuerzas como en el caso del
control centralizado. Este desequilibrio de fuerzas ocasionan movimientos no deseados
en el objeto. Sin embargo, dichos movimientos fueron compensados por el algoritmo de
control descentralizado.
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CAPÍTULO 6
Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo de investigación se estudio el problema de manipulación diestra de
objetos de forma remota. Para resolver el problema planteado se propuso un esquema
de teleoperación formado por un manipulador maestro y dos manipuladores esclavos, los
cuales, se analizaron como un sistema robótico cooperativo. Además, se establecieron las
condicones que debe cumplir la fuerza de contacto para garantizar un agarre ŕıgido.

Para lograr una manipulación diestra es necesario controlar de forma precisa la posi-
ción de los manipuladores aśı como la fuerza de contacto ejercida por los mismos. Para
resolver el problema de control se propuso en primera instacia un control adaptable
centralizado basado en el Principio de Ortogonalización cuyas ventajas se mencionan a
continuación:

i) La fuerza ejercida por los manipuladores esclavos hacia el objeto se puede controlar
de forma independiente a su posición. Esto permite trasladar y rotar el objeto y
al mismo tiempo ejercer la fuerza necesaria para lograr un agarre ŕıgido.

ii) Solo requiere la medición de un sensor de fuerza para su implementación.

iii) No requiere conocer los parámetros dinámicos de los manipuladores y el objeto.

iv) Los errores posición y fuerza convergen a cero de forma asintótica.

La desventaja principal es que el algoritmo de control no se puede implementar de
forma independiente para cada robot, ya que el controlador requiere la medición de
posición y velocidad angular de ambos manipuladores. Además, se propuso un obser-
vador de velocidad lineal de alta ganancia para el robot maestro, el cual no requiere
conocimiento del modelo dinámico y logra que los errores de observación sean arbitra-
riamente pequeños. De este modo, se evitó utilizar diferenciación numérica para calcular
la velocidad deseada para los manipuladores esclavos.

Como segunda solución se propuso un esquema de control decentralizado de posición
y fuerza por modos deslizantes de segundo orden. De igual manera se utilizó el Principio
de Ortogonalización en el diseño del controlador. Como resultado, los subespacios de
posición y fuerza se pueden controlar de forma independiente. Las ventajas del esquema
de control decentralizado son:

i) No requiere del conocimiento del modelo dinámico de los robots y el objeto.

ii) Los errores de posición y fuerza convergen a cero de forma exponencial.
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iii) No requiere comunicación entre los robots, por lo tanto, el esquema de control se
puede implementar de forma independiente para cada manipulador.

iv) El algoritmo de control es robusto ante perturbaciones acotadas.

v) El par de control está acotado para cualquier valor del vector de estado. Esto evita
pares y fuerzas excesivas en las articulaciones que podŕıan dañar los manipuladores
y el objeto.

Su desventaja principal es que requiere dos sensores de fuerza para su implementación.
El desempeño de ambos esquemas de control fueron validados mediante experimentos
con distintos operadores. En cada caso, se obtuvo un mejor desempeño en el subespacio
de posición con respecto al subespacio de fuerza. Esto se debe principalmente a ruido en
la medición en los sensores de fuerza e incertidumbre en los parámetros cinemáticos de
los manipuladores y el objeto.

Finalmente, para logar el objetivo de telepresencia, es decir, que le operador pueda
sentir el objeto a manipular, se añadió un segundo manipulador maestro al esquema
de teleoperación. El algoritmo de control propuesto para los maestros recrean la fuerza
de contacto ejercida por los eslavos hacia el objeto. Además, en esta configuración el
operador puede generar la fuerza de agarre deseada (esquema de teleoperación bilateral).

El trabajo futuro comprende:

Analizar los retardos en el canal de comunicación.

Diseñar un algoritmo de estimación para determinar la masa del objeto y de esta
forma aplicar la fuerza de sujeción mı́nima para lograr un agarre ŕıgido.

Diseñar algoritmos de control que sean robustos ante incertidumbres en los paráme-
tros cinemáticos de los manipuladores y el objeto.

Extender la teoŕıa desarrollada para el caso de tres o más manipuladores maestros
y esclavos.

Durante este trabajo de investigación se sometieron los siguientes art́ıculos:

1. Adaptive position/force control for robot manipulators in contact with
a rigid surface with uncertain parameters, Javier Pliego Jiménez & Marco
Arteaga-Pérez, European Journal of Control, Vol. 22, pp. 1-12, 2015.

2. On the adaptive control of cooperative robots with time-variant holo-
nomic constraints, Javier Pliego Jiménez & Marco Arteaga Pérez. Aceptado en
International Journal of Adaptive Control and Signal Processing.

3. Telemanipulation of cooperative robots: a case of study. Javier Pliego
Jiménez & Marco Arteaga Pérez. Sometido a International Journal of Control
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APÉNDICE A
Teoremas auxiliares

Teorema A.1. (Khalil, 2002, pp. 172)
Sea D ⊂ Rn una región que contiene el origen y sea V : [0,∞) ×D → R una función
diferenciable tal que

α1(||x||) ≤ V (t,x) ≤ α2(||x||) (A.1)

∂V

∂t
+

∂

∂x
f(t,x) ≤ −W3(x), ∀ ||x|| ≥ µ > 0 (A.2)

∀t ≥ 0 y ∀ x ∈ D, donde α1 y α2 son funciones clase K, W3(x) es una función positiva
definida y f : [0.∞)×D→ Rn es una función continua por intervalos en t y localmente
Lipschitz en x sobre [0,∞) ×D. Considérese la región Br = {x ∈ Rn | ||x|| ≤ r} ⊂ D
para algún r > 0. Supóngase que

µ < α−1
2 (α1(r)). (A.3)

Entonces, para cada estado inicial x(t0) que satisface

||x(t0)|| ≤ α−1
2 (α1(r)), (A.4)

existe un tiempo T ≥ 0 (que depende de x(t0) y µ) tal que la solución de ẋ = f(t,x)
satisface

||x(t)|| ≤ β(||x(t0)||, t− t0) ∀ t0 ≤ t ≤ t0 + T (A.5)

||x(t)|| ≤ α−1
1 (α2(µ)) ∀ t ≤ t0 + T. (A.6)

donde β es una función clase KL. Mas aún, si D = Rn y α1 pertenece a la clase de
funciones K∞, entonces (A.5) y (A.6) se satisfacen para cualquier estado inicial ||x(t0)||
sin importar que tan grande sea µ.
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Teorema A.2. (Khalil, 2002, pp. 323)
Sea D ⊂ Rn una región que contiene al origen x = 0. Supóngase que f(t,x) es continua
por intervalos en t y localmente Lipschitz en x sobre [0,∞)×D. Además, supóngase que
f(t,0) es uniformemente acotada para toda t ≥ 0. Sea V : [0,∞)×D→ R una función
continuamente diferenciable tal que

W1(x) ≤ V (t,x) ≤W2(x) (A.7)

V̇ (t,x) =
∂V

∂t
+
∂V

∂x
f(t,x) ≤ −W3(x) (A.8)

∀ t ≥ 0, ∀ x ∈ D donde W1(x) y W2(x) son funciones continuas positivas definidas y
W3(x) es una función continua positiva semidefinida en D. Sea r > 0 tal que Br ⊂ D
y sea r < mı́n||x||=rW1(x). Entonces todas las soluciones de ẋ = f(t,x) con x(t0) ∈
{x ∈ Br|W2(x) ≤ r} están acotadas y se satisface

W3(x)→ 0 cuando t→∞.

Más aún, si todas las suposiciones son válidas globalmente y W1(x) es radialmente no
acotada la afirmación es válida para toda x(t0) ∈ Rn.
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J. Pliego-Jiménez & M. A. Arteaga-Pérez. On the adaptive control of cooperative robots
with time-variant holonomic constraints. International Journal of Adaptive Control
and Signal Processing, pages 1–18, 2016.

J. Pliego-Jiménez & M.A. Arteaga-Pérez. Adaptive position-force control for robot
manipulators in contact with a rigid surface with uncertain parameters. European
Journal of Control, 22:1–12, 2015.

I. G. Polushin, S. N. Dashkovskiy, A. Takhmar, & R. V. Patel. A small gain framework for
networked cooperative force-reflecting teleoperation. Automatica, 49:338–348, 2013.

Y. Ren, Y. Liu, M. Jin, & H. Liu. Biomimetic object impedance control for dual-arm
cooperative 7-dof manipulators. Robotics and Autonomous Systems, 75:273–287, 2016.
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