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Resumen 

En este trabajo se realiza la implementación de un esquema parametrizado de dos momentos 

propuesto por Seifert y Beheng (2001). La parametrización de dos momentos utilizada es derivada 

a partir de la ecuación cinética de coalescencia, obteniéndose ecuaciones para las razones de 

cambio de los contenidos de agua líquida y concentraciones de los hidrometeoros en nubes 

calientes a partir de los procesos de auto-conversión, acreción y auto-colección. Estos procesos 

fueron formulados utilizando la aproximación polinomial para el kernel de colección (Long, 1974) 

y funciones universales para establecer relaciones de similitud.  

El esquema microfísico parametrizado de dos momentos fue acoplado con una dinámica sencilla 

que permite calcular la evolución de los momentos de la distribución de gotas para los diferentes 

hidrometeoros a partir del proceso de sedimentación pura. Se evaluó el comportamiento de la 

parametrización de dos momentos para diferentes distribuciones de gotas; una con mayor 

concentración de gotas y menor radio medio de la distribución y otro espectro de gotas con menor 

concentración y mayor radio medio inicial de la distribución. También se implementó un modelo 

cero-dimensional de microfísica explícita desarrollado por Bott (1997) para la solución de la 

ecuación estocástica de colisión coalescencia. Este modelo fue usado como referencia para 

comparar con la parametrización de dos momentos. De la comparación con el modelo de 

microfísica explícita se pudo observar como la parametrización de dos momentos se adelanta en 

un minuto aproximadamente a la evolución de los momentos de la distribución. 
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Abstract 

On this work, we do an implementation of a parametrized scheme of two moments proposed by 

Seifert and Beheng (2001). The parameterization of two moments used is derived from stochastic 

collection equation, obtaining rate equations of the contents of liquid water and hydrometeor 

concentrations in warm clouds from the processes of auto-conversion, accretion and selfcollection. 

These processes were formulated using the polynomial approximation for the collection kernel 

(Long, 1974) and universal functions following from a fundamental similarity relationship. 

The parametrized microphysical scheme of two moments was coupled with a simple dynamics 

model that allows see the evolution of drops distribution moments for the different hydrometeors 

from the pure sedimentation process. The behavior of the parameterization of two moments for 

different drop distributions was evaluated; the first distribution has higher drops concentration 

number and lower mean radius this will consider a “warm marine cloud”; second distribution has 

lower drops concentration number and higher mean radius simulating a “warm continental cloud”. 

We also implemented a zero-dimensional explicit numerical scheme developed by Bott (1997) for 

solved the stochastic collection equation. This model was used as benchmark to compare with the 

parameterization of two moments. From the comparison with the explicit microphysical model we 

can see that the parameterization is anticipated to the evolution of the moments distribution in one 

minute.  
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Capítulo 1 

1. Introducción 

Numerosos estudios han demostrado que las parametrizaciones de las nubes y la precipitación son 

componentes esenciales para obtener modelos precisos de predicción numérica del tiempo y para 

investigación en todas las escalas, incluyendo la escala de nube, de mesoescala, escala sinóptica, 

y la escala global del clima. 

Los modelos numéricos pueden ayudar en un mejor entendimiento de las relaciones entre los 

procesos físicos y los mecanismos de precipitación. En los últimos tiempos la necesidad de mejorar 

la representación de la convección en los modelos de gran escala ha llevado a crear 

parametrizaciones generalizadas de la pequeña escala y de los procesos de mesoescala en el caso 

de los Modelos de Circulación General (MCG) (Grabowski y Smolarkiewicz, 1999; Grabowski, 

2001; Khairoutdinov y Randall, 2001; Khairoutdinov et al., 2005; Grabowski, 2003, 2006; Tao et 

al., 2009a; Tao y Moncrieff, 2009). 

Los modelos parametrizados representan una simplificación de la realidad, incluso son una 

simplificación de las ecuaciones físico-matemáticas que caracterizan los procesos microfísicos 

naturales. Esto introduce errores debido al grado en que se logran representar a los procesos. Estas 

parametrizaciones se vuelven necesaria debido a lo costoso en termino de tiempo de cálculo, 

memoria de almacenamiento y recurso de computo que se requieren para implementar las 

ecuaciones que representan más realísticamente los procesos naturales. Teniendo en cuanta que 

mucho de los modelos tienen como uno de sus objetivos principales el pronóstico del tiempo 

meteorológico para la toma de decisiones oportunas. Las parametrizaciones como recurso para la 

implementación de modelos adquieren mayor valor como herramienta para reducir el tiempo de 

cálculo.  

Los métodos para el desarrollo de parametrizaciones en los Modelos de Mesoescala (MM) y los 

MCG se han discutido en varios estudios, por ejemplo: Arakawa, 2004; Yano et al, 2005, 2013.; 

Plant, 2010; De Rooy et al., 2013. De acuerdo con esta idea, las nubes se simulan explícitamente 

en alta resolución, un ejemplo es la implementación en los MCG de rejilla de dos dimensiones 
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para la resolución de estas parametrizaciones (Khain et al 2015). La tasa de convección por 

calentamiento, tasa de precipitación, y otros parámetros que caracterizan el efecto combinado de 

las nubes en procesos a gran escala se obtiene promediando horizontalmente sobre estas rejillas de 

dos dimensiones y luego se transfiere al MCG. De esta manera, la parametrización de la 

convección tradicional se sustituye por perfiles de calentamiento/enfriamiento calculadas 

explícitamente.  

Como el título del trabajo sugiere solo se van a tratar los procesos microfísicos responsables de la 

formación de la precipitación en nubes caliente. Esto enmarca el trabajo a los procesos microfísicos 

de coagulación como son la auto-conversión, acreción y auto-colección responsables de la 

evolución del espectro de gotas en nubes calientes.  

1.1 Parametrizaciones de los procesos microfísicos en nubes calientes 

Los procesos que originan la "lluvia caliente" incluyen el desarrollo de la precipitación de lluvia 

sin la presencia de agua helada. Sin embargo, las nubes pueden tener ambos procesos, de lluvia 

caliente y los procesos de "lluvia fría" que ocurren simultáneamente, tanto en el mismo lugar o en 

diferentes lugares. Los conceptos de “lluvia caliente y fría” están relacionados a las temperaturas 

y el estado de agregación del agua cuando precipitan, además de los mecanismos que originan la 

precipitación. Siguiendo de cerca las ideas presentadas por Cotton y Anthes (1989), los procesos 

microfísicos que deben ser incluidos en una parametrización de "lluvia caliente" son los siguientes:  

 La nucleación de gotitas de partículas de aerosol 

 La condensación y evaporación de gotas de las nubes, así como las gotas de lluvia y 

llovizna 

 El desarrollo de un espectro de gota de lluvia por la colección de otras especies de 

hidrometeoros en estado de agregación líquido. 

 La fragmentación de las gotas de lluvia. 

 La auto-colección. 

 La sedimentación diferencial de las diversas especies de gotas. 

El enfoque que se describe en este trabajo para la parametrización de los procesos microfísicos 

consiste en la separación del espectro de agua líquida en dos especies diferentes: gotas de nubes 
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y gotas de lluvia. Del mismo modo, Straka et al. (2009a) considera la categoría de llovizna 

entre las gotas de lluvia la categoría de gotas de nube.  

1.2 Enfoque parametrizado de los procesos microfísicos de formación de la precipitación 

en nubes calientes. 

1.2.1 Los modelos de microfísica explícita. 

Los modelos de microfísica explícita a menudo se consideran el tipo de parametrización más capaz 

de representar las evoluciones de las distribuciones de gotas en las nubes. Estos modelos se 

caracterizan por representar el espectro de gotas en pequeñas divisiones (conocidas en la literatura 

angloparlante como bins) para cada tamaño de gota. Para los tamaños de gotas las divisiones a 

menudo van a aumentar por 2, 21 2⁄ , 21 3⁄  𝑜 21 4⁄  veces el tamaño de la división anterior de más de 

36, 72, o 144 divisiones para los espectros (o cualquier número requerido para una solución 

convergente). 

 Los modelos de microfísica explícita también se pueden implementar para otras especies de 

hidrometeoros incluyendo cristales de hielo, cristales de nieve, nieve, granizo blando, graupel, 

agua sobre-enfriada y granizo con una separación similar entre las distintas divisiones. Algunos 

modelos también dividen en bins los aerosoles para realizar un seguimiento de la concentración 

de solutos. Un inconveniente de estos modelos es uso excesivamente grande de recursos de 

cálculo, excepto para los modelos bidimensionales de simetría axial. Como mínimo, la 

concentración debe predecirse con estos sistemas, aunque la razón de mezcla y la reflectividad 

también pueden calcular. 

1.2.2 Modelos parametrizados de tipo bulk  

Los modelos de microfísica parametrizada de tipo bulk son algunos de los esquemas más populares 

debido al reducido coste computacional en comparación con la mayoría de los modelos de 

microfísica explícita para su uso en modelos tridimensionales. Estas parametrizaciones 

microfísicas se basan en funciones de distribución como la distribución exponencial, gamma, y 

log-normal por nombrar unas pocas, para describir distribución por tamaños de cada especie de 

hidrometeoros. Estas distribuciones son normalizable e integrable sobre las distribuciones de 

tamaño completo de diámetro desde cero hasta el infinito, o distribuciones parciales (más comunes 
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con la distribución gamma). Típicamente, el contenido de agua líquida y la concentración de los 

hidrometeoros se predicen con estas parametrizaciones. En los esquemas de 3 momentos la 

reflectividad también se puede predecir, a partir de la misma se puede obtener una estimación del 

parámetro de forma de la distribución gamma como una función del tiempo.  

Durante el período comprendido entre la década de 1970 hasta mediados de la década de 1980 por 

lo general los modelos solo predecían contenido de agua líquida. Con el mejoramiento de la 

potencia de las computadoras desde mediados de 1980, el número de especies pronosticadas y el 

número de momentos aumentó lentamente hasta el punto de que, en la actualidad, la mayoría de 

los modelos utilizan dos momentos y, finalmente, algunos utilizan tres momentos (Milbrandt y 

Yau 2005). 

Los modelos parametrizados de tipo bulk y los modelos de microfísica explícita serán abordados 

en los capítulos siguientes porque son componente fundamental de la investigación realizada en 

este trabajo de tesis.  

1.2.3 Modelos de parametrización híbrido. 

 Las parametrizaciones híbridas tienen muchas de las ventajas tanto de las parametrizaciones de 

tipo bulk como de los modelos de microfísica explícita. Con estos modelos se intenta capturar la 

“supuesta” exactitud de los modelos explícito en un modelo de microfísica parametrizada sin usar 

el almacenamiento que requiere un modelo de microfísica explícita En los modelos híbridos las 

funciones de distribución de la  razón de mezcla y la concentración son fraccionadas y los cálculos 

y los cálculos son resueltos en un modelo explícito, luego el resultado se lleva nuevamente al 

modelo parametrizado de tipo bulk donde la razón de mezcla y la concentración son descrita por 

la función de distribución que fue utlizada en el paso de tiempo anterior.  

1.3 Objetivos del trabajo 

Como se puede apreciar existe una diferencia notable entre las parametrizaciones de tipo bulk y 

los esquemas de microfísica explícita. Estas diferencias tienen su principal impacto en la 

representación que generan de las variables que se desean pronosticar. 

Para el estudio de los esquemas parametrizados existen dos enfoques. Estos enfoques están 
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relacionados con las formas en que se realiza la investigación. El primero es el enfoque “holístico” 

(Shipway and Hill 2011). Este tipo de trabajo se usa para investigar el impacto de una variedad de 

esquemas microfísicos, así como la importancia en relación con otros componentes en una 

simulación completa de un modelo de nube tridimensional. En este caso es difícil aislar los efectos 

de microfísica en presencia de otros eventos como la radiación y la dinámica. Por otra parte, es 

computacionalmente más costoso ejecutar este tipo de enfoques, así la ejecución de un gran 

número de pruebas de sensibilidad es más exigente.  

Algunos investigadores han adoptado un enfoque “reduccionista” haciendo uso de marcos 

cinemáticos (por ejemplo, Clark, 1974; Petch et al., 1997; Morrison y Grabowski, 2007; Seifert, 

2008; Seifert y Stevens, 2010). En un marco dinámico se prescribe el flujo, lo que permite el 

transporte y la sedimentación de partículas evitando al mismo tiempo la complejidad causada por 

la retroalimentación entre la dinámica y la microfísica. Aunque este método no incluye una 

representación precisa de la dinámica de la nube, las investigaciones que emplean un método de 

este tipo han demostrado ser muy útiles. 

 Clark (1974) utilizó un marco cinemático de unidimensional y bidimensional para probar una 

parametrización. Con estas pruebas pusieron en relieve la importancia de la resolución vertical 

cuando se determina la concentración del número de gotas de nube, que desde entonces ha 

demostrado ser importante en simulaciones de modelos de nubes tridimensionales (por ejemplo, 

Hillet al., 2009). Más recientemente, este tipo de enfoque reduccionista se ha explotado para 

comparar esquemas de microfísica explícita y microfísica parametrizada de tipo bulk (Morrison y 

Grabowski, 2007; Seifert y Stevens, 2010), para desarrollar y probar nuevas parametrizaciones de 

la fase fría de la nube (Morrison y Grabowski, 2008) e investigar la eficiencia de precipitación en 

cúmulos (Seifert y Stevens, 2010). Como el marco cinemático generalmente se ejecuta como un 

modelo unidimensional o bidimensional, múltiples simulaciones de sensibilidad son mucho más 

factible que en un modelo de nube tridimensional. 

Por lo anteriormente expuesto el Problema científico de la investigación formulado por el trabajo 

es: ¿Cuán exacta es la parametrización de dos momentos de Seifert y Beheng (2001); cómo 

responde a diferentes concentraciones y radios medios iniciales de gotas y qué resultados podemos 

encontrar de la cuando se implementa esta parametrización en un esquema de sedimentación pura? 
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La hipótesis que nos plateamos es que mediante el un estudio reduccionista del esquema 

parametrizado de dos momentos se puede encontrar diferencias que nos aportaran un mejor 

entendimiento del mismo. 

El campo de acción: Física de la atmósfera. 

Vistos los elementos anteriores el objeto de estudio es el esquema de microfísica parametrizada 

de dos momentos. 

Para alcanzar la solución propuesta al problema planteado, es necesario determinar los objetivos 

de este trabajo: 

Objetivo fundamental: 

Implementación, evaluación y estudio de un esquema microfísico de 2 momentos a partir de su 

comparación con un esquema explícito. 

Alcanzar el objetivo anterior, requiere del establecimiento y cumplimiento de los siguientes: 

Objetivos específicos: 

 Implementar la parametrización de dos momentos utilizada; es la propuesta por Seifert y 

Beheng (2001). 

 Acoplar el esquema microfísico a dinámica sencilla que permita calcular la evolución de 

los momentos de la distribución de hidrometeoros a partir del proceso de sedimentación. 

 Realizar simulaciones con diferentes concentraciones y radios medos iniciales de gotas 

para examinar la respuesta de la parametrización dedos momentos. 

 Utilizar un modelo de microfísica explícita como referencia para ver cuán exacta es la 

parametrización de dos momentos.  

Esta tesis está estructurada en tres capítulos. El Capítulo 1 es la introducción de del trabajo, donde 

se exponen enfoque parametrizado de los procesos microfísicos de formación de la precipitación 

en nubes calientes y los objetivos de la investigación.  

En el capítulo 2 se abordará el estado del arte de la modelación de los procesos de colisión 



7 
 

coalescencia. Se describen los principales enfoques que han implementado para la modelación de 

coagulación de gotas con el objetivo de enmarcar el estudio realizado. Luego, se describe el 

esquema parametrizado de Seifert y Beheng (2001); como se determinó dicho esquema y cada una 

de las particularidades como son las funciones universales y la necesidad de implementación de 

las mismas. 

El capítulo 3 está dedicado los resultados y discusión de la tesis. Se realizan una evaluación del 

esquema microfísico comparando la evaluación del espectro a partir de los procesos de 

sedimentación y colisión-coalescencia, utilizando diferentes valores de concentración y radio 

medio inicial. EL modelo de referencia utilizado es un modelo de microfísica explícita. 
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Capítulo 2 
El proceso de colisión-coalescencia y su parametrización en los modelos de nubes 

conectivas. 

2.1 Introducción 

La presencia de hielo no es siempre necesaria para de la formación de precipitación en las nubes. 

Las observaciones de radar son unas de las pruebas que han confirmado estas conclusiones 

(Pruppacher y Klett, 1997). En estos casos el espectro de gotas de agua se modifica y se forman 

pequeñas gotas de lluvia, estas gotas se deben producir por los procesos de colisión y coalescencia 

entre las gotas. Esto se refiere a menudo como el proceso de colección a veces inadecuadamente 

como el proceso de “lluvia caliente”. Esta última designación es un tanto inadecuada, ya que el 

crecimiento por colección también se produce en nubes frías con temperaturas inferiores a 0 ° C 

(Braham, 1964). 

En primer lugar, se produce la nucleación, seguido por el crecimiento de las gotas por 

condensación, y finalmente las gotas comienzan a crecer a tamaños lo suficientemente grande que 

la probabilidad de una colisión ya no es despreciable. Este tamaño parece encontrarse en radios de 

41 µm (Straka, 2006). Hasta que las gotas crezcan a este tamaño por el proceso de condensación, 

o si hay condensación de gotas de nube sobre aerosoles ultragigantes; es posible que las gotas no 

crezcan rápidamente por el proceso de coalescencia, pero si se alcanza este tamaño el crecimiento 

por coalescencia o colección comienza a ser dominante.  

El crecimiento por colección puede ser presentado como un problema relativamente sencillo dos 

cuerpos que interactúan entre si generando un crecimiento continuo complejo mediante un 

problema de colección estadística (Pruppacher y Klett, 1997; Straka, 2006). El modo elemental 

por el cual se unen hidrometeoros es por las diferentes velocidades de caída tal que las partículas 

de diferentes tamaños, densidades y formas pueden ser alcanzadas por otras partículas que caen a 

diferentes velocidades, lo que permite las colisiones que se produzca. Por otra parte, las fuerzas 

eléctricas pueden actuar si las partículas están cargadas diferencialmente, lo que puede mejorar la 

colección; o puede disminuir la colección si las partículas tienen el mismo signo de carga. Por 

último, aunque hay un gran debate en torno a este, las fuerzas turbulentas pueden jugar un papel 
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en la colección de las gotas. En general, los efectos gravitacionales que dan lugar a diferencias 

relativas entre las velocidades de caída de las partículas, dominan sobre los efectos eléctricos y 

turbulentos. 

Cuando las partículas comienzan a chocar hay al menos dos factores que deben tenerse en cuenta. 

Estos son la probabilidad de que las gotitas choquen; y la probabilidad de que las colisiones se 

traduzcan en coalescencia (que las partículas se peguen entre sí). El producto de estas dos 

probabilidades se denomina la eficiencia de colección. 

Cuando dos gotas chocan, los resultados posibles son los siguientes: en primer lugar, cuando las 

partículas colisionan pueden confluir. En segundo lugar, las partículas pueden chocar y rebotar. En 

tercer lugar, las partículas pueden unirse y luego se separan con tamaños originales conservados. 

En cuarto lugar, las partículas se funden y luego se separan con el resultado de diferentes tamaños 

y, posiblemente, pueden producir gotas adicionales. 

Las variables importantes en el crecimiento por colección incluyen; el tamaño de las partículas 

involucradas; las velocidades de caída de las partículas; la trayectoria que siguen; el número de 

colisiones; el número de colisiones que producen coalescencia (colecciones); efectos eléctricos; y 

los efectos turbulentos. Por último, es importante entender que el crecimiento de colisión tiene 

varios nombres, incluyendo el crecimiento por acreción, el crecimiento por coalescencia y el 

crecimiento por agregación. 

Una opinión generalizada en la microfísica de las nubes es que hay dos modelos que se pueden 

utilizar para describir matemáticamente el crecimiento de gotas de nube por coalescencia, el 

modelo continuo y el modelo estocástico. El modelo continuo es más simple, pero produce una 

velocidad uniforme relativamente lenta del crecimiento de las gotas de agua que no es 

característica de las nubes reales. El modelo más sofisticado es el modelo estocástico que predice 

un crecimiento no uniforme de las gotas de nube con una formación más rápida de unas cuantas 

gotas de agua de mayor tamaño, con resultados más acorde con las observaciones de acuerdo con 

las observaciones (Mason, 1971; Gillespie, 1974). 

El modelo continuo utiliza el número de gotas de masa m que pueden ser colectadas en un instante 

de tiempo t, y el caso del modelo estocástico puede dividirse en dos sub grupo el modelo cuasi-
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estocástico que asume una fracción de gotas de masa m que pueden ser colectadas en un instante 

de tiempo t y el modelo puramente estocástico que usa la probabilidad de que cualquier gota de 

masa m pueda ser colectada en un instante de tiempo t fig. 2.1. Esto modelos serán brevemente 

descritos a continuación. 

2.1.1 Modelo continuo de Colección. 

En el modelo continuo de crecimiento todas las gotas comienzan con tiempo 𝑡 = 0 con la misma 

masa 𝑚0. Todas las gotas con masa 𝑚0 crecen con la misma tasa de crecimiento. Por lo tanto, el 

estado de las gotas de masa 𝑚 puede ser descrito por 𝑀(𝑡) que es igual a la masa de cuanquier 

gota en cualquier instante de tiempo. La ecuación de crecimiento continuo de gotas de agua puede 

ser descrita como (Gillespie, 1975): 

𝑑𝑀(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜀𝐴𝑁′; (2.1) 

Donde ε es el tamaño de las gotas colectadas. Integrando en el tiempo con la condición inicial de 

𝑀(0) = 𝑚0obtenemos: 

Figura. 2.1 Modelos de crecimientos de gotas(Gillespie,1975). 
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∫
𝑑𝑀(𝑡)

𝑑𝑡
𝑑𝑡 = ∫ 𝜀𝐴𝑁′𝑑𝑡

𝑡

𝑡=0

,
𝑀′(𝑡)

𝑀

 (2.1.2) 

 Obteniendo finalmente: 

𝑀(𝑡) = 𝑚0 + 𝜀𝐴𝑁′𝑡; (2.1.3) 

Este método requiere que todas las gotas de 𝑚0 colecten determinado número de gotas 

continuamente de masa ε en un intervalo de tiempo 𝑑𝑡. Excepto para gotas realmente grandes, el 

modelo de crecimiento continuo tiene una naturaleza restrictiva debido a que se requiere que todas 

las gotas de una masa determinada crezcan a la misma tasa de crecimiento continuo y esta 

condición es poco realista. 

2.1.2 Modelo cuasi-estocástico de colección 

Cuando se usa un modelo cuasi estocástico, como se argumentó anteriormente solo una fracción 

de gotas de masa 𝑚0 serán colectadas por gotas de masa ε en un instante de tiempo 𝑑𝑡. Esto se 

justifica a través del hecho que hay posiciones aleatorias de gotas 𝑚0 y gotas 𝑚, por tanto, algunas 

colectarán una o más goticas, mientras que otras no colectarán ninguna. Esto significa que ninguna 

gota crecerán con la misma tasa de crecimiento al mismo tiempo (Straka, 2009; Pruppacher y Klett, 

1997 y Gillespie, 1975). El modelo cuasi-estocástico se puede expresar como 𝑁(𝑚, 𝑡) que se 

define como la fracción de gotas con masa 𝑚0 que crecen en el instante de tiempo t colectando 

gotas de masa ε: 

𝑚(𝑡) = 𝑚0, 𝑚0 + 𝜀, 𝑚0 + 2𝜀 … ; (2.1.4) 

Nótese que se requiere describir las gotas en términos de tamaño discreto, en lugar de convertirse 

en gotas de tamaños aleatorios como si se hace en el modelo estocástico que se verá en el siguiente 

epígrafe. 

En el tiempo (𝑡, 𝑡 + 𝑑𝑡) se tiene que la fracción de gotas 𝑚 − 𝜀, esta fracción será colectada por 

gotas de masa 𝑚 y la fracción de gotas de masa 𝑚 será colectada por las gotas que alcancen una 

masa 𝑚 + 𝜀. De acuerdo a lo expresado por (Gillespie, 1975; Straka, 2009), el incremento neto en 

el número de gotas de masa en un intervalo de tiempo (𝑡, 𝑡 + 𝑑𝑡) puede ser escrito como: 
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𝜕𝑁(𝑚, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐴𝑁′[𝑁(𝑚 − 𝜀, 𝑡) − 𝑁(𝑚, 𝑡)], (2.1.5) 

Telford (1955) fue el primero en examinar este modelo como se presenta en Gillespie (1972, 1975) 

y Pruppacher y Klett (1997). 2.1.5 es un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer 

orden, y se puede resolver con las condiciones iniciales, 

𝑁(𝑚, 0) = {
𝑁′,     𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑚 = 𝑚0

0,     𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑚 ≠ 𝑚0
. (2.1.6) 

La ecuación 2.1.5 es la que Gillespie (1975) escogió como ecuación cuasi-estocástica y es válida 

para el modelo de nube descrito por él. 

Pruppacher y Klett (1997) sugirieron que el modelo cuasi-estocástico también es demasiado 

restrictivo. Debido a que algunas gotas de masa 𝑚 recogerán las gotitas de masa 𝑚0 o gotitas de 

menor masa más rápidamente. 

2.1.3 Modelo puramente estocástico de colección 

Como se ha observado por Gillespie (1975); Pruppacher y Klett (1997) y Straka(2009) la ecuación 

colección cuasi-estocástico es demasiado restrictiva, ya que tiene el requisito de que todas las gotas 

de masa m colecten otras gotas generando un tamaño de gota definida en una nube idealizada . No 

hay fluctuación en el número de gotas colectadas por una gota como habría en la atmósfera real. 

Sin embargo, en un modelo puramente-estocástico, se permiten tales fluctuaciones en el proceso 

de colección. Como resultado, ya no es un número para asociar con el número de gotas colectadas 

por una gota en cualquier tiempo t. Sin embargo, es posible predecir la probabilidad de encontrar 

un número dado de gotas de masa m de un tamaño particular en el tiempo t con el modelo 

puramente estocástico. Con lo anteriormente señalado, el modelo puramente estocástico se define 

a partir de: “P(n, m, t) ≡probabilidad de que existan n gotas de masa m en el tiempo t” donde 𝑛 =

0,1,2,3, …. y 𝑚 = 𝑚0, 𝑚0 + 𝜀, 𝑚0 + 2𝜀 … También se requiere considerar la probabilidad 𝑃(𝑘, 𝑡) 

de que cualquier gota pueda colectar k gotas y goticas en un tiempo t. Gillespie (1975) usaran una 

distribución común de Poisson de la forma: 
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Π(𝑘, 𝑡) =
(𝐴𝑁′𝑡)𝑘𝑒  (𝐴𝑁′𝑡)

𝑘!
. (2.1.7) 

Esto se deriva partiendo de la definición de la nube de modelada probabilísticamente 

𝐴𝑁′𝑑𝑡, que es la probabilidad que una gota pueda colectar por otra gota o gotitas en el 

tiempo 𝑑𝑡 (Gillespie 1975). Para k = 0, 

Π(0, 𝑡 + 𝑑𝑡)

Π(0, t)
= −𝐴𝑁′𝑑𝑡, (2.1.8) 

Integrando usando la condición inicial, Π(0,0) = 1: 

  

Π(0, t) = 𝑒−𝐴𝑁′𝑡, (2.1.8) 

Por lo tanto, para cualquier 𝑘 ≥  1 hay una probabilidad de que una gota colectará 𝑘 gotas o 

gotitas en el tiempo (0, 𝑡) que se calcula de la forma: 

Π(k, t) = ∫ Π(k − 1, t′)
𝑡

0

Π(k, t − t′)    𝐴𝑁′𝑑𝑡, (2.1.9) 

Gillespie (1975) interpreta (2.1.9) como el producto de la probabilidad de que la gota pueda 

colectar 𝑘 − 1 gotas en (0, 𝑡’) por la probabilidad que la gota pueda colectar una o más gotas en 

determinado instante de tiempo 𝑡 a 𝑡’; multiplicado por la probabilidad de que una gota no colecte 

gotas en (𝑡, 𝑡’) . 

2.2 Los procesos microfísicos de formación y desarrollo de la precipitación en nubes 

calientes y su implementación en modelos de nubes convectivas. 

El aumento rápido y continuo de las capacidades de cómputo ha hecho que sea factible realizar 

cálculos con una resolución de nube en escala continental, así como predicciones numéricas del 

tiempo cada vez más exactas. Las simulaciones explícitas de nubes permiten manejar de forma 

más consistente y sin parametrización todos los elementos de los procesos asociados con las 

nubes, incluyendo la termodinámica y la radiación, así como los procesos microfísicos conducen 

a la formación de precipitación. La simulación explícita de las nubes (con una microfísica 

apropiada) en modelos de gran escala conducirá a importantes mejoras en las predicciones 
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realizadas por los modelos numéricos de escala sinóptica, mesoescala y globales.  

En los modelos de escala de nube, la convección se sustituye por esquemas que describen la 

evolución de las nubes, es decir, por los esquemas de microfísica. Desde el primer momento, el 

desarrollo de esquemas de microfísica ha ido en dos direcciones distintas: Parametrizaciones 

Microfísicas de tipo Bulk (PMB) (la terminología bulk es originaria de la literatura angloparlante 

y se refiere a las consideraciones que se realiza con determinadas categorías en la que se divide 

el espectro de gotas en una nube); la otra dirección en las que se ha encaminado no es más que 

los Modelos de Microfísica Explícita (MME). A pesar del hecho de que en ambos casos son los 

mismos procesos microfísicos descritos y tienen salidas similares (contenido o razón de agua de 

nubes y de lluvia, contenido de hielo en las nubes, las tasas de precipitación, etc.), los dos 

enfoques presentan divergencias notables. 

Los esquemas PMB tienen como objetivo reemplazar los esquemas tradicionales para 

parametrización de la convección en los modelos de mesoescala y de gran escala. Los esquemas 

PMB representan las propiedades más generales microfísica de las nubes utilizando una 

descripción semiempírica de la función de distribución del tamaño de partícula 𝑓(𝑚) (en lo 

sucesivo FDP) (m es la masa de partículas). De acuerdo con ello, este enfoque se supone que es 

computacionalmente eficiente. Kessler, (1969) fue el pionero en este tipo de esquema y desarrolló 

el primer esquema parametrizado que permite la reproducción de la microfísica de las de las 

nubes en los modelos numéricos. 

La eficiencia computacional de los esquemas PBM radica en el hecho de que modelan no la 

evolución de la FDP para diferentes tipos de hidrometeoros (por ejemplo, gotas de nube, gotas 

de lluvia, cristales de hielo, agregados, etc.), sino la de los momentos de la FDP. El momento de 

orden 𝑘-ésimo de la PSD se define como 𝑀𝑘 = ∫ 𝑚𝑘𝑓(𝑚)
∞

0
𝑑𝑚  donde 𝑘 tiene valores que 

pertenecen al conjunto de los números naturales. Los esquemas que usan un solo momento son 

esquemas que representan el contenido de masa para las variables y 𝑘 = 1, mientras los esquemas 

de dos momentos representan la concentración del hidrometeoro, con 𝑘 = 0 y el contenido del 

hidrometeoro cuando 𝑘 = 1. También existen esquema de tres momentos y es cuando la 𝑘 = 2  

permiten calcular el contenido de agua líquida, la concentración y la reflectividad de radar. El 

sistema de ecuaciones para los momentos de la FDP no está cerrado, ya que las ecuaciones para 
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el 𝑘-ésimo momento 𝑀 (𝑘) incluyen términos con un momento de orden superior 𝑀𝑘+1 (Seifert 

and Beheng, 2001). El problema de cierre se evita mediante la representación de FDP en forma 

de funciones matemáticas específicas que se determinan por completo por sólo unos pocos 

parámetros. Una distribución gamma de cuatro parámetros se utiliza normalmente como la 

función maestra. 

El esquema PMB propuesta por Kessler, 1969 describe los procesos microfísicos para nubes 

calientes. Mientras que trabajos como: Lin et al, 1983 y Rutledge y Hobbs , 1984, las PMB han 

descrito los procesos tanto para la parte caliente de la nube, como para la parte sobre enfriada y 

de hielo. Un gran número de esquemas de PMB desarrollados desde entonces se han utilizado en 

diferentes modelos de mesoescala con resoluciones espaciales de varios kilómetros. Los modelos 

de mesoescala actuales permiten a sus usuarios elegir el esquema más apropiado de PMB. Los 

esquemas PMB también se han implementado en forma simplificada en los modelos climáticos 

(Boucher y Lohmann, 1995; Lohmann y Feichter, 1997; Gan et al., 2001). 

A pesar de la variedad componentes de esquemas de PMB, todos ellos comparten una suposición 

básica acerca de la forma de la FDP. En cualquier esquema de PMB, incluso en aquellos que 

contienen más de 10 tipos de hidrometeoros, las FDPs de partículas que describen a cada tipo 

hidrometeoros son aproximados por distribuciones exponencial o gamma y también son usadas 

menos frecuentemente funciones logarítmicas normales. 

Los MME son el segundo enfoque principal a la descripción de los procesos de microfísico. Los 

MME también se conocen como modelos microfísicos de tipo bin. El enfoque MME tiene como 

objetivo simular con la mayor precisión posible los procesos microfísicos en de nubes de 

diferentes tipos. Es fundamental para la microfísica de tipo bin el cálculo del FPD mediante la 

resolución de ecuaciones microfísicos explícitas. Por lo tanto, no se requiere o se asume ninguna 

información a priori acerca de la forma de la FDP. En su lugar, las FDP se calculan, por ejemplo, 

en una rejilla de masa de diferencias finitas que contiene de varias decenas a varios cientos de 

secciones o bin. Cabe destacar que los modelos contemporáneos difieren sustancialmente de las 

primeras generaciones de los esquemas (Clark, 1973; Takahashi, 1976; Kogan et al., 1984; 

Young, 1975). Los esquemas anteriores y posteriores difieren notablemente con respecto al grado 

de detalle en sus respectivas descripciones de procesos microfísicos. En paralelo a la mejora de 
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la representación de los procesos microfísicos, una serie de MME se han aplicado con éxito y se 

usa en modelos de nube y modelos de mesoescala para la simulación de una amplia gama de 

fenómenos meteorológicos. 

Las ecuaciones utilizadas en la microfísica de tipo bin no están supeditados a determinadas 

situaciones meteorológicas. Por lo tanto, la ventaja de los MME es su universalidad; es decir, el 

mismo esquema se puede utilizar sin ningún tipo de modificación para simulaciones de distintos 

fenómenos atmosféricos que van desde las nubes estratiformes del Ártico a los ciclones 

tropicales. En contraste con esto, los esquemas parametrizados, deben ser elegido sobre la base 

del sistema de nubes que se está simulando. 

El número de ecuaciones a resolver en los esquemas de MME es proporcional al rango de 

tamaños y el número de hidrometeoros (incluyendo aerosoles). Por lo general, Los MME tiene 

alrededor de 200-300 variables pronosticadas, mientras que los esquemas PMB tienen 6-18 

variables. Por lo tanto, los requisitos computacionales en estos esquemas son sustancialmente 

más altos que en los esquemas de PMB. Por consiguiente, el enfoque de los MME requiere ~ 5 a 

20 veces más tiempo en la computadora que los esquemas de PMB. 

Existe un tercer enfoque, "intermedio" para representar los procesos de microfísica de nubes: 

esquemas híbridos que combinan MME y PMB. En vista de la necesidad de una descripción muy 

precisa de la formación de gotas y el crecimiento y comparativamente grandes incertidumbres en 

los procesos relacionados con la formación de hielo, Onishi y Takahashi (2011) desarrollaron un 

esquema en el que se describen los procesos microfísicos de nubes calientes utilizando el enfoque 

de MME, mientras que los procesos relacionados a la formación de hielo y la evolución se 

describen mediante PMB. 

Además de los MME, existe otro enfoque que apunta a la investigación detallada de la formación 

de las distribuciones de tamaño de gota en los flujos turbulentos. En este enfoque, el movimiento 

de un gran número de gotitas individuales se calcula dentro de un campo de flujo generado en 

las simulaciones turbulentas. Tales modelos, a veces referido como Modelos de Nube 

Lagrangiano (MNL), han sido desarrollados por Andrejczuk et al. (2009, 2010), Shima et al. 

(2009), y Riechelmann et al. (2012). Para evitar el problema de manejar un número 
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extremadamente grande de gotas individuales, se introdujo el concepto de “supergotas” (Shima 

et al., 2009). Este concepto se conoce como el Método de Super Gotas (MSG). Cada supergota 

representa un gran número de gotas reales, iguales en tamaño y ubicación. En este sentido, el 

concepto de supergota corresponde a las gotitas que pertenecen al mismo tamaño de masas en 

MME. La mezcla turbulenta en este tipo de modelos se trata de forma explícita, sin ninguna 

parametrización. La precisión de la representación de este proceso depende de la capacidad del 

modelo de simulación turbulenta correspondiente para reproducir adecuadamente la estructura 

turbulenta de la atmósfera. Este enfoque se encuentra todavía en la etapa de desarrollo, y se 

requieren más esfuerzos para tener debidamente en cuenta los procesos relacionados con las 

colisiones, la nucleación de gotitas, y la formación de gotas de agua. Además, la representación 

de los procesos de hielo utilizando estos esquemas aún no sido abordado. 

Las emulaciones de los esquemas de microfísica explícita representan otro ejemplo de un enfoque 

híbrido. Este enfoque se utiliza en la Universidad del Estado de Colorado con el Sistema de 

Modelo Regional Atmosférico (RAMS por sus siglas en inglés) (Meyers et al., 1997; Cotton et 

al., 2003; Saleeby y Cotton, 2004, 2008; van den Heever y Cotton, 2004, 2007; Carrió et al., 

2007; van den Heever et al, 2006., 2011; Seigel y van den Heever, 2012; Igel et al, 2013.; Saleeby 

y Van den Heever, 2013). En este enfoque, las razones de cambio de los diversos procesos 

microfísicos se calculan mediante un modelo parametrizados de Lagrange con MME para una 

amplia gama de condiciones atmosféricas. Ejemplos de tales modelos se presentan en los estudios 

realizados por Heymsfield y Sabin, 1989 y Feingold y Heymsfield, 1992. Los resultados de los 

cálculos del modelo parametrizados se desarrollan para cada uno de los procesos microfísicos 

(por ejemplo, de colisión y sedimentación) se incluirán en las tablas de búsqueda incorporadas 

dentro del módulo de microfísica parametrizada del modelo de 3-D RAMS en el que se utilizan 

distribuciones gamma como función de maestra. Los resultados de los modelos microfísica 

explicita son totalmente accesible para el modelo dentro de simulaciones de resolución de la 

nube. De esta manera, la sofisticación de los sistemas de microfísica explícita se explota, mientras 

que una relativamente alta eficiencia computacional se mantiene. 

Una de las primeras aplicaciones de los MME fue el estudio de la posible mejora de la 

precipitación y la supresión del granizo a partir de la siembre de nubes con aerosoles 

higroscópicos o de formación de hielo (Khvorostyanov et al., 1989; Reisin et al, 1996c.; Yin et 
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al., 2000). Por lo tanto, teniendo en cuenta los efectos de los aerosoles en la microfísica de las 

nubes ha sido un rasgo característico de la microfísica desde el inicio de los esquemas de tipo 

bin. 

Las parametrizaciones de tipo bulk; enfoques de microfísica explícita y las parametrizaciones 

combinadas o mixtas son todas las contribuciones fundamentales para la modelización 

atmosférica. Los investigadores tienen grandes esperanzas en los modelos de resolución de la 

nube con las descripciones de procesos avanzados microfísicos para resolver los problemas del 

cambio climático, así como el cambio de régimen precipitación local y global. Uno de los 

principales problemas de interés es el efecto de la emisión antropogénica de grandes masas de 

aerosoles en la atmósfera. En las últimas dos décadas, un gran número de estudios 

observacionales y numéricos se han dedicado a la cuantificación de los efectos de los aerosoles 

en la radiación, precipitación y otras características atmosféricas en una amplia gama de escalas, 

desde la de una sola nube hasta la  escala global (Khain et al., 2005; van den Heever et al., 2006; 

Levin y Cotton 2007; Rosenfeld et al., 2008; Khain, 2009; van den Heever et al., 2011; Tao et al, 

2007, 2012.; Fan et al., 2013). Los aerosoles afectan microfísica de las nubes a través de su 

influencia sobre la concentración del número de partículas de nubes y tamaño. Los esquemas de 

PMB de dos momentos son capaces de tener en cuenta el efecto de una disminución en el tamaño 

de las gotitas con un aumento en la concentración de aerosol. Muchos estudios ponen de relieve 

las ventajas de los esquemas de PMB de dos momentos en comparación con los sistemas de un 

solo momento, así como las ventajas de los esquemas de tres momentos, en comparación con los 

esquemas de dos momentos. 

A veces, es difícil elegir entre los diferentes enfoques microfísicos. Las ventajas y desventajas 

relativas de cada uno deben ser cuidadosamente evaluados para las simulaciones a corto y largo 

plazo (Tao et al., 2009a, 2009b). Es fundamental identificar con antelación las deficiencias de la 

representación de cada proceso microfísico para intentar mejorar un algoritmo dado. Sin 

embargo, algunos defectos de los esquemas microfísicos son una parte integral del diseño y por 

tanto son muy resistentes a la mejora. 

2.2.1 Esquemas de parametrización del proceso de colisión-coalescencia 

Como se mencionó en este capítulo la colisión de las gotas es uno de los procesos más importantes 
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para generar precipitación. Es este epígrafe se abordará las particularidades de los dos esquemas 

de modelación explícito y parametrizado de tipo bulk con un enfoque más descriptivo de cada uno 

de estos esquemas. 

2.2.2 Esquema de microfísica explícita  

La evolución de la distribución por tamaño de gotas f(m), por colisión de gotas liquidas mientras 

de desprecia el rompimiento de gotas o breakup se describe por la ecuación estocástica de 

coalescencia (Pruppacher and Klett 1997, Ramkrishna, 2000) 

𝑑𝑓(𝑚, 𝑡)

𝑑𝑡
= ∫ 𝑓(𝑚′)𝑓(𝑚 − 𝑚′)𝐾(𝑚 − 𝑚′, 𝑚)𝑑𝑚 − ∫ 𝑓(𝑚)𝑓(𝑚′)𝐾(𝑚, 𝑚)𝑑

∞

0

𝑚 2⁄

0

𝑚, (2.2.1) 

La primera integral de la parte derecha de la ecuación 2.2.1 se conoce como la integral de ganancia 

que describe la tasa de generación de gotas con masa m por coalescencia de gotas con masa m’ y 

m-m’. la segunda integral es la integral de perdida con la que se describe la disminución en la 

concentración de gotas con masa m. El kernel gravitacional de colección es: 

𝐾𝑔(𝑚1, 𝑚2) =
𝜋

4
(𝐷1 + 𝐷2)2𝐸(𝑚1, 𝑚2)|𝑉𝑡1 − 𝑉𝑡2|, (2.2.2) 

Donde 𝐸(𝑚1, 𝑚2) es la eficiencia de colección entre las gotas de masa 𝑚1 y 𝑚2; 𝑉𝑡1 𝑦 𝑉𝑡2 son las 

velocidades terminales de caída y 𝐷1 𝑦 𝐷2 son los diámetros de las gotas de masa 𝑚1 y 𝑚2 

respectivamente. En todos los esquemas de microfísica explícita las colisiones son calculadas 

resolviendo la ecuación 2.2.1. El kernel de colección 𝐾𝑔(𝑚1, 𝑚2)  depende de la masa de las 

gotas colectoras (que toma en cuenta automáticamente los efectos de la forma de la gota). El 

kernel de la colisión en el caso de colisiones gravitacionales aumenta con la altura. Este aumento 

en el kernel es causado por un aumento de la diferencia en las velocidades terminales de la caída 

que se producen con una disminución de la densidad del aire. Pinsky et al., 2001 demostró que 

un aumento en la diferencia en las velocidades de caída también conduce a un aumento de la 

eficacia de colisión. Como resultado, para algunos pares de gotitas, el núcleo de colisión a la 

altura de 5-6 km es dos veces tan grande como que en la superficie. 

Las nubes suelen estar en zonas con turbulencia. En los flujos turbulentos, el kernel de colisión 
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aumenta en relación con la intensidad d la turbulencia y la inercia de las gotas. En las nubes 

convectivas profundas el kernel de colisión para algunas goticas puede aumentar 5 a 10 veces 

(Ayala et al., 2008; Pinsky et al.,2008b; Devenish et al., 2012). Benmosche et al 2012 simuló la 

evolución de nubes convectivas donde la colisión fuera calculada usando un kernel de colisión 

𝐾𝑡𝑢𝑟𝑏(𝑚1, 𝑚2, 𝜀, 𝑅𝑒𝜆) = 𝐾𝑔(𝑚1, 𝑚2) ∙ 𝑃𝑘𝑒𝑟𝑛(𝑚1, 𝑚2, 𝜀, 𝑅𝑒𝜆) ∙ 𝑃𝑐𝑙𝑢𝑠𝑡(𝑚1, 𝑚2, 𝜀, 𝑅𝑒𝜆), donde 𝜀 y 

𝑅𝑒𝜆 son la tasa de disipación  y el número de Reynolds para la micro escala de Taylor 

respectivamente; 𝑃𝑘𝑒𝑟𝑛 y 𝑃𝑐𝑙𝑢𝑠𝑡 son los factores de mejora de colisión relacionados con los 

efectos de la turbulencia sobre la interacción hidrodinámica entre las gotitas y en la agrupación 

de las gotas, respectivamente. Los valores de 𝜀 y 𝑅𝑒𝜆 se calcula en cada paso de tiempo y en cada 

punto de la cuadrícula espacial. Entonces los valores de 𝑃𝑘𝑒𝑟𝑛 y 𝑃𝑐𝑙𝑢𝑠𝑡 se calculan utilizando las 

tablas de búsqueda presentados por Pinsky et al., 2008b. 

Hay varios métodos para resolver la ecuación estocástica de coalescencia (Khain et al., 2000; 

Straka, 2009) 

El método de Bott, 1987 (que se utiliza en este trabajo), así como las aplicadas en el modelo 

microfísico de los momentos (Tzivion et al., 1987; Wang et al, 2007) son exactos y de acuerdo 

con las soluciones analíticas conocidas (Golovin, 1963; Feingold et al., 1988). Dado que la 

ecuación 2.2.1 se resuelve de forma explícita para todo el espectro de gota sin separarlo en gotas 

de nube y gotas de lluvia, no surgen los problemas de autoconversión, acreción, y otros procesos 

relacionados con la conversión de gota de nube a gota de lluvia. 
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2.2.3 Esquemas de microfísica parametrizada de tipo bulk 

Normalmente para distinguir los siguientes tipos de colisiones entre las de gotas de nube y gotas 

de lluvia es aceptado definir procesos como: auto-colección (Auc) este procesos microfísico 

denota las colisiones de las gotas que pertenecen al mismo tipo de hidrometeoros, autoconversión 

(Au) es el proceso de colisiones de dos gotas de las nubes que resulta en la formación de las gotas 

de lluvia, y la acreción (Ac) es el proceso de colisiones entre gotas de lluvia y gotas de nube que 

conducen al crecimiento de las gotas de lluvia Fig 2.2.3. 

Utilizando la ecuación (2.2.1), se puede derivar expresiones para los momentos de la distribución 

de tamaño de partícula que describen los tipos de los correspondientes procesos microfísicos 

(Beheng de 2010): 

𝜕𝑀(𝑘)

𝜕𝑡 𝑎𝑢
= ∫ ∫ 𝑓(𝑚′)𝑓(𝑚∗)𝐾(𝑚′, 𝑚∗)(𝑚′)𝑘𝑑𝑚∗𝑑𝑚′

𝑚∗

𝑚=𝑚∗−𝑚′

𝑚∗

𝑚′=0

 
(2.2.3) 

𝜕𝑀(𝑘)

𝜕𝑡 𝑎𝑐
= − ∫ ∫ 𝑓(𝑚′)𝑓(𝑚∗)𝐾(𝑚′, 𝑚∗)(𝑚′)𝑘𝑑𝑚∗𝑑𝑚′

∞

𝑚=𝑚∗

𝑚∗

𝑚′=0

 
(2.2.4) 

𝜕𝑀(𝑘)

𝜕𝑡 𝑠𝑐
=

1

2
∫ ∫ 𝑓(𝑚′)𝑓(𝑚∗)𝐾(𝑚′, 𝑚∗)[(𝑚′ + 𝑚∗)𝑘 − 2(𝑚∗)2]𝑑𝑚∗𝑑𝑚′

𝑚∗−𝑚′

𝑚=0

𝑚∗

𝑚′=0

 
(2.2.5) 

Las ecuaciones (2.2.3) y (2.2.4) representan las integrales de pérdida en las ecuaciones de colisión 

Figura 2.2.3 Esquema de los procesos de colisión coalescencia en la nube. 
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estocásticos escritas para los momentos correspondientes de gotas de nube y gotas de lluvia, 

mientras que la ecuación (2.2.5) representa la ganancia integral que muestra la tasa de producción 

de las gotas de lluvia. 

Kessler,1969 propuso la primera parametrización empírico del proceso de autoconversión. Esto 

fue utilizado posteriormente en un gran número de esquemas parametrizados de tipo bulk. Según 

Kessler, 1969, la tasa de producción en masa de lluvia debido a las colisiones de gotitas es 

proporcional a la tasa de mezcla de las gotas de nube o al contenido de agua de nube. 

(
𝜕𝑀(1)

𝜕𝑡
) =

𝜕𝑄𝑟

𝜕𝑡
= {

𝑘(𝑄𝑐 − 𝑄𝑐𝑟),        𝑄𝑐 > 𝑄𝑐𝑟

0                            
, (2.2.6) 

En la ecuación (2.2.6) 𝑄𝑐 y 𝑄𝑐𝑟el contenido de de agua de nube y agua de lluvia respectivamente, 

k y 𝑄𝑐𝑟 son parámetros del modelo que son calibrados para la simulación de formación de lluvia 

en diferentes nubes. El valor umbral de 𝑄𝑐𝑟 usualmente es escogido igual a valores de 0.5 a 1 

𝑔𝑐𝑚−3; 𝑘 = 10−3𝑠−1 (Straka, 2009). 

A pesar de que esta fórmula no tiene en cuenta la forma de la distribución del tamaño de gota, es 

ampliamente utilizado en los esquemas de parametrización de tipo bulk (Lin et al., 1983; Reisner 

et al., 1998). La ecuación (2.2.6) predice tasas de producción de gota de agua similares cuando 

las razones de mezcla y el contenido de agua de nube de son las mismas, incluso si se supone 

diferentes distribuciones por tamaños para las gotas. Al mismo tiempo, como se ha demostrado 

en muchos estudios, la producción de lluvia depende de manera espectacular en los parámetros 

de la distribución del tamaño de las gotas, incluso bajo el mismo contenido de agua de nube. Por 

ejemplo, cuando la concentración de aerosol es alta, las gotas de nube son pequeñas, pero el 

contenido de agua de nube también es alto. En este caso, la producción de lluvia debe ser baja a 

pesar de las altas concentraciones de agua de nube porque las colisiones entre las gotitas pequeñas 

son ineficientes y porque se requiere un muy alto número de colisiones para formar una gota de 

lluvia. Para parametrizar los efectos de los aerosoles al utilizar la ecuación (2.2.6), es necesaria 

la aplicación de altos valores de Qcr para las nubes contaminadas y valores bajos de Qcr de nubes 

en desarrollo en un ambiente prístino. Al mismo tiempo, la expresión lineal (2.2.6) no guarda 

ninguna relación con la solución no lineal de la ecuación estocástica de coalescencia (2.2.1). 

Específicamente, este esquema hace la suposición errónea de que la eficiencia de colección fijado 
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es independiente del tamaño de la gota. Varios esquemas de tipo Kessler se han desarrollado para 

mejorar la parametrización inicial Kessler. Por ejemplo, Liu et al. 2006 propusieron una ecuación 

generalizada (2.2.6) para tener en cuenta de forma explícita la concentración de gotas y la 

dispersión relativa de la distribución de gotas de nube. 

En la mayoría de los esquemas de parametrización de tipo bulk de dos momentos, la tasa de 

autoconversión se calcula utilizando expresiones basadas en el trabajo de Berry y Reinhardt, 

(1974b). Estos investigadores derivaron su parametrización mediante el análisis de los resultados 

de un número limitado de soluciones numéricas de la ecuación (2.2.1) utilizando la eficiencia de 

colisión presentados por Hocking y Jonas, (1970), que no se consideran muy precisas. Los 

valores de las eficiencias de colisión calculados en el estudio difieren significativamente de los 

reportados por Pinsky et al., (2001) y Wang et al., (2005). Además, el rango de condiciones 

utilizadas por Berry y Reinhardt, (1974b) era bastante estrecho. De hecho, se tomaron la 

distribución de tamaño de gotas inicial en la forma de la distribución gamma, el radio de volumen 

medio inicial se varió de 10 μm a 18μm, y el contenido de agua líquida en la nube fue tomada 

igual a 1 𝑔𝑐𝑚−3. Durante las simulaciones, se determinó el tiempo Δt(au) durante el cual el radio 

de la gota media alcanza 50 μm. La razón de autoconversión se determinó como la relación de la 

masa de agua de lluvia para un Δt(au). Como subraya Beheng y Doms, (1998), la relación 

autoconversión Berry y Reinhardt, (1974b) no discrimina entre autoconversión y acreción. 

Dado que la parametrización se basa en relativamente pocas simulaciones que se realizaron 

usando un único valor del contenido de agua líquida de nube, Berry y Reinhardt,1974b hicieron 

hincapié en que la extrapolación de sus resultados a otros casos se debe hacer con cuidado. Esto 

dio lugar al desarrollo de más de 10 parametrizaciones parecidas a las de Berry y Reinhardt 

(Gilmore y Straka, 2008). Estas parametrizaciones difieren en cuanto a sus suposiciones con 

respecto a la forma inicial de la distribución del tamaño de las gotas y en el uso de diferentes 

definiciones de la escala de tiempo característica de la formación de las primeras gotas de lluvia 

(Cohard y Pinty, 2000; Milbrandt y Yau, 2005a, 2005b). La mayoría de las fórmulas para 

autoconversión difieren en varios ordenes de magnitud a las tasas predichas por estas fórmulas 

(Gilmore y Straka, 2008). Estas grandes diferencias entre las predicciones se pueden atribuir a la 

naturaleza altamente no lineal de la ecuación estocástica de coalescencia, donde las tasas 

dependen de la forma de la distribución del tamaño de las gotas, su evolución en el tiempo, y el 
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contenido de agua líquida. 

Seifert y Beheng 2001 han desarrollado un esquema que trata a la producción de las gotas de 

lluvia en instantes de tiempo posteriores, cuando diámetro de la gota de agua es superior a ~ 80 

micras. Para tener en cuenta la evolución en el tiempo del proceso de autoconversión durante un 

evento típico de la lluvia, así como a utilizar un núcleo de colisión más realista, estos 

investigadores introdujeron "funciones universales" que varían con la fracción de masa de la gota 

de lluvia dentro del contenido de agua líquida total. Las funciones universales se obtuvieron por 

comparación con la solución exacta de la ecuación estocástica de coalescencia cuando se utiliza 

un tipo específico de colisión del núcleo, conocido como el kernel de Long, (1974). Si se utilizan 

otros kernels, las expresiones para las funciones universales deben ser reconsiderada. 

2.3 Esquema de 2 momentos de Seifert y Beheng (2001) para la parametrización del 

proceso de colisión coalescencia 

El trabajo de Seifert y Beheng, 2001, se genera una parametrización de doble momento de los 

procesos microfísicos en nubes calientes que se deriva directamente de la ecuación estocástica de 

coalescencia. Las ecuaciones de razón de cambio explícitas para auto-conversión, acreción y auto-

colección se formulan utilizando kernel polinomial de Long, (1974) y establecen funciones 

universales después de una relación fundamental similitud. Estas funciones universales se calculan 

resolviendo numéricamente la ecuación estocástica de coalescencia. 

La ecuación estocástica de coalescencia (2.2.1) calcula la evolución de la distribución por tamaños 

de gota f(m). El kernel de colección 𝐾(𝑚 − 𝑚′, 𝑚)  es una función simétrica positiva de masa  𝑚 −

𝑚′y 𝑚 donde las gotas se someten a colisiones binarias. Las razones de cambio para los momentos 

de orden k tiene la siguiente forma: 

𝑀(𝑘) = ∫ 𝑚𝑘𝑓(𝑚)𝑑𝑚
∞

0

,            𝑘 ∈ ℕ, (2.3.1) 

Esta ecuación se puede derivar multiplicando por la ecuación (2.2.1) con 𝑚𝑘 y integrando. Después 

de algunos pasos matemáticos que el siguiente resultado (Drake, 1972, Seifert y Beheng 2001)  
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𝜕𝑀(𝑘)

𝜕𝑡
=

1

2
∫ ∫ 𝑓(𝑚′)𝑓(𝑚∗)𝐾(𝑚′, 𝑚∗)[(𝑚′ + 𝑚∗)

𝑘
− 2(𝑚∗)2]𝑑𝑚∗𝑑𝑚′

∞

0

∞

0

, (2.3.2) 

Donde k toma los valores k = 0, 1, 2 obteniéndose de esta forma la concentración, , el contenido 

de agua de líquida Q y Z, que es proporcional a la reflectividad de radar. 

Para evaluar el lado derecho de la ecuación. (2.3.2) tenemos que especificar el kernel de colección  

𝐾(𝑚, 𝑚∗). Una aproximación matemática simple, pero lo suficientemente bueno para una 

formulación empírica detallada es el kernel de colección polinomial derivados por Long (1974): 

𝐾(𝑚, 𝑚∗) = {
𝑘𝑐(𝑚2 + 𝑚∗2),             𝑚 ∧ 𝑚∗ < 𝑚′

𝑘𝑟(𝑚2 + 𝑚∗2),            𝑚 ∨ 𝑚∗ ≥ 𝑚′ 
 (2.3.4) 

El valor propuesto Seifert y Beheng 2001 para 𝑚′ es de 2.6×10−7𝑔. Este valor se corresponde al 

radio de separación de 39.5 µm. los valores de 𝑘𝑐 y 𝑘𝑟 son constantes iguales a 9.44×

109𝑐𝑚3𝑔−1𝑠−1 𝑦 5.78×103𝑐𝑚3𝑔−1𝑠−1 propuesto por Long, (1974). 

Insertando (2.3.4) en la ecuación (2.3.3), se obtienen as siguientes ecuaciones para N, Q y Z: 

𝜕𝑁

𝜕𝑡
= −𝑘𝑐𝑁𝑐𝑍𝑐 − 𝑘𝑟(𝑁𝑐𝑄𝑟 + 𝑁𝑟𝑄𝑐 + 𝑁𝑟𝑄𝑟) 

(2.3.5) 

𝜕𝑄

𝜕𝑡
= 0 

(2.3.6) 

𝜕𝑍

𝜕𝑡
== 2𝑘𝑐𝑄𝑐𝑀𝑐

(3) + 𝑘𝑟(𝑁𝑐𝑍𝑟 + 𝑄𝑍𝑐 + 𝑄𝑟𝑍𝑟) 
(2.3.7) 

Tenga en cuenta que el lado izquierdo representa tasas de variación de los momentos completos 

de 𝑓(𝑚) como se define anteriormente, mientras que en el lado derecho. se producen momentos 

parciales de 𝑓(𝑚).Para las gotas de nube obtenemos: 

𝑀𝑐
(𝑘)

= ∫ 𝑚𝑘𝑓(𝑚)𝑑𝑚
𝑚′

0

,            𝑘 ∈ ℕ, (2.3.8) 

Para las gotas de lluvia los momentos se calculan en la forma: 

𝑀𝑟
(𝑘)

= ∫ 𝑚𝑘𝑓(𝑚)𝑑𝑚
∞

𝑚′
,            𝑘 ∈ ℕ, (2.3.9) 
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Por ejemplo, 𝑁𝑐 es el número de goticas de nubes por unidad de volumen. El momento completo 

es la suma de los dos momentos parciales: 𝑀(𝑘) = 𝑀𝑐
(𝑘)

+ 𝑀𝑟
(𝑘). 

Utilizando el formalismo anterior, se realiza la división del espectro de gotas en gotas de nube y 

gotas de lluvia. El concepto particional no es una suposición artificial utilizado para simplificar la 

parametrización, sino un resultado de la colisión diferente comportamiento de las pequeñas gotas 

de nube y las gotas de lluvia más grandes. 

Los primeros términos en el lado derecho de las ecuaciones. (2.3.5), (2.3.6) y (2.3.7) siguen de la 

interacción de gotas de las nubes entre sí; por tanto, comprenden tanto las contribuciones de 

autoconversión y auto-colección de gotas de las nubes, los términos segundo y tercero describen 

las interacciones mixtas se refieren a acreción y los últimos términos se deben a auto-colección de 

las gotas de lluvia. 

Obviamente, el sistema de ecuaciones (2.3.5), (2.3.6) y (2.3.7) está sujeto a dos problemas graves 

de cierre. En primer lugar, la ecuación de tasa de cambio para cada momento 𝑀(𝑘) incluye también 

el momento superior parcial 𝑀𝑐
(𝑘+1) y así sucesivamente. Este problema de cierre, que tiene una 

cierta similitud con el problema de cierre de la turbulencia, es el resultado de la no linealidad del 

núcleo colección que describe la interacción entre las gotas de nube. El segundo problema de cierre 

se debe a la división del espectro, porque dado un momento completo 𝑀(𝑘)no es posible calcular 

los momentos parciales 𝑀𝑐
(𝑘)y 𝑀𝑟

(𝑘) sin más suposiciones. 

Ambos problemas de cierre pueden ser rectificados por el llamado enfoque de la función maestra 

o función principal. La idea básica es que la distribución por tamaños de f (m) debe ser descrita 

por una función matemática específica que está completamente determinada por sólo unos pocos 

parámetros. Para derivar una aproximación analítica a la tasa de autoconversión, suponemos para 

las gotas de nube están descrita por una función de distribución Gamma: 

𝑓𝑐(𝑚) = 𝐴𝑚𝑥𝑒−𝐵𝑚,            𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (2.3.10) 

Y  las gotas de lluvia por una distribución exponencial: 
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𝑓𝑟(𝐷) =∝ 𝑒−𝛽𝐷,           (2.3.11) 

Con 𝐷(∝ 𝑚1 3⁄ ) = 𝑑𝑖𝑎𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑔𝑜𝑡𝑎 Por otra parte, con el fin de facilitar la evaluación, sobre 

todo de la velocidad de autoconversión, se asume provisionalmente que la función del espectro de 

gotas de nube 𝑓𝑐(𝑚) no contiene un número significativo de goticas con masas casi iguales o 

mayores que 𝑚′. En este caso, las integraciones de los momentos parciales en el dominio de las 

gotitas de nubes pueden extenderse más allá de 𝑚′ hasta el infinito y sin errores considerables. Por 

lo tanto, la concentración de gotas de nube 𝑁𝑐 se calcula en la forma: 

𝑁𝑐 = ∫ 𝑓𝑐(𝑚)𝑑𝑚 ≈ ∫ 𝑓𝑐(𝑚)𝑑𝑚 =
𝐴Γ(𝑥 + 1)

𝐵𝑥+1

∞

0

𝑚′

0

,           (2.3.12) 

Donde Γ es la función gamma. 

Con 𝑓𝑐(𝑚)  y 𝑓𝑟(𝑚) formulados en la ecuación 2.3.10 y 2.3.11 y tomando en cuenta la masa media 

�̅�𝑐 = 𝑄𝑐 𝑁𝑐⁄  y �̅�𝑟 = 𝑄𝑟 𝑁𝑟⁄ , respectivamente la ecuación (2.3.7) y (2.3.8) llevan a que 𝑍𝑐 =

𝑀𝑐
(2)

= [(𝑥 + 2)/(𝑥 + 1)]�̅�𝑐𝑄𝑐 así como 𝑍𝑟 = 𝑀𝑟
(2)

= 20�̅�𝑟𝑄𝑟. Considerando que el estado 

inicial de la evolución de las gotas de lluvia tiene un tamaño de orden 𝑚′, se puede asumir que 

�̅�𝑟 ≈ 𝑚′ con 𝜕 𝑄𝑟 𝜕𝑡⁄ = −𝜕 𝑄𝑐 𝜕𝑡⁄  para mantener la conservación de masa la ecuación (2.3.5 y 

la aproximación �̅�𝑐 ≪ 𝑚′se obtiene: 

𝜕𝑄𝑟

𝜕𝑡
=

1

20𝑚′ (
𝜕𝑍

𝜕𝑡
+ �̅�𝑐

2 𝑥 + 2

𝑥 + 1

𝜕𝑁𝑐

𝜕𝑡
).           (2.3.13) 

En la etapa inicial de la evolución de la nube, los procesos de auto-conversión y auto-colección de 

gotas de nube son los dominantes (Beheng y Doms, 1990); Por lo tanto, usando las ecuaciones. 

(2.3.5) a la (2.3.7) y la (2.3.9) podemos especificar las tasas de variación de 𝑁𝑐 y Z por: 

𝜕𝑁𝑐

𝜕𝑡
≈

𝜕𝑁𝑐

𝜕𝑡
|

𝑎𝑢,𝑠𝑐
= −𝑘𝑐𝑁𝑐𝑍𝑐   = −𝑘𝑐

(𝑥 + 2)

(𝑥 − 1)
𝑄𝑐

2          (2.3.14) 

𝜕𝑍

𝜕𝑡
≈

𝜕𝑍

𝜕𝑡
|

𝑎𝑢,𝑠𝑐
= 2𝑘𝑐𝑄𝑐𝑀𝑐

(3)
  = 2𝑘𝑐

(𝑥 + 2)(𝑥 + 3)

(𝑥 − 1)2
𝑄𝑐

2�̅�𝑐
2          (2.3.15) 
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de manera que de la ecuación (2.3.12), finalmente se obtiene la siguiente primera aproximación a 

la tasa de autoconversión: 

𝜕𝑄𝑟

𝜕𝑡
|

𝑎𝑢
=

𝑘𝑐

20𝑚′

(𝑥 + 2)(𝑥 + 3)

(𝑥 − 1)2
𝑄𝑐

2�̅�𝑐
2 .           (2.3.16) 

Evidentemente, la asunción de un espectro de goticas de nube sin desarrollar por lo general no es 

válida. Como también se muestra por Beheng y Doms (1990), la auto colección de gotas de nube 

conduce a una ampliación del espectro de las goticas de nube. Para integraciones simples tales 

como un espectro demostrado por la Ec. (2.3.11) ya no están permitidos. En consecuencia, la 

autoconversión calculada según Ec. (2.3.15) ha de ser interpretada como un caso límite, que se 

caracteriza por 𝑓 (𝑚′) →  0.  

A continuación, se dan las aproximaciones de la tasa de acreción y la tasa auto colección de las 

gotas de lluvia que se derivan de la aplicación del kernel de Long. Por la evaluación directa de las 

expresiones integrales correspondientes 

𝜕𝑄𝑟

𝜕𝑡
|

𝑎𝑐
= − ∫ ∫ 𝑓(𝑚′)𝑓(𝑚∗)𝐾(𝑚′, 𝑚∗)(𝑚′)

𝑘
𝑑𝑚∗𝑑𝑚′

∞

𝑚=𝑚∗

𝑚∗

𝑚′=0
           (2.3.17) 

Por Beheng y Doms (1986) y además suponiendo una distribución Gamma espectro de gotas de 

nube sin desarrollar, se obtinen las ecuaciones: 

𝜕𝑁𝑟

𝜕𝑡
|

𝑠𝑐
= −𝑘𝑟𝑁𝑟𝑄𝑟           (2.3.18) 

𝜕𝑁𝑐

𝜕𝑡
|

𝑎𝑢
= −𝑘𝑟𝑁𝑐𝑄𝑟 (1 +

�̅�𝑐

�̅�𝑟
) ≈ −𝑘𝑟𝑁𝑐𝑄𝑟 (2.3.19) 

𝜕𝑄𝑟

𝜕𝑡
|

𝑠𝑐
= −𝑘𝑟𝑄𝑐𝑄𝑟 (1 +

𝑥 + 2

𝑥 + 1

�̅�𝑐

�̅�𝑟
) ≈ −𝑘𝑟𝑄𝑐𝑄𝑟 (2.3.20) 

Debido al uso del kernel de colección de Long, (1976),  no son necesarias más suposiciones sobre 

la distribución de las gotas de lluvia para la parametrización de acreción y auto colección de gotas 

de lluvia. Debido a que, �̅�𝑟 ≫ �̅�𝑐 son términos proporcionales y la relación de las masas medias 

se pueden despreciar. En las ecuaciones similares se han obtenido por Ziegler (1985). 
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Debe tenerse en cuenta la formula implícita del kernel se ha supuesto una eficiencia de colisión 

para los tamaños de gota intermedios (Pruppacher y Klett, 1997), que es una aproximación válida 

sólo para la coagulación de las gotas de lluvia relativamente grandes con gotas de nube 

relativamente grandes. Por lo tanto, se espera que, mediante la aplicación de un kernel de colección 

precisa, Ec. (2.3.18) puede también corregirse los efectos de los valores pequeños de eficiencia de 

colisión  para ser tomados en cuanta en los casos en que gotas de lluvia colecten gotas de nube 

relativamente pequeñas. 

2.3.2 Funciones universales 

En este epígrafe se describe la teoría de similitud para tener en cuenta de los efectos mediante la 

ampliación del espectro de la nube debido a auto-colección en la auto-conversión y en 

consecuencia las tasas de acreción (Seifert y Beheng, 2001). 

El punto de partida es el hecho bien conocido que la ecuación estocástica. de coalescencia (2.2.1) 

es invariante bajo transformaciones de estiramiento, 𝑡 → 𝑡 𝑐⁄ 𝑦 𝑓 → 𝑐𝑓 , donde c es constante 

positiva. Debido a la que la ecuación estocástica de coalescencia no varía, cada solución 𝑓(𝑚, 𝑡) 

tiene una solución similar de la forma: 

          �̃�(𝑚, 𝑡) = 𝑐𝑓(𝑚, 𝑐𝑡) (2.3.21) 

Integrando esta relación sobre todo el domino de tamaños se obtiene un conjunto correspondiente 

de ecuaciones para los momentos de 𝑓(𝑚). 

          �̃�
𝑘
(𝑡) = 𝑐𝑀𝑘(𝑚, 𝑐𝑡) (2.3.22) 

Evaluando 𝑘 = 1, y encontrando que c es una simple constante de la tasa de cambio del contenido 

de agua líquida de las dos soluciones de 𝑓 y 𝑓 (Srivastava, 1988). Por lo tanto, la evolución en el 

tiempo de todos los momentos es controlada por el contenido total de agua líquida, que es la única 

variable que se conserva del sistema. Esto sugiere la existencia de una escala de tiempo interna del 

proceso de coagulación que es inversamente proporcional al contenido total de agua líquida 𝑄 =

𝑄𝑐 + 𝑄𝑟. Específicamente, se definió una variable de tiempo interno adimensional τ mediante: 
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          𝜏 = 1 −
𝑄𝑐

(𝑡)

𝑄
 (2.3.23) 

siendo cero para 𝑄𝑟 = 0 que ocurre principalmente en el comienzo del crecimiento por 

coagulación y para 𝑄𝑐 = 0 correspondiente a una situación en la que todas las gotas de las nubes 

se han convertido en gotas de lluvia. Con esta escala de tiempo adimensional, la aproximación 

provisional de la tasa autoconversión Ec. (2.3.16) se puede corregir mediante el uso de una 

∅𝑎𝑢como función universal que sólo depende de τ: 

𝜕𝑄𝑟

𝜕𝑡
|

𝑎𝑢
=

𝑘𝑐

20𝑚′

(𝑥 + 2)(𝑥 + 3)

(𝑥 − 1)2
𝑄𝑐

2 = �̅�𝑐
2 [1 +

∅𝑎𝑢(𝜏)

(1 − 𝜏)2
].           (2.3.24) 

Puesto que la ecuación (2.3.16) debería ser también válida para el caso de que τ tienda a cero de 

un espectro de nube sin desarrollar, esto implica que ∅𝑎𝑢(0) = 0. En esta forma la tasa de 

autoconversión de la ecuación (2.3.24) es una forma generalizada de la ecuación (2.3.16) por la 

introducción de un término adicional que varía solamente a través de ∅𝑎𝑢(𝜏). Así, para 

∅𝑎𝑢(𝜏)/(1 − 𝜏)2 ≫ 1 La ecuación (2.3.24) queda de la siguiente forma: 

𝜕𝑄𝑟

𝜕𝑡
|

𝑎𝑢
≈ 𝐶(�̅�𝑐

2, 𝑄, 𝑥)∅𝑎𝑢(𝜏).           (2.3.25) 

y ∅𝑎𝑢(𝜏) puede ser interpretada como una tasa de autoconversión adimensional mientras que el 

factor de escala 𝐶(�̅�𝑐
2, 𝑄, 𝑥) es constante Por las razones mencionadas al final de la sección anterior, 

una corrección de la tasa de acreción dada por la ecuación. (2.3.20) es también necesaria: 

𝜕𝑄𝑟

𝜕𝑡
|

𝑎𝑐
= −𝑘𝑟𝑄𝑐𝑄𝑟∅𝑎𝑢(𝜏).           (2.3.26) 

Se espera que cuando ∅𝑎𝑢(𝜏) tienda a un valor τ tienda a ese mismo valor. Para estimar ∅𝑎𝑢 y ∅𝑎𝑐 

Seifert y Beheng (2001) realizaron una serie de experimentos numéricos donde la ecuación 

estocástica de coalescencia es numéricamente resuelta mediante el esquema de Berry y Reinhardt 

(1974). Un kernel colección precisa basada en los valores de eficiencia de colisión tabulados 

similares a las de Hall (1980) se ha aplicado (para más detalles véase Beheng, 1982). El valor 

inicial define cada espectro de gotas de nube oscilado entre 0.1 𝑔𝑚−3 ≤ 𝑄 ≤ 3.0 𝑔𝑚−3 (lo que 
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implica que 𝑄𝑟,0 = 0) y 8 𝜇𝑚 ≤ 𝑟0 ≤ 20 𝜇𝑚, 𝑟0 ∝ �̅�𝑐,0 = 𝑄𝑐,0 𝑁𝑐,0⁄ . El parámetro de anchura va 

de valores 0 ≤ 𝑥 ≤ 3.El resultado para ∅𝑎𝑢(𝜏) se muestra en la fig. 2.3.  A pesar de cierta 

dispersión, que es también debido a las deficiencias numéricas, la similaridad de τ escalada de la 

tasa de autoconversión derivada del kernel de colección de Long, funciona bastante bien. La forma 

de ∅𝑎𝑢(𝜏) muestra un máximo en 𝜏𝑚𝑎𝑥 = 0.1. y puede ser ajustada por: 

∅𝑎𝑢(𝜏) = 600𝜏0.68(1 − 𝜏0.68)3.           (2.3.27) 

Por lo tanto, los efectos de la ampliación del espectro de gota de nube conducen a un aumento 

significativo de la tasa de autoconversión en la etapa inicial de la evolución. La corrección 

necesaria de la tasa de cambio de la ecuación. (2.3.16) que describe solamente el caso de un 

espectro de nube sin desarrollar puede equivaler a dos órdenes de magnitud. 

Como era de esperar, la función universal respecto de acreción, derivada de los resultados de la 

simulación, 

∅𝑎𝑐(𝜏) = (
𝜏

𝜏 + 5×10−4
)

4

.           (2.3.28) 

proporciona una contribución considerable sólo para muy pequeños 𝜏. 
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Las ecuaciones universales (2.3.27) y (2.3.28) se aplica para tener en cuenta los efectos de la 

evolución del espectro de la nube debido a auto-colección en la auto-conversión y en consecuencia 

las tasas de acreción. Para la auto-conversión, es necesaria una corrección debido a desviaciones 

de la distribución Gamma asumida. Respecto de la acreción, la función universal describe los 

efectos de ciertas variaciones de la eficiencia de colisión y también desviaciones de la distribución 

exponencial asumida.  

 
  

Figura 2.3 Función de autoconversión de gotas. 
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Capítulo 3 
Resultados y discusión. 

3. Introducción 

En el capítulo 2 se describió el desarrollo que se llevó a cabo por Seifert y Beheng para establecer 

las parametrizaciones de dos momentos de los procesos microfísicos de coagulación: auto-

conversión, acreción y auto-colección.  En este capítulo se implementará y se estudiará las 

parametrizaciones desarrolladas por Seifert y Beheng. Los estudios de las parametrizaciones se 

llevarán a cabo a través de ver cuán eficiente son para representar la evolución de los momentos 

de los distintitos hidrometeoros que representan. Los procesos microfísicos serán modelado 

simulando un modelo cero dimensional para ver su evolución en el tiempo.  

Se implementarán dos escenarios en el primero se evaluará el comportamiento de las 

parametrizaciones de cada uno de los procesos microfísicos parametrizados y el segundo será un 

estudio usado diferentes perfiles de gotas. Los perfiles de gotas simularán distribuciones de gotas 

una de menor concentración y mayor radio de las gotas; la otra distribución esta estará constituida 

por una mayor concentración y por gotas de menor radio. Estas condiciones son similares a las que 

encontramos entre una nube de origen marítimo y una nube de origen continental. Por este motivo 

a partir de ahora el primer escenario se tratará como nube marítima y el segundo como nube 

continental, aunque no sea estrictamente una modelación de nubes de estas condiciones. 

 También se desarrollará uno proceso de sedimentación pura basado en el estudio de Minbrant y 

Cowan 2010 para las velocidades de caída de las gotas de lluvia en los dos momentos estudiados 

y para las especies de hidrometeoros correspondientes al agua de nube y a la lluvia. 

3.1 Evaluaciones de las parametrizaciones de coagulación de Seifert y Beheng. 

Del análisis realizado por Seifert y Beheng se derivaban las ecuaciones parametrizadas de 

coagulación para los procesos de autoconversión, acreción y de auto-colección de las gotas 

quedando de la siguiente forma: 
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𝝏𝑸𝒓

𝝏𝒕
|

𝒂𝒖
=

𝒌𝒄

𝟐𝟎𝒎∗

(𝒗 + 𝟐)(𝒗 + 𝟒)

(𝒗 + 𝟏)𝟐
𝑸𝒄

𝟐𝒎𝒄
𝟐 [𝟏 +

𝝓𝒂𝒖(𝝉)

(𝟏 − 𝝉)𝟐
] (3.1.1) 

𝝏𝑸𝒓

𝝏𝒕
|

𝒂𝒄
= 𝒌𝒓𝑸𝒄𝑸𝒓𝝓𝒂𝒄(𝝉) (3.1.2) 

𝝏𝑸𝒄

𝝏𝒕
|

𝒂𝒖
= −

𝝏𝑸𝒓

𝝏𝒕
|

𝒂𝒖
 (3.1.3) 

𝝏𝑸𝒄

𝝏𝒕
|

𝒂𝒄
= −

𝝏𝑸𝒂𝒄

𝝏𝒕
|

𝒂𝒄
 (3.1.4) 

𝝏𝑵𝒄

𝝏𝒕
|

𝒂𝒖
=

𝟐

𝒎∗

𝝏𝑸𝒄

𝝏𝒕
|

𝒂𝒖
 (3.1.5) 

𝝏𝑵𝒄

𝝏𝒕
|

𝒂𝒄
=

𝟐

𝒎𝒄

𝝏𝑸𝒄

𝝏𝒕
|

𝒂𝒄
 (3.1.6) 

𝝏𝑵𝒓

𝝏𝒕
|

𝒂𝒖
= −

𝟏

𝟐

𝝏𝑵𝒄

𝝏𝒕
|

𝒂𝒄
 (3.1.7) 

𝝏𝑵𝒓

𝝏𝒕
|

𝒔𝒄
= −𝒌𝒓𝑵𝒓𝑸𝒓 (3.1.8) 

𝝏𝑵𝒄

𝝏𝒕
|

𝒔𝒄
= −𝒌𝒄

(𝒗 + 𝟐)

(𝒗 + 𝟏)
𝑸𝒄

𝟐 −
𝝏𝑵𝒄

𝝏𝒕
|

𝒂𝒖
 (3.1.9) 

 

Las ecuaciones (3.1.3) y (3.1.4) son debido a la conservación de masas.  Las Ec. (3.1.5) y (3.1.6) 

se establecen las relaciones entre el contenido y la concentración en dependencia de la masa de las 

gotas de nube. En la Ec. (3.1.7) se puede observar como el proceso de auto-conversión de la 

concentración de gotas de lluvia va ser media fracción menos radio que el proceso de auto-

conversión dela concentración de las gotas de nube.  

Para la evaluación de las parametrizaciones se resolvió el sistema de ecuaciones en derivadas 

parciales (3.1.1) a (3.1.9) a través de un método numérico; es este caso el método utilizado fue 

Runge-Kutta de orden 4. La condición inicial para la concentración de gotas de nubes es de 100 

𝑔𝑜𝑡𝑎𝑠 𝑐𝑚3⁄  y el contenido de agua líquida de nube inicialmente es de 1×106  𝑔 𝑐𝑚3⁄  con un paso 

de tiempo de 1 𝑠. 

Como se muestra en la Fig. 3.1 el comportamiento del contenido y la concentración tanto de las 

gotas de agua lluvia como de nube evidencian que las parametrizaciones representan los procesos 

microfísicos de coagulación estudiados.  



35 
 

En el caso del contenido de agua líquida, se puede apreciar a mediada que desciende la curva 

perteneciente al contenido de agua líquida de nube aumenta el contenido de agua líquida de lluvia. 

Esto fundamentalmente es indicio que las ecuaciones están siendo consecuentes con las leyes de 

conservación de masa.  

La grafica concentración de gotas son en cierto grado más controvertibles que la gráfica del 

contenido de agua líquida. La concentración de gotas de nube desciende de la cantidad inicial hasta 

aproximarse a cero, esto es consecuente con el comportamiento natural de la concentración de 

gotas de nubes. Mientras en la curva de la concentración de gotas de lluvia se puede apreciar que 

aumenta la concentración de gotas de lluvia mientras se avanza en el tiempo hasta que se llega a 

un punto de inflexión donde la curva comienza a decrecer gradualmente aproximándose a cero. 

Esto se debe al proceso microfísico de auto-colección de gotas de lluvia que comienza a ser más 

activo y empieza a cambiar la concentración de las gotas de lluvia. Hay que tener en cuanta en este 

mismo paso de tiempo la curva del contenido de agua líquida de lluvia no decrece lo; esto es indicio 

de que tenemos gotas con mayor radio. 

3.1.2 Un estudio de parametrizaciones para distribuciones de gotas en nubes marítimas y 

continentales. 

En este estudio se usan diferentes perfiles de gotas. Los perfiles de gotas simulan distribuciones 

de gotas; una de menor concentración y mayor radio medio de las gotas; la otra distribución esta 

Figura 3.1 Contenido de agua líquida y concentración de gotas para los hidrometeoros. 
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está constituida por una mayor concentración y por gotas de menor radio. Estas condiciones son 

similares a las que encontramos entre una nube de origen marítimo y una nube de origen 

continental 

Para las condiciones de cada uno de los escenarios se fijó el contenido inicial de agua líquida de 

nube en 1×10−6 𝑔 𝑐𝑚3⁄ , mientras de para el caso de la distribución de características marítimas 

se usó una concentración de gotas de nube de 100 𝑔𝑜𝑡𝑎𝑠 𝑐𝑚3⁄ , esto se corresponde con un radio 

medio de las gotas de nube de 13.3 µm. Para el escenario de la distribución de gotas con mayor 

concentración de gotas de nube, pero menor radio medio de las gotas se tiene una concentración 

inicial de gotas de nubes 300 𝑔𝑜𝑡𝑎𝑠 𝑐𝑚3⁄ con un radio medio de gotas de aproximadamente 9.2 

µm. 

n la fig. 3.2 se grafica la evolución del contenido de agua líquida tanto de nube como de lluvia para 

cada uno de los escenarios. Se puede apreciar que existe un retardo de aproximadamente 15 

minutos en las curvas pertenecientes al escenario de la distribución de mayor concentración de 

gotas y menor radio medio de la distribución con respecto al otro escenario. Esto es consistente 

con muchos autores donde el principal responsable de estas diferencias son los aerosoles (Braham, 

1968, Rosenfeld y Woodley, 2003). 

Figura 3.1.1 Contenidos de agua de nube y de lluvia para cada uno de los escenarios. 
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Las concentraciones de gotas de nube para ambos escenarios decrecen gradualmente desde el 

punto establecido como condición inicial. Para el caso de las concentraciones de gotas de nubes 

perteneciente al escenario con menor concentración y mayor radio medio de la distribución la 

concentración de gotas de nube se acerca a cero en unos 45 minutos aproximadamente; mientras 

que el escenario perteneciente a nubes continentales se llega a este estado en unos 95 minutos, 

Figura 3.1.3 Concentración de gotas de lluvia. 

Figura 3.1.2 Concentración de gotas de nube. 
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como se puede apreciar en las Fig. 3.2.1. Nuevamente se obtiene un resultado esperado, este 

resultado esta es consonancia con lo anteriormente encontrado en la Fig. 3.2. 

Las parametrizaciones responden correctamente a las diferentes distribuciones de gotas tanto para 

nubes marítimas como para nubes continentales. Como se puede observar en las gráficas Fig. 3.2.2 

de los contenidos de agua de nube como de agua de lluvia existe un claro retraso en los tiempos 

para el escenario correspondiente a la distribución de gotas continentales. Este retraso se debe a la 

abundancia de gotas que ocasiona una mayor competencia y disminuye la probabilidad de 

colección entre las gotas. Por otro lado, en el perfil de las gotas marítimas al ser gotas más grandes 

tienen mayor probabilidad de colectar gotas pequeñas. Estos aspectos están siendo bien 

identificados por el modelo parametrizado de dos momentos. 

Como también se puede observar en las gráficas correspondientes a las concentraciones para los 

distintos hidrometeoros las parametrizaciones del modelo también ejecutan una buena 

representación de lo que ocurre en realidad en los escenarios correspondiente a una nube de 

características continentales y una nube de características marítimas. Las gotas de lluvia en el caso 

de una nube continental no llegarán a amentar su radio en los rangos a los que llega las nubes de 

marítimas ni tampoco en los tiempos en que las nubes marítimas logran llegar a estos radios. 

Las nubes continentales son más torpes para generar precipitación por tener mayor competencia 

entre las gotas que la componen. Este esquema parametrizado representa correctamente esta 

característica.  

3.2. Estudio del proceso de sedimentación pura de las parametrizaciones con velocidad 

terminal Milbrandt y Cowan (2010). 

Con el objetivo de simular el desarrollo de la lluvia en un ambiente horizontal homogéneo se 

desarrolló un modelo que resuelve las ecuaciones en derivadas parciales Ec. (3.2). En donde 

además de los procesos de coagulación expuesto anteriormente solo se considera la sedimentación 

pura. Son omitidas la nucleación, condensación y la desintegración vertical; la velocidad vertical 

del viento se considera igual a cero. 
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𝜕𝑀(𝑘)

𝜕𝑡
−

𝜕(𝑀(𝑘)𝑉𝑘)

𝜕𝑧
= 0 (3.2) 

En la Ec. (3.2) 𝑉𝑘 es la velocidad de caída vertical para los momentos de la distribución. Esta 

velocidad 𝑉𝑘 Ec. (3.2.1) fue definida por Minbrandt y Cowan, 2010 donde se proponen dos 

enfoques alternativos para modificar el cálculo de la sedimentación en esquemas de dos momentos 

con el objetivo de reducir los problemas asociados con la clasificación por exceso de tamaño. El 

enfoque implica la reducción progresiva de las velocidades de caída diferencial entre los momentos 

y es por tanto aplicable para esquemas que mantienen constante el parámetro de forma. Ambos 

enfoques reducen en gran medida los errores en los momentos calculados, incluidos aquellos de 

los que dependen las tasas de proceso microfísico, y se aplican fácilmente a los esquemas 

existentes de dos momentos. 

𝑉k = 𝛾𝑎
𝛤(1 + 𝑘 + 𝜇 + 𝑏)

𝛤(1 + 𝑘 + 𝜇)
𝜆−𝑏 (3.2.1) 

En la Ec. (3.2.1) k es el momento de la distribución utilizado, µ es parámetro de forma de la 

distribución, λ es el parámetro de inclinación, 𝑎 = 130 𝑚0.5 𝑠⁄ , 𝑏 = 0.5 (Kessler, 1976) y 𝛾 =

√𝜌 𝜌0⁄ , es el factor de corrección de la densidad del aire (Se asume como 1 en este estudio). Para 

el cálculo de la velocidad de caída también es necesario conocer los parámetros de intercepción 

(𝑛0), de inclinación (λ) y de forma (µ) de la distribución de gotas.  

Para calcular los parámetros de la distribución se utilizará las ecuaciones propuesta por los mismos 

autores (Mibranth y Cowan, 2010) para los parámetros de inclinación Ec. (3.2.2) y para el 

parámetro de intercepción Ec. (3.2.3). en el caso de µ se fijará 5 para la distribución perteneciente 

a las gotas de nube y cero para las gotas de lluvia. El parámetro µ es igual a cero en el caso de las 

gotas de lluvia porque de esta forma la distribución quedaría en la forma exponencial lo que se 

correspondería con la distribución exponencial asumida para las parametrizaciones de dos 

momentos de Seifert y Beheng, 2001. 

𝜆 = [
𝑛0Γ(𝑘 + 𝜇)

𝑀(𝑘−1)
]

1
(𝑘+𝜇)⁄

 (3.2.2) 



40 
 

𝑛0 = [
𝑀(𝑘−1)

Γ(𝑘 + 𝜇)
]

(𝑘+𝜇+1)

× [
𝑀(𝑘)

Γ(𝑘 + 𝜇 + 1)
]

(𝑘+𝜇)

 
(3.2.3) 

Con el objetivo de acoplar la velocidad de caída al modelo de parametrizado de dos momentos; es 

necesario determinar 4 velocidades de caídas una para cada momento de la distribución de gotas 

y las otras dos velocidades será calculadas para los hidrometeoros que pronostica el modelo. 

En la Fig. 3.2 𝑉𝑘 es la velocidad pesada por el momento del orden 3 (contenido de agua líquida) y 

𝑉𝑗 representa velocidad pesada del momento de orden 0(concentración de gotas de agua). Se puede 

apreciar que la razón de las velocidades de sedimentación es siempre mayor que 1. Este quiere 

decir que la velocidad del momento de orden 3 (contenido de agua líquida) siempre es mayor que 

la del momento de orden 0 (concentración de gotas). Esto ocurrirá para ambos hidrometeoros en 

el modelo. Además, el parámetro de forma nos sugiere, en el caso en que µ es igual a cero 

representa la distribución exponencial de las gotas de lluvia. En la fig. 3.2 se evidencia para el caso 

de la distribución exponencial de gotas de lluvia se tiene una mayor velocidad de caída que para 

el caso de las gotas de nube. Este resultado es similar al detectado por Milbrandt y Cowan, 2010. 

 A la conclusión anterior también se puede arribar si se examina la Fig. 3.2.1. donde ya se incluye 

la dinámica en un perfil vertical de 5000 metros de altura y se calcula a través de la Ec. 3.2 

Figura 3.2 Razón entre las velocidades de caídas de ambos momentos de la distribución respecto al 
parámetro de forma. 
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discretizada mediante un método de diferencias finitas; en este estudio el número de Courant 

siempre fue menor que uno y se usó un Esquema de Euler (forward in time, upstream in space). 

Es necesario aclarar que son omitidas la nucleación, condensación y el rompimiento. La velocidad 

vertical del fluido se considera igual a cero. 

3.3 Sedimentación con microfísica parametrizada de los procesos de auto-conversión, 

acreción y auto-colección.  

Como se observó en el epígrafe anterior las velocidades de caída son mayores para el contenido 

de agua líquida que para la concentración de gotas de agua. Esto lo pudimos observar en la fig. 3.2 

y en la fig. 3.2.1 pero en estas graficas no estaba incluida la microfísica solo la evolución del perfil 

inicial de gotas con una velocidad de caída parametrizada. 

La microfísica del modelo acoplado a la dinámica es otro de los puntos abordados en el trabajo. 

Es un paso fundamental para ver el comportamiento y la evolución en la vertical de los perfiles de 

la distribución de gotas para los momentos de la parametrización. Para examinar el 

comportamiento vertical se implementó un modelo con dinámica y microfísica incluida. El valor 

inicial del contenido de agua líquida de nube es igual a 1.5×10−6 𝑔 𝑐𝑚3⁄  desde lo 3500 metros 

hasta los 4500 de alturas metros generando un fenómeno similar al de una onda cuadrada. También 

se tiene un valor de la concentración de gotas de nube igual a 100 𝑔𝑜𝑡𝑎𝑠 𝑐𝑚3⁄ . Estas condiciones 

iniciales se corresponden a 15.6 µm como radio medio de la distribución de gotas.  

Figura 3.2.1 Sedimentación pura para la distribución de gota de nube 
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 En el modelo el paso del tiempo es igual a un segundo y al igual que en el caso de la sedimentación 

pura se utilizó el esquema de Euler (forward in time, upstream in space). Como se puede observar 

en el la fig. 3.3 se realizaron con corridas para diferentes espacios de tiempo con el objetivo ver la 

evolución del perfil vertical de las gotas de nubes en los dos momentos de la distribución. Se 

almacenaron tres tiempos de la simulación unos 15 min transcurridos, otras a 30 minutos o media 

hora y una última simulación una hora después de del iniciado el modelo. Además de mostrar la 

curva perteneciente a las condiciones iniciales para cada uno de los momentos de la distribución. 

En la fig. 3.3.1 se tiene la evolución de la distribución de gotas similar al del párrafo anterior, pero 

para la lluvia de los dos momentos estudiados. En el caso de la simulación de media hora se tiene 

un máximo de concentración de gotas de lluvia igual a 42.27gotas/𝑐𝑚3 sobre los 3200 metros de 

altura; esto se corresponde a un contenido de 1.07×10−8 𝐾𝑔/𝑚3 y a un radio medio de la 

distribución de 39. 3 µm  

Se puede observar en la fig. 3.3 la evolución en tres tiempos de la concentración y el contenido de 

agua de nube decrecen paulatinamente. En la tabla 3.1 puede observar como aumenta el valor del 

radio medio de la distribución de las gotas de nube; es preciso señalar que este crecimiento no es 

considerable, pero si apreciable y la explicación del mismo se debe al proceso microfísico de auto-

colección presente en la distribución de gotas de nubes. 

Figura 3.3 Perfiles verticales del Contenido y la concentración de nube 
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Tabla 3.1 Radios medio de las distribuciones de gotas. 

Tiempos Radio Medio de la distribución 
Gotas de nube(µm) 

Radio Medio de la distribución 
Gotas de lluvia(µm) 

15 min 15.4 µm 39.6 µm 

30 min 15.5 µm 40.2 µm 

1 hora 15.6 µm 45.4 µm 

La fig. 3.3.1 revela como la distribución de gotas de nubes se comporta en los tres tiempos 

examinados y como a los 60 min de evolución de la distribución el contenido y la concentración 

alcanza casi el doble del valor que tenía a la media hora de la corrida. En la tabla 3.1 se pude 

apreciar como a diferencia de los radios medios de la distribución de gotas de nube; los radios 

medios de la distribución de gotas de lluvia si presentan un incremento apreciable en cuanto al 

tamaño de las gotas de nubes. También es necesario destacar como el valor del radio medio de la 

distribución de gotas de lluvia es tres veces mayor que el radio medio de las gotas que conforman 

la distribución de gotas de nube. 

3.4 Comparación del esquema de dos momentos con un modelo de microfísica explícita. 

Para examinar la exactitud de la parametrización de dos momentos se realizó una comparación 

tomando como referencia un modelo de microfísica explícita. El modelo de microfísica explícita 

Figura 3.3.1 Perfiles verticales del Contenido y la Concentración de lluvia. 
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es el desarrollado por Bott, 1997. 

El modelo de Bott,1997 es un método conservativo de la masa de la ecuación estocástica de 

coalescencia Ec. 2.2.1. El método desarrollado por Bott, 1997 es numéricamente más eficiente que 

el esquema de Berry Reinhardt, 1974. La exactitud de la conservación de masa, la estabilidad 

numérica y la eficiencia del método de flujo son las principales ventajas que tiene el modelo en 

comparación con el esquema de Berry Reinhardt, 1974 (Bott, 1997). 

Consiste en un procedimiento de dos pasos. En el primer paso la distribución de masa de las gotas 

con masa 𝑚’ que se forman inmediatamente en un proceso de colisión se añade por completo a la 

rejilla 𝑘 de la malla numérica con 𝑚𝑘 ≤ 𝑚’ ≤ 𝑚𝑘 + 1. En el segundo paso cierta fracción de masa 

de gotas de agua en la rejilla 𝑘 es transportada a 𝑘 + 1. Este transporte se realiza mediante un 

procedimiento de advección. 

Inicialmente el modelo explícito desarrollado por Bott (1997) resuelve la ecuación estocástica de 

colisión coalescencia usando una distribución inicial de gotas nubes. Debido a que la 

parametrización de dos momentos de Seifert y Beheng (2001), utiliza una distribución inicial de 

tipo gamma para las gotas de nube. Para lograr la homogeneidad necesaria para la comparación 

entre el modelo de microfísica explícita y el esquema parametrizado de dos momentos se estableció 

una distribución gamma en el modelo de microfísica explícita como distribución inicial de gotas 

Figura 3.4 Contenido de agua líquida. Comparación de Modelo explícito con Parametrización de dos momentos. 
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de nubes (Apéndice A.) 

Para la comparación se dividió la distribución de gotas generadas por el modelo de microfísica 

explícita a partir de la ecuación estocástica de coalescencia Ec. 2.2.1, en dos hidrometeoros. El bin 

número 81 es el que separa los hidrometeoros de tipo nube de los hidrometeoros de tipo lluvia. 

Este bin se corresponde con un radio de 39 µm. Las gotas menores a esta magnitud son 

consideradas como gotas de nube y las gotas mayores consideradas como gotas de lluvia. Esta 

división se introduce a través de la siguiente consideración: 

𝑄𝑐 = ∑ 𝑚(𝑖)𝑛(𝑖)

81

𝑖=1

, 
(3.4.1) 

𝑄𝑟 = ∑ 𝑚(𝑖)𝑛(𝑖)

𝑛

𝑖=82

, 
(3.4.2) 

Figura 3.4.1 Ejemplo de la distribución de gotas de por el método explícito transcurrido 20 min. 
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Con el objetivo establecer las similitudes entre las distribuciones iniciales de gotas la 

concentración inicial de ambas distribuciones se establece en 100 𝑔𝑜𝑡𝑎𝑠/𝑐𝑚3 y el contenido de 

agua líquida es igual es igual a 1.5𝑥10−6 𝑔/𝑐𝑚3. Esto se corresponde con un radio de 15 µm 

aproximadamente. Además, en el método explícito se estableció un umbral que divide los 

hidrometeoros en agua de nube y agua de lluvia a partir de un radio de 39.5 micras similar al radio 

utilizado por la parametrización de dos momentos.  

En la figura 3.4 se puede observar las diferencias del modelo de microfísica explícita y el esquema 

parametrizado de dos momentos a través de la comparación de la evolución de los contenidos de 

agua líquida tanto de nube como de lluvia. Se puedo apreciar cómo el esquema parametrizado se 

adelanta en la evolución de contenidos de agua líquida con respecto al modelo explícito. Este 

adelanto es de un minuto y medio aproximadamente.  

La fig. 3.4.2 presenta unas condiciones similares a las examinadas en la fig. 3.4. En esta figura se 

examina la concentración de gotas de los hidrometeoros estudiados. Particularmente en el caso de 

las concentraciones de gotas de lluvia se puede observar cómo la parametrización de dos momentos 

sobrestima las concentraciones de gotas de lluvia con respecto al modelo de microfísica explícita 

en aproximadamente 0.07 gotas/𝑐𝑚3. 

  

Figura 3.4.2 Concentración de gotas de agua de nube y de lluvia. Comparación de Modelo explícito con Parametrización de dos momentos. 
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Capítulo 4 
Conclusiones 

En este trabajo se implementó una parametrización de dos momentos Seifert y Beheng (2001) y 

se realizaron estudios de sensibilidad de la parametrización para diferentes distribuciones iniciales 

de gotas. También se realizaron estudios de la parametrización de dos momentos para condiciones 

de sedimentación pura. Además, se comparó con un modelo explícito como modelo de referencia 

para examinar la exactitud de la parametrización. El modelo de dos momentos implementado nos 

permitió hacer un seguimiento más realístico de la distribución de gotas. 

En la parametrización de dos momentos de Seifert y Beheng (2001) se puede ver como la auto-

colección de gotas de lluvia Fig. 3.1 ocasiona que la concentración de gotas disminuya 

paulatinamente después de cierto tiempo en dependencia de la concentración de gotas de nubes 

iniciales y del radio medio de la distribución. En el estudio realizado el tiempo en que este proceso 

microfísico comenzó a ser más activo fue a partir de los 25 min aproximadamente para la 

concentración de inicial de gotas de nube y el radio medio de la distribución utilizado en el trabajo.  

A través del estudio realizado con diferentes concentraciones iniciales de gotas. Se pudo concluir 

que las parametrizaciones de dos momentos responden adecuadamente al efecto de dispersión del 

espectro de las gotas en la nube fig. 3.12. Este resultado se evidencia en la diferencia en los tiempos 

de formación de las gotas de lluvia entre el espectro de gotas marítimas (menor concentración 

inicial de gotas de nube y mayor radio medio de la distribución inicial) y el espectro de gotas 

continentales (nube con menor concentración inicial de gotas de nube y mayor radio medio de la 

distribución inicial).  

En el estudio de la sedimentación pura se obtuvo para el caso del contenido de agua de nube 

(momento de orden 3 respecto a los radios) la velocidad terminal pesada con los momentos de la 

distribución es mayor a la velocidad pesada de sedimentación para el momento de orden 0. 

Además, se determinó una dependencia de estas velocidades pesadas al parámetro d forma µ de la 

distribución Gamma. Mientras más cercano a cero sea µ mayor será la velocidad pesada fig. 3.2. 

También se pudo observar como para los diferentes tiempos de evolución del espectro de gota en 

la vertical se tiene un radio medio de gotas de nube 3 veces menor que el radio medio de la 
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distribución de gotas de lluvia. 

De la comparación del modelo explícito y la parametrización de dos momentos se pueden extraer 

de las fig. 3.4 y 3.4.2 que la parametrización de dos momentos presenta un adelanto de un minuto 

y medio aproximadamente con respecto al tiempo en que decrecen o crecen los momentos de la 

distribución de gotas establecida para la comparación de cada uno de los hidrometeoros. Este 

aspecto debe tomar en cuenta para obtener una mayor precisión en los resultados al implementar 

esta parametrización para el pronóstico numérico del tiempo. 
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Recomendaciones 

El estudio realizado tiene un carácter reduccionista con el propósito de mantener aislado los 

procesos microfísico y así poder llegar a conclusiones más enfocadas en ellos. Una recomendación 

para investigaciones futura sería implementar la parametrización de dos momentos estudiada en 

este trabajo en un modelo de mesoescala, comparar con otras parametrizaciones y con un modelo 

explícito con referencia para poder ser aplicado en la predicción numérica del tiempo y la 

investigación científica. A esa escala la investigación de la exactitud de las parametrizaciones 

microfísica tienen una mayor aplicabilidad en la vida cotidiana. Esto se debe a que en la 

mesoescala ocurren los eventos con los que nos relacionamos constantemente. 

 Otra recomendación que se propone es profundizar en los estudios de sedimentación de la 

parametrización de dos momentos implementada en este trabajo. Realizar una comparación con 

un modelo de microfísica explícita acoplado a un modelo dinámico de sedimentación pura. Esto 

podría mejorar el entendimiento que se tiene sobre las diferencias en los tiempos de sedimentación 

que se encontraron en este trabajo. 

Por último, también se debe considerar comparar parametrizaciones de tres momentos con 

modelos de microfísica explícita que resuelvan la ecuación estocástica de coalescencia. Donde 

además de la concentración y el contenido de agua se toma en cuenta también la reflectividad 

como variable a pronosticar. Las parametrizaciones aquí estudiadas podrían incluirse en la 

comparación teniendo como referencia las conclusiones de este trabajo. 
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Apéndice A. Algoritmo para calcular función gamma de masa en el logaritmo del radio de la 
distribución mediante funciones de densidad. 

Este procedimiento fue necesario debido a que la publicación de Bott (1997), la distribución inicial 

de gotas de nubes utilizaba una función exponencial, además la distribución se introduce en 

mediante el logaritmo del radio y no mediante la masa. La distribución gamma utilizada fue: 

𝑓(𝑚) = 𝑁𝑇

1

Γ(k)θ𝑘
𝑚𝑘−1𝑒−

𝑚
𝜃  (A.1) 

donde 𝑁𝑇 es la concentración total m es la masa, la masa media �̅� es igual a �̅� = 𝑘𝜃 y k guarda 

relación con el parámetro de forma µ de las ecuaciones 3.2.1, 3.2.2 y 3.2.3 siendo 𝑘 = 𝜇 + 1. 

Para discretizar esta distribución gamma se usaron funciones de densidad como las propuestas 

por Berry (1967) donde: 

𝑚(𝑗) = 𝑚02
(𝑗−1)

𝑗⁄ , (A.2) 

donde j es un “parámetro de cálculo” real mayor que cero, en este estudio se usó j=2, según 

Berry (1967) y 𝑚0 es la masa más pequeña considerada en la distribución. 

Con el objetivo de usar el logaritmo del radio de la distribución se estable que la masa de una 

gota de agua de geometría esférica es igual a: 

𝑚 =
4

3
𝜌𝜋𝑟3, (A.3) 

donde 𝜌 es la densidad que será considerada igual a 1 r es el radio de la gota. Aplicando 

logaritmo queda: 

ln 𝑟 =
1

3
ln (

3𝑚

4𝜋
), (A.4) 

diferenciando en ambas partes queda: 

𝑑𝑙𝑛 𝑟 =
ln 2

3𝑗
 (A.5) 
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