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Introducción

Desde el trabajo fundacional de Helmholtz (1858) en el que se formularon algunos
teoremas acerca de vórtices, el tema de la dinámica de vorticidad ha seguido atrayendo a
muchos fluidistas. Es interesante observar que en este campo, más que en cualquier otra
rama de la mecánica de fluidos, muchos descubrimientos independientes fueron hechos
tanto de las ecuaciones que gobiernan ciertos vórtices como de algunas soluciones analíticas
exactas de los mismos. Un ejemplo es el análisis del problema de tres-vórtices, estudiado
por W. Grobli en la tesis publicada en 1877 (para una detallada revisión, ver Aref et al.
1992): un buen número de los resultados descritos en su tesis fueron redescubiertos casi
¡un siglo más tarde!

Lo mismo parece haber ocurrido con dos artículos publicados por el ruso científico
S.A. Chaplygin a comienzos del siglo pasado. En estos documentos se analizó el flujo
debido a un vórtice elíptico puesto en un campo de flujo ambiente con vorticidad uniforme
(Chaplygin 1899) y la estructura de un vórtice dipolar circular con una distribución de
vorticidad continua de acuerdo con la relación lineal ψ ∝ ω (Chaplygin 1903).

Chaplygin (1903) presenta una solución analítica de un vórtice dipolar con vorticidad
distribuido dentro de un área circular de acuerdo con la relación lineal ψ−ω. Al parecer,
no era consciente de los textos de Lamb (1895) y Viena (1900), en que se hicieron breves
comentarios acerca de la posibilidad de tener este tipo de soluciones. Chaplygin presentó
soluciones analíticas tanto para el vórtice dipolar en movimiento constante a lo largo de
un camino recto y para el movimiento del dipolo de manera constante a lo largo de una
pista circular. En el primer caso, su solución es idéntica a la descrita por Lamb (1895) y se
describe en más detalle por Lamb (1906); sin embargo, Chaplygin (1903) proporciona un
análisis mucho más detallado de las características del dipolo. Por otra parte, Chaplygin
dio una generalización para el caso de un dipolo no simétrico moviéndose de manera
constante a lo largo de una línea recta.

Cabe señalar que las publicaciones de Chaplygin fueron hechas en ruso, que es proba-
blemente la razón por la que gran parte de sus importantes contribuciones han escapado
a la atención de la comunidad de fluidistas. A pesar de que los artículos de Chaplygin
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fueron publicados hace bastante tiempo, en nuestra opinión, son todavía interesantes y
valiosos para el experto en dinámica de fluidos de hoy en día.

Los remolinos son constantemente observados en la naturaleza y en muchos procesos
físicos. Por ejemplo, en época de huracanes se producen ciclones por el vapor de agua que
viene del oceano ecuatorial, los tornados se generan por las diferencias de temperatura
de las capas de aire en ciertas latitudes. Hay remolinos que se forman en las piletas en
el desagüe. En procesos físicos que no son tan naturales también se pueden observar a
diferentes escalas y de diferentes tipos, por ejemplo, los aros que produce un fumador son
del tipo toroidal (una dona), los torbellinos que se generan en el despegue de un avión o
los que se producen en las aspas de una hélice son tipo filamentario, etc.

Cuando un fluido sale de un canal a un dominio abierto, debido a la vorticidad produ-
cida en las paredes sólidas del canal se forma un par de vórtices contra-rotatorios al que
se le conoce como vórtice dipolar, o simplemente dipolo (Velasco, 2003). Esta estructura
es importante en el transporte de masa.

Generalmente los vórtices a gran escala se observan en fotografías satelitales, como
los huracanes o remolinos en el océano; en las desembocaduras de ríos en lagunas, en el
mar o en ríos, etc. Esas fotografías sólo dan información en dos dimensiones, por lo que
se puede caracterizar a este tipo de estructuras en forma bidimensional. Ver figura 1.
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Figura 1: Remolinos o vórtices de mar abierto en el Atlántico Tropical Norte. Tomada de La
NASA (2013).

Los fenómenos físicos se estudian tanto de forma teórica (analítica o numéricamente)
como de forma experimental (realizando observaciones en laboratorio o in situ). En esta
tesis se pretende hacer un estudio completo, realizando un experimento en laboratorio y
comparando los resultados con un modelo analítico aceptado, de un proceso común en la
naturaleza: la formación de un dipolo a la salida de un canal, en aguas someras. Para hacer
esto, se usó una técnica de Velocimetría por Imágenes de Partículas, PIV (por sus siglas
en inglés) que es un método óptico de la visualización del flujo usado en la educación y la
investigación. Se utiliza para obtener mediciones instantáneas de velocidad y propiedades
relacionadas en fluidos. El fluido se siembra con partículas trazadoras que, para partículas
suficientemente pequeñas, se supone que siguen fielmente la dinámica del flujo. El fluido
con partículas arrastradas se ilumina para que las partículas sean visibles. El movimiento
de las partículas de siembra se utiliza para calcular la velocidad y la dirección (el campo
de velocidad) del flujo que se está estudiando.

Una de las preguntas que surgen en este trabajo es si:
“Concordarán los datos experimentales con el modelo analítico de un vórtice dipolar

de Lamb-Chaplygin en aguas someras”.

El objetivo general es caracterizar el campo de velocidades experimental de un
dipolo usando la técnica experimental PIV, y compararlo con el modelo analítico de
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Lamb-Chaplygin (Chaplygin, 1903, 2007).
Los objetivos específicos son los siguientes:

Desarrollar un experimento en el que se genere un vórtice dipolar de tal manera que
se pueda medir el campo de velocidades usando la técnica de PIV.

Deducir las expresiones para la vorticidad y la función de corriente usando el modelo
teórico de Lamb-Chaplygin.

Comparar datos experimentales con resultados teóricos.

Demostrar que la técnica PIV puede ser usada en docencia.

Esta tesis está organizada de la siguiente forma: En el capítulo 1 se describe el marco
teórico de la producción de vorticidad de una manera muy general. Asimismo, se deducen
las expresiones analíticas de la velocidad, vorticidad y función de corriente del modelo de
Lamb-Chaplygin. En el capítulo 2 se describe el desarrollo del experimento, las técnicas de
medición usadas, y se muestran los resultados experimentales. En el capítulo 3 se realiza
el análisis de resultados, tanto numéricos como experimentales y se hace la comparación
entre ellos. Finalmente en el capítulo 4 se hace una discusión sobre los resultados y se
presentan las conclusiones.



Capítulo 1

Marco teórico

1.1. Fundamentos de la dinámica de fluidos

La teoría matemática de la dinámica de los fluidos comienza en el siglo XVII con el
trabajo de Isaac Newton, quien fue el primero en aplicar sus leyes de la mecánica al movi-
miento de los fluidos (Navier, 1822). Más tarde Leonhard Euler escribió por primera vez
en 1755 las ecuaciones diferenciales que rigen el movimiento de un fluido ideal, es decir, en
ausencia de disipación debido a la interacción entre moléculas (Stokes, 1845). Finalmente,
Claude Navier en 1822 e, independientemente, Gabriel Stokes en 1845 introdujeron en el
modelo el término viscoso y llegaron a las ecuaciones que hoy conocemos como “ecuaciones
de Navier-Stokes” (Stokes, 1845).

Existen dos maneras de describir el movimiento de un fluido, la representación eule-
riana en la que los “parámetros del flujo se dan como una variable de campo, es decir,
como una función del tiempo y del espacio. Es decir, f = f(x, y, z, t). Una partícula en
una posición y tiempo dados, debe tener cierta densidad, velocidad, energía, etcétera y,
al transcurrir el tiempo, partículas diferentes ocuparían esa posición” (Smith, 2003). Y
la representación lagrangiana cada partícula se identifica por su posición en un tiempo
dado, es decir, (x0, y0, z0, t0) y se observa en el tiempo. Es decir, f = f(x0, y0, z0, t−t0). Es
difícil seguir el movimiento de las posiciones de todas las partículas, porque sus posiciones
relativas cambian continuamente en el tiempo. La descripción euleriana es la más usada,
puesto que es más fácil de implementar. Debido a eso, en este trabajo se usará dicha
descripción para la obtención de resultados.

Existen varias formas de obtener el campo de velocidades de un dipolo analíticamente.
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Una de ellas es calcular el campo de velocidades a partir de suponer que hay dos vórtices fi-
lamentarios. Este calculo se hace mediante la ley de Biot-Savart (Kundu y Cohen, 2002).
Sin embargo, un modelo más realista es el del dipolo de Lamb-Chaplygin (Chaplygin,
1903, 2007) que se obtiene a partir de la ecuación de Helmholtz en coordenadas cilín-
dricas (Arfken, 1985; Asmar, 2005) para la función de corriente (Lamb, 1932; Landau y
Lifschitz, 2001; Guyon et al , 2001). Esta segunda opción es la que se utilizó para modelar
dicho dipolo.

El dipolo de Lamb-Chaplygin es una solución exacta de la ecuación de Helmholtz. La
vorticidad está confinada a un círculo de radio R, y dentro de este círculo hay dos vórtices
de tamaño finito. La solución desarrollada en este trabajo muestra que el dipolo de Lamb-
Chaplygin (Chaplygin, 2007) es una buena aproximación para describir la etapa inicial de
los vórtices (no su creación, sino cuando el dipolo ya está completamente formado) para
números de Reynolds moderados.

1.1.1. Ecuaciones de Navier-Stokes y continuidad

Las ecuaciones de Navier-Stokes reciben su nombre de Claude-Louis Navier y George
Gabriel Stokes. Se trata de un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales no lineales
que describen el movimiento de un fluido. Estas ecuaciones gobiernan la atmósfera terres-
tre, las corrientes oceánicas y el flujo alrededor de vehículos o proyectiles y, en general,
cualquier fenómeno en el que se involucren fluidos newtonianos.

Las ecuaciones de Navier-Stokes y la ecuación de continuidad son las condiciones
principales que deben satisfacer los fluidos al moverse. Se deducen de la combinación del
balance de momento y la conservación de la masa, respectivamente, y son las ecuaciones
de movimiento para un fluido, en el cual los efectos de la viscosidad son importantes. Para
un fluido newtoniano las ecuaciones de movimiento son (López Sánchez. , 2013):

D~u

Dt
= ~F − 1

ρ
~∇P + ν

(
1

3
~∇(~∇ · ~u) +∇2~u

)
(1.1)

∂ρ

∂t
+ ~∇ · (ρ~u) = 0 (1.2)

donde
D~u

Dt
=
∂~u

∂t
+ (~u · ~∇)~u es la derivada material, ~u es el campo de velocidades, ν =

µ

ρ
es la viscosidad cinemática, µ es la viscosidad dinámica, ρ es la densidad del fluido y P
la presión. La ecuación (1.1) es una ecuación vectorial, y forma las ecuaciones de Navier-
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Stokes (son tantas ecuaciones como dimensiones se consideren), y la ecuación (1.2) es la
ecuación de continuidad.

Si el flujo es incompresible las ecuaciones (1.1) y (1.2) se convierten en:

D~u

Dt
= ~F − 1

ρ
~∇P + ν∇2~u (1.3)

~∇ · ~u = 0 (1.4)

1.1.2. Formulación función de corriente - vorticidad (2D)

El problema original está contemplado para resolverse en tres dimensiones. Para eso
se resuelven las ecuaciones de Navier Stokes y continuidad, cuyas variables dependientes
originales son el campo de velocidades (~u) y la presión (P ). Sin embargo este problema es
en aguas someras y se puede aproximar a un problema en 2 dimensiones, lo que facilita
los cálculos. De las variables dependientes originales se tienen, para dos dimensiones, las
dos componentes de ~u y P . Si se trabaja en la formulación función de corriente-vorticidad
(ψ−ω), al aplicar el rotacional a la ecuación (1.3) la presión desaparece, y nos quedan la
vorticidad y la función de corriente que está relacionada con las dos componentes de la
velocidad, eso nos da una ventaja respecto a la formulación original de velocidad-presión.

Esta formulación de función de corriente-vorticidad sólo es posible en dos dimensiones,
así que cuando se quiera resolver el problema en tres dimensiones es necesario resolverlo
en la formulación original (~u− P ).

1.1.3. Función de Corriente y Vorticidad (ψ − ω)

La vorticidad de un elemento de fluido está definida como el rotacional de su vector
velocidad. Es decir:

~ω = ~∇× ~u (1.5)

con ~u = (u, v, w). Para dos dimensiones, solo se elimina la tercera componente, es decir,
si el campo de velocidades yace en un plano, la vorticidad es un vector perpendicular a
ese plano, ver figura (1.1). Aplicando el teorema de Stokes en la definición de circulación
se observa que ésta y la vorticidad están relacionadas:

Γ =

∮
C

~u · d~l =

∫
S

~∇× ~u · d~s =

∫
Sa

~ω · n̂da (1.6)

en donde Sa es el área definida por el contorno cerrado alrededor del cual la circulación
es calculada y n̂ es el vector unitario normal a la superficie.
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Figura 1.1: Si el campo de velocidades yace en un plano, la vorticidad es un vector perpendicular
a ese plano.

El movimiento en dos dimensiones y no divergente, permite que el campo de velocida-
des pueda ser representado por una función escalar dada por ψ(x, y, t) (también llamada
función de corriente) definida como:

u =
∂ψ

∂y
; v = −∂ψ

∂x
(1.7)

De la definición de vorticidad tenemos:

~∇× ~u =

∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

u v 0

∣∣∣∣∣∣∣ (1.8)

Cómo los vórtices están en el plano xy sólo nos interesa la vorticidad en el eje z
entonces de la ecuación (1.8) nos queda:

∂v

∂x
− ∂u

∂y
= ωz (1.9)

Combinando la ecuación (1.7) con la ecuación (1.9) nos queda:

− ∂

∂x
(
∂ψ

∂x
)− ∂

∂y
(
∂ψ

∂y
) = ωz (1.10)

−∂
2ψ

∂x2
− ∂2ψ

∂y2
= ωz (1.11)

Reescribiendo la ecuación (1.11) en forma compacta nos queda:

∇2ψ = −ωz (1.12)

La ecuación (1.12) es la famosa ecuación de Poisson, que se resuelve por métodos
numéricos para ψ en el apéndice A.
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La suposición que hicieron Lamb-Chaplygin es que la vorticidad ωz es proporcional a
la función de corriente ψ, esto es:

ωz = kψ (1.13)

De tal manera que combinando la ecuación (1.13) y la ecuación (1.12) se transforma
en la ecuación de Helmholtz:

∇2ψ = −kψ (1.14)

Ecuación que se resuelve en la sección 1.2 por el método de separación de variables en
coordenadas polares.

1.1.4. Circulación

La circulación (Γ) contenida dentro de un contorno cerrado en el cuerpo de un fluido,
se define como la integral, alrededor del contorno, de la componente del vector velocidad
localmente tangente al contorno (Guyon et al , 2001; Landau y Lifschitz, 2001). Esto es,
la circulación está definida por:

Γ =

∮
C

~u · d~l (1.15)

donde d~l representa un elemento del contorno C. La integración se hace en sentido
opuesto al movimiento de las manecillas del reloj.

Un modelo simple para el proceso de formación de un dipolo es considerar la inyección
total de vorticidad creada por las paredes sólidas del canal (Shariff y Leonard, 1992). En
este modelo hay una velocidad constante U dentro del canal actuando durante un tiempo
t. La capa límite viscosa que se forma en la pared tiene un espesor δ. Dentro de esta capa
la vorticidad promedio estará dada como ω = U

δ
y la velocidad promedio como U/2. Como

la circulación es también (por el teorema de Stokes) la integral de área de la vorticidad,
por lo tanto la circulación también se puede calcular por medio de la siguiente ecuación
(Wells y van Heijst, 2003):

Γ =

∫ ∫
A

ω · ndA ∼ U

δ
× δ × U

2
× t =

1

2
U2t

Esto también puede ser escrito como Γ = 1/2UL donde L es el largo de la formación
del dipolo, ver figura (1.2).
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Figura 1.2: En el modelo conceptual de Stommel y Farmer (1952), el flujo de las mareas dejando
un canal agudo puede separar desde un cabo y formar un chorro. Cuando la marea cambia de
fase, el flujo que entra en un canal tendrá típicamente la forma de un sumidero. Parte del chorro
entonces no se dibuja de nuevo a través del canal, de modo que hay un intercambio neto de masas
de agua. Tomada de Wells y van Heijst (2003).

1.1.5. El gasto

En mecánica de fluidos se define el gasto como: G =
∫
~u · n̂da. El resultado de ese

producto punto es u da, considerando una profundidad zd=cte., el gasto queda como:

G =

∫ y

0

uzddy

Figura 1.3: Fluido con velocidad ~u pasando a través de un área. El origen de coordenadas está
en el punto (0,0,0).

Sustituyendo la ecuación (1.7), suponiendo una profundidad constante zd = 1 e inte-
grando a lo largo del eje y (de −y a y), el gasto queda como:

G =

∫ y

−y

∂ψ

∂y
dy =

∫ ψy

ψ0

dψ = ψy − ψ0
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Se pueden asignar los valores ψ0 = 0 y ψy = αg, y son los valores para las condiciones
de frontera para la función de corriente ψ.

La expresión de la velocidad en el perfil parabólico es:

u(y) = U

(
1− y2

H2
1/4

)
(1.16)

donde U es la velocidad máxima en el canal (ver la sección B1 del apéndice B de (López
Sánchez. , 2013) para detalles).

1.2. Dipolo de Lamb-Chaplygin

Usando la metodología de Chaplygin (2007) y el procedimiento de López Sánchez.
(2013) se calcularon las expresiones para la función de corriente y vorticidad del dipolo
de Lamb-Chaplygin. Iniciando con la función de corriente fuera del cilindro que contiene
a los vórtices del dipolo, y como suponemos que la vorticidad es cero fuera del cilindro y
por la continuidad en la parte interior tenemos que:

ψ1(r, θ) = Udr sin θ

(
1− a2

r2

)
(1.17)

donde Ud es la velocidad en la dirección de propagación del dipolo. Dentro del círculo la
función de corriente satisface la ecuación de Helmholtz (1.14) que en coordenadas polares
se escribe así:

∂2ψ

∂r2
+

1

r

∂ψ

∂r
+

1

r2
∂2ψ

∂θ2
= −kψ (1.18)

Sabemos por el desarrollo que se hizo en el artćulo Chaplygin (2007) que la ecuación de
Poisson se cumple la ecuación (1.13) así pues los requerimientos del problema se satisfacen
completamente si se asigna:

F (ψ) = −ωz = kψ y ψ = f(r) sin θ (1.19)

donde f(r) es una función que se desea encontrar.
El flujo es simétrico respecto al eje y = 0, como se indica en la figura (1.4); ψ1 > 0

en la mitad inferior porque de la ecuación (1.17), sin θ es positivo en esa región, así que,
por continuidad, ψ1 = ψ = 0 en la frontera del cilindro y ψ < 0 en la mitad inferior de la
figura (1.4).

Para encontrar soluciones estables, k debe ser negativa, y se reasigna como k → −k2.
Ya que no existen derivadas cruzadas ni productos mezclados, se puede proponer que la
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Figura 1.4: Función de corriente dentro y fuera del cilindro de radio a.

solución sea un producto de dos funciones independientes ψ(r, θ) = R(r)Θ(θ), y así usar
el método de separación de variables para resolver la ecuación de Helmholtz:

Θ
∂2R

∂r2
+

Θ

r

∂R

∂r
+

R

r2
∂2Θ

∂θ2
+ k2ΘR = 0

Dividiendo entre ψ(r, θ) = R(r)Θ(θ) y multiplicando por r2:

r2

R

∂2R

∂r2
+
r

R

∂R

∂r
+

1

Θ

∂2Θ

∂θ2
+ k2r2 = 0

haciendo la separación de variables e introduciendo la constante de separaciónm2 tenemos:

r2

R

(
∂2R

∂r2
+

1

r

∂R

∂r
+ k2R

)
= − 1

Θ

∂2Θ

∂θ2
= m2

donde m ∈ Z para que se cumplan las condiciones de frontera (Asmar, 2005). De aquí
que

Θ′′ +m2Θ = 0 ⇒ Θ = A cosmθ +B sinmθ (1.20)

r2R′′ + rR′ +
(
k2r2 −m2

)
R = 0 (1.21)

De aquí se observa que la ecuación (1.20) es la del oscilador armónico simple cuya
solución es la que se muestra en el lado derecho de la misma ecuación.

Para la ecuacion (1.21) se realiza el re-escalamiento ρ = kr, esto implica que dρ = kdr,
y si hacemos que R(r) = R(ρ/k) = R(ρ) por la regla de la cadena R′(r) = R′(ρ/k)dρ

dr
=

kR(ρ) y como R′′(r) = k2R(ρ) al sustituirlo en (1.21) se obtiene finalmente la ecuación
de Bessel de orden m:
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ρ2R′′ + ρR′ +
(
ρ2 −m2

)
R = 0

cuya solución general es:

R(ρ) = C1Jm(ρ) + C2Nm(ρ) = C1Jm(kr) + C2Nm(kr) = R(r)

para que R(0) sea finito, debemos hacer C2 = 0 porque la ecuación de Neumann de
orden entero Nm diverge en cero. Así que R(r) = C1Jm(kr) y la condición de frontera
R(a) = 0 se mantiene para C1 6= 0 si y solo sí ka = αmj, por lo tanto

k = kmj =
αmj
a

son solo los valores positivos de k para los cuales hay soluciones no triviales, ver
(Asmar, 2005). Así pues, en nuestro caso la función R tiene como solución: R(ρ) =∑∞

m=0CmJm(ρ), donde Jm es la función de Bessel de orden m.

La solución general para la ecuación de Helmholtz (1.18) es:

ψ(r, θ) =
∞∑
m=0

CmJm(kr)(A cosmθ +B sinmθ) (1.22)

Las constantes A, B y Cm, y la constante de separación m se deben determinar con
las condiciones de frontera y de continuidad. De la condición (1.19) y la ecuación (1.20)
se tiene que A = 0, B = 1 y m = 1. Como en la periferia del círculo ψ(r = a, θ) = 0,
entonces k = µ1, donde µ1 es la primera raíz de J1(r) distinta de cero, que en este caso
se aproxima como: µ1 ≈ 3.8317.

Por la continuidad en el círculo, las derivadas también deben ser iguales, entonces:

∂ψ(a)

∂r
=
∂ψ1(a)

∂r

de aquí que

∂ψ

∂r
= C1 sin θµ1J

′
1(µ1r)

∂ψ1

∂r
= −

(
1 +

a2

r2

)
sin θ

Evaluando en r = a, usando la identidad xJ ′p(x) + pJp(x) = xJp−1(x), con p = 1 y
x = µ1r, e igualando:

C1 sin θµ1J0(µ1a) = −
(

1 +
a2

a2

)
sin θ
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Por lo tanto:
C1 = − 2

µ1J0(µ1a)
(1.23)

Si a = 1 como lo usan Duran-Matute et al (2010), porque están adimenzionalizando
respecto al radio, la expresión para el campo de velocidades es:

~ULC(x, y) =

(
1 +

∂ψ

∂y
, −∂ψ

∂x

)
sin
(πz

2

)
(1.24)

La función de corriente ψ(r, θ) queda determinada por:

ψ(r, θ) =

{
− 2
µ1J0(µ1)

J1(µ1r) sin θ r ≤ 1

−
(
r − 1

r

)
sin θ r > 1

Se expresa el campo de velocidades en coordenadas polares:

ur =
1

r

∂ψ

∂θ
; vθ = −∂ψ

∂r
(1.25)

con r(x, y) =
√
x2 + y2 y θ = arctan y

x
.

Se usan las siguientes relaciones de recurrencia de las funciones de Bessel y de sus
derivadas:

J ′n(x) +
n

x
Jn(x) = Jn−1(x)

J ′n(x)− n

x
Jn(x) = −Jn+1(x)

Sumando: 2J ′n(x) = Jn−1(x)− Jn+1(x)

J ′n(x) =
1

2
[Jn−1(x)− Jn+1(x)] (1.26)

Expresiones analíticas para r < 1:

∂ψ

∂θ
= − 2

µ1J0(µ1)
J1(µ1r) cos θ

∂ψ

∂r
= − 2

µ1J0(µ1)

sin θ

2
[J0(µ1r)− J2(µ1r)]µ1

Para el campo de velocidades:

ur(r, θ) = −2J1(µ1r) cos θ

µ1rJ0(µ1)
; uθ(r, θ) =

J0(µ1r)− J2(µ1r)

J0(µ1)
sin θ (1.27)

Expresiones analíticas para r > 1:

∂ψ1

∂θ
= −

(
r − 1

r

)
cos θ

∂ψ1

∂r
=

(
1 +

1

r2

)
sin θ
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Para el campo de velocidades:

ur(r, θ) = −
(

1− 1

r2

)
cos θ ; uθ(r, θ) = −

(
1 +

1

r2

)
sin θ (1.28)

Relación entre ux, uy y ur uθ

Usando la matriz de transformación de coordenadas polares a cartesianas, se obtienen
las relaciones siguientes:

ux = ur cos θ − uθ sin θ

uy = ur sin θ + uθ cos θ

La vorticidad de este flujo se determina a través de las ecuaciones (1.5) y (1.7):

~ω =

∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

u v 0

∣∣∣∣∣∣∣ = k̂

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
= −∇2ψk̂

∇2ψ =
1

r

∂

∂r

(
r
∂ψ

∂r

)
+

1

r2
∂2ψ

∂θ2
+
∂2ψ

∂z2
=

1

r

∂ψ

∂r
+
∂2ψ

∂r2
+

1

r2
∂2ψ

∂θ2

Se calculan las derivadas correspondientes:

∂2ψ

∂r2
=

∂

∂r

(
− sin θ

µ1J0(µ1)
[J0(µ1r)− J2(µ1r)]µ1

)
= −µ1 sin θ

J0(µ1)
[J ′0(µ1r)− J ′2(µ1r)]

Otra relación de recurrencia: J ′0(x) = −J1(x)

∂2ψ

∂r2
= −µ1 sin θ

J0(µ1)
(−J1(µ1r)−

1

2
[J1(µ1r)−J3(µ1r)]) = −µ1 sin θ

J0(µ1)

(
−3

2
J1(µ1r) +

1

2
J3(µ1r)

)

∂2ψ

∂θ2
=

∂

∂θ

(
−2J1(µ1r) cos θ

µ1J0(µ1)

)
=

2J1(µ1r) sin θ

µ1J0(µ1)

El laplaciano para r ≤ 1 queda como:

∇2ψ = − sin θ

rJ0(µ1)
[J0(µ1r)− J2(µ1r)]−

µ1 sin θ

J0(µ1)

(
−3

2
J1(µ1r) +

1

2
J3(µ1r)

)
+

2J1(µ1r) sin θ

r2µ1J0(µ1)
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Usando la identidad J3(x) = 4J2(x)/x− J1(x):

∇2ψ = − sin θ

rJ0(µ1)
[J0(µ1r)− J2(µ1r)]−

µ1 sin θ

J0(µ1)

(
−3

2
J1(µ1r) +

1

2

[
4

µ1r
J2(µ1r)− J1(µ1r)

])
+

2J1(µ1r) sin θ

r2µ1J0(µ1)

Factorizando sin θ
J0(µ1)

y simplificando:

−∇2ψ =
sin θ

J0(µ1)

[
2

(
1

µ1r2
+ µ1

)
J1(µ1r)−

J2(µ1r) + J0(µ1r)

r

]
(1.29)

y usando esta otra relación de recurrencia 2λ
x
Jλ(x) = Jλ+1(x) + Jλ−1(x), finalmente

obtenemos la vorticidad dentro del dipolo:

ωz =
2µ1 sin θJ1(µ1r)

J0(µ1)

Para r > 1:

∇2ψ1 =
1

r2

(
r − 1

r

)
sin θ +

2 sin θ

r3
− 1

r

(
1 +

1

r2

)
sin θ = 0 (1.30)

y fuera del dipolo: ωz = 0.

Figura 1.5: Campo de velocidades y vorticidad del dipolo de Lamb-Chaplygin

En la figura (1.5) se muestra el campo de velocidades y la vorticidad de esta estructura
analítica. Con este modelo se pueden comparar los resultados numéricos, mismos que se
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presentan en el siguiente capítulo. Al dipolo de Lamb-Chaplygin a partir de este momento
se le llamará dipolo L-Ch.
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Capítulo 2

Experimento

Realizamos un experimento en una maqueta construida de acrílico, la cual cuenta con
un canal que conecta dos dominios rectangulares de diferentes tamaños. Se hizo pasar un
fluido (agua) por el canal con el fin de producir el dipolo. Ya que el espesor de la capa de
agua es pequeño comparada con la extensión del dominio, se tiene un sistema de aguas
someras.

2.1. Técnica de medición (PIV)

Para la medición del campo de velocidades mediante la técnica PIV las partículas
trazadoras que se siembran en el fluido se iluminan en un plano y se hacen tomas en ese
plano en intervalos de tiempo muy cortos (Thielicke y Stamhuis, 2010). La posición de las
partículas se registra mediante una cámara digital, como se muestra en el esquema de la
figura (2.2). Las imágenes se dividen en un conjunto de celdas en donde se determina la
posición de las partículas que hay en su interior. La medición de la velocidad se calcula
comparando las posiciones de las partículas en dos imágenes consecutivas (ver 2.1). El
software que se utilizó para analizar los datos de este experimento fue PIVlab (ver apéndice
B) que es de libre distribución.

2.2. Detalles del Montaje

El experimento fue realizado en un contenedor compuesto de dos cuencas conectadas
por un canal, como se muestra en la figura (2.3). Las dimensiones de la cuenca más
pequeña son 43 cm × 59 cm × 15 cm y de la más grande son 118 cm × 118 cm × 15

27
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Figura 2.1: Tomada de López Sánchez. (2013).

cm. Ambas están conectadas por un canal de 15 cm de largo (el ancho del canal puede
variar en intervalos de 4 a 18 cm). Para producir el pulso usamos un bloque de plexiglas
y styrofoam conectado a un motor de pasos a través de un mecanismo cigüeñal. Dicho
bloque tiene una base de 4× 57.5 cm2.

Alineamos el láser de dos maneras: frontal sobre el eje de simetría del canal (sin ayuda
de un espejo) y de manera lateral colocando un par de espejos alineados de tal forma
que se reflejara una hoja horizontal dentro del fluido con anchura suficiente para observar
ambos vórtices del dipolo. Se usó un motor de pasos el cual se ajustó con 28V y con 0.89A.
El plano de hoja láser se colocó a 1.5 cm del fondo.

El láser utilizado fue de estado sólido con línea de emisión en 532 nm, de potencia
regulable. La potencia máxima es de 2W. La iluminación en un plano se generó con un
sistema de lentes para enfocar la luz (lente esférica) y para producir la hoja láser (lente
cilíndrica, ver figura 2.4).

Usamos esferas huecas de vidrio recubiertas con plata con un diámetro promedio de
10 µm, pues tiene una densidad parecida a la del agua, esto con la finalidad de asegurar
que no se verán afectados por fuerzas como la gravedad y la flotación, al menos no en el
intervalo de tiempo en el que se realizó el experimento.

El experimento fue hecho bajo las siguientes condiciones: la profundidad de la capa
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Figura 2.2: Esquema de PIV: Una hoja de láser ilumina las partículas contenidas en el fluido.
Una cámara de alta velocidad registra el desplazamiento del patrón de partículas. Tomada de
PIVlab (2010).

del líquido fue de 4.5 cm. Para la evolución del sistema se usó una cámara colocada a 80
cm de la superficie de la cuba, así que las imágenes tienen una resolución de 720 × 576

pixeles. En las fotografías (2.5) y (2.6) se puede apreciar el montaje del experimento.
Para estimar la velocidad representativa o velocidad de traslación del dipolo, que es la

velocidad máxima del fluido que hay en el canal se procedió de dos maneras, una a través
del cociente entre el gasto máximo y el área de sección transversal de la capa del fluido
en el canal, ver la ecuación (2.4) y otra analizando dos imágenes del video en dos tiempos
diferentes con dos distancias diferentes. Para el primer caso, cuando el bloque es sumergido
en el fluido, una cierta cantidad de líquido es desplazado. El volumen desplazado es igual
al volumen del bloque dentro del fluido (Villamil et al , 2015):

V (t) = l × a× h(t) (2.1)

donde l es el largo del bloque, a es el ancho y h(t) = hm +ho sen(2π f t) es la distancia
desde la superficie libre al fondo del bloque (hm es el valor medio de h(t). En el experimento
l = 57.5cm, a = 4cm y f la frecuencia. La razón de flujo o gasto es la derivada en el
tiempo de V (t):

Q =
dV (t)

dt
= 2π × f × l × a× ho cos(2πνt) (2.2)

Para determinar el valor máximo del gasto Qmax se hace cos(2πνt) = 1 en la ecuación
(2.2) quedando:

Qmax = 2π × f× l × a× ho (2.3)
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Figura 2.3: Dimensiones del contenedor usado para generar el dipolo. Tomada de López S. et al
(2016).

y dado que en el experimento la ho = 4mm y frecuencia f = 0.08 Hertz, al sustituir
los valores en (2.3) dio un valor máximo de gasto igual a 4.624× 10−5 m3/seg.

La velocidad representativa Uo es el cociente de Qmax entre el área de sección trans-
versal A de la capa del líquido en el canal:

Uo =
Qmax

A
(2.4)

Donde A = H × P , H es el ancho del canal y P es la profundidad de la capa del
líquido. En el experimento el ancho del canal fue de H = 4 cm y el de la profundidad del
líquido fue de P = 4.5 cm. Haciendo los cálculos y sustituyendo en (2.4) nos queda una
Uo = 0.0257 m/s = 2.57 cm/s.

Con éstas expresiones también pudimos calcular el número de Reynolds el cual está



2.2. DETALLES DEL MONTAJE 31

Figura 2.4: A) Bote con esferas huecas de vidrio, B) lentes cilíndricas que aplanan el haz y C)
láser de estado sólido.

Figura 2.5: (A) El haz láser se hace incidir sobre el espejo de arriba para que se refleja en el de
abajo generando una hoja láser horizontal. La cámara se coloca a una altura de 80 cm sobre la
cuba para filmar los videos. (B) Motor de pasos conectado al cigüeñal y la varilla que sostiene al
bloque sumergible.

definido como

Re =
Uo ×H

ν
(2.5)

siendo ν la viscosidad cinemática del agua con un valor de 1.003× 10−6m2/s, al sus-
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Figura 2.6: Montaje del experimento, usando una cámara JVC de alta resolución, se aprecia el
polígono regular donde se llevó a cabo el estudio.

tituir los valores de Uo y H en (2.5) nos queda Re = 1024.9

La otra manera de medir la velocidad característica del dipolo, fue usando el programa
tracker, tomando dos imagénes del video en dos tiempos diferentes con cuatro distancias
diferentes, para hacer un promedio, tal como se muestra en las figuras (2.7) y (2.8).
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Figura 2.7: Seleccionada la imagen 685, que le corresponde al tiempo t1 = 13.7 s. Se determinó
una distancia inicial con valor de 13.02 cm.

Figura 2.8: Seleccionada la imagen 872, que le corresponde al tiempo t2 = 17.44 s. Se determinó
una distancia final de 22.07 cm.
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Primero se seleccionó la imagen 685 que le corresponde un t1 = 13.7s y se midió
x1 = 13.02 cm y otra x′1 = 13.00 cm; la segunda imagen seleccionada fue la 872 que le
corresponde un t2 = 17.44s y se midió x2 = 22.07 y otra x′2 = 23.28 cm, y posteriormente
con la sencilla fórmula de velocidad promedio que dice que:

Ūo =
x2 − x1
t2 − t1

(2.6)

Al sustituir los valores en (2.6) tenemos Ūo = 2.42 cm/s y para las x′ tenemos Ūo = 2.74

cm. Haciendo un promedio de éstas dos velocidades resulta Ūo = 2.58 cm/s, que es un
resultado bastante similar al hecho de la otra manera. Lo que significaría que en ese in-
tervalo de tiempo el dipolo se mantiene moviendo con velocidad constante.

Las mediciones se realizaron usando varios anchos del canal, desde 2 cm hasta 8 cm, y
diferentes frecuencias en el motor de pasos (entre 0.08 y 0.10 Hz) para el desplazamiento
del bloque, haciendo diferentes tomas de video en distintos intervalos de tiempo, en fun-
ción del ancho del canal y la velocidad en que se sumergía el bloque (frecuencia del motor).

Finalmente los mejores resultados fueron obtenidos usando un ancho de canal de 4
cm y una frecuencia de 0.08 Hertz. Además, los videos que mejores imágenes del dipolo
ofrecieron fueron los tomados al sistema de alineación lateral del láser, pues la forma
frontal daba una hoja no muy ancha y de poca luminosidad debido a la atenuación por
pasar por un volumen de líquido muy grande.



Capítulo 3

Resultados y Análisis

3.1. Resultados y Análisis

Una vez que se hicieron varias pruebas con los diferentes videos tomados, lo primero
que se hizo fue seleccionar el video donde el dipolo se ve mejor y convertir éste en imágenes.
Se tomó el tiempo donde empieza a salir y el tiempo donde se disipa. Por ejemplo, en el
video dipolo2.wmv se observó que empieza a salir en el tiempo t1 = 5 seg. y se disipa en el
tiempo t2 = 30 seg. Así pues, como sabemos que son 50 imágenes por segundo, entonces
al multiplicar 50× 5 = 250 y 50× 30 = 1500. Lo cual quiere decir que el dipolo está entre
las imágenes 250 y 1500. Así pues abrimos el PIVlab desde Matlab y seleccionamos esas
imágenes con el comando “add e importar” ver figura (B.2), luego definimos una distancia
de referencia y tiempo entre imágenes con el comando “calibration“ ver figura (B.3),
posteriormente nos posicionamos en ”Analysis settings“ para definir la región de interest
”ROI”. Para definir las mallas nos posicionamos en “PIV settings“ dándole en el pass 1
(64,32) y en el pass 2 (32,16) ver figura (B.4), luego hacemos click en ”Analysis“. Una vez
terminado el análisis PIVlab nos muestra los vectores generados de las 1,250 imágenes.
Como PIVlab hace cálculos tomando dos imágenes consecutivas, el total de datos que
arrojó fueron 625. Posteriormente, hacemos click en ”post processing“ para quitar los
vectores espurios y suavizarlos ver figura (B.5). Luego entonces podemos guardar los
datos en file =⇒ save =⇒ ASCII − file(x, y, u, v, vort), (ver C.1) lo cuales pueden ser
manipulados en Matlab.

Los resultados se presentaron en un orden de acuerdo a como fueron siendo obteni-
dos, es decir, las cantidades que se obtenían directamente del software PIVlab que son
el campo de velocidades y la vorticidad. Después se muestra la circulación Γ, calculada
a partir de la vorticidad (ver apéndice (D). La función de corriente se calculó resolvien-
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do numéricamente la ecuación de Poisson (ecuación 1.12) usando diferencias finitas (ver
apéndice A) con un método iterativo de Gauss-Seidel (Burden et al , 2002) y utilizando
los valores experimentales de ω, u y v como condiciones de frontera de Neumann (Asmar,
2005), donde la derivada normal de la función de corriente es conocida (u o v según sea
el caso).

3.1.1. Campo de velocidades

3.1.2. Velocidad u

La siguiente figura 3.1 nos permite ver cómo se presentarán los resultados. En esta
figura se puede observar cómo la componente de la velocidad en la dirección de propagación
es mayor y positiva (rojo) en el centro y cambia de sentido en los lados externos del dipolo
(par de círculos negros) donde se vuelve negativa (azul).

Figura 3.1: Dipolo (par de círculos negros) moviéndose en la dirección y. La velocidad u máxima
negativa en azul y la velocidad u máxima positiva en rojo.

Se llamará componente de velocidad u a la que lleva la dirección de propagación del
dipolo, que es la coordenada y. En la figura 3.2 podemos ver la distribución al tiempo 13.2
segundos (que corresponde al dato 330 arrojado por PIVlab) de la velocidad en dirección
paralela a la propagación del dipolo. En esta misma figura se pueden observar las líneas
de corriente en el plano XY.
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Figura 3.2: Componente u del campo de velocidades, en la dirección y. Resultado experimental.

En la figura (3.3) se puede ver en 2D la distribución de la velocidad u en el plano
XY mostrando la comparación del resultado experimental al tiempo 13.2 segundos (figura
3.3 (a)) y el modelo teórico (figura 3.3 (b)). Se puede observar una gran concordancia
cualitativa entre ambas figuras.

Figura 3.3: (a) Distribución de la velocidad u experimental del dipolo en el plano XY. (b)
Distribución de la velocidad u analítica del dipolo en el plano XY.

Graficando esta velocidad experimental en una línea perpendicular a la dirección de
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propagación que atraviese los centros del dipolo se obtiene la función de la figura (3.4).

Figura 3.4: Componente u del campo de velocidades a lo largo de la línea y = 0.02257m.

3.1.3. Velocidad v

La figura (3.5) nos permite ver cómo se presentarán los resultados. En esta figura se
puede observar que la componente de la velocidad v alcanza sus máximos positivos (rojo)
en la parte superior del vórtice derecho (círculo negro) y en la parte inferior del vórtice
izquierdo; y alcanza su velocidad v máxima negativa (azul), en la parte superior del vórtice
izquierdo (círculo negro) así como en la parte inferior del vórtice derecho (círculo negro).
En la línea horizontal punteada de negro que pasa por el centro de los vórtices la velocidad
v es cero.
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Figura 3.5: Dipolo (par de círculos negros) moviéndose en la dirección y. La velocidad v máxima
negativa en azul y la velocidad v máxima positiva en rojo.

Se llamará componente de velocidad v a la que lleva la dirección perpendicular de
propagación del dipolo, que es la coordenada x. En la figura (3.6) podemos ver en 3D la
distribución de la velocidad en dirección perpendicular a la propagación del dipolo. En
esta misma figura se pueden observar las curvas de nivel en el plano XY.

Figura 3.6: Componente v del campo de velocidades, en la dirección x. Resultado experimental.

En la siguientes gráficas (3.7) se puede ver en 2D la distribución de la velocidad v en
dirección perpendicular a la propagación del dipolo, tanto del caso experimental como el
analítico.
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Figura 3.7: (a) Distribución de la velocidad v experimental del dipolo en el plano XY. (b)
Distribución de la velocidad v analítica del dipolo en el plano XY.

3.1.4. Vorticidad ω

Se buscaron imágenes que mejor representaran a la vorticidad. En este caso la imagen
con el tiempo 13.2 segundos fue la que mejor se apreciaba, así como también se buscó en
el eje y de los datos experimentales el punto donde se tuviera la mayor vorticidad, el cual
corresponde al índice 17 que tiene el valor de y = 0.02257m. En la figura (3.8) podemos
ver en 3-D la vorticidad.

Figura 3.8: Componente v del campo de velocidades, en la dirección x. Resultado experimental.

En la figura (3.9) se puede ver en 2-D la vorticidad ω tanto del caso experimental
como el analítico.
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Figura 3.9: Vorticidad ω del dipolo en el plano XY. Comparación entre los resultados experi-
mentales (izquierda) y la solución analítica (derecha).

La figura (3.10) nos muestra cómo es la vorticidad ω para un valor constante de y
tanto del caso experimental como del analítico. Las barras de error se pusieron como ±σω
que es la desviación estandard de la vorticidad.

Figura 3.10: Comparación entre los resultados experimentales y la solución analítica. Vorticidad
ω vs x. Los puntos azules son los resultados experimentales y la línea roja continua son los valores
analíticos.
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3.1.5. Circulación Γ

Para determinar la circulación sólo se consideró un vórtice del dipolo usando sumas
de Riemann para integrar.

Γ =

∫
A

ωds ≈
∑
i,j

ω(i, j)∆x∆y (3.1)

En la figura ?? se muestra el script realizado para dicho cálculo, (ver el apéndice D).
En la figura (3.11) se muestra el dominio de integración:

Figura 3.11: Cálculo de la circulación Γ tomando un vórtice del dipolo.

En la gráfica de la figura (3.12) se puede apreciar como varía la circulación con el
tiempo desde su etapa de formación, crecimiento hasta su madurez para finalmente pasar
a su destrucción. En el apéndice (D) se muestra un scrip realizado para dicho cálculo.
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Figura 3.12: Etapas de la circulación variando con el tiempo del sistema dipolo. La curva roja
es para uno de los vórtices y la curva azul es para el otro vórtice.

Haciendo un ajuste polinomial de 6to grado a saber: P (x) = 0.0001x6 − 0.006x5 +

0.0744x4 − 0.0977x3 − 1.8832x2 + 8.5958x− 5.7898 se obtiene la gráfica (3.13).
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Figura 3.13: Circulación con un ajuste polinomial de 6to grado.

3.1.6. Función de Corriente ψ

Para calcular la función de corriente ψ experimental se resolvió la ecuación de Poisson
por métodos numéricos usando diferencias finitas y el sistema de ecuaciones se resolvió
usando el método iterativo de Gauss-Seidel, (ver apéndice A) y con los datos numéricos
que arrojó el PIVlab (ver apéndice C). En la figura (3.14) se observa una de las gráficas
obtenidas en el tiempo t = 11.56 s que corresponde a la imagen 289 arrojada por PIVlab.
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Figura 3.14: Imagen de la función de corriente ψ del dipolo experimental en el tiempo t = 11.6

s. La tolerancia utilizada para obtener este resultado fue de 4.7× 10−6

3.1.7. Cálculo de la constante k

Para el cálculo de la constante de proporcionalidad k, se adimensionalizaron las can-
tidades ψ y ω como sigue

ω∗ =
ωRo

U
y la ψ∗ =

ψ

RoU
(3.2)

donde Ro que es el radio del cilíndro, es la longitud característica y U es la velocidad
característica.

Así pues, al igualar (ver ecuación 1.14)

ω∗ = kψ∗ (3.3)

ωRo

U
= k

ψ

RoU
(3.4)
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quedando ω = k
R2

o
ψ

Por tanto se puede prescindir de la U característica.
En el cálculo de la constante de proporcionalidad k analítica se graficó ψ vs ω como

se puede ver en la figura (3.15), de ésta se tomaron 5 pares de números (ψi, ωi) y (ψj, ωj)

para que a través de la fórmula pendiente y dos puntos, k =
ωj−ωi

ψj−ψi
y haciendo un promedio

se obtuviera un valor de k = 14.68.

Figura 3.15: Cálculo de la pendiente k del modelo analítico, tomando dos pares de puntos.

Como en este trabajo se consideró la suposición que hicieron Lamb-Chaplygin de que
la vorticidad ω fuera proporcional a la función de corriente ψ, esto es:

ω = kψ (3.5)

Reacomodando a como se hizo:

ψ =
1

k
ω (3.6)

El valor analítico de 1/k es 0.0681. Para determinar el valor de 1/k experimental uti-
lizamos el método de mínimos cuadrados obteniéndose un valor de 0.062 ± 0.036 lo cual
es bastante satisfactorio y la ordenada al origen es de 0.050 ± 0.047 como se muestra en
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la tabla (3.16). En la figura (3.17) se puede observar que en dicha gráfica las barras de
error para la ordenada al origen y son muy pequeñas.

Dado que los valores calculados para ψ de manera experimental no están centrados
en el origen, se hizo un desplazamiento, al igual que se hizo con la coordenadas X e Y.
Asimismo, el valor URo entre el que se dividió la función de corriente para adimensio-
nalizarla (ver 3.2) es igual a 0.01, eso significa que la U característica es de 0.15 m/s
correspondiente a seis veces Uo, definida en la ecuación (2.4), misma que coincide con la
(2.6).

Figura 3.16: Cálculo de la pendiente m = 1/k experimental usando el método de regresión por
mínimos cuadrados.
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Figura 3.17: Gráfica de la pendiente 1/k usando el método de mínimos cuadrados.



Capítulo 4

Discusiones y Conclusiones

4.1. Discusiones

Se hicieron varias pruebas con los diferentes videos tomados. Con la cantidad de datos
adquiridos fue posible calcular el campo de velocidades y vorticidad usando PIVlab, los
cuales muestran el proceso de formación del dipolo de tal manera que fue posible ver con
detalle el fenómeno.

Otras técnicas utilizadas para medir flujos son la velocimetría Doppler láser y la
anemometría de hilo caliente. La principal diferencia entre PIV y esas técnicas es que
PIV produce campos vectoriales bidimensionales o incluso tridimensionales, mientras que
las otras técnicas miden la velocidad en un punto. Durante PIV, la concentración de par-
tículas es tal que es posible identificar partículas individuales en una imagen, pero no con
certeza para rastrearla entre imágenes. Cuando la concentración de partıculas es tan baja
que es posible seguir una partıcula individual se denomina velocimetıa de seguimiento de
partıculas, mientras que la velocimetıa de moteado láser se usa para casos en los que la
concentración de partıculas es tan alta que es difıcil observar partıculas individuales en
una imagen.

Partiendo de la hipótesis de que si concordarán los datos experimentales con el modelo
teórico, la hipótesis se acepta.

- Los datos obtenidos en PIVlab no tenían un sistema de referencia centrado en el
origen de coordenadas, así que fueron desplazados para poder hacer la comparación con los
resultados analíticos. Lo mismo pasó con el cálculo de la ψ experimental. Además, en este
mismo caso, como se debía comparar con resultados analíticos adimensionales, se tuvieron
que adimensionalizar los resultados experimentales. Pero como la velocidad característica
desaparecía en la adimensionalización, se definió como la velocidad característica 6Uo,
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pues fue una velocidad que coincidió en el cálculo tanto del gasto como en la velocidad
de desplazamiento del dipolo.

4.2. Conclusiones

En este trabajo de tesis se hizo, por un lado un experimento para determinar el campo
de velocidades, la vorticidad, la circulación y la función de corriente. Por otra parte, se
hicieron cálculos para obener expresiones analíticas de velocidad, vorticidad y función de
corriente para el dipolo de Lamb-Chaplygin. Se cumplieron los objetivos tales como que si
se pudo desarrollar un experimento del dipolo en 2-D usando la técnica de PIV. Asimismo,
se desarrolló la deducción de las expresiones para la vorticidad y la función de corriente
usando el modelo teórico de Lamb-Chaplygin.

Uno de los resultados obtenidos en este trabajo fue calcular la función de corriente
ψ, resolviendo la ecuación de Poisson usando el método interativo de Gauss-Seidel, ver
apéndice D al final de este trabajo. Asimismo, se determinó el campo de velocidaddes y
la circulación Γ. También se deteminó la constante k experimental, el cual es mi resultado
más importante poque me permite afirmar que mis resultados experimentales concuerdan
con el modelo de Lamb-Chaplygin.

Al hacer la adimensionalización de los datos experimentales y compararlos con el
modelo analítico se puede concluir que ajustan adecuadamente.

Se pudo demostrar que la técnica de Velocimetría por Imágenes de Particulas puede
ser usada en la docencia.
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Apéndice A

Ecuación de Poisson y Condiciones de
Frontera

Tenemos que la ecuación de Poisson es

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
= −ω

Al calcular las parciales por separado en forma numérica, tomando en cuenta que en
el experimento i = 26 que corresponde a la coordenada y y j = 43 que corresponde a la
coordenada x, tenemos

∂2ψ

∂x2
≈ ψi+1,j − 2ψi, j + ψi−1,j

∆x2

∂2ψ

∂y2
≈ ψi,j+1 − 2ψi, j + ψi,j−1

∆y2

Con lo cual obtenemos una expresión para la ecuación de Poisson en forma numérica
como sigue

ψi+1,j − 2ψi, j + ψi−1,j
∆x2

+
ψi,j+1 − 2ψi, j + ψi,j−1

∆y2
= ωi,j

Por otro lado, de la relación entre función de corriente y las componentes de velocidad
sabemos que:

∂ψ

∂x
= −v

y
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∂ψ

∂y
= u

Al pasar éstas expresiones a su forma numérica y evaluarlas para nx+ 1 y 1 y ny + 1

y 1 respectivamente nos quedan

∂ψ

∂x
|nx+1=

3ψnx+1,j − 4ψnx,j + ψnx−1,j
2∆x

= −vnx,j

∂ψ

∂x
|1=
−3ψ1,j + 4ψ2,j − ψ3,j

2∆x
= −v1,j

∂ψ

∂y
|ny+1=

3ψi,ny+1 − 4ψi,ny + ψi,ny−1
2∆y

= ui,ny

∂ψ

∂y
|1=
−3ψi,1 + 4ψi,2 + ψi,3

2∆y
= ui,1

Las condiciones de frontera resultan en ecuaciones adicionales

3ψi,ny+1 − 4ψi,ny + ψi,ny−1 = 2∆yui,ny+1

3ψi,1 − 4ψi,2 + ψi,3 = −2∆yui,1

3ψnx+1,j − 4ψnx,j + ψnx−1,j = 2∆xunx+1,j

3ψ1,j − 4ψ2,j + ψ3,j = 2∆xu1,j

Finalmente, despejamos ψi,j de la ecuación ∆2ψ = −ω y ψi,j en las fronteras de ∂ψ
∂n

= v

ψi,ny+1 =
2∆yui,ny+1 + 4ψi,ny − ψi,ny−1

3

ψi,1 =
−2∆yui,1 + 4ψi,2 − ψi,3

3

ψnx+1,j =
2∆xvnx+1,j + 4ψnx,j − ψnx−1,j

3

ψ1,j =
2∆xv1,j + 4ψ2,j − ψ3,j

3



Apéndice B

Uso de PIVlab

B.1. Software de Análisis

PIVlab es un software de velocimetría por imágenes de partículas de código abierto
(PIV) que no sólo calcula la distribución de velocidad dentro de pares de imágenes, sino
que también se puede utilizar para derivar, mostrar y exportar múltiples parámetros del
patrón de flujo. Una interfaz gráfica de usuario (GUI) fácil de usar hace que los análisis
PIV y el postprocesamiento de datos sean rápidos y eficientes.

En éste apéndice se mostrará los pasos que se siguieron para analizar los videos con el
software PIVlab ver figura (B.1). Lo primero que se hizo fue convertir el video en imágenes
(por medio del comando ffmpeg -i dipolo2.wmv -qscale 0 dip1_% 04d.jpg), después se
observó el video donde el vórtice se ve mejor. Se toma el tiempo donde empieza a salir y
el tiempo donde se disipa. Por ejemplo, en el video dipolo2 se observa que empieza a salir
en el tiempo t1 = 5 seg. y se disipa en el tiempo t2 = 30 seg. Así pues, como sabemos que
son 50 imágenes por segundo, entonces al multiplicar 50× 5 = 250 y 50× 30 = 1500. Lo
cual quiere decir que nuestro dipolo está entre las imágenes 250 y 1500. Así pues abrimos
el PIVlab desde Matlab y seleccionamos esas imágenes con add e importar ver figura
(B.2), luego definimos una distancia de referencia que en este caso es el ancho del canal
y tiempo entre imágenes en el comando “calibration“ ver figura (B.3), posteriormente nos
vamos a ”Analysis settings“ para definir nuestra región de interest ”ROI”, para definir el
tamaño de una celda nos vamos a “PIV settings“ dándole en el pass 1 (64,32) y en el pass
2 (32,16) dado que mis imágenes son de 720× 576 píxeles, al dividir 720 entre 64 nos da
11.25 y al dividir 576 entre 32 nos da 18, lo cual quiere decir que se traslaparan las celdas,
ver figura (B.4), luego nos vamos a ”Analysis“. Una vez terminado el análisis PIVlab
nos muestra los vectores generados. En seguida, vamos a ”post processing“ para quitar
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los vectores espurios y suavizarlos ver figura (B.5). Luego entonces podemos guardar los
datos en file =⇒ save =⇒ ASCII−file(x, y, u, v, vort) lo cual nos permite manipularlos
en Matlab.

En la figura B.1 se puede apreciar la interface de PIVlab.

Figura B.1: la interface de PIVlab.

En la figura B.2 se puede ver la selección desde la imagen 250 hasta la 1500, esto es 1250
imágenes y agregamos e importamos. Y como PIVlab toma dos imágenes consecutivas para
hacer los cálculos, entonces se obtuvieron 625 datos.
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Figura B.2: En esta imagen se puede ver como se seleccionó desde la imagen 250 hasta 1500 y
agregamos e importamos.

En la figura B.3 se selecciona una distancia de referencia que en este caso es de .04m
que corresponde al ancho del canal y un tiempo entre imágenes en milisegundos que en
nuestro caso es de 1/50 = .02s = 20ms.
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Figura B.3: En esta imagen se selecciona una distancia de referencia y se pone la distancia real
y tiempo entre imágenes en milisegundos.

En la figura B.4 se define el mallado.
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Figura B.4: En esta imagen se define el mallado, que en este caso nuestra área de interrogación
es pass1 (64,32) y la segunda área de interrogación es pass2 (32,16).

En la figura B.5 se puede observar el suavizado de vectores así como una región en
color rojo llamada ”mask” donde PIVlab no hizo cálculos para ahorrar tiempo de cómputo.
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Figura B.5: En esta imagen se puede observar el suavizado de vectores así como una región en
color rojo llamada ”mask” donde PIVlab no hizo cálculos para ahorrar tiempo de cómputo.

B.1.1. La exactitud del análisis de PIVlab

La calidad de las mediciones de velocimetría por imágenes de partículas digitales en
PIVlab fue extensivamente evaluada usando imágenes de partículas sintéticas con propie-
dades conocidas. Se determinó el efecto del diámetro de imagen de partículas, densidad
de las partículas, el ruido del sensor, la pérdida de pares de partículas, el desenfoque de
movimiento y de cizallamiento fue determinado y es reportado en detalle por Thielicke,
W (2014). Estas pruebas de calidad revelaron que la Transformada de Fourier Discreta
(DFT, por su siglas en inglés) usando la deformación de ventana supera la correlación
básica de Correlación Directa Cruzada (DDC por sus siglas en inglés) y la DFT, espe-
cialmente bajo condiciones difíciles. La carga de cálculo adicional es compensado por el
aumento de la robustez y precisión del algoritmo. En condiciones óptimas (imagen de par-
tículas de diámetro ≈ 3 píxeles, densidad de partículas ≈ 5 a 15 partículas por ventana,
sin ruido, sin pérdida de par de partículas, sin desenfoque de movimiento, sin corte) el
error de sesgo de los algoritmos de ventana de la deformación de PIVlab es menor que
0.005 pixeles y el error aleatorio es inferior a 0.02 pixeles ((Thielicke y Stamhuis, 2010)).



Apéndice C

Datos de PIVlab

En este apéndice se muestra cómo fue que se analizaron los datos arrojados por PIVlab.
En la siguiente imagen se muestra un ejemplo de un archivo que corresponde al tiempo
13.2 segundos, por ser este el tiempo en que mejor se ve el dipolo y dicho archivo lleva
por nombre: PIV lab_0330.txt de los 625 archivos que generó PIVlab.

Cómo se puede ver en la figura C.1 los datos que arrojó PIVlab son las posiciones
en x[m] y y[m] y las velocidades u[m/s] y v[m/s] y la vorticidad ω[1/s]. También en ese
mismo archivo se ven enumeradas dichas cantidades del 1 al 20 y por razones de espacio
no se pusieron las 1,462 que tiene dicho archivo.
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Figura C.1: Los primeros 20 datos y los últimos de las posiciones en x[m] y y[m] y las velocidades
u[m/s] y v[m/s] y la vorticidad ω[1/s] en el tiempo 330.



Apéndice D

Circulación

Se integró la circulación utilizando sumas de Riemann sumando áreas de rectángulos.
En la figura D.1 se muestra el script realizado para dicho cálculo.
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Figura D.1: Script realizado en matlab para la circulación.

Script para la circulación 
c lear; 
base='PIVlab_O'; 

Ro = 6.94e-5; 

N= O; 
fo r i=000 1: 0500 

N = N +1; 
n ombre=[base int2str{ i} '. dat '}; 
n om l=no mbre; 
a ij = n ombre; 
[ a b {1:1118, 1: 5, iJj = hdrload{nombre}; 

O"' 
n=O; 
fo r t= 1: 500 

N= O; 
n=n+l; 
fo r j=1:43 

fo r i= 1:26 
N=N+l; 
xÜ, i,t} = b{ N, 1,t} -0 .0003863/2; 
YÜ, i, t } • b {N,2,t}-0 .0003077/2; 
uÜ,i,t} = b {N,3, t }; 
vÜ, i,t} = b{ N,4,t}; 
wÜ,i,t} = b {N,5,t}; 

O"' 
O"' 

xa= xi Ro; 
ya = yjRo; 
d t= l i50; 
dx= x{2, 1,t} -x{ 1, 1,t}; 
dy= y{ 1,2, t }-y{ 1, 1,t}; 

% circu lación pos itiva 

s uma=O; 
fo r i=1:22-1 

fo r j=1:26-1 

s uma= s uma+{w {i,j, t }+w{i+l,j +l,t}}"'"dx*dy/2; 

O"' 
O"' 
circP(t}= s uma; 

% circu lación negativa 

% suma= O; 
% for i=22:43-1 
% fo r j=1:26-1 
%% 
% suma= s uma +{w {i,j, t } +w{i + 1,j + 1, t Jj"'"dx*dy/2; 
% end 
% end 
% 
% circ N{t }= s uma; 
tiempo{t } =t ~dt; 

%q uiver{x{:, :,330},y{:, :,330},u{:, :,330},v{:, :,330}} 
%p colo r{xa{:, :,330},ya{:, :,330},w {:, :,330Jj 
% cont o ur{xa{:, :, 330}, ya{ :, :, 330}, w {:, :, 330 Jj 
% sh~ding interp 
% v iew{0,90} 
% x labe l{' P opulati o n' , 'Fo ntSize ', 30, 'fo ntweight' , ' b ', ' co lo r' , 'r' }; 
% y labe l{' P opulati o n' , 'fo ntsize' , 30, 'fo ntweight' , ' b ', ' co lo r' , 'r' }; 

O"' 
% aux=mean{circ}; 
% circm{ l:t}= aux; 
%Para suavizar la c urva de circu lación 
pM 1= po lyfit{tiempo, circP, 6} 
fM l=polyva l{pM 1, ti empo}; 
plot {ti empo, fMl }; 
%plot{tiempo, circP, tiempo, circ N, 'r' } 
plot {tiempo, circP, ' . ', ti empo{ 1: 475}, fM 1{ 1: 475}, 'r' } 



Apéndice E

Teoría Potencial

E.0.2. Analogía con la Teoría Electromagnética

La ecuación (1.5), la cual relaciona el campo de velocidad ~u con la vorticidad ~ω, es
similar a la ecuación electromagnética ~J = ~∇× ~B/µ0, la cual nos da la dependencia,
bajo condiciones estacionarias de la densidad de corriente ~J sobre el campo magnético ~B

en el vacío. Abundaremos en este apéndice sobre esta analogía. Primero que todo, para
un fluido incompresible, el campo de velocidades ~u es una fuente libre - como el campo
magnético ~B - ya que satisface

~∇ · ~B = 0 y ~∇ · ~u = 0

Similarmente, recordando la ley de Ampere (relacionando la circulación de ~B a lo
largo de un contorno C, definido por el camino alrededor de un conductor llevando una
corriente I), el cual se escribe como

I =

∫ ∫
A

~J · d~S =
1

µ0

∫ ∫
S

(~∇× ~B) · d~S =
1

µ0

∫
C

~B · d~̀

donde d~̀= n̂` d`. Así, para la circulación en un paralelismo exacto, la ecuación

Γ =

∫
C

~u · d~̀=

∫ ∫
`

(~∇× ~u) · d~S =

∫ ∫
`

~ω · d~S

En ambos casos, la transformación desde la integral de superficie, a la integral de línea
a lo largo del contorno C sobre el cual la superficie es anclada, sigue el teorema de Stokes.
La circulación Γ es análoga a la corriente eléctrica I. También se representa, como se
ilustra en la figura (E.1) abajo, el flujo del vector vorticidad.
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Figura E.1: El cálculo de la circulación del campo vectorial ~U a lo largo de una curva espacial
cerrada C del flujo de ~∇× ~U a través de cualquier superficie A “anclada” sobre C. Dibujo tomado
de Guyon et al (2001).

La mecánica de fluidos tiene ciertas analogías con la teoría electromagnética, más
específicamente con la magnetostática. De las leyes de Ampere y de Gauss para el mag-
netismo:

~∇× ~B = µ0
~J (E.1)

~∇ · ~B = 0 (E.2)

se puede “emparejar” al campo magnético ~B con el campo de velocidades en fluidos ~u,
al producto de la permitividad magnética con la densidad de corriente eléctrica µ0

~J , se
asocia con la vorticidad ~ω.

De la ley de Biot-Savart:

~B =
µ0I

4π

∫
d~l × (~r − ~r′)
||~r − ~r′||3

=
µ0I

4π

∫ ~J × (~r − ~r′)dV
||~r − ~r′||3

de donde
I =

∫
~J · n̂ ds

Cambiando las variables:

~u =
1

4π

∫
~ω × (~r − ~r′)dV
||~r − ~r′||3

Así, la circulación Γ, dada por las ecuaciones (1.15) y (1.6), se relaciona con la co-
rriente eléctrica I multiplicada por la permitividad magnética. Cambiando las variables
correspondientes, de la ecuación (E.1) se obtiene la definición de vorticidad (ecuación 1.5),
y de la ecuación (E.2) se obtiene la ecuación de continuidad (para fluidos incompresibles).
Para que la analogía sea completa, se deben tener también las mismas condiciones de
frontera.

Ahora discutiremos las características paralelas de los efectos de una continua y uni-
forme densidad de corriente j, y una densidad uniforme de vorticidad, cada uno dentro de
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un tubo cilíndrico de radio r0, el cual es infinitamente largo y apuntando en la dirección
z (Figura E.2) (para r > r0, la densidad de corriente y la vorticidad se supone que deben
ser cero). Este ejemplo ayuda a ilustrar la correspondencia entre estos dos campos.

Este primer problema se corresponde con el campo magnético alrededor del alambre
recto llevando una corriente eléctrica con una densidad uniforme a través de la sección
transversal del alambre. El segundo representa aproximadamente el vórtice que puede
ser observado cuando un contenedor es vaciado a través de un hoyo circular. El campo
de velocidad ~u del fluido corresponde al campo magnético ~B en la dirección azimutal
alrededor del alambre, ambos con idéntica simetría. Se tiene la integral Γ =

∫
ωz2πrdr de

la vorticidad ω del fluido, sobre la sección transversal del vórtice del tubo, correspondiendo
una corriente total I =

∫
2πj r dr en el alambre.

La circulación de la velocidad Γ = ωzπr
2
0 es independiente de r siempre que r > r0.

que caracteriza a la fuerza del vórtice, y corresponde a la corriente total en el ejemplo de
la figura E.2(a).

Figura E.2: (a) Un campo magnético inducido por un alambre recto que lleva corriente eléctrica.
(b) El campo de velocidad del fluido genera un vórtice filamentario rectilíneo. Tomado de Guyon
et al (2001).

Para el caso de un dipolo de vórticidad, la analogía con la magnetostática es el de
un par de alambres rectos largos por los que pasa una corriente I en sentidos contrarios
(figura E.3).

Así, dentro del vórtice la velocidad aumenta linealmente con el radio y fuera de él
decae como 1/r. En este sentido, un vórtice induce una cierta velocidad en el otro vórtice,
por lo que el dipolo se desplazará también por la contribución de una componente de
velocidad autoinducida.

La función de corriente debida al sumidero lineal está dada por Kundu y Cohen (2002):
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Figura E.3: Alambres rectos largos por los que pasa una corriente I en sentidos contrarios. La
dirección de la corriente es la misma que la dirección del vector densidad de corriente ~J , la cual,
multiplicada por una constante representa a la vorticidad ~ω en la mecánica de fluidos. En este
caso la velocidad depende tanto del radio r como del ángulo θ (coordenadas polares). Tomado
de López Sánchez. (2013).

ψs(x, y) =
U

4π

√x2 +

(
y − H

2

)2

−

√
x2 +

(
y +

H

2

)2


donde H es la abertura del sumidero. Por otro lado, la función de corriente del dipolo es:

ψd(x, y) =
Γ

4π
(ln r1 − ln r2)

donde Γ es la circulación, r1 y r2 son las distancias desde el centro de los vórtices al punto
de observación.

La suma de los campos de velocidades del dipolo de vorticidad y del sumidero lineal
(ver figura E.4) es lo que la teoría potencial considera como el comportamiento de un
dipolo en un flujo periódico (Wells y van Heijst, 2003).

La velocidad autoinducida de traslación del dipolo en la dirección x es igual a:

ud =
Γ

2πa

donde a es la distancia entre los centros de los vórtices. Esa velocidad es dependiente del
tiempo, porque la circulación crece en la primera mitad del periodo de forzamiento.
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Figura E.4: Campos de velocidades del (a) dipolo, (b) sumidero lineal. Tomada de López Sán-
chez. (2013).
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