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Resumen

En este trabajo se realiza una descripcién estocastica del efecto espin Seebeck a partir de la ecuacién
de Fokker Planck. Mediante este efecto se pueden generar corrientes de espin, mediante un gradiente
de temperatura. Este efecto se ha observado en uniones entre un metal no magnético y un aislante
ferromagnético, en esta muestra existe un gradiente de temperatura, la temperatura en la muestra
crece en la direccién de un campo magnético externo, debido a este gradiente de temperatura, se
genera una corriente de espines en la union, que tiene la forma de ondas de espin en la direccion
del campo magnético. Debido a la existencia de fluctuaciones térmicas en la muestra, es necesario un
analisis estocastico, ya que que estas fluctuaciones afectan la forma en que la muestra se magnetiza.

Este fendmeno es una forma de generar corrientes de espines, con la finalidad de producir disposi-
tivos que permitan mayor velocidad para realizar calculos asi como menor consumo de energia.

La ecuacion de Fokker Planck permite analizar a este fenémeno como un proceso estocastico con
una distribuciéon de probabilidad que evoluciona en el tiempo. Dicha ecuacién se obtiene a partir de la
solucion de la ecuacion de Landau-Lifshitz-Gilbert, que es la ecuacion dindmica de la magnetizacion.

En el presente trabajo se habla de manera general del desarrollo de la espintrénica, asi como las
aplicaciones actuales de la espintrénica, esto es tema del capitulo 1. En el capitulo 2 se define el
concepto de proceso estocéstico, se profundiza en la definicion de procesos estocasticos de Markov,
como conceptos previos a los procesos de difusiéon, una forma de describir estos procesos es la ecuacion
de Fokker-Planck, que describe la evolucion temporal de una funcién de distribucion.

En el capitulo 3 se define el concepto de onda de espin, debido a que en el efecto espin Seebeck
una de las componentes de las corrientes de espin, son las ya mencionadas ondas o magnones, final-
mente se obtiene la ecuacion de Landau-Lifshitz-Gilbert, que es la ecuaciéon dindmica que describe la
magnetizacion en un ferromagnético.

En el capitulo 4 se obtiene la ecuacién de Fokker-Planck asociada a la ecuacién determinista de
Landau-Lifshitz-Gilbert, se encuentra la solucién a esta ecuacion, a partir de la solucién se obtiene la

evolucién temporal de los momentos estadisticos.



Capitulo 1

Introduccion a la espintromnica

La electrénica ha impulsado a la humanidad hacia un desarrollo sin precedentes a lo largo del siglo
XX, aparecieron dispositivos como el diodo y el transistor, que permitieron la existencia de dispositivos
jamas imaginados, como las computadoras, telefonos celulares, etc. A pesar de este desarrollo, la
electrénica ha encontrado algunas limitaciones para su avance, por ejemplo, la velocidad de transmision
de la informacion.

Con el descubrimiento de la Magnetoresistencia Gigante (GMR por sus siglas en inglés que denotan
Giant Magnetoresistance) en 1988, surge una rama de la fisica que se encarga de estudiar los fen6menos
en que la manipulacién del spin de los electrones, influye en el comportamiento del sistema, por lo que
se plantea el surgimiento de diodos y transistores que funcionen por medio del control del spin de los
electrones que se encuentran en ellos. El surgimiento de tales dispositivos constituye una revolucion

tecnologica, ya que el spin puede manipularse a mayor velocidad y a menor costo que un electrén.

1.1. Corrientes de espin

Una corriente de espines consiste en electrones en movimiento, en los cuales se toma en cuenta el
grado de libertad de spin de estos. El proceso por el cual una corriente de espines es producida, es
llamado proceso de inyeccién de espines, en el cual se introduce un espin desequilibrante dentro de
un conductor, este puede manipularse mediante un campo magnético externo, debido a la interaccion
entre el momento angular de spin y el momento angular orbital del conductor, la introduccién del spin
desequilibrante origina una polarizacién de spin, debido a que existe una cantidad distinta de spines
orientados hacia arriba y hacia abajo, el sentido de la circulacién de una corriente de spines depende

de la polarizacion de spines[6].

1.2. Desarrollo de la espintrénica

Se considera que la spintrénica inicia con el descubrimiento del fenémeno de la magnetorresistencia
gigante en 1988, de forma independiente por el grupo de Peter Griinberg en una tricapa cristalina de
Fe/Cr/Fe y por el grupo de Albert Fert en capas de Fe/Cr, motivo por el cual ambos recibieron el

premio Nobel de Fisica en 2007.
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El fenomeno de magnetorresistencia gigante consiste en una resistencia extremadamente alta, debi-
da al cruce de un electrén en una regién de multicapas, con magnetizaciones opuestas alternadas como
se muestra en la figura 1.1, para lograrlo debe cambiar continuamente su espin, lo cual se refleja en una
disminucion de su velocidad media, lo que aumenta dramaticamente la resistencia de este material.

En las multicapas de Fe/Cr estudiadas por el grupo de Fert, existe acoplamiento antiferromagnético
entre las peliculas de Fe debido a la presencia de las peliculas de Cr, por este motivo los momentos
magnéticos de otras capas de Fe son antiparalelas entre si, cuando el campo magnético es cero. En
la presencia de campo suficientemente fuerte, se puede superar el acoplamiento antiferromagnético,
por lo tanto, todos los momentos magnéticos de las capas de Fe son forzados a apuntar en la misma
direcciéon. Los electrones con una orientaciéon dada de sus espines son mas fuertemente dispersados,
que cuando viajan en un ferromagnético con la orientaciéon opuesta.|3]

Este aumento en la resistencia se mide por medio del parametro

R(H) — R(0)

1
R{0) x 100

o =
donde R(H) es la resistencia del material en presencia del campo magnético, y R(0) es la resistencia

cuando el campo es cero. En muestras de Cogs F'es se ha observado un valor de dy de 110 %.[19]

Figura 1.1: Fenémeno de magnetorresistencia gigante, se observa como la resistencia es mayor depen-
diendo del alineamiento de los momentos magnéticos de la muestr con un campo externo

En anos recientes ha crecido el interés en dispositivos que toman en cuenta el grado de libertad
de espin para manipular a los electrones mediante campos magnéticos, uno de los materiales mas
estudiados por sus propiedades para ser aplicado en la espintronica es el 6xido de Europio.[26]

Los grandes retos en este campo incluyen la optimizacién del tiempo de vida de los espines, deteccién
de la coherencia del espin, transporte de portadores espin polarizados a través de longitudes relevantes,

la manipulacién del espin nuclear y electrénico.
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1.3. Aplicaciones de las espintrénica y estado actual

El fenémeno de la magnetorresistencia gigante ha sido aplicado para el almacenamiento de infor-
macioén, en regiones muy estrechas. Se tiene contemplado el desarrollo de nuevos dispositivos como
el transistor de Datta Das, asi como dispositivos equivalentes a los diodos cuyo funcionamiento este
basado en el uso de corrientes de espin, lo cual permitiria una mayor velocidad en la transmision de
la informacién a un menor costo energético, por lo que podrian desarrollarse calculos a una velocidad
mucho mayor a la actual.[15]

Como se mencion6 el fenémeno de la magnetorresistencia se ha aplicado para el almacenamiento de
informacién, se han desarrollado dispositivos llamados valvulas de espin, que son generalmente aleacio-
nes de niquel hierro y cobalto, en los cuales se coloca un material no magnético, que es relativamente
insensible a campos magneticos de intensidad moderada, a este fenémeno se le llama fijacion. La otra
capa ferromagnética se llama capa libre, en esta capa la magnetizacion puede variar en la presencia de
un campo magnético.

En estos dispositivos, cuando una capa magnética se polariza, los portadores de carga alinean sus
espines con el campo magnético externo. Cuando un potencial excita, a través de una véalvula de espin,
los electrones espin polarizados conservan su alineacién mientras se mueven a través del dispositivo. Si
estos electrones se encuentran un material con un campo magnético apuntando en la direccién opuesta,
como se muestra en la figura 1.2, estos deben cambiar sus espines para encontrar un nivel de energia
vacio en el nuevo material. Este cambio requiere energia adicional que causa que el dispositivo tenga

una resistencia mas alta que cuando los materiales magnéticos se polarizan en la misma direccién.

Figura 1.2: Tlustraciéon de una valvula de espin. las siglas FM denotan capa ferromagnética (las flechas
indican la direccion de la magnetizacién), NM: capa no magnética. R denota la resistencia.
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Otro dispositivo desarrollado a partir de la espintronica, es la Junta magnética de efecto tinel,
formado por una capa fija y una capa libre, como las que se mencionaron anteriormente, estas capas
estan separadas por una capa de un aislante, uno de los materiales utilizados para este fin es el 6xido
de aluminio. Su funcionamiento esta basado en el fenémeno de magnetorresistencia, y ha permitido la
fabricacion de sensores de campo magnético, cabezas lectoras de discos duros, aislantes gilvanicos y
dispositivos RAM magnetorresistivos.

Los mayores retos en la actualidad para la espintrénica es el desarrollo de materiales ferromag-
néticos, se ha recurrido a semiconductores ferromagnéticos, debido a que su temperatura de Curie es
mas cercana a la temperatura ambiente, asi como materiales en los que la longitud de difusion de los

espines sea mayor.[10]

1.4. Efecto Seebeck

El efecto Seebeck, fue observado por primera vez, por el fisico aleman Thomas Johann Seebeck
en 1822. Seebeck observd que si se forma un circuito cerrado de dos metales distintos A y B, como
se muestra en la figura 1.3 , y se mantienen a distintas temperaturas 7'y T+ AT , si se conecta un

potenciometro entre los puntos a y d, el cual se mantiene a una temperatura Ty tal que 7' < Ty <
T+ AT.

Figura 1.3: Circuito de efecto Seebeck

Por medio derelaciones de Onsager,(las cuales expresan la igualdad de razones entre flujos y fuerzas
en sistemas termodinamicos fuera del equilibrio) Lfg 5= ngs, que son los coeficientes de transporte
para el proceso, i = 1,2, componentes de la matriz de Onsager. [17][13]

Cuando AT # 0 se puede medir una diferencia de potencial entre los puntos a y d . Para este

sistema se puede escribir la ley de Ohm para el sistema como J,; = —LgsV,T — LEpVrpg,, para este
arreglo no hay corriente eléctrica por lo que J.; = 0, considerando que S} = st
EE
2
Vorl s, —o = 722V, T = =SV, T (1.1)

donde p¢,; es el potencial electroquimico de los electrones, que se define como p¢;, = pe(T) — Fo,
donde pe;(T) es el potencial quimico de los electrones, F se conoce como constante de Faraday y ¢ es

el potencial eléctrico, S} es un parametro de transporte de entropia para el i-esimo metal, con i = 1, 2,
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este parametro mide la cantidad de entropia que porta la corriente de electrones cuando la temperatura
en el circuito es uniforme, el subindice r denota que el gradiente es con respecto a las coordenadas

espaciales.
Se puede establecer una relacion entre la diferencia de potencial Ag,q v la diferencia de temperatura

entre los metales.

T+AT
<m@u=—/ SpdT
To

de forma anéloga para las otras regiones
T
@Bt == [ sur
T+AT
To

(Apei)ap = = . SpdT

T+AT
(Ape) ga = = (Apgr) cq — (Apg)pe — (Apgy) o = /T (S *p —S*a)dT

Como los puntos a y d estan a la misma temperatura (Aug;),, = —FAdq, combinando estos

resultados se obtiene
1 [T+AT
A(bad = */ (S *B —S*A)dT
FJr

Esta expresion exhibe la relacion que existe entre la diferencia de potencial medida en la unién
metdlica y la diferencia de temperatura en esta misma.
Si consideramos que la diferencia de temperatura es muy pequena

dgf)ad o S*xp —Sx4
dar F

esta cantidad recibe el nombre de coeficiente de Seebeck[20]

1.5. Efecto espin Seebeck

En este trabajo sera analizado el efecto espin Seebeck, el cudl es el fenomeno analogo espintronico
del efecto Seebeck.

Se considera una placa rectangular de longitud L, en la cual se aplica un gradiente de temperatura
en la direccién z, como se muestra en la figura 1.4. La temperatura aumenta de forma lineal con la
distancia entre bordes de la placa, esto ocurre en placas planas, en el caso en que la conductividad

térmica de la placa es constante. [9]



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA ESPINTRONICA 8

Figura 1.4: Diagrama que representa la situaciéon descrita

La ecuacion que describe esta situacion es [25][24]

VAt~ ) = 35— ) (1.2)

donde p14; denota el potencial electroquimico para electrones con espines hacia arriba y hacia abajo
respectivamente.

En el material ferromagnético a partir de la ecuacion (1.2) se puede obtener la corriente de espines
como

— 1
I, = EV(UT“T — o) + (048t — 0y8)(=VT)

donde e es la carga del electrén, o4 es la conductividad dependiente de el espin y St | es el
coeficiente de Seebeck dependiente del espin, /iy el potencial electroquimico dependiente del espin para
electrones de conduccion.
La solucién imponiendo condiciones de frontera de J4 = 0 en los extremos de la placa es
sinh (%
( g) vT

— =eAS+ — §)——=5+
Hr —pp =€ ( T i)cosh(”\)

Se muestra que es solucién

0 sinh (5) cosh (5)
—eX(Sy — §))—— 2 VT =¢(S; — S AT
82’6 ( T i)cosh (%) e( T i)cosh (%)

0? sinh (£ e(Sy — S)) sinh (3 1
] BA(ST—SL)i(A)VT == 3) VT = < (ur — 1)
0z h

Esta solucién serd comparada con el caso en el que se agrega la contribucién de la entropia, con
el objetivo de conocer el momento en que esta contribucién se vuelve significativa. Para lo cual se
considera la relacion

1
Vi, = mvnm —eVo (1.3)

con N; | la densidad de estados dependiente del espin, ny | la densidad de portadores y ¢ el
potencial electrostatico, con lo que es necesario anadir el término de entropia incluida en el potencial
quimico dependiente del espin uf |, que se puede escribir como pt, | = pf | — e¢ donde pf | depende
de la temperatura y de la densidad n¢ | por lo cual se puede escribir

ous ous
Vg, = (({;T,J’) VT + ((97;71) Vng —eVe
n4 | ? T
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la cual se reduce a

Opg,y
= J T .
< 6T >nT ) V + V'U'T,»L

considerando que el gradiente de temperatura es uniforme
Wty == <6T” > (VT)$ +ﬁ¢$¢ (14)
n1,

7iy | debe satisfacer la ecuacion (6.1) por lo que combinando la ecuacién 6.1 para fi; | obteniendo

1 e

VEApr =) = 33 (e — ) = 335s(VT)z

donde la solucién es

senh (£
pr — py = eSs(VT)z — eX[Ss — (S — 5] 7(2)VT
cosh (ﬁ)
Ts= T2 - )15 - (5 - 8] |1 - 26D | o
2 ¢ cosh (%)

ag1r—0|
ortoy
Para el caso en el que L > ), el cual es un limite geométrico, se obtiene

donde op =04 + 0, ¥y pc = vy Sg es el coeficiente espin Seebeck.

Js = 51 =p2)[Ss — (Sy = 8] VT (L.5)
it — g = eSs(VT)z (1.6)

La corriente de espines que se produce, puede ser detectada al medir una diferencia de potencial
en la union,este puede ser detectado por efecto spin Hall inverso, un analogo en espintrénica del efecto

Hall, este voltaje se expresa por

Onr N ng

o (1.7)

Visog = —

donde el subindice I.SH F, significa Efecto Espin Hall Inverso, por sus siglas en inglés Inverse spin
Hall Effect,d es el angulo espin Hall asociado con un metal no magnético, Ly es el largo de una placa
no magnética y dy es su espesor, 1,y es el pardmetro de eficiencia de inyeccion de espines.
senh?(dn /2AN)

cosh(dn /AN)

1+ ONAF tanh(dN/)\N)
ORAN tanh(dp/)\p)

Nrp/N = (1-8)

donde el subindice N o F esta relacionado con el material ferromagnético o con el no magnético,
Ar,n es la longitud de difusién de espines. El voltaje espin Hall también puede expresarse como

Visae =0 (js) dnpne

De esta ecuacion se puede ver que el voltaje producido debido a efecto espin Hall esta directamente

relacionado con la corriente de espines producida entre la unién.
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En el mundo existen actualmente distintos trabajos en espintrénica, algundos dedicados a me-
jorar la tecnologia existente basada en el fenémeno de GMR, desarrollando nuevos materiales con
mayor polarizaciéon de espin. Sin embargo existen otros trabajos dedicados a estudiar nuevos medios
de produccién de corrientes de espines, algunos basados en el estudio de semiconductores que puedan
funcionar como las valvulas de espin antes mencionadas.

El propésito de este trabajo es encontrar como se comportan los primeros momentos estadisticos de
la magnetizaciéon en una muestra de un aislante ferromagnético, en unién con un metal no magnético,
debido a la influencia de fluctuaciones térmicas.

La magnetizaciéon de esta muestra estid directamente relacionada con la corriente producida en
forma de ondas de espin. El ferromagnético analizado es el YIG (Yttrium iron garnet), en unién con
platino, esta es una combinacion de materiales en donde el efecto espin Seebeck ha sido observado.

A lo largo de este trabajo se revisan distintos temas necesarios para estudiar el efecto espin Seebeck,
por ello en el capitulo 2 se presenta una introduccién a los procesos de Markov, asi como la obtencién
de la ecuaciéon de Fokker-Planck, a partir de una ecuaciéon mas bésica.

En el capitulo 3 se describe la forma en que se magnetiza un ferromagnético, asi como la forma en
que se producen las ondas de espin asociadas a este proceso.

En el capitulo 4 se encuentra la ecuaciéon de Landau Lifshitz Gilbert, asi como la ecuacién de
Fokker-Planck asociada a esta, asi como el primer y segundo momento asociado a la magnetizacion en
un ferromagnético.

Por 1ltimo se establecen las conclusiones de este trabajo, asi como una discusién de las perspectivas.



Capitulo 2

Ecuacion de Fokker-Planck

En este capitulo se hablara acerca de la ecuacién de Fokker-Planck, ya que esta modela la evolucién
temporal de una funcién de distribucién en el espacio fase, se discute su obtencion y el tipo de procesos
que describe, con la finalidad de entender la forma de aplicarla, asi como entender algunos ejemplos
didacticos en que esta puede resolverse.

Distintos procesos estocésticos pueden ser descritos desde varias perspectivas. Formulaciones bas-
tante generales involucran la ecuacion de Chapman-Kolmogorov, o la ecuacién maestra para procesos
Markovianos.

Si en particular el proceso Markoviano bajo consideracion esté caracterizado por distribuciones de

probabilidad muy estrechas, es entonces posible utilizar la ecuacién de Fokker-Planck

2.1. Procesos estocasticos

Un proceso estocastico X = {X (t), teT'}se define como una coleccion de variables aleatorias, donde
t es un parametro que pertenece a un conjunto 7', que suele definirse como el tiempo, X (¢) se define
como el estado del proceso al tiempo t. Si el conjunto 7" es discreto, se dice que X es un proceso de
tiempo discreto, por el contrario si 7' es continuo, se dice que X es un proceso a tiempo continuo.

Se llama una realizacién al valor que se observa de una variable aleatoria para un punto del espacio
muestral.

Existen procesos estocasticos con distintas propiedades, una de ellas es la propiedad de Markov, se
puede definir un proceso que cumple la propiedad de Markov, se dice que un proceso estocastico que
cumple esta propiedad si un estado futuro del proceso solo depende del estado actual del proceso, por
lo tanto no depende de estados anteriores.

Para definir formalmente un proceso de Markov se requiere de algunos conceptos previos que a
continuacion se discuten.

Se define una o-algebra a partir de la consideracion de un espacio arbitrario no vacio 2. Se define
una clase .# de subconjuntos de €2, como un campo, si contiene a Q y es cerrado con respecto a la

formacién de complementos y uniones finitas, esto se escribe de la siguiente forma:

\)Qe F
ii)SiAe F = A°c F

11
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ii)Si A, Be F = AUBec.F
iw)Si Ay, Ag,... € F => A1 UA € F

Las propiedades iii y iv se cumplen para intersecciones finitas. Si la clase .# de subconjuntos de €2
cumplen la propiedades mencionadas, se dice que forma una o-algebra sobre 2.

Se define la filtracién como una familia no decreciente {%;,t € R, } de sub o-algebras de .%#

FCF, CF paras<t

Se le llama a ;X = o(X,;s < t) la filtracion generada por el proceso estocdstico X¢, donde
0(Xs;s <t) denota la o-algebra generada por X,.[18][21][21, 28][21, 28]
La definicién formal de un proceso de Markov se enuncia de la siguiente manera

Definicién 2.1. Sea X;: un proceso estocdstico definido en un espacio de probabilidad (Q, F, ) y sea

FE la filtracion generada por {X;;t € Ry}. Entonces {X;;t € Ry} es un proceso de Markov si

P[X, € T|Z?] = P(T,t|X,, )

Para toda t,s € T cont > s yFE%’(Rd).

% (R?) corresponde a la o-dlgebra de Borel, que es la o-algebra mas pequenia generada por R

Un concepto importante para el caso de un proceso de Markov discreto es la probabilidad de
transicion, y la funcion de transicién, esto puede definirse como la probabilidad de que si se tiene el
estado inicial z,, al tiempo s, pueda estar en el estado x,4; al instante s,1, esta se denota como
P(Xpi1 = 2pi1| Xn = zp).

Otro concepto importante es la funcion de transicién que se define como

P(T, X, s) = P[X; € [|Z7]

la cual se puede asociar a todo proceso de Markov a tiempo continuo definido en un espacio de
probabilidad (Q2,.#,P), cuyos argumentos son el tiempo inicial s el tiempo y posicién X, el tiempo
final t y el conjunto I' € B(R%),#X se define como la filtracién generada por el proceso estocéstico

X, esta funcién cumple con la condicion P(RY,¢|X,,s) = 1, esta funcién satisface la ecuacion de

Chapman-Kolmogorov
P@ﬂ%ﬁZ/lﬂmeHWWM$
Rd

la ecuacion de Chapman-Kolmogorov significa que para un proceso de Markov, la transicion de x
al tiempo s al conjunto I' al tiempo t puede realizarse en dos pasos, el sistema se mueve de = a y
en un tiempo intermedio u, entonces se mueve de y a ' al tiempo t. Para calcular la probabilidad
de transicién de x al tiempo s a I' al tiempo t es necesario sumar sobre todos los posibles estados
intermedios y, para ello se recurre a la integracion. La funcion de transicion y la distribucién inicial de

X; son suficientes para definir de forma tnica un proceso de Markov.
P(C.t2,9) = [ plo.tle. 5)dy
r

Para este anélisis se consideran procesos de Markov cuya funcion de transicion tiene asociada una

funcion de densidad de la siguiente manera
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p(y,tlz, s) es la densidad de probabilidad de transicion, por lo que se puede encontrar la ecuaciéon

de Chapman-Kolmogorov

/p(y,t|x7s)dy:/ /p(y,t|z,u)p(z,u|m,s)dz
r Rd JT

como I' es arbitrario
potles)dy = [ plutle,wplz.ule, 5)ds
R

Un proceso de Markov consiste de 3 componentes, un término de arrastre, un término determinista,
es decir, puedo conocer con certeza el estado del sistema para cualquier tiempo, un proceso aleatorio y
un proceso de salto. Si el proceso de Markov es estacionario, la probabilidad de transiciéon no depende

de dos tiempos, solamente del intervalo, por lo que se denota de la siguiente manera
P(y2,talyr, t1) = Tr (y2y1)
con 7 = to — t1. La ecuacién de Chapman-Kolmogorov para esta funciéon se escribe como

Ty or (yslyr) = / T, (yaly2) T (yalys)dys

donde T4y =TT

2.2. Movimiento Browniano

El movimiento Browniano, es un movimiento aleatorio que se observa en particulas microscépicas
inmersas en un fluido, fue observado por primera vez por el biologo Robert Brown en 1827, al notar la
forma en que particulas de polen se desplazaban de forma aleatoria sin motivo aparente, sin embargo,
este movimiento se debe a la naturaleza disccreta de la materia. De manera general el fenémeno
puede ser observado si se sumerge una particula del orden de 1 um de diametro. Posteriormente
Albert Einstein en la busqueda de la confirmacién de la naturaleza atémica de la materia, obtuvo una
relacion entre el coeficiente de difusion, (que sera definido en secciones posteriores) y las propiedades

atomicas de la materia.

Definicién 2.2. Un movimiento Browniano unidimensional W (t) : Rt — R es un proceso estocdstico
de variable real de trayectoria continua tal que W(0) = 0, tiene incrementos independientes y para toda
t > s >0, el incremento W(t) — W(s) tiene una distribucion Gaussiana con promedio 0 y varianza

t — s ,es decir,la densidad de la variable aleatoria W (t) — W (s) es

g(z;t,s) = (27r(t _ s))%acp( - 2(;28)>

Para el caso n-dimensional se debe considerar a W (t) : Rt — R" es un vector de n movimientos

brownianos unidimensionales independientes

W(t) = (Wi(t),..., Wa(t))

La densidad del vector Gaussiano aleatorio W (t) — W (s) es
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n

g(x:t,5) = (277(7: _ s)> _jeacp< . 2('2”;)

La ecuaciéon de Fokker Planck sirve para obtener la distribucién de probabilidad de un movimiento

browniano en el espacio fase.

2.3. Procesos de difusion

Un proceso de difusién modela el movimiento de muchos individuos en un medio, con esto se puede
hablar de particulas, bacterias moléculas o incluso rumores. Este movimiento ocurre de regiones de
alta concentracién a lugares de baja concentracién, también puede decirse que el movimiento ocurre

de regiones de mayor potencial quimico a menor potencial quimico.

Figura 2.1: Forma en que ocurre un proceso de difusiéon

Para el anélisis de estos procesos, se considera una coleccién de particulas realizando una caminata
al azar en una dimension con escala espacial Az y temporal At y sea N(z,t) el nimero de particulas
en la posicion x al tiempo t. Cuando pasa el tiempo, la mitad de las particulas tiene la posibilidad de
moverse a la izquierda y la otra mitad a la derecha. Como s6lo la mitad de las particulas se mueve a

la derecha, este movimiento queda representado por

—%[N(x—i—Ax,t) — N(z,t)] (2.1)

El flujo de particulas J es la cantidad que atraviesa un elemento de area a durante un intervalo de

tiempo At con esto se tiene que

_ 1[N(@+Az,t) N(z,t)
T=3 " man T (abn (22)

Multiplicando y dividiendo por (Az)? se obtiene

B _(Aw)z N(z +Az,t)  N(z1)
~ 2aAt [ (Az)?) (AZL‘)Q)] (2:3)




CAPITULO 2. ECUACION DE FOKKER-PLANCK 15

¢z, t) = %ﬁ se define como la concentracién, que es el nimero de particulas por unidad de

N2
volumen . A la cantidad (33 se le llama la constante de difusion D con lo que la expresién anterior

resulta ser

J— —p[¥ Zf‘“) - ¢(§:’:)] (2.4)

En el limite cuando Az — 0 se obtiene de la ecuacién anterior la primera ley de Fick

99

J=- ox

(2.5)

Esta ecuacion implica que el flujo de particulas es proporcional al gradiente de concentraciéon en la
direccion x.
Considerando que la densidad de particulas no depende solo de la dimensién z, sino de 7(30, Y, 2)
y usando la ecuacién de continuidad %?t) + V- J =0 ya que se supuso que el flujo de particulas se
conserva .
Sustituyendo a J en la ecuacién de continuidad, se obtiene
96(7 1)

Tt V- (=DV¢(7,t)) =0 (2.6)

_>
—%(@C t) DV24(7,t) =0 (2.7)

La ecuacion 2.7 es la ecuacion de difusion, la cual describe procesos como los mencionados en la
seccion anterior, en algunos casos se le llama segunda ley de Fick.[4]
En el caso de difusiones que no siguen las leyes de Fick, se define un proceso de difusién como un

proceso de Markov con trayectorias continuas. Formalmente se puede escribir

Definicién 2.3. Un proceso de Markov X; € R con funcion de transicion P(T,t|x,s) es un proceso

de difusion si las siguientes condiciones se satisfacen:
i) Continuidad, esto significa que para toda x y toda ¢ > 0

1

lim P (dy,t|z,s) =0
t—st— s |y—fE‘>E

it)Definicion de coeficiente de arrastre, existe una funcion b(x, s)

XS:x>

definida como el coeficiente de arrastre del proceso de Markov

b(z,s) =limE

t—s

(Xt - Xs

iii) Definicion de un coeficiente de difusion, tal que existe una funcion X(x, s)
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X, — X,|?
Y (z,8) = h’mE(ttJ‘Xs :a:)
-

t—s

dicha funcion puede definirse como el coeficiente de difusion del proceso

2.3.1. Problema del caminante al azar

Como se mencioné previamente un proceso de Markov, es un proceso estocéstico en el que el estado
futuro no depende de estados anteriores, inicamente del estado actual, por lo que se puede decir que
los eventos pasados y futuros son estadisticamente independientes.

Un ejemplo de un proceso de Markov es el problema del caminante al azar unidimensional, el cual
puede ser estudiado como una serie de procesos de Markov sucesivos (a esto se le llama cadena de
Markov). Sera considerando el caso de electrones. Los cuales se mueven una distancia ! con velocidad
v antes de cambiar de direccion, el tiempo que tarda este proceso es 7 = % Ahora suponiendo que se
aplica un campo eléctrico que no acelere a las particulas de forma significativa. Esto se cumple cuando

|Av| = |[eET/m| < v

Ahora se considera a n(z, t) la densidad de particulas en x al tiempo ¢, a Ny el nimero de electrones,

a partir de esto se define la condicién de normalizacion

Figura 2.2: Esquema del problema del caminante al azar

El esquema del problema se muestra en la figura 2.2 donde se puede observar que la densidad de
electrones en la posicién = depende de los electrones que se encuentran en la posiciéon = — [ y tienen
probabilidad de moverse a la derecha Py y los que se encuentran en la posicion x 4+ [ y se pueden
mover a la izquierda lo cual tiene una probabilidad P_ al tiempo t — 7, de acuerdo con la teoria de la
probabilidad Py + P_ = 1.

Teniendo esto en consideracion, se dice que la densidad de particulas en la posicién z al tiempo ¢

esta dada por

n(z,t) =n(x+,t —7)P_+n(x—1,t —7)Py (2.8)

Expandiendo la ecuacion (2.8) por series de Taylor alrededor de (z,t) y definiendo
AP = P, — P_ se obtiene
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n(z,t) = n(e,t) + 1282 p _gonletip,  1p00n(et) o onle)

y simplificando
on(x,t) —l282 n(z,t)  on(x,t)
or 2 o2 T o

n(x,t) =n(x,t) — IAP———

on(z,t) 1 ,0%n(x,t) on(z,t)
— = [ AP——2~, 2.
ot 2l 02 - ox (2:9)
Se define la cantidad
1172 1
D = —? 2.1
o7 27 (2.10)

que corresponde a la tasa de difusion de electrones, se dice que el segundo término de la ecuacion

(2.9) es el arrastre de electrones, por lo que se define a vy de la siguiente forma

v— AP (2.11)
T

Bajo la consideracion de que AP < 1 se puede reescribir la ecuacion (?7?)

on(xz,t) D82n(x,t) _On(x,t)
ot 7 o2z ' on)

(2.12)

Ahora se mostrara que el segundo término de la ecuacion puede considerarse como el arrastre de
electrones, (2.12) ya que la existencia de este término, implica que todos los electrones se mueven a

velocidad vy a partir del valor esperado de la posicién

1 o0
T = N /_Oo an(z,t)dz, (2.13)
0 bien
- 1 % On(x,1)

sustituyendo de (2.9) , B"é?t)

oo y —oo la densidad de particulas es 0 se obtiene

- D (971 0 8n ,Ud 0o 00
T = N {x£ . —/ %das] N [:l?n(af,t)‘_oo —/_ n(x,t)dx] (2.15)

o0

Los tres primeros términos se anulan y por definicién el dltimo miembro de la ecuacion es Ny por

lo que el valor que se obtiene es vy como se habia planteado.
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Ahora se puede analizar en que region se pueden mover los electrones calculando las fluctuaciones
de la posicién
2 7% (2.16)

primero se calcula el segundo momento Z2.

7= (io / h xn(x,t)d:n)Q (2.17)

No J oo
= (/OtNio/_:x%dx)th (2.18)
_ (/Ot vddt))Q (2.19)
= (vat)’. (2.20)

Ahora se realiza el calculo z2

1 [
x :—/ an(z,t)dz,

[e.9]

para realizar este célculo se deriva la expresion anterior con respecto del tiempo obteniendo:

;: i/ xQde
_ ot

o0

se sustituye de la ecuacién (2.11) Wen la expresion anterior e integrando por partes obteniendo

prg D [xQ(?_n - _2/ x@dx} _ Y {,ﬁn(x,t)’m —2/ xn(m,t)dm}

N ﬁo 0r |- 0o ox —o0 0o

El primer y tercer términos se anulan, mediante integraciéon del segundo y cuarto términos y se

obtiene

2% = 2D + 2%, (2.21)

se toma el tiempo como variable de integracién 2.21 y se obtiene z2 = 2Dt + v3t? con toda la

informacién anterior se calcula o2 de la siguiente manera:
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0% = 2Dt + (v4t)* — (vgt)? (2.22)
= 2Dt (2.23)

Se propone para la ecuacion de difusion una solucion del estilo:

(2.24)

se hace el cambio de variable { = % y se toma la condiciéon de normalizacion ffooo f(Qd¢ =1y

sustituyendo en la ecuaciéon 2.12

"+ %g‘f’ +f=0, (2.25)

con f(0) =1, de 2.25 con esto se obtiene la solucién a la ecuacion de difusion para la densidad de

electrones como

N, 22
n(z,t) = ————einr. (2.26)

La velocidad v4 esta relacionada con el campo eléctrico dicha relacion se expresa por

—eT
m
se dice que coeficiente de proporcionalidad <=, es la movilidad electronica, fie, representa la facilidad
que tienen los electrones para moverse en el medio propuesto. Con esto se representa la ecuacion (2.12)

de la siguiente manera

on(z,t)
ot

on(z,t)
Ox

0
+ e —peEn(z,t) — D =0. (2.28)

Al término entre corchetes se le llama J, y por las hipétesis de conservaciéon asumidas cumple la

ecuacion de continuidad, por lo que a J se le considera como una corriente de electrones.

2.4. FEcuacion de Fokker-Planck

Como ya se ha mencionado la ecuacion de Fokker-Planck gobierna la evolucion temporal de la
densidad de probabilidad de un movimiento Browniano, esta ecuacion es una ecuacion diferencial

parcial de segundo orden.
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Figura 2.3: Region para derivacion de ecuaciéon de Fokker-Planck

Para construir esta ecuaciéon hay que considerar la probabilidad de encontrar una particula en
movimiento Browniano en el intervalo x — x +dx y v — v+ dv al tiempo t, para una realizaciéon de la
fuerza aleatoria £(t); considerando el espacio fase del movimiento Browniano como el vector X = (z,v)
que denota el desplazamiento y velocidad respectivamente. Se analizara el flujo de probabilidad sobre

el espacio fase, la velocidad X = (&, ?),la condicion de normalizacién es

(oo} [ee]
/ / dxdvp(z,v,t) = 1.
— 00 — 0o

Con estas consideraciones, la probabilidad de encontrar una particula en movimiento browniano es
P(Ap) = on dzxdvp(z,v,t), dicha regiéon se muestra en la figura 2.3, el cambio en el tiempo del flujo

de esta probabilidad sera

0 13} .
&P(AO) =5 //AO dxdvp(z,v,t) = —%p(x,wt)XdSo

0

que mediante el teorema de Gauss puede escribirse como
0 .
= dxdvp(z,v,t) = — dxdvVx - (p(z,v,t)X)
ot Ao Ao

El area Ay es fija por lo que se puede intercambiar la derivada temporal y la integracion, el area

de integracion es ademas arbitraria, por lo que se puede escribir con p(x,v,t) = p(t)

& 0(t) = ~Vx - (pl1)X). (2.29)

Para describir el comportamiento de una particula Browniana en un potencial, se recurre a las

ecuaciones de Langevin, esta ecuacién puede escribirse como

do(t) v 1 1
p7a —Ev(t) + EF(JT) + Eﬁ(t)
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donde F(x) = —4V/dz y v .La ecuacion (2.29) puede escribirse de la siguiente forma
Po(t) __aplt)) _ op(t))
ot Ox ov

por lo que sustituyendo las ecuaciones de Langevin en la ecuaciéon (2.29) esta toma la forma

op(t) _ Awp(t)) O ((=mv() + 1 F(@) + :£(1)) (b))

ot Ox ov
3/(;?) _ _3(1;;(15)) N %3(1)6()5(0) 3 %F(I)a(git)) 3 %g(t)a(git))
B0 3900 3 L2 00

se escribe esta ecuacion en terminos de operadores de la siguiente forma

dp(t - -
000) — Lop(t) ~ Luptt) (2.30)
donde estos operadores se definen como
L e I A B TR __Lepnd
Lo = ”ax * m v + m m ( )811 y o Ii= mf(t)ﬁv (2.31)

Como la variable £(t) se definié como estocastica, la evolucion de p sera distinta para cada realiza-
cion, por lo que se introduce una funciéon P(z,v,t)dzdv que representa la probabilidad de encontrar a
la particula en el intervalo = + dz y v + dv que se define como

P(z,v,t) = {p(z,v,1)),

Se propone que p(t) tiene la forma p(t) = e~ Lo'a(t) por lo que sustituyendo en (2.30) se obtiene
que

la cual se representa como

La solucién a esta ecuacion es
t A
o(t) = exp {/ dt’V(t')] a(0)
0

mediante un desarrollo en series de potencias
o(t) = i Yt ar'v(t) ' a(0) (2.32)
— nl 0 ’

Considerando que £(t) tiene media 0, es decir consideramos que £(t) es ruido blanco, al tomar el
promedio de la ecuacién (2.32) solo habra potencias pares, por las caracteristicas del ruido blanco.
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o0

(1)) = Z(;R),<(/Ot dt’V(t'))2n> #(0) (2.33)

n=0 ¢

Considerando que el promedio de un producto de 2n variables estocéasticas es la suma de todas
las posibles combinaciones de pares de promedios de estas, por ejemplo para el caso de 4 variables

estocasticas
(T1722324) = (T172) (T374) + (T123) (T224) + (T174) (T372)
por lo que tienen la forma
(12 -+ T2n) = (T172) (T3T4) - -+ (T2n—1T20) + - (2.34)

s s : : 1 (2n)\ (2n—2 2
por lo que el numero de combinaciones que pueden realizarse de variables son — (5') (*",%) -+ (3).

. L . . 2n)(2n—1) (2n—2
ya que existen n! combinaciones identicas, lo que da como resultado (%%% e %), esto se
(2n)!
2nnl?

puede expresar como lo que significa que es el nimero de sumandos que aparece en la ecuacién

(2.34).
N 2n N n

En la ecuacion (2.33) el término (fot dt’V(t’)) puede descomponerse como (fot dt;V(t;) fot dth(tj))
(2n)!

5mor sumandos de términos identicos, lo que lleva a la

por lo que al tomar el promedio de este habra

ecuacion(2.33 ) a la forma

(o (1)) = [i(;), (5 ity / L, (Pev o))

la serie de la ecuacién 2.35 converge a

(o)) = [exp (; /Ot dt /Ot dt, <V(t2)17(t1)>)

Al recordar la forma del operador V(t) definido en la ecuacion (2.31) se realiza la integral de la

] (0) (2.35)

] a(0) (2.36)

ecuacion (2.36)

L (" i [ty (V) 9 ('l iots O i 0 i
— - _J _ ota ¥ _—Lo(ta—t1) Y _—Lot1
(2 /0 dtg/o dtl <V(t2)V(t1)>£> 2m2 /O dtg/o dt1§(t2 tl)e ave 8’[}6

t . 2 R
— g / dtleLOtl iB*LOtl
2m? J, ov?

Con lo que se obtiene que

' oty 9% it
(cr(t))exp</0 dtie "lwe “1>

Derivando esta expresion con respecto del tiempo se obtiene la ecuacién de evolucién que tiene la

siguiente forma

do(t) _ g t o foty 02 —Bots) hot 82 —Pot
2 = gzeap ( fy dhietot ge et gze

esta ecuacion se puede escribir como

d{o(t ;0% _;
<d§ )> ;ﬁeLOtwe Lot <O’(t)>
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D= 9
272
En términos de la densidad definida previamente p(t) = e~L0to(t), se escribe como p(t) = U(t)o(t)
derivando con respecto del tiempo se obtiene

d{p(t))
ot

9 (a(t))

= —Lo (p(t)) + U(t) ot

Se puede con esto obtener que

op  oP 0 y 1 g O°P
i aa;+a[( m+mF<f”>)P}+2mzav

que es la ecuacion de Fokker Planck para un movimiento Browniano.[11]

2.5. Derivacién general de la ecuacion de Fokker Planck

De manera més general se puede obtener la ecuaciéon de Fokker-Planck, partiendo de la forma
diferencial de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov. Esta ecuaciéon es llamada ecuacién maestra, la

cual se representa como
B
aTr(yslyﬂ Z/{W(y3|y1)Tr(yz|y1) W (y2lys)Tr (yaly1) }

otra forma de escribirla es

o / (Wl )Py 1) — W/ |y) Py, 1)} dyf

donde W (yl|y’) denota la probabilidad de transicién por unidad de tiempo de y a y'.
Para derivar la ecuacion de Fokker-Planck hay que expresar a W como funcién del tamano del salto

y del punto inicial
Wyly) =W(y'sr), r=y—y
Con esta funcion la ecuacion maestra tiene la forma

9F( y, /W —r;7)P(y fr,t)drfP(y,t)/W(y; —r)dr (2.37)

Se considera que solo ocurren saltos pequenos, lo que implica la existencia de § > 0 tal que

W(y'sr) =0 para |r| >4
W(y' + Ay;r) = W(y'sr) para |Ay| <0

Otra suposicion es que la solucion P(y,t) varie lentamente con y, lo que permite desarrollar la

ecuacion (2.37) en términos de series de Taylor
Sl — [ wn) Pty =ty — [ 0 (W) Py} dr
w3 [P PO dr = Plt) [ Wl -
1 [, 0?
—— [ WP O dr+ 5 [ (WP
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se realiza una expansiéon tnicamente hasta términos de segundo orden, ya que se considera la
hipétesis de saltos pequenos, por lo que terminos de orden mayor son despreciables.
Se definen los momentos de salto como

a'n:/TnW(y;r)

con lo que la ecuacion de Fokker-Planck toma la forma general

oP(y,t) D 18
T——@{a()P}+232{G2() } (2.38)

Esta ecuacién constituye la base del trabajo realizado, ya que mediante ella se describe la dindmica

del efecto espin Seebeck.

2.5.1. Resolucion de la ecuacion de Fokker-Planck

El ruido blanco Gaussiano debe cumplir las propiedades
€@ =0
Promedio nulo, sobre las realizaciones del ruido y sobre el ensamble de las condiciones iniciales
(§(t1)&(t2)) = 2Do(t1 — t2)

es decir que la correlaciéon es instantanea.
La ecuacion de Fokker-Planck para la velocidad de una particula en movimiento Brwoniano se

puede escribir como

OP 0 D %P
o Ve WPt 552

Si se multiplica la ecuacién por v y se integra de la siguiente manera

oP 0 D 5‘2P
/vﬁdv ’y/va— (vP)dv+ — / dv

opP d
/vadv— %/vpdv

donde

integrando por partes el término
/U— (vP) dv—vPvQ—v/dev
=—7(v)

si se procede de la misma manera con el término
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#P, 0P o,
U@?ﬂ U_v(% ov v
=0
d
4 ) =~ (o)

de manera anéloga se puede encontrar la ecuaciéon de evolucién del segundo momento al multiplicar
por v? e integrar se obtiene la ecuacién de evolucién

d

T <112> = -2y <1)2> +D

Las soluciones a estas ecuaciones son

(v) = voe "

<112> = v%efﬁt + D~ (1 - 6727’5)

Con esto el proceso estocastico queda determinado completamente de forma tnica a partir de la
soluciéon de la ecuacion de Fokker-Planck.
Otro caso de la ecuacion de Fokker-Planck es la ecuaciéon de difusién para movimiento Browniano

en el caso libre [7]. Dicha ecuacion tiene la forma

2
or _ ua—]; + (81; + kBTa) (2.39)

ot 0 ov m Ov?

Integrando la ecuacién (2.39) con respecto de x, se resolvera esta ecuaciéon para la distribucion mar-
ginal Py (v,t) = [ dxP(x,v,t), tomando el hecho de que [ dzd,P(z,v,t) =0y que P(z = +o0,v,t) =0

se obtiene la ecuacion

oPy 0 kgT 02
o V(av’”mw> Py (240)

la ecuacién (2.40) tiene la forma general de una particula sobreamortiguada, que se mueve en un

potencial armoénico, por lo que se puede escribir como

70, P = 8,(yP) + DI, P (2.41)

Para resolver la ecuacion (2.41) se introduce la funcion caracteristica. Esta se define para una
variable aleatoria X , como el valor esperado de e?*X | esta funcién se denota como G(k), con k un
parametro real, y tiene la propiedad de que G¥)(0) = i* E[X*].

Introduciendo la funcién

. 1 )
G(k,t) = / dye* P(y,t),  P(y,t) = o / dke= ™G (k, 1),

s
en la ecuacion (2.41) se obtiene

70;G + kOyG = —DE*G (2.42)

la ecuacion (2.42) puede resolverse por el metddo de caracteristicas, en este método si se tiene una

ecuacién diferencial de la forma
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of

of
P% R

+ Q87y = (2.43)

con u(z,y, f) =ayv(x,y, f) =b, soluciones del sistema subsidiario

dvr dy df

P Q@ R
la solucion general de la ecuacion (2.43), es una funcion h de u y v tal que h(u,v) = 0.
El sistema subsidiario para la ecuacion (2.42) es

dt_dk___dG

T =% " DRG (244)

con lo que considerando la ecuaciéon 2.44

k= aet/™

con lo que a = ke t/7 = .
Para la ecuacién —Dkdk = dG /G, mediante integracion directa se obtiene —3 Dk? = In G+ ¢ donde
se obtiene que v = e~ 3P¥* G = b.

La solucion h(u,v) = 0 puede hallarse considerando a v = ¢(u), con este hecho la solucion es

G = eféDkQQS(ke*t/T)

la solucion para condiciones iniciales P(y,t) = 6(y — yo) que es equivalente a la condicion G(k,t =

. . . 1 2
0) = e?*¥_ con esto se obtiene que ¢(k) = e*¥0+3D% con ello

1
G(k,t) = exp (iyoe‘t/fk - 5D (1 - e—Qt/T) k2)

una vez obtenida G puede obtenerse la funcién P, la cual se expresa como

- ! exp _M
\/27rD (1 —e=2t/7) 2D (1 — e=2t/7)

P(y,t)

2.6. Formalismo para describir ecuaciones diferenciales estocés-

ticas no lineales

En esta secciéon se realiza una revision de la metodologia propuesta por Van Kampen[11], con
el propésito de encontrar una ecuacién estocéstica asociada a una ecuaciéon determinista no lineal,

primero para ello se analiza el caso de ecuaciones lineales.

2.6.1. Ecuaciones diferenciales estocasticas lineales

Supoéngase una ecuacién diferencial de la forma

=At)u ={Ap+aAi(t)}u (2.45)

donde u es un vector, Ag es una matriz constante, A;(t) una matriz aleatoria, y o es un parametro

que mide la magnitud de las fluctuaciones en los coeficientes. A;(t) se considera una matriz con tiempo
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de autocorrelacion finito llamado 7., esto significa que a dos tiempos |t; — ta| 2 7¢,por lo que se pueden
tratar los elementos de matriz A(¢;) como estadisticamente intependientes de A(t2); el parametro o,
se considera pequefio, se considera ademés que (A; (t)) = 0.

Considerando la ecuacion (2.45), se transforma a la representacion de interaccion de la siguiente

forma

u(t) = ettou(t) (2.46)

Con esta transformacion la ecuacion 2.45 toma la forma

b= e A () eMov = aV (t)v (2.47)
La solucién a segundo orden en potencias de « con v (0) = u (0) = a es

t t t1
v(t) :a+a/ dth(tl)a+a2/ dtl/ dtsV (1) V (t)a+--- . (2.48)
0 0 0

(v (1)) =a+a2/0tdt1 / dta (V (1) V (2)) @

La aproximacion a segundo orden es vélida minetras los ordenes superiores son pequenos, esto se

considera para at < 1.
t t
(v(t) =a+ a2/ dtl/ dr{V(t)V(t1—7))a (2.49)
0 0

para t; > 7. el limite superior puede ser reemplazado como infinito, si el integrando se anula. Por

lo tanto 2.49 se escribe como
(v(t)) =a+o? /Ot dt, /000 dr{V(t)V(t1 —7))a (2.50)
derivando con respecto del tiempo 2.50
9 (v (t)) = a? /OOO dr (V) V (t —71))a.

Tomando la transformacion inversa de 2.46 se obtiene que la ecuacién estocastica asociada a la
ecuacion diferencial es

O (u (t)) = [Ao + o? /000 dr (Ay (t) e Ay (t — 7))y e ™| (u(t))

2.6.2. Caso no lineal

Para esto se debe considerar una ecuacion determinista que tenga la forma

Wy, = F,(u,i;y(t))

Donde y(t) representa una realizacion, o un valor observado para una variable aleatoria Y (¢).

La ecuacion representa un flujo sobre el espacio u, la variacion temporal de la densidad p de este

flujo, se puede representar por medio de la ecuacion

% _ EV: 8%” {F,(u,,y)(t)p}
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Al considerar todas las realizaciones de Y (t) con sus respectivas probabilidades, la ecuacion se
convierte en una ecuacion estocéstica para p(u,t).

Si la ecuacion diferencial no estocastica tiene solucion tal que u,(0) = a,, la ecuacion estocastica
sera resuelta con la condicion p(u,0) = 6(u —a) = [[, 6(uy, — a,) donde puede demostrarse que
(p(u, 1)) = P(u,t).

Para construir la ecuacién estocastica es necesario resolver la ecuacion determinista, el siguiente
paso sera realizar una expansion del término F, (u,t;y(t)) para pequeflas fluctuaciones de la siguiente

manera
Fy(u, t;y(t) = FSO(u) + aF ) (u, t)

donde Fﬁo)(u) cumple con ser un termino no estocastico y con la consideracion <F51)(u,t)> =0

sustituyendo estas suposiciones en la ecuacion de flujo, se obtiene

plust) = {Ao(u) + adi(u;t)} p

d
con Agp = — - FOu)p
Aip = -2 O (st

1P = ou, v (u’ )P

Para casos con las caracteristicas de FV(O)(u)7 Flgl)(u7 t) se puede eliminar a Ay transformandola al

esquema de interacciéon
u(t) = etou(t)
b = ae A (1)t = aV (t)

La solucién a esta ecuacion con la condicion u(0) = v(0) = a es

t t t1
U(t) =a-+ Oé/ dtl‘/(tl) + 052/ dtl / dtQV(tl)V(tQ)a =+ ...
0 0 0

Considerando el promedio con a fija solo a segundo orden

t t1
(v(t)) = a+a2/ dt1/ dty (V(t1)V (t2))
0 0
Para que la aproximaciéon a segundo orden sea buena, se debe considerar que at < 1.
t t
<’U(t)> =a-+ az/ dtq / dto <V(t1)V(t1 — 7')>
0 0

Llamando a 7. el tiempo de auto correlacion de A;(t),; consideraremos que la expresion anterior
puede ser usada para t > 7. con la suposicién de a1, < 1.Para t; > 7, el limite superior de la integral

puede ser sustituido por infinito de la siguiente manera

(v(t)) = a+a2/0 dty /OOO dr (V(t)V (t; — 7))
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Como esta funcion es solucion de la ecuacion diferencial a segundo orden

Oy (v(t)) = 062/ dr (V()V (¢ = 7)) (v(t))

0

En su representacion original la evolucion temporal de (v(t)) se escribe como
O (u(t)) = [Ao + a2/ (A1 (t)e' M A (t — 7)) e_TAOdT} (u(t))
0

Una expansion equivalente para el caso que corresponde a la construccion de la ecuacion estocastica

es
By (p(u, 1)) = 2 FO () (p(u, 1)
) auu 1% )
+a? 4 /00 dr F(l)(u T)eTAoiF(l)(u t—7) e~ 4o
T v Au,, "
o (p(u,t)) = — 0 FO (u) (p(u,t)) + o 0 / T FM (u T)eTADiF@)(u t—71))e Ao
’ Ou,” ’ T v Qu, "

e~t40 actuando sobre cualquier funcién f(u), corresponde a la solucién para la parte no perturbada
de la ecuaciéon de Liouville, por lo que e~*4° f(u) es la solucién ¢(u,t) de

et - —aiy FO) (w)p(u,t) ¢(u,0 = f(u)

L

(u")

¢(u7 t) = d)(uit’ O)

ut = FO (u!

~—

(2.51)

Se puede escribir

eTAO 0

G Pt = )P )T =

d(u) d(u) Ouy”

1
Fp(b )(u, t—7)P(u,t)

por lo que la ecuacién diferencial estocastica a partir del calculo determinista resulta

OP(u,t) 0

_ (0)
Y 6UVF,, (u)P(u,t)

+ a2 a(zy /0 ~ <F§1>(u; t) dg(tu;) . ua_T (FO (u,t — T)> P(u,t) diﬁfz) (2.52)

la cual tiene la forma de la ecuacion de Fokker Planck, los indices repetidos denotan notacién de
suma.

Considerando el caso en el que 7.|F(?)| < 1 esta ecuacién puede escribirse como
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6P(U, t) 0 (0) 82
F7 () + Ou, Ouy,

ot o _8u,, v

(B (u)P) (2.53)

B, (u) = a? /OOO <F£1)(u;t)FM(u_T;t - 7')> dr

Un ejemplo ilustrativo acerca del método empleado es el caso de un oscilador.
Para esto se supone una paricula, que se mueve en una dimension, dicha particula esta sometida a
una fuerza K (x), una fuerza de friccion —v& y una fuerza aleatoria a(t). Por segunda ley de Newton

la ecuacion de movimiento de la particula (considerando que tiene masa unitaria) tendra la forma
&+t = K(z) + a&(t) (2.54)

Aunque en principio el método fue planteado para ecuaciones diferenciales dindmicas de primer

orden, en este caso se recurre a escribir & = v en la ecuacién 2.54
0+ yv = K(z) + a&(t)
se despeja v obteniéndose
0= K(z)+a&(t) —yv (2.55)

identificando términos se observa que Fl(o) = v, de la ecuacion 2.55 se obtiene que FQ(O) = K(x)—~yv

y F2(1)(t) = (), por lo que P es funcion de z y v; utilizando la expresion 2.53 se obtiene que

oP _ o(F"P) A(F"P) PP [ [/ )0 )
ot dx v +(“)112 /0 <F2 (DF (t_T)>dT

sustituyendo se encuentra que

o oK ("”3%‘ P gif <a2 /0 e - T)>d7>

la forma final de la ecuacion es la siguiente expresion, que corresponde a la ecuaciéon de Fokker-

T i NGO b gv + 57 (a2/0 <€(t)£(t - T)>dT)

A lo largo este capitulo se mostrd el formalismo detras de la ecuacién de Fokker-Planck, que
permitird analizar de manera estocastica el efecto espin Seebeck, por medio de esta ecuacion. En este
capitulo se introdujo el concepto de la funcién caracteristica, o generadora de momentos, que serd util
para resolver la ecuaciéon de Fokker-Planck, lo cual nos provee los momentos estadisticos del proceso

estocéastico asociado.



Capitulo 3

Descripcion de sistemas magnéticos

En este capitulo se establecen las ecuaciones dinamicas de la magnetizaciéon, asimismo se discute
un planteamiento para esgrimir el concepto de ondas de espin. Previamente se habla acerca de como
actila un campo magnético sobre un ferromagnético, con el fin de comprender los términos involucrados
en las ecuaciones dindmicas antes mencionadas. Se analiza este comportamiento debido a que estas

ecuaciones dindmicas dan origen a la ecuaciéon de Fokker-Planck.

3.1. Magnetizaciéon de ferromagnéticos y campos de desmagne-
tizacion

Como los materiales ferromagnéticos pueden ser altamente magnetizados por la accién de un cam-
po magnético, estos materiales poseen permeabilidad magnetica relativa del orden de 10% a 10%. Su
comportamiento ante un campo magnético es como el mostrado en la siguiente figura 3.1[23]

Figura 3.1: Curva de magnetizacién de un ferromagnético

A partir de un estado desmagnetizado, la magnetizacién se incrementa a lo largo de la curva

31
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mostrada en la curva OABC, hasta que llega al valor llamado magnetizaciéon de saturacion, en la
region OA el proceso de magnetizacion es casi reversible, esto significa que si el sistema se retira del
campo magnético, entonces la magnetizacién desaparece. La pendiente de la region OA es llamada
la susceptibilidad inicial y,, mas alld de esta regién, la magnetizaciéon no es reversible, si el campo
disminuye cuando el proceso ha llegado al punto B, la magnetizacién también lo hara, pero no a lo
largo de la misma trayectoria, es decir, BAO, sino a lo largo de la curva BB’ la pendiente de esta
curva es llamada susceptibilidad reversible x,.c,.

En la figura 3.2 se muestra la curva de histéresis de un ferromagnético, la cual serd descrita en
detalle. Se llama al punto C, el estado saturado, cuando un campo magnético es aplicado, como se
mencioné anteriormente, tomando el caso en que el sistema llega a su estado de magnetizaciéon méxima.
Supoéngase que en ese momento el campo magnético aplicado comienza a disminuir hasta llegar a 0,
la magnetizaciéon del sistema comenzaria a disminuir, pero no a lo largo de la trayectoria CBAQ, sino
que lo harfa a lo largo de la trayectoria CD, hasta un valor distinto de 0 para la magnetizacién, que

corresponde al valor D, a esto se le llama magnetizacién residual.

Figura 3.2: Curva de histéresis

Si el campo magnético sigue disminuyendo hasta valores negativos, la magnetizacién continta
disminuyendo hasta llegar a ser 0, este estado es alcanzado en el punto E, al valor del campo magnético
en el que este estado es alcanzado, se le llama campo coercivo, la porciéon DE de la curva es conocida
como la curva de desmagnetizacion; si el campo sigue creciendo en valores negativos, el material puede
alcanzar la magnetizacion de saturacién negativa, si el campo magnético empieza a aumentar hacia las
maagnitudes positivas, se observa que la magnetizacion del material sigue la trayectoria FGC.

La curva de magnetizacion de un material, no depende solamente de la susceptibilidad del ferro-
magnético, sino también de su forma. Cuando una muestra de tamano finito es magnetizada por un
campo magnético externo, los polos libres que aparecen en los bordes, producen un campo magnético,

que se opone al campo magnético externo, dicha situacion se ilustra en la figura 3.3.
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Figura 3.3: Efecto de desmagnetizacion en un material ferromagnético.

La intensidad de este campo denotado como H, es proporcional a la cantidad de polos magnéticos
libres y por lo tanto a la magnetizacién, este campo cumple la siguiente relacién

Hy=N-M

En el caso de una muestra rectangular los factores de desmagnetizaciéon pueden calcularse de la
siguiente manera; para calcular los factores de magnetizaciéon se requiere dividir la muestra en celdas

rectangulares, en este caso, el factor de desmagnetizacion se mide en el centro de cada celda, mediante
las siguientes expresiones|1]
1
N“(I‘) = E [arctan fl(l'v Y, Z) + arctan fz(_‘ra Y, Z) + arctan fl(xa -Y, Z)+
arctan f;(z,y, —z) + arctan f;(—z, —y, z) + arctan f;(z, —y, —z) +

arctan(—z,y, —z) + arctan(—zx, —y, —z) |

) — Gy -
(a=2) [(@=2)+(b—y)? + (c—2)°]

fy(z,y, @) = (Ziz)((jiZ) 511/2
(b—y) [(a=2)* +(b—y)?+(c— 2]

(a—a)(b—y) :
(=2 [(a=2)"+ -9+ (c—27|

fo(z,y, )

N — 1 I F,j(r,a,b,¢)F;;(r,—a,—b,c)F;;(r,a,—b, —c)Fi(r,—a, b, —c)
* Am F;(r,a,=b,c)F;;(r,—a,b,c)F;;(r,a,b,—c)F;;(r, —a, —b, —c)

iz
Foy(r,a,b,¢) = (c—2) + [(a — 33)2 +(b— y)2 + (c— z)ﬂ V2
Fyo(r.abc) = (- )+ [(a =P + (b - 9)? + (0~ 2]

) ,11/2
F..(r,a,b,c) = (b—y)+ [(a—x) +(b—y)?*+(c—2) }

donde a constituye la mitad del largo de la muestra en la direccién x, b corresponde la mitad del
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Figura 3.4: Esquema de un prisma rectangular

tamano en la direccion y y ¢ corresponde a la mitad del grosor en la direcciéon z, en la figura 3.4 se
muestra el esquema de lo previamente mencionado.
Otro componente del campo es la componente del campo de intercambio, esta se puede expresar

Ccomo
Hezch = sz M

donde A corresponde a la dureza de intercambio del material, este parametro es caracteristico de
cada ferromagnético.

Esta componente aparece en atomos cercanos que tienen electrones desapareados. esta interaccién
esta relacionada con el principio de exclusién de Pauli. Por lo tanto, bajo ciertas condiciones, cuando los
orbitales donde se encuentran electrones de valencia desapareados de d&tomos adyacentes se traslapan,
sus distribuciones de carga en el espacio, se encuentran mas lejanas cuando los electrones tienen espines
paralelos, con respecto a cuando tienen espines opuestos. Esto disminuye la energia electrostatica de los
electrones cuando sus espines son paralelos, comparado con el caso en que los espines son antiparalelos,
por lo tanto, el estado de espines paralelos es més estable. En resumen, los electrones, que se repelen
unos a otros, pueden moverse més lejos alineando sus espines, asi que los espines de estos electrones
tenderan a alinearse, a esta diferencia de energia se le conoce como energia de intercambio[8], aunque
el origen de este fendémeno es debido a repulsion eléctrica y el principio de exclusion, esta interaccion

modifica la naturaleza magnética de un material.

3.2. Ondas de espines

Las excitaciones elementales de sistemas acoplados de espines son llamadas ondas de espines, estas
ondas pueden ser cuantizadas y reciben el nombre de magnones.[27][5][22]

En su estado base un ferromagneto tiene todos sus espines paralelos. Se considera un sistema de
iones magnéticos en R sitios de una red de Bravais, que pueden ser descritos por el Hamiltoniano

ferromagnético de Heisenberg
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N
A== S S(R) - S(R)I(R— R) — gupH Y. S-(R) (31)
RR’ R

donde J es un parametro de interacciéon, H es el campo magnético que actia sobre los espines
locales, que no necesariamente es igual al campo magnético aplicado, g es el magnetén de Bohr y g
es el factor de Landé.

El Hamiltoniano (3.1) se puede escribir, utilizando las relaciones de conmutaciéon del momento

angular como

N N
K == 3 SRS (R)I(R—R) - ; > S-(R)SR)IR - ) —gunl 3 SR) (32
es la integral de intercambio de energia.

Un magnoén es una excitaciéon colectiva de los espines de los electrones en una red cristalina.Los
magnones transportan una cantidad fija de energia y momento de red.

Para estudiar estas ondas se analiza un ferromagnético mediante el Hamiltoniano de Heisenberg a
bajas temperaturas . Se dice que a temperatura 0K el ferromagnético se encuentra en su estado base,
el espin promedio de cada ion es S, y la densidad de magnetizacién, conocida como magnetizacién de
saturacién es

N
M = gpp S, (3.3)

a bajas temperaturas el peso estadistico de los estados de més baja energia. Para construir los estados
de mas baja energia se analiza un estado |R), este estado cumple con

1
|R) = \/7—557(3) |0) (3.4)

el estado |0) es un eigenestado de S, (R) para todo R con eigenvalor méaximo S,
0)=T115)x (3.5)
R

El élgebra de los operadores de espin se define como

Siz| Si2) = Siz| Siz)

Sit] Siz) = /S(S+1) = Si. (Siz + 1)] Sz + 1)

Si | Si2) = /S(S+1)—=Si. (Si. —1)| Siz — 1),

el subindice 7 indica que se mide el espin en la posicion ¢ de la red .[?]
Los operadores de espin cumplen ademas con las relaciones de conmutacion [S;,, S;+] = £8;;S:+ y
El estado |R) es un eigenestado de S, (R), se analiza como actua J# sobre este estado por lo que

S_(R)S+(R)|R) = —=S_(R)S+(R)S_(R) |0)

1
V28
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para esto se aplican los operadores de ascenso y descenso sobre el estado |0)

1
=—8 (RS, (RHS_(R S
TS (RS (R) <>1RI|>R
1
=—5_ (R)\/S(S S(S+1) S—1)p
-0 ST ST
1
=—5 (R)S,(R)V2S S—1
se aplica el operador de ascenso
1
—S_(R")2S S)
Bt |
1
=—5 (R"2510
T 5-(R25 10
=2S|R)

De manera anéaloga se puede encontrar que

S.(R')|R) = S|R) R#R
—(S-1)|R) R=R

Se define Ey = 5 |0) = —352 ZgR, J(R—R')—NgupHS, al aplicar ¢ |R), con lo que se obtiene

A |R) = Eo|R) + gupH |R) + S J(R—R)[|R) - |R')]
R/
por este motivo |R) no es un eigenvector de 7#; . |R) es una combinacion lineal de |R) y otros es-
tados con un espin disminuido, por lo tanto se propone el vector [k) = > Tlﬁeik'R |R) que diagonaliza

el Hamiltoniano de la siguiente manera

A |k) = Ei |k)

Ex =Eo+gupH+S» J(R)(1-e*R)
R

Para esto se construye J(k) = > 5 J(R)e ™R a partir de condiciones de frontera de Born-von
Karman

cabe mencionar que el estado |k) tiene valor de espin NS — 1. La probabilidad de encontrar una
particula con el estado |k) en el sitio |R) es|(k|R)|* = +- Se define ademas la funcién de correlacién
transversal en el estado |k) como el valor esperado de S| (R) -S| (R') = Sz(R)Sz(R') + Sy(R)Sy(R')

,al evaluarlo se obtiene que
/ 25 /
(k|SL(R) - SL(R)[k) = — cos(k - (R~ R)) (3.6)

esto implica la existencia de una componente transversal, perpendicular a la direccién de magneti-

zacioén, cuya dimension es de 22
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Figura 3.6: Ilustracion de una onda de espin

Figura 3.5: a)Estado base, con todas las particulas en su maximo estado de espin. b)Estado con un
solo espin no alineado. ¢)Estado con precesion del espin. a es la separacion entre los sitios de la red

La figura 3.5 ilustra la conclusion obtenida a partir de la ecuacién 3.6, ya que el vector de onda
forma un angulo con el vector R — R’ , esta diferencia representa las coordenadas relativas entre
distintas particulas, lo que implica la precesiéon del espin.

La figura 3.6 nos muestra que si pudieramos ver desde arriba el estado mostrado en la figura 3.5c¢,
observariamos que la excitacién debida al campo magnético se propaga como una onda dentro de un
ferromagnético.

Las ondas de espin o magnones, siguen la estadistica de Bose Einstein, la energia de los estados
excitados es la suma de el numero de estados que tienen como energia €(k) lo cual se denota como
> e(k)ng. De acuerdo con la estadistica de Bose-Einstein el nimero medio de ocupacion para bosones
esta dado por

1
(k) = o (B)/ksT _

El espin total se reduce de su valor NS en una unidad por cada onda de espin, por lo que la

magnetizaciéon a temperatura T satisface que

M(T) = M(0) |1 — NLS n(k)]
k

se cambia la suma por una integral en el espacio fase, con lo que se obtiene
1 1V d3p d3q
1~ NS | et —1

con p = hk y dado que la integral no depende de ¢, se obtiene

[ \% dk 1
M(T) - M(O) _]- - Nis\/ (277)3 es(k)/kBT _ 1:|
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3.3. Ecuacidon de Landau-Lifshitz-Gilbert

A temperaturas debajo de la temperatura critica, la magnetizacion de equilibrio de un ferromag-
nético de bulto, se satura para un valor especifico de cada material My, es decir un valor para el cual
el material no puede ser magnetizado. Se dice que un ferromagneto es un estado de simetria rota, los
restauradores de esta simetria son los modos de Goldstone, los cuales son ondas de espines que causan
una magnetizaciéon transversal. En ferromagnetos itinerantes existen también excitaciones longitudina-
les, los modos de Stoner. Sin embargo como una variacién macroscopica en T' < T requiere de mucha
energia libre, se hace especial enfoque en el movimiento transversal de la magnetizacion dependiente
de la posiciéon m = M/Mg con magnitud fija |M| = M,.[12][14]

Tradicionalmente para el estudio de la magnetizacién en un medio ferromagnético, se usa la ecuacién
de Landau-Lifshitz-Gilbert.

Considerando la dindmica del momento angular de espin de un electron libre bajo la acciéon de un

campo magnético eterno dependiente del tiempo con el término de Zeeman

H, = -LS B(1), B(t) = uoH(1), (3.7)

De la ecuacién de Schrodinger se obtiene el valor esperado del operador de espin

d g
7 (8(1) = =2 (S(1)) x B(1) (38)

Ahora se toma en cuenta la relacion entre el momento angular clasico de un electréon moviéndose
y el momento dipolar magnético de una espira de corriente inmersa en un campo magnético uniforme
M. = 5% L. Analogamente se puede definir la magnetizacion M = 252 (S) = ~ (S), considerando la
magnetizaciéon por unidad de volumen M puede escribirse 3.8 como

P oM < H) (39)
donde vy = uoH, que es la ecuaciéon de Landau-Lifshitz.

Experimentalmente se ha observado que las curvas de histéresis de sustancias ferromagnéticas,
claramente muestran que més alla de ciertos valores criticos del campo magnético aplicado, el material
se satura como se menciond anteriormente, se vuelve uniforme y se alinea paralelamente con el campo
magnético, para lo cual se anade el término de Gilbert, de tal modo que la ecuacién de movimiento se

escribe

% = (M x Hepp — &Mx?)
que es la llamada ecuacion de Landau-Lifshitz-Gilbert, donde « es el término de amortiguamiento
y es caracteristica de cada material.

H.tr = AVPM — N -M +H,.,; + Hicmp, que incluye las contribuciones del campo de desmag-
netizacién, el campo de intercambio, el campo magnético aplicado y el campo debido a flutuaciones
térmicas en el ferromagnético .

Es necesario resolver la ecuacion determinista, ya que por el método usado para obtener la ecuacion
de Fokker-Planck,que corresponde a una descripcién estocastica, requiere una solucién de esta ecuacion

diferencial, esto se lleva a cabo en el capitulo siguiente.



Capitulo 4

Planteamiento del sistema

Se establece la ecuacion de Fokker Planck, como una extensién estocastica para para la ecuacién de
Landau Lifshitz Gilbert,utilizando un formalismo basado en la ecuaciéon de Liouville desarrollado por
Van Kampen[11] para ecuaciones estocasticas no lineales y se obtienen los momentos estadisticos de
la magnetizacion, con la finalidad de estudiar el tiempo durante el cual se pueden producir las ondas
de espin, para esto se resuelve la ecuacién de Fokker-Planck asociada a esta ecuacién dinamica, bajo

cierrtas aproximaciones que permiten una resolucién analitica de esta situacion.

4.1. Efecto espin Seebeck en uniones Ferromagnético/No mag-
nético.

En el capitulo 1 de este trabajo se discuti6 el efecto Seebeck, un efecto termoeléctrico que relaciona,
la aplicacién de un gradiente de temperatura con la produccién de una diferencia de potencial en una
unién de materiales.

En el mismo capitulo se hace mencion del efecto espin Seebeck, que es el objeto de estudio del
presente trabajo, y la forma en que se produce en una unién F/N. Este fenémeno ha logrado atraer la
atencion en el campo de la espintrénica, ya que es un método para producir corrientes de espines que
sustituyan a las corrientes de electrones, en las que no se considera este grado de libertad.

El efecto espin Seebeck permite que se genere una fuerza electromotriz a partir de un gradiente de
temperatura, tal como ocurre en el efecto Seebeck.

Este efecto fue observado por primera vez por un grupo de investigaciéon en una muestra de perma-
lloy (aleacién magnética de hierro y niquel), cuyas dimensiones eran del orden de milimetros, alineada
con platino en sus bordes exteriores, a través de las cuales se aplicé un gradiente de temperatura,
asi como un campo magnético en la direccion del gradiente que se hizo circular a través de espiras
de histéresis. El coeficiente de Seebeck convencional, es distinto dependiendo del espin de los electro-
nes implicados, por lo que se origina una diferencia de potencial dentro de cada electrodo de platino
proporcional al gradiente de temperatura.

En la figura 4.1 se observa la diferencia entre el efecto Seebeck, y el efecto espin Seebeck, y puede
observarse que este es producido debido a la diferencia entre los potenciales electroquimicos. [2]

Tanto en el efecto Seebeck, como en el efecto espin Seebeck se considera irrelevante la participacion

de los electrones de conduccién; sin embargo se considera que los magnones mencionados en el capitulo

39
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Figura 4.1: a)Efecto Seebeck b)efecto espin Seebeck

anterior, son los responsables de este fenémeno.

El efecto espin Seebeck consiste en la creaciéon de una distribucién de spines que es medida por
medio del efecto spin Hall inverso, donde una corriente electrica es inducida por un flujo de spines
debido a la polarizacion de estos.

El efecto espin Seebeck observado en aislantes ferromagnéticos, muestra que la corriente de spines

es transportada por ondas de espin.

4.2. Ecuaciéon de Landau Lifshitz Gilbert para el efecto espin
Seebeck

Para este trabajo se propone una unién de un aislante ferromagnetico y un metal normal. Una
corriente de spines es generada en el metal normal, la corriente se propaga en direcciéon perpendicular
al gradiente de temperatura. La ecuacion dindmica que permite describir el comportamiento de las

ondas de spines a partir de la magnetizacion es la ecuaciéon de Landau Lifshitz Gilbert.

% = — (M x (Heys +Ft€mp))+M&S (dé\f xM) (4.1)

Donde M es la magnetizacién de la muestra H, ¢f incluye al campo magnetico aplicado, el cam-
po debido a la desmagnetizaciéon de la muestra y el campo de intercambio debido al acoplamiento
ferromagnético, M, es la magnetizaciéon de saturaciéon del material y « corresponde al parametro de
amortiguamiento de Gilbert. Ftemp incluye las fluctuaciones térmicas debidas a la magnetizacion del
material M; es la magnetizacion de saturacion, que se define como el grado maximo de magnetizacion
que puede tener un cuerpo, 7 es la razén giromagnética, « es la constante de amortiguamiento.

Debido a que el YIG (Yttrium iron garnet) es uno de los materiales mas estudiados con posibilidades
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espintréonicas , dicho material tiene propiedades de ferromagnético cuya formula quimica es Y3 FesO12

tiene una estructura de tipo bcc , su magnetizacion de saturacion es de 4w My = 19000e.[16]

Figura 4.2: Diagrama que representa la situaciéon descrita

Suponiendo que tal como en la figura 4.2, se tiene una muestra de YIG, en unién con platino;
se aplica un campo magnético de 100 Oe , en la direccién z, en un modelo ideal bastaria resolver
la ecuacion de Landau-Lifshitz-Gilbert, para conocer la forma en que se comporta la magnetizacion
en el material ferromagnético, sin embargo, debido a otros efectos, como se mencion6 en el capitulo
anterior, en este modelo se debe incluir dentro de la ecuaciéon de Landau-Lifshitz-Gilbert, campos
adicionales al campo aplicado, el campo de desmagnetizacion, el campo de intercambio, asi como un
campo magnético aleatorio, que se produce debido a fluctuaciones térmicas en el ferromagnético, dicho
campo serd denotado como ﬁtemp. Se realiza la suposiciéon de que Ftemp cumplen con el siguiente

modelo de correlacién

( )Hu _ QQkBT(I') —AT

K _ -5\
<H temp( T)> 'YIMSV

—AT __
temp 5“;/6 = aéwe

donde V es el volumen del ferromagnético. Notese que esta correlacién no es instantdenea como la
utilizada en modelos de ruido blanco, descritos mediante la ecuacién de Lngevin, en este caso A y a son
un parametros que caracterizan amplitud, la escala temporal y respuesta de la funcién de correlacion

Se considera para este anélisis, que se tiene una muestra de YIG de las siguientes dimensiones,
500pum x 0.1pm x 0.1um

Existen estudios realizados en que se ha considerado modelos de ruido blanco, en este caso se
considera el ruido de Ornstein Uhlenbeck, el cual para A muy grande se comporta como ruido blanco.

Sin considerar el campo de intercambio, ni el campo de desmagnetizacion, la ecuacién 4.1 tiene

como solucién

MoHyt M,
& 7o + ArcCosh 0

14+ a2M2
M, 1+ a2M; Mz + 2,

Hyt
X COS <1—:§]\42 + ArcTan ( )

M, = Mysech

MoHyt
@ %—FArcCosh
Mg 1+ oM /onzmJr

Hyt
X sin <FY0 + ArcTan ( >

M, = Mysech

2M2
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(0% ’yMoHot MO

ArcCosh | ———=
IR A W
r Y

Cabe mencionar que la componente z de la magnetizacién no ha sido tomada en cuenta, debido a

M, = Mjtanh

la deduccién de la solucién se realiza en el apéndice A

que puede ser obtenida en términos de las otras, ya que la norma de M es una cantidad conservada.
Considerando el campo de desmagnetizacion debido a la interacciéon dipolo dipolo en la muestra, el

campo de intercambio debido al acoplamiento ferromagnetico, la ecuacion diferencial, toma la forma

. _ _ dM
2 =y (M x (Happ — N - M + AV2M + Hyoy)) +Mﬂ (dt x M) (4.2)
Una solucién bastante general de la Ec.(4.2) se puede obtener suponiendo que H(r,t) = g(x)H(t)
y M = g(2)M(¢) es decir suponer que ambos campos tienen la misma dependencia espacial, aunque su

dependencia temporal puede ser diferente. Después de substituir directamente en la Ec.(4.2) se llega a

dM(t)
dt

= M(t) x <’ylH(t) — N - M(t) +72dM(t)>

o (4.3)

en donde hemos supuesto que g(r), que es funcion de las coordenadas espaciales satisface le ecuacion

escalar de Helmholtz

V2g(r) + k*g(r) = 0 (4.4)

Se considera que el fenomeno es uniaxial, es decir, que solo una de las componentes del tensor de
desmagnetizacion en este caso N33 = 1, por lo que los demas elementos de la diagonal son 0 para
cumplir las propiedades de este tensor, que debe ser de traza 1.

De forma analoga al caso original, resuelto en el apéndice A, se propone que la solucién se puede

representar de forma polar

(t)Cos (6(t))

M, =R
M, = R(t)Sen (6(t))

Donde R(t) y 6(t), representan la magnitud y orientacion en el plano z — y de la magnetizacion, y

cumplen las ecuaciones diferenciales

(]\j) R(t) (VHO M3 — R(t) — ngNg) + (ﬁ) N3R(t)® + ((ﬁ)rz M2+ 1) R'(t)

R(t) ('yHO — YNy /M2 — R(t)2> + (1 + (ﬁ)z M3> o' (1)

Del analisis del caso donde N3 = 0 se propone R(t) = MySech(u(t)), con lo que se obtiene que u(t)

debe cumplir la ecuacion diferencial
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(0%

M,

Myy(—Hg + MoN3sTanh(u(t)) + <1 + <]; ) M§> w(t) =0

llamando v, = 17—, se obtiene la solucion de la ecuacién diferencial mediante el metodo de separacion

de variables

du

Myt = 45
11250 / Ho — MoNsTanh(u) (4.5)

obteniendo como solucién

Hou + MoN3 In(H cosh(u) — MyN3 sinh(u))
HE — Mg N3

Yy2 Mot = + ug

se impone la condicion inicial de ¢(u(0)) =0 .

Hou + MyN3In(cosh(u) — Mﬁig\k sinh(u))
Hg — MgN3

"y’YQMot =

La ecuacion es trascendente, por lo que no es posible despejar la u en terminos de t, se impone la
condicién sobre la norma de My = 1900 Oe que y se realiza un ajuste de una funcién para encontrar
la forma de la u, se realiza un ajuste de la curva obtenida para calcular la inversa de la funcién, con

lo que se obtiene la funcion polinémica

u(t) = —1.07229x 102845 +7.15987x 102345 —2.01006 x 10*°#* +3.15213x 104> —3.05745 x 10°t>+18170.6t
(4.6)
Se considera que
2
14 (45) M3 ~1
2
ya que debido a que a = 6.5 x 10~° para YIG, por lo tanto (Mis) M <1
Debido al comportamiento de la secante hiperbolica, las contribuciones mas alla de los valores

ajustados no contribuyen a la solucién

Resolviendo la ecuacion para 6(t) por el metodo de separaciéon de variables se obtiene

1 t
0(t) = ———— Hy — N3My) tanh (u (t)) dt + 0
()= Tz [, 7 (o= NaMo) tanh (u(6) i + 6
vHo N3 My /t
o(t) = — tanh(u(t))dt + 0
(t) T+a2M2  1+a2M2 J, anh(u(t))dt + 6o

La integral no puede realizarse de manera exacta, sin embargo, la funcion tangente hiperbolica
tiende a 1 si t es muy grande, por lo que tanh (u (t)) se acerca a 1 si t es del orden de 2 x 107 s, por

lo que la integral de esta funcion es t. !

1La integral, fue calculada numéricamente, para verificar que esta hipotesis fuera correcta, obteniendo como resultado
una funcion que crece de manera lineal
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La solucién obtenida es

M, = Moysech | u(t) + ArcCosh

My
\/ M3, + Mg,

M,
X COS <’yt(H0 — N3My) + ArcTan (Myz>> (4.7)
M
M, = Mysech | u(t) + ArcCosh 0)
Mg, + Mg,
. MyO
x sin | vt(Ho — N3My) + ArcTan Mo (4.8)

Con u(t) la funciéon mencionada en la ecuacion 4.6.

4.3. Ecuacién de Fokker-Planck para la ecuacién de Landau-
Lifshitz-Gilbert

Se obtendré la ecuacién de Fokker-Planck para la ecuaciéon de LLG a partir de la expresiéon de la
ecuacion 2.52; para lo cual se separa la parte estocastica de la ecuacién 4.2, y la parte determinista
de la misma.Para ello hay que recurrir a despejar las derivadas temporales de la ecuacién 2.51, con la

siguiente forma

1

Mx = T, 252 ( - 7172H0Mg + ’Yl’yQH;Ctean Mx (t)Q - ’YlHytean MZ (t) + 71’}/2Hytemp Mx (t)My(t)
1+ y5M;

+71'Y2Hzf,empMm (t)Mz (t) + ’YlHZtcmp My (t) + 172 Ho M, (t)Mz (t) + 'YlHOMy (t)
—71 N3 My, (£) M., (t) — vy MEN3 M, (t) + y172 N3 M (¢) M, () + 7172N3Mz(t)3>
M, = Y ) <71HztempMZ(t) + 7172Hrf,empr(t)My(t) - 7172Hyf,emng + 71'72HytempMy(t)2
1+ 5 Mg
+’Yl"/2HztcmpMy(t)Mz(t) - ’YletempMz(t) + 'YI’YQHOMy(t)MZ(t) - 'VIHOMx(t)

+791 Ng My () M (t) — y17y2 Mg N3 M,y (t) + y172 N3 My (£)* My (t) + 7172 N3 M, (t)3>

donde M, (t) = /M2 — M, (t)2 — M, (t)2

separando los términos estocésticos y no estocésticos se obtiene

FI(O) — _W (’yl’)/QHoMI(t)MZ(t) -+ ’YlHoMy(t) — ’71N3My(t)Mz(t) — ’71’)/2M3N3Mz(t)
UMMM, (0 + 17N (0 (19)
1

NP0 + 12N (0 (4.10)
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los términos estocéasticos corresponden a

1 _ 1

1 =37 22 71'72memng - ’7172HztempMz(t)2 — Y172 M, (t) (HytcmpMy(t) + Hzt(nanz(t))
1+ 3 M

+71 Hytem,p MZ (t) -n Hzte”mp My (t)>

1
V= —— (me ()(Hzyorny — Y2 Hopory My (1)) = 71 Heyoooy Me () 7172Hy, ., MG — 1172 Hy,,n, My (£)?
1+ 2 MO

_7172Hzten1p My (t)MZ (t))

bajo el modelo de la ecuacion 2.53 la ecuacion de Fokker Planck para este caso particular se escribe

de la forma,
%1; - 854 (FOP(M,, M,,t)) — 81?4 (F” P(M,, M,,1))
+a? <6M2/ <F(1) (M, M, t)F D (M, M, t—7)>P(u,t)
+6M S <F D(M,, My, t)FSD (M, M, t — )>P(u,t)
T aM/ <F(”M My, t)F (M, My, t — )>P(uat)
+8§2§/0 <F2(1)(Mx,My,t)Fz(l)(Mm,th—T)>P(U»t)) (4.11)

La ecuacion de Fokker Planck obtenida tiene la forma

oP oP oP 0?P . 9’P o%*P

(4.12)

Donde f(t) corresponde al término de la ecuacion 4.9, j(t) es el término de la ecuacion 4.10. El
término h(t) corresponde al resultado de la primera integral de la ecuacién 4.11, el término h(t) es la
suma del segundo y tercer miembros de la misma ecuacion, y finalmente el término n(t) corresponde
al cuarto miembro.

Dado que para determinar un proceso estocastico se requiere del primer y segundo momentos, se
realiza una transformada de Fourier de la ecuacién 4.12 de forma que se obtiene la funcién generadora

de momentos, que se mencioné en el capitulo 2
Q(ky, Ky, t) = /e(’ikwMﬁ’ikyMy)P(Mx,My,t)dedMy
Realizando esta transformacion sobre la ecuacién 4.12 se obtiene la ecuacién
dQ . . 2 . 2
8 = (ke (1) + ikyg(t) — h(OKE = j(hcky —n()K2) Q, (413)

la solucién analitica Q(ky, ky,t) de la ecuacion 4.13 es

QUas iy, 1) = exp ( / (ko f(£) + ikyg(t) — h(OR2 — j(O)kok, — n<t>k§>) (4.14)
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A partir de las derivadas de la solucién 4.14, con respecto a k;, y k,, evaluadas en cero, se obtiene

cada uno de los momentos estadisticos con esto se obtiene

g}? = fz'/e(*ikxM”*ikyMy)MmP(Mx,My,t)erdMy (4.15)

G} , .

85 = —i / e(Zika Mot =iky M) Np o P(M,, My, t)dM,dM, (4.16)
x

al evaluar las ecuaciones anteriores en k; = k, =0

% = —i/MzP(Mx,My,t)dedMy = —i (M,)

STQ = —i/MyP(Mw, My, t)dM,dM, = —i (M,)
Yy

derivando la expresiéon 4.14 se obtiene

6612 - (—i/otf(t)dt—iky /Otj(t)dt> Q(kas, ky, 1)

al evaluar se obtiene que el primer momento puede expresarse como
t
L) = [ s
0

de manera analoga puede obtenerse una expresion para el primer momento de la componente y que

tiene la forma
t
1,0 = [ gty

En la figura 4.3 y 4.4 se observa la evolucién temporal del primer momento, para esto se consideran

condiciones iniciales de la siguiente manera con las condiciones iniciales My = 1900 oe, M,y =

600v/10 oe, Myo =0
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Figura 4.3: Evolucién temporal de (M, (t))

Figura 4.4: Evolucion temporal de (M, ())

Dada la forma de los términos no estocasticos, la integral se realiz6 de manera numérica, ya que
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no existe expresion analitica para ellas.
El segundo momento puede obtenerse a partir de las integrales de los términos estocésticos, en los
cuadros (4.1), (4.2), (4.3) se muestran los resultados obtenidos para estas integrales, cabe mencionar

que también fueron obtenidas de forma numérica

48

Coeficientes de la ecuacién de Fokker-Planck

h(t)

1 3.4760 x 10Ma [tanh (u + ArcCosh (;12-))
100 3.4292 x 10*a [tanh (u + ArcCosh (ﬁ))
10000000 | 144372 x 10Ma|tanh (u+ ArcCosh (1))
1 x10° | 1.49654 x 10%a |tanh (u + ArcCosh (#%))
1 x 1015 1497a |tanh (u + ArcCosh (ﬁf))
1 x 1020 0.01497a |tanh (u + ArcCosh (155
Cuadro 4.1: h(t) para distintos valores de A
L [E] i) |
1 —1062.97asech <u + ArcCosh (T))
100 —952.821asech (u + ArcCosh (6\ﬁ)>
10000000 | —1.11254 x 107asech (u + ArcCosh (12)
1 x 10° 1.07071 x 10%asech (u + ArcCosh (%))
1 x 1015 28404asech (u + ArcCosh <6W>
1 x 1020 0.28404asech (u + ArcCosh <6xﬁ)>
Cuadro 4.2: j(t) para distintos valores de A
LA [E] n(t) |
1 3.4760 x 10*a [tanh (u + ArcCosh (%))
100 3.4292 x 10*a [tanh (u + ArcCosh (%))
10000000 | 144372 x 10Ma|tanh (u+ ArcCosh (1))
1x10° | 149654 x 10 |tanh (u + ArcCosh (45))
1 x 10%? 1497a |tanh (u + ArcCosh (GW))
1 x 1020 0.01497a |tanh (u + ArcCosh <6W>

Cuadro 4.3: n(t) para distintos valores de A
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Los segundos momentos pueden obtenerse mediante las segundas derivadas de la funcion @, de la

siguiente manera

2Q
o2,

a2
ko=ky,=0 (M)

= —/e<—ikwa+—“fva>M§P(Mm,My,t)dMIdMy
ky=Fky,=0

de manera andloga al caso del primer momento se tiene que

0Q T ) /Ot h(t)dt — (/Otf(t)dt)

por lo que se obtiene que el segundo momento tiene la forma

k2,
(M2) = Q/Oth(t)dtJr </Otf(t)dt)

En este caso la varianza es quien provee informacién mas interesante, por lo que

t
o, = (2) = L) =2 [ (o
0
Analogamente se puede obtener una expresién para el caso de My, con lo que se obtiene que

o2 = 2\ _ 2 _ tn

, la integral

De forma general h(t) y n(t) pueden escribirse como k ‘tanh (u + ArcCosh (%))
de esta funcién, para tiempos cortos es la curva representada en la siguiente grafica, a la cual se ajusta

una funcién polinémica

Figura 4.5: Grafica de la forma general del segundo momento

La funcién ajustada se muestra en la figura 4.5 en azul, mientras que en color rojo se muestra la

forma general. La funcion polindmica ajustada tiene la forma
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m(t) = —3.10062 x 10318 — 2.30111 x 107" + 5.77334 x 10%3t° — 3.15115 x 10'%¢> 4 7.62221 x 10'4¢*
—9.04747 x 109 4 51169.4t> — 0.0211216¢

este ajuste solo es valido para tiempos cortos, para tiempos largos, tomando en cuenta el compor-
tamiento de la funcion tangente hiperbdlica, para tiempos grandes, en este caso mayores a 3.5 x 107
s toma valores muy cercanos a 1, por lo que en este caso la integral serfa m(t) = t, lo que significa,
que para tiempos grandes, la varianza coincide con la que se calcula para el problema del caminante
al azar.

Para encontrar la relacién entre la temperatura de la muestra y el segundo momento, se supone
que la temperatura varia linealmente en la muestra en la direccién z, la temperatura va de 100 a 110
Kelvin de manera lineal. Con esto la temperatura en cualquier parte de la celda, puede expresarse

como

T(z) =100 +2 x 10°z

Figura 4.6: Superficie de variacién del segundo momento

El volumen de la muestra es de 5 um?, el segundo momento se observa en la figura 4.6
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Se estan usando unidades en el sistema cgs, se muestra la grafica para el valor de A = 1 x 10'%, en
el caso de A distintas, el valor obtenido es proporcional.

En la figura 4.6 se puede observar que dado que con el aumento de z la temperatura de la muestra es
mayor, esto implica que la magnitud del segundo momento aumenta de manera lineal en esa direccién,
dado el comportamiento supuesto para la temperatura en la muestra, lo que significa que mientras

més grande sea la diferencia de tgemperatura en los bordes habra una mayor varianza.



Conclusiones

En este trabajo se formul6 una descripcién estocastica para el efecto espin Seebeck. basada en un
formalismo basado por Van Kampen, para ecuaciones estocasticas no lineales, a partir de una solucion
para la ecuacion determinista que gobierna el fenomeno.Para este andlisis se consideré que la muestra
usada es de un ferromagnético llamado YIG, en unién con platino, en este caso se estudié como se
comporta la magnetizaciéon en el tiempo, con la finalidad de encontrar cuanto tiempo puede estar
magnetizado el ferromagnético, bajo los efectos de ruido térmico. Las ondas de espin producidas en la
muestra estén relacionadas con la magnetizacién, como se mencioné en el capitulo 3 de este trabajo.
Para construir la ecuaciéon de Fokker-Planck, se consider6 un modelo de correlacién entre el ruido a
distintos tiempos de Ornstein-Uhlenbeck, que a diferencia del ruido blanco Gaussiano, no considera
que el tiempo de correlaciéon es instantaneo.

Al comparar la solucion sin introducir el campo de desmagnetizacion con la solucién del problema
completo, se puede notar que el efecto de la desmagnetizacion es disminuir la velocidad de oscilacion
de las componentes de la magnetizacién. Cabe mencionar que en el caso més sencillo, las funciones
que se obtienen se pueden integrar analiticamente, no asi en el caso del problema completo.

Para aplicar el metédo mencionado en el trabajo, es necesario siempre obtener una solucién para
la ecuacion determinista, lo cual requiere en este caso siempre iniciar sin el término de ruido,

Mediante la obtencién de los momentos estadisticos asociados a cada componente de la magnetiza-
cion, el proceso estocastico queda completamente determinado a partir de la ecuaciéon de Fokker-Planck.

La evolucién temporal de los segundos momentos estadisticos aumenta de manera lineal en el
tiempo, para tiempos grandes, coincidiendo con el problema del caminante al azar, sin embargo para
tiempos cortos, que son tiempos del orden en que la magnetizacién de la muestra tarda en caer,
el segundo momento tiene la forma de una constante multiplicado por una funcién polinémica; sin
embargo, se observa que con el aumento del parametro A disminuye la magnitud del segundo momento,
dado la forma en que se propuso amplitud de la correlacion, esta aumentard conforme aumente la
temperatura en la muestra, cabe mencionar que teéricamente el modelo de correlaciéon utilizado, bajo
ciertas condiciones se aproxima al modelo de ruido blanco Gaussiano.

De acuerdo con las gréaficas se observa que el valor promedio de la magnetizacién es cercano a 0
para tiempos del orden de 5 x 10~%s, lo que significa que para ese tiempo, el proceso llegé al equilibrio
termodinamico. Si la magnetizacion se disipa, no pueden crearse ondas de espin, ya que estas dependen
de que exista una magnetizacién distinta de 0 para viajar en el medio.

Aun quedan respuestas abiertas en este problema, ya que como se pudo apreciar, el problema tuvo
solucion dadas algunas hipotesis que lo simplificaron, sin embargo, la ventaja que tiene frente a otros
métodos usados, es que considera un ruido de correlacién mas realista, ya que muchos analisis han sido

realizados bajo la hipoétesis de ruido blanco Gaussiano.
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Apéndice A

Resolucion de la ecuacion de
Landau-Lifshitz-Gilbert

Se resolveré en este apéndice la ecuacion de Landau-Lifshitz-Gilbert, la cual como se mencioné en

la seccién 4 tiene la forma

dM —
& MxH+ S

I A (dM X M) (A.1)

dt
donde M es la magnetizacion de la muestra, H es un campo magnetico externo al sistema analizado;
en general la ecuacion de Landau-Lifshitz-Gilbert describe magteriales ferromagnéticos, M, denota la

magnetizacion de saturacion del material y a corresponde al parametro de amortiguamiento de Gilbert.
lo primero que se puede notar de esta ecuacién es que si se realiza el producto punto con M

— dM —_ a— [(dM —
a7t
1‘ ’ — a dM — —

de la dltima expresién se puede observar que la norma de la magnetizacién es una cantidad con-
servada, por lo que se puede expresar en este caso la componente z se puede expresar en términos de

las otras, ya que si My es la norma del vector de Magnetizacion

Moy = /Mg — ME(t) ~ Mz (1)

Y

como se demostré que la norma es una cantidad conservada

M. (1) = /Mg — M2(t) — MZ(1)

Se considera que el campo magnético sélo acttia en la direccion z y se renombra v, = 17~

Por componentes la ecuacion A.1 tiene la forma
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v HoMy(t) + M.(t) — vo (My(t)Mz'(t) — Mz(t)My'(t) 0
My (t) — yiHoMy(t) — v2 (M. (t) M (t) — M (t)M_(t)) = 0 (A.3)
ME(E) — 2 (ML (M)(E) — M, (OMA(D) =0

~—

De la ecuacion A.4 se obtiene mediante un despeje directo la expresion para M/(t) con lo que

facilmente puede verse que
ML(t) = 2 (M ()M, (t) — M, (t) M (1))

sustituyendo esta expresion en las ecuaciones A.2 y A.3 pueden obtenerse expresiones para las

derivadas de M,(t) y M,(t) dichas expresiones son

M) = (wvadta (035 = Mo = M, 02 + ML (0)  (45)

1
C1442M2

My (1) = (mHoMy@MMg ML ()2 — My (1) - %HoMm(t)) (4.6)

1
C1+3ME

Se propone una solucion de la forma M, = R(t)cosf y M, = R(t)sin0, realizando este cambio

coordenadas polares se obtienen las ecuaciones

+ (1+% MR (t) Cos(@(t))) -0
H%Mg ( R(t) (y1Ho(v2\/ M3 — R(t)?sin(6(t)) — cos(0(t))) + (1 + 5 M5)0' (t) cos(0(t)))

‘o +73M§>R'(t>sin<e<t>>) 0

Se pueden reagrupar los términos aprovechando la ortogonalidad del seno y coseno, de lo que se

obtiene el sistema

1
e H M2 - R(t)? + R'(t) = A.
T2z 172 oR(t)\/ Mg — R(t)? + R'(t) = 0 (A7)

H%MgﬁHoR(t) — RO (1) = 0 (A.8)

Tomando la ecuaciéon A.7 se obtiene que la solucién es R(t) = Mysech (111_”1\}1%22 + B), a partir de
02

la ecuacion A.8 se obtiene la solucién como

MyH t M, Hot M,
M, = Mysech % + Arcosh | ——2 cos <’Y1022 + ArcTan (Oy>)
L+ Mg~; /M2, + M2, L+ Mgy, Mo,
MoyH t M, Hyt M,
M, = Mysech % + Arccosh | ——2 sin (%022 + ArcTan <Oy>)
L+ Mg, /M2, + M2, L4 Mgv; Mo,



Apéndice B

Calculo de los coeficientes de la

ecuacion de Fokker-Planck

Para encontrar la ecuaciéon de Fokker-Planck es necesario realizar las siguientes integrales.

/j(Ff”(Mm(t), M, (t), ) (Mo (—7), My (—7),t — 7)) P(u, ) (B.1)
/0 RO (M0, My (5, O F (M (=), My (=), — 1) Pl (B.2)
| 010, 04,0. 05O (). My (7).t = ) Pt (B.3)
| 010,04, 0. 05O (). My (1), = ) Pt (B.1)

recordando que se usa un modelo de correlacion de la forma

( )Hu _ 20(]{/’BT(I‘) — AT — AT

<HIJ« temp( T)> - W(sﬂue

temp = aé,“,e

a partir del producto de los términos estocéasticos las integrales a realizar son para el caso de B.1

/ (a’Yﬂ’zMo@ AT — ayiys Mge N My (—7)?
0

tanPA2e M, (¢ \/M2 12 = My (1)2\/ M3 — My (—)? — M, ()2
—ay3ype N M, (— \/M2 )2 — M, (t)?

+ayiyae N M, (t \/M2 )2 — M, (t)?

—ay e M, (t \/M — M, ( — M, (—71)?

are T My (—7) My (£)y/MZ — My(—7)2 — M,(~7)?

tarte™ ¢M3 — M(0)? ~ My<t>2¢M3 — Mo(—7)? — My ()2
a’Yl’YQM 7)\TMz(t)2 + a712'7§€7)\TMr(t)Mz(*T)My(t)My(*T)

—&—avf'yge_MM,; (t)QMgC(—T)2 + a’y%e_MMy(t)My(—T)> dr
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Se desprecian los términos de orden =5 con lo que la integral que se debe realizar tiene la forma

ft) = /OOO <e>‘T (2.84441 x 10" tanh <u(—7) — cosh™* <&1/9T0>>

X tanh <u(t) + cosh™! (&%)))) dr

dicha integral no tiene solucién exacta, por lo que se realizé6 de manera numeérica.
Para el caso del termino B.2 y B.3 se procede de forma anéloga, por conveniencia estas dos inte-
grales fueron sumadas, para obtener una integral mas simple, de nuevo los términos que tienen v, son

despreciables, por lo que la integral a realizar es

i 19
i(t) = — av?e 7 cos(5.0526 x 10°7)sech (u —7) — cosh™? <>>
)= [ (e eos Pysech (u(—r) y

19
x sin(5.0526 x 10° h( w(t) + cosh™! <>)d )
in( T)sec <u() 6v10 T

Finalmente para término B.4, la integral a realizar habiendo despreciado los términos con 7o

n(t) = /OOO <6” (2.84441 x 10" tanh <u(—7’) — cosh ™! <&1/9T0)>

X tanh <u(t) + cosh™! (6\1/%»)) dr
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