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RESUMEN 

La segmentación es una de las tareas de análisis de imágenes más complejas de llevar a 

cabo.  Una de las principales áreas de aplicación para los algoritmos de segmentación corresponde 

al análisis de imágenes médicas. La cuantificación volumétrica de estructuras y tejidos del cuerpo 

humano con el objetivo de ayudar en la evaluación y diagnóstico de enfermedades se puede llevar 

a cabo, en este tipo de aplicaciones, a través de los algoritmos de segmentación. En esta tesis se 

desarrolló un nuevo esquema de segmentación, el cual consiste de un método de Level Set 

multiescala 3D basado en la transformada de Hermite (TH). La evolución de la función de Level Set 

es controlada por fuerzas que dependen de los coeficientes de la TH, de las características 

geométricas del Level Set y del objeto bajo estudio. Estas fuerzas se combinan en un funcional de 

energía y son ponderadas usando un conjunto de pesos. El método consiste de un esquema 

multiescala en el cual se procesan los volúmenes usando un análisis de grueso-a-fino. Con la TH se 

logra reducir el ruido de los datos de entrada, hacer análisis direccional de bordes y texturas, así 

como llevar a cabo análisis multiescala de los volúmenes. El método desarrollado se aplica en la 

segmentación de volúmenes cardiacos en estudios de resonancia magnética (RM) y de tomografía 

computarizada (TC). En particular, se aplica al análisis del ventrículo izquierdo usando una vista de 

eje corto del corazón. La segmentación del ventrículo izquierdo puede ser útil en la evaluación de la 

función ventricular y del comportamiento mecánico del corazón.  Dos regiones son de interés en el 

análisis del ventrículo izquierdo: la cavidad ventricular y el miocardio. El análisis de estas dos 

regiones se logra con la segmentación del endocardio y epicardio. En la evaluación del método se 

usaron dos bases de datos públicas de volúmenes cardiacos de RM y una base de datos propia de 

volúmenes cardiacos de TC. Algunas métricas de distancia, coeficientes de similitud e índices clínicos 

se usaron para evaluar el desempeño del algoritmo.  



 
 

Segmentation of Cardiac Volumes using a 3D Multiscale Level Set 
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ABSTRACT 

Segmentation is one of the most difficult tasks to carry out within the field of image processing. 

Among the main application areas for segmentation algorithms, we can find the analysis of medical 

images. Volumetric quantification of structures and tissues in the human body, with the aim of 

helping to evaluate and diagnose diseases, can be performed in these types of applications through 

segmentation algorithms. In this thesis, a new segmentation scheme was developed which consists 

of a 3D multiscale Level Set method based on the Hermite transform (HT).  Evolution of the Level 

Set function is controlled by forces which depend on coefficients of the HT, geometrical constraints 

and some features regarding the object under study.  All forces are combined and weighted into an 

energy functional. The method consists of a multiscale scheme in which volumes are processed 

using a coarse-to-fine methodology. The HT allows reducing noise from the input data, provides 

directional analysis for edges and texture, and it also allows multiscale and multiresolution analysis. 

The developed method is applied to segmentation of cardiac volumes using magnetic resonance 

(MR) and computed tomography (CT) studies.  Particularly, the left ventricle is analyzed using 

cardiac short axis views. The left ventricle segmentation can be useful for evaluating the ventricular 

function and the mechanical behavior of the heart. Two regions are of great interest when analyzing 

the left ventricle: the ventricular cavity and the myocardium. These regions can be analyzed by 

segmenting the endocardium and epicardium. The method was evaluated using two public cardiac 

MR databases and one private cardiac CT database. Several distance metrics, similarity coefficients 

and clinical indices were used to evaluate the algorithm performance.  
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RESUMEN DE CAPITULOS 

A continuación, se hace una descripción general sobre cada uno de los capítulos en los 

cuales está dividida esta tesis. 

El Capítulo 1 presenta la introducción de la tesis. Aquí, se presentan definiciones generales 

sobre el tema de segmentación. Además, se explican algunos detalles de los volúmenes de 

tomografías computarizadas y de resonancia magnética del corazón usados en este proyecto. 

El Capítulo 2 presenta el estado del arte con respecto a los métodos de segmentación. En 

una primera parte se describen brevemente algunos algoritmos generales de segmentación, los 

cuales fueron muy útiles para el desarrollo de este proyecto. Posteriormente se mencionan las 

contribuciones que se han hecho con respecto a la segmentación de imágenes cardiacas.   

En el Capítulo 3, se hace una descripción formal de los conceptos relacionados con la 

transformada de Hermite en una, dos y tres dimensiones. Adicionalmente, se describe el proceso 

de rotación de la transformada, un esquema multiescala y las ventajas de esta herramienta. La 

transformada de Hermite es usada para extraer características de los volúmenes cardiacos.   

El Capítulo 4 describe los detalles y conceptos referentes al método de Level Set, y de cómo 

éste es usado en tareas de segmentación. Aquí, se explica cómo representar un contorno activo 

usando Level Sets y cómo definir un problema de segmentación usando funcionales. Las ventajas y 

desventajas de estos métodos son presentadas también.  

En el Capítulo 5, se presenta el método desarrollado en el proyecto. Se da un bosquejo del 

esquema multiescala implementado y se describen cada uno de los términos de energía que 

conforman el funcional de segmentación diseñado. Adicionalmente, se explica el algoritmo de 

inicialización desarrollado.  

El Capítulo 6 presenta los resultados del proyecto usando los volúmenes cardiacos de RM y 

de TC. También, las discusiones correspondientes son tratadas en este capítulo. 

En el Capítulo 7, se presentan todas las conclusiones del proyecto. 



 
 

Capítulo 1. INTRODUCCIÓN 

1.1. DEFINICIÓN DE LA SEGMENTACIÓN 

La segmentación es una de las tareas más tediosas y difíciles de llevar a cabo en el proceso 

de análisis de imágenes. En muchas aplicaciones, la segmentación es un requisito fundamental antes 

de llevar a cabo otras tareas más complejas de interpretación y análisis. El objetivo principal de la 

segmentación es la extracción de objetos, estructuras y regiones, las cuales pueden ser usadas para 

análisis posteriores. Muchas veces, el buen desempeño de procesos más avanzados depende de una 

muy buena extracción de los objetos en las imágenes de análisis.  

En el proceso de segmentación, las regiones y los objetos de una imagen son extraídos en 

base a ciertas características de similitud, que pueden ser derivadas de la textura, niveles de 

intensidad, bordes y formas.  En [1] se define la segmentación como el proceso en el cual las 

imágenes son dividas o separadas en regiones con atributos similares. No obstante, en la 

segmentación no se considera la relación existente entre los objetos y las regiones extraídas.   

En el proceso de segmentación se busca fragmentar la región 𝑅 de la imagen en un número  

𝑁 de regiones disjuntas [2]. Por lo tanto,  

𝑅 = ⋃𝑅𝑖 ,

𝑁

𝑖=1

 𝑐𝑜𝑛 𝑅𝑖 ∩ 𝑅𝑗 = 0, 𝑖 ≠ 𝑗 1.1 

donde U corresponde a la unión de conjuntos. En la segmentación, se puede fragmentar 

todo el espacio de la imagen en un número determinado de clases, en donde los pixeles se agrupan 

en base a ciertos atributos de similitud, como sucede en algunos métodos de clasificación de pixeles, 

o bien se pueden extraer uno o varios objetos mediante la detección de sus contornos y fronteras. 

En el primer caso son típicos los métodos de clasificación por niveles de intensidad y textura. En el 

segundo caso encontramos los métodos basados en detección de bordes y fronteras.   

Muchos son los problemas que se deben manejar al momento de diseñar algoritmos de 

segmentación. Estos se deben principalmente a las diferentes clases de ruido, variaciones en el 

contraste, cambios de iluminación, inhomogeneidades e irregularidades en las formas que 



SEGMENTACIÓN DE VOLÚMENES CARDIACOS USANDO UN MÉTODO DE LEVEL SET 3DMULTIESCALA BASADO EN LA TH 

2 
 

presentan los objetos bajo estudio. Sin duda alguna, las dificultades a sortear dependen netamente 

del tipo de datos a procesar o aplicación particular. Esto implica muchas veces que los algoritmos 

de segmentación deben ser combinados con técnicas de eliminación de ruido y métodos de realce, 

así como deben incluir restricciones geométricas que permiten limitar la clasificación a objetos con 

formas específicas. No obstante, en muchas aplicaciones es necesario incluir información a priori o 

información conocida acerca del tipo de objetos que se quieren segmentar.   

En los métodos de segmentación es necesario tener en cuenta también la dimensión de los 

datos de entrada. La extensión a 3D de aquellos métodos diseñados para aplicaciones 2D puede ser 

una tarea compleja en muchos casos. Cabe anotar que los conceptos generales descritos son válidos 

para datos en cualquier dimensión. 

1.2. APLICACIÓN: SEGMENTACIÓN DE VOLÚMENES DEL CORAZÓN USANDO 

ESTUDIOS DE RM Y TC  

Las imágenes médicas están entre las principales aplicaciones para los métodos de 

segmentación. El análisis funcional y anatómico de los órganos, las mediciones volumétricas de los 

mismos y los procedimientos de cirugías asistidas representan ejemplos claros donde la 

segmentación llega a ser una etapa importante [3]. En el caso particular de las aplicaciones 

cardiacas, la segmentación es útil cuando se quiere cuantificar en forma automática y subjetiva las 

cavidades del corazón [4], [5]. Las enfermedades cardiacas están entre las mayores causas de 

muerte en países desarrollados y en desarrollo [6]. La detección de enfermedades cardiacas durante 

las primeras etapas es fundamental para preservar la vida del paciente y definir un tratamiento 

adecuado. En este sentido, los estudios de RM y TC son esenciales para el análisis y evaluación del 

corazón. Ambos estudios consisten de pruebas no invasivas capaces de suministrar un conjunto de 

imágenes del corazón, las cuales forman un volumen con información anatómica del mismo, ver 

Figura 1.1. Con estas técnicas se pueden diagnosticar varios tipos de enfermedades tales como 

problemas en las coronarias, defectos causados por ataques al corazón, enfermedades en el 

músculo cardiaco, defectos congénitos, disfunción del ventrículo izquierdo, problemas en las 

válvulas, isquemias, problemas mecánicos del corazón, entre otras [7]. En este sentido, el ventrículo 

izquierdo es sin duda de gran interés dado que presenta una de las funciones más vitales del corazón 

[4], [5], [8]. El tamaño del ventrículo en las fases de diástole y sístole es también una medida 
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importante que puede ser usada para detectar problemas cardiacos [8]. Adicionalmente, la masa 

del ventrículo izquierdo puede ser un predictor de mortalidad en algunos pacientes [9].  

 

Figura 1.1. Escaneo del corazón. Cada imagen muestra información anatómica de una sección del corazón. Las imágenes 

corresponden a un volumen de TC usando una vista axial. 

La segmentación del ventrículo izquierdo es necesaria cuando se requiere cuantificar 

algunos de los parámetros mencionados. Dada la cantidad de datos que normalmente se manejan 

en estos estudios, se hace necesario implementar algoritmos automáticos o semiautomáticos para 

llevar a cabo la segmentación. Esto se justifica también en el hecho de que la segmentación manual 

es algo tediosa, consume mucho tiempo y se trata de una medida subjetiva.  

Dos regiones son de interés cuando se segmenta el ventrículo izquierdo: la cavidad 

ventricular y el miocardio. Estas dos regiones están limitadas por el endocardio (pared interna) y 

epicardio (pared externa). El proceso de segmentación de estas dos regiones se puede llevar a cabo 

usando diferentes tipos de algoritmos.  
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Para evaluar el ventrículo izquierdo por lo general se utilizan tres tipos de vistas tomadas 

con respecto a los ejes cardiacos: 1) Vista de Eje Largo Horizontal, 2) Vista de Eje Largo Vertical, y 3) 

Vista de Eje Corto. En este proyecto, la aplicación se lleva a cabo usando la vista de eje corto. En la 

Figura 1.2 se ilustran imágenes con ejemplos de estas vistas tomadas de un volumen de TC. La vista 

de eje corto es una de las más usadas. Aquí el ventrículo izquierdo presenta formas circulares o 

elípticas. En la Figura 1.3 se observan dos ejemplos del corazón usando esta vista. Se muestran 

imágenes de TC y de RM. En ellas se han trazado los contornos que delimitan el endocardio y 

epicardio del ventrículo izquierdo.  

 

Figura 1.2. Vistas del corazón usando los ejes cardiacos. 

Varios índices clínicos pueden ser calculados a través de la segmentación del ventrículo 

izquierdo: Volumen Diastólico Final (EDV), Volumen Sistólico Final (ESV), Volumen de Bombeo (SV), 

Fracción de Eyección (EF), entre otros. Estos índices son útiles en la evaluación de la función 

ventricular del corazón.  

La segmentación del ventrículo izquierdo es un problema que investigadores han tratado de 

resolver por muchos años. Aunque muchos algoritmos se han creado, el problema aún permanece 
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abierto [4], [5]. Cuando se diseñan algoritmos de segmentación aplicados al ventrículo izquierdo en 

estudios de RM y TC, se deben tener en cuenta problemas debido a las variaciones de contraste, 

irregularidad de las formas del endocardio y epicardio, bordes difusos, inhomogeneidades, la falta 

de información en el ápex y base del corazón, así como el ruido presente [10].  Adicionalmente, los 

músculos papilares, los cuales son considerados como parte de la cavidad ventricular para 

propósitos de medidas, son también un problema a resolver en la segmentación [5], [11]. 

 

Figura 1.3. Endocardio (contorno interno) y Epicardio (contorno externo) en imágenes del corazón con vista de eje corto. 

El miocardio está limitado por las dos fronteras anteriores. Las imágenes corresponden a la fase de diástole. a) Imágenes 

de RM; b) Imágenes de TC. 

a) 

b) 



 
 

Capítulo 2. ESTADO DEL ARTE 

Dada la importancia que tiene la segmentación para muchas aplicaciones, cientos de 

trabajos han sido propuestos durante los últimos años. A pesar del esfuerzo realizado, la 

segmentación sigue siendo un tema completamente abierto. Los métodos de segmentación 

regularmente son agrupados dependiendo del tipo de información que utilizan para clasificar las 

regiones de las imágenes. El estado del arte en esta sección es divido en dos partes: 1) Métodos de 

segmentación en forma general, los cuales constituyen la base de los métodos desarrollados para 

aplicaciones específicas; y 2) Métodos específicos desarrollados para la segmentación de imágenes 

y volúmenes del corazón, en particular aplicados al análisis del ventrículo izquierdo. 

2.1. MÉTODOS DE SEGMENTACIÓN  

Son muchos los métodos de segmentación que han sido creados durante los últimos años y 

son las aplicaciones médicas donde más utilidad han encontrado estos métodos. En esta sección se 

describen brevemente los métodos más importantes que contribuyeron, en alguna medida, en el 

desarrollo de este proyecto.  

2.1.1. Crecimiento de regiones y agrupamiento de datos 

Algunos métodos clasifican los elementos de una imagen usando información regional, en 

la cual se buscan características similares en cuanto a niveles de grises u otros parámetros [2]. Entre 

estos están los algoritmos de crecimiento de regiones [1] y aquellos que utilizan clústeres de datos 

como son los conocidos k-medias [12] y C-medias difusa [13] (FCM, por su nombre en inglés).  

El método de Crecimiento de Regiones se basa en un procedimiento en el cual se parte de 

un elemento semilla (pixel o voxel) que va creciendo en la medida que se van adicionando puntos 

vecinos que tienen propiedades similares con respecto al brillo, color, textura o incluso propiedades 

geométricas. En este método se necesita inspeccionar la vecindad de un punto, por lo que se tienen 

en cuenta las diferentes clases de conectividad. El crecimiento se detiene cuando no se cumplen las 

condiciones de similitud de los elementos alrededor de la región analizada. Estos métodos 

presentan problemas cuando existen regiones no conectadas dentro de una misma zona por causa 

de ruidos o artefactos. Adicionalmente, el método es bastante lento.  
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La técnica de K-medias utiliza una función objetivo que sirve para evaluar y clasificar los 

elementos de la imagen o volumen en 𝐾 clústeres con respecto a una característica determinada. 

Los clústeres pueden ser parametrizados por los momentos de los niveles de grises o posiciones 

dentro de una región específica. Una medida típica de similitud usada en este método es la distancia 

euclidiana definida como 

𝐹 = ∑∑‖𝑋𝑗 − 𝑚𝑖‖
2

𝑁

𝑗

𝐾

𝑖=1

 2.1 

donde cada elemento 𝑋𝑗 es evaluado y comparado con respecto a la media 𝑚𝑖 de cada clúster. El 

elemento es clasificado como miembro del clúster con el cual tiene más similitud. 

El algoritmo FCM utiliza información difusa para encontrar las relaciones entre pixeles y 

clústeres, fortaleciendo la simple medida de distancia descrita anteriormente. Surgió como solución 

a los problemas que presenta k-medias en cuanto a la convergencia del algoritmo. En FCM, la 

función que permite llevar a cabo el proceso de clasificación se define como 

𝐹 = ∑∑𝑢𝑖𝑗
𝑚‖𝑋𝑗 − 𝑚𝑖‖

2
𝑁

𝑗

𝐾

𝑖=1

 2.2 

donde 𝑢𝑖𝑗
𝑚 es una matriz que determina la membresía de cada elemento del vector de entrada con 

respecto a un determinado clúster.  

2.1.2. Métodos probabilísticos  

Usar modelos probabilísticos e información estadística es otro de los mecanismos para 

caracterizar las regiones de las imágenes. La Clasificación Bayesiana es uno de los métodos más 

conocidos en este campo [14]. Aquí se parte de una imagen o volumen original 𝑋, el cual será 

segmentado en 𝑀 clases, donde cada una es representada por 𝑤𝑖, 𝑖 = 1,2, … ,𝑀. En el proceso de 

clasificación de los datos de entrada se considera la regla de Bayes 

𝑃(𝑤𝑖\𝑋) =
𝑃(𝑋\𝑤𝑖)𝑃(𝑤𝑖)

𝑃(𝑋)
 2.3 
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donde 𝑃(𝑤𝑖\𝑋) representa la probabilidad a posteriori o probabilidad condicional de la clase dada 

la imagen, 𝑃(𝑋\𝑤𝑖) es la probabilidad condicional de 𝑋 dado 𝑤𝑖, 𝑃(𝑤𝑖) es la probabilidad a priori 

de la clase 𝑤𝑖 y 𝑃(𝑋) es la probabilidad total de 𝑋. Una de las consideraciones más comunes es usar 

funciones de probabilidad Gaussianas 

𝑃(𝑋/𝑤𝑖) =
1

2𝜋𝑛/2|𝐶𝑖|
1/2

𝑒𝑥𝑝 [−
1

2
(𝑥 − 𝑚𝑖)

𝑇𝐶𝑖
−1(𝑥 − 𝑚𝑖] 2.4 

donde 𝑛 es la dimensión del vector de entrada. En el caso unidimensional sólo se toman los niveles 

de grises de los datos, pero se podría incluir información espacial u otros valores. Cada clase es 

modelada usando una función de probabilidad. Al ser técnicas puntuales, que no tienen en cuenta 

los vecinos, presentan un desempeño pobre en presencia de ruido.  

Los Campos Aleatorios de Markov también han sido usados ampliamente en tareas de 

segmentación de imágenes [15].  En probabilidad se conoce como un campo aleatorio al conjunto 

𝐹 = {𝐹1, 𝐹2, … , 𝐹𝑚} de 𝑚 variables aleatorias, donde cada elemento se define en un espacio 𝑋 y 

toma un valor 𝜆𝑖 ∈ 𝜆. En este conjunto 𝐹 es posible encontrar una configuración específica 𝜆 =

𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑚, la cual se conoce como una realización del campo o proceso aleatorio y que además 

parte de un suceso {𝐹1 = 𝜆1, 𝐹2 = 𝜆2, … , 𝐹𝑚 = 𝜆𝑚}, el cual ocurre conjuntamente. En el análisis de 

imágenes, usando la teoría de Markov, se considera que cada imagen está compuesta por un 

conjunto de variables aleatorias (los pixeles). La imagen, es entonces, una realización del campo 

aleatorio, es decir una configuración 𝜆. Se sabe también que a una posición (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) determinada de 

la imagen se le puede asociar una vecindad dada 𝑣𝑖. Se dice entonces que esta imagen se considera 

como un campo aleatorio de Markov de 𝑋 con respecto a 𝑣 si se cumplen las condiciones: 

a) 𝑃(𝐹 = 𝜆) > 0, 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝜆 ∈ 𝜆𝑚 

b) 𝑃(𝐹𝑖 = 𝜆𝑖/𝐹𝑗 = 𝜆𝑗, 𝑗 ∈ 𝑋, 𝑗 ≠ 𝑖) = 𝑃(𝐹𝑖 = 𝜆𝑖/𝐹𝑗 = 𝜆𝑗, 𝑗 ∈ 𝑣𝑖)  

donde 𝑃 indica la probabilidad. El primer criterio es la propiedad de positividad. El segundo criterio 

es conocido como la propiedad de Markovianidad o característica local e indica que las propiedades 

de los pixeles solo dependen de su vecindad inmediata. Dentro de cada vecindad se definen los 

cliques, los cuales determinan el tipo de asociación en una vecindad. Aquí se infiere que cada pixel 

de la imagen sólo es influenciado estadísticamente por sus vecinos. El procedimiento de 

segmentación usando este método parte de considerar una función de probabilidad que asocia la 
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relación de los pixeles y sus vecinos a través de los cliques. Esa función potencial puede estar 

definida por una distribución de Gibss [15]. Los Campos Aleatorios de Markov ofrecen mejores 

resultados con respecto a la Clasificación Bayesiana porque tienen en cuenta las relaciones entre 

pixeles de una vecindad. La desventaja es que los algoritmos son tardados inclusive para 

aplicaciones en 2D. 

2.1.3. Modelos estadísticos de formas 

En estos métodos se utiliza un conjunto de entrenamiento para construir un modelo 

estadístico, el cual codifica las posibles variaciones presentes en las muestras de entrenamiento.  

Los modelos de formas activas (ASMs, sigla que se deriva de su nombre en inglés) y los modelos de 

apariencias activas (AAMs, sigla derivada de su nombre en inglés), desarrollados por Cootes et al. 

[16], [17], constituyen dos de los métodos estadísticos de formas más usados. 

En ASM [16] se construye un modelo estadístico llamado Modelo de Distribución de Puntos 

(PDM, por su nombre en inglés) a partir de un conjunto de 𝑁 formas de entrenamiento. Las formas 

𝑋𝑖 , 𝑖 = 1,2,… ,𝑁 son representadas usando una notación vectorial. El vector que representa cada 

forma se compone de un conjunto de puntos espaciales, 𝑃𝑖𝑘 , 𝑘 = 0,1,… ,𝑚 − 1, los cuales describen 

las fronteras de los objetos que se quieren analizar. Por lo tanto, 

𝑋𝑖 = [𝑃𝑖0,  𝑃𝑖1, 𝑃𝑖2,…, 𝑃𝑖(𝑚−1)]
𝑇 2.5 

El procedimiento comienza alineando el conjunto de entrenamiento para remover las 

diferencias espaciales entre las formas. Luego, se obtiene una forma promedio 𝑆̅ a partir de los 𝑋𝑖  

alineados. Finalmente, se obtiene el PDM a través de un análisis de componentes principales. El 

modelo estadístico 𝑆 se define como 

𝑆 = 𝑆̅ + 𝑃𝑆𝑏𝑆 2.6 

donde 𝑃𝑆 es la matriz que contiene el conjunto de los 𝑟 eigenvectores más significativos y 𝑏𝑆 es 

conocido como el parámetro de forma, el cual determina la deformación que puede sufrir el 

modelo. Posteriormente, el modelo estadístico se puede usar para segmentar nuevos datos. La gran 

dificultad de este método es que necesita muchas formas de entrenamiento para obtener un 

modelo con la capacidad de segmentar pequeños detalles de las estructuras. La ventaja es que solo 

segmenta formas parecidas a las entrenadas. 
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AAM [17] es un método que se desprende del anterior. Aquí se plantea la construcción de 

un modelo de apariencia a partir de la información de textura obtenida del conjunto de 

entrenamiento. El modelo de apariencia trabaja en conjunto con el modelo de puntos o PDM. 

Igualmente, aquí es necesario alinear las matrices de textura y usar componentes principales para 

obtener el modelo estadístico de apariencia, el cual se describe como 

𝐺 = 𝐺̅ + 𝑃𝐺𝑏𝐺   2.7 

donde 𝐺̅ es la matriz de textura promedio, 𝑃𝐺 es la matriz con los eigenvectores más significativos y 

𝑏𝐺 es un parámetro usado para deformar el modelo de apariencia. En la construcción del modelo 

de textura se toma toda la porción de la imagen encerrada por los puntos de forma. Cuando se tiene 

el modelo de forma y el modelo de textura, se construye el AAM. Primero se combinan los 

parámetros 𝑏𝑆 y 𝑏𝐺 en una sola variable y luego, 

𝑏 = (
𝑊𝑆𝑏𝑆

𝑏𝐺
) = (

𝑊𝑆𝑃𝑆
𝑇(𝑆 − 𝑆̅)

𝑃𝐺
𝑇(𝐺 − 𝐺̅)

)  2.8 

donde 𝑊𝑆 es una matriz de pesos que permite normalizar los valores de textura y de coordenadas. 

Después, por medio de una segunda etapa de componentes principales aplicada sobre 𝑏,  se obtiene 

el modelo final que combina textura y forma, es decir 

𝑏 = 𝑄𝑐   2.9 

donde 𝑄 es la matriz de eigenvectores principales y 𝑐 es el vector que permite deformar ambos 

modelos. El método requiere de una muy buena inicialización y, dado que se analiza la textura, el 

costo computacional es mayor. Al igual que el anterior, su desempeño depende de la cantidad de 

muestras usadas para construir el modelo. La extensión a 3D de estos métodos no es una tarea fácil. 

2.1.4. Métodos variacionales 

Otra alternativa de segmentación la conforman los métodos variacionales. Estos consisten 

de un funcional de energía, el cual describe el proceso de segmentación, y cuya solución adecuada 

se obtiene de un proceso de minimización usando la teoría del cálculo de variaciones. Idealmente, 

el funcional debe alcanzar un valor mínimo cuando la imagen está correctamente segmentada.  
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El método de Contornos Activos Paramétricos o Snakes, desarrollado por Kass et al. [18], 

fue una de las primeras técnicas de segmentación variacionales desarrolladas. Aquí se busca 

minimizar la energía asociada a un contorno, en la cual se combinan un conjunto de fuerzas externas 

e internas al contorno. Las fuerzas internas dependen de los parámetros del contorno mientras que 

las externas dependen de las características de la imagen. El objetivo es encontrar el contorno, el 

cual es el encargado de segmentar la imagen, que minimiza el funcional de energía. El contorno en 

la imagen es representado por una curva 𝐶, paramétrica con respecto a 𝑠, es decir 

𝐶(𝑠) = (𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠))  𝑐𝑜𝑛 0 ≤ 𝑠 ≤ 1  2.10 

La función de energía que gobierna el contorno se define como 

𝐸𝑠𝑛𝑎𝑘𝑒 = ∫ 𝐸𝑠𝑛𝑎𝑘𝑒(𝐶(𝑠))𝑑𝑠 = ∫ (𝐸𝑖𝑛𝑡(𝐶(𝑠)) + 𝐸𝑒𝑥𝑡(𝐶(𝑠)))𝑑𝑠
1

0

1

0

 2.11 

donde 𝐸𝑖𝑛𝑡(𝐶(𝑠)) = 𝛼(𝑠)|𝐶𝑠(𝑠)|
2 + 𝛽(𝑠)|𝐶𝑠𝑠(𝑠)|

2 representa la energía interna y 𝐸𝑒𝑥𝑡(𝐶(𝑠)) 

denota las fuerzas externas o de la imagen actuando sobre el contorno. Esta última es, por lo 

general, una función de extracción de bordes. La solución al problema se resuelve minimizando el 

funcional de energía descrito para los posibles valores de 𝐶. Aquí es necesario utilizar la teoría del 

cálculo de variaciones, lo cual conduce a una solución en términos de las ecuaciones de Euler-

Lagrange. El método de Snakes presenta problemas cuando existen estructuras con bordes muy 

similares y cercanos entre sí, también en presencia de concavidades, cuando el ruido de la imagen 

es alto y cuando la inicialización no es adecuada.  

El Funcional de Mumford-Shah es la herramienta base de muchos otros métodos de 

segmentación que derivan su análisis de la teoría del cálculo de variaciones [19]. Fue propuesto por 

D. Mumford y J. Shah [20], y su funcionamiento parte de considerar una imagen 𝑔(𝑥, 𝑦) definida en 

el espacio 𝑅 como la unión de varios subconjuntos conectados, cerrados y disyuntos 

{𝑅𝑖, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛}, donde las fronteras definen las discontinuidades de cada región. Las fronteras 

denotadas por 𝐾 complementan el resto de la imagen. Este método busca segmentar una imagen a 

través de la minimización del funcional de energía 𝐸 definido como 

𝐸(𝑓, 𝐾) = 𝜇 ∫ (𝑓 − 𝑔)2𝑑𝐴
𝑅

+ 𝛼 ∫ ‖𝛻𝑓‖2𝑑𝐴
𝑅−𝐾

+ 𝛽 ∫ 𝑑𝑠
𝐾

 2.12 
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donde 𝑓 denota una función suave “por tramos” (del inglés piecewise) que aproxima a 𝑔 con 

discontinuidades en la frontera 𝐾, ∇𝑓 es el gradiente de 𝑓 y 𝑑𝐴 es el diferencial de área de la región 

que se analiza. El último término es la longitud de las fronteras de todas las regiones. Además,  𝜇,

𝛼 y 𝛽 son constantes reales que determinan un peso para cada término del funcional. En este 

funcional el primer término evalúa la similitud entre la imagen segmentada y la original. El segundo 

término trata de medir la homogeneidad que existe dentro de cada región 𝑅𝑖, mientras que el ultimo 

término ayuda a que las fronteras de las regiones sean regulares y suaves. La dificultad del método 

está en encontrar una forma de minimizar el funcional 𝐸 sobre las posibles soluciones 𝑓 [21]. 

Obviamente, esto implica buscar un método para encontrar 𝑓. En la literatura existe un gran número 

de trabajos orientados a resolver este funcional [22], [23]. 

Dentro de los métodos variacionales también se clasifican los contornos activos geométricos 

o basados en Level Sets, los cuales presentan muchas ventajas por su representación implícita. Los 

Contornos Activos Geodésicos fueron introducidos coincidentemente por Caselles et al. [24] y 

Kichenassamy [25]. Con este método se trata de resolver algunos de los problemas de los Snakes. El 

funcional de energía en este método se define como 

𝐹𝐺𝐴𝐶 = ∫𝑔 (𝛻𝐼(𝐶(𝑠))) |𝐶𝑠|𝑑𝑠

1

0

 2.13 

donde 𝑔 (∇𝐼(𝐶(𝑠))) es una función que depende de los bordes de la imagen y |𝐶𝑠|𝑑𝑠 es el 

diferencial de la longitud de arco de la curva. En ésta ecuación, se trata de obtener el contorno que 

minimiza el funcional de energía. Esto se hace a través del cálculo de variaciones y el método de 

gradiente descendente. El resultado de la minimización de la ecuación 2.13 es 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
= 𝑔 (𝛻𝐼(𝐶(𝑠)))𝑘𝒏 − [𝛻𝑔 (𝛻𝐼(𝐶(𝑠))) . 𝒏] . 𝒏 2.14 

donde 𝑘 es la curvatura y 𝒏 indica la dirección normal. Sin embargo, esta expresión está en términos 

del contorno 𝑆, lo cual hace poco práctica su implementación. De la teoría de Level Sets [26], [27] 

se sabe que cualquier curva cerrada se puede representar de forma implícita usando una función 

de Level Set. Por lo tanto, la ecuación 2.14 se puede escribir como 

𝜕𝜑

𝜕𝑡
= 𝑔𝑘|𝛻𝜑| − 𝛻𝑔. 𝛻𝜑  2.15 
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donde por simplicidad se ha reemplazado 𝑔 (∇𝐼(𝐶(𝑠))) por 𝑔, y 𝜑 es la función de Level Set en 

mención. Una práctica muy común es incluir un término adicional, constante, a la ecuación 2.15 

para asegurar la evolución de la función. Luego, 

𝜕𝜑

𝜕𝑡
= 𝑔(𝑘 + 𝑝)|𝛻𝜑| − 𝛻𝑔. 𝛻𝜑  2.16 

Dado que éste método usa una función que depende del gradiente, su desempeño es 

bastante deficiente en presencia de ruido. 

Como alternativa, Chan y Vese [28] propusieron un funcional que no depende de funciones 

de extracción de bordes. Fue creado con el objetivo de resolver las deficiencias derivadas de utilizar 

gradientes o funciones de detección de bordes, las cuales presentan problemas en imágenes reales 

por la gran cantidad de ruido. El Funcional de Chan-Vese consiste de una modificación del Funcional 

de Munford-Shah [20] para extraer objetos sin utilizar detectores de bordes. En este método se 

consideran dos regiones: la que encierra el contorno, la cual corresponde al objeto que se quiere 

extraer, y la región fuera del contorno, que se asume como el fondo. El funcional es 

𝐹𝐶𝑉 = 𝜆1 ∫ (𝐼 − 𝜇1)
2𝑑𝑥

𝑅1

+ 𝜆2 ∫ (𝐼 − 𝜇2)
2𝑑𝑥

𝑅2

+ 𝜆 ∫ 𝑑𝑠
𝑆

+ 𝜐 ∫ 𝑑𝑥
𝑅1

 2.17 

donde los dos primeros términos miden la homogeneidad en las regiones, el tercero (longitud de 

arco) y cuarto término (área encerrada por 𝑆) regularizan la segmentación imponiendo restricciones 

geométricas. En este funcional, se asume que 𝜇1 y 𝜇2 se aproximan como los valores promedios en 

cada región segmentada de la imagen 𝐼 (o volumen en 3D). En la Figura 2.1 se ilustran cuatro 

posibles casos que se pueden dar en el proceso de evolución del contorno. Se puede asegurar que 

el funcional anterior obtiene su valor mínimo en el cuarto caso dado que los dos primeros términos 

tienden a cero. Igualmente, aquí es necesario minimizar el funcional dentro de las posibles 

soluciones, lo cual no es una tarea fácil. En el método original se propone representar el funcional 

en términos de una función de Level Set para llevar a cabo el proceso de minimización usando el 

cálculo de variaciones. Luego, usando una representación en términos de la función de Level Set 𝜑, 

la solución al funcional es 

𝜕𝜑

𝜕𝑡
= [𝜆1(𝐼 − 𝜇1)

2 − 𝜆2(𝐼 − 𝜇2)
2 + 𝜆𝑘 + 𝜐]|𝛻𝜑| 2.18 
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Figura 2.1. Posibles casos en el Funcional de Chan-Vese. En cada caso se evalúan los dos primeros términos del funcional. 

a) (𝑰 − 𝝁𝟏) > 𝟎, ( 𝑰 − 𝝁𝟐) = 𝟎; b) (𝑰 − 𝝁𝟏) = 𝟎, ( 𝑰 − 𝝁𝟐) > 𝟎; c) (𝑰 − 𝝁𝟏) > 𝟎, ( 𝑰 − 𝝁𝟐) > 𝟎; d) (𝑰 − 𝝁𝟏) = 𝟎, ( 𝑰 − 𝝁𝟐) = 𝟎. 

Como se puede notar en las expresiones anteriores, el Funcional de Chan-Vese tiene la 

ventaja de no depender de gradientes y funciones de extracción de bordes. Esto le da una mayor 

habilidad para procesar imágenes con ruido. El método tiene la desventaja de utilizar el promedio 

de los niveles de grises para los términos 𝜇1 y 𝜇2, lo cual no siempre es lo más óptimo para 

caracterizar las regiones en muchas aplicaciones. 

Nikos Paragios et al. [29] combinaron en su funcional un término de región y uno de 

detección de bordes. El método es conocido como Regiones Activas Geodésicas. El término de 

región es basado en información probabilística de los datos de entrada. El funcional es 

𝐹𝐺𝐴𝑅 = ∑ (1 − 𝑎) ∫ 𝑔 (𝑃(𝐶,𝑋) (𝐼(𝐶(𝑠)))) |𝐶′|𝑑𝑠
1

0

  − ∑ 𝑎 ∬ 𝑙𝑜𝑔 [𝑃𝛺,𝑋(𝐼(𝑥, 𝑦))]𝑑𝑥𝑑𝑦
𝛺𝑋𝑋∈(𝐴,𝐵)𝑋∈(𝐴,𝐵)

 2.19 

donde el primer término es el parámetro de frontera y el segundo término es el parámetro de 

región. Aquí 𝑃(𝐶,𝑋) (𝐼(𝐶(𝑠))) es la probabilidad de la frontera y 𝑔 (𝑃(𝐶,𝑋) (𝐼(𝐶(𝑠)))) es la función 

de atracción hacia los bordes del objeto. También, 𝑃Ω,𝑋(𝐼(𝑥, 𝑦)) es la función de probabilidad de la 

clase 𝑋. Adicionalmente, (𝐴, 𝐵) son las particiones de la imagen (regiones dentro y fuera del 

contorno respectivamente) y 0 ≤ 𝑎 ≤ 1. La minimización de este funcional es similar a los casos 

anteriores y conduce a una ecuación diferencial que puede estar dada en términos de la función de 

Level Set. La ecuación obtenida en el método de Contornos Activos Geodésicos puede ser usada 

como término de frontera. No obstante, se necesita una función de probabilidad para cada partición 

y además definir los pesos para cada término.  
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2.1.5. Métodos multiescala y multiresolución 

Otra alternativa válida es usar un espacio multiescala o multiresolución que ayude a 

solucionar los problemas de segmentación que se presentan con los métodos descritos. En los 

algoritmos multiescala y multiresolución basados en transformadas se procesan directamente las 

componentes obtenidas de la descomposición. Las herramientas más populares para llevar a cabo 

estos tipos de descomposiciones son las Wavelets.  La transformada de Hermite [30], [31] es otra 

herramienta útil para realizar análisis multiescala y multiresolución. Algunos autores desarrollaron 

métodos en los cuales se implementan los algoritmos descritos dentro de un espacio multiescala y 

multiresolución para diferentes aplicaciones. Entre estos, vale la pena mencionar algunos métodos 

que combinan Snakes con Wavelets [32], Snakes con Curvelets [33], ASM implementado en el 

dominio de las Wavelets [34], [35], y métodos de Level Sets basados en Wavelets [36].  

2.2. SEGMENTACIÓN DEL VENTRÍCULO IZQUIERDO EN ESTUDIOS DE RM Y TC 

Durante los últimos años se han hecho numerosas contribuciones sobre métodos de 

segmentación aplicados al análisis del ventrículo izquierdo en estudios de RM y TC [4], [5], [10]. Los 

contornos activos implícitos [37], [38], [39], [40], [41], [42], [43] y paramétricos [44], [45], [46], los 

algoritmos probabilísticos [47], [48], [49], los modelos estadísticos de forma [50], [51], [52], [53], 

[54] y los algoritmos basados en atlas [48], [55], [56] son métodos típicos usados para segmentar la 

región del ventrículo izquierdo. La segmentación de imágenes cardiacas ha sido revisada con mucho 

detalle en varios artículos [4], [5], [10]. 

Los modelos de formas como los ASMs [16] y AAMs [17] usan conjuntos de muestras de 

entrenamiento para construir un modelo estadístico que posteriormente es usado para segmentar 

nuevos datos. Hans C. van Assen et al. [57] propusieron un método que combina un ASM 3D con un 

algoritmo FCM para segmentar el ventrículo izquierdo en volúmenes de RM.  Este método es capaz 

de segmentar volúmenes con falta de información. Un método similar fue presentado en [52], pero 

generalizado para la segmentación de volúmenes de TC y RM. Un algoritmo de inferencia difusa fue 

usado como técnica de clasificación de datos. Olivier Ecabert et al. [58] desarrollaron un método 

para extraer las cuatro cavidades del corazón, así como el miocardio, en volúmenes de TC, usando 

un esquema deformable, no paramétrico y flexible el cual, combina un ASM paramétrico con 

información a priori. El corazón es modelado usando elementos geométricos simples como elipses 
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y cilindros. El método también usa la transformada de Hough para la inicialización. Modelos 

deformables estadísticos y métodos de registro han sido usados en combinación con AAM en [59] 

para llevar a cabo segmentaciones 3D del corazón. Aunque los modelos estadísticos de forma han 

demostrado ser bastante eficientes, su desempeño siempre dependerá de la cantidad de datos 

usados para entrenar los modelos.   

Los contornos activos paramétricos han sido de mucho interés para aplicaciones de 

segmentación en imágenes cardiacas. Tal como se mencionó anteriormente, ellos consisten de una 

curva que tiene la capacidad de moverse usando un campo de velocidades, el cual puede depender 

de las características de la imagen o de información geométrica. Yuwei Wu et al. [44] diseñaron un 

método para segmentar el ventrículo izquierdo en imágenes de RM usando un Snake clásico. Una 

nueva fuerza externa llamada convolución del vector gradiente fue propuesta argumentando que 

esta podría capturar los bordes de la imagen de forma más eficiente. Una restricción de forma fue 

adicionada asumiendo que el endocardio y el epicardio presentan formas circulares. Aunque 

muestra resultados satisfactorios, por lo general los métodos basados únicamente en detectores de 

bordes presentan problemas en presencia de ruido. Sandro Queirós et al. [60] propusieron un 

método rápido y automático aplicado a la segmentación del ventrículo izquierdo en estudios 

cardiacos 4D de RM. Un proceso de umbralización y detección de la cavidad ventricular es usado 

como inicialización. Luego, un contorno activo basado en B-Splines [61] es usado para segmentar el 

ventrículo desde la base hasta el ápex. Técnicas de flujo óptico, junto con otras técnicas clásicas de 

caracterización de imágenes, fueron usadas para obtener la segmentación final del estudio cardiaco.  

Un contorno activo paramétrico fue usado también por Hisham Sliman et al. [46] para segmentar el 

endocardio y epicardio. Este método combina diferencias de Gaussianas y Campos Aleatorios de 

Markov en el funcional de segmentación. Adicionalmente, medidas de distancia fueron usadas para 

mantener una separación adecuada entre las dos estructuras.  

Los métodos basados en Level Sets han sido también de mucha utilidad en el análisis de 

imágenes cardiacas. A diferencias de los contornos activos paramétricos, aquí las curvas son 

representadas de forma implícita usando funciones de Level Sets. Entre las principales ventajas que 

encontramos en estos métodos están su facilidad de implementación y extensión a varias 

dimensiones, así como la posibilidad que ofrecen de combinar diferentes tipos de funciones de 

energía en una forma transparente y eficiente. Los cambios de configuración en estos métodos son 

asumidos de forma natural. En Huaifei Hu et al. [42], el volumen completo del ventrículo izquierdo 
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es segmentado corte por corte, comenzando desde la sección media del corazón. Un funcional de 

energía conocido como LBF (Local Binary Fitting, por sus siglas en inglés) [62] es usado para 

segmentar el endocardio. En el caso del epicardio, un método de programación dinámica fue 

empleado incorporando la información del endocardio obtenida previamente. Este método no 

incorpora restricciones de forma, lo cual puede afectar su desempeño. Un interesante método 

variacional es presentado en [41]. En éste método, los autores propusieron la evolución de dos 

curvas para extraer las fronteras del endocardio y epicardio en secuencias de imágenes cardiacas. 

Un término a priori de superposición es incluido en el funcional de energía con el objetivo de 

modelar las intensidades que se superponen en las diferentes regiones de ventrículo. El 

conocimiento a priori en este término se debe aprender usando la primera imagen segmentada. El 

coeficiente de Bhattacharyya fue usado para medir la superposición en las regiones. La extensión a 

3D no es discutida en este método y tampoco existen restricciones de forma lo cual puede afectar 

su desempeño. En contraste, Pluempitiwiriyawej et al. [38] propusieron un funcional de Level Set 

compuesto por cuatro términos: una energía de región global basada en una formulación 

probabilística, un término de bordes, una función de regularización y un término de forma, en el 

cual se asume que el ventrículo izquierdo tiene forma elíptica. Sin embargo, en este método no se 

consideran los problemas de inhomogeneidades presentes en este tipo de imágenes. Con el objetivo 

de codificar la similitud entre la forma del endocardio y el epicardio, Jonghye Woo et al. [37] 

diseñaron un método del Level Set multifase para segmentar las dos regiones del ventrículo 

izquierdo. Aquí se asume que la diferencia entre las dos regiones sigue una distribución Gaussiana 

controlada por su desviación estándar. Además, otras funciones de energía basadas en intensidades 

y bordes son incluidas. Una combinación de técnicas de umbralización, morfología matemática, 

operaciones geométricas y varios métodos de contornos activos para segmentar automáticamente 

el endocardio y el epicardio en estudios 3D de TC fue presentada en [63]. En este método la forma 

del endocardio es usada como restricción para la segmentación del epicardio.  

Otros investigadores han optado recientemente por métodos diferentes para la 

segmentación del ventrículo izquierdo.  Entre estos están los modelos de programación dinámica 

[64], [65], [66], morfología matemática combinada con Watershed [67], métodos basados en 

registro [68], Random Walk [69], competencia de características y modelos Sparse [70]. A pesar de 

que todos los métodos intentan resolver el problema de segmentación de la región del ventrículo 

izquierdo, ellos utilizan información de las imágenes obtenidas de su espacio original. Más aún, 

muchos de estos algoritmos no utilizan restricciones de formas, necesitan de muchos datos 
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conocidos para entrenar sus modelos, o no consideran otros problemas como las 

inhomogeneidades. Adicionalmente, la segmentación de imágenes cardiacas se ha enfocado en 

analizar estudios de TC o RM por separado sin considerar una generalización a los dos tipos de 

modalidades.  

Otras contribuciones personales, derivadas del desarrollo de este proyecto de investigación, 

pueden ser revisadas en las referencias [50], [71], [72], [73], [74].  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

Capítulo 3. TRANSFORMADA DE HERMITE (TH) 

La TH es una poderosa herramienta matemática que permite hacer una descomposición 

ortogonal de funciones. Fue desarrollada por Martens [30], [31] a principios de los años 90 y desde 

entonces ha sido usada en muchas aplicaciones de análisis de imágenes [50], [75], [76], [77]. En esta 

herramienta, se usan los polinomios de Hermite como las funciones bases de la descomposición. En 

este capítulo, se definen formalmente la TH en una, dos y tres dimensiones. Además, se describen 

algunas de sus características más importantes. 

3.1. TRANSFORMADA DE HERMITE UNIDIMENSIONAL 

Sea 𝐻𝑛(𝑥/𝜎) el polinomio de Hermite de grado 𝑛 y 𝐺𝑛(𝑥) =
1

√2𝑛𝑛!
𝐻𝑛(𝑥/𝜎)  el polinomio 

normalizado, con 𝑛 = 0,1, … ,∞. Estos polinomios son ortogonales con respecto a una función 

Gaussiana 𝑉2, es decir 

∫ 𝑉2(𝑥)𝐺𝑛(𝑥)𝐺𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛿𝑛𝑚
∞

−∞
 ,      para 𝑛 ≠ 𝑚   3.1 

donde 𝑉(𝑥) =
1

√𝜎√𝜋
𝑒−𝑥2/2𝜎2

y 𝜎 es la desviación estándar de la función Gaussiana. Dada una 

función 𝑓(𝑥), definida en un espacio continuo, su TH de orden 𝑛  se define como 

𝐿𝑛(𝑝) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑉2(𝑥 − 𝑝)𝐺𝑛(𝑥 − 𝑝)𝑑𝑥
∞

−∞   3.2 

donde 𝐿𝑛(𝑝) corresponden a los coeficientes cartesianos de la transformación. Dado que la función 

𝑉(𝑥) define una ventana, la descomposición se debe hacer para las distintas posiciones 𝑝 donde se 

requiere analizar la función. Una ilustración gráfica de este proceso de descomposición se puede 

observar en la Figura 3.1.  

La implementación de esta transformada se puede llevar a cabo a través de un proceso de 

convolución entre los filtros de Hermite y la función de entrada, y luego una operación de 

submuestreo en las posiciones de 𝑝.  
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Los filtros de Hermite unidimensionales de orden 𝑛 son definidos como 

ℎ𝑓𝑛(𝑥) = 𝐺𝑛(−𝑥)𝑉2(−𝑥) 3.3 

Sustituyendo, 

ℎ𝑓𝑛(𝑥) =
(−1)𝑛

√2𝑛𝑛!

1

𝜎√𝜋
𝐻𝑛(𝑥/𝜎) 𝑒−(𝑥/𝜎)2  3.4 

Usando las propiedades de los polinomios de Hermite, ℎ𝑓𝑛(𝑥) se puede escribir en 

términos de derivadas de Gaussianas. Luego, 

ℎ𝑓𝑛(𝑥) =
1

√2𝑛𝑛!
[

𝑑𝑛

𝑑(𝑥/𝜎)𝑛
(

1

𝜎√𝜋
𝑒−(𝑥/𝜎)2)] 3.5 

Las formas que tienen los filtros de Hermite unidimensionales hasta el orden 𝑛 = 5 se 

ilustran en la Figura 3.2.  

 

Figura 3.1. Proceso de descomposición en la TH unidimensional. La función de entrada (color azul) es modificada con una 

función ventana de tipo Gaussiano (color rojo), luego es proyectada sobre los polinomios de Hermite (gráfica inferior). El 

proceso se repite para todas las posiciones deseadas de la señal. 
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Figura 3.2. Filtros de Hermite unidimensionales hasta el orden 𝑛 = 5. 

3.2. TRANSFORMADA DE HERMITE 2D 

La TH en dos dimensiones se define de forma similar. Sea 𝑓(𝑥, 𝑦) la función de entrada, su 

TH 2D se obtiene como 

𝐿𝑚,𝑛−𝑚(𝑝, 𝑞) = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑉2(𝑥 − 𝑝, 𝑦 − 𝑞)𝐺𝑚,𝑛−𝑚(𝑥 − 𝑝, 𝑦 − 𝑞)𝑑𝑥𝑑𝑦
∞

−∞

 3.6 

donde 𝑉(𝑥, 𝑦) =
1

𝜎√𝜋
𝑒−(𝑥2+𝑦2)/2𝜎2

 es la ventana Gaussiana con la cual se define la condición de 

ortogonalidad, 𝐺𝑚,𝑛−𝑚(𝑥, 𝑦) =
1

√2𝑛 (𝑛−𝑚)! 𝑚!
𝐻𝑚(𝑥/𝜎)𝐻𝑛−𝑚(𝑦/𝜎) son los polinomios de Hermite 

normalizados y 𝐿𝑚,𝑛−𝑚(𝑝, 𝑞) son los coeficientes de la transformada. Los índices de los polinomios 

varían como 𝑛 = 0,1,… ,∞ y 𝑚 = 0,… , 𝑛 donde 𝑛 es el orden de la transformada. Análogamente, 

se pueden definir los filtros de Hermite bidimensionales como 

ℎ𝑓𝑚,𝑛−𝑚(𝑥, 𝑦) =  𝑉2(−𝑥,−𝑦)𝐺𝑚,𝑛−𝑚(−𝑥,−𝑦) 3.7 

Sustituyendo y usando las propiedades de los polinomios de Hermite obtenemos los filtros 

de Hermite en 2D, los cuales se definen como 
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ℎ𝑓𝑚,𝑛−𝑚(𝑥, 𝑦) =
1

√2𝑛(𝑛 − 𝑚)!𝑚!
(

𝑑𝑚

𝑑 (
𝑥
𝜎)

𝑚

𝑑𝑛−𝑚

𝑑 (
𝑦
𝜎)

𝑛−𝑚 𝑉2(𝑥, 𝑦)) 3.8 

Los coeficientes 𝐿𝑚,𝑛−𝑚(𝑝, 𝑞) de la transformada se pueden obtener, entonces, 

convolucionando el conjunto de filtros ℎ𝑓𝑚,𝑛−𝑚(𝑥, 𝑦) con la función de entrada 𝑓(𝑥, 𝑦) y luego 

submuestreando en las posiciones (𝑝, 𝑞).  

3.3. TRANSFORMADA DE HERMITE 3D 

La TH en tres dimensiones se obtiene usando el mismo procedimiento. Sea  𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) una 

función tridimensional de entrada, los coeficientes de la TH 3D se calculan como  

𝐿𝑙,𝑚−𝑙,𝑛−𝑚(𝑝, 𝑞, 𝑟) = ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑉2(𝑥 − 𝑝, 𝑦 − 𝑞, 𝑧 − 𝑟)𝐺𝑙,𝑚−𝑙,𝑛−𝑚(𝑥 − 𝑝, 𝑦 − 𝑞, 𝑧 − 𝑟)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
∞

−∞

 3.9 

con 𝑛 = 0,1,… ,∞;   𝑚 = 0,1, … , 𝑛;   𝑙 = 0,1, … ,𝑚 siendo 𝑛 el orden de la transformada. 

Similarmente, la ventana Gaussiana en 3D es 𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (
1

(√𝜎√𝜋)
3 𝑒−(𝑥2+𝑦2+𝑧2)/2𝜎2

), y los 

polinomios normalizados son 𝐺𝑙,𝑚−𝑙,𝑛−𝑚=
1

√2𝑛 (𝑛−𝑚)! (𝑚−𝑙)! 𝑙!
𝐻𝑙(𝑥/𝜎)𝐻𝑚−𝑙(𝑦/𝜎)𝐻𝑛−𝑚(𝑧/𝜎). De la 

misma forma que en los casos anteriores, los coeficientes 𝐿𝑙,𝑚−𝑙,𝑛−𝑚(𝑝, 𝑞, 𝑟) se pueden obtener por 

convolución entre los filtros y la función de entrada, y luego submuestrear en las posiciones (𝑝, 𝑞, 𝑟). 

Los filtros de Hermite 3D se obtienen al multiplicar los polinomios con el cuadrado de la ventana 

Gaussiana. Luego,  

ℎ𝑓𝑙,𝑚−𝑙,𝑛−𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑉2(−𝑥,−𝑦,−𝑧)𝐺𝑙,𝑚−𝑙,𝑛−𝑚(−𝑥, −𝑦,−𝑧) 3.10 

Una vez que se sustituyen las funciones correspondientes y haciendo uso de las propiedades 

de los polinomios de Hermite obtenemos los filtros en 3D definidos como 

 ℎ𝑓𝑙,𝑚−𝑙,𝑛−𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

√2𝑛 (𝑛−𝑚)! (𝑚−𝑙)! 𝑙!
[

𝑑𝑙

𝑑(𝑥/𝜎)𝑙
𝑑𝑚−𝑙

𝑑(𝑦/𝜎)𝑚−𝑙

𝑑𝑛−𝑚

𝑑(𝑧/𝜎)𝑛−𝑚 𝑉2(𝑥, 𝑦, 𝑧)] 3.11 

Los filtros en varias dimensiones se pueden obtener multiplicando los filtros unidimensionales 

definidos para cada coordenada.  
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3.4. CARACTERÍSTICAS DE LA TRANSFORMADA DE HERMITE 

En esta sección se describen algunas características generales de la TH. Estas pueden ser 

útiles para efectos de implementación o para determinar la mejor forma de emplear la 

transformada en una aplicación específica.  

La ventana Gaussiana y los polinomios de Hermite en varias dimensiones cumplen con la 

propiedad de separabilidad. Esto implica que las definiciones de estas funciones en varias 

dimensiones se obtienen por la multiplicación directa de las funciones unidimensionales.  

Dado que se trata de una transformada continua, la implementación discreta se puede 

obtener usando los polinomios de Krawtchouk y la secuencia binomial [30]. Teniendo en cuenta la 

propiedad de separabilidad de la función Gaussiana y de los polinomios de Hermite, la 

descomposición se puede llevar a cabo procesando cada dimensión por separado, es decir una 

seguida de la otra.  

En las definiciones anteriores, el orden de la transformada lo define el parámetro 𝑛. 

Adicionalmente, los parámetros libres a seleccionar cuando se aplica la transformada son la escala 

𝜎 de la función Gaussiana y el parámetro de submuestreo en cada caso. Los coeficientes obtenidos 

al aplicar la TH son comúnmente llamados coeficientes cartesianos. La TH de orden 𝑛 = 0 es útil 

para suavizar la función de entrada. Tal como se ilustra en la Figura 3.2, el filtro de Hermite de orden 

cero es simplemente una Gaussiana con desviación estándar 𝜎. El filtro de orden 𝑛 = 1 puede servir 

para detectar cambios bruscos de la función analizada, por lo que es muy útil para detectar bordes 

en dos y tres dimensiones. El filtro de orden 𝑛 = 2 detecta cruces por cero.  En general, los 

coeficientes de orden 𝑛 ≥ 1 son muy útiles para codificar texturas en dos y tres dimensiones. La 

Tabla 3.1 ilustra el conjunto de coeficientes que se pueden obtener para una descomposición de 

orden 𝑛 = 2 en dos y tres dimensiones.  

Los coeficientes que se obtienen al aplicar la TH en dos y tres dimensiones se arreglan en un 

esquema gráfico, en el cual se agrupan dependiendo del orden de la transformación. En la Figura 

3.3 se ilustra este esquema gráfico para la TH en dos y tres dimensiones hasta el orden 𝑛 = 2. 
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Tabla 3.1. Lista de coeficientes de la TH en 2D y 3D hasta el orden 𝑛 = 2. 

2 Dimensiones 3 Dimensiones 

Orden n m Coeficiente Orden n m l Coeficiente 

n = 0 m = 0 L0,0 n = 0 m = 0 l = 0 L0,0,0 

n = 1 
m = 0 L0,1 

n = 1 

m = 0 l = 0 L0,0,1 

m = 1 L1,0 
m = 1 

l = 0 L0,1,0 

n = 2 

m = 0 L0,2 l = 1 L1,0,0 

m = 1 L1,1 

n=2 

m = 0 l = 0 L0,0,2 

m = 2 L2,0 
m = 1 

l = 0 L0,1,1 

 

l = 1 L1,0,1 

m = 2 

l = 0 L0,2,0 

l = 1 L1,1,0 

l = 2 L2,0,0 

Un ejemplo de descomposición usando la TH 2D para una imagen de TC cardiaca se muestra 

en la Figura 3.4a. La imagen corresponde a un corte extraído de un volumen en una vista de eje 

corto cardiaco. Aquí, solo se muestra la transformada hasta el orden 𝑛 = 2.   

 

Figura 3.3. Distribución gráfica de los coeficientes de la TH. a) Dos dimensiones; b) Tres dimensiones. 

3.5. TRANSFORMADA DE HERMITE ROTADA EN 2D Y 3D 

Una de las virtudes más reconocidas de la transformada de Hermite es su capacidad para 

hacer análisis direccional [77], [78], [79]. Dado que en las imágenes y volúmenes es común encontrar 

patrones unidimensionales orientados, las transformadas direccionales llegan a ser de mucha 

a) b) 
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utilidad. Los bordes y la textura son dos de las características más importantes que se pueden 

analizar usando procesamiento direccional. La TH cumple eficientemente con esta propiedad de 

rotación. Freeman et al. [80] demostraron que un filtro en una dirección determinada puede ser 

obtenido a través de una combinación lineal de unos filtros base, los cuales han sido definidos 

previamente en alguna dirección original. Este mismo concepto se puede extender a datos que han 

sido filtrados previamente con esos filtros base. Los coeficientes cartesianos de la TH en cada orden, 

para 𝑛 ≥ 1, son en sí mismos un conjunto base con el cual se pueden obtener unos coeficientes 

rotados a un ángulo determinado. Para llevar a cabo la rotación, se parte de la definición de los 

filtros de Hermite en el dominio de Fourier. A continuación, se describe el proceso de rotación para 

dos y tres dimensiones. 

En Dos Dimensiones. Se obtiene la transformada de Fourier de los filtros definidos en la 

ecuación 3.8. Luego,  

𝐻𝐹𝑚,𝑛−𝑚(𝑤𝑥 , 𝑤𝑦) =
1

√2𝑛(𝑛 − 𝑚)!𝑚!
[(𝑗𝑤𝑥𝜎)𝑚(𝑗𝑤𝑦𝜎)

𝑛−𝑚
𝐹(𝑤𝑥 , 𝑤𝑦)] 3.12 

donde 𝐹(𝑤𝑥 , 𝑤𝑦) es la transformada de Fourier de 𝑉2(𝑥, 𝑦). La rotación definida en coordenadas 

cartesianas para el caso bidimensional se define como 

[
𝑥𝑟

𝑦𝑟
] = [

𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑒𝑛𝜃
−𝑠𝑒𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃

] [
𝑥
𝑦] 3.13 

Una rotación en el dominio espacial es equivalente a una rotación en el dominio de la 

frecuencia. Por lo tanto, la definición anterior aplica para las coordenadas en el dominio de la 

frecuencia. En la ecuación 3.12 reemplazamos por las coordenadas rotadas y se obtiene 

𝐻𝐹𝑚,𝑛−𝑚
𝑟 (𝑤𝑥, 𝑤𝑦, 𝜃) =

1

√2𝑛(𝑛 − 𝑚)!𝑚!
[(𝑗𝜎(𝑤𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑤𝑦𝑠𝑒𝑛𝜃)))𝑚(𝑗𝜎(−𝑤𝑥𝑠𝑒𝑛𝜃 + 𝑤𝑦𝑐𝑜𝑠𝜃))

𝑛−𝑚
𝐹(𝑤𝑥, 𝑤𝑦)] 3.14 

Desarrollando la ecuación 3.14 y usando la transformada de Fourier inversa podemos 

obtener los filtros de Hermite rotados para un orden 𝑛 ≥ 1. Dado que los coeficientes de la TH son 

obtenidos por un proceso de convolución entre la imagen de entrada y los filtros, es posible obtener 

los coeficientes rotados a partir de los cartesianos usando la ecuación 3.14.  Hay que resaltar que la 

función Gaussiana es isotrópica, por lo cual no sufre modificaciones en el desarrollo anterior.  
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Luego, partiendo de la ecuación 3.14 y haciendo el respectivo desarrollo se pueden obtener 

los coeficientes de Hermite rotados para los dos primeros órdenes: 

Para 𝑛 = 1,  

[
𝐿0,1(𝜃)

𝐿1,0(𝜃)
] = [

𝑐 𝑠
−𝑠 𝑐

] [
𝐿0,1

𝐿1,0
] 3.15 

Para 𝑛 = 2,  

[

𝐿0,2(𝜃)

𝐿1,1(𝜃)

𝐿2,0(𝜃)
] = [

𝑐2 2𝑐𝑠 𝑠2

−𝑐𝑠 𝑐2 − 𝑠2 𝑐𝑠
𝑠2 −2𝑐𝑠 𝑐2

] [

𝐿0,2

𝐿1,1

𝐿2,0

] 3.16 

donde 𝑐 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 y 𝑠 = 𝑠𝑒𝑛𝜃. En la misma forma se pueden obtener los coeficientes rotados para 

órdenes más altos de la transformada.  

En Tres Dimensiones. El procedimiento es similar al caso anterior. Aquí se consideran 

dos ángulos de rotación, un ángulo 𝜃 alrededor del plano 𝑥𝑦 y un ángulo ∅ alrededor del eje 𝑧. Los 

coeficientes rotados en tres dimensiones para los dos primeros órdenes son los siguientes: 

Para 𝑛 = 1,  

[

𝐿0,0,1(𝜃, ∅)

𝐿0,1,0(𝜃, ∅)

𝐿1,0,0(𝜃, ∅)
] = [

𝑎𝑐 𝑎𝑠 𝑏
−𝑠 𝑐 0
−𝑏𝑐 −𝑏𝑠 𝑎

] [

𝐿0,0,1

𝐿0,1,0

𝐿1,0,0

] 3.17 

Para 𝑛 = 2,  

[
 
 
 
 
 
 
𝐿0,0,2(𝜃, ∅)

𝐿0,1,1(𝜃, ∅)

𝐿0,2,0(𝜃, ∅)

𝐿1,0,1(𝜃, ∅)

𝐿1,1,0(𝜃, ∅)

𝐿2,0,0(𝜃, ∅)]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 

𝑎2𝑐2 2𝑎2𝑐𝑠 2𝑎𝑏𝑐 𝑎2𝑠2 2𝑎𝑏𝑠 𝑏2

−𝑎𝑐𝑠 𝑎(𝑐2 − 𝑠2) −𝑏𝑠 𝑎𝑐𝑠 𝑏𝑐 0

−𝑎𝑏𝑐2 −2𝑎𝑏𝑐𝑠 𝑐(𝑎2 − 𝑏2) −𝑎𝑏𝑠2 𝑠(𝑎2 − 𝑏2) 𝑎𝑏

𝑠2 −2𝑐𝑠 0 𝑐2 0 0
𝑏𝑐𝑠 𝑏(𝑠2 − 𝑐2) −𝑎𝑠 −𝑏𝑐𝑠 𝑎𝑐 0

𝑏2𝑐2 2𝑏2𝑐𝑠 −2𝑎𝑏𝑐 𝑏2𝑠2 −2𝑎𝑏𝑠 𝑎2]
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
𝐿0,0,2

𝐿0,1,1

𝐿0,2,0

𝐿1,0,1

𝐿1,1,0

𝐿2,0,0]
 
 
 
 
 
 

 3.18 

donde 𝑐 = 𝑐𝑜𝑠𝜃,  𝑠 = 𝑠𝑒𝑛𝜃, 𝑎 = 𝑐𝑜𝑠∅ y 𝑏 = 𝑠𝑒𝑛∅. 

El proceso de rotación de los coeficientes implica encontrar los ángulos de interés con 

respecto a los cuales se necesita hacer la rotación. En este proyecto, el ángulo se estima de forma 
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adaptativa para cada punto usando la dirección de máxima energía. En la Figura 3.4b se ilustran los 

coeficientes de Hermite rotados calculados a partir de los coeficientes cartesianos de la Figura 3.4a. 

Como se puede notar, toda la energía en la transformada rotada se concentra sobre los coeficientes 

de la primera línea. Esto se puede interpretar como un proceso de filtrado si consideramos que el 

resto de coeficientes corresponden al ruido, por lo cual podrían ser descartados. Muchas de las 

propiedades y ventajas de la TH rotada se han expuesto ampliamente en [77], [78], [79]. 

 

Figura 3.4. TH 2D hasta el orden 𝑛 = 2  para una imagen de TC del corazón en una vista de eje corto. a) Coeficientes 

cartesianos; b) Coeficientes rotados. 

3.6. TRANSFORMADA DE HERMITE JERÁRQUICA MULTIESCALA 

La TH también ofrece la posibilidad de hacer análisis multiescala y multiresolución de los 

datos. Silván-Cárdenas et al. [79] desarrollaron un interesante esquema multiescala para la TH, en 

el cual se considera que existe una relación directa entre los coeficientes de las diferentes escalas, 

lo que permite obtener la TH de una escala usando los coeficientes de la escala inmediatamente 

anterior. Sin embargo, el simple mecanismo de aplicar la TH varias veces, usando diferentes escalas 

𝜎 y parámetros de submuestreo, ofrece en sí mismo un esquema jerárquico multiescala. Esta 

metodología jerárquica fue previamente expuesta en [31]. Por comodidad y simplicidad, esta última 

metodología es adoptada en este proyecto. En la Figura 3.5 se muestra un ejemplo de la TH 3D 

a) b) 
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obtenida para dos escalas diferentes. Como ejemplo se utilizó un volumen de RM del corazón. En 

este proyecto, se usa un valor de submuestreo diferente por cada escala utilizada. Este esquema se 

denomina en este proyecto como TH Jerárquica Multiescala. Por comodidad, se toma el mismo valor 

de submuestreo en cada coordenada y es denominado simplemente como 𝑇. Por ejemplo, para el 

caso de la TH 3D, se asume que 𝑇 = 𝑝 = 𝑞 = 𝑟. En este sentido, el esquema multiescala es definido 

por el par de variables (𝜎𝑖 , 𝑇𝑖) con 𝑖 = 1,2,… , 𝑃, siendo 𝑃 el número máximo de escalas usadas. 

 

Figura 3.5. TH 3D Jerárquica Multiescala aplicada a un volumen de RM. Se ilustra un corte del volumen. 

3.7. VENTAJAS DE LA TH 

La TH presenta algunas ventajas con respecto a otros modelos de descomposición, las cuales 

han motivado el uso de esta transformada en este proyecto. Algunas de estas ventajas son: 

 Es considerado un modelo de visión. 

 Permite hacer análisis direccional. 

 Las funciones bases de la descomposición son ortogonales. 

 Los filtros son separables, lo cual permite una fácil implementación en varias dimensiones. 

 El submuestreo es definido por el usuario. 

 Permite hacer análisis multiescala y multiresolución.

 𝜎1 = 1 y 𝑇1 = 1 𝜎2 = 1.5 y 𝑇2 = 2 

𝑳𝟎,𝟎,𝟎 𝑳𝟎,𝟎,𝟎 𝑳𝟏,𝟎,𝟎 

𝑳𝟎,𝟏,𝟎 𝑳𝟎,𝟎,𝟏 

𝑳1,𝟎,𝟎 

𝑳𝟎,𝟏,𝟎 𝑳𝟎,𝟎,𝟏 



 
 

Capítulo 4. MÉTODO DE LEVEL SET 

Osher y Sethian [26] demostraron que frentes que se propagan (evolucionan con el tiempo) 

pueden ser recuperados implícitamente como el Level Set de nivel cero (del inglés zero Level Set) de 

una función de dimensión más alta. Esta teoría ha sido extensivamente usada en muchos campos 

debido a que representa un mecanismo numérico muy eficiente. Este método adquirió mucha 

relevancia en el área de visión por computadora, especialmente en tareas de segmentación. En 

aplicaciones de segmentación, se utiliza una curva simple y cerrada, definida en el dominio de la 

imagen y que además se mueve con una velocidad específica. Esta curva es la función que fragmenta 

el espacio Ω de la imagen en las regiones deseadas. Para la descripción del método se considera el 

caso de dos dimensiones, sin embargo, el tratamiento es equivalente para funciones de dimensiones 

más altas. 

Sea Γ un conjunto de curvas planas, cerradas, simples, continuamente diferenciables (𝐶2) y 

definidas en forma paramétrica. Cada curva 𝑆 (interfaz) en este conjunto está definida en 𝑅2 y 

encierra una región abierta Λ, 𝑆: 𝑝 ∈ [0,1] → 𝑆(𝑝) ∈ Ω. Aquí, se puede considerar también que el 

conjunto Γ es generado por una curva activa (en movimiento) la cual está representada por una 

familia de curvas parametrizadas en Γ por un parámetro temporal 𝑡, es decir se trata de una función 

𝑆𝑡: (𝑝, 𝑡) ∈ [0,1] 𝑥 𝑅+ → 𝑆(𝑝, 𝑡) = (𝑥(𝑝, 𝑡), 𝑦(𝑝, 𝑡), 𝑡) 𝑥 𝑅+ ∈ Ω de tal forma que para todo 𝑡 la 

curva 𝑆𝑡: 𝑝 → (𝑥(𝑝, 𝑡), 𝑦(𝑝, 𝑡)) está definida en el conjunto Γ [19]. Considerando además que la 

curva se mueve con un campo de velocidades 𝑉 en la dirección normal 𝒏, podemos escribir la 

ecuación de movimiento asociada a esta interfaz como  

𝜕𝑆

𝜕𝑡
= 𝑉𝑛 4.1 

Por simplicidad, se considera que la interfaz es una curva plana en el espacio de la imagen, 

aunque se aplica el mismo tratamiento a más dimensiones (por ejemplo, superficies para tres 

dimensiones). La velocidad 𝑉 puede depender de varios parámetros como son el tiempo, la 

geometría de la interfaz, la posición o algunas características físicas externas de las imágenes tales 

como textura, niveles de grises, gradiente, parámetros estadísticos y otros.  
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La idea del método de Level Set es representar implícitamente la curva o interfaz descrita, 

lo cual se logra usando una función 𝜑:𝑅2 𝑥 𝑅+ → 𝑅 de mayor dimensión. La curva descrita se 

obtiene entonces cuando esta función adquiere el valor de cero, es decir en 𝜑 = 0. Por lo tanto, 

𝜑(𝑆(𝑝, 𝑡)) = 𝜑(𝑥(𝑝, 𝑡), 𝑦(𝑝, 𝑡), 𝑡) = 0  4.2 

De esta definición se puede inferir que la curva en mención se representa de forma implícita 

usando la función de Level Set, la cual tiene las características 

{

𝜑(𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑡)) < 0, 𝑝𝑎𝑟𝑎 (𝑥, 𝑦) ∈  𝛬

𝜑(𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑡)) > 0,         𝑝𝑎𝑟𝑎 (𝑥, 𝑦) ∈  𝛬

𝜑(𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑡)) = 0, 𝑝𝑎𝑟𝑎 (𝑥, 𝑦) ∈  𝑆

 4.3 

Una ilustración gráfica de estos conceptos se puede ver en la Figura 4.1, donde se nota que 

la curva 𝑆 en el plano de la imagen se podría obtener a partir de la función 𝜑 = 0. 

 

Figura 4.1. Representación de la curva 𝑆 en forma implícita a través de 𝜑 = 0. 

Normalmente, como función 𝜑 que cumpla con las condiciones expuestas en la ecuación 

4.3 se selecciona una función de distancia. Luego, la ecuación 4.3 se transforma en  

{

𝜑(𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑡)) < −𝑑, 𝑝𝑎𝑟𝑎 (𝑥, 𝑦) ∈  𝛬

𝜑(𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑡)) > +𝑑, 𝑝𝑎𝑟𝑎 (𝑥, 𝑦) ∈  𝛬

𝜑(𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑡)) =    0, 𝑝𝑎𝑟𝑎 (𝑥, 𝑦) ∈  𝑆

  4.4 

donde 𝑑 denota la función de distancia usada. Para el caso 2D, se selecciona la distancia más cercana 

de cada punto al contorno. En la Figura 4.2 se ilustra un ejemplo de esta transformación de distancia 

obtenida para una curva circular. 
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Figura 4.2. Curva 𝑆 en el plano (izquierda), matriz de distancia 𝜑 (centro), y vista 3D de 𝜑 (derecha). 

Luego de un procedimiento matemático, la ecuación 4.1 se puede obtener en términos de 

la función de Level Set como 

𝜕𝜑

𝜕𝑡
= 𝑉|𝛻𝜑| 4.5 

donde |𝛻𝜑| denota la magnitud de la función de Level Set. Por lo tanto, la curva activa 𝑆 que se 

mueve con una velocidad 𝑉 en la dirección normal a cada punto es ahora representada de forma 

implícita usando la función 𝜑. En todo momento, la curva puede ser recuperada simplemente como 

la interfaz donde 𝜑 = 0. 

Adicionalmente, dado que se trata de un proceso que describe una curva en movimiento, 

debe entonces existir una curva inicial, es decir en el tiempo 𝑡 = 0. Para la implementación discreta 

de la ecuación 4.5 se usan métodos de diferencias finitas. Por lo tanto, 

𝜑𝑘+1 = 𝜑𝑘 ± 𝛥𝑡𝑉|𝛻𝜑|  4.6 

En [26], [27] se describen las ecuaciones discretas estables para la implementación 

numérica. El proceso es iterativo por lo que se necesita de una interfaz inicial. 

4.1. SEGMENTACIÓN USANDO LEVEL SETS 

Se ha descrito como representar de forma implícita una curva en movimiento (algunas veces 

llamada curva activa) a través de una función de Level Set. Sin embargo, el interés particular de este 

proyecto es poder usar esa curva para tareas de segmentación. El procedimiento, entonces, consiste 

en permitir que la curva activa evolucione en la dirección normal a cada punto hasta que encuentre 

las fronteras del objeto que se quiere segmentar. Esta definición se ilustra en la Figura 4.3.  Aquí se 

parte de una curva inicial en el tiempo t= 0, la cual se mueve hasta que el objeto de interés ha sido 
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segmentado en un tiempo mayor (t= 𝑘𝑛 en la figura). A este tipo de métodos se les conoce 

comúnmente como Contornos Activos. Normalmente, cuando estos contornos son representados 

usando funciones de Level Sets se les llaman Contornos Activos No Paramétricos. En este proyecto 

simplemente se denomina como método de Level Set. 

 

Figura 4.3. Segmentación usando contornos activos. 

La velocidad 𝑉 en la ecuación 4.5 se usa para describir el proceso de segmentación. Durante 

la evolución, se busca que 𝑉 tienda a cero cuando el contorno ha alcanzado las fronteras del objeto 

de interés. La tarea consiste, entonces, en encontrar la velocidad 𝑽 adecuada que describa de 

forma eficiente el proceso de segmentación para una aplicación particular. 

Una opción es partir de la ecuación 4.5 y proponer directamente una función de velocidad 

que describa el proceso de segmentación. Este mecanismo fue usado por Malladi et. al [81] en su 

método de segmentación. Otra opción más transparente consiste en proponer un funcional de 

energía cuya solución conlleva a la ecuación de movimiento mencionada. En esta última alternativa 

entran los métodos variacionales conocidos, como son los Contornos Activos Geodésicos [24], el 

Funcional de Chan-Vese [28], las Regiones Activas Geodésicas [29] y muchos otros que se 

desprenden de ellos [37], [38], [41], [42], [44], [62]. Estos métodos se denominan variacionales 

porque usan la teoría del cálculo de variaciones para solucionar los funcionales de energía. El 

método de segmentación desarrollado en este proyecto se basa en un funcional de este tipo. 

4.2. CÁLCULO DE VARIACIONES 

En esta sección se abordan los conceptos básicos del cálculo de variaciones. Clásicamente, 

el cálculo de variaciones busca solucionar expresiones de la forma 

𝐼(𝑢) = ∫ 𝐹(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡))𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 4.7 
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donde 𝐹: [𝑎, 𝑏]𝑥𝑅𝑑𝑥𝑅𝑑 → 𝑅 es un funcional conocido [82]. Se trata de buscar una función 

𝑢: [𝑎, 𝑏] → 𝑅𝑑 de tal forma que minimice 𝐼.  Aquí, 𝑢 es una función que debe satisfacer algunas 

condiciones, como por ejemplo la condición de frontera de Dirichlet 𝑢(𝑎) = 𝑢1  y  𝑢(𝑏) = 𝑢2. El 

proceso de minimización de este funcional es similar al seguido en el cálculo elemental cuando se 

quieren encontrar los mínimos de una función, es decir, se evalúan la primera y segunda variación 

para obtener los puntos críticos de la función. 

Usando la derivada de Gáteux se evalúa una variación 𝜂 sobre el funcional, es decir 

𝐼(𝑢 + 𝑠𝜂) ≥ 𝐼(𝑢) 4.8 

Luego, 

𝐼(𝑢 + 𝑠𝜂) = ∫ 𝐹(𝑡, 𝑢(𝑡) + 𝑠𝜂(𝑡), 𝑢′(𝑡) + 𝑠𝜂′(𝑡))𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 4.9 

En estas ecuaciones, 𝐹, 𝑢 y 𝜂 son funciones continuas y diferenciables al menos una vez 

(𝐹, 𝑢, 𝜂 ∈ 𝐶1 ) y 𝑠 ∈ R. Tomando la derivada con respecto a 𝑠 y evaluando en 𝑠 = 0 se obtiene 

𝑑

𝑑𝑠
𝐼(𝑢 + 𝑠𝜂)| 𝑠=0 = ∫ {𝐹𝑢 (𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡)) . 𝜂(𝑡) + 𝐹𝑝 (𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡)) . 𝜂′(𝑡)} 𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 4.10 

donde 𝐹𝑢 es la derivada de 𝐹 con respecto a 𝑢, y 𝐹𝑝 es la derivada con respecto a 𝑢′. Para encontrar 

la función 𝑢 que minimiza 𝐼 es necesario igualar a cero la expresión anterior. Por lo tanto, 

∫ {𝐹𝑢 (𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡)) . 𝜂(𝑡) + 𝐹𝑝 (𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡)) . 𝜂′(𝑡)} 𝑑𝑡
𝑏

𝑎
= 0  4.11 

Integrado por partes el segundo término de la integral anterior y usando la condición 

𝜂(𝑎) = 𝜂(𝑏) = 0 obtenemos 

∫ {(𝐹𝑢 (𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡)) −
𝑑

𝑑𝑡
𝐹𝑝 (𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡))) 𝜂(𝑡)} 𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= 0 4.12 

Finalmente, usando el lema fundamental del cálculo de variaciones [82] se obtiene 

𝑑

𝑑𝑡
𝐹𝑝 (𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡)) − 𝐹𝑢 (𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡)) = 0 4.13 
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Luego, la función 𝑢 es una solución del anterior sistema de ecuaciones diferenciales de 

segundo orden conocidas como las ecuaciones de Euler-Lagrange. Un tratamiento adicional es 

necesario para resolver el anterior sistema de ecuaciones y encontrar la función 𝑢 que minimiza el 

funcional inicial. En los métodos basados en Level Sets y contornos activos paramétricos basados en 

funcionales de energía, también se utilizan técnicas de evolución de curvas para llegar a una 

solución, siendo la más común el método de gradiente descendiente [83]. En este método, se usa 

una variable de tiempo artificial que permite encontrar una solución iterativamente. Para cada 

iteración se encuentra una solución temporal, la cual sirve como inicialización para la siguiente 

iteración. 

El procedimiento anterior se usa para solucionar los funcionales más comunes en los 

métodos de segmentación variacionales. En este proyecto se diseñó un funcional cuya solución se 

obtiene usando el mismo procedimiento. 

4.3. VENTAJAS DE LOS MÉTODOS BASADOS EN LEVEL SETS 

Los métodos basados en Level Sets presentan algunas ventajas significativas que hacen muy 

práctica su utilización en aplicaciones de segmentación. Algunas de éstas son:  

 La definición implícita de la interfaz hace que la implementación de los algoritmos sea mucho 

más fácil que en el caso de los métodos paramétricos. 

 Los cambios de configuración y topologías son asumidos de forma natural. 

 La definición es la misma en dos, tres y más dimensiones.  

 El funcional de energía permite integrar diferentes tipos de características como bordes, 

texturas, intensidades, geometría o incluso modelos entrenados. 

4.4. DESVENTAJAS DE LOS MÉTODOS BASADOS EN LEVEL SETS 

Estos métodos también presentan algunas desventajas que se deben tener en cuenta 

cuando se utilizan en las distintas aplicaciones. Entre estas desventajas están:  

 En el proceso de evolución, la función de distancia se pierde, lo que implica ejecutar un proceso 

de re-inicialización [27], es decir volver a calcular esta función. Esto se traduce en más tiempo de 

procesamiento. Adicionalmente, no hay un criterio que indique cuando re-inicializar. 
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 La evolución es lenta dado que se debe mantener la estabilidad del algoritmo numérico. 

 Dado que no preservan la topología, pueden ser ineficientes en aplicaciones médicas donde se 

quieren segmentar estructuras con formas definidas. 

 Dependiendo de la aplicación, la inicialización puede ser un factor crítico. Esto sucede cuando se 

utiliza el método de gradiente descendiente en la solución de la ecuación diferencial, dado que 

la solución puede conducir a mínimos locales. 

4.5. MÉTODO DE BANDA ANGOSTA 

Dada la lentitud en el proceso de evolución de las funciones Level Sets, y el hecho de que en 

la mayoría de las aplicaciones solo importa el Level Set de nivel cero (𝜑 = 0), algunos autores 

propusieron un método de implementación conocido como Banda Angosta [84]. Utilizando esta 

técnica, solo se procesan los datos que caen dentro de la región especificada por dicha banda, cuyos 

límites se localizan a una distancia 𝑑𝐵𝐴 de la interfaz 𝜑 = 0. Por simplicidad y para un mejor 

entendimiento, en la Figura 4.4 se ilustra esta banda (región de color azul) para una función de Level 

Set obtenida a partir de un contorno en 2D. La banda es definida hacia adentro y hacia afuera del 

contorno. La Banda Angosta es similar para superficies 3D. 

 

Figura 4.4. Banda Angosta de una función de Level Set obtenida a partir de un contorno en 2D. 

 



 
 

Capítulo 5. SEGMENTACIÓN MULTIESCALA 

3D USANDO LEVEL SETS Y LA TH  

El algoritmo desarrollado consiste de un esquema jerárquico multiescala en el cual se 

aprovechan las características de la TH y de los Level Sets. En el método desarrollado, básicamente, 

se utilizan los coeficientes rotados de la TH 3D en los términos de energía de un funcional asociado 

a un Level Set. Este funcional fue diseñado, exclusivamente, para segmentar el ventrículo izquierdo 

en volúmenes cardiacos de RM y de TC usando una vista de eje corto. El diagrama general del 

método se ilustra en la Figura 5.1. El esquema permite segmentar ambas regiones del ventrículo 

izquierdo, endocardio y epicardio, de manera secuencial usando el mismo funcional de energía. 

 

Figura 5.1. Esquema general del método. 

Como se puede observar, el algoritmo utiliza los coeficientes de Hermite rotados como 

datos de entrada en el funcional de energía asociado al Level Set. La TH 3D es usada en un esquema 

jerárquico multiescala, el cual permite analizar información con diferente nivel de detalle. En el 

esquema se segmenta inicialmente el endocardio en la escala más alta del esquema jerárquico. El 

resultado es interpolado a la escala inmediatamente inferior y así se procede hasta llegar a la escala 

de mayor detalle. El resultado de una escala se utiliza como la inicialización de la siguiente. Es decir, 

en este método se utiliza un proceso que va de grueso a fino en cuanto al análisis de los datos. Una 

vez que se ha segmentado el endocardio, sigue la segmentación del epicardio. Para esto, se utiliza 

el mismo funcional de energía, pero aplicado en la escala de mayor detalle. Se utiliza la menor escala 
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en la segmentación del epicardio debido a que el resultado final en la segmentación del endocardio 

es usado como información a priori en esta segunda etapa.  

5.1. FUNCIONAL DE ENERGÍA DE LA SEGMENTACIÓN 

Se asume que la segmentación es un proceso en el cual el volumen de entrada es 

fragmentado en regiones homogéneas. Se considera el caso binario donde se tienen dos regiones, 

la del objeto y la del fondo. Por lo tanto, para lograr la segmentación se necesita una interfaz que 

separe las dos regiones. Encontrar la interfaz que eficientemente separe estas dos regiones es el 

problema a resolver.  

En el proceso de segmentación se utiliza un funcional de energía basado en una función de 

Level Set 3D. El funcional combina información de niveles de grises, bordes e información 

geométrica. Las características del volumen de entrada son obtenidas de los coeficientes de la TH 

3D rotada. El funcional consiste de la suma ponderada de 5 términos de energía: uno de región local, 

uno de región global, un término de bordes, un término de forma geométrica y un término 

geométrico de regularización. Cada término se encarga de una tarea específica en el proceso de 

segmentación. Cada uno de estos términos se describe a continuación. 

5.1.1. Término de región local 

Con este término se busca abordar el problema de las inhomogeneidades típicas en los 

volúmenes cardiacos. Una forma típica de atacar este tipo de problemas es caracterizar localmente 

la información de entrada. En la literatura existen muchas contribuciones basadas en métodos de 

Level Sets para abordar el problema de las inhomogeneidades [85], [86], [87]. En este proyecto, se 

diseñó un término de energía 𝐸𝐿 en el cual el volumen de entrada 𝑉 es fragmentado en 𝑃 bloques 

cuadrados 𝑊𝑝, 𝑝 = 1,2, … , 𝑃, los cuales son caracterizados individualmente. Dos regiones, dentro 

(Ω1p) y fuera (Ω2p)  de la interfaz actual, son seleccionadas para cada bloque. Entonces, los 

promedios 𝜇1𝑝 y 𝜇2𝑝 son usados para ambas regiones, respectivamente. En la Figura 5.2 se bosqueja 

el proceso de caracterización que se hace con este término de energía. Para propósitos de 

visualización, el esquema es presentado en 2D, pero es completamente similar en 3D.  Aquí, el 

coeficiente de orden 𝑛 = 0 de la TH 3D es usado como dato de entrada.  
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Figura 5.2. Caracterización de datos en el término de región local. 

La función de energía es entonces definida como 

𝐸𝑅𝐿 = ∫ (𝑉(𝑋) − 𝜇1(𝑋))2𝐻(𝜑(𝑋))𝑑𝑋
𝛺

+ ∫ (𝑉(𝑋) − 𝜇2(𝑋))2

𝛺

(1 − 𝐻(𝜑(𝑋))) 𝑑𝑋 5.1 

Con 𝜇1 y 𝜇2 calculadas como sigue. Para cada bloque obtenemos 

𝜇1𝑝 =
∫ 𝑊𝑝(𝑋)𝐻(𝜑(𝑋))𝑑𝑋
𝛺𝑝

∫ 𝐻(𝜑(𝑋))𝑑𝑋
𝛺𝑝

 

𝜇2𝑝 =
∫ 𝑊𝑝(𝑋) (1 − 𝐻(𝜑(𝑋))) 𝑑𝑋
𝛺𝑝

∫ (1 − 𝐻(𝜑(𝑋))) 𝑑𝑋
𝛺𝑝

 

5.2 

Por lo tanto,  𝜇1 = ⋃ 𝜇1𝑝
𝑃
𝑝=1  y 𝜇2 = ⋃ 𝜇2𝑝

𝑃
𝑝=1 ; donde 𝑊𝑝(𝑋) = {𝑉(𝑋) | 𝑋 ∈ 𝛺𝑝}.  Las 

funciones que caracterizan el volumen completo se obtienen de la unión de todas las funciones que 

caracterizan cada bloque individual. En aquellos bloques que no contienen parte de la interfaz, 

simplemente se configuran como 𝜇1𝑝 = 𝜇2𝑝. 

En cada iteración, se debe partir de una interfaz inicial. Dado que este término actúa 

localmente, la interfaz inicial debe estar cerca del objeto de interés. Esto quiere decir que la 

inicialización es un aspecto crítico para esta función de energía. Por lo tanto, se evalúa cada voxel 

de entrada comparándolo con las funciones promedio que caracterizan el bloque al cual pertenece. 

Si el voxel está afuera de la interfaz y su nivel de intensidad es similar al valor promedio interno de 

ese bloque, entonces este voxel debe ser puesto dentro de la interfaz, lo cual hace que esta se 

expanda. En caso contrario, si el voxel está adentro de la interfaz y su nivel de intensidad es similar 

al valor promedio externo de ese bloque, la interfaz se contrae haciendo que el voxel salga. 
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Básicamente, el funcionamiento es similar al término de región en el Funcional de Chan-Vese [28], 

con la diferencia de que en este caso la caracterización es local. 

Para propósitos de minimización, la función de Level Set es usualmente regularizada usando 

funciones de Heaviside 𝐻𝜀(𝑧) =
1

2
(1 +

2

𝜋
𝑡𝑎𝑛−1 (

𝑧

𝜀
)) y Delta de Dirac 𝛿(𝑧) =  

𝑑

𝑑𝑧
(𝐻(𝑧)), donde el 

parámetro 𝜀 ∈ 𝑅 regulariza 𝐻 y 𝛿. Esta forma de regularizar la función de Level Set fue propuesta 

en [28] y desde entonces se usa en la mayoría de los métodos variacionales basados en Level Sets. 

En la ecuación 5.1 se ilustra que la función de Level Set ha sido regularizada de esa forma. La función 

𝐻(𝜑(𝑋)) representa la región al interior del contorno, es decir, donde 𝜑 < 0,  mientras que 1 −

𝐻(𝜑(𝑋)) es la región exterior al contorno, 𝜑 > 0. Esto es útil para encontrar la solución del 

funcional al tratar de minimizarla usando el cálculo de variaciones.  

El problema se traduce entonces en encontrar la función 𝜑 que minimice 𝐸𝐿. En este 

sentido, el funcional de energía es mínimo cuando la interfaz se encuentra en las fronteras del 

objeto dado que los dos términos que componen el funcional tienden a cero. 

Usando el cálculo de variaciones y el método de gradiente descendiente se obtiene la 

ecuación que minimiza 𝐸𝐿, es decir 

𝜕𝜑

𝜕𝑡
=  [−(𝑉 − 𝜇

1
 )

𝟐
+ (𝑉 − 𝜇

2
 )

𝟐
] 𝛿(𝜑) 5.3 

5.1.2. Término de región global 

Con este término se sigue la misma interpretación expuesta en [29], [88]. Se asume que el 

volumen es la realización de un proceso estocástico, donde cada partición puede ser modelada con 

una función de probabilidad. Por lo tanto, una partición 𝑃(Ω) en el espacio Ω del volumen puede 

ser obtenida de forma óptima maximizando la probabilidad a posteriori 𝑝(𝑃(Ω)/𝑉), donde 𝑉 es el 

volumen de entrada. En la Figura 5.3 se bosqueja este concepto.  

Dado que en este término se procesan niveles de intensidad, aquí se utiliza el coeficiente de 

Hermite de orden 𝑛 = 0 como dato de entrada, es decir 𝑉 = 𝐿0,0,0.  
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Figura 5.3. Interpretación bayesiana de la segmentación, caso binario. Se busca encontrar la partición óptima 𝑝(𝑃(𝛺)/𝑉) 

dado que se conoce 𝑝(𝑉/{𝛺1, 𝛺2}). La partición es generada por la interfaz 𝑆.  

Se trata entonces de un problema de estimación Bayesiana de máximo a posteriori (MAP) 

[14], [19]. De la regla de Bayes se tiene que 

𝑝(𝑃(Ω)/𝑉) =  
𝑝(𝑉/𝑃(Ω))  𝑝(𝑃(Ω))

𝑝(𝑉)
 5.4 

donde 𝑝(𝑉/𝑃(Ω)) es la probabilidad condicional, 𝑝(𝑃(Ω)) es la probabilidad a priori de la partición 

y 𝑝(𝑉) es la probabilidad total. Esta última se puede omitir dado que es igual para todos los casos. 

En esta expresión, la probabilidad condicional 𝑝(𝑉/𝑃(Ω)) es la que se modela para las particiones. 

Considerando que las dos particiones son independientes, la probabilidad condicional se puede 

modelar como 

𝑝(𝑉/𝑃(Ω)) = 𝑝(𝑉/{Ω1, Ω2}) = ∏𝑝(𝑉/Ωi)

2

𝑖=1

 5.5 

donde 𝑝(𝑉/Ωi) es la probabilidad de 𝑉 con respecto a la partición Ωi. Para la probabilidad a priori 

𝑝(𝑃(Ω)) es muy común seleccionar un término geométrico [88]. Sin embargo, en este proyecto se 

asume que cada región tiene la misma probabilidad a priori, por lo que éste término también se 

puede omitir. Se considera que los puntos de cada partición son modelados como 𝑉(𝑋) con 𝑋 ∈ 𝑅3, 

además son independientes y provienen de la realización del mismo proceso estocástico. Entonces, 

la probabilidad de cada región Ωi se modela como 

Volumen 𝑉 

𝛀 

𝒑(𝑽/𝛀𝟏) 

𝒑(𝑽/𝛀𝟐) 

𝑺 

Partición Óptima  𝑝(𝑃(Ω)/𝑉) 
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𝑝(𝑉/Ωi) = ∏ 𝑝𝑖(𝑉(𝑋))

𝑋∈Ωi

 5.6 

donde 𝑝𝑖  es la función de probabilidad de cada elemento en la partición Ωi. Por lo tanto, 

reemplazando estos términos la ecuación 5.5 se puede escribir como 

𝑝(𝑃(Ω)/𝑉) = ∏ ∏ 𝑝𝑖(𝑉(𝑋))

𝑋 ∈ Ωi

2

𝑖=1

 5.7 

El problema de optimización MAP es equivalente a minimizar el negativo de logaritmo de la 

expresión anterior, 𝐸𝑅𝐺 = −log (𝑝(𝑃(Ω)/𝑉)). Asumiendo además que se trata de un espacio 

continuo, se obtiene el funcional 

𝐸𝑅𝐺 = −∑∫ 𝑙𝑜𝑔 (𝑝𝑖(𝑉(𝑋))) 𝑑𝑋
Ωi

2

𝑖=1

= −∫ 𝑙𝑜𝑔 (𝑝1(𝑉(𝑋))) 𝑑𝑋
Ω1

− ∫ 𝑙𝑜𝑔 (𝑝2(𝑉(𝑋))) 𝑑𝑋
Ω2

 5.8 

Finalmente, 

𝐸𝑅𝐺 = −∫ 𝑙𝑜𝑔(𝑝(𝑉(𝑋)/Ω1))𝑑𝑋
Ω1

− ∫ 𝑙𝑜𝑔(𝑝(𝑉(𝑋)/Ω2))𝑑𝑋
Ω2

 5.9 

En las ecuaciones anteriores se entiende que la región Ω1 es aquella encerrada por la 

interfaz (objeto), mientras que la región Ω2 es su complemento (fondo). Una de las tareas más 

difíciles en este tipo de métodos es encontrar una solución que minimice el funcional. La solución 

pasa por encontrar la interfaz que separa las dos particiones, la cual corresponde a una superficie 

en el caso de tres dimensiones. El funcional anterior se puede escribir en términos de la función de 

Level Set, tal como se ha descrito anteriormente. Por lo tanto,  

𝐸𝑅𝐺 = −∫ 𝑙𝑜𝑔(𝑝(𝑉(𝑋)/Ω1))𝐻(𝜑(𝑋)𝑑𝑋
𝛺

− ∫ 𝑙𝑜𝑔(𝑝(𝑉(𝑋)/Ω2))(1 − 𝐻(𝜑(𝑋)))𝑑𝑋
𝛺

 5.10 

Usando el cálculo de variaciones y la técnica de gradiente descendiente, se obtiene la 

ecuación diferencial que minimiza el funcional. Luego, 

𝜕𝜑

𝜕𝑡
=  

𝑙𝑜𝑔(𝑝(𝑉/Ω1))

𝑙𝑜𝑔(𝑝(𝑉/Ω2))
𝛿(𝜑) 5.11 
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Si se asume que cada partición puede ser modelada usando distribuciones de probabilidad 

Gaussianas, 𝑝 (
𝑉

Ωi
) = (1 √2𝜋𝜎𝑖

2⁄ )𝑒
−

(𝑉−𝜇𝑖)
2

2𝜎𝑖
2

, donde 𝑖 = 1,2, entonces la ecuación de evolución que 

minimiza 𝐸𝐺  es 

𝜕𝜑

𝜕𝑡
=  [𝑙𝑜𝑔 (

𝜎1
2

𝜎2
2) −

(𝑉 − 𝜇1)
2

𝜎1
2 +

(𝑉 − 𝜇2)
2

𝜎2
2 ] 𝛿(𝜑) 5.12 

donde 𝜇𝑖  y 𝜎𝑖 corresponden a la media y desviación estándar de los niveles de intensidad en cada 

región de la partición. Los parámetros 𝜇𝑖  y 𝜎𝑖 que caracterizan cada región deben ser estimados 

previamente.  

A diferencia del término anterior, esta corresponde a una función de energía que caracteriza 

las regiones del volumen (objeto y fondo) de forma global. Esta caracterización global es más 

robusta con respecto a la inicialización. Sin embargo, es deficiente en presencia de 

inhomogeneidades. 

Este término funciona de la siguiente manera. Se parte de una interfaz inicial, luego se 

evalúan los elementos de 𝑉(𝑋) con respecto a las medias que caracterizan cada partición, es decir, 

𝜇1y 𝜇2. Similarmente al caso anterior, la interfaz se expande cuando hay un elemento externo que 

hace parte del objeto y se contrae cuando existe un elemento interno que corresponde al fondo. Es 

decir, en cada iteración se evalúan si los elementos de 𝑉 corresponden al objeto o al fondo de 

acuerdo a la interpretación Bayesiana descrita. Esto hace que la interfaz se contraiga o se expanda 

en cada punto según el caso. 

5.1.3. Término de bordes 

Adicional a los términos de región, se utiliza un término de bordes, el cual consiste de una 

función que decrece asintóticamente en las regiones donde hay cambios bruscos de intensidad. La 

idea de este tipo de términos es que la velocidad de la interfaz tienda a cero en las fronteras del 

objeto. Para este término se utiliza el funcional 

𝐸𝐵 = ∫ 𝑔(𝑋)𝐻(𝜑(𝑋))𝑑𝑋
𝛺

 5.13 
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donde 𝑔 =
1

(1+𝐺𝑝)𝑟
 , 𝐺𝑝 es definido como el gradiente del volumen suavizado y 𝑟 ∈ 𝑍+. Esta función 

fue inicialmente propuesta en [81] y usada en muchos otros métodos. Dado que 𝐺𝑝 representa un 

mapa de bordes del volumen de entrada, en este proyecto se utiliza el coeficiente de Hermite rotado 

de orden 𝑛 = 1, el cual concentra la máxima energía, es decir 𝐺𝑝 = 𝐿1,0,0(𝜃, ∅). De la ecuación se 

puede notar que cuando 𝐺𝑝 adquiere un valor alto, entonces 𝑔 tiende a cero. De la misma forma 

que en los casos anteriores, se minimiza el funcional lo cual conlleva a la ecuación diferencial 

𝜕𝜑

𝜕𝑡
=  𝑔δ(φ) 5.14 

Esta función de energía tiene la particularidad de que solo expande o contrae la interfaz. 

Por lo tanto, es necesario definir el comportamiento que tendrá en la aplicación dada. Al usar el 

coeficiente de Hermite rotado como parámetro de entrada, implica que un análisis direccional se 

está llevando a cabo. Esto es útil dado que patrones como los bordes son caracterizados de mejor 

forma si se tiene la capacidad de evaluar cualquier dirección dentro del volumen.  

5.1.4. Término de forma 

Las estructuras en aplicaciones de imágenes médicas son frecuentemente modeladas 

usando formas geométricas. Para el análisis del ventrículo izquierdo en estudios cardiacos de RM y 

de TC usando vistas de eje corto, estos modelos pueden ser muy útiles para resolver los problemas 

de segmentación que se presentan debido a los músculos papilares. Como se mencionó, es común 

incluir los músculos papilares como parte de la cavidad ventricular para ciertas mediciones [11]. 

Desde el punto de vista de procesamiento de imágenes, esto es una tarea difícil dado que estos 

músculos tienen un nivel de intensidad similar al del miocardio. Adicionalmente, en la base y ápex 

del corazón, donde no se pueden identificar fácilmente las fronteras del endocardio y epicardio, 

resulta de mucha utilidad este término de forma.  

Algunos autores consideraron que el endocardio y epicardio se pueden modelar usando 

formas elípticas [38], o circulares [44]. En este proyecto, se asume una forma elíptica para el 

endocardio, y además se asume que la forma del epicardio es similar a la forma final obtenida para 

el endocardio.  
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La información de forma es integrada en el proceso de segmentación por medio del 

siguiente funcional de energía, el cual fue propuesto inicialmente en [89]. Éste se define como 

𝐸𝑆 = ∫ (𝜑(𝑋) − 𝜑𝑠(𝑋))
2

𝛺

𝐻(𝜑(𝑋))𝑑𝑋 5.15 

donde 𝜑𝑠 es la información a priori asumida. Como se puede notar, esta forma a priori consiste de 

una función de distancia signada, la cual es construida a partir de un conjunto de elipses estimadas. 

Esta función se compara con la función de Level Set que representa la interfaz en la iteración actual. 

Para construir 𝜑𝑠, se deben estimar las elipses que mejor ajustan la interfaz actual. Dado que 

tenemos un volumen de entrada, el proceso de estimación se hace para cada corte. Es decir, las 

elipses se estiman para cada corte del volumen y luego se construye la función de distancia 𝜑𝑠 a 

partir del conjunto de funciones elipses obtenidas. Este proceso es ilustrado en la Figura 5.4. Como 

se puede observar, es necesario mapear la superficie inicial 3D a contornos 2D en cada corte del 

volumen para luego llevar a cabo el proceso de estimación. En este proyecto, se usó un método 

sencillo pero eficiente de estimación de elipses, el cual fue propuesto en [90]. Básicamente, este 

término de energía busca penalizar la desviación que sufre la interfaz actual con respecto a las 

elipses estimadas en el caso del endocardio. Este funcional adquiere un valor mínimo cuando la 

interfaz se asemeja a las elipses estimadas en cada plano 𝑥𝑦 del volumen, es decir cuando 𝜑 ≅ 𝜑𝑠.  

 

Figura 5.4. Proceso de estimación de elipses. Se mapea la superficie 3D a contornos 2D y luego se lleva a cabo la 

estimación. Posteriormente, se construye la función de distancia 𝜑𝑠. 

Es de resaltar que 𝜑𝑠 podría ser obtenida también usando alguna función geométrica 3D, 

como por ejemplo un elipsoide. Sin embargo, dada la forma que tiene la superficie del ventrículo 

izquierdo, resulta más conveniente hacer aproximaciones geométricas bidimensionales para cada 

corte del volumen.  
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Para el caso de la segmentación del epicardio, se usa la forma final del endocardio como 

función 𝜑𝑠. Con este mecanismo se asume que el endocardio y el epicardio tienen formas parecidas. 

Por lo tanto, en la segmentación del epicardio se penaliza la desviación de la interfaz cuando esta 

se aleja de la forma final obtenida para el endocardio. 

Usando el cálculo de variaciones y el método de gradiente descendiente, se obtiene la 

ecuación que minimiza el funcional anterior, la cual se escribe como 

𝜕𝜑

𝜕𝑡
= −2(𝜑 − 𝜑𝑠)𝐻(𝜑) 5.16 

Como se puede notar, este término no depende de las características del volumen, por lo 

que se trata de una función geométrica dependiente de la función de Level Set.   

5.1.5. Término de regularización 

Con este término se busca que la interfaz que separa las regiones que se desean segmentar 

sea suave y lo más pequeña posible en cuanto a su longitud. Se parte del concepto que la 

segmentación requiere de interfaces suaves y cortas [20], [28]. Este término es representado 

usando un funcional de longitud de arco definido en términos de la función de Level set. Luego, 

𝐸𝑅 = ∫ |𝛻𝐻(𝜑(𝑋))|𝑑𝑋
𝛺

= ∫ 𝛿(𝜑)|𝛻𝜑|𝑑𝑋
𝛺

 5.17 

Minimizando este funcional se obtiene 

𝜕𝜑

𝜕𝑡
=  [𝑑𝑖𝑣 (

𝛻𝜑

|𝛻𝜑|
)] 𝛿(𝜑) 5.18 

donde el término 𝑑𝑖𝑣 (
𝛻𝜑

|𝛻𝜑|
) es equivalente a la curvatura de la interfaz en cada punto. Al igual que 

el término de forma, aquí se tiene una función geométrica que depende únicamente de la interfaz.   

5.1.6. Funcional de energía final 

El funcional de energía completo es la suma de todos los términos descritos anteriormente, 

ponderados por pesos que determinan el valor de importancia que se le da a cada término. Luego, 



Capítulo 5                                  SEGMENTACIÓN MULTIESCALA 3D USANDO LEVEL SETS Y LA TH 

46 
 

𝐸 = 𝜔𝐸𝑅𝐿 + 𝛼𝐸𝑅𝐺 + 𝜈𝐸𝐵 + 𝛽𝐸𝑆 +  𝜆𝐸𝑅 5.19 

con {𝜔, 𝛼, 𝜈, 𝛽, 𝜆}  ∈ 𝑅. Reemplazando las soluciones finales, 

𝜕𝜑

𝜕𝑡
=  [𝜔 (−(𝐿0,0,0 − 𝜇1 )

𝟐
+ (𝐿0,0,0 − 𝜇2 )

𝟐
) + 𝛼 (𝑙𝑜𝑔 (

𝜎1
2

𝜎2
2) −

(𝐿0,0,0 − 𝜇1)
2

𝜎1
2 +

(𝐿0,0,0 − 𝜇2)
2

𝜎2
2 )

+ 𝜈𝑔 + 𝜆𝑑𝑖𝑣 (
𝛻𝜑

|𝛻𝜑|
)] 𝛿(𝜑) − 2𝛽𝐻(𝜑)(𝜑 − 𝜑𝑠) 

5.20 

Esta última ecuación se discretiza y se implementa en el algoritmo de segmentación. Luego, 

𝜑𝑘+1 =𝜑𝑘 − ∆𝑡  [(𝜔 (−(𝐿0,0,0 − 𝜇1 )
𝟐
+ (𝐿0,0,0 − 𝜇2 )

𝟐
) + 𝛼 (𝑙𝑜𝑔 (

𝜎1
2

𝜎2
2) −

(𝐿0,0,0 − 𝜇1)
2

𝜎1
2 +

(𝐿0,0,0 − 𝜇2)
2

𝜎2
2 )

+ 𝜈𝑔 + 𝜆𝑑𝑖𝑣 (
𝛻𝜑

|𝛻𝜑|
))𝛿(𝜑) − 2𝛽(𝜑 − 𝜑𝑠)𝐻(𝜑)] 

5.21 

Es de anotar que en el esquema multiescala utilizado, la ecuación diferencial 5.21 se 

implementa para cada escala obtenida usando los coeficientes de Hermite correspondientes. 

Adicionalmente, esta misma ecuación es utilizada para segmentar tanto el endocardio como el 

epicardio. Sin embargo, en este último, algunos términos no son utilizados por lo que a sus pesos se 

les asigna el valor de cero. 

5.2. ALGORTIMO DE INICIALIZACIÓN 

Una buena inicialización es necesaria en los métodos basados en Level Sets. En este 

proyecto, se diseñó un esquema semiautomático de inicialización el cual consiste de un algoritmo 

FCM [13] combinado con operaciones morfológicas. El método parte del volumen de entrada y 

luego propaga la inicialización a la escala mayor (ver Figura 5.1). En la Figura 5.5 se describe la 

primera etapa del proceso. Usando un corte del volumen, se selecciona una región de interés (ROI) 

que incluya parte de la cavidad del ventrículo izquierdo y el miocardio. Haciendo un análisis del 

histograma de esta región, se obtienen los valores iniciales, los cuales son usados como entradas 

del algoritmo FCM. Luego, usando este algoritmo se clasifican todos los datos del volumen en tres 

clases: regiones más brillantes (tercera clase) las cuales corresponden a las cavidades y tejidos 

similares, regiones grises (segunda clase) correspondientes a los músculos y tejidos similares, y 

fondo (primera clase) en el cual se agrupan las regiones que no corresponden a las otras dos clases. 
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El endocardio y el epicardio son inicializados usando dos algoritmos separados, los cuales parten del 

resultado de esta primera etapa. 

 

Figura 5.5. Primera etapa del esquema de inicialización usando el algoritmo FCM. 

5.2.1. Inicialización del endocardio 

El diagrama general del algoritmo se ilustra en la Figura 5.6. Este consta de varias etapas 

que incluyen etiquetado de objetos y operaciones morfológicas. 

 

Figura 5.6. Esquema de inicialización del endocardio. 
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A partir del resultado obtenido en la primera etapa de la inicialización con el algoritmo FCM 

(ver Figura 5.5), se llevan a cabo las siguientes operaciones: 

 Cada objeto correspondiente a la tercera clase es etiquetado.  

 Usar la circularidad 𝐶𝑟, área 𝐴 y centro de masa 𝐶𝑚 para determinar el objeto correspondiente 

a la cavidad del ventrículo izquierdo. Este corresponde al que cumple con las condiciones  𝐶𝑟 >

𝑇𝑐, 𝐴 > 𝑇𝑎, y 𝐶𝑚 siendo el objeto más céntrico que cumple con las otras dos condiciones. 

 Cuando todos los cortes son procesados, se construye la superficie inicial.   

5.2.2. Inicialización del epicardio 

En la Figura 5.7 se ilustra el algoritmo usado para inicializar el epicardio, el cual combina 

operaciones morfológicas, de etiquetado y de detección de bordes.  

 

Figura 5.7. Esquema de inicialización del epicardio. 

Se parte del resultado del algoritmo FCM (ver Figura 5.5) y se llevan a cabo las siguientes 

operaciones: 

 Se toma la segunda clase como región de interés.   

 Pequeños objetos son removidos (más pequeños que la cavidad ventricular). Esta operación es 

útil para remover artefactos resultantes del algoritmo FCM.  
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 Se aplica un detector de bordes.   

 Usando el centro de masa de la cavidad ventricular, se divide el espacio de la imagen en cuatro 

regiones.   

 Los puntos de bordes más cercanos a la cavidad ventricular son obtenidos. Entonces, la forma 

inicial del epicardio es obtenida a una distancia 𝑑 del endocardio usando como referencia los 

puntos de bordes anteriores.  

 Finalmente, la superficie inicial es construida cuando todos los cortes han sido procesados.  

5.3. DETALLES DE IMPLEMENTACIÓN 

Algunos detalles de la implementación del método desarrollado con respecto a cada una de 

sus etapas son:  

Transformada de Hermite. Las funciones continuas que describen los filtros de Hermite 

fueron discretizadas. La implementación se hizo por convolución en el dominio de la frecuencia. Los 

ángulos 𝜃 y 𝜑 usados en la rotación de los coeficientes marcan la dirección de máxima energía. 

Funcional de Level Set. Se utilizó el método de diferencias finitas para implementar la 

ecuación diferencial 5.21. Para detener la evolución del Level Set se utilizó el siguiente criterio de 

parada: |𝐴𝑟𝑒𝑎(𝜑𝑘1 ≤ 0) − 𝐴𝑟𝑒𝑎(𝜑𝑘2 ≤ 0)| < 𝜏, el cual es equivalente a la expresión 

|∫ 𝐻 (𝜑𝑘1(𝑋)) 𝑑𝑠
Ω

− ∫ 𝐻 (𝜑𝑘2(𝑋))𝑑𝑋
Ω

| < 𝜏, donde 𝑘1 y 𝑘2 representan dos iteraciones 

diferentes con  𝑘2 = 𝑘1 + 𝑞;  𝑞 ∈ 𝑍+, y 𝜏 es un umbral. En el término de región global, se usaron 

funciones de probabilidad Gaussianas cuyos parámetros, media y desviación estándar, se calculan 

automáticamente del resultado de la etapa de inicialización. Para la implementación del algoritmo 

se utiliza el método de Banda Angosta. 

Otros Detalles. Se usa interpolación lineal para propagar los resultados de una escala de 

descomposición a la otra. Dado que el epicardio es procesado después del endocardio, solamente 

se usa la escala más fina para segmentar el epicardio. La etapa de inicialización requiere definir de 

forma manual los cortes correspondientes al inicio de la base y final del ápex del ventrículo 

izquierdo. 



 
 

Capítulo 6. EXPERIMENTOS Y RESULTADOS 

En este capítulo, se describen los resultados del método desarrollado. Para la evaluación se 

utilizan varias métricas: distancia punto-a-curva (PCD), distancia punto-a-superficie (PSD), distancia 

de Hausdorff modificada (MHD) [91], y coeficiente de similitud de Dice (DSC). La evaluación 

cuantitativa de los datos se obtiene comparando con la segmentación manual y con otros métodos 

de la literatura. Adicionalmente, se utilizan índices clínicos como son el Volumen Final de Diástole 

(EDV), Volumen Final de Sístole (ESV), Volumen de Bombeo (SV) y Fracción de Eyección (EF). Detalles 

sobre estos índices pueden ser revisados en [4], [5], [6], [7], [8], [9]. 

6.1. MATERIALES  

La evaluación del método desarrollado se realiza utilizando dos bases de datos públicas de 

volúmenes del corazón de RM y una base de datos propia de volúmenes cardiacos de TC. En ésta 

sección se describen las características de cada conjunto de datos. 

6.1.1. Volúmenes de RM 

El primer conjunto de datos usado para evaluación consiste de estudios de RM de 15 

pacientes, tomados de la base de datos del reto de segmentación llevado a cabo en el congreso 

MICCAI 2009 [92]. Estos volúmenes fueron adquiridos usando un equipo de RM Signa de GE de 1.5T. 

Los estudios tienen una resolución temporal de 20 volúmenes, los cuales cubren todo el ciclo 

cardiaco. Los volúmenes fueron adquiridos usando una vista de eje corto, cuyas imágenes tienen un 

tamaño de 256 x 256 píxeles, con espacios entre píxeles en el rango de 1.29 a 1.56 mm.  Además, 

se tienen entre 6 y 12 cortes por volumen con espacios entre cortes de 8 mm.  

El segundo conjunto de datos de evaluación está conformado también por estudios de RM 

de 15 pacientes, obtenidos de la base de datos compartida por [54]. Similarmente, los estudios 

fueron adquiridos usando un escáner de RM Genesis Signa de GE. Para cada paciente se tienen 20 

volúmenes que describen todo el ciclo cardiaco. El número de cortes por volumen varía entre 8 y 

15, con espacios entre cortes en el rango de 6 a 13 mm. Los volúmenes muestran el corazón en una 

vista de eje corto. Las imágenes tienen un tamaño de 256 x 256 píxeles con espacios entre píxeles 
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dentro del rango [0.93, 1.64] mm. En la Figura 6.1 se ilustran algunos cortes de estos volúmenes. Se 

muestra el ventrículo izquierdo en la base, mitad y ápex del corazón. 

 

Figura 6.1. Volúmenes del corazón de RM, vista de eje corto. Se ilustra el ventrículo izquierdo en la base, mitad y ápex. a) 

Ejemplo del primer conjunto de datos; b) Ejemplo del segundo conjunto de datos. 

6.1.2. Volúmenes de TC 

También se usaron estudios de TC de 15 pacientes. Los estudios tomográficos fueron 

adquiridos con un equipo SIEMENS compuesto de 128 detectores. Cada imagen de los volúmenes 

tiene un tamaño de 512 x 512 píxeles, cuantizados con 12 bits por pixel, y con espacios entre pixeles 

entre 0.250 y 0.434 mm. Los volúmenes originales fueron adquiridos usando una vista axial y luego 

fueron rotados para obtener la vista de eje corto. Adicionalmente, para cada paciente se tienen 10 

volúmenes que representan todo el ciclo cardiaco desde diástole hasta sístole. Después de rotar y 

obtener la vista de eje corto, los volúmenes tienen entre 80 y 170 cortes con espacio entre cortes 

variando en el rango de 1.296 a 2.168 mm. 

a) 

b) 

Base Mitad Ápex 
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A diferencia de RM, los volúmenes cardiacos de TC tienen un contraste menor y presentan 

estructuras con bordes más difusos, lo cual hace más difícil detectar las fronteras de los objetos 

desde el punto de vista de procesamiento de imágenes. Por otro lado, en TC los volúmenes son de 

mayor tamaño y además tienen un mayor número cortes. Similarmente, la cavidad ventricular es 

una de las regiones más brillantes dentro de las imágenes y está rodeada por el músculo miocárdico, 

el cual tiene un nivel de intensidad menor. 

Rotación de volúmenes de TC 

A diferencia de RM, los volúmenes de TC cardiacas solo pueden ser adquiridos usando una 

vista axial con respecto al cuerpo humano, tal como se ilustra en la Figura 1.1. Dado que el corazón 

tiene una orientación diferente, estos volúmenes deben ser rotados para obtener las llamadas vistas 

cardiacas. Estas vistas fueron expuestas en la Figura 1.2 y corresponden a las vistas de eje largo 

horizontal, eje largo vertical y eje corto. El método de segmentación desarrollado está orientado a 

analizar volúmenes usando la vista de eje corto. En la Figura 6.2 se ilustra la orientación adecuada 

para esta vista y ejemplos de cortes en la base, mitad y ápex del corazón. 

 

Figura 6.2. Volumen de tomografía tomado en una vista de eje corto. 
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Para llevar a cabo la rotación, se desarrolló un algoritmo que permite obtener las vistas 

cardiacas a partir de la vista axial original. En la Figura 6.3 se ilustra gráficamente las 

transformaciones necesarias para obtener las vistas cardiacas del volumen. Como se puede notar, 

el procedimiento parte del volumen en la vista axial original. Luego hay que tomar planos verticales 

y paralelos a las líneas rojas indicadas. Esto genera el volumen correspondiente al eje largo vertical 

el cual sirve para obtener las otras dos vistas siguiendo un procedimiento similar. 

 

Figura 6.3. Obtención de vistas cardiacas en volúmenes de TC. 
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6.2. CONFIGURACIÓN DE PARÁMETROS 

La configuración de los parámetros en el método desarrollado no es una tarea fácil. No 

existe un criterio que permita seleccionar estos parámetros de forma automática. En las pruebas 

llevadas a cabo, estos parámetros fueron seleccionados experimentalmente. Hay dos etapas del 

método en las cuales es necesario configurar y asignar valores a los parámetros. La primera etapa 

corresponde a la TH 3D, cuyos parámetros corresponden a la desviación estándar 𝜎 de la función 

Gaussiana que controla la escala de la transformada, y el valor de submuestreo 𝑇 en cada escala. La 

segunda etapa corresponde al funcional de segmentación desarrollado, cuyos parámetros a 

configurar son los valores de los pesos de cada término de energía, es decir el conjunto 

{𝜔, 𝛼, 𝜈, 𝛽, 𝜆}. En la Tabla 6.1 se muestra la configuración usada para los parámetros en los 

experimentos realizados. La configuración de los parámetros se muestra separadamente para los 

volúmenes de RM y de TC. En el funcional, los pesos han sido normalizados entre 0 y 1. 

Tabla 6.1. Configuración de parámetros del método desarrollado para las pruebas llevadas a cabo. 

Parámetros Valores Descripción 

Volúmenes de RM 

𝜎𝑖 , 𝑖 = 1,2 𝜎1 = 1.5;    𝜎2 = 2.0 
Dos escalas usadas en la TH. 

𝑇𝑖 , 𝑖 = 1,2 𝑇1 = 1;       𝑇2 = 2 

{𝜔, 𝛼, 𝜈, 𝛽, 𝜆} 

 ω  α ν β  λ 
Rango de valores de los pesos 

para los términos de energía en 

el funcional diseñado.  

Endo 0.4 - 0.7 0.1 - 0.3 0.1 - 0.3  0.01   0.001 - 0.005 

Epi     0.0 0.2 - 0.5 0.3 - 0.5   0.2       0.1 - 0.3 

𝑊𝑝 (x, y, z) 
Endo [7 7 1];   [3 3 1] Tamaño de la ventana en [x, y, z] 

para cada escala del algoritmo. Epi [10 10 0] 

Volúmenes de TC 

𝜎𝑖 , 𝑖 = 1,2,3 𝜎1 = 1.2;    𝜎2 = 1.8;    𝜎3 = 2.4 
Tres escalas usadas en la TH. 

𝑇𝑖 , 𝑖 = 1,2,3 𝑇1 = 1;       𝑇2 = 2;        𝑇3 = 4 

 

{𝜔, 𝛼, 𝜈, 𝛽, 𝜆} 

 ω  α ν β  λ Rango de valores de los pesos 

para los términos de energía en 

el funcional diseñado. 
Endo 0.2 - 0.5 0.5 - 0.8 0.0 - 0.1 0.01     0.01 - 0.05 

𝑊𝑝 (x, y, z) Endo [15 15 1];   [4 4 1];   [3 3 1] 
Tamaño de la ventana en [x, y, z] 

para cada escala del algoritmo. 
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6.3. RESULTADOS EN VOLÚMENES DE RM 

En la Tabla 6.2 se presentan los resultados de la segmentación usando la métrica DSC, 

evaluada sobre el primer conjunto de datos de RM. El coeficiente se calculó para cada corte de los 

volúmenes y se promedió para obtener el resultado final, el cual es mostrado para el endocardio y 

el epicardio en forma separada. Individualmente, para el endocardio se obtuvo un máximo y un 

mínimo coeficiente de 0.9387 y 0.8323, respectivamente. En el caso del epicardio, se obtuvo un 

valor máximo de 0.9441 y un mínimo de 0.8824. Estos resultados son además comparados con otros 

métodos del estado del arte, los cuales usaron la misma base de datos para evaluación. 

Tabla 6.2. DSC promedio obtenido usando el primer conjunto de datos de RM. 

 Método 1 [65] Método 2 [64] Método 3 [66] Método Propuesto 

Endocardio 0.890 ± 0.03 0.869 ± 0.0427 0.886 ± 0.039 0.910 ± 0.018 

Epicardio 0.940 ± 0.02 0.921 ± 0.0206 0.928 ± 0.016 0.939 ± 0.009 

En la Tabla 6.3 se muestran los resultados obtenidos usando el segundo conjunto de datos 

de RM. Igualmente, el desempeño se evalúa usando la métrica DSC. Adicionalmente, el método 

desarrollado se compara con otros métodos del estado del arte que usaron los mismos datos. 

Tabla 6.3. DSC promedio usando el segundo conjunto de datos de RM.  

 Método 1 [70] Método 2 [43] Método Propuesto 

Endocardio 0.9000 ± 0.030 0.9052 ± 0.0260 0.9123 ± 0.0207 

Epicardio 0.9500 ± 0.010 0.9261 ± 0.6721 0.9291 ± 0.0175 

Las medidas de distancias son métricas típicas usadas para evaluar los algoritmos de 

segmentación. La Tabla 6.4 presenta los resultados obtenidos con los dos conjuntos de datos de RM 

de prueba usando las métricas PCD y MHD. Estos se muestran para el endocardio y el epicardio. 

Similarmente, los resultados han sido obtenidos para cada corte de los volúmenes, y posteriormente 

promediados. Una evaluación más amplia se ilustra en la Figura 6.4, en la cual una gráfica Box-Plot 

es obtenida para la métrica PCD usando los dos conjuntos de prueba de RM. Se puede notar que, 

en la mayoría de los casos, la distancia obtenida está por debajo de 2 mm. En la literatura se acepta 

que una buena segmentación se obtiene cuando la distancia no sobrepasa los 5 mm [93]. 
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Tabla 6.4. PCD, MHD y PSD (mm) obtenidas para los dos conjuntos de prueba de RM. 

 PCD MHD PSD 

Primer Conjunto de Datos de RM  

Endocardio 1.5430 ± 0.4371 3.2342 ± 1.7985 0.8859 ± 0.2747 

Epicardio 1.6204 ± 0.3374 3.3062 ± 1.3570 0.8472 ± 0.1557 

Segundo Conjunto de Datos de RM 

Endocardio 1.2731 ± 0.2652 2.0147 ± 1.1707 0.6172 ± 0.1295 

Epicardio 1.6287 ± 0.2545 3.1348 ± 1.0244 0.8005 ± 0.1586 

 

Figura 6.4. Gráfica Box-Plot usando la métrica PCD (mm) promediada. Los resultados se ilustran para el endocardio y el 

epicardio de los dos conjuntos de datos de RM. 

El método también se evalúa cualitativamente. En la Figura 6.5 se muestran resultados de 

la segmentación para dos volúmenes de cada conjunto de datos de RM. La evaluación se hace 

tomando como referencia la segmentación manual, la cual corresponde al contorno de color rojo. 

La segmentación obtenida con el método desarrollado corresponde al contorno verde. Los ejemplos 

muestran el ventrículo izquierdo en la base, mitad y ápex. Además, se muestran volúmenes en las 

fases de diástole y sístole.   
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Figura 6.5. Resultados de la segmentación usando volúmenes de RM. El contorno rojo es la anotación manual y el verde 

es la segmentación con el método desarrollado. 
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Dado que el ventrículo izquierdo es una estructura volumétrica, resulta de interés hacer 

evaluaciones de la segmentación usando métricas sobre el volumen. En la Tabla 6.4 se describen los 

resultados obtenidos con la métrica PSD, la cual es calculada a partir de la superficie obtenida en la 

segmentación. En la Figura 6.6 se ilustran ejemplos de las superficies obtenidas a partir de la 

segmentación manual (superficie de color rojo) y automática (superficie de color verde) con el 

método desarrollado usando ejemplos del primer conjunto de datos de RM. Aquí se muestran 

resultados para el endocardio, epicardio y miocardio. Es de anotar que éste último se obtiene a 

partir de la segmentación de las dos primeras regiones, ver Figura 1.3. 

 

Figura 6.6. Superficies obtenidas con la segmentación manual y automática en volúmenes de RM. Los resultados se 

muestran para las fases finales de diástole y sístole, así como para las regiones del endocardio, epicardio y miocardio. 

El objetivo final de la segmentación en este tipo de aplicaciones es poder llevar a cabo 

evaluaciones clínicas de los pacientes bajo estudio. Tal como se mencionó, en el caso del ventrículo 

izquierdo, las medidas EDV, ESV, SV y EF son de mucha utilidad para los especialistas en el proceso 

de evaluación del paciente [4], [5], [6], [7], [8], [9]. Estas medidas pueden ser obtenidas una vez que 

la segmentación se ha llevado a cabo. En la Figura 6.7 se ilustra el análisis de estas variables usando 

una gráfica de Bland-Altman [94]. El análisis se obtiene al comparar los índices clínicos obtenidos 

con el método desarrollado y con la segmentación manual. Los datos usados corresponden a todos 

Superficie del Endocardio 

Fase Final de Diástole 

Superficie del Endocardio 
Fase Final de Sístole 

Superficie del Epicardio 
Fase Final de Diástole 

Superficie del Miocardio 
Fase Final de Diástole 
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los volúmenes de prueba de RM. Se puede observar que la mayoría de datos evaluados caen dentro 

de los límites de conformidad, los cuales corresponden a las líneas verdes en las gráficas. 

 

Figura 6.7. Análisis de Bland-Altman para los índices clínicos EDV, ESV, SV, EF. Se utilizaron los volúmenes de los dos 

conjuntos de prueba de RM. 

6.4. RESULTADOS EN VOLÚMENES DE TC 

En esta sección se describen los resultados obtenidos con el conjunto de datos de TC. La 

segmentación se evaluó sobre la cavidad ventricular. La Tabla 6.5 presenta los resultados obtenidos 

con el método desarrollado usando las métricas PCD y MHD en mm. Los resultados se muestran 

para las fases fin de diástole y fin de sístole. Las distancias han sido calculadas para todos los cortes 

y promedias para obtener el resultado final. 
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Tabla 6.5. Resultados de PCD y MHD (mm) obtenidos para el conjunto de datos de TC. 

 PCD MHD 

Fase Final de Diástole 0.9387 ± 0.2507 1.2038 ± 0.7171 

Fase Final de Sístole 0.9718 ± 0.2133 1.4785 ± 1.0679 

En la Figura 6.8 se muestran ejemplos de los contornos y superficies obtenidas para la 

cavidad ventricular usando el método desarrollado sobre un volumen de TC. Los resultados se 

muestran para las fases de fin de diástole y fin de sístole. Los contornos se ilustran para la base, 

mitad y ápex del ventrículo izquierdo. 

 

Figura 6.8. Superficies y contornos obtenidos en la segmentación de un volumen de TC. 

Similarmente, los índices clínicos son evaluados con los volúmenes de TC. Aquí se utiliza un 

análisis de regresión lineal para comparar los resultados entre la segmentación manual y la obtenida 

con el método desarrollado. Estos resultados se ilustran en la Figura 6.9. Se puede observar que el 

índice de correlación es alto entre los dos resultados 
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Figura 6.9. Análisis de regresión lineal para los índices clínicos EDV, ESV, SV y EF. 

6.5. DISCUSIONES 

El objetivo principal del proyecto es desarrollar un método de segmentación aplicado al 

análisis del ventrículo izquierdo en volúmenes de RM y TC. Los experimentos desarrollados 

demuestran la efectividad del método para segmentar la cavidad ventricular en volúmenes de TC, y 

ambas regiones (endocardio y epicardio) en volúmenes de RM. En la Tabla 6.2 y en la Tabla 6.3 se 

presentan comparaciones del método desarrollado con otros métodos del estado del arte. Para 

llevar a cabo esa comparación se utilizó la métrica DSC, la cual es una de las más comunes para 

evaluar los algoritmos de segmentación. Se puede notar que el desempeño alcanzado con el método 

desarrollado es similar a los otros del estado del arte, superando en la mayoría de casos, el 

desempeño de ellos. La ventaja de nuestro método es que se usa el mismo funcional de energía 

para segmentar tanto el endocardio como el epicardio, lo cual puede jugar un papel importante 

para efectos de implementación y configuración de parámetros.  
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La gráfica Box-Plot de la Figura 6.4 muestra un desempeño bastante bueno en la 

segmentación de las dos regiones del ventrículo izquierdo en estudios de RM. En ella se puede notar 

que el error no supera los 2 mm en la mayoría de los casos. Si se considera que una buena 

segmentación debe estar por debajo de los 5 mm, tal como fue expuesto en [93], los resultados 

obtenidos reflejan un desempeño óptimo. Es de anotar que a pesar de que la segmentación manual 

es usada como referencia, esta depende siempre de muchos factores vinculados directamente con 

el observador, lo que hace que sea una medida subjetiva. En este sentido, es de gran importancia el 

diseño de buenos métodos automáticos de segmentación.    

En la Tabla 6.4 se muestran resultados usando la métrica MHD. Aunque esta medida 

generalmente presenta valores más altos que la métrica PCD, los resultados obtenidos con MHD 

siguen estando dentro del rango definido para el error de aceptación. En la Figura 6.5 se muestran 

resultados visuales, donde se comparan los contornos obtenidos usando el método desarrollado 

con la segmentación manual para varios volúmenes de RM. Se puede apreciar que hay mucha 

similitud entre ambas segmentaciones. Se visualizan ejemplos para las fases fin de diástole y fin de 

sístole, así como para la base, mitad y ápex del corazón. Se puede observar que las dificultades 

asociadas a la segmentación de los músculos papilares son manejadas de forma eficiente, es decir 

estos son incluidos sin ningún problema dentro del contorno de la cavidad cardiaca. Este es el 

resultado de usar la restricción de forma propuestas en el funcional de energía.  

En la Tabla 6.4 también se presentan resultados usando la métrica de distancia calculada 

sobre la superficie 3D obtenida, es decir con PSD. Curiosamente, el resultado es menor que en los 

otros casos. La razón es que la distancia entre la referencia y el resultado con el método desarrollado 

se obtiene usando toda la superficie de los volúmenes. En la Figura 6.6 se ilustran y se comparan los 

resultados de las superficies obtenidas con la segmentación manual y con el método desarrollado. 

Es de notar la similitud entre las superficies manuales y automáticas.  

En general, el epicardio es más difícil de segmentar que el endocardio debido a que su forma 

es más irregular, existen zonas donde no hay bordes y además los tejidos que rodean exteriormente 

el epicardio son diversos, haciendo que el contraste varíe notablemente en diferentes partes.  

En la Tabla 6.5 y Figura 6.8 se muestran los resultados de la segmentación para la cavidad 

ventricular usando los volúmenes de TC. Los resultados se muestran separadamente para las fases 

fin de diástole y fin de sístole. Se puede notar que las métricas de distancia usadas están muy por 
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debajo de los 5 mm. Es de anotar también que el resultado es mejor para los volúmenes en la fase 

de diástole que en la de sístole. En esta última, la cavidad ventricular es más irregular en cuanto a 

su forma, y el tamaño de los músculos papilares aumenta en comparación con el resto de la cavidad.  

Los resultados usando los índices clínicos mostrados en la Figura 6.7 y Figura 6.8 reflejan la 

efectividad del método desarrollado para llevar a cabo evaluaciones clínicas. En ambos casos, 

análisis de Bland-Altman y regresión lineal, el método desarrollado alcanza niveles aceptables de 

similitud con respecto a los índices obtenidos usando la segmentación manual. 

En cuanto a los parámetros del método, es de anotar que la selección de los mismos fue 

hecha de forma experimental. En realidad, no existe un criterio para seleccionar de forma 

automática los valores adecuados de estos parámetros, lo cual puede resultar en una desventaja 

del método. Sin embargo, se puede observar en la Tabla 6.1 que el rango de variación de cada 

parámetro, en las pruebas realizadas, es muy pequeño en los conjuntos de datos utilizados. 

La TH 3D es utilizada en un esquema jerárquico multiescala y es la encargada de extraer las 

características del volumen que guían la evolución del Level Set. En los dos primeros términos del 

funcional de energía asociado al Level Set se utilizan los coeficientes de orden cero de la TH 3D. Con 

el esquema implementado, las escalas mayores ayudan en el proceso de eliminación de ruido y 

detección de bordes. En las escalas más finas se segmentan pequeños detalles del volumen. Está en 

sí misma es una característica de los esquemas multiescala y multiresolución. Utilizar diferentes 

escalas para el análisis de los datos imprime mayor robustez al método, permitiendo que sea 

fácilmente adaptable a varios tipos de datos con diferentes contrastes y cambios de iluminación. 

Por otro lado, la capacidad de rotar los coeficientes permite llevar a cabo análisis direccional, lo cual 

es sumamente importante dado que características como bordes y texturas corresponden a 

patrones que pueden tener cualquier dirección dentro de los volúmenes. El coeficiente de Hermite 

rotado de primer orden, usado en la función de energía de bordes, le adiciona esta característica de 

direccionalidad al método de segmentación.   

El término de energía local permite adaptar el método a volúmenes con problemas de 

inhomogeneidades. Dado que se trata de un término local, es necesario usar un algoritmo eficiente 

de inicialización. En este sentido, el algoritmo FCM genera una buena aproximación de la 

segmentación. Naturalmente, existen errores en esta inicialización que son corregidos 

posteriormente con el método de Level Set desarrollado.  
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En la restricción de forma del método de Level Set diseñado, se asume que el endocardio 

puede ser modelado usando funciones elípticas en cada corte del volumen, y que el epicardio tiene 

una forma similar al endocardio. La restricción permite que regiones como los músculos papilares 

sean incluidos como parte de la cavidad ventricular y, además, evita que se presenten fugas de la 

interfaz en las regiones del epicardio que carecen de bordes bien definidos.  

Algunas limitaciones del método desarrollado se deben a la dificultad para determinar el 

valor adecuado de los parámetros del algoritmo. Dependiendo del volumen de entrada que se 

procesa y sus características, los valores de los pesos en el funcional de energía propuesto y el 

número de escalas usadas en el esquema jerárquico basado en la TH necesitan ser adaptados para 

obtener una segmentación eficiente.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

Capítulo 7. CONCLUSIONES 

En este proyecto, se ha diseñado un esquema jerárquico, multiescala 3D, basado en la TH 

para la segmentación de volúmenes de RM y TC. El método utiliza un funcional de Level Set, el cual 

incluye información de intensidades, bordes y restricciones geométricas. Los dos primeros tipos de 

información son obtenidos de los coeficientes de la TH 3D, y se encargan de guiar la evolución de la 

función de Level Set, mientras que las restricciones geométricas penalizan su deformación. Varios 

estudios de RM y TC fueron usados para evaluar la segmentación. Los resultados obtenidos 

demuestran la efectividad del método. El análisis hecho usando los índices clínicos demuestra que 

el método puede ser usado como ayuda en la evaluación clínica de los volúmenes del corazón.  

La TH 3D es de mucha utilidad en el proceso de caracterización de los datos. El análisis de 

grueso a fino en el esquema multiescala, permite procesar los volúmenes usando diferentes niveles 

de detalle. Esto es de gran beneficio en este tipo de datos debido a que, por lo general, las 

estructuras cardiacas pueden variar en cuanto al tamaño, nivel de ruido y forma de las mismas, 

dependiendo del paciente o del equipo de adquisición. El análisis direccional que imprime la 

rotación de los coeficientes es una gran ventaja para el análisis de los diferentes patrones orientados 

dentro de los volúmenes.  

El funcional de energía compuesto por diferentes tipos de información permite adaptarlo a 

diferentes tipos de datos. Esto es útil dado que en algunos casos puede ser más importante un 

término de energía que otro. Es decir, en volúmenes con problemas bien marcados de 

inhomogeneidades, resulta conveniente asignarle más peso al término de región local. En casos 

donde los bordes del ventrículo están bien definidos, es preferible darle mayor importancia al 

término de bordes. Por el contrario, donde hay problemas de contraste o bordes con muy poca 

definición, se debe dar mayor prioridad al término de restricción geométrica. 

En este proyecto, se aprovechan las ventajas de la TH 3D y de los contornos activos basados 

en Level Sets. Una de éstas ventajas corresponde a la capacidad de estas herramientas para 

adaptarse a cualquier dimensión. Aunque el esquema desarrollado ha sido implementado en 3D, 

éste puede ser extendido a cualquier dimensión. Adicionalmente, nuevas funciones de energía 

pueden ser adicionadas para procesar coeficientes de Hermite de órdenes más altos, con el objetivo 

de analizar más información contenida en los datos y así adaptar el método a nuevas aplicaciones.
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