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“La prediccion puede llegar a ser algo muy complicado;
especialmente cuando se trata del futuro.” Niels Bohr.

“ La composicion quimica de las estrellas es un ejemplo
del tipo de conocimiento que la ciencia nunca sera capaz
de obtener.” A. Comte, filésofo francés.

“ Una vez un filésofo dijo: ’'Para la existencia misma de la ciencia es
necesario que las mismas condiciones den siempre los mismos resultados’.
Bueno, pues las mismas condiciones no siempre dan los mismos resultados...

El futuro es impredecible. En realidad para la existencia misma de la ciencia
es necesario que existan cabezas que no acepten que la naturaleza deba

cumplir condiciones preconcebidas, como las de nuestro filésofo.”
R. Feynman, El cardcter de la ley fisica.

“ Incluso si, como penso Laplace, el universo es totalmente determinista y

el futuro esta contenido completamente en su estado actual, no existe en absoluto
modo alguno de predecir el futuro... El universo ignora su propio futuro,

v es el mas rapido de todos sus simuladores”. J. Gribbin, Deep Simplicity.

“ Al despertarnos cada dia, debemos recrear nuevamente nuestro
mundo de experiencia. La aniquilacion y renovacion del estado
de consciencia es uno de los milagros ordinarios de la vida”

(la ciencia y la filosofia son milagros que vienen mucho después ...a veces).
A. Zeman, La conciencia. Manual de uso (el paréntesis es mio, JLQG).

“Un experto es alguien que sabe cada vez mas
sobre cada vez menos.” Dicho popular.

“ Si algo nos ensena la fisica cuantica es que

cualquier cosa puede pasar en cualquier momento
sin razon alguna.” Futurama. TV serie.
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Sinopsis

Revisamos la teorfa de Nambu y Jona-Lasinio (NJL) propuesta originalmente en el contexto de
la fisica de hadrones. Es ésta un modelo de interaccién para campos fermidénicos con simetria
quiral, la cual es rota bajo efectos cudnticos a un lazo (presenta una anomalia). Esta ruptura lleva
asociada una transicién de fase pasando de fermiones no masivos a un condensado fermidnico que
puede describirse de manera efectiva por medio de un campo escalar. Esto puede interpretarse
diciendo que el sistema fisico (”fluido” NJL) descrito por la teoria incluye dos estados fisicos. La
presencia del condensado depende ademas de la fuerza del acoplamiento, y siendo éste una constante
en el modelo original, no es posible una transicién dindmica. En este trabajo investigamos la
dindmica cosmolégica de cada fase del fluido NJL. Posteriormente, con el fin de implementar una
transicion dindmica, y de acuerdo a las argumentaciones de algunos modelos en teoria de Cuerdas,
consideramos un acoplamiento dependiente de un segundo campo escalar. La motivacién de obtener
un potencial total con interpretacién fisica aceptable nos lleva considerar una contribucién adicional,
la cudl vemos que puede interpretarse como un término de masa para el segundo campo. De esta
manera, la teoria original NJL es modificada. Sin embargo encontramos que, debido a la presencia
de una barrera de potencial, tampoco en este caso es permitida una transiciéon de fase. Estudiamos
nuevamente la dindmica cosmolédgica de la teoria modificada, y su posible utilidad para modelar
los misteriosos fluidos oscuros (Materia Oscura y Energia Oscura), que surgen como resultado de
la investigacién en la Cosmologia Fisica actual.

Por ultimo argumentamos y estudiamos una modificacién adicional a la teoria, incluyendo
una contribucién al potencial total del tipo que se presenta en algunas teorias supersimétricas.
Encontramos que, existe un juego de parametros para el que la inclusién de dicho término tiene el
muy interesante resultado de permitir un universo con 1) transicién de fase, 2) aceleracién, y 3)
que puede terminar posteriormente en un colapso, o ”big crunch”, incluso habiendo tomado una
geometria plana desde el principio.

Consideramos unicamente interacciones de tipo gravitacional con la materia ordinaria. Dado
que los fluidos oscuros representan alrededor del 95% del contenido total del universo, siendo sélo el
5% restante explicado por el Modelo Estdndar de la fisica de particulas, el estudio de modelos para
explicar la Materia y/o Energia Oscuras basados en marco tedrico més exitoso del que disponemos
para entender la materia, la Teorfa Cudntica de Campos, cobra un gran interés.



Capitulo 1

Introduccion.

1.1 Antecedentes. Teorias del Espacio, Tiempo y Materia.

La cosmologia, entendida como el estudio del universo (su origen, destino, edad, contenido material,
etc.), exige actualmente el conocimiento de las mas nuevas y mejores teorias fisicas de las que
disponemos: la Relatividad General (que trata del Espacio y el Tiempo) por un lado, y la Teoria
Cudntica de Campos (que ofrece una forma de entender la materia), por otro. Antiguamente y
durante mucho tiempo las teorias cosmolégicas estuvieron dominadas por los mitos, la filosofia,
las creencias religiosas o la especulacion, a lo mas, basada en la mecéanica Newtoniana. A lo largo
de la historia ha quedado demostrado que la mejor forma de conocer la realidad, en particular el
universo, es através del método cientifico. Asi, al ver al universo como un sistema fisico sujeto a las
leyes de la Fisica, pueden concebirse teorias mas fiables (aunque no por eso menos fantasticas), que
ademas pueden ponerse a prueba y contrastarse con las observaciones. De esta manera, el enfoque
cientifico restringe grandemente la amplitud de especulaciones que pueden hacerse.

En la Teorfa de la Relatividad General (TGR) se concibe que la realidad fisica esté contenida en
un ”espacio-tiempo” de cuatro dimensiones, y predice que éste no es estatico, sino que puede tener
forma y evolucionar. Su dindmica estd determinada por la naturaleza de la materia que contiene,
y asi, desde el punto de vista tedrico, es muy poco probable que el universo mismo sea estatico.
Adicionalmente, las observaciones' muestran un universo en expansion, e incluso en aceleracién?.
La concepcién de un universo cambiante extrapolada hacia atrds en el tiempo desemboca en la
idea del Big Bang (idea que ademds ha sido corroborada por diferentes observaciones, como la
abundancia de elementos ligeros o la radiacién césmica de fondo).? La Relatividad General, ademés
de ser una teoria sobre el espacio y el tiempo, nos proporciona una explicacién sobre la fuerza de
gravedad, al postular que ésta es una manifestacién de la curvatura de aquellos. Asi pues, puede
decirse que la cosmovisién que ofrece la TGR es una unificacién de los conceptos de Espacio,
Tiempo, Gravedad y Geometria.

Paralelamente a la imagen que la TGR nos proporciona sobre el espacio y el tiempo, nuestras
ideas sobre la materia, en cuanto a su naturaleza y cantidad, ha cambiado constantemente. Desde
la antigua grecia, cuando Aristételes concibié cuatro elementos (tierra, fuego, aire y agua) con-
stitutivos de la materia terrenal, ademés de un misterioso "éter” (el ”quinto elemento”) del que

!Corrimiento al rojo de galaxias lejanas.

2A través del estudio de Supernovas tipo SNIa

3Esto refuta la creacién (espontdnea o por ”alguien”) del universo tal como se observa. Todavia podria uno
imaginar la existencia de "alguien” o algo que indujera el Big Bang, pero en todo caso las nuevas especulaciones
creacionistas mas refinadas son posibles sélo gracias a las teorias cientificas de las que se trata de prescindir.



estaban formados los cuerpos celestes, en cierto momento histérico se llegd a entender que todas las
cosas estaban constituidas finalmente por elementos quimicos (4tomos de estos elementos), y que
la materia hecha por ellos estaba influenciada por las tinicas tres fuerzas conocidas hasta entonces:
la electricidad, el magnetismo y la gravedad. Ademds no se sabia lo que era la luz, que también
iteracciona con la materia. Posteriormente se encontré que los dtomos podian ser ionizados, di-
vididos, y configurados de diversas maneras, y por lo tanto no son constituyentes basicos de la
materia. A medida que ha evolucionado el conocimiento, el titulo de particulas elementales ha sido
asignado a diferentes entidades, pasando de los 4tomos a los niicleos atémicos, luego a los nucleones
(protones y neutrones), junto con los electrones. Actualmente nuestro entendimiento de la materia
estd enmarcado dentro del llamado Modelo Estdndar de particulas elementales (SM por sus siglas
en inglés). Es esta una Teoria Cudntica de Campos consistente en campos de Materia y campos
de Fuerza. A cada campo corresponde una clase de particula: los primeros son fermiones de espin
1/2 integrados por quarks y leptones, mientras que los segundos estan formados por bosones de
espin 1, resultantes de la imposicién de invariancia de norma y que describen las tres fuerzas no
gravitacionales conocidas: la interaccién electromagnética (de la cual la luz es una manifestacién y
su particula es llamada fotén), interaccién nuclear débil, e interaccién nuclear fuerte (a través de
esta dltima los quarks forman una clase de particulas llamadas hadrones,* de los cuales el protén
y neutrén son un subconjunto). El Modelo Estandar incluye ademds un tipo de materia distinto a
todos los anteriores conocido como campo escalar, cuya particula es un boson de espin cero llamado
boson de Higgs. Aunque pueden existir particulas de espin cero compuestas, se cree que el Higgs es
una particula elemental. Su existencia respaldaria la postulacién de campos escalares en otros con-
textos de la fisica, como los que son invocados para causar un suceso cosmolégico temprano conocido
como inflacion. El cuadro tedrico sin embargo no es completo, ya que persisten diversas cuestiones
que carecen de respuesta satisfactoria (véase por ejemplo [6]). Se han investigado muchos enfoques
tedricos para complementar al SM, siendo uno de los méas populares el de las teorias Supersimétricas.

Ahora bien, el estudio de fenémemos astrofisicos a escalas tan diversas como la dindmica de
galaxias (O(10%pc) aprox.), dindmica de ciimulos (O(10° Mpc) aprox.) y super ctiimulos (O(10* M pc)
aprox.), y formacién de estructura, asi como las restricciones impuestas por la nucleosintesis pri-
mordial® a la cantidad de materia ordinaria (esencialmente protones y neutrones, por lo que se
conoce también como materia bariénica), arrojan evidencia de la existencia de un tipo de materia
desconocida no baridnica: Materia Oscura (DM por sus siglas en inglés) [12]. Esta sustancia no
interactia con la luz ni con la materia ordinaria (Modelo Estandar) més que gravitacionalmente, de
manera atractiva.> Por otro lado, el fenémeno mencionado arriba sobre la aceleracién del universo,
no puede ser explicado ni con Modelo Estandar ni con Materia Oscura, por lo que es necesario
postular un nuevo tipo de sustancia desconocida ain més extrana cuyo efecto gravitacional es re-
pulsivo. Es a esta sustancia a la que refiere el término Energia Oscura (DE por sus siglas en inglés)
[9, 10].

Evidencia independiente de la Materia Oscura y la Energia Oscura es proporcionada por la
Radiacién Césmica de Fondo.” Para que las predicciones teéricas de la forma del espectro de
anisotropias concuerden con las observaciones, se requiere que el universo sea plano con un alto

4A su vez los hadrones se subdividen en mesones, que son bosones (el mesén 7 o pidn de espin cero es un ejemplo),
y bariones, que son fermiones (entre los cuales estdn el protén y neutrén). De aqui viene el nombre de materia
bariénica que se usa en el contexto cosmoldgico, y que también usaremos nosotros (ver mds adelante).

®Modelo explicativo de la proporcién de elementos ligeros a escala césmica (hidrégeno y helio principalmente).

5Por esta razén algunos investigadores opinan que el nombre de ”Materia Invisible” es mas apropiado. Ocasion-
almente, el nombre de ”estrellas congeladas” fue propuesto alguna vez para los Agujeros Negros. Vemos pues que
muchas veces el nombre tiene méas que ver con la subjetividad que con una descripcién cientifica.

"Datos observacionales han sido recopilados por medio del satélite W.M.A.P. de la N.A.S.A. [21], y mds reciente-



grado de precision y que contenga aproximadamente el 4% de materia bariénica y 23% de materia
no bariénica. Dado que la condicién de planitud implica que la densidad relativa total Qe = 1,
esto significa que existe alguna sustancia X con Qx =1 — (0.23 4 0.04) = 0.73. Ya que requerimos
explicar la aceleracion del universo, se identifica esta sustancia con la Energia Oscura, es decir
Qx = Qpg. En resumen japroximadamente el 73%(DE) 4 23%(DM ) = 96% del contenido total
del universo es desconocido!

A grandes rasgos, tenemos dos perspectivas tedricas diferentes para tratar de entender las
misteriosas Materia y Energia Oscuras: 1.- La Relatividad General es una teoria de la gravedad
incompleta o que necesita modificacién (en otras palabras, dice la verdad, pero no toda), o bien,
2.- La teoria de la gravedad TGR es verdadera y completa, en cuyo caso deben existir entonces
formas de materia extranas y ain desconocidas.

Nosotros aqui adoptamos la segunda perspectiva. Cabe mencionar que aunque la Relatividad
General permite la existencia de una Constante Cosmoldgica, la cual podria identificarse con la
Energia Oscura, no es posible determinar su valor usando principios fisicos basicos, pudiendo asig-
narse el valor que mejor se ajuste a las observaciones. Debido a esta arbitrariedad no puede decirse
que la Relatividad General en realidad explique a la DE. Por otro lado, la Teoria Cuantica predice
un valor para la densidad de energia del vacio que depende del ntimero de campos y de la escala de
energia a la que es valida la teoria. Sin embargo, las estimaciones de este valor discrepan hasta por
120 ordenes de magnitud. Esta discrepancia puede aliviarse invocando teorias supersimétricas, pero
esto requiere ajustes finos, o postular entidades fisicas no observadas, y por lo tanto estos intentos
no son convincentes. Asi las cosas, la fisica tedrica enfrenta los problemas de explicar la constante
cosmoldgica, el valor de la densidad de energia del vacio, y la energia oscura, cada una de ellas por
separado, o bien dilucidar si son la misma entidad, o de qué manera estan relacionadas.® Por com-
pletez mencionamos aqui que persisten muchos otros problemas abiertos en cosmologia, algunos de
los cuales podrian o no estar relacionados entre si y con los ya mencionados, entre ellos: la inflacién
cosmica en el universo temprano (la cual engloba problemas como el de la planitud, del horizonte
y formacién de estructura), la bariogénesis (o preponderancia de materia sobre antimateria), y la
explicacion del origen mismo del universo, sobre lo cual se espera tener algin entendimiento una
vez que se haya formulado una Teoria Cudntica de la Gravedad que sea consistente.

En este trabajo nosotros investigaremos la posibilidad de que la energia oscura pueda ser
atribuida a un campo dindmico derivado de la teoria NJL, e ignoraremos el problema de la con-
stante cosmoldgica y la densidad del vacio, asumiendo para la primera que es nula o tiene el valor
apropiado segiin convenga, y para la segunda asumiremos que siempre es nula.

1.2 Situacion Actual. Teoria y Observacion.

Aunque la Cosmologia pasd a pertenecer al dominio cientifico hace tiempo, con la medicién del
corrimiento al rojo de las galaxias alrededor de finales de la segunda década del siglo pasado, el
estudio del Universo ha adquirido un interés mucho mayor en anos recientes, pues ahora se han
podido medir los pardmetros cosmoldgicos con mucha mayor precision, lo cual nos da la oportu-
nidad de responder algunas de las preguntas mas fundamentales de la Cosmologia Teérica. La
investigacién en las ultimas décadas ha revelado la presencia de formas de materia y energia de-
sconocidas, llamadas Materia Oscura y Energia Oscura (Dark Matter ”’DM” y Dark Energy "DE”,
respectivamente, por sus siglas en inglés), que constituyen hasta un 95% del contenido total de

mente, por el satélite Planck de la ESA (Agencia Espacial Europea) [22].

8La incapacidad de determinar el valor de la constante cosmoldgica (o bien el valor de la energfa del vacio en el
contexto cosmoldgico, que a su vez es equivalente a predecir la época en la que empieza el dominio de la energia
oscura) es conocida a veces como ”el problema de la coincidencia”.



materia en el Universo al dia de hoy. La existencia de la DE quedé establecida con el estudio de
supernovas tipo SNIa , que mostré que el Universo se estd acelerando [18, 19]. Para explicar este
fenémeno, la DE tendria que responder a la fuerza de Gravedad de manera contraria a todo tipo de
materia conocida, reaccionando de manera repulsiva, en lugar de atractiva. Este comportamiento
”anti-gravitacional” puede ser reproducido si se supone la presencia de un fluido con la extrana
propiedad de poseer una presién negativa. Ademads de las supernovas, evidencia adicional de la
DE y DM es proporcionada a través del andlisis de la Radiacién Césmica de fondo de Microondas
(Cosmic Microwave Background radiation, CMB) [20], la cual fue medida por el satélite WMAP
[21], y més recientemente por la misién Planck de la Agencia Espacial Europea [22], y por el estu-
dio de la dinamica de galaxias, ciimulos y super ctimulos, y de la formacién de estructura césmica
(Large Scale Structure, LSS)[23] a través de la desviacién de la luz por gravedad (weak lensing), lo
cual apunta a la existencia de materia que interactiia con la materia ordinaria (Modelo Estdndar de
particulas, SM) muy débilmente, ya que solo lo hace a través de la gravedad. Pruebas adicionales
consisten en la medicién de las Oscilaciones Acisticas Bariénicas (Baryon Accoustic Oscillations,
BAO) [25, 26]. Se ha establecido que nuestro universo es plano y dominado al momento presente por
Energia Oscura (DE) y Materia Oscura (DM) con Qpg ~ 0.692 £+ 0.02, €2,,, = 0.308 £ 0.009, y una
constante de Hubble H, = (67.27+0.66)kms~ 1Mpc~1 [22]. Sin embargo, la naturaleza y dindmica
de DE y DM todavia no ha sido dilucidada y es objeto de intensa investigacién [30]. El coeficiente
de estado de ecuacién barotrépica de estado para la DE al dia de hoy es w, ~ —0.93 £ 0.13, pero
ain no tenemos mediciones precisas de éste w(z) en funcién del corrimiento al rojo, z [24, 22].

Ya que las propiedades de la DE aun se estdn investigando, diversas parametrizaciones han
sido propuestas para discernir su dindmica [30]-[33]. Aunque algunas de estas parametrizaciones
de la DE tienen la ventaja de involucrar un ntmero reducido de pardmetros, pueden carecer de
motivacién fisica y también pueden ser demasiado restrictivas. Los candidatos mejor motivados
fisicamente sean quizas los campos escalares, los cuales pueden acoplarse minimalmente, a través
de la gravedad, a otros fluidos [31, 32, 33], o pueden interactuar débilmente en modelos de Energia
Oscura "IDE”[38, 39]. Los campos escalares han sido ampliamente estudiados en la literatura
[31, 32, 33|, y han tenido especial interés los llamados ”campos rastreadores” (tracker fields) [32],
ya que en este caso el comportamiento del campo escalar es casi independiente de las condiciones
iniciales, yendo desde épocas muy tempranas mucho antes de la época de igualdad radiacion-
materia. En esta clase de modelos la pregunta fundamental de porqué la DE es relevante hasta
ahora, lo cual se conoce como el ”problema de la coincidencia”, puede ser pormenorizada debido a
la insensibilidad de las dinamica tardia ante las condiciones iniciales del campo.

Actualmente hay una gran cantidad de ideas dirigidas a explicar los desconocidos fluidos césmicos
desde el punto de vista tedrico, aunque ninguno de ellos tiene atin la iltima palabra. Esta situacién
respalda y motiva nuestra investigaciéon. Dado que nuestra teoria més exitosa sobre la materia, el
Modelo Esténdar de particulas elementales (Standard Model, SM), se enmarca dentro de la Teoria
Cudntica de Campos (QFT), es razonable que una teoria sobre la Materia y/o Energia Oscuras
sea igualmente una teoria de campos. KEjemplos interesantes basados en teorias de campos para
DM y DE han sido propuestos empleando campos de norma (Gauge Fields) de manera similar a la
Cromodindmica Cuédntica (QCD) en fisica de particulas, y han sido utilizados para entender tanto
la Energia Oscura [36] como a la Materia Oscura [37].

Aqui nosotros investigamos una teoria de campos fermidnicos interactuantes con simetria quiral,
conocida como el modelo de Nambu y Jona-Lasinio (NJL). Aunque ésta es una teoria muy estudiada
y bien conocida en el contexto de la fisica de hadrones, es una teoria simple que tiene propiedades
muy interesantes, y vale la pena reconsiderarla bajo una perspectiva diferente, e investigar su
posible relevancia, en este caso en Cosmologia.



Esta tesis estd organizada como sigue: en el capitulo 2 presentamos el modelo original de
Nambu y Jona-Lasinio (NJL) como una teorfa cudntica de campos, y nos limitamos a describir sus
propiedades desde el punto de vista de la fisica de particulas exclusivamente, que fue el contexto
en el que fue concebido y ha sido estudiado, sin tener nada que ver con la cosmologia. Después, en
el capitulo 3 introducimos y explicamos de manera concisa la teoria basica necesaria para entender
algunos resultados elementales de la cosmologia fisica moderna. De aqui extraemos el sistema com-
pleto de ecuaciones para resolver la dindmica cosmolégica en términos del contenido del universo, y
que nosotros emplearemos posteriormente para investigar la dinamica del fluido NJL en particular.
En el capitulo 4 estudiamos la dindmica cosmolégica del fluido NJL, para lo cual resolvemos e
interpretamos la solucién el sistema de ecuaciones. Por completez, y anticipando la posible utili-
dad del modelo para ajustarse a la realidad (observaciones), consideramos la presencia de fluidos
”barotropicos” adicionales, ademés del efecto de la inclusion de una constante cosmolégica. Como
el modelo original NJL describe dos estados fisicos diferentes, pero no contempla una transicién
de fase dinamica, en el capitulo 5 consideramos un modelo NJL modificado, o ”extendido”, argu-
mentando para ello la introducciéon de un acoplamiento variable a través de una dependencia de
un campo adicional. Luego procedemos a investigar igualmente la evolucién cosmoldgica de este
modelo extendido. Dado que el modelo extendido no permite tampoco la transicion de fase, y
debido a su desventaja ”estética” en comparacién con otros modelos cosmoldgicos que consideran
simplemente una constante cosmoldgica para reproducir la aceleracion observada del universo, en
el capitulo 6 consideramos una segunda modificacién del modelo, a través de la introduccion de
una contribucién adicional al potencial. Como veremos, en este caso nuestro modelo extendido
arroja resultados aiin maés interesantes que los anteriores. Posteriormente, en el capitulo 7 nos
ocupamos en llenar algunos vacios tedricos del modelo, y explicamos algunas cuestiones pendientes.
Ademsds tratamos de argumentar o justificar la presencia de los términos adicionales del poten-
cial utilizando las modernas teorias de campos y particulas. Finalmente el capitulo 8 presenta un
resumen de nuestros resultados y las conclusiones.



Capitulo 2

El Modelo Nambu-Jona-Lasinio
(NJL).

Inspirados por la explicacién recientemente encontrada en aquel entonces (anos 60’s del siglo
pasado) del fenémeno de la generaciéon de bandas de energia en el contexto de la fisica de su-
perconductores, los profesores Nambu y Jona-Lasinio sugirieron una teoria de campos fermiénicos
no masivos en la que la masa de los fermiones seria generada como resultado de la interaccion. La
idea era incluir una simetria bajo transformaciones quirales exp(ifvs), que restringe la forma del
funcional lagrangiano. Dicho lagrangiano se postula como

L= iy O + 50° [(F9)? ~ (P50 (21)

donde 1) es un espinor de 4 componentes y g es la constante de acoplamiento. Como las dimensiones
de dicha constante son [g] = E~2 (E denota energia), la teorfa no es renormalizable. Sin embargo,
a nosotros nos interesard aqui como una teoria efectiva debajo de cierta escala de energia. La
fisica implicada por esta interacién 4-fermidnica, como es la ruptura simetria con la consecuente
aparicién del condensado, es cualitativamente la misma sin la contribucién pseudo-escalar ¢y51,
asi que por ahora ignoraremos este término para iniciar nuestro estudio con la teoria més simple
posible. Las correcciones cuanticas asociadas al lagrangiano de interaccién resultante

1 .- -
Lint = 3970000, (2:2)

pueden expresarse como sumas de las amplitudes de los procesos cuyos diagramas de Feynman
contienen cero lazos (nivel drbol), un lazo, etc.

El nimero infinito de lazos (loops) pueden resumirse a través de un potencial no perturbativo,
lo cual se facilita introduciendo un campo escalar auxiliar ¢. De esta forma se puede escribir el
lagrangiano de interaccion equivalente

Line = A0 — S (2.3

donde A es un parametro a determinar en funciéon de la constante de acoplamiento, y m es un
pardmetro con dimensiones de masa. Usando las ecuaciones de Euler-Lagrange, 0, [% — % =0
N

se encuentra que

o= Lodu (2.4)
m
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Figura 2.1: Diagramas de Feynman asociados a la interacciéon de cuatro fermiones.

Al sustituir esta relacién en (2.3) y comparar con (2.1) vemos que A = mg. Entonces de la expresién
(2.3) se puede leer el potencial a nivel arbol y la masa del campo fermidnico respectivamente:

VO¢ = %m2¢2, mfp = (mggi))z. (2.5)
El efecto de los procesos cudnticos resulta en una modificaciéon del potencial, la cual se expresa por
medio del potencial efectivo (potencial de Coleman-Weinberg). La contribucién al potencial debida
a procesos a un lazo V1¢ = —8% / d*pp? log(p? + mi}) es divergente en el limite ultravioleta (el signo
negativo es debido a las propiedades de particulas fermidénicas), por lo que se hace necesaria la
introduccion de una cota superior o corte A. Es este pardmetro el que define la escala de energia
en la que la teoria es valida. Al definir la variable conveniente

2
s 20
A2 A2 7 )
los términos del potencial se escriben
A%z
\7 = 2.7
O (27)
A? 9 x
Por concisién y claridad conviene hacer las definiciones
A= N f@) —ata? 2 ) +log(1 + ) (2.9)
=—— r)=x+x"log| —— 0 x .
1672’ S\1+z &

Al incluir tanto contribuciones a nivel arbol como correcciones cudnticas a 1-lazo se obtiene el

potencial efectivo
A%z

_y¢ _
Vi=Vy +W —79*2—1417(%), (2.10)
el cual se escribe explicitamente como
A%z g*A? A? x
Vi=Vo+WVi= 1-— - ?log [ —— ) + log(1 2.11
1=Vo+W 292 ( 87r2> 16:2 [36 og(1+m)+0g( +$)}a (2.11)



y en funcién del campo ¢ como

m¢>2
_ Lo At m9¢2 m9¢4 <X> m9¢2
Vj(qﬁ)fim(ﬁ—mﬂ? (A ) —i—( A ) log 1+(mg¢)2 + log 1+< A>
A

(2.12)
Para estudiar la forma de este potencial es de importancia conocer los puntos extremos asi como
los casos limite. Para la derivada de la funcién f(x) en la ec. (2.9) tenemos

df (z) x
=211 1 e — 2.13
d:L_ + € Og 1 + T ) ( )
y para el potencial V ec. (2.12) tenemos
ov ZA\2 472 ngey2
0¢ A2 | g?A? A 1+ ng¢>)2
191% m2A%¢p ( 4n? T
— =———4q—--—-1—xl . 2.15
o U Lt (7)) o1
La condicion % = 0 implica las siguientes ecuaciones:
4 2
i) $=0, or i) 9212 ~1=zlog <1ix> . (2.16)
La primera nos dice que el origen ¢ = 0 es un punto extremo, y al tomar la segunda derivada 8827‘2/
tenemos o2 2,22 )
Vv 4
I =T ( 2”2—1>, (2.17)
oo $=0 47 g2A

. 4n? L. .
de donde podemos ver que si 942% > 1 entonces el extremo ¢ = 0 es de hecho un minimo, mientras

. 42 (. . .
que si 9427;\2 < 1 entones tenemos un maximo en el origen. Definiendo g. como

5 4m?
©T A2

g (2.18)
vemos que un acoplamiento débil g < g. da un minimo en el origen, mientras que uno fuerte
g > g., da un méaximo. Asi, el tipo de extremo en el origen del potencial estd determinado por el
acoplamiento.

Pasemos ahora al segundo punto extremo del potencial. Ya que el lado derecho de la segunda
ecuacién (2.16) es negativo (i.e. xlog (ﬁ) < 0), esta ecuacién tiene solucién solamente para
acoplamiento fuerte g > g.. Ademads, dado que esta es una ecuacion trascendental, no es posible
resolverla analiticamente para z (o equivalentemente para el campo ¢); aunque se puede resolver
numéricamente. Una forma de visualizar la solucion es encontrando la intersecciéon entre la curva
de la funcién x log Hix en el lado derecho de la segunda ecuacién (2.16), y la linea recta asociada
a la constante en el lado izquierdo. Dicha funcién en el lado derecho es una mondétona decreciente,
lo cual significa que, si existe, hay sdélo una solucién para la variable x, lo cual por la definicién (2.6)
da a su vez una solucién no trivial para el campo ¢ = ¢ (0 mas precisamente dos, relacionadas
por un cambio de signo por ser z una funcién cuadratica de ¢). En este caso el extremo corresponde
a un minimo (ya que no puede haber un maximo junto a otro maximo, el del origen).



Permitasenos introducir un parametro s escribiendo

2
gzs‘gczs-%. (2.19)

, de esta manera podemos asegurarnos de tener un acoplamiento fuerte tomando s > 1. Ahora,
dado un valor para g con g > g. se fija un valor de x, digamos = x( que es solucién en la ecuaciéon
ii) (2.16) y que minimiza al potencial, es decir V,,;, = V(z9). Entonces, sustituyendo ii) (2.16), y
usando (2.19), podemos escribir V,,;, de manera conveniente:

Voo A4 [xo

=162 12 Log(1+x0)|, (9g=5"gc,s>1), (2.20)
la cual nos da una idea de la magnitud del potencial en términos de A, la escala de energia.
Notese que en todos los casos, tenemos para x grande el limite V' — oo para  — oo independi-

entemente del valor del acoplamiento g. Sintetizando, tenemos: si el acoplamiento es débil g < g,

Figura 2.2: Potencial efectivo (2.12) como una funcién de ¢. El valor critico del acoplamiento g,
separa dos comportamientos cualitativamente diferentes.

el potencial se minimiza en el origen ¢ = 0; si el acoplamiento es fuerte g > g., el potencial se
minimiza en un valor no trivial ¢ = ¢, (figura 2.2). El valor del acoplamiento g = g. define el
valor critico que separa ambos comportamientos del potential.

El campo ¢ ~ 1 en la ecuacién (2.4), es un invariante de Lorentz, asi que ¢ es un campo
escalar. Cuando el campo ¢ se estabiliza, el valor de expectacién no-trivial la amplitud del campo
escalar es no nula. Ahora, si el campo tiene un valor de expectacién < ¢ >= 0, esto significa que
el estado de pares de fermiones 11 no estd presente, y entonces tenemos un sistema que consiste
en los fermiones originales sin masa, donde el condensado no es energéticamente favorecido. Esto
sucede con un acoplamiento débil. Por otro lado, si el valor de expectacién no es cero < ¢ >z 0,
tenemos un condensado de fermiones representado efectivamente por el campo escalar. Esto sucede
con acoplamiento fuerte, donde el condensado fermidnico se forma dindmicamente porque reduce
la energia del sistema.

Asi pues, vemos que el fluido fermiénico puede encontrarse en dos estados fisicos (fases) difer-
entes, consistentes en fermiones no masivos 6 un condensado en forma de campo escalar, donde la
fase estd determinada por la fuerza del acoplamiento. Sefialemos que cada fase se presenta una a la
vez, ya que una vez fijado el valor del acoplamiento, éste permanece constante; no hay transiciones
de fase y el sistema permanece en su estado. A continuacién nos proponemos investigar la dinamica
cosmoldgica de este fluido para cada fase.



Capitulo 3

Cosmologia Basica.

El modelo cosmolégico estdndar actual (la teoria del Big Bang) se basa en la Teoria de la Relatividad
General, con la cual se estudia la evolucién del universo, pero no nos dice nada sobre la naturaleza de
su contenido material. Las ecuaciones del campo gravitacional (ecuaciones de Einstein) relacionan
la geometria del espacio y el tiempo con la materia y energia que contienen:

Gy = 87G Ty (3.1)

El tensor de Einstein G, = GW(82QW) estd dado en términos de derivadas de segundo orden
del tensor métrico g, (el cual describe la geometria del espacio-tiempo), y T}, es el tensor de
energia-momento de la materia. Si se asumen condiciones de homogeneidad e isotropia del espacio,

el tensor métrico tiene la formal

(gMV) = diag(la _a(t)7 _a(t)v _a’(t))? (32)
y la métrica ds’® = gudxtdx” en coordenadas esféricas se puede escribir como

dr?

2 _ 2 2
dS —dt —a(t) m

+72(d6? + sin® 0d¢?) | (3.3)
donde el coeficiente a(t) es conocido como factor de escala (en cierto sentido un radio del universo);
k es un parametro que determina la curvatura espacial: si k = +1 el universo es cerrado con
geometria esférica; si k = 0 es abierto con geometria plana, y si k = —1 es abierto con geometria
hiperbdlica. Los numeros r, 8 y ¢ son variables convenientes para un sistema de coordenadas
comévil.

Por consistencia con la homogeneidad e isotropia, la configuraciéon de materia queda resgringida.
En este caso el universo debe contener fluidos perfectos caracterizados por un tensor de energia-
momento de la forma T} = diag(p, —P,—P, —P), con densidad de energia p, y presién P. Bajo
estas suposiciones las ecuaciones de Einstein equivalen a dos ecuaciones independientes; la ecuacién

de Friedmann? )
a k rG
<> tET g (3:4)

Ya que estas suposiciones estdn de acuerdo con las observaciones (la CMBR es un bafio uniforme de radiacién,
mientras que la estructura a gran escala LSS Structure revela una distribucién uniforme de materia a escalas cos-
molégicas 2 100Mpc aprox.), asi que las ecuaciones sin perturbaciones que usaremos aqui son vélidas con un alto
grado de fiabilidad.

2A lo largo de este escrito se trabaja en unidades ¢ = h = 1. Cuando se tome la masa de Planck igual a la unidad,
M, = 1/v/81G = 2.44 x 10" GeV = 1, se indicard explicitamente.
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Es esta una ecuacién muy interesante, ya que se puede interpretar diciendo que tanto la razén a
la que el universo cambia de tamano con el tiempo, asi como su curvatura (primer miembro de la
igualdad), estdn determinadas por la densidad total de energia que contiene (segundo miembro).
También se tiene una ecuacion para la aceleracion

a 4rG
=
a

2 (p+3P) =0. (3.5)

En conjunto, ambas son conocidas a veces como ecuaciones FRWL (Friedmann -Robertson -Walker
-Lemaitre, quienes contribuyeron a la teoria). Es conveniente introducir el pardmetro de Hubble

a
H=- 3.6
:, (36)

segun esta definicién, H en general puede ser variable (aunque a escalas de tiempo cosmoldgicas
puede cambiar muy lentamente), por lo que hay que evitar confusiones cuando se trate de la
cantidad al dia de hoy H, conocida como ”la constante de Hubble”.

A lo largo del presente trabajo, nosotros tomaremos siempre el parametro de curvatura k = 0, es
decir, un universo plano. Por un lado, este es un resultado obtenido del analisis de la CMB con
un alto grado de precisién (ver referencias), es decir de la observacidn; y por otro lado es una
prediccion tedrica si se asume la validez de la Inflacién Césmica Temprana. De esta manera, la
ecuacién (3.4) puede ser reescrita en términos de H sustituyendo la definicién (3.6) como

8rG
H? = —p

3 (k = 0, universo plano). (3.7)

Obsérvese que si se multiplica el primer miembro de (3.4) por un factor 1/G entonces cada término
adquiere unidades de densidad de energia. Esto sugiere concebir una densidad de curvatura pyg
asociada con el pardmetro de curvatura k, y una densidad critica p. para cuando k = 0. De esta
manera se define

3
Pe = g 2 (densidad critica),

3 k

PE= g aa (densidad de curvatura), (3.8)

asi que la ecuacién (3.4) puede interpretarse también como una expresién para la densidad de
energia total p:

pe+ pr = p. (3.9)

La propiedad de la divergencia VG, = 0 del tensor de Einstein implica a su vez V7, = 0,
de donde se puede extraer una ecuacién de continuidad para la densidad de energia, o en otras
palabras una ley de conservaciéon de energia:

,0'+3g(p+P) — 0. (3.10)

Muchas veces es posible escribir para un fluido perfecto ”«” una ecuacién de estado que relaciona
su densidad de energia p, con la presion P, (llamada por esto ecuacién de estado barotrdpica) de
la forma

P, = wapa, (3.11)

donde w, €l coeficiente barotrético de estado, es un parametro utilizado para caracterizar al fluido.
Si este coeficiente es constante, entonces la ec. (3.10) puede resolverse analiticamente. Es notable
el hecho de que, desde el punto de vista cosmoldgico, el contenido del universo puede caracterizarse
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con muy buena aproximacién por sélo un parametro (!), como es el coeficiente barotrépico w,. Es
también notable que parte de este contenido puede caracterizarse como radiacién, con w, = 1/3, o
materia (polvo), el cual tiene wy,, = 0 (la Energia Oscura serfa una contribucién diferente). Para
estas componentes tenemos, respectivamente

4 -3
a a

Pr = Pri () sy Pm = Pmi <> ) (312)
a; Qg

donde la etiqueta se refiere a un valor inicial.

Como se mencioné antes, uno de los entes mas utilizados en los modelos de teorias cosmoldgicas,
ya sea para modelar Materia Oscura o Energia Oscura, son los campos escalares. Un campo escalar,
digamos ¢, con un potencial de auto-interaccion V(¢), tiene una densidad de energfa pg y presién
Py dadas por

99299
1

po= Bt V(9), Po=E—V(o), Br= " (3.13)

donde hemos definido de paso la energia cinética Fj, en la tercera ecuacion. Es bien conocida
ecuacion de Klein-Gordon de la fisica de particulas. Sin embargo, en el contexto cosmologico es
necesario tener en cuenta el cambio de métrica, ya que no estamos considerando una métrica plana
de Minkowski, sino la métrica FRW dada en la expresién (3.3). Si se desprecian las derivadas
espaciales (de acuerdo con las condiciones de homogeneidad e isotropia), se llega a la ecuacién de
movimiento para un campo escalar:

¢+3Hp+ 03V = 0. (3.14)

Para un universo que contiene més de un fluido, caracterizado cada uno por una densidad de energia
Pa, ¥ presion P,, podemos escribir

pzzpaa P:ZPOU (3.15)
[0 o

donde p y P son la densidad y presién totales. Cuando los fluidos no interactiian entre si mas que
gravitacionalmente, la energia de cada uno de ellos debe conservarse por separado, es decir, debe
satisfacerse po + 3%(Pa + P,) = 0 para cada componente «. Si existe interaccién no gravitacional
entre los fluidos la ec. (3.10) no necesariamente se satisface para las densidades de cada fluido
individualmente. Siempre es posible definir una expresién para la presién en términos de la densidad
de energia de la misma forma que la ecuacién de estado barotrépica. Asi, podemos escribir para
el campo escalar la expresiéon Py = wgpg, aunque en este caso el coeficiente barotrépico wg, en
general no es constante, y normalmente podra expresarse como funcién, ya sea del factor de escala
o del tiempo. Exclusivamente a un fluido con coeficiente barotropico constante, nos referiremos
algunas veces con el nombre de ”fluido barotrépico”.

Es conveniente definir la razén de la densidad de energia de una componente « respecto a la
densidad de energia critica, obteniendo una densidad relativa del fluido correspondiente:

0, = Pa 81

A partir de esta definicién y la ecuacién (3.12) podemos saber cémo cambia la densidad relativa de
un fluido barotrépico con el tiempo:

—2 —3(14wa)
gi - (g) <Z> L (wa = cte.) (3.17)
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Si por ejemplo se considera un universo que contiene materia, radiacién y un campo escalar como
componentes materiales, la densidad de energia critica es

pe = pr+ pm + Py, (3.18)

con la correspondiente densidad relativa . = €2, +€,,, + Q4. Obsérvese que si se toma la ecuacién
(3.4) y se dividen ambos miembros por la densidad critica, la densidad relativa total es Q.+ = Q,
donde €2, = 1. Al ser £k = 0 para un universo plano, tenemos también para las correspondientes
densidades de curvatura pr = 0, 2 = 0, y en este caso la densidad relativa critica coincide con la
total, 2. = Q = 1. Vemos pues que las densidades relativas en un universo plano deben satisfacer
la condicién

Q4 QU + Q= 1. (3.19)

Una ecuacién muy ttil se obtiene al derivar la ecuacién (3.7) y sustituir (3.10) en el resultado,
obteniendo

H= ——(p+P), (3.20)

que nos dice que el cambio en la velocidad de expansion del espacio (equivalente al parametro de
Hubble) estd determinado por la densidad de energia y la presién. Ya que en general H cambia, el
factor de escala a lo hace con mayor razén.

De acuerdo a las teorias méas plausibles, la evolucién del universo debié incluir una etapa de inflacién
temprana en la que el factor de escala crecié tan drasticamente que se hace necesario describir el
cambio en términos exponenciales. Por ello se define el niimero de ”e-folds” N comparando los
tamafios: as/a; = eV, es decir que N = log(as/a;). Esta idea puede usarse también para la inflacién
tardia (energia oscura). Un concepto muy util, introducido inicialmente en estudios astronémicos,
es el llamado ”corrimiento al rojo” (redshift). Si un objeto cdsmico emiti6 luz de longitud de onda
A cuando el universo tenia tamafio a(t), entonces la longitud de onda observada al dia de hoy (ap)
esta dada por A\g = 72A. El corrimiento al rojo z se define por la relacién

A ap  y

1 = — = —= . 3.21
+ z 3 " e ( )

Las ecuaciones diferenciales (3.6), (3.14), (3.20), junto con (3.12) constituyen un sistema de ecua-
ciones completo. Aunque dificilmente puede encontrarse una solucién analitica para este sistema,
puede sin embargo ser resuelto numéricamente. De cualquier forma, siempre es conveniente tratar
de indagar, en la medida de lo posible, el comportamiento general del sistema dinamico, ya que esto
puede ayudarnos a entender o interpretar mejor las soluciones. Asi pues, antes de pasar a resolver
el sistema para nuestro fluido NJL, nos permitimos sefialar los siguienes hechos genéricos:

La ecuacién de movimiento (3.14) es similar a una ecuacién para un oscilador arménico amor-
tiguado ordinario, asi que de entrada podemos decir que el comportamiento del campo escalar es
andlogo al de la amplitud de un oscilador que se mueve bajo un potencial conocido V', es decir, la
dindmica del campo es tal que minimiza al potencial. A partir de una condicién inicial dada ¢;, el
campo rueda hacia valores menores del potencial, de tal manera que en el limite de tiempos grandes
la amplitud adoptard un valor constante ¢ = ¢, donde el potencial tiene el valor minimo (el
campo se estabiliza).

Dado que el factor de escala a(t) es una cantidad positiva definida, las densidades de energia
de la materia y radiacién ecs. (3.12) son siempre positivas, y nunca llegan a ser cero para valores
finitos del factor de escala. Asi, la densidad total de energia (3.18) permanece siempre positiva en
la medida en que se satisfaga la condicion

p = pr+ pm+py > 0. (3.22)
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Entonces, la ecuacién (3.7) dice que H = 0, es decir que @ = 0, nunca sucede (eq. (3.6)) mientras la
densidad no se anule, p # 0. Esto implica que @ > 0 siempre. A su vez, esto significa que el factor
de escala a(t) nunca alcanza un valor méximo a lo largo de su evolucién. Nétese que es importante
tomar la condicién inicial de la variable de Hubble posiviva H; > 0, pues de otra forma, si fuera
negativa, el universo ya estaria contrayéndose.

Ahora bien, es interesante el hecho de que no hay ningiin principio fisico que prohiba la existencia
de potenciales negativos V(¢) < 0 (el significado de esto estd sujeto a interpretaciones). Si este es el
caso, bien puede pasar que la ecuacién (3.22) se convierta en una igualdad para algunos valores del
campo, lo cual implicarfa p = 0 para valores finitos de a(t). Esto a su vez implica H =0, o @ = 0;
es decir que el factor de escala alcanza un valor extremo (de hecho un méximo, ya que, como se dijo
antes, a(t) se encuentra creciendo inicialmente). Ahora, la ecuacién (3.20) dicta que el pardmetro
de Hubble H decrece siempre (porque el lado derecho de esta ecuaciénes siempre negativo), asi
que después de ser H = 0, debe suceder H < 0, y por lo tanto a < 0, es decir, el factor de escala
ahora debe decrecer. En otras palabras, el universo se debe estar contrayendo después de alcanzar
su maximo tamano. Hay que tener presente que este resultado es una consecuencia solamente
de la negatividad del potencial, y es independiente de su forma funcional especifica. Obsérvese
también que esto tiene lugar ain en un universo plano, ya que hemos conservado en todo momento
la condicion £ = 0. Un universo que mantiene su contraccion hasta un tamano nulo se dice que
colapsa.

Es interesante notar también que, para potenciales que toman valores negativos al ser minimiza-
dos, y cuando el campo ha sido estabilizado alrededor del minimo, donde se ha disipado suficiente
energia cinética como para ignorarla, la densidad de energia del campo queda representada casi en
su totalidad por el potencial, pg ~ —|Vinin|, asi que se convierte en una cantidad negativa. Esto
significa que las densidad relativa ya no estd restringida a los valores ”ordinarios” 0 < Q, < 1,
como normalmente se espera. Sin embargo, la ecuacién (3.19) siga siendo vélida. Dirémos més
sobre esta extrana situacion mas adelante, cuando tratemos con el potencial NJL para el caso de
acoplamiento fuerte.
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Capitulo 4

Cosmologia del modelo NJL.

Una de las implicaciones de la Relatividad General es el muy interesante hecho de que la evolucion
del universo estd determinada por su contenido material (especificado por el comportamiento de
su densidad de energia y presién) de la cual, ya mencionamos antes (secciéon Antecedentes), el
96% es desconocido. No menos interesante es el hecho de que, bajo aproximaciones razonables,
a nivel cosmoldgico el coeficiente de estado barotrépico w, sea el Gnico parametro relevante para
distinguir los diferentes tipos de materia (fluidos). De acuerdo a la Fisica Estadistica y la Fisica de
particulas se puede mostrar que la materia (la cual nivel cosmoldgico se comporta como polvo) tiene
wy, = 0, mientras que para la radiaciéon w, = 1/3. Resulta que jtodas las particulas del Modelo
Estandar (4%) caen dentro de una de estas dos descripciones! Por otro lado, las investigaciones
sobre Formacién de Estructura (LSS, large scale structure) y dindmica de galaxias sugieren que
la Materia Oscura deberia consistir en particulas no relativistas, y por lo tanto quedaria descrita
también por la ecuacién de estado w,, = 0. As{ pues sabemos que hay 23% +4% = 27% de materia
y radiacién, mas el 73% de Energia Oscura con coeficiente de estado desconocido (pero restringido
a ser wpp S —4/9 al dia de hoy).

A continuacion investigamos la dindmica cosmolégica de cada fase derivada del modelo de inter-
accién fermiénica de Nambu y Jona-Lasinio (representadas por el campo escalar ¢ bajo el potencial
de auto-interaccién (2.10)), en presencia de dos fluidos barotrépicos (materia y radiacién), es decir
tres fluidos a la vez. Para esto resolvemos el sistema de ecuaciones diferenciales constituido por
las expresiones (3.12), (3.6), (3.20) y (3.14), las cuales escribimos agrupadas a continuacién para

mayor claridad:
a=aH,

H:_ﬁ (pm+%pr+¢.)2>a
; I (4.1)
6 +3Hp+ 25 =,
a —4 a -3
Pr = Pri <CTZ> sy Pm = Pmi ((TL) .
donde el potencial efectivo es el definido en la ec. (2.12):

m2g2¢? m2g2¢? 2 m2{€;¢2 m2g2¢?
e + < A2 > log 71+ e + log <1+A2 ) .

AQ

A4
1672

Vi(¢) = 5m’¢’
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Anticipando la definicién de futuros términos adicionales, hemos etiquetado al potencial con el
subindice ”1” para distinguirlo de otras contribuciones a un potencial total y asi prevenir la con-
fusién.

4.1 Dinamica de la Fase de Fermiones no-Masivos (Acoplamiento
Débil, g < g.).

Hemos visto antes en el capitulo 2 que para un acoplamiento débil, el potencial tiene solamente un
minimo global, el cual estd localizado en el origen @pin = 0, con V(¢min) = 0, asi que V' nunca
toma valores negativos. Por lo tanto, la densidad de energia total y la variable de Hubble H no
se anulan para ningun valor finito del factor de escala. Esto implica que es siempre @ > 0, debido
a la ec. (3.6). Luego, el factor de escala a(t) siempre crece, yendo a un tamafo infinito dada una
cantidad infinita de tiempo. Ahora, de la ecuacién (3.5) puede verse que, para que la expansién
del universo se frene, d¢ < 0, debe cumplirse la condicién

2ot gom > V() (4.2)
lo cual, por supuesto, no siempre es al caso. Por ejemplo, la amplitud inicial del campo ¢; puede
tener el valor necesario como para hacer que el potencial V; = V' (¢;) sea lo suficientemente grande
de manera que la desigualdad (4.2) no se cumpla, y se tenga en su lugar V' > %pr + %pm + <;52. En
este caso el factor de escala podria estar acelerandose, auque ésta seria una aceleracion ”temprana”,
ya que se presentaria a tiempos iniciales, es decir, antes de que los fluidos involucrados se diluyan (a
valores de la época presente) y antes de que el campo evolucione hacia el minimo. Conforme pasa
el tiempo, el campo rodaria hacia el minimo del potencial y eventualmente adquiriria algin valor

¢ < ¢; tal que la condicién (4.2) llegard eventualmene a satisfacerse. ~ Dado que las densidades
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Figura 4.1: Izquierda: Evolucion del campo escalar ¢. Derecha: Coeficiente de Estado del campo
wg. Ambas variables son se muestran como funciones del tiempo.

de materia y radiacién no alcanzan un valor nulo en tiempo finito, y como la amplitud del campo
tiende a estabilizarse alrededor del minimo (i.e. ¢ — 0), en donde la velocidad y el potencial
tienden a desaparecer, V ~ 0, qS ~ 0, no hay razén para esperar que la condicién (4.2) deje de
cumplirse en algin momento; por el contrario, ésta se satisface hasta el final.

En las figuras de abajo mostramos una solucién numérica. En la figura 4.1 vemos que el campo
presenta una oscilacién amortiguada alrededor de ¢ = 0, y en consistencia con esto, su energia
cinética (velocidad) disminuye con el tiempo. Simultdneamente, el potencial evaluado en ¢ ~ 0
toma valores cercanos a cero (de acuerdo con V(¢m:n) = 0). Podemos ver que, aunque el universo
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Figura 4.2: Izquierda: Densidades Relativas 0, de la radiacion, materia y el campo. Derecha:
Densidad relativa del total de fluidos barotrépicos, y del campo ¢. El eje horizontal en ambas
graficas representa al tiempo. Notese que se muestran diferentes escalas de tiempo en cada grafica.
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Figura 4.3: Izquierda: Factor de escala a(t). Derecha: aceleracion del factor de escala d(t). Ambas
variables se muestran en funcién del tiempo. Nétese que @(t) inicia siendo negativa y muestra un
comportamiento oscilatorio, de manera que puede tener unos ”picos” positivos, pero permanece
negativa casi todo el tiempo y tiende a cero desde abajo a tiempos grandes.
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Figura 4.4: Pardmetros de rodamiento suave e (curva punteada-roja), y n (curva continua-azul).
Izquierda: desde ¢ =0 a ¢ = 0.5. Derecha: desde ¢ =1 a ¢ = 6. Solamente en la regiéon ¢ = 1.4
aprox. (y en adelante) se puede esperar que se cumplan las condiciones de aceleracién e < 1, n < 1.

se estd expandiendo, siempre termina en un régimen sin aceleracién dado el tiempo suficiente (como
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explicamos arriba, dependiendo de las condiciones iniciales puede existir un breve tiempo en el que
se encuentre una fluctuacion de aceleracién positiva en época temprana; ver fig. 4.3).
Una expansion del potencial en series de Taylor alrededor del minimo ¢ = 0 da

1 A2 2

donde el coeficiente completo que multiplica a ¢?, es una cantidad positiva, ya que es g? < 4w2/A2.
El coeficiente de estado wg, que definimos en seguida de la ecuacién (3.10) para el campo ¢ se

escribe explicitamente como

P Ey, -V

ps  ExtV
En la literatura puede encontrarse el resultado bien conocido de que un campo gobernado por un
potencial de la forma V' ~ ¢", se estabiliza en un coeficiente de estado w = (n—1)/(n+1) [vgr. ref.
de la Macorra "99]. Dado que a tiempos tardios, cuando el campo entra en el régimen de oscilacién
alrededor del minimo, el potencial es una funcién cuadratica del campo, de acuerdo a la ec. (4.3),
tenemos el valor medio < wg >= 0, y la densidad del campo pg4 se diluye igual que la de la materia,

con pg o a3,

Ahora, en el contexto de la teoria de la Inflacién Césmica Temprana, se definen los llamados
pardmetros de Rodamiento Suave (Slow Roll), como sigue:

M2 N\ 2 "

6—2p<“//> , n:Mg <V> (4.5)
Estos parametros ayudan a saber cuando un potencial puede causar una aceleraciéon positiva del
factor de escala. Para esto se deben cumplir las condiciones € < 1, |n| < 1. Aun cuando éstas
se deducen suponiendo un solo campo escalar, sin fluidos adicionales, siguen siendo ttiles para
caracterizar al potencial. Por completez, mostramos estos pardmetros para nuestro potencial en la
fig. 4.4. Si tomamos como referencia valores del potencial tales que V ~ A% V' ~ A3, V" ~ A2
entonces € ~ (M,/2A)2, n ~ (M,/A)?. Hasta ahora no podemos decir nada sobre el valor del corte,
y no hay razon de principio para limitar su valor. Si tomamos el maximo valor fisicamente razonable
A = M, entonces los valores del campo son los que se muestran en la figura, en donde se puede
apreciar que las condiciones de rodamiento podrian empezarse a cumplir para amplitudes del campo
algo mayores a la unidad, que en este caso seria igual a M, (cuando el potencial posee minimos
no triviales, comunmente dichas amplitudes pueden expresarse en términos de un coeficiente que
incluye al corte y otros pardmetros que entran en el potencial, multiplicado por el corte). Sin
embargo, para valores A << M, (que serian més razonables), la amplitud del campo para la que
se cumplen las condiciones de rodamiento suave serian muchisimo mayores que el corte, lo cual no
estd permitido y por lo tanto tampoco lo estd la aceleracion del factor de escala.

4.2 Dinamica del Condensado Fermioénico (Acoplamiento Fuerte,
9> ge)-

El caso de acoplamiento fuerte lleva a un condensado de fermiones y a un potencial V; que es
negativo en el minimo. Este potencial en el origen vale V(¢ = 0) = 0, y decrece hacia valores
negativos a partir de ahi, es decir, para 0 < ¢ < @min. A partir del minimo, para valores mayores
¢ > Omin, €l potencial crece monétonamente, asi que eventualmente pasa de valores negativos
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a positivos. Consideremos ahora la sencilla situacién de un universo conteniendo solamente un
campo escalar (es decir, sin fluidos adicionales, p, = p,, = 0), que evoluciona bajo un potencial
que toma valores negativos al ser minimizado Vi = V(émin) < 0. Si la velocidad inicial es nula
qb,; = 0, entonces la energia cinética del campo tiene igualmente un valor nulo, asi que tenemos
para la densidad de energia inicial py, = V;. La amplitud inicial del campo ¢; no puede tomarse de
manera que V(¢;) < 0, porque esto llevaria a un valor imaginario para H, por la ecuacién (3.7).
Luego, debemos tomar siempre ¢; tal que V; > 0. Como en el caso anterior de acoplamiento débil,
debemos empezar con la condicién inicial positiva H; = 1 > 0, de esta forma la ecuacién (3.6) dice
que a(t) inicialmente aumenta con el tiempo. La ecuacién (3.20) se escribe H = —(1/2)¢?, asf que
H siempre disminuye con el tiempo. A medida que el potencial es minimizado, éste pasa de valores
positivos a negativos, y por la ecuacién (3.7) eventualmente llega a ser H = 0, pasando después
a H < 0, lo cual corresponde respectivamente a ¢ = 0 and @ < 0. En palabras, esto significa
que después de un periodo inicial de expansién (factor de escala creciente), el universo alcanza un
valor méximo, seguido de un periodo de contraccién. Puesto que H es siempre negativa, luego
a(t) continuarad decreciendo, y nada impedira que tome un valor nulo, de manera que el universo
necesariamente colapsa en el futuro en tiempo finito (la evolucién es hacia adelante en el tiempo
porque el campo se minimiza conforme el tiempo avanza, no viceversa).

Ahora, mientras la expansion tiene lugar, el campo rueda entrando eventualmente en un régimen
de oscilacion amortiguada, cerca del minimo, donde el potencial se ha hecho negativo V,,;,, < 0.
Debido al rozamiento, la energia cinética tiende a desvanecerse E, — 0. Asi, la densidad de energia
del campo pasa de valores positivos pg = Ej +V > 0 (en la cercania de ¢;), valores a negativos
Pé =~ —|Vinin| < 0 (en la cercania del minimo ¢, ), de manera que en algiin momento entre las dos
situaciones, vale cero py = 0. La densidad de energia total, asi como las densidades individuales de
cada fluido (si hubiera fluidos adicionales), disminuirian en el tiempo (como puede verse para la
radiacién y la materia en las ecuaciones (3.12) con p, ~ a~", y a(t) creciente). Por un razonamiento
similar, debido a que a(t) decrece en la fase de contraccién del universo, las densidades de energia
se comportan de manera opuesta, es decir, todas ellas aumentan con el tiempo. Por lo tanto, es
de esperarse que la situacién p, = 0 suceda dos veces. A la vez, esto implica que el coeficiente de
estado wg, ec. (4.4) se convierta en una cantidad divergente también en dos ocasiones. Notese que
cerca de estos puntos de divergencia, el parametro wy deja de ser una cantidad 1til para caracterizar
el fluido representado por el campo ¢. Més abajo en el texto mostramos un ejemplo de solucién
numérica (figs. 4.5-4.9).

Como mencionamos antes, al final del capitulo 3, una circunstancia similar de indefiniciéon se
presenta para las densidades relativas ),: normalmente se considera que para que esta variable
tenga sentido, una densidad relativa deberia tomar valores 0 < 2, < 1. Sin embargo, de la ecuacién
(3.16) puede verse que, si en algin momento es H = 0, entonces en la cercania de este valor cada
Q. se vuelve una cantidad divergente. La situacién es alin més extrana para un campo escalar,
pues dado que cerca del minimo es py ~ Vi, < 0, la densidad de energfa del campo queda repre-
sentada casi por completo por el potencial, que es negativo. Esto haria que €2, — —o0, es decir, jla
densidad relativa del campo seria una cantidad divergente y negativa! Asi, debemos tener cuidado
en la interpretacién de los pardmetros que caracterizan un fluido dependiendo de la situacién.

Consideremos ahora un universo que ademas de contener nuestro fluido NJL, tiene materia y
radiacion. Una pregunta interesante es, jpuede la presencia de los fluidos adicionales afectar el
colapso del universo? Recuérdese que la condicién para que el factor de escala crezca puede re-
ducirse a la desigualdad (3.22). Si el factor de escala debe crecer para siempre, esta condicién se
debe cumplir siempre. Ahora, de acuerdo a la explicacién dada antes, el factor de escala de hecho
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Figura 4.5: Izquierda: Densidad de energia total p = pr + pm + pg- Esta es una cantidad positiva
y vale cero en un solo punto, cerca de t ~ 200 aprox. Derecha: Densidad de energia del campo.
Esta cantidad se anula (es decir, ps = 0) en dos ocasiones: una vez en la fase de expansion (cerca
de t = 60 aprox.), y otra vez en la fase de contraccién (alrededor de t = 340 aprox.); y se vuelve
una cantidad negativa entre ambas.
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Figura 4.6: Izquieda: Aunque la energia cinética (curva roja-superior) es cero inicialmente, even-
tualmente supera a la energia potencial (curva azil-inferior), y permanece dominante hasta el
tiempo de colapso, cuando a(t) = 0. Derecha: El campo oscila alrededor de ¢y, v se va haciendo
divergente conforme se acerca a t ~ 400, que es el tiempo cuando a(t) — 0, es decir cuando se
acerca el colapso.

debe estar creciendo inicialmente. Por tanto, de la ecuacién (3.12) vemos que las densidades de
los fluidos barotrépicos (materia y radiacién) deben estar disminuyendo. Al mismo tiempo, debido
a que el campo se esta estabilizando en el minimo del potencial, la energia cinética del campo
E,=(1/ 2)(&2 estd decreciendo a cero, mientras el potencial tiende al valor constante V. — Vi,
de tal forma que la condicién (3.22) necesariamente se deja de cumplir. Por lo tanto, vemos que
aun la presencia de materia y radiacién, no evita el colapso del universo.

Hasta ahora hemos realizado un analisis genérico y cualitativo, pero ahora presentamos una
solucién numérica para nuestro potencial NJL en particular para verificar los resultados (figures
4.5-4.9). Al observar las graficas encontramos un interesante y no predicho comportamiento del
campo: a medida que el factor de escala atraviesa sucesivamente los periodos de expansién y
contraccion, tiene lugar una fase de oscilacién amortiguada del campo alrededor de ¢,,;n, tal como
se espera. Pero luego, en algiin punto en el perido de contraccién, la amplitud del campo comienza
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Figura 4.7: Izquierda: Pardmetro de Hubble. Ese es una cantidad nula cerca de ¢ ~ 200 aprox.
Derecha: Densidad relativa del campo. Ya que H(t) se anula, 4 se vuelve una cantidad divergente
cerca del punto nulo.
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Figura 4.8: Pardmetros de ”Slow Roll” (rodamiento suave), € (curva roja punteada), y n (curva
azul continua). Izquierda: Desde 0 a 0.1 en ¢. Derecha: Desde 1 a 6 en ¢. S6lo en la regién ¢ = 1.4
aprox. (y en adelante) puede uno esperar que las condiciones de aceleracion e << 1, n << 1 sean
satisfechas.
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Figura 4.9: Izquierda: Factor de escala a(t). Derecha: Aceleracién d(t). Ambas gréficas se inter-
pretan como la descripcién de un universo que se expande sin aceleracién (ndtese que a(t) nunca es
mayor que cero), alcanzando un tamano méximo alrededor de ¢ ~ 200 approx., después de lo cual
entra en una fase de contracciéon hasta colapsar.

a adquirir valores mayores, de manera que, a medida que el factor de escala se acerca a a(t) = 0, el
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campo es expulsado del minimo para luego jcrecer monétonamente!! ;Es éste un resultado fisico
real? Intuitivamente, conforme a(t) decrece, es razonable pensar que las densidades aumentan.
En particular, si la densidad del campo psy = Ej, + V' se estd haciendo mas grande, esto debe ser
resultado de un incremento en la velocidad del campo (es decir de que Ej, la energia cinética se
hace grande); o de un incremento en la amplitud del campo (es decir el potencial se hace mayor);
o ambos. Puede verse que de hecho, este resultado es real en la medida en que es consecuencia de
la fisica. Tomando la ecuacién (3.10), tenemos que la evolucién de la densidad de energia de un
fluido barotrépico pp esta dada por

po = —3H (pp + P») = —3H pp(1 + wp), (4.6)

y la de un campo escalar p, = Ej + V(¢), con una presién Py = E — V(¢) y energfa cinética
Ep = ¢?/2, es ‘
Py = —3H(py + Py) = —3H¢* = —~6HE}. (4.7)

Estas ecuaciones (4.6) y (4.7), dicen que en un fluido barotrépico p;, con un coeficiente de estado
|lw| < 1, el signo de pp y py es negativo en tanto que H sea positivo, mientras que el signo es
positivo cuando H < 0. Por lo tanto, py, ps son funciones decrecientes del tiempo para H > 0,
y crecientes para H < 0. Hemos visto que H es siempre negativo, asi que H decrece siempre en
todos los casos, y se anula en un tiempo finito si py se vuelve negativo, es decir, si el potencial V' es
negativo y Fr = —V, digamos en el momento t = t.. Después de este tiempo H(t > t.) se vuelve
negativa y permanecerd asi en todo tiempo posterior ¢t > t.. Mientras, p, y py empezaran a crecer
también en el tiempo para t > t..

La figura 4.6 muestra las energias cinética y potencial. Puede observarse que, aunque la energia
cinética es cero al inicio, ésta rapidamente supera a la energia potencial y permanece asi hasta las
cercanfas del momento del colapso ¢ finq, cuando a(t) = 0, a tiempos tardios. Al mismo tiempo, la
energia potencial crece a medida que el tiempo se acerca a tfi,q1, de tal manera que la amplitud
del campo es eventualmente arrojada de su oscilacién alrededor del minimo.

4.3 Fluido NJL con una Constante Cosmolégica.

Debido a sus propiedades tedricas y a requerimientos observacionales, la Constante Cosmoldgica
es un ingrediente muy tutil y muy usado en los modelos cosmolégicos, por lo que vale la pena con-
siderar los efectos de su presencia en nuestro modelo. Una constante cosmolégica,? llamémosla L,
estd definida por una densidad de energia pr que no cambia en el tiempo, y por un coeficiente de
estado wy = —1, asociado con una presién P;, = —pr. En un universo que contiene solamente
una Constante Cosmoldgica, la ecuacién (3.5) se escribe 4 = (87G/3)a X pr, la cual, dado que
pr. > 0 implica d(t) > 0, o sea un universo que siempre se expande aceleradamente. De hecho, en
este caso la ecuacion (3.6) se puede resolver analiticamente, sustituyendo la ecuacién (3.7). Esto
resulta en la bien conocida solucién a(t) = a; exp(t+/87Gpr/3). Ahora, jcémo afecta la presencia
de una Constante Cosmolégica a nuestras consideraciones previas de un universo conteniendo a
nuestro fluido NJL, ademds de radiacién y materia? Vimos antes que en presencia de un campo
escalar con potencial negativo V' < 0, el universo colapsa inevitablemente, asi que si se suma una
constante cosmoldgica, el universo jacelerara o colapsard; o ambas? Dado que la densidad py, es

!También podria decrecer en lugar de crecer, dependiendo de las condiciones iniciales. En cualquier caso, el
crecimiento mondtono de la amplitud en valor absoluto, es un comportamiento inesperado que de hecho sucede.

2Es costumbre emplear la letra A para referirse a una Constante Cosmoldgica. Aquif nosotros cambiamos a L para
evitar confusién con la escala de energia A.
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constante, tenemos que las ecuaciones diferenciales no tienen que modificarse, ademés de simple-
mente anadir el término correspondiente en la expresién para H en la ecuacién (3.7). En particular,
la ecuacién de movimiento (3.14) permanece inalterada, por lo que la dindmica del campo no es
afectada. Igual que antes, tenemos que tratar dos casos por separado, como veremos a continuacion.

a) Fermiones no-masivos (g < g.). Como vimos antes, el potencial en este caso nunca es
negativo, V > 0, y su valor minimo es Vp,;, = 0. Conforme pasa el tiempo, tanto la densidad de
materia como la de radiacién se diluyen y tienden a desvanecerse. De la ecuacién (3.5), se puede
deducir la condicién para que el universo frene su expansion:

pr < pr+ %pm +2E, —V(¢) (para que sea d < 0). (4.8)
Dado que el lado izquierdo de esta desigualdad disminuye con el tiempo, mientras que el lado
derecho permanece constante, tenemos que esta desigualdad eventualmente deja de cumplirse y se
convierte en una igualdad, lo que significa ¢ = 0. Esto senala el inicio de un periodo de aceleracion,
es decir, empieza a ser @ > 0, donde la desigualdad (4.8) se invierte. Si las condiciones iniciales
hubieran sido tales que la desigualdad (4.8) fuera en sentido inverso, entonces siempre hubiera
habido aceleracién, porque el lado izquierdo nunca vuelve a crecer.

Asi, vemos que para la fase de fermiones no-masivos del fluido NJL con una constante cos-
moldgica, el universo necesariamente acelera en algiin momento, el cual dependeré de las cantidades
Pm, pr respecto a pr. Esto se especifica en las condiciones iniciales, que a su vez pueden elegirse
para concordar con un modelo realista que se ajuste a las observaciones.

b) Condensado Fermidnico (¢ > g.). En el caso de un acoplamiento fuerte, el potencial
es negativo al ser minimizado, V,,;, < 0. ;El universo necesariamente acelera también en este
caso? Para que esto suceda, la condicién (4.8) eventualmente debe convertirse en una igualdad, de
manera que ¢ = 0. Esta es la minima condicién a ser satisfecha, porque senala al menos el inicio
de una aceleracion; resta asegurarse de que esta aceleracién se sostenga. Para ser mas especificos,
etiquetemos con un subindice "ac” a todas las cantidades evaluadas en el tiempo t,., cuando es
i =0 (vgr. V(tee) = Vae, etc.). De la ecuacién (4.2) tenemos:?

1 .
PL > Prac + i,omac + 2Ek’ac — Ve (para a> 0) (49)

Recuérdese que el potencial toma tanto valores positivos como negativos, asi que ambas posibili-
dades deben ser tomadas en cuenta. Cientamente uno puede encontrar un conjunto de valores de
V dado un pr,, en donde se satisfaga la desigualdad (4.9). Sin embargo, si mas bien queremos con-
siderar modelos realistas (no deseamos complicarnos la vida estudiando posibilidades de modelos
genéricos no realistas), debemos restringirnos a valores compatibles con las observaciones.

De las definiciones (3.17) con w = 0, 1/3 se puede llegar a la relacién €, /€, = (1 + z)r, donde
z es el corrimiento al rojo, y 7 = Q,0/Qmo es la cantidad relativa de radiacién y materia en la época
presente (es una convencién usual usar el subindice ”0” para denotar los valores ”al dia de hoy”).
Ahora, las estimaciones para el momento en el que comienza la aceleracion de nuestro universo son
alrededor de z ~ 1, y las mediciones actuales dan 7 ~ 10~% (por simplicidad nos interesaremos
aqui en el orden de magnitud solamente). Asi que tenemos Q4. ~ 1074 X Qe << Qnae, OF

3 pr no necesita una etiqueta porque es una constante.
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Prac << Ppmac- Ahora, de acuerdo al modelo cosmoldgico estdndar, en la historia del universo un
periodo de expansién desacelerada dominado por materia debié haber tenido lugar antes de que
fuera @ = 0. Para que esto fuera posible, la condicién (4.8) debi6é haberse cumplido antes que la
condicién (4.9). Para z ~ 1 (se pueden considerar valores incluso tan grandes como z ~ 10, y atn
asi no cambiaria la esencia de los argumentos siguientes), y usando la condicién (4.8) tenemos

pm > 2(pr, +V —2Ey) (para que sea d < 0). (4.10)

Si una aceleracién positiva eventualmente tiene lugar, la expresién anterior debe convertirse un una
igualdad con el paso del tiempo.

Supéngase ahora que V' > 0. Entonces, a menos que E}, decresca atiin mas rapido, el lado derecho

de la desigualdad deberia estar decreciendo en el tiempo, porque el potencial se estd minimizando.
Pero E}, de hecho no puede crecer mas rapido, ya que el campo se encuentra bajo oscilacién amor-
tiguada, sin mencionar que Ej nunca es una cantidad negativa, asi que la suma algebréica V —2Fy
terminard decreciendo. Si los valores de estos hubieran sido tales que la igualdad se cumpliera en
algiin momento, de todas formas la aceleracién en este caso no podria atribuirse a pr,.
Por otra parte, si V < 0, la desigualdad se haria ain més fuerte con el tiempo, porque de nuevo,
el potencial se minimiza, V — Vi, v 0 >V > V. Por lo tanto, si inicialmente la desigualdad
(4.10) empieza siendo satisfecha, permanecerd asi siempre. En otras palabras, el universo nunca se
acelera.

;,Qué hay del colapso en el futuro? ;Puede la presencia de una constante cosmoldgica impedir el
decrecimiento del factor de escala? Para que el factor de escala aumente debe ser a > 0, lo cual es
de hecho verdadero porque empezamos con un valor inicial H; > 0.* Como explicamos antes, para
que el factor de escala alcance un valor maximo a(t) = apqz, digamos en t = t4,, debe ser a = 0.
Si asignamos la etiqueta "am” a las diferentes cantidades evaluadas en el tiempo t,,, tenemos para
la densidad total de energia pum = 0, asi que pr, + pram + Pmam + Exam + Vam = 0. La tnica manera
en la que ésto puede suceder es con Vg, < 0. En este caso Vi = —|Vam|, ¥ la condicién que debe
satisfacer pr puede escribirse convenientemente como

PL = ‘Vam‘ — Exam — Pmam — Pram (para a= 0) (411)

Para mantener nuestro analisis tan simple como sea posible, podemos ignorar la contribucién de
la radiacién haciendo prqm = 0 (obsérvese que, si una aceleracién hubiera sido posible, deberfamos
haber asumido t,. < tum, es decir, aceleracién antes de contraccidn, ya que de otra forma el
modelo no serfa realista; entonces, si prqoc << 1 la aproximacién prq;,; ~ 0 es atn mejor, porque
Pram < prac)-

Ahora, nada impide que el potencial pueda ser lo suficientemente profundo como para que la
igualdad (4.11) pueda ser cumplida. El momento exacto en el que esto se logra dependerd de
las cantidades relativas Egam, Pmam, respecto a pr, es decir, de las condiciones iniciales. Sin
embargo, podemos estimar un valor limite haciendo pmem — 0, Egem — 0, y tomando el potencial
estabilizado V' — V,,,;,. Entonces tenemos

pL = |Vimin| (Valor méximo permitido a py, para que el universo colapse). (4.12)

Después del momento en el que @ =0 (6 H = 0, ec. (3.6)), el universo debe entrar en un periodo
de contraccién, porque H siempre decrece, ec. (3.20). Esto significa que H,,, — H < 0, i.e.

4Obsérvese que esta condicién inicial debe tomarse como positiva, ya que de otra forma el universo ya estaria
contrayéndose.
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a < 0. Asi que eventualmente el universo colapsara en el futuro en un lapso de tiempo finito. Para
pL > |Vinin|, €l factor de escala nunca se contraeria, porque en este caso la densidad total de energia
p nunca se desvanece.

Es interesante observar que una Constante Cosmoldgica puede verse bajo otra perspectiva,
como un caso particular de un campo escalar que evoluciona bajo un potencial genérico que es
positivo al ser estabilizado. Como hemos visto, el modelo NJL tiene dos comportamientos diferentes
dependiendo del valor del acoplamiento g. Permitasenos aproximar al potencial alrededor del
minimo tomando el esquema

1
Vig(t)) =Vo+ 5m2(¢(t) — $0)?, (4.13)
donde V, es una constante (que corresponderia a V, = 0 para acoplamiento débil, y V, < 0 para
acoplamiento fuerte), y ¢, otra constante. Podemos ahora preguntarnos en qué condiciones tenemos
un universo acelerado. La evolucién del campo escalar estd determinada por ¢/ +3H¢' +m?2¢’ =0,
con ¢ = ¢ — ¢,, y para mayor claridad podemos hacer la redefinicién

1 1
pL+p¢:pL+Ek+V:pL+%+Ek+§m2(¢—¢o)z:pL+Vo+Ek+5m2¢’2, (4.14)

lo cual corresponde a un campo escalar masivo con densidad de energia ,0;5 = B + %m2¢’2 en
presencia de una constante cosmoldgica p; = pr, +V,. Un campo escalar masivo puede acelerar al
universo sélo para valores grandes de ¢’ (mayores que la masa de Planck) cuando los pardmetros de
rodamiento suave €, 17 son menores a la unidad; mientras que a tiempos tardios, cuando el campo
escalar oscila alrededor del minimo, la densidad de energia pib se diluye como la de materia, es decir,
p;j o 1/a3. Con el fin de que & > 0, debemos tener la cantidad ¢ = p+ 3p < 0. Si consideramos un
campo escalar (con potencial dado en ec. (4.13)), un fluido barotrépico (que por simplicidad y sin
pérdida de generalidad podemos tomar como materia), y una constante cosmolégica py,, tenemos
&= pm+4E;x —2(pr + V). Cuando el potencial V, es negativo (y en particular con acoplamiento
fuerte para el fluido NJL), hay una cancelacion entre las dos constantes pr, y V,, y por lo tanto el
campo juega en contra de la aceleracién cerca del minimo del potencial.

4.4 Energia Oscura, NJL y Teorias de Norma Supersimétricas.

Como hemos visto hasta ahora, el modelo NJL tiene implicaciones interesantes en la cosmologia.
Sin embargo, el modelo por si mismo no reproduce la observada aceleracién del universo, y aunque
esta caracteristica podria implementarse introduciendo una constante cosmoldgica ”a mano”, no es
un procedimiento convincente en la medida en que uno esperaria tener una explicacién de principio
para hacerlo, siendo preferible contar con una teoria fundamental con la que se pueda argumentar
un modelo dado. En nuestros dias, los diversos tipos de teorias que pueden etiquetarse bajo el
nombre de Teorias de Campos Supersimétricas, son un paradigma de teoria fundamental, ya que
permiten englobar muchas de las caracteristicas de las actuales teorias de particulas. Sin embargo,
nos apresuramos a aclarar que las teorias supersimétricas se encuentran todavia bajo investigacién,
y no se tiene un estudio terminado de sus propiedades generales. En un capitulo posterior en
esta tesis, hablaremos mads sobre la utilidad de una clase particular de teoria supersimétrica que
podria resultar util en nuestra investigacién. Por ahora, nos gustaria estudiar la posibilidad de
modificar el modelo NJL. de manera que posiblemente origine una aceleracién positiva. Para ello
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consideramos la adicién de un término extra en el potencial, el cual podemos motivar utilizando
un resultado precisamente de un tipo de teoria supersimétrica que es una teoria de norma (susy
gauge theory) [36], [13], [14]. En el marco de estas teorias el super potencial estd restringido por
simetrias globales, y es posible derivar un potencial de potencias inversas (Inverse Power Potential)
que tiene la forma

U=A""g, (4.15)

La energia de condensacion A es la escala de rompimiento de la simetrfa de norma.? Los potenciales
de potencias inversas han sido muy estudiados como modelos de la Energia Oscura. Por otro lado,
recordemos que el modelo NJL fue propuesto antes del establecimiento de la actual teoria de la
Cromodindmica Cudntica (QCD) de la interaccién nuclear fuerte, la cual es una teoria de Norma
particular. Hoy dia se acepta que el modelo NJL es una buena aproximacion a la QCD en ciertas
circunstancias. Dicho lo anterior, permitasenos exponer la siguiente especulacién: pensemos en un
sistema fisico descrito por un grupo de Norma en una teoria supersimétrica. Podemos imaginar un
proceso de evolucién iniciando en alguna energia alta (posiblemente la energia de unificacién Agry),
y yendo a energias menores hasta llegar a A en la cual el campo ¢ NJL desarrolla un potencial
(4.15), y en la que la simetria de norma es rota. Después, a un tiempo posterior (;mismo tiempo?),
la energia es suficientemente baja como para que la dindmica del campo sea descrita efectivamente
también por un término NJL, de tal manera que el campo evoluciona bajo la influencia de ambos
potenciales, NJL y (4.15). Quizé valga la pena mencionar que la teoria QCD se encuentra todavia
bajo intensa investigaciéon debido a que no es claro como derivar directamente ciertas propiedades
que se sabe deben tener la fuerza fuerte y particulas hadroénicas, como el confinamiento del color,
el calculo de masas, el rompimiento de simetria quiral y la prediccion de transiciones de fase. Por
esto existen varios enfoques para investigar las propiedades de la QCD, uno de los cuales consiste
en el estudio de teorias supersimétricas. Ahora bien, no hay un principio fundamental para fijar
el valor de la potencia n en (4.15), y el criterio fenomenolégico podria ser una guia al respecto.
Sin embargo, si observamos que el potencial efectivo NJL ec. (2.12) contiene el término cuadratico
%m2¢2, y tomando n = 2, entonces se tiene una simetria bajo el intercambio ¢ — 1/¢, asi que
tomamos este valor de n como hipdtesis de trabajo. Luego, en alguna escala baja A, el potencial
de auto-interaccion del campo ¢ se vuelve méas complicado, de manera que debe tomarse en cuenta
nuestro potencial efectivo NJL. Al sumar el potencial (2.12) y (4.15), obtenemos el potencial total

1 A AS
V=V +U= §m2¢2 - @f(x(@) + il

Esta es, por supuesto, una teoria efectiva la cual es plausible en la medida en la cual el modelo NJL,
por un lado, y el potencial (4.15), por otro, son validos. Esta es la misma idea que cuando se utiliza
el modelo NJL como una buena aproximaciéon para estudiar la dindmica de hadrones, sin haberlo
derivado directamente del lagrangiano QCD. Ya que estamos simplemente sumando un término
al potencial NJL que ya estudiamos anteriormente, utilizaremos los resultados que encontramos.
Tomando la ec. ii) (2.16), y recordando que escribimos g = sg., eq. (2.19), la condicién que debe
satisfacer el minimo x se escribe ahora como

N
1 2 [ 472msA® T

1-=——|——] —2zL — | = 4.1
52 x? ( A4 > v Og<1+x> a(z), (4.17)

donde hemos definido la funcién «a(x), la cual incluye a los pardmetros A, A,m. Esta funcién
tiene valores —oo < a < +1, y es mondtona creciente, independientemente de los valores de los

(4.16)

°En general A y A no son las mismas y no deben ser confundidas.
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pardmetros (todos son positivos). Ahora, sabemos que el potencial Vi j; es minimizado en un
minimo no-trivial ¢, # 0 cuando g > g., 6 s > 1. En este caso, el miembro izquierdo en la ec.
(4.17) es una cantidad positiva, correspondiente a una valor de o con 0 < o < 1 en el lado derecho,
y que determina una solucién x = xy. Esto significa que el potencial total (4.16) ain se minimiza

en algin zp, que a su vez da un valor ¢y no trivial. Dado que el minimo xy satisface (4.17), el
potencial minimizado puede escribirse

~ 2
A4 2 A3
Vinin = [% ~ Log(1 + )| + o (ms ) . (4.18)

~ 1672 o A2

En esta ecuacién vemos que es posible obtener V,,,;, > 0 (que se comportaria como una constante
cosmoldgica), si los pardmetros satisfacen

~ 2
mA3 11 }
( X ) > Gan?E 2 [xoLog(Hmo)—sg]. (4.19)

Mostremos un ejemplo. Supongamos que g = V2ge, i.e. s =+/2 > 1. Necesitamos decir algo sobre
los parametros, asi que tomemos A* = 872mA3. De esta manera, la ecuacién (4.17) se escribe

1 1 T
2:—x2—xLog<1+x>, (4.20)

la cual tiene solucién x = zp ~ 1.83. Entonces, el lado derecho de la ec. (4.19) da el nimero

2
xoLog(1 + xg) — % ~ (.23. Esto significa que, para que el potencial sea positivo en el minimo, los
pardmetros deben satisfacer mA3/A* > 1.22 x 1075, Podemos usar la ec. (4.18) para obtener Vyui,.
Una estimacién del orden de magnitud da Vi, ~ 1072A%. Estimemos ahora algunos valores fisicos
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Figura 4.10: Grafica del potencial total V = Vi + U, como funcién de la variable z.

reales. La densidad total de energfa al dia de hoy es p, = E4 ~ (1073eV)%, donde la contribucién de
la Energia Oscura es pppo, = ppopo- Si identificamos nuestro fluido NJL con la Energia Oscura,
tendriamos que Ey + V(¢) = ppgo. Ahora, en el limite en el que los campos se estabilizan en el
mimino,® la densidad de energfa del fluido NJL es Ey + V(¢) — Vinin. Entonces, (aproximando
QpEo ~ 2/3) podemos escribir ppg, = Eé = Vinin, v tenemos

eA* = 1073V, (4.21)

5Debemos tener en mente que, en general, el campo podria estar todavia rodando, asi que la energfa cinética no
seria despreciable. Por eso hay que ser cuidadosos de las condiciones a las que nos estamos refiriendo.
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donde el valor preciso del coeficiente € depende del valor V,,,;, (para nuestro ejemplo en especifico
tenemos € ~ 1072). Asf pues, vemos que esta teorfa permite un potencial positivo Vi, > 0 como
resultado de la dindmica del campo, lo cual imita el comportamiento de una constante cosmolégica,
y de esta manera tenemos una posible explicaciéon de la aceleracién del universo.

Aunque este es un resultado interesante, continuaremos investigando otras modificaciones al
modelo NJL asi como sus propiedades e implicaciones cosmolégicas en los siguientes capitulos.
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Capitulo 5

Modelo NJL extendido:
Acoplamiento Dinamico.

Desde el punto de vista de la fisica de particulas, el modelo NJL tiene propiedades muy interesantes:
efectos cudnticos causan el rompimiento de la simetria quiral (si el acoplamiento es fuerte), donde
es favorecida la condensacién de fermiones debido a la minimizacién de la energia, ademas de que
la teoria es muy econémica porque incluye un solo parametro, el acoplamiento g, aunque sin tomar
en cuenta que, ya que la teoria no es renormalizable, un segundo pardametro A debe ser incluido en
la forma de un corte en la escala de energia para regularizarla. Como en el caso de acoplamiento
débil se presenta un estado fisico diferente, consistente en particulas fermidénicas no masivas, el
modelo da lugar a dos fases diferentes.

En el capitulo anterior hemos estudiado un universo que contiene un fluido NJL que se encuentra
en una u otra de las posibles fases fisicas, una a la vez, resolviendo la dindmica cosmolégica.
Ademsds, hemos considerado fluidos barotrépicos adicionales (o sea que tienen un coeficiente de
estado wy, = cte. en la ecuacién de estado P, = wppyp), siendo estos materia-polvo (w,, = 0) y
radiacién (w, = 1/3). Encontramos que la fase de fermiones sin masa tiene un coeficiente de estado
promediado wyyr, = 0, y lleva a un universo que se expande indefinidamente sin aceleraciéon. Por
otra parte, el condensado fermidénico hace que el universo se colapse en el futuro. Asi, vemos que
el modelo NJL es igualmente interesante en cosmologia.

Sin embargo, no hay nada en la teoria que permita una transicién de fase "natural” (es decir,
inducida por la dindmica del sistema, no puesta a mano), ya que en el modelo NJL original, el
acoplamiento es constante.

En investigaciones realizadas por otros autores, el modelo NJL ha sido usado para romper la
Super-simetria (SUSY) en el contexto de teorias de Super Cuerdas [29]. El rompimiento de SUSY es
una consecuencia de la formacién de un condensado gaugino (campo fermiénico) que es favorecido
dindmicamente. En teorfas de cuerdas el acoplamiento de norma (gauge coupling constant) ge. es
dependiente de un campo, conocido como el dilaton. Teniendo esto en mente, nuestra motivacién
es permitir que el acoplamiento g en nuestro modelo NJL sea dependa igualmente de un campo,
aunque este acoplamiento g no debe confundirse con el gauge coupling constant gc.

En este capitulo pretendemos introducir una teoria NJL extendida, considerando para ello un
acoplamiento dindmico, a través de la dependencia de un segundo campo escalar (al que llamaremos
campo ), e investigaremos si haciendo esto es posible incluir las dos fases fisicas implicadas en
el modelo. Por supuesto, nuestro estudio estd orientado a buscar si podemos contestar preguntas
realistas en cosmologia.
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7 g | Vi(z,9) |

x—0 g—0 0 (siz <<yg),
oo (siz >>g)
z—0 0<g< o 0
x—0 g — 00 O(N—%x)
0<ax<oo g—0 %)
0<zr<oo|0<g<oo Vi(z,g)
q
0<z<oo| g— o0 —%f(x)
T — 00 g—20 00
T — 00 0<g<oo 9]
T — 00 g — 00 oo (si lozx >> A?g?),
—00 (sl o << A?g?)

Tabla 5.1: Comportamiento del potencial Vj(x, g) en los casos limite.

5.1 NJL revisitado.

Como ahora permitiremos que el acoplamiento g sea variable, necesitamos reconsiderar el andlisis
del potencial total (2.12) que estudiamos anteriormente en el capitulo 2, pero visto como una
funcién de dos variables ¢, y g (o bien x y g). Recordémos que si el acoplamiento es débil g < g,

el potencial se minimiza en el origen ¢ = 0 y puede expandirse alrededor de este punto en series de
LA

472
cantidad positiva, asi que V; > 0. El comportamiento del campo es una oscilacién amortiguada
alrededor del minimo, asi que el apareamiento ¢ ~ 11 es nulo en promedio, < ¢ >~ 0, por lo que
se tiene un fluido de fermiones no-masivos. Por otra parte, si el acoplamiento es fuerte g > g, es

potencial se minimiza en un valor no-trivial ¢ = @i, cON Gpin relacionado a x,,;, por la ecuacién

Taylor como Vi = %m2 ( ) ¢*. Como el acoplamiento es débil, el coeficiente de ¢? es una

(2.6), v Zmin es la solucién de la ecuacién trascendental 942%22 =1+ xlog (14%) En este caso, el

potencial evaluado en el minimo es negativo Vi = Vi(dmin) < 0, y como la solucién es diferente
a Cero Pmin ~ ) # 0, el apareamiento de fermiones, es energéticamente favorecido, obteniéndose
un condensado en forma de un campo escalar. Esto resume el comportamiento finito del potencial
como funcién sélo de ¢ (6 x).

Puesto que tomaremos a g dependiente de un segundo campo, que llamaremos ¢, tendrémos
un potencial que es funcién de dos variables, V' = V (¢, ) (o bien V. = V(x,g)). Por eso serd
importante conocer el comportamiento en los casos limite. Para la funcién f(x) definida en la ec.
(2.9) tenemos

lim f(x) = 2z, lim f(z) = —logx. (5.1)
z—0 T—00
A partir de estos resultados tenemos que alrededor del punto x ~ 0, tenemos V; ~ AT% (g% — 4%),

si g ~ 0; pero Vi ~ —%x, si ¢ — oo. En la siguiente tabla 5.1 resumimos el comportamieno
del potencial para los diferentes casos: Podemos ver en la tabla que aunque el potencial puede
tomar tanto valores positivos, como negativos, o cero, en regiones finitas, hay sin embargo una séla
situacion en la que no tiene una cota inferior, que es en el siguiente caso limite: si x — 00, g — 00,

entonces podemos escribir la aproximaciéon V; ~ A? (g% — A?log ac), la cual bajo la restriccion
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z/logx << A%g?, se convierte en
Vi~ —Atlogz, ie. Vi — —oo cuando x — o0, g — oo. (5.2)

Esto muestra que, al considerar al potencial (2.11) como una funcién del acoplamiento, de manera
que depende de las dos variables V; = Vi (z, g), existe un camino en el que toma valores indefinida-
mente negativos. Resulta que esto puede tomarse o no, como un defecto, como explicamos a
continuacién:

Por un lado, si la evolucién dindamica del campo es tal que tiende a minimizar al potencial, es
importante verificar que dicho potencial tiene de hecho un minimo en primer lugar. Si el potencial
no tiene cota inferior, el campo al seguir el camino que minimiza la energia, haria que el potencial
adopte valores arbitrariamente negativos. En otras palabras, jel sistema fisico podria entregar una
cantidad infinita de energia! Este, por supuesto, es un resultado inaceptable, y en primera instancia
uno deberia rechazar un potencial que tuviera tal comportamiento.

Por otro lado, como se explicé antes, en la segunda seccion del capitulo 4, cuando se considera
un potencial negativo pero acotado inferiormente con V(¢min) = —|Vinin| en el minimo, la dindmica
cosmoldgica resulta en un eventual colapso futuro del universo en tiempo finito. Esto se debe a
que un fluido barotrépico genérico con densidad de energia p, ~ a~" (con n > 0) disminuye si a(t)
crece con el tiempo, ademdas de que las energias del campo en la vecindad del minimo Ej ~ 0,
V ~ Viin < 0, de manera que la densidad de energia total p = p, + Ex + V siendo inicialmente
positiva, eventualmente valga cero. De acuerdo a la ecuacién H? = (1 /3M5)p, esto significa que
H? = (a/a)? — 0, 6 @ = 0, es decir, que el factor de escala alcanza un valor maximo. Como
ademds sabemos que H decrece simpre (porque H = —%(p + P)), después de H = 0 se obtiene
H <0, 0seaa < 0, llevando a que a(t) decrezca hasta que eventualmente llegue cero. Esto es una
consecuencia del hecho de que la densidad total de energia se anule, y esto no puede evitarse si el
potencial ni siquiera estd limitado inferiormente. En otras palabras, un universo que contiene un
campo escalar gobernado por un potencial ”sin fondo”, estd también (asi como con un potencial
negativo pero acotado) destinado a colapsar. Todo esto tiene lugar a lo largo de un tiempo finito,
y de esta manera la caida del campo se interrumpe, evitando la entrega de una cantidad infinita
de energia. Esta circunstancia nos permite entonces reconsiderar el descartar un potencial ”mal
comportado”, al menos en el contexto cosmoldgico (tenemos aqui un resultado interesante).

Regresando a nuestro caso, de acuerdo a (5.2), el potencial disminuye como —logz, por lo
tanto, si afadiéramos un término que crezca més rapido, por ejemplo Vi; ~ log? z, el potencial
total V' = Vi + Vir va no irfa a valores negativos cuando x — 0o, g — 00, porque en este en este
limite tenemos V ~ —log z +log? z — log? £ — co. Ahora, un término /x/log z crece més rapido
que log z, y un término que sea proporcional a g creceria ain con maés rapidez, porque habiamos
tomado la restriccion z/logz << A%g? para llegar a la ecuacién (5.2). Asi, vemos que si se afade
un término de la forma Vi; ~ ¢?, la divergencia negativa del potencial puede ser eliminada. En
beneficio de la simplicidad y claridad, serd conveniente trabajar con una nueva variable, digamos h,
de manera que en lugar de manejar una contribucién cuadratica al potencial en la forma Vi ~ ¢,
podamos en su lugar trabajar con un término lineal, en la forma Vi; ~ h. Asi pues, nos permitimos

definir A2,2
Ay

82

(acoplamiento), Vir = Abh, (b constante) (5.3)

donde hemos incluido en la definicién de V7 un coeficiente constante b, cuya expresiéon algebraica
explicita dependeré de la interpretacién de Vi, a ser discutida més adelante; y la constante A es la
de la ec. (2.9). Puede verse que el potencial a nivel arbol ec. (2.5) puede entoces ser escrito como
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Vo = Az /h. De esta manera, usando la variable h para reescribir la ec. (2.11), y de las definiciones
(5.3), tenemos para el potencial total en funcién de z y h:

Vi =Vo+ W :A[%—f(:c)}, (5.4)
Vie,h)=Vi+V; =A [% ~ fz) + bh} : (5.5)

Habiendo analisado el comportamiento limite del potencial, argumentaremos ahora cémo imple-
mentar un acoplamiento dinamico.

5.2 Acoplamiento Dinamico: dos Campos Escalares.

Dada cualquier teoria, siempre se puede hacer que cualquier pardmetro cambie con el tiempo y asi
”ver qué pasa”. Sin embargo, nos gustaria mas bien tener una buena razon para hacerlo, en lugar
de simplemente introducir tal parametro variable ”a mano”, digamos bajo el respaldo de una teoria
mas fundamental. En nuestro caso, tal respaldo resulta provenir de la Teoria de Super Cuerdas,
donde surge la posibilidad de que un campo escalar (conocido como el dilaton) pueda jugar el
papel de un acoplamiento. De hecho una gran variedad de relaciones funcionales es permitida,
dependiendo de la teoria de cuerdad especifica. Ya que nos gustaria empezar estudiando los casos
mas sencillos, consideraremos una relacién funcional en la forma de una ley de potencias:
Yt A e

M1i+n’ 8712 M2(n+1)’
donde hemos introducido el parametro M con dimensién de masa con el fin de que el acoplamiento
g (y h) conserve las unidades fisicas correctas. Si ¢ es un campo dindmico, entonces las expresiones
anteriores dicen que el acoplamiento cambia con el tiempo.

Ahora, jcémo debemos tomar el valor de la potencia n en la ecuacién (5.6)? De acuerdo a
la teoria Cuantica de Campos convencional, el potencial méas simple para un campo escalar es un
potencial cuadratico, el cuél se asocia con la masa del campo (llamémosla mg, una constante).
Un potencial de este tipo es pues una eleccién natural. Asi pues, escribamos la contribucién
Vir = %m%g@? Por la ecuacién (5.3) esto implica que %mggpQ = Abh. Sustituyendo h, ec. (5.6),
encontramos que

g (5.6)

87)2m? _ 1
b= </i60M2(1+n)802(1 n), Vir = Abh = Emog()?, (5.7)

El tnico valor para el cual el pardmetro b es una constante (recuérdese que este parametro se defini6
de esta manera) es para n = 1. Si se toma este valor, el término Vj; puede identificarse como un
término de masa. De esta forma, las ecuaciones (5.6), (5.7) y (5.3) se convierten en

A2,2 m2 M4
= b=y, b= (8722

M? 8m2 M4 AS

Podemos aprovechar para buscar el valor del campo ¢ asociado con el valor critico del acoplamiento.
A partir del resultado ec. (2.18), y de la primera ecuacién (5.8) encontramos

g (5.8)

M2
=2r—. 5.9
SOC A ( )
El valor critico en la ec. (2.18) no es afectado por el la adicién del término V7 al potencial original
V1, ya que éste no es funcién del otro campo ¢. Por lo tanto, la ecuacién (5.9) determina el punto
en donde ocurre la transicién de fase en términos del campo ¢, y es valida ain para el potencial

total ec. (5.5).
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5.2.1 Algunas palabras sobre campos interactuantes.

Al tomar al potencial en la ec. (2.12) como funcién del acoplamiento g, se convierte en una funcién
de dos variables de la forma V; = Vi(¢,g). Ademds hemos definido el término V;; = Vir(g). El
método que seguimos para implementar un acoplamiento dindmico fue a través de una relacién
funcional de la forma g = g(¢). Entonces el potencial total (5.5), V' = Vi + Vi puede verse
también como una funcién de dos campos dindmicos V' = V (¢, ¢). Si se considera la teorfa de
campos convencional, junto con las condiciones de homogeneidad e isotropia espacial, podemos
escribir un funcional lagrangiano en la forma

1. 1.

L=+v-g §¢2 + 5@2 —Vi(d,0)| . (5.10)

La métrica FRW tiene g = det(gu,) = —a®. Entonces se pueden encontrar las ecuaciones de

movimiento

; Ve

3Ho+ 2 =0, 5.11

o+3HO+ 5o (5.11)
ov

p+3Hp+ — =0 5.12

pH3H+ 50 =0, (5.12)

y el tensor de energia-momento puede también calcularse siguiendo el procedimiento estandar.
Sin embargo, en general el potencial esta constituido por la suma de términos que son productos
entre los dos campos, u otras relaciones funcionales que involucran a ambos campos, y no pueden
escribirse como la suma de funciones para cada campo individual. En este punto surge la cuestién
de cémo definir las densidades de energia y presiones para cada campo, debido a la libertad de
agrupar los diferentes términos. Sin embargo, podemos considerar que se puede aislar al menos
un término que contenga solamente a uno de los campos, de tal manera que podamos escribir al
potencial en la forma

Asi, podemos definir una densidad de energia que incluya a un campo solamente, y atribuir la
interaccion completa al otro campo, de manera que podamos escribir

1. .
po =50 +U1(@), Py =30"~Ui(9), (5.14)

1. .
Py = 5902 +Us(d,9),  Pp= 30— Us(9, ). (5.15)

Una eleccién conveniente es definir, por ejemplo

1

Ui(g)=Vo = gym’¢”, (5.16)

Us(é, ) = Vi1 +V; —322—3i74-% ) +log(1 + ) (5.17)
200, 9) = VI 1 = 2m0<p 1672 T +— X 10g 1+ og )| - .

Al tomar las derivadas de las densidades de energia, y usando las ecuaciones de movimiento (5.11,
5.12), encontramos

p +3H(ps + Py) =T, (5.18)
pp +3H(py + Pp) = —T, (5.19)
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donde hemos definido un término de interaccion I' como

oUs .
r'=- 96 (5.20)
Noétese que la densidad de energia definida por p = pg + p,,, con una presion P = Py + P, satisface
la ecuacién de continuidad p+3H (p+ P) = 0, mientras que, debido a la presencia de la interaccion,
las densidades de energia individuales pg, p,, no lo hacen.
Dado un fluido barotrépico "a” con una ecuacién de estado P, = wuypa, €l coeficiente de
estado w, muchas veces es un parametro util para caracterizar al fluido. En el caso de campos
interacctuantes, uno puede definir un coeficiente de estado efectivo (CEE)

r

T
m, (wef)@ = ww + — (521)

(Wep)p = wy — SHpy

el cual nos permite escribir una ”ecuacién de continuidad” para la densidad de energia de los
campos en la forma
Pa + 3Hpa[l + (wef)a] = 0. (5.22)

Una situacién en la que el (CEE) puede considerarse constante, i.e. (wef)a ~ cons., la ecuacién
anterior puede resolverse con una solucién aproximada then the equation above could be solved to
give the approximate solution

P o a3 HWes)a] (5.23)

por lo que el (CEE) nos puede ayudar a saber cémo se diluye el fluido-campo.

5.3 Analisis del Potencial Total V = V; + V;.

La evoluciéon de los campos, asi como de otras variables cosmolégicas, estd determinada por el
potencial (ademds de las condiciones iniciales), y en general, un amplio espectro de soluciones
diferentes se obtienen, dependiendo del conjunto especifico de pardmetros que definen al potencial.
Por lo tanto, necesitamos tener alguna idea del comportamiento del potencial en términos de sus
parametros, de manera que podamos discriminar entre las posibles soluciones realistas (compatibles
con las observaciones). El analisis matematico estandar es por supuesto una herramienta pertinente,
aunque algunas veces el potencial puede tener una forma complicada cuando se expresa en funcién
de los campos, como es nuestro caso.

Como ya vimos en la seccién anterior, con la ayuda de las variables z, h, el potencial adopta
una apariencia més sencilla, dada en la ecuacién (5.5). Sin embargo, no debemos olvidar que las

S vari ; oV _ 9V 9x 4 OV Oh
verdaderas variables importantes son los campos. Tenemos s = 9rost onde Pero de acuerdo

a la ecuacién (5.6), h no depende de ¢, asi que % = 0. También, de acuerdo a la ec. (2.6), la

derivada 2 5 ¢> ~ ¢ es lineal en ¢, y por lo tanto es una funciéon mondtona que se anula en el tinico

punto ¢ = 0. Por lo tanto la condicién 2 3 3= = 0 equivale a las siguientes dos ecuaciones:

1oV 1

L . V _ 9V oz , OV 8h I,
Similarmente, la derivada con respecto a ¢ es P = orop T ok oy De la segunda ecuacién en

las definiciones (5.6) tenemos que h es una funcién en potencias de ¢, asi que (‘% ~ " ! es una

funcién monétona que vale cero en ¢ = 0. De las definiciones (2.6) y (5.6) para n = 1, podemos

ver que % ~ ¢, asi que la condicién gso = 0 tiene ¢ = 0 como una soluciéon. Puesto que un punto
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extremo debe satisfacer las condiciones % =0,y ‘g—v = 0 simultaneamente, vemos que el origen
¢ =0, ¢ =0 es un punto extremo. Las derivadas de segundo orden evaluadas en el origen dan:

0%V 0%V 0%V
p=2Y1 —m2 p=2Y —n2 D= 2L
’ 0909 (0,0)
2,,2

2 2
9% l00) 9 |(0,0)
con el determinante DDy — D% = mgm* > 0, una cantidad positiva. Por lo tanto, el criterio
matematico estdndar nos dice que el punto extremo (en este caso el origen) es de hecho un minimo
local.

=0, (5.25)

La segunda ecuacion (5.24) da una condicién para la solucién(es) no-trivial, si existe. Si %—‘; =0,

y ¢ # 0, entonces la ecuacién ‘g}; = 0 implica que % 8V =0, es decir
1 8V oz

Al resolver esta ecuacién para h, encontramos una constriccion que debe cumplir el conjunto de
puntos extremos:
x

hew = 4/ —- 5.27
: (527)

Esta ecuacién representa una curva en el espacio x-h sobre la cual el potencial se extremiza (es
decir toma valores minimos o mdximos). Cuando se evaliia sobre esta curva, el potencial puede
verse como una funcién de una variable (en x o h). Sustituyendo (5.27) en la ec. (5.5), obtenemos,
como una funcién de x:

‘«@mszP¢£—fuﬂ (5.28)

Vemos pues que, el requisito de que las dos condiciones 2 3 s = =0, y =0 se satisfagan al mismo

tiempo (para la solucién no trivial), equivale al sistema de ecuaciones s1multaneas a =0, %‘}f =0,
el cual a su vez equivale a las ecuaciones (5.27), y a la segunda ecuacién (5.24). Para resolver
este sistema, sustituimos la primera ecuacion en la segunda, igualada a cero. De esta manera,
obtenemos la condicién global que deben satisfacer los puntos extremos:

\/l; Legx
? = VZex |:1 + ZTeg log <1 T xeaz):| . (529)

Esta es una ecuacién trascendental en x., para cualquier valor de b, y por lo tanto no puede ser
resuelta analiticamente. Aunque se pueden usar métodos numéricos para encontrar una solucion,
no se puede escribir una expresion algebrdica explicita. Esta circunstancia nos dificulta conocer la
naturaleza de los puntos extremos (es decir si son maximos o minimos) porque el procedimiento
matematico estandar, basado en el calculo de las derivadas de segundo orden, requiere que dichas
derivadas sean evaluadas en los presuntos puntos extremos, los cuales se supone haber sido encon-
trados resolviendo las ecuaciones en derivadas de primer orden. Sin embargo, un método geométrico
puede traernos una alternativa 1til, como veremos a continuacion.

Traduzcamos la ecuacién (5.29) a una condicién sobre los pardmetros de interés, sustituyendo
para ello la tercera ecuacién (5.8), y definamos al mismo tiempo la funciéon « como sigue:

m%‘%ﬁ — a(z) = ﬁ [1 +log <1f_x>} . (5.30)

Tenemos que a(x) es una funcién acotada con valores 0 < a(x) < e, Nombremos zg al punto
en el cual la funcién « se maximiza. Esta funciéon tiene

Omaz = a(z0) >~ 8.08 x 1073,z ~ 0.55, (5.31)
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con a(z = 0) = 0, y se incrementa mondtonamente desde x = 0 hasta x = xg, donde se encuentra
el maximo. Luego, empieza a decrecer (también de manera mondtona) hacia o — 0 conforme z
crece, pero nunca alcanza a = 0 (el eje x es una asintota para a(z) en el limite z — oo; ver figura
5.1, lado izquierdo). Ahora, al asignar valores especificos a los parametros mg, M y A, se determina

T T T T T T 0 —— .{i - }y 7 - —
— b >, soh®
ogof+o _._......._._......._........._.l..quax.._ 0.ms:'n.;"(hmi“’)() e __,.--""- ]
/ 5 . L {I= max}
oesssens T R O ——— - L
0.007F | T | ] o.002 IS sr e
i N it V(x) |- :
(24 /? \ 1 0.001F E
0.006 N 1 ( e
s et v e S i
0.005 b L s X
J] O:(X) 1 -0.001 | , -
s MEaa e s Lep S
X X

Figura 5.1: Izquierda: La cantidad moM?2/A3 define una constante [ = moM?2/A3 cuya grafica es
una linea recta. La figura muestra un conjunto de rectas [ que intersectan a la grafica de la funcién
a(x). Derecha: Una coleccién de gréficas del potencial asociadas con cada linea I. Los estilos de
grafica de cada linea recta en la figura izquierda se corresponden con los estilos de gréafica en la
derecha para potencial. La gréfica del potencial con estilo continuo (rojo) corresponde a la linea
recta critica [, que determina el z,;, para el cual V(2;,) = 0.

una constante [ = moM?/A® cuya gréfica es una linea recta horizontal. Se desprenden entonces
tres casos:

1) Si la recta no intersecta a la grafica de la funcién a(z), esto significa que no existe una solucién
en z, es decir, el potencial no tiene puntos extremos; esto pasa para [ > Qynqz-

2) Si l = ez, entonces hay una sola interseccién en z = x.

3) Sil < Qnag, hay dos puntos de interseccion, localizados uno antes de zp, y otro después de xo,
cada uno representando un extremo del potencial.

Este método geométrico no nos permite saber si los extremos son maximos o minimos, pero
podemos utilizar la informacién que obtuvimos antes: si de acuerdo a la ecuacién (5.25), el punto
x = 0 es un minimo local, entonces el siguiente extremo situado junto a aquél, tiene que ser de
hecho un mdzimo (local), ya que no puede haber un minimo al lado de otro minimo. Asi pues
tenemos que Tyar < To < Tmin, Yy POr lo tanto Tmer < Tmin. Este razonamiento se verifica de
hecho en las figuras, donde se muestra el potencial minimizado en h, V(x)|p,,,,, como funcién de
T.

Si se sustituye la restriccién (5.30), en la ecuacién (5.28), podemos escribir una expresién para
el potencial evaluado en los puntos extremos:

A [1272moM?

Vew = V(2,0)| (200 hew) = 5 3 VZer — log(l + xey)| - (5.32)
167 A
En el caso cuando el extremo es un minimo ., = ZTmin, tenemos que, para que el potencial

minimizado sea positivo, es decir Viuin = V(Zmin) > 0, entonces la ecuacién (5.32), dice que Zpin
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debe satisfacer

m0M2 1 10g(1 + xmm)
> in) = .
15 2 B@min) = 55 T (5.33)

donde hemos definido de paso a la funcién f(x). Por lo tanto, el conjunto de valores de x para
los que el potencial es minimizado, y al mismo tiempo son tales que V;,;, > 0, deben satisfacer las
ecuaciones (5.30) y (5.33) simultdneamente. Esto significa que, para estos = tenemos a > [ (figura
5.2, lado izquierdo). Es conveniente emplear un nombre especial, digamos x4, para los x especificos
en los que la igualdad se satisface, o sea a(zeq) = B(x¢q). Usando procedimientos numéricos se
encuentra que

Teg =218, aeg) = B(eq) = lc = 6.62 x 1073, (5.34)

Para ayudarnos a visualizar cémo depende la forma del potencial de los pardmetros (recuérdese

0.008 [T T x““:_l T T T ] 0.0020 T
I V(hmin x)
o.001sF :
o006F | ~ “ V>0
3 o.0010f | 5
Y
L ) ]
0.004 |- 4 0.0005 |- —
! Xmmin
H 0.0000 [ A 7
0.002} 4 5
. Xe _ud?
—0.0005 | ‘n._?_ e Vm<0
0.000 -ll . i i 1 P T - 1] s
P = . 3 P - s =0.0010 o 1 2 P s
X X

Figura 5.2: Izquierda: Las funciones a(x) y [(z) se intersectan en un punto, x = z.4. La recta
critica horizontal l..;+ se define por l..;+ = a = (. El punto x,,;, indica un valor de x en el que
el potencial es minimizado con Vi, > 0 (figura de la derecha, estilo de linea continuo). El punto
Zeq determinado por la recta critica corresponde a Xy, = Teq tal que el potencial minimizado vale
V(.CCmm) = 0.

que I = moM?/A3), podemos imaginar la siguiente descripcién: empezando con un conjunto de
valores mqg, M, A, tales que | > auqq, €l potencial minimizado V(z)|p,.. , como funcién de x, tiene
s6lamente un minimo (global) en z = 0 (un extremo trivial), y a partir de ahi crece monétonamente
(figura 5.1, lado derecho). Valores menores de [ corresponden a potenciales que crecen cada vez més
lentamente como funciones de z. Disminuyendo [, eventualmente se alcanza la cima de la funcién
a(z), donde ambas curvas (la recta [ y la grafica de «v) se intersectan en un solo punto z = x, donde
| = Qe = a(xg) (figura 5.1, lado izquierdo). En este caso el punto zy es un punto de inflexion,
el potencial tiene una derivada nula, y por decirlo de alguna manera, empieza a ”doblarse” hacia
arriba, de manera que se hace concavo apuntando hacia abajo. De aqui en adelante, para [ < aynqq
(el rango de definicién es hasta | = 0), habra dos puntos de interseccién entre [ y a(x), cada uno
correspondiente a un MAXimo Tyge < Lo y & un minimo Z,, > To. A medida que la altura de [
disminuye, el punto de interseccion x,,;, se recorre hacia la derecha, asi que el minimo x,,;, crece
alejandose del origen (figura 5.1). Al mismo tiempo, puesto que la funcién (5.32) decrece a incre-
mentar x, el minimo del potencial V,,,;», €l cual inicia siendo una cantidad positiva, va decreciendo,
y eventuamente se desvanece (i.e. Vi, = 0) para cierto valor critico | = lerit = a(2eq), que es
cuando @ = (3. De ahi en mas, con [ bajando continuamente, el minimo V,,;, se vuelve negativo,
creciendo en valor absoluto conforme [ desciende.

37



l= "/7710]\4'2//\3 ‘ Tmin ‘ Tmax Vmin Vmam € A/EO
8.08 x 1073 0.55 | = @min | 1.72 x 1073A% = Vinin 1.72 x 1073 4.5
= Qmax

7.28 x 1073 1.47 0.20 | 8.90x 10~ *A* [ 1.29 x 10 2A* | 8.90 x 10~* 5.3
6.95 x 1073 1.81 0.16 | 4.67 x 107*A* | 1.15 x 1073A* | 4.67 x 10~* 6.3
6.62 x 1073 2.18 0.13 | 9.77 x 107PA%* [ 1.02 x 1073A* | 9.77 x 10~ 1° | 2.90x10?
6.62 x 1073 2.18 0.13 0 1.02 x 1073A% 0 00

= Olgqg = lc = Teq

Tabla 5.2: Lista de valores numéricos. Tomamos M = A, asi que mg =1 x A, y el potencial puede
parametrizarse en terminos de A. La densidad de energia césmica al dia de hoy es Ey = /p,. El
parametro € se definine més adelante en el texto.

Entonces, con ayuda del andlisis matematico estandar, vimos que las ecuaciones de las derivadas
de primer orden igualadas a cero, nos llevan a las condiciones (5.30) y (5.33) sobre las varialbes x, h.
Una vez encontrado el punto extremo (Zey, hex ), podemos usar nuestras definiciones para encontrar
los valores correspondientes de los campos ¢, ¢ que minimizan el potencial.

El potencial total (5.5) en funcién de los campos ¢, ¢ se escribe explicitamente como

1 1 m2¢2¢2
Vg, @) = §m2¢2 + 57713902 — — =

9 x
[a:—i—:v log<1+m> —i—log(l—i—x)], T =

(5.35)

1672

Figura 5.3: Potencial total V' =V (¢, ), ec. (5.35).

Como ya hemos visto, para que el potencial tenga puntos extremos, los valores de los parametros
mo, M, A deben ser tales que | < qnqe- Al hacerlo asi, se fija un valor definido para x., a través
de la ecuacién (5.30).

Luego, sustituyendo este en ec. (5.27) encontramos h,;, el cual a su vez puede ser usado junto
con ec. (5.8) para encontrar el valor extremo para el campo . Tenemos

s AM?

er — xez-

(5.36)
mo
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Si el extremo se refiere al minimo, entonces la ecuaciéon de arriba nos permite encontrar @,
haciendo xer = Tmin. Luego se pueden sustituir los valores ahora conocidos Tiin, ©Ymin €n la
definicién de x, ec. (5.35), para encontrar también el minimo en el campo ¢. De esta manera

obtenemos
M A
Qbmin = E\/”"T VImin, Pmin = M mi\/ Tmin- (537)
0

En el caso cuando el extremo es un maximo Te, = Tymqz, tendriamos expresiones andlogas para
Omazs Pmaz- Puede ser muy util notar también la siguiente relacién

my
m

Ahora ya conocemos los puntos relevantes del potencial, y tenemos una idea de cémo depende su
forma en funcién de sus parametros (figure 5.3). Podemos pasar ahora a estudiar las implicaciones
para la dindmica de los campos. No hay que olvidar que estamos interesados en la posibilidad de
implementar una transicion de fase entre los dos estados fisicos que resultan del modelo NJL. Para
lograr dicha transicién, le pedimos al sistema que pase por los valores sucesivos ginitial — Je —
Jfinal, que se traducen a Yipitial — P — Pfinal Para el campo. Dado que los campos evolucionan
para hacer que el potencial se minimize, se necesita la condicién

V(Soim'tial) > V(SOC) > V(‘Pf’inal)- (539>

De esta manera, la transicién podria realizarse de manera natural, es decir, con la dindmica del
sistema, sin hacer un ”ajuste fino” en las condiciones iniciales (por ejemplo en la velocidad inicial
de los campos). Sin embargo, la sola condicién (5.39) podria no ser suficiente, como veremos en
seguida. Usando las ecuaciones (5.9) y (5.36) podemos obtener una relacién entre los extremos y

V| ¢min(§0) Vi qowcrit({‘b)

Cin ()Oc;it '

25 @max Bt : N—

Figura 5.4: Izquierda: El potencial como una funcién de ¢, minimizado en ¢. Se muestra cémo el
valor critico ¢, es menor que el MAXimo @4, de acuerdo a la ec. (5.40). Derecha: El potencial
como una funcién de ¢. Se muestra una seccién transversal a través de ¢ > ¢.. Para una seccién
a través de ¢ < ¢, el potencial se comportaria como V|, ~ 2.

el punto critico:
1

X
Para el coeficiente v se tiene 1 < v < oo, y es una funcion mondtona creciente. Esto lleva a
un importante resultado: la ecuacién (5.40) nos dice que ¢, < @ez, €s decir, ambos extremos
son mayores que el punto critico, asi que tenemos en particular que ¢, < @mqer. De hecho, ya
sabemos que el maximo se localiza antes que el minimo (ver el péarrafo anterior a la ecuacién

Pex = Ype, donde 7y = (5.40)
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(5.32)), es decir, éste es mayor que aquél; por tanto ¢, < ©mar < @min- Ahora, para que una
transicion de fase sea realizada el sistema debe evolucionar desde algtin valor inicial ¢; < ¢, hasta
un valor final ¢y > ., con V(yp;) > V(pf). Pero esto no puede lograrse, porque deberia ser
V(pi) > V(ge) > V(@maz), pero en lugar de esto tenemos V(¢maz) > V(@any) (ilégico!). Esto
sucede sin importar que V(©;) > V(@min), POrque @min €8 Mayor que pmqe.. En otras palabras,
al ir desde ¢; hacia @, €l sistema enfrenta una barrera de potencial, cuyo pico se encuentra en
©maz, la cual le impide alcanzar el minimo no-trivial, y en lugar de esto retrocederia hacia el minimo
trivial, situado en el origen ¢ = 0 (figura 5.4).

5.4 Cosmologia del modelo NJL extendido V = V; + V;.

El estudio del universo a nivel elemental (sin tomar en cuenta perturbaciones de primer orden o
superior) se basa en las ecuaciones FRWL (Friedman -Robertson -Walker -Lemaitre), las cuales
rigen la evolucion del espacio dadas las diferentes formas de materia contenidas en él. Si los
campos escalares son parte del contenido, debemos incluir sus propias ecuaciones de movimiento
(5.11, 5.12) en adicién a las ecuaciones para el fondo cédsmico y las densidades de energia de las
diferentes componentes. Si consideramos la contribucién de fluidos barotrépicos (definidos por una
ecuacién de estado P, = wppp con wp constante), como son la radiacién (w, = 1/3) y la materia
(wm = 0), el sistema de ecuaciones completo a resolver es

a=aH,

H = — 5 [H2(400 +300) + 62 + @2] :
$+3H+ 9% =0, (5.41)

¢ +3Hp + G5 =0,

om0 () ()7 o= () ()

Para una geometria plana, la ecuacion de Friedmann, que relaciona el parametro de Hubble H con
la densidad de energia total p (que incluye dos campos escalares, materia y radiacién), se escribe

H2:3’ﬁ, con  p = pr+ pm + Py + Py, (5.42)
p

donde la masa de Planck M, = 1/v87G, y las densidades de energfa de los campos ¢ y ¢ fueron
definidas en las ecuaciones (5.14), (5.15). Definimos la densidad relativa para el fluido a de la
forma usual como Qq = po/(3M7H?), y ellas deben satisfacen la condicién

O+ Qo + Qp + 2, = 1. (5.43)

La bien conocida ecuacién para la aceleracion del factor de escala se escribe en nuestro caso

i 1 [4 o .o
A 2 —V)| =o. 5.44
a+6M3 3Pr+ pm + (" +¢ ) (5.44)

!Téngase en cuenta que, con el paso del tiempo, el sistema se estabiliza en el minimo, por lo que el minimo podria
ser tomado como el valor final Yfine = Ymin (aunque no es necesario).
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Ahora, hemos visto que el potencial (5.35) tiene dos minimos: 2 uno de ellos localizado en el origen

¢ =0, ¢ =0, donde V‘(qﬁ:O,ap:O) = 0; y el otro asociado a la solucién no trivial £ = Zyin, b = hmin
(de donde podemos obtener @pin, Ymin, de acuerdo a las ecuaciones (5.37)) donde V,,;, estd dado
por la ecuacién (5.32) como

4

4 A

Vemos que el minimo V,,,;, puede adoptar valores tanto positivos, como negativos, o cero. Como bien
se sabe, y segin vimos en el capitulo 4, en el caso de un solo campo escalar y fluidos barotrépicos
que evolucionan en un universo FRWL, el potencial se minimiza con el transcurso del tiempo.
Este comportamiento no es alterado si se consideran dos campos: éstos llevan también a la min-
imizacién del potencial, y su evolucion detallada dependera de la forma del potencial, ademas de
las condiciones iniciales.

Por lo tanto, podemos tomar el andlisis hecho para el caso de un solo campo, de manera que
en el caso de dos campos tenemos resultados andlogos: dependiendo de las condiciones iniciales se
pueden resumir tres casos:

1. Si el potencial se estabiliza en un minimo negativo Vy,;, < 0, entonces tenemos un universo
sin aceleracion y que se colapsa en el futuro, ya que iniciando con p > 0, como las densidades de
energia individuales de cada fluido disminuyen, el potencial eventualmente las sobrepasa, haciendo
p =0,y porlotanto H = 0 (ec. (5.42)). Esto implica H = a/a = 0, i.e. a(t) es mdximo. Como H
disminuye siempre (segunda ecuacién del sistema (5.41)) se sigue que H se vuelve negativo, y por lo
tanto @ < 0 (primera ec. en (5.41)), es decir a(t) disminuye y eventualmente llega a a(t) = 0. De la
ec. (6.10) se puede ver que una aceleracion en las cercanias del minimo tampoco es posible, ya que
para esto se requiere que (4/3)p, + pm + 2(¢% + $?) < 2V, lo que claramente nunca sucede porque
el lado derecho de la desigualdad permanece siempre positivo, mientras el izquiedo es negativo.

2. Si el potencial se estabiliza en un minimo nulo V;,;, = 0, el universo se expande eternamente

sin aceleracion, por lo siguiente: iniciando con H; > 0 el factor de escala crece. La densidad total
de energia es p = pr + pm + py + pyp, v sabemos que la radiacién y la energia se diluyen, porque
pr ~ a~ % pn ~ a3, pero no llegan a desaparecer completamente para ningtin valor finito del
factor de escala, y por pequenas que sean, son siempre positivas. Por otro lado, la contribucion de
ambos campos a la densidad es pg + p, = %(ﬁQ + %ng + V(¢, ), con las energias cinéticas siempre
positivas, y aunque el potencial puede estar desvaneciéndose, V (¢, ¢) — Viin = 0, la suma pg + po,
permanece positiva. Por lo tanto, la suma total para dar p nunca desaparece (no es cero), y por lo
tanto H tampoco lo hace. Esto significa que & # 0, y entonces el factor de escala no tiene un valor
maximo, es decir que el universo se expande para siempre.
Para ver la imposibilidad de la aceleracién hacemos un razonamiento similar al de antes: de la ec.
(6.10), necesitamos (4/3)p, + pm + 2(42 + ¢?) < 2V, pero en las cercanias del minimo V ~ 0, o sea
que el potencial tiende a anularse mientras que las densidades p,., p,, nunca desaparecen del todo,
y asi la desigualdad nunca llega a satisfacerse.

2Estrictamente hablando, hay en realidad cinco minimos: el origen, mas cuatro puntos correspondientes a la
solucién no trivial £ = Tmin, B = Amin, porque estas variables son funciones cuadraticas de los campos, © ~ ¢2(p27
h ~ ¢?. Sin embargo, debido a la simetrfa bajo cambio de signo = = x(£¢, £¢), h = h(&y), nos referimos al conjunto
de estas soluciones simplemente como la ”solucién no trivial”.

3Tenemos que tomar una condicién inicial positiva H; > 0, de manera que ¢ > 0, i.e. un universo que comience
expandiéndose; de otra forma, si fuera H; < 0 el universo ya estarfa contrayéndose. Ademds, el caso H; > 0 involucra
tanto la fase de expansién como la de contraccién con el paso del tiempo, no asi el caso H; < 0.
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3. Si el potencial se estabiliza en un minimo positivo Vi, > 0, entonces el universo inevitable-
mente es dominado por el potencial en algiin momento, ya que con el paso del tiempo las contribu-
ciones p, ~ a™4, p, ~ a=3 ala densidad total p de la ec. (5.42) estdn decreciendo siempre (aunque
nunca lleguen a desaparecer), y las energias cinéticas tienden a desaparecer, Ej = qﬁQ + ¢ ~0
a causa del amotiguamiento del los campos cerca del minimo. En el limite de largo tiempo, el
potencial termina imponiéndose y tendriamos p ~ V,,;, con Vi, = constante, asi que el potencial
puede ser tomado por una constante cosmoldgica, la cual ya sabemos que acelera la expansién del
universo.

Como hemos dicho, los casos 1 (Vinin < 0), ¥ 2 (Vinin = 0) se estudiaron ya antes en el capitulo
4 para un solo campo escalar, y la dindmica del universo no cambia cualitativamente al considerar
en su lugar dos campos. Si pretendemos que nuetra teoria esté de acuerdo con las observaciones,
la tnica posibilidad realista entre las descritas arriba es la tercera, ya que las 1 y 2 no incluyen un
periodo de aceleracién.

Asi que vamos ahora a mostrar un ejemplo de solucién para el tercer caso. Si queremos obtener
un potencial con un minimo positivo Vyin > 0, debemos tomar pardmetros tales que 6.62 x 1073 <
moM? /A3 < 8.08 x 1073 (ecuaciones (5.31, 5.33, 5.34)). Sean por ejemplo A = m = M, my =
6.95 x 1073A. Esto define la linea recta | = moM?/A = 6.95 x 1073, cuyas intersecciones con la
funcién a(z) determinan 4, = 0.16, ¥ Zynin = 1.81. Entonces las ecuaciones (5.9, 5.32, 5.37) dan

Gmin = 9.67 X 1072, Graw = 7.62,  Bmin = 13.9

Vinin = 4.67 x 1074, @, = 6.28. (5.46)

La barra sobre estas cantidades denotan el valor numérico.*

Una vez que conocemos el minimo no-trivial podemos evaluar el Hessiano para comprobar si
tenemos en efecto un minimo. Definase %% = ch(b‘ , etc. para las derivadas de segunndo
min
orden. Tenemos

Voo = LAIN? Vo, =T7.20 x 107°A2,  Vy, = V5 = —3.53 x 1073A%,

Vs Vo _
H(V(¢,0)) = ( o0 v > . det(H) =9.49 x 107°A%, (5.47)
Voo Ve
Ya que det(H) > 0, vemos que de hecho tenemos un punto minimo, como se esperaba.
Definamos la contribucién inicial al contenido del universo como® Q,,;; = Q4; + i, proveniente
de los campos ¢, p, y consideremos momentdneamente una constante cosmoldgica L, que tiene una

densidad constante pr, ademds de una componente de materia, para la cual sabemos p,, ~ a 5.
Encontramos que las proporciones son
Pm0 Qm() _ Qi 1 (5 48)

pro Qo Qi (1+2)3

donde el subindice ”0” denota, como es usual, que las cantidades estan tomadas en la época presente,
o 7al dia de hoy”. Ahora supongdmos que dejamos que el universo evolucione hacia adelante en el
tiempo, empezando en la época cuando las cantidades de materia y radiacién eran iguales. Sabemos

4Para obtener el valor fisico real necesitamos multiplicar por cierto factor de conversién. M4s sobre los valores
fisico sera dicho al final de este capitulo.

®Debido a que el coeficiente we, de la ecuacién de estado Py = wapa NO constante para los campos, decimos que
ellos constituyen una contribucion ”no barotrépica”; de ahi el subindice "nb”.
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que el corrimiento al rojo para esta época es aproximadamente zeq >~ 3 X 103, cuando la densidad
de energia en el univeso era p.; ~ (1eV)%, aprox. (nos interesamos en el orden de magnitud
solamente). También sabemos la densidad relativa para la materia Q,,0 ~ 1/3, y Qpgro ~ 2/3 para
la Energia Oscura, la cual identificarémos momentaneamente con una constante cosmoldgica para
hacer estimaciones. Sustituyendo estos valores junto con z., en la ecuacién (5.48), encontramos que
Qr; ~ 1071Q,,;. Puesto que el fluido no barotrépico se comporta como una constante cosmolégica
cerca del minimi del potencial, podemos estimar el valor de €),;; identificindolo con €7, de forma
que Qpi ~ 1071Q,,;. Para hacer que el potencial se estabilize en el minimo no trivial,
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Figura 5.5: Evolucién en el tiempo del campo ¢. Se muestran diferentes escalas temporales en cada
grafica. En la figura izquierda podemos reconocer un comportamiento oscilatorio.
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Figura 5.6: Izquierda: evolucién del campo ¢. Este campo rueda sin oscilar hacia su valor minimo.
Derecha: pardmetro de Hubble H(t), el cual aunque decrece en el tiempo, nunca desaparece.

debemos tomar p; > @maz, con cualquier valor razonable para ¢; por ejemplo ¢; = 1.1 X Ymaz,
¢; = 0.5 X dmin. En las figuras 5.5 y 5.6 podemos apreciar que nuestros valores predichos en ec.
(5.46) son de hecho corroborados por la solucién numérica. Vemos que el campo ¢ se encuentra
en régimen oscilatorio (que se aprecia amplificando alrededor de t = 50) con una amplitud media

yendo hacia el minimo ¢, ~ 0.097, mientras que el campo ¢ va hacia su propio minimo ¢ ~ 13.9.

Debido al hecho de que cada campo tiene su propio término %’ o % en la ecuacién de movimiento,

ellos responden al potencial de diferente manera. Por tanto, en este caso especifico el campo ¢ se
encuentra sobreamortiguado y no oscila en su camino hacia el minimo.

Las densidades relativas €1, evolucionan como se espera: la radiacién se diluye més rapido que
la materia, y debido a que hemos tomado una densidad inicial muy pequena {2,;;, tenemos que
esperar largo tiempo hasta verla dominar (figura 5.7). Debido a este mismo hecho, al factor de
escala se le permite crecer sin acelerar hasta un tamano ag/a; = (1 + z¢q) ~ 3000 (figura 5.8),
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Figura 5.7: Densidades relativas 2, para los diferentes fluidos involucrados. La figura de la derecha
muestra un lapso de tiempo ¢ = 2%y, el cual es 4,000 veces més grande que el de la figura izquierda.
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Figura 5.8: Izquierda: factor de escala desde ¢t = 0 to t = tg, es decir, desde la época de igualdad
radiacién-materia hasta la época actual. Derecha: aceleracién del factor de escala desde t = 0
hasta t = 2tg. Aqui uno puede observar que el periodo de aceleracién negativa es sucedido por uno
de aceleracién positiva, con una transicién entre ambos alrededor de ¢t ~ 20.

que es un nuimero compatible con el que se maneja en el modelo cosmoldgico estandar, cuando se
considera la evolucién del universo desde de época de igualdad radiacién-materia. En la figura, se
ve que un periodo de aceleraciéon empieza alrededor de t = t,. = 20, donde d = 0.

Quizas vale la pena aclarar que, el momento t,. en el que la aceleracién comienza, no tiene
porqué coincidir necesariamente con el momento tpg, en el que la Energia Oscura empieza a
dominar Qpg(tpr) = Qum(tpr) + Q- (tpg). Para nuestra solucién en particular obtenemos los
siguientes numeros:

ao/ai:3006 ZOZO t(]:l
aDE/ai:2157 ZDE:0-39 tDEZO.GQXt()
Agefa; = 1713 | 24 =0.76 | tqe = 0.52 X ¢

Noétese que el periodo de aceleracién empieza antes del dominio de la Energia Oscura, o sea
tee < tpp. Se puede comprobar que lo mismo sucede si se considera una constante cosmoldgica en
lugar de nuestro modelo con campos escalares.

Pasemos ahora a estimar algunos valores fisicos. La densidad total de energia en el presente es
alrededor de pg = Ej ~ (1073eV)%, y la contribucién de la Energfa Oscura (DE) es ppro = Qpgopo-
Si identificamos a nuestro fluido no-barotrépico NJL con la DE, tendriamos pn, = ppgo. Ahora, en
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el limite cuando los campos se estabilizan cerca del minimo® la densidad de nuestro fluido NJL es
Pnb = Vimin. Luego, (tomando la aproximacién Qpgg ~ 2/3 ~ 1 por simplicidad) podemos escribir
PDE0 = Eé = Vinin, ¥y usando el resultado obtenido en la ecuacién (5.45), encontramos

3
1

2
Esto puede expresarse de forma conveniente con la ayuda de la ecuacién (5.30), y definiendo un

coeficiente € como sigue
Ej=eN', e="va[a(z) - Bx)]. (5.50)

Cuanto més la cantidad moM?/A3 se acerque a (eq, Mas pequeno se hard el coeficiente €. Asf
pues, las ecuaciones (5.30) y (5.50) con Ey =~ 10~3eV son restricciones sobre los pardmetros A, M,
mo que pueden guiarnos a definir su valor (ver también la tabla 5.2). Para nuestra solucién en
particular tenemos € = 4.67 x 10~%, asi que A/Ey = 6.3. Usando este niimero en la ec. (5.46), con
p = pA, podemos calcular los correspondientes valores fisicos. Debemos aclarar que los valores de
los pardmetros que nosotros elegimos (M = A = m), fueron para obtener una solucién visualmente
estética. Sin embargo, obsérvese que podemos asegurarnos de que la amplitud del campo sea menor
que el corte, por un lado tomando un valor apropiado del pardmetro m en las ecs. (5.37), (5.38); y
por otro lado, haciendo el pardmetro € en la ecuacién (5.50) suficientemente pequeno, a través de
la eleccién de [ = moM?2/A3.

5.5 Apéndice. Sobre el valor Fisico (téorico y observado) y el
valor Numérico de los Parametros.

Esta seccion es en cierto sentido independiente tanto del modelo NJL como de la cosmologia, y no es
necesaria para entender nuestros resultados. Sin embargo, senala una cuestion sutil, que de hecho
tuvo que ser resuelta para nuestra investigacion, requiriendo tiempo y pensamiento cuidadoso (en
nuestro caso fue causa de errores y retrasos), porque cobré importancia en el proceso de resolucién
numérica y podria ser fuente de malentendidos.

Relacion Valor Teérico-Observaciones.

En lo que sigue nos interesa hacer estimaciones de orden de magnitud para hacer comparaciones,
asi que nos permitiremos redondear algunos coeficientes numéricos. Supongamos que E,; es la
energia final del fluido no-barotrépico, es decir, la energia de los campos en el limite cuando son
estabilizados. La densidad de energia correspondiente (recuérdese que pnp, = pg + p,) es (valor
tedrico) ppy = Vinin, donde pnp = Ebe, yva que en este limite la energia cinética tiende a cero,
aunque no necesariamente.” Ahora, la densidad de energfa al dia de hoy es (valor observado)
po = Eg con Ey ~ 1073eV, y tenemos para la energia oscura al dia de hoy Qpg, ~ 70%, asi que

5Debemos tener en mente que en general, los campos pueden encontrarse en un régimen de rodamiento, asi que
las energias cinéticas no serian despreciables. Por lo tanto debemos ser cuidadosos de que las condiciones de las que
estamos hablando sean verdaderas.

"Hay que tener presente que la identificacién pnp = Vinin solo es valida en el limite cuando los campos han sido
estabilizados. En general podria suceder que algiin campo se encontrara en proceso de rodamiento o en régimen
oscilatorio, en cuyo caso podria ser importante considerar la proporcién con la que enegia cinética de los campos
contribuye a la densidad de energia total.
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PDEo = pEo X po. Si identificamos nuestro fluido no-barotrépico con la Energia Oscura, ponemos
entonces Py = PDEo, €s decir Viin = QpEe X Eé. Ahora bien, si asumimos que los pardmetros del
potencial A, M, etc. no difieren demasiado entre si en orden de magnitud, podemos decir, a grandes
rasgos que el valor del potencial en términos de A es dado como V (¢, ) ~ A* (lo cual generalmente
provee una buena estimacién). Tendriamos entonces que A ~ Qppo X Ef)l . Esto nos da la relacién
entre la teorfa y la observacién (de hecho podemos ser més precisos para nuestro potencial; tomando
en cuenta la relacién (5.50) que encontramos antes, la identificacion V,,in, = ppEgo nos lleva a

1
A QpEo \ 4
il . bl
o ( ) , (5.51)

€

esta es la relacion entre el valor tedrico de la escala de energia A, y la densidad de
energia total del universo py = Eé observada al dia de hoy).

En este punto observamos lo siguiente: si se compara la masa de Planck M, con la energia
actual se tiene que Eo/M, ~ 10730 ¢ py = Eg* ~ (10730M,)* = 10712°M,*. De acuerdo con las
simplificaciones que estamos haciendo tendriamos también M ~ mg ~ A ~ 10*30Mp. Es decir,
ilos parametros de nuestra teoria difieren aproximadamente en treinta ordenes de magnitud de la
masa de Planck! Ademas, suponiendo que las amplitudes de los campos en ningin momento son
extremadamente diferentes de los puntos minimos, tenemos a grandes rasgos ¢ ~ ¢ ~ A, asi que
con un error de pocos ordenes de magnitud tenemos

AN (5.52)
0p Oy
aproximadamente. Las ecuaciones (5.11), (5.12) incluirfan entonces niimeros inmensamente pequenos,
y esto anticipa una dificultad en el proceso de resolucién del sistema.

Hay todavia otro lugar donde incide la gran diferencia entre escalas de energia: una de las
condiciones iniciales requerida por nuestro sistema de ecuaciones diferenciales (como veremos mas
adelante) es el valor de la variable de Hubble, H;. Como ya sabemos, dicha variable no es indepen-
diente, y puede ser especificada consistentemente de cualquiera de las dos siguientes maneras

1 Pri + Pmi + Pnbi 1 V;
H. — H = —— . 5.53
! Mp\/ 3 ’ ! My, V 3Qn ( )

Aqui V; = V (¢, i) es el valor inicial del potencial, para el cual hemos supuesto que en orden
de magnitud se aproxima por V; ~ A* (nuestras observaciones seguirdn siendo validas si es que
esto no es una buena estimacién). La primera expresién (5.53) es H; = /(1/3)ptotar/Mp. La
densidad de energia total inicial es piotar = E;-"n. Por ejemplo, si iniciamos con la energia a la que
las densidades de materia y radiacién eran iguales, tendriamos E;, ~ 1leV aprox., lo cual implicaria
H; ~ 10_54Mp. Otro ejemplo: si, siendo muy optimistas, nuestra teoria es valida hasta la escala
Electrodébil, E;, = 100GeV aprox., entonces H; ~ 10*32Mp. La situacion menos 1itil seria empezar
desde energias muy cercanas (pero mayores®) a la actual, E;, ~ 1073eV/, en cuyo caso tendriamos
H; ~ 107%9M,,. Por otro lado, si tomamos la segunda expresién (5.53) tenemos H; ~ A? /M, por
lo que si A ~ 1073%M,,, entonces H; ~ 10701,

Asi, vemos que hasta en el mejor de los casos en el que nuestra teoria podria ser valida (escala
Electrodébil), el valor H; es muy pequeno comparado con la masa de Planck.

8Estamos suponiendo que la densidad de energfa del universo en un momento dado es menor a la densidad en un
momento anterior. Una teoria deja de ser vélida por encima de la escala A de energia (y correspondientemente a
una densidad de energia) a la cual estd definida. Por debajo de dicha escala estas son ttiles como teorias efectivas.
Cuanto menor sea la escala, menor es el rango de validez de la teoria. Asi, no tendria sentido definir una teoria a
una escala menor que la energia actual.
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Seria descuidado efectuar la resolucién numérica simplemente introduciendo los valores tal cual,
ya que surgen problemas practicos al manejar niimeros tan extremos en una computadora debido
a los errores de cédlculo numérico, capacidad de memoria, tiempo de computo, etc. Superficial-
mente, una idea para evadir este problema puede ser una redefiniciéon de variables a través de
un reescalamiento, es decir, cambiar los valores de los pardmetros, redefinir variables y resolver en
términos de las variables redefinidas. Pero jen qué medida podemos hacer esto con impunidad?, jse
alteran las soluciones de las ecuaciones bajo este procedimiento (dindmica de los campos, evolucién
y valor de las diferentes variables cosmoldgicas...)? ;La redefinicién de los pardmetros A, masas,
etc., o de los campos alteran la evolucién del factor de escala o de los campos mismos?

Debido a la expresién (5.53), H; ~ A? asi que el efecto de un reecalamiento A — sA, es a su
vez un cambio en la variable de Hubble, H; — s?>H;, y por lo tanto en la rapidez de cambio del
factor a(t) (porque H ~ a). En consecuencia, se podria causar aceleracién tan solo con hacer una
redefinicién de la escala A, lo cual no es aceptable porque no esperamos que cambie la situacién
fisica como resultado de dicha redefinicién. Podria pensarse, por ejemplo, en definir una nueva
variable de Hubble ”practica”, h = H/H;, para la cual la condicién inicial seria h; = 1, y una
escala definida por s = 1/H; ~ 1060Mp. En este caso sin embargo, las ecuaciones dindmicas
deberian ser modificadas consistentemente. Asi, la ecuacion de movimiento para un campo escalar
X +3Hx + 0,V = 0, se tendria que sustituir por la ecuacién sy + 3hx + s0yV = 0. Si (como
se estimé antes en (5.52)) g—‘; ~ 1079, de todos modos el término s,V ~ 1073°M,, asf que no
se gana mucho. Ademds la segunda ecuacién del sistema (5.41) también tendria que adecuarse.
Una alternativa a este procedimiento podria ser la introduccién de un potencial "practico” V (7v
barra”) en lugar del potencial "tedrico” V: si el problema es que V ~ A% = (10*30]\41;)47 se puede
pensar en reescalar por un factor s = 103 para tener V = s*V del orden de la unidad. Asf la nueva
ecuacién de movimiento se reescribiria en términos practicos como )'2+3h)'_(+8>—<‘7 = 0, con variables
"pricticas” Y = s, etc. En esta forma, el término 05V equivale a 30, V, pero también, nuevamente
por consistencia deberfamos tener que hy = (s>H)(sx). Vemos que el cociente H/g—‘; =sxh/OxV
no es invariante, asi que se presentan dificultades: el factor H representa un coeficiente de friccién,
el cual tiene el efecto de disminuir la velocidad, y por lo tanto su reescalamiento afecta la dindmica
del campo.

Por si esto no fuera suficiente para mostrar la inviabilidad de un simple cambio de escala, no es
cierto que bajo reescalamiento de los campos Y = sy, y de los pardmetros A — sA, m — sm, etc.,
la funcién f(x) (definida en (2.9), y que entra en (5.5)) satisface f(s*z) = s*f(z). La situacién
en nuestro caso incluso es un poco mas sutil, pues como veremos en seguida, no se cumple pre-
cisamente que Vi, ~ A%, ya que nuestra teorfa incluye més pardmetros y serd necesario hacer
suposiciones adicionales. No obstante hemos hecho aquella simplificacién como primera aproxi-
macion para resaltar el hecho de que el reescalamiento del valor de los pardmetros (obligado por
cuestiones practicas) no resulta ser una cuestion trivial.

Ademas de los problemas de indole préactica (numérica) que puede ocasionar la pequenez de las
magnitudes, es necesario considerar la cuestién de los valores de los pardametros desde el punto de
vista fisico (tedérico). No seria deseable que A (el corte en nuestro potencial no renormalizable) fuera
del orden de FEjy, ya que un valor tan pequeno en la escala de energia restringe extremadamente
la validez de la teoria. Por el contrario, cuanto mas grande sea el rango de energia, mejor es la
teoria. Supongamos pues por un momento que la teoria es valida por lo menos hasta la escala de
la igualdad radiacién materia, .04 = Qmat, €s decir A ~ 1eV aprox. En este caso todavia tenemos
A/M, ~ 10727, Siendo muy optimistas podriamos decir que la teorfa es vélida hasta energfas tan
grandes como las de gran unificacién A = Egyr ~ 10°GeV, en cuyo caso A/M, ~ 1073, pero
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esto es esperar demasiado y necesitariamos justificar que de hecho esto pueda ser asi. Es de mayor
prudencia (e incluso instructivo) saber qué esperar en el peor de los casos, y de cualquier forma,
tener una idea de cémo lidiar con la posibilidad de que A << Egyr < M,,.

Incidentalmente, hay otra circunstancia que puede ser importante senalar: en una primera
aproximacion se podria pensar que el pardmetro M puede tomar un valor del orden de la escala
de energia relevante, y escribir por ejemplo M = A. Sin embargo, si se hace esto, la ecuacion
(5.9) nos dice que el punto critico seria mayor que la escala de validez de la teoria: ¢, > A. Es
mas, recuérdese que el punto minimo ¢,,;, se encuentra después del punto critico ¢., por lo que el
minimo seria aun mayor que la escala A.

En resumen: no es conveniente que A sea demasiado pequeno, pero hay que saber manejar
los problemas que esto ocasionaria en caso de que sea inevitable. Mas adelante, en el capitulo 7
consideraremos la posible pequenez de la escala A desde otra perspectiva, tomando en cuenta la
teoria del Grupo de Renormalizacién.

Asi pues, ;qué valores debemos asignar a los parametros? Recordemos cudles son todos estos
para mayor claridad: A (el corte en nuestro potencial no renormalizable), M (de la definicién
(5.8)), mo (la masa del campo ¢ (5.8)), y m (que puede interpretarse como la masa del condensado
¢, pardmetro necesario para dar consistencia dimensional al lagrangiano efectivo (2.5)). Es decir,
tenemos 4 parametros. El pardmetro mas importante es el corte en la energia A, ya que éste
determina la escala de validez de la teoria NJL. La primera simplificacién que haremos serd asumir
que M no difiere mucho de A (posiblemente puedan ser iguales), de forma que podamos escribir
al menos una relacién de proporcionalidad M = pA, con p del orden de la unidad. Debido a la
condicién (5.30) podemos conocer a mg. Asi, dado A se determina M y mg. En principio no hay
otra condicion para restringir el valor del parametro restante m, a menos que tenga importancia
la discrepancia de la magnitud de los campos entre si. Gracias a la ecuacién (5.38) podriamos
tener un control sobre esto, aunque hasta donde podemos ver por ahora, no hay restriccion de tipo
formal, y la magnitud relativa serfa més bien una cuestién estética. Dicho esto, nos permitiremos
tomar m = A, favoreciendo la simplicidad sobre la estética. Asi las cosas, tendriamos a A como
Unico parametro libre. Debe quedar claro que el coeficiente numérico € estd determinado por la
proporcién relativa entre A, M y mq (definiciones (5.30), (5.33), (5.50)), mientras que el valor
absoluto de A esta dado por (5.51). Deciamos antes que no es conveniente desde el punto de vista
tedrico que A sea tan pequeno. Si queremos que el rango de validez de la teoria efectiva NJL sea
muy amplio, deberiamos tener A/Ey >> 1 (que implica A >> Ej). Debido a la presencia de la
raiz cuarta en (5.51), esto exige tomar un € muy pequeno. En la siguiente tabla mostramos la
correlacién entre las variables para algunos valores.

’ mo(XMQ/Ag) ‘ € ‘ Lmin ‘ A/Eo ‘
6.61 x 1073 0 2.18 | oo

6.62 x 1073 7.3x 10713 | 2.18 | 10°
6.95 x 1073 467 x107* | 1.81 | 6.29
8.08 x 1073 1.72 x 1073 | 0.55 | 4.54

El grado de precision en ese puede atenuar a cambio de reducir la escala de validez de la teoria.
En las secciones anteriores al resolver las ecuaciones para mostrar un ejemplo de nuestra teoria,
nosotros tomamos un € muy poco fino, causando que A no fuera muy diferente de Ey; esto para
evitar complicaciones numéricas.

Relacién Valores Numéricos-Fisicos.
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Atun tomando A cercano a Ey (lo cual atenia el grado de precisién), falta resolver el problema
jerdrquico A/M, para poder llevar a cabo la resolucién numérica. Para esto nos parece perti-
nente revisar el procedimiento de la eleccién del sistema de unidades. Las leyes fisicas establecen
relaciones (ecuaciones) entre magnitudes fisicas (de hecho aquellas sugieren su definicién misma)
de tal forma que una de ellas deja de ser independiente. Partiendo de magnitudes fisicas basicas
dimensionalmente independientes (por ejemplo masa, longitud y tiempo, o energia, volumen y mo-
mento angular, etc.) se pueden definir magnitudes compuestas (por ejemplo p = hA, E = mc?,
E = GmTQ) La dimensién de las constantes de proporcionalidad G, ¢, h puede expresarse en
funcién de dichas magnitudes fisicas basicas. Asi, si por ejemplo se toma al tiempo ¢, distancia d
y energia E como magnitudes basicas, la dimensién de la constante fisica ¢ se puede escribir en la
forma [c] = tP x d? x E", con expresiones andlogas para G y h. La definicién dimensional usual
para cada constante se obtiene eligiendo las potencias p, g y r correctas. Al hacer dicha eleccién
se definen sistemas de unidades, y se asigna la dimensién de las constantes de proporcionalidad
(es decir, constantes fisicas G, ¢, h). La constante de proporcionalidad més sencilla es la unidad.
Asi, tendriamos una restriccion de la forma tP x d? x E” = 1, de donde se ve que s6lo un par de
magnitudes es independiente. Por ejemplo, si ¢ =1 (para la cual esp = —1, ¢ = 1, r = 0), entonces
t~! x d = 1, por lo que sélo una magnitud (tiempo o distancia), es independiente, y el trio de
magnitudes se reduce a un par (digamos la energia y el tiempo). La imposicién de una segunda
restriccién reduce el par a una sola magnitud. Por ejemplo, ya que [h] = E - t, la eleccién h = 1 de-
jaria solamente a la energia, digamos, como Uinica magnitud fisica independiente. Dado que todavia
resta una constante (G), nada nos impide la imposicién de una tercera restriccién G = 1. Esto
llevaria a un sistema de unidades adimensional. En realidad, el sistema que se utiliza normalmente
en textos sobre cosmologia y que nosotros tomamos en este reporte (y que explicamos en el capitulo
introduccién) consiste en tomar la llamada masa reducida de Planck M, = 1/v/8rG = 1. Ahora
bien, cuando tenemos solamente h = ¢ = 1 (antes de imponer la restriccién sobre G), la masa de
Plank es M, ~ 10®¥Gev, y es un asunto de convencionalismo el hacer M, = 1. De igual manera
podriamos tomar cualquier otra escala de energia A e igualarla a la unidad (o a cualquier otra
constante). Esto determinard un sistema de unidades diferente igualmente vélido, aunque habra
que poner cuidado en hacer la conversion correcta.

Sea A un cierto valor numérico, elegido de manera conveniente para efectuar la resolucién
numérica (en una computadora), y A (sin barra) el valor fisico de la escala de energia. Tomando
por ejemplo A = 1073eV, como A = A tendriamos

-3

. 10
leV =10°A = V=1 (5.54)

Esta ecuacién definiria el sistema de unidades. Asi, nuestros resultados en realidad no estardn dados
en unidades M, =1, sino en unidades (5.54), donde A puede ser cualquier niimero, definido segtin
convenga. Aunque la definicién del sistema de unidades no altera la jerarquia entre A y M, esto ya
no tendria que representar una dificultad. Lo que importaria seria la aparicién explicita del cociente
A/M,. En vista de estos argumentos, vemos que hay que distinguir entre un reescalamiento y una
redefinicion o reinterpretacion de cantidades. En un reescalamieto se cambia el valor de algunas
cantidades respecto a otras, afectando en general la dindmica de las variables. Por otro lado, una
reinterpretacion tiene mas que ver con la eleccion de las unidades, que es lo que a nosotros nos
interesa para resolver nuestro problema de resolucién numérica.

En la resolucién de nuestro sistema utilizamos los valores numéricos, los cuales distinguiremos
de los valores fisicos reales en este escrito, por medio de una barra.

49



Capitulo 6

NJL Extendido. Adicion de un

término Vjjy ~ % al Potencial.

2

Los parametros bésicos para la descripcion de la Energia Oscura son la ecuacion de estado wppg =~
—1 y la densidad de energia al dia de hoy Q0pg, >~ 0.70. En los capitulos anteriores hemos mostrado
cémo, en base a la teoria de Nambu y Jona-Lasinio, en la seccién anterior fuimos capaces de
obtener un ejemplo de modelo que satisface este criterio y permite una época de dominio de la
materia (con una duracién acorde con la teoria cosmoldgica estdndar), seguida de un periodo
de aceleracién (como lo exigen las observaciones recientes). No obstante, segin se explicé en la
misma seccion, las caracteristicas del potencial no permitian pasar de manera dindmica desde un
acoplamiento débil (¢ < g¢.) a uno fuerte (¢ > g¢.), teniendo esto como consecuencia la ausencia
de la transicion de fase correspondiente. Nos gustaria insistir en la posibilidad de incluir dicha
transicion, ya que si no lo hacemos asi, tendriamos solamente un modelo complicado que reproduce
(pero no explica) el comportamiento de una constante cosmoldgica.! Es razonable pensar que para
lograr la transicién necesitariamos ”levantar” el potencial en la regién g < g., de manera que
V(gfinat) < V(9e) < V(Giniciar)- Dado que la relacién entre g y h es de proporcionalidad directa,
un término, por ejemplo de la forma 1/h, cumple el requisito.

6.1 Analisis del Potencial Total V = V; + Vi + Vj7.

Nos apegamos a las definiciones que establecen la relaciéon entre las cantidades ¢, g y h hechas
anteriormente (ecs. (5.8), capitulo 5), y que reescribimos a continuacién para mayor claridad:

m2p2 . A2? ) (872)2m2 M* 61)
r= ———— = = . .
AZMA 8m2 M4’ A6
Definimos ahora la siguiente contribucién al potencial
A2\
Vi = A%, equivalente a Vi = 57, (c>0), (6.2)

La discusion del significado de la constante ¢, asi como el origen de la forma funcional de Vijr se
dejard para un capitulo posterior. El nuevo potencial total en terminos de x y h se escribe entonces

No lo explica en la medida en que, hasta donde hemos investigado, no hay forma de determinar por primeros
principios los valores de los pardmetros, de la misma manera en que ningin principio fisico dicta el valor de una
constante cosmoldgica, sino que éste debe ajustarse a las observaciones.
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como

V=V +Vir+Virr, esdecir V:A{%—f(x)+bh+%]. (6.3)
Empleando las relaciones (5.8), éste se puede expresar en términos de los campos:
I 5,0 1 55 cA2M* A* 9 T
= - - —— = — 1 — log(1 4
v 2m¢> ~l—2m090 +2 2 = x + x° log T2 +log(l+ )|, (6.4)

Para el andlisis de este nuevo potencial aprovechamos los resultados de la seccién 5.3 del capitulo
anterior, y las definiciones para el potencial dadas ahi mismo, ya que que éste solo se diferencia de
aquél por la suma del término V;;;. El punto critico en ¢ sigue estando dado por la ecuacién (5.9),
es decir ¢, = 2rM?/A. A partir de las condiciones de minimizacién (es decir, la anulacién de las
derivadas), se obtiene, a partir de (6.3) que

Similarmente al caso V = V; + Vi, la existencia de los puntos extremos se traduce en la igualdad

moM? _ Vate [beg <1i’x>] 7 (6.6)

=a(e,z) = =

mientras que la condicién V,,;, > 0 exige que

moM? v+ clog(1l+ x)
> = . .
A3~ fle,z) 472 3x +4c (6.7)

De manera andloga a como sucedia con el caso V = Vi 4+ Vi, la fijacién de los pardmetros A, M y
mg define una constante [ = moM?/A3 que corta a la gréfica de la funcién a(c, ) en los que seran
los puntos extremos ¢, del potencial total V' (x, h) (6.6); en el presente caso, el efecto de la inclusién
del término Vi es la parametrizacién de la funcién alpha (y beta) a través de la constante ¢ (figura
6.1). Dado un valor de ¢ fijo, el cumplimiento simultdneo tanto de la condicién (6.6), como de

o0ssfl T T E 0.007 1

0.030 :_ a(x?c) 4 0.006

0.025 : ] 0.005
c:

0.020 F 3 0.004

0.015 : 4 0.003 |

/
0.010F ] 0.002f [/

0.005 ﬁ:o 9 0001 E|
o.000¢ i MR PR i ] 0000

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0 1 2 3 4 3

Figura 6.1: Coleccién de funciones a(z,c), 5(z, c) para varios valores del parametro c¢. Mostramos
desde ¢ = 0 hasta ¢ = 2.

(6.7) cuando en esta ultima se cumple la igualdad, implica que las gréficas de las funciones a(c, )
y B(c,z) se intersectan en un valor especifico, digamos a4 (es decir, a(c,z) = B(c,z) = lerit).
Cuando esto se cumple, el minimo del potencial se anula: Vi,;, = 0. Un juego de valores de los
parametros tal que [ es mayor que l..it = ieq causa un minimo positivo, Vi, > 0; en caso contrario
se obtiene uno negativo. No hay que olvidar que las funciones mismas alpha y beta no dependen
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Figura 6.2: Seccién transversal del Potencial total V' = V; + Vj; + Vrr para un ¢ < ¢’. Debido al
término Virr ~ 1/¢?, ec. (6.2) el potencial total V — oo cuando ¢ — 0, de manera que aparece un

minimo local ¢,ine antes de .. Este minimo desapareceria para un Vjr suficientemente grande,
a través del pardmetro ¢, con ¢ > c.

de los pardmetros y estan bien definidas; inicamente dependen de la constante c¢. Hay sin embargo
una diferencia muy importante respecto al caso V' = Vi + Viy, el cual tiende a cero cerca del origen,
es decir V.= V; 4+ Vj; — 0, cuando ¢ — 0: tenemos a que el término Vi ~ ¢/ goz es divergente
con valores positivos cerca del origen, es decir V;;; — oo cuando ¢ — 0; al sumarlo al potencial
para dar el nuevo potencial V = V; + Vir + Vi, tenemos que éste toma también valores grandes
positivos cerca del origen. Ahora, si el pardmetro ¢ es muy pequeno, el término Vi;; decae lo
suficientemente rapido para permitir que sobresalga el punto méaximo de V; + Vi, v en este caso, a
medida que nos movemos hacia el origen existirfa un minimo menor que el maximo antes de que el
potencial se haga arbitrariamente grande (ver figura 6.2); por otra parte, si ¢ es demasiado grande,
el término Virr puede ser su vez lo suficientemente grande para ”opacar” al maximo de la parte
Vi+Vir1, haciendo que el potencial total posea solamente un minimo global. De acuerdo con nuestra

T T
4 .'._.\ o
voisf | a(xe>c) e i

0.008 -

ocos |

Figura 6.3: Grdfica izquierda: Ejemplos de funciones «(c, z), las cuales se dividen en dos conjun-
tos: 1) si ¢ < ¢ (curva verde gruesa) hay dos intersecciones con alguna recta horizontal [ (lineas
discontinuas); 2) si ¢ > ¢’ (curva azul delgada) hay solo una interseccién. Grdfica derecha: Par de

funciones alpha-beta para ¢ = 0 (curvas punteadas) y ¢ = 10 (curvas continuas). Para el rango
delimitado por estos valores del parametro c, la interseccién entre o y 3 existe.

investigacién numérica, se encuentra que para ciertos valores de ¢, en el rango 0 < ¢ < ¢, para
algin numero ¢, las funciones alpha poseen un mdximo por debajo del cual son intersectadas en
dos puntos por la constante [ (es decir hay dos extremos para el potencial, el minimo y el maximo.
No confundir los extremos del potencial con los extremos de la funcién alpha). El punto ¢, en
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el que el potencial tiene el maximo (este resulta ser un méximo local), es menor que el punto ¢in
donde se encuentra el minimo (este resulta ser un mimimo global), es decir Ymar < @min. Esto
estd en correspondencia con el hecho de que Xy < Tmin (andlogo al caso anterior V = Vi + Vi
ya estudiado. Recordar figura 5.2). A medida que ¢ aumenta, la interseccién asociada con el punto
mAaximo T,q: Se va "levantando” y la funcion alpha se modifica hasta que eventualmente la doble
interseccién se convierte en una sola para algin ¢ = ¢’: la interseccién del maximo deja de estar
presente. La ausencia de este punto de interseccién significa que el méximo (local) del potencial
deja de existir. Esto sucede aproximadamente para ¢’ ~ 0.15 (este valor se obtiene numéricamente).
Por otro lado, la interseccion asociada al punto minimo sigue estando ahi, de forma que éste todavia
existe (figura 6.3). Para el rango de valores ¢ > ¢/, las funciones alpha son monétonas decrecientes
y solamente hay un punto de interseccion, correspondiente al minimo.

Ahora bien, ya que queremos iniciar con valores del campo que sean menores que el valor
critico,? donde ocurre la transicion de fase, y dado que V (¢;) < V(@maz) (POrque ¢mqz €s un punto
maximo), esto significa que el campo ¢ en el curso de su evolucién se encontraria eventualmente con
una barrera de potencial que no le permitiria alcanzar el minimo global (y tendriamos una situacién
indeseada similar al modelo anterior V- = V; 4 V). Para evitar esto, necesitamos entonces un valor
de ¢ en el rango que causa que la funcién «(c, x) sea intersectada sélo una vez, es decir, necesitamos
¢ > 5 asf el potencial no poseerfa maximo local, sino solo un minimo (global).

No hay que olvidar sin embargo que todavia existen tres posibilidades para el valor del potencial
en el minimo: que sea mayor, menor o igual a cero. No profundizaremos aqui en el estudio del iltimo
caso, es decir V,,;,, = 0 por corresponder a un comportamiento que no causa aceleracién. Por otro
lado, el caso Vi > 0 implica que el potencial es siempre positivo, por lo que si las condiciones
iniciales favorecen la desaceleracion inicial, eventualmente se obtiene aceleracién positiva con el
paso del tiempo. Esto no supondria ninguna diferencia importante respecto al caso con minimo
positivo V' = Vi + Vi1 (es decir sin considerar el término Viyr), siendo el camino seguido por los
campos la Unica novedad; por tanto esto representaria una complicacion que no vale la pena ser
tomada en cuenta. Por ltimo, el caso Vj,;, < 0 puede ofrecer un modelo interesante, si es que se
presenta la siguiente circunstancia: la existencia de condiciones iniciales en las que el potencial sea
positivo y la aceleracién sea negativa (o sea, que haya desaceleracién) durante un tiempo suficiente
para concordar con el modelo cosmolégico estandar. Con un potencial que se vuelve negativo, la
densidad total de energia tendria que anularse en algin momento y el factor de escala llegaria a
un valor méximo, después de lo cual retrocederia hacia cero: el universo se colapsaria. Si en el
tiempo anterior a la negatividad del potencial, conforme se da la evolucién dindmica, el potencial
permanece positivo el tiempo suficiente para que la aceleracién se vuelva positiva durante un lapso
de tiempo finito, entonces jse obtendria un universo acelerado y cerrado! ;Se puede de hecho lograr
esta situacién en nuestra teoria? Veremos esto en lo que sigue.

6.2 Criterio de Aceleracion.

En la teoria de la Inflacion Césmica Temprana, se estudian las caracteristicas de deberia tener un
potencial para que cause la aceleracién del factor de escala, y en este contexto son bien conocidas
las condiciones de rodamiento suave. Sin embargo, una de las suposiciones que ahi se hacen es la
existencia de Unicamente un campo escalar cuya dindmica estd regida por el potencial (véase por

2Si se tiene un potencial en el que ¢ es tal que existen los dos extremos Ymaz, Pmin, debemos tomar ©; < Ymax
para que ocurra la transicién de fase, ya que si @maz > @crit, CONn Mayor razén Ymaz > Qi.
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ejemplo []). Asi, estas condiciones no son aplicables para una teoria que pretenda modelar a la
Energia Oscura, ya que en este caso no se puede despreciar la presencia de fluidos adicionales, como
son radiacién y materia (polvo). Ademds, no hay que olvidar que en nuestro modelo en particular,
hemos considerado dos campos escalares, y no sélo uno. No obstante, seria conveniente tener al
menos una idea de las condiciones bajo las cuales podemos esperar aceleracién positiva, si es que
se presenta, en términos de los parametros de nuestra teoria.

Un campo escalar genérico x con potencial U se encuentra bajo régimen de "rodamiento suave” si
cambia muy lentamente por estar sometido a una friccién muy grande. En base a la ecuacion de
movimiento y la definiciéon de la densidad de energia, esto se traduce en las condiciones

1 . .

558 << U, ¥ << 3Hé. (6.8)
La primera expresién nos permite decir que, de manera aproximada €2, ~ 3% Por medio.de la se-
gunda expresién, la ecuacién de movimiento para el campo escalar puede simplificarse a 3H¢p = —U’.

Asi, tenemos para cualquier otro fluido (barotrépico) € = 45 ~ p, . Con estas aproximaciones

3H? —
podemos obtener que 12 /2
U P =0
3(3H?2) X3U
Por otro lado, la expresién para la aceleracién (recordar ecuacién (?7?)) en presencia de materia,
radiacién y dos campos escalares, como es nuestro caso, es

_ 5

=1, (6.9)

a 4rG |4 . ;
— 4 — |zt o 26+ = V)| =0, (6.10)
a 3 |3

con el potencial V' dado por (6.3). Como tenemos que las variables x, h como funcién de los campos
son h ~ @2, x ~ p?¢? (ecuaciones (6.1)), podemos comprobar la dependencia de los términos del

potencial en funcién de los campos:
-~ bh+ —~b — 6.11
h ¢ 3 + h 1 + @27 ( )

para algunas constantes by, by (ver la expresién explicita (6.4) para el potencial en funcién de
los campos ¢, ¢). Ademads, para condiciones iniciales tales que ¢; < Gmin, i < Pmin, tenemos
T~ pip? << 1, asf que f(z) ~ x ~ 0 y podemos despreciar a f(x). De acuerdo con esto, en la
regién de valores iniciales ¢; < dmin, ©i < e, €l campo ¢ presenta un comportamiento oscilatorio
que promedia cero, mientras el campo ¢ rueda sin oscilar hacia su valor minimo (estos valores
iniciales estdn motivados por el hecho de que queremos incluir la transicién de fase).

Ahora bien, inicialmente la contribucién a la densidad de energia debida a los campos (o fluido no
barotrépico, como lo llamamos aqui) es despreciable, estando por otro lado la materia y radiacién
presentes en cantidades comparables. En esta etapa la expansiéon del universo no es acelerada, es
decir & < 0. Segun la ecuacién anterior (6.10), para que esto suceda se requiere que

4 : .

3Pr + pm + 2(0* + $* — V) > 0. (6.12)
A medida que transcurre el tiempo las densidades de radiacién y materia disminuyen, permitiendo
que el potencial sea predominante y por lo tanto la densidad del fluido no-barotrépico (es decir, de
los campos) aumenta. A la vez, el campo ¢ rueda sin oscilar minimizando el potencial, dirigiéndose
hacia ., en tanto que ¢ oscila alrededor de cero, es decir, los campos inicialmente se comportan
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de maneras totalmente diferentes. Debido a esto, ¢ es el tnico campo al que le pedimos cumplir
las condiciones de rodamiento suave. Exclusivamente mientras los campos se encuentran en este
régimen (es decir antes de que ¢ llegue al valor critico ¢., y mientras ¢ oscila alrededor de cero),
podemos despreciar el término q32 en la ecuacién para la aceleracion.

Sustituyendo en (6.12) nuestras aproximaciones anteriores (6.9), se llega a la condicién equivalente

para desaceleracién:
1 1 M2, V"2
% (Q + QQm) + p3 @W > 1. (6.13)

Es importante tener en mente que aqui la derivada se calcula respecto al campo ¢, es decir V' = %'

A medida que transcurre el tiempo la densidad de radiacién se va haciendo pequena comparada
con la materia, a la vez que la densidad del campo aumenta desde su valor inicial 2, << 1 hasta
hacerse comparable con la materia.

Asumiendo que en la época en que inicia la aceleraciéon ha pasado el tiempo suficiente como para
que la densidad de radiacién sea mucho menor comparada con la materia,® podemos despreciar €.,
siendo €2, 2 ,. Bajo esta aproximacion la condicién (6.13) equivale a

M2 /72
1 (1 - mm) <Y (6.14)

Q, 2Q, 3 V2

Para que esta desigualdad sea vélida se exige como condicién que al menos se cumpla €, > (1/2)Q
Para proseguir, en este punto necesitamos proporcionar mas informacion sobre el potencial. Supéngase
que c es elegido de manera conveniente segiin se ha explicado arriba, y que los parametros A, M, myg
son dados. La funcién a(c, z), asi como la constante [ quedan definidas y las abscisas de los puntos
de interseccién se identifican con ;. Si en la ecuacién (6.5) empleamos las expresiones (5.8) ya
conocidas, y simplificamos algebrdicamente podemos obtener los puntos extremos .,. Teniendo
estas cantidades, usamos la definicién de la variable = (ecuacién (5.35), que escribimos nuevamente
a continuacién) para despejar a ¢q,. De aqui resulta que:
2,242 M2 AM?2 2
xr = %7 Pec = QWT, @Ex VZez + €, gbgaz = % ’ xejej_ c

e - (6.15)

El pardmetro mgy queda restringido por la relacién (6.6), y el parametro m no altera la forma
del potencial. Asi, restan sélo tres parametros libres: A, M y c¢. Por lo demés siempre podemos
parametrizar las amplitudes de los campos en funcién de los puntos minimos:

Y = GpPmin, P = qePmin- (6.16)

Si reescribimos el potencial utilizando esta informacién y las ecuaciones (6.15) obtenemos

VvV =A*

@ e, z)r 7T2f( )+ 9% ale, )Wzt e+ < a(c, 7) (6.17)

2 vr+c 16 2 Qqa\/x—{—c

De la misma manera, el cdlculo de la derivada nos lleva a la siguiente expresién

/ 3
v c (c,x) anq(z,a: Val(e,x) x
— 2 o/ -~ 1 loo [
a2 | % ale,z)3Vr +c+ g NCET: C 472 (7 1 o)/ + z log 1+

(6.18)

3En un modelo con constante cosmoldgica (en lugar de campos escalares) se puede mostrar que al momento de
iniciar la aceleracién se tiene Q. /Q, ~ 1074,
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Recuérdese que la fijacion de A, M y mg determina a la variable . Ademds no nos interesa el
término Virr (con el cual estd asociado el pardmetro ¢) como causa de la aceleracién, sino solo
para inducir la transicién de fase. Mas bien nos interesa una aceleracién originada por el juego de
parametros A y M. Asi, por muy complicada que parezca la ecuacién (6.18), lo importante es que,
dada una c y calculada una z (definida por A, M y mg segtin (6.6)), la derivada tiene la forma
V'~ NS /M2

Con base en las expresiones (6.17), (6.18) podemos escribir la expresién

Vi1 A

v = TG0 (6.19)

para algiin nimero J(z), donde z depende de la amplitud de los campos en el momento en que
a = 0 (primera ecuacién (6.15)). La dificultad radica en el cdlculo de z, ya que el conocimiento
de las amplitudes de los campos requiere la especificacién del potencial, especificar las condiciones
iniciales, y la resolucién misma del sistema. Sin embargo podriamos estimar su valor haciendo
algunas suposiciones generales. Si se presenta la aceleracion, ésta debe iniciar mientras el potencial
es positivo, digamos en t = t4., lo cual con seguridad es verdadero al menos hasta el momento en
que ¢ = @, es decir (te.) < .. Ahora, tenemos que @, < @min, asi que la primera expresién
en (6.16) implica g, < 1. Por otro lado, como el campo ¢ se encuentra en régimen oscilatorio
con amplitud decreciente, su promedio es cero, por lo que nos permitiremos aproximar a gy en las
relaciones (6.16) por g4 ~ 0. Con esto tenemos x ~ 0.

Ahora podemos regresar a la condicién (6.14). Si el momento en que inicia la aceleracién no difiere
demasiado del momento en que inicia el dominio de los campos (es decir, de la Energia Oscura)
tenemos (2, = Q, aproximadamente. Sustituyendo aqui la igualdad (6.19) obtenemos

3 M2A?
<
J(z)? — M*

, con liH(l) J(x) = 3.14. (6.20)

Evaluando el limite de la funcién J(x) tenemos que si @ < 0, entonces

M?2A2
p
M4

0.3 < (6.21)

La inversion de esta desigualdad o su conversién en igualdad corresponden respectivamente a las
situaciones @ > 0, @ = 0. Vemos que se puede obtener aceleracion si el cociente A/M? (en unidades
M,, = 1) sobrepasa cierto valor. Decimos ”cierto valor” debido a la generalidad de las suposiciones
que hemos hecho: este resultado tiene igualmente caracter general y debe tomarse en sentido
cualitativo mas que cuantitativo. Simplemente queremos entender a aparicion de un régimen de
aceleracién positiva en funcién de los valores de los parametros A y M, que son en los que estamos
interesados por ahora.

6.3 Cosmologia del Potencial V = V; + V;; + V7. Ejemplo de una
Solucion que incluye Transiciéon de Fase y Aceleracion.

La investigacién de la cosmologia del potencial (6.4) requiere la resolucién del sistema de ecuaciones
(5.41). Las explicaciones sobre las condiciones iniciales hechas para el modelo V. = V; + Vi
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Figura 6.4: Potencial V' = V (¢, ¢), (ecuacién (5.35)). Como éste es una funcién de dos campos, la
grafica es una superficie bidimensional.

que estudiamos anteriormente (capitulo 5), serdn vélidas también para el andlisis presente. Para
trabajar con un caso en concreto tomaremos ¢ = 0.2 (que satisface ¢ > ¢’). La tnica restriccién
sobre el pardmetro M es que el valor maximo permitido, segtin hemos explicado antes, es la escala
de energia A. Aunque lo més sencillo es hacer M = A, en realidad no hay una razén de principio
para fijar su valor. En este ejemplo tomaremos M = (3/4)A para anadir estética a la solucién que
va es ilustrativa.

Como aqui estamos interesados en el caso de minimo negativo, tomaremos el valor mg = 0.9 x
aqu?’ /M?, para el cual se satisface que Vy,;, < 0, segiin se explicé al inicio de la presente seccién.
Para el parametro restante m haremos m = A.

La eleccién de A, M y mg define la recta | que intersecta a la funcién a(c, z) en el punto extremo
(minimo) del potencial. En este caso encontramos

Tmin = 3.73, hmm =4.38 (6.22)

(una vez conocido T,y se encuentra hy,, con ayuda de (6.5)). Con esto se calculan las canti-
dades (6.15), y esto nos permite obtener la apariencia gréfica del potencial en torno a los puntos
importantes (figura 6.4). Tenemos

Gmin = 0.10, B =353,  Gmin = 10.46, Vppin = —1.18 x 1073, (6.23)

Al igual que como hicimos con el modelo V' = V; + Vj; (capitulo anterior), en la resolucién de las
ecuaciones se utilizan los valores numéricos de los parametros y los campos, en lugar de los valores
fisicos reales. Por esta razén las amplitudes de los campos que aparecen en las grdficas que se
muestran, se refieren en realidad a los valores numéricos y habrd que interpretarlas correctamente.
Tenemos ya una idea sobre el comportamiento del factor de escala cuando el potencial toma valores
negativos (recordar explicacién del caso de potencial negativo en el capitulo ??), en cuyo caso,
una aceleracion positiva no es posible. En cambio, sabemos que una aceleraciéon positiva puede
realizarse cuando el potencial es positivo. Por esta razon, en nuestro presente modelo esperariamos
obtener una aceleracion positiva mientras el potencial permanece positivo, lo cual debe suceder a lo
més cuando ¢ = @, (puede suceder antes). Si no se consigue la aceleracién en este punto, entonces
no se dara nunca, ya que después de este valor del campo, el potencial ”"se dobla” siguiendo la
tendencia de llegar al minimo, que es negativo.

Por otra parte, si deseamos incluir las dos fases fisicas de los campos fermiénicos del modelo NJL,
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se deberia imponer ¢; < ¢, como condicién inicial, de acuerdo a las explicaciones dadas antes.
Nosotros tomamos para este ejemplo ¢; = (1/2)pc, ¢; = (1/2)pmin, con velocidades iniciales para
ambos campos iguales a cero. El valor inicial H; de la variable de Hubble estd definido por los
valores iniciales del potencial y la densidad relativa £2,3;, de la misma manera que como se indicé
en el capitulo anterior (ecuacién ?7).

Tomamos como tiempo inicial la época de igualdad radiacién-materia ,,; = ,;, es decir, t; =
teq = 0, donde la energia es £ ~ 1eV/, con factor de escala a; = 1. Al dia de hoy a = ag. Con el fin
de permitir un periodo de dominio de materia acorde con el modelo cosmolégico estandar, pedimos
que agp/a; =1+ z ~ 3000 (z es el "redshift”). Para que esto se cumpla requerimos como condicién
inicial Qp,; = 1.45 x 10719€),,,; (estamos asociando a la Energia Oscura con la contribucién total
de ambos campos. Recuérdese que €2,,; es la densidad relativa del fluido no-barotrépico, es decir,
de los campos en conjunto. Més abajo explicamos la razén de esto).

Es importante tener en mente que, debido a que hemos tomado a t., como tiempo inicial, el tiempo
tp no coincide exactamente con la edad del universo, sino que es el tiempo transcurrido
desde Q,, = Q,, hasta Q,;, = Qpgo.t

Segun el criterio de aceleraciéon que desarrollamos mas arriba, mediante la manipulacién de los
parametros a través de la relacién (6.21), tenemos algiin control sobre el potencial para buscar que
se dé una aceleracién positiva. Las figuras muestran la solucién de nuestro sistema cosmoldgico con
los parametros que elegimos. Las graficas de las diferentes variables se construyen desde el tiempo
inicial £; = 0. En ellas se puede apreciar que de hecho obtenemos una aceleracién positiva. Como
el potencial toma un valor negativo al ser minimizado, eventualmente el factor de escala alcanza un
valor méaximo al final de una etapa inicial de crecimiento, después del cual entra en una etapa de
contraccién hasta un tamano nulo. La evolucién de todo el sistema tiene lugar durante un tiempo
total t¢,+ que es finito debido al colapso del factor de escala en tiempo finito.

En la figura 6.5, la gréfica izquierda es el factor de escala hasta ¢t = ty, y la grafica derecha es
el mismo factor de escala durante el tiempo total, que en este caso es tir = 24.3 X tg. El valor
méximo del factor de escala €s amae = 1.53 X 107, el cual se presenta en . = 22.0 X tg. La figura
6.6 muestra la aceleracion del factor de escala en diferentes escalas de tiempo. La gréfica izquierda
muestra desde t; hasta t = 2ty, donde se puede apreciar que el punto en el que d(t) = 0 (que es
el momento t,. en el que inicia la aceleracién) se encuentra alrededor de ¢ ~ 8. Numéricamente se
calcula t,. = 0.5 x tg = 8.19.

Las figuras 6.7, 6.8 muestran las evolucién de los campos rodando hacia el minimo. El valor

3000 " i ' P2 Ty
toaft) a(t)
2000f 1 a0’} |1

1500 E 5 ] |

1000 F 1 5108}

Figura 6.5: Factor de escala a diferentes lapsos de tiempo. Izquierda: hasta t = tg. Derecha: hasta
t = tiot-

4E1 tiempo transcurrido desde el inicio del universo hasta 2, = 2, se estima en 104 anos, mientras que su edad
es 1.3 x 10'° afios.
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Figura 6.8: Evolucién del campo ¢. Nétese que se muestran distintos lapsos temporales en cada

grafica.

que se aprecia en las graficas coincide aproximadamente con el valor de la prediccion que hicimos
(6.23), aunque después de cierto punto van hacia valores divergentes debido al colapso del factor
de escala (recordar nuevamente el capitulo ?77).
La existencia de un valor maximo para el factor de escala implica que su tasa de cambio se anula,
a = 0. Esto tiene como consecuencia que la variable de Hubble también debe tomar un valor nulo,
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Figura 6.10: Izquierda: Parametro de Hubble se anula en t = t,,,4,. Derecha: Coeficiente de Estado
con valor aproximado wyp ~ —1. Esta cantidad no estd bien definida cuando la densidad p;,,; = 0.

ya que H = a/a. (figura 6.10).

Es importante percatarse de una diferencia importante entre el caso V' = V; + Vi1 y el presente
modelo. Definimos (como antes) el tiempo actual ¢y, "dia de hoy”, como el momento en el que
Qpr = 0.73. Para que se pueda alcanzar en algiin momento esta proporcién (requerida por las
observaciones), la densidad de energia ppgr (todavia no precisamos cual de los campos, o si los
dos, han de identificarse con la DE) debe continuar creciendo atin después de haberse conseguido
a(t) > 0, lo cual requiere que el potencial siga siendo positivo en este momento. Como el potencial
toma valores negativos en el minimo, la situacion QQpgp = 0.73 debe alcanzarse antes de que los
campos tomen valores en los que el potencial se vuelve negativo, es decir antes de la transicion de
fase. Dado que en este momento ya deberia haber una aceleracion positiva, esto significa que dicha
aceleracién se origina en la fase de fermiones libres, de los cuales esperdbamos un comportamiento
como materia. Concluimos que la aceleracién no puede asociarse con la presencia de ninguna fase
en particular, sino simplemente con el dominio de la densidad de energia p,, = py + p, de los
campos como un solo fluido debido a la forma del potencial total. Por esta razén asumimos la
igualdad ppr = pnp-

Como el valor preciso de la amplitud de los campos en el momento en que ,;, = Qpg,, depende
del punto de inicio de los mismos, el valor del potencial V () serd a su vez diferente para diferentes
condiciones iniciales. Ya que en este momento los campos no han minimizado el potencial, ellos
se encontraran en rodamiento con energia cinética no despreciable, asi que no serd valido hacer la
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identificacion
PDEo = Vmin (1o correcto). (6.24)

En lugar de esto, lo correcto es identificar la densidad de energia de los campos al dia de hoy, con
la densidad de energia de la Energia Oscura, ppro = pe(to) + pp(to).

Para encontrar la relacion entre el valor fisico y el valor numérico de los parametros de nuestra
teoria, escribamos la densidad de energia cinética total Ey = %qﬁz + %(Z)Q como una proporcién de la
energia potencial total Ey = rV, donde el factor r es del orden de la unidad si la energia cinética es
del mismo orden de magnitud que la energia potencial (no esperamos que sean demasidado difer-
entes entre si, pero en cualquier caso, sélo queremos hacer una estimacién). Si ppr, = Qp EOE04,
entonces Qpp,Eo* = (14 7)V(tg). Conviene expresar el potencial en términos de la escala A en la
forma V = ¢/A* (recordar argumentacién en torno a la ecuacién (6.17)). Juntando esta informacién
llegamos a

1
A Qppo 1% 1%
= L, (6.25)

Pnb —
= dond —mb -
B = ety done v

Vv
(comparar con el resultado anterior (5.50)). En nuestro caso, tenemos V(tg) = 7.17 x 1073, y
r = 8 x 1072 aproximadamente, asi que la ecuacién anterior da A/FEy = 3.12. Con Ey = 1073eV/,
tendriamos A = 3.12 x 1073eV. Los valores fisicos de las cantidades (6.23) serfan entonces:

Omin = 0.32eV, . =11.01eV, pmin = 32.60eV,

Vo =6.75 x 1078V Vi = —1.11 x 107 BV, (6.26)

Para ser claros, el calculo de r se hace a posteriori, de manera numérica. Esto tiene que ser asi,
puesto que no se puede decir el valor exacto de r hasta después de resolver el sistema, ya que tanto
la energia potencial y la cinética dependeran de las condiciones iniciales.

;, Cuanta libertad tenemos manipular el valor de A7, o en otras palabras, ;qué tanto podria variar
larazén A/Ey? Podemos tratar de estimar una cota sobre ¢’. Sin embargo, veamos otra perspectiva.

En la region de valores ¢ ~ 0, ¢ < ., tenemos x ~ 0, f(z) ~ 2z ~ 0, asi que, despreciando los
A2 )4
c bt
Pero ¢. = 2nM?/A (ecuacién (6.15)), y mg ~ a ~ 1072, implica m3 ~ 1074, asi que con un
cA2 M4
2(p2

= QproEy®, o bien, si ¢ ~ ¢, e

términos que no son relevantes en el potencial, tenemos aproximadamente V ~ %m%ch +

error de una parte en 10* nos permitimos simplificar el potencial a V =~

cA2 M4
22

. De esta manera,

si ppEo = (1 + 1)V (t9) entonces tendriamos que (1 + r)
ignorando factores numéricos:

A1 Qpg,

Ey*  c(l+7)
iPero ya tenfamos la restriccion ¢ > ¢ = 0.15! Asi, la ecuacién anterior dice que el corte y la
energia al dia de hoy tienen que ser muy parecidas.

(6.27)
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Capitulo 7

Fisica de Particulas: Explicando la
forma del Potencial Total.

A lo largo de nuestra investigacion, nos hemos visto en la necesidad de anadir términos adicionales
al potencial efectivo derivado de la teoria NJL, si es que éste ha de ser util como una posible expli-
cacion de la energia oscura. El potencial de la teoria original NJL, que nosotros nombramos aqui
Vi = Vod) + V1¢, y que se obtiene de considerar efectos cuanticos a 1-loop, resulta que no es acotado
inferiormente. Para resolver esta divergencia agregamos un término Vjj, pero el potencial total
obtenido V' = V; + Vi no hace posible que se dé la transiciéon de fase con la evolucién dinamica.
Ademas, la simple adicién de este término, no necesariamente implica la aceleracién del factor de
escala (para que esto sea posible, es necesario considerar condiciones adicionales).

Posteriormente, con el fin de incluir una transiciéon de fase "natural”, sumamos un tercer término
Vrirr obteniendo de esta manera un potencial total V = Vi + Vi + Virr. En la seccién anterior
hemos mostrado que al hacer esto, es posible obtener un modelo que funciona y ademas es intere-
sante por permitir la posibilidad de un universo cerrado que incluye aceleracién. Sin embargo alla
nos limitamos a investigar las implicaciones del potencial sin preocuparnos por explicar el tercer
término, es decir su origen fisico.

En el presente capitulo trataremos de explicar y/o justificar la construccién del potencial como lo
hemos presentado, de acuerdo a la fisica de particulas y la teoria cuantica de campos.

7.1 Efectos Cuanticos a 1-loop.

Recordemos que la teoria NJL original involucra exclusivamente campos fermiénicos con una in-
teraccién puntual (no a distancia) entre ellos. Una caracteristica importante de esta teoria es la
aparicién de estados diferentes de las particulas, asociados con la presencia de dos fases fisicas, las
cuales surgen como resultado de tomar en cuenta efectos cudnticos. Ademaés hemos visto la conve-
niencia de introducir un nuevo campo escalar ¢ con sus respectivas contribuciones al potencial a
nivel clasico. Para obtener el potencial V' = Vi + Vi + Virr que hemos investigado, hubimos que
postular un funcional lagrangiano de la forma (obviando los términos cinéticos)

m - 1 1 1 eM*A2
L— 242 2.2 -

(7.1)

Ya que hemos considerado posibles contribuciones al potencial para obtener modelos més intere-
santes desde el punto de vista cosmoldgico, una pregunta natural seria, ;jporqué no tomar las
correcciones cuanticas asociadas al campo ¢?
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La contribucién al potencial debida a procesos a 1-loop esta dada por

11 mg, + p
Vi= log | —2—— | d* 7.2
! 227r)4/og< p? > b (7.2
2
donde m?o = 8(9%"?‘2)% o es la masa del campo ¢ (la derivada segunda estd evaluada en el minimo ),
y Vi es el potencial a nivel drbol del campo .
Si
1 1eM*A?
0 _ 2 9
VYO - §m080 +5 2 (,02 ) (73)
entonces
A
wo=M Vi lgo = AmoM?,  m2 = 4mq®. (7.4)

Calculando la ecuacién (7.2) con limites de integracién entre 0 y un corte, A’ digamos, se encuentra'

14

)
VY = i [y + 9% log <1+y> +log(1 4+ y)} , (7.5)

donde se ha definido la variable y = m?o /AN 2, por concisién.

Como estamos considerando la adicion de esta contribucién al potencial que ya teniamos, deberia
cumplirse al menos que A’ > A. Una situaciéon donde se cumpliera la igualdad significaria que
los términos (6.4), (7.5), (y por lo tanto el potencial efectivo que resulta al sumarlos) se vuelven
vélidos al mismo tiempo, es decir, a una misma energia.

Si tomamos las estimaciones que habiamos hecho ya para los valores de mgy tenemos que, a lo més,
mo/A ~ 1072 en orden de magnitud, lo cual implica que, de manera aproximada y ~ m% /A%~ 1074
Esto nos permitiria despreciar las correcciones cudnticas para el campo .

Noétese por otro lado que, puesto que mg es una constante, la variable y también lo es, y por lo
tanto la contribucién completa (7.5) es constante. Asi, este término solamente tendria el efecto
de redefinir el minimo del potencial ”levantandolo” (es decir, serfa como sumar una constante
cosmoldgica), y por lo tanto no resultaria de mucha utilidad en cuanto no modifica la dindmica de
los campos. Por esta razén nos permitimos ignorarlo.

7.2 Sobre el valor del corte. Corrimiento del acoplamiento y Es-
calas de energia.

Uno de los resultados més importantes y bien conocidos de la Teoria Cuédntica de Campos es el
cambio de valor de los acoplamientos a diferentes escalas de energia debido a efectos cuanticos.
Este cambio o ”corrimiento” del acoplamiento (en inglés running coupling) estd gobernado por la
llamada funcion beta,

89 _ - -
B=Agt B(g) = —bog® — b13° — ... (7.6)
Cada teoria de campos define una funmon beta diferente, pero desafortunadamente no podemos
decir su forma de manera exacta porque esto supone conocer la fisica bajo cualquier circunstancia

!Se presenta aquf una sutileza que tal vez sea necesario mencionar: la evaluacién directa de la funcién z2 log (6“”)
(c constante) en z = 0 es indeterminada. Sin embargo, esta funcién tiende a cero en el limite  — 0, y es éste el
resultado que hemos tomado.
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(energia). Cuando es posible una expansién perturbativa, la solucién a 1-loop para una teoria con
N, colores y Ny sabores resulta en

11 A 3N, — N
—g2:2bolog<>, L — (7.7)

§2 A,L 1672

Si el acoplamiento es suficientemente fuerte, los campos elementales libres se condensan en forma
de particulas compuestas. La descripcién de los procesos fisicos que se suscitan puede tomarse de
la Cromodindmica Cuantica (QCD). Esta teorfa describe la interaccién entre campos elementales
fermidnicos (quarks) como un proceso de intercambio a distancia de bosones de norma (gluones).
Cuando la energia es mucho mayor que cierto valor critico, el acoplamiento es débil, y en estas
condiciones se tiene un plasma de quarks y gluones (campos libres); en la situacién opuesta, cuando
la energia es baja, el acoplamiento es fuerte, y esto ocasiona una condensacién que da origen a
bariones y mesones (hadrones), habiendo ocurrido la transicién en algin punto intermedio entre
estos extremos. El valor actual para la escala a la que el acoplamiento se hace débil es alrededor
de AQCD ~ 200MeV. 2

Es bien conocido el funcional lagrangiano para campos de norma:

1

E =
442

FME,,. (7.8)

En la Cromodinamica Cuantica en particular, un término de este tipo se relaciona con la parte
cinética de los campos gludnicos. Si tomamos § >> 1, la ecuacién (7.7) implica que

A s
[ (BNc—Ny)g; 7.9
e . .
T (7.9
Esto nos permitirfa estimar la cantidad (3N, — N¢)g; a una energia A;, dado que, el acoplamiento
es fuerte (¢ >> 1) cuando la energia es A. El valor més extremo de g; se obtiene a la energia més
grande, A; = M), ~ 10'GeV. Ahora bien, en capitulos anteriores hemos encontrado el rango de
validez para nuestra teorfa modificada NJL. Obtuvimos que A ~ 1073eV, asi que A/A; ~ 1030,
Con ayuda de la ecuacién anterior se encuentra (3N, — Ny)g? = ﬁgzw) ~ 1.14.
La ecuacién (7.9) podria interpretarse en sentido opuesto. Por ejemplo, de acuerdo a las teorias de
Gran Unificacién, los acoplamientos asociados a cada interaccién deberian converger hacia un tinico
valor. En la literatura se estima tal valor en géUT = 47/25.7, a una energia Egyr ~ 1016GeV. En

este caso
8x? 161.47

A=e BNeNpsGyr FEour >~ e 3Ne=Ny FEour. (7.10)

Con 3N.— Ny = 5.8 resultaria A ~ e 2. Equr, lo cual proporciona una explicacion para la pequetiez
de nuestro pardametro A, es decir para su discrepancia respecto a la escala de unificacién, que es
mas "natural”. En otras palabras tendriamos una solucién a nuestro problema jerarquico.

En nuestra teoria, el término correspondiente a la parte NJL tiene

1ng2

ENIL =507

() = S (). (7.11)

*Esta estimacién se basa en la investigacién experimental [15].
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Nétese que el acoplamiento g que aparece aqui, tiene dimensiones [g] = E~2, y no es el mismo que
el pardmetro § que aparece en la ecuacién (7.7), el cual no tiene dimensién: [g] = E® = 1. ;Es
posible hallar una relacién entre g y §? Observemos que nuestra variable h = A2¢? /872 definida
en (5.3), tiene [h] = 1, es decir, también es adimensional. Podriamos escribir

A2 92
82’

F=f-h=f" (7.12)
donde f es un coeficiente constante. Recordando nuestro resultado (6.22) hy,i, = 4.38. Pero este
valor se alcanza en un momento posterior al valor h; que tenia inicialmente, en donde la densi-
dad de energia es mayor. Si la energia inicial es la energia de condensacion A que hay cuando el
acoplamiento se vuelve fuerte, entonces para cuando se alcanza h,,;, debe cumplirse con mayor
razon la condicién g >> 1. De esta manera, el valor exacto de f dependera de qué tan fuerte sea al
acoplamiento en este momento, y no profundizaremos en su busqueda por no ser importante para
nuestros fines presentes.

En la teoria QCD los calculos son muy complicados, y es deseable encontrar esquemas de simpli-
ficacién o medios de investigacién alternativos. En ciertas circunstancias, es conveniente emplear
modelos ”sustitutos” de la QCD en los que los cédlculos tienen una dificultad mas accesible. Bajo
condiciones de baja energia y acoplamiento fuerte, es posible ignorar el proceso de intercambio de
bosones (fuerza de accion a distancia) y considerar en su lugar una interaccién puntual entre los
campos fermidnicos.

Muchos avances en la investigacion de las propiedades QCD se han hecho gracias al empleo del
modelo NJL, y de hecho éste es una buena aproximacion a aquella debido a que tienen propiedades
de simetria similares.> Aunque no se ha demostrado explicitamente, en general se cree que el mod-
elo NJL podria ser ”deducido” a partir de la teorfa QCD en el limite de acoplamiento fuerte (baja
energfa). Pictéricamente:

Locp — LNJL (AQCD ~ 200MeV)

Asi como el modelo original NJL puede verse como una teoria efectiva proveniente de la QCD,
nosotros podemos suponer de igual forma que nuestro modelo NJL modificado que estudiamos
aqui, esta relacionado con una teoria de norma més fundamental. Esta imagen de la relacién de
nuestro modelo con una teoria més fundamental no es inverosimil, ya que en general se asumen
simplificaciones similares en otras situaciones en la fisica de particulas. Por ejemplo, la teoria de
Fermi para la interaccién débil entre neutrinos (elementales) y nucleones (particulas compuestas) se
entiende actualmente como una aproximacion a la teoria de interaccién Electrodébil entre particulas
elementales para energias debajo de (aproximadamente) la masa del bosén mediador WW:

LFermi — EE'W (AEW ~ MW = SOGQV)

Para dar idea de las escalas de energia involucradas en la fisica de particulas, y a la vez poner en
perspectiva las escalas que intervienen en la cosmologia, nos permitimos recopilar los datos mas
recientes [?] en las siguientes tablas.

Masa de Particulas (MeV)

3Sin embargo hay que tener presente que en algunas ocasiones este modelo puede no ser apropiado, por ejemplo
si se estd interesado en fenémenos sutiles como el llamado confinamiento.
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My = 2.3 ms = 95 mp = 4.18 x 103

mg = 4.8 me = 1.28 x 103 me = 1.7321 x 10°
me = 0.5 my = 1.057 x 102 | m, = 1.7768 x 103
my, <2x10—6 m,, < 0.19 m,, < 18.2

mw = 8.0385 x 10? | myz = 9.11876 x 10* | mpyo = 1.257 x 10°

Algunas Escalas de Energia (Cosmologia y Particulas)
M, = 2.44 x 10'™®GeV | Masa reducida de Planck

Ecur ~ 101%GeV Energia de Gran Unificacion

Epw ~ 10°GeV Rompimiento de Simetria Electrodébil

my+ ~ 1GeV Masa del protén

Egep ~ 10°MeV Condensacién de quarks en bariones y mesones
(transicién de fase hadrénica)

Eng ~ 107 MeV Nucleosintesis de Elementos Ligeros

Ey =13.6eV Energia de ionizacién del &tomo H
Inicio de Recombinaciéon Cosmoldgica

Eey ~ 1eV Igualdad césmica Radiacién-Materia

Ejee ~ 107 TeV Desacoplamiento de fotones

Origen del fondo césmico de microondas (CMBR)

T
Ey=py ~ 107 3eV Temperatura actual del Universo

7.3 Sobre el término V;;;. Pertinencia de la Teoria Cuantica Su-
persimétrica.

El papel del campo escalar ¢ era originalmente, simplemente inducir la evoluciéon del acoplamiento
g en la teoria NJL para asi permitir una transicion de fase. Sin embargo en retrospectiva, su
introduccién resulté ser de mayor utilidad cuando nos vimos en la necesidad de modificar la forma
del potencial total, porque nos permite interpretar los términos adicionales como pertenecientes a
una teorfa independiente para el campo ¢, en la que éste evoluciona bajo un potencial propio. Para
este campo escalar considerado aisladamente, el lagrangiano es

L= 50" updup — V. (7.13)
donde, como es sabido, el término cinético % g 0,0, p se ve simplificado a %<p2 bajo las asunciones
de homogeneidad espacial; y donde el potencial de auto-interaccién, estd dado por (7.3). El término
©? es un término bien conocido de las teorfas con campos escalares: al estar relacionado con la
masa (en ausencia de otras contribuciones), es "natural”. Por otro lado, el término 1/¢? es més
dificil de justificar y requiere mayor explicacion. Sin embargo, resulta que existen areas de la fisica
tedrica donde aparecen potenciales con forma de potencias inversas (Inverse Power Law potentials)
de los campos [14, ?]. Muchas investigaciones con este tipo de potenciales han sido hechas antes
[13, 36, 8]. A continuacién mencionamos una clase de teorfas que podria vincularse con el modelo
que hemos estado estudiando en este trabajo.
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Una clase especial de Teorias de Campos son la teorias de Norma basadas en un grupo de
simetria no abeliano SU(N.), con N, "colores” y Ny "sabores” (se usan estos nombres debido
a que la Cromodindmica Cudntica es el paradigma de este tipo de teorias). Las versiones super
simétricas? son atractivas por sus propiedades ttiles e interesantes, y se han desarrollado muchas
técnicas para estudiarlas. En particular, en [36] se investigan modelos cosmoldgicos basados en un
grupo de norma al que se le da el nombre de ”Grupo Oscuro” (DG por "Dark Group”. Ver las
referencias para una descripcién mas detallada). La analogia con la Cromodindmica permite una
descripcién cualitativa. La imagen que ofrece este modelo es la siguiente: por encima de cierta escala
de energia A. las particulas fundamentales (”quarks”) del Grupo Oscuro se diluyen como radiacion,
y no interaccionan con las particulas del Modelo Estandar, mas que gravitacionalmente. A medida
que transcurre el tiempo la energia disminuye, el acoplamiento se hace fuerte, y los campos libres
oscuros se condensan en ”bariones” oscuros y “mesones” oscuros. Esto sucede cuando se alcanza la
energia de condensacién A.. Los bariones oscuros adquieren una masa no perturbativa (igual que
en la QCD ordinaria ocurre una transicién de fase hadrénica), y ya sea que se vuelvan particulas
relativistas o no-relativistas, podrian jugar el papel de Materia Oscura. ° Por otro lado, los mesones
oscuros evolucionan bajo un potencial de la forma

V = (NA)He™, (7.14)

el cual se obtiene a partir de un superpotencial no perturbativo en una teoria de norma super-
simétrica® (el coeficiente constante N depende de la teoria de Norma supersimétrica especifica,
y nosotros lo tomaremos como un ”factor de normalizacién” al que no daremos importancia por
ahora, pues esto nos alejaria demasiado del tema).

Es pertinente mencionar la siguiente diferencia entre el estudio hecho en [36] y el nuestro:
ademds de tener un campo gobernado por el potencial (7.14), nosotros hemos considerado en este
trabajo un término de masa adicional, obteniendo en su lugar (7.3), que es la suma de los términos.”
Esto daria cuenta del potencial para nuestro campo .

Por lo demas, es sabido que el Modelo NJL es una buena aproximacion a la Cromodindmica en el
limite de acoplamiento fuerte y bajas energias [15], y es muy 1til como teoria efectiva. Por lo tanto,
podemos pensar que nuestro modelo seria igualmente derivable de una teoria mas fundamental.
Esto darfa cuenta del resto de los campos (¢ ~ 1)) en nuestro modelo.

Basandonos en las argumentaciones anteriores, en resumen nos permitimos construir la siguiente
imagen completa: partiendo de una teoria de Norma no abeliana (Grupo Oscuro) tenemos campos
elementales que se diluyen como radiacién encima de cierta escala A.. Para energias inferiores a
ésta, los campos elementales se condensan en lo que podriamos llamar ”hadrones oscuros”. Por un
lado, los ”bariones oscuros” pueden diluirse como radiaciéon o como materia, dependiendo de si son
particulas relativistas o no-relativistas. Por supuesto, las condiciones precisas bajo las que puede
realizarse cualquiera de estas posibilidades (o si pueden presentarse ambas y en qué proporciones)
exige andlisis mds detallados (tomando en cuenta restricciones de nucleosintesis, formacién de
estructura, etc.). Sin profundizar en la investigacién, proponemos que la mayor parte de la densidad
de energia {2,,, que utilizamos nosotros en nuestro modelo, es debida precisamente a estos bariones
oscuros (la otra parte puede atribuirse al Modelo Estédndar), por lo tanto pueden interpretarse
como Materia Oscura. Por otro lado, podemos pensar que los "mesones oscuros” evolucionan bajo
el potencial de dos términos (7.3). Podemos interpretar el término cuadratico ~ 2 como debido a

“En inglés: supersymmetric QCD theories

°En [37] se hace una investigacién interesante en este sentido. Nosotros no profundizaremos en ello aqui.

5El cslculo explicito, asi como explicaciones més detalladas son hechas en la referencias.

"Para conservar la seriedad, es pertinente decir que no sabemos decir aquif si hay algin impedimento teérico para
hacer esto. Simplemente estamos asumiendo que esto es posible como teoria efectiva.
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la masa, mientras que el término de potencia inversa ~ =2 (7.14) se deriva de un superpotencial
no-perturbativo, que se explica si la teoria es Supersimétrica. Comparando las expresiones para
cada potencial (tomando n = 2 en el dltimo) encontramos la relacién

B eM?2A

A3 .
2N3

c (7.15)
La materializacién del campo ¢ evolucionando bajo el potencial (7.3) se realiza cuando la energia
desciende por debajo de la escala A.. Esta explicacién corresponderia solamente a una porcién
del total de las particulas del Grupo Oscuro. Otra porcién corresponderia a las particulas cuya
dindmica estd dictada por la teoria efectiva NJL.® la cual empieza a ser véalida debajo de la escala
A. La plausibilidad de la realizaciéon de las ideas que hemos descrito, es algo que exige mayor
investigacion. Si suponemos por ahora que asi es, la teoria resultante al considerar estas hipdtesis
junto con nuestra investigacion, seria una teoria muy interesante y atractiva, ya que nos permitiria
dar cuenta de la Materia Oscura y la Energia Oscura, junto con una propuesta para el destino
del universo (su colapso futuro y una transicién de fase, con un periodo de aceleracién incluido),
todo en el marco de nuestro paradigma actual de una teorfa fundamental: una teoria de Norma
no-conmutativa Supersimétrica.

Concluimos este capitulo mencionando una posible interpretacién alternativa que quizéd valga la
pena tener en mente. Para poner las ideas en perspectiva enumeramos cada una:

1.- Tanto los campos fermidnicos NJL, como el campo escalar ¢ de nuestro modelo son son campos
efectivos derivados de una teoria mas fundamental, que es una Teoria de Norma Supersimétrica
(Grupo Oscuro).

2.- Hemos visto que si el modelo NJL ampliado que estudiamos en este trabajo ha de estar rela-
cionado con la Energfa Oscura, se impone la restriccion ppg, = V(tg) ~ (10~3eV)* para la densidad
de energfa. Como esto se encuentra dentro de las cotas establecidas para la masa de los neutrinos
(0.24eV < > m, < 2.0eV) [16], cabe hacerse la pregunta jpodrian los campos NJL jugar el papel
de un neutrino? Ya en otros lugares se ha estudiado la posibilidad de relacionar a la Energia
Oscura con los neutrinos [17]. Lo nuevo aqui serfa que jtendriamos neutrinos interactuantes! Esta
posibilidad es muy interesante, pero no ahondaremos mas en ella aqui.

8No hay razén por la que la teorfa efectiva NJL deba aplicarse a campos elementales, y no a las particulas
compuestas (que pueden corresponder a nuestros bariones oscuros). En principio, cualquiera de estas posibilidades
es valida.
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Capitulo 8

Resumen de Resultados y
Conclusiones.

En cualquier area de la ciencia, la explicacién de fenémenos desconocidos debe primeramente ser
agotada en el marco de las mejores teorias existentes, antes de recurrir a nuevas teorias. Una vez
que esto sucede, un criterio universalmente aceptado para seleccionar las mejores teorias dentro
del repertorio de nuevas teorias propuestas, es que estas sean lo menos arbitrarias posible, o bien
que consideren el menor nimero posible de suposiciones basicas. En particular dentro de las
ciencias fisicas, si existe un conjunto de modelos pretendiendo explicar un fenémeno determinado,
se prefiere aquél con el menor numero posible de pardmetros. Como hemos dicho antes, en el
contexto de la Cosmologia actual los fendmenos inexplicados toman la forma de tipos de materia (o
energia), que son desconocidos, y la biisqueda del entendimiento de estas nuevas entidades es nuestra
motivacién principal para repasar modelos basados en la Teoria de Campos, aunque sean modelos
bien estudiados, pero en un contexto diferente, como es el caso del modelo NJL que tratamos aqui.
El modelo NJL tiene precisamente esta cualidad de ”economia”, ya que sin tomar en cuenta la
no-renormalizabilidad de la teorfa (razén por la cual hay que definir un pardmetro ”artificial”, el
corte A), contendria al acoplamiento g como tinico pardmetro. El modelo tiene ademds el atractivo
de que se basa en una simetria fundamental, la simetria quiral, que es inherente a la naturaleza de
los campos fermiénicos, y "no impuesta a mano”. Esto hace que el modelo NJL sea una eleccién
interesante para empezar la investigaciéon de nuevos tipos de materia, en este caso la Materia y/o
Energia Oscuras.

Aunque el modelo NJL no es renormalizable debido a la forma de la interaccién, puede tomarse
como una teoria efectiva por debajo de cierta escala de energia A. Debido a efectos cudnticos,
el modelo da lugar a dos fases fisicas: fermiones sin masa para acoplamiento débil g < g., y
un condensado fermidnico masivo para acoplamiento fuerte g > ¢g.. Una forma conveniente de
representar este sistema es a través de un campo escalar ¢ ~ 1), evolucionando bajo el potencial
efectivo de auto-interaccion Vi = Vod’ + V1¢. Esto describe de manera general el modelo NJL, desde
el punto de vista de la Fisica de Particulas. Nuestra investigacién presentada en esta tesis, consistié
en las implicaciones en Cosmologia, y podemos sintetizar los resultados en tres etapas:

En una primera etapa, hemos estudiado la dindmica cosmolégica de cada fase en el modelo
NJL. Para esto resolvimos el sistema de ecuaciones derivado de las ecuaciones de Einstein de la
Relatividad General, para un universo homogéneo e isotrépico (métrica de Friedmann-Robertson-
Walker). Cada fase se caracteriza por variables convenientes, como son la densidad de energia p,, las
densidades realtivas €, y el coeficiente barotrépico de estado w,. Las variables cosmolégicas como
el factor de escala a(t), la aceleracién a(t) y la variable de Hubble H(t), tienen comportamientos
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cualitativamente diferentes para cada fase. Ademés del fluido NJL, consideramos la presencia de
fluidos barotrépicos (radiacién y materia-polvo). Obtuvimos los siguientes resultados:

1.1) Para un acoplamiento débil, encontramos un coeficiente de estado wy que oscila alrededor
de cero, de tal manera podemos escribir el promedio temporal < wg >= 0. Ademds, debido a que
el potencial se comporta como V ~ ¢? cerca del minimo, en este caso el fluido NJL (fermiones
sin masa), se diluyen como materia, pyjr ~ a—3. Un universo conteniendo este fluido (con o sin
materia y/o radiacién) se expandird eternamente sin acelerarse. Por otro lado, si se afade una
constante cosmolégica a esta fase de fluido NJL, entonces el universo eventualmente se acelerard
necesariamente, expandiéndose para siempre.

1.2) El caso de acoplamiento fuerte (sin cte. cosmoldgica) siempre conlleva a la anulacién de la
densidad total de energia, debido a que el potencial adquiere valores negativos, y esto es inevitable
aun con la presencia de fluidos barotropicos adicionales. El desvanecimiento de la energia total se
corresponde con que el factor de escala ha alcanzado un valor méaximo, después de lo cual empieza
a decrecer hasta un valor nulo. En otras palabras, el condensado de fermiones hace que el universo
se contraiga hasta el colapso. La densidad de energfa del campo pg4 se anula un par de veces (una
en la fase de expansién y otra en la de contraccién) debido a que la negatividad del potencial
contrarresta a la energfa cinética. Debido a esto, algunas cantides (24, wy) se vuelven inadecuadas
para caracterizar a fluido.

1.3) Sefialamos el siguiente hecho interesante: la ecuacién de Friedmann (3.4) ha sido bien
conocida y estudiada desde hace tiempo. Si el parametro de curvatura es k = +1, se dice que
el universo tiene una geometria esférica, y el factor de escala adquiere eventualmente un valor
nulo, asi que tenemos un universo colapsante. Como un universo esférico es finito o cerrado, se
dice que un universo colapsante es también cerrado. Por otro lado, si k& = 0, el universo tiene
una geometria plana. Si tal universo contiene materia ordinaria, la densidad de energia, aunque
siempre disminuya, nunca desaparece del todo en tiempo finito, asi que el factor de escala crecerd
para siempre. Ya que en un plano, lineas geodésicas que inician divergentes entre si nunca se juntan
de nuevo, se dice que un universo plano es abierto. Asi que se pensaba que un universo plano era
también infinito (aunque no necesariamente, pero en cualquier caso creciente). Sin embargo, hemos
mostrado que ain con curvatura k = 0, si el universo contiene un campo escalar con potencial que
se minimiza en un valor negativo, entonces la anulacién futura del factor de escala es inevitable,
ipor lo que tendriamos un universo plano que colapsa! En particular, como un potencial negativo
surge de manera natural (no postulamos un potencial con tal caracteristica) para el modelo NJL,
un universo plano colapsante es también una consecuencia natural.

1.4) Hemos estudiado también una variante del caso de acoplamiento fuerte, anadiendo una
constante cosmoldgica L. Encontramos que si como limite, la densidad de energia py, sobrepasa al
minimo del potencial V,,;,, entonces el universo se acelera y se evita el colapso.

Vale la pena aclarar que en ambos casos de acoplamiento débil y fuerte (sin cte. cosmoldgica),
es posible inducir la aceleracion del factor de escala por medio de la manipulacién de la amplitud
inicial ¢;. Sin embargo, esta situacién no es de interés porque, i) se basa en el ajuste de la condicién
inicial, y ii) no es un modelo realista donde se permita un periodo de desaceleracién previa bajo el
dominio de la materia, y no permite evoluciéon de los campos hacia el minimo del potencial.

Hasta aqui la investigacién no considerd la inclusion de una transicion de fase, ya que en el
modelo original NJL, el acoplamiento es constante, de manera que una vez dado un valor, el fluido
NJL permanece en el correspondiente estado fisico a lo largo de toda la evolucién cosmoldgica.

En una segunda etapa, argumentamos la introducciéon de un acoplamiento dependiente de un
segundo campo dindmico ¢ (como sucede en algunas teorias de cuerdas, donde el campo escalar-
acoplamiento es conocido como el ”ditatén”), para ver si de esta manera se podria explotar la

70



caracteristica del modelo de implicar méas de un estado fisico, y estudiar la correspondiente posible
transicion de fase. Sin embago, al hacer esto el potencial, visto como una funcién de dos variables,
se convierte en un ”pozo sin fondo”, es decir, no es acotado inferiormente. Aunque argumentamos
que esto no necesariamente es motivo para rechazar a un potencial en el contexto cosmolégico
(un resultado interesante), encontramos que nuestro potencial puede acotarse si se suma una con-
tribucién adicional Vi; que resulta que puede interpretarse como un término de masa para el nuevo
campo ¢, para dar un potencial total V' = Vi + V7. Asi pues, la teoria original NJL es modificada
y en su lugar tratamos con una nueva teoria NJL extendida. Obtuvimos asi un nuevo sistema fisico
con dos campos, y analisamos el potencial bidimensional correspondiente eq. (5.35), para lo cual
definimos las funciones auxiliares a ec. (5.30), y (3 ec. (5.33). Vimos que el potencial siempre tiene
un minimo en el origen (i.e. el minimo trivial triv = (¢ = 0, = 0) con Vi (triv) = 0), y puede o
no tener un minimo no trivial dependiendo del juego de pardmetros mg, M, A, con [ = moM?/A3:
si ] > aumaz, €l potencial tiene solo un minimo en el origen; si a = 6 = [, < | < ynaz, €l poten-
cial tiene un minimo no trivial (ademas del origen, i.e. dos minimos en total), relacionado con la
solucién Zyin, con Vi, > 0; finalmente, si 0 < [ < a = B = I, el potencial tiene dos minimos
también (el origen y el no trivial), con Vj;, < 0 (figuras 5.2, 5.3). Ahora, para que la transicién
pueda realizarse, el campo deberia atravesar el valor critico ¢, en el curso de su evoluciéon. Nuestros
resultados son:

2.1) Para un juego de pardmetros | > unqe, €s decir, si el potencial no tiene otros minimos
ma&s que el origen, ciertamente se puede realizar una transicién de fase. Bastaria con tomar un
valor inicial ¢; > @.. De esta forma, el sistema evolucionaria desde un acoplamiento fuerte (g >
ge, condensado fermiénico ¢ # 0), hasta uno débil (¢ < g., fermiones sin masa < ¢ >= 0),
para finalmente estabilizarse en el origen. Sin embargo, en este caso no habria aceleracion, a
menos que se eligiera un valor inicial ¢; suficientemente grande como para hacer que se cumpliera
(4/3)pri + pmi + 2(@2 + ;%) < 2V;. Esto causarfa una aceleracién ”temprana”, la cual, como se
explicé antes, se da antes de permitir un previo dominio de materia, y antes de que los campos se
acerquen al minimo del potencial. Asi que esta situacién no es de interés (al menos si se pretendemos
relacionar al modelo con la Energia Oscura).!

2.2) Un juego de pardmetros con | < qumqz, €s decir, si el potencial tiene dos minimos, el origen
y el no trivial, encontramos que los valores clave se distribuyen como sigue: ¢, < @Ymaz < Pmin-
Por lo tanto, si la condicién inicial es p; < ., el campo no puede ir hacia el valor ”esperado”
Ve > e, porque V(p;) < V(p), v los campos minimizan al potencial. En otras palabras, este
potencial tiene la desventaja de que no permite el transito desde un acoplamiento fuerte (g > ¢.) a
uno débil (g < g.) de manera natural (impide la transicién de fase). Esto es debido a la presencia
de una barrera de potencial que se interpone entre las regiones delimitadas por ¢, y @min- Por esta
razén, la regién en la que se estabilizan los campos (y por lo tanto la fase en la que se encontraréd
el fluido NJL) depende de las condiciones iniciales (hay dos atractores).

Atn si se eligiera un valor inicial en la forma ¢, < ¢; < @maz, de tal manera que una transicién
de fase pudiera realizarse (aunque en la direccién ”opuesta”’, desde acoplamiento fuerte a débil),
este procedimiento sin embargo no seria aceptable, porque implica un ajuste fino en la condicién
inicial ¢;, ademas de no incluir un periodo de aceleracion.

La tnica alternativa restante es que la amplitud inicial se tome en una regién que haga que
el campo se estabilize en el minimo no trivial. Esto requiere ¢4 < @i, pero entonces el campo
no seria capaz de rodar hacia p.. Si se hace de esta forma, con el paso del tiempo las densidades
de los fluidos barotrépicos (materia y radiacién) disminuyen y los campos se estabilizan. Con

!Surge aquf la pregunta de la viabilidad del modelo en el contexto de la Inflacién Césmica temprana. Sin embargo,
esto requiere otra clase de andlisis que no emprendemos aqui.
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Vimin > 0 el potencial termina dominando la densidad total de energia y se comporta como una
constante cosmolégica, haciendo que el universo se acelere. Asi pues, si se toma la amplitud inicial
de ¢ adecuadamente, y eligiendo los pardmetros adecuados para obtener V,,;, > 0, es posible
obtener un modelo viable de Energia Oscura, pero a expensas de quitar la transicién de fase. Para
evitar posibles confusiones, sefialamos la diferencia entre las expresiones ”periodo de aceleraciéon” y
"periodo de dominio de la Energia Oscura”. Aunque en este caso el modelo resulta 1til, el hecho de
tener que elegir el juego de pardmetros apropiado podria ser visto como un defecto. Sin embargo,
esto estaria al mismo nivel que en otras teorias fisicas, donde uno tiene que elegir los pardmetros
”correctos” para ajustar las observaciones. Por otro lado, desde el punto de vista filoséfico es quizéds
preferible postular una particula en el marco de la Teoria de Cuantica de Campos, que una energia
constante de valor no explicado, cuya naturaleza no entendemos.

2.3) Con [ tal que 0 < I < a = 8 = I, el potencial en minimo no trivial es Vp,;, < 0. La
situacion es andloga al caso de un solo campo: como la densidad total de energia eventualmente
se anula, se sigue un tamano maximo del factor de escala y la posterior contraccién hasta un valor
nulo, es decir, en este caso tenemos un universo que se colapsa y sin aceleracion. Al igual que antes,
una posible aceleracién forzada no es de interés.

Ahora bien, tanto en el caso 2.2) como en el 2.3) el potencial tiene el minimo en el origen
Vmin = 0, donde el potencial puede aproximarse como una dependencia cuadratica de los campos,
de manera que cada campo se diluye como p, ~ a~3. Siendo asi, el modelo describe materia y es
interesante profundizar la investigacién para ver una posible relaciéon con la Materia Oscura. Esto
no se hizo aqui y se dejard para trabajos futuros. Por otro lado, en general, un modelo que pretenda
describir a la energia oscura deberia poder reproducir al menos pardametros bésicos, como son la
proporcién adecuada Qpg, = 0.73, v el coeficiente de estado wpp, >~ —1, ademés de permitir un
periodo de aceleracién positiva.

Vemos pues que nuestro modelo NJL extendido con acoplamiento dindmico y un término adi-
cional Vjr, para dar el potencial total V' = Vi + V1, es compatible con el comportamiento general
esperado tanto de la Materia como Energia Oscuras, por lo que se refiere a la evolucién cosmolégica
sin perturbaciones. Puede valer la pena profundizar la investigacién del modelo para incluir per-
turbaciones; esto se dejard como trabajo futuro.

En la tercera etapa, con la finalidad de investigar la plausibilidad de un modelo que incluya
una transicién de fase, definimos y estudiamos un nuevo potencial V = Vi + Vir + Virr. Como la
eventual aceleracién del factor de escala es un requisito indispensable, si es que el modelo debe dar
cuenta de la Energia Oscura, hemos establecido un criterio de aceleracién que, si bien no es preciso
debido a la generalidad de suposiciones, si proporciona una estimacién tutil. El nuevo potencial
también puede ser positivo o negativo al ser minimizado, segin los valores de los parametros. Sin
embargo, el caso negativo es el que proporciona resultados nuevos e interesantes. Encontramos
que se pueden obtener universos en los que existe la requerida etapa de expansion con aceleracién
positiva, con un factor de escala que alcanza un valor maximo, después de lo cual sigue una etapa
de contraccién hasta un valor nulo, es decir universos cerrados (que se colapsan).

Una caracteristica interesante de este modelo es que la etapa de aceleracion debe iniciarse antes
de la transicion de fase, lo que significa que dicha etapa se presenta en la fase de fermiones no
masivos. Como la existencia del maximo del factor de escala estd relacionada con la negatividad
del potencial, y en este momento ya debié haberse dado la transicién de fase, la etapa de contraccién
puede asociarse con (;debe ser causada por?) el fluido NJL en fase de condensado.

Si queremos ajustar este modelo con la densidad de energia actual que se observa, encontramos
que el corte A no debe diferir demasiado de la energia al dia de hoy Ey (en el mejor de los casos,
son al menos del mismo orden de magnitud). Aunque las ecuaciones del Grupo de Renormalizacién
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ofrecen una explicacién de la pequeniez de la escala A, esto no significa que dicha pequenez sea
aceptable, ya que de todas formas la teoria NJL tendria un rango de validez muy reducido.

i) Las conclusiones para este modelo extendido son: si se afiade un campo escalar con término de
masa y una potencia inversa al modelo original NJL (es decir, se considera una teoria de fermiones
NJL més un campo escalar) con potencial total V' = V;+ V4 Vi1, es posible una interpretacién de
Energfa oscura con wpp >~ —1, Qpg =~ 0.73. Se puede obtener un universo con aceleracion positiva,
en el que se realizan ambas fases fisicas del fluido NJL, y que ademas es cerrado. No sabemos decir
en este trabajo hasta qué punto el bajo valor de la escala de energia A ~ FEj representa una seria
limitacién para esta teoria o si, por el contrario, esto es aceptable y es motivo para profundizar la
investigacién. Esto se deja para estudios futuros.

Obtuvimos resultados que podrian ser ya conocidos de manera general, pero que confirmamos
en el estudio de nuestro modelo en particular, y que vale la pena recordar:

ii) Normalmente se asocia un universo que se contrae hasta el colapso (universo cerrado) con
una geometria esférica (curvatura positiva). Sin embargo, hemos comprobado que si se consideran
campos escalares con potencial de auto interacccién negativo, es posible tener universos cerrados
pero con geometria plana.

iii) En otras dreas de estudio en las ciencias fisicas, los potenciales que no son acotados infe-
riormente no son aceptables, debido a que esto puede llevar a una interpretacion de un sistema
fisico del cual se podria extraer una cantidad indefinida de energia. Sin embargo en el contexto de
la cosmologia, la ausencia de una cota inferior no necesariamente es inaceptable, debido a que el
factor de escala colapsa en tiempo finito. Esto podria ser importante para reconsiderar los criterios
para descartar modelos cosmoldgicos.

iv) En general, el tiempo t,. en el que inicia la aceleracién (a(t) = 0) no coincide con el momento
tpg en el que la cantidad de energia oscura se vuelve comparable con las otras formas de materia,
Qpr = Oy + Q... Esto es cierto en particular para un modelo con constante cosmoldgica y para
el modelo asociado a la teorfa NJL que estudiamos aqui, en los cuales t,. < tpp (es decir, la
aceleracion se presenta antes que la igualdad). Para evitar malos entendidos, es importante tener
esto presente al utilizar una expresién como ”época de dominio de la Energia Oscura”.

v) Encontramos y resolvimos los problemas que surgen en el proceso de resolucién numérica
debido a la gran discrepancia entre la masa de Planck y la energia al dia de hoy. Comentamos la
necesidad de distinguir entre valores niimericos y valores fisicos de los parametros y variables fisicas.

Finalmente Revisamos algunos aspectos de la moderna Teoria de la Fisica de Particulas para
tratar de argumentar nuestro modelo desde el punto de vista de la Fisica fundamental. Nuestro
modelo extendido V' = V; + Vi + Vi puede enmarcarse dentro de una clase de teoria de Norma
Supersimétrica (Grupo Oscuro), ya estudiada por otros autores.? Con base en analogias con la
(bien) conocida teorfa de la Cromodindmica Cuéntica, y en las investigaciones de las teorfas super-
simétricas, esbozamos la hipétesis de que los diferentes tipos de condensados (”hadrones oscuros”)
podrian explicar posiblemente a la Materia Oscura y Energia Oscura. Bajo esta perspectiva, nues-
tra investigacion consistié en el estudio de la porcién de particulas que puede describirse de manera
efectiva por el modelo NJL, encontrando los resultados que resumimos en los puntos anteriores (de
los cuales el més interesante es el punto i) ).

La teoria completa resultante seria una teoria muy interesante porque se basa en el paradigma
actual de teorfa fundamental (una Teoria Cudntica Supersimétrica de Campos de Norma), que por

2A lo largo del texto principal se dan la referencias.

73



si sola tiene el potencial de incluir en su marco explicativo a la Energia Oscura, Materia Oscura, y
que ademés, de acuerdo con la investigacion que hicimos en este trabajo, incluye un universo plano,
con aceleracion, transicién de fase, y con un colapso futuro. Es conveniente tener en mente que,
debido al parecido que hay entre la densidad de energia actual y las cotas actuales para la masa de
los neutrinos, cabe todavia una interpretacion alternativa igualmente interesante, en la que dichas
particulas tendrian una interaccién adicional a la que se cree normalmente (fuerza nuclear débil).

Concluimos remarcando que, independientemente de nuestras modificaciones al considerar mod-
elos extendidos (de los cuales, de acuerdo a nuestros resultados vale la pena profundizar la inves-
tigacién), el modelo NJL original es atractivo porque: 1) Se basa en una simetria ” fundamental”
(i.e. la simetria quiral), 2) Implica un potencial negativo de manera natural (no se postula con
esta caracteristica), lo cual se debe a la naturaleza fermidnica de los campos, y 3) tiene un nimero
reducido de pardmetros. Es decir, el modelo es muy simple y tiene implicaciones tan diversas e
interesantes como el rompimiento de simetrfa,? resultando en la presencia de més de una fase fisica,
fermiones sin masa y un condensado en forma de campo escalar,? cada una de las cuales tiene
diferentes consecuencias para el universo, incluyendo un colapso con geometria plana. Dada la
negatividad de uno de los términos del potencial, es posible obtener un potencial total sumando
términos adicionales (provenientes de otras teorfas, y de los que consideramos algunos ejemplos
en esta tesis) lo cual permitirfa explicar el valor observado de una constante cosmoldgica como
resultado de una competencia de términos que rigen la dindmica de un campo o campos, en lugar
de introducir dicho valor ”a mano”. Este resultado por si mismo es muy interesante.

3Para poner esto en perspectiva, piénsese que otros modelos que pretenden incluir un rompimiento de simetria, son
miés complicados o ”artificiales”. Por ejemplo, en el bien conocido y utilizado potencial ”tipo Higgs” V = m?p? — \p?,
los pardmetros ”m” y ”X” deben elegirse de la manera ”correcta” para romper la simetria, ademdas de que en este
caso, no hay un principio bésico que dicte la forma del potencial (i.e. no se deduce), sino que que pone ”a mano”.

4Por ejemplo, para ”justificar” la presencia de campos escalares o nuevas formas de materia, muchos modelos se
basan en teorias mas sofisticadas, como Cuerdas, Kaluza-Klein, GUT’s, etc., las cuales demandan una especializacién
mucho mayor para argumentar premisas tutiles, y ademéas implican fisica exdtica no observada.
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