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Capítulo 1

Introducción

1.1. Motivación

El fenómeno de colapso de voltaje es característico de los sistemas de potencia, este fe-

nómeno ocurre cuando existe un desequilibrio entre la cantidad de potencia reactiva que

demanda la carga y la capacidad de los generadores de suministrarla. El estudio de este fenó-

meno es importante dentro de la teoría de sistemas de potencia ya que el colapso de voltaje

representa uno de los problemas económicos, a causa de las pérdidas eléctricas, más graves

dentro de estos sistemas. Existen diferentes formas de análisis de este fenómeno, pero con

la evolución de estos sistemas resulta útil replantear el problema a través de un re-estudio

de los circuitos eléctricos que los componen.

El enfoque que se abordará en este trabajo, consiste en realizar un estudio de las ecua-

ciones de balance de potencia para garantizar la existencia de una solución real de dichas

expresiones, lo anterior para establecer condiciones de existencia de estado estacionario

dentro de los circuitos eléctricos, en este caso dicho análisis se realizará para circuitos de

corriente directa con un tipo de carga específico que son las cargas de potencia constante

(CPL)1. El problema de colapso de voltaje se encuentra relacionado con la existencia de es-

tado estacionario, en el presente escrito solamente se fijan precedentes del análisis para la

caracterización de dicho fenómeno sin abordarlo directamente.
1por sus siglas en inglés
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1.2 Antecedentes

1.2. Antecedentes

En la literatura el análisis de condiciones de estado estacionario para circuitos eléctricos

de corriente directa se encuentra poco estudiado, existen resultados que realizan un análisis

de manera indirecta del estado estacionario, por ejemplo en las referencias [4] y [7] se aborda

el problema que existe cuando la CPL consume un valor de potencia mayor a la potencia má-

xima que puede suministrar el generador, y se observan las implicaciones dinámicas de este

evento a través de un análisis de plano de fase, sólo que en la referencia [7] usan la técnica

de control de asignación de polos para lograr que el punto de equilibrio asociado al estado

estacionario sea estable. De igual forma en la referencia [11] se realiza un análisis general

del comportamiento de las microrredes con CPL y sus características de estabilidad según la

potencia que demande la carga.

Es posible notar que el fenómeno de existencia de estado estacionario esta relacionado

con el comportamiento de las cargas, bajo este contexto la búsqueda de generalizaciones en

el comportamiento de cargas toma de modo general dos vertientes, la primera como en la

referencia [10] que se aborda la representación como una relación de primer orden entre el

voltaje y la potencia. El segundo enfoque tiene que ver con un análisis mixto entre el com-

portamiento dinámico del voltaje y corriente, y el comportamiento estático del consumo de

potencia en la carga, dicho enfoque se aborda en la referencia [9].

La línea de investigación que trabaja con las condiciones de existencia de estado esta-

cionario se encuentra la referencia [3] donde se realiza el análisis de circuitos de corriente

directa, en donde su principal limitación esta en la formulación del resultado, ya que se en-

cuentra definido para circuitos con una sola fuente, una línea de transmisión y una y dos

cargas conectadas de modo radial.

1.3. Planteamiento del problema

El principal problema que se abordará se limita al análisis de circuitos lineales de corrien-

te directa con CPL. Con base en la referencia [3] se extenderá el análisis de condiciones de

existencia de estado estacionario de una rama simple a una red típica de circuitos eléctricos.

Para eso se plantea la siguiente hipótesis

2



1.4 Contribuciones

El problema se resolverá explotando las propiedades estructurales de los circuitos eléctricos

y las características asociadas a dichas propiedades.

1.4. Contribuciones

La principal contribución de este trabajo es ampliar el resultado presente en [3], que es

determinar condiciones de existencia de estado estacionario para redes típicas de circuitos

eléctricos.

1.5. Estructura de la tesis

Para dejar claro el desarrollo del resultado, el presente trabajo se estructura de la siguien-

te forma, en el Capítulo 2 se muestra la base teórica necesaria para conocer el fenómeno de

estado estacionario en redes eléctricas así como la técnica necesaria para el desarrollo del

resultado, en el Capítulo 3 se realiza un análisis de las características principales de las redes

típicas de circuitos eléctricos, en el Capítulo 4 se presenta el desarrollo del resultado y por

último en el Capítulo 5, se presentan las conclusiones principales de este trabajo.
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Capítulo 2

Preliminares

2.1. Ejemplo introductorio.

El presente ejemplo es importante ya que representa el tipo de análisis que se realizará

en el trabajo así como la complejidad presente en circuitos eléctricos que alimentan cargas

CPL. En la referencia [6] se presenta el circuito mostrado en la Figura 2.1, el objetivo de dicho

análisis es caracterizar puntos esenciales en el comportamiento dinámico del fenómeno pa-

ra posteriormente realizar dicho análisis en sistemas eléctricos más complejos.

E

Rt
i

Rc

+

−
Vc

Figura 2.1: Circuito con carga dinámica.

El circuito se encuentra conformado por una fuente de voltaje constante(E), una resis-

tencia interna de dicha fuente (R) y una carga (RL) la cual por acción de un control externo

es capaz de demandar una potencia deseada (P0). La dinámica de la carga se encuentra re-

presentada por

ṘL = I 2RL −P0. (2.1)
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2.1 Ejemplo introductorio.

Al realizar el análisis del circuito eléctrico mediante leyes de mallas de Kirchhoff se ob-

tiene que

IL = E

R +RL
(2.2)

VL = ERL

R +RL
(2.3)

PL = E 2RL

(R +RL)2
. (2.4)

Sustituyendo la Ecuación(2.2) en la Ecuación (2.1), se obtiene la dinámica de la resisten-

cia de la carga, la cual

ṘL = E 2

(R +RL)2
RL −P0 (2.5)

Al igualar a cero la Ecuación (2.5) se obtiene el conjunto de soluciones para los cuales el

campo vectorial tiene una velocidad igual a cero. Dicho conjunto de ecuaciones se encuentra

representado por la siguiente ecuación algebraica

R2
L +

(
2R − E 2

P0

)
RL +R2 = 0 (2.6)

Dado que la fuente de excitación es de corriente directa, las únicas soluciones viables

para esta solución particular son RL ∈ R, entonces, y de acuerdo a la solución general de

ecuaciones de segundo orden, la Ecuación (2.5) tiene solución real si

E 2

4R
> P0 (2.7)

esto es, para que existan puntos de equilibrio reales es necesario que la potencia que

demande la carga sea menor al factor E 2

4R ,que corresponde a la aplicación del teorema de

máxima transferencia de potencia en circuitos eléctricos. En caso contrario, los puntos de

equilibrio para este tipo de circuitos carecen de sentido físico. Dada la existencia de puntos

de equilibrio es posible establecer la existencia de un estado estacionario constante.

La referencia [3] muestra metodología de análisis para obtener la existencia de estado

estacionario en circuitos eléctricos de corriente directa, dicha metodología será empleada

para obtener la principal contribución del presente trabajo, por esa razón en la siguiente

sección se muestra el desarrollo del resultado principal de [3].
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2.2 Sistemas con carga de potencia constante

2.2. Sistemas con carga de potencia constante

Con base en la representación entrada-salida del sistema excitado con fuentes de voltaje

constante extraída de la referencia [3] es

Y (s) =G(s)U (s)+k (2.8)

donde G(s) ∈ Rm×m , Y (s) = L {y(t )}, U (s) = L {u(t )}, donde el operador L indica la

transformada de Laplace y k ∈Rm , con m el número de cargas con potencia constante den-

tro del sistema con las variables de puerto u y y ∈ Rm , ambos vectores con elementos ui y

yi donde i ∈ M = {1,2,3 . . . ,m}, son conjugadas, es decir, el producto ui yi tiene unidades

de potencia. Con éstas se establece la relación de las CPL con el sistema. En este sentido, la

relación

− yi (t )ui (t ) = Pi > 0, i ∈M (2.9)

se cumple para todo t ≥ 0. La definición de estado estacionario dada en la referencia [3]

se presenta a continuación

Definición 2.2.1 El sistema representado por la Ecuación (2.8) conectado a una CPL por me-

dio de la Ecuación (2.9), posee estado estacionario constante si y sólo si existen vectores cons-

tantes ū y ȳ ∈Rm tal que

ȳ = G(0)ū +k (2.10)

ȳi ūi = −Pi , i ∈M (2.11)

ä.

Ya que los parámetros del circuito eléctrico son positivos se plantea la siguiente suposi-

ción

Suposición 2.2.2 La parte simétrica de la matriz de transferencia G(0) es de signo definido y

sin pérdida de generalidad se asume que es positiva definida, es decir

G(0)+GT (0) > 0. (2.12)
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2.2 Sistemas con carga de potencia constante

O

El análisis de existencia de estado estacionario constante se encuentra dado por la res-

tricción generada por la Ecuación (2.9), por esta razón y para conocer el comportamiento de

la potencia dentro del sistema, se multiplica la Ecuación (2.8) por u , para obtener la siguien-

te expresión

ūi (gi ū +ki ) =− Pi︸︷︷︸
ȳi ūi

; i ∈M (2.13)

donde GT (0) := [g1 g2 · · ·gm],con base en la Ecuación (2.13), es posible realizar la si-

guiente proposición

Proposición 2.2.3 El estado estacionario constante del circuito eléctrico existe sí y sólo sí la

Ecuación (2.13) tiene solución para ū. $♦

En la referencia [12] se muestran diversas técnicas de análisis para la solución problemas

relacionados con mapeos cuadráticos. Una de las técnicas más usadas tine que ver con la

solución de desigualdades matriciales lineales (LMI, por sus siglas en inglés),y dentro de ella

se utiliza la siguiente forma

Proposición 2.2.4 Se asume que existe una matriz diagonal T := di ag {ti } ∈Rm×m tal que

TG(0)+GT (0)T T k

(T k)T 21mT P

> 0 (2.14)

entonces, no existe estado estacionario constante para el sistema (2.8).

La condición de la proposición anterior es sólo necesaria y es formulada en términos de

desigualdad matriciales. Para realizar el análisis se puede reescribir la LMI en diferentes de-

sigualdades, al aplicar el complemento de Schur a la Ecuación (2.14). Dichas desigualdades

se muestran en las siguientes ecuaciones

TG(0) + GT (0)T > 0 (2.15)

1T
mP > 1

2
(T k)T [T G(0)+GT (0)T ]−1T k (2.16)

7



2.2 Sistemas con carga de potencia constante

donde la segunda desigualdad tiene una interpretación física asociada a una pondera-

ción de la máxima potencia que puede demandar una carga dentro del circuito eléctrico.

Desde otro punto de vista, sí la potencia de la carga excede el valor marcado por la desigual-

dad se habla de la falta de existencia de equilibrio en el sistema eléctrico.

De las condiciones anteriores la matriz T se coloca como grado de libertad para extender

el resultado de la referencia [15]. Dicho resultado muestra que la siguiente condición

1

2
(k)[G(0)+GT (0)]−1k < 1T

mP (2.17)

que es suficiente y necesaria cuando m = 1, pero al momento de aumentar el número

de cargas, m > 1, la condición se convierte en necesaria ya que representa la cantidad de

potencia máxima que se puede demandar en las cargas, es decir 1T
mP = P1 +P2 +P3 +Pi ,

pero no establece la potencia máxima que pueden demandar las cargas de forma individual.

Por esa razón se propone el uso de la matriz T para indicar cuanta potencia es demandada

por cada carga. El resultado en la referencia [3] se muestra en la siguiente proposición

Proposición 2.2.5 Se asume que existe una matriz T =: di ag {ti } ∈Rm×m > 0 tal que

1T
mP > 1

2
(T k)T [TG(0)+GT (0)T ]−1T k (2.18)

Sí la desigualdad anterior se satisface, entonces no existe estado estacionario constante

para el sistema eléctrico.

La condición de suficiencia se encuentra dada con base en las características de conve-

xidad del espacio de soluciones, para entender esta condición es necesario enunciar el lema

siguiente

Lema 2.2.6 Considere m funciones cuadráticas de la forma fi :Rm →R

fi (ū) := 1

2
ūAi ū + ūTBi (2.19)

donde Ai =AT
i ∈Rm×m y B ∈Rm . Para T := di ag {ti } ∈Rm×m defina

A(T ) :=
m∑

i=1
tiAi ,B(T ) :=

m∑
i=1

tiBi ,P(T ) :=
m∑

i=1
tiPi (2.20)

8



2.2 Sistemas con carga de potencia constante

Sí la desigualdad matricial en T se define como

 A(T ) B(T )

BT (T ) 2P(T )

> 0 (2.21)

y además se cumple que es positiva, entonces el conjunto de ecuaciones

fi (ū) =−Pi , i ∈M (2.22)

no tiene solución.

La clave de la prueba es el punto de separación entre el conjunto de soluciones de fi (ū)

y P. Sí el conjunto es convexo y cerrado la existencia de un hiperplano que separe estric-

tamente ambos conjuntos es una condición suficiente para que un punto del conjunto de

soluciones cumpla con la desigualdad o no. Entonces de acuerdo a este resultado se plantea

la siguiente proposición

Proposición 2.2.7 Si el conjunto F es convexo la Ecuación (2.8) tiene solución sí y sólo sí la

LMI representada por la Ecuación (2.14) no es positiva.

De acuerdo con resultados mostrados en la referencia [13] se puede garantizar convexi-

dad para sistemas con menos de dos cargas, es decir m ≤ 2, ya que para m > 2 F usualmente

no es convexo.

2.2.0.1. Cargas de potencia constante (CPL)

Las cargas de potencia constante tienen como principal característica que sin importar

la configuración interna de ellas, es decir, si es lineal o no lineal, ésta siempre consumirá una

cantidad constante de potencia. En este caso se habla de consumo de potencia activa. Es

necesario mencionar que esta aproximación de comportamiento de carga se realiza bajo el

estudio de la teoría de control y la definición de CPL es ajena al tipo de cargas que dependen

de la potencia en la literatura de sistemas eléctricos.

Bajo el contexto anterior anterior las CPL se rigen por la siguiente definción

9



2.2 Sistemas con carga de potencia constante

Definición 2.2.8 (Cargas de potencia constante (CPL)[15]) Una CPL es aquella que sin im-

portar si posee un comportamiento lineal o no lineal consume siempre una cantidad de po-

tencia activa constante en un intervalo de tiempo establecido. Al graficar el plano de fase1 de

estas cargas las soluciones del sistema son hipérbolas que pertenecen a los cuadrantes I y I I I .

ä.

Dado que el consumo de potencia de estas cargas es potencia activa constante, este tipo

de cargas se encuentran presentes en microrredes de corriente directa, pero además estas

cargas aproximan el comportamiento de consumo de potencia de convertidores estáticos,

por tal motivo es común encontrar análisis dinámicos asociados a su comportamiento.

El estudio de este tipo de cargas radica en la influencia que tienen éstas en la estabilidad

del circuito eléctrico.Sí bien, la estabilidad de los sistemas eléctricos en general depende de

varios factores, las cargas son uno de los más importantes. En la referencia [8] se muestra co-

mo los puntos de equilibrio de un sistema eléctrico dependen del tipo de carga que se este

alimentando.

Un problema identificado con las CPL se refiere a la dependencia de estabilidad de los

puntos de equilibrio asociado al tipo de carga, Para mostrar esto, la potencia activa instan-

tánea dentro de un circuito eléctrico se define de la siguiente forma

P = vi (2.23)

por lo tanto el voltaje asociado a esa potencia se encuentra dado por

v = P

i
. (2.24)

Además de estas relaciones eléctricas se tiene que la impedancia de la carga es Zc = v
i

entonces para saber como varía el voltaje con respecto de la carga se realiza la derivada de la

Ecuación (2.24) con respecto de la corriente, obteniendo

d v

di
=−i−2P =− P

i 2
=−v2

P
=−Zc (2.25)

Se observa que la pendiente del voltaje con respecto a la corriente es negativa. La inter-

pretación física de esta pendiente corresponde a la oposición del sistema al flujo de corrien-

1plano vol t a j e − cor r i ente

10



2.2 Sistemas con carga de potencia constante

te. Dicha oposición es la impedancia de la carga, por lo tanto dado que la impedancia es

negativa, este fenómeno no es nuevo en análisis de circuitos eléctricos, esta presente en ele-

mentos semiconductores como diodo túnel y ocasionan problemas de estabilidad de puntos

de equilibrio. En la referencia [4] se aborda el efecto que tienen las CPL dentro de la estabili-

dad de voltaje.

2.2.1. Circuito con una CPL

Para mostrar la metodología se considera el circuito eléctrico de la Figura 2.2

E

RL iL
L

C

+

−
Vc rC

iC PL

C PL

Figura 2.2: Circuito con CPL.

En el circuito anterior la carga es de tipo CPL. De acuerdo con lo visto en el ejemplo intro-

ductorio el problema de existencia de puntos de equilibrio está relacionado con el problema

de existencia de estado estacionario.

Para aplicar la metodología descrita, el primer paso es obtener un modelo entrada salida

del circuito eléctrico. Dicho modelo esta dado por la siguiente expresión

G(s) = Ls + r

LC s2 +
(
rC + L

rc

)
s + r

rc
+1

(2.26)

donde la entrada es la corriente de la carga CPL y la salida el voltaje de dicha carga. Ade-

más de la corriente de la carga, otra variable eléctrica que influye en el comportamiento del

voltaje es la fuente de excitación constante. Para caracterizar este efecto se obtiene la repre-

sentación del voltaje de la carga al tomar como entrada el voltaje de alimentación.

K (s) = 1

LC s2 + ( r
C + 1

rc
)s + r

rc
+1

E(s) (2.27)

entonces el voltaje en la carga se encuentra dado por la siguiente función de transferen-

cia

11



2.3 Preliminares de teoría de grafos

Vc (s) = Ls + r

LC s2 +
(
rC + L

rc

)
s + r

rc
+1

I (s)+ 1

LC s2 + ( r
C + 1

rc
)s + r

rc
+1

E(s) (2.28)

Al aplicar el teorema del valor final en la expresión anterior, toma la forma

Vc (0) = r
r
rc
+1

I (0)+ E
r
rc
+1

(2.29)

donde Vc (0) es ȳ e I (0) es ū. Entonces debe existir una ū tal que se cumpla la ecuación

anterior. Si se sigue la metodología mostrada en la presente sección la restricción que se

debe cumplir es la siguiente

1

2
kT [G(0)+GT (0)]−1k ≥ P (2.30)

donde P es la potencia que demanda la carga; y G(0) = r
r

rc
+1 y k = E

r
rc
+1 por lo tanto la

restricción de potencia se encuentra dada por

P ≤ E 2

4r
(

r
rc
+1

) (2.31)

Bajo esta condición se puede afirmar que existe estado estacionario para el circuito eléc-

trico mostrado en la Figura (2.2). Físicamente este resultado indica cuanta potencia puede

demandar la carga para que exista estado estacionario. En el caso de una carga, en la Pro-

posición 2.2.5 la matriz T toma el valor de la matriz identidad. Hasta este punto solamente

se hace referencia a la existencia de estado estacionario, la estabilidad asociada a ese estado

estacionario se encuentra definida por los parámetros del circuito.

La metodología mostrada en la referencia [3] está restringida por las características de

convexidad de las restricciones para un número mayor a dos cargas. EL objetivo de esta tra-

bajo es mostrar que en redes eléctricas típicas estas características dependen de la estructura

de la red.

2.3. Preliminares de teoría de grafos

Los sistemas dinámicos se encuentran caracterizados por dos tipos de restricciones, de

compatibilidad y de continuidad. Ambos tipos representan a las leyes físicas que rigen cada

12



2.3 Preliminares de teoría de grafos

uno de los fenómenos físicos, como las leyes de Kirchhoff para circuitos eléctricos o las leyes

de movimiento de Newton para sistemas mecánicos. Con estas relaciones es posible realizar

modelos matemáticos que faciliten el análisis dinámico de los sistemas fiscos. Por esta ra-

zón es importante encontrar herramientas que ayuden a obtener modelos matemáticos de

forma sistemática.

Es posible representar a cualquier elemento de un sistema físico como un ente de un

puerto que es caracterizado por una variable de esfuerzo y una de flujo. En la teoría de sis-

temas dinámicos las variables de esfuerzo son aquellas que cambian en función de una re-

ferencia, como ejemplos esta el voltaje y la velocidad. Por otro lado, las variables de flujo

son aquellas que varían en función de una variable de esfuerzo pero no son directamente

dependientes de una referencia, como ejemplos de estas variables son la corriente eléctrica

y la fuerza en sistemas mecánicos. Con base en esto, es posible caracterizar a un elemento

de un sistema dinámico en función de las variables de flujo y esfuerzo, por lo tanto es po-

sible representar de manera gráfica a dichos elementos como segmentos dirigidos como se

muestra en la Figura 2.3.

e

a

b

a

b

e=f( f  )
e , f  

e=f( f  )

Figura 2.3: Representación general de un elemento.

La teoría de grafos es una herramienta matemática que sirve para obtener modelos que
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aproximen el comportamiento de fenómenos de la vida real, desde problemas del área de la

física hasta problemas asociados a las comunicaciones. En la referencia [14] se define una

gráfica de acuerdo a lo siguiente

Definición 2.3.1 (Gráfica) Una gráfica es un conjunto ordenado formado por tres elementos

G = {V (G),E(G), IG } donde V (G) es un conjunto no vacío formado por todos los nodos, E(G) es

un conjunto disjunto de V (G) formado por todos los bordes e IG es una relación de incidencia

entre cada elemento de E(G) con un par ordenado de elementos de V (G). Adicionalmente sí

para cada borde e ∈ E(G) existe la siguiente relación IG (e) = {u, v} donde {u, v} ∈V (G) .

ä.

Otra definición de ayuda para el desarrollo del presente escrito es la siguiente

Definición 2.3.2 (Gráfica completa) Un grafo simple G se dice que es completo sí cada par de

vértices o nodos de G son adyacentes en G.

ä.

La definición anterior hace referencia al hecho de que una gráfica será considerada com-

pleta sí y sólo sí cada nodo se encuentra conectado a otro. En la Figura 2.4 se muestran ejem-

plos de gráficas completas.

Excepcionalmente una gráfica compuesta sólo por un nodo es considerada una gráfica

completa ya que al existir un sólo nodo, este es su propio adyacente.

Para terminar con algunas definiciones asociadas a teoría de grafos que serán de utilidad

para el desarrollo del trabajo se tienen las relacionadas a subgrafos

Definición 2.3.3 (Subgráfica) Un grafo H es llamado una subgráfica de G si V (H) ⊆ V (G) ,

E(H) ⊆ E(G) e IH es un mapeo de IG → E(H).

ä.

Las definiciones mostradas en esta sección acercan al lector la conceptualización de la

teoría de grafos. En la siguiente sección se realiza el análisis de elementos más técnicos para

emplear esta herramienta en solución de problemas asociados a sistemas dinámicos.
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Figura 2.4: Gráficas completas.

2.3.1. Nociones

Para entender el alcance de la técnica, en la presente sección se aborda de modo más

particular la semántica de la teoría de grafos necesaria para entender el desarrollo del pre-

sente escrito. En la referencia [16] se describe la teoría de grafos enfocada a obtención de

modelos de sistemas dinámicos. Las nociones mostradas en la presente sección ponen en

contexto el uso de ella la solución del problema.

Las gráficas con las cuales se evaluarán los problemas físicos presentados son denomi-

nadas gráficas Lineales y reciben ese nombre ya que se elaboran con base en líneas, sin im-

portar si los elementos que componen al sistema tienen relación de constitución lineal o no.

Además son denominadas orientadas ya que a cada borde de la gráfica se le asigna una di-

rección. Los segmentos de las gráficas son denominados bordes, mientras los elementos que

conectan un borde son llamados nodos. Algunas definiciones de utilidad en el desarrollo del

trabajo se presentan a continuación.

Definición 2.3.4 (Grado) El grado de un nodo corresponde al número de bordes conectados a

ese nodo.
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ä.

En la Figura 2.5 se muestra un grafo compuesto por dos nodos D, y C, y 3 bordes, donde

cada nodo (D y C ) es de grado tres.

D

C

12 3

Figura 2.5: Grado de un nodo

Definición 2.3.5 (Loopset) Un loopset es un conjunto de bordes y nodos de una gráfica tal

que cada nodo tiene grado dos.

ä.

Definición 2.3.6 (Loop) Un loop es una trayectoria cerrada generada al recorrer los elementos

de un loopset.

ä.

En la Figura 2.6 se muestra la representación gráfica de el loop más básico dentro de la

teoría de grafos. En este caso el loopset esta compuesto por {D,C ,1,2}.

D

C

12

Figura 2.6: Grado de un nodo
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Definición 2.3.7 (cutset) Un cutset es un conjunto de bordes de un gráfica conectada tal que

al quitar o cortar este conjunto de bordes la gráfica se separa en dos gráficas conectadas.

ä.

Definición 2.3.8 (Ámbito) Un ámbito es una trayectoria cerrada que interseca a todos los

bordes de un cutset.

ä.

Definición 2.3.9 (Árbol) El árbol de una gráfica es una subgráfica completa que contiene to-

dos los nodos de una gráfica y un conjunto de bordes que cumplen con la condición de no

generar lazos cerrados o loops dentro de ésta. Los bordes que componen al árbol son llamados

ramas.

ä.

Definición 2.3.10 (Co-árbol) El co-árbol es el complemento del árbol de la gráfica de una

gráfica, es decir, es el conjunto de bordes de la gráfica que genera una trayectoria cerrada.

ä.

D

B CA

1 6

2

(a) Árbol

D

B C
3

4

5

(b) Co-árbol

Figura 2.7: Árbol y co-árbol
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En la Figura 2.7 se muestra como ejemplo el árbol y co-árbol de un gráfica. Es necesa-

rio hacer mención que para una gráfica más de una combinación de nodos y bordes que

formen un árbol. Los conceptos mencionados anteriormente sirven para plantear modelos

matemáticos de diversos sistemas físicos, para ésto es necesario plantear reglas para obtener

dichos modelos.

La primera regla que se debé de plantear son las restricciones de continuidad, las cuales

están asociadas a las variables de flujo del sistema físico. Las restricciones de continuidad de

flujo se encuentran asociadas a las matrices de cutsets del grafo (C0) de modo que la restric-

ción algebraica está dada por la siguiente ecuación

C0 fe = 0r (2.32)

donde C0 ∈ Rr×b que es la matriz de cutsets y fe ∈ Rb que es el vector de flujos de borde,

donde b es el número de bordes en el grafo y r es el número de cutsets asociados a la gráfica.

En cuanto a la generación de las restricciones de continuidad de flujo definidas con la

matriz de cutsets C0 existen restricciones redundantes, esto es, que el sistema de ecuaciones

de las restricciones de continuidad de flujo tiene multiples soluciones.

Para encontrar las restricciones de continuidad independientes se hace uso del concepto

de árbol y co-árbol. Dado un árbol de una gráfica G los cutsets del árbol son llamados cutsets

básicos, donde la matriz asociada es CB ∈ Rn×(n−1), con base en ellos es posible representar

a las restricciones de continuidad como

CB fe = 0n−1 (2.33)

Además si el vector de fe se ordena de tal forma que los flujos del árbol sean los primeros

elementos del vector, seguidos por los flujos del co-árbol es posible expresar a las restriccio-

nes de continuidad como

CB fe =
[

In−1 H
][

ft

fc

]
(2.34)

donde ft ∈ Rn−1 son los flujos asociados a las ramas del árbol, fc ∈ Rb−n+1 son los flujos

de las cuerdas y H ∈ R(n−1)×(b−n+1) es la matriz fundamental de loops. De la estructura de la

matriz CB se observa que el sistema físico tendrá n−1 restricciones de continuidad de flujo.
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Además de las restricciones de continuidad dentro de los sistemas físicos existen las res-

tricciones de compatibilidad. Estas se encuentran asociados a las variables de esfuerzo. Para

obtener estas restricciones se utilizan loopsets y su matriz asociada B0, así las restricciones

de esfuerzo se encuentran dadas por

B0ee = 0l (2.35)

donde l es el número de loopsets que posee el grafo, B0 ∈Rl×b y ee ∈Rb es el vector de es-

fuerzos de borde. De manera análoga al problema de restricciones de continuidad la matriz

de loopsets da información redundante acerca del sistema por lo cual es necesario recurrir al

concepto de loopset básico para obtener las restricciones linealmente independiente nece-

sarias para caracterizar el sistema. Adicionalmente es posible representar a las restricciones

de compatibilidad de la siguiente forma

C0ee =
[
−H T In−1

][
et

ec

]
(2.36)

La metodología mostrada en [3] esta restringida por las características de convexidad de

la restricciones para un número mayor a dos cargas, el objetivo de la siguiente sección es

mostrar como esas características de convexidad dependen de la estructura de la red.

19



Capítulo 3

Redes típicas en sistemas eléctricos

En este capítulo se abordan las diferentes topologías que existen dentro de los circuitos

eléctricos, así como su modelo y representación dinámica y las características básicas de

estado estacionario y estabilidad

3.1. Redes Típicas

Dentro de la ingeniería eléctrica en general existen tres topologías básicas para la inter-

conexión de sistemas. En la referencia [1] se muestra como con estas tres topologías es posi-

ble representar cualquier sistema eléctrico. Las topologías básicas son radial, anillo y malla.

Antes de entablar relaciones específicas para cada topología se abordará la representación

general.

3.1.1. Modelado de redes eléctricas

Con base en algunos conceptos mencionados en la parte de preliminares de este trabajo,

un circuito eléctrico puede ser definido como un grafo G orientado y lineal, tal que los nodos

de la gráfica corresponden a la interconexión de elementos eléctricos. A cada nodo y borde

se le asocia las variables generalizadas de flujo y esfuerzo, que para sistemas eléctricos son

voltaje y corriente. El espacio vectorial C1(G) contiene a todas las corrientes i sobre los bor-

des del grafo, mientras que el espacio dual C 1(G) está formado por los voltajes v del sistema.

Es claro que la interconexión de los elementos del circuito eléctricos debe satisfacer las

leyes de Kirchhoff, es decir, la interconexión de los elementos debe de tener una estructura,

cuyas restricciones, leyes de Kirchhoff, se pueden expresar en términos de cutsests y loopsets
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básicos.

De acuerdo con la teoría mostrada en los preliminares, el grafo asociado al circuito eléc-

trico se puede dividir en árboles y co-árboles. El objetivo es encontrar un par tal que las

corrientes i ∈C1 y los voltajes v ∈C 1 puedan tomar la siguiente forma

i =
[

it

ic

]
∈C1; v =

[
vt

vc

]
∈C 1

con it ∈R(n−1), vt ∈R(n−1) las corrientes y los voltajes del árbol, mientras que ic ∈Rb−(n−1), vc ∈
Rb−(n−1) representan las corrientes y los voltajes del co-árbol. Las restricciones de continui-

dad y compatibilidad se representan como

[
In−1 H

][
it

ic

]
= 0 (3.1)

[
−H T Ib−n+1

][
vt

vc

]
= 0 (3.2)

donde a la matriz H ∈R(n−1)×b−(n−1) es llamada matriz fundamental de loops. De las res-

tricciones físicas dadas por las ecuaciones (3.1) y (3.2) se puede observar que la matriz H

relaciona en sus renglones los elementos del co-árbol incidentes en los cutsets básicos y las

columnas a los elementos del árbol que inciden en los loopsets básicos.

Antes de empezar a analizar el modelado matemático es necesario dejar claro que los

elementos que componen al sistema eléctrico son de parámetros concentrados. Bajo estas

condiciones es posible encontrar un modelo general sustituyendo las restricciones de cada

elemento por separado.

Según la teoría de grafos existen diferentes formas de escoger un árbol y su respectivo

co-árbol. Para poder obtener de una forma sistemática el modelo de los circuitos eléctricos

es necesario considerar las siguientes observaciones

Observación 3.1.1 (Elementos del árbol) Todos los elementos que sean controlados por vol-

taje serán parte del árbol de la gráfica, esto es, las fuentes de voltaje, capacitores y algunas

resistencias controladas por voltaje.
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Considerando la observación anterior es posible obtener la siguiente representación

it =


i1

iC

iRt

 ; vt =


v1

vC

vRt

 (3.3)

Observación 3.1.2 (Elementos del co-árbol) Todos los elementos que sean controlados por

corriente serán parte del co-árbol de la gráfica, esto es, las fuentes de corriente, inductores y

algunas resistencias controladas por corriente.

Por lo tanto, las corriente y voltajes de co-árbol exhiben también la estructura

ic =
[

iRc

iL

]
; vc =

[
vRc

vL

]
. (3.4)

Para fines de facilitar la presentación del resultado se toma en cuenta la siguiente nota-

ción

n1 hace referencia al número de fuentes de voltaje.

n2 hace referencia al número de capacitores.

n3 hace referencia al número de resistores de árbol.

n4 hace referencia al número de resistencias de co-árbol

n5 hace referencia al número de inductores.

donde v1, i1 ∈ Rn1 , vC , iC ∈ Rn2 , vRt , iRt ∈ Rn3 , tal que n1 +n2 +n3 = n −1, y vRc , iRc ∈ Rn4 ,

vL , iL ∈Rn5 .

De acuerdo con la referencia [2] y la bibliografía en ella , el análisis mencionado conside-

ra la clase específica de circuitos eléctricos, que pueden ser representados por medio de las

ecuaciones de Brayton-Moser. En la referencia [5] menciona que un circuito es denomina-

do completo en un sentido topológico cuando existe un árbol asociado al grafo del circuito

eléctrico en el cual se encuentran todos los capacitores del circuito, así como un co-árbol

en donde se encuentren todos los inductores del mismo. Bajo estas nuevas condiciones las

variables de esfuerzo asociadas a los capacitores (vC ) y las variables de flujo asociados a los
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inductores (iL) forman el llamado conjunto completo de variables, con lo cual se abre la op-

ción de poder obtener el modelo matemático de la red eléctrica por medio de la función de

potencial mixto propuesta en la referencia [5].

Para obtener el modelo de la red eléctrica en este trabajo se define una función de energía

almacenada, Ha :Rn2×n5 →R≥0, representada de la siguiente forma

Ha(q,φ) =V (q)+V (φ) (3.5)

donde q representa la carga del capacitor y φ los encadenamientos de flujo dentro del

inductor. Adicionalmente Ha(q,φ) > 0 y conocida. De igual forma es posible recuperar las

variables de puerto a través de la función energía como se muestra a continuación

q̇ = iC , vC = ∂Ha(q,φ)

∂q
=∇q Ha (3.6)

φ̇ = vL , iL = ∂Ha(i ,φ)

∂φ
=∇φHa (3.7)

mientras que los elementos que disipan energía se encuentran definidos con la siguiente

relación de constitución

iRt =−ϕt (vRt ), vRc =−ϕc (iRc ) (3.8)

donde ϕt ,ϕc son funciones biyectivas.

Además de considerar la función de energía es necesario establecer la estructura de la

matriz fundamental de loops. Dicha estructura se muestra a continuación

H =


H1R H1L

HC R HC L

HRR HRL

 (3.9)

donde cada submatriz posee las dimensiones adecuadas de acuerdo a la relación entre

los elementos del árbol y los elementos del co-árbol, donde dichas submatrices correspon-

den a un circuito formado por fuentes de voltaje, líneas de transmisión inductivas y cargas

resistivas controladas por corriente.
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Existe una relación entre las variables de flujo y esfuerzo del circuito eléctrico y las varia-

bles de estado del sistema mismo. Dichas relaciones se encuentran dadas por las siguientes

expresiones

q̇C = H T
C LiL φ̇=−HC L vC (3.10)

De aquí el comportamiento dinámico del sistema se representa según las siguientes ecua-

ciones diferenciales dadas en forma matricial

[
q̇

φ̇

]
=

[
0 −HC L

H T
C L 0

][
∇q Ha

∇φHa

]
(3.11)

+
[

0 −HC R

H T
RL 0

][
vRt

iRc

]
+

[
0

H T
1Le1

]
con [

vRt

iRc

]
=

[
−ϕ−1

t (iRt )

−ϕ−1
c (vRc )

]
. (3.12)

El modelo dinámico anterior se puede representar de la siguiente forma

ẋ = J∇x Ha(x)+F(x,e1, iRc , vRt )+GE1 (3.13)

donde

x =
[

q

φ

]
; ∇x Ha(x) =

[
∇q Ha

∇φHa

]
; E1 =

[
e1

0

]
(3.14)

y la representación matricial queda expresada como

J=
[

0 −HC L

H T
C L 0

]
; G =

[
HC 2 0

0 H T
1L

]

F(x,e1, iRc , vRt ) =
[

0 −HC R

H T
RL 0

][
−ϕ−1

t (−HRR iRc −HRL∇φHa(q,φ))

−ϕ−1
c (H T

1R e1 +H T
RR vRt +H T

C R∇q Ha(q,φ))

]

3.1.2. Modelo lineal

Para analizar que sucede con cada una de las redes típicas es conveniente iniciar con el

caso más simple y éste es cuando las resistencias poseen relaciones de constitución lineales,

es decir
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iRt =−R−1
t vRt , vRc =−Rc iRc (3.15)

donde R−1
t = di ag {r−1

i t } > 0, i = 1, . . . ,n3, son las resistencias de árbol y Rc = di ag {ri c } > 0,

i = 1, . . . ,n4 representan a las resistencias de co-árbol. Para realizar el análisis del problema

principal del presente trabajo es necesario considerar un caso particular en el circuito eléc-

trico, consiste en considerar cargas modeladas como resistencias controladas por corriente

que representan el comportamiento de las cargas CPL. Para poder obtener un modelo con

base en esta metodología es necesario definir lo siguiente

n6 hace referencia al número de resistencias controladas por corriente.

donde v2,i2∈ Rn6 y son componentes del co-árbol.Donde dichas resistencias poseen la

siguiente relación de constitución

i2 =ϕ−1(Vc ) (3.16)

donde la funciónϕ−1(VC ) es biyectiva. Por lo tanto la matriz fundamental de loops queda

representada de la siguiente forma

H =


H1R H1L H12

HC R HC L HC 2

HRR HRL HR2

 (3.17)

A partir de las relaciones mencionadas anteriormente es posible caracterizar a los volta-

jes vRt y las corrientes iRc en función de las variables de puerto como se muestra a continua-

ción

vRt = (R−1
t +HRR R−1

c H T
RR )−1[−HRL fL −HRR R−1

c H T
1R e1 −HRR R−1

c H T
C R eC −HR2 fC PL] (3.18a)

fRc = (Rc −H T
RR Rt HRR )−1[−H T

1R e1 +H T
RR Rt HRL fL +H T

RR Rt HR2 fC PL −H T
C R eC ] (3.18b)

Consecuentemente, el modelo (3.11), (3.18) se expresa de forma equivalentemente como

se muestra a continuación

ẋ = [J −R]∇x Ha(x)+Gu (3.19)
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3.1 Redes Típicas

donde se han incorporado las definiciones (3.14) y se las matrices

J =
[

0 J12

−J T
12 0

]
; R =

[
R1 0

0 R2

]
≥ 0 (3.20a)

G =
[

G1 G2

G3 G4

]
(3.20b)

con J =−J T antisimétrica y R = RT simétrica. A demás

J12 = HC R
[
Rc +H T

RR Rt HRR
]−1

H T
RR Rt HRL −HC L

R1 = HC R
[
Rc +H T

RR Rt HRR
]−1

H T
C R

R2 = H T
RL

[
R−1

t +HRR R−1
c H T

RR

]−1
HRL

G1 =−HC R
[
Rc +H T

RR Rt HRR
]−1

H T
1R

G2 = HC R (Rc −H T
RR Rt HRR )−1H T

RR Rt HR2 −HC 2

G3 = H T
1L −H T

RLRt HRR
[
Rc +H T

RR Rt HRR
]−1

H T
1R

G4 =−H T
RL(R−1

t +HRR R−1
c H T

RR )−1HR2.

Cabe aclarar que aún cuando se han supuesto resistencias lineales, las relaciones consti-

tutivas de los elementos almacenadores pueden ser no-lineales.

3.1.3. Propiedades Estructurales de la Red

El objetivo de modelar la red como se mostró anteriormente es aprovechar la estructura

de los circuitos para obtener propiedades asociadas a ella. En la presente sección se realiza

un análisis de algunas de éstas propiedades.

Proposición 3.1.3 Las pérdidas de los inductores de modelan en serie con los mismos, estas

resistencias serán consideradas controladas por voltaje, por lo tanto pertenecen al árbol del

análisis, son Rt , entonces

HRL = I2 ∈Rn3×n3 ; HRR = 01 ∈Rn3×n4 (3.21)

con I2 la matriz identidad y 01 una matriz de ceros.
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3.2 Caracterización de Estructura topológicas de redes típicas

Proposición 3.1.4 Las pérdidas de los capacitores serán modeladas como resistencias en pa-

ralelo con los mismos, estas resistencias serán consideradas resistencias controladas por co-

rriente, por lo tanto estos elementos pertenecen al co-árbol del grafo por lo que

HC R = I3 ∈Rn2×n2 ; H1R = 02 ∈Rn1×n2 (3.22)

con I3 una matriz identidad y 02 una matriz llena de ceros.

Proposición 3.1.5 Las cargas se modelan como resistencias con relación de constitución no

lineal en paralelo con los capacitores, dadas sus características, estas resistencias aparecen en

el co-árbol del grafo, por lo tanto

HC 2 = I4 ∈Rn2×n6 ; HR2 = 03 ∈Rn1×n6 (3.23)

con I4 es una matriz identidad y 03 es una matriz llena de ceros.

3.2. Caracterización de Estructura topológicas de redes típi-

cas

Hasta este momento se ha sentado la base tanto física como matemática para expresar

modelos matemáticos de circuitos eléctricos. En la referencia [2] además de proponer una

metodología sistemática para la obtención de modelos matemáticos de circuitos eléctricos,

se muestra un análisis de características de estabilidad de las redes. En la presente sección

solo se aborda el estudio de las propiedades estructurales de las redes típicas.

Para este estudio se explota el hecho de que cada submatriz de la matriz fundamental de

loops define la estructura del circuito.

Para poder formular los resultados, se considera primero una red genérica que captura

de manera unificada las características de las redes típicas, para después presentar los casos

particulares. Suponga entonces que se cumplen las condiciones dadas en las Proposiciones

3.1.3 y 3.1.4. Entonces, el modelo dinámico de la red se representa por el modelo (??) donde

quedan por caracterizar las matrices HC L ∈ Rn2×n5 que contempla las conexiones entre los
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3.2 Caracterización de Estructura topológicas de redes típicas

capacitores y los inductores, y H1L ∈Rn1×n5 que incluye las conexiones entre las fuentes y los

inductores.

Considere que los n5 inductores están divididos en tres tipos: nr r -inductores que están

en una trayectoria que conecta una fuente con un capacitor, ns s−inductores que están en

una trayectoria que conecta una fuente con otra fuente y np p−inductores situados en una

trayectoria que conecta un capacitor con otro capacitor, de manera que nr +ns +ns = n5.

Más aún, considere que los capacitores pertenecen a alguno de los siguientes casos

C.1 El i-ésimo capacitor, con i = 1, ...,n2, comparte cutset con ri r -inductores.

C.2 El i-ésimo capacitor, con i = 1, ...,n2, comparte cutset con si s-inductores.

Por otro lado los voltajes de las fuentes satisfacen

C.3 La i-ésima fuente de voltaje, con i = 1, ...,n2, comparte cutset con mi mi ∈ {1, . . . ,n1}

inductores.

Entonces, la matriz de inductancias L puede dividirse como

L = di ag
{
Λr ,Λs ,Λp

} ∈Rn5×n5 , (3.24)

donde Λr es una matriz diagonal con z bloques, es decir, Λr = di ag {L1,L2, . . . ,Lz} ∈
Rnr ×nr donde cada bloque es una matriz diagonal Li ∈Rri×ri con ri el número de r -inductancias

en el cutset básico del i-ésimo capacitor e i = 1,2, . . . , z.

Debido a las proposiciones hechas en la sección anterior, la dimensión de la matriz de

resistencias en serie con los inductores Rt es n5 ×n5, considerando n3 = n5, entonces la ma-

triz de resistencia asociada pude dividirse de la misma forma, esto es, las variables asociadas

a los capacitores e inductores pueden organizarse de modo que, los renglones de HC L pue-

den dividirse en dos bloques, el primero, que corresponde a los capacitores que cumplen

simultáneamente con las condiciones C.1 y C.2 y el segundo con aquellos capacitores que

sólo cumplen con la condición C.2. Por otro lado, las columnas de HC L están divididas en

tres bloques, cada uno corresponde a un tipo de inductor (r , s o p).

Al seguir la organización descrita anteriormente, la matriz HC L puede escribirse como
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3.2 Caracterización de Estructura topológicas de redes típicas

−HC L =



1T
r1

0 · · · 0 0s N1

0 1T
r2

· · · 0 0s N2
...

...
. . .

...
...

...

0 0 · · · 1T
rz

0s Nz

0 0 · · · 0 0s Nz+1
...

...
. . .

...
...

...

0 0 · · · 0 0s Nn2


; (3.25)

con 1T
ri
∈ R1×ri un vector lleno de unos denotando la condición propuesta en C.1, donde se

cumple que r1 + r2 + . . .+ rz = nr . Las columnas con entradas 0s son vectores llenos de ceros

de dimensión 1×ns y reflejan el hecho de que ningún capacitor puede ser conectado a un

inductor tipo s.

En este sentido, los vectores renglón Ni ∈ R1×np incluyen la posibilidad de que un capa-

citor dado puede conectarse de manera simultánea a inductores tipo r y tipo p. Específica-

mente, si el i-ésimo capacitor está conectado a uno de los inductores p aparecerá un 1 en la

entrada correspondiente, de otra forma aparecerá un 0. Si el capacitor sólo cumple con C.1,

entonces el vector Ni es cero. En los renglones que van de z+1 a n2 sólo aparecen vectores Ni

porque corresponden a capacitores de la clase C.2. Es inherente que surjan dos propiedades:

Cada columna de la matriz N = col
{

N1, . . . , Nn2

} ∈Rn2×np tiene sólo un 1 y un -1.

El vector 1n2 es un vector propio izquierdo de N asociado al valor propio derecho 0, tal

que 1T
n2

N = 0.

Si se toma en cuenta la matriz H T
1L ∈Rn5×n1 , es posible llegar a la siguiente expresión

i1 =−H1LiL

dado que sí H1R = 0, y al tomar en cuenta que los renglones de la matriz H T
1L se pue-

den dividir en tres bloques que corresponden a los inductores tipo r , s y p, donde el tercer

bloque siempre es cero debido a que las fuentes nunca se encuentran en el cutset donde se

encuentran los inductores tipo p, entonces, la matriz puede representarse como

H T
1L =


Mr

Ms

0p

 , (3.26)
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3.2 Caracterización de Estructura topológicas de redes típicas

donde 0p es un vector cero de dimensión np ×n1. Las entradas diferentes de cero para

cada columna de Mr ∈ Rnr ×n1 relacionan las fuentes con los inductores tipo r . Además, de

manera consecuente con la partición de la matriz HC L , que a su vez viene de C.1, Mr puede

dividirse en z secciones, cada una de dimensión ri ×n1. Estas secciones Mr i , con i = 1, . . . , z,

están formadas por vectores columna βi j = col
(
βk

i j

)
∈ Rri , con j = 1, . . . ,n1, llegando a la

siguiente representación

Mr =


Mr1

Mr2

...

Mrz

 ; Mri =
[
βi 1 · · · βi n1

]
∈Rri×n1 ; (3.27)

y a su vez βk
i j ∈ R para k = 1, . . . ,ri , i = 1, . . . , z. Las propiedades de esta matriz son las

siguientes:

Dado que una fuente puede ser conectada sólo a un inductor tipo r , el k-ésimo ren-

glón de Mri tiene sólo una entrada diferente de cero y ésta aparece en una columna

diferente respecto a los demás renglones.

Las entradas diferentes de cero de cada columna de Ms ∈ Rns×n1 muestran que hay

conexiones entre la fuente con otra fuente.

La matriz 0p está llena de ceros y exhibe el hecho de que las fuentes no pueden ser

conectadas con inductores tipo p.

3.2.0.1. Topología radial

La red radial es la topología más simple de todas. Esta red tiene la propiedad de que sólo

hay una fuente para satisfacer la demanda de todas las cargas. Esto quiere decir que la ener-

gía eléctrica solo circula en una sola dirección n1 = 1.

El sistema radial es análogo a una rueda con rayos con soporte desde el centro. La poten-

cia se envía a un punto central y desde ahí se divide en ramificaciones en serie para sumi-

nistrar servicio eléctrico a cargas individuales. Un ejemplo de esta red es la que se muestra

en la Figura 3.1.

Las siguientes son propiedades de este tipo de interconexión
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3.2 Caracterización de Estructura topológicas de redes típicas

Figura 3.1: Red Radial

Sólo hay inductores tipo r y hay un r -inductor en el cutset de cada capacitor, por lo

que ri = 1, n2 = n5 y las matrices de interconexión toman la forma

HC L =−In2 H1L = 1T
n2

(3.28)

3.2.0.2. Topología Anillo

Esta configuración es más confiable que la radial, puesto que tiene dos fuentes de ali-

mentación, si una falla, la otra provee energía. Un ejemplo de esta red puede observarse en

la Figura 3.2.

Las propiedades topológicas se muestra a continuación

No hay inductores tipo s y sólo hay un r -inductor en el cutset de cada capacitor, por lo

que ri = 1.

Como sólo hay dos fuentes n1 = 2, con lo que nr = 2 y el número de capacitores que

satisfacen de manera simultánea C.1 y C.2 es también 2.

Debido a los puntos anteriores, np = n2−2 por lo tanto, los primeros dos renglones de

la matriz N son cero.

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores, las matrices HC L , H1L están dadas
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Figura 3.2: Red Anillo
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Figura 3.3: Red Malla

por

−HC L =
[

I2 N̄1

04 N̄2

]
; H T

1L =


β1

11 β1
12

β1
21 β1

22

0p 0p

 (3.29)

en este caso 04 ∈Rn2−2×2 y N̄1 ∈R2×np y N̄2 ∈Rn2−2×np .

3.2.0.3. Topología Malla

La red malla es la más elaborada pero también la más confiable ya que cada carga se

conecta a todas las fuentes y las fuentes también están conectadas entre ellas. Un ejemplo

típico de esta red es la que se muestra en la Figura 3.3.

donde las principales características de esta topología son

No hay inductores tipo p ni capacitores clase C.2.

El número de fuentes es igual al número de capacitores, como consecuencia n1 = n2.

Debido a que todas las fuentes están conectadas a todas las resistencias de co-árbol,

entonces ri = n1 para todo i = 1, . . . ,nr .

De acuerdo a las características mencionadas anteriormente la matriz HC L se puede ex-

presar como
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H T
C L =



−1n1 0 · · · 0

0 −1n1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · −1n1

0s 0s · · · 0s


∈Rn5×n1 , (3.30)

con n1 el número de fuentes y ns < n1 son las fuentes conectadas a otras fuentes. Por su

parte, la matriz H T
1L es como (3.26) sin el término 0p×n1 .

En el siguiente Capítulo se hará uso de las estructura de la red presentadas para abordar

el problema principal de este trabajo, la existencia de estado estacionario para redes eléctri-

cas.
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Capítulo 4

Existencia de estado estacionario en redes

típicas

En el presente capítulo se realizará el análisis de existencia de estado estacionario para

las redes típicas que caracterizan a los circuitos eléctricos.

4.1. Modelo General

Hasta este punto la representación del sistema se encuentra en función de q , cargas en

el capacitor y ϕ, encadenamientos de flujo en los inductores. Para seguir la metodología

es necesario representar al sistema en función de voltajes y corrientes, dicho modelo es el

siguiente

ż = P−1[J −R]z +P−1Gu (4.1)

donde z =∇x Ha ∈ Rn2+n5×1, P=di ag {C ,L} ∈ × . Bajo las proposiciones 3.1.3,3.1.4 y 3.1.5

la expresión matricial del modelo anterior se representa como

[
Vc

iL

]
=

[
C−1 0

0 L−1

][
−R−1

c −HC L

H T
C L −Rt

]
︸ ︷︷ ︸

A

[
VC

iL

]
+

[
−C−1

03

]
︸ ︷︷ ︸

B1

i2 +
[

0

L−1H T
1L

]
︸ ︷︷ ︸

B2

E (4.2)

Donde el modelo (4.2) representa de forma general el comportamiento de redes eléctri-

cas con CPL.
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4.1 Modelo General

4.1.1. Equilibria de circuitos eléctricos con CPL

Con base en el modelo (4.2), los puntos para los cuales la velocidad del campo vectorial

asociado al sistema es cero, se encuentran dados por las siguientes expresiones

−R−1
c VC −HC LiL − i2 = 0 (4.3a)

H T
C LVC +Rt iL −H T

1LE = 0 (4.3b)

Donde los puntos de equilibrio de la red con CPL serán las soluciones que satisfagan la

restricción algebraica (4.3), el conjunto de soluciones de (4.3) son los puntos de equilibrio,

es decir los valores VC∗ e iL∗, así como i2∗ y E∗. Por lo tanto los equilibria se encuentran

representados por las siguientes expresiones

−R−1
c VC∗−HC LiL − i2∗ = 0 (4.4a)

H T
C LVC∗+Rt iL∗−H T

1LE∗ = 0 (4.4b)

4.1.2. Representación entrada-salida

Para poder realizar la representación entrada salida es necesario considerar la siguiente

ecuación de salida

y =
[

I4 0
][

VC

iL

]
(4.5)

Entonces la representación entrada-salida para el sistema definido por (4.2) y (4.5) es la

siguiente

VC (s) =
[

I4 0
](

sI −
[

C−1 0

0 L−1

][
−R−1

c −HC L

H T
C L −Rt

])−1 ([
−C−1

03

]
I2(s)+

[
0

L−1H T
1L

]
E(s)

)
(4.6)

donde el comportamiento de VC (s) en estado estacionario es el siguiente

V̄C (0) =
[

I4 0
](

−
[

C−1 0

0 L−1

][
−R−1

c −HC L

H T
C L −Rt

])−1 ([
−C−1

03

]
Ī2(0)+

[
0

L−1H T
1L

]
E(0)

)
(4.7)
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donde la representación entrada salida se representa como

V̄C (0) =
[

I4 0
](

−
[
−R−1

c −HC L

H T
C L −Rt

])−1 ([
−In2

03

]
Ī2(0)+

[
0

H T
1L

]
E(0)

)
(4.8)

Ahora bien, con la intención de desarrollar la ecuación (4.9), asuma que matriz [J −R]−1

tiene la forma general

[J −R]−1 =
[

A11 A12

A21 A22

]
,

con las matrices A11, A12, A21 y A22 de las dimensiones adecuadas. Entonces por un lado,

la ecuación (4.9) también puede escribirse como

V̄C (0) =−
[

I4 0
][

A11 A12

A21 A22

]([
−In2

03

]
Ī2(0)+

[
0

H T
1L

]
E(0)

)
(4.9)

Mientras que usando el complemento de Schur, las submatrices A11, A12 son

A11 =
[−R−1

c −HC LR−1
t H T

C L

]−1
(4.10a)

A12 =−[
R−1

c +HC LR−1
t H T

C L

]−1
(−HC LR−1

t ) (4.10b)

(4.10c)

donde la función de transferencia en estado estacionario general es

V̄ (0) =−A11I2(0)− A12H T
1LE (4.11)

En la siguiente sección se analiza de forma particular cada red típica de circuitos eléctri-

cos para obtener condiciones de existencia de estado estacionario en función de las propie-

dades estructurales de cada red.

4.2. Estado estacionario en redes típicas

En esta sección se realiza el análisis de estado estacionario para cada una de las redes

típicas de circuitos eléctricos.
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4.2.1. Análisis de red radial

De acuerdo a lo presentado en la Sección 3.2, las características topológicas de la red

radial, en términos de las submatrices de la matriz fundamental de loops son

HC L =−In2 y H1L = 1T
n2

. (4.12)

Bajo estas condiciones, el modelo ( 4.2) puede ser expresado como

[
Vc

iL

]
=

[
C−1 0

0 L−1

][
−R−1

c In2

−In2 −Rt

][
VC

iL

]
+

[
−C−1

03

]
i2 +

[
0

L−11T
n1

]
E (4.13)

con las matrices diagonales Rc > 0, Rt > 0.

Nótese que el uso de las propiedades (4.12) simplifica considerablemente el modelo ori-

ginal y sintetiza la obtención de V̄C (0), de acuerdo con la representación general del estado

estacionario de la sección anterior, para la red radial, se expresa de la siguiente forma

A11 =
[−R−1

c −R−1
t

]−1
(4.14a)

A12 =−[
R−1

c +R−1
t

]−1
(R−1

t ) (4.14b)

(4.14c)

V̄C (0) =−[−R−1
c −R−1

t

]−1
I2(0)− [

R−1
c +R−1

t

]−1
(R−1

t )1T
n1

E (4.15)

donde las matrices R−1
c = di ag

{
1

rci

}
y R−1

c = di ag
{

1
rci

}
con i = 1, . . . ,n son tales que

R−1
c +R−1

t = di ag

{
1

rci
+ 1

rci

}
y consecuentemente [

R−1
c +R−1

t

]−1 = di ag

{
rt i rci

rci + rt i

}
. (4.16)

Finalmente, sustituyendo las expresiones (4.16) y (4.14) en (??), se puede escribir la salida en

estado estacionario Ȳ como

V̄C = [
R−1

c +R−1
t

]−1
I2 +

[
R−1

c +R−1
t

]−1
R−1

t E

= di ag

{
rt i rci

rci + rt i

}
︸ ︷︷ ︸

G(0)

I2 +di ag

{
rci

rci + rt i

}
︸ ︷︷ ︸

k

E . (4.17)
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De la última expresión se observa que la i−ésima salida depende únicamente de los

i−ésimos elementos, en otras palabras, los voltajes de capacitor están desacoplados. Esta

propiedad permite hacer una primer extensión al trabajo de [3], en el sentido de que se pue-

den considerar n CPLs conectadas de manera radial sin modificar notablemente la prueba

de estabilidad.

Al considerar la metodología en [3] es posible afirmar que existe estado estacionario sí

V̄C =G(0)+k ⇔−Pi = gi (0)ū2
i +ktiene solución real para ūi (4.18)

Para la red radial la condición que se obtiene para garantizar la existencia de estado es-

tacionario es la siguiente

Pi <
k2

i E 2

4gi (0)
(4.19)

De manera particular, haciendo n = 1 en (4.17), se recupera la función de transferencia

G(0) analizada en [3] para una carga, con salida

V̄C (0) = rt1rc1

rc1 + rt1
i2 + rc1

rc1 + rt1
E

= rt1

1+ rt1r−1
c1

i2 + 1

1+ rt1r−1
c1

E .

Las propiedades (4.16) y (4.14) son consecuencia primero de expresar el modelo en térmi-

nos de propiedades estructurales de la matriz fundamental de loops y segundo, de que esta

topología radial es la más simple. Sin embargo, estas propiedades pueden seguir siendo ex-

plotadas para redes más elaboradas como la malla.

4.2.2. Análisis red malla

De acuerdo con la Sección 3.2 las características topológicas de la red malla, en términos

de las submatrices de loops son

H T
C L =



−1n1 0 · · · 0

0 −1n1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · −1n1

0s 0s · · · 0s


∈Rn5×n1 ,yH T

1L =
[

Mr

Ms

]
, (4.20)
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4.3 Estabilidad del estado estacionario

Al sustituir las propiedades de la matriz fundamental de loops la representación en esta-

do estacionario esta dado por la siguiente expresión

V̄C =−di ag {r−1
ci

+ r−1
11 + r−1

12 }Ī2 −KE (4.21)

donde K tiene la siguiente estructura

K =

 r−1
11

r−1
c1 +r−1

11 +r−1
12

r−1
12

r−1
c1 +r−1

11 +r−1
12

r−1
21

r−1
c2 +r−1

11 +r−1
12

r−1
22

r−1
c2 +r−1

11 +r−1
12

=
[

k11 k12

k21 k22

]
(4.22)

de acuerdo con la metodología empleada se debe de cumplir lo siguiente

V̄C =G(0)Ī2 +K E ⇔
[

V̄C 1 = g1(0)Ī21 +k11E1 +k12E2

V̄C 2 = g2(0)Ī22 +k21E1 +k22E2

]
(4.23)

de forma general es posible expresar la representación en estado estacionario de la si-

guiente forma

−Pi = gi (0)Ī2
2i + (ki 1E1 +ki 2E2)Ī2i (4.24)

Con base en la ecuación anterior es posible expresar la restricción de estado estacionario

para la red malla de la siguiente forma

Pi <
Γ2

i

4gi (0)
(4.25)

donde Γ2
i = ∑n1

j=1 ki j E j . Dadas las condiciones de estado estacionario para las redes tí-

picas es necesario caracterizar el tipo de estabilidad que posee dicho estado estacionario.

Como se ha mencionado a lo largo de este documento el problema de estado estacionario se

encuentra ligado al problema de existencia de puntos de equilibrio, por esa razón el análisis

de estabilidad presentado en la siguiente sección será un análisis de estabilidad de puntos

de equilibrio.

4.3. Estabilidad del estado estacionario

Para poder dar características de estabilidad de los puntos de equilibrio asociados a un

estado estacionario es necesario definir que propiedades tienen los puntos de equilibrio.
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4.3 Estabilidad del estado estacionario

4.3.1. Características de los equilibria

Los puntos de equilibrio de los circuitos eléctricos con CPL se encuentran dados por la

siguiente expresión

−R−1
c VC∗−HC LiL + i2∗ = 0 (4.26a)

H T
C LVC∗+Rt iL∗−H T

1LE∗ = 0 (4.26b)

Para encontrar características asociadas a los puntos de equilibrio, las ecuaciones an-

teriores se multiplica por VC∗ la primera ecuación y por iL∗ por la segunda, entonces los

puntos de equilibrio quedan representados como

−V T
C∗R−1

c VC∗−V T
C∗HC LiL +V T

C∗i2∗ = 0 (4.27a)

i T
L∗H T

C LVC∗+ i T
L∗Rt iL∗− i T

L∗H T
1LE∗ = 0 (4.27b)

donde la potencia que consumen las CPL esta dada por

V T
C∗R−1

c VC∗+V T
C∗HC LiL =∑

i
= 1n6 Pi∗ (4.28)

Asociada aa la relación algebraica (4.28) se tiene la restricción de existencia de estado

estacionario

Pi∗ <
k2

i E 2∗
4gi (0)

(4.29)

Al analizar la segunda ecuación de equilibrio se tiene

i T
L∗H T

C LVC∗+ i T
L∗Rt iL∗− i T

L∗H T
1LE∗ = 0 (4.30)

donde el producto i T
L∗H T

1L representa la corriente de la fuente de alimentación, entonces

es posible expresar a la potencia de la fuente de esta forma

P1∗ = i T
L∗H T

C LVC∗+ i T
L∗Rt iL∗ = 0 (4.31)

si bien las condiciones de existencia de estado estacionario establecen límites de consu-

mo de potencia en la carga, la fuente de alimentación se encuentra naturalmente limitada
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4.3 Estabilidad del estado estacionario

por una cantidad de potencia máxima, por lo tanto es necesario establecer la siguiente res-

tricción

P1∗ < P1max (4.32)

es decir, los puntos de equilibrio que satisfacen la solución de las ecuaciones algebraicas

(4.26) además deben de satisfacer las condiciones (4.29) y 4.32 para garantizar la existencia

de puntos de equilibrio reales dentro del sistema eléctrico.

4.3.2. Análisis de estabilidad

Para realizar el análisis la estabilidad de los puntos de equilibrio de los sistemas eléctricos

con CPL es necesario tomar en cuenta el modelo matemático del sistema

ż = P−1[J −R]z +P−1Gu (4.33)

al obtener los puntos de equilibrio para esta representación se tiene

P−1[J −R]z∗+P−1Gu∗ = 0 (4.34)

Donde P−1G = [B1 B2] y u = [i2 E ]T . Para realizar la prueba de estabilidad es necesa-

rio recordar que el comportamiento de la CPL es no lineal y esta definido por la siguiente

expresión

i2 =ϕ−1
c (VC ) (4.35)

para continuar con la prueba se realiza la siguiente suposición

Suposición 4.3.1 El mapeo ϕ−1
c es incrementalmente pasivo, es decir

(x1 −x2)T (ϕ−1
c (x1)−ϕ−1

c (x2)) > 0 (4.36)

con base en la suposición anterior es posible plantear la siguiente proposición

Proposición 4.3.2 Sea una red eléctrica con CPL definidas según (4.35) y asumiendo 4.3.1

como cierta. El punto de equilibrio es asintóticamente estable
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4.3 Estabilidad del estado estacionario

Prueba 1 Considere

x̃ = x −x∗

ĩ2 = i2 − i2∗

Ẽ = E −E∗

y sea el modelo dinámico representado en las dinámicas admisibles

˙̃x = [J −R]x̃ +B1ĩ2 +B2Ẽ (4.37)

y sea

H(x̃) = 1

1
x̃T P−1x̃ (4.38)

al obtener las derivadas a lo largo de las trayectorias del sistema se tiene

Ḣ(x̃) =−x̃T P−1RP−1x̃ + x̃T P−1B1ĩ2 + x̃T P−1B2Ẽ (4.39)

es posible simplificar la ecuación x̃T P−1B1ĩ2

x̃T P−1B1ĩ2 =−(VC −VC∗)T (ϕ−1
c (VC )−ϕ−1

c (VC∗)) (4.40)

al considerar E∗ = E

Ḣ(x̃) =−x̃T P−1RP−1x̃ − (VC −VC∗)T (ϕ−1
c (VC )−ϕ−1

c (VC∗)) (4.41)

entonces si R > 0 entonces Ḣ(x̃) entonces x̃ es asintóticamente estable.
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Capítulo 5

Conclusiones

El estudio de estabilidad transitoria en redes eléctricas se ha convertido en un problema

de interés para la comunidad dedicada al estudio de la ingeniería eléctrica en general, bajo

esta tendencia es claro que en el presente escrito se abordo un problema de manera muy

específica relacionado con este tipo de problemas, específicamente estabilidad transitoria

de voltaje. Si bien las nuevas vertientes en el estudio de los sistemas de potencia tienen un

enfoque de estudio hacia las características del sistema en estado estacionario a través de

modelos estáticos de las redes de potencia, en el presente se muestra un re-estudio de las

condiciones de existencia de estado estacionario en redes eléctricas. Este estudio se mues-

tra como una opción para aprovechar la dinámica de todo el sistema de eléctrico, esto es una

ventaja en el estudio de fenómenos transitorios de los circuitos en general.

El principal problema que se abordo en este trabajo es el de existencia de estado esta-

cionario en circuitos de corriente directa, si bien, el estudio de este tipo de problemas no es

nuevo, emplear propiedades estructurales de las redes para el análisis de dichas condiciones

si lo es. La principal contribución del trabajo fue llevar las condiciones de estado estaciona-

rio a redes eléctricas complejas al hacer uso de las propiedades estructurales de los circuitos

eléctricos, caracterizando los puntos de equilibrio así como la estabilidad de dichos puntos.

Si bien el presente trabajo se enfoco en un problema muy específico asociado a las redes

eléctricas queda como precedente para un futuro análisis de estos sistemas con conocimien-

to de causa de las propiedades estructurales de las redes.
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5.0.3. Trabajo Futuro

En principal enfoque en este trabajo es el análisis de sistemas eléctricos con fuentes de

excitación constantes, el principal pendiente es enfocar el análisis en circuitos con excita-

ción alterna, de donde surgen dos aristas, la primera, determinar ¿cuál es el estado estacio-

nario de un sistema eléctrico alterno?,¿cómo representarlo? y dos cuales son las condiciones

de existencia de dicho estado estacionario. Esto es importante ya que con esas condiciones

será posible caracterizar fenómenos de inestabilidad de voltaje como el colapso de forma

dinámica dando pie a generación de técnicas de control para evitar dicho suceso.
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