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Introduccion

El desarrollo de algunos mecanismos bioldgicos pueden estar determina-
dos por ciertas sustancias quimicas o morfogenos que se encargan de regular
la formacion de estructuras biolégicas que a través del tiempo pueden ser
fisicamente observables, por ejemplo las manchas en la coloracién de la piel
en algunos animales, la forma de la estructura que tienen algunas extremi-
dades vertebradas, etc. Este tipo de fenémenos forman figuras o estructuras
geométricas con cierto orden, en otras palabras forman “patrones”.

No es de sorprendernos que Alan Turing (1912-1954), uno de los ma-
tematicos mas brillantes en la historia de las matematicas haya sido el pio-
nero en estudiar este tipo de fenomenos y dar las bases para entender estos
mecanismos.

En el presente trabajo se muestra un breve estudio sobre los mecanis-
mos de reaccién-difusion sugeridos por Turing. En el Capitulo 1 deducimos
la ecuacion de reaccién-difusion y mostramos algunos resultados que se ob-
tienen al experimentar con la solucién numérica de ésta ecuacién, esto con
el objetivo de familiarizarnos con el concepto de “patrén”. Posteriormente,
para ver una aplicacion real en la formacion de patrones morfogenéticos, ha-
blaremos sobre el trabajo de Newman y Frisch [13] en donde explican las
ideas de Turing en la formacion de patrones esqueléticos. Por otro lado, en el
Capitulo 2 hablaremos sobre una generalizacién del mecanismo de reaccion-
difusion (cuando hay varios morfégenos) para poder entender los sistemas de
tipo activacién-inhibicién y comentar sobre algunas aplicaciones en la forma-
cion de patrones con éste tipo de sistemas.

Finalmente haremos una comparacién entre los mecanismos que estudia-
remos y mencionaremos algunas generalizaciones recientes que se han hecho
sobre éste tipo de modelos por parte de investigadores de la UNAM.



Capitulo 1

Mecanismo de reaccion-difusion
en la formacion de patrones

Turing (1952) sugirié que bajo ciertas condiciones, las sustancias quimicas
pueden reaccionar y difundirse de tal forma que se produzcan patrones espa-
ciales de sustancias quimicas o concentracion de morfégenos, sustancias que
gobiernan el patrén del desarrollo en tejidos y, en particular, las posiciones
de varios tipos de células especializadas dentro de un tejido. El propdsito del
trabajo de Turing, fue discutir un posible mecanismo por el cual los genes de
un cigoto (célula resultante entre la fusiéon de gametos) pueden determinar
la estructura anatémica del organismo resultante. Su teoria no hizo alguna
hipotesis nueva, fue solamente sugerencia de que ciertas leyes de la fisica son
suficientes para tomar en cuenta en muchas evidencias bioldgicas [23].

1.1. Ecuacion de reaccion-difusion

A continuacién deduciremos la ecuacion de reaccién-difusion para una
sustancia quimica e ilustraremos con una simulaciéon numérica la formacion
de patrones mediante procesos de reaccién-difusion.

Sea S una superficie arbitraria que encierra un volumen V. La ecuacion
general de conservacion dice que la tasa de cambio de una cantidad ¢ de
material en V' es igual a la tasa del flujo de material J a través de S a V,
mas el material creado en V', es decir,

%/Vc(gg,t)dv:—/sJ-der/Vfds, (1.1)



donde f representa la fuente del material, la cual puede ser una funcién de
¢, vy t. Aplicando el teorema de la divergencia a la integral de superficie y
suponiendo que ¢(z,t) es continua, tenemos que

/J-ds:/V-Jdv,
s 1%

de aqui que la ecuacién (1.1) se puede expresar como,

/V <%c(x,t) T - f(c,x,t)) dv = 0. (1.2)

Dado que el volumen V' es arbitrario y la integral de volumen es cero, el
integrando es cero, entonces tenemos la ecuacién de coservacion
oc
— + V.- J=f(c,x,t). (1.3)
ot
Esta ecuacion es vélida para un transporte de flujo general J ya sea por
difusién o algiin otro proceso.
Si se considera que la difusién clasica es, por ejemplo,

J =—DVe,
entonces la Ec. (1.3) se puede ver como,

% =V - (DVe) + f(c,z, 1), (1.4)
donde D puede ser funcion de x y ¢; y f funcién de z, ¢ y t.

Situaciones en donde D es espacio-dependiente, generalmente aparecen en
modelos de importancia biomédica desde la difusién de organismos genéti-
camente modificados en ambientes heterogéneos hasta los efectos de materia
blanca y gris en el crecimiento y esparcimiento de tumores cerebrales.

Con el objetivo de construir un laboratorio numérico para poder expe-
rimentar con la Ec. (1.4) y mostrar algunos ejemplos de patrones espacio-
temporales que se obtienen al resolver numéricamente ésta ecuacion, hemos
implementado el método de diferencias finitas para resolverla. Consideremos
el problema con dominio espacial, [—200,200] x [—200,200] y dominio tem-
poral, [0,200], dado por

oc )

C(to,:t,@/) = g(m,y)



donde f(c) es, por ejemplo, f(c) = cos(c)sin(c).

Si consideramos la condicién inicial g(z,y) = sin(z? — y*) obtenemos los
patrones que se muestran en la Figura 1.1.

Figura 1.1: Solucién para diferentes tiempos usando g(z,y) = sin(z? — y?).

Por otro lado, si consideramos la condicién inicial g(x,y) = cos(z? — y?)
obtenemos los patrones que se muestran en la Figura 1.2.

Figura 1.2: Solucién para diferentes tiempos usando g(z,y) = cos(z? — y?).

Finalmente, en nuestros experimentos pudimos ver que si consideramos

. .7 . . . i 2— 2 /7
la condicién inicial g(z,y) = % obtenemos el patrén que se muestra
en la Figura 1.3, el cual como podemos ver, se asemeja al patron espacial que

se forma en la piel de un leopardo.



sin(22—y?)

Figura 1.3: Solucién en t = 27 usando g(x,y) = T

Como ya mencionamos anteriormente, la Ec. (1.4) aparece en muchos
modelos de importancia biomédica. A continuacién vamos a mostrar una
aplicacion mas controlada y detallada sobre un modelo de reaccion-difusién
tipo Turing dado por Stuart A. Newman and H. L. Frisch (1979) que consiste
en un modelo que describe la formacion del patrén esquelético durante la
formacién de extremidades en un ave [13].

1.2. Un modelo para la formacion del patrén
esquelético en el desarrollo de extremi-
dades de un ave

. Por qué se estudia la formacién de extremidades vertebradas de un ave?
El desarrollo de la formacién de las extremidades de un ave provee un exce-
lente sistema para estudiar esta pregunta, pues el nimero de distintos tipos
de terminales celulares es pequenio ([15]-[1]), suficiente material esta dispo-
nible para permitir la caracterizacién bioquimica de agentes morfogenéticos
[22, 10], y, lo mas importante, los eventos macroscépicos del proceso de for-
macién de patrones en el crecimiento de las extremidades de un ave estan
entre las mas profundamente descritas de cualquier sistema vertebrado.

Descripcién fisiolégica
La extremidad de un ave, al igual que las extremidades de otros vertebra-
dos, se desarrolla a partir de la pared del cuerpo embrionario como un brote
suave de células mesenquimales cubiertas por una capa delgada llamada ec-
todermo. El brote de la extremidad se hace plano y alargado en direccion
de un espesamiento ectodérmico, esta es la cresta ectodérmica apical (apical
ectodermal ridge, AER).



Durante el crecimiento de la extremidad la diferenciacién del cartilago
continiia en direccion proximodistal, dando lugar a los esbozos del esqueleto
que muestran caracteristicas proximodistales, anteroposteriores, y polarida-
des dorsoventrales. Las direcciones que acabamos de mencionar corresponden
a los ejes que se muestran en el primer inciso de la Figura 1.4.

Figura 1.4: a) Ejes proximodistal, anteroposterior y dosroventral. b) Proce-
so de condrogénesis en la formacion de la extremidad de un ave entre 4 y
7 dias de embriogénesis. Las regiones solidas oscuras representan cartilago
definitivo; las areas punteadas representan cartilago tierno. Los elementos
esqueléticos emergen en orden proximodistal [14].

El proceso de formacion de patrones, que empieza un poco después de
que la punta de la extremidad emerge de la pared del cuerpo a los 3 dias de
incubacion, estd esencialmente completo a los 7 dias de incubacién, cuando
todo el esqueleto se ha formado. Después de esto los elementos cartilagino-
sos son gradualmente reemplazados por hueso y el patron de la extremidad
continia incrementando en tamano.

El problema a tratar
El comportamiento fisiologico de este problema sugiere que es razonable pen-
sar que existe una sustancia quimica (morfégeno) que estimula el contacto
célula a célula, la cual puede ser responsable para la iniciacién del foco con-
drogénico capaz de formar cartilago que mas tarde se convertira en hueso y
cuya estructura formara un patron.

El problema de la formacién de patrones puede ser planteado como encon-
trar un esquema dinamico para el cual esta molécula puede estar distribuida
en concentraciones apropiadas en tiempos y lugares adecuados dando la base
para el esqueleto emergente de la extremidad. Newman y Frisch propusieron
tal esquema [13].



1.2.1. Caracteristicas generales del modelo

Por conveniencia matematica se ha tratado el brote de la extremidad, la
cual realmente tiene una seccién transversal ovalada en el plano perpendicular
a al eje proximodistal, como un paralelepipedo con una seccién transversal
rectangular, esta estructura se define como “camara de difusion”. La Figura
1.5 muestra el dibujo del brote del ala de un polluelo de 5 dias de incubacién y
a un lado se muestra la esquematizacion matematica de la camara de difusion.

Figura 1.5: (a) Dibujo del brote de una ala de 5 dias. (b) Representacion
esquematica del brote de una ala con los ejes de la “camara de difusion”
distal indicados. Los ejes z, y, y z de la representacién corresponden a los
ejes dorsoventral, anteroposterior y proximodistal de la extremidad, respec-
tivamente.

La extremidad cambia lentamente entre 3 y 7 dias de incubacién, agre-
gando sucesivamente elementos esqueléticos proximodistalmente, cuando éste
incrementa en tamano a lo largo del eje z. La punta del ala, que mide alre-
dedor de 0,7 milimetros de longitud en el dia 4 justo antes de que el primer
elemento esquelético se haga evidente, es de aproximadamente 5 milimetros
de longitud en el dia 7, cuando el patrén esquelético esta esencialmente com-
pleto.

Formulacién del modelo
Los resultados estan basados en un esquema de reaccion-difusién, gobernado
por la ecuacion de estado estacionario para la camara de difusién de tamano
discreto,
DV?c+rc =0, (1.6)

donde ¢ esta relacionada al desplazamiento de la concentracion de cierto
morfégeno M desde un valor transitorio espacialmente homogéneo, D es el
coeficiente de difusion del morfégeno en la matriz extracelular y r es una tasa
linealizada constante para la biosintesis.



1.2.2. Solucion analitica del modelo

Para poder obtener informacién sobre el comportamiento del modelo, a
continuacién veremos la solucién analitica de la Ec. (1.6).

Supongamos que existe un simple morfégeno M cuya concentracion es C'
y sea R(C) la tasa a la cual se produce M (y que es producida por células
mesenquimales).

Antes de que comience el brote de la extremidad, M se distribuye ho-
mogéneamente en las futuras regiones de las paredes de la extremidad.

En algin tiempo inicial ¢, cuando el valor espacialmente homogéneo de
C es Cy, se establece el caracter espacial de la punta de la extremidad y se
fija el valor de C' en Cy,.

Cuando el modelo de la extremidad brota bajo la influencia de su pun-
ta, cierta cantidad de M es absorbido por las otras superficies que limitan la
camara de difusién: =0,z =1, y =0y y = ,, (donde [, [, son longitudes
constantes sobre los ejes dorsoventral y anteroposterior, respectivamente) de
tal manera que ahi se mantiene una concentracién fija Cj.

Dentro del modelo de la extremidad, C' no es espacialmente homogénea,
pero esta descrita por la ecuacion de reaccion-difusion para t > tg,

oC
Después de un transito corto, se alcanza un estado estacionario en el que
ac

S =0, es decir la Ec. (1.7) se simplifica como:

DV*C + R(C) =0 (1.8)

Asumimos que la desviacién de C' con respecto a Cy, ¢, es suficientemente

pequena de tal forma que podemos expandir R(C') en una serie de Taylor
alrededor de Cy,

R(C) = R(Cy) + <j—§)c ¢+ 0(*) =~ R(Cy) +re,
1 dR
r=-= @(00)7 (1.9)

donde los términos de orden superior se pueden omitir.



La desviacién de R con respecto a R(Cy) se describe por una tasa cons-
tante r que tomamos como positiva. El caso para r negativa no se discute
aqui pues el signo de r depende en forma detallada de la funcion de tasa
biosintética R, lo cual no se presenta en este trabajo. El caso negativo no
corresponde a lo que se quiere observar durante la formacién del patrén [13].

La tasa constante r tamién puede ser igual al reciproco de la relajacion
del tiempo 7 para nuestra reaccién.

Sea
a= : c=a+c. (1.10)

Se asume que a es pequeno.
Ahora la Ec. (1.9) se puede escribir como

R(C)=r(a+¢)=rc (1.11)
Sustituyendo la Ec. (1.11) en la Ec. (1.8) y renombrando
C=Ch+¢=Ch—a+c,
tenemos que

DV%c+re=0 o V20+<%>c:0 (1.12)

que corresponde a la Ec. (1.6).

Las condiciones de frontera son C, = Cy — a (esto es ¢ = 0) sobre todas
las superficies que limitan la camara de difusién, excepto la punta z = d, y
el final proximodistal de la camara de difusién z = 0.

Sobre los dos planos posteriores C' = Cy — a + ey (es decir ¢ = feg) v
C' = Cy—a+cy (es decir ¢ = ¢y), respectivamente. El nimero [Scg se considera
suficientemente pequeno de tal forma que la aproximacion de la Ec. (1.9) sea
valida para ¢ = fcy — a.

Ahora buscaremos una solucién de la forma
c=X(2)Y(y)Z(z) (1.13)
Sustituyendo ésto en la Ec. (1.12) obtenemos:

X P2y 27
vzt Lxz%  xvPl L T xyz o
a2 ar TN a2 T
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Dividiendo por XY Z # 0, obtenemos:

1 [d*Z +r_ 1d2X+1d2Y (1.14)
Z \ dz2 D \Xdz?2 Y dy? '
Las partes izquierda y derecha de la ecuacion anterior, son funciones de varia-
bles independientes, las cuales deben tener un valor constante, que llamamos
k2.
De la parte izquierda de la Ec. (1.14) obtenemos:

d*Z r
ro_ k2) 7 — 1.1
dz? (D 0 (1.15)
y de la parte derecha de la Ec. (1.14) tenemos,

1d2X_k2+1d?_Y_ )
X da? Y dy2 "

pues otra vez, ambos lados son funciones de variables independientes.
Asi,

d*Y
— + kX = 1.16
dy2 + x ) ( )
' d*Y d*Y
2 12vy _ 2y _
d_gﬁ+(k —k‘$>Y—0 O d—yQ—l—/{?yY—O, (1.17)
entonces
Ry
De la Ec. (1.15), si 5 — k* = —A? < 0, entonces
7Z(2) = cpe.
De las Ecuaciones (1.16) y (1.17) tenemos que:
X(x) = sin m77m, my = 1,2,
Y(y) =sin 22 m, =1,2,
ly
donde,
My T myT
kx = Yy ky = £

La solucion en las direcciones x v y que coinciden con nuestras condicio-
nes de frontera son simplemente nimeros integrales de onda semi senoidales.
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Finalmente sustituyendo las expresiones de X (), Y(y) v Z(z) en la Ec.

(1.14), obtenemos:
ro omin? mim?
=24 L __ )2 (1.18)
D 12 12

Esta relacion es fundamental en el andlisis del modelo.

1.2.3. Constantes de reaccion-difusion: El niimero de
Saunders

A continuacién veremos una cantidad fundamental que nos ayuda a de-
terminar las constantes que controlan el comportamiento de la solucion de la
Ec. (1.6), tales constantes también son responsables de reproducir el patrén
que se forma durante el desarrollo de la extremidad.

Como vimos anteriormente, la solucién de la Ec. (1.6) esta dada por el
producto de las expresiones,

X(z) = sin m;”, my =1,2, ... (1.19)

Y (y) = sin m;’”, my =12, ... (1.20)
Yy

Z(2) = cpe™* (1.21)

En las expresiones para X (z) y Y (y), I, y I, en el denominador de los
argumentos, son las longitudes constantes a través de los ejes dorsoventral y
anteroposterior, respectivamente; y A en le expresién para Z(z) esta relacio-
nada a d, la longitud proximodistal de la caAmara de difusién la cual tomard
valores discretos cuando ocurra la aproximaciéon de la diferenciacion.

El producto de las expresiones

X(2)Y (y)Z(2),

esigual a ¢, que es el desplazamiento ajustado de la concentracién de M desde
un valor caracteristico transitorio espacialmente homogéneo de la mesénqui-
ma antes de que inicie el crecimiento de la extremidad.

La relacién entre los valores de los argumentos permisibles para la unién
de la Ec. (1.19) con la Ec. (1.21) y las constantes de reaccién-difusién del
sistema estan dados por
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7;173 S = m—i + m2 — ﬁ

2D (Ip/1,)? vooon?
la cual es deducida de la Ec. (1.18). Nos referimos al nimero S como el
numero de Saunders, debido a que J. W. Saunders fue quien descubrio la
formaciéon del patréon esquelético de la extremidad en la secuencia proximo-
distal de la extremidad [17]. Esta es la cantidad fundamental a la que nos

referimos anteriormente.

(1.22)

En [13] Newman y Frisch estimaron el valor de D en la Eq. (1.22) con el
orden de 2 x 1077 centimetros cuadrados por segundo, que es alrededor de
dos tercios del valor del coeficiente de difusién en el agua para una proteina
con peso molecular de 4,4 x 105.

Una medida promediada del valor de [, para el brote de la extremidad
del ave es 1,4 x 10~ em, por lo cual I7 es 2 x 10~*cm?. El cuadrado de 7 esta
alrededor de 10, y 7, que puede ser considerado como el inverso del tiempo
de relajacién caracteristica del proceso de la formacion del patrén, en el cual
cambios detectables toman lugar hora tras hora, es del orden 6 x 10~*sec™.
Estas cifras establecen un valor fisicamente aceptable como S = 6.

Ahora proporcionaremos estimaciones de los valores de los pardametros
fisicos del lado derecho de la Ec. (1.22). Valores promediados para las can-
tidades I, y I, de 0,4mm y 1,4mm, respectivamente, estan disponibles en
el trabajo de Stark y Searls [19]. Los valores de la longitud d de la cdmara
cuando varios elementos esqueléticos estan contemplados, se pueden deducir
de las medidas hechas por Stark y Searls [19], y Summerbell [20].

Por 1ltimo, la eleccion de un valor para A determinard directamente la re-
lacién entre el tamano de la cdmara y niumero de modos (formas en el patrén)
en el lado derecho de la Ec. (1.22), teniendo en cuenta que el lado izquierdo
es constante. La interpretacién fisica de A, la cual puede ser conjeturada de
la Ec. (1.21) y de la Figura 1.6 (a), es que A fija el radio de los valores méxi-
mos permitidos para c en las caras distal y proximal de la camara de difusion.
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Figura 1.6: Graficas de las funciones que constituyen conjuntamente las solu-
ciones de la Ec.(1.6). (a) Componente Z(z) de la solucién; (B) Componentes
X(z) o Y(y) donde m = 1; (C) Componentes X (z) o Y(y), donde m = 3; y
(d) Componentes X (z) o Y(y), donde m = 5.

1.2.4. Formacion del patrén durante el brote de la ex-
tremidad

A continuacién describiremos el proceso de desarrollo de las extremida-
des que se rige por la ecuacién de reaccién-difusion, Ec. (1.6), sujeto a las
limitaciones fisicas adecuadas Ec. (1.22) y las limitaciones bioldgicas sobre
la disponibilidad de células condrogénicamente competentes. Vamos a omitir
los criterios bioldgicos de la condensacion precondrogénica pero se pueden
consultar en [13].

Para empezar, suponemos que se establece un gradiente lineal proximo-
distal de una sustancia I que actia como una fuente para iniciar el foco
condrogénico en la etapa inicial del proceso. En esta etapa el brote de la ex-
tremidad mide aproximadamente 0,7mm de longitud. Usando este valor para
d en la Ecuacién (1.22) y haciendo [, = 0,4mm, I, = 14mm y X\ = 4,4/d,
obtenemos que

S =125m2 +m) — 178 (1.23)

Sim, y m, se toman de tal forma que sean 1, esto dard un valor para S de
5.7, el cual es del orden de magnitud previamente estimado para el nimero
de Saunders. En esta etapa el himero se hace evidente por primera vez.

Con esta eleccién para las m’s, la forma funcional asumida por X (z) y
Y (y) se muestra en la Figura 1.6 b). Por lo tanto en cualquier nivel a lo largo
del eje z, los valores de ¢ para los cuales se puede generar diferenciacion
celular en cartilago, se encuentran en una regién en el centro de la seccion
transversal, tal como se especifica por el producto de X (z) e Y (y) que se
muestra en la Figura 1.7 a). El himero comenzara a formarse en el campo de
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las células competentes en el tercio proximal de la extremidad, reduciendo
repentinamente el tamano de la camara de difusion.

Figura 1.7: Producto de funciones X (z)Y (y) vistas en direccién del eje z. Se
representan las funciones de la Figura 1.6, cuando (a) m, = 1, m, = 1; (b)
my; = 1; my = 3; (¢) my = 1, m, = 5. Ese producto de funciones indica la
distribucién del morfégeno M en el corte transversal de la caAmara de difusion
en varios tiempos del desarrollo.

Los detalles del desarrollo para el resto del proceso dependeran critica-
mente del tamano real de la cadmara de difusion en el momento en que se
establezca un nuevo gradiente lineal para la produccion del morfégeno. El
proceso sélo cesara cuando se reduce la produccién de I, posiblemente por
una atenuacion de la actividad en la punta de la extremidad. Entonces todas
las células en la camara se vuelven competentes para responder a M, ago-
tando cualquier potencial para la adicion posterior de elementos. El patrén
temporal y espacial de los elementos esqueléticos generados por el modelo
analizado se representa en la Figura 1.8.

Figura 1.8: Patrones condrogénicos predichos por el modelo descrito en etapas
sucesivas del desarrollo. El alargamiento de los “elementos esqueléticos” se
basa en mediciones empiricas. La parte sélida oscura representa cartilago
o condensacion de precartilago; la parte punteada representa la distribucion
hipotética del morfégeno M en el tejido anterior evidente de la condrogénesis.
Los nimeros indican las etapas Hamburger-Hamilton del modelo [8].
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Finalmente, cabe mencionar que el problema con este modelo es que el
patron que se genera no es capas de construirse como una evolucién a través
del tiempo, pues como ya vimos, depende en mayor parte del ntimero de
Saunders, el cual depende directamente de la longitud de la camara de difu-
sién. Sin embrago en anos posteriores (2007), Newman ajusta su modelo con
el nuevo enfoque de activacién-inhibicién para solucionar este problema [14].
En el siguiente capitulo veremos a que nos referimos con este nuevo enfoque.



Capitulo 2

Mecanismo de
activacion-inhibicion

2.1. El sistema de activacion-inhibicion

En este capitulo nos concentraremos en la generalizacién de la Ec. (1.4)
en el caso cuando existen, por ejemplo, varias especies o sustancias quimicas
interactuando para determinar un fenémeno especifico, en este caso tenemos
un vector u;(x,t),i = 1,...,m de densidades o concentraciones, cada una
difundiéndose con su propio coeficiente de difusiéon D; e interactuando de
acuerdo al vector de término fuente f. Entonces la Ec. (1.4) se vuelve,

@Zf%-v-(DVu), (2.1)
ot

donde D es una matriz de difusividades la cual, si no hay cruce de difusion
entre las especies, es simplemente una matriz diagonal. En la Ec. (2.1) Vu
es un tensor por lo cual V- (DVu) es un vector. Nos referimos a la Ec. (2.1)
como sistema de reaccion-difusion. Este mecanismo también fue propuesto
como un modelo para la base quimica de la morfogénesis por Turing (1952)
[23]. Tales sistemas han sido estudiados desde alrededor de 1970. Las genera-
lizaciones cuando D no es diagonal o hay términos integrales en f aparecen
en algunos modelos que involucran mutaciéon de células cancerigenas. Para
més ejemplos puede ver [11].

Para tener una idea mas clara sobre el comportamiento de este tipo de sis-
temas, a continuacién trataremos con modelos para dos sustancias quimicas,
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digamos A(r,t) y B(r,t). Entonces el sistema de ecuaciones es de la forma,

%—f;‘ = F(A,B) + D,V?A,
(2.2)
%—ﬁ = G(A,B) + DpV?B,

donde F'y G representan las cinéticas, que siempre serdn no lineales.

Turing (1952) dijo que en la ausencia de difusién (cuando Dy = Dg = 0),
Ay B tienden a un estado estacionario linealmente estable [23], entonces bajo
ciertas condiciones, patrones espacialmente no homogéneos pueden evolucio-
nar a causa de la difusion inestable si Dy # Dpg.

Cabe mencionar que durante la construccion de modelos a menudo es
util y de ayuda intuitiva expresar los mecanismos cinéticos en términos es-
quematicos con alguna convencion para indicar autocatdlisis, activacion, in-
hibicién, degradacion y difusion desigual. Por ejemplo, si consideramos el
mecanismo de activacién-inhibicién sugerido en 1972 por Gierer y Meinhardt
[6] en donde proponen una teorfa sobre la formacion de patrones bioldgicos, la
cual dice que las concentraciones maximas de sustancias que forman patrones
estan generadas por “auto-reproduccion local” ademas de inhibicién de largo
alcance. Este mecanismo, propuesto por Gierer y Meinhardt, es equivalente
al sistema,

= g —bu+ (L) + V2,
(2.3)

P = u? —v+dV,

donde u representa la concentraciéon de un morfogeno que se auto-activa
(gracias al término u?) y v determina su inhibicién [12]. Una representacién
esquematica para éste sistema se muestra en la Figura 2.1.

" . Autocatalisis
" Difusion

Activacion

Activacio
local

TN
b)

v
Inhibidor
Difusion (d> 1)

-v Degradacion

Figura 2.1: a) Representacién esquematica del sistema activador-inhibidor
(2.3). b) Representacién espacial de activacién local y rango lateral de inhi-
bicion.
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Una aplicacién mas concreta de los mecanismos de reaccién-difusion por
inhibicién lateral se puede ver en el trabajo de Gierer (1991) en donde se
estudia la regulacién y reproducibilidad de la morfogénesis [7].

2.2. Regulacion y Reproducibilidad de la mor-
fogénesis

Como mencionamos en la introduccién de este trabajo, los procesos de
formacién de patrones estan determinados por la produccién de sustancias
quimicas o morfégenos que se distribuyen en ciertas regiones. En 1991 A.
Gierer establecié mecanismos requeridos para generar estructuras complejas
bien definidas por medio de sistemas activador-inhibidor que modelan la re-
gulacién y reproducibilidad de morfégenos. Dichos mecanismos regulan la
generacién de concentracion espacial de patrones que aparecen por interac-
cién de activacion de rango corto y efectos inhibidores de rango largo; una
vez que se establecen las concentraciones, pueden funcionar como “campos
morfogenéticos” que dirigen la organizacion espacial en células y tejidos ca-
paces de generar estructuras complejas definidas. A continuacién vamos a
mostrar el modelo propuesto por Gierer.

2.2.1. Regulacién y generacion de modelos

El mecanismo propuesto por Gierer dice que la regulacién del desarrollo
morfogenético resulta si el rango de inhibicién excede el tamano total del
campo en donde se produce un morfégeno; y si la cinética de la activacion
del morfégeno es tal que la concentracion de activador no puede exceder lo-
calmente un nivel de saturacion; bajo esas condiciones la activacion invade el
campo hasta alcanzar cierto nivel de inhibiciéon. Esto ocurre en una propor-
cién fija del area activada en relacién al tamano total del campo, llevando a
una regulacién morfogenética que define un patron.

Las condiciones para la formacién de patrones por autocatalisis e inhibi-
cion lateral se pueden expresar mateméaticamente si se aproxima la produc-
cién y eliminacién cinética para un activador a(z,t) y un inhibidor h(z,t)
por términos con potencias, y se asume la degradacién o tasas que sean pro-
porcionales a a y h, respectivamente. El modelo propuesto por Gierer es un
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sistema activador-inhibidor que tiene la siguiente forma,

@ = ca—k a + 7‘2—82a

ot~ Cp MO HTag (2.4)
oh a™ 282/1 )
E:cﬁ—yhjtwha >

con constantes de difusion D, y D;, para el activador e inhibidor, respectiva-
mente, los rangos estan dados por r, = /D, /puy rn = /Dp/v.

Las constantes adecuadas para éste modelo determinan la regulacion y
reproducibilidad de la morfogénesis en términos de la concentracion espacio-
temporal de un morfégeno que actia como activador y otro que actia como
inhibidor. La interpretacion detallada del modelo se puede estudiar en [7].

2.2.2. Evolucién de caminos morfogenéticos reprodu-
cibles

Mediante muchos procesos de desarrollo se han detectado propiedades
caracteristicas que regulan campos morfogenéticos, pero el grado de su ocu-
rrencia ain no es conocido. Haciendo énfasis sobre los aspectos evolutivos de
la formacion de patrones, se sugieren las siguientes conclusiones:

= Las concentraciones espaciales de patrones que actiian como campos
morfogenéticos se requieren para desarrollos reproducibles complejos;
los mecanismos basados en diferenciacién celular, movimiento celular e
induccion contacto-mediado pueden implicar que pequenas desviacio-
nes en etapas tempranas pueden desorganizar el desarrollo posterior. Es
muy probable que la morfogénesis pierda el grado de reproducibilidad
funcionalmente necesaria y se puedan adquirir caracteristicas cadticas.

= Se pueden reproducir procesos bio-quimicos que nos son procesos tiempo-
controlados. Mas bien aparecen como una aproximacion a estados de
equilibrio estables.

= Al menos algunas de las caracteristicas reguladoras parecen estar ba-
sadas en campos morfogenéticos que pueden surgir por la interaccion
de activacion e inhibicién entre y a través del tejido en desarrollo.



Conclusiones

Como pudimos ver en el Capitulo 1, con un simple morfégeno es posible
generar patrones tan complejos como los que se mostraron en nuestros expe-
rimentos numeéricos, sin embargo considerando suficiente informacién sobre
el comportamiento biologico de algtin fenémeno, podemos construir modelos
para generar patrones que se forman durante procesos bioldgicos de la vida
real; tal es el caso del modelo que revisamos sobre la formacion del patrén
esquelético en el desarrollo de extremidades de un ave [13].

Por otro lado, como vimos en el Capitulo 2, podemos generalizar el meca-
nismo propuesto en [13] para poder construir modelos en donde interactian
diferentes morfégenos. Esto es de gran utilidad ya que, por lo general, en los
fenémenos biologicos interactian diferentes morfogenos. En este caso, hemos
considerado sélo dos morfégenos interactuando entre si, uno actuando como
activador para que cierto fenémeno ocurra y otro actuando como inhibidor del
fenomeno. Posteriormente se han hecho trabajos en donde se estudia la parte
tedrica de estos sistemas, por ejemplo Dockery (1992) muestra la existencia
de ondas estacionarias como soluciones para un sistema de reaccién-difusion,
usando como herramienta el andlisis de perturbacién singular [4].

Finalmente con respecto al impacto de investigacién actual sobre el tema
de la formacion de patrones, cabe mencionar que se han hecho algunas gene-
ralizaciones sobre los mecanismos tipo Turing, realizadas por investigadores
de la UNAM, tal es el caso del trabajo hecho por Ramén Plaza, Pablo Padilla,
Faustino Sanchez y R. A. Barrio, en donde se estudia este tipo de mecanismos
en dominios que crecen y que tienen diferentes geometrias [16]. Con respec-
to a la no autonomia de los mecanismos tipo Turing, uno de los trabajos
mds recientes (2016) sobre los sistemas de reaccién-difusion, es el trabajo “A
three-scale model of spatio-temporal bursting”, realizado por Alessio Franci
et al. en donde también se aplica el andlisis de perturbacién singular [5].
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