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Introduccién

Desde el surgimiento de los seguros, las primeras companias aseguradoras tuvieron la
necesidad de constituir una provisién, que se conoce como reserva, que hiciera frente a las
futuras reclamaciones del asegurado, por tal motivo el actuario, ademés de calcular la pri-
ma que la aseguradora cobra en la péliza de seguro, desarrolla métodos estadisticos que
le permita (a partir de datos historicos proporcionados por la aseguradora, como primas,
conteos de siniestros, siniestros incurridos, siniestros pagados, flujos de efectivo, etc.), hacer
un estimado de los siniestros futuros a los que la aseguradora esta obligada a hacerse cargo.

Todavia en la década de 1970, la estimaciéon de la reserva se realizaba sélo para recla-
maciones conocidas, la técnica consist{a en que un actuario evaluaba individualmente cada
siniestro en la todas las etapas de su existencia. Esa estimacién individual seria agregada
al total de la reserva de obligaciones pendientes de cumplir. Con el paso del tiempo, y la
creciente capacidad de desarrollar nuevas herramientas que pudiesen someter los resultados
de este proceso a un anélisis estadistico, se crearon otros métodos de aproximaciéon de la
reserva que fuesen mas apropiados. Sin embargo, todavia existen casos en algunas lineas de
negocios, donde el nimero de siniestros son pequenos, o donde sea particularmente complejo
la conjuncién con otros métodos.

Existen por lo menos 30 diferentes métodos analiticos en los que los actuarios se pueden
basar en el momento de estimar la reserva de reclamaciones, y éstos son los responsables de
elegir los métodos con los que se trabajara asi como de interpretar y evaluar los resultados
segin su experiencia.

Uno de los primeros métodos que comenz6 a utilizarse para la estimacion de la reserva
fue el Poisson para conteo de siniestros pero, por su estructura, en ocasiones no resultaba
apropiado si se presentaban flujos negativos en las reclamaciones, a partir de aqui surge el
método Chain-Ladder (CL) que actualmente se considera como uno de los més populares
métodos de estimacion de reclamaciones futuras.

Evidentemente, una de las primeras preguntas que surge es, por qué este método es el
mas comun.
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La respuesta rapida es por la facilidad de uso. Pero otra razén (en principio), es sim-
plemente por costumbre.

Muchas personas creen que el método Chain-Ladder al ser un algoritmo determinista
no genera una buena estimacion de la reserva pero en el transcurso del Capitulo 2 de este
trabajo se estudiard qué, bajo ciertas suposiciones, el método Chain-Ladder si tiene una
génesis estocastica y de aqui profundizar su desarrollo, i.e. por ejemplo, estimar el error de
estimacion, la varianza o bajo la misma metodologia pero con diferentes suposiciones dar
lugar a nuevos métodos, como el Bornhuetter-Ferguson, o bien con suposiciones distribu-
cionales y a partir de estas suposiciones estimar sus parametros por métodos estadisticos
clasicos, asi como dar intervalos de confianza para dichos pardmetros.

Uno de los objetivos sera (de acuerdo a los resultados) decidir cual método es la mejor
estimacion de la reserva 6 si efectivamente el método CL clasico es la mejor opcién.

En el capitulo 3, se hace uso de metodologias Bayesianas para estudiar métodos como
el Cape Code, Benktander-Hovinen y se analizan métodos de varianza minima como los de
credibilidad, ademaés se describird el conocido algoritmo recursivo bootstrap, que es de gran
utilidad para el muestreo de los datos y la estimacién de su distribucién. Finalmente, se
analizard el método approzximate Bayesian computation el cual consiste en realizar simula-
ciones para estimar la distribucién predictiva.

El capftulo 4, extiende ideas de los capitulos 2 y 3 ya que se estudiaran métodos, como
el Munich Chain-Ladder, Double Chain-Ladder y Chain-Ladder continuo, basados en la
estructura Chain-Ladder pero que requieren de informacion adicional, ya que se trabajara
con dos tipos de datos que se describirdn maés adelante.

Muchos de estos métodos tienen dos versiones, para siniestros incurridos y para pagados,
y puede pasar que cada estimacién tenga una diferencia en el resultado, serd ahi cuando el
actuario decidiréd el monto de siniestralidad dltima que la aseguradora tendra que registrar
en sus estados financieros. Por lo tanto, la pregunta seria como obtener este monto si hasta
el momento sélo se habla de métodos tebricos. Una de la soluciones que se encontrd para
este problema es dar una representacién practica, auxilidndose del software estadistico R y
una base de datos incluida dentro de las librerias del software, donde al ejecutarlo, realizar
una comparacion numeérica sobre cual método serfa el mas conveniente de utilizar.

Tanto la reserva para riesgos en curso como la de obligaciones pendientes de cumplir
son las provisiones més importantes en una aseguradora y su calculo debiese ser “exacto”,
pero esto dependera de los datos obtenidos y de los criterios que por experiencia el actuario
decida ejecutar.
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Por su parte, la dltima reforma a la regulaciéon mexicana se dio precisamente para in-
corporar un sistema que le permitiese a la institucién reguladora tener mas control sobre el
limite en la capacidad de solvencia de una compania aseguradora, asi como de comprobar
que los métodos, parametros y suposiciones utilizados en la estimacién de la reserva sean
los correctos.

En el capitulo 1, se da una descripcién del tipo de datos necesarios para la estimacién
de la reserva y como se clagifican, también se explica las diferentes reservas que, segin la
actual regulacién mexicana, son obligatorias de constituir, por lo tanto también se revisa el
método estatutario para el cilculo de las reservas proporcionado por la Comisiéon Nacional
de Seguros y Fianzas.
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Capitulo 1

El proceso de reservas

1.1. Proceso de registro de siniestros

Una poliza de seguro es un contrato entre dos partes: el asegurado, que mediante el
pago de una remuneracion, la prima, recibe a cambio, por parte del asegurador, la pro-
mesa de cubrir los dafnos econémicos que pueda causar la ocurrencia de un evento fortuito.

Al conjunto de pagos de siniestros, pagos por posibles pérdidas y siniestros pagados
sobre los que el asegurador estd obligado a hacerse cargo parcial o totalmente se le conoce
como monto de pérdidas.

Para que un siniestro se considere parte del monto de pérdidas la compania debid ser
informada por el asegurado y ésta tuvo que saldar el monto reclamado.

La Figura 1.1, representa una linea del tiempo del proceso que se sigue al reportar la
ocurrencia de un siniestro. Donde el tiempo t1, es la fecha exacta en la que ocurrié el si-
niestro y t3 es el momento en el que se le notifico a la aseguradora.

En general, los tiempos t3 y t4 muestran como es comtn que el monto del siniestro no
se pague inmediatamente, esto debido a los retrasos administrativos por parte de la ase-
guradora, diferentes cotizaciones al siniestro por parte del ajustador o los tramites lentos
por los que pasa el asegurado. Por ejemplo, cuando el pago es por la reposicién de ingre-
S0s y es necesario un comprobante, o también cuando el dano es a terceros y existe una
demanda al respecto. Asi, nuevos retrasos podrian surgir de la investigacion, disputa, liti-
gio o cualquier otro proceso que tenga relacion con la determinaciéon del monto del siniestro.

La Figura 1.1 indica que al tiempo t5, después de varios pagos del siniestro, la asegurado-
ra considera que el proceso de reclamacién estd completo y da por concluido su expediente.

5
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Fecha de

Ocurrencia  Valuacion Pago de Reapertura Termino
Notificacion Siniestros Clierre Pago siniestro
0 X X X X — X X X 1
1 t to t3 ta ts te t7 tg

Figura 1.1: Linea del tiempo de un siniestro

Pero hay casos (tg) en los que se considera que el monto del siniestro no fue correcto,
por lo que se continua con la investigaciéon y el caso es reabierto; esto podria generar mas
pagos (t7), finalmente si no existe ninguna otra acciéon que afecté al monto definido se da
por terminado el evento (tg).

1.1.1. Tipos de siniestros
1.1.1.1. Siniestros ocurridos pero no reportados

En el intervalo de tiempo (¢1,t2), la aseguradora ya es responsable del monto del sinies-
tro ocurrido -ya que es la promesa que le hizo al asegurado- pero ésta aiin no es consciente
de la existencia del evento. Durante este intervalo, se dice que el siniestro fue ocurrido
pero todavia no se reporta a la aseguradora, por tal motivo la aseguradora debe estar pre-
parada para este suceso acumulando una provisién o reserva que mas adelante se describira.

Por ejemplo, supéngase que se realiza una valuacion del siniestro al tiempo t > t;
(siguiendo la secuencia de la Figura 1.1). Si ¢t > 9, entonces el siniestro sera conocido por
la aseguradora, y su aportacién consistird en la estimacion de los pagos restantes.

Para valores mayores que t, esta estimacién podria ser cero. Por ejemplo, podria ser el caso
que t = tg o cuando t5 < t < tg. Si se considera el caso t; < t < to, se tiene un siniestro
ocurrido pero no reportado.

1.1.1.2. Siniestros reportados pero no liquidados

De acuerdo a la Figura 1.1, obsérvese el intervalo de tiempo (2, t7) donde la aseguradora
ya fue informada del siniestro, a partir de esto comienza la estimaciéon del monto a pagar
(t3,t4), en t5 se realiz6 un primer cierre del monto final estimado, pero para ts el caso fue
reabierto y nuevas estimaciones surgieron (¢7), mientras este lapso de tiempo transcurre se
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dice que el siniestro fue reportado pero atn no es liquidado al asegurado. En general, nin-
gun siniestro es liquidado inmediatamente esto se debe a las diferentes estimaciones sobre
el monto final.

Los siniestros reportados pero no liquidados se pagan de la prima devengada y difieren de
los incurridos pero no reportados en la forma en que han sido “reportados” a la aseguradora,
pero coinciden en que ninguno de los dos han sido completamente saldados durante el cierre
del periodo contable.

1.1.2. Pérdidas pendientes de cumplir

Las pérdidas pendientes de cumplir son el monto de siniestros por los que el asegurador
se hard cargo en un tiempo futuro a partir de la fecha de corte. Se refiere a los siniestros
futuros estimados para calcular el monto total de pérdidas.

1.1.2.1. Algunos componentes del monto total de pérdidas

Los flujos de efectivo son uno de los componentes que influyen en la estimacién de sinies-
tros futuros con periodo de origen menor al tltimo ano contable, ya que de éstos depende
el pago de dichos siniestros. Por tanto, existen procedimientos de proyecciones financieras
utilizados para generar estimaciones de estos flujos de efectivo en valores monetarios inde-
xados a una fecha de evaluacién particular.

Ajustes a los flujos de efectivo se pueden requerir debido a:
= Gastos de ajuste considerados en dos categorias:

e ALAE (Allocated Loss Adjustment Expenses): Gastos médicos asociados, gastos
de peritos, abogados externos, identificados en cada siniestro. Estan incluidos en
el monto de siniestros.

e ULAE (Unallocated Loss Adjustment Ezpenses): Gastos internos de ajuste, sis-
tema de manejo de siniestros, salarios, etc. No estdn incluidos en el monto del
siniestro y se tienen que estimar por separado.

= Rendimientos de inversiones: Las pérdidas pendientes de cumplir pueden dis-
minuir si la aseguradora obtiene un rendimiento positivo de inversiones futuras. Es
decir, si al invertir parte de su capital genera ganancias, sumado al total de ingresos
obtenidos en una fecha contable, sera suficiente para cumplir con los flujos de efectivo
de los pasivos.
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» Importes recuperables: El pago de siniestros de la aseguradora es comuin compen-
sarlo con “recuperaciones”. Por ejemplo, de los reaseguradores!, o de terceras personas
que ejercieron culpabilidad para la ocurrencia del evento, o en el caso de bienes mate-
riales, el valor de salvamento. Entonces, el monto total de pérdidas de la aseguradora
comprenderd el pasivo neto fuera de estas recuperaciones.

Algunos tipos de recuperaciones se consideran como contribuciones negativas para
los siniestros acumulados, y por lo tanto no es necesario separarlos al momento de la
valuacion. Sin embargo, hay casos en los que no pueden ser incluidos al siniestro y se
deben considerar por separado.

1.2. Reservas

El marco tedrico de seguros y los componentes que son necesarios para llevar a cabo
el proceso de reserva se describieron anteriormente, ahora, a partir del procedimiento de
reclamaciones se dard una descripcidon de cémo surge el problema de reservar.

Cémo ya se menciond antes, existe un retraso entre el evento o siniestro y la fecha de
liquidacion lo que significa que el asegurador deberé constituir una reserva respecto a esas
reclamaciones que atn no han sido liquidadas. El tiempo que tarda un siniestro (Figura
1.1) en registrarse contablemente, hace que la estimacion de la reserva no sea calculada con
precisiéon ya que el flujo de efectivo esta variando continuamente lo que provoca alteraciones
en la estimacién. En consecuencia, se necesita informacién adicional sobre la suficiencia de
la reserva. Por lo tanto, se debe realizar un cuidadoso anélisis sobre los métodos y supuestos
utilizados para las estimaciones.

La reserva requerida en ese momento es el recurso necesario para cubrir los costos de
los danios ocasionados por el asegurado a medida en que se van liquidando. La aseguradora
debera poder cuantificar estas responsabilidades si evaliia correctamente su posicién finan-
ciera, para ambos propdésitos, normativo e interno.

La necesidad de calcular el monto de las reservas esta motivada de diferentes circuns-
tancias dentro de la operacién del seguro. Por ejemplo:

s Fvaluar la situaciéon financiera de una compania de seguros, ya que los movimientos
en las reservas en méas de un periodo es esencial para conocer su desarrollo.

1Bl reasegurador es una compaiiia a la cual el asegurador por medio de un contrato transfiere una parte o
la totalidad de sus riesgos, asi como una parte de la prima, a cambio de devolver el monto por los siniestros
ocurridos de los riesgos en posesion.
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» Tarificacion en distintas lineas de negocios, en el sentido de estimar el costo de sinies-
tros futuros en riesgos que atn no han considerado en su cartera.

= Evaluar la solvencia de la aseguradora, en términos de la probabilidad de cumplimiento
de la obligaciones (i.e., se requiere una evaluacion de las pérdidas maximas probables).

= Poner un precio al valor neto de la compania de seguros, en particular para el caso
de ventas o adquisiciones.

= Contratos de reaseguro por cerrar, es decir, poner un valor financiero al run-off de la
cartera de negocios de seguros.

A partir de estas circunstancias, el andlisis de reservas se convirtié en un area de mucha
importancia ya que las cantidades de dinero que se constituyen representan el patrimonio de
las companias aseguradoras, y en su conjunto forman parte significativa del PIB de un pais,
esto fue uno de los motivos para desarrollar un plan en el que cada componente involucrada
en esta transaccion financiera juegue un papel importante.

Las companias aseguradoras tienen la obligacién de realizar una “buena” estimacién de
la reserva ya que es una de las cantidades més importantes en sus estados financieros y
deberd maximizar su viabilidad y rentabilidad, por lo que, ademas de la experiencia en el
momento de su estimacién es importante un anélisis cientifico riguroso.

El agente regulador, interesado en la solvencia de las aseguradoras, fija una serie de
normas estrictas. Dichas normas se tienen que cumplir y apegarse al momento de calcular
la reserva, con la finalidad de reducir la probabilidad de incumplimiento.

El agente fiscal, a cargo de obligar a mantener actualizada la declaraciéon de los ingre-
sos obtenidos de las companias aseguradora, entonces ésta deberd estimar la reserva de tal
modo que refleje los pagos reales o lo mas parecido a ellos.

El asegurado es el méas interesado en conocer la solvencia de una aseguradora en el
transcurso de la vigencia de la poéliza, por lo tanto, puede apoyarse de la informacién trans-
parente que los agentes, regulador y fiscal, obligan a las companias aseguradoras a publicar
o basarse de estudios realizados por empresas privadas dedicadas a otorgar calificaciones
crediticias para empresas financieras y asi convencerse de contratar el seguro.

1.2.1. Procedimiento de estimacién de las reservas

La evaluacion/estimacion de las reservas, en general, involucra los siguientes pasos:

1. Construir un modelo de estimacion, donde se establezcan hipo6tesis y suposiciones que
se quiera que cumplan.
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2. Ajustar el modelo antes propuesto, utilizando observaciones pasadas.

3. Evaluar el modelo ajustado con las suposiciones, aceptarlo, rechazarlo y/o ajustarlo
un niamero considerable de veces.

4. Utilizar el modelo para hacer predicciones sobre futuras estadisticas de interés.
5. Aplicar la experiencia profesional para la interpretacion y seleccion de los resultados.

El diseno de un “modelo” apropiado implica la seleccién de uno entre todos los mo-
delos posibles. Naturalmente, lo ideal seria elegir un modelo tan simple como sea posible.
Desafortunadamente, en la operacién de la industria aseguradora, el acceso a los datos es
muy restringido, lo que reduce el niimero de modelos que se pueden aplicar, pues no seria
apropiado el uso de un modelo que no sea respaldado por los datos disponibles.

1.2.2. Estimacion de las reservas de acuerdo a la Regulacién Mexicana

Actualmente en México, una reserva se refiere a la mejor estimacion de las pérdidas pen-
dientes esperadas (BEL,Best Estimate Liability). Generalmente se estima como el promedio
de reclamaciones futuras, pero supéngase que se considera un conjunto de reclamaciones
con distribucién normal, entonces la media de este conjunto de variables corresponderia
a decir que la aseguradora tendra una solvencia méaxima del “50%” del monto total de
los siniestros esperados, lo ideal seria estimar una reserva mas robusta que les permita la
solvencia econémica a las companias aseguradoras, por tal motivo se opto por agregar un
margen de riesgo (MR). Este margen de riesgo se refiere a la posible desviacion en eventos
desfavorables, por lo tanto, el margen de riesgo serd el monto que garantice que la reserva
sea suficiente. Entonces

Reserva = BEL + MR.

Cuando un actuario determina el monto de las reservas, estid calculando el monto de
los pasivos de la aseguradora y a su vez la utilidad. Ademas, al determinar las reservas de
obligaciones sumadas las indemnizaciones ya pagadas, se genera informacién que el actuario
necesita para calcular las primas de los siguientes afios.

En el ano 2013, en México se implementa una nueva regulaciéon, Solvencia II, con la fi-
nalidad de supervisar que las instituciones dedicadas a las operaciones de seguros y fianzas
cumplan con las obligaciones que acordaron con los asegurados. El cumplimiento de tales
obligaciones consiste fundamentalmente en hacer frente a las reclamaciones futuras que ha-
gan los asegurados, por lo tanto, la aseguradora debe contar con los recursos financieros
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suficientes para solventar los siniestros futuros. El principal recurso con que cuentan las ase-
guradoras para tales efectos son las reservas técnicas, por lo que es fundamental establecer
criterios generales para la constituciéon de reservas en las companias de seguros.

1.2.2.1. Solvencia ll

Solvencia Il fue una iniciativa que surgié en la Unién Europea para establecer un esque-
ma en la administraciéon de riesgos de las companias de seguros y reaseguros, a través de la
definicién del requerimiento de capital de solvencia, asi como la instalacién de procesos y
procedimientos para identificar, medir y gestionar los niveles de riesgo asumidos. Su objetivo
es el desarrollo y establecimiento de un sistema que permita medir los recursos necesarios,
para garantizar la solvencia de una aseguradora en funcién de los riesgos asumidos por ésta.

Solvencia II se diserié sobre tres pilares: el primero consiste en un proceso de anélisis de
las reservas, activos y pasivos necesarios para cubrir las obligaciones aceptadas en las poéli-
zas, asi como cuantificar los requerimientos de capital para enfrentar los riesgos asumidos;
el segundo se ocupa de definir las reglas de supervision, control interno y gobierno corpo-
rativo; y el tercero busca establecer las obligaciones de informacién que las aseguradoras
deberan presentar al mercado.

De forma mas general:

El Pilar I es de naturaleza cuantitativa y se puede decir que se ocupa de tres principales
elementos: Determinacién de Fondos Propios, valuaciéon de Reservas y requerimientos de
Capital.

El esquema de Solvencia Il estd basado en la valuacién econémica del riesgo y el capital
de las aseguradoras, lo que llevara a las aseguradoras a aplicar principios econémicos cuando
calculen el capital obligatorio y sus fondos propios. La diferencia entre el Valor de Mercado
de los Activos (VMA) y el Valor de Mercado de los Pasivos (VMP) dara como resultado
los Fondos Propios, los cuales deben ser suficientes para cubrir el Requerimiento de Capital
de Solvencia.

El Requerimiento de Capital de Solvencia busca garantizar que habra recursos patrimo-
niales suficientes para hacer frente a los riesgos y responsabilidades asumidas, en funcion
de las operaciones y los riesgos a los que esté expuesta la institucién.

El Pilar II pretende la promocién de estdndares mejorados y consistentes de gestién de
riesgos. Estos requerimientos tendran un gran efecto en las diversas actividades o aspectos
de gestion de las instituciones. Los aspectos clave afectados drasticamente son los siguientes:

s Sistema de gestién y seguimiento del riesgo.
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Estrategia y apetito al riesgo.

Autoevaluacion del Riesgo y la Solvencia (ORSA por sus siglas en inglés).

Funcién de control interno.

Papel relevante de la funcién actuarial.

El uso de la externalizacion (outsourcing).

La mayoria de los expertos consideran que cumplir con los requerimientos del Pilar II, sera
un reto mucho mayor para las aseguradoras que el contar con un modelo para la determi-
nacién de los requerimientos de capital.

El Pilar IIT busca la transparencia a través de la publicacion de informacion periddica,
sobre la situacion financiera y de solvencia de la compania. Supone establecer una disciplina
de mercado para todas las instituciones de seguros y reaseguros, cuyo objetivo dltimo es
el apoyo para obtener metas regulatorias. Este de un elemento muy importante dentro de
Solvencia I y las companias deben prepararse para publicar la informacién en base a la
periodicidad y detalle establecido por el regulador.

La gestion de la transparencia y el reporte de riesgos al mercado configuran un aspecto
que las entidades deben analizar con un enfoque amplio, ya que su éxito se basa en gran
medida en el grado en que se integren internamente los diferentes elementos que conforman
la gestion de riesgos.?

1.2.3. Tipos de Reservas
1.2.3.1. Reservas Técnicas

Las reservas técnicas al ser el pasivo més importante de una aseguradora, deberén eva-
luar sus activos que las respaldan a precio de mercado. En general, no existe un mercado
financiero cuyos instrumentos permitan replicar los flujos de estos pasivos.

Las reservas técnicas, en Solvencia II, hace referencia al monto que las aseguradoras
pagarian por transferir de inmediato las obligaciones a otra empresa, entendido como el
valor presente esperado de los flujos futuros, tomando en cuenta el valor del dinero en el
tiempo, mas un margen de riesgo (costo de capital). Deben de ser consistentes con la va-
luacién de sus activos y pasivos en el mercado y deben establecerse con respecto a todas
las obligaciones de los asegurados y beneficiarios de contratos de seguros.

2Comité de Solvencia IT de Amis. ( 2014). Solvencia II. Asociacion Mexicana de Instituciones de Seguros
11-29.
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La Ley de Instituciones de Seguros y Fianzas (LISF) establece que el valor de las reser-
vas técnicas serd igual a la suma del mejor estimador de obligaciones futuras (BEL) y un
margen de riesgo (MR), evaluados por separado.

El BEL se define como el valor esperado de los flujos futuros del portafolio de riesgos,
entendido como la media ponderada por la probabilidad de dichos flujos, considerando el
valor temporal del dinero con base en las curvas de tasas de interés libres de riesgo de
mercado. Por su parte, el Margen de Riesgo representa el costo de asegurar que el capital
requerido estard disponible para mantener las obligaciones de seguros para los anos subse-
cuentes, es decir, serd el monto que, sumado al BEL, garantice que el monto total de las
reservas técnicas sea el equivalente al que las aseguradoras requerirdn para asumir y hacer
frente a sus obligaciones.

Por lo tanto, la suma de ambos elementos indicara el valor del portafolio de riesgos
asegurados, dado que incluye los flujos de posibles ingresos y egresos asociados al negocio
suscrito y el costo del capital necesario para continuar la operacién del mismo hasta su
extincion.

Formalmente la LISF establece

“ARTICULO 216.- Las Instituciones de Sequros deberdn constituir las siguientes reser-
vas técnicas:

1. Reservas de riesgos en curso;
II. Reservas para obligaciones pendientes de cumplir;
ITII. Reserva matemdtica especial;
IV. Reserva para fluctuacidn de inversiones;
V. Reserva de contingencia;
13

VI. Reserva de riesgos catastréficos’

Cuando los flujos futuros asociados a las obligaciones de seguro y de reaseguro, pue-
dan replicarse utilizando instrumentos financieros con un valor de mercado directamente
observable, el valor de las reservas técnicas respectivas se determinara a partir del valor de
mercado de dichos instrumentos financieros. En tales casos, no serd necesario calcular por
separado la mejor estimacién y el margen de riesgo.

3Ley de Instituciones de Seguros y Fianzas
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1.2.3.2. Reserva de Riesgos en Curso

La reserva de riesgos en curso se puede definir técnicamente como la parte de la prima
que se debe utilizar para el cumplimiento de las obligaciones futuras por concepto de recla-
maciones, a lo que también se le llama “Prima no Devengada”.

Tiene por objeto que en el estado de resultados se reflejen los ingresos, es decir, el efecto
de las primas devengadas al final de un ejercicio contable. Se deducen las primas cedidas
en reaseguro, para representar solamente la porcién retenida por la aseguradora. Ademas,
se excluyen los reaseguros de riesgos catastroficos por que éstos se destinan a cubrir la re-
tencion del asegurador. Cuando se constituye la reserva se hace un cargo a los gastos y un
abono a la cuenta de reservas. El abono, en realidad no es un gasto, porque no representa
una pérdida de valor de ningun activo. El saldo acreedor que se genera con la constitucion
de la reserva no es un pasivo, porque la empresa no espera desprenderse de esos recursos.

Esta definicién se traduce como una serie de céalculos actuariales que pueden resultar
de mayor o menor complejidad dependiendo del tipo de seguro, por lo que para hacer una
mejor explicacién es importante hacer la distincién de los diferentes tipos de seguros y
referirnos a los métodos de constitucién de reservas correspondientes a cada uno de ellos.
Es importante también aclarar que cuando se trata de seguros de vida o pensiones es mas
comun llamar a esta reserva, “Reserva Matemética”, en tanto que, para los seguros de dafos,
asi como de salud, se le conoce como “Reserva de Riesgos en Curso”.

Segun la LISF

“ARTICULO 217.- Las reservas técnicas a que se refiere el articulo 216 de esta Ley,
tendrdn como propdsito:

1. En el caso de las reservas de riesgos en curso, cubrir el valor esperado de las obli-
gaciones futuras derivadas del pago de siniestros, beneficios, valores garantizados, di-
videndos, gastos de adquisicion y administracion, asi como cualquier otra obligacion
futura derivada de los contratos de seguro.

a) En la operacion de vida:

1) Para los sequros de vida con temporalidad mayor a un ano;
2) Para los sequros de vida con temporalidad menor o igual a un ano;

3) Para los sequros de pensiones o de supervivencia relacionados con la edad,
jubilacion o retiro de personas bajo esquemas privados complementarios a la
sequridad social, y

4) Para los sequros de pensiones derivados de las leyes de seguridad social;

b) Para los sequros comprendidos en la operacion de accidentes y enfermedades, y




Sec. 1.2 Reservas 15

¢) Para los sequros comprendidos en la operacion de darios;”™

Seguro de Danos

Los seguros de dafios son en su mayor parte de vigencia anual o inferior, por lo que la
constitucion de la reserva de riesgos en curso es similar y puede llevarse a cabo de manera
exacta, poOliza por poliza. También se pueden establecer formulas de calculo de reserva que
en lugar de dias sean por meses, trimestres, quincenas o semanas, para el devengamiento
de la reserva.

Es importante aclarar que, el cobro de una prima tnica en la cual estdn incluidos los
costos de administracién adquisicién y margen de utilidad futuros. En este caso el asegu-
rado no tiene obligacion futura de pago de primas por lo cual la reserva se constituye sélo
con el valor esperado de las obligaciones futuras de la aseguradora, que corresponde a las
primas no devengadas que deberan ser guardadas para el pago de siniestros de anos futuros
o devueltas al asegurado en caso de que el bien asegurado desaparezca.

Otro aspecto que es importante aclarar es que el pago fraccionado de la prima no
modifica el procedimiento de calculo de la reserva, por lo que el calculo debe realizarse
como si la prima se hubiese pagado en su totalidad al inicio de vigencia del plan, sin
embargo, para evitar una distorsién en la contabilidad se debe permitir a la aseguradora
que reconozca en estados financieros el saldo deudor de las fracciones de primas que faltan
por cobrar.

1.2.3.3. Reserva de Obligaciones Pendientes de Cumplir
Segun la LISF,

II. ... “En el caso de las reservas para obligaciones pendientes de cumplir, cubrir el valor
esperado de siniestros, beneficios, valores garantizados o dividendos, una vez ocurri-
da la eventualidad prevista en el contrato de sequro. Las reservas para obligaciones
pendientes de cumplir serdn:

a) Por pdlizas vencidas y siniestros ocurridos pendientes de pago;
b) Por dividendos y repartos periddicos de utilidades;

¢) Por siniestros ocurridos y no reportados, asi como por los gastos de ajuste asigna-
dos a los siniestros, y

d) Por las operaciones de que trata la fraccion XXI del articulo 118 de la presente
Ley;”

Cuando un asegurado sufre un riesgo y este riesgo estd amparado por la poéliza que
contraté, la compania de seguros comienza con el servicio correspondiente generando pro-
cesos operativos, administrativos y contables, los cuales toman una gran relevancia para
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la compaiifa ya que esto le permitird cumplir con sus pasivos denominados “Obligaciones
pendientes por cumplir”.

La reserva de obligaciones pendientes de cumplir es una provisién contable en los es-
tados financieros de una compaffa de seguros que cuantifica los pasivos de las pérdidas
ain no cubiertas o liquidadas, de todas aquellas reclamaciones de seguros que hayan sido
comunicadas o que se hayan generado pero atn no estén declaradas, i.e., corresponde a la
suma de dos reservas distintas, por una parte, la reserva de siniestros pendientes de pago,
y por otra, la reserva por siniestros ocurridos y no reportados; ambas reservas constituyen
obligaciones pendientes de cumplir. Sin embargo, su metodologia de constitucién es distin-
ta. Se trata de una reserva que se ha establecido para prever la futura responsabilidad de
los siniestros que se han producido, pero que atn no han sido liquidados.

Las reservas para afrontar los siniestros futuros o pendientes de pago se generan de las
primas ya devengadas para la aseguradora, es decir, aquellos periodos de aseguramiento
que ya fueron pagados por el asegurado y que no incurrié en ningin siniestro, por lo que
con esta, la aseguradora es capaz de resolver y liquidar todas las reclamaciones que son
causadas por estas poélizas de seguro.

En la primera parte, se distinguieron dos categorias de siniestros ocurridos para una
fecha en particular (fecha de valuacion), que son los siniestros ocurridos pero no reportados
y los siniestros ocurridos pero no liquidados, y corresponden a la estimacién de la reserva
de siniestros incurridos pero no reportados (IBNR, Incurred But Not Reported) y la reserva
de siniestros reportados pero no liquidados (RBNS, Reported But Not Settled), respectiva-
mente.

Reserva de Siniestros Ocurridos Pendientes de Pago

La reserva de siniestros ocurridos pendientes de pago es, junto con la reserva de riesgos
en curso, esencial para asegurar la solvencia de la compania de seguros.

Esta reserva se constituye con los saldos de las obligaciones derivadas de reclamaciones
recibidas por la compafifa y que por alguna razén no se han liquidado o pagado. En los
casos més comunes, se constituye cuando la institucién tiene conocimiento de la ocurrencia
de un siniestro, pero su valor no ha quedado totalmente definido por el ajustador o no
se ha logrado determinar si la reclamacion es procedente. Cuando se origina el siniestro,
la compainfa, por practica de mercado o por norma regulatoria, debe constituir la reserva
provisional correspondiente a la reclamacion, hasta en tanto se realice el ajuste respectivo.

La reserva de siniestros ocurridos pendientes de pago, no tiene un procedimiento de
calculo especifico, ya que ésta se constituye con los saldos estimados por los ajustadores
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de siniestros que hayan ocurrido y se tengan que liquidar en el futuro. Asimismo, dentro
de esta reserva deben incluirse otros gastos ligados al siniestro, como son gastos de ajuste,
intereses por mora, devoluciones de primas, penalizaciones, entre otros.

Reserva de Siniestros Ocurridos y No Reportados

Los siniestros ocurridos pero no reportados son eventos que ocurren en un intervalo de
tiempo, durante la vigencia de la poéliza, pero que se conocen con posterioridad a la fecha
de cierre o de valuacién de un periodo contable.

Asi, la reserva por siniestros ocurridos y no reportados (IBNR por sus siglas en inglés
“Incurred But Not Reported”) es una reserva técnica que corresponde al pasivo que se pro-
duce cuando los siniestros que ocurren en un determinado ano, y que por diversas causas
no son reclamados en el mismo, sino en anos posteriores, con la consecuente obligacién que
debe reconocerse en estados financieros.

El problema es cémo construir una reserva de reclamaciones de las que ain no se tiene
conocimiento, de lo Gnico que se tiene certeza es que tales reclamaciones llegaran y se debe
contar con una provisién para estas dado que en el futuro pueden manifestarse. En esta
etapa, se puede disponer de datos como pagos, nimero de siniestros y montos incurridos
reportados que describan un patrén de desarrollo.

El proceso de “reportar” no es instantaneo. Las reclamaciones generalmente se dan a
través de sucursales, intermediarios o agentes de seguros. Entonces, habra un intervalo de
tiempo entre el primer reporte y el proceso en ser registrado en la base de datos de la oficina
central.

Para el caso de los seguros de Responsabilidad Civil, para la determinacién el monto
total que se pagara se requieren periodos posteriores a la terminacion de la vigencia, inclu-
vendo largos procesos legales (como se especifique en cada caso). Por lo que estos siniestros
se llaman de “cola larga”. Es importante notar que la legislacion sobre responsabilidad civil
de cada pais influye en que tan pesada es la “cola” de cada siniestro.

Pasada la etapa de reporte, los datos obtenidos son utilizados para construir estimadores
de pagos futuros y este consiste de un tridangulo de reclamaciones incrementales agrupadas
por afio de origen y tiempo de desarrollo, el objetivo es completar el tridngulo hasta formar
un cuadro.

Existen diversos métodos clasicos como razén, Chain-Ladder, Bornhuetter-Fergusson,
Poisson para conteo de reclamaciones, bootstrap (que se estudiardan més adelante) para la
constitucién de esta reserva, sin embargo, el problema esencial que hay que resolver es el
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riesgo asociado con el futuro.
Reserva de gastos de ajuste al siniestro

Se considera como reserva de gastos de ajuste al siniestro de una institucion de seguros,
al monto por la atencién de los siniestros ocurridos y no reportados, tales como honorarios
de abogados y de ajustadores externos contratados para tal prop6sito, obtenido conforme
a la valuacién trimestral que realice para cada una de las operaciones y ramos indicados en
la LISF.

1.2.3.4. Reserva Catastréfica

Solvencia II, contempla la existencia de un requerimiento de capital de solvencia por
riesgos catastroficos. Por su parte, la LISF incluye en los requerimientos de suscripcion de
No Vida, un requerimiento de capital para eventos extremos.

“VI. En el caso de la reserva de riesgos catastrdficos, cubrir el valor de la pérdida md-
zima probable derivada de la ocurrencia de siniestros de naturaleza catastrdfica.”

La LISF define también las Reservas Catastroficas y su operacién se manda a normati-
vidad secundaria, debido a que éstas se determinan sobre la base de que corresponden a un
nivel de pérdida en un percentil superior al valor esperado (Pérdida Méaxima Probable). En
este mismo sentido también se contempla, que pueden existir riesgos que por su naturaleza
requieran niveles de confianza distintos al 99.5% que fija el regulador.

1.2.4. Meétodo estatutario para reservas

Dentro de la regulacién mexicana si el método o modelo utilizado para el cdlculo de
la reserva de riesgos en curso y obligaciones pendientes por cumplir no es el correcto, las
companias tienen un tiempo de prérroga para corregirlo y ajustarlo de no ser as{ la Comi-
sion Nacional de Seguros y Fianzas (CNSF) asigna un método estatutario desarrollado en
la Circular Unica de Seguros y Fianzas (CUSF) al cual se tienen que apegar y considerar
métodos, pardmetros y estimaciones sin rechazos.

A continuacién se dard una descripciéon del método estatutario para el célculo de la
reserva de riesgos en curso:

I) Se determinarén, por cada ramo o tipo de seguro , con la informacion estadistica del
mercado, los indices de reclamaciones futuras, mediante la metodologia siguiente:
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1I)

Se calculara el monto de primas emitidas en cada afio calendario ¢ (PE;), enten-
diendo como prima emitida, al monto de las primas emitidas que provienen de las
polizas que iniciaron su vigencia en el ano calendario ¢ y que hayan estado en vigor
en dicho afio calendario;

Se determinaran y clasificardn los montos brutos de las reclamaciones, asi como
los montos de dividendos, ajustes, salvamentos y recuperaciones, registrados por
afio de origen ¢ y ano de desarrollo j (5 ;),

Se calcularan los indices de siniestralidad registradas por ano de origen ¢ y ano
de desarrollo j (I.S;;), como el cociente que resulte de dividir el monto de las
reclamaciones S; ;, entre el monto de prima emitida en el afio calendario i. Esto es:

Sij
PE;’

IS;; =

Se obtendra una estadistica de indices de siniestralidad, identificados por ramo
o tipo de seguro, en su caso, anos de origen y de desarrollo, con los cuales se
llevara a cabo la simulacién de reclamaciones, dividendos, ajustes, salvamentos y
recuperaciones futuras para efectos de la valuacién de la reserva de riesgos en curso
y/o para la reserva para obligaciones pendientes de cumplir por siniestros ocurridos
no reportados y de gastos de ajuste asignados al siniestro.

Se realizara la simulacién y estimacién de reclamaciones futuras para efectos de la va-
luacion de la reserva de riesgos en curso y/o de la reserva para obligaciones pendientes
de cumplir por siniestros ocurridos no reportados y de gastos de ajuste asignados al
siniestro, de una Institucién de Seguros mediante el siguiente procedimiento:

a)

Mediante los indices de siniestralidad, calculados anteriormente, se simulardn los

siniestros futuros de la aseguradora, provenientes de cada uno de los anos de origen

i y afio de desarrollo j (S;;) , calculados como el producto del indice de sinies-
sim

tralidad, elegido aleatoriamente del conjunto de indices (I Sij ), por el monto de
primas emitidas en el ano. Esto es

~

Si;=18;;" * PE,.

Con el monto de las reclamaciones simuladas por cada ano de origen, se estimaré
el valor de las reclamaciones totales para cada ano de origen 4, como la suma de
las reclamaciones tanto conocidas como simuladas:

gz‘ = Z Si,j + §i,j-
J

Con las reclamaciones totales simuladas se obtendra una estadistica de indices
de siniestralidad altima (I.S; y), dividiendo, en cada simulacion, el valor de las
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reclamaciones totales provenientes de un determinado afio de origen , entre la
prima emitida en dicho ano. Es decir:

Si

IS 5 = .
S PE,

Con base en la estadistica de indices de siniestralidad ultima indicada en el inciso

anterior, se determinaréd la mejor estimacién del indice de siniestralidad tltima
__RRC

(IS;; ), como:

__RRC 1 N & N & N k
ISi,J :N*n ZIS17J+ZISQ7J+"‘+ZISLJ B
k=1 k=1 k=1

donde:

= N es el nimero de escenarios simulados;

» k se refiere a cada uno de los escenarios simulados;

= [ es el nimero de anos de origen considerados en la simulaciéon, y

w ]/ Sfj s es el valor del indice de siniestralidad dltima obtenido en cada escenario
k, para el ano de origen 1.

Nota: la simulacién del indice de siniestralidad altima de la aseguradora, determi-
nado conforme al procedimiento sefialado en el inciso ¢) anterior, debera considerar
el niimero necesario de iteraciones para asegurar que la mejor estimacion de dicho
indice no difiera en méas del 1.0 % de su verdadero valor.

IIT) Se determinara para cada ramo, el porcentaje de gastos de administracion, a, como
el promedio ponderado de los porcentajes de gastos de administracion que resulten de
dividir, para cada ano de origen, los gastos anuales de administraciéon observados en
cada aseguradora, entre los montos correspondientes de prima emitida.

IV) La reserva de riesgos en curso (RRC') que debera constituir la Instituciéon de Seguros,
serd la que se obtenga de multiplicar la prima de tarifa no devengada (PT N D) de cada

__RRC

poliza en vigor por el indice de siniestralidad altima total (1S; ; ), mas el porcentaje
de gastos de administracion, y al resultado se le sumaré el margen de riesgo (M R)

calculado conforme a lo establecido en el Capitulo 5.4 de las presentes Disposiciones®.

4

Es decir,

RRC

RRC = PTND(IS;; +a)+ MR.

Observacion 1.2.1.

“Circular Unica de Seguros y Fianzas
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Se entenderé como prima de tarifa no devengada, a la prima de tarifa que corresponda a
la poliza que se trate, multiplicada por la proporcién de tiempo de vigencia no transcurrido.
En los casos en que el riesgo no disminuya proporcionalmente en el tiempo o no mantenga
proporcionalidad respecto de la prima, la CNSF asignara, caso por caso, un criterio es-
pecifico para definir la forma en que deberd realizarse el devengamiento de obligaciones,
dependiendo de las caracteristicas de cada riesgo. v

El procedimiento para la reserva de obligaciones pendientes por cumplir es similiar ya
que, con las reclamaciones simuladas conforme a lo senalado en el inciso a) anterior, se
obtendra una estadistica de indices de siniestralidad ultima que capture el efecto de los
flujos de siniestros ocurridos no reportados o que no hayan sido completamente reportados,
asi como sus gastos de ajuste, salvamentos y recuperaciones (I SﬁNR) , dividiendo, en cada
simulacién, el monto de aquellos flujos provenientes de un determinado ano de origen que
se pagan en afios de desarrollo posteriores al ano de su ocurrencia, entre la prima emitida

en dicho afio de origen.

A partir de esta estadistica, se determinara la mejor estimacion del indice de siniestra-
__IBNR

lidad dltima (1S; ; ), como el valor medio de dichos indices.

Se determinard la reserva para obligaciones pendientes de cumplir por siniestros ocurri-
dos no reportados y de gastos de ajuste asignados al siniestro (RI BN R), como el monto que
se obtenga de multiplicar la prima emitida devengada (PT'D) en cada uno de los ultimos
cinco anos de operacion de la Institucién de Seguros, por el indice de siniestros ocurridos

pero no reportados o que no hayan sido completamente reportados, asi como sus gastos
___IBNR

de ajuste (1S; ; ),y por el factor de devengamiento correspondiente a cada afio, més el
margen de riesgo calculado conforme a lo establecido en estas Disposiciones. Es decir:

5 __IBNR
RIBNR =" (PTDt 18, , ) «FD,""" + MR.
t=1
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Capitulo 2

Modelos Chain-Ladder clasicos

En este capitulo se describiran algunos métodos algoritmicos basicos para la estimacion
de la reserva, como lo son el método de la razén, el Chain-Ladder clasico y a partir de éste,
bajo ciertas suposiciones, el Bornhuetter-Ferguson.

Ademés de presentar la forma mecanica del modelo Chain-Ladder, se haran suposicio-
nes, condicionales y no condicionales que reflejen la forma estocéstica que subyace de este
modelo, y asi poder medir el error de estimacién y la varianza en las predicciones obtenidas
con el método.

Finalmente, bajo hipoétesis distribucionales en las observaciones, se obtendran estimado-
res e intervalos de confianza de los parametros de cada distribucién asi como los estimadores
del monto total de siniestralidad ultima, para el cilculo de la reserva.

2.1. Tipos de datos para el estudio de reservas

En esta seccion se introducira la notacién clasica para el célculo/estimacion de la re-
serva de reclamaciones pendientes de cumplir. Donde, generalmente se estudia a partir del
desarrollo de triangulos que separan en dos ejes de tiempo los siniestros pagados en los que
la aseguradora ha participado.

Entonces, los datos del desarrollo de las reclamaciones se clasifican por periodo de
exposicion (anio de origen) y periodo de desarrollo. Un afio de origen se refiere al afio en el
que la péliza fue suscrita, emitida o el periodo de ocurrencia de un siniestro. Es claro que
el periodo de origen no necesariamente es anual, es decir, puede ser trimestral, mensual,
etc. El periodo de desarrollo de un ano de origen se le conoce como edad o retraso y es el
tiempo que tarda una reclamacion en ser saldada. Los datos en las diagonales del tridngulo
son los pagos en el afo calendario que se tome como punto inicial.

23



24 Capitulo 2 Modelos Chain-Ladder clasicos

Observacion 2.1.1.

La informaciéon de poélizas individuales se homogeneiza en una misma linea de negocio,
ramo, riesgo, etc. Es decir, en estos tridngulos generalmente hay informacion siniestral de
un ramo, un tipo particular de asegurados o cualquier criterio que haga que intuitivamente
se tenga el mismo tipo de datos. v

En este tipo de tridngulos puede haber informacién con respecto al nimero de siniestros
ocurridos, monto de los siniestros o montos de los siniestros pagados. Los métodos que se
desarrollaran en este trabajo se haran para cualquiera de estos tipos de datos y en caso de
que un método se desarrolle para un tipo en particular se hard explicita dicha especificacion.
Se utilizard simplemente el término “reclamacién” para referirse a cualquiera de estos tres
tipos de datos.

A continuacién se presenta un esquema con dicha estructura triangular.

Ano de Ano de desarrollo j
accidente¢ || 0 1 2 3 4 ... j R |
0
1
I+1-J Observaciones C; ;, X;
: (i+j<1)

Predicciones @J, )?”
(i+75>1)

Notacion 2.1.1. (Notacion Cldsica)
Para las siguientes secciones y capitulos se utilizara la siguiente notaciéon:
» X; j: son los siniestros incurridos en el periodo de desarrollo j con ano de accidente 4,

i.e., X; ; corresponde a las reclamaciones en el ano de accidente i realizados j periodos
posteriores a la ocurrencia del evento o en el ano contable i + j.
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= (; ;: son las reclamaciones acumuladas en el ano de accidente ¢ después de j anos de
desarrollo

J
Cij=Y_ Xik,
k=0

i.e., son todos los siniestros incurridos en el ano 7 con un retraso de liquidacién de j
periodos.

» i: ano de accidente, ano de ocurrencia (eje vertical), i € {0,1,...,1}, donde I es el
ano de accidente més reciente.

» j: ano de desarrollo, periodo de desarrollo (eje horizontal), j € {0,1,...,J}, donde J
es el ultimo ano de desarrollo.

\Y

En el tridngulo de desarrollo de siniestros, los afios de accidente, i, se especifican en
el eje vertical y los periodos de desarrollo, j, en el eje horizontal. Al tiempo I, el cuadro
de desarrollo de siniestros se dividen en dos partes: el tridngulo/trapezoide superior que
contiene todas las observaciones X;; (i +j < I) y el triangulo inferior con estimados o
valores pronosticados de las obligaciones pendientes de cumplir )N(” (i4+4>1).

Definicion 2.1.1. (Tridngulo de Desarollo de Siniestros)

Se define al conjunto de reclamaciones acumuladas

Dr={X;;:i+j<I1,j€{0,1,...,J}}, (2.1.1)
como el tridngulo de datos observados (tridngulo superior) en los afios de desarrollo j.
D§:{)?i,j:i+j>1,i§1,ng}, (2.1.2)

es el tridngulo de siniestros futuros a estimar/predecir (tridngulo inferior).

Las reclamaciones incrementales en el ano contable k& > 0 se denotan por Xj :=
Z X ;. Notese por ejemplo que X1 = X o+ X1y Xo = Xo o+ Xo2+ X1 1, es decir, las
itj=k
reclamaciones incrementales en el ano contable k se muestran en la (k + 1)-ésima diagonal
del tridngulo de desarrollo de siniestro.

Las reclamaciones incrementales X; ;, representan los pagos incrementales en la
celda (i,7), el namero de siniestros reportados con un retraso de j periodos de reporte y
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ano de accidente i, 6 el ajuste en la cantidad de siniestro reportada/pagada en la celda (i, 7).

Las reclamaciones acumuladas Cj ; , representan los siniestros pagados acumulados,
el total de reclamaciones reportadas ¢ los siniestros incurridos (para reclamaciones acumu-
ladas reportadas).

C; j se conoce como la el monto de siniestralidad ultima del ano de accidente i 6
cantidad total de siniestros en el afio <.

Reclamaciones Incrementales Reclamaciones Acumuladas

X;; pagos incrementales <= (}; pagos acumulados

X;; nimero de siniestros reportados con retraso j <= Cj; numero total de siniestros reportados
X ; ajuste en la cantidad del siniestro reportado <= Cj ; siniestros incurridos

Como X, ; denota cantidades incrementales, entonces las pérdidas pendientes (outstan-
ding loss liabilities) para el ano de accidente 7 al tiempo j estan dadas por

J
Rij:= Y Xix=Cij—Cij
k=j+1

estas I; j se necesitan pronosticar y se les conoce como reserva de obligaciones pen-
dientes de cumplir. Constituye una cantidad que se tiene que estimar a partir de las
reclamaciones pasadas C; ; y se obtiene un estimador/predictor para la siniestralidad alti-
ma, C; , del ano de accidente .

El paquete ChainLadder de R es una serie de rutinas estadisticas que proporciona varios
métodos que generalmente se utilizan para la estimacién de la reserva de obligaciones pen-
dientes por cumplir, asi como pronosticar el desarrollo de siniestros futuros.

Implementar en R algunos de los métodos para el cdlculo de reservas tiene varias ven-
tajas, por ejemplo:

= Un amplio lenguaje para modelos estadisticos y manejo de datos permitiendo una
rapida aplicacion del modelo.

s Distintas interfaces para bases de datos y otras aplicaciones, como Excel.

= Facilidad de construccion de funciones para crear reportes de investigacion en combi-
nacién con otras herramientas como ITEX.
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A continuacion se ejemplifica como hacer uso de la paqueteria ChainLadder tomando
como ejemplo la base de datos llamada “Genlns” que es un tridangulo (matriz de 10 x 10)
con datos de los siniestros acumulados de una aseguradora para la operacién de dafnos.

Cébdigo de R

R>data (GenIns) #base de datos
R> Genlns
dev
origin 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 357848 1124788 1735330 2218270 2745596 3319994 3466336 3606286 3833515 3901463
2 352118 1236139 2170033 3353322 3799067 4120063 4647867 4914039 5339085 NA
3 290507 1292306 2218525 3235179 3985995 4132918 4628910 4909315 NA NA
4 310608 1418858 2195047 3757447 4029929 4381982 4588268 NA NA NA
5 443160 1136350 2128333 2897821 3402672 3873311 NA NA NA NA
6 396132 1333217 2180715 2985752 3691712 NA NA NA NA NA
7 440832 1288463 2419861 3483130 NA NA NA NA NA NA
8 359480 1421128 2864498 NA NA NA NA NA NA NA
9 376686 1363294 NA NA NA NA NA NA NA NA
10 344014 NA NA NA NA NA NA NA NA NA
Cédigo de R

El tridngulo muestra los valores de las pérdidas conocidas a partir de cada afio de origen
y de las evaluaciones anuales posteriores. Por ejemplo, las pérdidas expuestas en el afio de
origen 3 son 290507, 1292306, 2218525 para los anios de desarrollo 1,2,3 respectivamente. La
altima diagonal, i.e., el vector 3901463, 5339085, 4909315,...,344014, muestra la evaluacion
mas reciente (de arriba hacia abajo).

El objetivo de este trabajo es pronosticar el desarrollo de futuras reclamaciones al com-
pletar la esquina inferior derecha del tridngulo y posibles desarrollos. En cierto punto todas
las reclamaciones se tendran que saldar, pero no siempre se conoce el tiempo que en que
esto se lleve a cabo (sobretodo en seguros de cola larga).

La libreria ChainLadder contiene dos funciones utiles para la construccion de los tridn-
gulos de desarrollo, cum2incr y incr2cum para transformar el tridngulo de reclamaciones

acumuladas al triangulo de reclamaciones incrementales y viceversa, respectivamente.

Cédigo de R

R>#Transformacién de un tridngulo de reclamaciones acumuladas
R<#a un tridngulo de siniestros incrementales

R> GenIns.inc <- cum2incr (GenIns)

R>#Transformacién de un tridngulo de con siniestros incrementales
R>#a un tridngulo de siniestros acumulados

R> GenIns.cum <- incr2cum(GenIns.inc)

R>#Reclamaciones Incrementales

R> GenIns.inc

dev
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origin 1 2 3
1 357848 766940 610542
2 352118 884021 933894
3 290507 1001799 926219
4 310608 1108250 776189
5 443160 693190 991983
6 396132 937085 847498
7 440832 847631 1131398
8 359480 1061648 1443370
9 376686 986608 NA
10 344014 NA NA

4
482940
1183289
1016654
1562400
769488
805037
1063269
NA

NA

NA

5
527326
445745
750816
272482
504851
705960

NA
NA
NA
NA

R> GenIns.inc[1,]

#Muestra el

desarrollo del

6
574398
320996
146923
352053
470639

NA
NA
NA
NA
NA

primer

7 8 9 10
146342 139950 227229 67948

1 2 3 4 5 6 7
357848 766940 610542 482940 527326 574398 146342 139950
R> GenIns.cum[l,] #Muestra el desarrollo del primer afio

1 2 3 4 5 6
357848 1124788 1735330 2218270 2745596 3319994 3466336

Cédigo de R

527804 266172 425046 NA
495992 280405 NA NA
206286 NA NA NA
NA NA NA NA
NA NA NA NA
NA NA NA NA
NA NA NA NA
NA NA NA NA
NA NA NA NA
afio del tridngulo incremental
8 9 10
227229 67948
del tridngulo acumulado
7 8 9 10

3606286 3833515 3901463

Ademas, se puede generar un resumen de cada periodo de desarrollo, como:

Cédigo de R

R> summary (GenIns)

1 2 3 4
Min. :290507 Min. 1124788 Min. 1735330 Min.
1st Qu.:346040 1st Qu.:1236139 1st Qu.:2159608 1st Qu.
Median :358664 Median :1292306 Median :2187881 Median
Mean :367139 Mean 1290505 Mean :2239043 Mean
3rd Qu.:391271 3rd Qu.:1363294 3rd Qu.:2268859 3rd Qu.:
Max. 443160 Max. :1421128 Max. 12864498 Max.

NA’ s 01 NA’ s 12 NA’ s

6 7 8 9
Min. :3319994 Min. 13466336 Min. :3606286 Min.
1st Qu.:3873311 1st Qu.:4307785 1st Qu.:4257800 1st Qu.
Median :4120063 Median :4608589 Median :4909315 Median
Mean :3965654 Mean :4332845 Mean 14476547 Mean
3rd Qu.:4132918 3rd Qu.:4633649 3rd Qu.:4911677 3rd Qu.
Max. :4381982 Max. :4647867 Max. :4914039 Max.
NA's :5 NA’ s :6 NA’ s 27 NA’s

$2218270
:2941786
$3235179
:3132989

3418226

13757447
:3

:3833515
:4209908
:4586300
:4586300
:4962692
:5339085
: 8

5
Min. :2745596
1st Qu.:3474932
Median :3745390
Mean :3609162
3rd Qu.:3939263
Max. :4029929
NA’ s :4
10
Min. :3901463
Ist Qu.:3901463
Median :3901463
Mean :3901463
3rd Qu.:3901463
Max. 3901463
NA’ s )

Cédigo de R

El primer acercamiento con el tridngulo de datos seré graficamente. La siguiente grafica
muestra el desarrollo de las reclamaciones que se tuvo en cada ano de origen, identificado
por cada curva con su respectivo nimero, el eje de las abscisas corresponde a los periodos

de desarrollo y el eje de las ordenadas a los montos acumulados de las reclamaciones.

Cédigo de R

R> plot (GenIns)

Cédigo de R
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Desarrollo de Reclamaciones por afio de origen
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Figura 2.1: Desarrollo de Reclamaciones

Lo ideal para una aseguradora, seria que conforme aumente el periodo de desarrollo las
curvas tiendan a mantenerse constantes eso indicarfa que no se esperan mas reclamaciones.

Para un analisis individual, i.e., para cada ano de origen, basta con incluir el argumento
lattice=TRUE para obtener una grafica dividida con el desarrollo de cada afio de origen.

Cédigo de R

R> plot (GenIns, lattice=TRUE)

Cédigo de R
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Desarrollo Individual de Reclamaciones
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Figura 2.2: Desarrollo individual de reclamaciones

2.2, Métodos basicos de estimacién/pronéstico

Los métodos clasicos que més se utilizan para estimar la reserva de obligaciones pen-
dientes de cumplir son:

I. Método de la razon.

II. Chain-Ladder (CL).
ITII. Bornhuetter-Ferguson (BF).
Observacioén 2.2.1.

Se supondrd que I = J y si j > J entonces X; ; = 0. v

A continuacién se describird cada uno de los métodos clasicos, adicionalmente se ejem-
plificara su procedimiento haciendo uso de la paqueteria ChainLadder de R, partiendo de
una base de datos contenida en el paquete de nombre Genlns, que ya se introdujo en las
secciones anteriores.
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2.2.1. Meétodo de la razén

En este método se estima el monto total de los siniestros para cada afio de ocurrencia,
por medio del producto de la ultima siniestralidad conocida por un respectivo factor de
desarrollo.

A partir del tridngulo de siniestros acumulados se calcula el crecimiento que se present6
entre cada periodo de desarrollo para posteriormente determinar los factores de desarrollo
promedio (age-to-age) que permitan estimar el monto total de los siniestros futuros para
cada ano de origen.

Ano de Ano de desarrollo j
accidente i 0 1 2 - J J—1 J
0 Coo Co1 Cop Co,j Co,s
1 Cio Cin1 Cip Ci Ci,7-1
i
I—-1 Cr-11
I Cro

Una vez que se calculan los factores promedio, se estima a, de los siniestros que atn
faltan por pagar. Cabe mencionar que este factor es muy importante para la estimacion
final, sin embargo, no existe una metodologia objetiva para determinarlo, una forma podria
ser a través de un ajuste lineal de la siniestralidad o con base en la experiencia que se tenga.

Afo de Periodos de desarrollo
accidente ¢ Oall 1al2 (j—1)alj (J—1)alJ
0 C"vl/co,o CO=2/CU,1 C"’J'/Co,J—l CO"’/CO,J—l
1 01,1/01’0 01’2/01,1 Cl’j/cl,j—l
Z’ Ci,l/ci,o Ci-?/Ci,l Cinj/ci,j—l
I—-1 01*1’1/0171,0
Factores 1 = Cin 1 =22 Cia 1 Iz_f Cij Co,s
promedio (M;) || [ -1 4~ Cjg I—-24~C;, I—j5~=Ci; Co,j-1
=0 ’ =0 ’ =0 ’ ’
Factores J e ad
ponderados(17) (1+a)1_[1MZ~ (1+a)H2MZ- (1+a)HMZ- (1+a)M,
i= i= i=j
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La estimacién de los siniestros futuros a través de los factores promedio es

~raz

Cijg=Cir—iMp—;--- My,

(2

o0 si se opta por la estimacién con los factores ponderados

Taz

a-J =Cig-iWi—i---Wjy.

(2

Por lo tanto, la estimacién de la reserva con el método de la razén para ambos factores
se obtiene como

_~raz ~raz

}% - i,J —’C&Jgi.
Ejemplo 2.2.1.

A partir de la funcién ata() de la libreria ChainLadder de R se genera una matriz con el
calculo de los incrementos de siniestros acumulados entre periodos de desarrollo para cada
ano de origen. Ademads, se calculan los factores promedio y los factores ponderados para
cada periodo de desarrollo.

A continuacién se presenta para el conjunto de datos Genlns.

Cébdigo de R

R> #Matriz de razones y factores de desarrollo
R> razon<-ata (GenlIns)
R> razon
dev
origin 1-2 2-3 3-4 4-5 5-6 6-7 7-8 8-9 9-10

1 3.143 1.543 1.278 1.238 1.209 1.044 1.040 1.063 1.018
2 3.511 1.755 1.545 1.133 1.084 1.128 1.057 1.086 NA
3 4.448 1.717 1.458 1.232 1.037 1.120 1.061 NA NA
4 4.568 1.547 1.712 1.073 1.087 1.047 NA NA NA
5 2.564 1.873 1.362 1.174 1.138 NA NA NA NA
6 3.366 1.636 1.369 1.236 NA NA NA NA NA
7 2.923 1.878 1.439 NA NA NA NA NA NA
8 3.953 2.016 NA NA NA NA NA NA NA

3.619 NA NA NA NA NA NA NA NA

smpl 3.566 1.746 1.452 1.181 1.111 1.085 1.053 1.075 1.018
vwtd 3.491 1.747 1.457 1.174 1.104 1.086 1.054 1.077 1.018

Cébdigo de R

Los atributos “smpl” v “vwtd”, son los factores de desarrollo promedio y los factores de
desarrollo ponderados, respectivamente. Se pueden extraer los factores utilizando la funcién

attr().

Cédigo de R

R> #Factores de desarrollo promedio
R> f.promedio<-attr (razon, "smpl")
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R> f.promedio

1-2 2-3 3-4 4-5 5-6 6-7 7-8 8-9 9-10
3.566143 1.745557 1.451961 1.180984 1.111247 1.084818 1.052739 1.074753 1.017725
R> #Factores de desarrollo ponderados
R> f.ponderados<-attr (razon, "vwtd")
R> f.ponderados

1-2 2-3 3-4 4-5 5-6 6-7 7-8 8-9 9-10
3.490607 1.747333 1.457413 1.173852 1.103824 1.086269 1.053874 1.076555 1.017725

Cédigo de R

Observacion 2.2.2.

R asigna el peso de los factores ponderados automéaticamente pero un buen ejercicio
seria estimarlo. v

A partir de los factores promedio, aplicados al tridngulo de siniestros acumulados, se esti-
man los siniestros futuros, i.e., se completa el tridngulo siguiendo el siguiente procedimiento

Cébdigo de R

R> trianguloCompleto<-GenIns

R> #Numero de factores o cambios

R> n=length (GenIns[,1])-1

R> #Construccidén del tridngulo completo

R> for(k in 1:n){

+ trianguloCompleto[ (n-k+1) :n+l, k+1] <-trianguloCompleto[ (n-k+1):n+1l,k]*f.promedio[k]}

R> #Tridngulo completo

R> round(trianguloCompleto)

dev

origin 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 357848 1124788 1735330 2218270 2745596 3319994 3466336 3606286 3833515 3901463
2 352118 1236139 2170033 3353322 3799067 4120063 4647867 4914039 5339085 5433719
3 290507 1292306 2218525 3235179 3985995 4132918 4628910 4909315 5276300 5369821
4 310608 1418858 2195047 3757447 4029929 4381982 4588268 4830251 5191325 5283340
5 443160 1136350 2128333 2897821 3402672 3873311 4201836 4423439 4754103 4838368
6 396132 1333217 2180715 2985752 3691712 4102403 4450360 4685070 5035291 5124540
7 440832 1288463 2419861 3483130 4113520 4571136 4958850 5220377 5610614 5710061
8 359480 1421128 2864498 4159139 4911875 5458306 5921267 6233552 6699527 6818274
9 376686 1363294 2379707 3455241 4080584 4534536 4919145 5178578 5565691 5664341
10 344014 1226803 2141454 3109308 3672042 4080545 4426648 4660107 5008462 5097236

Cédigo de R

Por lo tanto, con el uso de la funcion getLatestCumulative(), que obtiene la siniestralidad
ultima del tridngulo de datos observados y estimados, la reserva IBNR estimada a partir
de los factores de desarrollo promedio se obtiene como:

Cédigo de R

R> reserva<-sum(getLatestCumulative (trianguloCompleto)-getLatestCumulative (GenIns))
R> round(reserva)
[1] 18883073

Cédigo de R
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Analogamente, siguiendo el mismo procedimiento pero ahora con los factores de desa-
rrollo ponderados, se obtiene la siguiente estimacion:

Cébdigo de R

R> #Con factores ponderados

R> triangulocompleto<-GenIns

R> for(k in 1:n){

+ triangulocompleto([ (n-k+1) :n+l, k+l]<-triangulocompleto[ (n-k+1) :n+1,k]+f.ponderados/[k]}

R> #Muestra tridngulo completo

R> round(triangulocompleto)

dev

origin 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 357848 1124788 1735330 2218270 2745596 3319994 3466336 3606286 3833515 3901463
2 352118 1236139 2170033 3353322 3799067 4120063 4647867 4914039 5339085 5433719
3 290507 1292306 2218525 3235179 3985995 4132918 4628910 4909315 5285148 5378826
4 310608 1418858 2195047 3757447 4029929 4381982 4588268 4835458 5205637 5297906
5 443160 1136350 2128333 2897821 3402672 3873311 4207459 4434133 4773589 4858200
6 396132 1333217 2180715 2985752 3691712 4074999 4426546 4665023 5022155 5111171
7 440832 1288463 2419861 3483130 4088678 4513179 4902528 5166649 5562182 5660771
8 359480 1421128 2864498 4174756 4900545 5409337 5875997 6192562 6666635 6784799
9 376686 1363294 2382128 3471744 4075313 4498426 4886502 5149760 5544000 5642266
10 344014 1200818 2098228 3057984 3589620 3962307 4304132 4536015 4883270 4969825

R> reserva<-sum(getLatestCumulative (triangulocompleto)-getLatestCumulative (GenIns))
R> reserva
[1] 18680856

Cédigo de R

La diferencia entre las reservas de perdidas pendientes estimada para cada tipo de
factores no es significativa pero ésta depende del factor a estimado.

2.2.2. Método Chain-Ladder (algoritmico)

En principio, el modelo clasico Chain-Ladder (CL) no se fundamenta en un modelo
estocastico. Mas bien, es un algoritmo recursivo que se utiliza para estimar la reserva de
obligaciones por cumplir. Sin embargo, existen varios modelos estocasticos que justifican el
método CL. Ahora se estudiara el de “distribucion libre” (Mack (1993)).

Bajo el método CL de distribucién libre se relacionan las reclamaciones acumuladas con
link-ratios adecuados basados en el siguiente modelo.
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Suposicion 2.2.1. (Modelo Chain-Ladder de distribucion libre)

(i) Las reclamaciones acumuladas, C; ;, para diferentes afios accidente ¢ son inde-
pendientes, i.e. Cy;,C14,...,Cr; son independientes.

(ii) Existen factores de desarrollo fo, f1,...,f7—1 > 0 tales que para todo i €
{0,1,...,I},je{l,...,J}

E[Ci;|Cip, -, Cij-1] = E[C;4|C; 5-1] = Ci -1 fj-1- (2.2.1)

La Suposicién 2.2.1 consiste de las primeras dos suposiciones del modelo CL propuesto
por Mack (1993). Solo hay suposicion con respecto al primer momento en (2.2.1). Esto ya
es suficiente para estimar condicionalmente las reclamaciones y por lo tanto, describir el
algoritmo CL. Los momentos de orden superior sélo seran relevantes cuando se quiera cuan-
tificar incertidumbres de estos estimadores y pronésticos, por ejemplo a partir de la varianza.

La suposicion de independencia entre reclamaciones en diferente afio de accidente es
comin en casi todos los métodos de reservas. Una implicacién de esta suposicién es que se
necesita eliminar los efectos de los anos contables en los datos. Se pueden hacer suposiciones
mas fuertes sobre la sucesion C;0,C; 1 ..., por ejemplo, que sea una cadena de Markov.

j—1 *
Ademais, {C’i,j H fk_l} es una martingala.
k=0 j=1

Los factores f; se conocen como link-ratios, factores de desarrollo, factores Chain-Ladder
o factores age-to-age, éstos son el objeto central de interés en el método CL y describen
como se relacionan las reclamaciones acumuladas sucesivas. El principal reto es dar estima-
dores apropiados para estos factores CL.

Proposicion 2.2.1. (Reclamacion esperada bajo el método CL)

Bajo la Suposicion 2.2.1 para todo ¢ € {1,...,1}

E[C; s|Dr] = E[C; 5|Cir—i] = Cir—ifr—i--- fr-1. (2.2.2)




36 Capitulo 2 Modelos Chain-Ladder clasicos

Demostracion:

E[C; j|D1] = E[Cis|Cip,--.,Cir—i

= EI[E(C;,5|Ci.-1)|Cip,-..,Cir—i], por el Teorema de Esperanza Iterada
= E[f1-1Ci1-1|Cipo, ..., Cir—i]
= f1-1E[C; 7-1|D1).

Si se repite este procedimiento hasta que se alcance la diagonal i + j = I, se obtiene la
siniestralidad ltima, es decir,

E[C; j|D1] = fr-1-E[Cij-1|D1] = fi-1[f1-2E[C; 7—2|Dy]]

= fr=1- fr—2-- [1— E[C; 1—;|Dj]
= fr—1-fi—2- f1-: Ci 1.

O

La Proposicion 2.2.1 proporciona un algoritmo recursivo para estimar/predecir la si-
niestralidad altima C; ;, dadas las observaciones D;. Para factores CL conocidos, f;, las
obligaciones pendientes (outstanding claims liabilities) del ano de accidente i, dado Dy se
estiman como

E[Ci sIDr] — Cig—i = Ci1—i(fr—i- - fr—1 —1). (2.2.3)

Esto corresponde a un “mejor estimador” de la reserva para el afio de accidente I (ba-
sados en la informacion Dy y los factores CL conocidos f;). Es decir, se utiliza la esperanza
condicional (2.2.3) para pronosticar el resultado de la variable aleatoria C; j — C; 1—; dado
Dy.

Sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones practicas, los factores CL, f;, no se
conocen y se tienen que estimar. Asi, para j = 0,...,J — 1 los factores Chain-Ladder, f;,

se estiman como

I 1

> Cijn

fi=—" (2.2.4)

> Ci

j—
=0

~ [

Observacion 2.2.3.

Proponer a f; como se hizo en (2.2.4) podria parecer muy artificial, sin embargo, se pro-
bara que con este estimador se obtendran prondsticos insesgados y de varianza minima. Vv
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Notese que

I—j5-1
C7J+1 T—j—1 I—j—1

—j—
e Cij+1 Cij

Ci7j+1
Ci;

w; = # Una vez que se dio una manera de estimar los factores f;, se puede definir

Z Ch,j

el estlmador Chain-Ladder .

con Fj jy1 = ,i.e., f; es un “promedio ponderado" de los factores Fj j11 con los pesos

Estimador 2.2.1. (Estimador Chain-Ladder)

Para i+ j > I, el estimador CL para E[C; ;|Dz| esta dado por

~CL

Ci,j = I/E\:[Cm‘ﬂ)]] = Ci,[—if]—i s fjfl, 1+7>1. (2.2.5)

Si se considera al método CL s6lo de forma mecénica, la expresion (2.2.5) proporciona
un algoritmo para calcular la reserva CL.

Observacion 2.2.4.

En general, este algoritmo se utiliza sin considerar un modelo estocéstico subyacente
) )
por eso se conoce como de “distribucién libre”. v

Notacion 2.2.1.
Definase el conjunto de observaciones hasta el tiempo k& como
Bk::{C’m:i+j§],0§j§k}g@1. (2.2.6)

En particular By = D;. Ademas, By corresponde a la primera columna del tridingulo de
reclamaciones. \%
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Proposiciéon 2.2.2.

Bajo la Suposicion 2.2.1

a) E f B;| = f;. Es decir, dado B, f es un estimador insesgado de f;.
J1Rj J 3> J

(b) E f]] = f;, e fj es un estimador insesgado de f;.

(c) E _f'o e f]} =E [fo} - E [fj} En particular, fo,..., fj no estdn correlaciona-
dos.

(d) E @CﬁClI,Z} = E[C; ;| Dy], dado Cj -, el estimador élc;, es insesgado para

E[C;,1|D1] = E[C;,5|Ci 1]

~

} = E[C; 4], i.e. Ccf es un estimador insesgado de E[C; ;].

(2

Demostracion:

I—j—1
(a) Como Cyj,C1j,...,Cr—;j—1,; son medibles con respecto a B; entonces g Cij es
. i=0
medible con respecto a B;. Entonces,

i I—j—1
2 S Cigna 1
E[flej} = E|Z555 7 |Bj| =1 E > Cijia|B;
Zz’:O Ci,j ! i=0
> Cij
i=0
I—-j5-1
Z E[Cl,j+1’8]] I—j—1
_ i=0 _ £4i=0 fj CZJ =
I-j—1 Z{—J—IC ’
1=0 7
> G
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(c)
E [fo : f]} = E[E(fo ' "fj‘Bj)} = IE[fo ' "fj—lE(JﬁﬂBj)}
= E[fO"‘fjfl}fj:E[fO"'fjfl]E[fj]

Iterativamente,

E|CiyICiii] = E[Cirifii- - fsalCir-i]
= E [Ci,f—z‘ froi-froa E(]@J—1|BJ—1)’CZ',I—1}
= [1aE |GG
Tterativamente,
E [éfj\civf_i} — Curi froiee fr1 = E[CssD1].

Por lo tanto,
~CL
E |Ci7|Cii-i] = E[Cis|D1).

~CL

E [Cw} - E[E(CMDI)} = E[C.J].

Observacion 2.2.5.

Los estimadores CL, f;, no estan correlacionados, atin cuando se estiman a partir de
factores age-to-age dependen parcialmente de los mismos datos (en el numerador y denomi-
nador). Los factores estimados age-to-age f; estan no correlacionados pero esto no implica

. . o ™
que sean independientes. De hecho, no lo son. Se puede demostrar que f7 y [,
correlacionados negativamente. Esta correlacion negativa se estudiard més adelante cuando

se quiera medir el error de las estimaciones. v

estan

Los incisos (a) y (b) de la Proposicion 2.2.2 establecen que los factores Chain-Ladder,
fj, se estiman de manera insesgada a partir de j?] aun sin hipoétesis distribucional. Esto
motiva la eleccién de f] de esa manera. Por supuesto hay otros estimadores insesgados pero
mas adelante se vera que satisface un criterio de optimalidad bajo ciertas restricciones de
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la varianza.

~

El inciso (d) de la Proposicion 2.2.2 muestra que Cf; es un estimador insesgado de

E[C;.7|Dy] y justifica lo “artificial” de los estimadores f; . Esto también justifica al algorit-
mo CL desde la perspectiva de “distribucién libre”.

Este algoritmo no permite cuantificar observaciones inciertas para predecir la reserva.
Para analizar la aleatoriedad asociada, existen modelos estocésticos que calculan la reserva
con el método Chain-Ladder, por ejemplo, el modelo de Mack de distribucién libre o el
modelo Chain-Ladder Bayesiano. Para este tltimo, suele usarse métodos como bootstrap
con suposiciones Bayesianas.

Ejemplo 2.2.2.

A continuacion, considerando el conjunto de datos del ejemplo anterior (Genlns), se
muestra una aplicaciéon mecénica del método Chain-Ladder para obtener los factores de
desarrollo (6 age-to-age ratios).

Cébdigo de R

R> #Método CL

R> n <- 10 #Numero de periodos de desarrollo

R> factores <- sapply(l:(n-1),

+ function (i) {

+ sum(GenIns([c(l: (n-1)),1i+1])/sum(GenIns[c(l: (n-1)),1]1)})

R> factores

[1] 3.490607 1.747333 1.457413 1.173852 1.103824 1.086269 1.053874 1.076555 1.017725

Cédigo de R

La paqueteria ChainLadder contiene la funcion chainladder(), ésta calcula los factores
de desarrollo de una forma més eficiente, ya que recibe como argumento el tridngulo de
reclamaciones acumuladas.

Cédigo de R

R> factores<-chainladder (GenIns)
R> coef (factores)

1 2 3 4 5 6 7 8 9
3.490607 1.747333 1.457413 1.173852 1.103824 1.086269 1.053874 1.076555 1.017725

Cébdigo de R

Lo anterior es la estructura no-estocastica del método Chain-Ladder para el calculo de
la reserva de reclamaciones.

Entonces, siguiendo el algoritmo para obtener el total de pérdidas pendientes por cum-
plir, por lo tanto, se obtiene el total de la ultima columna que son las pérdidas esperadas
(resultado del algoritmo Chain-Ladder), a dicho monto se le restara la suma de la ultima
diagonal de las observaciones, i.e.
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Cédigo de R

R> m=9
R> completo.GenIns <- GenlIns
R> for(k in 1:m) {
+ completo.GenIns[ (m-k+1) :n+l, k+1l] <- completo.GenIns|[ (m-k+1):n+l,k]xfactoresCL[k]
+ } #llena el triangulo
R> completo.GenIns
dev
origin 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 357848 1124788 1735330 2218270 2745596 3319994 3466336 3606286 3833515 3901463
352118 1236139 2170033 3353322 3799067 4120063 4647867 4914039 5339085 5433719
290507 1292306 2218525 3235179 3985995 4132918 4628910 4909315 5285148 5378826
310608 1418858 2195047 3757447 4029929 4381982 4588268 4835458 5205637 5297906
443160 1136350 2128333 2897821 3402672 3873311 4207459 4434133 4773589 4858200
396132 1333217 2180715 2985752 3691712 4074999 4426546 4665023 5022155 5111171
440832 1288463 2419861 3483130 4088678 4513179 4902528 5166649 5562182 5660771
359480 1421128 2864498 4174756 4900545 5409337 5875997 6192562 6666635 6784799
9 376686 1363294 2382128 3471744 4075313 4498426 4886502 5149760 5544000 5642266
10 344014 1200818 2098228 3057984 3589620 3962307 4304132 4536015 4883270 4969825
R> reservaCL<-sum(getLatestCumulative (completo.GenIns)-getLatestCumulative (GenIns))
R> reservaCL
[1] 18680856

O ~J oy U b w N

Cédigo de R

Notese que la reserva de pérdidas pendientes del modelo CL es menor que la obtenida a,
partir del método de la razén por factores promedio. Es decir, la compafifa aseguradora en
este caso optaria por considerar el algoritmo CL ya que el monto que resulté de la diferencia
entre reservas es capital que se puede usar libremente y esto genera mayores utilidades para
los inversionistas, a diferencia de la reserva estimada con los factores ponderados el factor
a resulto ser equivalente con los factores de desarrollo CL.

2.2.3. Meétodo Bornhuetter-Ferguson

El método Bornhuetter-Ferguson (BF) en general es més robusto ya que no conside-
ra outliers en las observaciones. El método fue desarrollado por Bornhuetter & Ferguson
(1972) en el articulo “The Actuary and IBNR".

Al igual que el Chain-Ladder, el método BF generalmente se entiende de manera meca-
nica. Pero también existen varias formas de definir un modelo estocastico subyacente que
motive su definicién.
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Suposicion 2.2.2.

(i) Las reclamaciones acumuladas C;; son independientes para diferentes aflos
accidente 1.

(ii) Existen parametros po, ..., ur > 0y un patron By, ...,[H5s; > 0 con B; =1 tales
que para todo i € {0,...,1},5€{0,...,J—1} , ke {1,2,...,J —j}

(a) E[Cio] = Bo - pa-
(b) E[Cij+klCios---,Cijl = Cij + (Bjsk — Bj) i

Bajo la Suposicion 2.2.2

ElCij]=8j-wi v E[Ci]=pm.

J

La sucesion {5} i=0» S€ le conoce como patron de desarrollo de las reclamaciones.

Suposicion 2.2.3.

» Las reclamaciones acumuladas C; ; de diferentes anos accidente ¢ son indepen-
dientes.

= Existen pardmetros uo,...,ur > 0y un patrén S, ..., 87 > 0 con S5 = 1 tales
que para todo i € {0,...,1},5€{0,...,J}.

Observacion 2.2.6.

La Suposiciéon 2.2.2 es mas fuerte que la Suposiciéon 2.2.3 ya que agrega la condicién de
que E[C; j4k[Cip, - .., Cij] = Cij + (Bjsr — Bj) . v

La Suposicién 2.2.3 dificulta un poco al algoritmo BF ya que

E[C; s|D1] = E[C;;|Cip, ..., Cir—i]
= Ci-i+E[Ci 7 —Ci1-ilCip,...,Ci1—i] (2.2.8)

Si no se hacen suposiciones adicionales con respecto a la estructura de dependencia
entre la reclamaciones incrementales, entonces no se sabe exactamente qué hacer con el
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término E[C; ; — C; 1-i|Ci0, ..., Ci ;] de la ecuacion (2.2.8). Si se sabe que C; y — Cj 1—;
es independiente de Cj, ..., C; 1—;, entonces

E[Cis|D1] = E[CiJ|Cio,--.,Ci1-i
= Ci-i+E[Ci;—C; -]
= Cjr—i+ (1 —pBr—i)w (de la Suposicion 2.2.2). (2.2.9)

Bajo ambas suposiciones, falta estimar el ultimo término del lado derecho de las ecua-
ciones (2.2.8) y (2.2.9).

Estimador 2.2.2. (Estimador Bornhuetter-Ferguson)

Para i € {1,...,I}, el estimador BF de E[C; ;|D;] esta dado por

~BF

Ciy =E[C; 5|Dr] = Cyr—i + (1 — Br_i)fii, (2.2.10)

donde BI_Z- es un estimador apropiado de 8;_; y fi; es un estimador a priori de la
siniestralidad altima, E[C; j].

La expresion (2.2.10) constituye el algoritmo BF, simplemente de manera mecénica, sin
considerar un modelo estocastico subyacente. La pregunta que surge naturalmente es coémo
se determinan los estimadores 3; y [i;.

2.2.3.1. Comparacién entre los estimadores BF y CL

A partir de la Suposicion 2.2.1 del modelo CL

E[C;;] = E[E(C;;|C;j-1)], por el Teorema de Esperanza iterada
= E[fj-1-Cij-1] = fj—1E[Cij]

De manera iterativa,

j—1
= E[C; ] H Jr-
k=0

Entonces,

j—1
E[Cio) =E[Ci ] [T £ " (2.2.11)
k=0
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J—-1
Ahora, para la siniestralidad altima E[C; ;] = E[C; o] H fx, por lo tanto
k=0
J—1
E[Cio) =E[Cig] [] £ (2.2.12)
k=0

Igualando las expresiones (2.2.11) y (2.2.12),

J—1 Jj—1
ElCig) [] it =BlC) [ £
k=0 k=0
entonces,

J—1 Jj—1 J—1
ElCi;] =EBICi) [] ' T] £ =EBIC [ £
k=0 k=j

k=0

Si se compara con el modelo BF de la Suposicién 2.2.2 donde E[C; ;] = f; - i, entonces

J—-1
H f,;l se puede considerar como f3;. (2.2.13)
k=j
J—1
Entonces, bajo algunas hipotesis ocurre que 3; = H f,;l, que es la proporcién de
k=j

wi = E[C; 5] ya pagado después de j periodos de desarrollo, suponiendo el modelo CL. Esto
se puede hacer bajo la Suposiciéon 2.2.3 pero no bajo la Suposicion 2.2.2. Es decir, si se
conoce los factores CL, f;, entonces se puede construir el patrén de desarrollo, a partir de

J—1
gi=117"
k=j

Entonces, el estimador BF se puede interpretar como

~BF R /i\
Cig = Cig—i+ I (1 - (1_[]1f>> . (2.2.14)
j=I—iJJ
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Por otro lado, para el estimador CL

J—1 J—1
Ciyj = Ciri H [i=Cir—i +Cir—i H fi—1
j=T—i j=T—i
ACL J—1
P N fi—1
- 1,1—1 J—1 J
> \j=I—i
i
j=i-i

C\CL 1
~CL iJ ~CL
= Cig-i+Ciy— 57— =Ciri +C (1 - <W>> . (2.2.15)
N H]‘— [
II #
j=I—i

Entonces, si se comparan las expresiones (2.2.14) y (2.2.15) la diferencia entre los patro-
nes de desarrollo de los métodos CL y BF, es que para el método BF se confia completamente
en el estimador a priori j1;, mientras que en el método CL el estimador a priori se remplaza
por el estimado @C ; (que se basa solo en las observaciones).

Desde esta perspectiva, los métodos CL y BF son dos posiciones extremas en el proble-
ma de reserving y por su puesto si se pueden combinar éstos.

Para p; se necesita un estimador a priori [i;. Generalmente es un valor del plan de
negocios o un valor que usa para el calculo de primas. Este valor se debe estimar antes de
tener cualquier observacion, i.e.; este debe ser un estimado a priori “puro” basado en una
opinién experta.

Para el factor (1—/7_;), también se debe utilizar un estimador a priori si se desea aplicar
mecanicamente el método BF. Esto se debe hacer independientemente de las observaciones.
Sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones practicas, se desvia de la trayectoria del BF
puro y se estima el factor (1 — S7_;) de los datos con los factores estimados CL .

Si fy es el factor estimado de (2.2.4), entonces

~(CL) -~ /1\ g 1
ﬁj _ Bj — (Jl > = — (2.2.16)
k=j Jk k=j fk

En este caso, el método BF y el método CL difieren sélo en la eleccién del estimador
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.y 1. . . . . . ~NCL
de la reclamacion ultima Cj j, i.e., el estimador a prior: u; v.s. el estimador CL C; ;

~ ~cL)

Ciy = Ciri+t (1 — Br— )ﬂi,

~CL ~CL)\ ~CL

Ciy = Cir-it (1 —PI—i > Ci,g- (2.2.17)

Maés adelante se estudiard un método para la estimacién del error de prediccién condi-
. - (C . .
cional del método BF si se usa {Bj( L)} para la estimacion del patrén de desarrollo {5;}.

Ejemplo 2.2.3.

Se comenzard por hacer el estimado de los pardmetros Bj y I, para el conjunto de datos
Genlns.

Considérese a priori ji; como el promedio de las reclamaciones observadas por afo
accidente multiplicado por un factor de experiencia (en este caso, 1.05), entonces

Cédigo de R

R> estimador_a_priori <- cbind(GenIns, mu_i = sapply(l:m, function (i) {
+ 1.05+«mean (GenIns[i,m—-1+1])1}))
R> mu_i<-estimador_a_priorif[,11]

R> mu_i
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3691889 4173886 4536619 4853016 5083933 5393264 5691518 5876399 5522832 5218316

Cédigo de R

De acuerdo al Ejemplo 2.2.2, se obtuvieron los estimadores CL para el mismo conjunto
de datos, i.e.,

Cédigo de R

R> factores.CL
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3.490607 1.747333 1.457413 1.173852 1.103824 1.086269 1.053874 1.076555 1.017725

Cébdigo de R

J-1

Entonces, supéngase que 3; = H fk_l, por tanto, los estimadores 3;, son
k=j

Cédigo de R

R> beta_j<-c(rev (cumprod (rev (factores.CL"(-1)))),1)
R> beta_j
1 2 3 4 5 6 7 8
0.06922055 0.24162171 0.42219349 0.61531022 0.72228295 0.79727292 0.86605315 0.91271120
9 10

0.98258397 1.00000000

Cédigo de R
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De acuerdo al estimador BF (2.2.10), la estimacion de la siniestralidad ultima es
Cédigo de R

R> BF.J<-sapply(l:m, function (i) {
+ getLatestCumulative (GenIns) [i]+ (1-beta_Jj[m-i+1])*mu_1i[i]})
R> BF.J
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3901463 5411778 5305311 5238314 4903962 5189513 5672599 6259919 5551690 5201115

Cédigo de R

Entonces, la reserva estimada es
Cédigo de R

R> reservaBF<-sum (BF.J-getLatestCumulative (GenIns))
R> reservaBF
[1] 18277574

Cédigo de R

La reserva obtenida por este método es menor que la del Ejemplo 2.2.2 ya que si se ob-
serva el tridangulo de reclamaciones acumuladas (base de datos Genlns) durante los primeros
periodos de desarrollo se tienen outliers, es decir, grandes incrementos en las reclamaciones
acumuladas que de acuerdo a la consideracion de fi;, en este caso el promedio, la reserva

estimada con el método BF resulta benéfica para la compania.

A continuacién se muestra una comparacién de los estimados de la siniestralidad tultima

y el célculo de la reserva utilizando cada método descrito anteriormente

Reserva
Estimador CL Raz BF
i Cis Ciy Ciy
1 3901463 3901463 3901463 0 0 0
2 5433719 5433719 5432071 94634 94634 92986
3 0378826 5369821 5337843 469511 460506 428528
4 5297906 5283340 5202852 709638 695072 614584
b} 4858200 4838368 4658536 984889 965057 785225
6 5111171 5124540 4823055 1419459 1432828 1025251
7 9660771 5710061 4519624 2177641 2226931 1339925
8 6784799 6818274 4519624 3920301 3953776 1655126
9 0642266 5664341 2397187 4278972 4301047 1033893
10 4969825 5097236 664215 4625811 4753222 320201
Total || 53038946 53241163 41653809 18680856 18883073 7295718

Se observa que el estimador a prior: para el método BF eliminé los posibles outliers de

los datos y redujo (comparado a los otros métodos) la reserva estimada.
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2.3. Medicién del error en modelos Chain-Ladder

Anteriormente solo se dio un estimado para el valor esperado de la siniestralidad altima.
Naturalmente, se desea saber qué tan bien predice los valores de las variables aleatorias,
(X ;). Para poder responder esta pregunta surge la idea de un modelo estocastico subya-
cente, i.e. ya no s6lo se veran como algoritmos.

Para medir la calidad de las reservas de reclamaciones pendientes estimadas, se con-
siderardn los segundos momentos. Entones, se calculard el “Error Cuadratico Medio de
Prediccion” (ECMP).

2.3.1. Error cuadratico medio de prediccidn

Sup6ngase que se tiene una variable aleatoria X y un conjunto de observaciones D. Se
supondra que X es un estimador de E[X|D], D-medible, i.e. X es un predictor de X que
también es D-medible.

Definicién 2.3.1. (Error Cuadrdtico Medio de Prediccion Condicional)

Dada la informacion D, se define el error cuadratico medio de predicciéon condicional
(ECMP) del predictor X de X como
p} |

ECM Py p (f{) — E [(}? _ X)2

Si X es un estimador /predictor D-medible entonces
ECM Py p ()?) - E [()? - X)QH ) [)?2 —2XX + XQ‘D}
= X?-2X°E[X|D] +E[X?|D]
= E[X?D] -E?[X|D] + X? - 2X*E[X|D] + E*[X|D]
= Var(X|D) + ()? . IE[X\D])Q.

Al término Var(X|D) se le conoce como proceso de varianza condicional (error estocas-
tico). Este describe la variacion en el modelo estocdstico, es decir, la aleatoriedad pura que

~ 2
no puede ser eliminada. El término <X —E[X \D]) es el error de estimacion del pardametro

que refleja la incertidumbre en la estimacion de los parametros y la esperanza condicional,
respectivamente. En general, este error de estimacién se vuelve mas pequeno si se tienen
mas observaciones pero éste no desaparece completamente porque estd prediciendo el com-
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portamiento esperado futuro con informacién pasada.

~ 2
Con el fin de estimar el error de estimacion se necesita calcular explicitamente (X - E[X ]D]) .

Esto se podria hacer facilmente si E[X|D] fuese conocido, pero primero es necesario estimar
a X.

Una posible manera de garantizar la calidad de X es estudiar las posibles fluctuaciones
alrededor de E[X|D].
2.3.1.1. Error cuadratico medio de prediccién no-condicional

Supoéngase que X es independiente de D (por ejemplo, si se tienen experimentos inde-
pendientes e idénticamente distribuidos). En este caso

E[X|D]=E[X] y Var(X|D)=Var(X).

Si se considera el error cuadrético del predictor no-condicional de X
~ ~ ~ 2
ECMPyx (X) = E[ECMPyp(X)|=Var(X)+E [(X ~E[X]) } .

Ademés, si X es un estimador insesgado de E[X], (E [)A(] = E[X]), entonces
ECM Py ()?) = Var(X) + Var ()?) .

Por tanto, el error de estimacion de pardmetro se estima a partir de la varianza de X.
Ejemplo 2.3.1.
Sean Xi,...,X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con

~ 1<
media p y varianza o2 < oco. Para el estimador X = — ZXi de p se tiene que
n

=1
n 2
ECMPyp ()?) — o2y (:L 3 X - u) .
=1

Notese que 1£>m ECMPxp ()? ) = ¢, Si se quisiera obtener el nimero de observacio-
n o

nes, n, para que este error se minimizara, se necesita calcular la “distancia” entre % Yo X
y . Sin embargo, en general p es desconocido; por tanto, sélo se puede dar un estimado
de dicha distancia. El ECMP no-condicional estd dado por

ECM Py (X*) _24 T

n
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Por lo tanto, se puede decir que la desviacién de % >, X;, alrededor de p, es de orden

2 . . - -2 2
2-. Sin embargo, esto no dice nada acerca del error de estimacion del pardmetro para una

. ., . 1 n .
realizacion especifica de - > """ | X;.

2.3.1.2.  Error cuadratico medio de prediccién condicional

Supongase que X no es independiente de las observaciones D.

En este caso,

ECM Py ()?) ) [EC’MPX‘D ()?)}
— E[Var(X|D)) +E [()? _ E[Xp}ﬂ
— Var(X) - Var(E[X|D]) + E [(}? - IE[XD])T
— Var(X)-2E [(f{ - E[X]> (E[X|D] — E[X])} +E [()? - E[X]ﬂ .

Si ademas, X es un estimador insesgado de E[X] entonces
ECMPx ()?) — Var(X) — 2Cov ()?,E[X;D}) + Var ()?) .

De nuevo, esto dice informacién con respecto al error de estimacién promedio, pero no
dice nada acerca de la calidad del estimador X para una realizacién especifica.

En adelante, se medira la calidad de los estimadores y predictores para la siniestralidad
altima a partir de los segundos momentos tales como el ECMP y el coeficiente de variacion
(condicionales). Sin embargo, lo mas deseable de los métodos estocasticos de reservas es
obtener la distribucion predictiva completa de las reservas (England & Verrall (2007)). Sin
embargo, en la mayoria de los casos no es posible calcular la distribucién predictiva anali-
ticamente y se utilizardn métodos numéricos tales como el bootstrap y cadenas de Markov
Monte Carlo (MCMC) para simular una distribucion predictiva para las reservas. Una vez
que se tenga la distribucion predictiva simulada se podran aproximar los primeros dos mo-
mentos de las reservas para reclamaciones, intervalos de prediccién, cuantiles, medidas de
riesgo, etc.

Sin embargo, algunos calculos préicticos como el calculo del requerimiento de capital,
es suficiente la estimacion de los segundos momentos tales como el ECMP condicional, los
componentes del proceso de varianza/estimacion de error y el coeficiente de variacion. Es
decir, no se requiere conocer explicitamente la distribuciéon predictiva, sélo algunas de sus
caracteristicas numeéricas, dada su facil interpretacion.
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2.3.2. Modelo Chain-Ladder con componente de varianza

Un aspecto importante en el desarrollo de modelos estocasticos subyacentes al méto-
do CL fue la aportacion de Kremer (1982) ya que descubrié que la estructura del modelo
CL parametrizada es idéntica a la de un modelo lineal que involucra una variable de log-
respuesta con dos covariables que no interactian (two-way analysis of variance).

Hachemeister & Stanard (1975), Kremer (1985) y Mack (1991) demostraron que el esti-
mador CL de siniestralidad ultima se puede obtener maximizando un verosimilitud Poisson.
Renshaw (1989) y Renshaw & Verrall (1998) relacionaron directamente el método CL con
modelos lineales generalizados; Verrall (1989) dio una representacion espacial del método
CL y utiliz6 un filtro de Kalman para predecir la siniestralidad altima.

Todos estos modelos son diferentes desde el punto de vista estocastico pero tienen ciertas
propiedades y con éstos se obtiene la misma reserva que el algoritmo CL ya sea mediante
estimadores maximo verosimiles, estimadores por momentos o estimadores Bayesianos. A
continuacion, se estudiard el modelo de distribucién libre para el algoritmo CL como el que
se hizo en la Seccién 2.2.2 pero ahora incorporando una hipdtesis sobre la varianza de las
reclamaciones acumuladas o incrementales.

Entonces, el método CL tiene algunas deficiencias; entre las cuales se encuentran que:

= Se debe satisfacer la propiedad de homogeneidad, es decir, no debe haber tendencia en
los factores de desarrollo, o bien los datos se tienen que subdividir en sub-portafolios
de tal forma que para cada sub-portafolio satisfaga la propiedad de homogeneidad (al
menos empiricamente).

» Para los factores de desarrollo “viejos” (f; con j grande), hay muy poca informacion
disponible, v esta puede no ser representativa para anos de accidente més recientes
(para i grande).

= Las primeras observaciones de los afios de accidente a veces no son representativas
de la evolucién de las reclamaciones y generan problemas en anos de accidente més
recientes. En caso de que haya un outlier en la ultima diagonal contable y este outlier
se proyecte a la siniestralidad ultima, llevara a un resultado no muy adecuado. Por lo
tanto, para anos de accidente mas recientes o en caso de alguna observacién sospechosa
en la altima diagonal, es preferible usar el método BF.

s Para ramos de cola larga, la diferencia entre los pagos acumulados y la reclamaciones
ocurridas es muy grande, debido a que no cumplen con la propiedad de homogeneidad.
Ademas, si ocurre un fenémeno en los datos, los métodos basados en siniestros ocu-
rridos generalmente sobre-estiman su efecto, mientras que las estimaciones de pagos
realizados lo subestiman. Generalmente se debe a los ajustes de siniestros o porque
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los nuevos fenémenos en la siniestralidad que se paga s6lo se observan con conforme
van ocurriendo con respecto al tiempo.

Ademas, de la Suposicion 2.2.1, se definird una vez mas el modelo CL; pero esta vez se
extenderd la definicién incluyendo los segundos momentos para estimar el ECMP condicio-
nal del estimador CL.

Suposicion 2.3.1. (Modelo CL de distribucion libre)

1) Las reclamaciones acumuladas, C; ;, de diferentes afios de accidente ¢ son inde-

pendientes.
1) {Ci;}52 es una cadena de Markov entonces, existen factores fo, ..., fs—1 ¥ pa-
rametros (de varianza) o3, ...,0%_; tales que para cualquiera i € {0,...,I},j €

(,...,J}

E[Ci;Cij—1] = f,-.Cij-1,
V(IT’(CZ'J“CLjfl)

2
O'j—lcl}]'*l‘

Observacion 2.3.1.

En el modelo de Mack (1993), la hipotesis de cadena de Markov se reemplaza con su-
puestos con respecto a los dos primeros momentos de {C; ; }]‘?‘;0. La propiedad de Markov no
es fundamental, pero simplificaré las deducciones y la notaciéon. Ademés, no se hace ninguna
suposicion sobre la distribucion de C; ; dado C; j_1, se hacen suposiciones con respecto a
su primer y segundo momentos condicionales. v

Recordatorio:

1. Los pardmetros f; y 0']2- se estiman como

I—j—1 I—j5—1 I—j—1
7o iz Cij+1 _ Cij  Cijr1 Cii »
J T—j—1 ~ E : T—j—1 T Z T—j—1 4,j+15
Zi:O Ci; i=0 k=0 Ck,j Cij i=0 k=0 Chr,j

T C 2
~9 i,j+1 n
67 = — C . 2 f) ,
R ) w(% J

Ci vl o
donde, F; j11 := 2+l son los factores de desarrollo individuales.
i?j

2. fj es insesgado para f;.
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3. fj|Bj es condicionalmente insesgado para f;.

4. fo,..., f7—1 no estan correlacionados.
5. Los factores age-to-age, f;, son promedios ponderados de los factores Fj jy1, i.e.
I—j—1

FeY =

— [, (2.3.1)
T—j—1 ,j+1
i=0 Zsz) Ck,j

6. F; j+1 es condicionalmente insesgado para f;, dado Cj ;.

Lema 2.3.1.

Sean p1,...,pHg estimadores independientes e insesgados de p con varianzas
oZ,... ,O'%{ > 0, respectivamente. Entonces, el estimador que es una combinacién

lineal de py, ..., pH, insesgado y de minima varianza es

H
o 2h= .
p=——2>, con Var(p) =

H
Eh:l

S}
=

1

H 1 °
> h=1 oz

q
AN

t‘qto‘ =

Demostracion:
Definase a los vectores p = (p1,...,pu)" €ER¥ y a = (a1,...,ag)" € R,

Si V es la matriz de covarianzas de p, entonces para 1 = (1,..., 1)T € R ge satisface

que
H

Ela"pl =pa'1l y Var(a'p)=a'Va= Za%ai.
h=1
A partir de multiplicadores de Langrange se obtendré el estimador insesgado de varianza
minima, i.e.

1
L(a,\) = §ozTVa ~ a1 -1).
La optimizaciéon requiere la solucién al siguiente sistema de ecuaciones

0
8—0[13(04, AN)=Va—-—al =0,

0 T B
ﬁﬁ(a,)\)—a 1-1=0.
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Sia'l=1a" y a=AV"11, entonces A = (1TV~11)7!
Por lo tanto, si se resuelve para « se obtiene que
a=1Tv )"ty

De esta forma, Var(a'p) = (1TV7"11)7! por el hecho que V es simétrica y positivo-

definida. Entonces,
-1
(1) (LAY
= hZIU% ST )

De aqui que p=a ' p. O

Con el lema 2.3.1 se puede establecer la siguiente propiedad de optimalidad de los fac-
tores CL estimados.

Proposicién 2.3.1.

Bajo la Suposicion 2.3.1. El estimador f; es un estimador insesgado de f;, que tie-
ne varianza condicional minima entre las combinaciones lineales insesgadas de los
estimadores insesgados {F; ]H}l 0 para fj, condicionados sobre B;. i.e.

I-j5-1
Var (E|B]> = me {Var ( Z o Fi i >}

7,77

Ademas,
A o2
Var (fj|3j> Sy i c
> izd J
Demostracion:
L o Cijtl -
Considérese los factores de desarrollo individuales F; ;11 = o Si se condiciona,
i?-j

I—j—1 . . . . .
{Fi,j+1}i:g con B; se obtienen los estimadores insesgados e independientes para f; tales
que

Var(F; j+1|B;) = Var(F j41|Cij) = Cljy
Z7]
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con la hip6tesis inicial y de acuerdo al Lema 2.3.1, se puede deducir que
2
J

Var (]‘3|BJ> = m

Proposicién 2.3.2.

Bajo la Suposicion 2.3.1, se satisface que &? es un estimador insesgado de 0?, ie.

(a) E (a;us’j) = o2

(b) E (a;) — o2,

Demostracion:

(a) Notese que

s[(Gart 78] = m (% -s)-(5-5)) s
Ci;j Cij
= E (Cajl —fj>2 Bj| —2E KC(ZJZT —J?a> (fa —fj) Bj]
+E [(f] = f,»)2 BJ} .
Sin embargo, el primer término estd dado por
| (%) o) =y (o) - 2

A partir de la suposiciéon de independencia entre los anos accidente, para el segundo
término se tiene que
3j>

B|(%2-7) (5-1)
Cij+1

S B, 7
Cij ( Cij

Ciiig ~
B} = Cov < s , Ji
J Ci,j J

o2

B|=——+
j> S iy
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Para el ultimo término
~ 2
=[(5-1)

Si se juntan los resultados obtenidos, entonces

2
J

Bj] =Var (E‘Bj) = m.

Ciji A>2 o 1 1
B (G -5) 5] =g - wmre )
Cig )7 T\Ciy YT Ciy
Por lo tanto,
I-j-1 2
~ g+l 5
E[5}|B;] = 7 _3_1 E: Cigl ( o ﬁ) B;
= ij

2 I—j5—-1
e D) (C )
_a I 1
I-j-143 k=0 Chj
2 I 1
j [I_j_zlé Ci

I—j—-1 O
2
(o
J . 2
= ————[I—-j-1)=o03%.

) = (35) = [E(#18,)] = o2

Observacion 2.3.2.

Las proposmlones 2.3.1 y 2.3.2 hacen evidente la forma en la que se eligié a los estima-
dores o O' y f] yva que estos son estimadores insesgados de O' y f;, respectivamente. v

La siguiente igualdad tiene un papel importante en la obtencién de un estimador para
el error de estimacién condicional.

2

E {f?‘@} = Var (fj(@) + 7= ZI_;_JICU + 7 (2.3.2)

1=
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Ya se dijo como predecir la siniestralidad ultima, C; 7, en el método CL dada la infor-
macién Dy a partir de la expresion
CL

@,J = R[Cis|D1) = Cir—ifi—i - fr1.

El objetivo ahora es obtener, en un contexto del modelo CL de distribucién libre, un

estimador del ECMP condicional de @05 para los anos de accidente i € {1,...,I}
~ ~ 2
ECMPe, o, (Ci) = E {(ij ~Ciy) Dl}
o1 2
= Var(Ciy|Dp) + (C’M - E[CZ-J;DI]) . (233)

También para los anos de accidente agregados

I 2
ECMPy . (Z ACL) (Z Ciy ZCZ-,J> D;
=1

A partir de la ecuacion (2.3.3), se ve clara la necesidad de dar un estimado del proceso
de varianza condicional y del error de estimaciéon condicional, suponiendo que f; se estd
estimando a partir de f;.

2.3.2.1. Estimacion del proceso de varianza condicional

Primero se considerard el término Var(C; s|Dy) de la ecuacion (2.3.3), que se conoce
como proceso de varianza condicional. Para i > 0,
Var(C; j|Dr) = Var(Ci|Cir-i)
= E[Var(Ci|Cis-1|Ci1-i)] + Var(E[Cis|Ci.g1|Cir—i])
= 07 1E[Ciy1|Cig—i] + f71Var(Ci y-1|Cir—s)
J—-2
= 05.1Cii—i [ fm+ f71Var(Cisa|Cig—).

m=I—1

Por lo tanto, se obtendra una férmula recursiva del proceso de varianza condicional para
un ano de accidente 4,

J—1 -
V(M‘(Ci,ﬂcl"[fi) = zI 7 Z H fn J2 H fm

j=I—in=j+1 m=I—1i
J-1 J-1

= Z H fr 03 E[C;4|Ci 1—i]

j=I—in=j+1
o2 /f2
( [ 2 E Z]’CZI ]
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Proposicion 2.3.3. (Proceso de Varianza para un ano de accidente i)

Bajo la Suposicion 2.3.1, el proceso de varianza condicional para la reclamacion
ultima de un solo afio de accidente i, i € {1,...,I}, estd dado por

J-1
— 2 i /f2
Var(Cis|Dr) = (E[Ci4]Ci 1] ; E[C;;]Ciz_i]
iz

7

De aqui que el estimador condicional para el proceso de varianza condicional para
un ano de accidente i es

Var(CiyD;) = E [(Ci,J - E[Ci,J”DI])Q"DI}

~o1N2 = B
- (CN) 3 ot (2.3.4)

El estimador en la ecuaciéon (2.3.4) se puede reescribir de forma recursiva. Para j €
{I-i+1,...,J}, como

@“(C@jﬂ)]) :Var( 15— 1"D[ fj 1+0] 1C ij—1
con, @(Ci7[,i|pj) =0 y C I i — Ui r—i-

Bajo el supuesto de independencia para cada afio accidente i, se cumple ademas que

I I
VCL?" (Z Ci”] D]) = Z VCLT(C@]"D[).
=1 =1

Por lo tanto, el estimador del proceso de varianza condicional para afios accidente agre-
gados estd dado por

I I

Var (Z Ci”] D]) = Z VCLT(C@]"D[).
i=1 i=1

2.3.2.2. Estimacién del error para afios accidente individuales

Ahora se obtendra un estimador para el error condicional de estimacion del parametro,
i.e. se requiere obtener un estimador para la exactitud de los factores CL estimados: f;.
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El pardmetro de error para un ano accidente individual en el estimado CL es

(61"] — E[Ci7J|D[]>2 = C}r; (flfi e fror = freie. fJ71>2

<

-1

J-1 ) J-1
= Gl P2l hin+ I1 72 (@235

j=I—i I—i j=I—i
Es decir, el objetivo es calcular los productos en la ecuacion (2.3.5).

Las realizaciones de los estimadores fl,i e f 7—1 son conocidos al tiempo I; sin embar-
go, los “verdaderos” factores CL, f;_;... fs_1, son desconocidos (de hecho son los que se
intenta estimar). Por lo tanto (2.3.5) no se puede calcular directamente.

Con esta idea intuitiva de medir el grado en el que los posibles factores CL estimados,
fj, varfan alrededor de los verdaderos valores f; se obtendra el error condicional de estima-
cion.

Con este razonamiento resulta muy natural que las técnicas que se estudiaran son Ba-
yesianas o de re-muestreo para intentar saber qué otros valores de f; se pueden tomar.

Hay varias metodologifas para re-muestrear estos valores fj. Para explicar estas meto-
dologias se fijara un afio accidente i € {1,...,T}.

A partir del lado derecho de la expresion (2.3.5) se puede notar que la principal dificul-
tad cuando se estudia la volatilidad de los estimadores proviene del célculo del cuadrado
de los estimadores CL.

J—1
El término H fi fj de la expresion (2.3.5) se puede calcular como un promedio gracias
j=I—i
al insesgamiento y no-correlacion de los estimadores de los factores CL.

Por lo tanto, se centrard la atencién en remuestrear el producto
F2 )
fiei- - fioa
Notacion 2.3.1.

Se define a la esquina superior de las observaciones Dy con respecto al afio de desarrollo
j=I—1i+1como
Dj,={Cr;€D;:j>1~—i} CDy.
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Afo de Afio de desarrollo j
accidente ¢ || 0 ... [I—4 ... J
0
: D7,
)

i M

Observacion 2.3.3.
Ya se estableci6 que para j € {1,...,J — 1}, fj es Bjy1-medible. v
A continuacion, se evaluaran tres propuestas para el re-muestreo y estimacion de la exac-

titud de los factores CL. Asimismo, se veran algunas fortalezas y debilidades/inconvenientes
de dichas propuestas,

» Propuesta 1: Re-muestreo no condicional en D7,

Este método calcula la esperanza
F2 F2
E [f[—i : "fJ—l‘BI—z} ; (2.3.6)
que es un “promedio completo” sobre la distribucién multi-dimensional después del

tiempo I — 4.

Como D7 ;NBr—; = &, entonces el valor de (2.3.6) no depende de las observaciones en
Dy ;. Esto significa que las observaciones en la esquina superior Dj ; no tiene influencia
en la estimacion del pardmetro de error. Es por esta razén que se le llama al método de
esta manera, pues proporciona el error de estimacién promedio independientemente
de las observaciones en D;Z

= Propuesta 2: Re-muestreo condicional parcial en D7,

En este método se calcula el valor
fioi--fio B [f?fﬂBJ—l} . (2.3.7)

Es decir, el “promedio” se esta obteniendo parcialmente.

En este caso como D, N Bj_1 # & entonces la expresion (2.3.7) depende de las
observaciones en D7 ,.
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Propuesta 3: Re-muestreo condicional en DY,

En este método se calculara
E [f7lBri] B[ ialBroi] - [ 11Bsma] - (2:38)

A diferencia de la ecuacion (2.3.7), aqui se esta promediando en cada posicion j €
{I —i,...,J — 1} sobre la estructura condicional.

Como D7, N B;j # 0, si j > I — 1 entonces las realizaciones observadas en Dy ; tienen
una influencia directa en el estimado y (2.3.8) depende de las observaciones en Dj ;. A
diferencia de (2.3.6), el promedio s6lo se hace sobre las distribuciones condicionales y
no sobre la distribucién multi-dimensional después de I —i, de aqui que éste se conozca
como re-muestreo condicional. Desde un punto de vista numérico, la propuesta 3
permite una estructura multiplicativa de la medida de volatilidad.

Una vez que se especificé que tipo de calculo realizan cada una de las 3 propuestas, se
daran estimaciones del error bajo las tres propuestas.

Propuesta 1: Re-muestreo no-condicional

Por la no-correlacion e insesgamiento de los factores CL, entonces el error se obtiene

mediante

E[(

Entonces para dar un estimado del error de estimacién bajo esta idea no-condicional, se

tiene que calcular la esperanza E [H] - f2|BI } de la expresion (2.3.9). Evidentemente,

si las factores CL, fj, fuesen independientes este cédlculo seria trivial.

~ 2
Cz’c,;*E(Ci,lel)) B”] = H 2 *QHfg fi+ H f7|Bi-i
j=I1—i gj=I—1i
[ J-1 J-1 J-1
= C}1; |E H f7|Br—i | —2E (H fifi BI—i) + H £
| \y=I-i T—i j=I—i
[ J-1
= Cl |B| I 7|Bi —2Hfjfj+ H i
L gj=I—1 j=I1—1i
i J-1 J-1
= o |E ] #1Bi=i | - TI # (2.3.9)
| \i=I-i j=I—i
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Aunque los factores no son independientes, si son no-correlacionados. Eso se establece
en el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.4.

Bajo la Suposicion 2.3.1, para j € {l,...,J — 1} se cumple que
Cov (szfl, ff‘Bj,l) < 0.

Demostracion:

Notese que para j € {1,...,J — 1}, fj_l es Bj-medible. Definase

k
sH=5"¢y;, k> 0. (2.3.10)
=0
Por la ecuacion (2.3.2),
[ 72 } o] 2
B[7]5)] = o+ 12
Yizo Cij

Entonces,

Cov (fj?_l,fj?]zaj,l) = E[con (2 1,f2|8)’l’>’] 1]+ Cou (E [Af_1|5j],E[ff|BjHijl)

— Coo (£ E[f21B)][B,) +0

= Cov <f]'2—1vkgL£§—1]+f]2 Bj_l)
) 2
J

o =7 1

Sin embargo,

(ZC’”> = (s s e 0y

y también E[C7_; ;|Bj—1] = fj—1-Cr—;j—1. Entonces por la independencia de los diferentes
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amnos accidente se tiene que

Bj_1>
Bj_1> +0

con( . P2lg ) - % -1y 1
OU< j—l’f1‘89_1> - (S[Ifj])z [COU <(Sj ) ’S][I_j_”
j—1

A e -1 __1
+2 f]—l CI_]7]_1 COU (SJ 9 S[I_J_ll

Sin embargo, para a = 1,2

o (517) St

Bj_1> = E[(Sj[l—j—l]>a—1 Bj_l}
B [(s) fa- ] [ (s

E {(sjlf—j—u)“‘l Bj_l}

_E® [s}f‘j‘”(z&_l} E-! [s}f‘j‘”‘zﬁ-_l} — 0.

Bj_l]

N

(por la desigualdad de Jensen)

Por lo tanto,
s 2o

O

Aunque ya se pudo afirmar algo con respecto a la estructura de dependencia de { ff 3];11
J-1
atin no se puede calcular facilmente E H fj2 Br_i|.
j=I—i

Es por esto que con la Propuesta 1 no se pueda encontrar una expresion cerrada para
el error de estimacion.
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Teorema 2.3.1.

Bajo la Suposicion 2.3.2,

(1)

J—1 A J—1 2 J—1 J—1 U?‘/f2
CZQI—ZE H J H fi Bri| = 021—1 H 32 Z [1—;‘—1]] )
j=I—1 j=I1—1 j=I—i j=I—i E |:S] ’BI—i:|
(i)
2
J—1 . J—1 J—1 0_2
CiQ,IfiE H Jj— H fj BI—Z' < C,L%[,i E (U_]]_I] + ff) B]_i
j=I—i  j=I-i j=i-i \5j
J-1
—_ fJQ
gj=I—i

Observacion 2.3.4.

El Teorema 2.3.1 proporciona cotas para el error de estimacion, sin embargo la cota supe-

j=I—1i J
pero se puede estimar a partir de simulaciéon y bootstraping. v

J-1 2
(o
rior (ii) no se puede calcular directamente dado que aparece el término E | | <[ 7 jj 1 + ff)
S

Para demostrar el Teorema 2.3.1, se necesitan algunos lemas auxiliares.

Lema 2.3.2.
Bajo la Suposicion 2.3.2
2 2
) Tj-1 2 o 9ifim
BR8] > (S;_ﬂ + f) poy T

I—j—1"

Demostracion:
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(77l = B[ (7))

w2 o}
= Bl (Suguﬂ?)

7—1

02 02 N 1
[I—J]
(Sj[l (s””) S )5}[ o
(2.3.11)
Sin embargo,
IS A [1=j=1] g :
E <Sj ) W Bj_1 E (Sj -|-CI—j,j) W Bj
i J
I—j—1 =

= {S[ = ]‘B_}-i-QE[CI jjlBj—1] + E S[Ijl]Bj_l]

—JJ
S[[ =1

fi—1 (S[I }-i-C'[ i 1)+E

BH] |

Obsérvese que los términos del cociente de la esperanza condicional tienen diferente afio
accidente y por tanto son independientes. Entonces, de la desigualdad de Jensen se tiene
que

= fia (Sj[l_lﬂ + lej,jfl) +E[C]_j;[Bj1] - E [S[I]u

J

ijl

it )

[I ﬂ
_ (1] I—jj—1
= fj- (S +Cr—jj- 1+S[Ij1]> fﬂlsljl]

Jj—=1 Jj—1

v

Sustituyendo este resultado en la ecuacion (2.3.11), se obtiene

P UJZ 1 2 2 | 02 f 1
E [ f2Bja] 2 et ) e

[
Jj—1 Jj—1
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Método 3: Re-muestreo condicional

En el método 3 se re-muestrean los factores CL observados fj sobre la estructura condi-
cional. Para describir a detalle esta metodologia se haran suposiciones méas fuertes a partir
de un modelo de serie de tiempo.

Suposicion 2.3.2. (Modelo de serie de tiempo)

1. Las reclamaciones acumuladas C; ; de diferentes anos de accidente 4 son inde-
pendientes.

2. Existen constantes f; > 0, o; > 0 y variables aleatorias €; j41 tales que para
todo i € {0,...,I},5 €{0,...,J—1}

Cijt1=[iCij +0j\/Cijé€ij,

donde, dado By, €;j+1 son independientes y Ele; j4+1/Bo] = 0, E[s?7j+1|60] =1
y P(Cj 41 > 0|By) = 1 para cualesquiera i € {0,...,I},5 € {0,...,J —1}.

Dado By, las variables aleatorias €; j 41 se definen para garantizar que las reclamaciones
acumuladas Cj j41 sean positivas P (-|Bp)-c.s.,i.e., todos los resultados se haran bajo la
medida P (-|By). Esta condicién de positividad también se hizo en el modelo CL de libre
distribucién (Suposicion 2.3.1) para que se tuviera una condicién de varianza vélida.

Observacion 2.3.5.

Se puede demostrar que la Suposicién 2.3.2 implica la Suposicion 2.3.1 v

Entonces, bajo el método 3, se remuestreara en el modelo de series de tiempo, i.e., se
remuestrearan observaciones de fr_;, ..., f7_1, dado el tridngulo superior Djy.

De esta forma se estd considerando la posibilidad de que, dado Dy, las observaciones
de f; pueden haber sido diferentes para los valores observados. Para considerar esta fuente
de incertidumbre se puede hacer lo siguiente: Dado Dy, se generan “nuevas” observaciones

Cij+1 parai € {0,...,1},7€{0,...,J — 1} a partir de la expresion

5i,j+1 = iji,j + Ujmgi,j+1, (2.3.12)

donde o; > 0y, dado By, €; 41 ¥ €i,j+1 son independientes y tienen la misma distribucion.

) . . . ~ d
En este sentido, C; j es una “medida de volumen” fija y se simula Cj j11 @) C;,j+1 dado B;.
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Observacion 2.3.6.

Se utiliza la notaciéon “~” para enfatizar que 67;,]’4,1 son variables aleatorias y Cj; son
deterministas (dado Dy). v

Entonces se remuestrean las observaciones f; solo remuestreando las observaciones del
afio de desarrollo j + 1, y con la suposicion de remuestreo (2.3.12) se obtienen la siguiente
representaciéon remuestreada para los estimadores de los factores de desarrollo

I—j-1
Z Cij+1 [—j-1

~ =0 0; ~

fj = o1 = fj + Fh Z V Ci,j €i,j+1s (2313)
Z CZJ j =0
i=0

' I—j—-1
donde S 771 = 3 ¢y
i=0

Notaciéon 2.3.2.

» En la expresion (2.3.13) y el siguiente analisis se utilizara soélo la notaciéon ]; para
los estimados remuestreados de los factores de desarrollo f; para no complicar la
notacion.

» Se denotara por P, a la medida de probabilidad inducida de estos estimados CL
remuestreados. \%

Dado By, los estimados remuestreados de los factores de desarrollo ]?] tienen la misma
distribucién que los factores estimados originales.

A diferencia de las observaciones {C;; : i + j < I}, los valores {@j ci+j7<I}ylos
estimadores remuestreados f; son variables aleatorias, dado D;. Ademas, dado By C Dy las
variables aleatorias €; ; son independientes. Entonces,

. " " . . 3k
1. Los estimados remuestreados fo, ..., fy—1 son independientes con respecto a Pp, .

2 Paraj e {0,...,J 1}, B, [1;] = f;

2

- * 22 2 Uj
3. Para j €{0,...,J — 1}, B}, (fj) =fj+w.
j
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Entonces, en el método 3, el error de estimacién condicional se estima mediante la
siguiente expresion

Cl_i-Ep, [(f}i"'f}1-—Jﬁi"'fJ1)2} = Cfl—i~‘/arp%1 (j}fi"'f}fl>

Observacion 2.3.7.

El calculo en la expresion (2.3.14) es exacto. Dicha “facilidad” de célculo se debe a que
bajo el método 3, el estimador se obtiene bajo la medida condicional P, . v

Remplazando los parametros U%_i, . ,03_1 vy fr—iy--., f7—1 con sus estimados, se ob-
tiene el siguiente estimador para el error de estimacién condicional para el ano de accidente

i{1....1)
i (efor) = B, (0 ~mcuim)]

J—1 - 62 J—1 o
_ 2 J
- | T (72 ) - T 5|

j=I—i

que para j € {I —i+1,...,J} se puede escribir recursivamente como

~9 7j—2 ~92
— / ~CL o= (ACL ) ) Uj—l Y] 0]
Var (Ci,j ’DI> = Var <Cm-,1‘77[> Jioa +Civ1*i75[l—j—1] H (fl + S[I_l_1}>
i—1 I=T—i l
2

T (o) (7T ) e T ]
= ar( i,jfl‘ 1) fjil—’_W + i,IfiW 'fla
i

donde H Cj=1y Var (@Cfﬂ

j=m

D]) — 0.
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Estimador 2.3.1. Error cuadrdtico medio de prediccion condicional para anos ac-
cidente individuales

Bajo la Suposiciéon 2.3.2, el estimador del error cuadratico medio de prediccion con-
dicional de la siniestralidad ultima para un afio de accidente individual s € {1,...,1}
estd dado por

BCNTPo, o, (C5F) = @[(éjj—ci,J)Q\DI}

o2 = G2/ F?
= ( 1”]) ji: é§CL
j=I—1 i,J
J-1 52 J-1
2 2 ] 2
+Cz,ffz (f] + [1—?‘—1]) H fa
j=I1—1 Sj j=I—1

Se puede reescribir (2.3.15) como

J—1 ~2 /7 J—-1 ~2 /72
— ~CL ~COL\ 2 Uj/fj Gj/fj
ECMPc¢, ,ip, (Ci,J> = (Q‘,J) Z ~or T GlT=i=1] + -1

j=I—i “iJ j=I—i \Pj

Y se puede hacer una aproximacion lineal del error de estimacién mediante
J-1 . 52 J-1 . J-1 J—-1 Q/Ja
2 J ~ (Y2
| 11 <fj + S“‘j‘”> - I #l=cia I 77 > PR e (2:3.16)
j=I—i 7 j=I—1 j:I—i j=I—i

E ticul J-1 8]2'/}]? ta inferior d
n particular, I e H] I—i Zj:]—i g7 ©s una cota inferior de
J

J—1 - 82 J—1 -
2 J
Cir—i | [ '<fj + S[I—j—l]) - II 5
j =l

Esto motiva al siguiente estimador
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Estimador 2.3.2. Error cuadrdtico medio de prediccion para anios accidente indi-
viduales

Bajo la Suposicion 2.3.2, el estimador del estimador del error cuadratico medio de
prediccién condicional de la siniestralidad altima para un ano de accidente individual
ie€{l,...,I} esta dado por

—_— J—1 =~2

T ~CL B ~crL\ 2 o; 1 1

ECMPc, ,p, (Ci,J> = (Ci,J> ;f;z (695 + SV‘J'—”>' (2.3.17)
J=1=17 2 J

2.4, Algunos modelos con hipétesis distribucionales

Hasta el momento se ha trabajado con modelos de “distribucién libre” ya que no se han
dado suposiciones explicitas con respecto a la distribucién de las reclamaciones (ya sean
acumuladas o incrementales), aunque si se hicieron suposiciones con respecto a la estruc-
tura de dependencia de dichas reclamaciones. En esta seccién se trabajaran “de nuevo” los
modelos que ya se estudiaron pero haciendo algunas suposiciones distribucionales explicitas.

2.4.1. Modelo Poisson para nimero de reclamaciones

El modelo Poisson se utiliza para el conteo de siniestros, pues se considera como el primer
modelo para el calculo de la reserva de reclamaciones, se basa en una suposicién distribu-
cional, que permite calcular los estimadores maximo verosimiles (ML) de los parametros
necesarios para la estimacién de la reserva. El modelo Poisson es un modelo estocéastico
alternativo que se usa como motivacién para el cilculo de la reserva CL.

Suposicion 2.4.1. (Modelo Poisson)

Existen parametros g, ..., ur > 0y v0,...,77 > 0 tales que las reclamaciones incre-
mentales X; ; son independientes y con distribucion Poisson donde para cualesquiera
ie{0,...,1},5€{0,...,J},

J
E[X; ;] = piy;  con Z'yj =1.
=0

Observacion 2.4.1.
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La Suposicion 2.4.1 considera que las reclamaciones incrementales X; ; son no-negativas.
Sin embargo, en varias aplicaciones se observan incrementos negativos. En dichos casos, el

modelo Poisson no es apropiado. v
J J J J

Ademés, si C; 5 = ZXM’ entonces E[C; ;] = ZE[X”} = Zufyj = U Z'yj = L.
Jj=0 j=0 j=0 j=0

Por lo tanto, C; j ~ Poisson(f;).

Es decir, la reclamacién acumulada para el ano de accidente i, C; j, tiene distribucién
Poisson con media E[C; j] = p;. Asi, el parametro j; representa la siniestralidad total espe-
rada en el afio de accidente ¢ y el parametro v; es un “patron de flujos” de efectivo,/reportes
durante los diferentes periodos de desarrollo j.

EXis) _ % o qeciy, Bl
E[Xio] 70 " E[X; 0]

Noétese que, no depende de 1.

Proposiciéon 2.4.1.
El modelo Poisson satisface la Suposicion 2.2.2. Es decir,

» Las reclamaciones acumuladas, Cj;;, son independientes para diferentes afio
accidente 1.

= Existen parametros uo,...,ur > 0y un patréon Sg, ..., B85 > 0 con 55 = 1 tales
que para todo i € {0,...,1},7€{0,...,J —1} ke {1,2,...,5}

(a) E[Cio] = Bo - pa-
(b) E[C; j+x|Cip, ..., Cij] = Cij + (Bjsr — Bj) s-

Demostracion:

Primero obsérvese que E[C; o] = E[X; o] = pivo := pifo con o = Bo.
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Ademas,
k
E[Cij4klCi0,---Cijl = Cij+ > E[XijulCio, ... Cijl
=1
k
= Cij+ > E[Xijul
=1
k k
= Ci; + Z pivirr = Cij + pi Z'Yj—H-
=1 =1
J jtk j Jtk
Pero si B 1= Y i, entonces Bk — B = > W — YN ="Yjr1+ Ve = D Vitl-
1=0 1=0 1=0 =1
De aqui que,
K
E[C;j+klCio; - - Cigl = Cig + pi Y i+t = Cig + i Bjw — B)),
=1
i.e. con po,...,u; del modelo Poisson, y vo = Bo, B; = Z{:o v; se satisface la Suposicién
2.2.2. O

Esta proposicién establece que el modelo Poisson satisface las suposiciones para el mé-
todo Bornhuetter & Ferguson. Por tanto, se puede usar el estimador BF para el calculo de
la reserva bajo el modelo Poisson.

Existen diferentes métodos de estimacion de los parametros (y;) y (y;), a continuacién
se considerard una estimacion alternativa: la estimacion maximo verosimil.

La funcién de verosimilitud sobre el conjunto de observaciones
Dr={Xiji+j<I1,0<j<J},

estd dada por

(pig) Xoa ) .

ﬁD[(MO; BRI ) ree ( PRI 77J) = H (exp(—,uz’yj) (X .)‘
,7/"

i+j<I
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Entonces, la log-verosimilitud estéd dada por

o~ )X
oaten) = 5 o () 0

i+j<I (Xi5)!

= Z (—Mz"Yj +Xi,j(10g(,ui) + log(’yj)> — log [(Xi,j)!})
i+j<I

= > (Xm log(pi) + Xi,jlog(7;) — piyj — log [(Xz}j)!])‘
i+j<I

Se maximiza el logaritmo de la funcién de verosimilitud igualando a cero las I 4+ J 4 2
derivadas parciales con respecto a los parametros desconocidos p; y v;, i.e.,

0
o; log(£p,) = Z )

Entonces para la observaciones Dy, los estimadores maximo verosimiles (ML) deben
satisfacer

I—i I—i I—i I—i
iy =) Xij=Cii—i, y v =Y Xij, (2.41)
J=0 J=0 i=0 i=0
J
para todo ¢ € {0,...,1},7 € {0,...,J} bajo la restriccion de que Z% = 1. Ademas, si
j=0

este sistema de ecuaciones tiene solucién tinica, se obtiene los estimadores maximo verosi-
miles j1; y 7;, para p; y 4, respectivamente.

Estimador 2.4.1. (Estimador Poisson mdzimo verosimil)

Los estimadores maximo verosimiles en el modelo Poisson (2.4.1) para i+ j > I, de
E[X; ;] y E[C; ;D] estan dados por

> Pois

Xi; =E[Xi;] = @;,

~Pois

Ciy =ElCiyDl=Cipmit Y. X7

2

Observacion 2.4.2.
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Para la siniestralidad dltima bajo el modelo Poisson,

I—i
~Pois —~ —~
Cig = Cii—i+ 1—2% i
=0
I—i
= Ci,17i+ﬁi—2%ﬂi
=0

= Cig—i+ i —Cir—i = ;.

Por lo tanto, el estimador Poisson maximo verosimil tiene la misma forma que el esti-
mador BF (2.2.2), pero los estimadores maximo verosimiles para y; y ; dependen los datos
D;. \%

2.4.1.1. Obtencién del algoritmo CL a partir del modelo Poisson

En esta seccién se estudiardn algunas condiciones que hacen equivalentes al modelo
Poisson con el estimador CL. Entonces, se supondré que existe una solucién positiva de las
ecuaciones (2.4.1).

Lema 2.4.1.

Bajo la Suposicién 2.4.1, en el conjunto Dy se satisface que

Demostracion:
La prueba se hara por induccién.

Por la condiciéon de maxima verosimilitud (2.4.1)
I—i I—i
Cirmi=> Xij =Y fi.
i=0 §=0
J J
Entonces para i = 0y I = J se satisface que Cp j = ZXOJ = [ Z%
j=0 j=0
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Para el paso inductivo nétese que
I—(j-1) I—j I—j j-1
Y. Cij = Cij— Y Xig+ ) Xi—jrip
i=0 i=0 i=0 k=0
I-j J I-j j—1
- /‘lz k=Y it i1 )k
=0 k=0 =0 k=0
Entonces,
1-(j-1) I-j -1 j-1 (G-  j-1
Yo Cija =D iy Ak+irn Y k= Y Y Ak
i=0 i=0 k=0 k=0 i=0 k=0
O
Proposicion 2.4.2.
El estimador CL, @Cj = E(CLHDI) = C’i,l,if],i co fj,l y el estimador maximo
, .1 ~NPois s J <>Pois . .
verosimil C; ;~ =E(C; j|Dr) = Cj i+ Z X, ; bajo el modelo Poisson (2.4.1)
j=I—it1
son equivalentes, es decir,
~CL ~Pois
Ci,J = Ci,J .

Demostracion:

Para i € {1,2,...,J}, el estimador Poisson 2.4.1 esta dado por
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CPozs

7,I i+ Z XPozs

j=I—i+1

7
= Cir—i+ Z L

j—I—i+1

I1—i J
= ’LI 7 +ZM17] ﬁ;y\j + Z ﬁzﬁ]

Pero también,

j=0 j=I—it1
I—i J
= Cij—i— ) v+ Z HiY;
j=0 j=0
J
= Cir—i —Cig—i + Z/MYJ > A
7=0
J
i
~ i—0
CL' = K(Ciy|Dr) = Ciit——. (2.4.2)
7
=0

Que se puede reescribir como

M~
=
=2
R
=

APois __ j=0 Jj=0 Jj=0
G =0Cir- —— = Cir-i— T (2.4.3)
> A % %
j=0 Jj=0 J=0
Pero por el lema 2.4.1 se tiene que en el conjunto Dy
I—j I—-j J
Cij =Y iy Ak (2.4.4)
i=0 i=0 k=0
Y de nuevo por la condicién de méxima verosimilitud
I-j I-5  j-1

ZCJ 1= Z Cij—Xij) =D Hi) Tk (2.4.5)
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Entonces, por las ecuaciones (2.4.4) y (2.4.5) para j < J

J I-j
D D G
k=0 =0 2
-1 I = fin
Z:Y\k CL,]—I
k=0 1=0
Ahora por la ecuacion (2.4.3)
I—(I—i+1) I1—J
Z Ch,1-i+1 > Cr
CPois  _ o . k=0
Ci,J = Cz,]—l I— (I i+1) I—J
Z Ck T—i Z Ck,Jfl
k=0

-~ ACL
= Cir—ifr—i--.. f] 1=

O

Este resultado muestra que el estimador méximo verosimil del modelo Poisson lleva a
los mismos factores age-to-age f; del modelo Chain-Ladder de distribucién libre.

Corolario 2.4.1.

Bajo la Suposicion 2.4.1, para j € {0,1,...,J} se satisface que

’ ory T 1
> A= ﬁ](- ) = I =
k=0 k=3 Ix

Demostracion:
Por la proposicion anterior y la ecuacion (2.4.2)

J
CL ~ ~

- .
Cir—i 17 =C; 7 ois — Cijg=Cir—ifr—i-.-fr-1.

~2>

<.

Il

o
Q%)
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J
Pero como E 7; = 1, entonces
=0
I1—i J—-1 I—i 1
-\ "5 7 _N\ 5. (pCL)
L= j i= j <BI—1
7=0 I—i j=0

J
Por lo tanto, BJ(.CL) = Zﬁk
k=0

d

El corolario anterior establece que el método CL de distribucién libre y el modelo Poisson

tengan el mismo patrén de desarrollo, { B](-CL)} y por tanto la misma reserva BF en caso
J
de que se utilice el mismo patrén de desarrollo como estimado para {ﬁj}j. Es decir, si se
utiliza el patrén de desarrollo { ﬁJ(CL)}. para el método BF y el modelo Poisson, sélo se
J

tendran diferencias en la eleccién de la siniestralidad tltima esperada u;, obteniéndose
~Poi CL)\ ~
ff” =Cir—i+ (1 - }4 )> i
donde [i; es el estimador méaximo verosimil del modelo Poisson en la ecuacion (2.4.1)

Observacion 2.4.3.

Para encontrar los estimadores maximo verosimiles 1i; y 7; se tiene que resolver el
sistema de ecuaciones en (2.4.1). Se puede encontrar dichas soluciones sin directamente
resolver el sistema. Esto se hace con ayuda de los factores fk del modelo CL a partir del
corolario anterior a partir de las expresiones

CL ey Tl 1
% =6 >—6§-_R=HA(1” )

iy Jr fi—1
y
I—i
> Xiy
~ _J=0 i Ci,[ﬂ‘ _ A~CL
Hi = T—i - B(CL) - Y,J -
~ I—i
i
Jj=0

\Y
El modelo CL de distribucion libre se puede aplicar a conjuntos de datos mas generales
de los que supone el modelo Poisson. Estrictamente hablando, el modelo Poisson sélo se
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aplica si todas las reclamaciones/pagos incrementales X; j son positivas y enteras. El modelo
CL de distribucién libre se puede aplicar atin con incrementos negativos siempre y cuando
los acumulados permanezcan positivos.

2.4.2. Modelo log-normal para reclamaciones acumuladas

El modelo considera las reclamaciones acumuladas y supone que los factores CL indivi-
C’L,j

Cij-1’

estimadores sesgados e insesgados, dependiendo si el parametro de la varianza o2 es cono-

cido o no.

duales, F;; = siguen una distribucién log-normal. Ademaés, se obtienen diferentes

Suposicion 2.4.2. (Modelo Log-normal para reclamaciones acumuladas)

(i) Los factores de desarrollo individuales, F;; = C” (donde C; 1 := 1),
) 017]71 5

tienen distribucién log-normal con parametros &;, UJQ-, i.e. para cualesquiera

ie{l,....I},je{1,....J}
nij = log(F ;) ~ N(&,07).

(i) Parai e {1,...,I},j €{1,...,J}, n;; son independientes.

Proposicién 2.4.3.

Si para cualesquiera i € {1,...,1},7€{1,...,J}
nij = log(Fy;) ~ N(&,07),
y 7i,; son independientes, entonces
() B(F.y) = exple; + 5 )
(b) Var(Fj) = exp{2¢; + 02}(e% — 1).
(c) E(Ci;|Cij-1) = Cij1-exp{§; + %JZ}

(d) Var(Ci;|Cij-1) = C‘Q,j_l - exp{2¢; + 0]2}(6012 —1).

(2

Observacion 2.4.4.
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Seguin esta proposicion, si se cumplen las suposiciones (2.4.2), entonces
E(Ci;|Cij-1) = [iCij-1,

2
con fj = exp{&; + %ﬂ}, i.e. se cumplen las hipotesis del modelo CL (2.3.1)

\Y
Los estimadores para los pardmetros §; y 0]2, respectivamente, estan dados por
I—-j
~ 1 Cij
i = 7 . 1 lo 0
% I—J‘i‘l; g<Cz‘,j—1>
y

Lema 2.4.2.

Si se cumple la Suposicion 2.4.2, entonces

- o?
o A J
S JVG%I—j+1>

I-j— 2
0% ~ X(1-j)»

2
J
2

donde X%I_]) es una distribucion-x“ con I — j grados de libertad. Ademas, Zj y (/1\2]-
son estocésticamente independientes.

Demostracion

La primera férmula de este lema, es facil de probar a partir de la Suposicién 2.4.2.

La segunda parte es un caso especial del Teorema de Cochran (Hogg y Craig (1995)). O
Observacion 2.4.5.

y=5yc=

La distribucién x? con n € N grados de libertad es la distribucién Gamma I'(7,¢) con
1
5-

\Y
Considérese las variables aleatorias

Z@j = log(Cm).
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Entonces,

J J
C, .
Zig="Zii-i+ Y log (C”> =Zig—it+ > Tij-
j=I—i+1 b=l j=I—i+1
Se obtiene del lema (2.4.2)
J
E[ZiJ|D1] = Zir-i+ D, &
j=I—it+1

Por lo tanto, el estimador estd dado por

J
Ziy=E[Zi Dl =Zisi+ > &

j=I—i+1
Lema 2.4.3.
(a) E {Z,J|Zz',1—i] E[Zi s|D1] = E|Z; j| Zi,1-i]-
(b) E [2 J] = E[Z.)].
R J J R 2
© BOMPy i, (Zis) = 32 e | 3 (6-4)
j=I—i+1 j=I—it+1
J 1
I I 2
W Bonry, (7) = BOMP 1y (70) = 3 (14 )
j=I—i

Demostracion

(a)

J
E Zi,J_Zi,J’Zi,I—z} =E Z &Gl —E Z Nij| = 0.

(b) Es inmediato de (a).
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(c) Sise cumplen las suposiciones (2.4.2), el ECMP condicional se tiene

ECMPy, o (Z

~ 2
,J) = E|:<Zi,J_Z’i,J> |Dz]

J R J 2

(d) Notese que Z-J — Z; j es independiente de Z; ;—,;. Utilizando el lema (2.4.2) se tiene

que

ECMPy, 7., . (2J> — ECMPy,, (ZJ):IE[ECMPZU‘DI (Z7J)}2.4.6)

J J
= Var Z ni; | +Var Z & (2.4.7)

j=I—-it+l j=I—i+1
4 1
_ 2 (
j=I—i+1 I=j+1
O
2.4.2.1. Varianza 0]2- conocida
Supéngase que las varianzas o3, ... ,03 son conocidas. Entonces
E[Cig|Cii—] = Elexp{Z;s}|Cir—i]
J J o2
= exp{Zi;_i}exp | Z fj—l—‘ Z 7]
j=I—i+1 j=I—i+1
J 1
= Ci,[—z‘ exp Z fj + 5 Z 0]2- (2.4.9)
j=I—i+1 j=I—i+1
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J
E[GXP{Z@J}\C@,I—@} = exp{Zir—i}E |exp Z ]
j=I—i+1

2

J J
1 (o
j=I—i+1

j=I—it1

Debido a las diferentes varianzas condicionales de Z; ; y Z; ; se obtienen deferentes

valores esperados para la distribucién log-normal.

Estimador 2.4.2. (Estimador insesegado con 032 conocido)

Si se cumplen la Suposicion 2.4.2; entonces para i € {1,...,1}

j=I—it1

J
LN = ~ 1 1
Ciy =ElCiyDr] = exp Ziy + 5 > o (1 -

) . (2411)

Lema 2.4.4. (Insesgamiento para 0]2- conocida)

Bajo las Suposicion 2.4.2 se tiene
(2) E |C.} |Cia—i| = BICy|Ci—i] = EICi,s|Dy].

NLN

(b) E [cl.w,} = E[Cy.].

()

J
~LN
ECMPCi,J|Ci,I—i <Ci,J) = €xp Z 0]2

j=I—i+1
J 2
g
+ex J

P . Z —74+1
j=I—i+1

— 2 | (E[C;,4|Cj,1—i])?

Demostracion
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E|C)

~ 1 J 0'2.
Ci,Ifi} = E {eXp {Zi,JHC'i,Iﬂ} eXpq 3 | ZH <U]2' - IJJJF1>

= E[C;s|Cir—i] = E[C; s

D1l

(b) Es inmediato de (a).
(c) Usando la no correlacion

~LN

E [CZJCA’ZLJJV C’Mﬂ} =EI[C;s|Ci1—i]E [Ci,J

Cz‘,lﬂ} ~
Entonces se obtiene el ECMP

~ ~ 2
ECMPc, ., . (Ci)) = E[(Ci,J—ijv) ‘C']]

~LN

= Var (C ;-G

Cz‘,[—i)
= Var(C; |Ci—i) + Var <@L§ ‘Ci,f—i)

J
2
= C“,Z-Var exp Z ij
j=I—i+1

J
expq Y. &l (2.4.12)
Por lo tanto, esto implica que

J
—~ 2
E|:<CZ7J—CZL:}]> ’Ci,l—i] = CiQ,IieXp{ Z (2§j+0]2')
J

j=I—i+1
J o2
2 J
X exp o; | +exp g : —
, —Jj+1
j=I—i+1 j=I—i+1

Observacion 2.4.6.
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El Lema 2.4.4 calcula la aproximacién no condicional del parametro error. Entonces el
ECMP esta dado por

~LN ~NLN 2
ECMPe, o, (Cl7) = ERQJ—QJ)I%
J ~NLN 2
= CZI_Z-V(M" exp Z Mi,j + (E [Ci.7|Ci1—i] — Cz‘,J) .
j=I—i+1
(2.4.13)
Por lo tanto, del inciso (c¢) del Lema 2.4.4 expresado en la siguiente manera
~LN
ECMPCz‘,J\Ci,Iﬂ‘ (Ci,J) = E[Ci,ﬂci,[fi]Z
J J o2
j
X | exp | Z oj ¢ —1+exp | Z i1 _
j=I—i+1 j=I—i+1
se conforma por
J
exp Z O'JZ -1,
j=I—i+1

la estimacion del pardmetro error.

Estimador 2.4.3. (Adicion de Anos de Accidente)

El ECMP para reclamaciones agregadas se estima como

I
— ~LN
ECMPECM. (g Cz-’J)
i=1 =1
J

2

ag-=

+2 Z E[C;,7|Ci,1—i] X E[Ck s|Cr 11| | exp
1<i<k<I

>

j=I—i+1

J

I—j+1

1
~LN
= Z ECMPZZ Ci,71Ci1—i (Ci>J>

(2.4.14)

El estimador EJ es el mismo para diferentes afio de accidente.
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Notaciéon 2.4.1.

El uso de “|-” en el subindice de EC’MPZi Ci gl (Zi]:l @Lf]v), significa que se condiciona
sobre la tltima diagonal para medir el volumen de C; 1_;, pero éste también es considerado
una variable aleatoria en el estimador de &7_;. v

Estimador 2.4.4. (Predictor central, U? conocido)

Si se cumplen las suposiciones (2.4.2), entonces para cualesquiera i € {1,...,I} con
ALN z 1 J 2 1
Ci,J = exp {ZLJ +3 Zj=14+1 0j (1 - ]—j+1)}

J
~pe = I 1 2 1
j=I—i+1
LN J o? ~LN
- el () el
j=I—i+1

Lema 2.4.5. (Predictor central, O'j2- conocido)

Bajo las suposiciones (2.4.2)

Cig
-

i,J

(b) El ECMP esta dado por

(a) @pf] satisface E Cir—i| =1.

J 2
~pc 3o
ECMPc, ., (Cl5) = ElCi|Cii? |ed >

j=I—it1 I=j+1
J J o2
2 J
21 _9 5
+ exp Z oF exp Z =i+l
j=I—i+1 Jj=I—i+1

~LN
> ECMFc, ., . (Cl7).

2

Demostracion:
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(a) A partir de, Z; ; =10g(Ci;), Ziy = Zig—i+ Y —s_i 1 Mg, Zig=Zig—i+ S i 3
y las ecuaciones (2.4.11) y (2.4.4)

J o 1 J 1
= E |exp Z Mig — Z 5j_§ Z 072(1+I—]+:l>

j=I—it1 j=I—it1 j=I—i+1

J J
1 ) 1
—ewdy 3 (e )t T i)

j=I—i+1

o? ~ 1 o?
Si se considera, E[exp(n; ;)] = exp{ & + ?j vyE {exp(—&,j)} =exp{ —& + 51_79 7

j+1
entonces
J 2
Ci,g 1 5 1 ) a5
E(Co | = epd-l 2 o214 ) gty =1
i 2j:1—z'+1 I-j+1 I=j+1

(b) Dado que ézpi] no es un estimador insesgado, el ECMP se estima como

~pc

ECMFe, ., (Cly) = E[(Ci,J—CZ-,J)Q

Cz‘,[—z':|

~pc

Cir—i] — Ci7j)2‘0i,]—i:| ;

J
= C’z]_iVar exp Z 15,5 +]E|:<E[CZ’”]

j=I—i+1
(2.4.15)
donde
J o2
pc .
E [Cz',.i Ci,]ﬂ'] = E[C;,7|Cs,1—3) exp | Z ?J—kl
j=I—i+1
Asi, el segundo término de (2.4.15) es igual a
2
J 02- e
E[C;4|Ci—i* | 1 —exp Z ?J—i—l + Var (CM‘C,-J_Z-) .

j=I1—i+1
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Usando (2.4.4), entonces

J
ECMPCi,ﬂCiJ,i (Cf}) = C’Z»%I_Z»Var exp Z Nij

j=I—i+1
2
J o2
+E[Ci7J’Ci,I—i]2 1 — exXp ' Z ?]_’_1
j=I—i+1
J o? .
+ exp 2 Z 1_7]—1_1 Var (C’ZJ‘C’L’I*7‘>
j=I—i+1 J
> VaT(CZ'J‘Ci’]_i) + Var (C\;T]‘Ci,l—i)
— ECMFc, ¢, . (Cl7). (2.4.16)
O
2.4.2.2. Varianza desconocida
En general, la varianza 0]2- se necesita estimar. Supongase que W ~ X?p), ie., W ~
1
r (]2), 2> con funcion generadora de momentos dada por
9 2 7%].
A tos
E[e())] = [1- 220 . (2.4.17)
j
J

Si se elige t tal que

Es decir,

J
I—3j —03
- 1— % 4y 2.4.18
o2 ( eXp{I—jJrl}) ( )
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Estimador 2.4.5. (Estimador para sz. desconocida)

Bajo las suposiciones (2.4.2), para cualesquiera ¢ € {1,...,1}
~LNg,2 =5 ~ 1 J 1
Ci,]g’ = E[CLJ‘DI] = exp Zi,J + 5 j_;+l 8? (1 - _[—j—'—]_) . (2419)

A partir de la independencia de & y 67 y (2.4.9-2.4.10)

J J 2
1 ;
Curi] = Cuvemy 30 G435 X poi

j=I—i+1 j=I—i+1

~LNg,2

E|C)

L j=I—i+1
= E[Cis|Ciri]
| 1 < 1
~2 2
j=I—i+1

Usando (2.4.17) y que lim (1 + §>n = €%, entonces
n—oo n

J

3 1 ~2 2 1

Jim Efexpqs >, (67— of) (1—1_j+1>
j=I—i+1

(I—j)
o? 2 o?(I — j) o? —o?
=1l 1-—7 - = — = 1.
f ( T—j+1 “PY 20—+ 1) P ) P T

Por lo tanto, se obtiene la aproximacién

‘ <

~LNg,2
E |:Ci,J Ci,[—ii| ~ E[CZ"J|CZ‘7[_7;]. (2.4.20)
2.4.2.3. Intervalo de confianza modelo log-normal para reclamaciones acumuladas
C. -
Si los factores de desarrollo individuales, F;; = “J_ tienen una distribucién log-
ii—1

normal, entonces, log(F; ;) = 1;; ~ N(&j,02). Se define el intervalo al (1 — ) x 100 de
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confianza como
]P)(—C<77i7j <c)=1-aq,

donde «, es el nivel de significancia. Entonces, la variable aleatoria

v = i =8 N0, 1).

2
9;

Por lo tanto,

Nij =&
\/072.

—Z%\/UTZ< nij—& < Z%\/a?

—Z%\/sz< 7,5 <§j+Z%\/072.

Y el intervalo al (1 — a) x 100 de confianza para 7; ; es

(6~ 7y )

En la seccién anterior se obtuvieron los estimadores,¢;, 8?, para &, o2 respectivamente,
y a partir de estos su distribucion.

—Z%< < Z

[N}

Ahora se dard un intervalo al (1 — a) x 100 de confianza para los parametros de este
modelo.

~ 2 . c
Si & ~ N <§j,1_ajj+l>, se define a la variable aleatoria X = S8 ~ N(0,1).

Entonces,

_Z% < ﬂ <Zg

%\/I ]—1—1 % IT—j+1 j+1
\/ j Z\/
_]_1_1 J <£]+




Sec. 2.4 Algunos modelos con hipétesis distribucionales 91

Por tanto, el intervalo al (1 — a)) x 100 confianza para &; es

673 S\ T- +1’§J e gy

Siguiendo el mismo procedimiento para ¢%, a partir de ;202]- ~ X%I—j)’ entonces
0%
J
2 (L —j)o? 2
X[ < T3 <Xij
o~
J
(I —j)o?; 5 (L —j)o?;
——2 . < 7j <2
XI—j XI—j

Por tanto, el intervalo al (1 — a) x 100 confianza para 0]2-

T= )P (-
X%_j ’ X%_]‘

2.4.3. Reclamaciones incrementales

es

Ahora, se consideraran modelos para las reclamaciones incrementales X; ; (pagos incre-
mentales, cambio en las reclamaciones incurridas 6 namero de reclamaciones en el periodo
Jj para el afio de accidente 7).

2.4.3.1. Modelo Poisson de sobredispersién

Se supondré que existen parametros po, ...,/ ¥ Y0,- .., tales que X; ; son variables
independientes con distribucién Poisson tales que, para ¢ € {0,...,I},j € {0,...,J} y

J
Zj:() v =1
zij = E[Xi ;] = pav;. (2.4.21)

Con esta suposicién también
zij = Var(Xi;) = ;- (2.4.22)
Observacion 2.4.7.

En este caso, la varianza tiene la misma escala que la esperanza, i.e., una funcién de
varianza lineal. v
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Los parametros se estimaran por maxima verosimilitud y el estimador para la siniestra-
lidad ultima serd

J

~Pois > Pois

Ci; =E[Ci;|Di] =Cir—i+ E Xij
j=I—it+1

> Pois

con X" =E[Xij] = i

El modelo Poisson se puede generalizar a partir de un parametro de dispersién adicional
¢; con esto se obtiene el modelo Poisson con sobredispersion, i.e., para ¢ > 0 se supondra
que

ElXijl=zi; v Var(Xi;) = ozi;.

2.4.3.2. Intervalo de confianza del modelo Poisson para las reclamaciones incrementales, X ;

Bajo las suposicién distribucional Poisson con media p;7y; para las reclamaciones incre-

mentales, X; ;, se define a la variable aleatoria ¥ = Zig Z P N(0,1). Entonces

2 VHij
—Zayuig < Xig—pivy < Ze\/Iivj
1ivj — Za /i < Xij < Wiy + Za 1

Por tanto, el intervalo al (1 — a) x 100 confianza para X; ; es
(um — Za/Hivj, kY + Zg \/AT%) -

2.4.3.3. Modelo binomial-negativo

El modelo binomial-negativo se puede expresar ya sea para reclamaciones incrementales
como para las acumuladas. La distribucién binomial-negativa es la que se obtiene a partir
de la distribucién binomial suponiendo que el pardmetro Poisson sigue una distribuciéon
Gamma.

Supéngase que X; ; satisface la Suposiciéon 2.4.1 con z; ; = E[X, ;] = piy;. Por tanto,
para j € {0,...,J

J
E[Cij] = piBj con Bj =3
k=0

Bi

Bi-1

E[X:;] =

Entonces, si fj_1 =

(i.e., f;j son los factores CL para valores esperados)

E[C; ;1]

5, 7 E[Cijl(fj-1 = 1),
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y
_ Bi _
E[Ci;] = E[Cij—1] =E[Cij-1]fj-1-
Bi-1
Observacion 2.4.8.
Noétese que se aplicard un algoritmo CL a las reclamaciones esperadas. v
Entonces,
. B;
X j ~ Poisson | E[C; j_1] -1 .
Bi-1

El objetivo es entender este modelo estocastico. Primero, se utilizara una filosofia Ba-
yesiana para reemplazar a la media real E[C; j_1] por una variable aleatoria

0;,j—1 ~ Gamma(c;j-1,1). (2.4.23)
Entonces, se X; ; tiene una distribucién binomial-negativa

zij = E[Xi]
= E[E(X;;|0;;-1)]
= E[0;;1](fi-1—1)
= cij-1(fj-1 — 1),

Var(X;;) = EVar(X;;|0i;-1)] + Var(E[X;;]0;-1])

E[0;j-1](fi—1 — 1) + Var(0; j—1)(fj—1 — 1)°

cij—1(fji—1 —1)fj—1

= zifi. (2.4.24)

Por lo tanto, para ¢; j—1 fijo se puede interpretar a este modelo como un Poisson sobre-
disperso con pardmetro de dispersién f;_;.

Ahora, se reemplazara c; ;1 por una serie de tiempo, suponiendo que la distribucion de
X;; depende de C; j_1 = ¢; j—1. Entonces
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Suposicion 2.4.3. (Modelo Binomial-Negativo, Verrall (2000))

(1) Las reclamaciones de diferente ano de accidente i son independientes.

(11) Existen factores fo,..., fj—1 > 1 tales que para ¢ € {0,...,1},5 € {0,...,J},
los incrementos X; ; condicionados a Co,...,C; ;-1 tienen una distribucién
binomial-negativa con

E[X:;|Co,-..,Cij—1] = Cij-1(fj—1—1),
Var(X; ;|Coi, ..., Cij—1) = Cij—1(fi-=1 —1)fj-1.

El modelo binomial-negativo satisface la Suposicion 2.3.1

E[C;;]Co,,--.,Cij-1] = E[Xi;+Cij-1|Co4,...,Cij-1]
= fj—1Cij-1,

y la funcién varianza

VaT(Ci7j|Co,i, e Ci,j—l) = V(IT(Xi,j + Ci,j—l‘c(),u ce CiJ—l)
Cij—1(fi—1 — 1) fj-1-

Es decir, se puede aplicar la teorfa CL con el pardmetro de varianza ojg-fl = (fj—1 —

1) fj-1

Se tiene que suponer f; > 1, de otro modo, la funcion varianza no tendra sentido. Sin
embargo, en aplicaciones practicas puede ocurrir que f; < 1 (por ejemplo si los ajustadores
sobre-estiman la reclamacion promedio). También es posible que para los pagos acumulados,
los factores CL son més pequenos que 1 (que se puede deber a subrogaciones y deducibles).

Se puede aproximar esta distribucion discreta binomial-negativa mediante la distribu-
cion Gaussiana con media C; j_1(fj—1 — 1) y varianza ¢; j—1C; j_1, de esta manera, se evita
el problema de obtener valores negativos para X ;.

2.4.3.4. Modelo log-normal

Ahora, se supondrd que las reclamaciones incrementales X; ; tienen distribucién log-
normal y son independientes, i.e.,
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Suposicion 2.4.4. (Modelo Log-normal para Reclamaciones Incrementales)

Para cualesquiera i € {0,...,1},j € {0,...,J}, existen parametros m;; y o tales
que
log(Xij) ~ N(mij,0°).

1
En este caso, 75 = E[X;;] = exp {m” + 202} v Var(Xyg) = a3;(e” = 1),

Se puede demostrar que la informacion transformada log(X; ;) tiene una estructura adi-
tiva. Ademas, se supondra una estructura adicional para m;; como m;; = ¢+ a; + b; con

J
Z et =1.
j=0

Se pueden estimar los parametros por maxima verosimilitud. Ademas,

1 .
Ti; = exp {c + 202} e%ieli = i
con

1
i = emp{c—i— 202} ey = el

. ., . - .z 2
De esta forma, se tiene una funcién varianza y dispersion (e?” — 1).

2.4.3.5. Intervalo de confianza del modelo log-normal para las reclamaciones incrementales,
Xij

Si las reclamaciones incrementales X; ; tienen distribucién log-normal y son indepen-
log(Xij) —mij
Vo2

dientes, i.e., log(X; j) ~ N(m; j, o%). Entonces, la variable aleatoria W =

N(0,1).

Asi,
log(Xi ;) —mi;

Vo2
_Z%\/;? < log(Xij) —miy; < Z%\/;Q

mi j *Z%VO’Q < 10g(Xi,j) < mi7j+Z%\/O'2.

—Fa < < Za
2 2

Por tanto, el intervalo al (1 — «) x 100 confianza para log(X; ;) es

(’mm‘ — Z%VU2,’mm‘ +Z%VJ2> .
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2.4.3.6. Modelo Gamma

En la expresion Var(X; ;) = 7 J(e‘72 — 1) del modelo log-normal, se obtuvo que la fun-

cion varianza corresponde al modelo Gamma. Mack (1991) definié directamente al modelo
Gamma en su obtencién para una funcién de varianza del tipo cuadratico.

Suposicion 2.4.5. (Modelo Gamma)

Existen r; ; € Ry variables aleatoria independientes X; (®) con distribucion Gamma de
media m; j y coeficiente variacional /v, tal que para cualesqmera ief{0,...,1},5¢€

0,...,J}

Tij

_ (k)
Xij = ZXM :
k=0

Si Xi(f;) tiene distribucion Gamma con pardmetros a; ; y b; ; (Xz(];) ~ Gamma(a; j, b; ;)

entonces su media es

y su varianza estd dada por
(k)y _ Giyj
Var(X;;') = .

Por tanto, /v = Vco(Xi(’;)) = /a;j, i.e., Xi(];) ~ Gamma (v, Y >

mZ7J
Entonces, en virtud de la Suposicién 2.4.5

x% < Gamma (v Tijs U) .

Z7J ..
i.j
2
Tig, 2 _ Tij y
Con z;; = E[Xi;] = rijmijy Var(Xij) = —=m;; = (que es una funcion cua-
(% ’ T34 U
b2
j

drética).

Suposicion 2.4.6. (Modelo Gamma, Estructura Multiplicativa)

Ademas de la Suposicién 2.4.5, supéngase que existen parametros pg,...,ur > 0y
J
Y0, - -, tales que Z’yj =1y
j=0

iy = E[Xi ] =rij-mij = pi ;. (2.4.25)
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La funcién de verosimilitud estd dado por

o\ VT
T4
</mj > oriy VT
LDI([,L(),...,M[,’}/(),...,’)/J) = H Fin’j ETP § — ) 'Xi,j . (2426)
i4i<I (vr%]) /’L’Lf}/j

Se maximizard esta funcion con Dy = {X;; : i +j < I,j < J} haciendo I+J+2
derivadas parciales con respecto a ji; y ;, e igualando a cero se obtienen los estimados para
cualesquiera i € {0,...,1},5 €{0,...,J}

I—i I—j
Z T4 o Z Tij o
N =0 5 N =0 i
DT iy
=0 j=0

bajo la restriccion de que Z% =1.

Notese que estos estimados son promedios ponderados de las observaciones, donde los
pesos son 1 ;.

Estimador 2.4.6. (Estimador Mdximo Verosimil Gamma,)

El estimador maximo verosimil en el modelo Gamma (2.4.6) est4 dado por

Ga =~ o~

i = E[Xij] =y,
~G ~ J =G
Ciy = BlCisDI=Ciri+ >, Xj,

j=I—i+1

parat+j > I.

Para estimar los pardmetros p; y 7; de este modelo se necesita informacion adicional
rij,t+j < 1. Si Xi(j) denota a los pagos de reclamaciones individuales, entonces 7; ;
corresponde al nimero de pagos de reclamaciones individuales. Ademaés, se puede tratar de

estimar el pago promedio m; ; para ¢ + j > I en la estructura multiplicativa estimando el
ntmero futuro de pagos, r;; para i +j > I.
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Capitulo 3

Modelos Chain-Ladder Bayesianos

3.1. Modelos Bayesianos

El paradigma Bayesiano para métodos de reservas incorpora informacién previa y junto
con las observaciones se obtiene una estimacion para la siniestralidad dltima.

3.1.1. El método de Benktander-Hovinen y el modelo Cape-Cod

Para comenzar, se revisaran dos métodos para el célculo de la reserva que no se consi-
deran modelos Bayesianos pero estin encaminados a ideas Bayesianas subyacentes.

3.1.1.1. Método de Benktander-Hovinen

Este método que permite calcular/estimar el monto total de las pérdidas, fue desarro-
llado de manera independiente por Benktander (1976) y Hovinen (1981).

Donde, para un ano de accidente fijo ¢ > 1, supdéngase que se tiene un estimado a
priori p;, para E[C; ;]; y un patron de desarrollo de las reclamaciones {ﬁj}‘]fzo por tanto
E[C; ;] = piB; es conocido.

Como el método BF “ignora” la observaciones C; ;—; de la tltima diagonal observada y
el método CL ignora el estimado a priori p;, entonces se puede considerar una combinacion
de los dos métodos. Para k € [0, 1] se definiré la siguiente mezcla de credibilidad

C

u;i(K) :m@j + (1 — k), ie€{0,...,1}. (3.1.1)
donde @c ; es el estimador CL para la siniestralidad ultima y p; el estimador a priori.

El parametro s debe ser mayor a C; ; conforme el periodo j se incrementa, pues se esta
obteniendo mas informacion acerca de C; ; conforme j se incrementa. Benktander (1976)

99
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propuso que k = f7_;, con el que se obtiene el siguiente estimador.

Estimador 3.1.1. (Estimador Benktander-Hovinen (BH))

El estimador de Benktander-Hovinen se define como

~BH

Ciy =Cir—i+ (1 —pBr-) |Br-i- CAZCj +(1- 514)%} : (3.1.2)

Se puede identificar al patrén de desarrollo de reclamaciones {Bj}‘j]zo con los factores
CL, {fj}jz_ol. Esto se logra si se utiliza la Suposicion 2.2.3 del método BF, i.e,

J—1
Bi=1] " (3.1.3)
k=i

Ya que el patron de desarrollo 3; es conocido, también son conocidos los factores CL (a
partir de la ecuacion (3.1.3)), entonces para j € {0,...,J — 1},

~

fi=Tj

Por lo tanto, el estimador BH en la ecuacién (3.1.2) se puede reescribir como

~BH

Ciy = Cir—i+ 51—1'@6:5 + (1 = Br—i)pi
—Br-i [51—2' CA'Zci + (1 - Bl—i)ﬂz}
= (Ciyei+ (1= Broimi) + Bi—iCy
—B1-i [Ciyr—i + (1 — Br—i) ]

= "+ Bl—ié\icj — B0
~CL ~B
= /BI—iCZ'J =+ (1 - B[—i)CLJF
~BF ~CL C; -
= Cir—i+ (1= Br—)C; ;. pues C; ; = sz[ - (3.1.4)
—1

Observacion 3.1.1.

La ecuacion (3.1.4) muestra que el estimador BH se puede ver como un estimador BF

“iterado” utilizando al estimador BF como un nuevo estimador a priori en el sentido de que
~NBF

Cw =Cir—i+ (1 — Br—i)p; i.e. se usd @B}p en vez de ;. v
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Proposicién 3.1.1.

Si se conoce el patron de desarrollo de reclamaciones {f; }3]:0, ademas de la identifi-
cacion de (3.1.3), entonces

~BH

Ciy =ui(l—(1—B—)?), iefl,.... I}

donde, la funcién u;(k) = /16@05 + (1 — k).

Demostracion:

~BH

Ciy = wi(l—(1=p5r-4)7
= 1= =B Cry+ (1= Bri)mi
~CL 9 \ACL 9
= B1-iCi 5 + (Br—i — B1=)Ciy + (1 — Br—i) 1
= Cir—i+(Br—i— 5%_2')6'5; + (1= Br—i)’pi
= Cir-i+Br—i- 6'105 — Bt @cj + (1= Br—i)’pi

C

= Cir—i+ 1= Br—) |Brei- Cij + (1 - 51—0/%] :

Observacion 3.1.2.

La Proposicién 3.1.1 muestra que S;—; no es un punto fijo de la iteracién ya que se tiene
que evaluar el estimador BH en 1 — (1 — 87_;)2. v

Teorema 3.1.1.

Si se conoce el patrén de desarrollo de reclamaciones, {5j};-,:07 Br—i > 0y B; =

J—1
H fk_l, entonces
k=j
, -~ ~CL
lim C(™ = CiJs

K3
m—ro0

donde, CO = Wiy

Cmt) = Cypi+ (1= Br)C™, m e N,




102 Capitulo 3 Modelos Chain-Ladder Bayesianos

Demostracion:

Noétese que por la proposiciéon anterior para m € N

Cm = (1= (1= Br-)™) Croy + (1= Br—i)™ i (3.1.5)

Inductivamente es cierto para m =1, 2,

o — [1—(1-Br-)] @Cj + (1 = Br—i)pi
= Br_i CA’Zcf + (1 = Br—i) i

~BF

= Cir—it (1= Br-)ui=Cy .
Entonces, para la estimaciéon m + 1

Comt) = Cypi+ (1= Br—g)C™
= Cig—i+(1—-pr-) [(1 — (1= Br)™ Cry + (1 - ﬁl—i)mui}

= BraiCly (L= Bro) — (1= Brea)™ ) O + (1= )™
= (1= (1= Br)™N ) + (1= Br)™ .

O
Finalmente, como lim (1 — 57_;)™ = 0, entonces
m—0o0
lim C™ = (1-0)C; +0-p;=C, ;.
m—00 ’ ’

3.1.1.2. Modelo Cape-Cod

Una de las principales deficiencias del modelo CL es que la siniestralidad iltima depende
de la dltima observacion de la diagonal. Si esta tltima observacion es un outlier, este outlier
se proyecta a la siniestralidad ultima (a través de los factores age-to-age, f]) Ademas, para
ramos de cola larga (como responsabilidad civil), las primeras observaciones no son repre-
sentativas. Una posibilidad es “suavizar” los outliers en la ultima diagonal combinando los
métodos BF y CL (como lo hace el método BH). Otra posibilidad es hacer mas robusta
dicha diagonal, esto se hace a partir del método Cape-Cod (Biihlmann, 1983).
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Suposicion 3.1.1. (Método Cape-Cod)

(1) Las reclamaciones acumuladas C; ; de diferente ano de accidente son indepen-
dientes.

(11) Existen parametros mo,...,77, £ > 0 y un patréon de desarrollo {ﬂj}}]:o con
By =1 tales que para todo i € {0,...,1}

E[C; ;] = kmif;.

Las suposiciones del modelo Cape-Cod son parecidas a las de la Suposiciéon 2.2.3 ha-
ciendo p; = km;. Entonces, bajo las suposiciones del modelo Cape-Cop, los parametros m;
se pueden interpretar como la prima recibida en el afio de accidente i y & es el loss ratio’
promedio.

Se supondra que k es independiente del ano de accidente ¢ y m; con respecto a k es el
J—-1
mismo para todos los anos de accidente. Si 3; = H fk_l se puede estimar x para cada ano
k=j
de accidente utilizando el estimador CL de siniestralidad tltima como

~NCL

S Ciy Cir—i  Cigi
o ; -1 Br—im;
-1
fj Ur

J=1=1

<

Se puede demostrar que k; es un estimador insesgado de x pues

. 60L 1 ~CL
EfR] = E|ZL :;E{CU]
(A (A
1 1
- . E[Cis
T Br—i [Cir-i
1
= Fi.ﬁlfiﬁﬂiﬁlii_ﬁ’
y ademas
Var(@) = —ey—Var(Cos)
ar(i;) = ar(Ci 1—;).
7 W?B%,i i,I—1

!Proporcién de las pérdidas incurridas respecto a las prima ganada
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Entonces, un loss ratio més robusto se puede estimar como un promedio ponderado a
partir de

~NCL

! . ! Ciy
> Broimii > Broim
: ; M
=0 _ =0
I B I
> Broxm > Broxmi
k=0 k=0
I I
~CL
E Bi-i-C; Z Cir—i
i=0 _ =0
I oI '
Y Brwme Y B
k=0 i=0

A continuacién se demostrara que este estimador es insesgado para k.

Proposicién 3.1.2.

~CcC . ~cc . .
E [n ] =K, l.e, kK es un estimador insesgado de k.

Demostracion:

E [RCC

R e T D
= Wil = S
ZZ'I:() ﬁ[—iﬂ'i i=0 Zz’I:O 61—1'777,’ =0

KT B1—i = K.

Entonces, un valor “robusto” para C; r—; estd dado por

~CC ~cc
Ci,[—i = K Yy /8171'-

Entonces el estimador para la siniestralidad dltima

Estimador 3.1.2. (Estimador Cape-Cod)

Se define al estimador Cape-Cod como

~CC

J—1
~CC ~CC .
Ciy =Ciri—Cipi+ [[ £iCirs i€{0,.... I} (3.1.6)
j=I—i
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Proposiciéon 3.1.3.

. ~cc Z-I,O Cir—i g, ] . ~coc
Sisecumplek = ==—"—y ;= H [, entonces el estimador C; ; —Cj 1
> im0 Br—i ™ j=k 7
es insesgado para E[C; j — Cj -] = kmi(1 — Br—;).

Demostracion:

Notese que

E [azclcfz} =k [ECC} i Br—i = £mi Br—i = E[Cj 1—i].

J-1
Ademés, con §; = H fk_l,
k=j

J—-1
~CC ~CC
Cz',J —Cir—i = Ci,[—i fi—1
j=I—i
J—-1 J—-1
cc 1
= #n It (I 5
k=I—i j=I—i
~ccC
= K 7T7,(1 - Blfz)

En el método Cape-Cod, el modelo CL se aplica a la diagonal “robustecida”, @Cf_i, pero
para estimar la siniestralidad ultima, se necesita agregar la diferencia entre la observacion
original de la diagonal, C; 1—;, y el valor robustecido. Si se reescribe el estimador Cape-Cod
se obtiene
~CC ~cc

K

Cijg=Cir—i+(1—p5r-)

T,

. . . . . ~CC
que es un estimador del tipo BF con un estimador a priori k- m;.

3.1.2. Métodos basados en credibilidad

Ya se hicieron mezclas de estimadores, de aquf que el siguiente paso natural es encontrar
mezclas 6ptimas de estimadores CL y BF, por supuesto con un criterio de optimalidad dado.
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3.1.2.1. Minimizacién de funciones de pérdida cuadraticas

Definicién 3.1.1. (Reclamaciones pendientes)
Sea i € {1,...,I}. Se define las reclamaciones pendientes para el ano de accidente i

como

Ri:=Ri; i:=Cij—Cir.

Recordando que Cj; son las reclamaciones acumuladas, entonces R; son las pérdidas

pendientes en el ano i.

Bajo las suposiciones de que los factores CL son conocidos y que 3; = Hi;]l fk_1 (Su-
posicion 2.2.3) la reserva CL y BF, respectivamente, estan dadas por

~CL NCL
R "=C;-Cir—i =Cir H fi—1

ﬁfF = AlB; —Cir—i =1 —Br—i) .

Si se mezclan los métodos CL y BF entonces se obtiene la mezcla de credibilidad

~BF

t-Ciy+(1—-tCry, telo1],

y se tiene las siguientes expresiones para las reservas




Sec. 3.1 Modelos Bayesianos

107

Por lo tanto,

tR,"+(1-tR;"
t <é\f§ — Ci—]—i) + (1 —t) <é\fj - Ci,I—i)

~CL ~ ~
t <Ci,J - Ci,JBF> —t-Cipei +Ci yPF —Cipmi+t-Cigy

~BF ~CL ~BF
Cig —Cir—itt (Ci,J - Cz‘,J)

tC; ) +CiyPT(1—1) — Cipey

t@C; +[Cig—i+ (= Br-i)m] (1 —t) = Ci 1

taf; +Cig—i —tCig—i + (1= Broi)pi(1 —t) = Cy 1
t(Ci) = Curms) + (1= Brodus(1 1)

t <@C§ - éf,jﬂl—i) + (1= Br—i)pi(1 —1t)

(1= Br-) (€5 + (1= )

(1— Br_i)ui(t), donde ui(t) =t Chy + (1 —t)u;.

Ri(t) = (1 — Br—s)ui(t).

La idea de esta seccion es encontrar ¢t éptima y dicha optimalidad se definird en términos
de la minimizacién de la funcién de pérdida cuadratica.

Entonces el objetivo es minimizar el ECMP para los estimadores de la reserva, }Aﬂ(t)
(que estiman a la variable aleatoria R;), pero para minimizar

ECMPy, (Ri(t)) ~E [(Ri - Ri@))? :

primero se necesita suponer un modelo estocéastico.
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Suposicion 3.1.2.

(1) Las reclamaciones acumuladas C;; para diferentes afios de accidente i son
independientes.

(11) Existe una suposicion {Bj}jzo tal que By = 1y para todo j € {0,...,J}.

E[C; ;] = BSE[C; ).

(111) Existen variables aleatorias Uy,...,Us tales que C;1—,C; 1 U; y E[U;] =
E[C; ]

Observacion 3.1.3.

La Suposicién 3.1.2 es muy parecida a la Suposicion 2.2.3 si se toma U; = pu; > 0
determinista. Entonces, ya no se estard suponiendo un valor determinista a priori para la
media, ahora se tendran estimadores insesgados U; para dicha media. Con esto, se rescata
la nocién de que también hay incertidumbre al seleccionar la verdadera media E[C; j].

El modelo CL satisface la Suposicién 3.1.2 pero no necesariamente si se cumple la Su-
posicion 2.2.3 se cumplird el modelo CL.

Si se supone que 3; = Hg;]l f,;l entonces los estimadores CL y BF estan dados por

or Cirs .
’f? = 5}1 ' y Cf? = 01'7[71' + (1 — /Blfi)Ui' (317)

Entonces, las reservas de credibilidad ponderadas estan dadas por

Ri(t) = (1— B1_y) (téfj r(1- t)UZ-) . (3.1.8)

De aqui lo que se desea minimizar es
~ . 2
ECM Py, <Ri(t)) —E [(Ri ~ Ri(t)) } . (3.1.9)

Si se supone que se cumple el modelo CL, no se puede comparar directamente la estima-
cion del ECMP con la estimacién del ECMP que se hizo anteriormente. Para la obtenciéon
de una expresién del ECMP para el método CL se supuso que los factores f; son descono-
cidos.
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Si se supone que estos factores son conocidos entonces

Il

= E[ECMPc, ,p, (C1)]
= E[Var(C; ;|Dr)]
= E[Var(Cis|Dr)] - Var (E[C;,4|D1])

~CL

ECMPg,, (écj) - E[E[(CLJ_CLJ>

J—1
= Var(C; ) —Var(Cir—i) H ij. v

j=I—i

Proposicién 3.1.4.

Si se estima Ri(t) = (1 — Br_s) (t@EJL—F(l—t)Ui) bajo la Suposicién 3.1.2,

~NCL Cir—i ABF

C’.’J = g Cz’,J = Ci,[—i + (1 - ,Bj_i)Ui, y ademas E [El(t)} = E[RZ]

)

Entonces,

ECMPy, (ﬁai(w) = Var(R) + Var (fii(t)> — 2Cov (Ri, fii(t)> .

Demostracion:
ECMPp, <]§i(t)) — Var(R)+E [(E[Ri] - ﬁ,(t))Q] +2E [(Ri —E[R))) (E[RZ-] - ﬁi(t)ﬂ

= Var(R;)+ Var (ﬁfi(t)) — 2Cov (Ria E(t)) :

Teorema 3.1.2.

. C.r .~
Bajo la Suposicion 3.1.2, si C;; = BM Ly OO = Cigi+ (1 — B1_i)Ui, en-
b I—Z 9

tonces el factor de credibilidad 6ptimo, t;, que minimiza el ECM Pk, (ﬁl(t)) =
. 2
E [(RZ - Ri(t)) } esta dado por

o Bi—i  Cov(Cir—i, i) + Br—i(1 — Br—i)Var(U;)
! 1—p8r_; Var(C“_i) + 5?_1.‘/&7"((]2') '
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Demostracion:

Si se tiene que

~ 2 ~ 5P\ 2 5P\ 2 ~ ~ ~
E [(Ri(ti) - Ri> ] — £2F [(RfL - RfF) }HE [(RZ- - RfF) }—QtiE [(RfL - RfF) (Ri . RfF)] .
Entonces, el t; 6ptimo estd dado por

E [(ﬁafL - ﬁfﬂ
E :((51171_ - 1) Cig—i—(1— Bz—i)Ui) (R —(1- 5l—z‘)Uz‘)}
e[(( 1) G- 1= )|

Br—i E(Cir—i—Br-i)U;) (R — (1 — Bl—i)Ui)]‘
1—Br- E [(Cu_i - BI—iUi)ﬂ

E :(RCL - ﬁfF) (Ri - szfF)]

Dado que E [8;_;U;] = E[C; 1—i] y E[U;] = E[C; ], entonces

Br—i Cov(Cir—i — Br—i)Us, Ri — (1 — Br—i)Us)

o=
’ 1—Br—i Var(Cir—i — Br—iUs;)
_ Bri Cou(Cyp—i, Ri) + Br—i(1 = Br—i)Var(U;)
1—p8r_; VCL?“(CZ'J_Z') + ﬁ%_iVar(Ui) ’

Observaciéon 3.1.4.

No se counsideraron errores de estimacién en el patrén de desarrollo de reclamaciones
{B;} v f;. En este sentido el Teorema 3.1.2 establece que los pesos de credibilidad 6ptima
toman en cuenta el proceso de varianza y la incertidumbre en estimador, U;. Entonces para
calcular explicitamente ¢}, es necesario especificar un modelo estocéstico explicito.
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3.1.2.2. Ejemplos distribucionales para la reserva de reclamaciones basados en credibilidad

Suposicion 3.1.3. (Mack 2000)

(i) Las reclamaciones acumuladas C; ; de diferentes anos de accidente 4 son inde-
pendientes.

(ii) Existe una sucesion {6}3-]:0 con B; = 1 y una funcién a?(-) tales que para todo
ief0,...,I},jefo,...,J}

» E[C;;|Ci ) = B5Ci1,
= Var[Cij|Cig] = Bi(1 = B;)a*(Cig).

Observacion 3.1.5.

1) Este modelo se puede considerar como una aproximacion Bayesiana de la siniestralidad
altima C’i, J-

11) La Suposicion 3.1.3 cumple la Suposicion 2.2.3 con p; = E[C; 5] y C;; satisface la
Suposiciéon 3.1.2. Esto no ocurre con el modelo CL.

111) La varianza condicional tiende a cero cuando §; — 1, i.e., si las reclamaciones pen-
dientes esperadas son bajas, las incertidumbre también.

Lema 3.1.1.

Var(Cii—i) = Br-i(1 — B1-)E[a®(Ci.0)] + B_;Var(C; y).

Demostracion:

VaT(Ci,]_i) = ]E[VCLT(C@]_JC'@J)] + VCLT[]E(C@]_JCLJ)]
= Br-i(1 = Br-i)E[e*(Ci.0)] + Bi_Var(C; ).
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Lema 3.1.2.

Cov(Cj 1-i, Ci,5) = Br—iVar(Cj j).

Demostracion:
Cov(Ci1-i,Cig) = E[Cou(Cj1-i, Cig|Cig)] + CovlE(Cyr-i|Cig), E(Ci g |Ci, )]
0+ Cov(Br-iCi.5,Ci 1)
= ﬁ]_iVar(Cz‘,J)-

O
Lema 3.1.3.
Cov(Ci1-i,Ci g — Ci1—i) = Br—iVar(C; j) — Var(C;1—;).
Demostracion:
Cov(Ci—i,Ciy—Cir—i) = Cov(Cir—i,Ciy)— Var(Cir—;)
= BI,iVar(CZ-J) — VCLT‘(CZ'J,i).
O

Corolario 3.1.1. (Factor de Credibilidad Optimo)

Si se satisface la Suposicion 3.1.3, U; independiente de C;1—; y C;i 5, y EU] =
E[C;, ], entonces para i € {0,...,1} el factor de credibilidad 6ptimo que minimiza

~

ECMPg,(Ri(t)) =E [(RZ - ]%z(t)y] esta dado por

. E[a?(C; )]
Y Var(U;) + Var(C;y) — E[a2(Cs.0)]

ie{l,---,I}.

Demostracion:
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Del Teorema 3.1.2 se tiene

oo P Cov(Ci1—i,Ci g — Ci 1) + Br—i(1 — Br—i)Var(U; ).
Y181 Var(Cy i) + 82_,Var(U;)
Y de los Lemas 3.1.1, 3.1.2 y 3.1.3 se obtiene
oo Br—i  PBr—iVar(Ci ) — Var(Cir—;) + Br—i(1 — Br—i)Var(U;)
t 1— Br_; Var(Cir—i) + B?_iVar(Ui)
Var(Ciy) — E[a®(Ci )] + Var(U;)
(871, = DE[a?(Ci )] + Var(Ci ) + Var(U;)
Var(Cyy) — E[a®(Cig)] + Var(U;)
B E[02(Cig)] + Var(Ciy) — E[02(Cig)] + Var(Us)

Corolario 3.1.2. (ECMPs)

Si se satisfacen la Suposicion 3.1.3, U; es independiente de C; ;—; y de C; j y E[U;] =
E[C; j] = entonces para i € {1,...,I}

() ECMPg, (Ri(t)) =Elo?(Cin)] (= + b= + 525) (1= B2

) ECM P, ( ; ) a?(Cy )] (ﬁ + %) (1—Br—i)2
(i) EC'M Pp, ( i ) a?(Ci.y)] (ﬁ + 1761[7i> (1— Br_;)2.
(iv) ECMPr, (Ri(t)) = Elo?(Cin)] (5 + 4 ) (1= Br-o)*.

Observacion 3.1.6.

La reserva EZ(O) corresponde a la reserva ﬁf g y E(l) corresponde a la reserva ﬁzc -
Sin embargo, EC'M Pp, (]%(1)) y ECM P, (ﬁfL) no son comparables, ya que utilizan un
modelo completamente diferente.

Notese del Corolario 3.1.2 que, es mejor el estimador BF que el estimador CL si se
cumple (3.1.3), en términos de ECMP si se cumple que
t; > 51_1‘. (3.1.10)

Entonces, para anos donde las pérdidas esperadas (7_; son pequefias, se toma el esti-
mador BF, en otro caso se toma el estimador CL.
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Ejemplo 3.1.1.

C. .
Supéngase que CZ’] Ci.j ~ Beta(a;fj,0i(1 — B;)). Entonces para i € {0,...,1},j €
i,J
{0,...,J}

i

Ci,
E[C;;]Cs,5] = Ci JE [C - Ci,J:| = BiCiJ,
i
Cij c?
VCLT[C@HC@J] = CEJV(LT |:Ci]] Ci,J:| = Bj(l - Bj) 1 _‘_’t;, :

3.1.2.3.  Modelo log-normal/log-normal

Ahora ademés de suponer (3.1.3), se harén algunas suposiciones distribucionales adicio-
nales sobre C; ;v C;;|Ci .

En el Corolario 3.1.1 se pidi6 que E[U;] = E[C; j], donde U; era un estimador a priori.
Ahora, no se dara alguna hipotesis sobre la distribucion de U; ahora se haran suposiciones
con respecto a C; ;. Dichas suposiciones distribucionales deben ser tales que se pueda deter-
minar la distribucion exacta de C; ;|C; ; a partir del Teorema de Bayes. Entonces, el mejor
estimador para E[C; ;|C; 1—;] es una mezcla (de credibilidad) entre la observacion C; j—; y
la media a priori E[C; j].

Suposicion 3.1.4. (Modelo Log-normal/Log-normal)

(1) Las reclamaciones acumuladas C; ; de diferentes afios de accidente i son inde-
pendientes.

(11) Cj 5~ log — normal(u(i),(f?), ie{0,...,1}.

(111) C4]C; y tiene distribucion log-normal con pardmetros v; = vj(C’iJ),Tj? =
72(Ciy), 1€{0,...,1},5€{0,...,J}.

Con la Suposicién 3.1.4
: 1
wi = E[C; 5] = exp {,u(l) + 20?} . (3.1.11)
Ademas, si {C;; }3]:0 también cumple la Suposicion 3.1.3, entonces

1 !
BICHICi] = ca {uy + 572 | L 5o,
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!
Var|C; ;1C; j] = exp {QUj + 7]2} (e:rp{sz} —-1)=p5;(1- 6j)a2(0i7j).
Entonces, se estd escogiendo parametros de tal forma que
1— B a?(C;
5 =71HCiy) =log (1 + B'BJ O‘g”) : (3.1.12)
J i,J
1 1 - B; a?(C;
v;i =vj(Ciy) =log(B;Ciy) — =log |1+ B Lﬂ . (3.1.13)
2 5]’ Cz',J
La densidad conjunta de (C; ;, C; y) esta dada por
fei e, (y) = fo 0., (@) e, (y)
‘ 2
Co_ 1 (o) — )
(2m)t27;(y) = 2 T(Y)
2
11 1 [ log(y) — pt
(2m)1/20; y Py 72 o
2
_ LR (log(x) - vj(y)) 1 (log(y) — p®
(2m)oTi(y) zy 2 TY) or
(3.1.14)

Lema 3.1.4.

Si se cumple la Suposicién 3.1.4 y 3.1.3 con o?(\) = a?)\? para alguna a € R, entonces

2(X) = 77 = log (1 n 1;}%2) , (3.1.15)

vj(c) = log(\) +log(B;) — %Tf (3.1.16)

Ademas, C; j|C; ; tiene distribucion log-normal con parametros

=1 -2 24 vJ J (%)
Npost(l;]) ( 0_7:2 + 7_]2 (27—j + log < ﬁj + 0_22 + 7_21“ )

2
post(i,7) 01'2_‘_7_]'2 7
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3.2. Métodos Bootstrap

Hasta el momento se centr6 la atenciéon en la estimacion y prediccion de la siniestralidad
altima (esperada), C; s, @ € {0,...,I} y los errores cuadraticos medios correspondientes. Es
decir, se estimaron el primer y segundo momento de las obligaciones pendientes de cumplir
y sus predictores. Sin embargo, no se pudieron calcular dichos momentos en forma cerrada.
Ademés, generalmente se tiene interés en la distribucion de probabilidad completa para
calcular el VaR o algunas cantidades relacionadas con solvencia.

Una forma de “resolver” este problema es estimar el primer y segundo momento y hacer
algin supuesto distribucional con respecto a las reservas totales y sus predictores, i.e., se
“evita” el problema de encontrar distribuciones marginales, estructuras de dependencia y
convoluciones con simplemente hacer una suposicién con respecto a la distribucién “resul-
tante”.

El método bootstrap es una herramienta que permite obtener informacién con respecto a
la distribucion agregada de muestras (individuales) de datos. Este método fue definido por
Efron (1979). De manera muy simplista se puede describir al bootstrap como “simular de
un modelo estimado”, i.e., se define una estructura de modelo necesario para re-muestrear
observaciones de los datos. Es decir, la idea detras del bootstrapping es hacer un re-muestreo
de los datos. El re-muestreo viene de los mismos datos (a partir de una estructura adecuada
en el modelo) y a partir de esta estructura re-muestrear nuevos subconjuntos de datos del
conjunto de informacién observada.

3.2.1. Bootstrap no-paramétrico de Efron

Considérese n variables (o vectores) aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das -
20
VAT

donde F es una distribucién desconocida.

Supoéngase que se desea estimar un pardmetro h(F') de la distribucion F'. El parametro
h(F) por ejemplo puede ser la media, la varianza, el VaR o el Ezpected Shortfall de la
variable aleatoria 7.

Si se tuviese una funcién conocida g (de la muestra aleatoria Zi,...,Z,) que estima
h(F), i.e.,
Hn = g(Zl, ey Zn>7

es un estimador de hA(F'), como en la teoria clasica estadistica, la idea es estudiar la distri-
bucién de 6,,.




Sec. 3.2 Métodos Bootstrap 117

Si se considera la distribucién F', se podrian obtener simulaciones de esta distribucién y
con estas simulaciones se obtendra un nuevo valor del estimador 6,,. Repitiendo este proce-
dimiento (un ntimero significativo de veces) se podra obtener la distribucion empirica de 6,,.

Sin embargo, como no se conoce explicitamente F', no se tiene un mecanismo explicito
para generar simulaciones de F'. Entonces, una de las opciones mas naturales es utilizar la
distribucién empfrica, Fn, para generar observaciones. La distribucién empirica Fn da un
peso de % a cada observacién Z; y a partir de ésta se generan nuevos datos

zi,...7: Y F,. (3.2.1)

El nuevo vector simulado (Z7,...,Z}) se le conoce como muestra bootstrap. Entonces,
para la muestra bootstrap se puede calcular un nuevo valor para el estimador Qn, Hn =
9(Z5,...,Z). Repitiendo esta idea muchas veces, se obtendra una distribucion empirica

FX para 07.
Ejemplo 3.2.1.

iid

Considérese una muestra aleatoria 71, ..., Z, ~ N(6,1). La idea es estimar 6 (la media
~ 1 &
de la distribucion, i.e., E[Z;] = ). Si se elige al estimador 0 = g(Z1,...,2Z,) = — g Z;
n -

para las observaciones Z1, ..., Z, definase a la distribucion empirica

2 Ly~ @

Fn(fL') = 5 — ]I[Zi,oo)v

1=

simule observaciones de esta distribucién empirica

N Y i
Z17"‘7ZnNFTL7

y posteriormente se calcula 5;; =g9(Zf,...,2}) = Z Z?. Para finalmente obtener una
i=1
distribuciéon empirica de 6}, repitiendo el re-muestreo de F;, muchas veces. v

Definicion 3.2.1. (Distribucion Bootstrap)

La distribucion bootstrap, F, para 5;; es la distribucién condicional que es inducida

. . . . id 7
por las observaciones independientes simuladas Z7,...,Z} ~ F, dados los datos
originales Z1, ..., Zy,i.e. F¥ es una distribucion Condimonal dados los datos originales

Zi,.. s Zn.
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Observacion 3.2.1.

= El hecho de que se condicione con respecto a los datos originales 71, ..., Z, permite
que se pueda “fijar” a la distribucién de re-muestreo F;,.

= Si la distribucién empirica F), es “cercana” a la distribucion F' original, entonces la
distribucion bootstrap F); para 07, también es “cercana” a la verdadera distribucién del
estimador 6,,; por supuesto se tiene que definir formalmente el concepto de “cercania’.

= Con este mecanismo so6lo se estd reproduciendo informacién ya contenida en las ob-
servaciones Z1, ..., Zy, i.e., no esta generando nueva informacion. Esto significa que
toda la informacién bootstrap estd condicionada a Zi,...,Z,. Es decir, la hipétesis
subyacente es que las observaciones Z1, . .., Z, sean suficientemente informativas para
capturar las principales propiedades del modelo. v

Definicion 3.2.2.

Se dice que el bootstrap es consistente para én con respecto a la sucesion {a, }pen si
para todo x € R,

lfm (1? [an (én - h(F)) < x} _P [an (@;; . én) < xD —0.

n—00

Ejemplo 3.2.2.
En el ejemplo anterior (Zy,...,Z, i N(60,1)), si se escoge a, = /n, entonces por el
Teorema de Limite Central

n—00

an (én - E[Zﬂ) 4 N(@0,1),
y entonces la consistencia bootstrap significa que

an (05— 0,) < N(0,1).
o (- 60) (0,1)

n—o0

En general, es dificil demostrar consistencia. Generalmente se cumple cuando las varia-

bles aleatorias Z1, ..., Z, son independientes e idénticamente distribuidas y si la distribu-
ciéon limite de 6,, es Gaussiana. También es comiin que se pida la condicién técnica

E,. |0:] -6, . Var,, (6;)

E [en} — B(F) " Var (en) oo
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3.2.1.1. Intervalos de confianza

Cuando el bootstrap es consistente con respecto a {a,} se pueden construir intervalos
de confianza. Si g, es el a-cuantil de a, (@\n —h(F)) v Ga es el a-cuantil de a, ((/9\; — gn),

dadas las observaciones Z1, ..., Z,. Entonces el intervalo de confianza con (1 — «)100 % de
confianza para el parametro h(F') estd dado por

~ Q0 ~ q,_,
an, Gnp,
y entonces, dados Z1, ..., Z,, el intervalo de confianza bootstrap es
~ Ay~ G,
<0n_ /2;071_ 1 /2>.
Gn Gn

Sin embargo, este intervalo no es exacto, pues utilizando diferentes niveles de bootstrap
(bootstrap doble, triple,...) su puede mejorar dicho intervalo de confianza.

3.2.2. Bootstrap paramétrico

El bootstrap no-paramétrico de Efron se puede ver como un mecanismo en el que se
simula de la distribucién empirica F\n, i.e. simular de un modelo no-paramétrico donde las
observaciones son independientes e idénticamente distribuidas con distribucién desconocida
F'. Si ademés se supone que

i, T Ny, (3.2.2)

donde Fjy denota una distribucién conocida pero que depende de un parametro desconocido
0, entonces se dird que se estd haciendo bootstrap paramétrico.

Con el fin de re-muestrear la muestra bootstrap, primero se estima el parametro descono-
cido 6 a partir de € (ya sea por maxima verosimilitud, minimos cuadrados u otro mecanismo
de estimacion). Posteriormente, el bootstrap paramétrico usa la distribucion bootstrap

d
Z5,..., 2y N Fy = Fy, (3.2.3)
en vez de la distribucion empirica (3.2.1). Todos los pasos del bootstrap se hacen igual que
el bootstrap no-paramétrico de Efron.

El bootstrap de Efron generalmente se aplica en los modelos estocasticos para el cilcu-
lo de la reserva, si inicialmente se supuso un modelo distribucional entonces se aplica el
bootstrap paramétrico.
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3.2.3.  Modelo log-normal para reclamaciones acumuladas

Se consideraran la, Suposicion 2.4.2, los factores de desarrollo son independientes y tienen

distribucién log-normal, i.e.

Cij 2
ni,; = log <%> ~ N(&5,07).

Con el fin de utilizar el método bootstrap que se describié anteriormente, se hara

0; = (&, UJQ-) (los pardmetros desconocidos de la distribucion de 7; ;).

Dado Dy, se tiene el interés en la distribucién de
h(F):= Y E[Xi;|Di, (3.2.4)
itg>1

ya que es la reserva de pérdidas esperadas abierta al tiempo I. Usando la expresion (2.4.9)

se tiene que

J

I J
h(F):ZCi,]—i exp Z gj—l—% Z 0‘]2 -1
=1

j=I—i+1 j=I—i+1

Sig&y ajz son conocidos entonces esta cantidad es constante (dada la informacion Dy).
Esto significa que para parametros conocidos, no hay incertidumbre en la estimacion de las
reclamaciones abiertas pendientes.

Evidentemente, como en la mayoria de los casos, los parametros son desconocidos y por
tanto se deben estimar; dejando a su paso incertidumbre en las reclamaciones esperadas.

Una propuesta de estimadores para ¢, 0]2- estd dada por

R Ci; 1
G=——> lo L ) = : > i, 3.2.5
& I—j—l—lg g(ci,j_l [—j+14= (3:25)
I—j 2 I—j
1 C; 5 ~ 1 N\ 2
~2 ,J
. = 1 _— > = - ( ;7 T ) 3 3.2.6
g; T— ZZ; og <Ci,j1 f]> I—j ;0 Mg 5] ( )

que son los estimadores “tradicionales” para la media y la varianza Gaussianos.

Entonces, un estimador para h(F') (dada la informacion Dy), se puede construir como
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I
g(Dy) = ZC’f}V—Ci,I—i
i=1
I J 1 J 1
= ZC’M,% exp Z §J+2‘Z 0; <1 I—j+1) 1
=1 j=I—i+1 j=I—i+1

(3.2.7)

El objetivo es estudiar la distribucion del estimador g(Dr). Hasta el momento no se
asegura que ¢g(Dy) sea un estimador insesgado para h(F’), solo se hace una suposicion asin-
totica (2.4.20).

A partir de la suposiciéon distribucional lo ideal serd la aplicacion del método bootstrap
parameétrico. La tarea ahora consiste en la estimacion de los parametros desconocidos §; y

0]2- a partir de las observaciones Dj.

El método bootstrap paramétrico genera observaciones nuevas e independientes
i~ N (@,of.) . (3.2.8)

Con las observaciones bootstrapping los estimadores para &; y 0]2- estan dados como

~ 1 =
= 3.2.9
=0
/5* 1 - * = 2
ot = I_j;(nm_gj) . (3.2.10)
Entonces la reserva bootstrap estd dada como
I T J 1
* — . ) * _ 2 _ _
g (DI)_ZCI,I—z expq Z ity Z o (1 I_j+1> 1]. (3.2.11)
=1 j=I—i+1 gj=I—i+1

Si se repite el procedimiento “varias” veces se obtiene la distribucion empirica de g*(Dy)
condicionada a Dj.

Una vez que se propuso este estimador, ahora se estudiara el sesgo de g*(Dy)—g(Dry), asi
como la volatilidad de g*(Dy). Debido a la Dy-medibilidad de g(Dy), la siguiente expresion
se puede descomponer como

E; o) [0°(D1) — (D] = Vars ., (") + (B, la"(D1)] ~ 9(D1))
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donde ]P’Z(D ) denota la distribucion de probabilidad condicional a D; y obtenida de (3.2.8).
I

Esto significa que los verdaderos pardmetros son §; y ?7\]2-. Bajo esta suposicién se analizaran
las posibles fluctuaciones al momento de volver a re-muestrear las observaciones 7; ;.
9

3.2.4. Modelos lineales generalizados

Suposicion 3.2.1. (Familia de Dispersion Ezponencial)

1. La reclamaciones incrementales X; ; de diferente ano de accidente 7 y diferente
ano de desarrollo j son independientes

2. La funcién de densidad de los incrementos X; ; estad dada por

i 0; : — b(0; ;
f(@50; 5, bij,wij) =a <1’7 e ’]> exp x’]—(’]) , (3.2.12)
wi,j Piy
inj

donde b(-) € R es una funciéon con segunda derivada del parametro 6; ; tal
que (V)71(-) existe, ¢ > 0 es el parametro de dispersion, w;; > 0 constante
conocida y a(-,-) € R una funcién normalizada.

A partir de la Suposicion (3.2.1) se tiene que

EXijl=w; v Var(X;;) =

donde V(-) es una funcién de la varianza adecuada. Ademés, si se supone una estructura
multiplicativa para las reclamaciones esperadas, entonces z; ; = p;y; (la estimacion de p;
y 75 se obtiene por méxima verosimilitud).

Como ya se estudio, la estimacion del error cuadratico medio de prediccion a través de
la matriz con informacién de Fisher junto con las suposiciones asintéticas y la estimacién
del error son una tarea dificil sobretodo si no se conoce la distribucion, esto permite la
aplicacién de una técnica bootstrap para encontrar otro estimador.

Si se utiliza el método bootstrap no-paramétrico de Efron es necesario encontrar resi-
duales idénticamente distribuidos con los que se pueda construir la distribucién empirica

& . Gij
F,,, suponiendo que ¢ = L es constante.
Wi, j
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En la teorfa de modelos lineales generalizados (GML) existen diferentes definiciones
para residuales (Pearson, desviacion, residuales Anscombe). Si se eligen los residuales de
Pearson de forma que
Xi,j — T4 5

Vi(zij)
co(n )media cero y varianza ¢. Entonces, se puede definir una distribucién bootstrap para
R

4,3

~

R (i) = : (3.2.13)

(x;,;). Por tanto, para cualesquiera i + j < I se define a la distribucion bootstrap de
Fp, como
Zlh] — XZJ _ ZU\ZJ .
Vi(zij)
Asi, si se re-muestran los residuales independientes e idénticamente distribuidos un
nimero considerable de veces, entonces

Zi,j ~ FDI-

Y por tanto, las observaciones bootstrap de X; ; quedan definidas como

Xij =i+ \/mZij- (3.2.14)

Las observaciones bootstrap X;; se refieren al tridngulo de la reserva de reclamaciones
con D} = {X;fj;i + j < I}. Usando meétodos GLM, se puede calcular los estimadores
bootstrap p, v; y &7 ; a partir de las observaciones bootstrap X/ ;;i+ j < I. Entonces se
puede obtener la reserva de reclamaciones bootstrap, )?;jDF; i1+ > I. Ademés, repitiendo el
bootstrapping se obtiene la distribucion bootstrap de la reserva de reclamaciones, condicional

a D[.

3.2.5. Método bootstrap Chain-Ladder
Para estimar el ECMP se utilizan dos métodos de muestreo, condicional y no-condicional.
A partir de estas aproximaciones de re-muestreo, el modelo CL de distribucién libre

esta dado por
Cij+1 = [3Cij + 0/ Cijgigr-

Supdngase que, dado By, los ¢;; son independientes e idénticamente distribuidos. En-
tonces los factores individuales de desarrollo se puede reescribir como

Ci Oici
J+1 f Jei,j+1
= f, 4 LI

J

Fij1=
J+1 )
Ci; Cij

con o; conocida.
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Como ya se dijo, para aplicar el método bootstrap se necesitan residuales apropiados
que permitan la construccién de la funcién empirica ﬁn, a partir de la cual se obtienen las
observaciones bootstrap. Es obvio que los mejores candidatos son ¢; j (por su independencia
y distribucion idéntica). Considérese para cualesquiera ¢ € {0,...,1},j € {1,...,J} con
1+ 7 <1, los residuales

Fii— fio
€ij = = I Jiz1 VCij-1, (3.2.15)

0j—1
I—j—1
E , Cijv
donde f; = =0 son los estimadores CL.
J I—j—1 ’
E Ci,j
i=0

Observacion 3.2.2.

€;,j son observables para determinada o; pero no para f; desconocido. Y ademés,

Cij—1

EfijlBj-11=0 'y Var(&,lBj-1) =1~- 1= :
E Cij—1
i=0
Cij—1
I—j
2= Cij—1
Esto significa que se deberfa ajustar el residual observado, &; ;, de tal forma que se tenga
una mejor estimacion del error (la distribucién empirica tiene una varianza “muy” pequenia).

con < 1. \Y

Notese que

I—j-1 I—j-1 7 7 | 1o
. = F N
> VG = ), V0 (”t,, J) Cij=— > Ci (Fz‘,j+1—fj>
=0 i=0 J I =0
| it o == I—j-1
7+1 N
= - Z Cm( g —f]> = ! Z Cijt1 — Z Ci fJ]
95 = irj 95 | = -
i=0 =0 =0
=S I—j-1
1 POLEED S B
% | %o i=0

Esto implica que la distribucién bootstrap de los residuales &; ;11 no es centrada, i.e. la
media es distinta de cero.




Sec. 3.2 Métodos Bootstrap 125

Para el ajuste del residual asi como la varianza de la distribucién bootstrap, se define

Los residuales {Z; j;i + j < I} definen a la distribucion bootstrap F\DI. Entonces, re-
muestreando los residuos de manera independiente

7;; % Fp,, (3.2.16)
se generan las observaciones bootstrap F;, i+ j < I.

3.2.5.1. Estimacién de error no-condicional

Para la aproximacién no-condicional se generan completamente nuevos tridngulos.

Supéngase un ano de accidente 1 fijo, si se define a C) = Cj o, entonces para j > 1

C2j = Fi-1Cfya + 8214/ Cli1 285, (3.2.17)

bajo la aproximacién no-condicional los factores bootstrap de desarrollo individuales estan
dados como

~

*
Ciati _ 7 B

Y., =—2—==Ff+ .
7‘:.7+1 * J 7‘7.7+1’
Ciy &y

por lo tanto, los factores de desarrollo bootstrapping son

I—j-1
*
]?%:L:Z¢%, (3.2.18)
J I—j—1 I—j—1 VRS o
* i=0 *
Z Ci Z Clw
i=0 k=0

Entonces, el estimador CL para las reclamaciones tltimas C; ; bajo la aproximacién
no-condicional estan dados por

J—1
o~ e
Ciy=Ci-i [T 5

j=I—i
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3.2.5.2. Estimacién de error condicional

Para el modelo condicional, sélo se generan nuevas observaciones para el siguiente paso
en la serie de tiempo, i.e., la distribucién de esta aproximacioén siempre es condicional a Dj.
De esta forma, los factores bootstrap de desarrollo estan dados por

S
o %,] *
Py S, 6219

1=0
" Cr
k=0

con

~

I (3.2.20)

* _ 7 *
i = fit —=Zijn
VG

Entonces, el estimador CL para la siniestralidad ultima C; ; en la aproximacién condi-
cional estan dados por

3.2.6. Suposiciones matematicas sobre métodos bootstrap

Suposicion 3.2.2. (Residuales Gaussianos)

(1) Las reclamaciones acumuladas de diferentes afios de accidente i son indepen-
dientes.

(11) Existen constantes fj,0; > 0 y variables aleatorias ¢; j11 Gaussianas estandar
independientes e idénticamente distribuidas, tales que para todo i € {0,...I}

yje{0,...J -1}

Cijr1 = fiCij + i/ Cijeij1-

Notese que la suposicion (3.2.2) no es un modelo bien definido, ya que tedéricamente se
podrian obtener reclamaciones acumuladas negativas.
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Suposicion 3.2.3. (Suposicion General)

Supdngase que o; es conocida. Si los factores f; no son conocidos, entonces el error
g;,; de los factores no es observable. Solo los siguientes términos del error se pueden
observar

Cun— O, (4 - 5) G
= —€i,j+1+
oj Cm‘ o/ Cij

I—j5-1

—Jj—
@
=it — 77— Y VChjEsn (3.2.21)
Z Crj =

=0

Eij+1

o

Notese que los términos anteriores no son independientes. El primer objetivo serd encon-
trar transformaciones AU) de dimension Bj tales que hagan que los términos error observa-
bles transformados sean i.i.d. Con la suposicién Gaussiana, se puede utilizar una transfor-
macion lineal, i.e., en el modelo Gaussiano las variables aleatorias no-correlacionadas son
independientes.

Re-escalando los términos error observables como

Aijr1 = Cijéij1 = —’jHU f]
’ j
= \/@%H S — 1
Z de k=0
k=0
Considérese el vector Ajr1 = (Agjt1,-..,A1—j—14+1) € R’=J. De la ecuacion (3.2.22)

inmediatamente se observa que los términos error re-escalados generan un hiperplano H de
dimension (I —j — 1) en el espacio R’/ pues

—7—1

V Ok €k i1 (3.2.22)

I—j-1
(1. DA = > Ay =0. (3.2.23)
i=0
Entonces, para una nueva base {A} i +1}z i ! cubren el hiperplano H de dimension
(1 - j— 1)‘ta1 que A7,y A}y son ortogonales para i # k. En notacién matrical
BU) ¢ RU=DUT=) eg Bj-medible con

BDA; = (0,47 41, ATy 1) €RI, (3.2.24)
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tal que para cualesquiera i # k
COU(A;j-i-l? 27]+1‘Bj) =0. (3225)

La matriz Bj-medible es definida como

11 1 1 ... 1 1
C .
_ 20 0 0 0 0
C,j ‘ p
RS B A A 0 0
. Ca,;
BW ={ . . . (3.2.26)
I=j=3 . .
1 1 1 1 ... _2izo Cij 0
Cr—j-2, o
11 1 1 ... 1 Xm0 Ciy
Cr—j-1,

Lema 3.2.1. La matriz BY) definida en (3.2.26), satisface (3.2.24) y (3.2.25) con

k-1 El o

i= m=0

Corolario 3.2.1.

Bajo la Suposicion 3.2.2. Para j € {0,...,J —2} se define la matriz B;-medible como

1 0
—2
71,5

A0 B,

-2
0 TISi-1
v al vector aleatorio

i1 = (0,01 51,5 0r—j—1441) = AVA; 1 € RT.

El conjunto Dy = {6;j5i€{1,...,1},j€{1,...,J—1},i+j < I} genera una familia
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, con distribucién
Gaussiana estandar.
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3.3. Métodos Bayesianos exactos

En secciones anteriores se estudiaron modelos para el célculo de la reserva con ideas
Bayesianas subyacentes.

Los métodos Bayesianos para la estimacion de la reserva de reclamaciones son aquellos
que combinan suposiciones a priori con observaciones del tridngulo de reclamaciones Dj.
Esta relaciéon se puede expresar; por ejemplo, mediante la distribucién a priori de la si-
niestralidad ultima. Entonces esta distribucién se asocia con la funcién de verosimilitud a
través del teorema de Bayes y asi, obtener expresiones para la distribucién a posterior: de es-
ta distribucion inicial, y poder calcular E[C; ;|Dy], que se conoce como estimador Bayesiano.

Se dice que un método Bayesiano es exacto cuando el estimador Bayesiano es 6ptimo,
en el sentido de que minimiza el error cuadrético medio de prediccion en la clase L2, J(DI)
1,
de los estimadores de C; 5, es decir,

E[C; s|D] = argmin E |:(Ciﬂ] — Y)z‘DI] .
veLy (D)

Para éste, el error cuadratico medio de predicciéon condicional satisface que

ECM P, ,ip, (E[C:sID1]) = Var(Ci D).

Es claro que si se tienen parametros no conocidos en el modelo, entonces no se puede cal-
cular explicitamente E[C; ;|Dr]. Entonces, esos parametros son remplazados por sus respec-
tivos estimadores Dr-medibles. Por tanto, se obtiene el estimador IAE[CZ-J]D]] de E[C; 7|Dy]
(que también es predictor de Cj j|Dr), y esto implica que el error cuadratico medio de
prediccién condicional se obtiene como

~ ~ 2
ECMPg, ,p, (IE[C“|DI}) = Var(Cy.|Dr) + (E[Ci,J\DI] - IE[(JM|DI]> :
entonces se tiene una situaciéon similar al modelo CL.

En un modelo Bayesiano los pardmetros desconocidos también se deberfan estimar con
métodos Bayesianos minimizando una funcién de pérdida.

Observaciéon 3.3.1.

Para tarificaciéon y pricing de contratos de seguros, se suele utilizar técnicas Bayesia-
nas ya que incorporan informacién externa. Para la reserva de reclamaciones los métodos
Bayesianos son menos usados. v
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3.3.1. Modelo Poisson de sobredispersién con distribucion Gamma a priori

Se considerard una variable latente ©;. Condicionado a ©;, se hard una suposicién dis-
tribucional para las reclamaciones incrementales X; ; y las reclamaciones acumuladas C; ;
en la que ©; describe la caracteristica del riesgo por afio accidente ¢, i.e. si un ano es “bueno”
o “malo”. Entonces, C; ; es una variable aleatoria con pardmetros que dependen de ©;.

Suposicion 3.3.1. (Modelo Poisson de sobredispersion con distribucion Gamma a
priori)

Para cualesquiera i € {0,...,I} y j € {0,...,J}, supéngase que existen variables
. J
aleatorias ©; y Z; ;, y constantes ¢; > 0, y0,...,7s > 0 con 3 5_o7; =1, tales que

(1) Condicionado a ©;, las variables aleatorias Z; ; son independientes con distri-
bucion Poisson, y ademéds las variables incrementales X; ; = ¢; Z; ; satisfacen

E[X:;|0:] =0iv; v  Var(X;|0:) = ¢;0;;. (3.3.1)

(11) Las parejas (917 (Xio,.-- ,XM)> son independientes con ©; ~ Gamma(a;, b;).

Observacion 3.3.2.
El parametro ¢; denota la sobredispesion. Si ¢; = 1 entonces se obtiene la distribucion

Poisson donde la varianza varia de forma lineal con la media. v

Dado ©;, la esperanza y varianza de Z; ; se obtienen como

(215161 = Var(Zi,1:) = 222, (3.32)

entonces la esperanza a prior: para las reclamaciones incrementales estd dada como
a
E[Xi;] = E[E[Xi;]0:]] = E[O] = 757~
(]

Asi, la siniestralidad ultima se obtiene como

J

Ciu=¢:i Y Zij.

=0

Por tanto, condicionado a ©;

Cig ~ Poisson(0;/b;) v E[C;,7|©:] = ©;.

%
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Esto significa que ©; juega el papel de la siniestralidad tltima esperada por ano accidente
i. La teorfa Bayesiana muestra como se deberia combinar la esperanza a priori E[C; ;] =
a;/b; con las observaciones Dy.

Observacion 3.3.3.

Si se considera a las variables aleatorias X; ; como el nimero de siniestros reportados,
se podria tener problemas con este modelo al suponer que son no-negativas. Sin embargo, si
X ; denota; por ejemplo, los pagos incrementales entonces se podria tener valores negativos
en las observaciones. \%

Se supondréd que el patrén de desarrollo de reclamaciones 7; es conocido.

Proposicién 3.3.1.

Bajo la Suposicién 3.3.1, la distribucion predictiva de ©; dado (X;0,...,X; ), es
una distribucién Gamma con parametros

os C y

a;j L= a; + f)
post g Bj
by = bt o =bit
— i b

J
donde 3; = nyk.
k=0

Demostracion:

A partir de la ecuacion (3.3.2), se obtiene la densidad condicional de (X;o,...,X; ;)
dado O, i.e.

(9%)%/@
_9%} Pi )

J
Ix o x 0. (xo, .., zi|0) = exp{
Xl,O? :qu]‘ 1( ‘7| ) ]H) ¢1 $k/¢l'
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Por tanto, la distribucion conjunta de (Xj,...,X; ;) y ©; esta dada como

f@i,Xi’o,.‘.,Xi,j(evl‘Oa"'7:Ej) = in’o,...,Xi,ﬂ@i(xO’“'7xj|0)f@i(0)

(1)

J T a;

Tk Gi ) b;* —1

= (& —97 : L 9(12 € _bze
11 Xp{ ¢i} /el Ta)t oPhO)

(%)x’“/@

J e a;

0t k1 \ & b

= Hexp{—ﬁ(%+bi>}92+¢lz A0 -t
k=0

o zp/di! T(a;)

De aqui se observa que la distribucién predictiva de ©; dado (Xj,...,X; ;) es otra una
distribucién Gamma con pardmetros

post C’L,] post

J
k=0

2

k
%

S

O

Dado que los anos accidente son independientes, para calcular la distribucién predictiva
de ©; es suficiente solo considerar las observaciones (X o, ..., X; ;) para un afio accidente i.

Usando la Proposicién 3.3.1 se obtiene la esperanza predictiva, i.e.

post

i ai+Cir i/ i

E[©;|Dz] = —— =
(0:[Dz] byl bt Bir-i/ o
Br—i Ci,1—i

_ a; ) @ + i Pi
bi + Bir—i/di bi  bi+ Bir—i/di

_ bi @ b G
bi+ Bii—i/di bi  bi+ Bir-i/di  Br-i

bi a; bi Ci—i

- 2y (1= — 3.3.3

bi + Br-i/di b < bi + /Bli/¢i> Br—i (3.33)

que se puede interpretar como un promedio ponderado de credibilidad entre la esperanza a
priori E[O;] y la observacion %

—1

También se puede dar una expresion para la distribucion predictiva de (C; 5 —Cj 1)/ @i
dado Dy, entonces para cualesquiera k € {0,1,...}
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p |:(Ci,J —Cir-i)

= k|D
s '4

( )

(=B ) gt i,

= / eXp <_(1 - 61—1) 6 > ¢Z ( Z,I*’L) 9&21_7-’—1 eXp <_b::3;i19) de
Ry

i k! F(af‘}il)
_ Ly _Bf‘i)/¢i)k/ G ox (—7% + (1= Bri)/60)0) do
AL R, PATWir— =)/ @i
ocF(k—i-aff}sji7bff}bfi+(1—517¢)/¢i)
bpost ap(}it 1 o . ) k F k post
_ (b 1) (1 = Br-i)/ $:) . (k+a;r_;)
Pk (7 (L= Bri) i) ehi
ost
0Ss 0s a’i. i IC
_ L(k+ af,lii) bzlii ! (1= Br—:)/ i
KIC(al7l) \ 057l 4+ (1= Br-i)/ ¢ byl 4 (1= Bri)/¢i
post
0s os a; r_; k
_ </€ + ai[ii - 1> bg,lii ! (1—Br-4)/9i
k bf’}iz + (1= Br-i)/ o bfojil + (1= Br-i)/di )

. . ., . . . . post post
que es una distribucion binomial/negativa con parametros r = G ; Yyp="b ;+ (1—

Br-i)/ pi-

La importancia de este resultado es que se puede calcular explicitamente la distribucién
de las pérdidas pendientes condicionada a C; j—;. La desventaja de este modelo es que no se
puede obtener estimados del error cuadratico medio pero si se podrfan calcular estimados
del VaR y otras cantidades relacionadas con el riesgo.

Ademas, este modelo proporciona una representacion explicita de la distribucién para
la siniestralidad ultima Cj ; dado Dy y permite cuantificar su riesgo calculando el VaR.

A partir de la ecuacion (3.3.1) y de la independencia de X; ; dado ©; se obtiene

E[Cis[Dr) = E|E[Cis|0:DilID]

J
= Ciui+E|E| ) Xi;l6:|[D;
j=I—i+1
= Cig—i+ (1= B1-)E[6;]Dy]. (3.3.4)




134 Capitulo 3 Modelos Chain-Ladder Bayesianos

Entonces con (3.3.3) y (3.3.4), se obtiene el siguiente estimador:

Estimador 3.3.1. (Estimador Poisson-Gamma)

Bajo la Suposicién 3.3.1 se obtiene el siguiente estimador para siniestralidad altima
E[C;,7|D1), para cualquier i € {0,...,I}

~PoiGa b’L a;

— (. . — . _ — bl Ci’l_i
Ci,J = Cz,ffz + (1 ﬁ[*l) |:bl + (ﬁ[,z/gi)l) bl + <1 bl + (B[z/¢z)> Blfi :| .

El error cuadratico medio de prediccion condicional del estimador estd dado por

~PoiGa [ ~PoiGa 2
ECMPe, o, (C7%") = E|(Cis - C17™) |DI]
- 2
J
= E > Xij—(1-Br-)E[6iDr] | |Ds
j=I—i+1
- J 2
= E > (Xi,j—’VjE[@iIDﬂ) Dr
j=I—i+1

Entonces, para el estimador Bayesiano se cumple
E[X.,|D1] = E[E[Xi;10:, Dr)|D1| = E|E[Xi;/0:]D;] = ~EO4/D4],
para j > I —1.

Por lo tanto, con este resultado se tiene que

J
ECMPg, ,p, (éf;lca> =Var Z X | Dz
j=I—i+1

Esta expresion se puede calcular con ayuda de la distribucién Binomial-negativa. Utili-
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zando la independencia de X; ; dado ©; y la ecuacion (3.3.1) entonces se obtiene

J
Var [ Y X|D;
j=I—i+1
i J i J
= E|Var| Y Xi|0 ||Dr| +Var [E| D X0
J=I—i+1 j=I—i+1

I ] J
= E Z (bi@i’yj Dr| +Var Z @i’yj Dy
j=1—i+1 | j=I—i+1

= ¢i(1 — Br_i)E[0;|Df] + (1 — Br_:)*Var(0;|Dr).

Proposicién 3.3.2.

Bajo la Suposicién 3.3.1, el error cuadritico medio de prediccién para un afio acci-
dente i, i € {1,...,I} esta dado por

post post
~PoiGa ;1 0
ECMPg, ,ip, (Ci,J ) = ¢i(1 = Brei) o + (1= Br-i)* i
bi1—i yay

Observacion 3.3.4.
Notese que a;, b, ¢; y yj son conocidos. Si necesitardn ser estimados se obtiene un
término adicional en el célculo del ECMP, correspondiente al error de estimacion del paré-

metro. v

El error cuadratico medio de predicciéon no-condicional se calcula como

~PoiGa
E|ECMPc,,mp, (Ciy ™)

~PoiGa
ECMPc, ,p, (Ciy ™)

o B
= A ) e
y usando Ci j—; = fr—i (2%) se obtiene
i
~PoiGa o

Q;
ECMPe, ,p, <Cw ) = ¢i(1 — Bl—i)bj ot B

Dy
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3.4. Credibilidad Bayesiana para el modelo Chain-Ladder

En las secciones anteriores ya se estudiaron algunos estimadores tipo Chain-Ladder que
se “combinan” para formar nuevos estimadores; de hecho es la idea béasica de los métodos
basados en credibilidad. Es decir, se retomara la idea de combinar informaciéon siniestral
(los datos historicos) y algun otro tipo de informacion que ayude a “mejorar” las estima-
ciones (por ejemplo, indices de siniestralidad de cierto ramo, alguna indice construido por
un experto o el regulador, algin factor de ajuste corporativo, informacion de algin ramo
“similar” al que se esté estudiando, etc).

En esta seccién se desarrollard un estimador Bayesiano y un estimador de credibilidad
(“diferentes” a otros que se han definido en secciones anteriores) con esta idea Bayesiana de
incorporar informacién adicional.

Ademas, se demostrard que este estimador de credibilidad es un estimador Bayesiano
exacto en el caso de la familia exponencial con sus a prioris naturales conjugadas; y como
en todo el desarrollo de este trabajo, se relacionard con el modelo Chain-Ladder clasico,
mostrando que el error cuadrético medio de estimaciéon es diferente al del Chain-Ladder
clésico.

Notaciéon 3.4.1.

Se denotard por C; a la j-ésima columna del tridngulo de reclamaciones acumuladas,
es decir, C; = (Co4,C14,...,C1-j;) ", 7 €{0,1,...,J}. Ademés, para k € {0,...,1 — j}
definase la suma truncada i
(k] ._
S = "Cyj.
i=0

\Y

Como ya se observd en el capitulo 2, la suposicién bésica detrads del método Chain-
Ladder se que los vectores columna {C; }3]:0 son “proporcionales” (salvo variaciones alea-
torias), i.e.

Cij+1 = [j - Cijt1,
para algunas constante adecuadas f; (que se les llamoé factores de desarrollo) y el pronés-
tico/estimacion Chain-Ladder esta dado por

k—1
Col =Ciri H fis
j=I—i
donde i1
P
gli=i—-11"

=
J
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So6lo para tener referencia y hacer una comparaciéon mas fluida, se recordaran las suposi-
ciones de Mack para definir un modelo estocdstico subyacente para el método Chain-Ladder.

Suposicion 3.4.1.

1. Las variables aleatorias C; ; son independientes para diferentes anos accidentes
ie{0,1,...,1}.
2. Existen constantes f; > 0y 032 > 0 tales que para cualesquierai € {0,1,..., I},
j€{0,1,...,J — 1} tales que
E[Cijt1 | Cijl = [iCij,
VCLT’[CZ'J‘_;,_l ’ Ci’j} = UJQ-CZ‘J'.

Como antes, B; serd el conjunto {C;  : i+k < I,k < j}, es decir B; = {Cy, Cy,...,C;}
Dy.

N

Para el desarrollo de esta metodologia se hard un cambio de las variables aleatorias Cj ;
por las variables aleatorias Y; ; (factores de desarrollo individuales) que se definen como

Cij+1
Y; = —2T
Y Gy
Notacion 3.4.2.
Para j € {0,1,...,J — 1}, se denotara al vector columna de factores de desarrollo

individuales como
L T
Yj = (h),jw--vYI—j—l,j) s

y como
Vi= o ¥i-j-15)

a una realizacion de Y. v

Entonces la Suposicion 3.4.1 del modelo Chain-Ladder clasico es equivalente a

EYi; | Cijl = fi

V(M“[YZ'J ‘ Cm‘] = ]A.
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En el modelo de Mack sélo se consideran los datos individuales de un tridngulo especifico.
Ahora se estudiard, a través de informacién a priori o de informaciéon de un portafolio
con riesgos “similares”, si existe la posibilidad de desarrollar un patrén de desarrollo de la
reclamaciones.

3.4.1. Chain-Ladder Bayesiano

En esta perspectiva Bayesiana, se supondrd que los factores de desarrollo desconoci-
dos fj,j € {0,1,...,J — 1} son realizaciones independientes de las variables aleatorias
independientes F).

Notaciéon 3.4.3.

Se denotara por F = (Fy, Fy, ..., Fy_1)" al vector de F;’sypor f = (fo, f1,..., fr-)’
a una realizacién de F'. v

El modelo Chain-Ladder Bayesiano supone que, dado F, la Suposicion 2.3.1 del modelo
CL se cumple.

Suposicion 3.4.2. (Chain-Ladder Bayesiano)

1. Dado F, las variables aleatorias Cj;; de diferentes ahos accidente i son inde-
pendientes.

2. Dados F y B}, la distribucién condicional de F; ; depende sélo de C; ; y ademas
se cumple que

EY;,|F,B;] = F;, (3.4.1)
o?(F;
VarlYij | F,B;] = M. (3.4.2)
Cij
3. Las variables aleatorias Fy, F1,..., Fy_1 son independientes.

Si se satisface la Suposicion 3.4.2, la esperanza condicional de Y; ; dados F y B;, depende
solo del factor Chain-Ladder (aleatorio) desconocido, Fj, y no de los factores Chain-Ladder
Fy, de otro periodo de desarrollo k # j.

Observacion 3.4.1.
» En la ecuacion (3.4.2), C;; tiene el papel del un ponderador, i.e. la varianza condi-

cional de Y; ; dados F y Bj, es inversamente proporcional a C;; y el denominador
depende de F}.
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= La distribucién no condicional de F no depende de D;. A la distribucién de los F}’s
se le conoce como funcion estructural.

\%
~ [1—j=1]
Si se define F} := ﬁ (que es el estimador del factor Chain-Ladder f; clésico),
J
entonces se satisface la Suposicién 3.4.2, entonces

E|F|F.B| = F (3.4.3)

~ o2 (F})

- ) — J\"J
Var [Fm | F,B]} = (3.4.4)

J

Este planteamiento tiene algunas analogias con el modelo de Mack, por ejemplo

» Dado F, {C;; : j € {0,...,J}} tiene la propiedad de Markov, i.e. la distribucién
condicional de C; j1+1|Ci, ..., C; j s6lo depende de la tltima observacion C; ;. Esta es
una suposiciéon mas fuerte que la de Mack ya que en esa so6lo se hizo la afirmacién para
el primer y el segundo momentos condicionales, no sobre la funcién de distribucién
en si misma.

» Dado F, {Y;; : j € {0,...,J —1}} son no-correlacionados y ademés para i # k, Y; ; y
Y. ; son independientes. Esta suposicién es mas fuerte que la de Mack ya que en esa
s6lo se cumplia la no correlacion.

El objetivo es encontrar mejores predictores de C; ;, dadas las observaciones Dy, para
i+3>1.

Teorema 3.4.1.

Bajo la Suposicion 3.4.2, dadas las observaciones Dy, las variables aleatorias

Fo, F1, ..., Fj_1 son independientes con distribucién a posteriori dada por
J—-1
K [[avu(s; | D).
j=0

donde K es una constante de normalizacién y U(f;) es el conjunto de funciones de
distribucion de las variables aleatorias Fj.
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Demostracion:

Para simplificar la notacién, para j € {0,...,J — 1}, se denotara como U(f;) al con-
junto de funciones de distribucién de las variables aleatorias F);. También se denotard por
Fy. () y Fe(-) alas distribuciones condicionales dados F; = f; (o F = f), respectivamente.
Por ejemplo, Fy. (y; j|B;) es la funcion de distribucién condicional de Y; ; dados F; = f; y B;.

A partir de la Suposiciéon 3.4.2 se tiene que

J—1I—j—1

dFs(yo s,y ys-1 1 Bo) =[] TI dFy, i | Cij),
j=0 i=0

donde, C;; = ¥;;-1C;j—1 para j > 1. Entonces, la funcién de distribuciéon conjunta a
posteriori de F' dado Dy estd dada por

J—1 (I—j—1
dU(fo,....fs11D1) o« ] { 1T dFy (i | Cm)dU(fj)}

=0 \ i=0
J—1

x [[dU(s;|Dr).
=0

Observacion 3.4.2.

La distribucién condicional de F}, dado Dy, sblo depende de Y; y C;, donde Cj ,
a3 (Fy)
J P

i € {0,...,1 — j}, son las ponderaciones ya que Var[Y;; | F,B;] = -%——. De hecho, las
2¥)
variables aleatorias Y; ; son las tinicas en el Y-trapezoide que contienen informacién acerca
de F;. v
J

Ahora, se obtendra el estimador de siniestralidad ultima Bayesiano. Para esto, primero
se definird un criterio de optimalidad.

Definicion 3.4.1.

Se Z una variable aleatoria. Sean 2, 7 estimadores de Z. Se dice que 7 es mejor o

s ane 29 E[(E—Z)T SE[@—Z)Q]'

Observacion 3.4.3.
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La definicion 3.4.1 establece que se usara a la pérdida cuadratica esperada como criterio
de 6ptimalidad. v

Lema 3.4.1.

Sea Z una variable aleatoria y X un vector aleatorio de observaciones. Entonces, el
mejor estimador de Z es
zBawes .— g[7|X].

Ademés, ZP%es minimiza la pérdida cuadratica esperada condicional, i.e.

~ 2
ZBaves —aromin E [(Z - Z> ‘X] : (3.4.5)
2

Definicion 3.4.2.

Sea Cj j un estimador de la siniestralidad ultima Cj; ; dadas las observaciones Dj.
Se define al error cuadratico medio condicional de C; j como

ECMP (Cy) =E [(Cﬁ, - CLJ)ZIDI] . (3.4.6)

Como antes, sea R; la reserva estimada, es decir
R, =C;j5—Cir—.

Notese que

~ ~ ~ 2
ECMP <C J) — ECMP (RZ) ) [(Ri _ RZ») DI] .
Entonces, como en la ecuaciéon (3.4.5),
Cove = E[Cyy | D1, (3.4.7)

y este es el mejor estimador que minimiza el error cuadratico medio condicional (3.4.6).
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Teorema 3.4.2.

Si se cumple la Suposicién 3.4.2, entonces

J-1

Bayes Bayes

Crve =Cir [ 7™, (3.4.8)
j=I—i

donde F ]-Bayes denota al estimador Bayesiano de F}.

Demostracion:

Por la independencia a posterior: de F; dado Dy, segtin el Teorema 3.4.1, se tiene que
para j € {0,...,J — 1}, Y; ; son también condicionalmente no-correlacionados. Entonces,

J—1

Bayes

Ci'" = E|Cir H Yi ;| Dr
j=I-1

J-1
= Ciri H E[Y;; | Di]
j=T—i

J-1
= Cir— H E[E(Y;; | F,Dy) | Dy

j=I—i
J—1
= Cir—i |] EIFy | D)
j=I—i
J—1
B
= Cii |] F7™.
j=I—i
O
Notacién 3.4.4.
La reserva estimada de Bayes correspondiente esta dada por
B B
RZ‘ ayes _ i,}zyes —Cir .
v

El siguiente paso natural, es querer obtener una férmula para el error cuadratico medio

B . - . B .
de R, W que es el mismo que el error cuadratico medio de C; ;yes. Gracias al hecho de

que E[(X — a)?] = Var(X) + (E[X] — a)? se tiene que
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ECMP(CP*) = E [(ijy“ —Cig)? ’DI]
2
= E[VCLT(CLJ | F,D[)] + E [(Cﬁ}lyes . E[CZJ | F,D[}) ‘D[:| ]
En el modelo de Mack, el primer término correspondia al proceso de error y el segundo al
error de estimacién; pero aqui esto no es muy claro. Como F es un vector aleatorio, el primer

término es una especie de “promedio” del error y el segundo una especie del “promedio” de
la estimacion del error. Ademas,

VCL?”[CZ'J ‘ F,D]] = E[VGT(CZ'J | F,D[, Ci7J_1) ’ F,D[] + V(ZT(E[CZ‘J ’ F,D[,Ci7j_1]) | F,D])

J—2
= Cir—io®(Fyn) [[ Fi+F3 Var[Ciy—1 | F, Dy
j=I—i
Iterativamente se obtiene
Var( i,J— 1|FD] zI 1 Z F] z'---'Fk7102(Fk)'F]3+1'---'F3—1~ (349)
k=I—1

Observacion 3.4.4.

La expresion (3.4.9) es la misma que en el modelo de Mack, que no es relevante, ya que
condicionalmente a F, las suposiciones del modelo de Mack se cumplen. Con la ecuacién
(3.4.9) y dado que los F}j’s son independientes, dado Dy, se obtiene el “promedio” del error
como

J—1 k—1 J—1
E(Var(Ciy | F,Dp)] =Ciz1 Y { [1 FZeves -l (F)D- [] EF2|DI]}
k=I1—i

m=I—i n=k+1
(3.4.10)
Ademés, el “promedio” del error de estimacion de C’Bayes esta dado por
) J—1 J—1 2
E [(Cf;yes —E[Ciy | F, DJ]) ‘Dl} = C B [T EF D= I B [P
j=I—i j=I—i
J—1
= Cz
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De las ecuaciones (3.4.10) y (3.4.11) se sigue inmediatamente el siguiente resultado.

Teorema 3.4.3.

El error cuadratico medio condicional de la reserva de Bayes para el afio de accidente
1 estd dado por

ECMP (RP™) = E[(ijy“— z’,J)Q

)

pl]
= Cyr-il—+C7_ AP,
donde

J—1 k—1 J—1
Ty = Y { [T EZewve -Elo*(F) D] ] E[Fﬁ;pl]},(auz)
=1

k m=I—i n=k+1

—1

J-1
A7, = Var| ] F|P
j=I—i

3.4.2. Credibilidad para el modelo Chain-Ladder

Ya se establecié que, en la construccién Bayesiana, el mejor estimador de la siniestralidad

altima es
J—1
Bayes Bayes
Cve = Cipi [ FP™e. (3.4.13)
j=I—i
. B . L B
Sin embargo, para calcular F;”** se necesita conocer la distribucion de los F;”**’s

asi como la distribucion condicional de los C; ;’s dado F. Estas distribuciones generalmente
son desconocidas. Una de las ventajas de la teoria de credibilidad es que sélo se necesi-
ta conocer el primer y segundo momentos. Se estd suponiendo que el primer y segundo
momentos existen y son finitos para todas las variables aleatorias. Dado un portafolio de
riesgos similares, se pueden estimar esos momentos de los datos observados.

Observacion 3.4.5.

Cuando se utiliza el término “credibilidad para el modelo Chain-Ladder” se esta ha-

: . . B - :
ciendo referencia a que se reemplazard F;” "’ en la ecuacion (3.4.13) por los estimadores

Fﬂered. \Y
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Definicion 3.4.3.

Con base en teorfa de credibilidad, se define al predictor de siniestralidad dltima C; 5
dado Dy como

J—-1
Cred) | Cred
Ci(,J = Ci,[—i H Fj rea,
j=I—i

Observacion 3.4.6.

Cuando se utiliza el superindice “(Cred)” se le esta llamando estimador basado en cre-
dibilidad y éste no es un estimador de credibilidad ya que por definicién un estimador de
credibilidad es una funcién lineal de las observaciones. Sin embargo, dada la estructura
multiplicativa de la metodologia Chain-Ladder, no tendrian sentido estimadores lineales de
C@ J- \%

La reserva estimada correspondiente para este modelo es

RO Z o6 ¢,

Los estimadores de credibilidad basados en alguna estadistica X son los mejores estima-
dores que son una funcién lineal de las entradas de X. Para la estimacién de Fj se basard
en las observaciones Y; j con i € {0,...,1 —j — 1}.

Definicion 3.4.4.

Se define el estimador de credibilidad como

Cred 3 ~ 2
Fyret = arg min E (Fj — Fj>
{ﬁj:ﬁj:aéj)+2f;371 CLEJ)YLJ}

se define como el mejor estimador en el conjunto

En otras palabras, F ]-C”id
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Teorema 3.4.4. (Estimador de credibilidad)

(i) Los estimadores de credibilidad de los factores Chain-Ladder F}; (desconocidos)

son oo R
FLD = a;Fj+ (1 - a) f;, (3.4.14)
donde
[T—5—1]
Boo S
SJ[»I_J_”
I1—j—1
TR TN
S; + %
j
fi = E(F),
’7’j2 = Var(Fj)
(ii) El error cuadratico medio de Fj( Cred) og
(Cred) 12 )2 i )
E (B~ F) |B| = o=y = (1 - ).
Sk
j
Demostracion:
Condicionado a Bj, las variables aleatorias Y;; (¢ € {0,...,I —j — 1}) cumplen las
suposiciones del modelo de Biithlmann & Straub (1970). De hecho, la ecuacion (3.4.14) se
conoce como el estimador de credibilidad de Biithlmann & Straub (1970). O

La cantidad l?’j es el estimado del factor de desarrollo fj en el modelo Chain-Ladder

clasico, i.e. Fj(cred) = ajﬁ i+ (1 —a)f; es un promedio de credibilidad ponderado entre el

estimador Chain-Ladder clasico ﬁj y el valor esperado a priori f;.

El estimador de credibilidad (3.4.14) depende de los pardmetros estructurales f;, O'JQ- v 7']-2.
Estos estimadores se pueden estimar a partir de los datos usando métodos de estimacién
estandar.
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Para el error cuadratico medio se obtiene,

ECMP (R) = ECMP (C[5)

= E {(Ci(,(cfred) - Ci,J>2

g

2
= E[Var[C;, | F,D;]| Di]] + E {(Cf,?ed)—E[Ci,JrF,DI]) ‘DI}

El primer término, es el proceso de error “promedio” y se mantiene sin cambios, es el
mismo como en el Teorema 3.4.3. El error de estimacién “promedio” se obtiene como

J-1 J-1
2
E [(CZ-(EM) —E[Ci g | F,DI]) ‘DI} = ¢ B I] 77~ I] 7| |Pr
j=I—i j=I—i

Por lo tanto,

ECMP (RECT@d)> =Cir—il'1—; + CiQ,I—iA?—iv

donde
J-1 k—1 J—1
Ty = Y { [T EZwe -Elo*(F) D) ] E[Fﬁwl]}, (3.4.15)
k=I—1i m=I—1 n=k+1
2
J—1 J—1
A, = B[ J] G- I] 7 ) |Pi]- (3.4.16)
j=I—i j=I—i

Para encontrar un estimador del error cuadratico medio se hacen las siguientes aproxi-
maciones en las ecuaciones (3.4.15) y (3.4.16).

FjBayes ~ Fered
Bayes 2 Cred\ 2 JJZ
E {(Fj - Fpe) ‘DI} ~ E[(F - Ff™)’|B/] = o

J
Entonces se obtiene

E[F2D,] = E|(F — FPve)’|p i Baves\?
[F}|D1] = (J"j ) I+(J )

0_2

J Cred\2
@ gll=i—1] + (F7)7,
J

12
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y también
J-1 J-1 2 J-1 2
El{ [] £ = I[ &) |pr| =~ E|| [[ F7* - H Fi| |D;
j=I1—1 j=I1—1 j=I1—1 j=I1—1
J-1
= Var F;\Dy
j=I—i
J-1 J-1
= ]I ElF} D1 - (E[F; | Dr))?
j=I—i j=I—i
J-1 0_2 J-1 9
~ J Cred _ Cred
= ( S[IJ1]+<F )) <H,(FJ‘ )
j=I—i gj=I—1i

. . .. . ., L. . Cred
Asi, se tiene la siguiente aproximaciéon para el error cuadratico medio de RZ( ),

Teorema 3.4.5.

L ) .. d
El error cuadrético medio condicional de Rz(cre )

estd dado por
ECMP (Rgcred)> ~ Cir—il'7_; + CiQ,IfiA;fiﬂ

donde

* = Cred 2 Cred)? 07%
. = ; H FC H (Fn )+O‘"5M (3.4.17)

m=I—1 n=k+1

<
—

A = ((F]C’"ed) + iy % ) 11 (FC’“ed) (3.4.18)
] 2 J Jj=I-

7

Observacion 3.4.7.

Si se reemplazan en (3.4.17) y (3.4.18) los estimadores apropiados de O'JZ v 7']-2 en oy, se

obtiene el estimador del error cuadratico medio de RECTed). v

Denotese al total de la reserva de credibilidad como

Cred Z R Cred
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(Cred)

donde R; = 0 para las ¢’s tales que I — 4 > J. Entonces,

2
ECMP(R) = E (ZCCM ZCZ»,J> Dy
= E|Var (ZCZ'J F,D])
) (ch’“‘“’ ZE ZJ|FDI) D,

)

Dy

Por la independencia condicional de los anos accidente se obtiene que

E |Var (Z Ci g

F,DI> |D1] = Y E[Var(Cis | F,Ds) | D]

(2
= > Cir—iTr
i

donde I';_; estd dada en la ecuacion (3.4.12). Notese que el proceso error promedio de

R(C7red) o5 1a suma de los errores de Rz(cred).

El segundo sumando, es la estimacién del error promedio, y se obtiene como

2
(Z C’i(gred) — ZE[CZ‘,J \ F;DI]> Dy

I
- ZE [(cfyg‘md) —E[C; s | F, Dl]ﬂm]

+23) i E [(C§§’"€d> —E[Ci | F, DI]) (C,gf,’“ed) —E[Cys | F, Dﬂ) ‘DI} .

De nuevo con la aproximacion

B _ pCred
F‘j ayes Fj re
Bayes\ 2 Cred\ 2 o7

J
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se obtiene el segundo término

E [<ngvgred) —E[Cy; | F, D1]> (C,if,red) — E[Ck,s | F, D[]) ‘DI}

[/ -1 J-1 J-1 J-1
~ oo | T ree- T w) (T - T 0) oy
| \j=1—i j=I—i I=I—k I=I—k
[/ -1 J-1 J-1 J-1
Bayes Bayes
= oo | T - T w) (T e 11 a)jo
| \j=I— j=I—i I=I—k I=I—k
J-1 J-1
= C;1-iCk—xCov Fy, F|Dy
j=I—i I=I—-k
T—i—1 J-1
Bayes
= Ol-,[_Z-CkJ_k H Fj y Var F]'DI
j=I—k j=I—i

12

(Cred) A
Ci1—iCy 1k AT

donde Aj_; esta dado en (3.4.16) y se utiliz6 el hecho de que

j=I—i I=I—k
J-1 -1
+Cov |E| [ Fi|Pr,Frop,-. Froia| E F§|D1, Fi ..., Fri1||Dr
j=I—i Jj=I-k
I—i—1 J—1
= E| [[ £-Var| [] E|P:||D:i| +0.
I=I—k j=I—i

De esta forma, se obtiene el siguiente resultado.
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Proposiciéon 3.4.1.

Cred)

Se puede aproximar el error cuadréatico medio condicional de R( como

I I
ECMP (R<Cmd>> ~ Z ECMP (R§ C”d)) +2 ; k:ZiH CiriCYT Y,

donde ECMP (RZ(CTEd)) y Aj_, estdn dados en el Teorema 3.4.5.

3.4.3. Credibilidad exacta para el modelo Chain-Ladder

El caso en el que estimador de Bayes sea del “tipo de credibilidad” entonces se dird que
hay credibilidad exacta. En esta parte se considerard una clase de modelos Chain-Ladder

c e . Bayes
en la que ocurre esta condicién i.e. F; ves — ch’“ed.

La suposiciéon fundamental para esta clase de modelos es que, condicionalmente a F y
Bj, las variables aleatorias Yy j,--- , Y7 ; son independientes con una distribucién que perte-
nece a la familia de dispersiéon exponencial de un parametro, y que la distribucién a priori
de F}; pertenece a la familia de conjugadas naturales a priori.

La familia de dispersién exponencial generalmente se parametriza por lo que se conoce
como parametro canénico. Por lo tanto, en vez de F con realizaciones f se considerard el
vector © de pardametros candnicos ©; y realizaciones 9. A continuacién se vera que los dos
parametros estan relacionados entre si.

Definiciéon 3.4.5.
Se dice que una distribucién es de dispersion exponencial, si se puede expresar como

z¥ — b(19)

dF(xz) = exp oo

+c(z,p/w)| dv(x),z € A CR, (3.4.19)
donde

v(-) es la medida de Lebesgue en R o una medida de conteo,

¢ € RT es el parametro de dispersion,

w € RT es un ponderador,

b(1¥) es una funcién con segunda derivada cuya primera derivada b’ (1) tiene una tnica
inversa.
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Proposiciéon 3.4.2.

Si X tiene una funcién de distribucién de distribucién exponencial entonces
(i)
px = E[X] =V (9). (3.4.20)
(i)
0% = Var(X) = 24" (9).
w

Si se saca la inversa en la ecuacion (3.4.20), se obtiene

9= ()" (ux) = h(px),

donde a h(-) se le conoce como funcién canénica de link.

Observacion 3.4.8.

La varianza también se puede expresar como una funcién de la media, i.e.

1"

Var(X) = gb (h(ux)) = @V(MX);

w

donde a V(+) se le conoce como funcién de varianza. v

Definicion 3.4.6.

La familia de distribuciones que se definié en (3.4.3) se le conoce como familia expo-
nencial de un parametro y se denota por

Fexp ={Fg:0 € M},

donde M es el espacio de parametros canénicos (conjunto de posibles valores de 9).
Si se especifica la forma de b(-) y ¢(+,-) entonces se denota por Fg;(%.

Una vez que se dieron estas definiciones, se supondra que, condicionalmente a F y Bj,
las variables aleatorias Y j,--- , Y7 ; son independientes con una distribucién que pertenece
- . . b
a la familia exponencial de un pardmetro Fexp.
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Los siguientes resultados son validos bajo esta suposicién general. Sin embargo, no todas
las familias exponenciales son adecuados para el problema de reserving ya que las variables

aleatorias Y; ; son no-negativas. Por lo tanto, sélo las distribuciones que tienen soporte en
R* son adecuadas para el modelo Chain-Ladder.

Una subclase de la familia exponencial que tiene esta propiedad es la que considera los

modelos de Tweedie.

Definicion 3.4.7.

Los modelos de Tweedie son una subclase de la familia exponencial de un parametro
con funcién de varianza dada por

Observacion 3.4.9.

La familia de los modelos de Tweedie incluye las siguientes distribuciones.

Para p = 0 se tiene la distribucién Normal.
Para p = 1 se tiene la distribucién Poisson con sobredispersion.

Para p € (1,2) se tiene la distribucion Poisson compuesta donde los montos de recla-
maciones tienen distribuciéon Gamma con paramétro v = 72,;

p
1

Para p = 2 se tiene la distribuciéon Gamma.

Suposicion 3.4.3. (Familia exponencial y conjugadas a priori)

1. Condicionado a © = 9 y Bj, las variables aleatorias Y, j,--- , Y7 ; son indepen-

dientes con distribucion de la forma exponencial dada en la definiciéon 3.4.3,
con funciones b(-) y c(., .), parametro de dispersion ¢; y ponderador w; ; = Cj ;.

. ©p,---,0;_1 son independientes con densidades (con respecto a la medida de
Lebesgue)
1,79 = b()
uj(0) = exp [an +d(fV2)| (3.4.21)
J

donde f;o) y 77]2» son hiperparametros y exp [d( 30 , 77?)} es un factor de norma-

lizacion.
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A partir del inciso 1. de la Suposicion 3.4.3 se deduce que

Yi V5 — b(¥;)

fo;(yij | Bj) = exp { } a(Yij, 2i/Cij),

©;/Ci;
y por tanto
E[Y;;]10;] = b(8;) =Fj,
7 ©j @4
VCLT(Y{J | @jaci,J] = b (@J)CJ = V(Fj)cij
(2] i,J

Por lo tanto, dado Fj, la Suposicién 3.4.1 del modelo Chain-Ladder clésico de Mack
se cumple. La diferencia con los supuestos de Mack, es que ahora se hacen suposiciones
especificas sobre la distribucién condicional y no sélo en la primer y segundo momento
condicional. Por ejemplo, el modelo Tweedie con p = 1, supone que Yj; tiene distribu-
cion condicional Poisson con sobre-dispersiéon. Sin embargo, esta hipotesis condicional no
es comparable con el CL clésico.

Ademas, las distribuciones de O, - -+ , 0 _1 con densidad de la forma (3.4.21) pertene-
cen a la familia UY_ de las distribuciones de la conjungada natural a priori de ]-"é’;{% que

exp
esta dada por

Ubp = {uy(9):y=(z0,n") eRx R},
'LL,Y(’&) = exp M +d($07772) ’19 c M

,,72
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Observaciéon 3.4.10.

El modelo se formula en términos de los factores de desarrollo individuales de Y; ;. Sin
embargo, también se podria estructurar en términos de Cj ;. En ese caso, dado 9, se ob-
tendria una serie de tiempo del modelo estudiado en Murphy (1994), Barnett-Zehnwirth
(2000) y Buchwalder et al. (2006) v

Teorema 3.4.6.

Bajo la Suposicion 3.4.3 y si la region M es tal que u;(¢) = 0 frontera de M entonces
se cumple que

1.
E[F) = £
2. .
B re -
FPos = ROl = aFy + (1 - a) £,
donde
~ S —=i—=1];
b= o,
S; +TJ_2
J
S[I—J—l}
4= I —j—1 ’
ol = ¢E[b ( ])] JE[V (Fy)],

Bayes

Noétese que F en el Teorema 3.4.6 coincide con la estimacion del Teorema 3.4.4.
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Teorema 3.4.7.
Bajo la Suposicion 3.4.3 y si la region M es tal que u;(V) = u;(ﬁ) = 0 frontera de
M entonces se cumple que
1.
Bayes 2 0-]2' 2
E [(FJ - F) Bj] =y = (- )i (3.4.22)
J
2. El error cuadratico medio condicional de la reserva RBayes de afio de accidente
1 estd dado por
2
ECMP (REB“?J“>) - E [(Cf?’“id) - Cm) ’Dz}
(Cred) 2
~ E ({5 - Cig) |Br
= Ci,[—z + CQI zAI i (3423)
donde
J-1 k—1 J-1 5 o2
Pifi _ Z { H Frgred . O.]% H <<Fn6’red> ) + aﬂg[[_z_l] } 7
k=I—i \m=I—i n=k+1 n
= (Cred)\ 2 - Cred)
* o 2 re re,
= G | T ey ) - T (')
j=I1—i ] j=I—i
3. El error cuadrético medio de la reserva total RPes = 37 RPWS og
ECM (R Z ECM (R + 2 Z Z Ciri O A gyt
1=0 k=i+1
Demostracion:

Ya que FjBayes es un estimador de credibilidad se sigue del Teorema 3.4.4, que (3.4.22) se
cumple, si todas las variables aleatorias tienen varianza finita. Entonces, a partir de (3.4.21)
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se obtiene

(@) = 5 (10 -8 @) ).

n
" 1 ! 2 1 1"
@) = 5 (57 00) w0+ 5 ) (0)

Como u;(19) es 0 en la frontera de M, se tiene que

J
0 = 7714/M (f]@ —b/(0)>2uj(19)d19+7712/M b (9)u; (0)dv

1 1
= —Var(Fj) + ¢ E[V(F))].
n n
Por lo tanto, Fj tiene varianza finita.

La demostracién del inciso 2. es la misma que el Teorema 3.4.5 y la demostracion del
inciso 3. es la misma que la que se usé en la proposicién 3.4.1. O

Para los modelos de Tweedie si p > 0 la condicién y el resultado del Teorema 3.4.7 se
cumplen para p = 0 (distribucién Normal) y para 1 < p < 2 (Poisson compuesto). Para
p = 2 (distribucién Gamma) s6lo se cumple para n? < 1. En este caso la conjugada a priori
natural u;(9) es también una distribucién Gamma y n* < 1 significa que el parametro v de
esta distribucion Gamma es menor que uno.

3.4.3.1. Relacién con el modelo Chain-Ladder clasico

En esta seccién se considera la misma familia exponencial, pero ahora se estudiara el
caso en el que se tiene una distribucion a prior: no-informativa, i.e se tiene el caso limite
en el que 7']2 — 0.

Teorema 3.4.8.

Bajo la Suposicion 3.4.3 y si u;() = 0 en la frontera de M, si 7']2 — 00, entonces

FPws = F; = Sl g 3.4.24
j = I'j= W = fi (3.4.24)
J

B
Ri ayes RZCL

Demostracion:
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Los pesos de credibilidad a; — 1 cuando 7']2 — 00. El resultado se deduce inmediata-
mente del Teorema(3.4.6). 0

Los f;’s son los estimadores del modelo Chain-Ladder clésico. Por lo tanto, los prondsti-
cos/estimaciones Chain-Ladder Bayesianos son los mismos que los prondsticos/estimaciones
Chain-Ladder clasico y las reservas también son las mismas.

El siguiente resultado muestra como se puede estimar el error cuadratico medio de pre-
diccién en el caso limite de distribuciones a priori no informativas, que en este caso es el
error cuadratico de predicciéon para el Chain-Ladder clasico. Asi el siguiente resultado da
otra vision de la estimacion del error cuadratico medio Chain-Ladder y sugiere un estimador
diferente a los encontrados en este parte del trabajo.

A partir del Teorema 3.4.7 y el Teorema 3.4.8 se deduce inmediatamente el siguiente
resultado.

Teorema 3.4.9.

Bajo la Suposicién 3.4.3 y si u;(¥) = 0 = u}(¥) en la frontera de M y 7'j2 — 00,
entonces el error cuadratico medio condicional Chain-Ladder de la reserva RiCL se
puede estimar como

EWC (RZCL) = Ci,[—ifl—i + CIQ_iB[_Z‘,

donde
J—1 k—1 J—1 ~9
I = Z { H fn - 57 (fAQn—i_[Ii-Z_l])}v
N S
J—1 02 J—-1
S = <?+S[1§”>Hﬁz
J

con 6\]2- estimadores adecuados para 032-.

Para los modelos Tweedie, el resultado es valido para p = 0 y para p € (1,2), pero no
para p = 2 ya que 72 tiene que ser menor que uno. En particular, en el caso p € (1,2)
(Poisson compuesto) parece mas adecuado y un buen modelo condicional para el desarrollo
de las reclamaciones Chain-Ladder.

Estos estimadores se deben comparar con los sugeridos por Mack (1993) y Buchwalder
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et al. (2006). El estimador T/_; del “promedio” del error es un poco mayor gracias al tér-

mino G2/ 5’7[1[_"_1]. El estimador A;_; del proceso de error “promedio” es el mismo que el
de remuestreo condicional de Buchwalder et al. (2006) pero diferente a Mack (1993).

Finalmente, a partir del Teorema 3.4.8, el Teorema 3.4.9 y la proposicién 3.4.1 se obtiene
el siguiente resultado.

Proposicién 3.4.3.

El error cuadratico medio de la reserva total RCL = 3", RS se puede estimar como

B () = 3 BT (A7) 423" " CoriCor i
7 1=0 k=i+1

donde
I—i—1

Cri—i = Cr1—k H fi»
=Tk

donde E/C’T4<RCL) y ﬁj_i estan dados en el Teorema 3.4.9, f’; son factores de
desarrollo Chain-Ladder dados en (3.4.24).
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3.5. Metodologia Bayesiana de célculo aproximado (ABC)

Siguiendo con las ideas de las secciones anteriores de este capitulo, la intenciéon de este
capitulo es desarrollar “otro” modelo Bayesiano Chain-Ladder de distribucién libre utilizan-
do una metodologia Bayesiana de calculo aproximado (Approzimate Bayesian Computation
o ABC)). También se estimaran cuantiles de las correspondientes reservas y se le compara-
ran con los estimados de la reserva que se obtiene desde las perspectivas clasicas (Capitulo
2) v de credibilidad (Seccion 3.4). Este desarrollo utilizara teoria de cadenas de Markov
Monte-Carlo (MCMC), el ABC y un bootstrap Bayesiano.

Esta metodologia ABC se desarrolla en un contexto de “distribucién libre” pues no se
haran suposiciones parametrales, de aqui que no se pueda evaluar la verosimilitud puntual-
mente ni simular directamente de un modelo de verosimilitud. Con la ayuda del bootstrap se
generaran muestras de verosimilitud poco manejables analiticamente sin hacer suposiciones
distribucionales. A partir de estas muestras se obtendra una distribucién empirica en el
modelo CL y la distribucion predictiva de las reclamaciones pendientes (condicionado a las
reclamaciones observadas). Finalmente se daran estimados predictivos Bayesianos, el Valor
en Riesgo (VaR) y el error cuadratico medio de prediccion.

Se utilizard la formulacién de en series de tiempo del modelo CL y con éste se hara
bootstrap de las reclamaciones. Una caracteristica importante de este modelo es que pro-
porciona una justificacién de algoritmo “determinista” Chain-Ladder que se estudié en el
Capitulo 2 de manera mecéanica.

La metodologia ABC se requiere ya que no se puede evaluar puntualmente la verosimi-
litud (pues no la hay) y “evita” dichas evaluaciones simulando de alguna otra verosimilitud.
Finalmente, se utilizard un algoritmo MCMC es una distribucién proveniente de un boots-
trap (analiticamente poco manejable) para obtener muestras de la distribucion posterior.

3.5.1. Modelo Chain-Ladder Bayesiano de distribucion libre

Como en las secciones anteriores, se dard una suposicién que especifique la version del
modelo CL que se utilizara.
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Suposicion 3.5.1.

1. Considerese los factores CL (aleatorios), F = (Fy, ..., Fy_1) y los parametros
de desviacion estandar (también aleatorios) E = (Zo,...,Z;_1). Se supondra
independencia entre todos estos parametros, i.e. la densidad a priori de (F,E)
estd dada por

n(f,0) =[] =(fi)x(oy),

donde 7(f;) denota la densidad de F; y m(0;) denota la densidad de Z;.

2. Dados F =f = (fo,..., f/—1) y E =0 = (00,...,07-1) se satisface que

(a) Lasreclamaciones acumuladas C; j son independientes para afos accidente
1 diferentes.

(b) Para cualesquiera i, j, las reclamaciones acumuladas satisfacen
Cijw1 = [;C1, 5+ 05/ Cijéijia,

donde si se condiciona respecto a By, los residuales ¢; ; son independientes
e idénticamente distribuidas tales que

Ele; ;|Bo, F,E2] =0 y Varle j|Bo, F,E] =1

Ademas,
P[Ci’j > O|B(],F,E] = 1.

Observacion 3.5.1.

El inciso (b) del numeral 2 de la Suposicion 3.5.1 sobre los residuales garantiza que las
reclamaciones acumuladas C; j son positivas P(:| By, F', E)-casi seguramente. v
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Proposiciéon 3.5.1.

Bajo la Suposicion 3.5.1. Dado Dy, las variables aleatorias (Fo,Zo) ... (Fj—1,Z5-1)
son independientes. Por tanto, la distribucion a posteriori, para (F,E) dado Dy, esta

dada por
J-1

n(f,o|Dr) = [[ =(#;,04D1).

=0

Para hacer un anélisis Bayesiano completo, se haran algunas suposiciones con respecto
a las distribuciones a priori de (F, 2).

Suposicion 3.5.2.

Ademas de la Suposicion 3.5.1, supéngase que para cualquier j € {0,...,J — 1}, el
modelo a prior: estd dado por

1. Fj ~ Gamma(oy, f;), donde Gamma(cy, 5;) es una distribucion Gamma tal
(cL)

que E(F]) = Oéj,@j = fj

2. E? ~ IG(aj,bj), donde IG(aj,b;) es la distribucion gamma inversa tal que
b; 2
=2\ __ J o~ (CL)
IEl(H]-)—iaj_1 =o; .

La funcién de verosimilitud del modelo es poco manejable, i.e., no se puede escribir una
densidad bajo este analisis en el modelo CL. Para el modelo Bayesiano solo se supone una
distribucion a priori para los pardmetros (F',E), pero no para las reclamaciones acumu-
ladas, C; ;. A pesar de que se hace una suposicion distribucional sobre los parametros, el
modelo se conoce como de ““distribucién libre porque no la supone sobre las reclamaciones
acumuladas. En este sentido, como sélo se estan haciendo suposiciones distribucionales con
respecto a los parametros, no se puede hacer una andlisis tradicional con el Teorema de
Bayes para calcular las distribuciones posteriores.

Observacion 3.5.2.

Las a prioris que se seleccionan en la Suposiciéon 3.5.2 tienen varianzas grandes; esto
enfatiza las diferencias entre la especificacién de las distribuciones a prior: y hacer alguna
hipétesis distribucional en la verosimilitud. Estas ideas pareciesen contradictorias, pero no
lo son. v
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Las a prioris que se seleccionaron garantizan cierta congruencia con los parametros del
modelo CL clésico. En particular, estas a prioris garantizan que los pardmetros f;, o, sean
estrictamente positivos.

A continuacién se recordaran estimadores clasicos y Bayesianos para la estructura CL,
incluyendo los factores de desarrollo y los parametros de varianza.
oLy

En el modelo clasico, los factores CL se denotardn por f.

J y los parametros de la

varianza se estiman como

2(CL) 1 g Ciit1  otcon 2
5. - - C: . LiTL gt .
K I=j-1 ; s < Cij i >

Notése que s6lo estd bien definido para j < I — 1. Sin embargo, en la literatura existe
una gran discusién sobre la estimacion de los pardmetros de la cola, por lo que se tomaré
la estimacion de Mack (1993) para el estimador del tltimo parametro de varianza

_4(CL)
_2(CL) , Oj_9 _2(CL) .2(CL)
Oj—1 =My S5en9j-3 952 (-

0j-3

Desde un perspectiva Bayesiana se calcula la distribucién posterior de los parametros,
dado Dy, que se denota como 7 (f,o|Dy)).

A partir del procedimiento bootstrap MCMC-ABC se obtendran muestras de la dis-
tribucién a posteriori del modelo CL Bayesiano, de esta forma se podran considerar esas
muestras para el estimador puntual CL.

Los dos estimadores més comunes en el anélisis Bayesiano que corresponden al de moda
posterior (MAP) y media posterior (MMSE) y estédn dador por

~MAP) _(MAP) ;
(fj ,0; ) = argmdx ((f;,05[D1)) ,
J7
y
~MMSE)
£ = [ gyt ipods; = B0
3;MzwsE> — /ajw(aj|D])de = E[o|Dy].

Observaciéon 3.5.3.

Si fj y o; no son independientes, entonces los estimadores MAP se obtendran a través
de la maximizacién de la distribucién conjunta. Sin embargo, en la practica generalmente
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se trabaja con estimadores marginales. v

Ademiés, para distribuciones a prior: difusas que se seleccionaron se satisface que

~MMSE) ~CL)

fj Q‘fj

Por lo tanto, a partir de la Proposicién 3.5.1 se obtiene la siguiente aproximaciéon

J—1
E[Cis|D1] = E[E[C; D, F,E|[Df) = CiiiE | [] f|Dr
j=I—i
= . ~AMMSE)
E
= Ciri H E[f;|D1] = Ci 1 H I (3.5.1)
j=I—i j=I—i
J—1 en)
~ Ci,l—i H f] = Ui J,
j=I—i

donde la aproximacion del dltimo renglén cumple la igualdad si 7(f;) tiende a infinito.

Este es el argumento necesario para justificar porque el modelo CL Bayesiano se puede
usar para los predictores CL.

3.5.2. Distribucién predictiva completa y Valor en Riesgo

Ademés de las muestras obtenidas para el modelo CL paramétrico, via bootstrap MCMC-
ABC, se obtendra la distribucion predictiva de las reclamaciones de dos formas. La primera
es la distribucién de prediccién completa de las reclamaciones que se obtiene al integrar
posterior asociada al modelo paramétrico Bayesiano DFCL que se estimé empiricamente,
ie.

w(DjiD) = [ [ w(Dflf.0)n(F.olD1)as o

La segunda aproximacién utiliza uno de los estimadores puntuales Bayesianos para

P “(MMSE) ~(MMSE)
los parametros tal como es el MMSE para obtener 7 Dﬂf( ),a' . De forma

alternativa, se puede considerar la version Rao-Blackwellizada de la distribucién predictiva
Bayesiana de las reclamaciones

_(MMSE)
W(fo ,’D1>:/7T<Df

_(MMSE)

!

_(MMSE)
f ,o|7m|o

,D[) do.
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Estos resultado se pueden aplicar para estimar diferentes medidas de riesgo tales como
el Valor en Riesgo, Valor en Riesgo Condicional, Fzpected Shortfall, etc. En particular, dado
un nivel de confianza del 95 % se puede calcular el VaR correspondiente como

VaRo_g5 (C@J — E[C@J"D[”'D[) = ml’n{x eR: ]P)[Ci“] — E[CZ‘7J’D]] > x"D[] < 0.05}.

3.5.3. Bootstrap y el error cuadratico medio de prediccion

Supoéngase que ya se calculo el predictor Bayesiano o el predictor CL dado en (3.5.1).
Entonces, lo siguiente es determinar la desviacién de C; ; alrededor de estos predictores. Si
sblo se considera el segundo momento, entonces se quiere un estimador del error cuadratico
medio de prediccion (ECMP) como en los métodos anteriores; éste generalmente se puede
estimar de manera analitica. Sin embargo, si se desea otra “medida de dispersién” como el
Valor en Riesgo (VaR) éste solo se puede determinar numéricamente.

Como ya se vio a lo largo de este trabajo, un método numeérico tradicional para simular
este tipo de medidas es el bootstrap. Para fijar ideas y dar la notacion que se utilizara, se
hard una breve revisién de los conceptos de bootstrap que ya se estudiaron, es decir, se
presentara el algoritmo bootstrap en su version frecuentista. Es decir, se supondra que los
factores Chain-Ladder, F' = f, y los parametros de la desviacién estdndar 2 = o en la
Suposiciéon 3.5.1 son constantes desconocidas. Entonces, el bootstrap genera datos simulados,

’ e . .. ~NCL)  ~2(CL)
que se denotaran como D7 que permitirdn analizar las variaciones de f yo

3.5.3.1. Bootstrap no-paramétrico condicional

El algoritmo recursivo para realizar el bootstrap no-paramétrico y generar muestras de
siniestralidad estda dado por los siguientes pasos:

1. Para i +j < I, j > 0, calcular los residuales estimados &;;, condicionado a los
~CL) ~2(CL)

estimadores f

0712 0o, ¥ los datos observados Dy

CL
~ ~ qcr) ~2crn)y,  Gij— [Ci5
051 Cij—1

2. Con estos residuales {&; j }i4j<r generar una distribucion bootstrap empirica Fp,
3. Simular de manera independiente & ;j~Fp,.

4. Generar observaciones bootstrap (remuestreando)

« CL 5L o
Cij = J?g(—1 1Cijor + Ua('—l)mei’j’
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de donde se obtiene D} = DT(}’\(CL), CASE)

Notese que para la versiéon bootstrap no-condicional se deberfa generar

* CL) *
CL]:J/E( )C_] 1+O'( L) C 15

1,j—1%4,5"

5. Calcular los parametros Chain-Ladder “remuestreados”, ]/”;* y 3?*

Zlfjfl * I— ] 1 2

Px _ £=i=0 t,j+1 52 — 7J+1 I

fi = —=1== - Y 9 =7 Z B.J < : _fj) :
>i—o Ciy J I-j-1 i= Cig

6. Repetir los pasos 3-5 hasta obtener la distribucion empirica de las muestras bootstrap
C’Z 7> fl* gy /0\;‘7 ;- Estos tltimos son los estimadores de los parametros desconocidos
Ci g, fi.g,0, ;, respectivamente.

Este método bootstrap clasico no-paramétrico se puede ver como un método frecuen-
tista; esto significa que no se considera la incertidumbre en los pardmetros por la eleccion
de una distribucién a priori adecuada. Por tanto, se usard un estimador puntual para los
parametros desconocido y después las posibles fluctuaciones de este estimador puntual.

Sin embargo, este bootstrap no-paramétrico subestima la incertidumbre “verdadera”; esto
viene del hecho de que los residuales estimados &; ; que en general tienen varianza menor
que 1, i.e. los residuales estimados no tienen la escala adecuada. Por tanto, los mecanismos
frecuentistas usan diferentes escalamientos para “corregir” este hecho. En esta Gltima parte
de este capitulo, se usard un bootstrap Bayesiano con un algoritmo MCMC-ABC para
obtener empiricamente la distribucién del modelo CL Bayesiano.

3.5.3.2. Estimacién bootstrap frecuentista

Se considerara el ECMP condicional dado por
ECMPe,p, (Cig) = E|[(Cis—Ciy)’IDi]
~ \2
= Var(C;y|Dr) + (E[Cz’,J|DI] - Ci,J) :

Ya se dijo que el primer término se conoce como proceso de varianza condicional y el
segundo término se conoce como incertidumbre de estimacién o error de estimacién. En el
modelo frecuentista (i.e., para F' = f y E = o) estos términos se calculan como

O' f2
Var(C; j|Dr) = (E[Ci,J\Ci,I ) Z |/C’ P = Ci1-il'1—, (3.5.2)
Ci g1




Sec. 3.5 Metodologia Bayesiana de calculo aproximado (ABC) 167

2
J-1 J

N2 -
(E[Ci,J!DI] _Ci,J> =C}_ H Ii— J?J(CL) =C}1 A (3.5.3)
j=I—i j=I—i

=

Entonces, el proceso de varianza (3.5.2) se estima reemplazando los parametros por sus
estimadores i.e.

- R 9 J—1 5 (cL) ].‘Z(CL) o
_ Jj J _ req
Var(C; ;|Dr) = (Ci,J) § =G5 I'1
j=I—i Cij
La estimacién del parametro error es méas complicada por lo que es necesario usar el algo-
. ) . . (1 (T
ritmo bootstrap. Supongase que se generan 1 muestras bootstrapping, i.e., f;( ), ey f;( ),
Entonces el error de estimacion se estima como la varianza de la muestra por el producto
. . ) (1 >(T) . N
de las estimaciones bootstrap de los pardmetros CL f;( ), e f;( ), ie., C’E’I_Z-Aﬁeiq.

3.5.3.3. Estimacién Bayesiana del error cuadratico medio de prediccién

En el modelo Bayesiano (i.e., considerando una distribucion a priori para los parametros
desconocidos F' y E) se puede descomponer ECMP condicional como

EC’MPCZ.’J|DI(E[CZ'7J|D1]) = Var(C;|Dy)
= E[Var(caﬂplvijaj)} + Var (E[C;,5|Dr, fj, 05| Dr) -

El proceso de varianza promedio estd dado por

J—1 7j—1 J—1
E[Var(CLJ]D],fj,aj)] ZCi7[_i Z E H fm02 H fg D] (3.5.4)
j=I1—1i m=I—i n=j+1
J-1 j-1 J-1
=Ciri Y, | EFIDAEE}D] [] EIFZIDH] = Cipil [0,
j=I—im=I—i n=j+1

donde se usé que f;,o; son independientes (a posteriort).

El error de estimacién estd dado por

J—1
Va?”(MCi,JIDI,fMjHDI) =C2i | II £i|pr| = C2roiAree.
j=I—i
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Usando de nuevo la independencia a posteriori de los paradmetros, el tltimo término se
puede escribir como

J-1 J-1

i Al =c2 | [ Elffiod - ] ElfsD0? (3.5.5)
j=I—i j=I—i

Para calcular los dos términos en (3.5.4) y (3.5.5) se necesita calcular la distribucion
a posteriori de (F,E), dado D;. Como no se tiene un modelo distribucional completo,
no se puede escribir la funcién de verosimilitud, lo que permitiria soluciones analiticas o
simulaciones MCMC. Por lo tanto, se usara una estructura ABC que permitiria la simulacién
en un entorno de distribucién libre usando muestras bootstrap adecuadas y una métrica de
distancia.

3.5.3.4. Estimador de credibilidad para el error cuadratico medio de prediccién

Como se mencioné antes, también se puede considerar estimadores de credibilidad (que
son los estimadores de varianza minima que son combinacion lineal de las observaciones)
ya que solo se tiene interés en los segundos momentos (i.e. el ECMP condicional). Para
distribuciones a priori difusivas se obtiene la aproximacion

ECMPC LI =Cir- ZFCT6d+021 ’LA?Te’Ld7
donde
J—1

d_ = A(CL) ~2(CL) o)) "
Fcre Z 1_11 m 0 H ((fn ) +M> )

j=I—1 n=j+1

~ ered J—1 (CL) 2 a.]?(CL) J—-1
Agred — e
! j:l;[i <( ! ) 21{:0 J) ]::l;[z

3.6. Metodologia ABC (Approximate Bayesian Computation) para verosi-
militudes complejas

Para estimar numéricamente los parametros, predecir la siniestralidad y las medidas
de incertidumbre como el ECMP, la metodologia Bayesiana requiere simular datos de la
distribucién a posteriori de los parametros del modelo Chain-Ladder de distribucién libre.

T
Sin embargo, obtener muestras { f(t),a?(t)} ) (que son realizaciones de un vector alea-

torio con una distribucién a posteriori w(f;,04|Dr)) en el modelo CL es dificil ya que la
verosimilitud no tiene una forma analitica cerrada y por tanto es dificil de manejar. Es
por esto que las aproximaciones numeéricas como los métodos MCMC no se pueden usar
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directamente, ya que dichos algoritmos recursivos requieren de la evaluaciéon repetida de la
funcién de verosimilitud en cada etapa del muestreo de la cadena de Markov.

Una manera de evitar estas complicaciones es haciendo algiin tipo de hipoétesis distribu-
cional en el momento de definir la funcién de verosimilitud. Por supuesto, tales suposicio-
nes alteran el modelo CL. Una primera alternativa (la tradicional) es hacer una suposicion
Gaussiana para la verosimilitud. Un problema con esta suposicién es que hace muy rigida
la skewness a considerar.

Sin embargo, lo novedoso que tiene este método es que no se hacen este tipo de supo-
siciones, s6lo se trabajara con el modelo de distribucién libre utilizando una metodologia
de célculo aproximado Bayesiano (ABC) para “facilitar” la simulacién en la distribucion a
posteriors compleja.

Hay una dificultad en el modelo CL que no se presenta generalmente cuando se traba-
ja con una metodologia ABC. En una metodologia ABC no se pueden hacer evaluaciones
puntuales en la verosimilitud, pero, condicionado a los parametros, si se puede simular fa-
cilmente. Sin embargo, en el modelo CL s6lo se tienen condiciones con respecto a los dos
primeros momentos. Es decir, no se puede evaluar la verosimilitud directamente ni se pue-
den obtener simulaciones facilmente de la verosimilitud. Es por esto que se le asociara un
bootstrap Bayesiano a la metodologia ABC.

En esta seccion se dard una descripcion del modelo ABC que sirve para trabajar con
casos donde la verosimilitud es dificil de obtener y hacer evaluaciones puntuales tampoco
es posible.

El método ABC considera una distribucion a posteriori compleja, que se denota por
7(fj,0;|Dr) a través de un modelo aumentado

©(f,o,D1,D1) = n(D1|Dy, f,0)n(Dj|f, 0)7(f, o),

donde D7 es un vector auxiliar en el mismo espacio que Dr. En este modelo Bayesiano au-
mentado, la funcion 7(Dr| D7, f, o) es una ponderacion de la posterior compleja. En general,
se supondra que 7(Dz| Dy, f, o) = g(Dr|D;) (i-e. es una suposicion de modelo jerarquico).

El mecanismo que permite que el modelo ABC pueda evitar la evaluacién en la ve-
rosimilitud compleja, consiste en reemplazar esta evaluacién con datos simulados de la
verosimilitud. Es decir, dada una realizacién de los pardmetros del modelo, se genera un
conjunto de datos sintéticos D y se compara con los datos originales. La idea fundamental
para hacer dichas simulaciones que usara el ABC, es generar simulaciones del modelo CL a
través de un bootstrap.
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Entonces, se obtendra una estadistica “resumen”, S(Dj), a partir de esta informacion y
se comparara con una estadistica “resumen”. S(Dy), de los datos observados a partir de una
distancia p(S(Dj), S(Dr)). Finalmente, se asignard un peso a esos parametros de acuerdo
a la funcién de ponderacién g(Dr|D}) que podria tener mas peso cuando la distancia entre
S(D;) y S(Dr) sea pequena.

Por ejemplo, supéngase que la ponderaciéon estd dada por

1 si p(S(D}).5(Dp)) <.

9(Dz|D7) {
0 en otro caso,

[33)

entonces se esta “"premiando a la estadistica “resumen”, S(D7) con respecto a la estadistica

“resumen”, S(Dy), con una tolerancia de e si se mide con la métrica p.

Por tanto, en un contexto ABC, una aproximacion para la distribuciéon marginal poste-
rior (objetivo), w(f,o|Dr) esta dada por

rapc(f,o/Dr€) o / 7 (D1D})n(D}| £, 0)n(f o) D]

Para formular un algoritmo MCMC se supondra que la distribucién estacionaria de la
cadena de Markov est4 dada por mapc(f, o, DDy, €) y la correspondiente distribucion ob-
jetivo para la distribucion marginal mapc(f, o|Dr, €) se obtiene integrando numéricamente.

Notese que la distribucion marginal de prediccion, mapo(f, o|Dr, €) converge a mapco(f, o|Dr)
si e = 0, S(Dy) sea una estadistica suficiente y que la funcién de ponderacion converja pun-
tualmente a S(Dy). De esta manera, se obtendria mapc(f, o|Dr), la posterior “verdadera”
que es analiticamente poco manejable.

3.6.1. Justificacién del algoritmo MCMC-ABC

Dadas las observaciones Dy, se quiere obtener muestras de mapc(f, o|Dr) con funcion
de verosimilitud compleja. Supongase que S(Dy) son los datos originales o un “resumen” de
los mismos, por ejemplo, una estadistica suficiente para el modelo del que se esta suponien-
do que Dy es una realizacion. Asi, dados los parametros (f, o) se pueden generar, a partir
del modelo CL y bootstrap, un conjunto de datos simulados D7.

Considérese la funcion g(D7,Dy) = H{p(S(D;),S(DI))<e} (Dj) para un nivel de tolerancia
e > 0 y una métrica p(-, ) dados.
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Entonces, el modelo Bayesiano CL se puede establecer a través de

/ 4(D1|D})x(D} |, o) (f, o)dD;

wapc(f,o|Dr,e) =
/ o(D1|D})n(D}|f. o) (f, 0)dD}d fdo

ﬂ—(fv U)E[Q(DI|D;)‘f7 U] )

Ely(D11D7)) (36.1)

El siguiente paso consiste en aproximar el numerador de la expresion (3.6.1) a través de
la distribucién empirica, i.e.

w(F,0 Elg(DID))|f. 0] = w(F.0) 7 0 (D1] D7 (. 0))
=1

donde, D;’(l)(f, o) son simulaciones independientes de 7(Dj|f, o).
Observacion 3.6.1.

Se necesita considerar le expresion E[g(X|y)] en el denominador. En general, esta ex-
presién no se puede calcular analiticamente; sin embargo, dado que se utilizé un algoritmo
MCMC, el denominador es cancelado en alguna etapa de este desarrollo. v

Por lo tanto, para obtener simulaciones de mapc(f, o|Dy, €) se tiene que usar

/ o(D1 D) (D1, o) (f, 0)dD;

WABC(f’O-u)IaE) ~
/ o(D1| D) (D}| f,0)r(f . 0)dDjdf do

o n(f,o)Elg(D1|Dp)If o] (3.6.2)

r(f)n(o)7 > (pi| 27 (8,0))
=1

Q

Observacion 3.6.2.

Generalmente, se toma L = 1 para reducir el proceso computacional aunque esto dismi-
nuye la probabilidad de converger a la distribucion estacionaria y por supuesto, se pueden
utilizar otras funciones de decisiéon g(+|-) y otras métricas p(-,-). v

Se puede resumir esta propuesta para el caso en el que se tenga un verosimilitud com-
pleja/poco manejable de la siguiente manera:
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1. Se utiliza una metodologia ABC para trabajar con la verosimilitud y por tanto, tam-
bién con la posterior poco manejable.

2. Para usar la metodologia ABC, se necesita simular muestras del modelo CL dadas
realizaciones de los parametros. Dichas observaciones se obtienen de un bootstrap.

3. Se utiliza un algoritmo MCMC (que no requiere el calculo de constantes de normali-
zacion) sobre la distribucion objetivo wapco(f, o|Dy,€).




Capitulo 4

Generalizaciones del modelo Chain-Ladder de

Mack

4.1. Introduccién

La reserva IBNR para un portafolio se puede calcular con base en el tridngulo de pérdidas
pagadas o el tridngulo de pérdidas incurridas. El problema que surge es que las proyecciones
que se obtienen en cada tridngulo son diferentes e incluso para un ano accidente el tridngulo
de pérdidas pagadas puede producir una peor estimacién de la siniestralidad dltima pero
existe la posibilidad de que el siguiente afio la situacién sea inversa con el tridngulo de
reclamaciones incurridas.

4.2. Modelo Munich Chain Ladder

4.2.1. Introduccién al método Munich Chain Ladder

El método mas comiuin para obtener la reserva IBNR es el Chain-Ladder, ya sea con
triangulos de pérdidas pagadas o con el de pérdidas incurridas, estimada independiente-
mente. Entonces se realizan dos aplicaciones del algoritmo Chain-Ladder y se le conoce
como Chain-Ladder separado (SCL, Separate Chain-Ladder).

En esta seccion se analiza el problema de estimacion del método Chain-Ladder y se
describe una posible solucién: el método Munich Chain-Ladder (MCL). Exactamente, el
método muestra la correlacion entre el tridngulo de pérdidas pagadas e incurridas que apli-
cando el método Chain-Ladder por separado, se ignoraria. Por tal motivo, el método Munich
Chain-Ladder toma ventaja de esto juntando las pérdidas pagadas e incurridas pasadas pa-
ra obtener una proyecciéon futura. Es decir, el método Munich Chain Ladder combina las

173
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pérdidas pagadas (P) con las pérdidas incurridas (1) a partir de los ratios (P/I). Aqui el
ratio (P/I) se usa para el cociente entre las pérdidas pagadas y pérdidas incurridas, i.e. la
proporcién de las pérdidas incurridas que se han pagado hasta cierto punto del tiempo.

Se empezaré estudiando el desarrollo de los ratios (P/I) utilizando el método SCL.

4.2.1.1. El problema (P/I) en calculos del Chain-Ladder separado
Primero se revisara cémo los ratios (P/I) ejercen influencia en el grado de concurrencia
de las proyecciones pagadas e incurridas generalmente a partir del método SCL.
Considérese los dos cuadrangulos que se obtienen aplicando el método SCL a los tridn-
gulos pagados e incurridos de un portafolio arbitrario.
Notacién 4.2.1.
Paraie€{0,...,1},5€{0,...,J},

» P;; seran las pérdidas pagadas totales del i-ésimo ano de accidente después de j
periodos de desarrollo.

» [; ; serdn las pérdidas incurridas totales del i-ésimo ano de accidente después de j
periodos de desarrollo. v

Observacion 4.2.1.
Se seguira considerando I = J. v
Los valores P, I;; estan dados para j € {0,...,I — i} y se proyectan para j €
{I +1—4,...,J}. Es decir, los ntimeros P j, I; j son las entradas de la hipotenusa de los
triangulos correspondientes, i.e., los totales acumulados por afio de accidente.
También se considerara el ratio (P/I);;
P. .
(P/1);; = #
Z?J

del i-ésimo ailo de accidente y periodo de desarrollo j y el promedio (P/I); de todos los
anios accidente en el periodo j

I
>ioPig 1
(P/1)j=Z=F—" = =7 > Li(P/T)iy,
Zi:O I Zi:() Ii 5 i=0

que es el promedio de los ratios (P/I); j en el periodo j ponderado con cantidades incurridas.

Ademas,
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. ff, es el factor de desarrollo promedio para pérdidas pagadas en el periodo de desa-
rrollo j al 7 + 1 del método Chain-Ladder,

I—j—1

= Yo Piin

i = T—j—1
Zi:o P ;

)

. JI , es el factor de desarrollo promedio para pérdidas incurridas en el periodo de
desarrollo j j + 1 del método Chain-Ladder,

I—j—1
= doicy Lig+
= S
Para j > I — 1, las cantidades proyectadas F; jy1, I; j4+1 son

I

P
Pijr=PFj-f; y Lijyn=1ij f;.
Entonces para j > I — 1, los ratios del “futuro” (P/I); j son

P Pz',H'fP_i"'fP_
(P/D)i; = Ij = : =1 (4.2.1)
(2% Ii,Ifi ’ f[_i"'fj_l

Para los factores de desarrollo de las pérdidas pagadas, se obtiene la ecuacion

I I—j—1 I
P Z P Z Z
f] ] = fj B:j + Plv.]
=0 =0 i=I—j
I—j—1 P I—j—-1 1
_ Zz:O i,j+1 Z - Z P
- I—j—1 Pm"" f] Pw
EZ:O [2¥) 1=0 i=1—j
I—j5—-1 I I
= D> Pyn+ Y Pya=) Pjn
i=0 i=I—j i=0

A partir de esto y de las correspondientes expresiones de los factores de desarrollo para
los incurridos se obtienen las siguientes expresiones

I I
f{:’ _ iz Bijt1 f{ _ >izo Lij+1
J I J I :
> im0 b >i=0lij
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Sustituyendo en la ecuacion (4.2.1) para los ratios futuros se obtiene

P Zf:o Pir—it1 Zf:o P g
1,0 —1 T T
(P/D)iy = 2 i=o Pir—i im0 Piu—1
i, = T T
Ii I Zi:}o Tir—it1 . z;‘i:o IiJ
’ > io dir—i > im0 Lli,g—1
I
I P
P, I—i sz() 7,
o DS P
I Sicolig
S o i

Reacomodando los términos, se obtiene

(P/1)ig _ (P/I)i1—i
(P/T);  (P/D)1-i

Se puede interpretar esta ecuacién de la siguiente manera:

(4.2.2)

Para cada afio de accidente, el ratio de un valor proyectado (P/I); y para su correspon-
diente promedio es el mismo que el ratio del valor actual de (P/I); ;—; para su correspon-
diente promedio. Por tanto, este ratio permanece constante en proyecciones basadas en los
calculos del Chain-Ladder separado. Entonces, para un afio de accidente con un ratio actual
(P/I);—; por encima o por debajo del promedio también tendra un ratio proyectado por
encima o por debajo del promedio al final del cuadrangulo , i.e. en periodo de desarrollo J.

4.2.1.2. Correlacién entre datos pagados e incurridos

La ecuacién que se desarroll6 en la seccién anterior, muestra que el método en el que
se desarrolla dos veces el Chain-Ladder, uno para las pérdidas pagadas y otro para las
pérdidas incurridas tiene una “debilidad” sistemaéatica y por lo tanto es comin que genere
proyecciones no realistas que contradicen la experiencia pasada.

En observaciones pasadas, un ratio (P/I) relativamente bajo fue seguido de factores de
desarrollo relativamente altos para las pérdidas pagadas o factores de desarrollo relativa-
mente bajos para las pérdidas incurridas o bien ambos. Para un rafio relativamente alto
(P/I), la situacion es a la inversa.

Toda esta discusion sugiere que no se debe usar el mismo promedio de los factores de
desarrollo Chain-Ladder para todos los afios accidente, como en el caso del método SCL;
se debe considerar la siguiente regla basada en la experiencia pasada:

Dependiendo de si el ratio (P/I) esta por debajo o arriba del promedio, se debe usar un
factor de desarrollo de las observaciones pagadas que esté por arriba o abajo de ese prome-
dio y/o un factor de desarrollo de las incurridas que esté por arriba o abajo del promedio,
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respectivamente.

El modelo Munich Chain-Ladder se basa en el modelo Chain-Ladder definido por Mack.
Es un modelo conjunto para las pérdidas pagadas e incurridas que considera la dependencia
de los factores de desarrollo en los ratios (P/I) (o (I/P)).

422 El método Chain-Ladder de Mack

Primero se dara alguna notacién y las suposiciones del modelo Chain-Ladder, que ya se
vio a lo largo de todo el trabajo, adaptando algunas hipétesis y la notacién que haga més
explicita la relacién entre reclamaciones pagadas e incurridas.

Notacion 4.2.2.

Seai € {0,...,I} el numero de afios accidente y j € {1,...,J} el periodo de desarrollo.
P; = (P; ;) es el proceso de reclamaciones pagadas en el aflo accidente i e I; = (I; ;) es el
proceso de reclamaciones incurridas en el ano 7. Por tanto, la variable aleatoria F; ; deno-
ta las pérdidas pagadas para el ano de accidente 7 después de j anos de desarrollo e I; ;
denota las pérdidas incurridas para el ano de accidente ¢ después de j anos de desarrollo.
Los procesos P; e I; describen el desarrollo de las pérdidas pagadas e incurridas del atio de
accidente ¢ a través de los afios de desarrollo.

Ademés, P;(s) = {Pi1,...,P;s} es el desarrollo de lo pagado del ano accidente ¢ hasta
el final de ano de desarrollo s. Analogamente, Z;(s) = {I;1,...,I; s} es el desarrollo de lo
incurrido del ano accidente ¢ hasta el ano de desarrollo s (incluyendo este tltimo).
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Suposicion 4.2.1.

Las suposiciones del modelo Chain-Ladder para reclamaciones pagadas son:
1. Para j € J, existe un factor de desarrollo ff > 0 tal que para todo i €

a,....1}
P j

pi(j)} - ff- (4.2.3)

2. Para j € J, existe una constante de proporcionalidad Jf > 0 tal que para todo
ie{l,...,I}

P 2
Pi(j)> = (Uj> (4.2.4)

Var (Pi’jﬂ
Pi;

P ;

3. Los afnos de accidente son independientes, i.e., los procesos

{Pi;},- AP} (4.2.5)

son estocédsticamente independientes.

Las suposiciones del modelo Chain-Ladder para reclamaciones incurridas son:

4. Para j € J, existe un factor de desarrollo ij > 0 tal que paratodoi € {1,...,1}

I

E [Iﬂ“ Ii(j)} — /. (4.2.6)

I ;

5. Para j € J, existe una constante de proporcionalidad JJI» > 0 tal que para todo
ie{l,...,I}

1\ 2
L(j)) - (J]> (4.2.7)

I‘ .
Var (Z’JH i
ihj

1,5

6. Los diferentes anos de accidente son independientes, i.e., los procesos

{Id - gty (4.2.8)

son estocésticamente independientes.

Las suposiciones anteriores se disefian para proyectar su correspondiente tridngulo pero
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no hay relaciones entre los procesos pagados e incurridos. La esperanza condicional describe
la mejor posibilidad de pronédstico de F; ;11 si s6lo se conoce el proceso de pagos de este
ano de accidente hasta el periodo j.

Analogamente, para el proceso de los incurridos. Sin embargo, ambos tridngulos quieren
hacer proyecciones en términos de las esperanzas condicionales

P . ] |:Ii i1 . }
E |22 B, E |27\ B, 7
gy B[R G)
donde B;i(j) = {P;1,--., Pij, Lia,-..,1i;} es la informacion de desarrollo de los procesos

hasta el final del periodo de desarrollo j.

4.2.3. El modelo Munich Chain-Ladder

Para desarrollar este método se tiene que suponer que los conjuntos

{P1,j71—1,j}7"-7{P[,jvlf,j}7 (429)
son independientes.
Notacion 4.2.3.

Sea,

que denota al proceso (P/I).

Definicién 4.2.1. (Desviacion Estindar y Residual Condicional)
Sea X una variable aleatoria y C una condicion.

(I) Se define a la desviacion estandar condicional de X dado C como
o(X|C) := /Var(X|C).

(II) Se define al residual condicional de X dado C como

X —E[X|C]

Res(X|C) = 2(X[C)

Observacion 4.2.2.
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E[Res(X|C)|C) = E [X J_(;]?[é)'c] ‘C] _ X ‘S]( ;E)[X oy,
y
Var(Res(X|C)[C) = Var (W‘C) _ (ﬂ(;(‘C)Var(X\C) _1

Se tiene interés en las esperanzas condicionales para los factores de desarrollo de lo
pagado, lo ocurrido y sus residuales

P ji1
Res | ==
< Pi;

Iz'(j)) 7

donde los procesos de desarrollo son conocidos. Comparado con el método SCL, el método
MCL férmula sus suposiciones en términos de

P0) 7))

Estas suposiciones, convertiran la hipétesis de dependencia lineal de estas esperanzas
condicionales sobre los residuales de los ratios (I/P) o (P/I),

I
Pi(j)) y  Res <’]+1
Ii 5

P
E |Res —Litl
Py

Bi(j)] ¥ E[}M(W
I’L,]

7).

Res (QZ;

PG)) v Res(QulTi()).

en una ecuaciéon matematica.
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Suposicion 4.2.2.
1. Existe una constante A\ tal que para todo j € {1,...,J}eic {1,...,I}
P; ; ‘ . _ .
E {Res ( F’f“ Pi(])> BZ-(])} = A" Res (Qijl\Pi(j)) , (4.2.10)
1,9 ’
o equivalentemente
Pi i+1 .
Punl 1w e (BEPG)
2[hlso] <o on o (@B e,
b o (@i} 1P)

(4.2.11)

2. Existe una constante \! tal que para todo j € {1,...,J}ei€ {1,...,I}

I ; : . .
E [Res <IJ“ L-(])) BZ-(])} =\ Res (Qi|Ti(5)) (4.2.12)
.3
o equivalentemente
I; j+1 .
L . IU< I]+ Zi(]))

E”’Bij]:f»Jr)\ S Qii —E[Qii|Z:()]). (4.2.13
|: Ii,j ( ) J U(Qi,j‘zi(]» ( »J [ ,j| ( )]) ( )

Los parametros AT y Al representan las pendientes de las rectas de regresiéon en las
correspondientes graficas de residuales y no dependen del atfio de desarrollo. Generalmente,

AP N> 0.

Las ecuaciones (4.2.11) y (4.2.13) representan las esperanzas condicionales de los fac-
tores de desarrollo como la suma del factor de desarrollo Chain-Ladder y un término de

correccion que es funciéon de ambos tipos de datos.

El modelo MCL consiste de la suposicion de independencia (4.2.9) para los anos de ac-
cidente, los pre-requisitos del Chain Ladder usuales en las ecuaciones (4.2.3),(4.2.4), (4.2.6)
y (4.2.7) para las pérdidas pagadas e incurridas y las suposiciones (4.2.10) y (4.2.12) que
describen la dependencia de los factores de desarrollo de los pagados e incurridos a los ratios

(P/I) y (I/P), respectivamente.
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4.2.3.1. Anilisis de las suposiciones del modelo Munich Chain-Ladder
A continuacién se analizara con mas detalle el modelo MCL suponiendo que AP, A > 0.

.. i ;
La esperanza condicional E [}J—“
2,3

Bi(s)} , del factor de desarrollo para las reclamaciones

incurridas que se utiliza para proyectar un ano de accidente 7 en los periodos de desarrollo
de j a j + 1, es una funcién lineal y creciente con respecto a @; ;. Esto muestra que las
observaciones se expresan en términos de las suposiciones teoricas. La ecuacion (4.2.13)
representa la esperanza condicional como la suma del factor de desarrollo Chain-Ladder,
fjl, y un término de correccién que es lineal en (@); ;. Los tres factores del término de
correccion se pueden explicar de la siguiente manera:

= Elfactor A es el coeficiente de correlacion de los residuales de los factores de desarrollo
y de los residuales de los ratios (P/I) y ademés no depende de i ni de j. Por lo tanto,
a M se le conoce como factor de correlacion o pardmetro de correlacion. El factor A
generalmente esta entre 0 y 1 y “mide” la dependencia de los factores de desarrollo y
los ratios (P/I). Si hay mucha dependencia de los datos entonces A/ ~ 0 y los factores
de desarrollo proyectan las estimaciones como en el método SCL.

» El factor de desviacion estandar es el cociente de las desviaciones estandar condicio-
nales de los factores de desarrollo incurridos y el ratio (P/I). Mientras més grande
sea la desviacion estdndar del factor de desarrollo, es mas probable que haya una
desviacién significativa del promedio y mas grande sera el factor de correccién. Mien-
tras mas pequena sea la desviacion estandar del ratio (P/I), sera mas raro que haya
desviaciones significativas del promedio y de nuevo serd més grande el término de
correccion.

» El término lineal Q; s — E[Q; s|Zi(s)] incorpora al ratio (P/I) en la proyeccion.

Los ratios (P/I) arriba del promedio tienen un efecto de correccion del factor de desa-
rrollo hacia arriba y los ratios por debajo del promedio tienen un efecto de correccion
del factor de desarrollo hacia abajo.

Observacion 4.2.3.

Las afirmaciones que se hicieron con respecto a los factores de desarrollo incurridos y
los ratios (P/I) se pueden hacer para los factores de desarrollo pagados y los ratios (I/P).v

Los parametros de correlacion A” y A representa la relacion entre los triangulos de las
reclamaciones pagadas y de las reclamaciones incurridas. La magnitud de estos parametros
describe como son afectados por las pérdidas incurridas y pagadas con respecto a otro tipo
de datos y por esto dichos parametros son importantes para el tamafio de la proyeccién
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altima. El método de residuales considera todos los factores de desarrollo juntos, i.e., hace
que se tengan suficientes datos y su estimacion sea relativamente estable.

Para justificar la descripcion de A y A\ como parametros de correlacion se calcula

-1 J+1 . —1 J+1 . .
Cov < i,j° jljz,j Pl(])) = Cov (Qi’j vE |:}>ZJ BZ(]):| PZ(j))
o (Pi,j+1 Pz(j))

o (Q;f}ﬂ-(j))

= Cov [ Qi f) + A (@) —E[0iP.6)]) Pi)

Pije1|\p (s
A

= (Bl (2 mo).

1,J

Por lo tanto, el coeficiente de correlacion se calcula como
-1 Piji
Cov ( B,

i Pi(j)>
o (B P)) o (Qi)IP.))
= Corr ( z_,517 ?’t 7%(8)) .

Siguiendo el mismo procedimiento para las incurridas, se puede probar que

7).

Para los coeficientes de correlacién condicionales,

AP =

I;
M = Corr <Qi15, I—t

P‘
Corr <Res (Q;Sl pi(s)) . Res (Pz,t 731'(5))> — )\P’
,8
’ 1
Corr (Res (Qis|Zi(s)) , Res (IM IZ(3)>> =
%,8
Asi, los parametros A del modelo MCL y sus coeficiente de correlacion correspondientes
concuerdan.

4.2 4. Estimacion de parametros

Para calcular los residuales y los factores de desarrollo esperados, se tiene que estimar
cada parametro del modelo MCL.
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4.2.4.1. Parametros del Chain-Ladder por separado

Para j € {0,...,J—1}, los factores de desarrollo ff y f]I se estiman como los parametros
usuales del Chain-Ladder, i.e.

I—j—1 I—j—1
= 1 Z P P Yisy Pign
J T —I-j-1 1,7 = T—j—1 )
Yo b = Pij Yoico  Pis
y
I—j—1 I—j—1
= - S Tijr _ Yimg lijn
J T I—j-1 Wiy T T—j—1 :
Zz‘:o Ii,j i=0 IZJ Zizo Ii,j
Lo mismo para la estimacién de los parametros o, i.e.
I—j—1 2
@ == X (-7
VA ; 1,3 » J
I—j5-1 P P;
y
I—j—1 2
(81)2 _ 1 I <Ii7j+l 1)
J - 2¥} . J y
I—-j5-1 = I
exactamente, o; = ( P) ya (ajl.) .

4242 Pardametros del Munich Chain-Ladder

Para calcular los residuales condicionales de los ratios (P/I) e (I/P) se necesitan esti-
madores para las esperanzas condicionales E[Q; ;|Z;(j)] ¥ E[Q;jlﬁ%(j)] y las desviaciones

i(7))-

estandar condicionales o(Q;;|Zi(4)) y 0(Q;

Se supondra que E[Q; ;|Z;(j)] es constante (analogo a la condicién (4.2.6) del Chain-
Ladder para incurridos). Ademas, se supondra una dependencia de la varianza condicional
del ratio (P/I) con el volumen incurrido (analogo a la condicion (4.2.7)). Mientras mayor
sea el volumen incurrido mayor sera la varianza del ratio (P/I).

Sij €{0,...,J} estas suposiciones para las esperanzas condicionales y varianzas de los
ratios (P/I) construyen un estimador para E[Q; ;|Z;(j)], definido como

I—j+1 1 ]+1
o 1 S L Q= Brj.
45 = 1 j+1[ kg kg = 1 j+1I
kg k=0 k.j

que es el mismo para todos los anos de accidente.
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Para j € {1,...,J — 1}, se tiene que el estimador de o(Q; ;|Z;(j)) es

5
0(Qi;|Zi(5)) = ; -,
Z7J

donde
T—j+1

~J\2 1 ~\2
(77) =7 > L (Qry— @)
—J =0
Observacion 4.2.4.

ﬁ; es independiente del indice 7 del afio de accidente. v

De manera anéloga, las suposiciones para los ratios (P/I) se pueden hacer para las espe-
ranzas condicionales y varianzas de los ratios (I/P), entonces el estimador para E [Q; jl ‘771- (j )}

se obtiene como

1 ) I—i—l I=j+1p
— 1 k=0 J
&G = == Prj Qrj = St
k=0 Dhj =0 k=0 Dhi
y el estimador para o <Q;]~1 ’771‘ (])) es
~p
(e Pj
7 (@i [Pi)) = A=
17]
donde,
2 1 ! 12
~P\?2 __ -1 o~
77) =15 2 P (@) =3,")
k=0

Sin embargo, las esperanzas condicionales E[Q; ;|Z;(j)] v E[QZ} |P;i(4)] son constantes si
();,; también lo es, hecho que no se presenta, por esto no se pueden hacer estas suposiciones
y habra una estructura de dependencia mas complicada de las esperanzas condicionales
sobre Z;(s) y Pi(s), respectivamente.

Dada una cantidad suficiente de datos, se podra estimar E[Q; ;|Z;(j)] promediando los
ratios (P/I) de Qy,; sobre los anos de accidente k para los cuales Zy(j) es igual o similar
a Z;(s). Dentro del modelo Chain-Ladder, “similar” podria significar que el nivel de Ix(j)
es muy cercano a I;(s) o que los factores de desarrollo individuales Iy, ;/Ij j—1son cercanos
a I; j/1; j—1. Por lo menos, se omitirfa algin ano de accidente j donde Zj(j) es claramente
diferente de Z;(s). Por supuesto, estos conceptos también aplican para la estimacion de
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E|Q;)

Pi(j )]

Para las varianzas condicionales, la situacién es similar. Dado un conjunto de datos
suficientemente grande se tendra una estructura de dependencia méas complicada para las
varianzas condicionales de Q; s y Q; . sobre Z;(s) y Pi(s), respectivamente.

Sin embargo, por simplicidad se mantendran los estimadores anteriores. Este hecho se
justificara siempre y cuando E[Q; s|Z;(s)] v E[Q; }|P;(s)] sean funciones constantes de Z;(s)

y Pi(s), respectivamente.

Ahora se estimaran los residuales condicionales y para simplificar la notacién se define:

P@(j))-
7).

731(]))

}@(Qi,j) serd el estimador de Res (Q; ;|Z;(s)).

Notacion 4.2.4.

Pos P
Res(P; j11) seré el estimador de Res (11314—1
i’j

Res(1; j41) seré el estimador de Res (”H
i?j

-1
Y]

. E«%(Qil) serd el estimador de Res (Q

2

Los estimadores para los residuales condicionales estan dados por

Lijri _ gp Lijel _ gr
Hos Bij = Ly 7
Res(Pijy) = —Zp——VFij,  Resllijr) = ————V1ij,
j j
Y Qfl (’]\*1 Q ~
. g _ b — G
Res(Q;}) = 7%13 —V/Pij,  Res(Qij) = 7%1 Vi
i j

Para los parametros de correlacion A y A, se usaran los estimadores que minimizan
las distancias promedio cuadraticas de las coordenadas y de los puntos en la grafica de los
residuales de la recta de regresion al origen con pendiente AP (o A!, respectivamente).

AP .= L @Q(Qfl)ﬁgs(ﬂ,jﬂ) _ 3 Res(Q ) Res(Pi i)
. —2 _ 9,5/ 5 1 - —2 _
Zm‘ Res (Q l) %, Res(Q@j ) Zz‘,j Res (Q l)

,J 1]
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= ! EES(Ii,jﬂ) . ZZJ Ee\S(Qi,j)Ee\S(Ii’jJrl)
= — tes _ Jig)
>oijRes (Qij) i Res(Qi ) >, Res (Qig)

En las sumas anteriores el indice j corre de 0 hasta I — 2 y el indice ¢ va de 0 hasta
I—3j.

AI

EESQ(QL;‘)

Si se fija un periodo de desarrollo j en las formulas de estimacion de A¥ y M y suman-
do sobre los 7°s se obtienen estimados anuales de los parametros A’s. Los parametros A’s

para cada afio de desarrollo no deben presentar tendencias que contradigan las hipdtesis
del modelo MCL.

Finalmente, de acuerdo a las ecuaciones (4.2.10) y (4.2.12) se obtienen las férmulas
recursivas, para j > I —i+1

/\P f
~ ~ ~ ~ O ]ﬂ.
_ P sp% [ Lig
Pijri=Pj|f; +X =5 | ==
Pj \Fij
y P
~ ~ ~ ~; 0 -
_ 1, 51% (L -
Lijii=1Lij | f; + X = = 4|
J 0,J

~

con valores iniciales P ; = P j y f” =1;;.
Ejemplo 4.2.1.

El siguiente ejemplo muestra el procedimiento para obtener la reserva IBNR con el mé-
todo Munich Chain-Ladder, primero se mostrara los datos observados que son triangulos
correspondientes a las reclamaciones incurridas y pagadas, respectivamente, para un por-
tafolio de riesgos de incendio (cifras en miles).

Cédigo de R

R> MCLincurred
dev

origin 1 2 3 4 5 6 7
1 978 2104 2134 2144 2174 2182 2174
2 1844 2552 2466 2480 2508 2454 NA
3 2904 4354 4698 4600 4644 NA NA
4 3502 5958 6070 6142 NA NA NA
5 2812 4882 4852 NA NA NA NA
6 2642 4406 NA NA NA NA NA
7 5022 NA NA NA NA NA NA

R> MCLpaid
dev
origin 1 2 3 4 5 6 7
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576 1804 1970 2024 2074 2102 2131

866 1948 2162 2232 2284 2348 NA
1412 3758 4252 4416 4494 NA NA
2286 5292 5724 5850 NA NA NA
1868 3778 4648 NA NA NA NA
1442 4010 NA NA NA NA NA
2044 NA NA NA NA NA NA

~N oUW N

Cédigo de R

Ahora, basado en las suposiciones anteriores, con el modelo de Mack se obtendrs el
estimador para o, i.e.,

Cédigo de R

R> sigmaI<-MackChainLadder (MCLincurred) $sigma
[1] 9.7273990 2.5444838 1.0040570 0.1200991 0.8603340 0.1200991

R> sigmaP<-MackChainLadder (MCLpaid) $sigma
[1] 13.4559310 3.6656420 0.4819578 0.2100029 0.4787308 0.2100029

Cédigo de R

La paqueteria ChainLadder proporciona una forma de obtener el método Munich Chain-
Ladder, pero necesita los dos tridngulos mencionados anteriormente y el estimador o de
cada uno, entonces
Cédigo de R

R> MCL<-MunichChainLadder (MCLpaid, MCLincurred, est.sigmaP =sigmaP,est.sigmal = sigmal)

MunichChainLadder (Paid = MCLpaid, Incurred = MCLincurred, est.sigmaP = sigmaP,
est.sigmal = sigmal)

Latest Paid Latest Incurred Latest P/I Ratio Ult. Paid Ult. Incurred Ult. P/I Ratio

1 2,131 2,174 0.980 2,131 2,174 0.980
2 2,348 2,454 0.957 2,385 2,443 0.976
3 4,494 4,644 0.968 4,554 4,634 0.983
4 5,850 6,142 0.952 6,070 6,182 0.982
5 4,648 4,852 0.958 4,879 4,958 0.984
6 4,010 4,406 0.910 4,599 4,672 0.984
7 2,044 5,022 0.407 7,505 7,655 0.980
Totals

Paid Incurred P/I Ratio
Latest: 25,525 29,694 0.86
Ultimate: 32,121 32,720 0.98

Cédigo de R

En esta tabla se obtienen los ratios de la dltima diagonal de las observaciones de los
triangulos (Latest), asi como la estimacion de la siniestralidad ultima con sus respectivos
ratios (Ultimate), la ultima columna corresponde al total de siniestros pagados e incurridos
y la estimacion de los futuros, por tanto para calcular la reserva IBNR y RBNS respecti-
vamente, basta con restar, en cada caso, las reclamaciones estimadas con las de la ultima
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diagonal.

Ahora se mostrara la forma de obtener los estimadores de los pardmetros y coeficientes
de correlacién, residuales.

Cédigo de R

R> MCL$IncurredResiduals

[1] 1.605020358 -1.183723533 -0.846383581 0.299450714 0.458137992 0.082352480 NA -0.078980622

[9] -1.039118036 1.565493903 0.004806834 -0.680589085 NA NA 0.221585430 0.287221014
[17] -1.415119918 0.930505026 NA NA NA 1.131348046 0.096288253 -0.843077797
[25] NA NA NA NA 0.731893789 -0.681418728 NA NA
[33] NA NA NA NA NA NA NA NA
[41] NA NA NA NA NA NA NA NA
[49] NA
R> MCLSPaidResiduals

[1] 1.240062341 -0.409542454 0.627731906 -0.432520662 -1.330415661 0.971284236 NA -0.454493935

[9] -0.257500458 0.003519297 -0.984526495 1.660669736 NA NA -0.178096214 0.292551156
[17] 1.248117471 -1.151042283 NA NA NA 0.845586577 0.571652630 -0.978875177
[25] NA NA NA NA -0.723943106 0.689859681 NA NA
[33] NA NA NA NA NA NA NA NA
[41] NA NA NA NA NA NA NA NA
[49] NA

Cédigo de R
Cédigo de R

R> MCLS$QResiduals

[1] 0.30871615 -0.47335565 -0.43743334 1.24543896 1.22304681 0.11895559 NA 0.10271271 -1.13141939
[10] 0.24623239 0.79537557 -1.37205649 NA NA -0.10709430 -1.31687503 -0.80498376 0.62550343
[19] NA NA NA -0.03308516 -1.53672981 0.69308386 NA NA NA
[28] NA 0.13749654 -1.17743245 NA NA NA NA NA NA
[37] NA NA NA NA NA NA NA NA NA
[46] NA NA NA NA
R> MCL$QinverseResiduals

[1] -0.28866099 0.49565517 0.45015637 -1.10614730 -1.07679458 -0.11554182 NA -0.10001795 1.16766593
[10] -0.23897922 -0.76095980 1.40633581 NA NA 0.10639977 1.34252842 0.80771329 -0.61487164
[19] NA NA NA 0.03251491 1.54674415 -0.67544873 NA NA NA
[28] NA -0.13556094 1.18814416 NA NA NA NA NA NA
[37] NA NA NA NA NA NA NA NA NA
[46] NA NA NA NA

Cédigo de R

Cédigo de R
R> MCL$lambdaP

Call:
Im(formula = PaidResiduals ~ QinverseResiduals + 0)

Coefficients:
QinverseResiduals
0.636

R> MCL$lambdaIl

Call:
Im(formula = IncurredResiduals ~ QResiduals + 0)

Coefficients:
QResiduals
0.4362

Cédigo de R
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Cédigo de R

R> MCLSq.f

[1] 0.5325822 0.8488621 0.9275964 0.9450735 0.9491744 0.9598792 0.9802208
R> MCL$ginverse.f

[1] 1.877644 1.178048 1.078055 1.058119 1.053547 1.041798 1.020178

Cédigo de R
Cédigo de R

R> MCLSrhoP.sigma
[1] 14.9430129 4.9899464 2.1665565 1.6186098 1.7910011 0.2359799 0.1966189

R> MCL$rhoI.sigma
[1] 5.7107795 3.8192859 1.9184007 1.4606629 1.6370399 0.2219648 0.2494577

Cédigo de R

4.3. Modelo Double Chain Ladder

El método Chain-Ladder opera con datos de reclamaciones acumuladas, i.e. sumas de
reclamaciones individuales pagadas o incurridas. Desde un punto de vista teérico, se in-
terpretaria como una distribucién Poisson compuesta. En esta seccién se presentard un
método -relacionado con el CL- que se puede formular como un modelo estadistico y que
explicitamente supone que los datos tienen una distribucién Poisson compuesta.

En el método CL clasico una vez calculadas las reservas RBNS e IBNR no se pueden
dividir las reclamaciones estimadas dentro de ellas, aqui, se mostrard que con un enfoque
de regresioén, incluyendo datos de conteo, se puede hacer exactamente esto de una manera
muy simple y concisa. Asi, con este método se podra describir el flujo de efectivo en la
reserva RBNS. Esto es de gran importancia cuando las companias aseguradoras tengan que
cumplir con los requisitos de la actual regulaciéon de Solvencia II.

El método que se estudiara en esta seccién parte de la combinacién de los datos de conteo
incurridos con los pagados. Ambos conjuntos de datos se representan de forma usual en un
triangulo. Este método generaliza el modelo de Verrall et. al. (2010) y Martinez-Miranda
et. al. (2011), donde se supone que sélo podria ocurrir un pago por reclamaciéon y este
pago se modela con una constante de severidad promedio, de modo que permite cambiar
la severidad promedio en direccién al ano de suscripcion en el tridngulo de reclamaciones
pagadas.

4.3.1. Suposiciones del modelo Double Chain-Ladder

Se supondra que se tienen dos tridngulos de reclamaciones, el de los pagos agregados y
el de conteos incurridos, que se definen de la siguiente manera:
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Definicién 4.3.1. (Conteos incurridos agregados)
Se define al conjunto de conteos incurridos agregados como
Ny :={N;;:(i,j) € L},

donde N; ; es el namero total de reclamaciones incurridas en el ano ¢ que se reportaron
en el ano i + 7, i.e., j periodos de retraso del ano 7, donde

I:{(Zvj)Z:LaI¢]:0>17aJ_172+]§I}

Definicion 4.3.2. (Pagos Agregados)

Se define al conjunto de pagos como
Ar:={X;;:(i,j) € I},

donde X; ; son los pagos totales de las reclamaciones incurridas en el ano 7 y con j
periodo de retraso del ano i.

4.3.1.1. La extensién del modelo de Verrall et. al. (2010)

El modelo de Verrall et. al. (2010) y Martinez-Miranda et. al. (2011) se plantearon con-
siderando tres componentes estocastcos: el retraso de liquidacién, los pagos individuales y
conteos reportados.

Los triangulos de conteos y pagos (N7, Aj) se observan de datos reales pero el modelo
de micro-estructura define un nuevo triangulo no observado,

Ny = { :zj)EI},

donde N es el nimero de pagos incurridos en el afio ¢ y pagados con j anos de retraso.
Aqui el retraso de pago (o retraso RBNS) es una componente estocastica que se modela
considerando variables no observadas N i l, donde N Jl es el nimero de pagos futuros ori-
ginados de las reclamaciones reportadas N; ; que se pagan con [ periodos de retraso.

Si d es el maximo nuimero de periodos de retraso, entonces

min{j,d}

N Z N (4.3.1)
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También se definen a Y j

*) como los pagos individuales que surgen de Nf]g, ke{l,...

(1,7) € I}. Utilizando estas componentes, se puede estimar la reserva RBNS.

pag
aN"

5,3 7

Para la reserva IBNR se necesita modelar el retraso IBNR y esto se puede hacer apli-
cando el modelo CL al tridngulo Nj.

(1)

(4)

(5)

Suposicién 4.3.1.

El retraso RBNS. Dado N; j, la distribucion del nimero de reclamaciones
pagadas es multinomial, i.e. para todo (i,7) € Z

(N 505+ Niya) INij ~ Multinom(Nj j; po, - - -, pa),

d
donde P = (po, ..., pq) son las probabilidades de retraso tales que Zpl =1y

=0
JURS (07 1)

Los pagos. Los pagos individuales {Yl(f)} son independientes con distribucién

F;. Sea pji,0? la media y varianza respectivamente de F; (i € {1,...,m}).
Supongase que p; = uy;, donde p es un factor de media y ~; es la inflacién en
los afios accidente. También, las varianzas seran 0'22 = 02%-2, donde o2 es un

factor de varianza.

Los conteos. Los conteos {N; ;}; son variables aleatorias independientes con
m—1

distribucion Poisson, tales que E[N; ;] = a;0;, Z Bj = 1.
j=0

Independencia. Se supondra que las variables Y( ) son independientes de los
conteos N; ; y también de los retrasos RBNS e IBNR

También se supondra que las reclamaciones se pagan mediante un solo pago.

Los pagos agregados observados se pueden escribir como

pag
N”

Xi,] Z Y;(Jk)v (%]) el
k=1
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Bajo la Suposicion 4.3.1

g

E[X;;[®;] = E

N E (Y]

N,
J
k

pa
ij
S vl | =
=1

[min{j,d}
= E| > NigiulNe| m
=0

min{j,d}
= Z Nij—1-pr- 1. (4.3.2)
1=0
Entonces,
min{j,d}
E[X;;] = E[E(X:;R)]=E Z Nij—1-pr- i
1=0
min{j,d}
= il Z Bi—1 - pi- (4.3.3)
1=0

Se puede utilizar (4.3.2) o (4.3.3) para construir la reserva RBNS, aunque generalmente
es mas coman utilizar (4.3.2) con el nimero de reclamaciones incurridas; excepto cuando se
pueda generar exactamente los pronosticos Chain-Ladder estandar (en este caso es mejor
usar 4.3.3).

Para la reserva IBNR, se tiene que usar (4.3.3) con los estimadores del ntimero futuro
de reclamaciones incurridas.

En Verrall et. al. (2010) se demuestra que la varianza condicional de Xj;, bajo la
Suposicién 4.3.1 es aproximadamente proporcional a la media. Es decir,

VCL?”(XZ‘J"N[) ~ ME[XZJ‘N[]

i
2 2
o° +

= HE[X 41N

= ;- E[X; ;%]

2 2
o° 4+
donde ¢ := Tu Y ©i =i - .

Entonces, se puede estimar los parametros a partir de un modelo Poisson con sobre-
dispersion (como en el capitulo 3).
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Antes de empezar a estudiar el problema de estimacién, se dard un pequefia modifica-
cion del modelo dado por (4.3.2) y (4.3.3) para que se pueda relacionar dicho modelo, con
el modelo CL.

Este modelo es muy parecido pues usa un modelo Poisson con sobre-dispersién pe-

ro se reemplaza P = (pg,...,pq) por @ = (7mg,...,Tm—1) sin restricciones a los valores
70, - - -, Tm—1. Entonces, las “medias” de las expresiones (4.3.2) y (4.3.3) se convierten en
J
E[Xi;R] = ZNi,j—l ST Vi (4.3.4)
=0
}7
J
E[Xi;] = aipyi ¥ Bji . (4.3.5)
=0

Observacion 4.3.1.

En general, se espera que los valores de los parametros P y 7 sean muy parecidos y que
las predicciones provenientes de éstos, sean muy parecidas. v

Ahora, se considerard un modelo estocastico Poisson para aplicar un algoritmo CL a los
pagos agregados Aj.

El modelo CL supone que {X;;}; son variables aleatorias independientes tales que
E[X;,] = aif;,

J
con Z Bj = 1 y anélogamente, el modelo CL se puede aplicar al tridngulo de los conteos
j=1
incurridos, i.e.,

E[Ni;] = cif;, (4.3.6)
J
con Zﬂj =1
j=1

4.3.2.  Algoritmo Double Chain-Ladder

Se puede estimar los pardmetros del modelo que se estudiaron en la Seccién 4.3.1 por
maxima verosimilitud; sin embargo, se aplicara el algoritmo CL a los tridngulos de recla-
maciones pagadas (Ay) y los conteos incurridos (N;) para estimar todos los parametros en
todos los modelos.
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Como su nombre lo dice, en el Double Chain-Ladder (DCL), se aplica dos veces la
técnica CL clasica, i.e. la estimacion DCL utiliza los estimadores de los pardmetros CL de

los triangulos de conteo y de pagos.
Notacion 4.3.1. Para i€ {1,...,I}, j€{0,1,...,J — 1},

v (, Ej), seran los estimadores del modelo CL para el proceso de conteo.

] (ai, Bj), serén los estimadores CL para el proceso de pagos.
O
yJ-1
El algoritmo CL generara estimados de los factores { fj} L que se pueden convertir
]:
en estimadores para f3;, j € {0,...,J — 1} a partir de
~ 1 ~ -1
50:?, BJ-:#,parajE{l,...,J—l}.
[Ii= fi =1 Ji
4.3.2.1. Estimacién del retraso de reporte
Primero se considerara el modelo
J
E[Xi;] = qipyi »_ Bj—i -,
=0
y se discutiran las modificaciones para obtener los estimadores de los pardmetros en
min{j,d}
E[X;;] = qipyi Y Bj—i-D,
=0
Los parametros m = {m};]:_ol se pueden estimar resolviendo el sistema lineal
Bo Bo 0 --- 0 0
: B Bo -+ O :
= : . ) (4.3.7)
: : . -0 :
donde Bj, B; se estimaron previamente. Sea 7 = (7, ..., 7 —1) una soluciéon de (4.3.7).

Observacion 4.3.2.
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Los valores 7, pueden ser negativos y pueden sumar més de 1. v

Se estimara el maximo nimero de periodos de retraso contando el nimero de 7, > 0

d—1 d
tales que Z T <1< Z 7, y se estimaran los pardmetros de retraso en (4.3.3) como
=0 =0

Aunque pj; y 7j son muy parecidos (por construccion), habra diferencias para retrasos
de reporte més largos que afectaran los estimadores de las reservas.
4.3.2.2. Estimacién de los parametros de la distribucién de los pagos individuales

Ahora, se estimaran la media y varianza de la distribucion de los pagos y el pardmetro

que mide la inflacién en los afios de accidentes.

Primero se consideraran los pardmetros de inflacion v = (y1,...,77) y . Como «; - p; -
~vi = 7. Entonces, para i € {1,...,1}

ST
Vi === (4.3.8)
&7y

Observacion 4.3.3.

El modelo esta sobre-parametrizado ya que hay demasiados parametros de inflacién. La
manera mas simple de asegurar la identificabilidad es hacer v; = 1 y estimar & como

o=

2|2

\%
Una vez que se tiene [i, los estimadores para los demas parametros se obtienen a partir
de la ecuacion (4.3.8).

Para la estimacién de las varianzas {JZ-Q };1 se utilizar4 el estimador propuesto en Verrall
et. al. (2010)

~ 2
b »
g=— S 3.9

n—(d+1) (i.4)€T Xig i
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I(I+ 1) SDCL

donde n = 5 y X, es el estimado DCL de E[X; ;|N/], con
min{j,d}
S DCL PN
Xi; = Y. Niju b
=0

Entonces, el factor de varianza del pago total se puede estimar como

~92 ~2~2 .
o, =07; ,i=1,...,1,

donde 62 = iy — 1i2.

4.3.3. Estimadores DCL para las reservas RBNS e IBNR

Los parametros estimados 0, = <1A3, 1t ?) 60y = (7, 11,7) se pueden utilizar para pro-

nosticar los componentes de las reservas RBNS e IBNR.

Para la reserva RBNS, se debe condicionar al ntmero actual de reclamaciones y usar

jnd
N7] = ZNi,j—l P Y
=0

E[X;

Para la reserva IBNR primero se deben construir predicciones del ntimero de reclamaciones
reportados (utilizando el algoritmo CL).

Notaciéon 4.3.2.

Jo= {i=2,...,I;j=0,....,J—1talesquei+j=J+1,....J +d},
Jo = {i=1,....;j=J,...,J —dtalesquei+j=J+1,...,J +d},
J3s = {i=2,...,1;j=0,....,J—1talesquei+j=J+d+1,...,2J +d — 1}.

Observacion 4.3.4.

El algoritmo CL sélo se puede aplicar al tridngulo J;. v
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4.3.4. Estimacion de las reclamaciones pendientes ignorando colas

Se pueden construir estimados de las reclamaciones pendientes utilizando el algoritmo
CL, obteniendo )?ich = aiﬁj para (i,7) € J1.

rbns(l) rbns(2)

basado en (4.3.4) y X,

Hay dos posibles estimados que se denotaran por X ; i

basados en (4.3.5)

Arbns ,\ ,\
E Nz] l'/T MY

l=i—J+j
y
J
/\rbﬂs(2) ~ o~
Z K
—J+
Y para la componente del IBNR
i—J+75—-1
=ibnr - ~ o~ o~
Xi; = Z Nijjim, - 17
1=0
Teorema 4.3.1.
Para (i,7) € J1, definase
~CL ~ =
i =B
Arbns(l) ~ o~
Z Nijm, - 1t 7,
l=i—J+j
J
A'rbns(2) ~ o~
Z %] — l7r T Vi
—J+
J ~ =
donde, @; - i - 7 = &; ¥ Z/Bj—l T, = By
Entonces,
SCL Srbns(2) Sibnr
i =Xy Xy

Demostracion:
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Srbns(2) Sibnr = ~ o~ A 2 ~
X Xy =) NyamcpeAi+ Y, Nigam-

=)
2

4.3.5. Meétodo Double Chain-Ladder-Bornhutter&Ferguson (DCL-BF)

El método Double Chain Ladder-Bornhutter&Ferguson (DCL-BF) sigue los mismos pa-
sos que el Double Chain-Ladder (DCL) pero incorporando un parametro de inflacién como
informacion deterministica adicional (idea completamente BF).

Es decir, se hace un ajuste utilizando pardmetros de inflacién que se obtienen a partir
del DCL con los conteos reportados e incurridos en vez de los pagos agregados.

El método DCL-BF es un algoritmo de dos pasos:
Paso 1: Estimacion de pardmetros

Primero se estiman los parametros del modelo DCL a partir de los triangulos Ay y Np;
obteniéndose p, [i, 52, 71,0, - - - » V1,0-

Luego, repetir el algoritmo DCL pero con el tridngulo de los pagados 31 = {)?Z] :
(i,j) < I} donde X;; es el incurrido correspondiente al afio de accidente ¢ y periodo de
desarrollo j obteniéndose parametros de inflacion 4y 1,...,797,1.
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Paso 2: Ajuste Bornhutter-Ferguson

Reemplazar los pardmetros de inflacién 71, ...,7r,0 de los datos pagados y sustituirlo
por informacion mas “realista” por ejemplo 71 1,72.1,...,77,1. Este paso se puede definir
para un porcentaje arbitrario de ajuste BF.

A partir de los pasos 1 y 2 se tendran los parametros finales
0 = (Z)\()) sty ﬁdu ﬂ? 627:}/\1,1732,17 R 7:}/\[,1) .

Como ya se dijo antes, los algoritmos CL y BF son muy sencillos y populares. El método
BF (Bornhuetter-Ferguson (1972)) tiene la ventaja de trabajar con outliers a diferencia del
CL. Con este objetivo en mente, el método BF incorpora informacién previa de “expertos”
y por lo tanto es més robusto que el método CL (que sblo utiliza la informacion en el
triangulo correspondiente).

El método CL estima las reclamaciones pendientes para el afio accidente ¢ > 1 a partir
de

J-1
R =Cia| ] H-1),
j=I—i+1
donde C} ;—; son las reclamaciones acumuladas y fi,..., f7—1 son los factores de desarrollo,

i.e. la reserva CL depende fuertemente de las cantidades C; ;—;, de aqui se pueden obtener
predicciones que no tengan sentido si el tridngulo tiene poca informaciéon o informacion
muy volatil. El método BF “evita” esta dependencia y reemplaza las tultimas reclamaciones
acumuladas por un estimado externo (a priori). Entonces el método BF reemplaza C; 1—;

prior

por 511 y el estimador BF de las reclamaciones pendientes es
II 7
j=I—i+1
ILLp'rio'r J—1
Bo=—— | 1 61
> \y=I—i+1
I 7
j=I—i+1

suponiendo un modelo Poisson E[X; ;] = &iﬁj, entonces la relaciéon entre la reserva CL y
BF es
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J-1 J-1
J—1 __ Z 6] B]
SeL = ~ g=I—i+1 cL | j=I—i+1
© T O‘ZZBJ' J—1 __ e J—1 __
=0 3 3
J Bj
Jj=0 J=0
y
J-1
Bi
~BF prior J:I*Zﬁ*l
Ri - i ’
J-1 __
B
J=0

~

donde Cic 5 es la estimacion CL de la siniestralidad ultima y &, 5 ; son las estimaciones de
los parametros CL.

J—1
Si se supone que Z Bj=1y éf j = 4, entonces lo que el algoritmo BF reemplaza son
§=0
los parametros por renglén en el modelo Poisson.

El método DCL-BF tiene la misma logica. El objetivo es “estabilizar” los parametros
por renglon con informacion adicional, en este caso, que viene de los datos incurridos.

Los renglones por parametros en el modelo DCL son &; = a;uy; para informacion de lo
pagado y a; = «;f1; para informacion de lo incurrido, donde los «a; “s son los parametros
por renglon en el modelo para los conteos reportados.

Por lo tanto, si el método DCL-BF utiliza los parametros de inflacién de los datos
incurridos, entonces se estd reemplazando el parametro més volatil en «;, i.e. la inflacion,
por ano accidente, v;, por el estimado que se obtiene de los tridngulos (N, 31) Con este
reemplazo las predicciones se vuelven mas estables y precisas.

4.3.5.1. Prondstico de las reservas IBNR y RBNS en el modelo DCL-BF

Los parametros estimados = (,50, R Y TR o R T ﬁl,l) que se obtienen de
los pasos 1 y 2 se pueden usar para obtener un pronéstico puntual de los componentes
RBNS e IBNR de la reserva.

Observacion 4.3.5.
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1. El método CL genera so6lo pronéstico sobre Ji.

2. Los métodos DCL y DCL-BF también obtienen pronésticos en la cola Jo U J3.

Como antes, se usara

J
Srbns(l) Y PN L.
Xij =Y N e (3,5) € LU T (4.3.10)
I=i—J+j
y
i—J+j—1
Sibnr -~ ~ PN L.
Xij'= ). Nigam - hi-7 (i,§) € LU T U Ts. (4.3.11)
=0

Utilizando los datos en los tridngulos observados Ry, A; y el modelo con el pardmetro
estimado 0 se puede obtener una distribucién predictiva bootstrap.

Ejemplo 4.3.1.

El método Double Chain-Ladder se pone en préctica con el paquete estadistico R. Con
apoyo de la libreria DCL se puede obtener una estimacion de los pardmetros requeridos para
la aplicacion del método DCL, para esto se requieren dos tridangulos de observaciones, el de
los pagos agregados y conteos incurridos. A continuacion se presentan ambos tridngulos:

Cédigo de R

R> # Mostrar objeto tridngulo, Ptriangulo (Pagos Agregados)
R> Ptriangulo

dev

origin 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2000 451288 339519 333371 144988 93243 45511 25217 20406 31482 1729
2001 448627 512882 168467 130674 56044 33397 56071 26522 14346 NA
2002 693574 497737 202272 120753 125046 37154 27608 17864 NA NA
2003 652043 546406 244474 200896 106802 106753 63688 NA NA NA
2004 566082 503970 217838 145181 165519 91313 NA NA NA NA

2005 606606 562543 227374 153551 132743 NA NA NA NA NA
2006 536976 472525 154205 150564 NA NA NA NA NA NA
2007 554833 590880 300964 NA NA NA NA NA NA NA
2008 537238 701111 NA NA NA NA NA NA NA NA
2009 684944 NA NA NA NA NA NA NA NA NA

R> #Mostrar objeto tridngulo, Ctriangulo (Conteos incurridos agregados)
R> Ctriangulo

dev
origin 1 2 3 4 5 6 7 8 910
2000 6238 83149 7 1 1 2 1 2 3
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2001 7773 1381 23 4 1 3 1 1 3 NA

2002 10306 1093 17 5 2 0 2 2 NA NA

2003 9639 99517 6 1 5 4 NA NA NA

2004 9511 1386 39 4 6 5 NA NA NA NA
9

2005 10023 1342 31 16 NA NA NA NA NA
2006 9834 1424 59 24 NA NA NA NA NA NA
2007 10899 1503 84 NA NA NA NA NA NA NA
2008 11954 1704 NA NA NA NA NA NA NA NA
2009 10989 NA NA NA NA NA NA NA NA NA

Cédigo de R

La funciéon dcl.estimation() realiza la estimacion de los parametros usando el método
Double Chain-Ladder, recibe como argumentos los tridngulos antes mencionados, y genera
una tabla sintetizada con distintas estimaciones derivadas del método DCL.

Existen funciones como bdcl.estimation() y idcl.estimation() las cuéles tienen la misma
funcionalidad que la anterior pero la primera hace una ajuste Bornhuetter-Ferguson a la
inflaciéon usando los datos incurridos y la segunda corrige el parametro de la inflacion uti-
lizando los datos incurridos para proporcionar el flujo de efectivo incurrido.

Cédigo de R

#Estimacién de los pardmetros de DCL
R>DCL<-dcl.estimation (Ptriangulo,Ctriangulo)

delay.par delay.prob inflation severity.mean severity.var
2000 0.3649 0.3649 1.0000 208.4910 2055848.1
2001 0.2924 0.2924 0.7562 157.6619 1175628.8
2002 0.1119 0.1119 0.7350 153.2415 1110629.4
2003 0.0839 0.0839 0.8908 185.7203 1631305.5
2004 0.0630 0.0630 0.7840 163.4627 1263728.0
2005 0.0332 0.0332 0.7791 162.4267 1247760.4
2006 0.0245 0.0245 0.6605 137.7131 896947.6
2007 0.0121 0.0121 0.7370 153.6665 1116798.1
2008 0.0158 0.0142 0.6990 145.7439 1004609.0
2009 -0.0012 0.0000 0.8198 170.9139 1381564.2

mean.factor mean.factor.adj variance.factor
2000 208.3748 208.491 2055848

Cédigo de R

La primera y segunda columna ( delay.par, delay.prob) corresponde a la estimacion del
retraso de pago, i.e., 7, una solucién del sistema de ecuaciones mencionado antes. La co-
lumna inflation estima la inflacién ~; en los pagos de siniestros por ano de accidente. La
columna, severity.mean es el factor de severidad promedio p;, mean.factor.adj es el factor
de severidad promedio ajustado que en este trabajo no se estudiara. La ultima columna
(severity.var) estima la varianza de la severidad 7.

Si se quisiera conocer individualmente la estimacién de los parametros asi como la esti-
macion de las reclamaciones pagadas (Ay) y los conteos incurridos (Ny), dentro de la funcién
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dcl.estimation() se tendria que des-habilitar la opciéon Tables.

Cédigo de R

Salpha.
20
7135.0

Sheta.N

SNhat
d

origin
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009

Salpha.
2000

S$bheta.X

$Xhat
d

origin
2000
2001
2002
2003
2004
2005

N
00

ev

6244.
8046.
10008.
9343.
9594.
10009.
9942.
10956.
12030.
10989.

X
20

ev

474795.
462647.
559306.
632856.
571976.
592912.
499342.
614005.
639425.
684944.

2

1
531
444
149
862
883
521
681
537
392
000

01

OFR NDWOR ®WIo -

001

844.
1088.
1354.
1264.
1298.
1354.
1345.
1482.
1627.
1486.

200

444722,
433343.
523879.
592771.

535747

555356.
467714.
575114.
598923.
641559.

2002
00 9193.866 11435.310 10676.296 10963.113 11436.877 11360.506 12518.938 13745.925 12556.030

2
8308
6140
0156
1435
1044
2013
1584
3244
6076
7163

2

3
.86576
.61811
.05793
.19998
.27994
.06383
77627
.13817
.75820
.27783

2003

2003

2004
1486754 1448715 1751387 1981700 1791061 1856619 1563619 1922669 2002268 2144804

R> dcl.completo<-dcl.estimation (Ptridngulo,Ctriangulo, Tables=FALSE)
R> dcl.completo

2004 2005 2006 2007 2008 2009

[1] 0.8751970027 0.1184065569 0.0037653489 0.0009141152 0.0003287286 0.0002833802 0.0002341282
[8] 0.0001440705 0.0003062062 0.0004204625

4 5 6 7 8 9 10
.522212 2.345479 2.021918 1.670505 1.027943 2.184781 3.000000
.404252 3.022287 2.605360 2.152544 1.324565 2.815219 3.865676
.453190 3.759113 3.240541 2.677329 1.647491 3.501563 4.808119
.759364 3.509604 3.025451 2.499622 1.538140 3.269148 4.488982
.021548 3.603889 3.106730 2.566774 1.579462 3.356973 4.609578
.454623 3.759629 3.240985 2.677696 1.647717 3.502043 4.808778
.384811 3.734523 3.219343 2.659815 1.636714 3.478657 4.776667
.443752 4.115333 3.547620 2.931037 1.803610 3.833377 5.263744
.565359 4.518679 3.895324 3.218309 1.980383 4.209088 5.779646
.477658 4.127526 3.558131 2.939721 1.808954 3.844734 5.279340

2005 2006 2007 2008 2009

[1] 0.319350463 0.299122798 0.133958486 0.088099318 0.065857069 0.037132653 0.025880266 0.013824193
[9] 0.015611817 0.001162936

2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 199163.3 130982.0 97913.26 55207.12 38477.59 20553.17 23210.93 1729.000
6 194067.6 127630.8 95408.11 53794.62 37493.12 20027.31 22617.07 1684.763
8 234613.2 154296.0 115341.22 65033.65 45326.36 24211.51 27342.33 2036.751
6 265465.5 174586.4 130508.95 73585.78 51286.92 27395.40 30937.94 2304.591
.1 239927.8 157791.2 117954.01 66506.83 46353.13 24759.97 27961.71 2082.889
9 248709.8 163566.8 122271.45 68941.17 48049.78 25666.25 28985.19 2159.129
0 209460.0 137753.7 102975.34 58061.31 40466.87 21615.77 24410.93 1818.389
1 257557.8 169385.8 126621.33 71393.79 49759.18 26579.34 30016.35 2235.941
9 268220.7 176398.4 131863.48 74349.51 51819.22 27679.73 31259.04 2328.509
6 287314.6 188955.7 141250.47 79642.24 55508.09 29650.18 33484.28 2494.270

Cédigo de R

Se puede graficar las estimaciones de los pardmetros para cada caso: el modelo CL y
B&F . Con la funcién plot.dcl.par(DCL , type.inflat = 'DCL’) .

En la Figura 4.1, la primera grafica (CL underwriting parameters) muestra el desarro-
llo del parametro «; CL que describe el comportamiento de los pagos agregados por ano
de accidente. La segunda grafica (CL development parameters) es el desarrollo por periodo
del factor 8; del modelo CL para pagos agregados con la propiedad de que Z}]:1 Bj = 1.
La tercera grafica (Severity inflation) es el desarrollo del factor inflacion por cada afo de
accidente. La ultima grafica (Delay parameters) muestra el desarrollo de la estimacion del
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Figura 4.1: Grdfica de estimacion de pardmetros

parametro de retraso con el modelo general (CL) y el ajustado (BF).

La paqueteria DCL , también proporciona una prediccion de la reserva IBNR y RBNS
a partir de los tridngulos de pagos agregados y conteos incurridos. Esto se hace a través
de la funcion dcl.predict() que genera un tabla con la estimacion de las reservas para obli-
gaciones pendientes de cumplir con el método Double Chain-Ladder, que es la suma de la
reserva RBNS e IBNR, i.e. la columna total. Adicionalmente la columna clm proporciona la
estimacién de la reserva con el método clasico Chain-Ladder.

# Los prondsticos de flujo de efectivo

R> DCL_prediccion<-dcl.predict (dcl.par=DCL,Ctridngulo, num.dec=0)

Future.years rbns ibnr total

1 1 1260908 97168 1358076
2 2 672018 82620 754638
3 3 453361 35506 488866
4 4 292540 26503 319043

Cédigo de R

por afo

clm
1353858
754180
488612
318043
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5 5 164970 20353 185324 184611
6 6 103125 11971 115096 115023
7 7 54037 9074 63111 63145
8 8 30397 5412 35808 35813
9 9 0 5460 5460 2494
10 10 0 1119 1119 NA
11 11 0 580 580 NA
12 12 0 355 355 NA
13 13 0 211 211 NA
14 14 0 116 116 NA
15 15 0 65 65 NA
16 16 0 32 32 NA
17 17 0 13 13 NA
18 18 0 0 0 NA
19 Tot. 3031355 296558 3327913 3315779
Cédigo de R

Noétese que la columna Future.years llega hasta el ano 19, esto se debe a la estimacién
de las colas en el método DCL, pero esta opciéon se puede deshabilitar con el comando Tail
dentro de la funcion y otorga sélo el estimado de los afios accidente, ademas como en la
funcién anterior ésta tiene la opcién de dar un andlisis mas detallado como por ejemplo,
el triangulo inferior 6 estimacion de las reclamaciones pagadas y conteos incurridos con el
mismo comando antes mencionado (Tables=FALSE).

Por ultimo, se puede hacer una estimaciéon bootstrap a partir del método DCL, el cual
simula la distribucién del flujo de reclamaciones y genera para cada tridngulo por afio calen-
dario, la media, varianza asi como los cuantiles mas significativos. El método DCL bootstrap
realiza 999 simulaciones por default pero se puede realizar la cantidad que sea considerada
de acuerdo al criterio del usuario, en este caso se consideraron 10,000.

Cédigo de R

# Se muestran las matrices simuladas bootstraping usando DCL
R> DCL_boot<-dcl.boot (dcl.par=DCL,Ntriangle=Ctriangulo)

[1] "Please wait, simulating the distribution..."
[1] "Done!"

period rbns mean.rbns sd.rbns Ql.rbns Q5.rbns Q50.rbns Q95.rbns Q99.rbns
1 1 1260907.90 1257300.52 120628.87 997860.39 1068635.06 1251951.08 1462419.05 1554046.52
2 672017.58 668047.92 79917.07 500253.26 543894.59 664697.22 803911.93 874227.06
3 3 453360.52 451120.36 65914.32 311783.78 350283.16 446716.41 565587.80 620009.20
4 4 292539.65 290760.45 53806.04 177409.96 209660.80 287331.21 384584.46 432022.69
5 5 164970.41 163150.06 40309.54 82450.34 102475.75 159778.78 233747.07 270676.13
6 6 103125.19 100549.36 33033.12 38529.93 52477.11 97191.80 161244.62 192274.58
7 7 54037.12 52526.38 26072.60 9757.10 16978.00 48551.34 100892.79 129273.76
8 8 30396.54 29031.54 21571.14 105.07 2953.56 24495.19 70189.22 99459.79
9 9 0.00 2305.75 7802.71 0.00 0.00 0.00 15737.07 39226.06
10 10 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
11 11 0.00 .00 0.00 0.00 0.00 0.00 00 0.00
12 12 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
13 13 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
14 14 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
15 15 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
16 16 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
17 17 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
18 18 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
19 Tot. 3031354.91 3014792.34 278297.14 2413415.27 2575765.28 3004562.74 3490692.44 3731463.66

period ibnr mean.ibnr sd.ibnr Ql.ibnr Q5.ibnr Q50.ibnr Q95.ibnr Q99.ibnr
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1 1 97168.11 96715.55 2
2 2 82620.00 81898.56 2
3 3 35505.74 35116.32 1
4 4 26503.46 25984.33 1
5 5 20353.21 20024.10 1
6 6 11970.64 11599.02
7 7 9074.00 8652.29
8 8 5411.50 5140.71
9 9 5459.61 4718.61
10 10 1119.08 1288.21
11 11 580.33 520.49
12 12 355.37 291.09
13 13 210.61 181.11
14 14 116.42 89.88
15 15 64.70 57.35
16 16 32.12 21.60
17 17 12.77 11.03
18 18 0.00 0.15
19 Tot. 296557.68 292310.41 5
period total mean.total
1 1 1358076.01 1354016.07
2 2 754637.59 749946.48
3 3 488866.26 486236.68
4 4 319043.11 316744.78
5 5 185323.62 183174.16
6 6 115095.83 112148.38
7 7 63111.11 61178.67
8 8 35808.04 34172.26
9 9 5459.61 7024.36
10 10 1119.08 1288.21
11 11 580.33 520.49
12 12 355.37 291.09
13 13 210.61 181.11
14 14 116.42 89.88
15 15 64.70 57.35
16 16 32.12 21.60
17 17 12.77 11.03
18 18 0.00 0.15
19 Tot. 3327912.59 3307102.
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2979.
1859.
1339.
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sd.total

128
86
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56
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34
27
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9
2
1
1
1

595.54
115.86
828.50
181.44
245.13
470.09
062.56
439.30
832.25
979.28
859.12
339.00
011.32
646.81
587.54
412.65
221.02

14.42

75 301357.52

4410.32 56824.16
4655.15 45529.91
8426.15 13666.12
4820.61 8435.73
2476.86 5049.91
460.52 1500.23
114.48 643.61
2.38 64.03
0.23 23.22
0.00 0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
6288.54 210887.21 2
Ql.total Q05.to
1076027.01 1153141.
567707.69 614230.
340441.69 381899.
200749.49 231238.
101126.62 119643.
47090.73 62050.
15201.37 23777.
2203.23 6395.
0.52 42.
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
2649495.72 283208
Cdédigo

0.

0
0
0
0.
0.
0
0
0
4

93829.50 145767.
79281.81 127069
32749.95 64566.
23730.51 51214.
17722.96 42592.
9484.49 28846.
6436.57 23758.
3101.09 16821.
2679.73 16412.
88.33 6778.
0.35 2916.
0.00 1620.
0.00 692.
0.00 166.
0.00 14.
0.00 0.
0.00 0.
0.00 0.
88272.21 386644.
tal Q50.total
62 1347485.50
41 746245.71
36 481711.52
94 312746.53
88 179831.28
98 109052.78
43 57384.57
38 29944.70
00 3635.92
00 88.33
.00 0.35
.00 0.00
.00 0.00
00 0.00
00 0.00
.00 0.00
.00 0.00
.00 0.00
.92 3295960.39
de R

Q95.total
1573515.71
897695.17
604653.53
414350.66
257534.99
175104.99
110712.29
76607.83
25493.62
6778.57
2916.03
1620.52
692.17
166.63
14.76

0.00

0.00

0.00
3822522.40

44 175326.
.27 153597.
59 82498.
37 68247.
52 58027.
12 43140.
64 35790.
11 28087.
98 26684.
57 15143.
03 9120.
52 5968.
17 4626.
63 2521.
76 1589.
00 268.
00 7.
00 0.
09 434619.

Q99.total
1675105.79
970686.28
663973.60
467647.44
297535.47
207346.37
139877.58
105198.27
47428.11
15143.68
9120.69
5968.27
4626.77

4084974.14

Se puede obtener una grafica (Figura 4.2) de la estimacion DCL bootstrap, en la cual se
muestra un andélisis estadistico clasico, i.e., una grafica de caja y el histograma para cada
reserva por ano calendario futuro.

R>Plot.dclboot (DCL_boot)

Cédigo de R

Cébdigo de R
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Figura 4.2: Grdfica de estimacion DCL bootstrap
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4.4 Modelo Chain-Ladder continuo

En esta seccidn, se introducird una metodologia aiin més reciente, aunque muy teo-
rica, para la estimacién de la reserva de perdidas pendientes para los ramos de no-vida.
En particular, este método re-féormula la técnica actuarial clasica, Chain-Ladder, en un ti-
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po histograma de aproximacién y mejora esta técnica realizando un suavizamiento de kernel.

Una de las caracteristicas en la mayoria de los métodos de reservas, incluyendo el Chain-
Ladder, es que sus suposiciones estan basadas en las reclamaciones acumuladas, donde el
punto clave es notar que estos datos acumulados implican algtn tipo de pre-suavizamiento.
Sin embargo, los métodos para el calculo de las reservas de reclamaciones con modelos
“continuos” (paramétricos o no-paramétricos) siempre incluyen el uso de datos acumulados
y por tanto se convierten en datos de tiempo discreto.

El modelo que se estudiaré en esta seccién es parecido al método CL clésico pero difiere
en el sentido en el que no se supondra que los datos son acumulados ya que utiliza datos
recopilados en tiempo continuo. Por tal motivo se le conoce como “Chain-Ladder continuo”.
Entonces se hard una aproximacién al modelo Chain-Ladder clasico con ayuda de un his-
tograma como estimador y se optimizara el nuevo modelo por medio de una técnica de
suavizamiento. Ademaés, se retomara el problema estadistico del CL como un problema de
estimacion de la densidad conjuta con soporte en el tridngulo de reclamaciones.

El objetivo de este método es mostrar como el célculo de la reserva con datos continuos
se puede ver como una simple transicién del método Chain-Ladder a un moderno método
estadistico.

A partir de una técnica de suavizamiento no-paramétrico, se demostrara como el modelo
clasico CL se puede considerar como la forma de un histograma encima de un tridngulo,
Jones (1989). El método CL original agrupa los datos y se desarrolla como un modelo mul-
tiplicativo, en este caso se simplificard el mismo modelo pero sin agrupar los datos. Cuando
los datos no son agrupados, se puede trabajar como si se tuviera una densidad del tridngulo.

Por otra parte, la densidad multivariada se puede estimar con métodos de suavizamiento
lineales , y asi ésta se puede aproximar por la densidad multiplicativa. La forma continua
del Chain-Ladder se puede considerar como un modelo lineal generalizado.

4.4.1. El problema de estimacion de la densidad para datos “agregados”

Primero se intentaré replantear el problema de reservar en términos de un problema de
estimacion de la densidad multivariada y luego se desarrollari el método de kernel para
estimar la densidad no-paramétrica.

Desde una perspectiva probabilista se puede tener mejor entendimiento de los métodos
clasicos para el célculo de la reserva, y por qué no, ser la entrada al desarrollo de mejores
y modernos modelos.
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La relaciéon entre la densidad y los modelos de regresion motiva al desarrollo del mé-
todo de estimacion de la densidad, por ejemplo, el estimador lineal local. Esta relacion se
describira primero para un conjunto unidimensional, como lo hizo Fan & Gijbels (1996).

Notaciéon 4.4.1.

Sea X1, ..., X, una muestra de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas de una poblacién X con funcién de densidad continua, f.

Denbtese:

ma; <---<ay,como los puntos en el plano con la misma separacion, definiendo J — 1
intervalos continuos;

» Para j € {0,...,J — 1}, B; = (aj,a;j41] son los intervalos (continuos);

» a; y ag, son los puntos extremos, que se eligen de tal forma que el intervalo (a1, ay]
esté contenido en el soporte de f;

s Ay, es el rango del intervalo, donde Ay = a2 — ay;

» Para j € {0,...,J}, x; es el punto medio del intervalo, donde

(aj+1 +a;)
v = J 5 il

= Nj, es el contador del intervalo, definido como el nimero de datos que caen dentro
del intervalo B;.

\Y

Es claro que el contador N; tiene una distribucién binomial con pardmetros n (tamafio

del contador) y probabilidad de éxito p;, p; = / f(x)dx.
B;j

Proposicién 4.4.1.

Para j € {0,...,J}, si J — oo (0 equivalentemente Ay — 0, entonces
N, N\ fly)

E|—L|~ ; I )
|:TLAJ:| f(.%']) Y Var <71AJ> nAJ

Observacion 4.4.1.
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Notese que la estimacién de la densidad puede considerarse como un modelo de regresion
A
nA;
independientes. Equivalentemente el modelo de regresion para el contador INV; se puede
escribir como

heterocedastico basado en los datos, (xj, ) ,7 €{0,...,J}, que son aproximadamente

Nj :T(a?j)+€j, (441)

donde r(-) = nAsf(-) es la funcion de regresion.

A partir de una regresion estimada, la densidad objetivo se puede estimar como

r(-) = f()r()nA;.
\%
Para el caso bidimensional, el método Chain-Ladder se centra en la estimaciéon de la

densidad a través de la formula de regresion (4.4.1). Especificamente, el método CL estima
de manera multiplicativa una densidad bi-dimensional, f, con soporte en el tridngulo Z.

Los intervalos se construyen como planos de la forma B; j = (a1, a1,i+1] X (a2, a2 j+1]
para i,j € Z con longitud constante A = a1 2 —a1,1 = a2 —az,1. Es posible tener diferentes
longitudes del intervalo en cada dimension, pero se supondrd que es la misma para fines de
exposicion.

Entonces, dado el contador N;; (ntamero de datos que caen en B, ;), el problema de
regresion se puede formular como

Nij =r(zij +¢€ij), (4.4.2)

basado en los datos, {(z;;, N;;),4,j € Z}. La covariable bidimensional z; ; = (x;,y;), se defi-
ne de tal modo que z; y y; son los puntos medios de los intervalos (a1i, a1,41] y (a2, a2 j+1),
respectivamente, para ¢,j € Z.

La funcién de regresion se relaciona con la densidad por medio de 7(-,-) = nAZ f(-, ).

Ahora, si se supone que la funciéon de regresion, r, es desconocida y de la forma
r(-,-) = r1(-)r2(+), este problema se puede resolver con el uso de modelos lineales gene-
ralizados.

El modelo Poisson para conteo de reclamaciones como se define en (4.3.6), se deriva de
la aproximacién a una distribucién Poisson a partir de una distribucién binomial. Por tanto,
cada contador N; ; ~ Binom(n,p; ), donde n es el nimero total de reclamaciones por afo

de accidente y p; ; = f(2)dz. Entonces la distribucion de N; j se puede aproximar como

B ;
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Poisson(np;;). Evidentemente se tendra una mejor estimacién del modelo CL para valores
més grandes de n y valores mas pequenos de p;;.

Ahora se cambiaré la perspectiva de un modelo de regresion, el cual fue util cuando
los datos son agregados, a un modelo continuo donde la funcién objetivo es una densidad
continua bidimensional.

Como ya se habia discutido anteriormente, el método CL se puede definir como una
funcién de regresion a partir de los datos agrupados. Aqui se estudiard como obtener una
version continua del modelo Chain-Ladder y a partir de éste, proporcionar un estimado de
las reclamaciones pendientes con mejores propiedades estadisticas.

El método que se desarrollard se puede aplicar en datos agregados (como lo hace el
método CL), sin embargo, su estudio solo cubriré el caso de reclamaciones individuales.

Se comenzard con el caso mas simple, donde se describirad como a partir de un simple
histograma se puede desarrollar una densidad de kernel.

4.42. Histograma con suavizamiento de kernel

Los métodos de kernel para la estimacion de la densidad surgen de la idea intuitiva y
natural del estimador histograma. La aplicacién de éste en reservas depende de recordar que
el método clasico Chain-Ladder se deriva de un histograma estructurado en un tridngulo.

El histograma es la aproximaciéon no-paramétrica més simple para la estimacién de la
funcién de densidad ya que separa los datos en distintos intervalos que no se duplican y
construye barras con medidas definidas en proporcién o namero de las observaciones que
caen en cada intervalo. Esta proporcién da un estimado de la funcién de densidad de pro-
babilidad en el punto medio del intervalo.

Se comenzara con la estimaciéon para el caso univariado y después se extendera al caso
bivariado.

Sup6ngase una muestra de variables aleatorias, Xi,..., X, de una poblacién X con
funcion de densidad continua f. Considérense J — 1 intervalos continuos Bj = (aj, a;41]
divididos en el soporte de f, con longitud A constante, sean z; los puntos medios para
j € {0,...,J — 1}. La medida de la barra del histograma con base B; proporciona el
estimado de la funcién de densidad en el punto medio, x;. Asi, un estimador de la densidad
f en un punto zg de su soporte se puede obtener como el limite del cociente entre la densidad
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de un conjunto de puntos y el tamano del conjunto, i.e.

P(X € B,
lim LXK € B))

Ay A, =f(x) sixeBj(j=1,---,J—1). (4.4.3)

A partir de esta ecuacion, la expresion del estimador histograma en un punto zy del
soporte de f esta dada como

i]{xiij}

Frist(zo) = =2

st xg € Bij(j=1,---,J).
nAJ

Notese que el histograma no es una funcién continua, pero tiene saltos en algunos pun-
tos del cuadro y derivada cero en cualquier otro sitio. Esto genera estimados que no son
estéticamente deseables pero, para un observador sin experiencia podria generar una buena
impresion. De hecho, la forma del histograma esta fuertemente influenciada por la posicién
de los puntos medios.

Para el caso bidimensional, sup6ngase que Z1, ..., Z, son variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas de una poblacion Z = (X,Y") con funciéon de densidad
bivariada, f, con soporte dentro de los cuadros B; j = (a1, a1,i+1] X (a2,5, a2,j+1] y longitud
constante Aj = a12 — a1 = az2 — ag1. Siguiendo el mismo procedimiento que el caso
univariado, el estimador histograma definido en los puntos zg = (zg,yo) del soporte de f
esta dado como

v(20)

fhist(20) = A2’
donde v(zp) es el nimero de datos de la muestra que caen dentro del cuadro que contiene
zo- Un estimador de la densidad de kernel supera el problema del estimador histograma
respecto a la posicién de los intervalos y proporciona un estimador suavizado de la densidad
objetivo.

Definicion 4.4.1. (Densidad de kernel)

Para un punto zp = (z¢,%0) en el soporte de f, se define a la densidad de kernel
como

=R k(20 = Z0), (4.4.4)
=1

donde £y, (-) es una kernel bidimensional y h = (hy,h2)" € R2 es el pardmetro de la
amplitud de la barra con |h| = hq ha.
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Aqui, se usa la forma multiplicativa de kernel dada por kp(z,y) = kp, () kn,(y) con
kiny (2) = hi k(2 /hy), Kny(y) = hy "k(y/h2) v & una funcion de densidad simétrica univa-
riada.

Observacion 4.4.2.

Esta estructura multiplicativa coincide con las suposiciones del método CL. v

Se puede ver el problema de reserving como un problema en la estimacién de la den-
sidad dentro de la regién limite definida por el tridngulo de reclamaciones. Puesto que el
objetivo es predecir la densidad en todo el cuadrante que incluye el futuro en la parte
inferior del tridngulo, se supondra una estructura multiplicativa y se usara el método de
integracion marginal por Linton&Nielsen (1995) para dar un estimador lineal multiplicativo
de la densidad.

4.4.3. El estimador lineal local no estructurado en las observaciones del triangulo

Nielsen (1999) extendi6 el principio de la estimacion lineal local a la estimacion de la
densidad multivariada no paramétrica con regiones limite arbitrarias.

Sea f una funciéon de densidad bidimensional con soporte en el tridngulo Z = {z =
(z,9)"|0 < 2,y < I,z +y < I},I > 0. El estimador lineal local de Nielsen se define en
cada punto zy = (g, 10)' € Z con solucién g del siguiente problema de minimizacion

0 . P 2

(AO> = argmin {lfm/ [fb(z) — 09 — Ol (20— 2)| Kn(z— zo)dz} , (4.4.5)
@1 b—0 J1

donde fy(z) = n=2(by, by) " o k(2 — z0) es el estimador estandar de kernel en (4.4.4)

en el punto z con pardmetro de amplitud b = (b1, b2)! € Ri v k una kernel bi-dimensional.

Notese que este estimador sélo estd definido en el tridngulo de observaciones y por lo
tanto no es apropiado para propositos de prondstico.

4.4.4. El estimador de la densidad lineal local

Ahora se supondra que la densidad objetivo en el cuadro § = {z = (z,9)0 < z,y < I}
es multiplicativa, i.e., f(z,y) = fi(z)f2(y). El método de integracion marginal, Linton &
Nielsen (1995), se puede extender al problema de estimacion de la densidad siguiendo los
siguientes dos pasos:

1. A partir de los datos observados, estimar la densidad conjunta en el conjunto de
observaciones Z con el estimador f,i(x,y), es tal que los estimadores lineales locales
estan dados por (4.4.5).
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2. Supongase que la densidad objetivo es de la forma f(x,y) = fi(x) f2(y), entonces los
estimados de fi(z) y f2(y) estan dados por la minimizacion

min [ (Fw) = @) h) wlo)dady, (14.6)

donde w(x,y) es una funciéon ponderadora.

— -1
Si se tomard w(zx,y) = (fé(x,y)) , la minimizacién del paso 2 se puede desarrollar

utilizando el siguiente algoritmo iterativo:

(i) Considérese un estimador inicial del componente f; denotado por fl(o). Sea f(o) el esti-
mador no-estructurado para la densidad en Z definida en el paso 1.

(ii) Usando jA’l(O), flz,y) =~ j/’\l(o) () f2(y), entonces
[t ) [ 70w
Zy Zy
con Z, = {z|(z,y) € T}.

Entonces el estimador para fs es

Jz, FO (e, y)dz
) == :
’ fIy J?l(O) (v)dx

(iii) Utilizando fél), se obtiene el estimador de f; como

3y _ J P
' fzz A2(1)(y)d3/

con Z, {y|(z,y) € Z}.

(iv) Repitiendo los pasos (ii)-(iii) hasta obtener el criterio de convergencia deseado.

A partir de este algoritmo se obtienen estimados en un punto del cuadro § = {z =
(z, y)T|0 < z,y < I}. El tnico requisito es elegir un funcion de kernel, x, y el parametro de
amplitud, h, de tal forma que el nivel de suavizamiento sea el adecuado. La eleccién de k se
puede hacer mediante argumentos préicticos o tedricos, ya que el impacto en el estimador es
menor. A diferencia de la eleccién del parametro de amplitud donde se afecta directamente
el estimador de kernel.
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4.45. Correccién multiplicativa sesgada

En esta parte, se considera una segunda mejora al estimador de kernel a través de téc-
nicas de reduccién de sesgo. Se sabe que los métodos de kernel proporcionan estimadores
sesgados. Para la estimacién de la reserva, el sesgo se debe corregir ya que de no ser asf
lleva a calculos de la reserva erréneos con consecuencias importantes en la solvencia de las
aseguradoras.

Existen varios métodos de reduccién de sesgo para mejorar las estimaciones de kernel en
los puntos de la curva. Aqui, se considerara el método de correccién de sesgo multiplicativo
(MBC) (Jones, Linton & Nielsen (1995)) para la estimacion de la densidad univariada. El
estimador se genera en dos pasos. Primero se define un estimador de correccién de sesgo
multiplicativo para la densidad en el tridngulo de observaciones como un estimador MBC
no-estructurado. Segundo, se aplica el método de integraciéon marginal para generar un es-
timador de la densidad MBC estructurado.

Considérese el estimador lineal local no-estructurado (4.4.5). Dendtese a este estimador
como fz ., con soporte en 7, entonces se define al estimador MBC no-estructurado como

~T ~ s
fusen(?) = foon(2)g0Ln(2), (4.4.7)
onde gy 5, es el estimador lineal local de el cociente ﬁ obtenido a partir la mini-

LL,h\?
mizacion del la siguiente expresion en ¥
~ 2

min {Hm/ [fb(z) — (W — Tt (2 — z))fth(z)] k(2 — zo)dz} . (4.4.8)

Po,1 | b—=0 J1 ’

Ahora, a partir del estimador definido en la ecuacion (4.4.7) y utilizando un método
como el descrito en la Subseccién 4.4.4, se obtiene el estimador de las densidades f1 y fo
junto con el estimador MBC estructurado.

4.4.6. Eleccién del grado de suavizamiento

Es necesario hacer una eleccién del pardmetro de amplitud a través de un criterio de
optimalidad. Sin embargo, para una estimacién de kernel, la elecciéon teérica de la amplitud
6ptima no es viable, por lo tanto se necesita de una estimacién razonable de este parametro.

Para los estimadores de la densidad de kernel definidos anteriormente, la amplitud es
un pardmetro bidimensional, h = (hy, h2) ", que controla el grado de suavizamiento en cada
direccion. Especificamente hi, he € (0,00), donde hq es el grado de suavizamiento en la
direccién de ano de suscripcién y ho en direccién del desarrollo .
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Existen varios métodos para la eleccién de la amplitud en una densidad bivariada. Uno
de los més simples y comunes es el método cross-validation, el cual estima la amplitud 6p-
tima de una muestra de datos. En este trabajo se proponen dos candidatos con estructura
multiplicativa para la estimacién de la densidad a partir de una muestra de los datos ob-
servados en el tridngulo, el estimador lineal local y una version del MBC. Aqui se propone
simplemente usar el cross-validation para encontrar un “buen” estimador no-estructurado
de la densidad en el tridngulo de observaciones, y a partir de éste calcular las correspon-
dientes densidades estructuradas siguiendo el método de la Subseccion 4.4.4.

Ya sea para el estimador de la densidad no-estructurado en el tridngulo Z, el estimador
lineal local sz p, 0 el estimador MBC f]zWBCh, el valor del cross-validation se define como

CV(h) = /I FE(2)2dz -2 /I PN 2)dF 2),
=1

donde f}%’[ﬂ] es la versién leave-one-out de los estimadores E y ﬁn es la funcién de dis-
tribucién empirica de la muestra. El parametro de amplitud cross-validation resulta de la
minimizaciéon de CV(h). La forma multiplicativa del estimador cross-validation se define
de una manera similar.

4.4.7. Prediccién/pronédstico de las reclamaciones pendientes

Como ya se menciond, el método Chain-Ladder continuo no proporciona predicciones
fuera de la estructura triangular definida. Sin embargo, en el estudio del calculo de reservas
no basta con dar estimados para las reclamaciones individuales sino se busca proporcionar
una forma de predecir las reclamaciones futuras.

De acuerdo al método CL, ya se mostrd que para estimar las reclamaciones pendientes
se suman los valores pronosticados de las reclamaciones en el tridngulo inferior, i.e. para
jed{l,...,J -1}

J J
Cij= E Nigivjr1= E QG i T—itj+1-
—1 =1

Para el modelo continuo, estas predicciones se definen como
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Definicién 4.4.2. (Prediccion de reclamaciones)

Para el tiempo I +t con t € (0,1), se define

A~ J -~ ~
Ct :’7'/0 fl(x)f2(<]7$+t) dSU

7 es el total de riesgos expuestos en 7.

Las predicciones se derivan del método CL y el modelo de estimaciéon continuo. Sélo
como una extension de la forma en la que se “agrega” la informacion.




Conclusién

En este trabajo se estim6 la reserva de reclamaciones pendientes con diferentes meto-
dologias, clasica (Chain-Ladder) y Bayesiana, y se quiso hacer una comparacion para saber
en que casos cual método es mas conveniente. Al final del trabajo la postura que se tomo
fue la siguiente.

Una primera impresion de los modelos mecanicos (razon, Chain-Ladder y Bornhuetter-
Ferguson) fue que no resultarian “buenas” estimaciones sobre las reclamaciones futuras, al
tratarse de algoritmos recursivos basados de informacion pasada, “promedios ponderados”
como factores de desarrollo y parametros a priori propuestos. Pero esta idea determinista
del método Chain-Ladder fue remplazada con el modelo de Mack suponiendo una distribu-
cion libre y asi proponer una forma de medir que tan buena es la estimacion.

La idea de solucionar este problema se basa en calcular el error cuadratico medio de
prediccién y éste se conforma de dos conceptos, el proceso varianza y el error de estimacién
del parametro, entonces el objetivo fue minimizar el ECMP. Como no es posible reducir el
proceso de varianza ya que es la aleatoriedad de los datos, lo que se minimiza es el error de
estimaciéon. La manera de evaluar la calidad de estimacién de los parametros y predictores
es a partir del primer y segundo momento.

Con el uso de metodologias Bayesianas subyacentes, en el Capitulo 3, el método Benktander-
Hovinen propone estimar la siniestralidad ultima con mezclas de estimadores de siniestra-
lidad dltima obtenidos para los métodos CL y BF para estimar la siniestralidad ultima,
asignandoles un peso a cada uno. Cabe resaltar que lo importante de esta metodologia
es mostrar como la mezcla en funcion del peso que pondera a los estimadores converge
al estimador de siniestralidad tltima del método CL, y motivo al estudio de modelos de
credibilidad para obtener los pesos 6ptimos de estos estimadores.

El estudio del método de simulacién bootstrap, en primera instancia, era adicional para
obtener muestras de las observaciones y simular una distribucién empirica a priori de los
datos individuales necesaria para las hipotesis Bayesianas. Lo novedoso de este trabajo fue
la combinacién del método bootstrap con la teoria Bayesiana en el método ABC porque si
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bien, ya se habia dado una forma de evaluar la calidad de estimacién de las predicciones
(por momentos) pero no se tenian expresiones cerradas debido a la distribucion libre, de este
modo con el algoritmo bootstrap y cierta suposiciéon distribucional a prior: se da una forma
de obtener la densidad predictiva de las reclamaciones, con la desventaja es que el uso de
este método requiere de un conocimiento computacional avanzado para la estimacién pero
la ventaja es que puede tratar con cualquier verosimilitud aunque sea de compleja expresion.

En los capitulos 2 y 3 se estudiaron modelos que corregian el error de estimacién pa-
ramétrico y no-paramétrico del modelo CL; el capitulo 4 es una extensién del método CL
para corregir el error estadistico en los datos, dificil de apreciar.

El método MCL muestra la diferencia de estimaciéon entre considerar los datos de recla-
maciones pagadas e incurridas por separado o considerar un cociente entre éstas. El objetivo
fue analizar la dependencia entre estos dos tipos de datos con los coeficientes de correlacion
entre los factores de desarrollo y los residuales de los ratios.

El método Double Chain-Ladder y el Chain-Ladder continuo corrigen el error estadistico
que surge de considerar las reclamaciones acumuladas para la estimacién de reclamaciones,
en particular el DCL retoma la técnica antigua para la estimacién de las reclamaciones fu-
turas con el método Poisson para conteo de reclamaciones, donde se demuestra que coincide
con los estimadores Chain-Ladder.

Después de hacer este anélisis con las distintas metodologfas no seria correcto mostrar
una postura sobre cual es el mejor método para estimar la reserva porque depende de la
situacién y los datos que proporcione la aseguradora, la importancia de este trabajo es
observar que la mayoria de los métodos siguen una estructura del modelo Chain-Ladder o
convergen a él, y se describe donde serfa factible aplicar cualquiera de los métodos.

En general, el modelo Chain-Ladder solo no es muy comun utilizarlo, suele “combinarse”
con otros tridngulos (MCL y DCL) o incorporar informacion externa (Bayesianos y credi-
bilidad) para precisar la estimacion de las reclamaciones futuras.

El paquete Chain-Ladder de R proporcioné una forma de implementacién de los mé-
todos més practica, y asi obtener una estimacién numeérica de las reservas, ademas es una
forma facil de compararlas y decidir cual método es el més apropiado para el conjunto de
datos considerado.

En este caso, se dio una conclusién en particular sobre los datos observados dado que
como en algin momento se mencioné, las interpretaciones no siempre seran las mismas a
pesar de que los datos sean los mismos.
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Apéndice A

Aspectos generales del algoritmo
Metropolis-Hastings

A.1. Cadenas de Markov

Definicién A.1.1. (Cadenas de Markov)

Una cadena de Markov {X;}!_ es un conjunto de variables aleatorias Xo, X1, ..., X;
tales que la probabilidad de X; dado las variables pasadas s6lo depende de la anterior,
i.e.,

P(X¢[Xo, ..., Xi—2, Xe-1) = P(Xe| X¢-1),

a esta distribucién se le conoce como transicion o Markov kernel, K.

Primero se describira el funcionamiento del método Monte Carlo cadenas de Markov
(MCMC). Dada una densidad objetivo f, se puede obtener una Markov kernel con distri-
bucién estacionaria f, y asi se genera una cadena de Markov (X;) a partir de K, de tal
modo que la distribucién limite de X; es f y se pueden aproximar sus integrales de acuerdo
al Teorema Ergodico. Robert & Casella (2010).

La dificultad de este proceso es la construccién de K ya que estd asociada a una distri-
bucién arbitraria de f. Pero existen métodos para obtener dicha K que son teéricamente
validos para cualquier densidad f. El algoritmo Metropolis-Hastings y el muestreo de Gibbs
(que a continuacion se estudiarén), son ejemplos de estos.
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A.2. Algoritmo Metropolis-Hastings

A partir de la definicién anterior, el algoritmo Metropolis-Hastings (M-H) que a conti-
nuaciéon se describird genera variables correlacionadas de una cadena de Markov.

Una caracteristica por la cual es importante considerar este método, es que a partir
de las diferentes propiedades de convergencia de una cadena de Markov, se pueden hacer
suposiciones que simplifiquen la dificultad de muestreo para ciertos casos. Pues por una
parte, dado que los requisitos con los que tiene que cumplir la densidad f son minimos, se
permite hacer ajustes cuando es el caso donde se tiene muy poca informacién de ésta. Otra
razén, es que la estructura Markoviana puede descomponer problemas de gran dimensién
en un conjunto de pequenos problemas més sencillos de resolver.

Para el algoritmo M-H, dada la funcién objetivo f, asociada a un proceso condicional
con densidad ¢(y|z), de facil simulacion, y ademds ¢ puede ser arbitraria, si cumple que

para un valor fijo de X la distribucién es conocida y que ¢(-|x) tiene la suficiente

dispersién en el soporte de f.

La principal caracteristica del algoritmo Metropilis-Hastings es que dada cualesquiera
q, se puede construir a K tal que f es una funcién estacionaria.
A.2.1. El algoritmo Monte Carlo para cadenas de Markov

El algoritmo M-H relacionado con la densidad objetivo f y la densidad condicional g,
genera una cadena de Markov, (X;), a través de la siguiente transicion de kernel.

Algoritmo A.2.1. (Algoritmo Metropolis-Hastings)
Dada X,
1. Genera Y; ~ q(y|zy).

2.
X Y; con probabilidad p(xy, Yy)
17 2 con probabilidad 1 — p(ay, Yy),

(1) dlaly)
donde plz,y) = {f(:r) q(ym>’1}'

La distribucion ¢ es conocida como la distribucion candidata y la probabilidad p(z,y)
como la probabilidad de aprobacién del modelo M-H. Esta se puede distinguir por la tasa
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de aprobacién, que es el promedio de las probabilidades de aprobacién de las iteraciones,
ie.,

T
p= lim Z (X, Yy) = /p(:v,y)f(x)q(ylx)dydx
t=0

T—o00

Observacion A.2.1.

Esta cantidad evalua el desarrollo del algoritmo. v

El Algoritmo A.2.1 satisface la condicion de balance f(x)K(y|z) = f(y)K(z|y).

A.2.2. El algoritmo Metropolis-Hastings independiente

Como ya se menciono antes, para el método Metropolis-Hastings, se necesita una dis-
tribucion propuesta g que sélo depende del estado actual de la cadena. Si ahora se desea
que la distribucion ¢ sea independiente de este estado, i.e., ¢(y|x) = g(y), entonces se tiene
un caso especial del algoritmo original.

Algoritmo A.2.2. (Algoritmo Metropolis-Hastings independiente)
Dada X,
1. Genera Y; ~ g(y).

2.

. - f(Y)g(x) }
Y; con probabilidad min<{ ——F——=,1
Xppp=4 0P {fm)gm)

Tt e.0.C.

Este método se puede interpretar como una simple generalizaciéon del método aceptar-
rechazar en el sentido que la distribucién propuesta es la misma que la densidad g como en
éste método. Entonces los valores propuestos para Y; son los mismos.

El estudio del algoritmo M-H es interesante, pero la implementacién es més compli-

cada por la dificultad de construccién de la funcién propuesta, ya que estd funcién estd
fuertemente influenciada por el desarrollo del algoritmo.

A.3. Muestreo de Gibbs

Ahora se extiende el algoritmo MCMC estudiando otra clase de este método llamada
muestreo de Gibbs.
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La aportacion de este algoritmo en especifico es, primero, da mayor calibracion desde la
densidad objetivo y, segundo, descompone problemas complejos (de grandes dimensiones en
la distribucion objetivo, que para una camina aleatoria de M-H serfa imposible de construir)
en un conjunto de problemas mas sencillos, por ejemplo, una serie de densidades de menor
dimension.

A.3.1. Muestreo Gibbs de dos etapas

El procedimiento del muestreo Gibbs de dos etapas, genera una cadena de Markov a
partir de una distribuciéon conjunta f(x,y).

Es decir, si dos variables X y Y tienen una distribucion conjunta f(x,y), con sus corres-
pondientes densidades condicionales f(y|x) v f(z]y), entonces las dos etapas del muestreo
de Gibbs genera una cadena de Markov (X¢,Y;) de acuerdo a los siguientes pasos:

Algoritmo A.3.1. (Muestreo Gibbs de dos etapas)
Supoéngase Xg = xg, parat =1,2,... se genera
LY~ fyx (lze—1).

2. Xy~ fxy (-lye)-

El Algoritmo A.3.1 es de facil implementaciéon siempre y cuando las simulacion de las
condicionales sea factible. Esto también es facil de ver porque, si (Xy,Y;) tienen una dis-
tribucién f, entonces X;y1, Y;41 también, esto porque ambos pasos de iteracién t-ésimos
utilizan la simulacién de sus condicionales originales. La convergencia de la cadena de Mar-
kov se garantiza a menos que los soportes de las condicionales no coincidan.

A.3.2. Muestreo Gibbs multi-etapas

Existe una extensiéon del muestreo Gibbs de dos etapas, que es el muestreo de Gibbs
multi-etapas.

Sup6ngase que para alguna p > 1, la variable aleatoria X € X se puede escribir como
X = (X1,Xs,... X)), donde las X;’s son componentes uni 6 multidimensionales. Ademas,
supéngase que se puede simular las correspondientes densidades condicionales f1,..., fp,
ie,parat=1,2,...,p

Xi|$1,$2, sy L1, Tjd 1y -+ - 3 Tp fi(ﬁﬂi‘$1,x2,. ey Lj—1y L4145 - - ,CL‘p).
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Entonces el procedimiento para el muestreo de Gibbs multi-etapas estd dado por la
siguiente transicion de Xy a Xi41.

Algoritmo A.3.2. (Muestreo de Gibbs multi-etapas)
Para la iteracién t = 1,2, ..., dado CL‘gt), e ,x}(,t) se genera
1. Xftﬂ) ~ fl(xlla:(;), . ,xi()t)).
2. XQ(tH) ~ fg(ﬂ?g’a?gt), zgt)7 e ,xét)).

p. XI(,H_l) ~ fp(:vp]xgt)7 .CI,'gt), .. ,a:]()t_)l).

Las densidades f1,..., fp se conocen como condicionales completas, y una ventaja del
muestreo Gibbs es que estas son las densidades utilizadas para la simulacién. Por lo tanto,
incluso en un problema de grandes dimensiones, todas las simulaciones se podrian convertir
en un caso univariado.
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Apéndice B
Familias conjugadas

Cuando se habla de inferencia Bayesiana, surge la idea de una distribucién inicial (a
priori) y una distribucion final (a posteriori), la primera siempre es de eleccion arbitraria
o basada en la experiencia pero esta eleccién no siempre resulta simple para la segunda ya
que puede resultar una funciéon no conocida, i.e., sin expresion cerrada. Sarabia & Goémez
& Vazquez (2006).

Resultaria por tanto 1til realizar una eleccién a priori basada en la simplicidad y conve-
niencia. Por tal motivo, existe una clase de distribuciones a priori conocidas como familias
conjugadas que son muy considerables, en primera porque si la distribucién a priori es de
una familia conjugada, entonces la distribucion a posterior: pertenecerd a la misma familia.
En segundo lugar, las distribuciones conjugadas son lo bastante sencillas como para hacer
una inferencia sin necesidad de un método computacional complejo.

Definicion B.0.1. (Familia conjugada)

Supoéngase una variable aleatoria X con distribucion f(z]f). Una familia de den-
sidades a priori F con parametro 6, es conjugada para el muestreo f(z|f) si pa-
ra cualquier densidad a priori w(0) € F se cumple que la densidad a posteriori
m(0|x) < L(x|0)w(0) € F.

A continuacién se ejemplificara esta definicion con algunas distribuciones a priori per-
tenecientes a familias conjugadas.
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Lema B.0.1. (Muestreo Binomial)

La familia de densidades a priori Beta(a,3) es conjugada para una muestra de
variables aleatorias, X = (X,...,X,), con distribucion Binomial(m, @).

Demostracion:

Supé6ngase que la muestra X de tamafio n tiene distribucién Binomial con parametros
m y 0, con funcién de verosimilitud estd dada por

L(z]0) oc ™ Xi=1@i(1 — g)rm—isa i

Si la familia de densidades a priori es beta, entonces una distribucién a priori de esta
familia tiene la expresion

m(x]0) < 04711 — 9)PL.

Por lo tanto, dada una distribucién inicial de esta familia, su distribucién a posteriori
sera

7(0]z) o 9Ot Lim w1 — gy Xim -1 | Betq (oz + in, nm — le + ﬁ) :

i=1 =1

Lema B.0.2. (Muestreo Binomial-negativa)

La familia de densidades a priori Beta(a,3) es conjugada para una muestra de
variables aleatorias, X = (Xy,...,X,), con distribuciéon Binomial-negativa(r,@).

Demostracion:

Supongase que la muestra X de tamano n tiene distribucién Binomial-negativa con
parametros r y 6, con funcién de verosimilitud estd dada por

L(z]0) o< 6™ (1 — )™,

Si la familia de densidades a priori es Beta, entonces una distribucién a priori de esta
familia tiene la expresion

m(z]f) o< #2711 — 9)P L,

Por lo tanto, dada una distribucién priori de esta familia, su distribucién posteriori sera

m(0|z) o 9T L1 — )" THFL © Beta(a 4 nr,nT + B).
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Observacion B.0.1.

En general, dada una distribucion a priori Beta(a, ), para una muestra de tamafio n
con cualquier distribucién de muestreo de tipo Bernoulli, Binomial, geométrica o Binomial
negativa, entonces la distribucion a posteriori es Beta(a + x, 5 +n — x). v

Lema B.0.3. (Muestreo Poisson)

La familia de densidades a priori Gamma(a,1/8) es conjugada para una muestra
de variables aleatorias, X = (X1,...,X,), con distribucion Poisson(\).

Demostracion:

Supongase que la muestra X de tamano n tiene distribuciéon Poisson con pardmetros A,
con funcién de verosimilitud estd dada por

L(z|\) oc A®e™m,
donde, T es la media muestral y una estadistica suficiente, 7 = 2 3% | ;.

Si la familia de densidades a priori es gamma, entonces una distribucién a priori de
esta familia tiene la expresién
(M) oc A2 1e(=5Y),

Por lo tanto, dada una distribucién a priori de esta familia, su distribucién a posteriori

sera
_ 1
T\|Z) oc NEFele= (BN | Gamma <mc+ o, > .
A 0+ 5)

Lema B.0.4. (Muestreo Poisson)

La familia de densidades a priori inversa Gaussiana [G(u, @) es conjugada para una
muestra de variables aleatorias, X = (X,...,Xy), con distribucién Poisson(A).

Demostracion:

Si la familia de densidades es inversa Gaussiana con parametros p, ¢ > 0, entonces una
distribucién a priori de esta familia tendré la expresién

2

m(A) x )\gexp{—;;ﬁ - 2'1;)\}
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Por lo tanto, dada una distribucién a priori de esta familia, su distribucién a posteriori
sera

2
1
1 A (“\/ 2n¢+1) 1 1 )
() oc A" 2" Lexp | — - ~ GIG <nm— — 1 ) ) :
anﬁﬂ 2)\2n$+1 2 2ngp+ 1" 2neo + 1

que corresponde a una distribucién Gamma inversa generalizada.

Lema B.0.5. (Muestreo de datos Gamma(a,1/3), con o conocido)

La familia de densidades a priori para § ~ Gamma(a,1/b) es conjugada pa-
ra una muestra de variables aleatorias, X = (Xi,...,X,), con distribucion X ~
Gamma(a,1/53), con a > 0 conocida.

Demostracion:

Supéngase una muestra X de tamano n donde X|5 ~ Gamma(a,1/8) con a > 0
conocida, entonces la funcién de verosimilitud estd dada por

L(z|B) o e "7,

Si se elige una densidad a priori gamma para 3, entonces la distribucién a posteriori
esta dada por

77(5|33) o 5na€fnﬁfﬁaflefbﬁ

o Bna-i—a—le—(nf'i‘b)ﬁ ~ Gamma (TLOé +a,

D)

Lema B.0.6. (Muestreo de datos exponenciales)

La familia de densidades a priori para A\ ~ Gamma(a,1/8) es conjugada para
X|A ~ exp(N).

Demostracion:

Supoéngase una muestra X de tamano n donde X|\ tiene una distribucion exponencial
con parametro A, entonces la funcién de verosimilitud esté dada por

L(z|)\) ox A"e ™,
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que combinada con una distribucion a priori Gamma(ca,1/3) con funcién de distribu-
cion
7(A) ox A LemPA

entonces la distribucién a posteriori estd dada por

T(A|x) anta—lo—(na+B)A,

Lema B.0.7. (Muestreo de datos uniformes)

La familia de densidades a priori para 6 ~ Pareto(a, ) es conjugada para una
muestra de variables aleatorias, X = (X1,...,X,,), con distribucion X ~ Unif(0,0).

Demostracion:
Supoéngase una muestra z = (z1,...,2,) de tamafio n con distribuciéon uniforme en el

. 1 1, si se€A
intervalo (0, 6), entonces f(x;|0) = 51'(079) (x;), donde I4(s) = { 0. coc.

La funcién de verosimilitud estd dada por

L(Q?w) X H_n I(ﬂpo)(Q),
donde, x; = max(z1,...,xy,) es una estadistica suficiente.

Considerando una distribucion a priori Pareto(a,b) con funciéon de distribucion
7‘—(0) X ea—l I(b,oo) (9)7
entonces la distribucién a posteriori esta dada por
m(0lz) o 07" Iig,00)(0)0% " Iip,00)(0)
o g (atn)—1 L, a0,00) (0) ~ Pareto (a + n, bmax)

donde bysx = max{w;, b}.
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La siguiente tabla muestra una recopilacién de familias conjugadas

Verosimilitud (X)

Distribucion a priori ()

Distribucion a posteriori (0] X)

X ~ Poisson(6)

0 ~ Gamma(a,1/b)

G <+ z, — )
amma | a + nZ, ——
(b+n)

X ~ Poisson(0)

0 ~ IGamma(p, B)

_ 1 1 o
GIG (”x_ 2’“\/2n¢+1’ 2n¢+1>

X ~ BinNeg(r,0)

0 ~ Beta(a,b)

Beta (a +nr,b+ nf)

X ~ Bin(m,0)

6 ~ Beta(a,b)

Beta <a +nz, b+ mn — nT)

X ~ Gamma(a,1/0)

0 ~ Gamma(a,1/b)

Gamma [ a + na #
" (b+ n7)

X ~ N(6,0?)

6 ~ N(u, 5%

po? +nzS? 0252
02 +tS%2 o2 452

X ~ Unif(0,0)

0 ~ Pareto(a,b)

Pareto (a +n, bM>, by = max{x;, b}




Apéndice C

Libreria Chain-Ladder de R

La paqueteria de R, ChainLadder , contiene algunos de los métodos estadisticos mas
comunes para el cilculo de la reserva de reclamaciones.

La instalacion de la paqueteria es facil y se realiza desde el Comprehensive R Archive
Network (CRAN).

Cédigo de R

R> install.packages (’ChainLadder’)

Cébdigo de R

La instalacion se realizo exitosamente si al ejecutar el comando library(ChainLadder)
arroja el siguiente mensaje

Cédigo de R

R> library ("ChainLadder", lib.loc="~/R/win-library/3.2")
Welcome to ChainLadder version 0.2.2

Type vignette (’Chainladder’, package=’ChainlLadder’) to access
the overall package documentation.

See demo (package='ChainLadder’) for a list of demos.

More information is available on the ChainlLadder project web-site:
https://github.com/mages/ChainlLadder

To suppress this message use:
suppressPackageStartupMessages (library (ChainLadder))

Cédigo de R
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C.1. Triangulos de datos

El triangulo de reclamaciones es donde las aseguradoras registran los siniestros para
cada periodo de exposicion (ano de origen).

En ocasiones los datos no son guardados en la forma triangular, i.e., provienen de tablas
donde los datos son recopilados en forma de lista. La paqueteria, ChainLadder contiene el
comando CSV-file que puede convertir datos desde una tabla a la forma triangular y regre-
sarla a su forma original de nuevo.

Por ejemplo, supéngase que los datos provienen de otro software, el comando read.csv
generard una lista de todas las observaciones organizadas por afio de origen, periodo de
desarrollo, valor y linea de negocio (lob), ademéas genera un resumen por cada categoria
mencionada, i.e.,

Cédigo de R

R> #Bases de datos
R> archivo.fuente<-file.path(system.file ("Database", package="ChainLadder"), "Datos.csv")
R> datos<- read.csv(archivo.fuente)
R> #Muestra la tabla de datos
R> head (datos)
origin dev wvalue lob

1 1977 1 153638 ABC
2 1978 1 178536 ABC
3 1979 1 210172 ABC
4 1980 1 211448 ABC
5 1981 1 219810 ABC
6 1982 1 205654 ABC

R> #Resumen por categoria
R> summary (datos)

origin dev value lob

Min. : 1.0 Min. : 1.000 Min. : —-17657 AutoLiab :105
1st Qu.: 3.0 l1st Qu.: 2.000 l1st Qu.: 10324 GeneralLiab :105
Median : 6.0 Median 4.000 Median : 72468 M3IR5 :105
Mean : 642.1 Mean 4.609 Mean : 176632 ABC : 66
3rd Qu.:1979.0 3rd Qu.: 7.000 3rd Qu.: 197716 CommercialAutoPaid: 55
Max. :1991.0 Max. :14.000 Max. :3258646 Genlns : 55

(Other) :210

Cédigo de R

Se puede tener un subconjunto de los datos con los que se desea trabajar, en este caso se
seleccionaran los datos ya considerados anteriormente, i.e., de la linea de negocio “Genlns”.

Cédigo de R

R> #Filtro de la base de datos

R> datos.genins<- subset (datos, lob in "GenIns")

R> #Muestra los datos en forma de lista del tridngulo GenIns
R> head(datos.genins)
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122
123
124
125
126
127

origin dev
1

oUW N
[ =S S =

value
357848
352118
290507
310608
443160
396132

lob
Genlns
GenlIns
GenlIns
Genlns
GenIns
Genlns

Cédigo de R

Para transformar los datos de la tabla a su forma triangular se usa el comando as.triangle.
Los argumentos que recibe esta funcion son la tabla de datos, el nombre de los encabezados
para los anos de origen y desarrollo, respectivamente y ademés la columna con los valores,

Cédigo de R

6
574398
320996
146923
352053
470639

NA
NA
NA
NA

ie.,

R> #Convertir tabla de datos a un objeto tridngulo

R> genins.tri <- as.triangle(genins,origin="

R> #Objeto triéngulo

R> genins.tri

dev

origin 1 2 3 4 5
1 357848 766940 610542 482940 527326
2 352118 884021 933894 1183289 445745
3 290507 1001799 926219 1016654 750816
4 310608 1108250 776189 1562400 272482
5 443160 693190 991983 769488 504851
6 396132 937085 847498 805037 705960
7 440832 847631 1131398 1063269 NA
8 359480 1061648 1443370 NA NA
9 376686 986608 NA NA NA
10 344014 NA NA NA

Notese que los datos se guardaron en un tridngulo de observaciones incrementales.

. _NA NA
Cédigo de R

7

8

origin", dev="dev",value="value")

9

10

146342 139950 227229 67948
527804 266172 425046
495992 280405

206286
NA
NA
NA
NA
NA
NA

NA
NA
NA
NA
NA
NA
NA

NA
NA
NA
NA
NA
NA
NA
NA

NA
NA
NA
NA
NA
NA
NA
NA
NA

Para regresar a la forma de tabla de nuevo a partir de este tridngulo, se tiene el siguiente
comando,

R> genins.tab <- as.data.frame (genins.tri,

Cédigo de R

#Convertir tridngulo de datos a la forma tabla

R> #Muestra de
R> head(genins

origin dev
1

oUW N
[ =N S

datos en forma de lista

.tab)

value
357848
352118
290507
310608
443160
396132

Cédigo de R

na.rm=TRUE)
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C.1.1. Importacién de tridngulos de otras fuentes

Cuando los datos analizados son propios, provenientes de otras fuentes donde fueron
procesados.

R proporciona una forma de poder importar bases de datos almacenados en hojas de
calculo. A continuacion se dard una forma de importar un archivo .csv.

El primer paso es abrir un nuevo libro de Excel y copiar el tridngulo en la celda Al,
con la primera columna siendo el primer ano de origen de accidente y el primer rengléon
describe su periodo de desarrollo.

Asegurese de que los datos no contengan encabezados y ningun tipo de formato, por
ejemplo, comas para separar miles, celdas del tipo caracter, etc., y gudrdese como un do-
cumento .csv(delimitado por comas).

Por ejemplo,

Inicio Insertar Disefio de pagina Férmulas Datos Revisar Vista Desarrollador @ ;Qué desea hacer?

s . - = = =
70| Calib -l Ajustar text N - ?] AR = u - El
D @ - alibri A A EF Ajustar texto imero = E2 o B FE
Pegar - N K 5 - | Fir ay . A. SlE=E== EE= ECnmbinarycentrar - $ - 04 o0 (-dg _',‘33 Formato  Dar formato Estilos de Insertar Eliminar Formato
o condicional ~ como tabla~ celda~ o o =
Portapapeles & Fuente 5] Alineacién -] Nimera 5] Estilos Celdas
Al - f 5946975
A B C D E F G H | J K L

1 5,945,975_| 9,668,212 10,563,929 10,771,690 10,978,394 11,040,518 11,106,331 11,121,181 11,132,310 11,148,124
2 | 6346756 9,593,162 10,316,383 10,468,180 10,536,004 10,572,608 10,625,360 10,636,546 10,648,192
3 | 6269090 9,245,313 10,092,366 10,355,134 10,507,837 10,573,282 10,626,827 10,635,751
4 | 5863,015 8546239 9,268,771 9,459,424 9,592,399 9,680,740 9,724,068
5| 5778885 8§524,114 9,178,009 9,451,404 9,681,692 9,786,916
6 | 6184793 9,013,132 9,585,897 9,830,796 9,935,735

7 | 5,600,184 8493931 9,056,505 9,282,022

8 | 50288066 7,728,169 8,256,211
9 | 5,290,793 7,648,729
10| 5,675,568
11

Ahora, abrir R e introducir el siguiente codigo que el cudl convertird el archivo .csv en
un objeto triangle v asi ser manejado a partir de este software.

Cédigo de R

R> #Comando de R

R> #Seleccidén interactiva del archivo

R> miarchivo <- "path/to/folder/with/Triangulo.csv"
R> archivo.csv <- file.choose ()

R> #Seleccidén manual del archivo
R> #Ruta donde se almacena tridngulo
R> archivo.csv <- "C:/Users/Daniel Alfaro/Tesis Alfaro/Aplicacién en R/Triangulo.csv"

R> #Leer el archivo
R> tri <- read.csv(file=archivo.csv, header = FALSE)

R> #Conversidén a un objeto triangle
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R> tri <- as.triangle(as.matrix(tri)
R> # etiquetas de columnas

R>#etiquetas de renglones

R> #Objeto triangle
R> tri
dev

origin 1 2 3 4
2001 5946975 9668212 10563929 10771690
2002 6346756 9593162 10316383 10468180
2003 6269090 9245313 10092366 10355134
2004 5863015 8546239 9268771 9459424
2005 5778885 8524114 9178009 9451404
2006 6184793 9013132 9585897 9830796
2007 5600184 8493931 9056505 9282022

2008 5288066 7728169 8256211 NA
2009 5290793 7648729 NA NA
2010 5675568 NA NA NA

5
10978394
10536004
10507837

9592399
9681692
9935735
NA
NA
NA
NA

R> colnames (tri)<—c ("1","2", 3" mgn wgw wgn wyw wmgm wgm wign)

6 7

8

R> rownames (tri)<-c("2001","2002","2003","2004","2005","2006","2007","2008","2009","2010")

9

10

11040518 11106331 11121181 11132310 11148124
10572608 10625360 10636546 10648192
10573282 10626827 10635751

9680740 9724068

9786916 NA
NA NA
NA NA
NA NA
NA NA
NA NA

Cédigo de R

NA
NA
NA
NA
NA
NA
NA

NA
NA
NA
NA
NA
NA
NA
NA

NA
NA
NA
NA
NA
NA
NA
NA
NA

Si los datos provienen de una base de datos, R facilita su acceso utilizando paqueterias
para SQL, por ejemplo, una conexion ODBC.

La paqueteria ChainLadder incluye un demo donde se muestran casos cuando los datos

son importados desde una base de datos ,por ejemplo MS Access,

R> demo (DatabaseExamples)

Cédigo de R

Cédigo de R
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