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Capitulo 1

Introduccion

La Teoria de la Probabilidad es una rama de las matemaéticas cuyo ob-
jetivo es estudiar los fenémenos aleatorios. El estudio de éstos comenzaron
a indagarse hace varios siglos atras pero sin un rigor matematico adecuado.
Fue hasta el siglo XIX cuando Andréi Kolmogorov establecié los fundamen-
tos matemaéticos de esta area de estudio.

Paul Malliavin (Septiembre 10, 1925 - Junio 3, 2010) fue un matemético
francés que contribuyé de manera notable a la Teoria de la Probabilidad al
introducir un conjunto de técnicas que llevan su nombre (Célculo de Mallia-
vin) para analizar ciertos espacios de probabilidad, llamados de Weiner.

Entre una de sus publicaciones destacadas yace un libro titulado “Integra-
tion and Probability”, véase [7], en el cual expone un camino para abordar
la Teoria de la Probabilidad: una interaccion entre diversas disciplinas de
las matematicas; varias ramas de ésta trabajando conjuntamente, entre las
cuales destacan el Analisis, el Algebra, la Topologia, la Teoria de la Medida,
entre otras.

El objetivo de este trabajo es mostrar esta filosofia y atender parte del
conocimiento necesario para entender tanto a la Teoria de la Probabilidad en
general, como el Calculo de Malliavin mencionado anteriormente. Comun-
mente el trato que se le da a la Probabilidad es en cierto modo aislado,
cuando ésta puede ser enriquecida o ampliada con el conocimiento de otras
areas, y que dejan bastantes vacios durante su estudio cuando es abordada de
manera “tradicional”.Asi, el propdsito principal es dar un rigor matematico

VI



1. INTRODUCCION VII

més sélido a la Teoria Probabilistica en el espacio L?, que el usual.

El capitulo 1 tiene por objetivo dar una prueba del Teorema de Repre-
sentacion de Stone, el cual fundamenta la relacién entre los eventos de un
algebra Booleana y el calculo 16gico. Se abordan los espacios de probabilidad,
se da una demostracion del Teorema de Dynkin cuya importancia radica en
el nexo que crea entre dos espacios cocientes de probabilidad y las variables
aleatorias. Se dan resultados sobre distribuciones, el concepto de esperanza
y diferentes tipos de convergencia.

El capitulo 2 versa sobre la esperanza condicional en el espacio L2, su
extensién a L', asf como una demostracién de la desigualdad de Jensen me-
diante aproximacion por o—algebras finitas. Finalmente el estudio de este
operador en el espacio LP.

El capitulo 3 corresponde a la independencia y ortogonalidad de o—alge-
bras y variables aleatorias. El concepto de independencia tiene un rol central
en el estudio de la Teorfa de la Probabilidad. Este es abordado en el espacio
L2, asi como su extensién al espacio L' entre otros.

El capitulo 4 abarca algunas aplicaciones de lo expuesto en los capitulos
anteriores; se exiben algunas demostraciones de la ley débil y fuerte de los

grandes nimeros entre otros.

El capitulo 5 es un compendio de los resultados usados a lo largo del
trabajo.

El capitulo 6 muestra las conclusiones del trabajo.



Capitulo 2

Fundamentos de Teoria de
Probabilidad

2.1. Teorema de Stone

Antes de introducir la nociéon de probabilidad, se presenta una breve des-
cripcién del tipo de modelo matematico usado para representar un sistema
fisico.

Las representaciones pueden estar dadas desde dos puntos de vista dis-
tintos: el punto de vista de la esencia o el punto de vista del fenénemo.

El punto de vista de la esencia, generalmente del matematico puro, con-
siste en pensar que el sistema fisico es perfectamente conocido. Se introduce
el espacio de todos los posibles estados, donde un estado es un punto en dicho
espacio. Este punto de vista es del mecanismo racional.

Por ejemplo el estado de un sistema de n puntos fisicos es completamente
determinado por un punto en R%". Para ello, considérese un vector conforma-
do por n puntos (o estados). Supéngase las dimensiones de longitud, altura y
profundidad, en adicién con la velocidad, la posicion y el tiempo. Bajo esta

descripcion el sistema fisico queda completamente descrito como un vector
en RO

El punto de vista del fenémeno, generalmente del fisico experimental,
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consiste en observar unos cuantos hechos los cuales ocurren en un sistema
muy complejo, en el cual el observador, en un principio, nunca podra entender
su estructura basica. Por ejemplo, un fisico puede usar herramientas de la
Termodinamica para analizar el fendmeno de un gas sin tener que determinar
el estado de todas sus moléculas.

El modelo matematico correspondiente a una representacién fenomenoldgi-
ca esta basado en un calculo légico. Se introduce el conjunto B de todos los
eventos posibles que pueden ser observados y estudiados en el sistema fisico.
B esta dado con la estructura del célculo 16gico en el cual:

» A4 B denota la ocurrencia del evento A o la del evento B

= A . B denota la ocurrencia de ambos eventos, es decir, la ocurrencia
del evento A y la de B.

= 0 denota la imposibilidad del evento y 1 el evento seguro.

Conviene definir los siguientes conceptos.

Definiciéon 1. Sea X un conjunto abstracto no vacio. Una o—dlgebra en
X es una familia A de subconjuntos de X que satisfacen los siguientes tres
azriomas:

1. XeAd
2. Si A, € A entonces A, € A

3. 81 A; € A paratoda i€ N entonces UieN A,e A

Un algebra Booleana en X es una familia B de subconjuntos de X que
satisfacen los axiomas de la definiciéon anterior, inicamente pidiendo que X
sea distinta del vacio y en adicién verifican la siguiente propiedad:

1. Cada unién finita de conjuntos en B esta en B.

Proposicién 2.1.1. El conjunto B de todos los eventos forman un dlgebra
Booleana.
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Demostracion. Se quiere demostrar que B es un algebra Booleana. Para ello
verificamos las propiedades enunciadas anteriormente.

Por definicién, B es el conjunto de todos los eventos, en particular, el
elemento 1 € B. Por otra parte, si A € B y B es el conjunto de todos
los posibles eventos, implica que A € B, ya que denota la contraparte del
evento A, por lo que A° también es un evento. Ademads,para Ay, ..., A, € B
y Anir = 0 para toda k > 1, usando la parte 3 de la definicién anterior se

sigue que
Z A, € B.
k=1
Asi, se concluye que B es algebra Booleana. O]

El punto de vista del fenémeno tiene menos alcance que el punto de vista
de la esencia; sin embargo es mucho mas adaptable para describir ciertas
propiedades importantes.

Por ejemplo considérese un sistema descrito por la informacién que se
suscité en éste hace veinte anos por un dlgebra Booleana B, de eventos, pue-
de ser descrito hoy, después de un anélisis mas detallado, por un algebra
Booleana B;. Todos los eventos que aparecieron hace veinte anos en B, apa-
receran en B;. Entonces hay un mapeo By — B; , el cual conmuta con las
operaciones del calculo légico y permite identificar a By con un algebra B;.

Para ello considérese la inclusién ¢:By — By, entonces A; = A, ya que es
inyectiva y de esta forma se preservan las operaciones del calculo logico antes
descrito.

La manera para describir y entender el sistema estd dada por una su-
cesion de algebras Booleanas By — By — By +— --- donde las flechas son
homomorfismos inyectivos de algebras Booleanas.

Obsérvese que {B;};>0 es una sucesion creciente de dlgebras Booleanas,
i.e., B; C B; para todo i < j, i,j € I, I conjunto indizado, I # (). Luego,
v:B; — B; es inyectiva y preserva el calculo 16gico definido anteriormente;
dicho de otro modo, para cualesquiera A,, A, € By y para todo p,q € I,

PF q
WAy + Ay) = Ap + Ag = 1(Ap) +1(A)
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(A A) = Ay Ay = (A) - 1(A,),

entonces (B;,+, )t (Bj,+,-) es un homomorfismo de dlgebras Booleanas
abstractas para toda i < j, 1,5 € [.

Resulta ser mas natural tratar las operaciones antes definidas con las
usuales en la Teoria de Conjuntos. Entonces el algebra Booleana es un con-
junto B junto con dos operaciones conmutativas y asociativas, denotadas por
AUA vy AnA’, donde A, A" € B. Estas dos operaciones satisfacen una
condicién de distributividad.

Dentro de este contexto denotaremos a 0 como () y X como el conjunto
universal tales que satisfacen AU = A, AN =0, AUX =X, AnX = A.
También, un mapeo denominado complementaciéon,A — A¢ de B en B, el
cual satisface AU A° = X, ANA° =0y (A°° = A, asi como las Leyes de
De Morgan. Finalmente X¢ =0y (¢ = X.

2.1.1. Relacién de Orden

A continuacién establecemos una relacién de orden entre los elementos
del algebra Booleana.

Dada un algebra Booleana B y A, B € B, se dice que A implica B, y se
escribe A < B si AN B = A. Se afirma que (<) es una relacion de orden en
B, esto es, (<) es una relacién reflexiva, transitiva y antisimétrica. Para ver
esto, se tiene lo siguiente:

SiAe B, ANA= Ay sesigue que A < A.

Por otra parte, sean A, B € B y supongamos que A < By B < A. Por
un lado se tiene que AN B = Ay por otro BN A= B, asi A= B, es decir,
la relacion es antisimétrica.

Finalmente sean A, B,C' € B y asumamos que A < By B < C. Luego
AN (BNC) = A. Por la asociatividad de N se obtiene que (ANB)NC = A



2. FUNDAMENTOS DE TEORIA DE PROBABILIDAD 5

y en consecuencia AN C = A, esto es A < C. Por tanto (<) es relacién de
orden en B.

Con respecto a este orden, X es el elemento més grande y ) es el mds
pequeno, esto es, para todo A € B, ) < A < X. En efecto, sea A € By
nétese que P N A = @ lo cual implica que ) < Ay X N A = A implica que
A< X, luego ) < A< X.

Usando la conmutatividad de U y N, notamos que AU B y AN B son
respectivamente, una cota superior e inferior de A y B.

De hecho, A U B es la minima cota superior de Ay By AN B es la
maxima cota inferior de A y B. Para ver esto, sean A, B,C € B tales que
A< CyB<C.Luego (AUB)NC = (ANCYU(BNC) = AUB por lo que
AUB < C, lo que prueba que AU B es la minima cota superior. Ademas,
notese que si D € Btal que D < AY D < B, entonces

(ANB)ND=An(BND)=ANnD=D

de donde se sigue que D < (AN B) lo que prueba que AN B es la méxima
cota inferior.

Una vez establecida la relaciéon de orden procedemos a dar el modelo de
representacion matematico de estas ideas.

Debido a que la transicion del punto de vista de la esencia al del fenémeno
es claro, basta con interpretar la informacion dada por el enfoque matematico
para establecer hechos concretos sobre dicho sistema.

Si © es el espacio de estados del sistema fisico que se ha comenzado a
estudiar, asociamos con un evento A de este sistema el siguiente subconjunto

de €:

A ={weQ:w satisface el evento A} (2.1)

Denotaremos a P(£2) como el conjunto potencia asociado al conjunto €.

Proposicién 2.1.2. La terna (P(2),U,N) es un dlgebra Booleana.
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Demostracion. Obsérvese que por definiciéon, P(Q) = {A C Q}. En parti-
cular Q € P(f) segun la definicién de P(£2). Ademds si A € P(Q), por
definicién del mismo, entonces A € P(Q). Por la definicién, se tiene que
Ui, A € B. Asi la coleccién P(2) es un algebra Booleana. O

En resumen, los datos de una representacion del fenémeno de un sistema
fisico del cual se conoce el espacio de estados 2, son equivalentes a los datos
de una subdlgebra Booleana de P(f2).

2.1.2. Teorema de Representacion de Stone

El resultado principal de esta seccion es el Teorema de Stone, el cual le
proporciona una representacion identificable a las algebras Booleanas. Re-
queriremos de la nocion de filtro para dar continuidad a esta discusion.

Definicién 2. Un filtro F es una familia de B no vacia tal que:

1. Si Ay, Ay € F entonces Ay N Ay € F.
2. Si Ay € F, Ay < Ay, entonces Ay € F.
3. 0¢F.

Definicién 3. Sean Fi, Fy filtros. Se dice que F, es mds fino que Fo si para
todo A € Fy, A € Fi.

Observemos que la relacion de orden dada a los elementos en B es com-
patible con la de filtros.

Proposicién 2.1.3. La relacion de inclusion en la familia F de B define
una relacion de orden en la familia de filtros.

Demostracion. Claramente F; < JFi, por lo que la relacién es reflexiva. Sean
Fi1,Fo € By supongase que F; < Fo v que Fo < Fi. Si B € Fy, entonces
B € Fi y reciprocamente B € F,, luego F; = Fo, y por tanto la relacion es
antisimétrica.
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Finalmente sean Fi, Fo < B. Asumimos que F; < Fy y que Fo < F3. Por
un argumento anteriormente expuesto resulta que F; < F3. Por lo cual se
concluye el resultado. O]

Por otra parte, cada algebra Booleana puede ser representada como una
subdlgebra de P(€2) lo cual es probado en en el siguiente teorema fundamen-
tal.

Teorema 2.1.4 (de Stone). Sea B un dlgebra Booleana. Entonces existe un
espacio compacto €2 y una representacion identificable de B con un subdlgebra
Booleana de P(2) de subconjuntos que son abiertos y cerrados a la vez en Q.

Demostracion. La prueba del teorema se muestra en dos partes: el caso finito
y el caso infinito. La razon de esto es que el caso general absorbe al caso finito,
sin embargo se pierden algunos detalles importantes que vale la pena resaltar.

Supongase que B es un élgebra finita. Es decir card(B) < oo. Definase
como eventos atémicos aquellos que son minimos en B con respecto a la
relacion de orden inclusion; sea entonces €2 el conjunto de eventos atéomicos.

Por otra parte, sea f : B — P(Q) el mapeo definido por B — |J, H,
siendo {H,} los dtomos que conforman a B. En otras palabras B = |J, H, en
virtud de la proposicion A.0.17. Probaremos que tal mapeo es primeramente
un mapeo Booleano, es decir, un homomorfismo que respeta la estructura de
algebra de Boole. Obsérvese que

i) f(0) =
) f(AuB) =U, H,=U; H:UU,; H; = f(A)U f(B).
i) f(ANB) =, H, =, H:N(,; H; = f(A) N f(B).
)

A%y =U, Hy = fe(A).

1

v

Ahora, resta probar que f es un mapeo biyectivo. Supdéngase que

f(A) = f(B) A, BeB.
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Entonces A = B segun la definicién de f. Luego el mapeo es inyectivo.
Por otra parte, sea B € B. Tomando eventos atémicos H, en P(2), por la
proposicién A.0.17 se tiene que para algin B € B, f(B) = UH,. Luego f es
sobreyectiva y, por tanto, biyectiva.

Para el caso infinito, sea 2 el espacio de ultrafiltros (consultese 37) en el
algebra Booleana. Sea ¢ un mapeo de B en P(f2) definido por

e(A)={UeQ:AclU},AeB

Ahora, sean A, Ay € By Ay € U tales que A; > A, donde U es un ultrafiltro
en €. Notese que U € p(As) vy, por definicién de filtro, A; € U, de donde se
sigue que U € p(A;). En consecuencia, ¢ es compatible con la relacién de
orden y por tanto ¢ define un homomorfismo de algebras Booleanas.

Demostraremos que ¢ es inyectiva.

Supéngase que A # B, A,B € U, entonces AN B¢ # () o AN B # ().
Verificaremos el caso en el que ANBC # (), el otro caso es andlogo. Considérese
el siguiente conjunto

F={XeB/X>AnB}

Se afirma que F es un filtro. Para demostrar esta afirmacién debemos mostrar
que se satisfacen las condiciones descritas en la definicion 2.

= Supodngase que A; € Fy Ay € F, entonces A1 > ANBy Ay > AN B°.
Por propiedades conjuntistas A; N Ay > (ANB°)N(ANB¢) = AN B°.

= Supodngase que A; < A, tal que Ay € F, entonces A; € By A; > ANB¢,
como A; < A,, se tiene que Ay > AN B¢, y por transitividad Ay € F.

» Si ) € F, entonces ) € B de tal forma que ) > AN B si y sélo si
AN B¢ = lo cual es una contradiccién. Luego () € F.
Por tanto F es un filtro como se queria demostrar.

Ahora, sea U un ultrafiltro mas fino que F. Obsérvese que para todo
A € Fresulta cierto que A € U pues F < U, luegoU € p(A), perold & p(B),
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de lo contrario, B € U y ANB € U, por tanto ANBNANB =0elU
lo cual es una contradiccién con el hecho de que U es un filtro. Por tanto
©(A) # ¢(B), probando asi que ¢ es inyectiva.

Por otra parte, para dotar a €2 con una topologia, considérese el producto
infinito de conjuntos de dos elementos indexados por los elementos del dlgebra
B, el cual denotaremos por €; = 25. Ya que

Q, = {0,1}"

y {0, 1} es un conjunto finito el cual es compacto, por el Teorema de Tychonoff
(véase [8]) 21 es compacto.

Definase el mapeo @ : 2 — €2y de la siguiente forma:
OU) = {1u(A)} aes (2.2)

donde definimos a 1;(A) como:

1 si AelU
lu(4) = { 0 e.0.c (2:3)

Obsérvese que P es inyectiva por la definicion de ultrafiltro. Bajo esta ob-
servacion, €2 puede ser identificado con un subconjunto de §2;. Para ver esto,
supongase que U # V, donde U,V € . Asi, sea A € U y A & V. Lue-
go las funciones indicadoras 1p(A) # 1y,(A). En consecuencia ¢ es funcién
inyectiva.

Sea €2y identificado con el conjunto de funciones f definido en B y con
valores en {0,1}. Considérese el lema A.0.19 y definanse los siguientes con-
juntos:

Wa=A{fe: f(A)+ f(A) =1} (2.4)

Entonces Wy es subconjunto cerrado de €y, y W = (.5 Wa es un sub-
conjunto cerrado de €2y pues la interseccién arbitraria de conjuntos cerrados
es cerrada.

De la misma forma, obtenemos que los siguientes conjuntos son subcon-
juntos cerrados en 2:

So={fe: f(0)=0}
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Taaw ={f e f(A) < f(A),A< A}
Var am = {fe: f(A” N AW) =1}

Procediendo de manera similar con los conjuntos anteriores

S=S.T= () Taw:V= (] Varur

A,A,GB A”,AIHGB
son conjuntos cerrados.

En virtud del lema A.0.20 se sigue que ®(Q2) = SNT NV NW. De esta
forma hemos probado que ®(2) es un subconjunto cerrado de €;. Con la
topologia inducida por ©;, () es compacto. Esto se sigue ya que ®(2) es
un subconjunto cerrado de un conjunto compacto. Luego, haciendo pull back
en esta topologia se tiene que €2 es un espacio compacto.

Ahora, fijando Ay € B y definiendo fo(U) = 13(Ap). Entonces

(Ag) ={U € Q: fo(U) =1}

Como fj es continua, ¢(Ap) es un subconjunto cerrado de 2. Pero

(p(Ag))¢ = @(A§) es también cerrado, entonces p(Ag) es un subconjunto
abierto y cerrado de (). De esta forma queda demostrado el Teorema de
Stone. O

2.2. Espacios de Probabilidad

Comenzaremos esta seccion recordando la definicion de medida y espacio
medible, utiles para abordar y definir conceptos importantes en el campo de
la probabilidad.

Definicién 4. El par (X, A) que consiste del conjunto X junto con una
o-dlgebra A de subconjuntos de X es llamado un espacio medible.

Definicién 5. Sea (X, A) un espacio medible. Una medida en (X, A) es una
funcion conjuntista u : A — R, donde R es el conjunto de nimeros reales
extendidos, con las siguientes propiedades:
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= pu(0)=0
» u(E) >0 para todo E € A
» [ es o-aditiva, es decir, st {E }es ung sucesion de elementos disjuntos

entre si de A, entonces p U E,) Z u(E

n=1

Definicién 6. Un espacio de medida es una terna (X, A, u1) en la que (X, A)
es un espacio medible y 2 A — R es una medida.

Un espacio de probabilidad es un espacio medible (X, A, 1) para el cual
la medida p verifica que p(X) = 1. En el campo de la Teoria de la Probabili-
dad, la simbologia habitual (2,4, P) representa un espacio de probabilidad.
Denominamos A € A como un evento el cual es un conjunto medible. Tal
medida del conjunto A es llamada la probabilidad de A y la denotamos P(A).

Evidentemente 0 < P(A) < 1 pues, por hipétesis, P(2) =1 y como
1=P(Q)=PAUA) = P(A)+ P(A°) > P(A)
entonces 0 < P(A) < 1. P(-) es llamada la medida de probabilidad.

Definicién 7. Sea (X, A, ) un espacio medible. Un subconjunto Z de X es
llamado negligible si existe A € A tal que n(A) =0y Z C A.

Definicién 8. Una propiedad (P) se dice que es p-verdadera en casi cual-
quier parte (p-a.e) en el espacio (X, A, ) si

{z:P no severifica en z}

esta contenido en un conjunto negligible.

En el campo probabilistico una propiedad que es p-a.e en €) es llamada
casi segura (a.s).

Enseguida enunciaremos algunos conceptos de mapeos medibles impor-
tantes en esta seccion.
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Definicién 9. Dados dos espacios medibles (X, A) y (X', A") un mapeo f
de X a X' es llamado medible si f~'(A) C A'. Denotaremos al conjunto de
mapeos medibles de (X, A) en (X', A) por M((X,A); (X', A)).

Definicién 10. En M((X, A); (X', A") se define la relacion de equivalencia
por f ~ f'si f(z) = f(z) p-a.e. La clase de equivalencia de f es denotada

por f.
Verificaremos que efectivamente ~ es de equivalencia.

» Reflexividad: f(z) = f(z) es p-a.e. pues el conjunto
{z: f(z) = f(x) no se verificaen z} =10,
y siendo el conjunto vacio negligible trivialmente se obtiene f ~ f.

» Simetria: Supéngase que f ~ f', lo que implica que existe A € A
conjunto negligible tal que

/

{z: f(x)=f(z) noseverificaen z}C A
y evidentemente f ~ f.

» Transitividad: Si f ~ f v f ~ f resulta cierto que existen A, B € A
conjuntos negligibles tales que

!/

{z: f(x) = f(z) noseverificaen z} C A

1"

{z:f(x)=f

(x) mno se verificaen z} C B.
Entonces

{z:(f(x)=f ()N f(z)=f (z) nose verificaen z}C AN B.
Luego

{z: f(x)=f (x) no se verificaen z} C ANB.

Se sigue que f ~ f.
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De los incisos anteriores se concluye que f ~ f si f(z) = f(v) p-a.e es
relacion de equivalencia.

Para caracterizar la relacion de equivalencia anterior en un espacio de pro-
babilidad serd indispensable contar con las siguientes definiciones y algunos
resultados generales de espacios medibles.

Definicién 11. El espacio cociente de M para esta relacion de equivalencia
es denotado por

M (X, A) (XL AD) = {[f]  f € M((Q,A); (2, A)}

Definicién 12. Se denotard por L9, (X', A") al espacio cociente de

LOX,A) = M((X, A); (R, Bg)) (2.5)

donde R denota como de costumbre el campo de los nimeros reales y Bg el
algebra de Borel definida sobre el conjunto de los nimeros reales.

Ahora, sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea (Y, B) un espacio
medible. Sea ® : 2 — Y un mapeo medible:

© e M((2,A); (Y, B)).
Entonces una medida de probabilidad P; esté definida en (Y, B) por
P(B) = P(®7(B)).

Verificaremos que efectivamente P; es una medida de probabilidad.

i) P(0) = P(®@'(0)) = P(0) = 0 pues por hipétesis, P(-) es medida de
probabilidad.

ii) P(A) = P(®1(A)) = P(B) > 0 para toda A € B, ®'(A) = B.

iii) Sea {A;};=1"° una sucesién de eventos medibles disjuntos en B, de modo
que {®71(A4;)}2, también lo serd. Entonces

P ([jA) _ p(@l ([jA)) —P(Q@%AQ)

= ZP(CI)‘l(AZ.)) = ZPI(Ai)'
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luego entonces Pi(+) es medida. Més atin, P(Y) = P(®71(Y)) = P(Q) =1
y por tanto es de probabilidad.

Reescribiremos a P; como P; = ®,(P) y la nombraremos la imagen direc-
ta, o simplemente la imagen de la medida de probabilidad P bajo el mapeo
®. ®,(P) es llamada en ocasiones como la medida inducida por ® en Y.

Proposicién 2.2.1. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad, sea (Y, B) un
espacio medible, y sea ®,® € M((Q,A);(Y,B)). Si ®(w) = &' (w) a.s.,
entonces ., P = QD*IP

Demostracion. Definase Ay = {w € Q : ®(w) # & (w)}. Entonces P(A4y) =0
pues por hipétesis, ®(w) = ®'(w) es a.s. Obsérvese que

P(AUAG) = P(A) + P(Af) — P(AN Aj) = P(A) +1 — P(AN Ap).
Ya que A°N Ay C Ag y por tanto P(A°N Ag) = 0, se tiene que

PANAS) = P(A)+1—P(AUAS) = P(A)+ P(Q) — P(AU AS)
— P(A)+P(Q— AU AY)
—  P(A)+ P(A°N Ay)

= P(A).
Asi P(A) = P(AN A§) para toda A € A.
En particular se tiene que P(®!(B)) = P(® 1(B) N Ay°) para todo
B € B. Ahora, sea w € ®7!(B) N Ay°, entonces w € ®~(B), luego ®(w) € B

r—1

y como ®(w) = ®'(w) € B, por consiguiente ®~1(B) N 4,° C & (B). Por
monotonia de la probabilidad resulta que

P(@71(B)N A) < P2 (B))
es decir &, P < CI>*/P. Un argumento simétrico demuestra la desigualdad
opuesta: ¢, P > <I>*/P. Por tanto &, P = @*/P. OJ
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Corolario 2.2.2. La imagen directa ®,P depende solo de la clase de equi-
valencia de & en Mp((Q, A); (Y, B))

Demostracion. En virtud de la proposicion anterior ,P = <I>*/P, lo que
equivale a decir que la imagen directa depende exclusivamente del mapeo @,
y como ®(w) = ®'(w) a.s. se obtiene el resultado deseado. O

2.3. Morfismos de Probabilidad

A continuacién presentaremos dos operaciones que en la Teoria de la
Probabilidad juegan un rol importante:
i) Preservar una medida de probabilidad por un mapeo medible; y
ii) restringir una probabilidad a una sub o-algebra.

Definicién 13. Sea (2, A, P) y (Q', A", P') espacios de probabilidad y sea
NS MP(<QvA>7 (leAl>>

.S ®.P =P, ® es llamado un morfismo de espacios de probabilidad y se
dice que preserva probabilidades.

Ahora, sea ® € M((2, A); (2, A)) y sea (Y, B) un espacio medible. Con
u € M((Q,A);(Y,B)) asociamos ®*u’, su imagen inversa bajo ®, definida
por

(@) (w) = (0 0 B)(w).

Entonces

(@"u) € M((2,A); (Y, B)).

Algunas veces ®,u" es llamado el “pullback”de .

Si asumimos que (©2,.A) y (€', A") estdn equipados con medidas de proba-
bilidad Py P’y que ® es un morfismo de espacios de probabilidad, tenemos
las siguientes proposiciones que vienen seguidas de sus respectivas demostra-
ciones.
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Proposicién 2.3.1. La clase de equivalencia de (*u') en Mp((Q2, A); (Y, B))
depende sélo de la clase de u' en Mp (92, A); (Y, B))

Demostracion. En efecto. Considérese u',u” € Mp (', A); (Y, B)). En vir-
tud de la relacién de equivalencia definida en 10 se tiene que

u'(z)=u'(z) P —as.
Por ser ® morfismo de probabilidades resulta cierto que
U (P)=u"(®) P—as.
y con ello la afirmacion antes hecha. O]
Proposicién 2.3.2. Sean u',u; € M((,A); (Y,B)) y sean
A= fw: (@) (w) # (@) @)} A = {0 @) # (n

Entonces A = d71(A).

/ /

)(w)}-

Demostracion. Para demostrar tal afirmacién nétese que A € Qy A" € Q.
Se demostrard que A = ®~1(A4").

C) Sea w € A. Implica que

(®%u ) (w) # (Pur ) (w).

Luego ,
(0 0 ®)(w) # (w1 0 ®)(w),
esto es,

U (@w)) # w (B(w))-

Como w' = ®(w) € O se tiene

con lo cual w € ®~1(A").
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D) Sea A € d1(A"), esto es

’

e (A) = {AeQ:u (@) # w'(2(N)}

= AeQ: (W o®)(\) £ (i 0 ®)(\)}

’

= {deQ: (e u)A) # (@u )N},

entonces A € A. De ambas contenciones se sigue que A = ®~1(4).

, . /
Obsérvese que si P = &, P entonces

]

Por abuso del lenguaje, ®* denotara la imagen inversa del mapeo inducido
por ® entre los espacios Mp y Mp.

Proposicién 2.3.3. Sea ®, &, € M((Q,A); (2, A)). Supingase ® = &,
a.s. Entonces ®* y ®,* define el mismo mapeo de My ((Q, A); (Y,B)) a
Mp((©, A); (Y, B)).

Demostracion. Para probar esta afirmacion supéngase lo contrario, esto es,
que ®* y ®;* no definen el mismo mapeo de M a Mp. Entonces debe de
existir v’ € Mp tal que A = {w: ®*u # &*u'} y P(A) > 0.

Definase A; = {w € Q : d(w) # Pi(w)}. Obsérvese que A C A
puesto que para cualquier w € A, implica que ®*u'(w) # ®1*u (w), es de-
cir, (u' o ®)(w) # (v o ®)(w), luego ®(w) # ®1(w), por tanto w € A;
Ademéds, P(A;) = 0 en virtud de la hipétesis & = @, a.s. Pero P(A) > 0, y
P(A) < P(A;) lo cual es un absurdo. En vista de esta contradiccion se sigue
la veracidad de la proposicion. ]

Proposicion 2.3.4. Sea &35 = $5 0 &;. Entonces

(1)3* = q)Q* © (I)l* Yy ¢3* = ¢)1>l< © ¢2*‘
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Demostracion. La razén de tales igualdades se exponen a continuacién. De-
mostraremos primeramente que ®3, = ®5, o ®;,. Por definicion,

P3P = (Py0®)),P=P@'0o®,)=Pod'o <I>2_1

= (Po®")od,! =y, P(®;") = (Py), 0 (P1),P.
Probaremos ahora que ®3* = ®;* o $5*.
Pyt = (Pyo®y)*u =u o Pyod; = ¥ (u o Dy) = (P10 By*)(u).
H

A continuacion enunciamos un par de proposiciones fundamentales para
los propésitos de esta subseccién.

Proposicién 2.3.5 (De Inyectividad). Sea ® un morfismo de probabilidad
del espacio (2, A, P) en (', A", P') y sea (Y, B) un espacio medible arbitra-
rio. Entonces ®* define un mapeo inyectivo

Mp (2, A); (Y, B)) = Mp((2, A); (Y, B))
Demostracién. Sean u',u; € Mp((Q,A); (Y,B)). Definanse u = ®*u',
u; = ®*uy’ y el par de conjuntos A = {w:u#u}y A = {w :u #u'}. Por
las igualdad establecida en 2.3.2 se obtiene que ®~'(A") = A. Por hipétesis,
® es morfismo de probabilidad, de donde P'(A") > 0 implica que P(A) > 0.
De aqui que ®* define un mapeo inyectivo de M a Mp. n

Teorema 2.3.6 (de Dynkin: Medibilidad y Dependencia Funcional). Sea
(Q, A, P)y(Q, A, P) dos espacios de probabilidad, sea ® un morfismo del
primero en el sequndo, y sea B = ®~'(A"). Entonces u € Lo(2, A) puede ser
escrito en la forma

u=1uod u € E;/(Q/,A/)

sty solo si la clase de u contiene una funcion B-medible.

Demostracion. =) Supéngase que u € L£7(€, A) puede ser escrito en la forma
u=1u o®conu € E;,(Q/, A’). Ya que ® es morfismo de probabilidades y

v’ es medible, u es medible. Asi,

wN(B) = (0 ®)(B) =& '« (B)) €B.
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<) Supéngase que u es B-medible. Entonces por el corolario A.0.21, exis-
te una sucesion { f,, }nen de funciones B-medibles que convergen puntualmen-
te a u. Si B € B, entonces existe A" € A tal que B = & (A"), por lo
que se tiene 1z = ®*1,/, lo que implica que cada funcién B-medible simple
satisface la ecuacion enunciada en el teorema. Entonces f, = u; o ®, con

! ! !
Uy, € [,;,(Q JAY).
’ /
Mostraremos que u,, converge a.s. en (.

Supdngase lo contrario, que un/ no converge a.s. en Q', entonces existe
e>0y A €A, con P(A) >0 tal que

sup | un/(w) - um,<w) |> €
m,n>p
para todo p entero positivo y w € A'. Entonces f, satisface la desigualdad

anterior en ®1(A), lo cual contradice la convergencia a.s. de f,, ya que
P(®~1(A")) = P'(A) >0.

Entonces, sea v’ = lim u, € £O,(Q,,Al), luego u = lim f, =u o®. O
n—o00 p n—o00

Corolario 2.3.7. Sea ® un morfismo de espacios de probabilidad de (S, A, P)
a(Q, A, P yseaB=d"1(A). Usando ®*, se puede identificar L'?D,(Q', A
con el subespacio vectorial de L%(S2,.A) consistente de funciones B-medibles.

Demostracion. Por la proposicién 2.3.5, ®* define un mapeo inyectivo me-
dible de E‘I)J,(Q/,A') a L3(Q,A). Yaque u=1u o®, donde u' € L’;/(Q/,A')
en virtud del Teorema de Dynkyn 2.3.6, la clase de u contiene una funcion
B-medible para cada u. O]

2.4. Variables Aleatorias y Distribuciones de
Variables Aleatorias

A continuacién introducimos la definicién de variable aleatoria, concepto
clave y base del calculo probabilistico.
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Definicién 14. Dado un espacio de probabilidad (2, A, P), una variable alea-
toria X es un elemento de L%(S2, A). Abreviaremos v.a.

Ejemplo 1. Considérese el espacio muestral Q@ = {—1,0,1} junto con la
o—dlgebra A = {0,{0},{—1,1},Q}. Sea X : Q@ = R la funcién X (w) = w.
Entonces | X| es variable aleatoria pues para cualquier conjunto boreliano B,

Q st 0,1€B
{-1,1} si 0¢ B,1€B

{0} s 0€B,1¢B

0 si 0,1¢ B

[ X[7H(B) =

Definicién 15. La distribucion de la variable aleatoria X es la imagen di-
recta de P bajo X.

Ejemplo 2. Si se considera el espacio de probabilidad (2, A, P) con P(w) =
1/3, resulta que la funcion de distribucion de la v.a. | X| definida en el ejemplo

anterior es
1 si 0,1€B

2/3 si 0¢ B, 1€B
1/3 si 0€B,1¢B
0 s 0,1¢B

P(|X]7(B)) =

Definiremos algunos conceptos concernientes sobre el espacio de medida
que usaremos frecuentemente.

Definicién 16. Diremos que un espacio medible (X, A, u) es o—finito si

existe una sucesion { A }nen disjunta de elementos de A tal que U A, = X.
neN

Definicién 17. Un espacio topologico X es o—compacto si es union niume-
rable de conjuntos compactos.

Definicién 18. Una medida de Borel o— finita en un espacio métrico (X, d)
es localmente finita si cada elemento de X tiene una vecindad abierta de
medida finita.

Definicién 19. Una medida p, o—finita en un espacio métrico (X,d) es
llamada una medida de Radon si es localmente finita y si

w(B) = sup{u(K) : Kcompacto, K C B}

para cada conjunto boreliano B de X.
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Enunciamos un resultado que sera ttil en breve.

Proposicién 2.4.1. Una medida o—finita localmente finita en un espacio
métrico o—compacto es una medida de Radon.

Para ver una demostracién de este resultado puede consultarse [13] pagina
901.

Obsérvese que (X, P)(R) = P(X"Y(R)) = P(Q) = 1. Por otra parte el
espacio medible (R, Bg, X, P) es o—finito.

Considérese la sucesién {[n,n + 1)},ez € R. Nétese que la sucesion es

disjunta y es tal que U [n,n+ 1) = R, probando asi la c— finitud. También
nez

es o—compacto pues U[—n,n] = R, siendo [—n,n] compacto. Nétese que

neN
la medida X, P es localmente finita pues para cada vecindad abierta V, de

x € R resulta que X, P(V,) < X,P(R) = 1. Entonces, por la proposicién
2.4.1 X, P define una medida de Radon.

Definicién 20. Dado un conjunto finito X1, Xs, - Xy de variables aleato-
rias definidas en el espacio de probabilidad (X, A, P), su distribucion con-
junta es la imagen directa de P bajo el mapeo ® : Q — RF definida por las
Xp(w), con1 <p<k.

Obsérvese que por argumentos similares, X, P define una medida de Ra-
don.

Por otra parte, sea P, la proyeccién de un elemento de R* en su pri-
mera componente, sea p la distribucion conjunta de Xy, --- , X v sea uq la
distribucién de X;. Entonces p; = (Py).p.

En efecto, sea A € Bk, entonces por 2.3.4

(P).u(A) = PiP(@'(A) = (P o®).P
= P((Pio®)7}(4)) = P(X;(4))

= X1.P(4) = 1 (A).
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2.5. Esperanza Matematica y Distribuciones

Enseguida damos algunas caracteristicas numéricas de las variables alea-
torias que sustentan gran parte de la teoria de la Probabilidad: Esperanza
Matematica y Funciones de Distribucion.

Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad y sea X € L}(Q,.A). Entonces
la esperanza matemadtica de X es escrita como E[X] y definida por

ElX] = / X (w)dP(w).

Notese que la medida P, y el espacio €2 estan implicitos en la notacion ante-
rior. Bajo esta notacién, la norma L7 es expresada como

(BIYIDY =Y |la -

A continuaciéon exponemos un resultado importante referente al cambio
de variable.

Proposicién 2.5.1. Sea (2, A, P) y (', A, P') espacios de probabilidad, sea
® un morfismo del primero al sequndo, y sea ®* : L°(Q, A") — L°(2, A).
Sea v’ € L, (Q, A"). Entonces u = (®*u') € LL(Q,A) y Elu] = E[u]

Demostracion. Se probara la veracidad de la proposicion para funciones sim-
ples y, a partir de esto, el caso general. Asimase que « es una funcién
simple, es decir, existe o # 0, k € {1,...,n} tales que u = ZaklA;C.
Asi u =Y a1y, donde Ay = ®1(A;). Como ® es un morfismo de proba-
bilidad entonces

/ / /

P(Ag) = P(27(4y)) = P (4)).
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En consecuencia

Bl = [u)ire) = [ gakukdmw

!

- Zak/lAde(w) = P(A;) = P'(4)

— Zak/lA;dP(w,) :/ZaklA;dP(w,)
k=1 k=1

= /u,(w/)dP’(w/) = E[u].
Ahora, sea v’ € L;,(Q’, A'). Entonces, existe {u, }nen sucesion de funciones
simples tales que

Ev —u | =[v —u, |z1,—+ 0 cuando n — oo.
P

/ /7
Sea u, = ®*u,,. Obsérvese que, para n,m € N,

El|tn — tun|] = Elju, —u,|] =|| v, —u,, 21— 0 conforme n,m — oo.

n conclusion, {u, bhen ucesion u n L. Asi v = lim u,
En conclusion, en es sucesion de Cauchy e Lll, Asi, sea 1 ,
n—oo

con v € Lzl). Por otra parte, existe {u,, }ren subsucesién de {uy,}nen la cual
. . ’ ., ’
es convergente a.s. en 2y también existe {u,, }ren subsucesion de {u, }nen

’ , ,
la cual es convergenete a.s. en §2. Obsérvese ademéds que {u,, }ren converge

o % 7 o ’ . . , o 4 /
a v. Por tanto, u, = ®*u, = u, o ® implica que lim u, = lim (u, o ®), es
n—oo n—oo

. ’ ’ , , .
decir, v =v o ®, esto es, v = P*v . Mds ain, en virtud del Teorema A.0.23,

E[] = lim Eu,] y E[]= lim E[u,/]

n—o0 n—oo

y por la unicidad del operador limite, se tiene que E[v] = E[v'] ya que

/

Elu,| = Elu,,]. O

Como consecuencia directa de la proposicion anterior, podemos establecer
un método para calcular valores medios o esperados de variables aleatorias
Xi, -+, X en el espacio de probabilidad (€2, A, P).
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Proposicién 2.5.2. Sea u la medida de Radon en R* la cual es la dis-
tribucion de X1,---, Xp. Sea ¢ € L), y sea Y(w) = o(X1(w), -+, Xp(w)).

Entonces

YelL, y E[Y]:/kgodu.
-

Demostracion. En virtud de la proposicién 2.5.1, Y € L}D y

BIY] = Blp(Xa(w). - X))l = [ i
O

Ejemplo 3. Considérese las v.a’s X,Y, Z, cada una de las cuales se distri-
buye exponencial con parametro \ y tienen por distribucion conjunta

) = { (I—e™)A—eM)(1—e?) si x,y,2>0

f?x)/z xXr z
v.z(2,y, 0 €.0.C

Considérese la funcién ¢ : R?* — R definida porY = ¢(z,y, 2) = méx{x,y, z}.
Entonces, por la proposicion anterior resulta que

Ew}q = u/n d/) J/ $ Y, 2 (iFkW/Z'_‘/PJ/UA? }Iﬂ&X{ﬁ y,Z}d}iX}/Z
r<y<z
= / / / ~@Hy+2) dudydz = 5 )\3.

2.6. Nociones de Convergencia en Teoria de
la Probabilidad

En vista de la definicién de valor esperado, sera necesario considerar al-
gunos tipos de convergencia que la involucran y algunas formas mas débiles
que se desprenden de ésta; después de todo resulta natural preguntarse sobre
la forma en que convergen las v.a’s de un espacio probabilistico determinado
si estos son elementos del espacio normado LP.

Convenientemente damos algunas definiciones previas para el estudio de
la convergencia de sucesiones de variables aleatorias { X, } y Y definidas en
el espacio de probabilidad (£2,.4, P).



2. FUNDAMENTOS DE TEOR{A DE PROBABILIDAD 25

Definicién 21. i) X, converge a'Y casi sequramente si X, converge casi
donde sea a Y, esto es,lim X,, = Yu — a.e.. En virtud del espacio
n—oo

probabilistico (2, A, P), la medida pv es reemplazada por P.
ii) X, converge a'Y en media si || X, =Y ||;r— 0 o E[| X, = Y|] — 0.

ii1) X, converge a'Y en media cuadrdtica si || X, —Y ||;2— 0, o
E[|X, - Y[)] — 0.

iv) X, converge a'Y en probabilidad si X, converge a'Y en medida, esto
es,

I p({w € Q: X, (w) =Y(w)| 2 €¢}) =0

para cada € > 0. En este sentido, la medida p conveniente es P debido
al espacio de estudio (2, A, P).

Las relaciones entre estos diferentes tipos de convergencia son resultados
bien conocidos y pueden ser consultados en [9)].

Se define ahora un concepto de alta relevancia en Teoria de la Proba-
bilidad el cual es crucial en lo consecutivo a este estudio: Convergencia en
Distribucién. Comenzaremos respaldando este concepto con algunas defin-
ciones previas.

Definicién 22. Se denota por M'(X) el conjunto de todas las medidas de
Radon v con signo en X tal que |v| es finita y define una norma en M*'(X)
por

[ /d|u| — 1b](X).

Entiéndase una medida con signo como aquella que toma valores reales fini-
tos.

Definicién 23. Dada una sucesion {vy }nen, vn € M (X), se dice que con-
verge débilmente a vy € M*(X) si

/hdun — /thO

para toda h € Cy(X), siendo Cy(X) el espacio vectorial de las funciones
continuas que se anulan en el infinito. Recordemos que una funcion f se dice

que se anula en el infinito si, para toda € > 0, existe un conjunto compacto
K tal que |f(z)| < € para x ¢ K.
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Ejemplo 4. Sea u,, = 6,. Mostraremos que converge débilmente a la medida
nula 0, siendo O, llamada la medida de Dirac, definida por

5$(B):{ 1 st z€B

0 €.0.C

Obsérvese que [ hdp, = [ hdd, = h(n) y, por otra parte, [ h0 = 0 para
toda h € Cy(R). Por tanto h(n) — 0.

Definicién 24. Dada una sucesion {Vp}nen, vn € MY (X) se dice que con-
verge estrechamente a vy € M*(X) si

/kdun — /kdyo,

para cada k € Cy(X), siendo Cyp(X) el espacio vectorial de funciones conti-
nuas acotadas en X.

A continuacién damos la definiciéon de convergencia en distribucién, la
cual esta intimamente relacionada con la convergencia estrecha.

Definicién 25. Sea (2, A,, P,) una sucesion de espacios de probabilidad
y sea (', A, P") otro espacio de probabilidad. Sea X, € L°(Qyn, An, P)
Y € LO(Q/, A, P'). Se dice que la sucesion de distribuciones de X, converge
a la distribucion de Y si, dada la sucesion (X,) P, = pn y YoP' = v para
las respectivas distribuciones, , converge estrechamente a v. Si u, converge
estrechamente diremos que las v.a.’s X,, convergen en distribucion.

Ejemplo 5. Observémos que p, = 01 converge estrechamente a p = oy,
siendo 6, la medida de Dirac en a. Como [kddr = k(+) y [ kdby = k(0),
con k € Cy(R). Entonces k(+) — k(0).

Definicién 26. Una sucesion {j, bnen, tn € M(X) se dice que converge
vagamente a py € M(X) si

/fdun - /fde

para toda f € Ck(X), siendo Cx(X) el espacio vectorial de funciones conti-
nuas con soporte compacto K.
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Ejemplo 6. Sea p, = N(0,n) la distribucién normal con media cero y
varianza n en R, v la medida identicamente nula, esto es v(A) = 0 para
toda A € Bg y A\ la medida de Lebesgue en R. Mostraremos que p, converge
vagamente a V.

Sea f € Ck(R). De modo que |f| < ||fllcoli(z) para toda x € R. Enton-
ces

[ ganl< [V < [l = s fo Fla)e 5 ds

< o [ 1 (@)]dz = 0

cuando n — 00, lo cual prueba que p, converge vagamente a v.

Obsérvese que también es posible demostrar que /2mwnu, converge va-
gamente a A. Para ello, ndtese que para toda f € Cg(R) se tiene que

|f(z)(1 — e_%)| < ||f(@)||lk(x) para toda x € R. En virtud del teorema
A.0.23 se sigue que

n—oo

lfm |/f(m)(1 s / lim | f(2)(1 — ¢~ 5)[dz — 0

probando asi que \/2mnu, converge vagamente a .

Enseguida se muestra un criterio de convergencia en distribucion.

Teorema 2.6.1. Las v.a.’s X,, convergen en distribucion a la distribucion
de Y siy sdlo si lim E[p(X,)] = E[e(Y)] para toda ¢ € Cx(R).
n—oo

Demostracion. =) En este caso la proposicién es inmediata pues la conver-
gencia estrecha implica la convergencia vaga.

<=) En virtud de la proposicién 2.6.1

Elp(X,)] = / i,y Elo(Y)] = / v,

Luego
lim E[p(X,)] = lim [ odu, = / pdv = Elp(Y)]
R R

n—o0 n—o0
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con ¢ € Cx(R), esto es, u, converge vagamente a v.

Obsérvese que p,(R) =1 = v(R). Por tanto lim u,(R) = v(R). Por la
n—o0

proposicién A.0.24 p, converge estrechamente, esto es, en distribucién. [

Como se ha observado, la nocién de convergencia en distribucién univaria-
da alienta la posibilidad de extender este concepto a un modo multivariado,
como a continuacion se ofrece.

Una m-tipla ordenada de v.a.’s Xy, - - - , X,, es llamada una v.a. con valores
en R™, es decir, un vector aleatorio. Se denota esto como

X € M, ((Q, A); (R™, Bgn)).

En virtud de la definicién de vector aleatorio, dada la v.a. X con valores
en R™, su distribucién es la distribucién conjunta de las X* la cual queda
completamente determinada y es una medida de Radén en R™, como ya se
habia hecho observar.

Una sucesién de v.a. con valores en R™, digase Xi,---, X, -+, se dice
que converge en distribucién a X si la sucesién de distribuciones converge
estrechamente a X. Asi, se tiene un criterio para la convergencia en distri-
buciodn, el cual es andlogo al de la proposicién 2.6.1.

Teorema 2.6.2. La sucesion de v.a.’s X,, con valores en R™ converge a la
distribucion de Xq st y solo si

lim Elp(Xo)] = E[®(X,)], para toda ¢ € Cx(R™).

n—o0

Como resultado inmediato del teorema anterior tenemos lo siguiente.

Teorema 2.6.3. Si X,, converge en distribucion a Xy, entonces cada com-
ponente X converge en distribucion a X}.

Demostracion. Sea P, la proyeccién de la k-ésima v.a. X*. Entonces, como

X,, — Xy en distribucién, por el teorema 2.6.2,

lim E[P,(X,)] = E[P:(Xo)],

n—o0
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es decir,
lim E[XF¥) = B[X}]

n—o0

y por el teorema 2.6.1, se sigue que X* converge en distribucién a X[, donde
Py € Cx(R™). O

En la siguiente proposicion, establecemos algunas relaciones entre los di-
ferentes tipos de convergencia y la convergencia en distribucion.

Proposicién 2.6.4. i) La convergencia casi sequra implica convergencia
en distribucion.

ii) Convergencia en probabilidad implica convergencia en distribucion.

iii) Convergencia en L, implica convergencia en distribucion.

Demostracion. 1) Supoéngase que {X,,} converge a.s. a Y. Sea ¢ € Cx(R).
Luego ¢(X,) — ¢(Y) a.s. pues ¢ es continua. Ademds ¢ es acotada;
por el teorema de convergencia Dominada A.0.23 resulta resulta que

lim E(p(X,)) = E[lim ¢(X,)] = Elp(Y)]

n—oo n—0o0

y por el teorema 2.6.1 {X,,} converge en distribucién a Y.

ii) Astmase que {X,,} converge en probabilidad a Y. Ahora, existe {X,,, }
subsucesién de {X,,} tal que {X,, } converge a.s. segin la proposicién
A.0.25. Sea ¢ € Cx(R), por lo que

lim Elo(X,,)] = Elp(Y)]

k—o0

segin el inciso anterior. Asi, sea (3, = E[p(X,)] y sea v = E[p(Y)].
Entonces, toda subsuceién {8,,} de {8,} converge a 7, y por ende,
lim B, =, y por el teorema 2.6.1, {X,,} converge en distribucién a Y.
n—o0

iii) Como convergencia en L, implica convergencia en probabilidad, por el
inciso anterior se sigue el resultado.

]



Capitulo 3

Esperanza Condicional

Retomemos el punto de vista fenomenolégico tratado en el capitulo ante-
rior: el conjunto de todas las mediciones que un experimentador puede hacer
posiblemente en un sistema fisico es representado por un algebra Booleana
B. El fisico esta interesado en exhibir las leyes de la naturaleza o el compor-
tamiento del fenémeno en el contexto de B, dadas ciertas medidas, pretende
predecir los valores de otros.

Hay dos tipos de predicciones. La primera involucra una dependencia fun-
cional. Por ejemplo, en la ecuacion F = %mv2, la medicion de dos cantidades
determina completamente la tercera. La segunda involucra una “correlacion”
sin necesidad; por ejemplo, una caida substancial de la presion barométrica

hace mas probable que un ciclén se aproxime.

El experimentador representa la informacion conocida sobre el sistema
fisico por una subélgebra B de B. Dada una cantidad fisica X, se pregunta
las siguientes cuestiones: a) ;X estd determinada por la informacién de B'?
Esto es, en términos del teorema 2.3.6, jes X medible con respecto a la
o — élgebra generada por B'?

b) Si no, el experimentador tratarda de extraer de la informacién B’ todo
lo que implica sobre X. ;Cual es el valor mas probable de X7 ;Se arriesga
haciendo un error mayor al tomar el valor més probable como el valor de X7

30
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En términos més concretos, el problema en cuestién puede ser planteado
de la siguiente forma: Dado un espacio de probabilidad (£2,.4, P), una sub
o—algebra A" de A, vy X € L°(Q,A, P), ;Puede ser X aproximado por
Y € L°(Q, A, P| ), siendo P|4 la restriccién de P a A'?

En la siguiente seccién, se intentara resolver este problema usando una
aproximacién que minimice la norma L?. En forma sintetizada, una proyec-
cién ortogonal en L2.

3.1. Esperanza Condicional como Operador
en L?

Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad y sea B una subo—élgebra de
A. El espacio LP(Q, B, P) sera abreviado como LP.

Lema 3.1.1. Sea 1 < p < co. Entonces LP(B) puede ser identificado con un
subespacio vectorial cerrado de LP(A).

Demostracion. Obsérvese que una funcién B—medible es A—medible, esto
es, L°(Q,B) C L°(Q, A). Asi, también la misma contencién garantiza que
E(B) C E(A,) es decir, se sostiene para las funciones simples. Como la medida
de probabilidad en B es la restricciéon de la de A, entonces la integral de las
funciones simples integrables E'(B) esta dada por la integral definida en
E'(A). Dotando con la norma || - ||z» a E'(B) se tiene que

Y EY(B) = E'(A)

tal que
I f =g o=l ¥(f) —¥(9) e,

donde f,g € E'[B] y siendo ¢ la inclusién canénica, ¢ es una isometria de
E'[B] a E'[A.

Por otra parte, ya que E'[B] es denso en LP(B) y LP(£2, A, P) es completo,
la isometria v se extiende a una isometria de LP(B) a LF(A).

Puesto que un espacio completo bajo una isometria es completo; entonces
la imagen de LP(B) es completa y por tanto, cerrada en LF(A).
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m
Recordemos un par de definiciones de utilidad indispensable: espacios de
Hilbert y proyeccién ortogonal.

Definicion 27. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H con un
producto escalar < -,- > que es completo con respecto a la norma inducida.

Definicién 28. Sea V' un subespacio vectorial cerrado de un espacio H. La
proyeccion orotgonal de H sobre V' es la funcion Py : H — V que a cada
u € H le asocia el unico Pyu € V tal que ||u — Pyul| = in%/ llu —w]|.

we

Definicién 29. E® denotard el operador proyeccién ortogonal de L*(A) en
L*(B). Dado f € L*(A), E5(f) es llamada la esperanza condicional de f
dado B.
Daremos algunas propiedades de este operador.
Teorema 3.1.2 (Propiedades de la Esperanza Condicional). Sea B y C
subo—dlgebras tales que C C B. Entonces:
i) E5(f) € L*(B).
i) || EB(f) l2<Il f llz= -
iti) ECEB = EC.
iw) E[E¥] = E.

v) Sea ¢ € L=(B). Entonces E5(of) = poEP(f) para toda f € L*(A).

Demostracién. 1) Por definicién
EB(f): L*(A) = L*(B).

En consecuencia EP(f) € L*(B).



3. ESPERANZA CONDICIONAL 33

ii)

iii)

Puesto que

f=EP(f)+(f — E5(f))
y

< ES(f), f = E°(f) >=0
pues

f=E5(f) € (L*(B)".

Se tiene que

IF15 = I ES(f) Iz +2 < BB(f), f = E°(f) > + || f = E5(f) |IZ-

= B G + 1 f = E5(f) IIZ- -

Luego
£ Nz EB(f) 112 -

Por tanto

1 F llze=l B5(F) llze -

Notese que esta desigualdad garantiza la continuidad del operador pro-
yeccion ortogonal.

Puesto que L*(B) es cerrado en L?(A) y en adicién es subespacio vec-
torial,

L*(A) = L*(B) P L*(B)".
Por hipétesis, C C B, por lo que L?(C) C L?(B). Luego, si f € L?(A),
entonces existen

ue L*(B) y ve L*B)*

tales que

f=u+v siendo u= E®(f).
De este modo u = w + x, donde w € L*(C), w = E¢(u) y z € L*(C)*.
En consecuencia f = w + (z + v).
Ya que L*(C) C L*(B), entonces L?(B)* C L*(C)* y en consecuencia
r+wv € L3(C)*. Asi, por la descomposicién de L2?(A), se tiene que
w = E°(f). En consecuencia E¢(EP) = E€.
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iv)

Sea Ay = {Q,0} la o—4lgebra trivial. Obsérvese que la funcién @ es
Ayp—medible si y solo si es constante. Para mostrar esto, supéngase que
® es Ap—medible, entonces, para todo B € Bg se tiene que

P I(B)=0Q y (B =0,

entonces, si ¢ € B, ® = ¢,c¢ constante. Reciprocamente, si & = c,
entonces, para todo B € Bg, @ }(B) = Q y @& (B¢ = (. Luego
(I)_1<B) e Ap.

Ahora obsérvese que
(L*(Ap))m ={g € L*(A) :< f,g >=0} paratoda f e L*(A),
es decir, la esperanza de los elementos de tal conjunto es cero.

Por otra parte, sea f € L? elemento arbitrario, el cual se puede expresar
como f = E(f)lg+ h, donde E(h) = 0. Entonces,

EX°(f) = E(f)la.
En consecuencia, por el inciso iii),
E4(EP)=EY =F.
Sea M., el operador acotado definido en L*(A) por la multiplicacién

por ¢ como M, : f — ¢f. Como ¢ € L°(B) y L%B) es dlgebra,
M, (L*(B)) € L*(B). Como

El(ef)lg] = Elf(¢g)],
para toda f,g € L?(A), el operador M., es hermitiano, esto es,

(Mo (Nlg)e = (f(IMy(9)))12-

Como L*(B) es invariante bajo M., su complemento ortogonal también
lo es. Entonces, si f = u + v, donde u € L*(B) y v € L*(B)* entonces

Myf = Mg+ My,

donde
Moue L*(B) y Myve L*(B) € L*(B).
Por lo cual EB(M,f) = M(EB), esto es, E5(pf) = pEB(f).
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3.2. Esperanza Condicional y Positividad

Proposicién 3.2.1. Sea f € L*(A), f >0, y sea B una subo—dlgebra de A.
Entonces EB(f) > 0.

Demostracion. Sea B € B. Obsérvese que
E(E®(f)1p) = E(E®(f18)) = E(f1p)
para todo B € B, de acuerdo con la proposicién 3.1.2.

Asi, renémbrese u = EB(f). Se ha probado entonces que E(ulg) > 0
pues F(f1p) > 0. Definase

Bn_{w:u(w)<—1}.

n

Como u € L°(B) con B, € B se tiene que E(ulp,) > 0. Més atn,
E(ulp,) < —n"'P(B,),

por lo que
—nFE(ulg,) > P(B,).

Luego P(B,) = 0. Asi,

P(| J B,) = lim P(B,) =0.

n—00
neN

En consecuencia,

P B;) = Jim P(B) = 1.
neN

Por tanto E5(f) > 0. O

De la proposicién anterior se desprende la siguiente consecuencia inme-
diata.
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Corolario 3.2.2. Sea f,g € L*(A). Entonces f > g implica que

EP(f) = E®(9) y |E°(f)l < E°(If)).

Demostracién. Como f—g>0y f—ge L*A), por la proposicién 3.2.1,
EB(f - g) Z 07

esto es
E5(f) > E®(g).

Por otra parte,
~[fI<F<IfL
Luego
EP(—|f]) < EB(f) < B5(| ).

De aqui que

[E5(H] < E5 (1)

3.3. Extension de la Esperanza Condicional a
Ll

Hasta este punto, la esperanza condicional ha sido definida en L?*(.A). El
cuestionamiento natural es saber si ésta puede extenderse a L!. El siguiente
teorema se ocupa de ello.

Teorema 3.3.1. El operador EP definido en L*(A) tiene una extension con-
tinua EB, definida en L*(B). Esta extension tiene las siguientes propiedades:
i) EB(f) = f para cada f € L*(B)
i) || ERCH) Nl flle -
iii) Si C C B, entonces ECEP = EC, en particular, EEPE.

) Sip € L®(B), entonces EB(pf) = pEB(f).
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Demostracion. Sea f € L% Por el corolario 3.2.2, |[EP(f)| < EB(|f|). Apli-
cando el operador esperanza,

E(ES(M)] < E(ES(IfD),

y por las propiedades de la esperanza condicional de 3.1.2 se tiene que

EES(f1) = E(f) =] f Il -

En consecuencia
I E5(f) I <I| f

para toda f € L?(A). Entonces E® es un operador acotado cuando L?(A)
es equipado con la norma L'. En virtud de que L*(B) es completo y de que
L*(A) es denso en L'(A) EP puede ser extendido a un operador

EB LY A) — L(B).

Como EA(f) = fsi f € L*(B) y ya que L?(B) es denso en L(B), el operador
extendido por continuidad tiene la misma propiedad, es decir, EA(f) = f si

feLY(B).

El inciso ii) ya ha sido probado y iii) y iv) se siguen por la extension de
la continuidad y en virtud de 3.1.2. O

De ahora en adelante se usara la misma notacién EZ, para £8 y EP.

Ahora nos ocupamos de calcular el operador E® cuando B es una o—alge-
bra finita.

Proposicién 3.3.2. Sea B una subo—dalgebra finita de A y sean ey, - -+ , e, los
dtomos de B con estricta probabilidad positiva. Entonces EB(f) = Y axl,,,
donde oy, = %E(flek).

Demostracion. Como EB(f) € L°(B), seré suficiente con probar que
f — EB(f) es ortogonal a L°(B). Ya que las {1.,}%_, forman una base de
L°(B) se tiene que

ER(H)= Y,
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Por lo que bastara probar que
E((f = E5(f)1e) =0, € {L,--- ,n}.
No obstante, se tiene que
EB(f1,,) = a;1,, paraalgin i€ {1,--- n}.
Luego
E(E®(f1.,)) = E(f1.,) = a;P(e;) paraalgin i€ {1,--- n},

esto es,
E(fl.,) = a;P(e;) paraalgin i€ {1,--- ,n}.

De aqui que

E(f1.,),ie {1, n}.

o; =

P(e;)

Ademas,

E((f- E5(f)l.)) = B(fl., - E"Y1,) = E(f1.,) — B(E®(f1,.,))

= E(flez) _E(f]‘ei) =0

En conclusion,

O
En virtud de la proposicion anterior, es posible definir la siguiente medida
en A.

Definicién 30. Sea py una medida definida en A por py = P(ANey).

P(e

Noétese que efectivamente, iy, es medida en A :

Pney) _ PO) _
) () = 5y = preg = 0
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ii) Sea {A;}ien € A tales que A, N A; = () para toda i,j € N,i # j.

Entonces
k(U Ay = P(U,en Ai Nex) — PlUnen(4i N er))
neN Z P(e) P(ex)
. P A Nex)
_ ZZGN k Zuk
€N
iii) Mds atin, () = PSES:;’ = E:i =1

1 es llamada la probabilidad condicional dado el atomo e;. Esto es

ay, = / Fdyu.

Proposicién 3.3.3. Sea B una o—dlgebra finita de A, sea @ una funcion
conveza, y sea f € L'(A), f > 0. Entonces o(E5(f)) < EP(o(f))

Demostracion. Por la proposicion 3.3.2,
ES(o(1) =Y il donde fr= [ o(f)dn
k=1

con respecto al atomo eg. Por otra parte,

3

Zaklek - p(a) L,

k=1

Como 1x(2) =1y ¢ es convexa por hipétesis, por la desigualdad de Jensen
A.0.26, p(ag) < Bi. Por lo que o(EB(f)) < EB(o(f)). O

En la siguiente seccién mostramos un teorema de existencia sobre o—alge-
bras finitas para aproximar esperanzas condicionales; 1til para la generaliza-
cién de la desigualdad de Jensen.
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3.4. Aproximacion por c—algebras finitas
Proposicién 3.4.1. Sea f1, -+, fn € L*(A). Entonces eriste una sucesion
creciente By C By C -+ C By, C --- C B de o—adlgebras finitas tales que

I Ekaj - Eij |loi— 0 cuando k — oo,j € {i,---,n}.
Demostracion. Por induccion matematica sobre n.

i) Base deinduccién. Sin = 1,seau = EB(f1), luego u € L'(B); asf, existe
una sucesiéon de funciones simples {u;} € L'(B) tales que lim wuy, = u.
n—oo

Sea By la o—4algebra generada por las u’s, s < k. En consecuencia
B, C B. Mas atin, u, es By—medible. Como EP(uy) = uy y

| B5 (uy,) — BB (u) =[] B (up — ) | <l wg —u ||
se tiene que

IE® () —ullpn = || E®(w) = B%(u) + E®(u) —u ||
< BB () = B (we) llr + 1] B () = w1

< luk—w e+ [k —w =2 [l wg —w o

Ademas,
EB’“(U) = EBk(EB(fl)) = EBk(f1)~

Por consiguiente

| EP*(f)) — E5(f) |m<2 || w—u ||;r— 0 cuando k — oo.

ii) Hipétesis de Induccién: Supdéngase que existe una sucesion creciente
By C--- C By C---B de o—algebras finitas tales que

I EB’“(fj) —EB(fj) lLi— 0 cuando k — o0,j€ {1, -+ n}.

Por demostrar valido para n + 1.
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iii) Paso de Induccién: Sea {B, } una sucesién de o—algebras finitas adapta-
dasa f1, -+, fn. Sea B, la c—4lgebra generada por B, y By, la o —élge-
bra generada por la sucesién de funciones simples ug, s < k tal que {uy }
converge a u~EP*(f,,1) € LY(B),u;, € By. En virtud de la base de in-
duccion,

| BB (fus1) — EB(fos) lli— 0 cuando & — oo.

Por el principio de induccion, la proposicion es valida para toda n € N.

]

Corolario 3.4.2 (Desigualdad de Jensen Generalizada). Sea B una subo— dlge-
bra de A, sea f € L'(A), f > 0, sea ¢ una funcién conveza no negativa tal
que

E(lo(f)) < oo. Entonces o(E5(f)) < E5(¢(f))-

Demostraciéon. Por la proposicién 3.4.1, existe {By} sucesién de o—algebras
finitas tales que

I E5(f) = EB(f) la—= 0y || B5((f)) — EB((f)) 2= 0.
Por la proposicion 3.3.3,

p(EP(f)) < BB (o(f)),

esto es
EB((f)) — ¢(EP(f)) > 0.
Por tanto EB(¢(f)) < p(EB(f)). =

3.5. Esperanza Condicional en Espacios [
Se termina este capitulo dando algunas propiedades del operador E® en
los espacios Ly,.

Obsérvese que dado p € (1,00], LP C L' segiin A.0.28. Entonces el ope-
rador esperanza condicional E? puede ser definido en LP.
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Proposicién 3.5.1. Sea 1 < p < oo. Si f € LP(A), entonces
EB(f) € LP(B) y

i) | E5Cf) o<l £ llee -

i) Sean p y q exponentes conjugados. Entonces E5(fg) = gE®B(f), para
toda f € LP(A),g € LY(A).

iii) E(ESg(ESf)) = E(9E®(f)) = E(fE®(g)), para toda f € LP(A) y
g € LI(B).

Demostracion. i) Supdéngase que 1 < p < oo. Considérese la funcién
o(t) = tP;t > 0, la cual es convexa. Asi, por la desigualdad de Jen-
sen generalizada 3.4.2, (EP(f))? < EB(fP). Luego

(/uﬁu»ﬁ”ps(/uﬁumﬂwi

I EEH) o<l f lz» -

Ahora, asimase que p = co. Obsérvese que

es decir,

\wWﬁm%wm/MM9w/mm_wmwfem.

Por la proposicion 3.4.1 existe una sucesion de o—algebras finitas cre-
cientes { By} tales que

I EZ(f) = B5(f) Il — 0.

Por la proposicién A.0.25 existe {uy, } subsucesion de u, = EP*(f) tal
que
ug, — E5(f) as.

Por lo que
ur | <I f e

En consecuencia

I E5() Nz <I| f llpee -
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ii) En virtud del teorema 3.1.2, EB(fg) = gE®(f) para funciones acotadas.

iii)

Entonces existen {f,} € L*(A) y {g,} € L>(B) tales que

I fo=fllee—=0 5y N gn—9gll»—0.

De aqui que
I B5(fa) = EP(f) leo<|l fo = f o= 0.
Asi por 3.1.2 EB(g.fn) = 9. E®(f,), y como

| fugn = faller = | fagn — fon+ fon— fg |l
= ” gn(fn_f) +f(gn _g) ||L1
< | gulfo = F) Nl + 1l (g0 —9) |12

< Ngnllzell fo = S lle + 1 llzall gn = g Il

segun la desigualdad de Holder A.0.27. Entonces se tiene que

|| fngn - fg ||L1_> 0.

Por consiguiente

|| EB(fngn) - EB(fg) ||L1—> 0.

Es decir,
GuB5(fn) = gB°(f) en L%

De manera andloga para f, E®(g).

Supéngase que f,g € L*(A). Definase < f,g >= F(fg) un producto
interior. Por las propiedades de la proyeccion ortogonal, se tiene que

< EB(f), g >12=< f,EP(g) >12=< E(f), E¥(g) >

va que L>® C L2 se prueba la proposicién para f,g € L*(A). No
obstante, nuevamente, existen {f,} € L>®(A) y {g.} € L>*(B) tales

que
I fo=Sfller—=0 vy [ gn—glla—0.
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Luego || fngn — fg |l — 0, de modo que
EP(g.) = EP(g) v E°(fu) = EP(f) en L',
entonces,
< E5(f).g >=< [, E®(9) >=< E°(f), E®(9) > en fge L

Y ya que L™ C L? C L', se tiene la proposicién para toda f € LP(A)
y g € LY(B).

O



Capitulo 4

Independencia y Ortogonalidad

La nocién de ortogonalidad es un concepto bien conocido por su carac-
teristica geométrica en espacios usuales como R". Esta condicion es extendida
a espacios vectoriales mas generales a los que se les dota con una norma y
un producto interior. Asi, el espacio de funciones continuas, integrables, de
sucesiones convergentes, entre otros, poseen esta propiedad fundamental. En
el estudio de los espacios LP esta nocién es 1util y de gran importancia pues
los vectores de dichas estructuras que verifican la propiedad de ortogonali-
dad facilitan el estudio de tales espacios y, en gran medida, son entendibles
y abordados como espacios més simples tales como R? y R3. En esta seccién,
veremos que la ortogonalidad de los elementos en LP da como resultado,
de manera natural, la independencia de estructuras o conjuntos, a saber
o—algebras y, posteriormente, a variables aleatorias, mediante el operador
esperanza.

4.1. Independencia de dos sub—o—algebras.

Definicién 31. Sea B y C dos sub—o—dlgebras de espacios de probabilidad
(2, A, P). Decimos que B y C son independientes (relativas a P) si L*(B) y
L?(C) son ortogonales en las funciones constantes. Dicho de otra forma,

fel*B),ge?*(C) y E(f)=E(g) =0 implica E(fg)=0.

45
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Obsérvese que la nocién de independencia involucra la norma L? y por
tanto a la medida de probabilidad P. Para ser precisos, debemos hablar de
independencia relativa a P. Ya que hemos considerado a P dado y comun
para todos, diremos simplemente independiente.

Ya que L*(B) y L?*(C) contienen a la funcién lg, estos no pueden ser
ortogonales pues F(lg) = P(2) = 1; la independencia corresponde a la
nocién mas fuerte de ortogonalidad que puede ser esperada.

Ahora, considérese el subespacio vectorial H compuesto de funciones or-
togonales a las funciones constantes:

H={feL(A): E(f)=0}

La relacion E(E®P) = E implica que EP(H) C H. En efecto. Sea f € H.
Entonces E(EB(f)) = E(f) = 0.

Asi, la definicién 31 es equivalente a que
HNL*(B) es ortogonal a  H N L*(C).

Obsérvese que de la misma defincién L?(B) N L?(C) se reduce a las funciones
constantes.

Ya que L?(B)NL*(C) = L*(BNC), se concluye que si By C son c—4lgebras
independientes, entonces BNC se reduce a los conjuntos de probabilidad cero
y sus complementos.

Establecemos ahora la definicién de independencia mutua entre un con-
junto finito de sub—o—4algebras.

Definicién 32. Sean By, --- ,B, sub—o—dlgebras de A, sea H un subcon-
gunto de [0,1], y sea By la o—dlgebra generada por {B; : i € H}. Entonces
By,---, B, se dicen mutuamente independientes si By y Bye son o—dlgebras
independientes para cada H € P([0,1]).

Utilizaremos las definiciones previas para dar lugar al concepto de inde-
pendencia de variables aleatorias.
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4.2. Independencia de Variables Aleatorias y
de o—algebras.

Obsérvese lo siguiente: sea (€2,.4, P) un espacio de probabilidad y sea B
y C dos sub—o—algebras que son independientes en este espacio. Sean B’y
C' otras dos subo—algebras tales que B' C By C' < C. Entonces B y C' son
independientes. De hecho,

L*BYNHCL*(B)NnH y L*C)NHcC L*C)NH.

Entonces la ortogonalidad de los primeros pares de subespacios implica la
ortogonalidad del segundo par.

Definicién 33. Sea X1,--- , X, v.a’sy sea By = Xx *(Br). Entonces X, - - -
se dicen mutuamente independientes si las By son o—algebras mutuamente
independientes.

De la observacion y definicion anterior, se desprende el siguiente resultado:

Proposicién 4.2.1. Sea Dy, --- , D, sub—o—dlgebras mutuamente indepen-
dientes del espacio de probabilidad (2, A, P). Sea Xy una v.a. Dy—medible
definida en (Q, A, P). Entonces las v.a.’s X} son independientes.

Demostracion. Como X es v.a. Dp—medible, entonces Xk_l(BR) C Dy, para
toda k € {1,...,n}. Asi, por lo observado con anterioridad, By, ..., B, son
mutuamente independientes pues, por hipétesis, Dy, ..., D, son mutuamente
independientes. En consecuencia Xy, ..., X, son v.a’s independientes. O

La independencia de las variables aleatorias es preservada bajo un cambio
de variable como lo muestra la siguiente proposicién.

Proposiciéon 4.2.2. Sea Xi,...,X, v.a.’s independientes, sea ©i,...,p,
funciones Borelianas de R a R, y sea Y, = ¢ (Xx) para toda k € {1,...,n}.
Entonces las Yy ’s son v.a.’s mutuamente independientes.

Demostracion. Puesto que

Vi ' (Br) € X5 (on(Br)),
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y como ¢ es mapeo medible, entonces
Xi ™ (on 1 (Br)) C X3 (Bg).

Por tanto
Ykil([)’R) C inl(BR).

Por hipétesis { X;}7_, son v.a’s independientes. En consecuencia las X, ' (Bg)
son mutuamente independientes y, por tanto, Y3, ' (Bg) también lo son. [

4.3. Esperanza de un producto de v.a’s inde-
pendientes

Presentamos ahora una equivalencia con la independencia de dos sub —
o—algebras.

Teorema 4.3.1. Sea B y C dos sub—o—dlgebras del espacio de probabilidad
(Q, A, P). Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) B y C son independientes.
i) E(fg) = E(f)E(g) para toda f € L*(B),g € L*(C).

Demostracién. =) Supéngase que By C son independientes. Sean f € L*(B)
y g € L*(C). Descomponiendo a f y g como

f=u+E(f)lg talque E(u)=0

9:U+E(g)1g tal que E(U):O

se tiene que

E(fg) = E(w+uBE(g)lg+vE(f)lg+ E(f)E(g)13)

= E(w)+ E(9)E(ulq) + E(f)E(vlq) + E(f)E(9)
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Obsérvese que
ueEHNL*(B) y veHNL*C).

También

En consecuencia se tiene que
E(fg) = E(uv) + E(f)E(g).

Por lo observado anteriomente E(uv) = 0, obteniéndose asi el resultado
deseado.

<) Supdngase ahora que
E(fg) = E(f)E(g) paratoda fe L*(B),g e L*C)

y ademas que
E(f) =0=E(g).
Por tanto E(fg) = 0, probando asi que By C son independientes. O

A continuacién establecemos un resultado referente a independencia de
sub—o—algebras y funciones en L.

Proposicién 4.3.2. Sea By, -, B,, sub—o—dlgebras mutuamente independien-
tes del espacio de probabilidad (2, A, P). Si fi € L>(B;),i € {1,---,n},

entonces . .
E (H ﬁ) =1 £
i=1 i=1

Demostracion. Por inducciéon matematica sobre n.

Si n = 1 se obtiene una identidad trivial. Si n = 2 entonces B; y B»
son independientes. Sea By la o—algebra generada por f;'(Bg). De modo
que fifo € L®(By). Como By v f; '(Bgr) son o—4lgebras independientes en
virtud de la ecuacién (4.2.2). En consecuencia E(f1f2) = E(f1)E(f2).

Supdngase cierta la proposicion para n, esto es,

E (ﬁf) = ﬁE(fi)'
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Por demostrar valida para n + 1.

Sea

Sea By la o—algebra generada por
/7B 2 <i <),
De esta forma h € L>(Bg). En virtud de la definicién 32
fi'(Bg) vy By son idependientes.
Por la base de induccion,

E(fih) = E(f1)E(h).

Asi, por hipétesis de induccién,

E (H fi> =2 [T () = 1] £(F).

1=2

Por induccion, la proposicién es valida para toda n € N. O

Corolario 4.3.3. Sean fi,..., fn € L*(, A, P) y sea h = H fi. Stlas v.a.’s
i=1
fi’s son independientes, entonces

heL'(AP) y E(h):ﬁE(fi).

=1

Demostracion. Supéngase que f; > 0,i € {1,--- ,n}. Sea T, el operador
truncamiento definido en la ecuacién (A.2). Por la proposicién 4.2.2 las
T,(fi)’s son independientes; por la proposicién 4.3.2,

n

E (HTq(fi)> = HE(TQ(fi)) < HE(fz) =M.
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Sea U, = H T,(f:). Obsérvese que {U,},>1 es una sucesién creciente. Tam-
bién se tiene que E(U,;) < M. Entonces por el teorema A.0.29 resulta que

lim U,=he L' y lim E(U,) = E(h).

q—o0 q—0o0

Para el caso general, sea f; = f2 — f! donde

= fr=sup(f;,0) v fl=f" =sup(—f;0).

Como las f;* son no negativas

n

[1£i= 2 s [T e = [T e,

a =1
De este modo, el producto de las f;’s puede verse como suma de funciones
n

en L. Por tanto Hf,» e L' O

i=1
Enseguida se presenta el caso de la independencia en el operador espe-

ranza condicional.

4.4. Esperanza Condicional e Independencia

Teorema 4.4.1. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea B y C dos
sub — o—algebras. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

i) Las o—dlgebras B y C son independientes.

i) EB(f) = E(f) para toda f € L'(C).

Demostracion. Supéngase que B y C son independientes. Definase

f=f—E(f)lg donde fe L*C).
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Obsérvese que f € H pues

(f = E(f)la) € L*(C) y E(f)=E(f) - E(f) =0.
Entonces
E5(f) = E°(f) — EF(E(f)la) = f — E(f)la = [.
Luego f € L2(C) N'H.

Asi, f es ortogonal a L?(B). Por tanto EB(f) = 0, es decir,

Cuando f € L', el operador truncacién definido en la ecuacién (A.2) es
usado y se pasa al limite, produciéndose el resultado deseado.

Ahora, supéngase que f € L*(C) NH. Entonces, E5(f) =0 = E(f), por
lo que cada f € L*(C) NH es ortogonal a L*(B). Se concluye que By C son
independientes. [

El teorema anterior tiene una interpretacion concreta. Si By C son inde-
pendientes, entonces “la informacién de los eventos en la o —' algebra B”no
altera el “el valor promedio”de una v.a. C — medible.

Corolario 4.4.2. Sean B y C o—dlgebras independientes del espacio de pro-

babilidad (2, A, P). Entonces EPEC = E.

Demostracion. Sea f € L'(Q, A, P). Entonces E€(f) € L*(C). Sea
u = E°(f), entonces

E(u) = E(E(f)) = E(f).

Ya que u € L'(C), por el teorema 4.4.1 EP(u) = E(u) = E(f), es decir,
EBEC = E. O
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4.5. Independencia y distribuciones (caso de
dos variables aleatorias.)

Proposicién 4.5.1. Sea Xy y X5 dos v.a.’s definidas en el espacio de pro-
babilidad (2, A, P). Sea p1 y po que denotan la distribucion de Xy y Xo,
respectivamente, y sea p que denota su distribucion conjunta. Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

i) Xi y Xy son v.a.’s independientes.

it) Para toda funcion Boreliana acotada i, o, definidas en R,

E(p1(X1)p2(X2)) = E(p1(X1)) E(pa(X2))
i) 1= 1 @ po

Demostracion. 1)< ii). Sea B; = X; ' (Bg). Entonces B; son independientes
pues las v.a.’s X; y X, lo son. Sea f; € L*(B;). Por el teorema de Dynkin 2.3.6
existen funciones Borelianas 1; : R — R tales que 9;(X;) = f;,i € {1,2}.
Entonces, i) es equivalente a E(1(X1)pa(X2)) = E(p1(X1))E(p2(X3)) por
la proposicién 4.3.1 para toda funcién Boreliana 1); tal que v;(X;) € L2
Obsérvese que, usando el operador truncacion, se muestra que la condicién
antes expuesta es equivalente pues siempre es posible aproximar funciones
acotadas mediante este operador. El reciproco se sigue inmediatamente del
teorema 4.3.1.

if)=> iii)
Sea C, D € Bg. Definase ¢ = 1¢ y ¢ = 1p. Entonces,

/R2 lewpdp = E(1a(X1)1p(Xa)).

Pero / ledpy = E(1¢(X1)). Luego, por ii) u(C x D) = u(C)u(D). Como
R

es medida de Borel en R? y, por la definicién A.0.31, Bg: = Br ® Bg, se tiene
que p1 = fig & flp.
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iii)=> ii).

E(p1(X1)pa(X2)) = /R2 ©1(&1)p2(§2)dp (§1)dpa(Ea)
= /901 §1)dpi(&1) (/ 902(52)d/l2(§2))
R R
segun el teorema A.0.30. m

4.6. Un espacio de funciones en la c—algebra
generada por dos o—algebras.

A continuacién se presenta un espacio de funciones para sigmas algebras
generadas por otras dos. Enunciamos este hecho como un teorema cuya prue-
ba esta dada en una version debilitada pues queda fuera de los limites del
presente trabajo. La nombramos debilitada debido a la hipdtesis adicional
sobre la existencia de ciertos mapeos que son fundamentales para la prueba
que se dard en breve. El caso general puede ser revisado en [7] pags. 218-228.

Teorema 4.6.1. Sea B y C dos subo—dlgebras del espacio de probabilidad
(Q, A, P) y sea D que denota la o—dlgebra que ellos generan. Sea V' el subes-
pacio vectorial de L>(A) definido por

V= {h €L¥(A):h=)Y fig, ic L*(B) y g€ LOO(C)} .
i=1
Entonces V C L*(D) y V es denso en L*(D).

Demostracion. Supdéngase que existen dos mapeos
u:Q—=->R" v v:Q—->R"
tales que
w ' (Bpn) =B y v (Bre) =C.

Sea W : @ — R™P definido por W (w) = (u(w),v(w)). Entonces W (Bgn+»)
es una o—algebra que contiene a By C. Més aun, por A.0.31
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Bgrnt+r = Brn @ Bgre. Entonces Brn+» es generada por los rectangulos
R =X xY, donde X € Bgn,Y € Bgrp. Asi

WIR)={w:uw) e X y vw)eY}=uHX)Nnv (V).
Luego W~Y(R) = D.
Ahora se demostrard que D = W1 (R"*?).

Sea p la distribucion de W'Y W* el mapeo imégen inversa. Por la propo-
sicién 2.5.2
W= . L2 (BRn+p, p) — LQ(,D),

el cual es una simetria suprayectiva. Cabe mencionar que las funciones con-
tinuas con soporte compacto,Cx(R"™P), son densas en L*(Bgn+», p). Puede
consularse [7] pdgs. 78-79 para una demostracién de este hecho.

Sea p € Ck(R™P). Entonces, por el teorema de Stone-Weiestrass (véase
[4]) existe una sucesién de polinomios P, que convergen uniformemente a
@ en un conjunto compacto K; x K el cual contiene el soporte de . Sea
gr = PrlleKg- Entonces H gr — @ HLZ(p)—) 0.

Ahora se probara que W*(g,) € V. Como P, es la suma de monomios de
la forma

(uh)™ (™)™ (N (0P)
y siendo
f=1g )™ )™y g =g, () (0P)P,

W*(g,) es combinacién lineal de funciones de la forma fg. De modo que
W*(Cy(R™P)) es denso en L*(D), y la convergencia de g, a ¢ en L*(C)
corresponde una convergencia en L?(D). En conclusién D = W—1(R™"*?). [

Corolario 4.6.2. Sea B;...B, una coleccion finita de subo—dlgebras del
espacio de probabilidad (2, A, P) y sea D la 0—dlgebra generada por By ... B,.

Sea ,
W, = {Zf;f,f--- " fie L“(B»}.
p=1

Entonces W,, C L*(D) y W, es denso en L*(D)
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Demostracion. Por induccién sobre n.
Sin = 2, el teorema 4.6.1 prueba este caso.

Supéngase que W, es denso en L?(C), siendo C la o—4lgebra generada
por By ... B, 1. Por demostrar valido para n + 1.

La o—algebra generada por By ... B, es la c—4lgebra generada por B;

y C. Sea
V={hih=3" fig fi € 1B, € L¥(C)} .

Entonces por la base de induccién, es decir, por el teorema 4.6.1, V' es denso
en L?(D). Sea

V/ = {h h = Zfzgl,fl € LOO(Bl),gZ € LQ(C>} .
Entonces V' C L*(D) y V' es denso en L?(D) puesto que V. C V'. Por

hipétesis de induccion, cada g; puede ser aproximada por elementos de W,,.
Entonces existe una sucesién K7 € W, tal que || K — g; ||12— 0y

| Zfigi - Zfz’Kf [22< Z | fi llzll i — K5 ||L2— 0.

Ademds, > f;Kf € W,. Por tanto, W, C L*(D) y W,y1 es denso en
L2(D). O

4.7. Independencia y Distribucién (caso de n
variables aleatorias).

Teorema 4.7.1. Sea By, . .. B, o—dlgebras del espacio de probabilidad (2, A, P).
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) By,...B, son mutuamente independientes.

i) E (ﬁ fl> = ﬁE(fl) para toda f; € L>(B;).

i=1
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Demostracion. La implicacién i)=-i) fue probada en el teorema 4.5.1. De-
mostraremos la otra implicacién. Sea H un subconjunto de {1,...,n}. Sea H'
el complemento de H, y sea Cy C' las o —algebras generadas por {B; : i € H}
y{B; :j e H "} respectivamente. Se demostrard la independencia de C
y C'. Por le teorema 4.3.1, se tendrd que E(gg’) = FE(g9)E(g), para toda
g € L*(C),g € L?*(C"). Entonces, por el espacio de funciones construido en
4.6.1 en la o—algebra generada por C y C y la bilinealidad del proucto, se
tiene que

ELTLATL ) =11BG 1] B¢
i€eH  jeq’ icH jeH'

Entonces, si f; = 1 si i € H', se tiene que el primer término en la ecua-
cién anterior del lado derecho es E(g) y similarmente el segundo E(g'). En
consecuencia E(gg) = E(g)E(g). O

Como consecuencia inmediata de este teorema, se tiene el siguiente resul-
tado que ha sido probado en 4.3.1 para n = 2 y cuya demostracién general
es idéntica a éste. Lo enunciamos en el siguiente teorema.

Teorema 4.7.2. Sea X1,..., X, v.a’s en el espacio de probabilidad (2, A, P).
Los siguientes enunciados son equivalentes:

i) Las v.a.’s Xy son mutuamente independientes.

ii) Para toda funcién Boreliana acotad py en R,

E <H SOk(Xk:)> = [T Eer(Xn).

iii) Sea p la disribucion conjunta de X, ..., X, y sea u; la distribucion de
X;. Entonces

n

(AL x Ay - x Ag) = [ rua(Ay)

=1

para toda A; € Bg. En otras palabras, pigp;.



Capitulo 5

Aplicaciones

El objetivo de este capitulo es mostrar la aplicacion de la teoria expuesta
con anterioridad en ciertos teoremas limite que son de gran relevancia en
teoria de la probabilidad y en estadistica, asi como algunos otros ejemplos.

La siguiente proposicion muestra la aproximacién a la distribucién bino-
mial por la distribucién poisson. Esta da una cota superior del error come-
tido por reemplazar una distribucién binomial por una distribucién poisson,
también trata el caso de experimentos que son independientes pero no iden-
ticamente distribuidos. Requeriremos de algunos resultados previos para su
demostracion y de la definicion de la operacion convolucion.

Definicién 34. La funcidn z — [°° fx(z)fy(y)(z — z)dz es llamada la
convolucion de fx y fy y se denota por fx * fy.

Obsérvese que si X y Y son independientes, fx * fy es una funcién de
densidad de X +Y.

Lema 5.0.3. Supdngase que 6, es la medida de Dirac en a, p € (0,1) y
A > 0. Considérese las siguientes dos medidas de probabilidad en N :

v, = (1 —p)do +péy  (Distribucion Bernoulli con pardmetro p)

= Z e_’\g(h (Distribucion Poisson con pardmetro  \)
k=0

o8



5. APLICACIONES 59

Entonces el limite vago de la sucesion {vi"},=r es px, donde * denota la

operacion convolucion.

Demostracion. Se probard que que la sucesién {v§"},~, converge en distri-
n

bucién a py. Sea p € (0,1) y sea ¢ = 1 — p. Obsérvese que

*n *n - n k n—k
v = (qdo +p&)™ =) (k>p q" "o,

k=1

que es la distribucién de la v.a. binomial. Entonces

n n\ ¥ App nn—=1)-(n—k+1)\ Ak
) = (3) a0t i w3
Ak 1 k+1 Nowor AP
= (1—5)"'(1— - )(1—5) = 1€ 1x (k)

cuando n — oo, esto es, {vy"},~\ converge en distribuciéon a u,. Como

n
la convergencia en distribuciéon implica la convergencia vaga, se obtiene el
resultado deseado. 0

Lema 5.0.4. Sea 0 < p < 1. Considérese la medida m, en N* concentrada
en los puntos (0,0), (0,1), (1,1) y (k,0) con k > 2 tales que X tiene distribu-
cion p, y Y tiene la distribucion v, si (z,y) tiene distribucion m,. Entonces
P(X £Y) < 2p°

Demostracion. Comenzaremos calculando m,,.

Puesto que P(X = 1) = pe?, entonces my(1,1) = pe ® debido a la
ausencia del punto (1,0). Por otra parte,

P(Y =1) = p=myp(0,1) +my(1,1),
luego

mP(Oa ]-) i mP(L ]-) =p _pe—p = p<1 - e—p).

De aqui que
P(X =0)=¢e"?=m,(0,0)+m,(0,1)
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implica que
mp(0,0) = e —m,(0,1) =e P —p(l —eP).
De hecho m,(k,0) = e_“;—’j. Luego

PIX=Y) = my0,0)+my(1,1) = —p(1 =) +pe
= e P+ 2pe P —p=eP(1+2p)—p

> (1-p)1+2p)—p=1-2p"
Por tanto 1 — P(X #Y) > 1—2p* y por consiguiente P(X #Y) <2p?. [
Lema 5.0.5. Si (X,Y) es una v.a. arbitraria en N> y A C N, se tiene que

IP(X € A)— P(Y € A)| < P(X #Y).

Demostracion. Obsérvese que para una v.a. Y fija se tiene que
{XeAl={X=YcAlU{X#Yc A} C{Y c AJU{X #Y}.
Por monotonia de la medida de probabilidad
P(Xe A <PYecA+PX#Y).
De manera analoga se obtiene
PYeA)<P(Xe€eA)+P(X #Y).

En conclusion

IP(X € A) = P(Y € A)| < P(X #Y).
O

Proposicién 5.0.6. Sean (X1,Y1),...,(X,,Y,) v.a.’s independientes con
valores en N? y con distribuciones my,, ..., m,, . Sea A C N. Entonces

IP(X1+-+X,) €A —P((Yi+---+Y,) € A) gzipg.
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Demostracion. Sean X = X; +--- X, yY =Y, +---+Y,,. Como
{(x#vyc X # )
j=1
por el lema anterior

IP(X e A)—P(Y € A)| < P(X £Y) < iP(Xj £Y;) < iQp?.

j=1 j=1
m

Proposicién 5.0.7. Sin > Xy ACN, [vi"(A) — ua(A4)] < 2%2

Demostracion. Haciendo p; = % para toda j € {1,...,n}, aplicamos la pro-

posicién anterior y se obtiene la desigualdad buscada puesto que la distri-
bucion de X7 4+ --- 4+ X, es py ylade Y7 +--- + Y, es v} segun el primer

lema. O

A continuacién damos pruebas breves de la ley débil y fuerte de los gran-
des ntimeros. Comenzaremos enunciando y demostrando dos desigualdades
importantes.

Lema 5.0.8 (Desigualdad de Chebyshev). Sea Y una v.a. positiva. Para
toda y > 0,

P(Y >y) < -E(Y)

Demostracion. Ya que

Yigysyy +Yivey S yliysy

entonces

Por tanto



5. APLICACIONES 62

Lema 5.0.9 (Desigualdad de Beinamé). Sea X v.a. tal que E(X?) < co. Si
m = E(X), para todo t > 0,

1

P(|X —m|>t) < >

(E((X =m)?)).

~+

Demostracién. Sea Y = (X —m)? y y = t%. Por el inciso anterior se tiene
que
1

Pl X —m|>t) < 2

(B((X —m)?).
O

Proposicién 5.0.10 (Ley Débil de los Grandes Numeros). Sea {X,,}5°, una
sucesion de v.a.’s reales independientes con la misma distribucion y tal que
E(X?) < oo. Sim = E(Xy). Entonces para toda € > 0 y para toda o € [0, 5)

n ne

X, 4+t X
P(‘ 1+ i ”—m‘zi)—m cuando n — 00.

Demostracion. Sea X = (X +---+ X,,). Entonces

EX)=FE (% zn:XZ> = %iE(Xz) = %nE(Xl) = E(Xy).
También

E(X —m)®) = Var(X)=Var (% ZR:Xl) = % Zn:Va'r’(Xi)

_ % > B(X —m)) = SE((X - m)?)

Luego, dada - > 0, por la desigualdad de Beinamé

X, +-+ X,
P(’ 1+ +

. _ m’ > i) < "_QSE((X—m)?) = n—QaE((Xl—m)z) =0

o € ne?

cuando n — 0. O
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Lema 5.0.11. Sea {X,,}°°, una sucesion de v.a.’s independientes e identi-
camente distribuidas para las cuales existe k > 0 tal que E(eM*1]) < oco. Si
m = E(X31), para cada € > 0 existe g € (0,1) tal que

X Lot X

n

—m‘ 26> < 2q".

Demostracion. Definase

1 1
An:{E(XlJr---Jan)—mZe} y Bn:{E(X1+---+Xn)—m§e}.
Entonces, por la desigualdad de Chebyshev
P(An) _ P(es(X1+~~'+Xn) 2 esn(e-‘rm)) S e—sn(e—i-m)E(es(Xl-‘r'"-i-Xn))
con 0 < s < «. Definase
QD(S) _ €_S(€+W)E(65X1).
Entonces
P(An) < ¢(s)".
Notese que
ga/(s) = —(e+ m)e’S(Ger)E(eSXI) + e’S(Eer)E(XleSXl).
Luego ¢ (0) = —e —m +m = —e < 0. Ademds (0) = 1. Luego existe
s1 € (0,a] tal que g1 = p(s1) € (0,1). Por otra parte, aplicando el resultado
anterior a (—X,,)nen implica que existe g2 € (0, 1) tal que P(B,) < ¢5. Sea
q = max{q, g2 }. Luego

X+ + X,
P<' 1+ +

n

—m‘ Z(—:) <2q".

O

Proposicién 5.0.12 (Ley Fuerte de los Grandes Numeros). Sea {X,}5°,
una sucesion de v.a.’s independientes e identicamente distribuidas para las
cuales existe k > 0 tal que E(eFX1) < 0o, Sim = E(X)),

—(Xi+--+X,) >m as. cuando n — oo.
n
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Demostracion. Del lema 5.0.11 se sigue que

n=1 n=1 n=0

- 2(%@{—1) :2(14161) < .

Haciendo uso del lema de Borell-Cantelli A.0.32:

1
P(limsup [—(X; + -+ X,,) —m| > €) = 0.

n—oo N
Entonces ]
P(liminf |—(X; 4+ ---+ X)) —m| <€) =1,
n—oo N
es decir,

n

E X; —m as.cuando n — 0.
i=1

1
n

]

La siguiente proposiciéon hace uso de un bien conocido teorema llamado
del Limite Central, el cual enunciamos en la secciéon de preliminares, asi como
de la ley débil de los grandes ntimeros 5.0.10.

Proposiciéon 5.0.13. Sea {X,}5°, una sucesion de v.a’s independientes
reales con la misma distribucion y tales que E(X;) = 0 y B(X?) < oo.
Sea S, = X1+ -+ X,,. Entonces

1 n
lim P(S, >0)== y lim (E(efsnlsnzo»l/ 1

n—00 2 n—o0

Demostracion. En virtud del Teorema del Limite Central A.0.33, la distri-

2
Ny S s -, I ,
bucién p, de Jns converge en distribucién a v = e™ 2 NS Asi

pin([0,00)) = v([0, 00)).

Como
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. e 17 ., —3/4
se obtiene el resultado deseado. Considérese la funcién f(x) = 2" " con

x > 0. Notese que tal funcién es concava, de modo que la desigualdad de
Jensen se satisface pero en orden opuesto. Por tanto se obtiene

_ n—3/ =3/
(E(e™ " 1gg500)" > Ble™ "5 1s,50y).-

Por otra parte, en virtud de la ley débil de los grandes niimeros (Proposicién
(5.0.12)), se tiene que
> e) =0,

lim P (
n—oo

asegurandose asi que

Sn

n

€ , S
> 7 =JLD20P(\W

h’mP( ge):l
n—00

para toda € > 0. Como consecuencia de esto, se precisa que

n
n3/4

e~/ 5n >1-—n"%%8, >1—c
De aqui que

_3/

Ble™ 15 50) > (1—e)P(S, >0)

> (1—e)P({S, >0 n{e™ ™" >1—¢}).
Obsérvese que
1 > PH{S, >0 u{e ™" >1_¢)
= PUS, >0 +P{e" S >1—¢))
— P{S, =0 n{e " > 1)),

De aqui que

(1= e)(P({Sp Z 0} {e ¥ > 1~ e})

> (1= )(P({Sy = 0}) = P({e™" """ < 1—¢})).
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En resumen,

3

(B(e™5 1g5,201))" " > (1= )(P({Sn > 0}) = P({e™" """ < 1= ¢})).

De donde se sigue que

_: 1
lm inf(E(e™1gg,50))" " > (1 — )5 >0

n—oo
y por tanto
liminf(E(e " 115,50,))"™ > 1.
n—oo -
Ya que
e 5 lg, 20y < 1,
se obtiene el resultado buscado. O

Proposicién 5.0.14. Sea {X,}°°, una sucesion de v.a’s reales indepen-
dientes con la misma distribucién. Supdngase que @(t) = E(e!*1) existe para
toda t en un intervalo abierto I conteniendo al cero y un nimero real fijo
s> FE(X) tal que t — e *p(t) alcanza su minimo «(s) en un punto 7 de I.
Definase S,, = X1+ -+ X,,. Entonces

o [r ()]

Demostracion. La demostracién requerird de varios pasos previos. Primera-

mente mostraremos que
g 1
[P (—n > s)] < afs).
n

Para ello se probard que log(p(t)) es convexa en I y que 7 > 0. Nétese
que p"(t) = E(X7e*1). Probaremos la convexidad de la funcién log(p(t))
haciendo uso de la desigualdad de Hélder. Sea 6 € (0, 1). Definase las v.a.’s
Y = el=0uX y 7 = X1 Considérese p = &5 y ¢ = 4. Nétese que
% + % = 1, es decir, p y ¢ son exponentes conjugados. Entonces, por la
desigualdad de Holder A.0.27 se tiene que

E(|YZ]) < (E()Y[P)/P(E(|1Z)%)"1.
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Dicho de otro modo
E(e(1*9)t1X1+9t2X1> < (E(et1X1))170(E(et2X1))0.
Por lo tanto
]Og(E(e(lfG)t1X1+9t2X1)) < 910g(E(€t1X1)> + (1 . 9)E<6t2x1)_

Cuando # = 0,1 la inecuacién se convierte en igualdad. En conclusion,
log((t)) es convexa, lo cual implica que (log(¢(t)))” > 0. En consecuen-
2 (1)

cia 20 s creciente. Por otra parte, ya que en 7 se alcanza el minimo de

g(t) = et p(t), resulta cierto que
g (1) = —se*To(1) + e TE(Xe™") = 0.

Luego
B(X1e™) = sp(7)

y finalmente

() _
o(7)
Obsérvese que si 7 < 0 se tendria que
o(1) = »(0)

lo cual contradice la hipétesis de que s > E(X;). Luego 7 > 0. Finalmente,
haciendo uso de la desigualdad de Chebyshev obtenemos

P(%25) =Pl 2 ) < (Tl = (a0

Por otra parte sea p; la distribucién de X; — s y sea v(dzx) = a(s'),ul(daz).
Probaremos que v es una medida de probabilidad, que f zv(dr) = 0,y
también que [ z?v(dx) < co. Obsérvese que

_ 1 7(X1—8)\ __ E(eT(Xl_S)) o
/V(dx)—a(S)E(e ( ))_m_l.
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Ya que 7 pertenece a I,

1
n _ E(X, — s|™ T(X1—s)
/|IB| v(dz) _04(3) (| X1 — s|"e ) < o0

para toda n € N. Ademds, como s = ‘fo(—(:)) resulta

T i — ey EOGE) — ()
/my(dx) = a(S)E(<X1 ) ) E(emX1)

B E(Xle‘er) _ ‘;((:))90(7-) E(X]_eTXl) _ E(XleTXl)
- E(em1) E(em*1)

=0.

Finalmente, se afirma que para {Z,,}°° | una sucesién de v.a’s independientes
con misma distribucién v,

Sh, o o—r(Za e
i (_ > 3) = (a(s)"E(e™ I I gk hz0).

n

Damos razén de esto.

Definase Z; = X; — s para toda i € {1,...,n}. De modo que

Sn
P (— > s) = / pi(dzy) ... pp(dzy)
n Zi++Zn>0

— (a(s))" / T ) (i)
1ot Zn >

= (a())"E(e T g g,50))-

Por la proposicién anterior concluimos que, para las v.a.’s 7241, ...,7Z4,,
1
, Sn .
lim P{— >s = a(s).
n—oo n

O

Como ejemplos muy particulares tenemos que, para la distribucién nor-

mal, p(t) = e’/ y por tanto a(s) = e~ z. Mientras que para la distribucién
gamma con t < 1,3 >0, p(t) = (1 —t)7?, y por tanto a(s) = e—8+5(%)5_
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La caracterizacion de la esperanza condicional que es abordada en la
siguiente proposicién es casi siempre tomada como una definicion en la lite-
ratura matematica.

Proposicién 5.0.15. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea B una
sub — oalgebra de A. Si X € L'(A), entonces

/XdP:/E(X|B)dP para toda B € B, (5.1)
B B

la cual caracteriza a E(X|B).

Demostracidn. Empezamos mostrando que 5.1 se verifica si X € L*(A).

Por definicién, X — F(X|B) es ortogonal a L?(B) y por tanto, a la funcién
1p para cada B € B. Esto es

B(X — B(X|B))1) = E(X15) — E(E(X|B)1) = 0.

Lo cual es equivalente a que

/BXdP:/BE(X\B)dP.

Extendemos lo probado hasta ahora.

Afirmamos lo siguiente: si X > 0, entonces L(X) = lim E(min(X,n)|B).
n—oo
Si X € L'(A), definimos L(X) = L(XT) — L(X ™), donde X+ = méx(X,0)
y X~ = méax(—X,0). Mostraremos que L(X) € L'(B) y también que

/(X — L(X))dP =0 paratoda B € B.
B

Ya que X > 0, entonces min(X,n) € L?(B). Asi, si B € B, por el teorema
de convergencia mondtona A.0.22

/XdP:/ lim min(X,n)dP = lim [ min(X,n)dP.
B B

n—0o0 n—oo B

En virtud de lo anterior resulta que

Iim [ min(X,n)dP = lim [ E(min(X,n)|B)dP.
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Obsérvese que la funcién n — E(min(X,n)|B) es una sucesién creciente
segin 3.2.2. Nuevamente, por el teorema de convergencia mondtona A.(0.22
tenemos que

lim [ E(min(X,n)|B)dP = / L(X)dP.

n—oo B B

En resumen, hemos probado que

/B XdP = /B L(X)dP.

Al igual que el limite de funciones B — medibles positivas, L(X) es también
positivo y B — medible. Ya que [, XdP = [, L(X)dP, se tiene que L(X)
es integrable. El caso cuando X no necesariamente es positivo se sigue de la
descomposicién de L(X) = L(XT) — L(X ™).

Por otra parte, obsérvese que si f, g € L'(B) son tales que [,(f—g)dP =0
para cada B € B, entonces f = g. Damos un argumento para esto.

Supéngase que f — g > 0. Sea € > 0. Definase B. = {f — g > €}. Por
hipétesis se tiene

O:/B(f—g)dpzeP(BE).

Con lo cual se sigue que P(B,) = 0. Por tanto

) =0,

3=

P(f—g>0) = PO, BL) < S P(B
n=1

y en consecuencia P(f — g > 0) = 0. El caso cuando f — g < 0 se reduce al
caso anterior y por tanto P(f — g < 0) = 0. En consecuencia P(f = g) = 1.

Finalmente afirmamos que L(X) es un operador lineal acotado de L'(.A)
a L'(B) e inferimos que L(X) = E(X|B). Damos demostracién de esto.

Nétese que L(X) es el tinico elemento de L(B) que satisface la condicién
[5(X—L(X))dP = 0 para cada b € B. Para ver esto, supéngase otro elemento
S(X) que satisface la misma propiedad. Entonces

/ (X — L(X))dP = / (X — S(X))dP,

B
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de donde se obtiene que

/(S(X) — L(X))dP = 0.
B
Por lo expuesto hasta ahora tenemos que

S(X) = L(X).

De este modo tenemos que para X € L*(A) L(X) = E(X|B). Por otra parte,
L es lineal en L' pues para cualsequiera escalares \, ; € R se tiene que

/ (AX + puY — AL(X) — pL(Y))dP =0

para toda B € B. Ademds, por lo anterior se tiene que

E(IL(X)) < E(LY(X)+ L7 (X)) = E(L"(X)) + E(L™ (X))

= BE(X")+E(X")=E(X]),

lo que prueba que es acotado. Ya que la extension de F(X|B) de L?(A) a
L'(A) es tinica segtin 3.3.1 se sigue que L(X) = E(X|B). O

En la siguiente proposicion requeriremos la nocién de clase mondtona, la
cual definimos a continuacion.

Definicién 35. Una clase mondtona es una familia M de subconjuntos de
X tal que si {A,}nen €s una sucesion mondtona para la cual A, € M para
cada n, entonces su limite estd en M.

Proposicién 5.0.16. Supdngase que (2, A, P) es un espacio de probabilidad,
B es una sub— o—dlgebra de A, Y es una v.a. B —medible, y X es una v.a.
independiente de B. Considérese f : R?* — R tal que f(X,Y) es integrable.
St es la distribucion de X, entonces

E(J(X,Y)|B) = / " (@ Y)u(dz). (5.2)
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Demostracion. La demostracion de esta proposicion la damos en varios pasos.

Comenzamos probando que 5.2 se satisface si f(z,y) = 17(z)1,(y), donde
I, J son subconjuntos borelianos de R. Sea ¢ = 1,;(Y’). Aplicando el teorema
3.3.1 inciso iv) obtenemos el resultado deseado.

Sea P el dlgebra Booleana en R? que consiste de todos los conjuntos de
la forma E = ngllp x Jp, donde I, J, son subconjuntos borelianos de R.
Mostramos que 5.2 se satisface si f(z,y) = 1g(z,y) con E € P.

Supondremos sin perdida de generalidad que I, x J, N [, x J, = () para
toda p # ¢, pues si algin rectdngulo se traslapa con otro, su interseccion
pertenece a P y por tanto, tales rectangulos pueden ser puestos como uniéon
de conjuntos disjuntos. De este modo 5.2 se sigue de lo anterior por linealidad.

Construimos ahora una clase especial de conjuntos 1til para la prueba.

Sea M la familia de subconjuntos M de R? tales que f(x,y) = 1y(x,y)
satisface 5.2. Afirmamos que M es una clase monétona. Supéngase que M,, €
M, con {M,},en sucesiéon mondtona creciente y M = U2 . Obsérvese que
1y, (X,Y) — 14(X,Y) en L?(A). Entonces, por el teorema de convergencia
mondétona se tiene que

E(u(X,Y)|B) = lim E(1y, (X,Y)|B)

= lim Iag, (X, Y)u(dx)
- / (2, )ulde).

La demostracién cuando {M, },en es una sucesiéon mondtona decreciente es
idéntica a la ya expuesta. En conclusion, M es clase mondtona.

Terminamos esta demostraciéon probando los siguientes casos:

a) f es una funcién simple en R?.

Haciendo uso del teorema de las clases mondtonas A.0.34 en M y P
resulta que M es el dlgebra de Borel en R?. Por tanto 5.2 se satisface
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para combinaciones lineales finitas de funciones indicadoras de conjun-
tos borelianos en R2.

b) f es una funcién medible positiva con f(X,Y") integrable.

Asumiendo que f > 0, entonces existe una sucesion creciente de funcio-
nes simples borelianas no negativas {f, }nen tal que f, — f. De modo
que 5.2 se sigue por un argumento andlogo al expuesto en el de la clase
mondétona construida.

c¢) El caso general. Este se reduce al de b) puesto que f = f* — f~, con
ST =méx(0,f) y [~ = mdx(0, - f).



Capitulo 6

Conclusiones

Con base en el libro de Paul Malliavin, “Integration and Probability”[7],
se han exhibido resultados importantes en el estudio de la Teoria de la Pro-
babilidad: el Teorema de Representacion de Stone, proposiciéon base para
fundamentar la relacion entre el calculo proposicional y el célculo proba-
bilistico mediante operaciones conjuntistas; el teorema de Dependencia Fun-
cional y Medibilidad de Dynkin que permite la conexion entre espacios de
probabilidad y variables aleatorias; nociones de convergencia para variables
aleatorias; el estudio del operador esperanza condicional en el espacio natural
L?, sus posibles extensiones y una demostracién de la desigualdad de Jen-
sen condicionada usando aproximacion mediante o—algebras; demostracion
poco comun en la literatura probabilistica; finalmente la nocién de ortogona-
lidad e independencia en tal espacio. La interaccién entre diversas disciplinas
matematicas queda clarificada.

Como posibles extensiones de este trabajo, queda por supuesto la cone-
xién entre las variables aleatorias y el Analisis Complejo mediante el uso
de funciones caracteristicas; el uso de polinomios de Hermite y teoremas de
convergencia de martingalas, herramientas claves para la comprension de las
bases de la Teoria de la Probabilidad y que da entrada al estudio de los espa-
cios de probabilidad Gaussianos, los cuales son fundamentales en el Célculo
Estocéstico de Variaciones, mejor conocido como Célculo de Malliavin.
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Apéndice A
Conceptos y resultados varios

La finalidad de este apéndice es dar los fundamentos y herramientas nece-
sarias para abordar los capitulos anteriores. Para ello damos las definiciones
y teoremas previos a la teoria expuesta.

Comenzamos dando la definicién de atomo, término basico en diversas
ramas de la matematica como la Probabilidad, la Topologia y la Teoria de
Conjuntos.

Definicién 36. Sea A una o—dlgebra finita. Sea B € A tal que
B cB, B eA implicaque B =B o B =0.
A los conjuntos que verifican esta propiedad se les denomina dtomos.
Obsérvese que los atomos son los elementos minimos con respecto a la

relacion de inclusion en una o—algebra. Si By B son &tomos distintos,
entonces BN B = (). Esto implica el siguiente resultado.

Proposicién A.0.17. Sea A una o—dlgebra finita en un conjunto Y. Enton-
ces cada subconjunto no vacio en A es la union de los dtomos que contiene.

A continuaciéon damos un lema importante para abordar un resultado
fundamental en la seccién (2.1): el Teorema de Representacion de Stone.
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Lema A.0.18. Sea F un filtro en B y sea Ag € B tal que AN Ay # 0 para
todo A € F. La familia

4, ={Z € B: Z contiene un conjunto de la forma ANAy con A € F} es un filtro.
(A.1)

Definicién 37. Un ultrafiltro es un filtro U de B tal que F =U para cada
filtro mas fino que U.

El lema de Zorn muestra que, dado un filtro Fy siempre existe un ultra-
filtro Y més fino que Fy. Para mayores detalles véase [2].

El siguiente resultado facilita la identificacién de ultrafiltros.
Lema A.0.19. Una condicion necesaria y suficiente para que un filtro U sea

un ultrafiltro en B es que, para toda Ay € B, Ag €U 0 Aj € U.

Una demostracién de este resultado puede consultarse en [8].

Ahora bien, sea ® un mapeo tal que ¢ : 2 — €); definido como en la
ecuacién (2.2), se tiene el siguiente resultado.

1"

Lema A.0.20. f € ®(Q) si y sélo si se satisfacen para todo A", A", A" € B

f(A)siA< A
= if{f(A"), f(A")}

" n
= = = =
==
D
::'>2

—
=
+
=
3
|

Demostracion. Supéngase que f € ®(2), entonces f(A) = 1y, (A), A € B.
Por propiedades de la funcién indicadora se tiene que

= f(0) = 1u(0) = 0.
= Si A< A entonces f(A) = 1y(A) < 1y (A) = f(A).
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o JATNA") = 1y (AN A") = (1 (A"), 1 (A")) = i (F(A"), F(A")).

= Por el lema A.0.19 si A € U entonces A° no pertenece a U, luego se
tiene que f(A) + f(A°) = 1.

Ahora supongase que se satisfacen las cuatro propiedades de la proposi-
cién. En virtud de la cuarta propiedad y de la definicién de ultrafiltro f(A) es
funcién caracteristica. Las restantes propiedades se satisfacen para funciones
caracteristicas y, por tanto, f € ®().

]

Corolario A.0.21. Sea f € L°(X,A). Entonces existe una sucesion g, de

funciones simples convergiendo puntualmente a f, donde L°(X,.A) se define
como en (2.5).

Definicién 38. Se denota por Sﬁ(X, A) el conjunto de todas las funciones
simples integrables.

Teorema A.0.22 (De Convergencia Monétona ). Si {f,} es una sucesion
de funciones medibles en M™* (X, A), la cual es creciente ( decreciente) y

convergente a f, entonces [ fdu = lim [ f,dpu.
n—oo

Teorema A.0.23 (De Convergencia Dominada). Sea {f,} una sucesion de
funciones integrables la cual converge c.s. a una funcion medible de variable
real f. Si existe una funcion integrable g tal que |f,| < g para toda n € N,

entonces [ es integrable y [ fdu = lim /fndu.
n—oo

Proposiciéon A.0.24. Si X es un espacio métrico localmente compacto,
o—compacto y {p,} € M*(X) una sucesion, entonces

a) si p, — pu vagamente en MY(X) y para cada € > 0 existe un conjunto
compacto K C X, tal que |p,|(K¢) < € para toda n > ng, entonces
Un — o estrechamente en M*(X).

b) si pn, — p vagamente en MY (X) y u,(X) — u(X), entonces p, — p
estrechamente en M*(X).
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La demostracién de este resultado puede consultarse en [14].

Proposiciéon A.0.25. Supongase que (X, A, p) es un espacio de medida
completo, Y es un espacio métrico, fo € M,(X,A);(Y,By)), y {fa}tnen
es una sucesion en M, (X, A); (Y, By)).

St d,(fn, fo) = 0, entonces existe una subsucesion { fy, tren de {fn}nen
tales que f,, — fo 1 — a.e.

La prueba de éste resultado puede ser consultada en [7] pag. 23.
Proposicién A.0.26 (Desigualdad de Jensen). Sea ¢ una funcion conveza
en [a,b] C R. Sea ay(1 < k < n) ndmeros positivos tales que Zak = 1.

k=1
Entonces

@ (Z Oéktk) < ZakSO(tk)
k=1 k=1
para toda ty, € [a, b].

Proposiciéon A.0.27 (Desigualdad de Hélder). Sean p,q € (1,00) tales que
14 é =1. 8 f e LP(Q) yge L1YNQ), entonces

p
foe L)yl fo il £ ol glly-
Si feL>™(Q) yge LY Q), entonces
foe L) yll folhisl £l gl
Proposiciéon A.0.28. Si pu(2) < oo y 1 <p < s < oo, entonces
L(Q2) C LP(Q)
y esta inclusion es continua.

Definicién 39. Se definen los siguientes espacios de funciones acotadas me-
dibles:

LX(X,A) ={f € L2%X,A) : existe M < oo,|f(z)| < oo}
LN (X, A) ={f € L2(X, A) : u({z « f(z) # 0}) < oo}
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Definicién 40. Se define el operador truncamiento como

flx) st [fx)] <n
T.(f) = n  si f(x)>n (A.2)

-n s f(r) < —n
Donde f € L (X, A).

Teorema A.0.29 (De Fatou-Beppo Levi). Sea {f,} una sucesion crecien-
te de funciones integrables tales que [ f, < C, donde C' es una constante
independiente de n. Entonces

i) lim f,, = f existe y es finito p—c.d.
i) foo € Ly y
iii) || fo — foo ||lL1— 0.

Definicién 41. Sea (X1, A1, 1) y (Xa, As, po) espacios medibles, sea X =
X1 x Xy el espacio producto, y sea A = Ay X Ay la o—adlgebra producto. La
medida producto es una medida pv en el espacio medible (X, A) y satisface

p(Ar x As) = u(ADp(As)  si pi(Ay) < oo, € {1,2}.

Teorema A.0.30 (De Fubini). Sea (X, Bx,ux) y (Y, By, py) espacios me-
dibles o—finitos completos y sea f : X XY — C absolutamente integrable
con respecto a la completacion Bx X By. Entonces:

i) Para px—c.d. © € X, la funcion y — f(z,y) es absolutamente inte-

grable con respecto a jy, y en partz’cular/ f(z,y)duy (y) existe. Mds
Y

atn, el mapeo definido pux—c.d. x — / f(z,y)duy (y) es absoluta-
%
mente integrable con respecto a pix.

ii) Para py—c.d. y € Y, la funcion x — f(z,y) es absolutamente inte-
grable con respecto a px, y en particular [ f(x,y)dux(x) existe. Mds

X
atn, el mapeo definido py—c.d. y — / f(z,y)dux(x) es absoluta-

b's
mente integrable con respecto a iy .
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zzz)
[ swadn <diten = [ ([ s ndr ) ast)
XxY x \Jy

_ /Y < /X f(x,y)dux(l‘)) dpy (y).

Proposicion A.0.31. Considérese dos espacios métricos separables X1 y Xo
y su producto Y = X1 X Xs. Sea Y equipado con la topologia producto. Sea
Bi, By y By las o—dlgebras Borelianas asociadas. Entonces By = By ® Bs.

Proposiciéon A.0.32. Sea {A,}nen una sucesion de conjuntos, y definase

A=Ilimsup A, = ﬁ D Ap.

=00 n=1k=n

a) Si ZP(An) < 00, entonces P(A) = 0.
n=1

b) Si Ay, As, ... son independientes y Z P(A,) = oo, entonces P(A) = 1.

n=1

Proposiciéon A.0.33. Sea X1, X5, ... una sucesion de v.a’s independientes
e identicamente distribuidas tales que para cada natural n, E(X,) = u y
Var(X,) = 0® < co. Entonces

X1+ + Xy —np
Vno

en distribucion, siendo N(0,1) la distribucion normal con esperanza nula y
varianza 1.

— N(0,1)

Proposiciéon A.0.34. Sea B, un dlgebra Booleana de subconjuntos de X,
M la clase mondtona generada por By, y B la o—dlgebra generada por By.
Entonces B = M.
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