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Introduccion

Los objetivos de este trabajo consisten en analizar los problemas de paro
optimo a tiempo discreto y continuo, estudiar las posibles estrategias para su
solucion y las caracteristicas de la funcién de ganancia que surgen en este tipo
de problemas.

Los problemas de paro 6ptimo consisten en determinar el mejor momento
para tomar una decisién y reaccionar ante una secuencia de observaciones que
provienen de variables aleatorias, tratando de maximizar las ganancias espera-
das o minimizar los costos esperados.

Dichos problemas surgen naturalmente en muchas areas de las mateméticas
aplicadas, como lo son: la Estadistica (Inferencial o Bayesiana), las Mateméti-
cas Financieras o la Investigacion de Operaciones. Este trabajo es un referente
introductorio a este tipo de problemas y estd basado en el articulo de Andreas
Kyprianou: A Hands-On Approach to Optimal Stopping realizado durante la 6ta
Escuela de Probabilidad y Procesos Estocésticos en el Centro de Investigaciones
en Matematicas, Guanajuato, Guanajuato.

Esta tesis es autocontenida, salvo posibles ocasiones en las que se requiera
mencionar un resultado importante y no sea posible realizar una demostracién
apropiada debido al alcance del mismo, entonces se hara referencia a la biblio-
graffa.

La estructura del trabajo consta de cinco capitulos. En el primer capitulo
se estudia una de las herramientas bésicas para el desarrollo de esta tesis, las
martingalas. Introducimos los conceptos de martingala, tiempo de paro, asi co-
mo importantes desigualdades que nos llevan a resultados de convergencia de
martingalas.

En el segundo capitulo presentamos una definicién rigurosa del problema de
paro 6ptimo a tiempo discreto. Iniciamos con el tiempo discreto para desarro-
llar la idea general y asi analizar facilmente el problema a tiempo continuo. Se
define el supremo esencial, que es de suma importancia para obtener la soluciéon
del problema. Para finalizar el capitulo, ademas de utilizar las martingalas para
resolver el problema de paro 6ptimo, se presenta un enfoque con cadenas de
Markov.

El movimiento Browniano se estudia en el tercer capitulo, pues es un compo-
nente importante del problema de paro que se analiza en esta tesis. Presentamos
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una construccién del movimiento Browniano para observar propiedades impor-
tantes de sus trayectorias y examinar la propiedad fuerte de Markov que éste
posee.

El cuarto capitulo estd dedicado a estudiar las martingalas continuas y la
generalizacion de los resultados vistos en el primer capitulo. Aqui es donde ve-
mos las caracteristicas que adquieren los tiempos de paro cuando se trata de un
tiempo continuo. Analizamos las principales desigualdades maximales en mar-
tingalas que dan paso a revisar el Teorema de Paro de Doob resultado que nos
guiard a encontrar una estrategia éptima para resolver el problema a considerar
en el capitulo final. Por ultimo, presentamos aplicaciones de las martingalas al
movimiento Browniano, las cuales nos ayudaran durante el analisis de los resul-
tados finales.

Finalmente, consideramos en el problema de paro 6ptimo a tiempo continuo
un proceso basado en tres componentes: una parte lineal positiva, un movi-
miento Browniano y un proceso Poisson. Esta familia de procesos estocasticos
es conocida como procesos de Lévy. Vemos las condiciones que se requieren para
que se cumpla la optimizacién requerida por problema de paro. Analizamos al
Problema de McKean, un problema de paro que modela al instrumento finan-
ciero conocido como Opcién Americana y concluimos estudiando una propiedad
que se presenta para este tipo de problema de paro, la condicién de Smooth Fit.

A lo largo del trabajo se tiene el supuesto de que el lector posee las nociones
bésicas en teorfa de medida, para lo cual se puede consultar [7] o [13].
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Capitulo 1

Martingalas

En el primer capitulo de este trabajo presentamos la definicién de martin-
gala, asi como algunas propiedades que surgen gracias a la estructura de estos
procesos. Las martingalas son una de las herramientas mas ttiles de la teoria
de probabilidad moderna. En particular, las martingalas son una referencia pa-
ra el estudio de teoremas limite o convergencia, pues la teoria de martingalas
proporciona pruebas méds elegantes y estéticamente atractivas.

1.1. Definicion

Consideremos un espacio de probabilidad conocido y fijo (Q, F,P), asi como
una sucesién de o-algebras (F,)n>0, tales que F,, C F,+1 C F para todon > 0.

Definicién 1.1 (Martingala). Decimos que X = (X,,n > 0) es una (F,)-
martingala, si

1. E[|X,|] < oo para cada n.
2. X,, es F,-medible, para cada n.
3. E[X,, | Fn] = X c.s., para todo m < n.

Podemos observar que (2) es casi una implicacién de (3), la cual sostiene
que X,, es casi seguramente igual a una variable aleatoria F,,-medible.

Recordemos que la Ley Fuerte de los Grandes Nimeros afirma que [7, p. 173]
si (X,,n > 0) es una sucesién de variables aleatorias las cuales son indepen-
dientes e idénticamente distribuidas con E[X,| = py Ug(n < oo para toda n, y
siS, = E?Zl X, entonces 1im,, ;oo 37" = u, casi seguramente. Por otro lado, la
Ley Cero Uno de Kolmogorov nos asegura que [13, p. 381], si consideramos una
sucesién de variables aleatorias (X,,,n > 0) independientes entre si, el evento
cola debe tener una probabilidad 0 o 1, es decir, debe ser una constante. En-
tonces, S—; — i cuando n — oo, donde i es una variable aleatoria cuyo valor
siempre es constante.
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1.1. DEFINICION

Es de poco interés el estudio de sucesiones convergentes a limites que sean
constantes. Sin embargo, si escribimos la sucesién anterior de una manera dis-
tinta tenemos que
Sp —np

lim
n—o00 n

=0, c.s.

Observemos en el siguiente ejemplo que una propiedad clave de la sucesién
(S — nu,n > 0) es que, si F, = o(Sk | K < n), entonces la sucesién es una
martingala.

Ejemplo 1.1. Sea (X,,n > 0) una sucesién de variables aleatorias indepen-
dientes con E[|X,|] < oo, para toda n. Para n > 0 sea S, = >/ Xk ¥y
Fn =0(Sk | K <n). Entonces tenemos que para toda m < n

E[S,, —np | Fn) = E[Spm + (Sn — Sm) — np | F]
= (S —nu) + E[S, — Sim | Fon]

= (Sm —nu) +E Z Xk|]:'m‘|
k=m-+1
= (Sm—np)+ Y E[Xi| Fnl
k=m+1
= (Sm—np)+ > E[X;] (1.1)
k=m+1
= Sy —mu.

Donde (1.1) se cumple pues F,, es la informacién generada por las variables
Xo0,X1,..., X vy entonces (Xi, k > m + 1) es independiente de F,,. Por lo
tanto, (S, —nu,n > 0) es una martingala.

Una propiedad importante de las martingalas es que poseen una esperanza
cuyo valor siempre es constante.

Proposicién 1.1. Si (X,,n > 0) es una martingala, entonces E[X,,] = E[Xo],
para toda n > 0.

Demostracion. Si (X,,n > 0) es una martingala entonces tenemos que Xg =
E[X,, | Fo] para n > 0 por lo que

E[Xo] = E[E[Xy | Fo]] = E[Xq],
para toda n > 0. O

Por otro lado, si un proceso tiene un valor esperado constante, este proceso no
necesariamente es una martingala. Sin embargo, con las condiciones necesarias la
afirmacién anterior llega a ocurrir. Para poder mostrar el resultado requerimos
de una definicién que sera vital para desarrollo de este capitulo.

Definicién 1.2 (Tiempo de Paro). Una variable aleatoria 7 : @ — N = NU{oc}
es un tiempo de paro con respecto a (F,) si {1 < n} € F,.



CAPITULO 1. MARTINGALAS

Los tiempos de paro pueden ser pensados como aquel tiempo en el que
ocurre algin evento de interés, con la convencion de que el tiempo de paro toma
el valor +o00 si el evento nunca ocurre. El término “tiempo de paro”proviene
de un concepto involucrado con los juegos de apuestas: dependiendo de ciertos
eventos, un apostador puede dejar el juego en cualquier momento (un tiempo
aleatorio), pero en el momento en que decide detenerse, esa decisién debe estar
basada en los eventos que han ocurrido en el pasado y no en eventos futuros.

Proposicién 1.2. Sea T un tiempo de paro acotado por c, es decir, P(1 < ¢) =1
y sea (X,,n > 0) una martingala, entonces E[X,;] = E[Xo].

Demostracion. Observemos que a X, la podemos escribir como,

Xr = Xnl{ron}-
n=0

Entonces, sea [c] la parte entera de ¢ o el méximo entero no superior a ¢,

)
Z an{r—n}]
n=0

[c]
=E | Y Xplgr—n

n=0
[
=3 E[Xnl{r—n}]

n=0

E[X,]=E

Notemos que podemos escribir a {T = n} como {r < n}\ {7 < n — 1} donde
ambos eventos pertenecen a JF, por ser 7 un tiempo de paro, por lo tanto
{r = n} € F,, entonces

[e]
EX,] = Y BEXigloy | ]

n=0
(]
=Y E[X[ql{r—n)]

n=0

[ [
=E | Xalir—n)
n=0

]
=E | X Y Lir—n)

n=0

= E[X{g] = E[X]
O

La siguiente definiciéon muestra que, para un tiempo de paro 7, F,. puede
ser interpretada la informacién disponible para algin momento aleatorio. Esta
o-algebra es conocida como o-dlgebra parada y seréd de utilidad méas adelante.



1.1. DEFINICION

Definiciéon 1.3. Sea 7 un tiempo de paro, entonces tenemos que la o-algebra
parada en 7 esta definida como,

Fo={AeF|AN{r <n} € Fy, para todan}.

Veamos que la definiciéon anterior tiene sentido, al probar que F. es, efecti-
vamente, una o-algebra.

Proposicion 1.3. Sea 7 un tiempo de paro, entonces F, es una o-algebra.

Demostracion. Como {T < n} = QN {r < n} € F, para toda n, de acuerdo a
la definicién de F se tiene que Q € F,. Si A € F,, podemos escribir a A°N B
como B\ (AN B) entonces:

An{r <n}={r <n}\(An{r <n}). (1.2)

Donde, a la derecha de (1.2), ambas partes pertenecen a JF,, por lo tanto,
A° € F.. Por tltimo, si (Ag, k > 0) € F, entonces observemos que

<6Ak> N{r <n}= G(Akﬂ{fgn}),
k=0 k=0

Se tiene entonces que |y, Ak € Fr.

Como F, contiene al conjunto 2, y al ser cerrado bajo complementos y
uniones contables, F, es una o-algebra. O

Verifiquemos dos sencillas proposiciones que seran de ayuda a la hora de
presentar un resultado importante, el Teorema de Paro Opcional de Doob.

Proposicion 1.4. Sean dos tiempos de paro, v y 7, tales que v < T, entonces
F, C Fr.

Demostracion. Si sabemos que v < 7, entonces {r < n} C {y < n}, y por lo
tanto {7 < n} = {y <n}N{r <n}. Si A € F, entonces

An{r<n}=An{y <n}n{r <n}.
Donde AN{y < n} € F, por la definicién de F,, de igual manera {7 < n} € F,

por ser 7 un tiempo de paro. Por lo tanto, AN {7 < n} € F, para toda n, es
decir, A € F.. O

Proposicién 1.5. Supongamos que (X,,n > 0) es una sucesion de variables

aleatorias tales que para toda n se tiene que X, es F, medible. Consideremos
un tiempo de paro T, entonces X, es F,- medible.

Demostracion. Recordemos que podemos reescribir el término X, como

X, = i Xolirepy-
n=0
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Si consideremos un boreliano B, es necesario mostrar que el evento {X, € B} €
Fr, es decir, {X; € B} N {r <n} € F, para toda n. Por lo tanto,

{XTGB}O{TSTL}:O{XTGB}Q{TZZ'}
i=0

= {xieBn{r=i}.

=0

Como {X; € B} n{r =i} € F; C F, para toda i < n, entonces tenemos que
{X; € B}n{r <n} € F,, por lo que X, es F, medible. O

Los siguientes teoremas muestran un poderoso resultado, que liga los concep-
tos presentados hasta ahora. Veamos que la propiedad de martingala se mantiene
aun cuando se consideren tiempos de paro, en lugar de tiempos conocidos.

Teorema 1.1 (Teorema de Paro Opcional de Doob). Sea X = (X,,n > 0) una
martingala, considere dos tiempos de paro vy y T, acotados por una constante K,
con v < T c.s., entonces

EX, | F]=X,, cs

Demostracion. Recordemos que la definicién de esperanza condicional nos dice
que [7, p. 200]: si una variable Y € £2(Q2, A,P) y consideramos G una sub o-
algebra de A, entonces existe un elemento E[Y | G] € £%(Q, A,P) donde la
siguiente condicién se cumple

E[YX] =E[E[Y | G]X] para toda X € £3(Q, A, P).

Al ser 7 y 7 tiempos acotados por una constante K € N, tenemos que |X,| <
ZnK:o | X, |, por lo que X es integrable y por la misma razén, X, también es
integrable. Por la Proposicién 1.5 sabemos que X, es F, medible.

Basta probar entonces que E[X,;Z] = E[X,Z] para toda variable aleatoria
F, medible. Resulta equivalente a mostrar que si A € F, entonces,

E[X,14] = E[X,14].

Puesto que podemos aproximar una variable aleatoria cualquiera a partir de
variables aleatorias simples y usando el Teorema de Convergencia Dominada de
Lebesgue el cual afirma que [13, p. 187]: si lim,, 0o X, = X cs. y | X, < K
c.s., entonces lim, o E[X,, | F] = E[X | F].

Definamos un nuevo tiempo aleatorio ¢ con A € F,,

P(w) = (W) Ia(w) + (W) 1ae (W),

Veamos que {¢ < n} = (AN {y < n}) U (A°N {r < n}), entonces, sabe-
mos que como A € F, tenemos (A N{y < n}) € F,. Por otro lado, como
A € F, entonces A € F, y por la Proposicién 1.4, se tiene A° € F, por lo que
(A°n{r < n}) € F,. Por lo tanto, ¢ es un tiempo de paro.
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Por el hecho anterior y la Proposicién 1.2 sabemos que E[X,] = E[X,] =
E[X]. Por dltimo, veamos que,
E[X,] = E[X,14] + E[X,1ac],
E[X,;] =E[X,1A] + E[X15c].
Por lo que, al sustraer E[X4] de E[X;] obtenemos
E[X,] - E[Xy] =0,
(E[X;1A] + E[X 1)) — (E[X51A] + E[X1Ac]) = 0,
E[X 1A] —E[X,1A] = 0.

Por lo tanto, E[X ;1] = E[X,1,] para todo A € F,. O

Con las conclusiones vistas hasta ahora podemos establecer un resultado
parcial del reciproco de la Proposicién 1.1, el cual nos asegura que, dadas las
condiciones adecuadas, podemos afirmar que un proceso con esperanza constan-
te, resulta ser una martingala.

Teorema 1.2. Sea (X,,n > 0) una sucesién de variables aleatorias, tal que
X, es Fp-medible para toda n. Supongamos que E[|X,|] < co para toda n y que
E[X,] = E[Xo] para todo tiempo de paro acotado 7. Se tiene que, (X,,n > 0)
es una martingala.

Demostracion. Para verificar que (X,,n > 0) es una martingala debemos veri-
ficar que se cumpla que para todo tiempo 0 < m < n < oo

E[X, | Fin] = X

Donde E[X,, | F] representa el valor esperado del proceso al tiempo n condi-
cionado con respecto a la informacion a tiempo m. De la misma manera que en
el Teorema 1.1, basta con verificar que E[X,,14] = E[X,,14] para toda A € F,,.
Sea 0 <m<n<ooyA € F,,. Definamos el tiempo aleatorio 7 como

{n siw € A,
T(w) = .
m  siwéA.
Podemos verificar facilmente que 7 es un tiempo de paro, ya que {7 < n} =
An{n =n})UA°N{m < n}). Si w € A entonces {r = n} € F,. Por
otro lado, si w ¢ A, entonces {m < n} € F,, C F, y como A € F,, entonces
A e F, C Fo.
Al ser 7 un tiempo de paro tenemos que
E[X,] = E[X;] = E[X,nlac + X, 1a].

Por otro lado

E[Xo] = ]E[XmlAr + XmlA]
Sustrayendo E[X(] de E[X,] tenemos

E[X;n1ae] + E[X,14] — (E[ X 1] + E[X,,14]) = 0,
E[X,1A] — E[X,,15] = 0.

Por lo tanto, E[X,,14] = E[X,,14] para toda A € F,,, demostrando as{ que
E[X, | Fin] = Xm, es decir, (X,,,n > 0) es una martingala. O

6



CAPITULO 1. MARTINGALAS

1.2. Supermartingalas y Submartingalas

Para llegar a un segundo resultado importante en la teoria de martingalas,
es necesario introducir un nuevo concepto asociado con nuestra Definicién 1.1.
Si reemplazamos la igualdad por una desigualdad en las condiciones dadas de
la definicién de martingala obtenemos el siguiente concepto.

Consideremos un espacio de probabilidad dado (2, F,P) y una sucesién cre-
ciente de o-algebras (Fy,)n>0-

Definicién 1.4. Una sucesién de variables (X,,,n > 0) es llamada submartin-
gala si,

1. E[|X,|] < oo para cada n.
2. X, es F,, medible, para cada n.
3. E[X,, | Fin] > X, c.s., para todo m < n.

Si (X,,,n > 0) es una submartingala, entonces definimos al proceso (—X,,,n >
0), para toda n > 0, es una supermartingala. La sucesién (X,,n > 0) es una
martingala si y solo si es una submartingala y al mismo tiempo una supermar-
tingala.

Recordemos que la desigualdad de Jensen nos asegura lo siguiente [7, p. 205]:
si una funcién ¢ : R — R es convexa, y las variables aleatorias X y ¢(X) son
integrables, entonces para cualquier o-algebra F se tiene que ¢(E[X | F]) <
E[¢(X) | F]. A través de este resultado podemos ligar las Definiciones 1.1 y 1.4
con la siguiente proposicion.

Proposicién 1.6. Si (X,,,n > 0) es una martingala, con ¢ una funcidn conveza
y &(X,) es integrable para toda n, entonces (¢p(X,),n > 0) es una submartin-
gala.

Demostracion. Sea m < n, tenemos que E[X,, | F,,] = X, c.s., entonces al
aplicar ¢(E[X,, | Fin]) = ¢(Xm), c.s. y como ¢ es una funcién convexa podemos
concluir de la desigualdad de Jensen

Por lo tanto, (¢(X,),n > 0) es una submartingala. O

Consideremos la funcién ¢(z) = |z|, la cual es una funcién convexa. Por
la Proposicién 1.6, tenemos que si (M,,n > 0) es una martingala entonces
X, = |M,| para toda n es una submartingala.

Recordemos que la propiedad de martingala se mantiene atin usando tiempos
de paro acotados (Teorema 1.1), de igual manera, la propiedad de submartin-
gala se mantiene bajo las mismas condiciones.

El siguiente teorema muestra la fuerte relacién que existe entre las martin-
galas y submartingalas. El resultado asegura una descomposicién tnica de un
proceso submartingala como la suma de un proceso martingala y un proceso
predecible.



1.2. SUPERMARTINGALAS Y SUBMARTINGALAS

Teorema 1.3 (Descomposicién de Doob). Sea (X,,,n > 0) una submartingala.
Entonces, se tiene la siguiente descomposicion del proceso para cada n > 0

X, =Xo+M,+A,, con My = Ay = 0.

donde (My,n > 0) es una martingala y (An,n > 0) satisface que Apiq1 > An,
c.s. Y Ap+1 es Fp-medible para toda n. Mds ain, la descomposicion es unica.

Demostracion. Como (X,,n > 0) es una submartingala se tiene que E[X}1 |
Fi] > X entonces E[Xj41 | Fx] — X > 0. Sin embargo, X es una variable
aleatoria Fj-medible, por lo tanto E[Xy11 — Xy | Fx] > 0. Definamos al proceso
Ag=0y

A, = ZE[Xk — Xk—1 | Fr-1], conn>1.
k=1

Por lo tanto, tenemos que A,, < A, 41 c.s. y ademds Ay es Fj_1-medible. Mos-
tremos la existencia de la martingala (M,,n > 0).

Notemos que X,,—1 es una variable F,,_1-medible, entonces E[X,, | F,—1] —
Xn—1 =E[X,, — X,,_1 | Fr—1]. Por otro lado,

n n—1
Ap = Apy =Y B[Xy — X1 | Faoa] = Y E[Xy — Xpoa | Fioa]
k=1 k=1

=E[X, — X1 | Fa-1]-
Teniendo en cuenta ambas igualdades obtenemos lo siguiente
E[ X, | Fno1] = Xno1 = A — Apq.
Es decir
E[ X, | Foo1]l — An=Xpn1 — Apq.
Sin embargo, por definicién sabemos que A,, € F,,_1, entonces
E[X, — A, | Fno1] = X1 — Apa.

Por tanto, si definimos a M,, = X,, — A,, para toda n, tenemos que (M,,,n > 0)
es una martingala. Aseguramos entonces la existencia de la descomposicién.

Para demostrar la unicidad de la descomposiciéon, supongamos que para la
submartingala (X,,,n > 0) existen dos descomposiciones tales que

Xn:XO+Mn+An7 71217
X,=Xo+L,+B,, n>1

De la diferencia entre ambas descomposiciones obtenemos
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Es decir,
M,—-L,=B,—A,, n>1.

Recordemos que por su construccion, B, y A, son variables F,,_; medibles,
entonces B, — A,, € F,,_1, por lo tanto, M,, — L,, € F,,_1. Tenemos entonces
que M,, — L, = E[M,, — L,, | Fr,—1]. Por otro lado, sabemos que M,, y L,, son
martingalas, entonces

M, — Lp = E[Mn - Ly | ]:n—l] =My, 1—Ly1=8B,1— An—lv C.S.
Siguiendo inductivamente este procedimiento llegamos a que

Mn — Ln = Mo - Lo, C.S.

Por hipétesis sabemos que My = Lo = 0, y entonces podemos asegurar la
unicidad de la descomposicién ya que M, = L,, cs. y ademas B, = A,,
c.s. O

Corolario 1.4. Sea (X,,,n > 0) es una supermartingala. Entonces, existe una
unica descomposicion del proceso para cada n > 0,

Xn:XO+Mn_An7

con My = Ay =0, (M,,,n > 0) una martingala y un proceso (A,,n > 0) tal que
Apt1 > Ay c.s. y Apgr es Fn-medible para toda n.

Demostracion. Sidefinimos a Y,, = —X,, entonces, el proceso (Y,,,n > 0) es una
submartingala. Por el Teorema 1.3, tenemos la siguiente descomposicion para el
proceso

Entonces X, = Xg — L, — By, al definir M,, = —L, y A, = B,, para toda
n>1. O

1.3. Desigualdades Maximales

A continuacién mostramos las principales desigualdades para martingalas,
las cuales seran una herramienta para el estudio de la convergencia de mar-
tingalas. Consideremos un espacio de probabilidad (2, F,P) y una sucesién de
o-algebras (F,)n>0 tales que F,, C F,41 C F, para toda n. Consideremos una
sucesién de variables aleatorias integrables (M,,,n > 0) y ademds, para cada n,
se tiene que M, es F,-medible. Definamos

M} = sup |M;].

Jj<n

Es claro que M;; < M, entonces para toda m < n se tiene que M;;, = E[M, |
Fm) <E[M] | Fp] c.s., ademds

n
M;; = sup [M;| <) [Mj].
j<n =0
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Por lo tanto, E[M}] < E[E?ZO |M;]] < co. Con estas condiciones, aseguramos
que el proceso (M, n > 0) es una submartingala. Estamos interesados en cono-

cer la probabilidad de que el valor M’ supere una cantidad o.
Recordemos que la Desigualdad de Markov afirma que [7, p. 29] para una

variable aleatoria X : Q — R se tiene que P(|X| > «) < E[|X]|]/« para toda
a > 0, entonces

P(M, > a) <

1.3

- (13)
En el caso donde (M,,,n > 0) no solo cumple con las condiciones mencionadas,
sino que ademds satisface que es una martingala, podemos reemplazar M por
|M,,| en el lado derecho de (1.3), dando como resultado el siguiente teorema.

Teorema 1.5 (Primera Desigualdad de Martingalas de Doob). Sea (M,,,n > 0)
una martingala o una submartingala positiva. Entonces

E[|M,
«

Demostracion. Consideremos en primer lugar el siguiente tiempo de paro
T =min{j : |M,;| > a}.

Veamos que sin importar que caso consideremos para (M,,n > 0) (martingala
o submartingala positiva), (|]M,|,n > 0) es una submartingala.

Si M es una martingala, por la Proposicién 1.6 tenemos que (|M,|,n > 0) es
una submartingala. Por otro lado, si M es una submartingala positiva entonces
resulta que |M,,| = M, para toda n. Por lo que (|M,|,n > 0) es una submar-
tingala.

Observemos que el evento {7 < n,|M,| > a} representa el primer momento
en el que ocurre la condicién {|M,| > a} que resulta ser el mismo evento que
{sup;<,, |M;| = M}, > a}, entonces

P(M} > a) =P(r < n,|M;| > a). (1.4)

Utilizando la desigualdad de Markov tenemos que

P(r <n,|M;|>a)=P(M,; >a)< —= =E

E[M;] {IMT

- 1{T<n}] . (L5)

Veamos por otro lado que, en el conjunto {7 < n} tenemos que M, = M p,.
De (1.4) y (1.5) tenemos que

§ 1 1
P(My, 2 ) < ~E[[M:|lir<m] = “EllMran|Lir<ny ]
Ademés tenemos que

1 1
*]EM'rann S*EMTTI
SEIMranllir<ny] < ZE[[Mrnl]

10
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Por lo tanto

1 E MT n
P(M;; > a) < —E[[M;|1{;<ny] < ElIMrpnll (1.6)
«a = @
Por 1ltimo, con una prueba andloga de la Proposicién 1.2 se sabe que para un
tiempo de paro 7 acotado por ¢ € N y una submartingala (X,,n > 0) se tiene
que E[X;] < E[X,]. Entonces,

El|Mrmal] _ E[Mal a7
o a
De (1.6) y (1.7) tenemos la desigualdad deseada
P(M; > o) < ZUAL
a
O

Serd de mucha ayuda mostrar un sencillo pero valioso resultado que nos
permitird verificar, méas adelante, nuestra segunda desigualdad de martingalas.

Lema 1.6. Sean p > 1 y X > 0 una variable aleatoria, tal que E[X?] < oo.
Entonces

E[X?] = / PAPTIP(X > \)dA.
0
Demostracion. De las propiedades de la esperanza tenemos que
/ PAPTIP(X > \)d\ = / PAPTE[1 x5\ ]dA = pAf’*l/ 1{x>xydPdA.
0 0 0 Q

Del teorema de Fubini,

/ pAp_l/ 1{x>x}d]P’d/\=/ /p/\p_ll{X>>\}de)‘
0 Q 0 Q
o]
:// PAP M xo ny AP
QJo
X
- / / PAPLAAIP
QJo
X
:El/ p)\pld/\].
0

Por lo tanto,
o0
/ PP TIP(X > \)d\ = E[X?).
0

O

Teorema 1.7 (Desigualdad de Doob en LP para Martingalas). Sea M =
(M,,,n > 0) una martingala o una submartingala positiva. Sea 1 < p < oo,
entonces existe una constante ¢ que depende solamente de p tal que

E[(M)"] < cE[|M[?].

11



1.3. DESIGUALDADES MAXIMALES

Demostracion. Consideremos el caso en que M es una martingala. Como ¢(x) =
|z| es una funcién convexa entonces por la Proposicién 1.6 tenemos que |M| es
una submartingala. Consideremos ademads los siguientes procesos para una n
fija,

Xn = Mn1{|MW|>%}7

Z; =E[X, | F;], 0<j<n.
Notemos que para un valor n conocido se tiene que E[Z,, | Fr] = E[E[X,, |
Fuml | Fi] = E[X,, | Fi] = Zj para k < m < n, por lo tanto Z;, 0 < j < n es
una martingala. Ademas

|M;| = [E[M, | F;]]
= ’E [Mnl{\Mn>%|} + Mulgm,<gy | 73}

_ ’E [Xn + Mplgm, <)y | ]:J'H

a
S EX, | Fll+ )
et
=12+ 3. (1.8)
Entonces de (1.8) tenemos,

a «
M, = sup |[M;| < sup|Zj| + o = Z, + 5.
j<n i<n 2 2

Por lo tanto,
a
2)
Aplicando la Primera Desigualdad de Doob (Teorema 1.5) a (1.9)

P(M; > o) <P(Z; + % >a)=P(Z; > (1.9)

P(M* > o) < P(Z) > %)
< 2E12,] < 2E[|X, || (Jensen)
— n ~ — n 11Se1n
T« o
2
= EEHMnH{\an%}]-

Dado este ultimo resultado, podemos utilizar la igualdad del Lema 1.6 y verificar
la desigualdad deseada

E[(M;)F] = /0 h PAPTIP(M > A)dA

oo 2
-1

Usando el Teorema de Fubini y realizando los cdlculos de la integral obtenemos

E[(M;)7] < / AP E[| My [Lyajar, 5y JdA
0

12
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Tenemos entonces que

2Pp
p—1

E[(M;)"] < cE[[My[], con ¢ <

Para el caso en que M es una submartingala positiva se procede con la misma
demostracién, con el conocimiento de que |M| es una submartingala (Teorema
1.5). O

Con respecto al resultado anterior, hemos mostrado la relacién existente

. . 1
entre la constante ¢ y el valor p, sin embargo, se puede verificar que c» = -2

s . P p—1
y entonces podemos escribir la desigualdad en términos de normas LP.

Teorema 1.8 (Desigualdad de Doob en LP para Martingalas). Sea M =
(M,,,n > 0) una martingala o una submartingala positiva. Sea 1 < p < oo.
Entonces

M|y < gl Mo |-
1
donde || M|, = (E[[Mn[P])? y ¢ = 55
Esta desigualdad nos serda de gran ayuda a la hora de demostrar uno de los
resultados mas importantes en teoria de martingalas, el Teorema de Conver-

gencia en Martingalas. Pero antes de demostrar el Teorema 1.8 verifiquemos los
siguientes resultados.

Lema 1.9. Sea X = (X,,n > 0) una submartingala yY = (Y,,n > 0) una
supermartingala. Entonces para todo A > 0

AP(X? >
>

AP(Y

n

A) < E[X Lixasap), (1.10)
A) < E[¥o] — E[¥ v o). (1.11)

Demostracion. Comencemos probando (1.11). Definamos
T=inf{k <n|Y; > A}
donde 7 =n si Y, < A. Entonces tenemos que, como Y es una supermartingala

E[Yo] > E[Y]
=E[Y: liyesay) FE[Y Ly o]
> EM qyesay] + BV Tyecony)
= )‘P(Y: > /\) + ]E[Ynl{Y;<>\}]~

Por lo tanto,

AP(Y, > A) <E[Yo] - E[Yaliy:-<nyl-

De la definiciéon de submartingala podemos hacer X = —Y y entonces sabemos
que X es una submartingala, tomando los mismos argumentos que antes se tiene
(1.10). O

Con el lema anterior podemos verificar el Teorema 1.8

13
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Demostracion. Verifiquemos el caso para una submartingala positiva. Suponga-
mos en primer lugar que

* *|p]
([ Myl = E[[M7[7]» < oo. (1.12)

Del Lema 1.6 tenemos que para toda p > 1
E[(M*)?] = / pAP PV > M)A,
0
Del Lema 1.9 y como M es una submartingala positiva entonces

° 1
BOLP < [ pwt (B L] ) ah
0

Utilizando el teorema de Fubini obtenemos las siguientes igualdades

o 1
E[M,]P < / pAPT! <>\E[Mn1{M;:>)\}]> X
0

:p/ NP 2E[M,, 1 (a5 0y JdA
0

My
0

= B (M) (1.13)

De la desigualdad de Holder tenemos que

E[M;] < —F—E[M,(M;)""]

< ql| Mol (M7,
= ql| M|, E[(M)7] .
Por lo tanto
E[(M;)?]s
1M < ql| Myl

< Q||Mn||;m

Por otro lado, si (1.12) no se cumple, entonces en (1.13) consideramos (M;: A C')
en lugar de M;® con C como una constante, entonces

E[M;; A CY < qE[M,(M;; A C)™'] < gl [Ma[,E[(M; A C)]5.
Entonces, del hecho de que E[M* A C]P < C? < oo, tenemos
E[My Ac]? < "|[ M|l
Por lo tanto,

E[M:]P = lim E[M; ACJP < ¢PE[M,]

C—o0

Por 1ltimo, el caso en que M es una martingala se reduce a la demostracion
anterior ya que |M|P con p > 1 es una submartingala positiva por la Proposicién
1.6. O

14
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Ahora introducimos el concepto de cruces ascendentes, donde utilizaremos la
notacién de Doob. Sea (X,,,n > 0) una submartingala, y sea a < b. El niimero de
cruces ascendentes de un intervalo [a, b] es el nimero de veces en que el proceso
comienza por debajo del valor de a y después de algunos pasos salta a algiin
valor por encima de b. Estd nocién puede ser expresada més adecuadamente
usando tiempos de paro. Definamos

To = Oa
inductivamente para j > 0:
m =min{k > 7 : X <a}, 7 =min{k >n :b < X}
Ny = min{k > 1 : Xj < a}, 7o =min{k > 79 : b < Xi}
Nj+1 = ml’n{k > T X < a}, Tj+1 = Hlfn{k > 141 ¢ b < Xk}

Bajo las siguientes condiciones de que el minimo de un conjunto vacio es +00 y
el méaximo es 0, entonces podemos definir

UleY = max{j : 7; < n}, (1.14)

y U es el ntimero de cruces ascendentes de [a, b] antes del tiempo n.

Teorema 1.10 (Desigualdad de Cruces Ascendentes de Doob). Sea (X,,n > 0)

. a,b .
una submartingala, sea a < b y sea U,[L I el niimero de cruces ascendentes de

[a,b] antes del tiempo n definida en (1.14). Entonces

B[UIY] < - E[(X, — )],

donde (X, —a)™ = méx(X,, — a,0)

Demostracién. Consideremos al proceso Y, = (X,, — a)™. Por su construccion,
Nn+1 > N, notemos que podemos descomponer a Y, como

Yn = Ym/\n + Z(Yn/\n - m/\n + Z Nit1/An 7'1/\71) (115)

i=1

Recordemos que cada cruce ascendente de X,, entre los tiempos 0 y n correspon-
de a un entero 7 tal que 7; < 7; < n. Por definicién de Y;, tenemos que Y;, =0
y ademads Y ap =Y, > b—a.

Ademas por definicién de los tiempos de paro n; y 7; tenemos que para toda
1, Yo, an — Yy an = 0, entonces

(b — a)Ule] gz onn — Yoinn)- (1.16)

Realizando el correspondiente despeje en (1.15) y sustituyendo en (1.16) obte-
nemos
(b—a) Ul <Y, = Yoonn — > (Yooinn — Yrorn)-

i=1
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Y como Y, nn > 0, entonces
(b= a) Ul <V, =3 (Vi ian — Yran)- (1.17)
i=1

Tomando la esperanza en ambos lados de (1.17) y con el hecho de que 7;41 y
7; estdn acotadas por n entonces y (Y,,n > 0) es una submartingala ya que

¢(x) = (x —a)t es una funcién convexa entonces, y ademds Y, , > Y7, es
decir, E [0 (Yiiiian — Yrian)] >0
(b= Q)B[UY] <E[YL] —E | (Voian — Yran) | < E[Va.
i=1
O

1.4. Teoremas de Convergencia de Martingalas

En esta ultima seccién presentamos resultados respecto a la convergencia de
martingalas, asi como el concepto de uniformemente integrable para una colec-
cion de variables aleatorias, el cual tiene una fuerte relacion con la convergencia
de martingalas. Concluimos el primer capitulo con la prueba del Teorema del
Limite Central de Martingalas analogo al conocido Teorema del Limite Central,
pero mostrando las bondades de trabajar con las propiedades de las martingalas.

Teorema 1.11 (Teorema de Convergencia de Martingalas). Sea (X,,n > 0)
una submartingala tal que sup,, E[X,7] < co. Entonces lim, . X, = X existe
c.s. (y es finita c.s.). Mds aiin, X € L*.

[a,b]

Demostracion. Sea Uy es ntmero de cruces ascendentes de [a,b] antes del
. s . b .
tiempo n, como se definié en (1.14). Por su definicién UL s no decrecien-

te y acotado, por lo tanto U(a,b) = lim, . Ul

Convergencia Mondtona

existe. Por el Teorema de

E[U(a,b)] = E [ lim U[aqu ~ Jim E[Uled)].

n—oo n—00

Por el Teorema 1.10 tenemos que

E[U(a,b)] = lim E[U*"]

n—o0

< oL Bl - )]

Sabemos ademds, que para todo real a,z se tiene (r —a)t <z + |a| entonces

E[U(a,b)] = lim E[Ul*")]

n—oo
< 5o SWEIXn —a)7]
< + < :
<3y=a (SlipE[Xn]+|a|> Sy, <™

16
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Donde ¢ es alguna constante finita por las condiciones estipuladas. Mas atn,
como E[U(a,b)] < oo entonces P(U(a,b) < oo) = 1, es decir, el proceso X,
realiza un numero finito de cruces ascendentes casi seguramente.

Veamos que el conjunto de puntos muestrales donde el limite de X, no existe
tiene probabilidad cero. Para esto, consideremos para todo a < b

Aoy = {w :liminf X, (w) < a < b < limsup Xn(w)}

Como X, realiza un nimero finito de cruces ascendentes entonces P(Ayp) = 0,
ademds si A = J, pcq Aa,p entonces P(A) = 0.

Por otro lado, tenemos que

A= J Aap

a,beQ

U {w sliminf X, (w) <a<b< h'msuan(w)}
a,beQ n

= {w : liminf X, (w) < lim sup Xn(w)} .
n n

Por lo tanto, P(liminf, X,, < limsup, X,) = 0. Entonces P(liminf, X,, =
limsup,, X,,) = 1 concluyendo que lim,, X,, existe casi seguramente.

Veamos que X = lim, X,, € L'. Como X,, es un submartingala entonces
tenemos que E[X(] < E[X,], por lo tanto

E[|Xn[] = E[X,] + E[X,]

2E[X;T] — E[Xo). (1.18)

Entonces usando el Lema de Fatou [7, p. 205] y nuestra desigualdad (1.18),
ademas de que por hipétesis sup,, E[X;F] < oo,

E [h'm |Xn@ < liminf E[|X,]] < 2sup E[X;] — E[Xo] < oo,
n n—oo n

lo que implica que X,, converge a un limite X finito y ademés E[X] < oo, es
decir X € L'. O

Corolario 1.12. Si X,, es una supermartingala no negativa, o una martingala
acotada por arriba o acotada por debajo, entonces lim, ., X, = X eziste c.s.,
y X € L%

Demostracion. Si X, es una supermartingala no negativa tenemos que (—X,,,n >
0) es una submartingala acotada por arriba por 0 y se aplica el Teorema 1.11.

Si (X, n > 0) es una martingala acotada por debajo, entonces X,, > —c casi
seguramente, para toda n y alguna constante ¢ > 0. Definamos Y,, = X,, + ¢,
entonces, Y,, es una martingala no negativa y resulta ser una supermartingala
no negativa, por lo que tenemos el caso anterior, donde aplicamos de nuevo el

17
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Teorema 1.11.

Si (X,,,n > 0) es una martingala acotada por arriba, se tiene que (—X,,,n >
0) es una martingala acotada por debajo. O

En general la convergencia L' del proceso X,, a X no se da. Para conseguir
ese tipo de convergencia necesitamos hipétesis mas fuertes, por lo que debemos
introducir una nueva definicion.

Definicién 1.5. Un conjunto H de L' se dice que es una coleccién de variables
aleatorias uniformemente integrables si

lim sup E[|X]|1 =0.
HOOXEI;{ [ |{|X\2c}]

Con los siguientes resultados podemos asegurar la condicién de integrabilidad
a partir de dos condiciones.

Proposicion 1.7. Sea ‘H una clase de variables aleatorias

1. Sisupxey E[|X|P] < 0o para alguna p > 1, entonces H es uniformemente
integrable.

2. Si existe una variable aleatoria Y tal que |X| <Y casi sequramente para
toda X € H y E[Y] < oo, entonces H es uniformemente integrable.

Demostracion. 1. Como supycy E[|X|P] < o0, consideremos a K como la
constante tal que supycy E[|X|P] < K < 00. Si 0 < ¢ < z, entonces
como p > 1 se tiene que z'~P < ¢!'~7P, si multiplicamos por 2P obtenemos
x < l7PgP, por lo tanto

[ X|1xp5ey < TPIXPL x50y
Entonces,
k

cp=1’

E[[X]1gx1>0] < PR (X Py sa) <

si tomamos el supremo sobre toda X € H y hacemos que n — 0o, tenemos
que

=0.

lim sup E [|X|1{x|>¢] < lim
H

00 x ¢ c—oo cP—1
2. Como |X| <Y casi seguramente, para toda X € H, se tiene

X1 x5 £ Yyse

Tomando el supremo sobre toda X € H y el limite en ambos lados de la
desigualdad tenemos

dim sup E[IX[1(xp5] < lim E [Y1gsq].

Por otro lado, tenemos que lim. o Y1{y~.} = 0 c.s. y por el Teorema de
Convergencia Dominada de Lebesgue obtenemos

tim sup B [1X[1x150)] < lm E[Y1pso] =E[lim Y1psg] =0

O
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El siguiente resultado es una versién mas fuerte del Teorema 1.11 para el
caso de martingalas.

Teorema 1.13. 1. Sea (M,,n > 0) una martingala y supongamos que (M,,n >
0) es una coleccion de variables aleatorias uniformemente integrables. En-
tonces

lim M,, = M., existe c.s.

n—oo
My estd en LY, y M, converge a My en L'. Mds ain, la propiedad de
martingala se mantiene para My, es decir, M, = E[My | Fn].

2. SeaY € L' y considere la martingala M,, = E[Y | F,]. Entonces (M,,n >
0) es una coleccion de variables aleatorias uniformemente integrables.

Demostracion. 1. De la definicién de uniformemente integrable para varia-
bles aleatorias, tenemos que, para toda € > 0 existe una constante ¢ > 0
tal que sup yey E[|X|1{x|>c}] < €. Entonces

E[|M,[]] =E [|Mn|1{\Mn\ZC}] +E [|Mn‘1{|Mn|<c}} <e+ec

Por lo tanto (M,,n > 0) estd acotado en L', es por esta razén que se
tiene sup,, E[M,F] < oo. Utilizando el Teorema 1.11

lim M, = M, existe c.s. y Mo € L.

n—oo

Para mostrar la convergencia del proceso a la variables aleatoria M., en L'
veamos que para una constante N suficientemente grande E[|M,, — M|] <
€ para todan > N.

Recordemos que una funcién cumple la condicién de Lipschitz si [3, p. 169]
dados dos espacios métricos (X,dx) y (Y, dy) existe una constante K tal

que
Ay (f) = 1) _
dx(z —y)
Si definimos
c, sic>z,
felx) =< o, si |z] <e¢,

—c, sirx<-—c

Tenemos que f.(x) es Lipschitz. Por la integrabilidad uniforme sabemos
que existe ¢ suficientemente grande tal que para cualquier € > 0 dada:

E[|f.(M,) — M,|] < =, para toda n, (1.19)

Wl m

E[|fe(Mo) — Mo|] < (1.20)

Wl m
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1.4. TEOREMAS DE CONVERGENCIA DE MARTINGALAS

Como lim, M,, = M, casi seguramente tenemos que lim, f.(M,) =
fe(M). Por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue [7, p. 52]
tenemos que para cualquier n > N, para N suficientemente grande

Combinando los resultados (1.19), (1.20) y (1.21) obtenemos la desigual-

dad requerida para asegurar que M, L—1> M. Para demostrar que E [M, | F,] =
M, c.s. veamos que para cualquier conjunto F,,-medible se tiene E[M,,15] =
E[Ms14]. Consideremos A € F,,, y n > m. Entonces por la propiedad de
martingala tenemos que

E[M,14] = E[My14].

Sin embargo,

|E[Mm1A} - E[MoolAH < |E[(Mm - Moo)lAH
S E[‘(Mm - Moo)lAH
S E[‘Mm - OOH7

Donde E[|M,, — Ms|] = 0 cuando m — oo, por lo tanto, E[My | Fin] =
M,, c.s.

2. Sabemos que (M,,,n > 0) es una martingala. Para una variable Y € L!,
con ¢ > 0 tenemos que

MLy, sely = E[Y1an,sey | Fal s

va que el evento {|M,| > c} pertenece a F,,. Por lo tanto, para cualquier
constante d > 0 se tiene

E[IMullas,>ely] = E[[Y[11as, 5]

=E

<E[[Y[1{ysay] + dP(IM,| > ¢)

SE (¥ 1gysa] + TEIM,)

Si tomamos un € arbitrario y escogemos a la constante d tal que
E[[Y[Lgysap] < 5-

Y ¢ como la constante tal que

d €

SEIM) < 5,

entonces tenemos que E[| My, |1¢|as, >3] < € para todo n.
O

La propiedad de martingala estudiada hasta el momento contempla niimeros
enteros positivos, pero también podemos considerar el conjunto de indices —N:
los enteros negativos. Una martingala reversible es una sucesién (X_,,,n € N)
de variables aleatorias integrables si, X_,, es F_, medible y satisface

EX_p | Fom]=M_,, cs (1.22)

donde 0 < n < m.
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CAPITULO 1. MARTINGALAS

Teorema 1.14 (Teorema de Convergencia de Martingalas Reversibles). Sea
(X—n, F—n)nen una martingala reversible, y sea F_oo = N2 F_p. Entonces la
secuencia (X_,) converge c.s. y en L' al limite X c.s., cuando n — +o0o (en
particular X es c.s. finita e integrable).

Demostracion. Sea U es el niimero de cruces ascendentes de (X_p,n >0)

—-n
de [a,b] entre el tiempo —n y 1. Entonces U[,a,;b] es creciente mientras n crece,

ademds consideremos U~ (a,b) = lim, U[_a,lbb], el cual existe por ser Ukl,lbb]

sucesién creciente y acotada. Por el Teorema de Convergencia Monétona

una

E[U~(a,b)] = lim E[UY] < %

n—00 —a

E[(-Xo —a)T] < oo.

Entonces P(U™(a,b) < co) = 1. El mismo argumento de los cruces ascendentes
que se utilizé en la prueba del Teorema 1.11 implica que el lim,, oo X_,, = X
existe c.s.

Sea ¢(z) =zt = (xV0), la cual es una funcién convexa y creciente. Entonces
¢(X_,) es integrable para toda n. De la desigualdad de Jensen y (1.22) se infiere
que

X*, <EIXS | Fon)
Por lo tanto
E[XT,] <E[X{].
Del Lema de Fatou y por el hecho de que X, > 1y X', — X+ c.s. se tiene

E[X*] < liminf E[X™,] < B[X{] < oc.

Implicando que X € L' y por el mismo argumento aplicado a la martingala
(—X,,) se muestra que X~ € L', en otras palabras X € L.

La convergencia en L' es una implicacién del Teorema 1.11, pues se demostré
que, si X_,, — X c.s.,si X € L' y ademds (X_,,) es uniformemente integrable,
entonces X_,, — X en L. O

Los Teoremas de Convergencia de Martingalas probados hasta ahora (Teo-
remas 1.11 y 1.14) son resultados de convergencia fuerte: todas las variables
aleatorias estdn definidas en el mismo espacio de probabilidad y convergen fuer-
temente a variables aleatorias del mismo espacio, casi seguramente y en L!.

Es posible desarrollar un resultado de convergencia débil, para una clase
de martingalas que no satisfacen las condiciones mencionadas en el Teorema
1.11. El limite resulta una distribucién normal y tal teorema es conocido como
Teorema del Limite Central para Martingalas.

Teorema 1.15 (Teorema del Limite Central para Martingalas). Sea (X,,,n >
1) una sucesion de variables aleatorias que satisface

1. E[X, | Fn_1] =0.
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1.4. TEOREMAS DE CONVERGENCIA DE MARTINGALAS

2. B[X2| Fuot] = 1.
3. E[| X, |3 | Fuot] < K < 00.

Sea S,, = Zle X; con Sg = 0. Entonces lim,,_, o ﬁSn = Z, donde Z es
una variable aleatoria con distribucion N(0,1), ademds la convergencia es en
distribucion.

Demostracion. Para verificar la convergencia en distribucién de la proposicién
haremos uso de las funciones caracteristicas. Para u € R, recordemos que
ox (u) = E[e®X] es la funcién caracteristica de X. Definamos la siguiente fun-
cién como

on,j(u) =E {eiuﬁx'j fj—l} :
Por el Teorema de Taylor [1, p. 358] tenemos
iu—= X 1 2 i
N — 1 piu—e X — X7 — L X3, (1.23)

S op 6n2

NG

donde X; es un valor (aleatorio) que se encuentra entre 1 y X;. Al tomar la
esperanza condicional de ambos lados de (1.23) obtenemos

o1 u? 9 iud =3
Pnj(u) =1+ W%E[Xj | Fima] = o EIXG [ Fj-a] = S g BIXG | Fjal.
Haciendo uso de las hipdtesis (1) y (2) tenemos,
u? s

Ademds como |X;| < |X;|y S, =>"_, X;, para 1 < p < n tenemos

B [o9r57] = B [ o)

) {eiuﬁsp_leiuﬁXp}

_E[ousseg {emﬁxp

)

—E :eiuﬁsv*@n,p(u)} . (1.25)

Usando (1.25) y (1.24) tenemos

Desarrollando la ecuacion,

X 2 o .1 i3 _
E [ew\/lﬁsf’ - (1 - u) ew\/ﬁs”l] =F [ew\/ﬁs”l - E[X? | fjl]:| :

2n
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CAPITULO 1. MARTINGALAS

Tomando el médulo en ambos lados de (1.26) y usando la hipétesis (3)

‘]E l:eiu\/lﬁsp _ (1 o U2> eiu\/l;Sp_1:|
2n

. 3 _
<E [|e”ﬁs“|'“'31anxf| | Fyoi]
6n2

Si fijamos el valor de u € R y hacemos tender a n — 0o, eventualmente n > u?/2
y es por esto que para una n suficientemente grande tenemos que 0 < 1— “72 <1
Si multiplicamos el lado izquierdo de desigualdad anterior por (1—u?/2)"~? para
una n suficientemente grande

2\ =P o 2\ n—p+l o 3
(1 . u) E ezuﬁsp _ <1 _ u) E |:€ZUWSP71:| < K |u|3 )
2 2n 6n2

Para finalizar, al usar la propiedad telescépica de sumas (finitas) observamos
que

2

" np n—(p—1)
> (5) B (eg) e
n n

Usando la desigualdad del tridngulo y de la tdltima desigualdad tenemos que
(siempre para n > 2/u?)

L u?\" |l u|?
E[ ”ﬁsn] B T I e g iy o L 1.27
’ € ( 2n> ‘ =R E 6vn (1.27)

Como el lado derecho de (1.27) tiende a 0 y ademés

lim <1 . 2) =e 2. (1.28)

n—00 n

Usando la regla de L’Hopital [3, p. 215], tenemos

lim E [em%] —e (1.29)
n—oo

Por el Teorema de Continuidad de Lévy [7, p. 166], el cual nos permite re-
lacionar la convergencia puntal (de las funciones caracteristicas) con la conver-
gencia en distribucién, tenemos que S, /+/n converge en distribucién Z, donde
la funcién caracteristica de Z es e~(#*)/ 2. la cual es una funcién caracteristica
de una variable aleatoria con distribucién N (0, 1). O

La proposicién anterior se establece de forma similar en el Teorema del Limi-
te Central [7, p. 181] para variables independientes e idénticamente distribuidas
X, con sumas parciales S,. La condicién (1) implica que (S,) es una martin-
gala, pues X,, = S, — Sn_1-
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Capitulo 2

Problema de Paro ()ptimo:
Tiempo Discreto

El propésito principal del presente capitulo es mostrar algunos resultados
bésicos de la teoria general de paro 6ptimo. Se estudiardn dos enfoques para
resolver el problema de paro éptimo, una aproximacién con martingalas y otra
con cadenas de Markov, ambos a tiempo discreto.

2.1. Enfoque con Martingalas

Interpretaremos al proceso G,, como la ganancia obtenida si la observacion
de G es parada al tiempo n. Supongamos que nuestro proceso es adaptado a la
filtracién (F,,n > 1) en el sentido de que, para toda n, la observacién G,, es
Fr-medible.

Considere a la g-algebra F,, como la informacién del proceso G, disponible
a tiempo n. Se desea tomar una decisién con respecto al proceso, en este caso,
detenerse o no; esta resoluciéon debera estar basada solamente en F,,, es decir,
no es posible realizar suposicién alguna con respecto a G a un tiempo mayor a n.

Definamos nuestro problema de una manera més formal. Sea una sucesién
adaptada de variables aleatorias no negativas G = (G,,n > 1) definidas en
un espacio de probabilidad filtrado (2, F, (Fp)n>1,P). Sea M, el conjunto de
tiempos de paro respecto a (F,,n > 1) finitos casi seguramente, los cuales son
mayores a 7 (el cual puede ser un tiempo de paro). Estamos interesados en
resolver el siguiente problema de paro 6ptimo

V. = sup E[G,]. (2.1)
TEM,

Notemos que el problema de paro éptimo involucra dos tareas: mostrar el tiem-
po de paro que optimiza la esperanza (si es que existe) y calcular el valor 6ptimo
para V,,.
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2.1. ENFOQUE CON MARTINGALAS

Para asegurar la existencia de E[G,] en (2.1) necesitamos agregar un supues-
to adicional

E [sup Gn} < 0. (2.2)
n
Este supuesto nos asegura, uniformemente, que todas las esperanzas son finitas.

Para poder tomar la decisiéon de detenerse o no, se deberia considerar dos
aspectos; la ganancia si se decide detenerse y los retornos esperados al momento
de la decisién en caso de que no se desee detenerse, en otras palabras, supon-
gamos que no hemos detenido el proceso al momento n, entonces, deberiamos
observar todas las cantidades E[G | para aquellos tiempos de paro 7 € M,,, los
cuales pueden ser vistos como los potenciales retornos al no habernos detenido
a tiempo n, y compararlos con el retorno G, el cual representa la ganancia que
obtendriamos si nos detenemos en ese momento.

Serfa deseable poder observar el valor de sup, cn E[G; | Fp], sin em-
bargo, una dificultad surge al tomar el supremo de las esperanzas condicio-
nales en (2.2) sobre un conjunto no numerable de valores 7 en M,, el valor
sup, ¢ o, E[Gr | F] no estd definido como una funcién medible pues cada ob-
jeto en el supremo es una variable aleatoria.

2.1.1. Supremo Esencial

Para poder resolver este problema, es necesario introducir el concepto de
supremo esencial. El siguiente teorema expresa la definicién y funcionalidad del
supremo esencial de variables aleatorias.

Teorema 2.1 (Supremo Esencial). Sea (Z, : « € I) una coleccion de varia-
bles aleatorias definidas en un espacio de probabilidad (Q, F,P), donde I es un
conjunto arbitrario de indices. Entonces existe un conjunto numerable J C I tal
que la variable aleatoria Z* : Q) — R := R U {—o00,00} definida por

Z* = sup Zg,
acJ

satisface lo siguiente
1. P(Z,<Z*)=1, VNael,
2. SiY :Q — R es otra variable aleatoria que satisface (1), entonces

P(Z*<Y) =1,

La variable Z* es conocida como el supremo esencial de {Z, : a € I},
y la representamos como esssup,c; Zo. Estd determinada tinicamente por las
propiedades (1) y (2) excepto para un conjunto P—nulo.

Demostracion. Sin perdida de generalidad supongamos que Z* : Q — [—1,1],
es decir

|Z4] <1, Vael.
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De otra forma, se puede utilizar la biyeccién f(z) = 2 arctan(z) que mapea al
conjunto R al intervalo [—1,1].

Denotemos a C como la familia de conjuntos numerables de I
C ={C C I|C es numerable}.

Si tomamos una sucesién creciente (Cy, : n > 1) en C de tal manera que

a=supE [sup Za} =supE {sup Za] €[-1,1]
cecC aeC n>1 acC,

Entonces, U,>1C,, es un conjunto numerable, pues es la unién de conjuntos
numerables. Por lo tanto, podemos definir la variable aleatoria

Z* = sup Z,,
acJ

con J = U,C,. Verifiquemos ahora que nuestra variable aleatoria cumple con
las propiedades (1) y (2).

(1) Si consideramos un indice arbitrario « tal que a € J, entonces es claro que
la definicién de Z* = sup,¢ ; Z, cumple con las propiedades (1) y (2) pues J es
un conjunto numerable de I. Por otra parte, si se considera un indice 8 € I'\ J
tal que

P(Zs > Z") >0, (2.3)

Entonces, para los indices {f : Z* < Zg} se tiene que E[Z*,Z* < Zg] <
E[Zg, Z* < Zg]. Del Teorema de Convergencia Monétona tenemos que

a=supE | sup Z,,Z* < ZB] =1limE {sup Zo, 4" < Zﬁ]
n>1 aeC, n aeC,

=E [sup Zo, Z* < Z5:|
acJ

= E[Z*, 2" < Zj]
< E[ZB,Z* < Zﬁ]

Ademés, se tiene que E(méx(Zg, Z*), Z* < Zg] = E[Zg, Z* < Zg], combinando
estos resultados obtenemos

a < Elméx(Zs, Z%), Z* < Zg). (2.4)

Por otro lado, como J U {8} es un conjunto que pertenece a C tenemos

Eméx(Zs,Z%),Z* < Zg|=E | sup Z,,Z* < Zgs
aeJU{B}

<supE {sup Za] = a. (2.5)
cec aeC

De (2.4) y (2.5) tenemos

a <E[méx(Zg, Z%),Z* < Zg] < a.
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La contradiccién surge al suponer (2.3), por lo tanto P(Z, < Z*) = 1 para toda
acl.

(2) Para mostrar la segunda condicién, consideremos una variable aleatoria Y
que satisface (1), es decir, para toda a € I se tiene que

En particular, la condicién (2.6) se cumple para toda a € J, donde J es un
conjunto numerable, por lo tanto

Z* =sup Z, <Y, P-cs.
acJ

Es decir, P(Z* <Y) =1 se cumple. O

El siguiente corolario muestra que bajo ciertas condiciones, podemos tomar
variables aleatorias Z,, con indices a,, que hagan converger a la sucesién a la
variable Z*

Corolario 2.2. Si la familia (Z, : « € I) cumple que para cualquier o, B € T
existe un v € I tal que Zo VvV Zg < Z, c.s., entonces el conjunto numerable
J ={ao, 1,09, -+ } puede ser escogido de tal manera que

zZ* = lim Z,,, P-cs.

ntoo
donde la sucesion (Z,, )n>0 €s creciente casi seguramente.

Demostracion. Supongamos que J = {ag, a1, -+ } es el conjunto numerable
del teorema anterior, entonces podemos reemplazar a J por una nueva sucesion

J* ={ag, 0], a5, }.

donde off = g y los elementos restantes estén determinados de manera induc-
tiva como

oy tal que Zor > méx(Zag, Za,) €S-
m

as tal que Zoy >
41 tal que Zo: | > méx(Zay, Za,) €S-

Como Z,+ = > Z, casi seguramente y como la sucesién (Z,x,n > 0) es una
sz 71.+1 . " 7 . n,

sucesion creciente cuyos elementos estan acotados casi seguramente por Z* te-

nemos que

Z*>lmZy: = sup Zy > supZy, = 2", P-cs.
n acJ* acJ

Por lo tanto Z* = limy,1o0 Zax casi seguramente. O
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2.1.2. Solucién al problema de paro 6ptimo

Con el concepto del supremo esencial podemos mostrar como el proceso

Sp = esssup E[G | F]. (2.7)
TEM,

puede generar una estrategia de paro 6ptima, al ser comparado con el proceso
G, Recordemos que G, puede ser visto como la ganancia obtenida si se detiene
a tiempo n; por lo que, S, puede entenderse como la mayor ganancia esperada
si uno no se detiene a tiempo n.

Consideremos el siguiente caso, si 7 = n es un tiempo de paro en M,
entonces, S, > (G, casi seguramente. La estrategia de paro 6ptimo consiste en
detenerse al primer momento n donde S,, = G, pues se tendria el caso en que la
mayor ganancia esperada después del tiempo n dada la informacién disponible
resulta ser el valor que se obtiene al detenerse a tiempo n.

En otro caso, es decir, cuando se tiene que S,, > G,,, se puede interpretar
que, la maxima ganancia esperada después del tiempo n, dada la informacién
disponible es mayor a la ganancia que obtendriamos en caso de detenernos a
tiempo n, lo cual, no es 6ptimo; por lo que no detenerse aparentaria tener un
valor “mayor”.

El proceso (S, : n > 1) es llamado Envoltura de Snell -nombrada asi por el
matemdtico Laurie Snell [8, p. 4]- pues “envuelve”la ganancia obtenida por el
proceso (G, :n > 1).

Teorema 2.3. Sean € {1,2,---} fija, supongamos que se cumple
E [sup Gn} < 00.
n

Sea 1, = inf{k > n: S, = Gy}, suponiendo que P(7,, < 00) = 1. Consideremos
el problema de paro dptimo definido en (2.1)

Vi = sup E[G‘r]
TEM,

Entonces
1. Sp = méx(Gp, E[Sp+1 | Fnl);
El proceso parado (Siar, : k > n) es una martingala;

Vi = E[S,] y el tiempo de paro 1, son dptimos para (2.1);

e

El proceso (S : k > n) es la minima supermartingala que domina a

Demostracion. (1) Para probar nuestra igualdad veamos que se cumplen dos
condiciones

Sp > max(Gp, E[Sp41 | Fnl)- (2.9)
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Para mostrar que la primera desigualdad se cumple, definamos el siguiente con-
cepto

T=mix(r,n+1), 1€ M,.

Sin importar que condicién llegue a pasar, tenemos que 7 € M, 1. Ahora,
consideremos el evento {7 > n + 1}, el cual puede ser visto como {7 > n}, que
pertenece a F,, por lo tanto, {7 > n + 1} € F,. Con los resultados anteriores
podemos observar que

]E[GT | ]:n] = E[Gnl{.r:n} ‘ .7:”] + E[Gf—l{TZnJrl} ‘ fn]
= Gnlir=py + 1rons ) E[Gr | o
= Gnlir=n} + Lroni) E[E[Gr | Frga] | Fal.

Ademas, sabemos que S,41 = esssup, ey, ., E[Gr | Fni1] > E[Gr+ | Fryi]

para toda 7* € M4, por lo tanto

n+1

E[GT ‘ ]:n] = Gnl{-r:n} + 1{72n+1}E[E[G? I ]:nJrl] | ]:n]
< Gnlir=ny + 1ront1} E[Snr1 | Fal
< méx(Gp, E[Spt1 | Fnl)-
De modo que, méx(Gy,, E[S,41 | F»]) es siempre mayor a E[G, | ;] para todo
T € M, por lo que resulta ser una cota superior, entonces, de la propiedad del

supremo esencial sabemos que éste siempre es menor a cualquier cota superior,
verificando asf (2.8).

Para corroborar la segunda desigualdad, tenemos que, si S,, es mayor que
méx(Gp, E[Sny1 | Fn]), entonces tiene que ser mayor a G,, y al mismo tiempo,
mayor a E[Sy,41 | Fp]. Por definicién sabemos que

Sp > Gp, P-cs. (2.10)
Entonces, basta mostrar que
Sn Z E[Sn—i-l I fn]~

Veamos que, {E[G | Fpy1] : 7 € My41} cumple con las condiciones del Coro-
lario 2.2. Supongamos que «, 3 € M,, 1, denotemos a A como el complemento
del conjunto A y definamos

vy=ualg+PBlz, donde A= {E[Gq |Fn+1]>E[Gs | Fnt+1]}-

Tenemos que v es un tiempo de paro, pues la suma de tiempos de paro resulta
ser un tiempo de paro y mas ain v € M, 1, por lo tanto

E[G, | Fut1] = E[Gala | Frsa] +E[Gpla | Frg]
= 1AE[Ga ‘ ]:nJrl] + 1AE[G5 | ]:nJrl]
= mix(E[Go | Fot1], E[Gp | Fut1])-

Del Corolario 2.2 tenemos que existe una sucesién {vx : k > 1} € M4 tal que

Snt1 = esssup E[G, | Frqq] = lim E[G,, | Fogil,
TEMpt1 koo
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donde E[G,, | Fnt1] < E[G,., | Fat1], con k > 1, P-c.s., haciendo uso del
Teorema de Convergencia Mondtona tenemos que

E[Sy+1 | Fa] = E | lim E[Gy, | Foa]

7]
= 1im E[E[G-, | Fui] | Ful

k—oc0
< S(= esssupE[G- | 7). (2.11)

TEM,
De (2.10) y (2.11) sabemos que
Sy > max(Gr, E[Sni1 | Fnl)- (2.12)
Por tltimo, de las dos desigualdades (2.8) y (2.9) tenemos que S, = max{G,, E[S,41 |
Ful}
(2) De la Propiedad (1) tenemos que para toda n
Sy > E[Sp+1 | Ful-

Por lo tanto, S,, es una supermartingala. Veamos que si n < k < 7,, con 7,
como el primer momento en el que Sy = Gy para algin tiempo £ > n, tenemos
de la propiedad (1) que Sy = méx(Gg, E[Sk+1 | F]), pero como k < 7, entonces

Sk = E[Sk+1 | fk], C.S. (213)
De la misma definiciéon de 7, sabemos que
S, =G... (2.14)
De (2.13) y (2.14) tenemos que para toda k > n
E[Strnyara | Fil = St nyar, Lra<iy | Fil + ElSgryar, Lrr1<r,y | Fil
= E[Senr, Lira<ky | Fil + E[Sk11l{pr1<r,y | il
= Skar, Lirn<iy + Lips1<r } E[Skq1 | Fi)

= Sknra L <ky + Lk+1<7,35%
= Sk/\‘rn'

Por lo tanto, el proceso parado (Skar, : k > n) es una martingala.
(3) Para mostrar que E[S,,] = V,, observemos que se cumple al mismo tiempo

las siguientes desigualdades

E[S,] < Vi,
E[S,] > V.

Por la Propiedad (2) tenemos, en particular para N > n, que

Sn = Sn/\rn = E[SN/\‘rn | fn]
= E[Snar, L{r, <N} + SNAr, Lz >Ny | Fl
= E[S;, 1r, <N} + SN >Ny | Faul
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2.1. ENFOQUE CON MARTINGALAS

De (2.14) tenemos

Sn = E[STn]‘{Tn<N} + SNl{TnZN} | fn]
=E[Gr, 1, <N} + SNz, >N} | Fal
= E[G-rnl{'rn<N} | ]:n} + E[SNl{-r,LZN} | .7:”] (2.15)

Para n < N vemos que

E[G, | Fn] <E [sup G

S

Por lo que, de la definicién del supremo esencial, sabemos que éste es la minima,
cota superior, por lo que

Sy =esssupE[G, | Fn] < E {sup G,
TEMN n

fN] , paran < N.

Y por lo tanto usando el Teorema de Convergencia Monétona, ademas del su-
puesto de que E[sup,, G;,] < oo implica que E[sup,, Gy, | Fp] < oo c.s.,

zlri%go]E[SNl{T"EN} | Fn] < J\I/I%EOE [IE [sup Gy | ]:N:| 1{Tn>N}‘]:n}

n<N
< lim E | sup G, 1~ Fn 2.16
T Ntoo |:n<% { ">N}’ ] (2.16)
=E | lim sup G,1¢, Fnl =0. 2.17
s Gl |7 1)

La dltima igualdad se da por el supuesto de que P(7, < o0) = 1, es decir,
sabemos que 7, = inf{k > n : Sy = Gj} es finito casi seguramente, por lo que

17>ny =0, N — o0
De (2.15) y (2.17) concluimos que si N — oo entonces
Sp = E[G;, | Fnl-
Por tltimo, recordemos que S, = G, por lo que

E[S,] =E[S;,] =E[G.,] < sup E[G,]=V,. (2.18)
TEM,

Por otra parte, como (S,,n > 1) es una supermartingala y por el Teorema
1.1 tenemos que

Sp > E[S; | Fn], paratodo T € M,,.
Luego, para todo 7 € M,
E[S,] = E[S-],

En particular,

E[S,] > sup E[S;].
TEM,,
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De la definicién de S sabemos que S,, > G,, P-c.s., entonces

E[S,] > sup E[S;] > sup E[G;] =V,. (2.19)
TEM, TEM,

De (2.18) y (2.19) tenemos que E[S,] = V,, entonces

E[S,] =E[G,, ] = sup E[G,] =V,.
TEMy
Es decir, E[S,] y el tiempo de paro 7, son éptimos para el problema de paro
6ptimo definido en (2.1).

(4) En la primera parte del Teorema, probamos que (S,,n > 1) es una super-
martingala. Ademds, comprobamos que S,, > G,, P-c.s., para toda n, es decir,
(Sn,n > 1) domina al proceso (G,,n > 1). Para probar que S es la minima
supermartingala que domina a G supongamos que (U,,n > 1) es también una
supermartingala que domina a G. De la demostracién en (3) y al U dominar a
G tenemos

Sy = E[G-rk ‘ ]:k] < E[UTk | .7'—]9]

Del Teorema de Paro Opcional de Doob y el Lema de Fatou aplicado al proceso
de paro Uyar, Obtenemos

Sk = E[U,, | Fi]

m— 00

=E {h’m inf Upopry,

fk]

< liminf E[Upar, | Fl
m—0o00

S ]E[Um/\‘rk | ]:k] S Uk

La segunda igualdad, estd justificada por el hecho de que U,ax estd acotado
inferiormente por —sup,, <., <., |G,|- Por lo tanto, (Sx : £ > n) es la minima
supermartingala que domina a (Gj, : k > n).

O

2.2. Enfoque con Cadenas de Markov

En esta secciéon presentaremos los resultados basicos de la teoria de pa-
ro 6ptimo, considerando tiempos discreto y procesos de Markov. Sea X =
(X,,m > 1) una cadena de Markov definida en un espacio de probabilidad
(Q, F, (Fu)n>1,Pz) y tomando valores en un espacio medible (E,£). Asumire-
mos ademdas que para todo x € E, la cadena X empieza en el estado x bajo la
medida P,.. Por cuestiones de simplicidad definiremos al espacio de probabilidad
como (Q, F) = (EZ+,E%+), asf los operadores de traslacién 6, : Q — Q pueden
definirse como f o 0, (wm) = f(Wm+n) para funcionales f del proceso canénico
Win -

Recordemos que la propiedad de Markov nos dice que para toda funcién
positiva, continua y uniformemente acotada f, tenemos que para toda n € Ny
x € E, condicionando a X,, = z, la distribucién de X,, 11 es

]P)Iy = P(Xn-i-l =Yy | Xn = Jf), reFl
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2.2. ENFOQUE CON CADENAS DE MARKOV

Ademas es independiente de Fi, Fy, ..., F,_1, entonces

E[f (Xn+x) | Fal = EIf (Xntn) | Xn] = Eo[f(X)]

=Xy

donde X es una copia independiente de X. Consideremos una funcién medible
G : E — R que satisface la siguiente condicién (con G(Xn) =0si N = 00):

E, [sup G(Xn)@ < 00,

Para todo x € E, consideramos el siguiente problema de paro 6ptimo
Va(z) = sup E.[G(X;)]. (2.20)
TEM,

Se ha reemplazado el proceso general GG,, por un proceso dependiente solo del
estado actual de la cadena de Markov, G(X,,), usualmente G es una funcién con-
tinua. El siguiente resultado muestra la relacién entre nuestro problema (2.20)
v la envoltura de Snell.

Lema 2.4. Supongamos que P.(19 < 00) = 1 para toda x € E, donde 19 =
inf{k > 0 : S, = Gi}. Sea S, la envoltura de Snell dada en (2.7), entonces
tenemos

Sp =V (X,), Ps-cs. (2.21)
Para toda v € E, conn > 1.
Demostracion. Veamos en primer lugar que si 7 € My entonces 70 68, € M,,.
En particular, si T,f :=inf{n > k: X, € B} paraun B € £, tenemos que
806, =mf{m>0:X,,., € B}
=if{n>k:X, €B}—k
= TkB — k.
Entonces

Sy, = esssup E[G(X;) | F]
TEM,,
> esssupE[G(XrH»(To&,L)) | Fn]
TEMo
= esssup E, [G(X;)]
TEMo =X,
=V (X,). (2.22)

Donde X es una copia independiente de X. La desigualdad ocurre pues no to-
dos los tiempos de paro en M, pueden ser escritos de la forma n + (7 06,,) con

T € Mp.

Por otro lado, como My C My y del hecho anterior

V(z) > sup E.[G(X)]
TEM,

> sup Eu[G(Xi4(ron))]-
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Como 1+ (706;) € M; entonces podemos hacer uso de la esperanza condicional
y aplicar la propiedad de Markov

sup E.[G(X1y(ro0,))] = sup Eu[E[G(X14(ron,)) | F1l]
TEMo TEMo

= sup E, IEw[G()N(T)] ]
TEMo z=X1

Por ltimo, de la definicién de tiempo de paro

V(z) > sup E,
TEMo

> E; [Eo[G(Xr,)]

sup E.[G(X7)]
TEMo

:Em

Donde la igualdad es correcta al ser 79 6ptimo en V', pues se tiene que, E[G,,] =
sup, ¢ pm, E[G-]. Utilizando la propiedad de Markov en la desigualdad anterior,
obtenemos

V(z) 2 E. [V (X1)] = Eo[V(X1) | Fol-
De forma similar, tenemos que para m <n

Por lo tanto, (V(X,) : n > 1) es una supermartingala y entonces tenemos que

BV () | F =BV (R))| V(X (2.23)

De la definicién de V (z) tenemos que para cualquier tiempo de paro en My
V(z) > E.[G(X,)].

En particular si definimos al tiempo de paro 7 como el valor inicial del proceso
podemos observar que para toda x € F

V(z) > G(z) (2.24)

De (2.23) y (2.24) podemos concluir que V,, es una supermartingala que domina
a G, entonces, utilizando (4) del Teorema 2.3 tenemos que

V(X,) > S, (2.25)
Finalmente, al tener (2.22) y (2.25), podemos concluir la prueba. O
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A continuacién se expresa un resultado analogo al Teorema 2.3. Dada la
funcién V', definimos los siguientes conceptos. La regién de continuacion estd
dada por

C={zeE:V(z)>G(x)}
Y la regién de paro
P={zxeE:V(x)=G(z)}
El éptimo tiempo de paro entonces deberia ser
p=f{n>1:X, € P}
Teorema 2.5. Supongamos que P(p < co) =1 para toda x € E. Entonces

1. El proceso de paro (V(Xuarp) : n > 1) es una Py-martingala para cada
z € FE.

2. El tiempo de paro Tp es dptimo para (2.19).

3. El proceso (V(X,) : n > 1) es la minima supermartingala que domina a
(G(X,):n>1)

Demostracion. El resultado se sigue directamente del Teorema 2.3 haciendo uso
de (2.21). O
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Capitulo 3

Movimiento Browniano

En el presente capitulo, enfocaremos nuestra atencién al estudio del movi-
miento Browniano. Desde su construccién, por el método de Lévy; hasta sus
propiedades trayectoriales y mas importante atn, verificando que este proceso
cumple con la Propiedad de Markov.

3.1. Variables Aleatorias Gaussianas

Conviene recordar algunas propiedades importantes de las variables aleato-
rias Gaussianas, las cuales estaran presentes en la construccion del movimiento
Browniano.

Decimos que X se distribuye como una variable aleatoria Gaussiana con
media cero y varianza unitaria si su transformada de Fourier satisface la siguiente
igualdad

ox(\) = E[exp{iAX}] = exp{)\?/2}, VAeR.

De igual manera, las siguientes desigualdades seran una valiosa herramienta
en la construcciéon del movimiento Browniano.

Proposicion 3.1. Sea X una variable aleatoria Gaussiana centrada y con va-
rianza unitaria, entonces para todo x > 0 se tienen las siguientes desigualdades.

1 1 1 2 1 1 2
R — _w/2<P(X> )<77—w/2 >0

e X e X
V2 (CC 173) N T2z ’ ’

Demostracion. Para mostrar el lado derecho de la desigualdad, recordemos que,
si X es una variable aleatoria Gaussiana centrada y de varianza unitaria enton-
ces, tenemos que para toda z > 0

1 [ e
P(X >z)= E/ e~ /2dt. (3.1)
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3.1. VARIABLES ALEATORIAS GAUSSIANAS

Consideremos, los valores t tales que 0 < < ¢, entonces 1 < t/z. De lo anterior
y haciendo uso de 3.1 obtenemos

1 o 2
IP)(X > .T) = \/72771_/ B_t /2dt

<1 /Oot —*/2
— —e
T N2r ), @

R N G

Var

Para probar el lado izquierdo, veamos que integrando por partes obtenemos que

1 1 1
P(X>J?):/ \/T?B_tz/th: ?Ete_t2/2dt

11 N

= - —— exp{—t2/2
Sl
e 1 1

— —— ———exp{—t?/2} ) dt
[ () (mentrm)

B 1e2"/2 1 emt?/2

— - C
T 2o . t? \2r

e 11
> TS P para z > 0

La desigualdad se obtiene al tener un valor positivo de la integral pues su inte-
grando es siempre positivo. O

Tengamos presente el siguiente resultado que muestra la relacién de conver-
gencia en distribucién y en probabilidad para variables aleatorias Gaussianas.

Teorema 3.1. Sea (X,,,n > 1) una sucesion de variables aleatorias Gaussianas
tales que para toda n, X, ~ N(my,02), con my,02 €R y o2 > 0.

1. Si X, — X en distribucion, entonces X ~ N(m,n) donde m = lim,,_,o, my,
y o? =1im, . 02.

2. Si X,, = X en probabilidad entonces para todap > 1, X, = X en LP.

Demostracion. 1. Puesto que cada X, es una variable aleatoria Gaussiana con

media m,, y varianza o2, la funcién caracteristica de éstas se define como

2

vx, (A) = exp{impA — %)\2} =E [e”‘X"} .
Como X,, converge en distribuciéon a X, tenemos del Teorema de Continuidad
[13, p. 320] que ¢x, (t) converge a una funcién ¢ x (\), con A € R. Veamos ahora
que, vx(A) es la funcién caracteristica de una variable aleatoria Gaussiana con

media m y varianza o2, lo que implicarfa que X ~ N(m,c?).

Para corroborar lo anterior veamos que m,, y o2 convergen, y entonces con
m = lim,, m,, y 02 := lim,, 02 se tendria que
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CAPITULO 3. MOVIMIENTO BROWNIANO

(\) = mA— T a2
ox(A) = exp{im 5 },

en otras palabras, que X es una variable aleatoria Gaussiana.
Para ver que (m,,) y (02) convergen, primero debemos verificar que las su-
cesiones son acotadas. Al ser (X,,,n > 1) una sucesién de variables Gaussianas
que convergen en distribucién a X podemos tomar a F,, F' como las funcio-
nes de distribucién acumulada de X,, y X respectivamente. Tomemos t tal que
F(t) > 1—¢, por lo que t es un punto de continuidad de F. Luego, de la conver-
gencia en distribucién tenemos que F,,(t) > 1 — € para toda n > N. Entonces la
sucesion es tensa en el sentido de que para todo € > 0 existe una r > 0 tal que

supP(| X, | > 7) < e (3.2)

n>1

Supongamos que sup,, (|m,| + 02) = co y veamos que llegamos a una con-
tradiccién. En el primer caso, supongamos que sup,, |m,| = oo. Al ser X,, una
variable Gaussiana, luego, m,, ademas de ser la media de la distribucién, tam-
bién representa la mediana de X,,, por lo tanto

P(|X,| > |my]) > 1/2.
Se sigue entonces que, para todo M > 0, existe una n tal que |my| > M y
para este valor de n se tiene que P(|X,| > M) > 1/2. Por lo tanto, para toda

M tenemos
sup P(|X,| > M) > 1/2,
n
lo cual contradice la propiedad de 3.2.
Por otra parte, si suponemos que sup,, 02 = oo podemos notar que al ser X,

una variable Gaussiana se tiene que la P(|x,| < M estd acotada por la constante
(V2027)~ L. Por lo tanto, para toda M > 0 y para toda n

P<|Xn|gM>s/ L

|M| OV 2T
M 2
o VT

Utilizando la desigualdad anterior y la suposicién sobre o2 podemos ver que
op N m

M /2
sup P(|X,| > M) > sup <1 - — > =1,

nuevamente, llegamos a una contradiccién. Por lo tanto, tenemos que (m,) y

(%) son sucesiones acotadas.
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Por tltimo, veamos que (m,) y (02) convergen. Consideremos el médulo

de px, ()), recordando de la identidad de Euler que e® = cos(x) + isen(z) y

observemos que
2
exp {imn)\ — 02”)\2}‘

2
o 5]
2
= exp {—UQ”)\Q} .

Para toda A € R. Del Teorema de Mapeo Continuo [4, p. 21] tenemos que

lox, (A)] =

exp {imp A}

2
lox,. (A)| = exp {—02”)\2} = lpx(N)|, paratoda X € R.

Lo anterior, implica que 02 — o2 € [0, 00) pues la convergencia no depende de
My,

Consideremos dos valores, m y m’, de adherencia en la sucesiéon mencionada.
Entonces, para toda A € R,

se tiene que m y m/ son iguales. Si tomamos a m = lim,, m,, y a 0% = lim,, 02

tenemos que la transformada de Fourier de X es la funcién caracteristica de una
variable aleatoria Gaussiana, es decir, X ~ N(m,o?).

2. La transformada de Laplace (también conocida como Funcién Generadora
de Momentos) para una variable aleatoria X,, Gaussiana satisface para toda
0 €R,

2
E [exp{6X,}] = exp {mnﬁ + 02”02} .

Ademis del hecho de que el®l < e* + e~%, se tiene
E [exp{0]X,[}] < Elexp{0X..}] + Elexp{—0X,.}].
Por lo que,

sup E [exp{0]| X,,|}] < o0,
n>1

y esto para toda 6§ € R. Luego, para ¢ > 0, tenemos que para una |z| sufi-
cientemente grande se cumple que |z9] < ef1*l de esta desigualdad deducimos
que

sup E [|X,,|7] < o0,
n>1

y entonces

supE [| X, — X|7] < 0. (3.3)

n>1
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Consideremos entonces, p > 1. Por hipétesis, la sucesién (| X, — X|P,n > 1)
converge a 0 en probabilidad, y ademé&s si tomamos ¢ = 2p en (3.3) tenemos
que la sucesién esta acotada en £2 y por lo tanto es uniformemente integrable.
Ambas propiedades de la sucesién implican que existe una convergencia en LP
(véase [6, p. 221]). Por lo tanto,

E[|X, - X|’] -0, n— oo
O

Recordemos un ultimo resultado antes de presentar la construccién del mo-
vimiento Browniano.

Definicién 3.1. Una familia (X;,¢t > 0) de variables aleatorias es un proceso
Gaussiano si para toda n y para toda (t1,ta, -+ ,t,) € R™, (X¢, Xty, -, Xt,))
es un vector Gaussiano con valores en R"™, es decir, cualquier combinacién lineal
de los elementos del vector es una variable aleatoria Gaussiana.

Proposicién 3.2. Sea X = (X1, Xo,...,X,,) un vector Gaussiano. Entonces
X1,Xo,..., X, son independientes si y solamente si COV(X;,X;) = 0 para
toda i # j.

Demostracion. Veamos en primer lugar el reciproco de la proposicién. Sin per-
dida de generalidad supongamos que el vector X es centrado, es decir, para toda
E[X;]=0con1<i<n.

Como los componentes del vector no estdn correlacionados tenemos que la
transformada de Fourier del vector X resulta un producto de transformada de
Fourier, es decir, para toda A € R™ se tiene que

E [exp {i(X,\)}] = exp f% ZO’?/\? = HE[exp {iN; X},

por lo tanto, X1, X5,..., X, son independientes. La condicién necesaria de la
proposicién es clara basandose en el argumento anterior. O

3.2. Construccion

A continuacién definiremos algunos conceptos referentes al movimiento Brow-
niano.

Definicién 3.2. La trayectoria de (X;,t > 0) se define como la funcién t —
Xi(w) para cada w € Q.

De la ultima definicién podemos decir que el resultado de un experimento
aleatorio puede observarse de manera continua en el tiempo a través de un
modelo matematico. Con los siguientes conceptos podemos caracterizar a los
procesos por sus trayectorias.

Definicién 3.3. Se dice que un proceso estocastico es continuo por la derecha
(por la izquierda) si las trayectorias del proceso son continuas por la derecha
(por la izquierda) casi seguramente.
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De la misma manera, se dice que un proceso estocastico tiene limite por la
derecha (por la izquierda).

El movimiento Browniano esté estrechamente relacionado con la distribucion
Gaussiana, por lo que la siguiente definicién serd de ayuda para los siguientes
resultados.

Definicién 3.4. Decimos que B = (B, t > 0) es un movimiento Browniano
real que empieza en 0 si B es un proceso Gaussiano centrado tal que para toda
s,t >0

E[BsB;] = COV(Bs, By) = s At. (3.4)
El proceso B es conocido como movimiento Browniano estandar.

Proposicion 3.3. El proceso X es un movimiento Browniano si y solamente
St

1. Xg=0 c.s.
2. Paran > 2 ypara toda 0 <t; <ty <--- <t,, los incrementos
Xy, Xy — Xty oo Xy, — Xty
son independientes.
3. Para toda 0 < s <t, Xy — X; ~ N(0,t —s).

Demostracion. Veamos primero que el reciproco se cumple. Si 1, 2 y 3 se cum-
plen, mostremos que X es un movimiento Browniano. Consideremos tiempos ta-
les que 0 < t1 <ty <--- <,y un vector Gaussiano (X;,, Xy, — X¢y, ..., Xt, —
th7 1 )

Entonces de (3) tenemos que, como (Xy,, X¢, — X¢y,..., X, — X4, _,) €s un
vector gaussiano, es claro que (X;,, Xt,,...,X;, ) también lo es, ademds, resulta
ser un vector gaussiano centrado ya que para toda i se tiene que Xy, ~ N(0,¢;).

Ahora, supongamos que s < t, entonces de 1 y 3 tenemos que X, vy X; — X,
son variables aleatorias independientes, lo que implica que

E[X,X.] = E[(X; - X, + X,)X]
— E[(X, - X.)X.] + E[X?]
— E[X, - X,JE[X.] + E[X?]
~ E[X?)

En general, E[X; X;] = sAt para toda s,¢ > 0. Por lo tanto, X es un movimiento
Browniano.

Supongamos ahora que X es un movimiento Browniano. Primero observe-
mos que E[X3] = E[X;X,] = 0, por lo tanto, tenemos que Xg = 0 c.s. Por otra
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CAPITULO 3. MOVIMIENTO BROWNIANO

parte, para 0 < s < t, tenemos que la variable X; — X es una variable alea-
toria Gaussiano centrada, pues X es un proceso Gaussiano centrado. Ademés
observamos que la varianza de la variable X; — X es

E[(X; — X,)?] = E[X?] + E[X?] — 2E[ X, X,]
=t+s—2s

=t—s.
Por lo tanto, tenemos que X; — X; ~ N(0,t — s).

Por ultimo, veamos que los incrementos de X son independientes. Considere-
mos tiempos tales que 0 < t; <ty < -+ < t,,, como el vector (X3, Xt,, ..., X¢,)
es Gaussiano entonces

(X, Xey — Xty oo, Xo,, — Xty y),

también lo es y més aun, para toda ¢ < j, tenemos

COV(Xt71+1 - Xti’ in,+1 - ) = ]E[(Xt i+1 )(th+1 - Xt] )]
= E[Xt1+1Xt]+l Xt'ith+1 - XtH»lth + Xt'ith}
= ]E[ tit1 J+1] - ]E[Xtith+1]
]E[Xtht'] + E[X, X, ]
=liv1 Tt —tig1 —
De la Proposicién 3.2 vemos que, las variables Xy, , Xy, — X¢,,..., Xy, — X4,
son independientes. O

Teorema 3.2 (Wiener, 1923). El movimiento Browniano eziste.

Demostracion. (Lévy, 1948) Para la prueba, consideremos la construccién del
movimiento Browniano en el intervalo [0, 1]. La idea es construir el movimiento
Browniano como limite uniforme de funciones continuas.

Primero vamos a construir al movimiento como un elemento aleatorio del
espacio C[0, 1]. Para ello, vamos a definir al conjunto de puntos diddicos en el
intervalo [0, 1], es decir,

Dnz{;:ogkgﬁ}.

Vamos a interpolar linealmente a través de estos puntos y se verificard que el
limite uniforme de estas funciones continuas existe y que éste cumpla con las
propiedades del movimiento Browniano. Al final, se construye al movimiento
Browniano en R

Consideremos una familia de variables aleatorias (§,,0 < k < 2" n > 1)
Gaussianas centradas y con varianza unitaria. Definamos al proceso (X, (t),t €
[0,1],n > 1) de manera recursiva, como sigue

1. Sea X,(0) =0, Xo(1) = &o,0 con Xy lineal en [0, 1].
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2. Sea
0, sit=0,
Xi(t) = Xo(3) + &2, sit=1,
X()(l) sit=1.

con X7 lineal en [0, %] y en (%, 1].

3. Considerando el caso para n = 2 tenemos que

0, sit=0,
X(H)+ 5, sit=1,
Xo(t) = § X1(3), sit=32,
Xi(3)+ 22, sit=4,
X (1), sit=1.

con X» lineal en [0, i], (%, %], (%, 2] y (3

En general, para toda n > 0, el mapeo ¢ — X,,(t) es lineal en cada uno de los
intervalos de la forma
[ k k+ 1}

on’ 9n

2j J
(8 -5 (51).

2j+1Y 25 +1 §2j41,n
X”( on >'X"_1< on >+ on/2 "

y ademas,

Veamos que, para toda n > 0, el vector (X, (k/2"),0 < k < 2™) es Gaussiano,
centrado y de covarianza

o[ (£) % (&)] - £k -

Paran = 0 tenemos que X es lineal y su extremo X (1) es una variable aleatoria
gaussiana centrada, en otras palabras, cualquier X(¢) es combinacién lineal de
variables aleatorias gaussianas, més aun

E [X0(0)Xo(1)] =E[0- Xo(1)]

=0
_ o 1
T oon gn’

Supongamos valido el caso para n — 1. Observemos que (X, (k/27),0 < k < 2™)
es una combinacién lineal del vector Gaussiano (X,,_1(k/2"71),0 < k < 2771
y de la familia de variables aleatorias Gaussianas (£x,,,0 < k < 2"), donde
ambos componentes son independientes, por lo que, (X, (k/2"),0 < k < 2™) es
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CAPITULO 3. MOVIMIENTO BROWNIANO

un vector Gaussiano.

Basta mostrar el caso en que ¢ = k, pues si £ > k hacemos

el (5) % (7)) = [ () (0 (37) =% (32) = (30))]
2n 2n ACE 2n 2n 2
—E (X, () (2 (L) - x (E)) |+ |x2 (2
AL 2n 2n 2n
cfe()]
L 2n
Entonces, supongamos que ¢ = k, y veamos que,
(5] -+
2n 2n

Para el caso en el que k es par, tenemos que X, (k/2") = X,,(25/2") = X,,_1(5/2" 1)
entonces

Pero, k = 2j, entonces j = k/2, por lo que

k j k
2 _ —
=53 (5)] =5 =

Para el caso en el que k es impar tenemos que

k 2 +1
% (5) = (%)

27 +1 1l
_Xn—1< i )+ S2j+1,

on 2(n+1)/2
_ 2j 2(j+1) &2j41.n
= Xn—l <2n> + Xn—l ( on + 2(n+1)/2

1 j j+1 §2j+1m
T2 (X"_l (2n1> T (2”1 )) T amn/
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3.2. CONSTRUCCION

Por lo tanto,

E[Xﬁ( ﬂ E

=E

?|

=E

1 j j+1 &2j41,m 2
5 ( n—1 (2n 1) + Xn-1 (2n1)> =+ 2n+1)/2
. 2 2
Jj+1 §2j+1,n
( <2n 1) + Xn-1 <2n1)) + (2(n+1)/2
52]—&-1 n ] +1
2(n+3)/2 2n on—1 + Xn-1 on—1
E

<
(o

+

1 J L X j+1V) §2j+1.m 2
on—1 n—1 on—1 2(n+1)/2

§QJ+1 n
2(n+3)/2

+
&

Sabemos que ¢ es una variable Gaussiana independiente de X,,, ademéds de tener
media igual a 0 y varianza unitaria. Entonces,

Desarrollando el cuadrado y utilizando nuestro supuesto de covarianza para el
proceso X, tenemos que

o [r2 ()] 4 e () e (520
o (5 5 (320

4j+2  2j+1
- 2n+1 on :

Por lo tanto, para toda n > 0, (X, (t),t € [0,1]) es un proceso Gaussiano cen-
trado y de covarianza definida en (3.5). Ahora probemos que casi seguramente
el proceso (X, (t),0 < t < 1) converge uniformemente en el intervalo [0,1].
Definamos los siguientes conjuntos,

A, = { sup | X, () — Xpn-1(t)| > 2_”/4} .

tel0,1]
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CAPITULO 3. MOVIMIENTO BROWNIANO

Notemos que,

2n—1
P(A,) =P U { sup | X (t) — Xpo1(t)] > 2—"/4}
j=o0 L€l

J/2™,(j+1)/2"]
2n—1 §
_ 27+1,n —n/4
-\ U {ls ]}
j=

< 2P (IN(0,1)] > 207+2)/4)

= on+1p (N(o, 1) > 2<"+2>/4)
1 sy

<2
< R2te

Lo cual implica que Y P(A,) < oo, y entonces, por la Ley de Borel - Cantelli
tenemos que

3

P <h’m sup An) =0.

Luego, tenemos que existe un conjunto Q e F con ]P’(Q) = 1, tal que, para
todo w € () existe N(w) < oo donde

sup | X, (t) — X,_1 () <27*  ¥n>N.
te[0,1]

Es decir, casi seguramente el proceso X, (t) converge uniformemente con ¢ €
[0,1]. Al ser, (X,,(¢);n > 0,0 < ¢t < 1) uniformemente convergente en C([0, 1], R),
dicho limite es una funcién continua, ya que C([0, 1], R) es completo bajo la to-
pologia uniforme. Sea

X(t) = h;m Xn(t), te]l0,1],
entonces, por construccidn, el proceso (X (¢),0 <t < 1) es un proceso Gaussiano
que satisface
E[X(s)X(t)] = lim E[X,(s,)X:(tn)]
n— oo

= lim s, At,
n—oo

= s At

donde (s,) y (t) son diddicos de la forma j/2" y tales que s, — s, t, — t.
Por lo tanto, (X (t),0 < t < 1) es un movimiento Browniano en el intervalo [0, 1].

Para finalizar, consideremos BY, B}, B?,... movimientos Brownianos inde-
pendientes en el intervalo [0, 1] y definamos
B — BY, sitel0,1]
LB+l B, site 1)
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3.2. CONSTRUCCION

Entonces, por ultimo veamos que B; es un movimiento Browniano en R .

Recordemos que la combinacién lineal de un proceso Gaussiano centrado es
de nuevo, un proceso Gaussiano, por lo tanto, de la definicién de B, tenemos
que es un proceso Gaussiano centrado.

Ademas, veamos que para todo s,t € Ry se cumple que

E[B,B;] = s A t.

Consideremos primero el caso en que, s,t € [n,n + 1) para cualquier n, con
s < t. Tenemos que

n—1 n—1
(B;‘_n +> B{") (Bf_n +) B;")
m=0 m=0

E[B,B;] = E

n—1 n—1 n—1
n n n m n m m\2
= E[Bs—nBt—n] +E Z Bs—nBl +E Z Bt—nBl +E Z (Bl )
m=0 m=0 m=0

n—1 n—1 n—1
= (BBl + Y E[BL,B'] + Y E[B],BI'] + Y E[(B?].
m=0 m=0 m=0

De la independencia de los movimientos B%, B!, B2,...,B""', B® y al ser
procesos Gaussianos centrados; tenemos que E[B™B™] = 0 para toda m < n.
Por lo tanto

m=0

Como B} es un proceso Gaussiano, sabemos que tiene una varianza igual a
1, entonces

n—1

E[B,B] =E[BL Bl ]+ > E [(B")?]
m=0

=(s—n)A({t—n)+n
=(sAt).

Para el caso en que, los tiempos s y t no pertenezcan al mismo intervalo de
tiempo, observemos que para s € [m,m+ 1) y t € [n,n+ 1) con m < n se tiene

m—1 n—1
E(B.B)=E || B, + > Bi <Bf_n + Bf)
=0 k=0
n—1 m—1 ) m—1 _nfl
=E[B",, B, ) +E|> B, Bf|+E|> B ,Bl|+E|Y B> Bf
k=0 j=0 j=0 k=0
n—1 m—1 ) m—1 _nfl
= E[B,, B, + Y E[BI, B+ Y E|BL,Bi|+E|Y BY_ B
k=0 j= j=0 k=0

Al ser B™ y B™ independientes para todo m # n y procesos Gaussianos cen-

trados, tenemos que E[B™ B 1 = 0; lo mismo ocurre para la primera y
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CAPITULO 3. MOVIMIENTO BROWNIANO

segunda suma excepto cuando su indice superior coincide, de ahi tenemos que

E[B™, . B7"] = s — m, al ser B™ un movimiento Browniano en [0,1]. Por lo
tanto,
n—1
E[B.B,] = E[B",, B}, ]+ > E[B",, Bf]
k=0
m—1 m—1 n—1
+SE [B;L,LB{} +E|S B> B
7=0 7=0 k=0
m—1 n—1
=(s—m)+E B BF (3.6)
7=0 k=0

m—1 n—1 m—1n—1
EIY BIY B =YYE [B{Bﬂ
7=0 k=0 7=0 k=0
m—1
= 1=m (3.7
7=0

Utilizando (3.7) en (3.6) tenemos que

m—1 n—1
E[BBi]=(s—m)+E|> B{> B}
j=0 k=0

=(s—m)+m
=s=sANt.

Por lo tanto B; es un movimiento Browniano en R . O

3.3. Trayectorias del movimiento Browniano

En esta secciéon, estudiaremos las propiedades trayectoriales del movimiento
Browniano, y més especificamente probaremos el Criterio de Continuidad de
Kolmogorov, resultado que nos asegura existe una version continua del movi-
miento Browniano.

Definicién 3.5. Sean X = (X;,t > 0)y X = (X;,t > 0) dos procesos definidos
en un conjunto R;. Decimos que X es una modificacion de X si para toda
te R"H Xt = Xt C.S.

Si X es una modificacién de X, para toda n y para toda (t1,ta, ..., t,) € R?,
entonces

(th,Xt27...,th):(th,XtQ,...,Xt ) C.S.

n

En particular, si alguno de los procesos es un movimiento Browniano, el otro
también. Sin embargo, X y X pueden tener trayectorias completamente dife-
rentes.
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3.3. TRAYECTORIAS DEL MOVIMIENTO BROWNIANO

Definicién 3.6. Decimos que X y X son indistinguibles si
P(thf(t, VteR+) -1

Si X y X son indistinguibles entonces X es una modificaciéon de X, ademas,
ambos procesos tienen las mismas trayectorias casi seguramente.

Por otra parte, observemos que si X = (Xt,t € R;) es una modificacién
de X = (X4t € R, ) y ambos tienen trayectorias continuas casi seguramente,
entonces X y X son indistinguibles.

Definicién 3.7. Sean dos procesos estocésticos (X;,t € Ry) y (Xt € Ry)
definidos en los espacios de probabilidad (€, F,P) y (Q, F,P), respectivamente,
y con el mismo espacio de estados (F,E).

Decimos que X y X son equivalente si para cualquier sucesion finita t1, to, ..., t,
donde 0 <t <ty < ---<tp<ooytoda Ad; €& conl<i<n,

]P)(th EAl,Xt2 GAQ,...7th EAn) :P(th €A17Xt2 eAQ,...,th EAn) .

Teorema 3.3 (Criterio de Continuidad de Kolmogorov). Sea X = (X4, t € I)
un proceso aleatorio indexado por un intervalo I C R con valores en (E,d) un
espacio métrico completo. Supongamos que existen p,e,c > 0 tal que

E[(d(Xs, X0))P] < c|t — 8|, s,tel

Entonces, existe una modificacion X de X, cuyas trayectorias son localmente
Hélder de indice o, para toda o € (0,¢/p), es decir, para toda T > 0,

d (f(s(w),f(t(w)) < K(w, Dt —sl*, st<T.

Demostracion. La demostracién de este importante resultado se basa en tres
problemas. 1. Comprobar que las trayectorias del proceso X son a-Holder con-
tinuas en el conjunto de nimeros diddicos del intervalo [0, 1]. 2. “Extender” al
proceso X para un intervalo [0, T]. 3. Finalmente, mostrar que X est4 bien de-
finido y que resulta ser una modificaciéon de nuestro proceso original.

Consideremos sin pérdida de generalidad que I es un intervalo acotado y para
simplificar la notacién, definamos I = [0,1]. De la desigualdad de Chebyshev
veamos que para toda a > 0 y para toda s,t € [0, 1] tenemos que

P _ oll+4e
E[(d(X,, X)) _ Jt =]

P (d(X,, X) > a) < (3.8)

aP aP
Si consideramos a D,, como el conjunto de nimeros diddicos del intervalo [0, 1]
tales que D, = {k/2" : k = 0,1,...,2"}, entonces Dy, D1,... es una suce-
sién de conjuntos crecientes, por lo que podemos definir al siguiente conjunto
D =u,D, =1lim, D,.

Tomemos a s = (i —1)/2", t = i/2" y a = 1/2™*. De (3.8), con « fija en
(0,¢/p) obtenemos

1 /21 — (i — 1) /27| 1+
P (i g > o) <2121
o 3 ona 9—nap
o c
" 9n(l+e—ap)”
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CAPITULO 3. MOVIMIENTO BROWNIANO

Como « € (0,¢/p) entonces, € — pa. > 0, por lo tanto

1
S (g a0y X0 > o) £ 2308 (a0 00 > k)
n>1 n>11i=1
- c2"
- Z on(l+e—ap)
n>1

n>1

En virtud del Lema de Borel-Cantelli sabemos que existe un conjunto Q C €,
Q e F, con P(Q) = 1 tal que para cada w € Q existe una ng := ng(w) < co tal
que para toda n > ng,

méx d (XQ,XL) <2 > (3.9)
1<i<2m ST on
Por lo tanto,
d (XH Xﬁ)
sup max —— = <1
n>no 1<4<2n 2—na
Entonces,
d (XQ,X%)
N 2 < K(w).
R B e KW

Veamos que lo anterior implica la condicién a-Hoélder que buscamos observar en
las trayectorias del proceso X.

Recordemos que ¢t € D si y solo si podemos escribir a ¢ como Zgzl Cr /2"
donde ¢ € {0,1}. Consideremos dos elementos s,t € D tales que s < t. Sea
q > 1 el entero més grande donde la desigualdad t—s < 277 se cumple. Entonces,
existen 0 < k < 29 y enteros [, m > 0 tales que

<q+1 Cq+2 4.+ <q+l Cj —06 1;

5—7

o 211 2¢+1 " 9q+2 24+’
o €q+l <q+2 Cq+m o /
t= 2q+2q+1+2q+2+...+2q+m, ¢G=0061.

Donde k = [2%s], en el cual [z] es tal que [2] < x < [z + 1]. Notemos que
k < [2%] < [29(s+27%)] = k + 1. Definamos los siguiente niimeros,

— <q+1 <q+2 <q+z .
Z_§+2q+1 2q+2+"'+2q+1’7 2—0,1,...,l
Cg+1 Cq+2 <q+j -
J_§+2q+1 2q+2+"'+2q+j7 j=0,1,...,m.
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Entonces, de la desigualdad del tridngulo obtenemos

d(Xs, Xy) = d(Xs,, Xt,,)

m

l m

< d(XStho) + Zd(XSi’XSi—l) + Zd(XtﬁthfJ

i=1 j=1

l m
< Z K (w)2~ (e Z K(w)2~ @) (haciendo uso de (3.9))
i=1 j=1

l m
= K(w)279 | Y 27 4y 27"
i=1 j=1

< 2K (w)2 9y "2

i=1

I o0
=2K(w)279 |1+ Z 2_“"] (serie geométrica)
L i=1

- y-a
= 2K (w)279 |1+ }

1o

! 2K (w)21°

= 2K ()27 - .
(@277 —2&] 1- 2@

Por tltimo, tenemos que 2741 < ¢ — 5. entonces
2K (w)279«
d(Xs, X)) < L

1—2-«

- 20HL K (w)

g (t—s)“.

Por lo tanto, para toda w € Q, la trayectoria t — X, (w) en el conjunto D es
Hoélder continua de indice «, y con mayor razén, uniformemente continua en D.

Definamos un nuevo proceso estocastico para todo t € I,

X (W) = limg: Xs(w), siwé€ 973 eD,
t(w) = o

zo € E, si Q°.
El limite existe gracias a la condicién de continuidad uniforme y al criterio de

Cauchy. Por definicién, el proceso X es Holder continuo de indice «v. Basta ver
que X es una modificacién del proceso X.

Veamos que para todo § > 0 se tiene que

E[d(X,, X,)7]
or

< C‘t - 5|1JrE s—t

S~ —

Por lo que, para toda t € I se tiene que

P (d(Xs, X¢) > 0) <

0.

X = h;n% Xs, en probabilidad. (3.10)
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CAPITULO 3. MOVIMIENTO BROWNIANO

Como )~(t = limg_; X casi seguramente, con s € D; por (3.10) tenemos que

Xi = lim,_,+ X en probabilidad, con s € D. Entonces, X; = X; casi segura-
mente. O

Corolario 3.4. Sea B = (By,t > 0) un movimiento Browniano. El proceso
B admite una modificacion cuyas trayectorias son localmente hélderianas de
indice o = 1/2 — ¢, para € € (0,1/2). En particular, B admite una modificacién
continua.

Demostracion. Recordemos que B;—B; posee la misma distribucién que /(t — s)N
donde N es una variable aleatoria normal estdndar. Entonces, para p > 0 tene-
mos,

E[|Bs — Bif"] = |t — s|"/*E[|N(0,1)["],
Luego, para una € € (0,1/2) tenemos que

E(1B, — BP) = |t - sPE [| B ] = c(p)lt — 5| 40720,

Tomando p > 2, vemos que para a < (p/2 — 1)/p, tomando ¢ = p/2 — 1. Si
tomamos a p suficientemente grande, podemos aplicar el Criterio de Continuidad
de Kolmogorov para probar nuestro enunciado. O

3.4. Propiedad de Markov

En esta ultima seccién mostraremos la propiedad de Markov para el mo-
vimiento Browniano, la cual a grandes rasgos, nos dice que si un movimiento
Browniano B = (B, t € Ry) comienza en un punto x, entonces el movimiento
a tiempo B = (Bi+s — Bs,t € Ry) tiene la misma distribucién como el proceso
que comenzo en S.

Para poder ver este resultado, considere a Fy como la o-algebra generada
por {Bs,s < t} y sea F; la versién completa de F}, es decir, los conjuntos de
F? junto con los subconjuntos de conjuntos de medida cero. Se tiene que para
s < t, entonces Fgs C Fy.

Teorema 3.5 (Propiedad de Markov). Sea s > 0, el proceso B, = (Btts —
Bg,t > 0) es un movimiento Browniano independiente de Fy.

Demostracion. Notemos facilmente que B, es un movimiento Browniano, pues
Bty y Bs son procesos Gaussianos centrados, por lo que la diferencia entre ellos
resulta ser un proceso Gaussiano centrado. Ademads, Byis y Bs son procesos
continuos, entonces By, — B es continuo. Por tdltimo, veamos que

COV (Bu, Bu) =El(Buts = Bo)(Buys — BJ)]

= E[Bu+s Byts] — E[Buts Bs| — E[Bs Byys] + E[Bs Bs)
=(u+sANv+s)—s—s+s

=uAv.
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3.4. PROPIEDAD DE MARKOV

Por lo que B es un movimiento Browniano.

Recordemos que si dos vectores (finitos) son independientes, entonces, lo son
también para conjuntos de clases bajo intersecciones finitas (Teorema 10.1 de
[7, p. 65]) y del Teorema de Clases Mondtonas [7, p. 36], entonces, basta ver
que para toda s1 < 59 < ... < s, <syt; <ty <...<t, <t, los vectores
(Btys---,Bi,) y (Bs,, ..., Bs,) son independientes.

Como (By,,...,Bi,) y (Bs,,...,Bs,) son vectores Gaussianos, de la Pro-
posicién 3.2 tenemos que para toda i # j

COV(By,B,,) =E [Btj BSJ =E[(Bi, s — B:) Bs]

i

=E[Bi,1sBs] — E[B,B,,]

:Si—SiZO,

lo que nos asegura la independencia de los vectores y por el argumento previo,
tenemos que B; es independiente de Fj. O

Otra manera de ver la la propiedad de Markov es la siguiente.

Proposicién 3.4. Sea s > 0. Al condicionar el proceso B = (Byys,t > 0) con
respecto a F, resulta ser un movimiento Browniano que empieza en By.

Demostracion. Para toda t > 0 tenemos que Et = B, + B,. Entonces, si t; <
ty <...<t, y toda funcién boreliana y acotada f : R™ — R, se tiene que

E [f (Etl,...,étn) ‘]—"] ) [f (Btl +B,,... B, +Bs) ‘f}

E[f(BtlJr:v,...,Bthr:v), x:BS}
E[f(By +x,...,B,, +x)] (prop. de Markov)
EI [f(Btly-"aBtn)]7

donde E, es la ley del movimiento Browniano que empieza en z. Por lo que, B
es un movimiento Browniano que comienza en el punto B = . O

3.4.1. Ley de Blumenthal

Presentamos la Ley 0 - 1 de Blumenthal, la cual es una herramienta 1til pa-
ra estudiar ciertas propiedades de las trayectorias del movimiento Browniano,
aunque no es el objetivo principal de este capitulo, se dardn algunas observa-
ciones. Se dice que una o-dlgebra F, es trivial si para toda A € F, se tiene que
P(A) =00 1.

Teorema 3.6 (Ley 0 - 1 de Blumenthal). Sea Fi+ = NystFy, entonces Fo+ es
trivial.

Demostracion. Veamos primero que para toda s > 0, (Biys — Bs,t > 0) es
independiente de F,+. Para obtener este resultado, basta ver que para todo
evento A en Fy+, con 0 <ty <--- <t, se tiene que

E[1af (B Br,)] = BAELS (Bu,... B,
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CAPITULO 3. MOVIMIENTO BROWNIANO

donde f : R™ — R es continua y acotada, ademas Eti = B;,+s — Bs.

De la propiedad de Markov, observemos que para cualquier € > 0, con A €
Fs+ C Fste se tiene que

E [1Af (B§f>,...,B§j )} = P(A)E[f (By,,...,B.)],

donde Bt(e) = B¢, 4s+c — Bste. Haciendo tender € a 0 y aplicando el Teorema de
Convergencia Dominada de Lebesgue en ambos lados de la igualdad, obtenemos
la igualdad deseada.

Por tltimo, si tomamos s = 0, tenemos que (B, t > 0) es independiente de
Fo+- Se sigue entonces que o(By,t > 0) y Fo+ son independientes, sin embargo,
tenemos que

For =[] Fu C Foos

u>0

donde F es la versiéon completa de o(Bg,t > 0). De estos hechos podemos
deducir que todo conjunto A € Fy+ es independiente de si mismo, es decir,
P(A) =06 1. O

Una consecuencia de la Ley 0 - 1 de Blumenthal es la siguiente.
Proposicion 3.5. Consideremos un movimiento Browniano By y definamos
o0 =inf{t >0:B; > 0};
7, = inf{t >0: B, < 0}.
Entonces, 7" =0 c. 5. y75 =0 c. s.

Demostracion. Es facil ver que, si B es un movimiento Browniano, entonces
— B resulta ser un movimiento Browniano. A esta propiedad se le conoce como
simetria del movimiento Browniano, lo que nos permite deducir que si € > 0
entonces

P(B; <0)=P(B; >0)=1/2, paratodat e [0,¢].

Asi, para toda € > 0 se cumple que P(B, > 0,t € [0,¢]) < 1/2yP(1, <€) >1/2.
Haciendo € — oo tenemos que P(r; = 0) > 1/2.

Luego, podemos ver que {75 = 0} € Fp+ ya que

{T()_:O}:ﬂ{0<t<i: Bt<o},

n>1
Entonces, 7, debe tener probabilidad 0 6 1, pero ya sabemos que P(r, =
0) > 1/2, entonces P(7, = 0) = 1, donde el mismo argumento aplica para

+
Ty - ]
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Lo cual nos dice casi seguramente que los tiempos {¢ : B; = 0} no son aco-
tados, en otras palabras, vemos que el movimiento Browniano oscila alrededor
de su punto de origen.

Ademas, el resultado anterior nos dice que casi seguramente, el movimiento
Browniano entre inmediatamente a (0, c0), esta propiedad serd de gran utilidad
a la hora de analizar una caracteristica peculiar en los problemas de tiempo de
paro a tiempo continuo.

De acuerdo al dltimo resultado, la trayectoria del movimiento Browniano
oscila infinitamente alrededor de su punto de inicio.

3.5. Propiedad Fuerte de Markov

En la dltima parte de este capitulo veremos la extensién de la propiedad
de Markov a tiempo no determinista. Consideremos un movimiento Browniano
B = (By,t > 0) definido en un espacio de probabilidad completo (si todos los
subconjuntos de eventos nulos son eventos nulos) (€2, F,P) y las o-dlgebras como
en la seccién pasada.

Teorema 3.7 (Propiedad Fuerte de Markov). Sea 7 un tiempo de paro. Consi-
dere el proceso (Bt := Biir — B, t > 0), si éste es condicionado con respecto al
evento {7 < oo}, entonces, Bt es un movimiento Browniano independiente de
Fr. Donde F, es descrita en la Definicion 1.3.

Demostracion. Como en la prueba de la Propiedad de Markov, basta probar
que para todo evento A € F,con 0 <t; <--- <t, yuna funcién f: R" — R,
continua y acotada,

E [1Af (Btl,...,étn)} =P(A)E[f (Be,,...,B:.)], (3.11)

después utilizar el Lema de Clases Monétonas ([7, p. 36]) para extender el re-
sultado al proceso completo con respecto a la o-algebra F.

Para ver que B es un movimiento Browniano, basta con escoger A como 2
en (3.11) y observar que las trayectorias de B son siempre continuas.

Finalmente, veamos que se cumple la ecuacion anterior. Consideremos niime-
ros diddicos de tal manera que podamos aproximarnos a nuestro proceso, en-
tonces tenemos que

o0
m—r o0 = it
S it creiir (Bave =B B =B ) 225 1 (Bus o B
Jj=1
Del Teorema de Convergencia Mondtona,

Eftaf (B B

o0

= 2R [1A”{%<T§%ﬁ}f (B%nﬂl =B By, — B%m)} '
Jj=1

(3.12)
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Para un A € F; se tiene que el evento AN {(j —1)/2™ <7 <j/2™} es Fjom-
medible, por lo que coincide casi seguramente con un evento de o(Bs, s < j/2™).
Al aplicar la propiedad de Markov, obtenemos

e PA”{]%;MIQS%}J( (Bz%% B B, Bz%)}
=E {1A1{]§7;73<T§2%}f (BZ'%thl - Bzimv T aBz%nthn - B%)}
—p(andi=l <J \g
- om <T S 27m [f (Btu T 7Bt")] . (313)
Por lo que, aplicando (3.13) en (3.12) se sigue que,

E [1Af (Btl,...,fzt")] — P(A)E[f (By,,...,B..)].
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Capitulo 4

Martingalas Continuas

En el presente capitulo estudiamos las propiedades y principales resultados
sobre tiempos de paro y martingalas a tiempo continuo. Muchos resultados se
han visto en el Capitulo 1 en el caso donde el tiempo discreto, sin embargo, se
presentan nuevos conceptos que nos permitirdan analizar a detalle los elementos
necesarios para el estudio del Teorema de Paro Optimo a tiempo continuo. Al
final del capitulo se dan algunas aplicaciones para el movimiento Browniano.

4.1. Conceptos fundamentales

Definicién 4.1. Considere un espacio de probabilidad (2, F,P). Una filtracién
a tiempo continuo es una familia de sub-o-dlgebras (F;);>o de F, de tal manera
que Fy C F; para s < t. Al sistema (9, F, (F;)i>0, P) se le conoce como espacio
de probabilidad filtrado.

Recordemos que la filtracién candnica asociada al proceso estocdstico X =
(Xt,t > 0) estd definida como F; = o(Xs : s < t). Definamos los siguientes
conceptos.

s>t

Fi- =0 (U _7—'S> , Fer = n Fs, paratodat>0.
s<t

De las definiciones anteriores es claro ver que F;- C Fy C Fy+.

Como se ha visto hasta el momento, el concepto de medibilidad, resulta claro
cuando se fija un tiempo ¢, entonces se dice que X; es una funcién F-medible,
sin embargo, hemos observado que un proceso estocédstico continuo depende de
dos variables (¢,w), por lo que; si el evento w es fijo, no contamos con ninguna
propiedad que pueda decirnos si las trayectorias del proceso son medibles. Para
ello, es conveniente contar con alguna caracteristica de medibilidad conjunta.

Definicién 4.2. Un proceso estocastico X = (X;,t > 0) con espacio de estados
(E, &) se dice medible, si para toda A € £, el conjunto

{(t,w) : X¢(w) € A} € B([0,0)) x F,
es decir,

(t,w) = Xt(w) : ([0,00) x Q, B[0,00) x F) = (E,E).
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Del Teorema de Fubuni sabemos que si contamos con una funcién &(w,ws)
la cual es F; ® Fo-medible e integrable con respecto a la medida p; X p2, sabemos
que las integrales

§(wr, w2)pr (dwy) y §(wr, w2)p2(dws),
Q Qo
estan definidas para toda wi y ws, y ademads, son Fi-medible y Fo-medible,
respectivamente.

En consecuencia, sabemos que las trayectorias de un proceso medible, son
funciones B[0, co)-medibles. El hecho de introducir un concepto de filtracién
continua, nos permitird definir conceptos maéas interesantes y ttiles que el de
proceso medible.

Definicién 4.3. Considere un espacio de probabilidad filtrado (2, F, (F;):>o0, P)
y un proceso estocéstico (X, t > 0) definido en (2, F,P). Se dice que el proceso
es adaptado a la filtracion (F;);>0 si para toda t > 0 la variable aleatoria X; es
Fi-medible.

La siguiente definiciéon es fundamental para el estudios de los procesos a
tiempo continuo.

Definicién 4.4 (Proceso Progresivamente Medible). Sea (2, F, (Fi)i>0,P) un
espacio de probabilidad filtrado y sea (X¢,t > 0) un proceso estocéstico defi-
nido en (2, F,P), con un espacio de estados (E, ). Decimos que el proceso es
progresivamente medible, o simplemente, progresivo, si para toda t > 0

(s,w) = Xs(w) : ([0,¢] x Q,B[0,t] x F) = (E, &),
es B[0,t] x Fy-medible.

De las definiciones anteriores podemos afirmar que todo proceso aleatorio es
adaptado a su filtracién candnica. Recordemos que (F; = o(X; : s <t),t > 0)
es la filtracién canodnica de un proceso X;, por lo que, para cualquier t > 0, X;
es Fi-medible, es decir, que el proceso es adaptado.

Ademsds, podemos afirmar que un proceso progresivamente medible siempre
es adaptado, pues un proceso progresivo (s,w) — X (w) es B[0,t] x Fi-medible
para toda t > 0 con s € [0,t], por el Teorema de Fubini, en particular se tiene
que X; es Fi-medible para toda t > 0, que es la definicién de proceso adaptado.

En general no se puede suponer cierto que un proceso adaptado es un proceso
progresivo, a menos que éste sea continuo por la derecha o por la izquierda, como
se vera en el siguiente resultado.

Proposicién 4.1. Sea (X = X;,t > 0) un proceso estocdstico con valores en
un espacio métrico (E, &), adaptado a la filtracion (Fy)i>o0 y continuo por la
derecha (o por la izquierda), entonces X es progresivo.

Demostracion. Veamos el caso en que X es continuo por la derecha, pues cuando
es continuo por la izquierda, la prueba es similar. Para verificar que un proceso
es progresivo basta ver que para cada conjunto A € B(E)

{(5,0) €[0,8] x Q: X,(w) € A} € BJ0,#] x F, (4.1)
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CAPITULO 4. MARTINGALAS CONTINUAS

Si definimos al proceso continuo en funcién de un proceso discreto podremos
verificar la condicion deseada y por la continuidad de X, lograremos probar la
afirmacién. Consideremos entonces para cada n > 1, k € {0,1,...,2" — 1} y
s € [0,1] el siguiente proceso

Xi(w) =

X(k;})t (W), si ;% <s< %,
Xo(w), sis=0.

De la continuidad de X sabemos que lim,,_,oc X' (w) = Xs(w) para toda (s,w) €
[0,t] x Q. Por ultimo, veamos que (4.1) se cumple para X7'. Al conjunto

{(5,w) €[0,] x Q: X,(w) € A},

lo podemos escribir de tal manera que cada uno de sus elementos pertenezca a
B[0,t] x F, por ejemplo

U (5 0 g} U0 0 €

k=0

Del argumento anterior podemos afirmar que X es un proceso progresivo. [

El siguiente concepto serd la base para la definicion de una o-algebra ligada
a los proceso progresivamente medibles, ademéas de ser un concepto 1til en lo
posterior.

Definicién 4.5. Se dice que un conjunto A C Ri x 2 es progresivamente
medible si el proceso asociado a A

Xi(w) =14(t,w) = {

es progresivamente medible.

Proposicion 4.2. La familia de conjuntos progresivamente medibles forma una
o-dlgebra conocida como o-dlgebra progresiva.

Demostracion. Consideremos el proceso definido como

R TN ey
Este proceso claramente cumple que para todo A € B(F), el conjunto
{(s,w) € [0,t] x 2: X;s(w) € A},
es un elemento de B[0,t] X F;, por lo tanto, Ry x Q estd en la familia de con-

juntos progresivamente medibles.

Comprobemos que si un conjunto A pertenece a la familia de conjuntos
progresivamente medibles, su complemento también. Sabemos entonces que si
B e {ACR; xQ: A es progresivamente medible} entonces el proceso

1, si(t,w) € B,

Xelw) = 1p(w) = {o si (t,w) ¢ B.
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es progresivamente medible. Definamos al proceso Y; como

1, si(t,w) € B,

Yiw) = 1pe(t,w) = {0 si (t,w) ¢ B°.

El cual podemos ver como

1, si(tw) ¢ B,
Yiw) = {0, si (t,w) € B.

De esta manera, al ser B un conjunto progresivamente medible, el complemento
B¢ también lo es.

Para finalizar la prueba veamos que la familia de conjuntos progresivamente
medibles es cerrada bajo intersecciones, para esto veamos que si una sucesion
de conjuntos disjuntos a pares Ai, Ag, ... pertenecen a la familia de conjuntos
progresivamente medibles, entonces tenemos que el proceso

1, si(t,w) € Ay,
XMw) =14 (tw) =
rw) = la, () {o, si (t,w) ¢ Apn.

Es progresivamente medible. Por lo tanto, si consideramos a

1, si(t,w) € Up>14n,
Xi(w)=1 t,w) = =
t( ) UAn( ) {0, si (t,w) ¢ UnZlAn~

El cual podemos escribir como

Xt(CU) = 1uAn (t, CU)

= 1a,(tw).

n>1

Donde cada proceso 14, (t,w) es progresivamente medible, entonces X;(w) tam-
bién lo es.

De estas tres propiedades, podemos decir que la familia de conjuntos pro-
gresivamente medibles forma un o-algebra. O

La siguiente proposicion muestra la relacion entre la o-algebra progresiva y
los procesos progresivamente medibles.

Proposicion 4.3. Sea (X¢,t > 0) un proceso estocdstico definido en (2, F,P),
con un espacio de estados (E,B(F)). El proceso X es progresivamente medible
sty solo si (t,w) = X¢(w) es medible con respecto a la o-dlgebra progresiva.

Demostracion. Supongamos que X es un proceso progresivo, recordemos que
para probar la medibilidad de un proceso con respecto a la o-dlgebra se tiene
que ver que, para todo conjunto A € B(FE), el conjunto {(t,w) : X¢(w) € A}
pertenece a la g-algebra, en este caso, a la g-algebra progresiva.

De la definicién de la o-algebra progresiva, tenemos que, si tenemos un con-
junto B € [0,00) x Q cuyo proceso asociado 15(t,w) es progresivo, entonces B
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es un elemento de la o-algebra progresiva.

Consideremos entonces, para A € B(E) y t > 0 el conjunto
B :={(s,w) € 0,f] x Q: X, (w) € A}.

Al ser X un proceso progresivo, tenemos que B € B[0,t] x F;. Entonces, para
todo conjunto A € B(FE) tenemos que el proceso asociado a B

1, si(s,w)€ B,
1 =
B(5w) {0, si (s,w) ¢ B,

es claramente un proceso progresivo y al cumplirse para todo tiempo t > 0, se
tiene que B € B(R1) x F, por lo tanto, la aplicacién (¢, w) — X;(w) es medible
con respecto a la g-algebra progresiva.

Por otro parte, supongamos que (t,w) — X;(w) es medible con respecto a
la o-dlgebra progresiva, definamos

C:={(s,w) €[0,00) x Q: X (w) € A}.

Si A € B(E), entonces C' es parte de la o-dlgebra progresiva, en otras palabras,
el proceso asociado al conjunto C, 1¢(s,w) es progresivamente medible. Luego,
tenemos

CN{[0,4] x QF = {(s,w) € [0,] x Q: X,(w) € A},

lo cual implica que X es progresivamente medible. O

4.2. Tiempos de paro a tiempo continuo

En esta seccién introduciremos la nocién de un tiempo de paro, pero esta
vez a tiempo continuo. Antes de entrar de lleno al estudio de los tiempos de
paro a tiempo continuo, consideremos las siguientes definiciones.

Definicién 4.6. Una filtracién (F;);>o se llama continua por la derecha si
Fi = Fi+ = Ng>tFs, para toda t > 0.

Consideremos a la filtracién (Fy+)t>0 y veamos que es continua por la de-
recha. Para facilitar el argumento, vamos a escribir F;, como G, por lo que
tenemos, por definicién que G; C G;+, mas aun

gt+ﬂgsﬂfs+ﬂ<ﬂfu> CFe=Fe =G

s<t s<t s<t \u<s s<t

Por lo que G; = G+, en otras palabras, la filtracién (F;, );>0 es continua por la
derecha.

Definicién 4.7. Sea (F;);>0 una filtracién. Si Fy contiene a todos los conjuntos
P-nulos entonces decimos que es una filtracién completa.
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Definicién 4.8. Decimos que la filtracién (F;);>o cumple con las condiciones
habituales si es continua por la derecha y es completa.

Las propiedades de los tiempos de paro discretos son similares a las que a
continuacién veremos, pero es conveniente ver las definiciones detalladamente.

Definicién 4.9. En un espacio de probabilidad filtrado (€2, F, (F3)¢>0, P), una
funcién 7 : Q — [0,00] se llama tiempo de paro con respecto a la filtracién
(.Ft)tzo si

1. 7 es F-medible.
2. El conjunto {7 <t} pertenece a F;, para toda ¢t > 0.

Resulta claro ver que, si 7 es una funcién constante, entonces es un tiempo
de paro. Si consideramos a k, una constante positiva, y ademds t € [0,k), el
conjunto {7+ k < ¢} = 0 el cual esta en Fy, por otro lado, si t € [k, c0) entonces

{r+k<ty={r<t—-k}eF_r CF.
Lo cual implica que 7 4+ k es un tiempo de paro.

Proposicién 4.4. Si la filtracion (Fi)i>o es continua por la derecha, entonces
7 es un tiempo de paro si y solo si {T <t} pertenece a Fi, para toda t > 0.

Demostracion. Suponiendo que 7 es un tiempo de paro. para un tiempo fijo
s < 1 se tiene

{r <s} e F,.

Como, F; es filtracion, entonces para toda t > 0 se tiene que Fs; C Fy, por lo
tanto, {7 < s} € F,. Entonces

{r<t} = U{rgs}e]-"t, para ¢ > 0.
s<t

Por otra parte, si suponemos que {7 < t} € F;, para toda t > 0, podemos
ver que

{r <t} = ﬂ{7<s}6ft+.

s>t

Como (F)>0 es un filtracién continua por la derecha sabemos que Fi+ = Fi.
Se tiene entonces que 7 es un tiempo de paro. O

La siguiente definicién nos serd 1til para analizar el instante en que un
proceso aleatorio entra por primera vez en un conjunto.

Definicién 4.10. Se define al tiempo de entrada del proceso (X;,t > 0) al
conjunto A, como

() = inf{t >0: Xy(w) € A}, si{t>0: Xy (w)e€ A} #0,
A si{t>0: Xi(w) € A} = 0.

Veamos ahora que, bajo ciertas condiciones dadas a la filtracion, al proceso
y al conjunto, el tiempo de entrada es un tiempo de paro.
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Proposicién 4.5. Sea X = (X;,t > 0) un proceso estocdstico adaptado a la
filtracion (Fi)i>o0, y con un espacio de estados (E,B(E)), donde E es un espacio
métrico y A € B(E).

1. Si X es continuo por la derecha, (Fi)i>o es continua por la derecha y A
es un conjunto abierto, entonces T4 es un tiempo de paro con respecto a

(F)e>o0-

2. Si X es continuo y A es un conjunto cerrado, entonces T4 es un tiempo
de paro con respecto a (Fy)i>o-

Demostracion. Consideremos los elementos w € )y tales que, la trayectoria del
proceso X es continua por la derecha, con P(£29) = 1. Sea

Ci = U {Xs € A:s<t} parat>0 fija,
s€Q4

donde A s un conjunto abierto de B(E). Como X es adaptado a (F;);>o tenemos
que X; es Fy-medible para toda ¢t > 0, es decir, para cualquier A € B(E)

{we Q| Xi(w) € A} € F,

por lo que C; € F;. Ya que la filtracion es continua por la derecha y de la
Proposicién 4.4, basta demostrar que {74 < ¢t} = C; para probar que 74 es un
tiempo de paro.

Veamos que se cumplen las siguientes condiciones. Por un lado, si w € Cy,
de la definicién misma de C} sabemos que existe s € Q4 con s < t, tal que
Xs(w) € A. Por lo que, Ta(w) = Inf{t > 0 : Xy(w) € A} < s < t, es decir,
w € {74 < t}. Por otro lado, si w € {74 < t}, entonces existe un tiempo tg < ¢
tal que Xy, (w) € A.

Como el proceso es continuo por la derecha y A es abierto, existe € > 0 tal
que

s€QnNlto,to+e)y Xs(w) € A
De ambos argumentos, tenemos que
{ra<t}=Ci e F.

Lo que significa que, 74 es un tiempo de paro respecto a la filtracién (F;)¢>o.

Para probar la segunda afirmacién es necesario ver {74 < t} € F3, donde A
es un conjunto cerrado. Podemos utilizar el primer resultado para mostrar esta
afirmacién, siempre y cuando podamos escribir a nuestro tiempo de entrada a
partir de conjuntos abiertos. Consideremos entonces, la funcién

plxz, A) = inf{d(z,y):y€ A}, z€E,

como la distancia de x al conjunto A; esto es posible por ser F un espacio
métrico. Definimos las vecindades abiertas de A como

A, = {xEE:p(x,A) < 1}.
n
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De la prueba del primer inciso de este teorema tenemos que {74, < t} € F;.
De la definicién de las vecindades sabemos que A,,+1 C A, por lo tanto, 74, <
TA,..- Ademds, para toda n > 1 se tiene que

TA, < Ta, (4.2)

de estas condiciones, podemos afirmar que el limite de (74, )n>1 existe y lo de-

notamos por 7 = lim,_,.o 74, . Més aun, de (4.2) sabemos que 7 < 74.

Observemos que el evento {74 = 0} es equivalente a {X(w) € A} por lo que
T4, = 0 para toda n > 1. Para el evento {74 > 0}, existe un entero k > 1 que
cumple con

Ta, =0, paral<n<k, y 0<74,<7a < 74 para k <n.

n+1

Ya hemos visto que 7 < 74, basta comprobar, que en el evento {74 > 0,7 < 0o}
se cumple que 7 > T4.

De la continuidad de X tenemos que lim,, XTA” = Xijim,, T4, = X,y ademas,
X7y, € 0A, C A, para toda k < n < m, donde JA,, representa la frontera
del conjunto A,,. Al tomar m — oo obtenemos X, € A, para toda n > k, y
por esto X, € Np>14, = A. Como X, € A, tenemos que 74 < T, pues 74 es el
infimo de todos los tiempos ¢ en donde X;(w) pertenecen a A.

Por 1ltimo,
{ra =0} ={Xo(w) € A} € Fo C F,
y para toda t > 0, el evento {74 <t} podemos escribirlo como
{Ta <t} =Np<i{ra, <t} € F.
Por lo tanto, 74 es un tiempo de paro. O

Definicién 4.11. Sea 7 un tiempo de paro con respecto a la filtracion (F;)¢>o.
La o-édlgebra de eventos anteriores a 7 estd dada por

Fr={AeFu :VteR, An{r <t} e F}.

La prueba de que efectivamente, F.- es una o-dlgebra es anédloga a la Proposi-
ci6én 1.3 del Capitulo 1. Veamos el siguiente resultado, relacionado a la o-algebra
parada definida arriba.

Proposicién 4.6. Sea T un tiempo de paro con respecto a la filtracion (Fi)i>o-
Considere las siguientes definiciones

Frr ={A € Fo :Vt e Ry, AN{7 <t} € F;},
Fr-=c{An{r>t}:t>0, Ae F}.

Entonces,

1. F,+ es una o-dlgebra.

2. Fro C Fr C Fps.
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3. 8t (Fi)i>0 es continua por la derecha, entonces Fr = Fr+.
4. SiT =1, entonces Fr = F; y Frt = Fpt.

Demostracidn. 1. Sabemos que al ser 7 un tiempo de paro, se tiene que {1 <
t} € Fy, por lo tanto, QN {7 < t} € F, es decir, Q € F,+.

Si A € F,+, tenemos que comprobar que el complemento de A es un elemento
de F,+. Sabemos que 7 es un tiempo de paro, entonces tenemos que {7 < t} €
Ft, por lo tanto {T >t} € F;. Por otro parte, podemos escribir

An{r <t} =(AUu{r > t})° € F,
es decir, A € F,+
Si Ay, As, ... € Fr+, veamos que UA,, € F,.+. Sabemos que si, Ay, As,... €
F.+ entonces cada A, € Fo para n > 1, por lo tanto UA,, € Fuo.
Si Ay, Ag,... € F.+, tenemos que para toda n > 1y ¢t > 0 se tiene que
Anﬂ{7<t}€]:t.
Entonces, para toda ¢t > 0
UAn | n{r<ty=J Ann{r<t}) eF.
n>1 n>1
Se tiene entonces que UA, € F, +.
2. Para probar la primera contencién considere el conjunto
C={An{r>t}:t>0,4¢c F}
Si AN{r >t} € C, con una r € Ry, veamos que
An{r>t}n{r <r},
pertenece a F,.. Primero, consideremos el caso en que r < ¢, aqui {7 > t}N{r <
r} =0, por lo tanto, se cumple la condicién. Si r > ¢ se tiene que A € Fy C F;

{r <r} € F, al ser 7 un tiempo de paro, y ademés {T >t} € F, C F,.

Para mostrar la segunda contencién, queremos ver que, si A € F, entonces
para todo t > 0

/1r]{T < f}Ef]i,
Podemos reescribir al anterior conjunto como

Anf{r<ty=JAn{t<s},

s<t

entonces como AN {t < s} € F, C F,, tenemos que AN{7 <t} € F,.

67



4.2. TIEMPOS DE PARO A TIEMPO CONTINUO

3. Del resultado anterior sabemos que F, C F,+. Suponiendo que (F;)i>0
es continua por la derecha basta mostrar que F,+ C F,. Recordemos que, si la
filtracién es continua por la derecha tenemos que

Fo=Fp=[)Fe

s>t

Si A € F,.+ entonces

An{r<t}=()An{r<s}eFu=F.

s>t

Por lo tanto, Fr = Fr+, si (Fi)t>0 es una filtracién continua por la derecha.

4. Supongamos que A € F;, como T es un tiempo de paro, tenemos que
{r <t} € F, por lo tanto, AN {r < t} € F;, es decir, A € F,, en otras
palabras, F; C F,.

Por otro lado, si A € F,, tenemos que AN {7 < s} € F;, para toda s > 0.
Vemos que

(r<s) Q, sit<s,
T<s}=
- 0, sit>s,

por lo tanto, para s > t tenemos que A = AN{r < s} € Fs, y para s < t,
)= An{r < s} € Fs, lo cual quiere decir que, F, C F;.

Para la segunda igualdad, veamos que si, A € F,+ entonces para cualquier
s >0 el conjunto {r < s} € Fg, por lo tanto, si consideramos que

it <
{T<s}—{Q’ sit<s,

B, sit>s,

entonces, tenemos que para toda t < s se tiene que AN {7 < s} = A € Fj, es
decir, A € Ny<sFs, para el caso en que t > s, tenemos que AN{r < s} =0 €
N¢<sFs, por lo tanto, A € Fy+. De lo anterior, tenemos que Fr+ C Fy+.

Luego, si A € F;+ tenemos que para toda s > t, A € Fs. Vemos entonces
que

Q, sit<s,
TSy = B
{ } {@, sit> s,

es decir, para s > t, se tiene que AN {7 < s} = A € Fs, y en caso contrario, si
s < t, se tiene que AN {7 < s} =0 € F;, para ambos casos, AN {7 < s} € Fy,
lo que significa que A € F,+. Por lo tanto, Fi+ C Fr+. O

A continuacién, se muestran pequenos resultados que seran de utilidad mas
adelante.

Lema 4.1. Sean 0 y 7 dos tiempos de paro con respecto a la filtracion (Fi)i>o,
entonces 0 AT y 8V T son tiempos de paro con respecto a la filtracion (Fi)i>o-
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Demostracion. Como 6 y 7 dos tiempos de paro entonces {r < t} € F; y
{0 <t} € F;. Entonces vemos que

{OnT>t}={0>t}n{r >t}
—{9<t}n{r<t}eF.
Por lo que {§ A7 <t} = {0 AT > t}° es un conjunto de F;, es decir, f A7 es un

tiempo de paro respecto a la filtracién (F;)i>o.

Para mostrar la segunda afirmacién, tenemos que
{Ovr<t}={0<t}n{r <t} eF,
lo cual muestra que V7 es un tiempo de paro respecto a la filtracién (F)i>0. O

Lema 4.2. Sea (7,)n>1 una sucesidn de tiempos de paro con respecto a la
filtracion (Fy)i>0, entonces SUp,,>1 T €8 tiempo de paro con respecto a la misma
filtracion. Si ademds suponemos que la filtracion es continua por la derecha
entonces

inf 7,, liminf7,, limsup7,,
n>1 n—00 n—00

son tiempos de paro.

Demostracion. Basta mostrar que el sup,,~; 7, e Infn > 17,, son tiempos de
paro, pues recordemos que de la definicién de liminf y lim sup tenemos que

limsup 7, = inf { sup 7, p y liminf7, =sup< inf 7, ».
n—o00 n>21l {m>n n—00 n>1 (m2n

Para demostrar que sup,,~; 7,, €s un tiempo de paro con respecto a (F)e>o0,
tenemos que ver que el conjunto {supnzl Tn < t} es un elemento de F;. Sin
embargo, podemos verificar que

{supm < t} = (N {m <1},

nzl n>1

donde cada elemento de la interseccién pertenece a la filtracion a tiempo ¢. De
la misma manera, al ser (F});>o una filtracién continua tenemos

i < = .
{Tllr%fl Tn < t} L>Jl{7'n <tteF

O

Lema 4.3. Sean 7 y 0 dos tiempos de paro con respecto a la filtracion (Fi)i>o,
y un conjunto A € Fy entonces AN{0 < 7} € F. N Fy. En particular, si < T
entonces Fy C F-.

Demostracién. En principio, para comprobar que AN {f < 7} es un elemento
de F., recordemos que un conjunto B pertenece a la o-algebra mencionada si y
solo si

B e Fyo yparatodot >0 BN{r <t} e F.
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Sabemos que Ay {6 < t} son elementos de F,. Ahora, consideremos el conjunto
An{o<tin{r<t}=An{o<t}n{oAt<7TAt}n{r <t}

Tenemos que AN {0 < t} € F, pues A € Fy, como 7 es un tiempo de paro,
{r <t} € F, por ultimo, del Lema 4.1 sabemos 6 A 7 es un tiempo de paro
respecto a JF;, en particular lo es también 6 Aty 7 At, por lo tanto

An{o<7}n{r <t} e F.
Por lo que, AN{A <71} € F,.
Por otro lado, podemos ver que

An{o<rin{o<t}=An{d<7tIn{r<t}n{o <t}
UAn{<rin{r>tn{o<t}), (4.3)

pues ambos son disjuntos ahora veamos que ambos elementos pertenecen a F;.
De la primera parte de la demostracién sabemos que el primer elemento de la
unién en (4.3) pertenece a F;. Para la segunda parte en (4.3) vemos que

An{o<tin{r>t}n{ <t} =An{r>t}n{6 <t}

donde cada elemento pertenece a F, lo cual prueba que AN {0 < 7} € Fy. En
particular, con 6 < 7 tenemos que si A € Fy, de la prueba anterior sabemos que
AnN{0 < 7} pertenece a F;, es decir, AN{0 < 7}y N {r <t} € F, por lo que

An{r<t}=An{0 <7}n{r <t} € F,
Por lo tanto, A € F;. O

Lema 4.4. Sea T un tiempo de paro con respecto a (Fi)i>0 y 0 una funcion que
es Fr-medible, de tal manera que 6 > 7, entonces 0 es un tiempo de paro con
respecto a la filtracion (Fy)i>o-

Demostracion. Consideremos el conjunto {6 < ¢}, como 6 > 7 tenemos que
{6 <t} ={6<t}n{r <t}

pero como 6 es una funcién F,-medible sabemos que todo conjunto B en F;
cumple BN {7 <t} € F, lo cual muestra que 6 es un tiempo de paro. O

Lema 4.5. Sean 7 y 0 dos dos tiempos de paro con respecto a la filtracion
(Fi)e>0, entonces la suma de ambos es un tiempo de paro con respecto a la
misma filtracion.

Demostracion. Recordemos del Lema 4.1 que si 7 y 6 son tiempos de paro
respecto a la misma filtracién entonces 7V 6 también lo es. Tenemos que 7V 6 <
T+ 6, con al ayuda del Lema 4.3 podemos ver facilmente que F, Fy C Frvg.
Por lo tanto, al ser 7 una variable F.-medible y # una variable Fy-medible
concluimos que 7+ 0 € F,yg. Del Lema 4.4 concluimos que 7 + 6 es un tiempo
de paro. O
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Lema 4.6. Considere un tiempo de paro T con respecto a la filtracion (F;)i>o
entonces existe una sucesion decreciente (T,)n>1 de tiempos de paro discretos
tal que lim,, oo 7, = T.

Demostracion. Vamos a definir una sucesién de tiempos aleatorios decrecientes,
después veamos que se cumple con las condiciones de tiempo de paro. Se define
el tiempo aleatorio 7, (w) como

Tn(w) = 3, st B <r(w) < gh, k={1,2,...};
oo si T(W)ZOO.

Al ser una sucesién decreciente, se tiene que 7,41 < 7, y entonces tenemos que
para el conjunto {7, < n} € F; podemos ver que {1,11 < 7, < n} € Fy, por lo
tanto 7, es Fr-medible para toda n. Como 7,, > 7, por el Lema 4.4, 7, es un
tiempo de paro con respecto a (F;)¢>o. Luego,

1 n—oo

|Tn—7|§2—n—>0,

por lo que lim,, oo 7, = 7. O

Para terminar con esta seccién, consideremos analizar procesos estocdsticos
dado un tiempo aleatorio. Definiremos un “proceso parado” y estudiaremos algu-
nas de sus propiedades que seran 1tiles mas adelante a la hora de ver resultados
de Martingalas Continuas.

Definicién 4.12. Consideremos un proceso aleatorio (X¢,t > 0) y un tiempo
de paro 7, y definamos la funcién X, siempre y cuando {7 < oo} como

XT(w) = XT(w)(w)'

Veamos ahora que, si (X;,¢t > 0) es un proceso medible y 7 es un tiempo de
paro finito, entonces, X, resulta ser una variable aleatoria.

Teorema 4.7. Sea (Xi,t > 0) un proceso progresivamente medible con respecto
a la filtracion (Fy)i>o0 y con espacio de estados (E,E), y sea T un tiempo de paro
con respecto a la misma filtracion. Entonces

1. La variable aleatoria X, definida en el conjunto {T < oo} €, es F,-
medible.

2. El “proceso parado” (Xiar,t > 0) es progresivamente medible con respecto
a (]:t)tZO-

3. El “proceso parado” (Xia-,t > 0) es adaptado a (Fi)i>o-

Demostracion. Para verificar que el proceso X, es F,-medible, veamos que para
cualquier A € £ y t > 0, el evento {X,; € A} N {7 < ¢} es un elemento de F;.
Luego,

(X, e A}n{r <t} ={X;n € A} {r <t}.

Por lo que, mostrando el segundo resultado, mostramos el primero.
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Para mostrar la tercera parte, observemos que, del Lema 4.1 tenemos que
T At es un tiempo de paro, y del inciso 1, sabemos que es medible con respecto a
(Frat)t=0, por lo que, si mostramos la segunda parte, sabemos que todo proceso
progresivamente medible es adaptado.

Basta entonces mostrar la segunda parte del teorema. Para afirmar que
(Xinr,t > 0) es un proceso progresivamente medible respecto a (Frag)i>o tene-
mos que mostrar que la aplicacion

(s,w) €[0,t] X Q@ Xspr(w) € E,

es B[0,t] x Fy-medible. Podemos descomponer al “proceso parado” Xgar(w),
para un tiempo s <t como

Xonr(w) =X (s A7(w),w) = X o ¥(s,w),

esto cierto para un mapeo W, por hipdtesis sabemos que X es un proceso pro-
gresivamente medible, por lo que si mostramos una aplicacion que sea progresi-
vamente medible y que cumpla con la anterior composicién habremos mostrado
el resultado. Consideremos entonces la funcién ¢(s,w) = s A 7(w) y un tiempo
r < t, entonces veamos que

(p<r)y={(s,w) €[0,t] x Q:sAT(w) <71}
= ([0,7] x Q) U ([0,¢] x {T(w) < r}) € B[0,t] x F;.

Si definimos a ¥ : [0,t] x 2 — [0,¢] x © de la siguiente manera
(s,w) = (p(w), w).

Podemos observar que este mapeo cumple que para cada intervalo I C [0,t] y
para todo conjunto A € F; se tiene que

(T x A) = {(s,w) : p(s,w) € [,we A} = o 1 (1) N ([0,1] x A) € B[0,t] x F;.

Por lo tanto, sabemos que el mapeo es ¥ es BJ0, t] x Fz-medible, lo cual termina
de mostrar segunda parte del resultado. O

4.3. Martingalas a tiempo continuo

En esta seccién mostraremos algunas propiedades ya vistas en el Capitulo
I, ahora extendidas con una nocién de tiempo continuo. Cabe destacar algunos
resultados nuevos e importantes dentro de esta seccién, como seran las desigual-
dades maximales a tiempo continuo, los cruces que realiza un proceso a lo largo
de su trayectoria, asi como las condiciones para la continuidad de éstas. Finali-
zaremos extendiendo el Teorema de Paro de Doob a tiempo continuo.

Definicién 4.13. Sea (X;,t > 0) un proceso adaptado a la filtracién (F):>o.
1. Decimos que el proceso (X¢, ¢ > 0) es una submartingala si

a) para toda t > 0, E[X;"] < oo,
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b) para cada 0 < s < t < 00,
E[X: | Fs] > Xs.
2. El proceso (X¢,t > 0) es una supermartingala si el proceso (—X;,t > 0)
es una submartingala.

3. Finalmente, decimos que el proceso (X;,¢ > 0) es una martingala si es
una submartingala y supermartingala, es decir, si

a) para toda ¢t > 0, E[|X;|] < oo,
b) para cada 0 < s <t < o0,

E[X; | Fs] = Xs.

De la definicién anterior podemos ver a continuaciéon algunos ejemplos de
martingalas asociadas al movimiento Browniano. Considere un movimiento Brow-
niano estdndar B = (By,t > 0) y la filtracién canénica.

Recordemos del Capitulo 3, que el movimiento Browniano posee la propiedad
de Markov, de la cual concluimos que B; — B, es independiente de F, para toda
t > s. Ahora, tenemos que

E[Bt | fs}

E[Bt + (Bs - Bs) | ]:s]

[B: — Bs | Fs] + E[Bs | F]
[Bt_Bs |fs]+Bs

[Bt - Bs} + Bs = Bs~

E
E
E

Veamos también que, el proceso (B? —t,t > 0) es martingala. Considere un
tiempo ¢ > s, de la propiedad de Markov,nuevamente vemos que

E[B} - B2 | F;| =E[B} | Fs] —E [BZ | 7]
~E|(B.- B, +B,)’ | ] - B
~E|(Bi - B, +2B, (Bi - B.) + B! | .| - B!
= B2+ E (B, - B,)’| + 2B,E[B, - B,] - B!
=t—s.

Lo cual implica que (B? —t,t > 0) es una martingala. Ahora, observemos
algunas propiedades de las martingalas a tiempo continuo.

1. De la misma manera que en la Proposicién 1.6, si (X;,¢ > 0) es una mar-
tingala y f es una funcién convexa tal que para todat > 0, E[| f(X})|] < oo,
entonces (f(X;),t > 0) es una submartingala.

2. Veamos que si (X¢,t > 0) es una submartingala y f es una funcién convexa
y creciente tal que para toda t > 0, con E[| f(X})|] < oo, entonces podemos
afirmar que (f(X¢),t > 0) es una submartingala, gracias a la desigualdad
de Jensen para esperanza condicional.
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3. De la observacién anterior podemos ver que para dos tiempos s, t tales que
s <t se tiene que

BIX?] < BIX/)
ademds, de la definicién de submartingala tenemos que E[X] < E[X{], lo
cual implica que
E[X]] - E[X,] < E[X/] — E[Xo],

a partir de esta desigualdad obtenemos la siguiente expresion

E[X;] < E[X;"] - E[X0], (4.4)
finalmente, para toda s en el intervalo [0, ¢] y usando (4.4)
E[|X,[] = E[X] + E[X]]
< E[X/]+E[X]]

< 2E[X;'] — E[Xo].
Aplicando el supremo sobre [0, t] tenemos que

sup E[[X,] < 2E[X7] — E[Xo].
s€[0,t]

4. Si (X;)i>0 es una martingala tal que para p > 1, E[|X;|P] < oo, para
toda ¢ > 0, entonces tenemos que t — E[|X;|P] es creciente, pues de la
observacién 1 tenemos que (] X¢|P) es una submartingala.

4.3.1. Desigualdades Maximales

Antes de enunciar un resultado importante para martingalas continuas, como
lo son las Desigualdades de Doob, conviene recordar algunas proposiciones ya
vistas en el primer capitulo.

Veamos que las desigualdades requeridas son vélidas en el caso discreto,
después, se comprueba que lo son para un subconjunto numerable de un intervalo
[0,7] y finalmente, se utiliza la continuidad por la derecha para aproximar y
obtener el resultado deseado.

Proposicién 4.7. Sea (X,,,n € J), donde J = {0,1,...,N}, una submartin-
gala integrable y A > 0, entonces

E[Xn~]]

1 1
P (Sup Xn > )\> < XE [XNl{supneJX"z,\} < X

neJ

Demostracion. La demostracion se sigue del Teorema 1.5. O

Proposicién 4.8. Considere (X,,,n € J), donde J = {0,1,...,N} es una
martingala o submartingala positiva y A > 0. Si E[|Xy|P] < oo para alguna
p > 1, entonces

PP (sup | X 0| > A) < E[|Xn|"],
neJ

y ademds, para p > 1 se tiene que

P
E[[Xy["] <E [sumw} < (p) E[|XxP).
neJ D — 1
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Demostracion. La demostracién se sigue de los Teoremas 1.7 y 1.8. O

Proposicién 4.9. Sea (X:,t € [0,T]) una martingala tal que para p > 1, el
supepo,r) E[| Xs|P] < 0o. Entonces para un conjunto D C [0, T| numerable, A > 0
yp =1,

PP (sup|Xt > )\> < sup E[|X;|"],
teD te[0,T]

y, ademds, para p > 1 se tiene que

p
E [supuw} < (p) sup E[|X,[7]
teD p—1 t€[0,T

Demostracion. Consideremos una sucesién (D,,,n > 1) creciente de subconjun-
tos finitos, de tal manera que D = Uy,>1D,,. Del corolario anterior, tenemos que
para cada D,

NPP (sup | X > )\) < sup E[|X;|P] < sup E[|X¢"].
teDy, teDy, te[0,T]

Definamos las variables aleatorias Y, = sup,cp [X¢| y Y = sup;cp |X¢|. De los
supuestos sobre la sucesién (D,,,n > 1), tenemos que (Y,,n > 1) es una sucesién
creciente que converge a Y. Por otra parte, si A > 0, definamos al conjunto A
como

A={weQ:Y(w) > A}

Si definimos a la sucesién (4,,n > 1) como A, = {w € Q : Y, (w) > A}, la
sucesion es creciente y mas atn, U,>1 4, = A, por lo tanto

NP (Y (w) > A) = APP(A) = AP lim P(4,) < sup E[X,]”].

n—00 t€[0,T

Con esta desigualdad podemos definir el mismo conjunto A, pero con la de-
sigualdad deseada,

B={weQ:Y(w) >},

de la misma manera, podemos definir a la sucesién (B,,n > 1) como B, =
{w € Q:Y(w) > X—1/n}, por lo que la sucesién es decreciente y ademds,
Nn>1B, = B, entonces

MPP(Y(w) > A) = NP(B) =M lim P(B,) < sup E[X¢"].

n—oo te [O,T]

lo cual, muestra la primera desigualdad.
Para probar la segunda desigualdad, veamos que, de la Proposicién 4.9 sa-
bemos que para p > 1

p
E {Sup |Xt|p] < <p> E[| Xy|?].
teD,, p—1
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Sin embargo, para un conjunto finito numerable D,,, tenemos que E[|Xy|?] =
sup;e p,, E[|X¢|P]. Por lo tanto,

P
E {sup |Xt|p} < (p> sup E[|X,["]
teD,, p—1 teD,,

< (p) sup. E[X,[”), (45)

p—1) iepo,1

para toda n € N. De la primera parte de la demostracién, sabemos que

p p
<supxt|) — lm <sup |Xt|) ,
teD n—=0 \teD,

aplicando el Teorema de Convergencia Mondtona obtenemos
E {sup|Xt|p} = lim E [sup |Xt|p} ,
teD n—00 teD,

por lo tanto, de (4.5) tenemos que

p
s l| < (S27) s BxpL
teD p—1/) 1

O

Con los resultados anteriores, podemos demostrar las desigualdades de Doob
para cualquier intervalo [0, 7.

Teorema 4.8 (Desigualdades de Doob). Sea (X;,t € [0,T]) una martingala
continua por la derecha (o por la izquierda) tal que parap > 1, con sup, o ) E[| X:[P] <
oo. Entonces para A >0 y p > 1 tenemos,

MNPP [ sup |Xi| > M| < sup E[|X¢|P],
t€[0,T] t€[0,T

y, ademds, para p > 1 se tiene que

P
E| sup X7 g(p) sup B[ X,
t€[0,T] p—1/) e,

Demostracion. Consideremos un conjunto D contable y denso de [0, T, toman-
do una sucesién de subconjuntos D,, C D tales que D, T D con n — oc.

Por un lado, como D C [0, 7], entonces tenemos que

sup | X;| < sup | Xyl (4.6)
teD t€[0,T]

Por otra parte, de la continuidad por la derecha (o por la izquierda), podemos

ver que X; = lim; o Xg;, donde (gj,j > 1) es una sucesién en D tal que
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lim;j ,o q; = t, con ¢; > t. Entonces, como ¢; € D, tenemos que |X,| <
sup,c p | Xt|, por lo tanto, haciendo ¢; — oo

X < sup | Xy,
teD

por lo tanto,

sup |X¢| < sup |X¢l. (4.7
te[0,T] teD

De (4.6) y (4.7) tenemos que sup;c p | X¢| = supe(o 1 [ X¢|. Aplicando la proposi-
cién anterior sobre los conjuntos contables D,, C D obtenemos las desigualdades
deseadas. O

4.3.2. Regularidad de Trayectorias

Con los resultados vistos hasta ahora para martingalas continuas, podemos
estudiar la regularidad de las trayectorias, es decir, obtener las condiciones bajo
las cuales una submartingala va a tener trayectorias continuas por la derecha;
ademas de observar propiedades de convergencia en martingalas continuas.

Definamos en primer lugar, los siguientes conceptos. Sean (X, ¢ > 0) un
proceso estocdstico con el espacio de estados (R, B(R)), a y b dos nimeros reales
donde a < b e I C [0,00). Para un subconjunto F' = {t; < ta,...,¢q} finito de
I, se definen los tiempos

s1(w) = inf{t; : Xy, > b},
52(0.)) = fnf{ti > 851 Xt,i < Cl},

Sont1(w) = Inf{t; > s9, : Xz, > b},
52n+2(W) = I/Hf{tl > Sop41 - Xt,; < a},

y por convencién definimos al {nf(()) = t4. Notemos que, si el conjunto {t; >
s1: Xy, < a} es no vacio, podemos afirmar que el proceso cruza por abajo del
intervalo [a, b], por lo que si definimos a

D(X,F,[a,b]) =sup{n: son < taq},

entonces, podemos decir que el niimero de veces que el proceso (Xy,t > 0) cruza
por abajo del intervalo [a, b] estd dado por

D(X,1,[a,b]) =sup{D(X, F,a,b]) : F C I,]I finito }. (4.8)

La funcién definida arriba resulta ser una variable aleatoria cuando el conjunto
I es contable, y ademas cumple lo siguiente.

Proposicién 4.10. Sea (X¢,t > 0) una submartingala, I un conjunto numera-
ble, entonces

E[D(X,I,[a,b])] <

o S E (=07
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Demostracion. Considere el caso donde I es un subconjunto finito, pues de la
misma definicién de cruces por abajo sabemos que podemos extender facilmente
el resultado al caso numerable. Tomando a I como {t; < ty < ---,tq}. Por
definicién sabemos que si, S3,...,Sop,... son tiempos de paro con respecto a
(Ft;)t;er- Si definimos al conjunto Ay como {sx < tq}, entonces, Ay € Fs,, ¥
ademads

A = {5k < ta} D {sr41 < ta} = Apg1,
ya que Sk < Sg41-

En el conjunto As,—1 = {san—1 < tq} tenemos que X, , > by en Aay, se
tiene X, < a, utilizando el Teorema de Paro de Doob para tiempos discretos

0 S E [X52n_1 - b7 A2n71] S E [X52n - ba A2n71] .

Al ser (Ag)r>1 una sucesién de conjunto decreciente, se tiene que Agy, ¥ Aap—1\
As, son conjuntos disjuntos a pares. Obtenemos entonces,

0<E[Xs,, —b, Asp_1]
=E[Xs,, — b, Ao] +E[X,,, — b, Aon_1\ Aay]
=E[Xs,,, Az2n] = bP(A2,) + E[Xs,, — b, Agp—1\ A2y
<(a—=0b)P(A2,) + E[X,,, — b, A1\ Aay].

S2n

Recordemos que en el conjunto A§,, el tiempo sq,, es igual a ¢4, entonces
(b—a)P(Az2,) <E [(Xs,, —b)F, A1\ A2n] =E [(Xy, —0)F, Az \ Aon]

De la construccién de s podemos ver que P(Ag,) = P{s2, < t4} es equivalente
a la probabilidad de que el proceso X cruce n veces o més el intervalo [a, b], por
lo que se tiene la siguiente desigualdad

> (b—a)P(D(X, I, >n§Z (Xe, — b)Y, Azp1 \ Aol
n=1 n=1

lo que es equivalente a

(b - CL)E [D<X7I7 [a> b])] <E [(Xtd - b)+] :

Teorema 4.9. Sea (X, t > 0) una submartingala, entonces para s € Q

Kpr(w) =lim Xo(w),  Xo- (w) =1im X, (w),

existen casi sequramente para toda t > 0 y para toda t > 0 respectivamente.

Demostracion. En principio, estudiemos el siguiente conjunto
An,a,b = {W €Q: D(X(W)aQ N [0,77,], [a'v b]) = 00}7
donde a,b € Q. Podemos observar que,

P(Ayap) =1 —P(D(X(w),QN[0,n],[a,b]) < o0).
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CAPITULO 4. MARTINGALAS CONTINUAS

Para conocer esta probabilidad, veamos que de la proposiciéon anterior tenemos
que

1
b—a)

E[D(X(w),QNI[0,n],[a,b])] < E[(X, —b)"]

—~
—_

<

Gy I+ ) < oc.

Por lo que P (D(X (w),QN0,n],[a,b]) < co) =1y por ende P(4, 4) = 0.

Como A, p,,, tiene probabilidad cero, entonces el conjunto A,, = U bcgAn,a,b
también. Por lo tanto, podemos afirmar que existe un conjunto Q2* C 2 de tal
manera que P(Q*) = 1, donde, para cada w € Q* y par de racionales a,b € Q
se tiene

D(X(w),QNJ[0,n],a,b]) < occ.
Como P(A,,) = 0, sabemos que los conjuntos

{w €Q: h’miitanS(w) <a<b< h'msust(w)} , paraa,beQ,
S st

{w €Q: limTitans(w) <a<b< h'msupXS(w)} , paraa,beQ,
§ st

tienen probabilidad cero, de lo contrario, habria una contradiccion con el hecho
de que la probabilidad de tener cruces infinitos es cero. Por lo tanto, para cada
w € Q* se tiene que

X+ = h’irths(w), Xi- = h’ngs(w)7 con s € QN [0,n],

existen casi seguramente para t > 0 y ¢t > 0 respectivamente. O

La siguiente proposicion muestra las condiciones necesarias para que una
submartingala posea trayectorias continuas por la derecha. Para ello considera-
remos algunos resultados vistos en el primer capitulo.

Proposicién 4.11. Sea (X;,t > 0) una submartingala. Si E[|X:|]] < oo para
cualquier t, entonces E[|X;+|] < co para toda t y ademds, casi seqguramente

Xy <E[Xy+ | 7] (4.9)

Cuando la funcion t — E[X:] es continua por la derecha, se da la igualdad en
4.9. Mds ain, (Xy+,t > 0) es una submartingala con respecto a (Fy+)i>0 con
trayectorias continuas por la derecha y con limites por la izquierda.

Demostracion. Consideremos dos casos para poder verificar las propiedades des-
critas. Primero, utilizando una sucesién de ntimeros racionales (t,,n > 1) de tal
manera que para cada n se tiene que t,, € (¢,00) y ademds monétona decreciente
a t cuando n tiende al infinito.
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4.3. MARTINGALAS A TIEMPO CONTINUO

Del Teorema de Convergencia de Martingalas en Reversa a tiempo discreto
(Teorema 1.11) sabemos que (X, ,n > 1) es uniformemente integrable, por lo
tanto, lim,, X; = X+ es integrable, ademas sabemos que X; converge a X;+
en L', es decir,

lim B[ X, — X+ = 0.
n—oo

Por otra parte, de la definicién de submartingala tenemos que para todo con-
junto A € F; tenemos

E[X:, A] <E[Xy,, 4],
lo cual implica que,
0 S ]E[th, A] - E[Xt, A] = ]E[th - Xt, A],

entonces, la variable X; — X, es positiva casi seguramente. Ademas
0% |ELX,, ~ Xoo Al SEIX,, - X Al SE[X,, - Xull. (410)

La convergencia de X; en L£! implica que E[|X;, — X;+|] — 0 al n — oo,
aplicando esto a la desigualdad (4.10) tenemos que para toda A € F;, ocurre
E[| X, — X4+, A] — 0 al n — co. De lo anterior se tiene que
Xy <E[Xy+ | F),
Suponiendo que t — E[X;] es continua por la derecha, de lo anterior se obtiene
E[X,+] = lim E[X,,] = E[X,]

y por lo tanto, X; = E[X;+ | F¢] casi seguramente.

Ahora, consideremos una sucesién de racionales (s,,n > 1) con s < t que
decrece a s. De los resultados anteriores sabemos que

Xt S E[Xt+ | ]:t],

por lo tanto, al ser X; es una submartingala, aplicar la desigualdad anterior y
de las propiedades de la esperanza condicional tenemos

Xs, SE[X | Fs, ] SEE[Xes | F] | Fo, ] = E[Xpr | F, .

Aplicando nuevamente el Teorema de Convergencia de Martingalas en Reversa
y con los mismos argumentos que antes, vemos que

Xs+ < E[Xt"' | fs+]7
lo cual significa que (X;+,t > 0) es una submartingala con respecto a (Fy+)¢>o.

Por tltimo, aplicando el Teorema 4.9 a la submartingala (X;+,t > 0) com-
probamos que es continua por la derecha y con limites por la izquierda. O
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CAPITULO 4. MARTINGALAS CONTINUAS

Con los resultados anteriores podemos probar el siguiente resultado, que nos
llevara a concluir un importante resultado sobre la convergencia de martingalas
continuas.

Proposicién 4.12. Sea (X;,t > 0) una submartingala con respecto a (Fy)i>o0
que satisface las condiciones habituales, es decir, que es continua por la derecha
y completa. Si el mapeo t — E[Xy] es continuo por la derecha entonces el proceso
(X4, t > 0) tiene una modificacion que es continua por la derecha y con limites
por la izquierda.

Demostracion. Recordemos que si un proceso (Xt, t > 0) cumple que, para toda
t € [0,00) se tiene X; = X; entonces se dice una modificacién del proceso.

Comprobemos que una modificacién continua por la derecha del proceso X
resulta ser (X;+,t > 0). Primero, como la filtracién es continua por al derecha,
sabemos que el proceso (Xy+,t > 0) es adaptado a (F;)i>0. Si t > 0, con una
sucesién (t,,n > 1) de ntmeros racionales que decrece a ¢, con los mismos
argumentos que en la proposicién anterior y al ser X;+ adaptada a F; tenemos
que

E[Xy] = lim E[X,,] v Xi<E[X;|F]=Xeq cs.

Ademas, como la aplicacién t — E[X;] es continua por la derecha tenemos que
E[X+] = lim E[X:, | = E[X¢],

por lo tanto, X;+ = X; casi seguramente. De la Proposicién anterior, sabemos
que (X+,t > 0) es un proceso continuo por la derecha y con limites por la
izquierda. O

Consideremos de ahora en adelante, submartingalas continuas por la derecha.
De la Proposicion 4.10, podemos extender el resultado a este tipo de procesos
pues tomamos a Q como el conjunto I, y como este es un conjunto denso de R
el resultado no se altera para el caso en que se quiera intercambiar a Q por R, .
Por lo tanto, tenemos que

E[D(X, R+, [a,b))] < supE (X, — b)*]. (4.11)

(b—a) >0

Ahora presentamos un resultado concerniente a la convergencia para sub-
martingalas.

Teorema 4.10. Sea (X;,t > 0) una submartingala tal que

sup E[X;T] < oo.
>0

Entonces X; converge a Xoo = limy_,oo Xy casi sequramente, cuando t — oo.
Ademds X es integrable.

Demostracion. La prueba se divide en probar la existencia del limite y después
verificar que cumpla con la integrabilidad. La primera parte, utiliza la misma
légica que en el Teorema 4.9, ademés de utilizar la desigualdad (4.11).
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4.3. MARTINGALAS A TIEMPO CONTINUO

Es claro que | X;| = 2X," — X}, luego, como X es una submartingala se tiene
que

E[|X¢[] = 2E[X}"] - E[X,] < 2E[X;"] - E[X,],

lo cual implica que sup,;q E[|X¢|] < oo. Para todo niimero racional, a y b tal
que a < b se tiene que

E[D(X,R,,[a,b])] < supE [(X; — )]

(b—a) >0

i (Bl + ) <o

lo cual nos asegura que D(X, R4, [a,b]) < co casi seguramente.

Tenemos entonces que,
P({we Q: D(X, Ry, [a,b]) = oc}) = 0,
por lo tanto, el conjunto

A= U {weQ:D(X,Ry,[a,b]) =0},
a,beQ

tiene probabilidad cero. Supongamos que

P <h’tm inf Xy(w) < limsup Xt(w)) > 0, (4.12)
— 00

t—o00

entonces, existirian dos nimeros a y b de tal manera que el conjunto

{w e€N: h’trgiant(w) <a<b< h’msupXt(w)} ,

t—o00

tendria probabilidad positiva, y por lo tanto, A también. La contradiccién viene
de suponer a (4.12) verdadero, por lo tanto P (lim inf; X; < limsup, X;) =0, lo
cual quiere decir que X; — X, casi seguramente cuando t — co.

Por ultimo, para probar la integrabilidad de X, veamos que, del Lema de
Fatou tenemos

E [[Xoo|] < lminfE [[X[] < 0.

O

A continuacién veremos un resultado clave para el teorema principal de este
capitulo, el Teorema de Paro de Doob.

Teorema 4.11. Sea (X,t > 0) una martingala, entonces los siguientes resul-
tados son equivalentes,

1. Bllimy_ o X; existe en L.

2. Eziste una variable aleatoria Xo, € L1, tal que X; = E[ X | F-
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CAPITULO 4. MARTINGALAS CONTINUAS

3. El proceso (X, t > 0) es uniformemente integrable.

Si estas condiciones se cumplen, entonces lim;_,oo Xy = Xoo casi seguramente.
Mas ain, para p > 1, la martingala estd acotada en LP, entonces las condiciones
de arriba se satisfacen y la convergencia se da en LP.

Demostracion. 2 = 3. Para ver que (Xt ¢ > 0) es uniformemente integrable,
tenemos que probar que

sup/ | X, |dP =25 0.
{1 Xe[>e}

t>0
Por hipétesis tenemos que Xo, € L1, por lo tanto E[X ] < oo, luego

sup E[| Xy]] < E|Xoo| < 00.
>0

Si consideramos al conjunto A; = {|X;| > ¢}, entonces de la condicién 2 tenemos
que

at:/ \Xt|dIP’:/ E[X. | Fi]|dP
Ay Ay

< / E[|Xso| | Fi]dP
Ay

= / |Xoo|dP.
Ay

Por otra parte, utilizando la desigualdad de Chebyshev tenemos que

P{weQ: | Xi(w)] >c}) < ]EHi(tH
< Bl Xecl] v

lo cual significa que si tomamos una constante c¢ lo suficientemente grande en-
tonces a; serd muy pequena independientemente del valor que tome ¢. Por lo
tanto, para cualquier € > 0 que no depende de t se tiene

sup/ | X |dP < e,
Ay

t>0

en otras palabras, se tiene que (X, ¢ > 0) es un proceso uniformemente integra-
ble.

3 = 1. Si el proceso (Xt,t > 0) es uniformemente integrable sabemos que
E[| X¢|] es uniformemente acotada para toda t > 0, es decir,

sup E[| X¢|] < oo,
>0

por lo tanto, podemos utilizar el Teorema anterior para afirmar que X; = X
casi seguramente, ademds como (X;,t > 0) es uniformemente integrable enton-
ces también se da una convergencia en £, lo cual prueba, 1.
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4.3. MARTINGALAS A TIEMPO CONTINUO

1 = 2. Sabemos que lim; ., X; existe y pertenece a L', por lo tanto, se
tiene que

X; = E[Xi4p | Ft] paratodat >0y h >0,
entonces X; = E[X | Fi] cuando h — oo, para toda ¢ > 0.

Por ultimo, si se tiene p > 1, con (Xy,t > 0) acotado en LP se cumple que

sup E[| X;|P] < oo,
t>0

de la desigualdad de Doob se tiene
» \’
E {sup|Xt|p] < <> sup E[| X;|P] < oo,
>0 p—1/) >0
por lo tanto, sup;sq | X¢| estd en LP y por ende, (|X¢|P,¢ > 0) es uniformemente
integrable. O
4.3.3. Teorema de Paro de Doob

Antes de mostrar el resultado principal de este capitulo, consideremos la
siguiente definicién.

Definicién 4.14. Decimos que una martingala (X;,¢ > 0) es cerrada por una
variable aleatoria Y € £! si para toda t > 0

Ademas, recordemos que de la segunda parte del teorema 1.13, para el caso
discreto tenemos que una martingala es cerrada si y solo si es uniformemente
integrable. La misma demostracién se sigue para el caso continuo, por lo que
podemos utilizar el resultado cuando se tiene ¢t > 0.

Teorema 4.12 (Teorema de Paro de Doob). Considere dos tiempos de paro T
y 0, ambos con respecto a la filtracion (Fi)i>o0, con la condicion de que § < 1
casi sequramente. Si (Xi,t > 0) es una martingala continua por la derecha que
satisface alguna de las condiciones del Teorema anterior entonces

1. X y Xy son integrables
2. Se cumple que
Xo =E[X,; | Fo] =E[X | Fo] c.s.
En particular, se tiene que E[X,] = E[Xy].

Demostracion. Si consideramos que 7 y 6 solo toman valores a lo mds numera-
bles, sabemos del Teorema de Paro de Doob en el caso discreto que para 6 < 7
se tiene que

Xp = E[X, | Fo] = E[Xo | Fo] cs.

84



CAPITULO 4. MARTINGALAS CONTINUAS

Como X, € L' entonces (X;,t > 0) es cerrada y por lo tanto, sabemos que es
una martingala uniformemente integrable.

Definamos a (6,,n > 1) y (7,,n > 1) como dos sucesiones de tiempos de
paro decrecientes a 6 y T respectivamente, con § < 7. Si A € Fy C Fy, , entonces
del Teorema de Paro de Doob, para toda n > 1 se tiene

E[Xy,, A =E[X,,,A]. (4.13)

De la continuidad por la derecha tenemos que lim,, Xy, = Xy y lim,, X, = X,
més atn, al ser (Xp ,n > 1) y (X,,,n > 1) uniformemente integrables, la
convergencia se satisface en £!, por lo tanto, al tomar el limite en 4.13 obtenemos
para toda A € Fy

E[Xp, A] = E[X,, A],

es decir Xy = E[X, | Fp| casi seguramente. La otra igualdad es una implicacién
directa de que (X¢,t > 0) estéd cerrada por X. O

Corolario 4.13. Sea (X,t > 0) una martingala continua por la derecha y
0 < 7 dos tiempos de paro acotados, entonces

Xo = E[X, | Fol.

Demostracion. Consideremos una constante a > 0 de tal manera que 8 < 7 < a.
Para la martingala (X¢nq,t > 0) vemos que

E[Xa‘Ft]:Xt, Sit<CL,

E[X, | Fira] =
Xa | Final {E[Xafa]zxa, sit>a,

lo cual quiere decir que es una martingala cerrada, por X,. Entonces es unifor-
memente integrable, por lo que podemos aplicar el Teorema de Paro de Doob
para obtener la igualdad deseada. O

Corolario 4.14. Sea (X;,t > 0) una martingala continua por la derecha y 0,
T dos tiempos de paro acotados, entonces

E[XT | -7'-0} = XT/\O-
Demostracion. Veamos que podemos escribir
E[X; | Fol = E[Xrnol(r<oy | Fol + E[Xrvolirsoy | Fol.

Sabemos que X, g es Frpag-medible y ademés {7 < 0}, {7 > 0} € F,rp, ademds
Frng C Fo, por lo tanto

E[X; | Fo] = Xrnolir<oy + 1irs01 E[X7ve | Fol,
aplicando el corolario anterior,

E[X; | Fo] = Xrnolir<oy + 1ir>0)Xo
= XT/\Q-
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4.4. Aplicaciones al Movimiento Browniano

Se puede verificar facilmente que el movimiento Browniano posee la propie-
dad de martingala.

Proposicién 4.13. Considere una filtracion (F)i>o. Sea B un (F;)¢>o-movimiento
browniano, entonces

1. B; es una martingala.
2. B} —t es una martingala.
3. Para cualquier 0 € R,

_ 2
fBi—10*/2.

es una martingala.

Demostracion. 1. Por definicién de movimiento Browniano tenemos que B; ~
N(0,t), por lo tanto, (By,t > 0) es integrable y ademés E[B;] = 0. Consideremos
s <t,

E[B, | Fs] = E[B; + (Bs — By) | Fs]
=E[Bs | Fs]| + E[B; — B | Fs)
= B, + E[B; — Bs] = B,
donde la dltima desigualdad ocurre gracias a la B; tiene saltos independientes,

es decir, By — B; es independiente a F, por lo tanto se tiene que, (B, t > 0) es
una martingala.

2. Al ser B un movimiento Browniano tenemos que E[B?] =t < oo, entonces
(By — t,t > 0) es integrable. Luego, para s < t

E[Bf —t | F,] =E[B} | F] -t

E[B} +2(B: — BY) +2(B;B; — B.By) | F.] -t
E[B? + B> — 2B,B; + B? + 2B,B, — 2B | F,] — t
=E[B? + (B; — B)” + 2B,(B; — B;) | Fs] — t

= B2 + E[(B; — B,)?| + 2B.E[(B; — B,)] — t
=B24(t—s)—t=DB?—s.

Por lo tanto, (B? —t,t > 0) es una martingala.
3. La funcién generadora de momentos de (By,t > 0) es
E [603‘] =e?"/? < o0, (4.14)

ya que B es una variable aleatoria Normal(0, t). Entonces tenemos que exp{6B;—
t0?/2} es integrable y ademés

B [o-2] 21,
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Para s < t tenemos que

E[¢"5|F,]| =E {ee(BﬁBszs)

— 9B {eewt—Bs)

fs}

]
= B (t=9)0%/2 (4.15)
Se sigue de (4.15) que
E [603t7t02/2|]_-s] — 9B (t—9)0%/2 ,—16° /2

.92
_ e@BS s0 /27

por lo tanto, (eeBt’t92/27 t > 0) es una martingala. O

Una de las aplicaciones maés sencillas de la propiedad de martingalas en el
movimiento Browniano son las identidades de Wald, expuestas en el siguiente
resultado.

Proposicién 4.14 (Identidades de Wald). Considere a B como un (Fi)i>0-
movimiento Browniano y a T un (Fy)¢>o-tiempo de paro tal que E[T] < oo,
entonces E[B;] =0 y E[B?] =E,.

Demostracion. De la proposicién anterior tenemos que (Biar,t > 0) y (B, —
t A7,t > 0) son martingalas continuas. Del Corolario 4.14 se tiene

E[Btzm] =E[t A 7] <E[7] < o0,
entonces

supE[BZ,,] < E[r] < cc. (4.16)
>0

Sabemos que al cumplirse (4.16) entonces (Biar,t > 0) es uniformemente inte-
grable, por lo que se tiene una de las condiciones del Teorema de Paro de Doob,
y aplicando éste tenemos

E[B,] = E[B] = 0.

Para la segunda afirmacién sabemos que de la Desigualdad de Doob y de (4.16)
se tiene

E |:SU.p Bt2/\‘r:| =4 Sup IE[‘BtQ/\'r]

>0 >0
< A4E[7] < 0.

Por otro lado, como 0 < t A7 < 7, entonces (¢t A 7,¢t > 0) es uniformemente
integrable. Entonces, la martingala (BZ,, —t A 7,¢ > 0) es uniformemente in-
tegrable y ademas cerrada por B2 — 7. Aplicando el Teorema de Paro de Doob
obtenemos la igualdad deseada

E[B2] = E[7].
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La siguiente aplicacién consiste en calcular la ley del primer tiempo de arribo
definido como 7, = inf{t > 0 : By = a}, con a > 0, utilizando el Teorema de
Paro de Doob.

Proposicién 4.15 (Primer tiempo de arribo). Considere una filtracion (Fi)i>o,
sea (By,t > 0) un movimiento Browniano asociado a dicha filtracidn, tenemos
que, para 6 >0

2

E I:e—%Tai| _ 6—9(1
Demostracion. De la Proposicion 4.13 sabemos que para cualquier 6 > 0

02
OBt

es una martingala continua. Definimos

02
M = exp {HBt/\Ta - E(t A Ta)} .

Consideremos el caso en que t < 7,, es decir que el movimiento no ha rebasado
a la constante a, por lo tanto

92
M = exp {9Bt - 2t} < exp{fa}, cont < 7,.
Si t > 1, entonces sabemos que al tiempo 7, el valor de B es a, por lo que

02
Mta»@ = exp {HBTQ — 27'(1}

02
= exp {Ga — 2Ta} < exp{fa}.

Por lo tanto, para todat >0y a >0
M{? < exp{fa},

es decir, M*? = (Mta’e,t > 0) es una martingala continua y acotada. Por la
Proposicion 1.7 se tiene que la martingala es uniformemente integrable, por lo
que del Teorema 4.11 sabemos que existe una variable que cierra al proceso. Si
tomamos a la variable M%? como

92
MY = Jim exp {0Bwa — —(tA Ta)}

— 00 2

2
= exp {QBTa — 927'a}

2
= exp {Ga — ZTQ} .

Se tiene entonces que la martingala M®? estd cerrada por la variable aleatoria
exp{fa — 6*,/2}, aplicando el Teorema de Paro de Doob tenemos que

E [exp{fa — 7,6°/2}] =1,
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es decir,
E [exp{—746%/2}] = exp{—0a}.
O

Finalmente, estamos interesados en calcular la ley de la primera salida en
un intervalo para un movimiento Browniano, definido como

Tap=mf{t >0:B;=—a0B;=b} =7_4 ATp,
donde a,b > 0. Para ello, utilizaremos nuevamente a la martingala exponencial.

Proposicién 4.16 (Primer tiempo de salida). Consideremos un movimiento

Browniano (By,t > 0) asociado a una filtracion (Fy)i>o. Entonces,

sinh(fa) + sinh(0b)
sinh(6(a + b))

E [e_%“'b} = , con§ € R\ {0}.

Ademds, se puede determinar la ley de supg<;<, | Bt, que resulta ser

@ U
sup B = ———,
s€[0,7—1] ° 1-U

donde U es una variable aleatoria uniforme en el intervalo (0,1).

Demostracion. Definamos los siguientes procesos

62 62
Mte = exp {GBt — 2t} Yy Mt_a = exp {—HBt — Qt} .

El seno hiperbdlico estd definido de la siguiente manera. Para cualquier
numero real x,

e” —c

sinh(z) = —

por lo tanto, definimos al proceso N como

2

N} :=sinh (0(B; + a)) et

Luego,

02
M = exp {G(Bt +a)— 2t} :

Resulta entonces que,

podemos ver facilmente que N{* es una martingala continua. Por lo tanto, de la
misma manera que en la Proposiciéon anterior podemos definir

2
Nta/\Ta b = sinh (H(Bt/\'ra,b + a)) e_%(t/\ﬂz,b),
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4.4. APLICACIONES AL MOVIMIENTO BROWNIANO

sabemos entonces que N{, es una martingala continua y acotada, por ende,
uniformemente acotada y cerrada por una variable que tomamos como

. a . 02 o
tlirrolo Ninr, , = sinh (0(Br,, +a))e 770,
Al aplicar el Teorema de Paro de Doob tenemos que
2
E {sinh (0(B:,, +a)) 6_97T“'b:| = sinh(fa). (4.17)

Por otro lado, veamos que

2

E [Sinh (0(B-,, +a)) e_§T“"’} = [Sinh (0(B:,, +a)) e_%T“vbl{La<Tb}}

2
[sinh (0(B-,, +a)) 67%7"‘[’1{7—7G>7—b}}

= sinh (0(a + ) E [ 571 ny], (418)

sustituyendo (4.17) en (4.18) tenemos que

sinh(fa)

sinh (0(a +0))” " 0 € R\ {0}. (4.19)

02

Utilizando la misma légica para la martingala (Nt_b, t > 0) obtenemos

sinh(0b)

SOy M OERVOE (420

E [e*§7*“ 1{La<7b}} =

De las igualdades anteriores podemos concluir que

sinh(fa) + sinh(0b)
sinh (6(a + b))

E [e_gﬂ‘””’] = , con § € R\ {0}.

Por otra parte, si § — 0 en (4.19) y (4.20) tenemos que las probabilidades de
salida del Movimiento Browniano en [—a, b] estdn definidas por

a b
P a) = ——.
atD y P(mp > 7_4) atb

P(ry, < 7-4) =

De las ultimas igualdades podemos determinar la distribucion de supg<;<, , B:.
Cuando z > 0,

1
]P’( sup Bt2x> =P(r, <721) = —,

0<t<7_4 x+1
es decir,
@ U
sup By = ——,
s€[0,7—1] ’ 1-U
donde U es una variable aleatoria uniforme en el intervalo (0,1). O
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Capitulo 5

Problema de Paro ()ptimo:
Tiempo Continuo

Para finalizar este trabajo, analizamos el caso a tiempo continuo de los pro-
blemas de paro éptimo. Consideremos los resultados vistos hasta ahora y tome-
mos el caso de una cadena de Markov. Recordemos del Capitulo 2, la definicién
del tiempo de paro candidato 7p como

7p =inf{n >0: X, € P},

donde P es la regién de paro, es decir, P = {& € E : V(z) = G(x)}. De la
definicién sabemos que se requiere cierto conocimiento a priori de la funcién
V(z), la cual estd definida por

V({IJ) =E,; [G(XTP)]

En otras palabras, debemos tener un conocimiento de 7p para poder conocer
el valor de V(z). De ambas dependencias, resulta dificil dar una solucién sis-
tematica al problema de paro 6ptimo en este caso. Por lo tanto, se recurre a
una técnica con un enfoque que requiere cierta intuicién para proponer una So-
lucion a este tipo de problemas y después poder verificar que, efectivamente, la
propuesta sea éptima.

Para ejemplificar este tipo de técnicas, consideremos problemas de paro 6pti-
mo de la siguiente forma

v(z) = sup Ex[e7 1" G(Y:)], (5.1)
TET

donde Y = {Y; : t > 0}, esta definido como

Ny
Y, =at+oB; + ZXi’ para t > 0, (5.2)

i=1

donde (X;) son variables aleatorias negativas independientes e identicamen-
te distribuidas, NV; es un proceso Poisson con parametro A, B; un movimiento
Browniano, 0 > 0y a € R. Ademds, G es una funcién no negativa medible, ¢ > 0
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y T es la familia de tiempos de paro con respecto a la filtraciéon F = {F; : ¢t > 0}
donde F; = o{Y, : u < t}.

El proceso Y definido anteriormente pertenece a una familia de procesos
estocasticos la cual es bastante importante para las aplicaciones, gracias a que
se pueden calcular muchos de sus funcionales. Esta familia es conocida como
procesos de Lévy.

Definicién 5.1 (Proceso de Lévy). Un proceso X = {X; : t > 0} se dice que
es un proceso de Lévy si tiene las siguientes propiedades

1. Las trayectorias de X son casi seguramente continuas por la derecha con
limites por la izquierda.

2. Xo = 0 casi seguramente.

3. Para los tiempos 0 < s < t, los incrementos X; — X son estacionarios, es
decir, X; — X, tiene la misma distribucién que X;_.

4. Para los tiempos 0 < s < t, los incrementos X; — X son independientes
de o{X, : u < s}.

Vamos a denotar por [P, como ley del proceso Y empezando en y, es decir,
P(Yo=y) =1

Podemos ver de (5.2), que Yy = 0 c.s. De la misma manera, sabemos que el
proceso es continuo con saltos negativos de intensidad X;, por lo que el proceso
es continuo por la derecha con limites por la izquierda. Los incrementos que
presenta el proceso son de la forma

Nt+s Ns
Vi=Yy,—Y.= |a(t+s)+ 0B+ > Xi| - <as+aBs+ZX¢>

i=1 i=1

Nits N,
at +0(Biys — B+ | D Xi— Y X,
i=1 i=1

Nt+s
=at+0(Biis — B+ Y X;
=N,

Nt+s_Ns
=at+0(Biys— B+ >, Xy (5.3)
=0

Como Byys — Bs y Nips — N tienen la misma distribuciéon que By y Ny, para
t € R4, observamos que (5.3) tiene la misma distribucién que Y;. Ademds como
B y N tienen incrementos independientes y X; son independiente identicamente
distribuidas, Y; — Y; es independiente de Fj.

De los argumentos anteriores, tenemos que el proceso Y es un proceso de
Lévy.

De las propiedades de estacionariedad e independencia que presenta el pro-
ceso Y en sus incrementos, podemos verificar que posee la propiedad de Markov.
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Recordemos que la propiedad de Markov expresada en términos de Y estable-
ce que para cualquier tiempo s > 0, el proceso Y; = (Yi4s, t > 0) condicionado
bajo Fj, resulta ser un proceso de Lévy que comienza en Y.

Proposicién 5.1. Consideremos al proceso Y definido en (5.2). Entonces el
proceso Y posee la propiedad de Markov.

Demostracion. Para mostrar que el proceso Y cumple con la propiedad de Mar-
kov, definamos para una s > 0 fija al proceso Y; = (Y15, t > 0) y al condicionar
el proceso con respecto a F; se tiene un proceso que comienza en Y.

Para toda t > 0 tenemos que Y, =Y, + (Y, -Y;) = Y; + Y,. Podemos consi-
derar un numero finito de tiempos pues al utilizar el Lema de Clases Mondtonas
se extiende el resultado a la o-algebra completa. Consideremos los siguientes
tiempos tales que t; <t <...<t,y f:R"™ — R tenemos que

E[f(?tl,...i;n) ‘f} zE[fGQl Yoy Vi, + Vo) ‘f}
Haciendo un abuso de notacién y tomando {Ys = y}, vemos
E [f (Vi + Yoo Vi, 4+ 14 ’7] =E[f(Yu+y. Y+y)] 6=y

De las propiedades discutidas en (5.2) sabemos que Y; se distribuye de la
misma manera que Y;, entonces

B[ (T To) |72 =B [1 (o Vo +0)] (V=0

=E[f Yy, +y,---. Ve, +1)]  {Ys=y},
=By [f (Yiy,..-, 13,)]

Donde E, representa el valor esperado del proceso respecto a la ley Py, y ¥V
es aleatorio con valor Y. O

La propiedad fuerte de Markov considera un tiempo de paro 7y Y, = Yigr—
Y, para toda t > 0. Al condicionar el proceso Y; con respecto al evento {7 < oo},
entonces el proceso es independiente de F.

Proposicién 5.2. El proceso Y, definido en (5.2) posee la propiedad fuerte de
Markowv.

Demostracion. La demostracion de la propiedad fuerte de Markov basicamente
es la misma que en el Teorema 3.7. La prueba se basa en considerar un evento
A € F, con una sucesion de tiempos finitos tales que t; <ty < ... < t, y una
funcién continua y acotada f : Rt — R tal que

E [1Af (}/tri-T - YT7 AR Y;fn-i-T - YT)] = IP(A)]E [f ()/751’ s 75/"47)] ’

para después extender este resultado al proceso completo con respecto a la o-
algebra F, utilizando el Lema de Clases Mondtonas.
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5.1. CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA OPTIMIZACION

Si se considera una sucesién de niimeros como en el Teorema 3.7 de tal forma
que podamos aproximarnos a f (Y, 4+ — Y7, ..., Y:, ++ — Y7), por la continuidad
a la derecha y limites por la izquierda del proceso Y tenemos que

o0
m—roo <7 <7
i=1

donde Ytj =Y}, 1 — Y;. Luego, del Teorema de Convergencia Mondtona,

B [1af (i )

= i 3B (Lt (Vo =Yoo+ Vs, = V)|
=1
(5.49)

Para poder aplicar la propiedad de Markov en la igualdad anterior, notemos

que si A € F, entonces, casi seguramente AN ’2_1 <7< QL} € F;/am, entonces

E [1Am{i27,3<r§2f£n y/ (Y;n +tn Yoo Yoo, — Yz—m)}

=k [bm ot <r< g} [f (Ypsts = Yoo Vo = Vi) fQ:‘n”

O

5.1. Condiciones Suficientes para la Optimiza-
cion

Ahora presentamos las condiciones suficientes para poder verificar que una

solucién propuesta es la éptima para resolver el problema de paro éptimo de la

forma (5.1), considerando a G como una funcién sobre un proceso de Markov

de dos dimensiones (t,Y;), es decir, una funcién de espacio y tiempo, donde G
es no negativa y medible.

Lema 5.1. Considere el problema de paro éptimo definido en (5.1), para ¢ > 0,
con el supuesto de que para today € R, existe casi sequramente lim;_, o, e 1G(Y})
y ademds

P, <tl%rg10 e 1"'G(Y,) < oo) =1 (5.5)

Si consideramos a T* € T como una estrategia candidata para el problema de
paro dptimo (5.1) y sea
o (y) = B, e G(Y;-)].

Entonces, (v*,7*) es una solucidn si
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CAPITULO 5. PROBLEMA DE PARO OPTIMO: TIEMPO CONTINUO

1. v*(y) > G(y) para toda y € R.

2. El proceso {e1v*(Y;) : t > 0} es una supermartingala continua por la
derecha.

Demostracion. Queremos observar que nuestra solucién propuesta (v*,7*) es
6ptima, es decir, queremos mostrar que para toda y € R la siguiente igualdad
se cumple

v*(y) = supE, [e” " G(Y;)]. (5.6)
TeT

De la definicién de v*(y) se tiene que para toda y € R

supEy [e TG (Y;)] = v*(y).
TET

Por otra parte, sabemos que el proceso {e~%v*(Y;) : t > 0} es una supermartin-
gala continua por la derecha, entonces utilizando el Teorema de Paro Opcional
de Doob tenemos que para todot >0,y e Ry o e T

v(y) 2 By [0 (Ying)
en particular tenemos que,

v (y) > h’rtrTl infE, [e_Q(MU)U*(YiAa)} )

usando el hecho anterior y ademds que v*(y) > G(y) para toda y, el Lema de
Fatou y la condiciéon de no negativdad de la funciéon G, vemos

v*(y) > liminf E, [e_q(mg)v*(yt/\a)}
t1oo
> ll'?Tl inf E, {e_q(t/\a)G(Yt/\o)}

{h’m inf eq““)G(YMU)}

tToo

> E,
=E, [e‘q"G(YU)] ,
puesto que o € T es arbitraria, tenemos que para toda y € R

v*(y) > supE, [e” " G(Y,)].
TeT

De ambas desigualdades, vemos que se cumple (5.6). O

Si consideramos las condiciones que se piden en el Lema 5.1, podemos notar
que para una funcién mondétona creciente G y ¢ > 0, una clase de posibles solu-
ciones son aquellas donde se supere algin umbral establecido.

Supongamos entonces que, G es una funcién mondétona creciente, si tomamos
el tiempo 7 en donde Y; se maximiza, entonces también ocurrird para G(Y;).
Recordemos que la clase de problemas que estamos considerando, son aquellos
donde la funcién G tiene un factor de descuento exponencial, por lo tanto, no
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deberia de transcurrir mucho tiempo para que el umbral que se establecié sea
alcanzado.

Ambas condiciones nos sugieren la existencia de un umbral, el cual posible-
mente depende del tiempo, donde uno deberia detenerse si se quiere maximizar
el valor esperado de la ganancia. Si al tiempo ¢ > 0 no se ha superado el umbral
de paro, y el proceso Y; = y, entonces cualquier tiempo de paro futuro depen-
dera solamente de la trayectoria del proceso a partir de este punto, teniendo un
valor esperado de

e "E, e TG(Y,)]. (5.7)

Optimizar (5.7) resulta ser un problema igual a (5.1), ademds, no tiene ninguna
utilidad considerar los tiempos de paro anteriores a t, gracias a la propiedad de
Markov.

Los argumentos anteriores sugieren que el umbral no varia con respecto al
tiempo, y entonces, las posibles soluciones son de la forma

Ty =inf{t >0:Y; € [x,00),z € R}.

El mismo razonamiento aplica en el caso donde GG es una funcién monétona
decreciente. Considerar solamente a la funciéon como mondtona no asegura que
la estrategia del umbral sea éptima, es por esta misma razon, lo que hace muy
dificil poder hacer rigurosas las intuiciones anteriores. Las estrategias “6ptimas”
que se consideran para problemas de paro éptimo en particular, pueden variar
enormemente si se cambia la naturaleza del problema.

Se ha mostrado (véase [2], [9]) que existen ciertas familias de problemas pa-
ra las cuales, sus soluciones coinciden en varios aspectos, aunque resulta muy
sencillo modificar el problema de tal manera que ninguna de las soluciones pro-
puestas sea aplicable. Es por estas razones que vamos a considerar un problema
de paro 6ptimo en particular.

5.2. Problema de Paro ()ptimo de McKean u
Opcién Americana

El problema de paro éptimo de McKean estd dado por

v(y) =supE, [equ(K - eyf)ﬂ , (5.8)
TET
donde ¢ > 0, T es la familia de tiempos de paro respecto a F y (K — e¥7)+ =
méx(K — e¥7,0).

El contexto de este problema puede ser visto como la venta de un activo con
cierto riesgo a un valor especifico. Donde K es el precio fijo que se pacta para
vender el activo, y el proceso Y, en este caso, sigue un movimiento Browniano
con saltos negativos como se definié en (5.2). El objetivo del problema es ma-
ximizar la ganancia que se puede esperar al momento de detenerse y obtener la
mayor diferencia respecto al precio pactado K con el precio del mercado e¥.
Este tipo de procesos son conocidos en finanzas como opciones americanas.
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Antes de entrar de lleno a la solucién, veamos un resultado que sera de
utilidad a la hora de resolver el problema de McKean. Definamos para y € R
los tiempos de primera pasada, como

h=mf{t>0:Y, >y} y 7, =mf{t >0:Y; <y}

Ademés, escribamos Y; = sup, ., Y.
Lema 5.2. Para toda g >0, >0y z >0, tenemos que

| B[l o]
{r<oo}] ™ F {67317%}

E [e_ Y , (5.9)

con eq como una variable aleatoria que es independiente de Y y tiene una dis-
tribucion exponencial.

Demostracion. Primero, supongamos que ¢, 3,z > 0y veamos que, si Y, > 2
entonces el momento en que supero a z ocurrié antes que e4, es decir 77 < eg,
por lo tanto

- Ye — j— - Ye

E |:€ g ql{qu>y}} =E |:6 g q1{7j<eq}}
o[ B aTY 4~ Y+)

=E|e Les <eq}]

=E|E [1{7'z+<6q}eﬁy'r:r eiﬁ(yeqiy"j)

= E 1{72’<eq}e

B 1q {eﬁ@q%)

De nuestra tltima expresion, consideremos la variable aleatoria Y, — Y 1,
vemos que

Yo, Y.+ =sup Y, — Y+
N s<eq
= sup (Yu+rj — YT;)
ugeq—'r;r

Al ser e, una variable aleatoria que se distribuye exponencialmente, sabemos
que posee la propiedad de pérdida de memoria, al estar condicionada sobre F_+
Yy

y el evento {77 < e,} se tiene que eq — 7} se distribuye exponencialmente. Por
otra parte de (5.3) sabemos que Y, .+ —Y + tiene la misma distribucién que Y.

Entonces, sabemos que Y., —Y_+ tiene la misma distribucién que Ye, . Por
.
lo tanto, tenemos que

—B(Ye

—BY. _ _
E|:e B ql{qu>y}} =K |:1{‘rz+<cq}6

e
:E[{TM}G FE[e ”
}IE

=F [1{7;@ [ } (5.10)
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Utilizando las propiedades de la esperanza condicional, tenemos que

E [1{T;<eq}6_ﬁyrj} =E e_BYT;rE |:1{7'z+<eq} "FTJ:H

: fg)]

—BY 4 /OO —qs :|
=E|le " - qe ¥ds
T+

z

—E [e*ﬁyrz* e—qﬁ} . (5.11)

—E|e P (T+ <eq

z

Sustituyendo (5.11) en (5.10) tenemos
— _ T+7 —
R !
lo cual muestra la igualdad (5.9). O

Con el anterior Lema, procedamos a mostrar la solucién al problema de
McKean. Definimos a ¥; = infs<; Y.

Teorema 5.3 (Solucién al problema de McKean). La solucién a (5.8) bajo los
supuestos establecidos estd dada por

E [(KIE [e¥ea] — eyﬂeq)ﬂ“}

U(y) - E [eyeq] )

y el tiempo de paro optimo estd dado por
™ ={f{t >0:Y; <y*},
donde,
y* =log (KIE [eYEqD .

Recordemos que eq es una variable aleatoria independiente de Y, con una dis-
tribucton exponencial de intensidad q.

Demostracion. Recordemos que para poder utilizar el Lema 5.1 se tiene que
verificar la condicién (5.5). Esto resulta ficil de ver puesto que G(Y;) = (K —
e¥t)*. Siguiendo las condiciones que menciona el mismo Lema 5.1, definamos

las funciones de acotamiento
_ y _\ 7T
e v (K —e Ty’) . (5.12)

Veamos que utilizando el Lema 5.1 la solucién al Problema de McKean esté
dado de la forma (5.12), para una eleccién adecuada del valor de y’, es decir,

y' < log(K).

Uy’ (y) = Ey

Utilizando el Lema 5.9, sustituimos Y por —Y y obtenemos el resultado
analogo para el primer tiempo de entrada a un umbral negativo.

E

—q7_,+BY _ E [6ﬁ(¥eq+y)1{—ye >y—y’}}
v ] = u (5.13)

y | € y/1{7;<oo} E [QBYEQ:I )
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para q,3 >0y y—1 >0, entonces se sigue que

- —(IT7,+YT,
Uy,(y) =E, |:K€ Ty e Y y/:|

~E, |[Ke | -, [e

7q7‘yj +YT;/ :|

E [equ My, >y*y’}]

E [Kl{fyﬁqw*y'}} -

E [equ]
E {Kl{qu>y*y’}E [equH i [6Y5q+y1{*l’eq>y*y’}}
E [e¥e] - E [e¥e]
E[(KE[e¥] =¥ t) 1y, oy
= - . (5.14)

E [eia}

La parte positiva puede ser excluida pues solo consideramos valores 3’ <
log(K). Para asegurar que la solucién efectivamente es de la forma (5.12), veri-
fiquemos los dos supuestos que se mencionan en el Lema 5.1.

1. Cota inferior. Comprobemos que v, (z) > (K — e*)". Para ésto, primero
notemos que de la misma definicién de vy (z) en (5.12) podemos afirmar que
vy(x) > 0. Por otra parte, podemos manipular la expresién (5.14) para modificar
la condicion en la funcién indicadora y asi obtener

E [(KE [equ} - GYEQHI) (1 -1y, Sy—y'})]

Uy’(y) = E [GYS‘J]
(KE [e¥ea] = X0 t¥) + B [ (X0 — KE [¥1]) 1 y., <yy1)]
E [equ] '
E [e¥ea (K — eV)] E {(BYEQ—H} — KE [¢¥0]) Loy, Sy—y’}}
— v _|_ % .
E [eJQ] E [e*%]
E |(e¥eat¥ — KE [eYea]) 1,_ oyt
s [( %)) Lvy )] -~
E [e—eq]

De la ecuacién anterior tenemos que una condicién suficiente para que v, (y) >
(K —eY) es

e’ > KE [eyeq] . (5.16)

2. Condicion de supermartingala. Consideremos una variable aleatoria I con
la misma distribuciéon que qu. En el evento {t < eq} se puede describir a qu
desde el tiempo t. Si el valor minimo del proceso ocurre antes del tiempo ¢
entonces Y., = Y;.

Por otro lado, si el minimo del proceso ocurre después del tiempo ¢ entonces
podemos representar ese minimo y manipularlo de la siguiente manera usando
la propiedad de Markov del proceso Y y recordando que el remanente en una
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diferencia de tiempos exponenciales es un tiempo exponencial

imf Yi= mf (Y,+Y;—Y;)

SE(t,eq) SE(t,eq)
= inf Yyu:—-Y:i+Y;
uE(O,eq—t]( =YtV
= inf (Y, +Y)
u€(0,84]
=Y, + inf Y,
u€(0,e4]
=Y+ 1
donde e, = e, —t es un tiempo exponencial y Y, = wtt — Yz. Por lo que,

tomando en minimo para considerar ambos casos se tiene que
Ye, =YiN (Y +1).
En particular se sigue que, en {t < e,}, Y., <Y; + I. Ahora supongamos que
e’ < KE [e¥*], (5.17)
entonces para toda y € R y utilizando la igualdad (5.15) tenemos

E[ (X0 = KE["0]) 1y, <y-y1)]

vy (y) = (K —e’) +

E [equ]
E |:1{t<eq}E [(eye‘#y - KE [equD 1{*qu§y*y’} ‘FtH
= (K - ey) + Y
E [eiq]
E {1{:&2%}1@ [(equer - KE [eYEq]) 1{—Yaq <y—y'} ft”
E [ey‘iq]
o Elpcey B [(KE [e¥e] — " ) 1 vy 1)sy—yy | 7]
- E [equ] ’

Notemos que cuando {t < e,} se tiene que Y., <Y; 4 I, ademas, obtenemos
la primera desigualdad al quitar los términos que son positivos. Luego, ocupando
la propiedad de Markov del proceso Y obtenemos,

E [1fice By, [(KE [eXea] —eft¥) 1110,
oy () > LBy [ ][E[eYL} ) L5y

> E [e" %oy (Y +y)] = Ey [e” %0y (V2)] .

La tltima desigualdad corresponde a la definicién de v,/ (y) y al hecho de
que ¢4 es una variable aleatoria exponencial independiente de Y.

Utilizando la propiedad de Markov, asi como la tultima desigualdad y las
propiedades de incrementos estacionarios e independientes del proceso Y para
tiempos 0 < s <t < oo llegamos a que

E [e_qtvy/ (Yt)|]-'s} =e PRy, e_Q(t_s)vy/ (Yt,s)}

< e Puy (Ys)
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mostrando que {e"%v,/(Y;) : ¢ > 0} es una supermartingala. La continuidad
por la derecha de las trayectorias se sigue de la continuidad de las trayectorias
de Y y la continuidad de v,/ se puede concluir facilmente de (5.15).

Notemos por iltimo que, las condiciones 1 y 2 se satisfacen siempre y cuando
se cumplan (5.16) y (5.17), es decir, cuando

y =log (KE [eYEq]) .

5.3. Smooth Fit contra Continuous Fit

De la condicién 1 del Lema 5.1 sabemos que la solucién al problema (5.8)
estd acotada inferiormente por la funcién de ganancia G, y méas atn es igual a la
funcién de ganancia en aquellos puntos donde la distribucién de Y« se concentra.

Recurriendo a las propiedades de las trayectorias del proceso Y se pueden
verificar varias maneras en las que la funcién v se aproxima a la funcién de
ganancia (G, nos referiremos a esta aproximacién diciendo que v se ajusta a G.
Resulta que el problema de paro 6ptimo de McKean es un excelente ejemplo
para exponer un conflicto que ocurre cuando una solucién se trata de ajustar a
la funcién de ganancia.

Decimos que existe una condicién de continuous fit al punto y* si los limites
(puntuales) por la derecha y por la izquierda de v en y* existen y ademds son
iguales. Por otro lado, si las derivadas derechas e izquierdas de v en el limite
y* son iguales, decimos que existe una condicién de smooth fit en el punto Y*.
Ahora explicaremos més a detalle este problema que surge en (5.8).

Teorema 5.4. La funcién v(log(y)) es conveza paray > 0 y en particular existe
continuous fit de v en y*. La derivada derecha en y* estd dada por

V(Y +) = —e¥ + KP (Y., =0).

Por lo tanto, la solucion al problema de paro optimo muestra la existencia de
smooth fit en y* si y solo si 0 entra inmediatamente a (—00,0).

Demostracion. Podemos ver que para dos numeros positivos a,b, la funcion
y — (a — by)™ es convexa, por lo que para la funcién de valor éptimo v se
tiene que es convexa con 3’ = €Y. Ademds, tomar el supremo es una operacién
subaditiva, entonces v(log(y)) es una funcién convexa en y. Como toda funcién
convexa es continua, v es continua.

Ahora, estudiaremos la condicién de smooth fit, donde estableceremos las
condiciones necesarias y suficientes para esta propiedad. Consideremos aquellos

valores y < y* = log (KE [exp{Y,}]), por lo tanto

U(y) =K — eyv
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y por ende, la derivada por la izquierda resulta ser
’Ul(y*_) = —e¥ )

para establecer la condicién de smooth fit es necesario mostrar que v'(y*—) =
v'(y*+) = —e¥ . Recordemos que y* = log(KE[exp{Y:, }|), por lo tanto tenemos
que e¥” = KE[e¥<], del Teorema 5.3 tenemos que

E {(ey* - eyﬂ’eq) 1{*ch>y*y*}}
v(y) = TR

KV E[(& ) 1 ]
= KE[(1- e )1y, oy

= —KE [ ("™ —1) 1y, 5y

Luego, al anadir un cero y desarrollar obtenemos

o(y) = KB [ (e (% = ) 1) 1y, o]
= —KE [(ey+ch - ech) L., >y—y*}} - KE [(ech - 1) 1{—qu>y—y*}]

==K (e —1)E [X0ly, gy | = KE (0 = 1) 1y sy -

Recordemos que e¥ = KE[eY<], entonces de la igualdad anterior podemos
analizar la derivada por la derecha de v como

v(y) — (K —e’) _ v(y) + K(E[e"] — 1)

y—y* y—y*
(v — 1)
:—K E[eyeql_ _*:|
Yy — y* { qu>y Y }
E [(equ — 1) 1{_Ye <py— *}j|
+K e (5.18)
y—y

Para poder estudiar en base al limite la anterior expresion, consideremos sim-
plificar la notacién llamando A, al primer término de la suma y B, al segundo.
Es claro entonces que,

lim A, = —KE [eY“ql _ } .
yly= Y {(=Ye >0}

Por otra parte, consideremos remover del valor esperado en B la posibilidad de
que la distribucién de Ye, tome un valor igual a 0, asumiendo que exp{Y,, }—1 =
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0 en {Y, = 0}. Se tiene entonces

E [(eycq -1) Lo<-v., Sy—y*}]

lim B, = K
yly* y—y*
- _q
k[ Cle, eay
(Oy-y*] YU
ey v — 1
kY <y, <y—y)
y—y
K Y=y~
" e *P (O <-Y, < z) dz,
Yy—y Jo

lo que nos conduce a que lim - B, = 0. De (5.18) y recordando que podemos
escribir a E[eYEQ] como €Y , podemos ver que la derivada por la derecha estéa
definida como

V(Y +) = —e¥ + KP (=Y., =0).

Finalmente, para que exista la igualdad en ambas derivadas, y por ende, la
condicién de smooth fit es necesario y suficiente que P (—qu = 0) =0, en otras
palabras, un proceso Y = (Y;,¢ > 0) posee smooth fit si y solo si el proceso
entra inmediatamente en (—o0,0). O

Para finalizar el contenido de este capitulo, analicemos brevemente la con-
diciéon que se concluyé en el Teorema anterior. El resultado previo nos indica
que no puede existir la posibilidad de tener smooth fit si la distribucién de —Y.,
toma en cuenta al evento {—Y., = 0}.

A continuacién damos un ejemplo en donde este evento este presente. De
hecho, podemos considerar un proceso Poisson compuesto con tendencia positiva
y saltos negativos

Nt
}/t =ct+ Zgia
1=1

donde ¢ > 0, (N¢,t > 0) es una proceso Poisson y (§;,7 > 1) son variables aleato-
rias negativas, independientes e identicamente distribuidas. Podemos considerar
a Ty como el primer salto del proceso, y entonces, el evento {17 > t} es equiva-
lente a decir que antes del tiempo ¢ no ha ocurrido ningun salto, por lo que

P(-Y., =0) > P(T} > eg) = e >0,

donde A es el parametro de intensidad de los intervalos para los saltos del pro-
ceso.

Por otro lado, cuando el proceso no entra inmediatamente en (—oo,0) es
equivalente a

P(ry > 0) =P(inf{t >0:Y; <0} > 0) = 1.

Finalmente, analicemos el caso en que tenemos presencia del movimiento
Browniano, es decir, cuando Y; es un proceso de Lévy como se definié en (5.2).
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Veamos que P(—Y,, = 0) = 0 con e, como una variable aleatoria independiente
de Y y que tiene una distribucién exponencial.

Al ser e, una variable independiente de Y para todo ¢t > 0, observemos que
podemos escribir

]P’(Xe :o) :/ dshe P ( ff Y, =0).
a 0 u€(0,s]

Por lo que, si determinamos que P(Y, = 0) = 0 para toda s, habremos
probado que el proceso Y posee la propiedad de smooth fit. Entonces, veamos
que podemos considerar dos casos en la probabilidad anterior

P( inf Yu:O> :P( inf Yu:O,s§T1>
w€(0,s] uw€e(0,s]

+]P’< inf Yu—(),s>T1> . (5.19)
u€(0,s)

Veamos que el lado de derecho de la identidad (5.19) es igual a cero. Notemos
que P(7,” > T3) es mayor igual que el segundo miembro de la parte derecha de
la identidad (5.19), donde 7, es el primer momento en que ¥ < 0. Por lo tanto,
queremos observar que P(75 > T3) = 0, tenemos entonces que

P(ry >T1)—IP’( inf YS—O) .
s€(0,T1)

Al considerar solo el intervalo hasta justo antes de que ocurra el primer salto
negativo, tenemos que

IP’(TO_ >T) =P ( inf as+oBs = O)
SE(O,Tl)

= / dshe P < inf au+oB, = O) .
0 u€(0,s)

La ultima igualdad ocurre bajo el supuesto de que T; es una variable que
se distribuye exponencialmente con parametro A y es independiente del proceso
Y. Por lo que basta ver que

P ( inf au+oB, = O> =0. (5.20)
u€(0,s)

Recordemos de la Proposicién 4.13 que

)\2
Mt(k) = exp {)\Bt — Zt} para A € R,

es una martingala y ademas E[Mt(A)] = 1. Esto nos permite definir una nueva
medida de probabilidad

PXY (A) =E [Mt(’\)lA} para todo A € F;.
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Analicemos al proceso (0 Bs — as, s > 0) bajo la medida PO y observemos
que

2
E® [eG(UBS—aS)] =K [exp {9035 —fas + \B, — )‘23}]

)\2
= exp {—9&3 — 23} E {6(901“)\)35} .
De (4.14) sabemos que E [¢?P¢] = et?/2 | entonces

2 2
E) {ee(ngas)} = exp {—Has _ )‘23} exp {wU;’MS}

2
= exp {—9@8 + %023 + 90)\5} .

Luego, tomando A\ = a/o tenemos que

E (/o) {eé(oBs—as)} _ e<9f;>2s_

Por lo que (0B, — as, s > 0) bajo la medida P(%/?) es un movimiento Brow-
niano con varianza o2. En otras palabras, (0 Bs,s > 0) bajo P(¢/9) es un mo-
vimiento Browniano con varianza o2 y deriva a. Entonces, podemos concluir
que

B/ [1{fnfu€(0,s) aBu=0}} =E [1{fnfu€(0,s) B0y M}
=0.
La dltima desigualdad se da por el hecho de que el movimiento Browniano
entra inmediatamente a (—o0,0), por lo que la funcién indicadora es igual a 0.
Lo anterior implica que P(75; > T1) = 0 y entonces el segundo miembro de la
parte derecha de la identidad (5.19) es igual a 0. Finalmente notemos que el

primer miembro de la parte derecha de la identidad (5.19) es menor o igual que
la probabilidad definida en (5.20), la cual es igual a 0. Por lo tanto,

IP’( fnf Yu0> —0,
u€(0,s]

es decir, se tiene la condicién de smooth fit para el proceso

Ny
Y, = at + o B, +ZXZ».
=1
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