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Introduccion

La teoria de autématas y la logica matemadatica permiten estudiar los
conceptos relacionados a los lenguajes formales y las méaquinas de estados,
ilustrando las profundas conexiones que estos temas tienen con el proceso de
razonamiento formal y demostrando propiedades de los sistemas computacio-
nales. El razonamiento formal sobre los sistemas computacionales cobra mas
importancia debido al uso de estos en sistemas criticos de los que pueden lle-
gar a depender la seguridad y la vida de los usuarios. El software y hardware
usados en este tipo de aplicaciones se ha vuelto increiblemente complejo. La
teoria de autématas y la légica juegan un papel importante en el modelado
y la verificacién de dichos sistemas mediante el empleo de herramientas de
verificacion de modelos (model checking) para demostrar formalmente que
operan de una forma correcta. Por lo anterior, resulta importante estudiar
las distintas relaciones formales entre la ldgica y los automatas.

El objetivo de este trabajo es presentar detalladamente la relacion de
equivalencia existente entre ciertas clases de autématas y la 16gica monadica
de segundo orden. Esta equivalencia es con respecto a la expresividad, es
decir, cualquier lenguaje reconocible mediante un autémata es definible en la
l6gica monadica de segundo orden y viceversa. Mas atn, las transformaciones
entre ambos formalismos son algoritmicas.

Nos vamos a centrar en el desarrollo de los teoremas de Biichi que esta-
blecen la equivalencia entre las clases de los lenguajes S1S-definibles, siendo
S1S la signatura de un lenguaje logico monadico de segundo orden, y las cla-
ses de lenguajes regulares y w-regulares. Estos tltimos de cadenas infinitas,
utiles en aplicaciones como el modelado de sistemas operativos y sistemas de
control de trafico aéreo.

Para lograr nuestro objetivo, debemos recurrir a la caracterizacion de los
lenguajes regulares y w-regulares mediante autématas finitos y autématas de
Biichi, respectivamente, y asi poder hacer uso de las propiedades de cerradura

A%



VI INTRODUCCION

bajo interseccién, union y complemento de estas dos clases de autéomatas.
Esta ultima propiedad no es trivial en el caso de los autématas de Biichi por
lo que la discutimos detalladamente.

Una de las consecuencias inmediatas de los teoremas de Biichi es la deci-
dibilidad de la 1égica de segundo orden S1S. Como una aplicacién interesante
de este resultado, mostramos, mediante una codificacion adecuada, la deci-
dibilidad de la aritmética de Presburger.



Capitulo 1

Preliminares

Un lenguaje se define como un conjunto de palabras o cadenas, construi-
das a partir de simbolos de un alfabeto dado, en esta definicién se incluyen
tanto los lenguajes naturales como los lenguajes formales, estos tltimos son
los de nuestro interés. Aunque suponemos que el lector estd familiarizado con
la teoria de lenguajes formales, damos aqui algunos pormenores para fijar la
notacion.

Definicién 1.1. Un alfabeto es un conjunto finito no wvacio de simbolos,
denotado por X.

Definicién 1.2. Una palabra o cadena w sobre ¥ es una sucesion finita de
simbolos w = agay...a, donde cada a; € 2.

Usaremos u, v, w... para denotar cadenas y a, b, c... para denotar simbolos
del alfabeto, la cadena vacia se denotara por . También podemos representar
w como una funcién w : {0,...,n} — ¥, donde w(i) denota el simbolo que
estd en la i-ésima posicion, es decir, w(i) = a;.

Definicién 1.3. La longitud de una cadena w, la cual denotaremos por |w|,
es el numero de simbolos de w.

Definicién 1.4. La concatenacion de dos cadenas u y v, denotada por uv
0 por u - v es la cadena que se obtiene de pegar los simbolos de u sequidos
de los simbolos de v. Fs decir, st u = agay...a, y v = boby...b,,, entonces
Uu-v = aoal...anbobl...bm.

Cabe resaltar que la concatenacion es una operacién no conmutativa entre
cadenas.
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Definicién 1.5. ¥* es el conjunto de todas las palabras finitas sobre el alfa-
beto Y.

Definicién 1.6. Un lenguaje L no es otra cosa que un conjunto de cadenas
L CX*.

Ahora centraremos nuestra atencion en los lenguajes regulares.

1.1. Lenguajes regulares y autématas finitos

Definicién 1.7. Un lenguaje L es regular si se obtiene a partir de los len-
guages basicos O o {a}, con a € ¥, mediante las siguientes operaciones:

» Union. Dados dos lenguajes Ly y Lo, se define su union como el len-
guaje:
L1UL2:{U}|U)€L1 OMGLQ}

» Concatenacion. Dados dos lenguajes Ly y Lo, se define su concatena-
cion como el lenguage:

Ll'LQZ{le'LLGLl yUGLQ}

s Cerradura de Kleene. La cerradura de Kleene de un lenguaje L sobre
el alfabeto 3 es el conjunto de todas las cadenas que se obtienen al
concatenar cualquier numero finito de cadenas de L:

L* = {wws..w, |w; € L, 1 <i<n}

En particular la cadena vacia € pertenece a L*.

A continuacion recordaremos el concepto de autémata finito y su relacion
con los lenguajes regulares.

Un automata finito es un formalismo matematico que provee un modelo
de computo mediante el cual se pueden reconocer lenguajes regulares, éste
consiste de entradas y salidas discretas definidas por un conjunto finito de
estados y transiciones.

Definicién 1.8. Un autémata finito (AF) A es una estructura algebraica de
la forma A = (Q, %, qo, A, F), donde:
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Q # 0 es el conjunto finito de estados.

> es un alfabeto de entrada.

qo € Q es el estado inicial.

m FFCQ es el conjunto de estados finales o estados de aceptacion.

A CQ xXxQ esuna relacion llamada la relacion de transicion.

La definicién usual de un autémata finito utiliza, en vez de la relacién A,
una funcién total de transicion §. Sin embargo, elegimos la definicién anterior
por adecuarse mas a nuestros intereses.

Definicion 1.9. Sea A un automata finito. Decimos que A es determinista
si A es una funcion total 0 : QQ X X — Q a la que llamamos funcion de
transicion y lo denotamos como AFD. De lo contrario, decimos que es no
determinista y lo denotamos con AFN.

Definiciéon 1.10. Sean A un AFD, w € ¥* una palabra finita y a € 3.
Extendemos la funcion de transicion 0 para cadenas, con la funcion 6* :
Q X X" — Q, de la siguiente manera:

= 0"(q,6) = ¢
= §"(q,wa) = 6(6"(q, w),a).

En adelante y cuando no haya confusién, utilizaremos ¢ para referirnos a
la funcién de transicion extendida de un AFD.

Definicion 1.11. Sean A un AF y w € ¥*. Una Secuencia o ejecucion py,
de A para w, es una secuencia finita de estados py, = po...pn, tal que si
0<i< n, entonces pi € Q7 Po=4qo Y (pww(z)?p?ﬂrl) €A.

Aqui cabe destacar que en el caso de ser A un AFD, entonces p;y1 =

5(Pz‘7w(i)>‘

Definicion 1.12. Una ejecucion py, = po...pn de A para w € ¥*, es una
secuencia o ejecucion de aceptacion si p, € F. Decimos que w es aceptada
por A si existe una ejecucion de aceptacion de A para w.

Definicién 1.13. Al conjunto de palabras en X* aceptadas por A lo llamamos
el lenguaje aceptado por A y lo denotamos con L(A).
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Es importante notar que L(A) C ¥*.

El siguiente resultado es de gran importancia.
Lema 1.1. Dado un AF A podemos determinar si L(A) # (.

Demostracion. Ya que el conjunto de estados de A es finito, la relacién de
transicion también lo es. Basta con determinar si en la relacién de transicion,
existe una secuencia de estados en la que un estado final es alcanzable desde
un estado inicial.

O

Uno de los principales resultados en la teoria de autématas es el que establece
la equivalencia entre los AFD y los AFN y que es enunciado en el siguiente
teorema.

Teorema 1.1. Sea L C ¥*. L es reconocido por un AFD si y solo si L es
reconocido por un AFN. Es decir, existe un AFD A tal que L = L(A) si y
solo si existe un AFN B tal que L = L(B).

Demostracion. Es claro que todo lenguaje aceptado por un AFD también es
aceptado por un AFN. En la otra direccién, el algoritmo de construccién de
subconjuntos sirve de demostracion y se puede consultar en cualquier texto
de introduccién a la teorfa de autématas. Por ejemplo, [13].

m

Otra forma de interpretar el teorema anterior es que la clase de los lengua-
jes aceptados por los AFD es la misma que la clase de los lenguajes aceptados
por los AFN. Con lo que, por su definicién, podemos ver a los AFD como un
caso particular de los AFN. Lo que nos lleva al siguiente resultado.

Corolario 1.1. Sea A un AFN. Se puede construir, a partir de A, un AFD
B tal que L(A) = L(B).

Ya establecida la equivalencia de los distintos autématas finitos, podemos
darle nombre a la clase de lenguajes que aceptan. Uno de los principales
resultados en la teoria de los lenguajes regulares es el teorema de Kleene,
el cual muestra la equivalencia entre los lenguajes regulares y los lenguajes
aceptados por los automatas finitos.

Teorema 1.2 (Kleene). Un lenguaje L C X* es reqular si y solo si existe un
AF A tal que L = L(A). Es decir, L es aceptado por algin AF A.
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Demostracion. La demostracién se puede consultar en [13].
O

El estudio de los lenguajes regulares es un area muy importante en la
teoria de lenguajes formales. Esta relaciona la légica, combinatoria, y dlgebra
a la teoria de autéomatas; y es ampliamente aplicada en todas las ramas de
las ciencias de la computacion.

A continuacién presentamos un resultado fundamental de la teoria de
lenguajes regulares que nos servira para futuras demostraciones.

1.2. El teorema de Myhill-Nerode

El lema de bombeo para lenguajes regulares describe una propiedad esen-
cial de todos ellos. De manera informal, nos dice que toda palabra suficien-
temente larga, en un lenguaje regular, se puede bombear. Esto es, tomar una
seccion media de la palabra y repetirla un nimero finito arbitrario de veces
para producir una nueva palabra que también esta en el lenguaje.

Es importante aclarar que mientras el lema de bombeo establece que todos
los lenguajes regulares satisfacen esta condicion, la inversa de esta proposicion
no es verdadera, es decir, un lenguaje que satisface esta condiciéon puede no ser
regular. En otras palabras, el lema de bombeo provee una condicién necesaria
pero no suficiente para que un lenguaje sea regular.

Por otro lado, el teorema de Myhill-Nerode también describe una propie-
dad esencial de los lenguajes regulares. Nos dice que si el nimero de clases de
una relaciéon de equivalencia, determinada por un lenguaje, es finito, entonces
ese lenguaje es regular. A diferencia del lema de bombeo, la condicién que
proveé el teorema de Myhill-Nerode, para que un lenguaje sea regular, es una
condicion necesaria y suficiente.

Ambos resultados pueden ser utilizados para probar que un lenguaje en
particular no es regular. Una prueba por contradiccion, usando el lema de
bombeo, consiste en exhibir una palabra que carezca de la propiedad que es-
tablece dicho lema y que esté en el lenguaje. Utilizando el teorema de Myhill-
Nerode, la prueba consiste en ver que el indice de la particién, inducida por
la relacion de equivalencia, es infinito.

Parte fundamental de este trabajo se basa en la caracterizacién de los
lenguajes regulares y w-regulares a través de clases de equivalencia sobre *,
con lo que el teorema de Myhill-Nerode cobra mucha importancia. Damos,
en esta seccién, las bases sobre las que recae dicho teorema.
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Definicién 1.14. Una relacion de equivalencia = es de indice finito si el
numero de clases de equivalencia inducidas por = es finito.

Como un lenguaje formal no es més que un subconjunto de cadenas de >*,
podemos pensar en describir propiedades de las palabras a través de alguna
relacién de equivalencia = definida sobre »*.

Definicién 1.15. Decimos que una relacion de equivalencia = sobre X* es:

» Invariante por la derecha (respecto a la concatenacion), si

Vzxy e X0 =y = 12 = yz

» [nvariante por la izquierda (respecto a la concatenacion), si

Vzxy e X0 =y = zx = 2y

= Congruencia, si es invariante por la derecha e invariante por la izquier-
da.

Las propiedades anteriores son aplicables a cualquier relacién de equi-
valencia definida sobre ¥*. Lo siguiente es atender a algunas relaciones en
concreto.

Definicién 1.16. Sea L C ¥* un lenguaje. Definimos la relacion =y sobre
> como sigue:

Ve,y e X¥, v =py siysolosiVzeX xze€ L& yze L

Lema 1.2. La relacion =y, es una relacion de equivalencia invariante por la
derecha sobre *.

Demostracion. Es claro que, por definicién, =;, es invariante por la derecha
) )
y es una relacion de equivalencia porque su definicion esta dada en términos
de una equivalencia logica.
O

Ya que las cadenas también pueden ser aceptadas o rechazadas por un
AF, podemos pensar en una relacién sobre ¥* determinada por algin AFD

A
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Definicién 1.17. Sea A = (Q, %, qo, A, F) un AFD. Definimos la relacion
=4 sobre X*, como sigue:

Ve,y € X, x =4y siy sdlo sid(qo,x) = 0(qo,y)
Lema 1.3. La relacion =4 es una congruencia de indice finito sobre X*.

Demostracion. Es claro que =4 es una relacion de equivalencia, ya que esta
definida directamente en términos de la igualdad y una funcion, y es de indice
finito porque cada clase de equivalencia estd determinada por cada ¢ € ) y
@ es finito. Por lo tanto, =4 es de indice no mayor a |Q)|.

Sean u,v,x € ¥*,q € @ tales que u =4 v. Por lo que tenemos: §(q,u) =
d(q,v) con lo que d(q,ux) = §(6(q,u),z) = 6(5(q,v),z) = 0(q,vz) y esto es
si y solo si uxr =4 vx y por lo tanto =4 es invariante por la derecha.

Por otro lado §(q, xu) = 0(d(q, x),u) = 6(d(q,x),v) = d(q, zv) y esto es si
y sélo si xu =4 xv y por lo tanto =4 es invariante por la izquierda.

Entonces =4 es de indice finito y es compatible con la concatenaciéon en
>*, es decir, =4 es una congruencia de indice finito sobre ¥*.

]

Con lo anterior tenemos todas la bases para enunciar y demostrar el
teorema que le da nombre a esta seccién.

Teorema 1.3 (Myhill-Nerode). Las siguientes condiciones, sobre un lenguagje
L C X*, son equivalentes.

1. L es regular.

2. L es la union de algunas clases de equivalencia inducidas por una re-
lacion de equivalencia de indice finito e invariante por la derecha sobre
2*

3. La relacion de equivalencia tnvariante por la derecha = tiene indice

finito.

Demostracion. Bastard con demostrar las siguientes implicaciones (1 — 2),
2—=3)y(B3—1).

= (1 — 2). Sea L regular, entonces hay un AFD A = (Q, %, g0, A, F) tal
que L = L(A). Por el lema (1.3), sabemos que =4 es invariante por la
derecha y de indice finito.
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Sea Ly = {x € X* | §(go, ) = ¢}, con lo que L = |J L.

qEF
Sean w € Ly qr € F tal que §(qo, w) = ¢y.

Es claro que Ly, = [w]=,, por lo que L es la unién de algunas clases de
equivalencia de =4.

(2 — 3). Sea L la unién de algunas clases de una relacién de equiva-
lencia = de indice finito e invariante por la derecha sobre >*.

Sean wy, ..., w, € L tal que L= J [w;]=.
0<i<n

Sean x,y € ¥* tal que x = y. Como = es invariante por la derecha,
Vz e X zz = yz.

Por lo tanto, Vz € ¥* xz € L si y sblo si 2z € [w;]=. Con lo que
tenemos:

xz €L siysolosi xz € [w]=
siysolosi zz=w;
siy solosi yz =w; hipdtesis
siy sélosi yz € [w)=
siysolosi yze L

Con lo cual, tenemos que Vz € ¥*, vz € L si y solo si yz € L y por lo
tanto x =, y.

Por lo anterior, tenemos que si x = y, entonces x =y, y, es decir, si
y € [z]=, entonces y € [z]z,. Esto es, = es un refinamiento de =, y
como = es de indice finito, entonces =, es de indice finito.

(3 — 1). Sea L tal que =, es de indice finito sobre ¥*. Sabemos que L
es la unién de algunas clases de equivalencia de =,.
Para esto, construiremos un AFD A tal que L = L(A).

Ya que = es de indice finito, podemos tomar [z¢], [z1], [x2], ..., [T4)]
clases de =, tales que:
> = | [l

0<i<n
con x; € ¥y [xo] = [¢].

Construimos A = (@, X, qo, J, F') de la siguiente manera:
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o Q={[e],[z1], ..., [wn]}.

® g = [e].

e Para toda x € ¥* y toda a € 3, §([z],a) = [za].
o F={[z]|z €L}

Primero tenemos que verificar que J esté bien definida, esto es, que hay
exactamente una clase de equivalencia [xa] para cada clase de equiva-
lencia [z] y cada a € X.

Por el lema (1.2) sabemos que = es invariante por la derecha, por
lo que, para cualesquiera x,y € X* y a € X, se tiene que si x =, ¥,
entonces ra =y ya y esto pasa si y sblo si [za] = [ya] con lo que se
tiene que d([x],a) = d([y],a) y por lo tanto ¢ estd bien definida.

Veamos que esta definicién se extiende correctamente para 6*. Esto es,
para cualesquiera z,y € ¥* se tiene que 0*([z],y) = [zy].

Procedemos por induccién sobre y:
6% ([z],€) = [z] = [xe].

Sea a € X, suponemos que 6*([z], y) = [zy] y demostramos que 0*([z], ya) =

[zyal.
0 ([z],ya) = 0(6*([z],y),a) definicién de §*.
= d([zy], a) hipétesis de induccidn.
= [zyal] definicién de .

Por lo tanto para cualquier x € 3* se tiene que x € L(A) si y sélo si
0*([e]l, ) € F siy sélosi [z] € F, y por la definicién de F, [z] € F siy
sélo si x € L.

Con lo que podemos concluir que L(A) = L y por tanto L es regular.
]

Es importante recordar que el teorema de Myhill-Nerode provee una con-
dicién necesaria y suficiente para que un lenguaje sea regular. Con lo que el
siguiente resultado es casi inmediato.

Lema 1.4. Sea = una congruencia sobre ¥* de indice finito. Cada clase de
equivalencia de = es reqular.
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Demostracion. Como = es una congruencia, en particular, es invariante por
la derecha. Ademads, Yw € ¥* se tiene que [w] = [w] U [w], por lo que [w] es
la union de algunas clases de equivalencia de una relacion de equivalencia de
indice finito e invariante por la derecha. Entonces, por el teorema de Myhill-
Nerode (1.3) y ya que w es arbitraria, cada clase de equivalencia de =, es

regular.
O

Con esto hemos sentado las base tedricas de lenguajes regulares y autéma-
tas finitos.

1.3. Loégica de primer orden

Una parte fundamental de este trabajo recae en el lenguaje de la logica
formal. No es posible hablar de un solo lenguaje para la légica de predicados.
Dependiendo de la estructura seméntica que tengamos en mente, sera nece-
sario agregar simbolos particulares para denotar objetos y relaciones entre
ellos.

1.3.1. Sintaxis

Empezamos definiendo la parte comin a todos los lenguajes de primer
orden determinada por los simbolos légicos y auxiliares, y después el tipo de
semejanza o signatura del lenguaje que nos interesa.

Definicién 1.18. La parte comiun a todos los lenguajes logicos de primer
orden consta de:

s Un conjunto infinito numerable de simbolos de variable de primer orden
Vi = {xo, 21, ...}.

= La constante logica: T

= Los conectivos l6gicos: =,V

s FEl cuantificador existencial: 3
» Fl simbolo de igualdad: =

» Los simbolos auziliares: (,) vy ,
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Observemos que los operadores primitivos son: —,V, 3. También utiliza-
remos los simbolos —, A, <>, L.V, pensando en sus definiciones usuales.

Definicién 1.19. La signatura de un lenguaje en particular estd dada por:

= Un conjunto, posiblemente vacio, de simbolos o letras de predicado P =
{Py, P, ...}

A cada simbolo P; se le asigna un nimero natural (m), llamado el
indice o aridad, el cual indica el nimero de argumentos que recibe dicho
simbolo, por ejemplo, Pém).

= Un conjunto, posiblemente vacio, de simbolos de funcion F = { fo, f1,...}

De la misma manera, a cada simbolo de funcion se le asigna un nimero
natural (m), llamado el indice o aridad, el cual indica el nimero de
argumentos que recibe dicho simbolo.

= Un conjunto, posiblemente vacio, de simbolos de constante C = {co, c1, ...}

Dado que un lenguaje £ de primer orden queda determinado de manera
Unica por su signatura podemos denotarlo como una estructura algebraica

de la forma £ = (P, F,C)

Definicién 1.20. Los términos del lenguaje de primer orden son aquellas
expresiones que representardan objetos bajo alguna interpretacion. El conjunto
Ty de términos de L se define como:

= SiceC, entonces c € Ty.
= Six €V, entonces x € Ty.
» Si fM e Fyty, ... t, €Tr, entonces f(ty,....t,) € Tp.
Definicién 1.21. El conjunto A, de formulas atomicas de L se define como:
= T €A,
= Si PM ePyty, .. t, €T, entonces P(ty,...,t,) € A,
m Sity,ty € Tp, entoncesty =ty € Ag.

Definicién 1.22. El conjunto @, de formulas de L se define como:
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w St € Ar, entonces ¢ € Py
» Sipe Dy, entonces ~p € Of
» St € Op, entonces o VY € Py

s St € Py, x eV, entonces Jxp € Op

Como es usual extendemos ®, definiendo férmulas con los conectivos
l6gicos A, —, <+ y el cuantificador universal V, de la siguiente manera:
1 Edef =T
OANY Zgep (V)
Y — ¢ =def TP \% w
Y =wr (@2 Y)ANW =)
Vep =gep —Jz—g

donde x € Vi y ¥, p € .

En la légica de predicados los cuantificadores Vo y dx son ejemplos del
fenéomeno de ligado que también surge en la mayoria de lenguajes de progra-
macién. La idea general es que ciertas presencias de variables son presencias
ligadas o simplemente [igas, cada una de las cuales se asocia con una expre-
sion llamada su alcance. A continuaciéon damos las definiciones para dichos
conceptos.

Definicién 1.23. Dada una cuantificacion Vxp o 3xp, la presencia de x en
Vx o dx es la variable que liga el cuantificador correspondiente, mientras que
la formula ¢ se llama el alcance, dmbito o radio de accion del cuantificador.

Definiciéon 1.24. Una presencia de la variable x en la formula ¢ estd ligada
o acotada si es la variable que liga a un cuantificador de © o si figura en el
alcance de un cuantificador Vx o dx de ¢. Si una presencia de la variable x
en la formula ¢ no estd ligada, decimos que estd libre en .

Obsérvese que una misma variable x puede figurar tanto libre como ligada
en una férmula.

Definicién 1.25. Sea ¢ una formula. El conjunto de variables libres de ¢, se
denota FV (p). Es decir, FV (p) ={z € V | x estd libre en p}. La notacion
o(x1, ..., ) quiere decir que {x1,...,x,} C FV(p).

Definicién 1.26. Una féormula ¢ es cerrada si no tiene variables libres, es
decir, si FV (@) = 0. Una férmula cerrada también se conoce como enunciado
o sentencia.
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1.3.2. Semantica

Ya una vez definida la sintaxis, debemos darle un significado de manera
formal.

Definicién 1.27. Sea L = (P, F,C) un lenguaje formal de primer orden.
Una estructura o interpretacion para L es un par M = (M, T), donde M # ()
es un conjunto llamado el universo de la estructura e Z es una funcion con
dominio L, tal que:

= Si P € P entonces Z(P) C M™
x Si f") € F entonces Z(f): M™ — M
» SiceC entonces I(c) € M

Si M = (M, T) es una interpretacién para L, también decimos que M es
una L-interpretacién o L-estructura.

Dada una interpretacién M = (M, Z) simplificamos la notacién con las
siguientes definiciones:

PT.=1(P)
fr=1(f)
=1(c)

Las siguientes definiciones dependen todas de una L-interpretacién arbitraria
pero fija M = (M, T).

Definicion 1.28. Un estado, asignacion o valuacion de las variables es una
funcién o : Vi — M. Tal que si x € Vi, o(x) € M.

Definicién 1.29. Sean y € Vi una variable y o un estado de las variables.
Dadas las variables x4, ...,x, € V} y los elementos my, ..., m, € M definimos
el estado modificado o actualizado en & = (x4, ...,x,) por m = (Mmy,...,my),
denotado por o[xy, ..., x, /M, ..., my] 0 o[Z/m], como sigue:

. )oly) siy ¢ Az, ..., 0}
ol&/mi)(y) = {mZ siy=z5,1 <1< n

Obsérvese que o[Z/m] es un estado que difiere de o tinicamente en los va-
lores de Z y que la expresién o[Z/ni] es sélo el nombre del estado, la aplicacién
a una variable es o[Z/m|(y).
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Definicién 1.30 (Interpretaciéon de términos). Sea o un estado de las
variables. Definimos la funcion de interpretacion de términos con respecto a
o, L, : Ty — M, como sigue:

o\ C
To(f(te, o ntn) = fHZ (1), ..., Is(tn))
conxeVy,cel, feFuyty,. t,eT,.

Lema 1.5. (De coincidencia para términos). Sean t € T y 01,09 dos
estados de las variables tales que o1(x) = oo(x) para toda variable x que
figura en t. Entonces Iy, (t) = Z,,(t).

Demostracion. Induccién sobre .
O

Ya definido el proceso para interpretar términos podemos definir la inter-
pretacion de las formulas.

Definicién 1.31 (Interpretacién de férmulas). Sea o un estado de las
variables. Definimos la funcion de interpretacion de formulas con respecto a
0,Z,: o, — {0,1}, como sigue:

Z,(L)=0
,(T) =1
To(to=1t1) =1 siy sdlo si Ly(to) = Z,(t1)
T,(P(ty,....,t,)) =1 siysélo si (Z,(t1),...,Z,(t,)) € P*
Zo(—p) =1 siysdlo siZ,(p)=0
(W ANp)=1 siysolosi L, () =Ty(p) =1
TGV @) =0 siy sdlo si I(6) = To(p) = 0
Zo(v — ) =0 siysdlo siZy () =0 0Z,(p) =1
Zo(Y <> ) =0 siy solo si (V) =L, (p)
I,(Vxp) =1 siy sélo si Lyje/m)(¢) = 1 para todo m € M
I,(Fzp) =1 siy sélo si Lypw/m)(@) = 1 para algin m € M

cont, €Ty, PeP,xeViyp e d,.

Obsérvese que todas las definiciones anteriores dependen del lenguaje £
y de la L-interpretacién particular M.
Anélogamente al caso de términos, tenemos el lema de coincidencia.
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Lema 1.6. (De coincidencia para férmulas). Sean ¢ € ¢ y 0y, 09 dos es-
tados de las variables tales que o1(x) = o9(x) para toda variable x € FV (p).
Entonces:

Z,, (90) =1, (90)

Demostracion. Induccion sobre .
O

Definicién 1.32 (Satisfacibilidad, verdad y falsedad). Sean ¢ € @,
[ C®, y M= (M,T) una interpretacion. Entonces:

@ es satisfacible en M si existe un estado de las variables o tal que
Z,(p) =1 y lo denotamos con M |= ¢[o], o con M =, ¢.

v es verdadera en M si para todo estado de las variables o se tiene que
Zy(¢) = 1 y lo denotamos con M |= ¢. En tal caso decimos que M es
un modelo de .

@ es falsa en M (Z,(¢) = 0) si y sdlo si M = —p.

I' es consistente o satisfacible en M si existe un estado de las variables
o tal que M |=, ¢ para toda ¢ € T.

Cabe destacar que el conjunto I' puede ser infinito.

En la légica proposicional las nociones de ser falsa y no ser verdadera
coinciden. Si una férmula ¢ es falsa en una interpretacién Z, entonces Z () =
0, lo cual sucede si y sélo si Z(p) # 1, es decir, siy sélo si ¢ no es verdadera en
7. Por otro lado, en la légica de predicados, tal equivalencia se pierde, puesto
que si ¢ no es verdadera (es decir, si M [~ ¢), entonces, de acuerdo a la
definicién de verdad, existe un estado o tal que M -, ¢, es decir Z,(p) =00
bien ¢ es insatisfacible en el estado o. Por lo tanto, una férmula no verdadera
es aquella tal que es insatisfacible en algtin estado de sus variables, o bien tal
que su negacion es satisfacible en algtin estado de sus variables. Sin embargo,
para poder afirmar que @ es falsa, por definicién, tendriamos que mostrar que
M = —p, es decir, que — es satisfacible en todos los estados posibles. Por lo
tanto, la nocion de falsedad es mas fuerte que la nocién de no ser verdadera.
En resumen, si una férmula ¢ no es verdadera, no tenemos derecho a concluir
que ¢ es falsa.
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Con todo lo anterior, sélo queda destacar una propiedad importante de
los enunciados en la légica de primer orden y es que al no tener variables
libres, cada enunciado se comporta de la misma manera que las férmulas en
la l6gica proposicional, tal como lo asegura la siguiente proposicién.

Proposicién 1.1. Sean ¢ un enunciado y M = (M,Z) una interpretacion.
Entonces, se cumple una y solo una de las siguientes condiciones:

1. M = @, es decir, ¢ es verdadero en M.
2. M = —, es decir, p es falso en M.

Demostracion. Esto es consecuencia del lema de coincidencia para férmulas

(1.6).

(1). Sea o un estado cualquiera. Si Z,(p) = 1, entonces, como ¢ no tiene
variables libres, cualquier otro estado ¢’ coincide con o en F'V(¢) = (). Por lo
tanto, por el lema de coincidencia, Z,/(¢) = 1 y asi se cumple que Z,(¢) =1
para cualquier estado o.

(2). Por otra parte, si Z,(¢) = 0, entonces, Z,(—p) = 1 y se procede de
la misma forma para obtener que -y es verdadero, es decir, ¢ es falso.
O

El siguiente corolario es inmediato.

Corolario 1.2. Si ¢ es un enunciado entonces @ es falso si y solo si ¢ no
es verdadero en M.

Hemos definido la sintaxis y la semantica que todo lenguaje logico de
primer orden comparte, lo siguiente es definir la signatura de un lenguaje en
particular con el que podamos trabajar.

1.4. La légica SOS

Queremos caracterizar a los lenguajes regulares a través de la logica, para
eso debemos definir la signatura del lenguaje l6gico de manera que nos per-
mita describir con precision la propiedad de que un conjunto de palabras en
un alfabeto X sea reconocible por un AF. Para esto, definiremos la signatura
de una logica de primer orden sobre palabras a la que llamaremos S0S.
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Los objetos sobre los cuales vamos a predicar son las posiciones de los
simbolos en una palabra dada sobre un alfabeto Y. Con esto en mente, pode-
mos pensar en una relacién sucesor S(z,y) que nos diga que la posicién y es
el sucesor de la posicién x, es decir, y = x + 1; y para cada simbolo a en 3,
un predicado @, () que exprese que en la posicién z se encuentra el simbolo
a.

Definicién 1.33. Sea ¥ un alfabeto finito. La sintaxis del lenguaje SOS ex-
tiende la sintaxis de la parte comun a todo lenguaje logico de primer orden
mediante la siguiente signatura:

= El conjunto de simbolos de predicado: P = {S®} U {le) |a € X}
= El conjunto de simbolos de funcion: F = ()
» FEl conjunto de simbolos de constante: C = ()

Con esto podemos definir la interpretacién que dotara de significado a lo
que podamos enunciar en S0S. Ya que un lenguaje formal es un conjunto de
palabras sobre algin alfabeto X, y la signatura nos permite predicar sobre
posiciones de palabras, cada palabra determinara una interpretacién para
SOS de la siguiente manera:

Definicién 1.34. Sea > un alfabeto y sea w = by...b,,_1 € ¥*. El modelo w =
(n,T) se conoce como el modelo de palabra para w y éste es una interpretacion
para SOS, donden = {0, ...,n—1} es el conjunto de posiciones de los simbolos
de w eI es la funcion de interpretacion definida como:

w ST ={(i,i+1)|0<i<n—1} esla relacion sucesor en n.

= Qf = {i € n | w(i) = a} son predicados unarios que determinan el
conjunto de posiciones de simbolos de w que son iguales al simbolo a.

Observemos que con la definicién anterior y para un estado de variables
o, tenemos que:

» 7,(S(z,y)) = 1siysélosio(y) =oc(x)+ 1.
n 7,(Qq(x)) = 1siysolosi by = a.

Definicién 1.35. Sea w € ¥*. Decimos que w satisface al enunciado ¢ en
S0S si W = .
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Usando la definicién anterior, ya podemos hablar de palabras que satis-
facen o son descritas por un enunciado en SOS y por tanto podemos hablar
de conjuntos de esas palabras.

Definicién 1.36. El lenguaje definido por el enunciado ¢ en SO0S es:

L(p) = {w e X" [0 |= ¢}

Es decir, L(y) es el conjunto de todas las palabras que satisfacen a .
Este concepto genera la siguiente nocion de definibilidad.

Definicién 1.37. Decimos que un lenguaje L C X* es S0S-definible si existe
un enunciado ¢ en SOS tal que L = L(v).

Con esto tenemos otra manera de determinar un lenguaje formal sobre
>*. Recordemos que so6lo estamos interesados en los lenguajes regulares, por
lo que queremos establecer un vinculo entre éstos y los lenguajes definibles.

Veamos un ejemplo simple que explica la descripcién de los lenguajes
regulares por formulas logicas de SOS. El siguiente autémata finito A:

—{ 4o

acepta todas las palabras sobre el alfabeto ¥ = {a, b} donde:
1. Toda b es seguida de una a.
2. El dltimo simbolo es a.

Estas condiciones pueden ser expresadas con los siguientes enunciados (res-
pectivamente):

P1 =def V$(Qb(x) — Hy(S(l', y) A Qa(y)))
02 =gey V(725 (v, 2) A Qu(v))
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Notemos que la subférmula —32S5(v, z) quiere decir que v es la ultima
posicion. Asi, el lenguaje aceptado por A es SO0S-definible por el enunciado:

Y =def ¥1 N @2
Ahora podemos verificar que si w € L(.A), entonces w € L(p).
Recordemos que cada w € L(A) cumple con las condiciones (1) y (2).

Supongamos que |w| = n, nos basta ver que el modelo de palabra w = (n,Z)
satisface . Asf:

wE e siysolosi Z(p)=1

si y sélo si

siysolosi L0V(@@) = y(S(x.y) AQ ) A
(=328 (v, 2) A Qu(v)) ) =
Z(Va(Qu(x) = Jy(S (:c,y)A)Ql( y)))=1y

I( Fu(—3z2S(v,2) A Qu(v))
w/p( Qu(7) —

(S(z,y) NQaly)) ) =1y

(73280, 2) A Qu(v) ) =1

paratodapeny

si y solo si
para alguna r € n

. /1 .
S1y 8010 s1 ﬁgzg(vj z))=1y para alguna r € n

para toda p € n,
para alguna g € n,
para alguna r € ny
para toda s € n

|
—_
<

z,y/p,q] ( Qa (y>

si y solo si

HODEN RSN SLs

para toda p € n,
w(p) #bog=p+1yw(q) =ay paraalguna q € n,
s#Er+lyw(r)=a para alguna r € n

y para toda s € n

si y solo si

La primera parte, w(p) #bo g=p+ 1y w(q) = a, es la definicién de la
condicién (1). Esto es, si w(p) = b, entonces w(p + 1) = a.

En la segunda parte se tiene que para toda s y para alguna r, s # r + 1
y esto se cumple si y s6lo si r = n — 1, es decir, r es la ultima posicién, y
ademds w(r) = a. Esto es la definicién de la condicién (2).
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Asi, el modelo de cada palabra w € L(.A) -que cumple las condiciones (1)
y (2)- satisface ¢ y por lo tanto w € L(yp).

Consideremos otro ejemplo. El siguiente automata finito A:

b, c a,c

°

b

acepta todas las palabras sobre el alfabeto 3 = {a, b, ¢} tales que:

1. No tienen el simbolo a o

2. Toda a tiene una b en algtin lugar a su derecha.
Trataremos de expresar este lenguaje con un enunciado ¢ de SOS de la forma
1V pa.

El punto (1) es sencillo y podemos expresarlo con el enunciado:

01 =dey V2 (Qu(x) V Qc(T))

Para el punto (2), consideremos la férmula:

V1 =des Qa(w) = Jy(S(z,y) A Qu(y))

con la que podemos definir una primera aproximacion al enunciado (s:

©y =def V(1)

El enunciado ¢}, describe a las palabras sobre ¥ en las que todo simbolo
a tiene un simbolo b exactamente un lugar a su derecha. Por ejemplo: ab,
cccabab y bbbabe son palabras descritas por o), que ademds estén en L(A).
Notemos que cualquier palabra de L(.A) en la que todo simbolo a tiene un
simbolo b dos o més lugares a la derecha, no esta en L(p}). Podemos definir
una formula vy que describa a las palabras en las que todo simbolo a tiene
un simbolo b exactamente dos lugares a la derecha, de la siguiente manera:

Vo =def Qul(x) — Jy32(S(x, 2) A S(2,9) A Qu(y))
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con lo que podemos definir una nueva aproximaciéon a @s:

0y =dey V(1 V 1h3)

De esta manera, el enunciado ¢} describe a las palabras sobre ¥ en las
que todo simbolo a tiene un simbolo b uno o dos lugares a la derecha. Por
ejemplo: aab, abbab y acbabc son palabras descritas por ¢} que ademés estan
en L(A). De nuevo, notemos que cualquier palabra de L(.A) en la que todo
simbolo a tiene un simbolo b tres o mas lugares a la derecha, no esta en
L(yh). Siguiendo el mismo razonamiento, podemos definir una férmula 3
que describa a las palabras en las que todo simbolo a tiene un simbolo b
exactamente tres lugares a la derecha, de la siguiente manera:

V3 =gef Qa() = FyFz30(S(x, 2) A S(z,v) A S(v,y) A Qu(y))

con lo que volvemos a definir una nueva aproximacién a s:

@y =aes V(1 V 1o V 1h3)

Asi, el enunciado ¢}’ describe a las palabras sobre ¥ en las que todo
simbolo a tiene un simbolo b, uno, dos o tres lugares a la derecha.

Siguiendo este procedimiento podemos construir, para una n dada, un
enunciado que describa a las palabras donde todo simbolo a tiene un simbolo
b en, a lo més, n lugares a la derecha. Sin embargo, no podemos construir
el enunciado (py para un nimero arbitrario de lugares ya que obtendriamos
algo de la forma:

02 =gey V(11 V1o Vah3 V ...)

el cual es una formula infinita y por lo tanto mal formada, es decir, no
pertenece a nuestro lenguaje formal l6gico de primer orden.

El problema radica en expresar, mediante la relacién sucesor, el enuncia-
do: toda a tiene una b en algin lugar a su derecha; que en otras palabras
quiere decir: para toda posicion x en la que se encuentra un simbolo a existe
una posicion z tal que x < z y en la que se encuentra un simbolo b. La idea
es poder recorrer un camino finito de longitud arbitraria desde una posicién
con un simbolo a hasta llegar a la posicién con un simbolo b.

Esta demostrado que la nociéon de un camino finito de longitud arbitraria,
también llamada nocién de accesibilidad, no puede ser definida en un lenguaje
de primer orden que cuente solamente con la relacién sucesor y la igualdad
[6]. Dicha demostracién es una consecuencia de el teorema de compacidad
para la légica de primer orden enunciado a continuacién.
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Teorema (Teorema de compacidad). Sea I' un conjunto de férmulas de un
lenguage L de primer orden. Si todos los subconjuntos finitos de I' son satis-
facibles, entonces I' es satisfacible.

Enunciamos a continuacion el teorema que establece que la nocion de
accesibilidad no puede ser expresada en la légica de primer orden con la
relacién sucesor S.

Teorema 1.4. La accesibilidad no es expresable en la logica de primer orden.
Es decir, no eziste una formula ¢(u,v) con sdlo dos variables libres (u,v) y
el simbolo de predicado S tal que sea satisfecha si y solo si existe un camino
finito desde la posicion determinada por u hasta la posicion determinada por
v.

Demostracion. La demostracion se puede consultar en [6].
O

El poder expresivo de la légica de primer orden SOS restringe al conjunto
de lenguajes que se pueden obtener a partir de enunciados en SOS [15]. Por
lo tanto, tendremos que recurrir a una légica con mayor poder expresivo.



Capitulo 2

Loégica monadica de segundo
orden

La logica monadica de segundo orden es la extension de la logica de primer
orden que permite la cuantificacién sobre predicados monddicos (unitarios).
Es importante observar que en una légica monadica también pueden existir
predicados de otro indice pero no estd permitido cuantificar sobre ellos.

Vamos a definir la logica monéadica a partir de la de primer orden, ex-
tendiéndola con una secuencia de variables de conjuntos cuantificables (de
segundo orden) y con nuevas féormulas de la forma: X (z) y 3X ¢, donde x
es una variable de primer orden y X una variable de conjunto de indice 1,
llamada predicado monddico, que se interpretara sobre subconjuntos de un
universo M.

2.1. Sintaxis

Presentamos a continuacién la sintaxis de esta nueva logica.

Definicién 2.1. La ldgica monddica de sequndo orden extiende a la parte
comun a todos los lenguajes de primer orden con:

= Un conjunto infinito de simbolos de variables de sequndo orden Vy =

{Xo, X1, ...},

Ya que la sintaxis de la légica de segundo orden extiende la de primer or-
den y dado que un lenguaje £ de segundo orden también queda determinado

23
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de manera tinica por su signatura, podemos denotarlo, al igual que en el caso

de primer orden, como una estructura algebraica de la forma £ = (P, F,C).
Si bien la signatura de un lenguaje no cambia al pasar de primer a segundo

orden, el conjunto de términos si, de acuerdo a la siguiente definicion.

Definicién 2.2. El conjunto de términos L se extiende de la siguiente ma-
nera:

w 51 X €Vs, entonces X € T.

Con estos, podemos podemos extender el conjunto de férmulas.

Definicién 2.3. El conjunto Ay de formulas atomicas de L se extiende de
la siguiente manera:

» Six eV, X €V, entonces X (z) € Ar.

Definicién 2.4. El conjunto @, de formulas de L se extiende de la siguiente
manera:

» St ey, X eV, entonces AX ¢ € .

Aqui es importante recordar que ®, ya contiene la definiciéon usual de
las férmulas con los conectivos légicos A, —, <>, la constante logica L y el
cuantificador universal V para variables de primer orden. Ahora extendemos
®, con el cuantificador universal para variables de segundo orden, de la
manera usual.

VX =gy —IX—p

donde X € Vo y p € Op.

Ya definida la sintaxis, ahora le daremos un significado formal.

2.2. Semantica

Sea L = (P, F,C) un lenguaje formal monadico de segundo orden. La
semantica de la légica monédica de segundo orden se obtiene extendiendo a
la seméantica de la légica de primer orden, de la siguiente manera:
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Definicién 2.5. Un estado, asignacion o valuacion de las variables es una
funcion o : Vi UVy - M UP(M). Tal que:

» Six eV, entonces o(x) € M.
n» S X €V, entonces o(X) C M.

Definicién 2.6. Sean Y € V5, una variable y o un estado de las variables.
Dadas las variables X1, ..., X, y los elementos Ky, ..., K, C M, definimos
el estado modificado o actualizado para variables de sequndo orden en X =
(X1,..., Xp) por K = (K3, ..., K,), denotado por o[Xy,..., X, /K;,...., K,] o
o[X /K], como sigue:

oY) siY ¢{Xy, ..., X,}

X/K|(Y) =
oX/EIY) {Ki siY=K,1<i<n

Observese que anslogamente a la logica de primer orden, o[X /K] es un

estado que difiere de o Unicamente en los valores de X y que la expresion
o[X /K] es solo el nombre del estado.

Definicién 2.7 (Interpretacién de términos). Sea o un estado de las
variables. Extendemos la funcion de interpretacion de términos con respecto
ao, L, : T = MUPM), para un lenguaje monddico de sequndo orden,
como Sigue:

con X € V.

Ya definido el proceso para interpretar términos podemos definir la inter-
pretacion de las féormulas.

Definicién 2.8 (Interpretaciéon de férmulas). Sean o un estado de las
variables y M = (M, T) una interpretacion. Extendemos la funcion de inter-
pretacion de formulas con respecto a o, I, : &, — {0,1}, para un lenguaje
monddico de sequndo orden, como sigue:

I, (X(x)) =1 siysdlo sio(x) € o(X)
I,(3Xp) =1 siy solo si Lox k() = 1 para algin K C M
Asi, de la misma manera que lo hicimos con S0S, definiremos la signatura

del lenguaje logico de segundo orden que nos permitird caracterizar a los
lenguaje regulares.
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2.3. La légica S1S

La logica S18S es la extensién monadica de segundo orden de la 16gica SOS
y se conoce como la légica mondadica de segundo orden con sucesor. Es decir,
también contamos con la férmula S(z,y) para decir que y es sucesor de x y
con la familia de férmulas @), () para decir que en la posicién x se encuentra
el simbolo a.

Definicién 2.9. Sea ¥ un alfabeto. La sintaxis del lenguaje S1S extiende la
sintaxis de la parte comun a todo lenguaje logico monddico de sequndo orden
y definimos su signatura como:

= El conjunto de simbolos de predicado: P = {S®} U {Q,(ll) |a € X}
s El conjunto de simbolos de funcién: F = ()

» FEl conjunto de simbolos de constante: C = ()

Definiremos una férmula auxiliar que nos permita expresar la propiedad
de un conjunto de tener un solo elemento y que nos sera de gran utilidad.

Sing(X) Zger Iz(X () ANVY(X(y) = 2 =1y))

La férmula Sing(X) expresa que existe un elemento = que pertenece a
X y que cualquier otro elemento en X es igual a x. Esto es, X tiene un solo
elemento.

De la misma manera que lo hicimos para S0S, definiremos la interpreta-
cién que serd determinada por una palabra dada sobre algtin alfabeto 3.

Definicién 2.10. Sea ¥ un alfabeto y sea w = ag...a,_1 en X*. El modelo
w = (n,Z) se conoce como el modelo de palabra para w y éste es una inter-
pretacion para S1S, donde n = {0,...,n — 1} es el conjunto de posiciones de
los simbolos de w e I es la funcion de interpretacion definida como:

» ST={(i,i+1)|0<i<n-—1} esla relacién sucesor en n.

» QF = {i € n | w(i) = a} son predicados unarios que determinan el
conjunto de posiciones de simbolos de w que son iguales al simbolo a.

Las siguientes definiciones son analogas al caso de la logica S0S.

Definicién 2.11. Sea w € ¥*. Decimos que w satisface un enunciado ¢ en
S1S si W = .
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Con lo anterior ya podemos definir un lenguaje a través de S1S.

Definicién 2.12. El lenguaje definido por el enunciado ¢ en S1S es:

L(p) ={w e X" |0 = ¢}

Definicién 2.13. Decimos que un lenguaje L C ¥* es S15-definible si existe
un enunciado ¥ en S1S tal que L = L(v).

Vamos a simplificar las demostraciones que se deriven de la férmula
Sing(X) dando una interpretaciéon més simple de la que se obtiene de su
definicién.

Notemos que Sing(X) no estd definida en términos de alguna férmula
Q.(x), por lo que, para proporcionar una interpretacién que la satisfaga, sélo
necesitamos determinar a n. Asi, la interpretaciéon M = (n,Z) nos basta para
verificar que Sing(X) sea satisfecha por algin conjunto de un solo elemento.

Lema 2.1. Sea M = (n,Z) una interpretacion para S1S y sea o un estado
de las variables. Entonces:

Z,(Sing(X)) =1 si y sdlo si 0(X) = {p} para algin p € n

Demostracion. Z,(Sing(X)) =1

sty solosi Z,( dx(X(z) AVy(X(y) 2z =y)) ) =1

siysélosi Ly X(2) AVy(X(y) =2 =y))=1 paraalginp €n
et i Lolopp( X(x) ) =1y .
siysélosi o/ para algiun p € n
Y Lofasp)( Vy(X(y) 2z =y) ) =1 &
: o Lo X(x) ) =1y para alguin p € n'y
st y s6lo si Tofzypr)( X(y) 2=y )=1 paratodaren
o Lo X(x) ) =1y para algin peny
sty solosi oloy/pr)( 7 X(y) Ve =y ) =1 paratodarcn
Lofappi( X(2) ) =1y ,
si y sélo si Io'[x,y/p,r}( - X y ) —1o0 para algun P €En y

para toda r € n
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Lowsp( X(z) ) = .
. P ara algin p € n
siy sélosi Loz y/pr( X(y) ) O P sulp Y
para toda r € n
Lofwypri( =y ) =1

. . . pETX)y para algin peny
sty solo si ré¢o(X)op=r para toda r € n
siysélosi o(X) = {p} para algun p € n

]

A continuacion definiremos la signatura de una logica que nos facilitard

la construccién de autématas finitos que reconoceran a los lenguajes S1S-
definibles.

2.4. La légica S1S0

En esta seccion definiremos el lenguaje l6gico monéddico de segundo or-
den S1S0 que nos servird de puente entre los lenguajes S1S-definibles y los
lenguajes reconocibles por autématas finitos. En esta légica vamos a desha-
cernos de las variables de primer orden, codificandolas en conjuntos de un
s6lo elemento para asi poder expresar todo en términos de variables de se-
gundo orden. En consecuencia, tendremos una teoria, equivalente a S1S, con
un conjunto de férmulas atéomicas reducido que podremos representar mas
facilmente con autématas.

Definicién 2.14. La logica S150 se obtiene a partir de la parte comin a
todos los lenguajes de sequndo orden, eliminando el conjunto de variables de
primer orden, es decir, definiendo:

» Bl conjunto de variables de primer orden vacio: Vi = ()

Con esto, todo lo definido para variables de primer orden (términos,
férmulas, interpretaciones, etc..) queda fuera del lenguaje S1S0.

Definicién 2.15. Sea ¥ un alfabeto finito. La signatura del lenguaje S150
se define como:

» El conjunto de simbolos de predicado: P = {C?) S

» FEl conjunto de simbolos de funcién: F =
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» El conjunto de simbolos de constante: C = {Q, | a € X}

Observemos que se ha agregado un simbolo de predicado para la relacion
de contencion de conjuntos y los simbolos @), se han convertido en constantes.
Mas aun, el conjunto de términos para este lenguaje incluye tinicamente a
las constantes (), y a las variables de segundo orden.

Definicién 2.16. El conjunto Ag;so de formulas atomicas se define como:

s 51 XY € Vs, entonces X CY € Agig0
» Si X,Y € Vs, entonces S(X,Y) € Agiso

n 51 X eVoyaed, entonces X C Q, € Asiso

De la misma forma que en S1S, definiremos algunas férmulas auxiliares
que nos seran de utilidad.

X:YEdef XQY/\YQX
NE(X) =q; 3Z-(X C Z)
Sing(X) =gy NEX)AVY(NE(Y)AY CX) = X CY)

La férmula N E(X) expresa que el conjunto X es no vacio, ya que existe
un conjunto que no lo contiene.

La férmula Sing(X) expresa que X es un conjunto con un solo elemento,
ya que es no vacio y que todo subconjunto no vacio de X contiene a X.

A continuacién definimos los modelos de palabra para S1S0.

Definicién 2.17. Sean X un alfabeto y w = ag...a,_1 en X*. El modelo de
palabra w = (n,Z) para w es una interpretacion para S1S0, donde T es la
funcion de interpretacion definida como:

» ST = {{il,{i+1}) | 0 < i < n—1} es la relacion sucesor para
subconjuntos de un solo elemento en n.

» QF = {i e n|w(i) = a} son conjuntos de posiciones de simbolos de w
que son iguales al simbolo a.

» CI={(N,K) | N,K Cn, N C K} es la relacién usual de contencion
entre conjuntos.
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Observese que la tnica diferencia, entre el modelo de palabra w para S1S0
y el modelo w para S1S (2.10), estéd en la funcién de interpretacion.

Definicién 2.18. Sea w € ¥*. Decimos que w satisface un enunciado ¢ en

S150 siw = .
Con lo anterior ya podemos definir un lenguaje a través de S1S0.
Definicién 2.19. El lenguaje definido por el enunciado ¢ en S150 es
Lip) ={w e &" | w |= ¢}

Definicién 2.20. Decimos que un lenguaje L C ¥* es S1S0-definible si existe
un enunciado v en S150 tal que L = L(1).

De la misma manera que en S1S, daremos una interpretacion mas sencilla
de las férmulas Sing(X), X =Y y NE(X).

Lema 2.2. Sea M = (n,Z) una interpretacion para S150 y sea o un estado
de las variables. Entonces:

I, (X =Y)=1 siysdlosio(X)=0(Y)
I,(NE(X)) =1 siysdlosio(X)#0
Z,(Sing(X)) =1 siy sdlo si o(X) = {m} para algin m € n
Demostracion.
n X =Y.

I, (X =Y)=1 siysflosi Z,( X CYAY CX)=1

I(XCY)=1y

si y sélo si (Y CX)=1

o(X)Ca(Y)y
a(Y) € o(X)

si y solo si
Notemos que la definicion de la igualdad es la usual para conjuntos.

= NE(X).
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I,(NE(X)) =1 siysélosi Z,(3Z~(X C Z)) =

Lzp(—(X CZ)) =1

siy solo si para algin R Cn

. , . IO’[Z/R]<X g Z) = 0
si y sdlo si para algin R Cn
si y solo si o(X) ¢ R

para algin R Cn

Si hay un conjunto R que no contiene a o(X), entonces o(X) # 0.

n Sing(X).
Z,(Sing(X)) =1
v 6lo si I, (NE(X) A
SLYSOOSL vy (NEY)A (Y C X)) > (X CY)) ) =1
v silo i Le(NE(X)) =1y
PYROS L(W(INE(Y) A (Y CX) = (X CY))) =1
I,(NE(X)) =1y
siysélosi Zyp( (NE(Y) A (Y C X)) paratodo PCn

—(XCY))=1

L,(NE(X)) =1y
siysélosi Zyp(-NE(Y) V(Y CX))=10 paratodo PCn
Loy/p(X CY) =1
L,(NE(X)) =1y
Lopy/p(~NE(Y)) =10

si y solo si ara todo P Cn
Y Ty (Y CX) =10 P =
Loy/p(X CY) =1
o(X)#£0y Lema (NE)
siysélosi P=0oPZo(X)o I;)a? ;CIOdO y definicién de
o(X)cr = C

Por lo tanto, si o(X) # () y para toda P C n:

1. Si P =10, Sing(X) es satisfecha.
2. Si PZ o(X), Sing(X) es satisfecha.
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3. Sio(X) C P, Sing(X) es satisfecha.

Las condiciones, (1) y (2), (1) y (3) son mutuamente excluyentes, por
lo que basta ver qué pasa con Sing(X) cuando no se cumplen alguno
de estos pares.

Si (1) y (2) no se cumplen, entonces P C ¢(X) y ademds, Sing(X) es
satisfecha si y sélo si se cumple (3) y esto se cumple si y sé6lo si o(X)
tiene exactamente un elemento.

Si (1) y (3) no se cumplen, entonces o(X) € P, por lo que o(X) # ()
y ademads, Sing(X) es satisfecha si y sélo si se cumple (2) y esto se
cumple si y sélo si o(X) tiene exactamente un elemento.

]

2.5. Equivalencia entre S1S y S1S0

Para verificar que todo lenguaje S1S-definible es aceptado por un autéma-
ta finito utilizaremos S1S0 como puente. Demostraremos que las légicas S1S
y S1S0 son equivalentes, es decir, tienen el mismo poder expresivo. Des-
pués veremos que para cada lenguaje S1S0-defininible podemos construir un
atomata finito que lo acepte. Con esto, sera facil verificar que un lenguaje
S1S-definible es tambien S1S0-definible y por lo tanto, podemos construir
un autémata finito que lo acepte. La razén de utilizar S1S0 es que facilita
considerablemente la construccién de dichos autéomatas.

Necesitamos establecer una relacién entre la interpretaciones para S1S
y S1S0 a partir de los estados de las variables. Como en S1S0 no tenemos
variables de primer orden, al momento de traducir desde S1S no podemos
perder esta informacién y la debemos de codificar de alguna manera. Para
esto, podemos asumir que tenemos una funcion inyectiva que a cada variable
de primer orden en SIS le asigna un simbolo de variable de segundo orden
en S150 de la siguiente manera:

r— X,
y a cada simbolo de variable de segundo orden le asigna el mismo simbolo:
Xr— X

Con esto podemos definir una funcién de traduccién de S1S a S1S0.
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Definicién 2.21. La funcion de traduccion e : @5 — Pgi50 mapea formulas
de S18 en formulas de §150 como sigue:

(z=y)* = Sing(X,)A Sing(Y,) N X, =Y,
X(z)*= Sing(X,) NX, CX
S(z,y)* = Sing(X;) A Sing(Y,) A S(X,,Y,)
Qu(z)* = Sing(X,) N X, CQ,
(mp)® = —e®
(V) = ¢V
(Fzp)* = FX(Sing(X.) A p®)

(AXp)* = X

Es importante notar que la traduccién introduce una variable nueva por
cada variable de primer orden que figure en la formula original. Ademas, esta
nueva variable estd acotada por un cuantificador si y sélo si la variable de
primer orden estd acotada en la férmula original.

Nuestro objetivo ahora, es mostrar que esta traduccion es fiel, en el sen-
tido de que preserva satifacibilidad.

—

Sean M = (n,Z), M = (n,f) interpretaciones para S1S y S1S0, respec-
tivamente. -
Las siguientes definiciones dependen de M y M.

Definicién 2.22. Dado un estado de las variables o en M, definimos el
estado de las variables o en M como:

0(Xz) ={o(x)}
0(X) =0o(X)
Veamos que los estados modificados se corresponden con esta definicion.

Lema 2.3. Sean o un estado de las variables en S1S, x una variable de
primer orden en S1S y p € N. Entonces:

F1X APy (Xs) = ol /pl(X,)

Demostracion.
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—

olz/pl(X.)

o
p} definicién de estado modificado

{o[z/p](x)} definicién de &
{
o[ X./{p}|(X,;) definicién de estado modificado

]

Ahora podemos verificar la traduccién de S1S a S1S0. Primero veremos
que e traduce correctamente cada una de las formulas atémicas de S1S.

Lema 2.4. M =5 (x =y)* si y s6lo si M =, x = y.
Demostracion. M Fs (x=1y)*

siyslosi Z( (z=1y)* ) =1

siy sélosi Zs( Sing(X,) A Sing(Y)NX, =Y, )=1
Z5( Sing(X,) ) =1y

siysélosi Zz( Sing(Y,) )=1y
Li( Xe =Y, )=

C E(XI) = {ol)}y Lema (2.2) y

sty solo si f(Yy) - {AU W)} definicién de &

0(X,) =a(Y))
(

siysolosi o
siysblosi ME,x=y
Lema 2.5. M =5 X(z)® si y sdlo si M =, X ().

Demostracién. M s X (z)°

siy sélosi Zs( X(x)*)=1

siy solosi Zs( Sing(X,) AN X, CX ) =1
si y solo si zg( Sing(X;) ) =1y
T(X,CX)=1
. . 0(Xy)=A{o(x)} y Lema (2.2)y
sty sélo si 0(X,) Cao(X) definicién de &
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. . o(Xy)={o(x)}y . ~
si y solo si 5(X,) C o(X) definicién de &
siysolosi o(x) € o(X)

sty sélosi M =, X(z)

[
Lema 2.6. M =5 S(z,y)® si y sdlo si M =, S(z,y).
Demostracién. M Es S(z,y)*
siysélosi Zs( S(z,y)* ) =1
siysolosi Zs( Sing(X,) A Sing(Y,) N S(X,,Y,) ) =1
:/Z\'a( Sing(X,) )=1y
siysélosi Zz( Sing(Yy) )=1y
To( S(Xe,Yy) ) =1
5(X,) =
C z( )_ {o(x)} v Lema (2.2) y
siysélosi a(Yy) ={o(y)}y ~ definicion de o
(6(X2),5(Y,)) € 57
siysolosi o(y) =o(x)+1 definicién de S7
siysélosi M, S(z,y)  definicién de S*
[

Lema 2.7. M Es Qu(x)® siy sdlo si M =, Qu(x).
Demostracion. M =5 Qq(z)®
siysolosi Zs( Qu(z)®) =1

siysolosi Zs( Sing(X,) A X, CQq ) =1
si y sélo si §E< Sing(X.) ) =1y
Z&( Xe € Qa ) =1
. . 0(Xy)={o(x)} y Lema (2.2)y
sty s6lo si 0(X,) C g definicién de &
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si y solo si ggﬁx; z grz(a:)} Y QI =

siysélosi o(r) € Q%

siy sélosi M =, Qu(x)
[

Asi, los lemas (2.4), (2.5), (2.6) y (2.7) sirven como caso base para la
demostracion por induccién sobre cualquier férmula de S1S.

Teorema 2.1. Sean p,v € ®g;5. Se cumple lo siguiente:
1. M s (mp)® sty sdlo si M =, .
2. M\):a (e V)® siy sdlo si M =, oV 1.
3. M Es (Fxp)® siy sdlo si M =, Jxp.
4 M Es (3X)® siy sdlo si M =, AX .
Demostracion. Por hipdtesis de induccion tenemos que:
= M =5 ¢ siy s6lo si M =, o, es decir, Zs(¢%) = L, (¢).
s M =5 9® siy s6lo si M =, 1), es decir, Zs(1*) = T, ().
Procedemos con el paso inductivo.

L M s (-p)°

n

©

=
I
—

si y solo si

si y sélo si —¢®* ) =1  definicién de o

NN

si y solo si

N
—~~ o~ —~
S
°
~—
I
(@)

si y sélo si w)=0 H.I

siysélosi M E, —p



2. M5 (p Vo)

si y solo si

si y sélo si
si y sélo si
si y sélo si

si y sélo si

si y sélo si

si y sélo si

si y sélo si

si y sélo si

si y solo si

si y solo si

si y solo si

si y solo si
si y sélo si
si y sélo si
si y solo si

si y solo si
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).
(pVvy))=1

*V*)=1 definicién de o

[ ]

~—
|

—_
o

H.I

;ﬂ' =6 6,
S oy

< —

@ B

3. Seapen. M Es (3ze)®

To( (Fzp)* ) =1
T5( 3X,(Sing(X,) Ag®) ) =1

~

Toix, /on( Sing(Xz) ) =1y
Lox, o ¢* ) =1

o(X.)={p}vy para alguna
Toix,/on(¢®)=1 p€En

o(z) =py
I@](@’)zl pEN
Ia[x/p]( (2 ) =1 H.IL
M =, Jzp

Lema (2.2)

para alguna Lema (2.3) y
definicién de o

4. M 5 (3X )

i&( (FXp)* ) =1

fg( JdXe* ) =1  definicién de o

ig[X/P}( ¢*)=1 paraalgin PCn
Tox/p( @) =1 paraalgin PCn H.L
ME, IXp

37
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El siguiente corolario es inmediato
Corolario 2.1. Si ¢ un enunciado en S15, entonces:
M = ¢* siy sélo si M = .

Asi, cualquier féormula de S1S tiene una férmula equivalente en S1S0.
Ahora veamos que el reciproco también se cumple.

Definicién 2.23. La funcion de traduccion x : ®g;50 — Pg15 mapea formulas
de S150 en formulas de S1S como sigue:

S(X,Y) = Sing(X)ASing(Y) A 3JxTy (X(x) ANY(y) AS(z,y))

)
(X CY)' = Ve(X(z) > Y(x))
(X C Qo) = Va(X(z) = Qa(x))
() = —p*
(V) = @V
(AXp)* = IX*

Es importante notar que todas las variables nuevas de primer orden que
introduce la traduccion estan acotadas por algtin cuantificador. Ademas, la
traduccion, no introduce variables nuevas de segundo orden.

De nuevo, establecemos la relacion que hay entre estas logicas a través de
sus modelos y los estados de las variables.

Sean M = (n,7), M = (n,f> dos interpretaciones para S1S y S1S0,
respectivamente. -

Las siguientes definiciones dependen de M y M.

Definicién 2.24. Dado un estado de variables & en M definimos el estado
de las variables o en M como sigue:

a(X) = a(X)

Anélogo al caso de e, ahora podemos verificar la traducion de S1S0 a
S1S. Primero veremos que * traduce correctamente cada una de las férmulas
atomicas de S1S0.

Lema 2.8. M |=; S(X,Y)* si y sdlo si M Es S(X,Y).
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Demostracion. M =z S(X,Y)*

siysélosi Zz( S(X,Y)*) =1
s v s6lo si Zs( Sing(X) A Sing(Y)A
Y F3y(X(z) AY(y) AS(z,y) ) =1
Is( Sing(X) ) =1y
siysélosi Zz( Sing(Y))=1y
Ts( 33y (X () NY (y) A S(2,)) ) =1

o

o ={m}y papeny

Topomm( (X(@)AY(y) pamen ComaZl
NS(z,y)) ) =1

si y solo si

o(X)={pr}y
oY) ={m}y

' / ' /) pa.peny
siysblosi pea(X)y p.a.méeEn

B pa.peENYy . 5
)={m}y D& meEn definicién de &

siysolosi &
siysolosi (5(X),5(Y)) € ST definicién de 5%
siysélosi M s S(X,Y)

Lema 2.9. M =5 (X CY)* siy sdlo si M s X C Y.
Demostracion. M =z (X CY)*

siysblosi Zz( (X CY)*) =

siysélosi Zz( Vo(X(z) > Y(x)) ) =1

siysélosi Tspp( X(z) = Y(x))=1 paratodapecn

p¢a(X)o

si y solo si peFY)

para toda p € n
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pgo(X)o
peay)
siysélosi a(X) Ca(Y)
si y sélo si M Es X CY definicién de Qf

si y sélo si para toda p € n  definicién de o

[
Lema 2.10. M =5 (X C Q,)* si y sdlo si M =5 X C Q..
Demostracion. M =5 (X C Q,)*
siysélosi Zz( (X CQ,)" ) =1
siysélosi Zz( Vo (X(z) = Qu(x)) ) =1
siysélosi T ( X(2) = Qq(x) ) =1 paratodapecn
si y solo si g i Z%X) © para toda p € n
si y sélo si i i Z%X) © para toda p € n ?Eﬁ:ic%ayde =
siysélosi a(X) C QZ
si y s6lo si M Es X CQ,.
0

Anélogo al caso de e, los lemas (2.8), (2.9) y (2.10) sirven como caso base
para la demostracién por induccién sobre cualquier férmula de S1S0 de la
misma forma que lo hicimos en el teorema (2.1).

Teorema 2.2. Sean p,v € ®g;50. Se cumple lo siguiente:
1. M =5 (—@)* siy slo si M =5 —p.
2. M =5 (V)" siy sdlo sz’ﬁ/l\lzé o V.
3. M =5 (3X )" siy sdlo si M =5 3X .
Demostracion. Por hipdtesis de induccién tenemos que:
s M5 " siy sélosi M =5 ¢, es decir, Zz(¢*) = Zs ().

s M =5 9" siy sélo si M s 1, es decir, Zz(¢*) = f&(¢).
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Procedemos con el paso inductivo.

L. M =5 (—p)*
si y sélo si
si y solo si
si y sélo si
si y sélo si

si y s6lo si

2. Mz (e VY

si y sélo si
si y s6lo si
si y sélo si
si y sélo si

si y s6lo si

definicién de *

@
©)=0 H.I.
|:

definicién de *

@
@

(0

p)=1o H.IL
V)=

|:

3. M5 (3Xp)

si y sélo si
si y solo si
si y solo si
si y sélo si

si y sélo si

Zs(3Xe* ) =1  definicién de *
Tsix/p)( 9" ) =1 paraalgin P Cn
fé[X/p}( p)=1 para algin P C n
M =5 3X .

El siguiente corolario es inmediato

Corolario 2.2. Si ¢ un enunciado en S150, entonces:

M=o sz’ysélosz’/\//\l)ch.

H.I

41
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Asi, cualquier féormula de S1S0 tiene una féormula equivalente en S1S.

De esta manera queda establecida la equivalencia entre S1S y S1S0, lo
que nos lleva a verificar la equivalencia entre los lenguajes definibles por las
mismas.

Es importante recordar que dada una palabra w = aq...a,,_1 sobre ¥*, los
modelos de palabra @ y w, para w, son tales que:

. (n,7) es una interpretacién para S18S.

2
I

n )= (n,f) es una interpretacién para S1S0.
Lema 2.11. Sea ¢ € ®g;5 un enunciado en S15. Entonces, L(yp) = L(¢®)

Demostracion.
w € L(yp)
siy sélosiw =@
si y s6lo si w = ¢° corolario (2.1)
siy sélo si w € L(p®)

[
Lema 2.12. Sea ¢ € ®gy59 un enunciado en S150. Entonces, L(p) = L(¢*)

Demostracion.

w € L(yp)

siy sélosiw = @

si y sélo si w = corolario (2.2)
siy sélo si w € L(p*)

Por lo que el siguiente resultado es inmediato.
Teorema 2.3. Un lenguaje es S15-definible si y solo si es S1S0-definible.

Demostracion. Por los lemas (2.11) y (2.12) cualquier lenguaje que puede
expresarse mediante un enunciado de S1S o S1S0, también puede expresarse
con su traduccion.

]
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En este capitulo definimos la légica monadica de segundo orden y dos
signaturas particulares sobre la misma: la logica S1S y la logica S1S0. Tam-
bién definimos las funciones de traduccion e y % que mapean formulas de S1S
a formulas de S1S0 y férmulas de S1S0 a férmulas de S1S, respectivamen-
te. Demostramos que estas dos funciones preservan la satisfacibilidad de las
férmulas y por consiguiente la equivalencia de las légicas S1S y S1S0, esto es,
S1S y S1S0 tienen el mismo poder expresivo y por lo tanto cualquier lenguaje
es S1S-definible si y sélo si es S1S0-definible.

Este resultado nos sera de gran utilidad para demostrar la equivalencia
entre los lenguajes S1S-definibles y los lenguajes regulares y w-regulares.
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Capitulo 3

Equivalencia entre automatas y
l6gica

En 1960, Biichi [1] y Elgot [2] demostraron que un lenguaje de palabras
finitas es reconocible por un autémata finito si y sélo si puede ser caracteriza-
do por una férmula de la légica monadica de segundo orden. Desde entonces,
distintos resultados analogos han sido obtenidos, por ejemplo, sobre palabras
infinitas, arboles y graficas.

En este capitulo demostraremos los teoremas que establecen la equivalen-
cia entre las clases de los lenguajes S1S-definibles y las clases de lenguajes
regulares y w-regulares. Para estos tltimos definiremos la nocién de autéma-
ta de Biichi, el tipo de autémata que los acepta, y revisaremos a detalle sus
propiedades de cerradura bajo las operaciones usuales de conjuntos.

En la demostracion de ambos teoremas, seguiremos el mismo procedi-
miento. Primero veremos que si un lenguaje es reconocible por un autémata
A, entonces es S1S-definible. Para esto, debemos tomar en cuenta las siguien-
tes caracteristicas de una secuencia de aceptacion de A:

p1: La secuencia de estados de una ejecucion de aceptacion de A.

p2: El inicio o paso por el estado inicial de dicha secuencia de estados.
p3: La relacion de transicién con respecto a dicha secuencia de estados.
w4: La condicién de aceptacion.

Siendo cada ¢; una férmula de S1S y codificando la secuencia de aceptacion

45
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en un enunciado de la forma:

VA =def P1 NP2 NP3 N\ @y

Asi, podremos tomar el modelo de cada palabra (finita o infinita) del
lenguaje y verificar que satisface @ 4.

Después veremos que si un lenguaje es S1S-definible, entonces podemos
construir un autémata que lo acepte. Para esto utilizaremos la equivalencia
entre S1S y S1S0. Construiremos, de manera inductiva, utilizando las pro-
piedades de cerradura de los lenguajes regulares y w-regulares, un autémata
por cada féormula de S1S0.

3.1. Autdématas finitos

Para ir de los autéomatas finitos a la légica S1S veremos que dado un
autémata finito A, podemos construir un enunciado ¢ en S1S tal que L(A) =

L(p).

3.1.1. De automatas a logica

En lo que sigue: A = (Q,%,qo, A, F) es un autémata finito con @) =
{0,..,k}, g0 =0, w = ag, ...,a,_1 € L(A) y p, es una ejecucién de aceptacion
de A para w.

Ya que en S1S sélo podemos predicar acerca de posiciones y de conjuntos
de posiciones de palabras, agruparemos las posiciones de w en un conjunto
P; por cada estado ¢ visitado en p,. Esta agrupacién nos permite saber, a
traves de cada posicién de w, que estado fue visitado en p,,. Los siguientes
conjuntos definen dicha agrupacion.

Definicién 3.1. Los conjuntos Py, ..., P, C n son tales que cada P; contiene
las posiciones de w donde el estado 1 es visitado en la ejecucion de aceptacion
Pw- Es decir:

Pz:{.7|?‘:p]7 jen}
Observese que P; es vacio si no se paso por el estado i.

Lema 3.1. Sii,5 € Q yj # 1, entonces P;, P; son ajenos.
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Demostracion. Demostramos por reducciéon al absurdo. Supongamos que P;, P,
no son ajenos y que j # i, entonces existe p tal que p € P; y p € P; y por lo

tanto 1 = p, = J.
[

Con esto, construiremos un enunciado ¢; que codifique cada una de las
condiciones de una secuencia de aceptaciéon de A.

Definicién 3.2. Sean X, ..., X; variables de S1S. Definimos las formulas
01, 2,3 Y 4 de la siguiente manera:

P1 Zdef éé\ Vo(Xi(r) A X;(x))
02 =Zgey  Va(—IyS(y,z) = Xo(x))
©3 Zaer VaVy(S(z,y) = ( V  (Xi(2) A Qulz) A X;(y))))

(i,a,5)€A

P1 Zger  Vr(=IyS(z,y) = ( VF (Xi(z) A Qa())))
(z‘,gg)eA
con i,j € Q.

En adelante utilizaremos P para denotar F, ..., P y X para X, ..., Xg.

A continuacién demostramos la verdad de las formulas anteriores con
respecto a los modelos de palabra e interpretando las variables con respecto
a los conjuntos P; de la definicién (3.1).

Demostracién Sin pérdida de generalidad, podemos tomar cualesquiera i #
j y demostrar sélo que @ |=5, ) Vo—(X;(2) AX;(x)). Sean i, j € Q con i # j.

W =p 5 1
siy solosi @ =5, g Voo

i(2) A X ()

(X )
siysolosi @ s, ¢, 7(Xi(z) AX;(z)) paratodapé€n
siysolosi W=, ¢, "Xi(zr)V-X;(z) paratodap€n
w F’é [Pp/X 2] Xi(x) o
w % [Pp/X ] Xj(x)

siysélosi pZ P, op¢ P; paratodapéEn

si y solo si para toda p € n



48 CAPITULO 3. EQUIVALENCIA ENTRE AUTOMATAS Y LOGICA

Ya que, por el lema (3.1), P, y P; son ajenos, se cumple que p € P; o
p € P; para toda p € n.
m
Demostracion. =5,z ¢2
siysolosi W Fp g Vo(-FyS(y, z) = Xo())
siysolosi @ s, ¢, 73yS(y,2) = Xo(z) para toda p € n
/LD ):[ﬁ,p/)?’z] HyS<y7 x) Y
w ):[ﬁ,p/)aa:] XO(:U)
w ):[ﬁ,p,q/)am,y] S(y,z) o para alguna g € ny
W =5, 5% . Xol2) para toda p € n

paratodapeny
para alguna g € n

si y solo si para toda p € n

si y solo si
siysolosi p=qg+1o0p,=

Sea p € n. Si p = 0, entonces p, = pp = 0. Si p # 0 entonces p = ¢ + 1
para alguna ¢ € n.

[
Lema 3.4. & =5, 5] ¢3-

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos exhibir algunos i, j € @,
a € X, tales que (i,a,7) € Ay sblo tenemos que demostrar que w lz[ﬁ/;?]
VaVy(S(z,y) = (Xi(x) A Qu(x) A X;(y))). Sean i, j € Q y a € X.

w |:[13/)?] ¥3
siy solosi @ 5,5 VaVy(S(z,y) = (Xi(z) A Qalz) A X;(y)))

w ):[ﬁ,p,q/)z,z,y] 5(% y) — paratodap€Eny

YOS (X (@) A Qu(r) A X(y))  para toda g € n

si y solo si 7{) PP pal X S18:Y) © para toda p € n.y
W 0wy Xi(@) A Qalz) A X;(y) paratoda g €n
g#p+1o paratodapeny

v Olo s
51y 80f0 81 pEP,peQf qe P; paratodagé€n

Sean ¢,p € n, en particular a, € w. Basta con ver que pasa cuando
¢g=p+1.Sig=p+1yyaquea, €w, entonces (p,,a,, p;) € A. Tomemos
i =ppa=ayj=p,porloquepeP,peQt qgeP;.
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Lema 3.5. @ =5, ¢ ¢

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos exhibir algunos i €
Q,j € F, a € ¥ tales que (i,a,j) € A y s6lo tenemos que demostrar que
W F=p g Yo(-TyS(z,y) = (Xi(2) A Qu(w))). Seant € Q, j € Fya € X

W FpR) P

siysélosi w
si y solo si

si y solo si para toda p € n

iy s6lo si )Ry O(T,Y) O para alguna ¢ € n
Pp/%a Xi(T) N Qu(x) para todap€n

=p+1lo para alguna g € n

€ P,pe @ paratodap€n

a

si y solo si

Sean ¢,p € n, en particular a, € w. Basta con ver que pasa cuando

q #p+1.51q # p+1paratodaq € n,entoncesp =n—1y p,41 € F, ademas

a, € w, por lo que (p,, ap, pp+1) € A. Tomemos i = p,,a = a,,j = pPpt1,
entonces p € B, p € QL.

]

Cada modelo de palabra de L(.A) satisface las condiciones descritas por
cada férmula ;. Ahora podemos definir un enunciado ¢ 4 que describa a
toda secuencia de aceptacion de A y verificar que todas las palabras de L(.A)
lo satisfacen.

Lema 3.6. Si o4 =gef 3Xo...3Xk(@1 A 02 A p3 A @y), entonces W = @a.
Demostracion. Por los lemas (3.2), (3.3), (3.4) y (3.5) tenemos que:
Wz 01 Y W Fpx) 2 Y W Fpx) s Y O Fipz) o

siysélosi w F[ﬁ/i] O1 A\ Yo A3 A @y
siy sélosi W 3Xo...3Xk(p1 Ao A ps A @y)
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siysblosi Wk py
O

El enunciado ¢ 4 describe las condiciones necesarias de cualquier ejecucién
de aceptacién del autémata A y por lo que toda palabra, aceptada por A,
cumple. Ademds, ¢4 determina al lenguaje L(p4).

Teorema 3.1. Dado A = (Q,%, qo, A, F) un automata finito. Existe ¢ en
S1S tal que w € L(A) sty solo siw € L(p).

Demostracion. Como w € L(A), por el lema (3.6), podemos construir ¢ 4 tal

que W = @4
]

El teorema anterior nos asegura que todo lenguaje regular es S1S-definible.
Lo siguiente es ver que el reciproco también se cumple.

3.1.2. De l6gica a autématas

Para ir de la légica S1S a los autématas finitos, veremos que dada ¢ €
S18S, existe algun AF A tal que L(yp) = L(A). Para esto, utilizaremos la equi-
valencia entre S1S y S1S0. Construiremos, de forma inductiva, un autémata
A que acepte el lenguaje determinado por una férmula v € S1S0 equivalente
a una formula ¢ € S1S. La razoén de hacerlo a través de las férmulas de
S1S0 es que simplifica considerablemente el proceso de la construccion de los
autématas.

Ya que procederemos de forma inductiva sobre la estructura de las férmu-
las de S1S0, necesitamos tomar en cuenta las férmulas con variables libres.
Para esto, definiremos una funciéon v que codificara cierta informacion de los
subconjuntos de n sobre los que se interpretaran dichas variables.

Las siguiente funcién nos sera de utilidad.

Definicién 3.3. Sean i € n y P C n. La funcion p : n x P(n) — {0,1}
determina la pertenencia de un elemento en un subconjunto de n y se define

como:
. 1 1€eP
ﬂ(zv P) = .
0 i¢P
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Extendemos i para k subconjuntos de n: Si P = (P, ..., P), entonces

Definicién 3.4. Sean k > 0, w = ag...a,_1 en X* y P = (Py,...., Py, k
subconjuntos de m. v : ¥* x P(n)k¥ — X%, es una funcién (o familia de
funciones) de codificacion tal que:

y(w, P) = ((ag, p(0, P))...an-1, p(n = 1, P)))
con Yy =3 x {0, 1}~

En particular, si & = 0, entonces 7 : ¥* — ¥* y v(w) = w.

La funcion de codificaciéon v toma una palabra de ¥* y k& subconjuntos
de n y devuelve una palabra sobre el alfabeto X, de manera que, si v’ =
ag...an,_qy = y(w, Py, ..., P;), entonces a; = (a;,by,...,b;), donde cada b; = 1
si y sélo si i € P;. Asi, la pertenencia de ¢ en cada P; esta codificada en el

i—ésimo sfmbolo de w'.

Ejemplo. Si ¥ = {a,b,c},w = abca, P, = {0,3}, P, = {1,2}, P, = {0, 1,3},

entonces:
= y(w, P,) = y(abca, P,) = (a,1)(b,0)(c,0)(a, 1)
= y(w, P) = v(abca, P») = (a,0)(b, 1)(c, 1)(a,0)
w, P3) = y(abea, P3) = (a,1)(b, 1)(c,0)(a, 1)
(5,0, 1
(

waplap2):7(abca>Pl>P2) (a,l,O) 707 )( )( 7170)

b
w y(w, P2, P3) = v(abca, Py, P3) = (a,0,1)(b,1,1)(c, 1,0)(a,0,1)

v waPIaPQanﬂ) ZV(GbCCL;PhPmP?,) =
(a, 1,0, 1)(b,0, 1, 1)(0,0, 1,0)(a, 1,0, 1)

» y(w, Py, P, P) = vy(abca, Py, P3, Py) =
(a,0,1,1)(b, 1,1,0)(c, 1,0,0(a, 0, 1, 1)

Con esto, construiremos un autéomata por cada féormula ¢ de S1S0 y de-
mostraremos que cada palabra es aceptada por A si y sélo si estd en L(p).
Primero los haremos para cada una de las férmulas atémicas de S1S0, las cua-
les serviran de caso base para la demostracién por induccién sobre cualquier
férmula.
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Lema 3.7. Sea ¢ =45 T. Existe un automata A, tal que, para toda w € X*:
W= T siysolo siy(w) € L(A,)
Demostracion. Sean w € ¥*y A, = (Q, %, qo, A, F) tales que:

Q= {C]o}
F={q}

La relacién A consta de las siguientes transiciones:

(90,0,q) € A
con o € 2.
Representado graficamente:
o
Figura: T

Observese que L(A,) = £*, ademds w = y(w) por lo que y(w) € L(A,).
Por otro lado, como = T, en particular w = T.

Por lo tanto, siempre es el caso que y(w) € L(A,) y que w = T.
[

Lema 3.8. Sea ¢ =4y X1 C Xy, con Xy, Xy libres. Eziste un autdmata A,
tal que, para toda w € 3*:

W =g X1 € Xa siy sdlo si v(w, P) € L(A,)

—

Demostracion. Sean Py, P, C ny w' € Xy, tales que v’ = y(w, P) y sea
Aiﬂ = (Qa ZXZaQ())Av F) tal que:

Q ={q 1}
F= {QO}

La relacién A consta de las siguientes transiciones:
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(QO7 (07 17 1)7 qO) €A
(QO7 (0707 b2)>¢]0) €A
(q07 (07 17 0)7 QI) S A
(Qh (07 bla b2)7Q1) €A

con o € X.
Representado graficamente:

(o,1,1)
(0,0,b2) (0’, bl, bg)

OO

Figura: X7 C X
Observemos que v(w, P) € L(A,) siysélosib =by, =100 =0 para
todo simbolo a;, = (a,, b1, b2) de w'. Con lo que:
peEP,pe Pyop¢ P, paratodap €n
siysolosi P, C P,
siysélosi IZ[)?/ﬁ] X C Xy
O]
Lema 3.9. Sea ¢ =45 X C Q,, con X libre. Existe un automata A, tal
que, para toda w € X*:

W Eixp) X C Qq sty sélo siy(w, P) € L(Ay)

Demostracion. Sean P Cny w' € Xy, tales que w' = y(w, P) y sea A, =
(Q7 lev qo, A, F) tal que:

Q={q, ¢}
F= {Qo}

La relacién A consta de las siguientes transiciones:

(90, (0,0),q0) € A
(40, (a,01),0) € A
(90, (p,1),q1) € A
(g1, (0,01),q1) € A
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con a,p € X, p # a.
Representado graficamente:

(0,0)
(a,b1) (O’, b1 )

H (p,1) e

Figura: X C @,
Observemos que y(w, P) € L(A,) si y sélo si, para cualquier simbolo
a,, = (ap, by) de w’, se tiene que a, = a 0 by = 0. Con lo que:
pé& PopeQFf paratodap€n
siysélosi P CQf
siysélosi w=x/p X CQa
]

Lema 3.10. Sea ¢ =45 S(X1,X2), con Xy, Xy libres. Existe un automata
A, tal que, para toda w € 3*:

W g p S(X1, Xa) sty sdlo siy(w, P) e L(A,)

—

Demostracion. Sean P, P, C ny w' € Yy, tales que w' = y(w, P) y sea
Acp - (QJ EX27Q07A7 F) tal que:

Q - {QO,C]17Q27Q3}
F={g}

La relacién A consta de las siguientes transiciones:

(QO7 (070,0)7%) €A (q07 (07 170)7 Q1) €A (QO7 (0707 1)7(]3) €A

(¢1,(0,0,1),q2) € A (q1,(0,0,0),q3) € A (qu,(0,1,b2),q3) € A

(q2,(0,0,0),q2) € A (g, (0,1,02),q3) € A (g2, (0,01,1),q3) € A
(g3, (0,b1,02),q3) € A

con o € 2.
Representado graficamente:
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(0,0,0) (0,0,0)

q1

(,0,0)
(0,1,b2)

(07 b17 b2)
Figura: S(Xi, X»)

Observemos que v(w,ﬁ) € L(A,) si y sélo si, para algunos simbolos
= (ap, b1,b2), a; = (aq,b1,bz) de w', se tiene que ¢ = p + 1, a;, = (ap, 1,0),
= (ag,0,1) y ademds a; = (a;,0,0) si j # p,j # q. Es decir,p € P, p+1 €
Pyysij#p,j#p+1,entonces j & P,j ¢ Ps, estoessiysélosi P, ={p}
y P> ={p+ 1}y esto pasa si y sélo si 0 |=¢ 5 S(X1, Xa).

/
p
/
q

O

Asi, los lemas (3.8), (3.8), (3.9) y (3.10) sirven como caso base para la
demostracion por induccién sobre cualquier formula de S1S0.

Teorema 3.2. Para cada formula o(Xq, ..., Xy) € S150, con Xy, ...X) va-
riables libres, existe un automata A, tal que:

W =iz p) P(Xis . Xi) siy sdlo si v(w, P) € L(A,)

Demostracion. Procedemos por induccion sobre las férmulas de S1S0.
1. Supongamos que ¢ =g,y —tp. Por hipdtesis de induccién, hay un AF
By = (Q, Xxk, g0, A, F') tal que w € L(¢) siy sélo si w € L(By).

Ya que L(—)) = ¥*\ L(¢) y el conjunto de lenguajes reconocibles por
un AF es cerrado bajo complemento, entonces, hay un AF A, tal que
w € L(—) siy sélosiw e L(A,).

Nos basta con tomar A, = (Q, Xxk, g0, A, F”), con F' =Q \ F.
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2. Supongamos que ¢ =g.¢ 1 V p. Por hipétesis de induccién, existen los
autématas finitos Cy, = (Qc, Xk, ge, Ac, Fe) tal que w € L(¢Y) siy
sélo si w € L(Cy) v B, = (@B, Xx;,q8, Ap, F) tal que w € L(p) siy
sélo si w € L(B,). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
QcNQp =10, conlo que Ac N Ag = 0.

Ya que L(¢V u) = L(1p) U L(u) y el conjunto de lenguajes reconocibles
por un AF es cerrado bajo unién, entonces, hay un AF A, tal que
w e L(YV p)siy solosiw e L(A,).

Nos basta con tomar A, = (Q, X, qo, A, F'), donde:

Q=QcUQrU{q}
“ T =%,US,,
F=F:UFs

A= AC UAB U U {(CIO,CZ,Q) | (QC,G,Q) S AC}) U U {(QO,CL,Q)

q€Qc q€Qs

| (g5,a,q) € Ag})

3. Supongamos que ¢(X7, ..., Xi) =dger IXpt19(X1, ...y Xgt1), con X, ..., Xi
variables libres en ¢. Por hipdtesis de induccion, existe un autéomata
Bw - (Qazxk-O—l?qo’ABaF) tal que ’}/(’l,U,P7 Pk—‘rl) S L(Bﬂ)) si y solo si
w ):[X’Xk+l P,Py1] P(X1, ey Xptr)-

Utilizamos By, para construir A, tal que y(w, P) e L(A,) siy sélo si
w ):[X/ﬁ] anJrlw(Xl’ ...Xk-Jrl).

Nos basta con tomar A, = (Q, Xxk, g0, A, F'), donde:

(gi, (@, b1, ..., bg), qj) € A
si y solo si
(gis (a, by, ..., b, bry1), ¢;) € Ap para algin by
Sean wy € Yup YV Wri1 € Lxpe1, tales que wy = v(w,ﬁ) Y Wy =
y(w,ﬁ, Pii1).
Supongamos que wy+1 € L(By), por lo tanto, existe una ejecucién de

aceptacion p = po, ..., p de By para wy41 con po = qo, (pi, wri1(2), pir1) €
AB Y Pn € F.
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Por la construccion de Ay, (pi, wi+1(%), piv1) € Apsiy solosi (pi, wi(i), piy1) €
A, por lo que p es una ejecucion de aceptacién de A, para wy.

Por lo tanto:
v(w, P) € L(A,) siysdlosi ~(w,P,Pe) € L(By)
siysélosi gy, /5p,, YK X)) HIL
siy sélosi w ):[)3/13} AXp (X, o, Xi)
siy solosi W g, (X1, .., Xk)

Con esto terminamos la induccién y la prueba del teorema (3.2).

Ahora consideramos los enunciados de S1S0.

Corolario. Si ¢ es un enunciado de S150, entonces existe un AF A, tal que

L(p) = L(Ay).

Demostracion. Por el teorema (3.2), existe un AF A, tal que w = ¢ siy
solo si y(w, P, ..., P;) € L(A,). Ahora, como ¢ es un enunciado y no tiene
variables libres, entonces k = 0, por lo que v(w, P, ..., P;) = v(w) = w y por
lo tanto, w = ¢ si y sélo si w € L(Ay).

UJ

Ahora ya podemos establecer el vinculo entre la 16gica S1S y los autématas
finitos.

Teorema 3.3. Dada ¢ € 518, existe un autdmata finito A, tal que w € L(p)
si y solo st w € L(Ay).

Demostracion. Sabemos que S1S0 es equivalente a S1S. Sean ¢ € S1Sy ¢ €
S1S0 tales que ¥ = ¢*, por lo que W = ¢ si y sélo si w = ¢. Por el teorema
(3.2), existe un autéomata A, tal que w = 1 siy sélo si w € L(Ay). Basta
con tomar A, = Ay, por lo que w € L(p) si y sélo si w € L(A,).

O]

Ya tenemos todas las bases para poder enunciar y demostrar el teorema
de Biichi/Elgot para lenguajes regulares.

Teorema 3.4 (Teorema de Biichi/Elgot). Un lenguaje de palabras finitas
es reqular si y solo si es S1S-definible.
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Demostracion. (=). Del teorema (3.1) tenemos que: Dado A = (Q, X, o, A, F)
un autémata finito. Si w € L(A) C ¥*, entonces existe ¢ € S1S tal que
w e L(p).

(«<). Del teorema (3.3) tenemos que: Dada ¢ € SIS, existe un autémata
finito A, tal que w € L(ip) siy sélo si w € L(Ay).
[

Un resultado importante es la decidibilidad de S1S con interpretacién
sobre n que se sigue de la demostracion del teorema (3.4).

Corolario 3.1. La logica S1S es decidible. Es decir, dada una formula ¢ en
S1S, podemos determinar si existe o no w € X* tal que w = .

Demostracion. Sea ¢ una férmula en S1S. Por el teorema (3.1), podemos
construir un AF A, tal que w € L(A,) siy sélo si w € L(p), para toda
w e X"
Por el lema (1.1), podemos determinar si L(A,) # 0, es decir, podemos
saber si existe w € ¥* tal que w € L(A,).
O

Hemos establecido la equivalencia entre los lenguajes regulares y los len-
guajes definibles en la logica S1S interpretada sobre subconjuntos finitos de
N. Lo siguiente es ver que dicha equivalencia existe, de forma analoga, en el
caso de una generalizacion sobre palabras infinitas, es decir, en el caso de los
lenguajes w-regulares y la logica S1S interpretada sobre N.

3.2. Autdématas de Buchi

Con los autéomatas finitos podemos modelar problemas en los que se es-
pera leer una entrada finita, hacer algin célculo y terminar. Sin embargo,
muchos problemas no son de ese tipo. Por ejemplo, consideremos:

= Un sistema operativo.
» Un sistema de control aéreo.

= Un sistema de control de procesos de una fabrica.
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Idealmente, estos sistemas podrian procesar un nimero infinito de entra-
das y nunca terminar su ejecucion. Para modelar estos sistemas necesitamos
extender la definicién usual de autémata finito.

Un autéomata de Biichi es un autémata finito que recibe como entrada pa-
labras infinitas. Una palabra infinita es aceptada si, al menos un estado final
es visitado un niimero infinito de veces. Las siguientes definiciones formalizan
dichos conceptos.

Definicién 3.5. Una palabra infinita u w-palabra o sobre un alfabeto X2, es
una secuencia infinita de simbolos, a = agay..., donde cada a; € 3.

Ejemplo. Si ¥ = {a,b,c}. Las siguientes son w-palabras sobre X:
= qaaaaaad . . .
= abababab . ..
= cabccbeeeececec . . .

Podemos representar a « como una funcién o : N — X, con lo que (i)
denota el simbolo que estd en la i-ésima posicién: a(i) = a;.

Ejemplo. Si o = cabcebeeeceece. . ., entonces, a(0) = ¢, (1) = a, a(5) = b.

Definicién 3.6. X% es el conjunto de todas las palabras infinitas sobre el
alfabeto 3.

Definicién 3.7. Sea L C ¥* un lenguaje de palabras finitas. El conjunto
LY C 3% es el conjunto de palabras infinitas formadas a partir de la conca-
tenacion de un numero infinito de palabras de L:

LY ={a e ¥ | a=wuwwsy..., conw; €L}
Decimos que L¥ es la w-potencia de L.

Definicién 3.8. Si o € X¥,i,5 € N,i < 7, el segmento de o desde i hasta
7 — 1 lo defintmos como:

a(i,j) = a(i)a(i +1)...a(j — 1)

Ejemplo. Si a = cabecbeceecece. . ., entonces, a(0,1) = ¢, a(0,5) = cabee,
a(5,7) = be.
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Definicién 3.9. Sean A = (Q, %, qv, A, F') un automata finito y o € 3. Una
ejecucion p, de A sobre «a, es una secuencia infinita de estados po, = popi.---
tal que po = qo y (pi; @i, piy1) € &, con 0 < 4.

Si A es un autémata finito y o € ¥, en cualquier ejecucién p,, de A para
«, algunos estados son visitados sélo un nimero finito de veces y otros un
nimero infinito. Llamamos a estos conjuntos fin(p,) e infty(p. ), respectiva-
mente, y los definimos de la siguiente manera:

Definicién 3.10. El conjunto de estados que son visitados un niumero infi-
nito de veces es:

infty(pa) ={q € Q[ Fi € N: p; = ¢}
donde 3 denota al cuantificador "existe una infinidad”.

Definicién 3.11. El conjunto de estados que son visitados sélo un nimero
finito de veces es:

fin(pa) ={q € Q| Fi tal que Vj >1i: p; # q}
Observese que Q \ infty(pa) = fin(pa).

Proposicion 3.1. Hay un sufijo infinito de la ejecucion p, en donde nin-
guno de los estados de fin(p,) es visitado y sélo son visitados los estados de
infty(pa)-

Demostracion. Como @ es finito, entonces fin(p,) es finito. Por definicién de
fin(pa), sabemos que Vq € fin(p,), 3i tal que Vj > i, p; # q.

Sea k el méximo numero de esas i’s, entonces Yq € fin(p,) vy Vj > k,
pj # q. Supongamos que existe [ > k tal que p; € fin(p,), eso contradice la
suposicion de que Vj > k, p; # q.

Por lo tanto Vj > k, p; ¢ fin(p,) v ademas como p, es una secuencia
infinita, Vj > k, p; € infty(pa). Es decir, pr+1pkr2pk+s - - - es un sufijo infinito
con estados en infty(p,).

O

Es razonable asumir que la clasificacion de una ejecucién, como de acep-
tacion o de rechazo, recae en su comportamiento en el limite y por lo tanto
debe depender sélo de infty(p,). Biichi sugirié clasificar la ejecucién como
de aceptacién si visita algin estado en F' un ntimero infinito de veces. Cémo
solo hay un nimero finito de estados en () y F', esto es equivalente en pedir
que la ejecucion visite algun estado fijo en F' un nimero infinito de veces.



3.2. AUTOMATAS DE BUCHI 61

Definicion 3.12. Un autémata de Biichi A es un autdmata finito tal que
A= (Q,%,q,A, F) y el lenguaje aceptado por dicho autdmata es:

L(A) = {a | 3pa : infty(pa) N F # 0}

Observese que la tnica diferencia entre un autémata finito y un autémata
de Biichi recae solamente en la condicion de aceptacion. También es impor-
tante notar que para cualquier autémata de Biichi A, ninguna palabra finita
es aceptada puesto que la definicién de L(.A) depende de una ejecucion infi-
nita p, de Ay del conjunto infty(p.).

Definicién 3.13. Una ejecucion p, = popips - .- de A para a € ¥, es una
ejecucion de aceptacion si 3¥i € N: p; € F. Decimos que « es aceptada por
A si existe una ejecucion de aceptacion de A para c.

3.2.1. Lenguajes w-regulares

Damos a continuacién, a partir de un autémata de Biichi, la definicién
de los lenguajes w-regulares.

Definicién 3.14. Un lenguaje L C 3% se dice que es w-reqular si es aceptado
por un automata de Biuchi.

Los lenguajes w-regulares cumplen con las mismas propiedades de cerra-
dura de los lenguajes regulares y también pueden ser definidos a partir de
ellos, como demostraremos mas adelante. Por esto, los lenguajes w-regulares
se pueden ver como una generalizacion, sobre palabras infinitas, de los len-
guajes regulares.

Ejemplo. Los siguientes son automatas de Biuchi.

b,c a,c

e

b

FEste autdmata acepta todas las w-palabras sobre {a,b,c} en las cuales, no
hay simbolo a o toda a tiene una b en algun lugar a su derecha.
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b
a,b
a

FEste autémata acepta todas las w-palabras sobre {a,b} que tienen un
numero infinito de simbolos a.

a,b b

~(o)——()

FEste autémata acepta todas las w-palabras sobre {a,b} que tienen un
numero finito de simbolos a.

De los autématas descritos anteriormente, sélo el 1ltimo no es determi-
nista. Llamaremos al lenguaje aceptado por ese autémata, Fin(a). Desafor-
tunadamente, no podemos disenar un autéomata de Biichi determinista que
acepte a Fin(a).

Proposicion 3.2. No hay un automata de Bichi determinista que acepte
unicamente al lenguaje Fin(a).

Demostracion. Supongamos que hay un autémata de Biichi determinista 4
que acepta unicamente a Fin(a). Este autémata debe de tener una ejecucién
de aceptacién unica sobre la palabra ab” (donde b = bbbb...). Supongamos
que esta Unica ejecucion entra a un estado en F' después de ab™ para alguna
ny > 1. Ahora, ab™ab® también esta en el lenguaje y hay una ejecucion
Unica para esta palabra, la cual extiende la ejecucién para ab™ aceptandola
y ademas, dicha ejecucion, debe visitar un estado en F después de leer a
ab™ab™ para alguna ny > 1. Repitiendo este argumento podemos construir
una secuencia ab™ab™...ab™ ..., en la que la ejecucion unica visita un estado
en I’ una infinidad de veces y por lo tanto, la cadena con una infinidad de
simbolos a es aceptada por A. Esto contradice nuestra suposicién de que A
acepta unicamente el lenguaje Fin(a).

m
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Por lo anterior, centraremos nuestra atencién en los automatas de Biichi
no deterministas y nos referiremos a los mismos como ABN. Antes de ver las
propiedades de cerradura de estos autématas, veamos un par de aplicaciones
interesantes.

Los sistemas concurrentes tienen un numeroso rango de aplicaciones entre
las que se encuentran la inteligencia artificial, la fisica y el analisis del clima.
Estos sistemas son construidos a partir de multiples maquinas o procesado-
res y son utilizados en conjunto para resolver problemas especificos. Dichos
problemas requieren un alto grado de complejidad computacional debibo a
la naturaleza de los mismos. Al modelar sistemas concurrentes, se busca que
estos cumplan correctamente con algun conjunto de requerimientos median-
te programas llamados verificadores de modelos. Dos problemas principales
que se presentan en este tipo de modelos son: las secuencias de eventos y la
exclusion mutua.

Es importante mencionar que en la programacion concurrente, accesos
concurrentes a recursos compartidos pueden llevar a comportamientos erréneos
o inesperados, por lo que la parte del programa donde se accede a dichos re-
cursos compartidos, estd protegida. Esta seccién protegida es conocida como
seccion critica o region critica y no puede ser ejecutada por més de un pro-
ceso a la vez. Tipicamente, la regién critica accede a uno o mas recursos
compartidos como: una estructura de datos, un dispositivo periférico o una
conexién de red, los cuales no permiten multiples accesos concurrentes[19].

Secuencias de eventos: Supongamos que hay cinco tipos de eventos
a, b, ¢, d, e, que pueden ocurrir en el sistema que queremos modelar. Sea
Y =A{a,b,c,d,e}.

Primero consideremos el caso en el que requerimos que el evento e ocurra
al menos una vez. El siguiente ABN acepta tinicamente los elementos de 3¢
que contienen almenos una ocurrencia de e:

a,b,c,d a,b,c,d, e

@ -
—
Ahora supongamos que requerimos que todo evento ¢ sea seguido imedia-

tamente por un evento e. El siguiente ABN acepta unicamente los elementos
de X“ que satisfacen ese requerimiento:
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a,b,d, e

e

e
a,b,c,d

a,b,c,d,e

Exclusion mutua: Supongamos que queremos modelar un sistema con-
currente con dos procesos y con la restriccién de que nunca suceda que ambos
procesos se encuentran en su regién critica al mismo tiempo. A esta restric-
cion le llamamos exclusién mutua. Una forma de modelar el comportamiento
de sistemas concurrentes complejos es permitir entradas que correspondan
a expresiones booleanas que capturen las propiedades de interés. De esta
manera, los mismos enunciados booleanos se pueden combinar para formar
distintas expresiones en distintas maquinas que corresponderan a diferen-
tes propiedades deseadas. Para capturar la restriccién de exclusién mutua,
usaremos los enunciados booleanos:

» RCy, el cual tendra el valor de verdad 7' (verdadero) si y sélo si el
proceso pg esta en su region critica.

» RCY, el cual tendra el valor de verdad T (verdadero) si y sélo si el
proceso p; esta en su regién critica.

Con lo cual, el alfabeto ¥ queda determinado por las expresiones boolea-
nas: RCy A RCy, =(RCy A RCy) y T. Es decir, ¥ = {(RCy A RCY), ~(RCy A
RCY),T}.

El siguiente automata de Biichi acepta unicamente las secuencias de en-
tradas que satisfacen la propiedad de que RCy y RCY nunca ocurran:

_'(RCO VAN RCl) T

(1))
—{( 9o

A continuacién veremos que los automatas de Biichi también cumplen
con las mismas propiedades de cerradura que cumplen los autéomatas finitos.
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3.2.2. Propiedades de cerradura

Probaremos las propiedades de cerradura de los lenguajes w-regulares, y
por consiguiente la de los autématas de Biichi, con respecto a las operaciones
usuales de conjuntos y a la concatenacién. Lo haremos construyendo para
cada propiedad, su correspondiente autémata.

Lema 3.11. 5 V C ¥* es regular, entonces V¥ es w-regular.

Demostracion. Como V' es regular, existe un AF A = (Q4, %, qa, Au, F4)
que lo reconoce. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que no existe
alguna transicién hacia g4 y que € € V. Construimos el ABN B a partir de
A de tal forma que B = (Q, %, g4, A, F'), con:

= A=A4U U {(g,0,94) | (q,0,q7) € Au}.

qrElA

= F'={qa}.

Sea o € V¥ por lo que a es de la forma o = wowy..., con w; € V.
Sabemos que para toda ¢ € N, w; € V si y sélo si existe una ejecucién de
aceptacion p,,, de A sobre w; tal que:

L. pu; = PP,
2. ph=qa.
3. p?rzl e Fy.

4. (p;ﬂwl(jl)vp;ﬂrl) € AA? con 0 < j’L < 1.

Por definicién de A, (pf, _;,wi(n; —1),q4) € A. Por lo tanto, hay una
ejecucién p, de B sobre a tal que po, = pi, py, ---, siendo cada p, una
subsecuencia de estados de la forma pl, = qapi...ph,_;.

Notemos que después de la ejecucién de cada w;, se pasa por el estado
ga € F'y como esto sucede una infinidad de veces, infty(p,) N F # (). Por lo
tanto, p, es una secuencia de aceptacién y a € L(B).

Por otro lado, sea 5 € L(B), por lo que existe una ejecucién de aceptacién
ps de B para 3. Por definicién de F', el estado g4 es visitado un nimero
infinito de veces en pg, por lo cual, ps es de la forma pg = pyp] ..., siendo
cada p} una subsecuencia de la forma p} = pjpip ... pl, , con pjj = qa.
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Por lo anterior, § es de la forma 5 = wyw; ... tal que para cada i € N,
(phwi(§),pl1) € A, con 0 < j < ng + 1. Por definicién de A, para cada
transicién (pf, , wi(n;),qa) € A, existe ¢; € Fu tal que (p} ,w;(n;), ¢;) € A,
por lo cual, cada w; € V' y por lo tanto g € V¥.

Por lo tanto V¥ = L(B) y V¥ es w-regular.
]

Lema 3.12. 5i U C ¥* es reqular y L C X% es w-reqular, entonces U - L es
w-reqular.

Demostracion. Como U, L son regular y w-regular, respectivamente, existe un
autémata finito A = (Q4, X%, qa, Au, F4) que reconoce a U y un autémata
de Biichi B = (@5, X, g5, A, F) que reconoce a L. Sin perder generalidad,
podemos suponer que Q4 N Qp = 0.

Construimos el ABN C de tal forma que C = (Q4UQz, ¥, g4, A, Fg) con:

A=AU005 U | {(ga,q8) | (g,0,qr) € Au}

qrEl A

Sea a € U - L, por lo que « es de la forma o« = wf, con w € U, € L.
Sabemos que w € U si y sélo si existe una ejecucién de aceptacion p,, =
Py ---pr, con py = qa 'y py € I También sabemos que 8 € L si y sélo
si existe una ejecuciéon de aceptacion pg = pg pf .eny CON pg = qg tal que
z’nfty(pg) N FB 7£ Q)

Sea p, la ejecucion de C sobre a. Por definicién de A y como p € Fy, se
tiene que (p¥_,,w(n —1),qg) € A. Con esto, la subsecuencia de estados p,
para w es tal que p), = qap1...pn—1, ademads, la subsecuencia de estados para
B es ps, ya que Ag C A.

Por lo anterior, p, = pl,pg, ademéds, es claro que infty(p,) N Fz # 0, pues
infty(pg) N Fp # (), entonces p,, es una secuencia de aceptacién y por lo tanto
a e L(C).

Por otro lado, sea 8 € L(C), entonces existe una secuencia de aceptacién
ps = pop1 ... de C para (3, con lo que infty(ps) N Fz # 0. Por la definicién
de C, po = qa. Por la definicién de A y dado que Q4N Qg =0, ps es de la
forma pg = 53, con ps = qanve. 1Y §g = &1 - -

Es claro que cada v; € Q 4, por lo que (v;, 8(7), Yix1) € Ay, con 0 < i < n.
De la misma manera, cada & € Qp, por lo que (&, 58(n + j),&41) € Ap.
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Ademas, como (y,—;, B(n — 1),q5) € A, existe ¢ € F4 tal que (v,—;, B(n —
1), q) e Ay.

Entonces, la secuencia q47y172...7.-1¢ €s una ejecuciéon de aceptacion
de A para B(0,n) y por lo tanto 5(0,n) € U. Por otro lado, dado que
infty(pg) N Fg # (), entonces £z es una secuencia de aceptacién de B para
B = pn)B(n+1)B(n+2)..., por lo tanto, ' € L. Ya que 5 = (0,n)/,
entonces f € U - L

Por lo tanto U - L = L(C) y U - L es w-regular.
[

Lema 3.13. Si Ly, Ly C ¥ son w-requlares, entonces Ly U Ly es w-reqular.

Demostracion. Como Ly, Ly son w-regulares, existe un autéomata B = (Qg, %, ¢z,
Ap, Fg) que reconoce a L; y un autémata C = (Qc, X, qc, Ac, Fe) que re-

conoce a Ly. Y ademds podemos suponer que Qs N Q¢ = 0 y por lo tanto
AgNAe =0.

Construimos el ABN A de tal forma que A = (Q, %, qo, A, F'), con:
= Q=QsUQcU{q}
= A=AgU AcU U {(9.a.9) | (g5.a,9) € Ag}) U U {(q0,a,9) |

q€Qp q€Qc

(QC7&7q) S AC})
m F'=FgU Fp.

Sea o € L1ULsg, si a € Ly, entonces existe una ejecucion de aceptacion p,
de B para « tal que p, = ggpipz... con infty(ps) N Fg # 0. Por la definicién
de A, la ejecucion &, de A sobre « es de la forma &, = qop1p2..., ademas
Fs C F, por lo que infty({,) N F # 0. Por lo tanto, &, es una ejecucién de
aceptacion y por lo tanto « € L(A). De la misma manera, si « € Lo, entonces
a € L(A).

Sea o € L(A), entonces existe una ejecucién de aceptacién p, de A sobre
a tal que po = qop1..- v infty(pa) NF # (). Notemos que por la definicién de A
y dado que QgNQc =0y AgNAe =, si p; € Qp, entonces Vi > 0, p; € Qp
y ademas la ejecucion &, de B sobre a es de la forma &, = gpp1p2..., por lo
que infty(€,) N Fg # (). Entonces &, es una ejecucion de aceptacion de B sobre
a y por lo tanto a € L. De la misma forma, si p; € ()¢, entonces o € Ly y
por lo tanto av € L1 U L.
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Por lo tanto Ly U Ly = L(B) y Ly U Ly es w-regular.
]

La siguiente propiedad de cerradura es con respecto a la interseccion.
Observese que esta propiedad no se puede demostrar apelando a la unién y
al complemento, como en el caso de autématas finitos, puesto que la cons-
truccion de un autéomata de Biichi para el complemento de un lenguaje es
complicada y no se ha discutido atin. En su lugar, es facil adaptar la cons-
truccién del autémata producto del caso finito a los automatas de Biichi.

Lema 3.14. §i Ly, Ly C 3% son w-regulares, entonces L1 N Ly es w-reqular.

Demostracion. Como Ly, L son w-regulares, existe un autémata B = (@Qg, 2, gz,

Ag, F5) que reconoce a L; y un autémata C = (Qc, X, qe, Ac, Fe) que re-

conoce a Ly. Y ademds podemos suponer que @ N Q¢ = 0 y por lo tanto
AN A = 0.

Construimos el ABN A de tal forma que A = (Q, %, qo, A, F') con:
» Q= Qp X Qc x {bo,b1,ba}, donde by, b1, by & QU Qc.
= qo = (g5, qc, bo).

» F'=Qp X Qc x {ba}.

Definimos A como sigue:
Si (Q7 a, q/) € AB y (Ta a7TI> € AC

= ((q,7,b0),a,(q',7",b1)) € Asiq € Fg
w ((q,r,b1),a,(¢,1",by)) € Asir’ € Fe
= ((¢,7,b2),0,(¢, 7", b)) € A
= ((¢,7,b0),a,(q, 7", bg)) € A
= ((q,7,b1),a,(¢, 7", b1)) € A

Sea o € LN Ly, entonces existe una ejecucion de aceptaciéon p, de B para
a tal que p, = qgpips... con infty(p,) N Fp # () y una ejecucion de aceptacion
&y de C para « tal que &, = qe&1&s... con infty(§,) N Fe # (. Por definicién
de A, ((g8; gc, bo), (0), (p1,&1,b0)) € A.
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Como p,, &, son secuencias infinitas podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que existen 0 < j < k tales que p; € infty(pa) N Fp, & €
infty(a) N Fe y ademas 3°L,m (I <m A p;j = pr A& = Em)-

Con lo anterior, tenemos los siguientes casos:

1. Si0< i< j,entonces ((p;, &, bo), (), (pis1,Eiv1,b0)) € A.
2. Sii=j—1, entonces ((pi,&,bo), a(3), (pj, &, 01)) € A.
3. Sij <i<k,entonces ((p;, &, b1), (i), (piv1,&iv1,01)) € A.
((pi & br), (@), (pr, &, b2)) € A
)

. ((pk>£k7b2)aa(k) (pk+17§k+17b0) €A,

4. Sii =k — 1, entonces

ot

Notemos que a partir del caso 5, al llegar a p;, 1 estamos en un estado de
la forma (p;, &;, by) por lo que volvemos a estar en el caso 1. Por los casos 1 a
5y dadas [, m de la forma antes descritas, pasamos por un numero infinito de
estados de la forma (p;,&,01) ¥ (P Em, b2), ademds de que (pm, Em, be) € F,
por lo tanto tenemos que (pp,, &m, b2) € infty(o,) N F' y por tanto infty(o,) N
F #£0.

Por lo anterior, la ejecucién g, de A sobre « es tal que o, = (gz, qc, bo)

(P1:&1500) - (55§55 01)(Ps15 &1, 01) o (Pios €k b2) (Prt1, k1, bo)-... Dado que
infty(oo) N F # 0, 0, es una ejecucién de aceptacion, por lo que a € L(A).

Por otro lado, sea o € L(.A), entonces existe una ejecucién de aceptacién
Poa = pop1-.. de A para «, con cada p; de la forma p; = (p,r,bg), con
p € Qp, r € Qc, k € {0,1,2}. Por definicién de A, para todas p,p’ €
Q1,7 € Qc,i € N, cada transicién ((p,,b;), a(i), (p/,r',br)) € A siy sélo
si (p,a(i),p )EABy(ra() )GAC

Sean pg = p5pS ... v pe = pSp5 ... las ejecuciones de B y C para a,
respectivamente, de tal forma que p; € A si y sélo si pP € Agy pf € Ae.

Por definicién de F', existe un estado gy € F de la forma gy = (p, r, by) que
es visitado una infinidad de veces en p,. Por definicion de A, sélo podemos
llegar a gy si r € F¢ y se visité un estado g, de la forma ¢, = (p',7’,b1).
Por la construccion de pe y como gy es visitado una infinidad de veces, por
lo tanto, infty(pc) N Fe # 0, es decir, pe es una ejecucién de aceptacién de
C para « y por lo tanto, a € Ly. De la misma manera, s6lo podemos llegar
a qy sip € Fpy se visité un estado g, de la forma g,, = (p”,r",by). Por
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la construccion de pp y como g, es visitado una infinidad de veces, por lo
tanto, infty(ps) N Fg # 0, es decir, pp es una ejecucion de aceptaciéon de B
para « y por lo tanto, a € Ly. Por lo anterior, o € Ly N Ls.
Por lo tanto Ly N Ly = L(A) y L1 N Ly es w-regular.
O

Como ya se menciond, la propiedad de cerradura bajo complemento re-
quiere de un mayor analisis debido a la complejidad que involucra el trabajar
con palabras infinitas. La siguiente seccién esta dedicada a la demostracion
de dicha propiedad.

3.3. Cerradura bajo complemento

Hasta ahora, demostrar cada una las propiedades de cerradura se han
reducido a construir el correspondiente autéomata de Biichi. Sin embargo, la
cerradura bajo complemento no puede ser dada en los mismos términos y es
aqui precisamente donde radica la dificultad de la demostracién del teorema
de Biichi sobre w-palabras. Para demostrar esta propiedad necesitamos pro-
fundizar un poco més en el comportamiento de una ejecucion en un autémata

de Biichi.
En lo que sigue, A = (Q,%,qo, A, F) es un ABN, w € ¥* y o € 3%,

Definicién 3.15. Denotamos con ¢ — ¢ al hecho de que ezista una secuen-
cia po, ..., pn € Q tal que ¢ = po,q' = pn Y (P, w(i),piy1) € A para 0 < i < n.

Observese que ¢ — ¢ sucede si y sélo si la ejecucién de la palabra finita
w, a partir de ¢, termina en ¢'.

Definicién 3.16. Denotamos con Wyqqy al conjunto de palabras finitas da-
das por las secuencias de estados que van de q a ¢, es decir:

Wagey ={w e[ ¢ ¢}

Es claro que Wy, es regular. La siguiente propiedad de este conjunto
sera de utilidad mas adelante.

Lema 3.15. Para todo estado q € Q, Waqq) - Wawg € Wagq)-
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Demostracion. Siw € Wagq) * Wagq), entonces w = xy con z,y € Wayq),

por lo que ¢ = g % ¢, lo cual significa que ¢ — ¢ v por lo tanto w € W a(qq)-
[

Las siguientes dos definiciones son analogas a las anteriores agregando la
condicién de que se visite un estado final.

Definicién 3.17. Denotamos con q % q si hay una secuencia po, ..., p, € Q

tal que ¢ = po, ¢ = pn y (pi, w(i),pi+1) € A para 0 <i <n y ademds p; € F
para alguna .

Definicion 3.18. Denotamos con Wf(qq,), al conjunto de palabras finitas

dadas por las secuencias de estados que van de q a ¢ pasando por algin
estado final, es decir:

W.ﬁ‘(qq/) = {w Sy ‘ q % q,}

Nuevamente, es claro que Wj( 4q') €8 regular.

Con esto, podemos caracterizar a la clase de los lenguajes w-regulares
como uniones finitas de lenguajes que son concatenacién de un regular con
la w-potencia de otro regular.

Teorema 3.5. Un lenguaje L C X% es w-reqular si y solo st L es la union
finita de lenguajes U; - V¥ donde U;, V; C ¥* son regulares, es decir:

mas aun, V; - V; C V.

Demostracion.

(=) Como L es w-regular, existe un autémata A = (Q, %, qo, A, F') de Biichi
que reconoce a L. Observese que por la definiciéon de aceptacion de un ABN,
el w-lenguaje reconocido por A es:

L=L(A) = U Wagoq) - Waige)”

qeEF

Ademads, por el lema (3.15), Wa(qq) - Wagg) € Waiqq)-
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(<) Sean U;, V; C ¥* lenguajes regulares con i < n para alguna n € N.
Por los lemas (3.13), (3.12) y (3.11), L = |J U; - (V;)* es w-regular.
i=0
O

El siguiente corolario es de gran importancia.

Corolario 3.2. Dado un ABN A= (Q,%,q, A, F), podemos determinar si
L(A) #0.

Demostracion. Puesto que el problema de verificar si un lenguaje regular es
vacio, es decidible y dado que, por el teorema anterior, L(A) = |J U; - (V;)¥,
=0

i
con U; y V; regulares, el problema se reduce a verificar si V;* es no vacio. Esto
es inmediato puesto que V; es regular y V; = ) si y s6lo si V¥ = ().

O

Lo que haremos a continuacién sera caracterizar a los w-lenguajes a través
de clases de congruencia y utilizar algunas propiedades que resulten de esta
caracterizacion. Esto cobra sentido si pensamos en el teorema de Myhill-
Nerode y los lenguajes regulares.

Definicién 3.19. Sean u,v € ¥*. Definimos la relacion =4 sobre ¥X* como:

U=4v 8ty Ssolo si
Vp,q € Q(u € Wapg) & v E Wapg Auc Wj(pq) S E Wf(pq))

es decir, para cualesquiera p,q estados en @), u nos lleva de p a q si y
solo st v nos lleva de p a q y ademds con u pasamos por un estado final si y
solo si también lo hacemos con v.

La siguiente propiedad de la relacion de equivalencia =4 es relevante.
Lema 3.16. La relacion =4 es una congruencia de indice finito sobre ¥*.

Demostracion. Es claro que la relacién =4 es de equivalencia ya que esta
definida directamente en términos de equivalencias logicas y es de indice
finito porque @ es finito y cada una de sus clases estda determinada por un
par de elementos de (). Veamos ahora que =4 es una congruencia.

Sean u,v,r € X* tales que u =4 v. Supongamos que u,v € Wy, para
algunos p,q € Q. Sidr € Q (v € Wy(gr)), entonces ux € Wapn Ave € Wag.
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SiVr € Q (x & Wa(gr)), entonces ux & Wagm Ave & Wy ). Por lo que ambos
casos permiten concluir que Vo € ¥* (ux € Wapr & vo € Wypy)). De
manera similar podemos mostrar que Vo € ¥* (ux € Wj(pr) S oor € Wj(m)).
Por lo tanto ux =4 vz, es decir, =4 es invariante por la derecha.
Siguiendo el mismo razonamiento podemos ver que zu =4 xv y por lo
tanto =4 es invariante por la izquierda.
O

El siguiente concepto es de primordial importancia para demostrar la
cerradura de los lenguajes w-regulares bajo complemento.

Definicién 3.20. Sea = una congruencia sobre ¥*. Decimos que = satura
a un w-lenguaje L C X% si, para todas las clases U,V de=, U-VYNL # ()
implica que U - V¥ C L.

A continuacién mostramos que la recién definida congruencia =4, satura
tanto a L(A) como a su complemento.

Lema 3.17. La congruencia =4 satura a L(A).

Demostracion. Sea A = (Q, %, qo, A, F') un ABN, sean U,V clases de con-
gruencia de =4 tales que U - VYN L(A) #0ysecaa € U-V*NL(A). Como
a €U - VY a=uvvy..conu € U, v; € V. Como o € L(A), existe una
ejecucion de aceptacion p, de A para «, a partir de la cual podemos obtener
estados ¢oqigo... de modo que gy — ¢1 — ¢o —= ... y ademés ¢; % ¢i+1 para

una infinidad de indices 1.

Sea € U - V¥ tal que 8 = v'vjvh... con v € U, v, € V i > 0. Como
U,V son clases de =4, entonces u =4 v’ y para i > 0 v; =4 v} por lo que

Qo i) Q1 2N G2 3 y ademas g¢; % ¢i+1 para una infinidad de indices i. Esta

secuencia de estados atestigua que 5 € L(A) y como € U-V* es arbitraria,
entonces U - V¥ C L(A) y por lo tanto =4 satura a L(A).
]

Lema 3.18. La congruencia =4 satura a 3¢\ L(A).

Demostracion. Sea A = (Q, %, qo, A, F') un ABN, sean U,V clases de con-
gruencia de = 4 tales que U-V¥N(ZY\L(A)) # Dy seaa € U-V¥N(Z\L(A)).
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Como U - V¥ N (X \ L(A)) # 0, entonces U - V¥ < L(A) y por el lema
(3.17), U-V*NL(A) =0, por lo que U - V¥ C ¥¢¥\ L(A) y por lo tanto =4
satura a X¢ \ L(A).

[

La propiedad de saturacion nos asegura que un w-lenguaje L de la for-
ma U - V¥, con U,V clases de congruencia inducida por un ABN A, estd
totalmente contenido en L(.A) o en su complemento ¥\ L(A).

Hemos podido establecer la forma de las w-palabras reconocidas por un
ABN en términos de las clases de una congruencia inducida por el mismo.
Ahora necesitamos hacerlo en términos de las clases de una congruencia ar-
bitraria de indice finito definida sobre ¥*. Para esto, tendremos que analizar
con mas detalle la estructura de las palabras.

En lo siguiente se considera que = es una congruencia de indice finito
sobre ¥, a € X¥ y k., k', m €N, con m > k,m > k.

Definicién 3.21. Decimos que dos posiciones k, k' de o se unen en la posi-

cion m si a(k,m) = a(k',m) y lo denotamos con k ~ k'

(e -, . . Y . .
Lema 3.19. ~ es una relacion de equivalencia de indice finito sobre N.
m

-, (e .-y . . , o o
Demostracion. Es claro que ~ es una relacion de equivalencia de indice finito

m
sobre N porque se define directamente de =, que es una congruencia de indice
finito.
m

Lema 3.20. Si k ~ k' y m' > m, entonces k fo\ﬂ, K.

m

Demostracion. Como k ~ k/ entonces a(k,m) = « k‘/ m COIMO = €S una
) ) )
m

congruencia, a(k,m)a(m,m’) = a(k’;m)a(m,m’), de donde se sigue que
alk,m') = a(k',m’), es decir, k 23/ K. O
Definicién 3.22. La relacion ~ sobre N se define como:

EXK sidmeN, B~ E

(6% .-, . . , . .
Lema 3.21. ~ es una relacion de equivalencia de indice finito.
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e .-/ « . . , .
Demostracion. Es claro que la relacion ~ es reflexiva y simétrica. Veamos

que es transitiva, sean k, k', k" € N tales que k ~ k' y k' S k", esto es k ~ k'
m

y k' & k" para algunas m,n € N. Tomamos r = max(m,n), de donde, por
el lema (3.20), se sigue que k ~ k' y k' ~ k" lo cual implica que k ~ k" y
finalmente k ~ k”.

Notemos que cada clase [k]« coincide con una clase de equivalencia [k]«,

por lo que ~ también es de indice finito.
]

A continuacién demostramos unas propiedades importantes de la relacién

Lema 3.22. Dada ~ sobre N, existen ko, ki, k... posiciones tales que:
1. ]{?0 < ]{?1 < kg
]{?0 > 0.

Eziste una clase de ~ a la que pretenecen todos los k;.

> Lo

Para toda i > 0 los segmentos a(kg, k;) pertenecen a una misma clase

de =.
5.¥i>0 (ko ~ ki), es decir, alko, kiv1) = ok, kigp1).
i+1

kit

Demostracion. Témese una secuencia P arbitraria creciente de naturales sin
el cero (cumpliendo 1y 2). Como ~ es de indice finito y P es infinita, podemos
construir una subsecuencia infinita P’ = kg, k1, ko... que cumpla (3).

Por ser P’ infinita, podemos construir una subsecuencia P’ de P’, con
ko € P”, de manera que para cada i > 0, si k; cumple (4) la agregamos a
P" y si no, la descartamos, renombrando los elementos de P” obtenemos la
subsecuencia infinita P” = ko, k1, ks... tal que cada k; cumple (4).

Como kg, k1, ... pertenecen a la misma clase de ~ (por 3), entonces para
cada i > 0 dm; > k; tal que kq...k; se unen en m,;. Volvemos a construir una
subsecuencia P"” de P”, con kg € P", de la siguiente manera:

Para cada k; € P” con ¢ > 0, tomamos la primera k; € P” tal que
Jj > 1y kj > m; por el lema (3.20) tenemos que ko...k; se unen en k;.
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Descartamos todas las ks con i < s < j (si hay alguna) y renombramos k; a
ki1 agregandola a P".
Por la construcciéon de P, para i > 0y k; € P"” se tiene que ky...k; se
unen en k;q cumpliendo (5).
O

El lema anterior nos permitird demostrar que cualquier w-palabra esta
determinada por un par de clases de alguna congruencia sobre X*, en el
sentido del siguiente:

Lema 3.23. Sea = una congruencia de indice finito sobre ¥X*. Para cualquier
palabra o € 3%, existen U,V clases de congruencia de =, tales que o € U-V¥

y ademadas V -V C V.

Demostracion. Sea kg, k1, ko... una secuencia infinita de posiciones que cum-
plen las condiciones del lema (3.22).

Considerese la descomposicion o = «(0, ko) (ko, k1)a(ky, ka)... vy sean
U = [a(0, ko)]= y V la clase de = a la que pertenecen los segmentos a(ko, k;).
De esta manera se tiene que Vi > 0 a(k;, k;1) € V' y por lo tanto v € U - V¥,

Por otra parte, para toda i > 0 «a(ko, kiv1) = a(ko, ki)a(ki, kir1) con
a(ko, kiy1) € Vy alke, ki)a(ki, kiv1) € V-V, porlo que V-V NV 0.

Yaque V-VNV # ) tomemos w € V-VNV, comow €V -V entonces
w = wq - Wy con wy,wy € V.

Veamos ahora que V -V C V. Seaxz € V-V, por lo que x = x1 - 29
con x1,x5 € V. Como V es una clase de congruencia y xi,xo, wy,wy € V,
entonces ry - ro = wy - Wy, es decir, = w y ademas w € V, por lo tanto
x €V, lo cual demuestra que V-V C V.

O

El siguiente lema muestra como una congruencia que satura a un lenguaje
dado permite descomponerlo mediante las clases de dicha congruencia.

Lema 3.24. Si = es una congruencia de indice finito sobre ¥* y ademds
satura a L C 3%, entonces L es w-reqular y

LzU{U-V“’|U,V clases de =,U-V“ N L # )}
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Demostracion. Sean = una congruencia de indice finito sobre >* y L C »¢
tal que = satura a L.

(D) Es la definicién de la propiedad de saturacion.

(C) Si a € L, por el lema (3.23), existen U,V clases de congruencia de =
tales que a € U - V¥,

Como = es una congruencia de indice finito, por el lema (1.4), cada clase
de = es regular y como L es la union finita de algunas de ellas, por el teorema
(3.5), L es w-regular.

O

Con todo lo anterior tenemos la base para poder demostrar la cerradura
bajo complemento de los lenguajes w-regulares y por lo tanto de los ABN.

Teorema 3.6. Si L C X% es w-reqular, entonces ¥ \ L es w-reqular. Mds
atn, se puede construir un ABN que reconozca a % \ L.

Demostracion. Sea L C »“ un lenguaje w-regular. Por lo que existe un ABN
A que reconoce a L.

Por el lema (3.18), =4 satura a ¥*\ L. Por el lema (3.16), sabemos que =4
es una congruencia de indice finito y por el lema (3.24), ¢\ L es w-regular.

Maés atn, por el teorema (3.5), ¥\ L = J U; - (V;)* donde U;, V; C ¥*
i=0

son regulares y por lo tanto, de la misma forma que demostramos los lemas
(3.13), (3.12) y (3.11), podemos construir un ABN que reconozca ¥¢ \ L.
O

Con esto, podemos ver que los autéomatas de Biichi y los lenguajes w-
regulares son una generalizacion, sobre palabras infinitas, de los autéomatas
finitos y los lenguajes regulares, respectivamente.

La complejidad que se deriva del procesamiento de palabras infinitas no
permitio que la cerradura se demostrara de manera analoga a los autéomatas
finitos, lo que nos obligd a profundizar en el andlisis con algunos concep-
tos algebraicos como las relaciones de equivalencia sobre ¥*. Asi, pudimos
caracterizar a cada w-lenguaje y su complemento, a través de las clases de
equivalencia de dichas relaciones y verificar que si un lenguaje es w-regular,
también lo es su complemento.
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Cabe destacar que la propiedad de saturacién de una relacién de equiva-
lencia de indice finito ha resultado de gran importancia en la demostracion
de la cerradura bajo complemento de los lenguajes w-regulares.

Lo siguiente es verificar, andlogamente al caso finito, que los lenguajes
son w-regulares si y solo si son S1S-definibles.

3.4. Teorema de Buchi

Ya hemos demostrado la equivalencia entre los lenguajes regulares y los
lenguajes definibles en la légica S1S. Ahora lo haremos para una generaliza-
cién sobre palabras infinitas siguiendo el mismo procedimiento. En resumen:

1. De ABN a légica. Construiremos un enunciado ¢4 en S1S a partir de
un ABN A dado y verificaremos que L(A) = L(p4)-

2. De légica a ABN. Construiremos un ABN A, a partir de un enunciado
¥ en S150 equivalente a un enunciado ¢ en S1S y verificaremos que

L(p) = L(Ay).

Necesitamos ajustar algunas definiciones para S1S pensando en que ahora
nuestras interpretaciones seran sobre N.

Antes definiremos un par de férmulas auxiliares sobre S1S que nos per-
mitiran expresar la propiedad de orden.

ClS(X) =gy V2VU((X(2)A S(z,v)) = X (v))
T <y =gs IX(CIS(X)N - X(x) N X(y))

donde z,y,z,v e Vi vy X € V.

Con la férmula C1S(X) expresamos que un conjunto X es cerrado bajo
la relacion sucesor.

Con la férmula z < y expresamos que existe un conjunto X cerrado bajo
sucesor que contiene a y y no contiene a x. Esto es, X se interpreta como un
intervalo de la forma [k, co] que contiene a o(y) y no contiene a o(x), para
algiin estado de variables ¢ y alguna k € N.

La féormula x < y, asi definida, realmente captura la nocién de orden
entre dos numeros, debido a que las interpretaciones tendran como universo
a N.

Veamos como se define nuestra interpretaciéon sobre palabras infinitas.
Las siguientes definiciones son andalogas a las utilizadas para las 16gicas SOS

y S1S.
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Definicién 3.23. Sean % un alfabeto y o = agaq... en X¥. El modelo & =
(N, Z) se conoce como el modelo de palabra para «v y éste es una interpretacion
para S1S, donde I es la funcion de interpretacion definida como:

» ST ={(i,i+1)]0<1i} es la relacion sucesor en N.

» Qf = {i € N | a(i) = a} son predicados unarios que determinan el
congunto de posiciones de simbolos de v que son iguales al simbolo a.

Definicién 3.24. Sea o € ¥¥. Decimos que « satisface un enunciado ¢ en
S1S si & = .

Con lo anterior ya podemos definir un lenguaje de palabras infinitas a
través de S1S.

Definicién 3.25. FEl lenguaje de palabras infinitas definido por el enunciado
p en S1S es:

L(p) ={a eX¥ | a ¢}

Definicién 3.26. Decimos que un lenguaje de palabras infinitas L C 3¢ es
S1S-definible si existe un enunciado ¥ en S1S tal que L = L(v).

El siguiente lema permitird simplificar las demostraciones que se deriven
de la férmulas auxiliares Sing(X) y < y bajo esta nueva interpretacion.

Lema 3.25. Sea M = (N,Z) una interpretacion para S1S y sea o un estado
de las variables. Entonces:

Z,(Sing(X)) =1 siy sélo si o(X) ={m} para algin m € N
Iy(x <y)=1 siysdlo sio(x) <o(y)
Demostracion.

» Sing(X). La demostracién es la misma que para el lema (2.1).

oz <Yy.
I(r<y) =1
siysélosi Z,( AX(CLS(X)A =X (z) A X(y) ) =1
Loix/r)( V2V (X (2)A S(z,v))

siysolosi — X(v)) )=1y para algin R C N
Loix/m( ~X(2) A X(y) ) =1
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Lo[X 20/ Rap)

(~X(2)
IU[XZU/qu]( S

(

X(

- ( ):
-S(z,v) )=10 paraalgin RCNy
siy sélosi Zyix.20/Rap) X()): y para todap € Ny
Lox/r( ~X(z) ) =1
=1

Lorx/m)( X(y) )
IO'[XZ’U/qu]( X
S

Lo(X 20/ Ran)(

siy s6lo s Zoix 20 Rgp( X
)

) =

para toda g € N

0
0o paraalgin RC Ny
y paratodape Ny

Tox/r)( X(x) ) = para toda ¢ € N

IU[X/R]( X(y)

1. Ro +lop€eR
a¢ P74 P Y para algin R C Ny

si y sélo si 2. 0(x) ¢ Ry para toda p € Ny
3. 0(y) €R para toda ¢ € N

Basta mostrar que las ultimas tres condiciones son equivalentes a que
o(x) < o(y). Si estas condiciones se cumplen, entonces no puede su-
ceder que o(x) > o(y), puesto que la condicién (1) implica que R es
cerrado bajo sucesor y como o(y) € R, necesariamente se tendria que
o(x) € R, lo cual contradice la condicién (2).

En la otra direccién, suponemos que o(x) < o(y) y basta con exhibir
R C N tal que se cumplan (1), (2) y (3).

Tomemos R = [0(y),00] C N. Por definicién de R, se cumple (3) y
puesto que o(z) < o(y), también se cumple (2).

Para probar (1) analizamos dos casos, si ¢ < o(y), entonces ¢ € Ry se
cumple (1).

En otro caso, ¢ > o(y) y ahora analizamos otros dos casos, a saber
p=q+1lyp#q+1.Sip=q+1,p€ R, puesto que p > qy por lo
tanto se cumple (1). Finalmente, si p # ¢ + 1, se cumple (1).

Notemos que para todo ¢ > o(y), ¢ € R, por lo que, si p = g + 1,
entonces p € Ry se cumple (1). Si p # ¢+1, se cumple (1). Sig < o(y),
entonces ¢ ¢ Ry se cumple (1). Por lo tanto (1) se cumple para todo
p,q € R.

]
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De la misma manera, ajustamos las definiciones, andlogas al caso finito,
para la légica S1S0.

Definicién 3.27. Sean ¥ un alfabeto y o = apay... en X¥. El modelo de
palabra & = (n,Z) para a es una interpretacion para S150, donde I es la
funcion de interpretacion definida como:

» ST = {({i},{i+1}) | 0 < i < n— 1} es la relacion sucesor para
subconguntos de un solo elemento en N.

» QT ={i e N|a(i) = a} son conjuntos de posiciones de simbolos de o
que son igquales al simbolo a.

» CI={(N,K)| N,K CN, N C K} es la relacion usual de contencion
entre conjuntos.

Observese, nuevamente, que la tnica diferencia, entre el modelo de pa-
labra & para S1S0 y el modelo & para S1S (3.23), estd en la funcién de
interpretacién.

Definicién 3.28. Sea a € ¥¥. Decimos que « satisface un enunciado ¢ en

S150 si & = .

Con lo anterior ya podemos definir un lenguaje de palabras infinitas a
través de S1S0.

Definicién 3.29. El lenguaje definido por el enunciado ¢ en S150 es
Lip) ={aeX¥|ak ¢}

Definicién 3.30. Decimos que un lenguaje L C 3% es S1S0-definible si
existe un enunciado v en S150 tal que L = L(1).

Verifiquemos que todo lenguaje w-regular es S1S-definible.

3.4.1. De ABN a légica
En lo que sigue: A = (@, %, qo0, A, F) es un ABN con @Q = {0,...,k},

G =0, a = apa;... € L(A) y pa es una ejecucién de aceptacién de A para .
Ls siguiente definicién es analéga a la del caso con autéomatas finitos.
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Definicién 3.31. Los conjuntos Py, ..., P, C N son tales que cada P; contiene
las posiciones de o donde el estado i es visitado en la ejecucion de aceptacion
Pa- Es decir:

Pi={jli=p;, jEN}

Observese que P; puede ser vacio si no se paso por el estado .

De la misma manera que lo hicimos para autématas finitos, necesitamos
construir un enunciado ¢; para cada una de las cuatro condiciones necesarias
de una secuencia de aceptaciéon de A para cada palabra de L(A).

Definicién 3.32. Sean Xy, ..., X variables de S1S. Definimos las formulas
V1,2, 03 Y w4 de la siguiente manera:

D1 =def i\ Vo= (X;(z) A Xj(x))
02 =gy Vo(=FyS(y, z) — Xo(z))
¢3 Zaer VaVy(S(z,y) = ( V  (Xi(2) A Qalz) A X;(y))))

(1,a,)EA
01 Zgey VrIy(zx <yA( V (Xi(y) AQu(v))))
jeEF
(i,é,j)eA
coni,j € Q.

Aqui es importante notar que @1, 2 ¥ @3 son las mismas férmulas que en
la definicién (3.2) para autématas finitos y que ¢4 es la férmula que codifica
la condicién de aceptacion del ABN.

A continuacién demostramos la verdad de las férmulas anteriores con
respecto a los modelos de palabra e interpretando las variables con respecto
a los conjuntos P; de la definicién (3.31).

Lema 3.26. & =5, ¢ ¢1-
Demostracion. La demostracion es igual a la del lema (3.2). O
Lema 3.27. & ):[13/)3] ©a.
Demostracion. La demostracion es igual a la del lema (3.3). O
Lema 3.28. & =5, ¢ ¢3-

Demostracion. La demostracion es igual a la del lema (3.4). O
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Lema 3.29. & =5, ¢ ¢4

Demostracion. Sea j € F. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
J € infty(ps) con lo que se tiene que i € N tal que (i, (i), 7) € A. Basta
demostrar que & ):[13/);} Vaedy(z < y A X;(y) AQu(y)), para algunas i, a tales
que (i,a,j) € A.

& F=p g Vedy(z <y A Xi(y) A Qaly))
siy sdlosi & ’:[ﬁ,p/i,x] Jy(z <y A X;(y) N Qu(y)) paratodapeN

' o para toda p € Ny
siy solosi & ):[ﬁ,p,q/)?,:c,y} r <y AXi(y) A Qa(y) para alguna ¢ € N
para todap € Ny

. s’ . ] I
siysolosi p<q,q€ P, qe@; para alguna ¢ € N

Sea p € N. Ya que p, es infinita y ademds j aparece una infinidad de
veces en p,, podemos elegir ¢ tal que p < ¢y (pg, a(q),j) € A. Tomemos
i=pgya=alg),entonces p < q, q € P, q€QF.

O

De manera anédloga al caso finito, cada modelo de palabra de L(.A) satis-
face las condiciones descritas por cada formula ;. Ahora podemos definir un
enunciado ¢4 que describa a toda secuencia de aceptacién de A y verificar
todas las palabras de L(.A) lo satisfacen.

Lema 3.30. Si ¢4 =gy 3Xo...3X5k(01 A 2 A3 A p4), entonces & = @a.

Demostracion. Por los lemas (3.26), (3.27), (3.28) y (3.29) tenemos que:

o ):[ﬁ/)a Py Q |:[13/)?] P2y & ):[ﬁ/)z] 3y & ):[13/)2} L2
si y solo si d):[p/)?] V1 N\ pa A3 A @y
siysélosi & 3Xo...3Xk (01 A pa A ps A py),

siysélosi &F @a.
]

El enunciado ¢ 4 describe las condiciones necesarias de cualquier ejecucién
de aceptacién del autémata A y por lo que toda palabra, aceptada por A,
cumple. Ademas, p 4 determina a un lenguaje L(p4).
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Teorema 3.7. Dado A = (Q, %, qo, A, F') un ABN. Existe ¢ en S1S tal que
a € L(A) siy sdlo si a € L(ip).

Demostracion. Como a € L(A), por el lema (3.30), podemos construir ¢ 4
tal que o € L(p.a).
O

El teorema anterior nos asegura que todo lenguaje w-regular es S1S-
definible. Lo siguiente es ver que el reciproco también se cumple.

3.4.2. De légica a ABN

Para ir de la légica S1S a los automatas de Biichi, veremos que dada ¢ €
S18S, existe un ABN A tal que L(yp) = L(A). el procedimiento serd, una vez
mas, de la misma manera que para los automatas finitos.

Empecemos puntualizando las definiciones andlogas a aquellas utilizadas
en el caso de autématas finitos de la seccién (3.1.2).

Definicién 3.33. Sean i € N y P C N. La funcion p: N x P(N) — {0, 1}
determina la pertenencia de un elemento en un subconjunto de N y se define

como:
. 1 +€eP
ﬂ(zv P) = .
0 1¢P

Extendemos i para k subconjuntos de N: Si P = (P, ..., Py), entonces

Definiciéon 3.34. Sean k > 0, a = agay... en X¥ y P = (P, ..., Py, k
subconjuntos de N. v : 3% x P(N)* — X%, es una funcion (o familia de
funciones) de codificacion tal que:

—

(e, P) = (ag, (0, P))(a, (1, P))...
con Yy =3 x {0, 1}

En particular si k = 0, entonces v : £ — 3¢ con y(«a) = a.

La funcion de codificacién v toma una palabra de 3¢ y k subconjuntos
de N y devuelve una palabra sobre el alfabeto ¥, de manera que, si o/ =
ayal... = y(«, Py, ..., Py), entonces a; = (a;, by, ...,by), donde b; = 1 si y sélo
si ¢ € P;. Asi, la pertenencia de i en cada P; estd codificada en el i—ésimo
simbolo de «'.
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Ejemplo. Si ¥ = {a,b,c},a = abca...,P, = {0,3}, P, = {1,2}, P; =
{0,1,3}, entonces:

. /7(057 Pl) = ’}/((J,bCCL T Pl) = (CL, 1)(b7 0)(07 O)(CL, 1) T
» Y(a, Py, P3) =~y(abca. .., Py, Py) = (a,0,1)(b,1,1)(c,1,0)(a,0,1)...
El siguiente teorema muestra la importancia de la funcién ~.

Teorema 3.8. Para cada formula o(X1, ..., Xy) € S150, con Xi,...X) va-
riables libres, existe un ABN A, tal que:

& Fg/p o(X1, 0 Xi) siy sdlo si v(a, P) € L(A,)

Demostracion. La demostracion de este teorema es la misma que la del teo-
rema para palabras finitas (3.2) con la tnica diferencia en el paso inductivo
para la negacion:

Supongamos que ¢ =q.5 —t. Por hipétesis de inducciéon hay un ABN A,
tal que v € L(v) siy solo si o € L(Ay), por lo que L(v)) es w-regular.
Como L(p) = L(—) = X¥\ L(¢), por el teorema (3.6) L(p) es w-regular
y ademas podemos construir un ABN A, que lo reconozca.
O

Aqui es importante notar que no podemos dar una regla general para la
construccién de un ABN que acepte el complemento de un lenguaje, a partir
del ABN que reconoce dicho lenguaje.

Corolario. Sip es un enunciado de 5150, existe un ABN A, tal que L(p) =
L(Ay).

Demostracion. Por el teorema (3.8), existe un ABN A, tal que & = ¢ siy
solo si y(«, (P, ..., Py)) € L(A,). Ahora, como ¢ es un enunciado y no tiene
variables libres, entonces k£ = 0, por lo que v(«, (P, ..., P)) = v(a) = a'y
por lo tanto, & |= ¢ si y sélo si o € L(A,).

[

Ahora ya podemos establecer el vinculo entre la logica S1S y los autématas
de Biichi.

Teorema 3.9. Dada ¢ € 518, existe un ABN A, tal que o € L(yp) si y solo
sia € L(Ay).



86 CAPITULO 3. EQUIVALENCIA ENTRE AUTOMATAS Y LOGICA

Demostracion. Sabemos que S1S0 es equivalente a S1S. Sean ¢ € S1S y ¢ €
S1S0 tales que ¥ = ¢°, por lo que & |= ¢ si y sélo si & = ¢. Por el teorema
(3.8), existe un ABN A, tal que & |= ¢ si y sélo si o € L(Ay). Basta con
tomar A, = Ay, por lo que a € L(p) si y sélo si o € L(A,).

]

Finalmente tenemos todo lo necesario para poder enunciar y demostrar
el teorema de Biichi para lenguajes w-regulares.

Teorema 3.10 (Teorema de Biichi). Un lenguaje de palabras infinitas es
w-reqular si y solo si es S15-definible.

Demostracion. (=). Del teorema (3.7) tenemos que: Dado A = (Q, X, o, A, F)
un ABN. Si a € L(A) C X, entonces existe ¢ € S1S tal que o € L(p).

(«<). Del teorema (3.9) tenemos que: Dada ¢ € SIS, existe un ABN A,
tal que a € L(y) siy sélo si a € L(A,).
[l

Un resultado importante es la decidibilidad de la logica S1S con interpre-
tacién sobre N que se sigue de la demostracion del teorema (3.10).

Corolario 3.3. La logica S1S es decidible. Es decir, dada una formula ¢ en
S1S, podemos determinar si existe o no o € 3¢ tal que & = .

Demostracion. Sea ¢ una férmula en S1S. Por el teorema (3.9), podemos
construir un ABN A, tal que o € L(A,) siy sélo si @ € L(yp), para toda
a € X
Por el corolario (3.2), podemos determinar si L(A,) # 0, es decir, pode-
mos saber si existe a € 3¢ tal que o € L(A,).
0

En este capitulo demostramos los teoremas centrales de este trabajo: El
teorema de Biichi/Elgot para palabras finitas y el teorema de Biichi para
w-palabras. Para esto, definimos las nociones de autémata de Biichi y de
lenguaje w-regular y verificamos que cumplen con las mismas propiedades de
cerradura que cumplen los autéomatas finitos y los lenguajes regulares.

Debido a la complejidad que se deriva de trabajar con palabras infinitas,
para demostrar la cerradura bajo complemento, recurrimos a un analisis al-
gebraico que nos permitié determinar que cualquier lenguaje es w-regular si
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y sOlo si es la unién finita de lenguajes de la forma U -V* | siendo U y V clases
de alguna congruencia de indice finito. Por tltimo, utilizando la propiedad de
saturacion de la congruencia =4 determinada por un ABN A que reconoce
a un lenguaje w-regular L, se demostré que el complemento de L también es
w-regular.

Lo anterior nos permite ver a los lenguajes w-regulares y los autématas
de Biichi como una generalizacion, sobre palabras infinitas, de los lenguajes
regulares y los autématas finitos, respectivamente. Este hecho permitié que
en las demostraciones de ambos teoremas se procediera de la misma manera:

= Primero verificamos que cualquier lenguaje L regular/w-regular es S1S-
definible. Para esto, construimos un enunciado ¢ que describe las con-
diciones necesarias que cumple toda secuencia de aceptacién de un
autémata que acepta L para después verificar que L(p) = L.

= Después verificamos que cualquier lenguaje S1S-definible es regular/w-
regular. Para esto, utilizamos las propiedades de cerradura de los automa-
tas y la equivalencia entre S1S y S1S0, con lo que construimos un
automata A que aceptara un lenguaje S1S-definible L de tal forma que

L(A) = L.

Por tltimo, verificamos un resultado importante y que se sigue de ambos
teoremas: la decidibilidad de S1S bajo las correspondientes interpretaciones.
Resultado que utilizaremos para demostrar la decidibilidad de la aritmética
de Presburguer.
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Capitulo 4

Aritmética de Presburger

La aritmética de Presburger es la teoria de primer orden de los ntimeros
naturales con la suma, nombrada asi en honor a Mojzesz Presburger, quien
la introdujo en 1929. La signatura de la aritmética de Presburger contiene
solo la adiciéon como operacién y un conjunto de axiomas que incluyen un
esquema, de induccién. La diferencia que guarda con la aritmética usual de
Peano es que esta ultima incluye la operacion multiplicacion.

Como una aplicacion interesante de los resultados desarrollados hasta
ahora en este trabajo, mostramos, mediante una codificacién adecuada, la
decidibilidad de la aritmética de Presburger, la cual, sera una consecuencia
directa de la decidibilidad de la légica de segundo orden S1S demostrada
anteriormente.

Para la codificacién, la idea es representar a los nimeros como conjuntos
cuyos elementos son las posiciones, de la representacion binaria invertida, en
donde se tiene un digito igual a 1. Es conveniente utilizar la representacion
binaria invertida para que el bit b; coincida con la posicion ¢ de la misma.
Por ejemplo, el niimero 25, con representacién binaria invertida 10011, es
codificado en el conjunto {0, 3,4}.

Asi, definiremos una férmula +( X7, X5, X3) que expresa que los conjuntos
finitos X1, X5, X3, representan a los nimeros 1, 22, x3, tales que x1+x, = x3.
Esta formula describe el algoritmo de la suma binaria procediendo digito
por digito, usando el sucesor y la existencia de un conjunto auxiliar para
el acarreo. De esta manera, cualquier férmula ¢(z1,...,z,) en la signatura
de Presburger se transforma inductivamente en una féormula correspondiente
¢ (X1, ..., X,) en S1S, usando cuantificadores de segundo orden en vez de
cuantificadores sobre niimeros. La decidibilidad de la aritmética de Presbur-

39



90 CAPITULO 4. ARITMETICA DE PRESBURGER

ger se sigue de aplicar esta traduccion e invocando la decidibilidad de S18S.
Procedemos primero definiendo formalmente la aritmética de Presburger
como una teorfa de primer orden (Pres).

Definicién 4.1. La sintaxis del lenguaje Pres extiende la sintazxis de la parte
comun a todo lenguaje logico de primer orden y definimos su signatura como:

s Bl conjunto de simbolos de predicado: P = ()
= El conjunto de simbolos de funcion: F = {SU, +@}
» El conjunto de simbolos de constante: C = {0,1}

Tenemos que las féormulas atémicas de Pres son de la forma t; = t5, con
t1,te € T (términos), siendo estos alguna de las siguientes: una variable, la
aplicacion de la funcion S, la aplicacion de la funcion +, una de las constantes
0Oy 1.

Definicién 4.2. Sea M = (N,Z) una interpretacion para Pres, donde T se
define como:

0 =0
1T =1
ST :N =N esla funcion sucesor en N.
+7:N?2 - N es la funcion suma en N.

A continuacién, definiremos una funcién recursiva de normalizacion sobre
las formulas atémicas de Pres (t; = t5) para obtener un conjunto base de
formulas atomicas normalizadas. Esta funcion de normalizacion es una apor-
tacion nuestra que nos facilitara la definicién de una funcién de traduccion
de Pres a S1S.

Definicién 4.3. Un término es simple si y solo si es de alguna de las si-
guientes formas:
0,1,z,5(),x +y

Nuestro objetivo es transformar cada férmula de Pres de manera que to-
das sus subformulas atémicas sean de la forma ¢ = x, donde ¢t es un término
simple. A esta clase de formulas las llamaremos normalizadas y esto lo logra-
mos mediante la siguiente definicién.
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Definicién 4.4. Sean x,y, z, simbolos de variable; t,t1,ts, términos que no
son wvariables y ¥, @, formulas en Pres. La funcion de normalizacion o se
define como:

0=z)=0=ux (4.1)
(l=zx)=1==x (4.2)
(y=2)=y== (4.3)
Sly)=z)"=5) =2 (4.4)
(z+y=z)P=z+y=x (4.5)
(S(t) = 2)° = Fy(S(y) = = A (¢ = 1)°) (4.6)
(t+y=2)°=Tzx(z+y=2A(t=u1x)°) (4.7)
(x+t=2)°=ylr+y=2A({t=1y)°) (4.8)
(ti+te=2)°=Fzdylz+y=2A(t1 =2)° AN (ta =y)°) (4.9)
(x=1t)°=(t=2x)° (4.10)

(t1 =t2)° = Fx((t1 = 2)° A (t2 = x)°) (4.11)
WV o) = )V (o) (4.12)
(mp)° = () (4.13)
@rg)° = Ju(p)° (414)

Ya que el conjunto de simbolos de variable es infinito, suponemos que
siempre que o introduce una variable en alguna férmula ¢°; este simbolo de
variable es nuevo, es decir, el simbolo no figuraba en . Esto, en particular,
es importante para las ecuaciones (4.11), (4.6), (4.7), (4.8) y (4.9).

Es importante notar que o es una funcién recursiva, que los primeros cinco
casos son los casos base de la recursion y corresponden a la clase de ecuaciones
que deseamos, las de la forma ¢ = x, con t simple; los siguientes cuatro casos
corresponden a la forma ¢t = z, donde t no es simple; la ecuacién (4.10)
corresponde al caso en que el término a la derecha de una igualdad no es una
variable pero el izquierdo si; finalmente la ecuacién (4.11) resuelve el caso en el
que ninguno de los términos en la ecuacién son variables. Observese también
que los casos para férmulas no atémicas (4.12, 4.13, 4.14) son simplemente
homomérficos.

Ejemplos.
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1. (S(x4+v)=2)°=Fy(S(y)=2zAz+v=y)

2. (z4+y+z=w)l=Fow+tz=wAzr+y="1)
3. (u+v+Sw)=2)°=3eIylr+y=2ANut+v=aASw)=y)

4.1. La suma en S1S

Antes de definir la traduccién de Pres a S1S, veamos la codificacién que
utilizaremos para representar cada nimero como un conjunto finito de posi-
ciones que serd interpretado en S1S.

Debemos recordar que S1S es una logica que nos permite hablar sobre
cadenas (finita o infinitas) sobre un alfabeto ¥. En su signatura contamos
solo con predicados que nos dicen si alguna posicion es sucesora de otra o si en
ella se encuentra algin simbolo de 3, es decir, sélo podemos predicar sobre
posiciones o conjuntos de posiciones de palabras. Por lo que tiene sentido
transformar cada nimero en alguna palabra que nos permita hacer esto. Un
buen candidato es la representacién binaria.

Para cualquier natural £ > 0 obtendremos, mediante la funcién bin, la
representaciéon binaria invertida (el primer simbolo de la cadena es el bit
menos significativo), algo de la forma bin(k) = byb;...b,. Después, usando la
funcién pos; obtenemos, de esta cadena, el conjunto P de posiciones 7 tales
que b; = 1. Con lo que pos; (bin(k)) = P.

Definicién 4.5. Sea k € N. Definimos la funcion bin : N — {0,1}* para
obtener la representacion binaria invertida como: bin(k) = boby...b,_1 si y
n—1
s6lo sib,_1=1yk=> b2".
i=0

En adelante haremos referencia a bin(k) como la representacién binaria
de k. Observemos que la condicién b,_; = 1 evita que existan colas de ceros
a la derecha, lo cual ocasiona que la representacion sea unica.

Definicién 4.6. Sea b = by...b,,_1 una representacion binaria. Denotamos la
longitud de b con |b|, es decir, |b| = n.

Definicién 4.7. Sea k € N y bin(k) = boby...b,—1 su representacion bina-
ria. Definimos la funcion posy : {0,1}* — P(N) que regresa el conjunto de
posiciones iquales a 1 en una representacion binaria como:

pOSl(bel...bnfl) = {Z ‘ b; = 1,0 <i< TL}
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Es importante notar que podemos agregar cualquier cantidad de digitos
0 a la derecha de una representacion binaria sin alterar el resultado de la
funcién pos;.

Con todo lo anterior, definiremos, por simplicidad, la funcién de codifi-
cacion enc que serd tan sélo la composicion de las funciones bin y pos.

Definicién 4.8. Definimos la funcidn de codificacion enc : N — P(N) que
mapea cada numero k € N en un conjunto finito P C N como: enc = posiobin

Ejemplos.

= Bl nidmero 0 se codifica como: bin(0) = 0, pos1(0) = 0. Por lo que
enc(0) = 0.

» FEl ndmero 1 se codifica como: bin(1) = 1, posi(1) = {0}. Por lo que

enc(1l) = {0}.

= Veamos como codificar el nimero 25. Primero obtenemos la representa-
cion binaria bin(25) = 10011. Después obtenemos las posiciones donde
hay 1, pos;(10011) = {0,3,4}, con lo que enc(25) = {0,3,4}.

Como ya lo mencionamos, S1S nos permite hablar sobre posiciones de
cadena y Pres es la logica de la aritmética de los naturales y la suma. Para
poder establecer un vinculo entre ellas, necesitamos expresar la suma de
alguna manera en S1S. Para ello vamos a definir una férmula +(X, Y, Z) que
exprese que para todo z,y,z en N, si enc(z) = X%, enc(y) = YZ, entonces
enc(z) = Z%, donde = + y = z. Esta férmula describe el algoritmo de la
suma binaria procediendo digito por digito (en términos de las posiciones
de palabras binarias) utilizando una variable de conjunto auxiliar V' que
interpretaremos como la codificacion del acarreo.

Definiremos un conjunto de férmulas las cuales codificaran la relacion
de pertenencia de la variable de primer orden libre (denotadas con ¢) o de
su sucesor (denotadas con 1) en las variables de segundo orden que figuren
libres en la férmula.

Por ejemplo, la formula ¢ (x, V) =45 Fy(S(x,y) AV (y)) definida de esta
manera sera interpretada como: El sucesor de x pertenece a V.

En las siguientes definiciones se considera que V, X,Y, Z € V,, x,y € V},
son variables en S1S. Definimos las siguientes féormulas:
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Definicién 4.9. La relacion de pertenencia del sucesor de x en'V y de x en
Z se codifica con las siguientes formulas:

V(2 V) Zger y(S(z,y) AV (y))
wn(l’,v, Z) Edef ¢1(I, V)/\Z(I‘)
Vo1 (z,V, Z) =def 1 (z, V) N Z(x)
V0@,V Z) Zgey 1(z, V) AN =Z(x)
Yoo(2,V, Z) Zgey  —1(x,V) N —Z(2)

Si tenemos la férmula 4,4, (2, V, Z). El digito dy codifica la pertenencia
del sucesor de x en V', y d; la de x en Z, utilizando el 1 para la afirmacién y
el 0 para la negacién. Por ejemplo, si dyd; = 01 la férmula g (x,V, Z) sera
satisfecha si o(x) + 1 € o(V) y o(x) € 0(Z) para un estado de variables o.

De manera andloga, definimos una relacion de pertenencia de una variable
de primer orden a tres variables de segundo orden.

Definicién 4.10. La relacion de pertenencia de x en'V, X,Y, se codifica con
las siguientes formulas:

o111(2, V., X)Y) =4y V(z) ANX(2) NY (2)
eor1(z, V, X, Y) Zaep =V (2) A X(2) NY ()
o101(2, V. X, Y) =gy V(x) A= X(2) NY (2)
o110(z, V, X, Y) =4y Vix )/\X( ) A=Y (2)
woor(z, V, X, Y) =ges ﬁV( JA =X (x) ANY(x)
saom(w V.X)Y) =4y ~Vi(z ) X(z) A=Y (2)
¢100(z, V, X, Y) Zaef V( ) A ( ) A=Y ()
wooo(x, V, X,Y) =4y V(2 ) X(x) A=Y (x)

De manera similar, en la férmula oy, (2, V, X, Y), los digitos by, by, by
codifican la pertenencia de la variable z en V, X, Y. Por ejemplo, si byb1by =
010 la férmula pg10(x, V, X,Y) sera satisfecha si o(z) € o(V) y o(z) € o(X)
y o(z) € o(Y) para un estado de variables o.

El siguiente grupo de féormulas es una abreviacion de la implicacién entre
el segundo y el primer grupo de férmulas y codifica cada paso del algoritmo
de la suma.

Definicién 4.11. Dados los digitos dy . . . d4, definimos la formula ©4,d, dy—dsd,
(x,V, XY, Z) como sigue:
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@111%11(1’, V, XY, Z) =def
@011—>10($, V, XY, Z) =def
90101—>10($, V, XY, Z) =def
V110102, V. X, Y, Z) =4ey
$001—-01 (% V,X)Y, Z) =def
¥010—01 (37, V, XY, Z) =def
¥100—01 (% V, XY, Z) =def
©o00—00(2, V. X, Y, Z) =gey

La formula @ppp,—ded, (€, V, X, Y, Z) codifica el algoritmo de la suma
binaria en la posicién o(z). Es decir, supongamos que o(x) = i, o(V)
enc(co...c,) corresponde al acarreo, o(X) = enc(ag...a,), o(Y) = enc(eg...
v o(Z) = enc(sp...

o11(z, V., X)Y) = Y (z,
(,0011(513 V X Y) — ¢10<
01(1’ V X Y) — ¢10(
90110(96 V.X)Y) = ao(x,
woo1(x, V, X, Y) — o1 (
80010( ) (
(z, ) (
(

¥100
©ooo (T, V X Y) = oo(z,

SN
NANNNNNNN

e N N N N N N

representacion binaria al aplicar el algoritmo de la suma.

it o1+1
Co... C; Ciq1 ...Cp
ap... a; A;41 Ay
€o... €; €11 bp T+
S0.--  Si  Si+1 ...Sp

95

en)

Sp). Ahora fijémonos en en el i-ésimo simbolo de cada

Si suponemos que bob1by = 011 y dod; = 10, la férmula @o1110(z, V, X, Y, Z)
serd satisfecha siy sélosic; =0,a,=1e; =1, ¢, =1y s; =0.

v i+1
cp... 0 1 ...Cp
agp... 1 a;1+1 ...y
€p... 1 €11 bp T+
S0-.. 0 841 ...,

Que es precisamente, aplicar el algoritmo en la i-ésima posicién.

Definicién 4.12. La siguiente formula conjunta todos los casos del algoritmo

de la suma.

90+(x7‘/7X7 Y7 Z) Edef 80111_>11([L',‘/,X7 Y7 Z) VQO011—>10<'T7V7X7 Y7 Z) \

©101-10(2, V, X, Y, Z) V pr10-10(2, V, X, Y, Z) V
woo1—01(x, V. X, Y, Z) V por0-01(z, V. X, Y, Z) V
©100-01(2, V., X, Y, Z) V @ooo—00(z, V. XY, Z)
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Recordemos que al aplicar el algoritmo, cada digito del acarreo es gene-
rado a partir de los valores de los operandos, ademés, el algoritmo se aplica
sobre todas las posiciones de cada representacion. Entonces podemos acotar,
por algin cuantificador, las variables que seran interpretadas de esta manera.

Definicién 4.13. La siguiente formula permite expresar la ecuacion de la
forma x +y =z, con x,y,z € N.

+(X7 Y> Z) =def \V/$3VQO+<.’L', V7 XY, Z)

Es importante recalcar que cualquier representacion binaria de longitud
m puede extenderse a cualquier longitud [ > m agregando ceros a la derecha.
Esto es indispensable para poder aplicar el algoritmo de la suma correcta-
mente. Por ejemplo, si tenemos r,, 7., 75,7 € {0,1}* las representaciones
binarias de a,e,s,c € Ny ademés a+e = s, |ry| =py |re] = ¢. Al aplicar el
algoritmo de la suma en r, y r. tenemos:

Te ! | CoCl...Cp
Te @ | QoQy...Gn
Te ! | €0€1...€ +
Ts ! | S9S1...Sn

con n tal que:

(p ap=1,¢e,=¢,=0

q g =10,a0=c,=0

p+1 a,=c,=1

g+1 e, =c,=1

p=gq, ap=c,=1loe,=c,=10

p+1
L ep=a,=1loe,=a,=c,=1

y extendiendo con 0 a la derecha r, o r. de ser necesario. Es decir, las re-
presentaciones binarias de a,e,s y el acarreo que obtenemos al aplicar el
algoritmo de la suma, tienen longitud n.

En lo que sigue, consideremos a M = (N, Z) una interpretacién para S1S.
Verifiquemos que la férmula +(X, Y, Z) estd bien definida.
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Lema 4.1. Sean a,e,s,n € N, ro,re,rs,7. € {0,1}* y P,, P., Ps C N tales
que: a + e = s, las palabras rq,re,rs, son las representaciones binarias de
a,e,s, respectivamente. r. es la representacion binaria del acarreo que se
obtiene al aplicar el algoritmo de la suma para r.,7r.. Las longitudes de las
representaciones binarias son |rq| = |ro| = |rs| = |re| = n. Los conjuntos
P,, P, Ps, corresponden a las codificaciones de a,e, s, es decir P, = enc(a),
P. = enc(e), P; = enc(s). Entonces:

M ):[PWPE,PS/X,Y,Z] +(X,Y, 2)
Demostracion. Por la definicién de +(X,Y, Z) tenemos que:

M e, p,p.xyz HX Y, Z)
si y solo si
M ):[Px,Py,Pz,C,p/X,Y,Z,V,z} o (2, V, XY, Z)

para alguna C' C N y para toda p € N. Sin importar que p tomemos, basta
con encontrar C' para satisfacer la férmula ¢ (z,V, X,Y, 7).

Sea C' = posy(r.). Aqui es importante notar que pos;(r,) = Py, posi(re) =
P,y posi(rs) = Ps.

Para toda posicién p € N, al aplicar el algoritmo de la suma, tenemos los
siguientes ocho casos:

000. Si ¢, = a, = e, = 0, sumamos 0 4 0 + 0 por lo que el resultado en la
posicién p y el acarreo para la posiciéon p+1 es 0, esto es, ¢p41 = 5, = 0.
Por lo tanto, sip € CAp & P, Ap & P, , entonces, p+1 ¢ CAp & P,.
De manera que la férmula pgo0—00(z, V, X, Y, Z) es satisfecha.

Siguiendo el mismo razonamiento:

001. Si ¢, = ap, = 0,e, = 1, entonces, c¢,11 = 0,5, = 1. Por lo tanto, la
formula @go101(z, V, X, Y, Z) es satisfecha.

010. Si ¢, = e, = 0,a, = 1, entonces, c¢,11 = 0,5, = 1. Por lo tanto, la
férmula w1001 (2, V, X, Y, Z) es satisfecha.

011. Si ¢, = 0,a, = e, = 1, entonces, ¢,41 = 1,5, = 0. Por lo tanto, la
férmula w11 510(2, V, X, Y, Z) es satisfecha.

100. Si ¢, = 1,a, = e, = 0, entonces, cp41 = 0,5, = 1. Por lo tanto, la
férmula p100-01 (2, V, X, Y, Z) es satisfecha.
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101. Si ¢, = 1,a, = 0,e, = 1, entonces, c,41 = 1,5, = 0. Por lo tanto, la
férmula v10110(z, V, X, Y, Z) es satisfecha.

110. Si ¢, = a, = 1,e, = 0, entonces, ¢,11 = 1,5, = 0. Por lo tanto, la
férmula p110510(2, V, X, Y, Z) es satisfecha.

111. Si ¢, = ap = €, = 1, entonces, cp41 = s, = 1. Por lo tanto, la férmula
o111511(2, V, XY, Z) es satisfecha.

Notemos que los ocho casos anteriores corresponden al total de las formu-
las que definen a ¢ (z,V, XY, 7).
O

Con esto ya contamos con todos los elementos para poder definir una
traduccién de Pres a S18S.

4.2. Traduccion de Pres a S1S

Necesitamos establecer una relacion entre la interpretaciones para S1S y
Pres a partir de los estados de las variables. Ya que en Pres s6lo hay varia-
bles de primer orden y como en S1S las variables de primer orden representan
posiciones de palabras, cada variable de Pres sera codificada con una varia-
ble de segundo orden en S1S. Para esto, podemos asumir que tenemos una
funcion inyectiva que a cada variable de primer orden en Pres le asigna un
simbolo de variable de segundo orden en S1S como sigue:

z+— X

Antes de definir la funciéon de traducciéon y para facilitar la notacion,
vamos a introducir en S1S dos nuevas constantes: 0 y 1.

Definicién 4.14. Definimos el conjunto de simbolos de constante C de S15
como:

C=1{0,1}

y extendemos la funcion de interpretacion con:

of =0 y1% = {0}
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Esta extension permitira definir limpiamente la funcién de traduccién
aunque queremos recalcar que cada una de las constantes recién introducidas
es definible en S1S de la siguiente manera:

= 0 =def HXVCL’ﬁX(I)
w1 =4 YV (-Jyly < z) = Y(2))

Es facil ver que al interpretar las constantes asi definidas tenemos que:

0L =1siysslosi 6(X)=0y 1% =1siysélosiaY)={0}
Las cuales coinciden con la codificacién de 0 y 1:

enc(0) =0y enc(1) = {0}
Con esto podemos definir la funcion de traduccion.

Definicién 4.15. La funcion de traduccion x : ®pes — Pg19 mapea formulas
de Pres en formulas de S1S como sigue:

O=x)= 0=X

(

(l=z)y= 1=X

(y—2) = Y =X
(S(x)=2)"= +(X, Y, Z) Y =1
(x+y=2))= +(X,Y,2)

() = —¢"

(V) = "V

(Fxp)* = X"

Nuestro objetivo ahora, es mostrar que esta traduccion es fiel, en el sen-
tido de que preserva satifacibilidad.

Sean M = (N, 7), M= (N,f) interpretaciones para Pres y S1S, respec-
tivamente. -
Las siguientes definiciones dependen de M y M.

Definicién 4.16. Dado un estado de las variables o en M, definimos el
estado de las variables ¢ en M, tal que:

(X) = enc(o(z))
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Veamos que los estados modificados se corresponden con esta definicién.

Lema 4.2. Sean o un estado de las variables en Pres, x una variable de
primer orden en Pres y p € N. Entonces:

—

o[ X/enc(p)|(X) = olz/pl(X)

Demostracion.
olz/p](X) enc(o[z/p](x))  definicién de &

= enc(p) definicién de estado modificado

= o0|X/enc(p)](X) definicién de estado modificado

]

Ahora podemos verificar, procediendo por induccion, la traduccion de
Pres a S1S.

Lema 4.3. La interpretacion de cada formula @ en Pres coincide con la
interpretacion de su traduccion ¢* en S1S. Es decir:

Z,(¢) = Zs(¢")

Demostracion. Verificamos primero los casos base.

Z,(0=2)=1 siysélosi o(x)=0

siy sblosi enc(o(x)) = enc(0)

siy sblosi  enc(o(x))

siysolosi 6(X)=10 definicién de &
siysolosi Zy(0=X) =1

I,(1=x)=1 siysblosi o(z)=1
siy s6lo si enc(o(x
siy s6lo si enc(o
siysélosi a(X)={0} definicién de &
si y sélo si f(}(l:X):l
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Iy(y=z)=1 siysélosi o(y)=o(x
siysélosi enc(o(y)) =e
siysolosi a(Y)=a(X) definicién de &
siysdlosi Z;(Y = X) =1

4. (S)=2)"=+X, Y, 2)\NY =1.

Notemos que Zs(Y = 1) = 1 si y sélo si a(Y) = 17 = {0} = enc(1)
Ademas, por definicién de 7, 6(X) = enc(o(x)) vy 6(Z) = enc(o(2))
Con lo que:
Z,(S(x)=2)=1 siysolosi S¥(o(z)) =0c(2)

siysélosi o(x)+1=o0(z

o
siysolosi &
o

siysolosi Zy(+(X,Y,Z)ANY =1) =

5. (t+y=2)=+(X,Y, 2).

Por definicién de 4, 6(X) = enc(o(x)), 6(Z) = enc(o(2)) y a(Y) =
enc(o(y)). Con lo que:

I(x+y=2)=1

siysolosi o(z)+o(y) =o0(z)
5(X) = enc(o(x)).

siysbélosi 6(Z)=-enc(o(z))y lema (4.1)
5(Y) = enclo(y)

siysolosi Zz(+(X,Y,Z2)) =1

Procedemos ahora con el paso inductivo. Suponemos que para cualquier
férmula ¢ en Pres se tiene que Z,(p) = Zs(¢*).

1. (—Kp)* = —|g0*.
Z,(—p) =1 siysélosi Z,(¢) =0
siy sélosi Zz(o*

siysolosi Zs(—p*) =1
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2. (¢ V) =g V.

Z,(p V) =1 siy sblosi
si y solo si
siysblosi Zz(e* Vo*) =

3. (Frp)* =3I X"
Z,(Frp) =1
siy sélosi Ty (p) = para algin p € N
si y s6lo si I@](gp )= H.I.

1
si y sélo si I&[X/mc (") =1 lema (4.2)
si y sélo si I(EIXgo)zl

El siguiente corolario es inmediato

Corolario 4.1. Si ¢ es un enunciado en Pres, entonces:
M = ¢ siy sélo si M = ¢

Finalmente podemos demostrar nuestro objetivo acerca de la decidibili-
dad de la aritmética de Presburger.

Teorema 4.1. La aritmética de Presburger es decidible. Es decir, dada una
formula ¢ en Pres, podemos determinar si existe o no un estado o de variables

tal que M =, ¢

Demostracion. Dadas ¢ y o podemos decidir si M = ¢*, puesto que la
logica S1S es decidible, pero esto es equivalente, por el corolario anterior, a
que M = .
Por lo tanto, Pres es decidible.
m

En este capitulo demostramos la decidibilidad de la aritmética de Pres-
burger que es la teoria de primer orden de los niimeros naturales con la suma.
Definimos la signatura Pres en la légica de primer orden. Con esto, definimos
una funcién o de normalizacién que transforma cualquier férmula de Pres en
una férmula cuyas subféormulas atéomicas son de la forma ¢ = x, donde ¢ es
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un término simple. Después, definimos una férmula +(X, Y, Z) en SIS que
describe el algoritmo de la suma binaria.

La funcién o para férmulas de Pres y la férmula +(X,Y, Z) en S18S, fa-
cilitaron la definicion de una funciéon % de traduccién de féormulas de Pres
a formulas de S1S. Por tultimo, demostramos que la funcién * preserva la
satisfacibilidad de las féormulas y dado que S1S es decidible, entonces Pres es
decidible.
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Conclusiones

A lo largo de este trabajo buscamos caracterizar a los lenguajes regulares
y w-regulares a través de la ldgica. Para eso, definimos una signatura del
lenguaje légico de manera que nos permitiera describir que un conjunto de
palabras sobre un alfabeto finito fuera reconocible por un autémata finito o
un autémata de Biichi.

En un primer intento recurrimos a la légica SOS de primer orden, sélo para
verificar que, debido a que la nociéon de un camino finito de longitud arbitraria
no puede ser definida en un lenguaje de primer orden, el poder expresivo no
alcanza para poder describir un lenguaje regular, y por lo tanto, tampoco es
posible describir un lenguaje w-regular.

Por lo anterior, definimos la légica S1S, con un mayor poder expresivo
y que es la extensién de SOS sobre la logica monéddica de segundo orden
que es, a su vez, la extensién de la légica de primer orden que permite la
cuantificacion sobre predicados monédicos.

Definimos el autémata de Biichi a partir de la definicién de un autémata
finito y por tanto, como una extensiéon del mismo sobre palabras infinitas.
Demostramos que, a diferencia de los autématas finitos, los autéomatas de
Biichi no deterministas tienen un mayor poder expresivo que los determinis-
tas. También verificamos que los autématas de Biichi cumplen con las mismas
propiedades de cerradura que los autémats finitos. Demostrar las propieda-
des de cerradura se redujo a construir los correspondientes automatas con la
excepcion del complemento, propiedad que requirié de un mayor analisis y
se sirvié de técnicas algebraicas presentadas a detalle aqui.

Definimos los lenguajes w-regulares como los lenguajes aceptados por los
autématas de Biichi y que por lo tanto, cumplen con las propiedades de
cerradura. Demostramos que todo lenguaje w-regular se puede expresar como
una unién finita de lenguajes de la forma UV, donde U y V son regulares.

Con todo lo anterior, se establece una analogia entre los autéomatas finitos
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y los autématas de Biichi, los lenguajes regulares y los w-regulares. Todo
esto nos permite preservar esa relacion a través de las demostraciones de los
teoremas de Biichi, el primero sobre lenguajes regulares y el segundo sobre w-
regulares. Los teoremas de Biichi establecen la equivalencia entre las clases de
los lenguajes S1S-definibles y las clases de lenguajes regulares y w-regulares.

Para ambos teoremas seguimos el mismo procedimiento. Primero demos-
tramos que si un lenguaje es reconocible por un autémata, entonces es S1S-
definible. Después demostramos que si un lenguaje es S1S-definible, entonces
podemos construir un automata que lo acepte.

Por ultimo mostramos, como una aplicacién interesante, la decidibilidad
de la aritmética de Presburger a partir de la decidibilad de la l6gica monadica
de segundo orden S1S, la cual se sigue de los teoremas de Biichi. Para esto,
construimos una traduccién de la aritmética de Presburger a la logica S1S,
la cual se sirve de una funcién de normalizacién que es aportacién nuestra.

Como extensién de este trabajo es natural preguntarse en que otras es-
tructuras, ademas de las palabras, puede darse un resultado analogo a los
teoremas de Biichi.

Una generalizacién a considerar es sobre drboles binarios propios [3], en
donde cada nodo es una hoja o tiene dos sucesores y es representado como
una palabra finita sobre el alfabeto {0,1}, donde 0 denota al hijo izquierdo
y 1 al hijo derecho. Para cada arbol t, el modelo de palabra tendria como
universo un subconjunto cerrado bajo prefijo dom(t) del conjunto {0,1}*,
es decir, para cada palabra w € dom(t), ambas o ninguna de las palabras
w0, w1 estan en dom(t). Asi, un arbol sobre el alfabeto 3 se puede ver como
una funcién t : dom(t) — X. La signatura de S1S tendria que adaptarse
definiendo dos relaciones sucesor Sy, S7, sucesor izquierdo y sucesor derecho,
respectivamente, con (w,w0) € ST y (w,w0) € ST, para w, w0, wl € dom(t).

Otra generalizacién son la gréficas dirigidas [3], en donde las etiquetas de
los vértices pertenecen a un alfabeto ¥ y ademads contamos con un alfabeto
E para etiquetar a las aristas. Asi, los nodos n, n’ conectados por la arista
b son representados por la palabra nbn’. Nuevamente, la signatura de S1S
se adaptaria considerando el nuevo alfabeto incluyendo una relacién arista
Ey, por cada simbolo b € E. Teniendo al conjunto V' como universo de una
interpretacién, cada Ef corresponde a un subconjunto disjunto de V' x V.
Cabe mencionar que con las gréficas aciclicas, los modelos de palabras y los
de arboles binarios se pueden ver como un caso particular de éstas, en los
que las relaciones sucesor de cada interpretacion corresponden a una relacién
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arista.

Es importante notar que en el marco de la légica, no existe gran dife-
rencia ni dificultad en la adaptaciéon de las nociones de definibilidad desde
el dominio de las palabras a los dominios extendidos de arboles y gréficas,
ademas, la transicion de modelos finitos a modelos infinitos no representa
ningun problema conceptual, sélamente es necesario adaptar la signatura
bajo consideracion y cambiar la clase de modelos aceptados.



108 CONCLUSIONES



Bibliografia

1]

J.R. Biichi. (1960). Weak second-order arithmetic and finite automata. Z.
Math. Logik Grundl. Math. 6, 66-92.

C.C. Elgot. (1961). Decision problems of finite automata design and re-
lated arithmetics. Trans. Amer. Math. Soc. 98, 21-52.

W. Thomas. (1996). Languages, Automata, and Logic. Technical Re-
port 9607, Institut fiir Informatik und Praktische Mathematik, Christian-
Albrechts-Universitat zu Kiel, Germany.

W. Thomas. (1990). Automata on Infinite Objects. In J. van Leeuwen,
editor, Handbook of Theoretical Computer Science, volume B: Formal
Models and Semantics, pages 133-192. Elsevier Science Publishers, Ams-
terdam.

R. Dustin Wehr. (2007). Monadic Second Order Logic and Automata on
Infinite Words: Biichi’s Theorem.

M. Huth. M. Ryan. (2004). Logic in computer science. Modelling and
Reasoning about Systems. Cambridge University Press.

Arnold L. Rosenberg. (2010). The Pillars of Computation Theory. State,
Encoding, Nondeterminism. Springer.

Favio Ezequiel Miranda Perea. Araceli Liliana Reyes Cabello. Lourdes Del
Carmen Gonzalez Huesca. (2013) Ldgica de Primer Orden: Introduccion
y Sintaxis. Logica Computacional 2013-2, Notas de clase 4. Facultad de
Ciencias. UNAM.

109



110 BIBLIOGRAFIA

[9] Favio Ezequiel Miranda Perea. Araceli Liliana Reyes Cabello. Lourdes
Del Carmen Gonzélez Huesca. (2013) Semdntica de la Légica de Pri-
mer Orden. Légica Computacional 2013-2, Notas de clase 6. Facultad de
Ciencias. UNAM.

[10] W. Thomas. (2010). On monadic theories on monadic predicates. Fields
of Logic and Computation Lecture Notes in Computer Science Volume
6300, pp 615-626.

[11] Ganesh Gopalakrishnan. (2006). Computation Engineering: Applied Au-
tomata Theory and Logic. Springer.

[12] Jean-Eric Pin. (1996). Logic, semigroups and automata on words. Annals
of Mathematics and Artificial Intelligence 16, pp. 343-384. J.C. Baltzer
AG, Science Publishers.

[13] John C. Martin. (2004). Lenguajes formales y teoria de la computacion,
3a ed. McGraw-Hill Interamericana.

[14] Hossein Hojjat. (2010). Monadic Second Order Logic. LARA.

[15] Volker Diekert, Paul Gastin. (2007). First-order definable languages. Ins-
titut fiir Formale Methoden der Info/rmatik. Universitat Stuttgart. Labo-
ratoire Spécification et Vérification. Ecole Normale Supérieure de Cachan.

[16] O. Matz, N. Schweikardt. (2008). Ezpressive power of monadic logics
on words, trees, pictures, and graphs. Logic and Automata: History and
Perspectives, pp. 531-552. Amsterdam University Press.

[17] Nir Piterman. (2007). From nondeterministic Biichi and Streett auto-
mata to deterministic parity automata. Logical Methods in Computer
Science, Vol. 3 (3:5) 2007, pp. 1-21.

[18] C. C. Chang, H. J. Keisler. (1990). Model Theory. Studies in logic and
the foundations of mathematics. Volume 73. Elsevier Science Publishers
BY.

[19] Raynal, Michel (2012). Concurrent Programming: Algorithms, Princi-
ples, and Foundations. Springer Science & Business Media. p. 9.



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Preliminares
	Capítulo 2. Lógica Monádica de Segundo Orden
	Capítulo 3. Equivalencia entre Autómatas y Lógica
	Capítulo 4. Aritmética de Presburger
	Conclusiones
	Bibliografía

