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Resumen

La motivacién en la realizacién de este trabajo tiene que ver, por una parte, con
la posibilidad de mejorar las mediciones de los métodos actuales para evaluar
superficies asféricas, y por la otra parte, con la necesidad reciente, no solo de la
caracterizacion de estas superficies, sino también superficies que son muy rapidas;
es decir, que tienen numeros F pequeios (F/# < 1). Por lo tanto, la propuesta
de este trabajo consiste en estimar la exactitud que se puede alcanzar mediante el
uso de una pantalla nula cénica para evaluar superficies rdpidas y convexas, en

particular una superficie esférica y la superficie de una cérnea humana.

Para ello caractericé un sistema 6ptico, basado en una pantalla nula cénica, me-
diante el uso de una superficie de referencia esférica de radio r = 7.8 mm. La
caracterizacion del topdgrafo la realicé en tres parte. En la primera, disefié y cons-
trui un prototipo de topdgrafo corneal mediante el ensamblaje de las diferentes
partes que lo componen (pantalla nula, cdmara, etc...). En la segunda, evalué la
topografia de una esfera de calibracion utilizando el topdgrafo con dos pantallas
diferentes (una configuracion cuadrada y otra semiradial). Asimismo, desarrollé
e implementé diversos algoritmos computacionales para reconstruir la forma de
la superficie y calculé las curvaturas sagital y meridional a partir de las imagenes
capturadas por la cdmara del sistema 6ptico, ver referencia [1]. En la tercera eta-
pa, llevé a cabo un andlisis sobre la sensibilidad asociada al dispositivo mediante

simulaciones numéricas.

Ademés, realicé una revision bibliografica acerca de aspectos esenciales de la c6r-
nea humana y llevé a cabo una evaluacion de la cérnea de mi ojo derecho con el
dispositivo propuesto. Finalmente, la evaluacion de la cérnea de mi ojo derecho
tuvo lugar una primera vez con el topdgrafo calibrado utilizando la pantalla con
una configuracion semiradial; sin embargo, realizé modificaciones al disefio inicial

del topdgrafo tomando en cuenta las dificultades presentadas en dicha prueba, y asi
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mejorar la evaluacion. Se reconstruy6 la forma de la superficie corneal y también

calculé el poder refractivo de esta.

Utilizando la configuracién semiradial, recuperé la forma de la superfice de ca-
libracion respecto a la esfera de disefio con un error rms igual a 1.97 um y un
valor pico valle de 15.5 um; mientras que para los radios de curvatura sagital
y meridional los valores rms fueron 61.9 um y 88 um, respectivamente, y los
valores pico valle resultaron ser 0.333 mm y 0.419 mm, respectivamente. Para el
caso de la cOrnea, el valor rms de la diferencia en elevacion entre los resultados
y el mejor ajuste fue de 5.24 um, en tanto que el valor pico valle fue 45.4 um.
Los valores del poder refractivo de la cérnea se extendieron sobre un rango mas

amplio del que idealmente deberia ser.
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Capitulo 1

Fundamentos Teoricos

1.1. Resumen

Esta seccion estd dedicada a describir brevemente la fisiologia del ojo, en
particular centraré la atencion en la cérnea. Por otra parte, realizaré una revision
general de las diferentes pruebas 6pticas que se llevan a cabo a nivel clinico para

medir los pardmetros més relevantes de la superficie corneal.

1.2. Elojo

La vista, uno de los sentidos mds utilizados por el ser humano, sirve para obtener
informacion del entorno donde nos encontramos, de ahi la importancia del estudio
del ojo. Relativo a este, existe mucho trabajo de investigacion en muy diversas
dreas; adn asi, es un organo cuyo funcionamiento estd lejos ser comprendido ca-
balmetne. Sabemos que el ojo dispone de una gran cantidad de elementos para su
funcionamiento. En la Fig. 1.1 se muestra un esquema del ojo con algunos de los
elementos mds importantes y representativos que sirven como punto de partida

para entender su funcionamiento.
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Esclerética Coroide

Canal de Schlemm

Coérnea

Cuerpo ciliar

Nervio Optico

Retina Cristalino

Figura 1.1 Esquema de algunos de los elementos mds relevantes, tanto internos

como externos, del ojo humano.!

El proceso de la vision se divide en dos partes: la primera, es el paso de luz a
través del ojo; la segunda, son los procesos electro-quimicos que se llevan acabo
en los nervios Opticos y el cerebro. En primer lugar, la luz incide en el ojo entrando
por la cornea, que es una membrana transparente lo que permite el paso de la luz,
pero al mismo tiempo sirve como soporte mecénico a la cimara anterior del ojo
y también cubre al iris, el cual es un diafragma que regula la cantidad de luz que
pasard dentro del ojo. Después, la luz que llege al cristalino, que puede ser pensada
como una lente biconvexa de gradiente de indice, es redirigida, y viaja a través del
humor vitreo hasta la retina. Por medio de procesos quimicos, la luz que llega a la
retina se transforma en una sefial eléctrica que viaja por el nervio 6ptico hasta el

cerebro para después ser procesada.

No obstante, sin los demds elementos oculares el 0jo no seria capaz de desempenar

su funcidn correctamente. Respecto al cuerpo ciliar, este segrega un liquido llama-

ITomada de https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Eye_ scheme.svg el 16/10/2016.
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do humor acuoso en la cdmara anterior, el cual serd llevado a las partes posteriores
del ojo (cdmara posterior, cristalino, humor vitreo) para nutrir a los tejidos avascu-
lares (sin riego sanguineo); el sobrante de dicho liquido es eliminado por medio del
canal de Schlemm. Por otra parte, el cuerpo ciliar tiene también al musculo ciliar,
el cual se encarga de generar tension sobre los ligamentos (los cuales permiten el
paso del humor acuoso) lo cual a su vez cambia la forma del cristalino permitiendo
enfocar adecuadamente una imagen. La esclerética se encarga de proteger y dar
forma al ojo, ademads de darle el color blanco y la coroide es una capa que también
suministra nutrientes a la parte interna del ojo y bloquean la luz que llega desde

otras direcciones.

1.3. La cornea

La cérnea desempefia un papel esencial en la visién. Esta es una membrana en
forma de menisco que consta de 5 capas, ver figura 1.2. La capa anterior tiene un
radio cuyo valor medio es r = 7.7 mm, mientras que el valor medio del radio de la
capa posterior es de r = 6.8 mm, ver referencia [2]. Vista de frente, su didmetro es
aproximadamente de 12mm. En la zona central, considerada entre 3 mm y 4 mm
de radio, el espesor de la cérnea es menor y su valor oscila entre 0.5 mm 'y 0.6 mm,
en tanto que en la zona de la periferia su valor es alrededor de 0.7 mm. Vista de

frente, tiene un didmetro cercano a 12 mm.

En una primera aproximacion, la cérnea puede ser considerada como un sistema
optico conformado por dos superficies esféricas que se encuentran inmersas en
tres sustancias diferentes: aire, la cérnea y la capa posterior (humor acuoso). Con-
siderando esto, se puede mostrar que la cornea aporta un total de 43 dioptrias, esto
equivale a dos terceras partes del poder didptrico total del ojo -de ahi una de las

razones para de su estudio.
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- Periferia ™
/ ////’ ‘\\\\ \

/" Paracentral AN

P r="77Tmm
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\\\ R \\\\\\\\ - // / /// Aire C(’)rnea
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12mm R
a) b)

Figura 1.2 Perfil frontal y lateral de una cérnea humana.

Consideremos la capa anterior, su forma es similar a la de un toroide que tiene dos
diferentes radios de curvatura principales, y cuyos valores pueden variar con el
paso de laedad. Sin embargo, quizds la mejor forma para describir esta superficie es
mediante una elipse, ver [2]. Dicha superficie es una cénica y puede ser expresada

matematicamente como

2Z2=2zr+(k+Dx*=0, (1.1)

donde r es el radio de curvatura y k es la constante conica. Respecto a la superficie
anterior de la cérnea, el valor de la constante de conicidad puede variar entre —0.2
y —0.4. La zona central de dicha superficie se puede aproximar como una esfera,
pero a medida que nos movemos a la zona paracentral, ubicada entre los 7 y los
8 ;mm de diametro ver 1.2, es méds adecuado considerar una elipse; no obstante,
en la periferia existe un aplanamiento debido a que el radio de curvatura aumenta
aparentemente para reducir la aberracion esférica, por lo cual aproximarla como

elipse no bastaria como una descripcion total, ver [2].
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La zona central de la cérnea es probablemente la parte mds importante ya que alli
se lleva a cabo la mayor parte del trabajo en la formacion de imagenes cuando es
de dia, mientras que por la noche la parte de la periféria adquiere también una
importancia considerable, ya que el iris se dilata y permite la entrada de luz desde

angulos mayores.

1.4. Evaluacion de la topografia corneal

La palabra topografia proviene de las raices giregas: Tomoo que significa "lugar’
y ypaen, que se puede entender como ’descripcion’. La topografia corneal es la
rama de la medicina que se dedica a estudiar la forma de la cornea mediante la iden-
tificacion de pardmetros adecuados para su descripcion, asi como el uso de estos
pardmetros para fines clinicos para dar un diagndstico apropiado. La caracteriza-
cién de la cérnea permite la deteccion de enfermedades tales como el queratocono.
También, permite calcular el poder de refraccion de la cérnea con el propésito de

disefnar una lente intraocular necesaria en una operacion de extraccion de cataratas.

Existen gran cantidad de modelos esquematicos del ojo [3] que intentan descri-
bir el paso de la luz a través del ojo, como el modelo de ojo de Gullstrand. Sin
embargo, el nivel de complicacién aumenta considerablemente cuando se agregan
una mayor cantidad de pardmetros -necesarios para describir su funcionamiento
de manera mads precisa. Es por este motivo que se han desarrollado, en los ultimos
dos siglos, métodos en diferentes dreas del conocimiento que pretenden entender,

diagnosticar y corregir trastornos en el ojo.

Cuando se utiliza la topografia corneal se buscan calcular una serie de parametros
muy especificos, en la tabla 1.1 se enlistan, asi como su relevancia clinica y éstos
son: el radio de curvatura, el poder refactivo y el perfil de elevacion. Brevemente, el

radio de curvatura se definie como el inverso de la curvatura en un punto, el poder
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refractivo es proporcional a la curvatura y el perfil de elevacion es la diferencia que
existe respecto de una superficie de referencia. Regresaremos a estos pardmetros

mas adelante.

Parametro Relevancia Clinica
Radio de Curvatura Disefo de lentes de contacto
Poder refractivo Determinacion del poder refractivo de

la lente intraocular para ser implantada

en una cirugia de catarata

Radio de curvatura, poder | Diagndstico previoy seguimiento a una

refractivo y perfil de elevacion | cirugia corneal

Perfil de elevacion Determinacion del perfil de ablacion en

la cirugia corneal

Tabla 1.1 Relacion entre los parametros que la topografia corneal puede calcular

con su aplicacion médica.

Existen varios métodos que actualmente se utilizan para conocer los pardmetros
Opticos del ojo de la tabla 1.1, por ejemplo mediante Queratéometro, Anillos de
Placido, interferometria, deflectomeria, reflexion difusa (patrén de Moiré) y luz
difusa (1ampara de hendidura), ver las referencias [4, 3] , por mencionar algunos

de los métodos mas utilizados.

1.4.1. Queratometro

El queratémetro es un dispositivo utilizado para calcular el radio de curvatura de
la parte central de la cérnea. El primer queratémetro fue construido por Hermann
von Hemholtz (medico y fisco de origen alemadn) en 1854, ver [3]. Actualmente,
los queratometros en el mercado son variados, pero todos se basan en un principio

equivalente que a continuacion describiré.
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Esencialmente, el queratometro estd compuesto por dos objetos (llamados miras)
que denotaremos como M; y M,, ver Fig. 1.3, posicionados a una distancia s del
vértice V y que se encuentran separados por distancia conocida y. Entonces, a
partir de la reflexion de estos dos objetos en la cérnea, se generan dos imédgenes
que llamaremos M| y M;, localizados a una distancia s” del vértice y separados

por una distancia y’.

.
N 2 Mi
y/
, y
M |
i i
C ,
M; T
N Y S 1Y

Figura 1.3 Esbozo del principio del funcionamiento de un queratémetro: dos
objetos cuyas coordenadas son conocidas M| y M, generan, cada uno, una imagen

a través de la c6rnea M| y M, respectivamente.

Asi pues, para medir el radio de curvatura r. se utiliza la ecuaciéon de lentes

delgadas, ver [5]

I 1 1

—=—+-, 1.2

vostT (1.2)
donde f es la distancia focal de la cdérnea, s es la distancia entre el plano
perpendicular que contiene a las mirillas y el vértice de la superficie corneal
y s’ es la distancia del vértice al plano que contiene las imdgenes de las mirillas.
En esta aproximacion se considera que la zona central de la cornéa puede ser

aproximada por medio de una esfera, por lo cual se cumple que 2 f = r.. A partir

de la figura 1.3 se puede deducir que
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) (1.3)

De las ecuaciones (1.2) y (1.3) se puede mostrar que el radio de curvatura esta
dado por
_ 25y’

Te , (1.4)
y

donde la altura y” es posible medirla suponiendo que la cérnea es una lente delgada
y esférica. A partir de la ecuacion (1.4) podemos ver que una buena medicién del
radio de curvatura depende mucho de mantener fija la distancia s, por lo cual los
queratometros deben tener un sistema que proporcione un soporte y alineacién
adecuados. Por otro lado, existen queratometros que no son dependientes de la
distancia s (mediante el uso de un colimador se puede tomar la distancia s en

infinito), en este caso el radio de curvatura esta dado por

re =Cy, (1.5)

donde C es una constante. En el mercado existen dos tipos de queratoémetros: los
manuales y los electrénicos, los tltimos pueden ser mas econdmicos y ser igual-

mente efectivos para medir el radio de curvatura.

1.4.2. Topografo basado en anillos de Placido

El top6grafo corneal basado en anillos de Placido es ampliamente utilizado tanto
para evaluar el estado de la cérnea, lo cual permite realizar diagndsticos antes y
después de una cirguia corneal, asi como para el seguimiento postoperatorio. Los
resultados obtenidos con este topdgrafo sirven como base para el disefo de lentes
intraoculares, por ejemplo, las que se insertan en el ojo después de una cirugia de

cataratas. También se utiliza para detectar la presencia de queratocono; asi como
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el diagndstico antes y después del uso de la ortoqueratologia.?

Su funcionamiento se basa en la reflexion de un patrén de anillos, dispuestos en
forma concéntrica, sobre la cérnea, ver figura 1.4. Estos anillos comunmente se
encuentran en una superficie conica por dos razones: permite evaluar mayor area
de la cérnea (hasta la zona paracentral) y aumenta la precision de la evaluacion.
La imagen es capturada por un CCD colocado en el eje dptico del sistema que
estd detrds de los anillos, lo cual produce pérdida de informacion en el centro de
la cérnea. Finalmente, la imagen es analizada mediante algoritmos que permiten

recuperar la forma de la superficie.

Anillos de Placido

Cornea

Camara

Figura 1.4 Esquema de un topografo con anillos de Placido, tomada de [3]. La
imagen virtual que se forma detrds de la cérnea es capturada con una cdmara que se

encuentra al otro lado del topdgrafo.

Los anillos de Placido estan disefiados de tal manera que se encuentran igualmente

espaciados el uno del otro y cuyo espesor es constante. Si su imagen en el CCD no

2La ortoqueratologia es una técnica que modifica la forma de la cérnea temporalemente
mediante el uso de lentes de contacto durante la noche, eliminando la necesidad en el dia de

llevar gafas o lentes de contacto.
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corresponde con la esperada, entonces dichas discrepancias serdn asociadas con
deformaciones en la superficie® de prueba. La imagen tomada por la cdmara se

muestra en la Fig. 1.5.

Figura 1.5 Imagen de los anillos de placido en una cérnea.

Una vez que se tiene una imagen de los anillos reflejados sobre la cornea es posi-
ble reconstruir la forma de la superficie mediante diferentes métodos, por ejemplo
el de arc-step algorithm, ver [3],* el cual describo brevemente a continuacion.
Consideremos un corte transversal de la figura 1.4 definido por el eje 6ptico y un
angulo ¢ = cte, ver figura 1.6. Mediante calibracion se puede estimar la distancia
de trabajo L4, cuyo valor se mide desde el vértice de la cérnea hasta el diafragma
de la lente de la cdmara. Con esta distancia, las posiciones de los puntos de los
Anillos de Placido y los puntos sobre la imagen capturada (sobre ese perfil), es

posible calcular los valores de los puntos P;. A partir de esto, a cada par de puntos

3Esto se mide con respecto de la superficie de referencia.
4Este método de reconstruccion resulta impreciso ya que presenta el problema del rayo oblicuo,

en el cual no entraremos en detalles.
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sucesivos P; y Pj,1, se les ajusta un arco de circulo A; con la finalidad de interpolar
los datos en las zonas que no se han evaluado. Después, se calcula el centro de
curvatura C; del arco A; mediante los vectores normales correspondientes N; y

Nj1; asi como su radio de curvatura rc.

Coérnea 0,

@ = cte
Eje optico
»Micro
L g
agujero

Figura 1.6 Esquema de las variables utilizadas y calculadas en el método de

reconstruccién de arco por pasos.

Después de haber calculado la cantidades mencionadas anteriormente, se reali-
za un procedimiento andlogo al descrito para diferentes valores del dngulo ¢, y
finalmente se reune toda esa informacion y se presenta en forma de mapas de
colores para que el especialista los interprete. Estos mapas son los siguientes: el

de elevacion; el de curvatura y el de poder refractivo.

Por un lado, el mapa de elevacion usualmente se obtiene de hacer la diferencia,
de los valores de elevacion, entre una superficie de referencia’ y la superficie que
mejor se ajuste a los datos. Por otra parte, el mapa de curvatura hace referencia a
un corte transversal del sistema, asociado a un dngulo ¢ y a un punto P; dados.
Por otro lado, con los anillos de Placido es posible también calcular las curvaturas

meridional y sagital.® La curvatura C se define como el inverso del radio de

SEs aconsejable usar la superficie de disefio para dicho propésito.
¢Dichas cantidades se explicardn en detalle en el capitulo 3
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curvatura r.; mientras que el mapa de poder didptrico es una forma alternativa de

presentar el mapa de curvatura mediante el uso de [3]

D, = , (1.6)

donde n* denota el indice de refreaccién queratométrico” que es aproximadamente

1.33 mm, ver [3, 2]. D, se mide en inverso de metros o dioptrias y su simbolo es D.

Es importante mencionar que la precisiéon de los topografos corneales basados
en disco de Placido permiten determinar el poder refractivo dentro de un rango
aproximadante de +0.1 D, mientras que la tolerancia para el radio de curvatura
es de £0.02mm. Si bien los queratémetros son mds precisos, sélo miden la parte
central de la cérnea. Sin embargo, los topdgrafos basados en disco de Placido

pueden evaluar la zona paracentral.

1.4.3. Lampara de hendidura

La ldmpara de hendidura es ampliamente utilizada para evaluar la parte anterior
del ojo, la cual incluye los siguientes elementos: la cérnea (incluyendo la parte
anterior y posterior), el cristalino, la cimara anterior y posterior, e incluso la parte
posterior del cuerpo vitreo, ver Fig. 1.1. Ademads, tiene la ventaja de poder ser uti-
lizado junto con otros dispositivos lo cual permite dar un buen diagndstico sobre

el estado del ojo.

Esta funciona mediante la dispersion que sufre un haz de luz que incide en el cuerpo
del ojo. Para clarificar esto, imaginemos la siguiente situacion: en un cuarto oscuro
hacemos pasar luz a través de una hendidura, entonces las particulas de polvo se

haran visibles, en cambio si el cuarto esta iluminado seria muy complicado poder

7Este no es un indice de refraccién ordinario, si no que puede ser tomado como un valor efectivo

y depende de los componentes que se incorporen para su célculo, ver figura 1.2.
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ver dichas particulas. Lo mismo pasa con la estructura interna del ojo, si la luz
estd colimada y hay poca luz en el entorno, entonces podremos observar diferentes

partes del ojo estudiando la dispersion que sufre la luz, ver Fig. 1.7.

Figura 1.7 Proyeccién de la luz colimada en un ojo humano.

En particular, para reconstruir la forma de la cérnea se utilizan, basicamente, las
propiedades refractivas de la cornea, en la figura 1.8 se muestra un esquema de
como funciona la ldmapara de hendidura. Comunmente, se utilizan dos lentes para
proyectar lineas sobre la cérnea, colocadas aproximadamente a 45° sobre el eje
optico. Estas lineas de luz se reflejan en la cérnea y se dirigen hacia la lente de
la cdmara, donde son enfocadas en el plano de deteccion. La figura que se forma
en la cornea casi cubre toda el drea, permitiendo que pueda evaluarse una zona

bastante amplia.

Consideremos de nuevo la figura 1.8, donde As; es la distancia que hay entre el
punto sobre la cérnea (cuyas coordenadas son (x,y)) y el eje Optico, Ah; es su
altura y y; es el dngulo que sustenta dicho punto respecto del eje Optico. Ahora
bien, la evaluacién se hace tomando en cuenta dos aspectos: el primero, es que As;

es proporcional a Ah; en el punto con coordenadas (x, y), esto es que
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Lente del

colimador

Cornea Lente de la

camara

Eje optico

Plano de

deteccion

Ah;i(x,y)
Lente del

colimador

Figura 1.8 Esquema del funcionamiento de una ldmapara de hendidura.

As; = Ahitany;, (1.7)

y el segundo es que es posible, mediante la calibracion del sistema, estimar el valor
de Ah; en cada punto. Lo cual hace posible calcular el valor de As;, lo que a su vez

nos da la informacion del mapa de elevacion en un perfil, ver [3].

Finalmente, la direccion del colimador se cambia a intervalos angulares conse-
cutivos hasta cubrir el drea total de la cérnea y regresar a la posicion original;
este proceso es equivalente a una tomografia. En cada posicién que el colimador
toma se capturan las imagenes generadas, asimismo se lleva a cabo el célculo de
la elevacion As; correspondiente. Recopilando y runiendo toda esta informacion
se puede reconstruir el mapa de elevacion tanto de la superficie posterior como de

la superficie anterior de la cérnea.
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En general, la imagen de los haces de luz no serd completamente enfocada por la
lente de la cdmara debido a que la superficie puede no estar centrada y tener una
cierta inclinacion respecto de los planos principales de la lente. Para tales casos es
muy comun utilizar el método de Scheimpflug, ver referencia [3], el cual consiste
en tomar en cuenta estos efectos para recuperar una imagen completamente nitida,

lo cual mejora el cdlculo de los mapas de elevacion.

1.4.4. Tomografia de coherencia optica

La tomografia de coherencia 6ptica (OCT?®) es una técnica relativamente nueva,
que basa su funcionamiento en la interferometria de baja coherencia (LCI?®). Guar-
da una cierta analogia con el ultrasonido, el cual para determinar la estrucutra del
ojo utiliza ondas sonoras en comparacion con las ondas electromagnéticas que
ocupa el OCT.

En cuanto a sus diferencias, el ultrasonido es una prueba invasiva,'® mientras que
el OCT no lo es; también, la resolucion y precision que alcanza el OCT es mayor y
la velocidad con que captura las imagenes en tiempo real es superior. La resoluciéon
axial que alcanza el OCT puede estar en un intervalo de 107> a 1072 mm, mientras

que el ultrasonido va de 1072 a 10~ mm, ver [6, 7, 3]

El OCT fue disefiado para evaluar la retina, pero hasta el momento se han desarro-
llado diversas técnicas que le permiten evaluar una amplia variedad de elementos
oculares. En lo concerniente a este trabajo, puede calcular el radio de curvatura de

la cérnea asi como su espesor.

8Por sus siglas en inglés
%Por sus siglas en inglés
10En este estudio comuinmente se utiliza una sustancia acuosa especial que permite poner en

contacto el ojo del paciente directamente con el dispositivo que emite las ondas sonoras.
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El principio que utilizan los OCT es el siguiente: una onda luminosa es enviada a
través del ojo, la cual interaccionard con su estructura interna, ver figura 1.9. De
esta manera, pueden ocurrir diversos fendémenos como son reflexiones internas,
dispersion y absorcion. La onda que regresa pasa por un interferéometro (comun-
mente es un arreglo muy parecido al de Michelson). La onda viaja entonces hasta
un detector donde es capturada. En lo subsequente, se hace un estudio con los

patrones de intensidad para asociarlos con la forma de la superficie.

Onda Onda

incidente reflejada

Figural.9 Esquema del funcionamiento de un OCT cuando evalua el tejido ocular.
Una onda incidente es enviada hacia el ojo, entre otros fenémenos esta sufrird una
reflexién, produciendo una onda reflejada. A mayor profundidad de contacto el

tiempo de traslado de la onda serd mayor.

Como un ejemplo, la imagen de mi cérnea del ojo derecho tomada con un OCT
Atlas se muestra en la figura 1.10. Podemos ver en la figura 1.10 a), que el OCT
simplemente mide un perfil y evalda el ojo hasta una cierta profundidad. Este tipo
de procedimiento se llama escaneo tipo A; en tanto que el escaneo tipo B lleva a
cabo un barrido completo del drea del ojo y se obtiene una especie de molde en 3

dimensiones al final del procedimiento.
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a) b)

Figura 1.10 Evaluacion de mi ojo derecho con un perfil a 0 y con un OCT Atlas.

En al imagen a) se muestra donde se llevo a cabo el perfil, mientras que en la imagen

b) estd la cOrnea.

Las ventajas del OCT se deben a que no solo pueden estudiar la forma del epitelio
corneal (la capa mds externa de la cérnea) sino que ademds pueden medir su grosor,
siendo utiles para detectar el queratocono. La resoluciéon que maneja cada método
varia, pero la desviacion estandar estd cerca de +0.1 mm en radio de curvatura 'y un
error de 0.37 D en el poder refractivo y puede medir un drea de aproximadamente
de 9mm, ver las referencias [6, 7]. Esto indica una gran desventaja, ya que ademads
de ser mas caro que un topdgrafo basado en anillos de placido, no incrementa su

presicion.



Capitulo 2
Pantallas Nulas

En este capitulo se aborda el método de pantallas nulas, ver [8, 1]. En la primera
parte, se trabaja en su definicion, y su finalidad; asi mismo se explica que es una
pantalla nula cénica y como se diseiia. En la segunda parte, se desarrolla un modelo
matematico para realizar una simulaciéon numérica de la prueba de una superficie

con una pantalla nula cénica.

2.1. M¢étodo de pantallas nulas

El método de pantallas nulas es un método de prueba dptica geométrico que mide
la pendiente de la superficie a evaluar. Este tiene 3 elementos principales: una
pantalla nula (objeto), la superficie de prueba (superficie reflectora) y el plano de
deteccion (imagen), ver Fig. 2.1. La pantalla nula estd disefiada especificamente
para producir una imagen predeterminada, debida a la reflexién en una superficie
de referencia en particular. Una vez construida la pantalla nula, si se coloca frente
a la superficie que se pretende probar, entonces su imagen serd igual a la imagen de
referencia si y s6lo si ambas superficies son iguales. Sin embargo, si las imagenes
son diferentes, entonces también lo serdn las superficies; esto es, la imagen nos

proporcionard informacion detallada de las deformaciones de la superficie que se

18
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estd probando. Cabe mencionar que las deformaciones también se pueden deber a

desalineaciones del sistema 6ptico de prueba [8].

Distribucion
de puntos Superficie
de Prueba

Figura 2.1 Esquema del método de pantallas nulas.

La pantalla nula se escoge con una distribucién de puntos o de lineas las cuales
pueden tomar cualquier tonalidad o forma, ver [8, 9, 10], con la condicién que, en
la imagen, sean distinguibles entre si. Las pantallas nulas estan hechas sobre papel,
pero pueden ser trasladadas a cualquier material conveniente. Existen diferentes
modelos de pantallas nulas que se pueden construir; sin embargo los mas comunes

son las cilindricas, conicas y planas, ver la figura 2.2.

En general el tipo de superficies que se pueden probar con el método de las pan-
tallas nulas es variado: superficies de simetria de revolucion asféricas convexas

[8, 12, 1, 13], concavas [10], superficies fuera de eje [14, 15, 16]; también se han
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a) b)

Figura 2.2 Imagen a), pantalla nula cilindrica con una distribucién cuadrada de
puntos tomada de [10] b) Pantalla nula cénica (impresa en una hoja de papel) con

una distribucién radial de puntos tomada de [11].

propuesto para probar las superficies de colectores solares [17]. Superficies que
pueden ser especulares y parcialmente especulares [12]. En este trabajo, se usara
el método de pantallas nulas para probar la superficie anterior de la cornea. Las
pruebas Opticas geométricas tradicionales, por ejemplo las de Hartmann y Ronchi
[18], sulen trabajar con superficies donde el nimero F es tal que: F/# >> 1,
esto es, superficies lentas. Con el método de pantallas nulas se pretende trabajar
con superficies convexas y concavas tanto con nimeros F' mayores que la unidad
como con menores a la unidad (superficies rapidas), ver [10, 8]. La motivacion
principal de hallar una técnica para probar superficies asféricas rdpidas se debe a
la necesidad de reducir el tamafiano de las diferentes componentes de un sistema

optico y al requerimiento de mayor precision en las pruebas.

La evaluacion de la forma de la superficie corneal mediante pantallas nulas no es
algo nuevo, previamente se ha propuesto utilizar pantallas nulas cilindricas para
realizar la prueba [10, 8, 19, 20]. La pantalla nula cilindrica se propuso debido
a que célculos en la aproximacion paraxial han mostrado que una imagen plana
es producida por un objeto elipsoidal, ver [21, 22]. No obstante, construir una

pantalla nula eliptica es un poco complicado, por lo cual una buena aproxiamcién
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a) b)

Figura 2.3 Imagenes de las pantallas nulas de la figura 2.2. La imagen a)
corresponde a una pantalla nula cilindrica al evaluar una superficie eliptica. La
imagen b) es la de una cérnea humana sana y sin deformaciones aparentes cuando

se utiliz6 la pantalla nula cénica.

a dicha superficie es un cilindro. Sin embargo, para una superficie convexa, como
la cornea, esta tiene que ser colocada dentro del cilindro para poder ser evaluada;
ademds, tomando en cuenta el contorno de la cara (pestafas, nariz y parpados) en
este trabajo se propone utilizar una pantalla nula cénica, [11, 23]. Es importante
mencionar que parte del trabajo que se desarrolla en esta tesis fue publicado en el
articulo [1], donde soy uno de los autores. Por dicho motivo mostraré con cierto
detalle el proceso para disefiar y construir una pantalla nula cénica con un arreglo

ordenado de puntos, el cual puede ser radial o cuadrado.

2.2. Diseio de una pantalla nula cénica

El objetivo es encontrar los puntos sobre la pantalla nula cénica, tales que al ser
reflejados por la superficie corneal proporcionen un arreglo ordenado de manchas
circulares. Para el diseno se considera una superficie de referencia. Para ello se

utiliza el trazo exacto e inverso de rayos, ver la figura 2.4; esto es, partimos de un
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punto P; situado sobre el plano del CCD (imagen) y seguimos al rayo hasta que
inersecta a la superfice de referencia en el punto P, y finalmente encontramos el
rayo reflejado que intersecta a la superficie conica en el punto Ps, este es el punto
objeto que forma la pantalla nula. Por dltimo, este proceso se repite para cada

punto en el patron de disefio, ver la figura 2.4.

Superficie de referencia

P

Figura 2.4 Corte transversal del arreglo de pantalla nulas, ver figura 2.1. Los

parametros a, b, d, D y 8 determinan al sistema.

En la figura 2.4 se muestra un esquema de las variables utilizadas. El valor de
b es la distancia de la lente de la cdmara al vértice de la superficie, mientras que
a es la distancia del diafragma al plano del CCD. Ahora consideremos primero al
tridngulo formado por el punto (0, d), Py (0, —a — b) y después al tridngulo cuyos
vértices son P3, Py (8,—D/2). Usando las semejanzas de estos dos tridngulos se

puede mostrar que

d D

a:b+,3’

(2.1)

donde la distancia D corresponde al didmetro del hemisferio evaluado y g al ta-
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mafo del hemisferio sobre el eje Z (sagita médxima). El drea cubierta en el CCD
por la imagen formada debido a la pantalla nula queda determinada por el valor d.

Este punto se tratard con més detalle hasta el capitulo 4.

AY

(xpepiyeqp)

pPc

Q)

AceDl X

)
v

~

Figura 2.5 Patrén ideal de puntos con una dsitribucién cuadrada.

Se pueden elegir distintos tipos de patrones de puntos en el CCD, por ejemplo un
patrén cuadrado de puntos, ver la figura 2.5. Para calcular las coordenadas de los
puntos del patrén cuadrado podemos tomar el producto cruz entre los dos siguientes
conjuntos de puntos: respecto del eje X, x = —ml, —(m—-1)[,...,0, ..., (m—1)l, ml,
con / una distancia definida y m un nimero entero y respecto del eje Y,
y = —nl,—(n - 1)1,...,0,...,(n — 1),nl y n un nimero entero. En el caso de

lafigura2.5,eln=myn=>3.

El patrén elegido (cuadrado, radial, semiradial, espiral, etc...) debe de cubrir
un drea igual o menor a la del CCD de la cdmara con la que se vaya a

capturar la imagen. Consideremos un punto sobre el CCD y denotémosle por
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Pccp = (xcep, Yeep, Zcep), como puede verse en la figura 2.4 este punto cumple

que su coordenada en el eje Z es zccp = —(a+ b),conay b > 0.

Comencemos por construir el rayo incidente: el cual nace en el CCD y viaja en
direccion del diafragma (o pin-hole) denotado por el punto P = (0,0, —b). Este
rayo lo denotaremos porT = (I, 1, I;). Dado que conocemos las coordenadas del
punto Pccp y las del pin-hole P, entonces las coordenadas del rayo incidente estdn

dadas por

(=xcep, —ycep, —a)

b

2 2 2
\/xCCD tYeep t @

Debido a que los puntos en la superficie P, también yacen sobre la recta, cuya

1=

(2.2)

direccion es I y origen es Pccp, estos quedan descritos en forma paramétrica por

P,=P+11 (2.3)

donde ¢ es un parametro que indica la longitud del vector T; y una vez dado el valor
de ¢, los puntos P, quedan determinados. La superficie de referencia, en general,
puede estar descrita por una funcién G(x, y,z) = constante. En particular, una
superficie cOnica, cuyo vértice coincide con el origen de coordenadas, esta descrita

por la ecuacion, ver [18]

ZSup — 27 Zsup + Qx5 + Y5) = O, (2.4)

Donde Q = k + 1 siendo k la constante de conicidad, r el radio de curvatura y
las coordenadas de los puntos sobre dicha superficie son Ps,, = (Xsup, YSup» ZSup)-
Los puntos que se encuentran sobre la superficie deben satisfacer simultdneamente
tanto la ecuacion (2.3) como la (2.4). Para ello se toma la ecuacién (2.3) y se

sustituye en la ecuacién (2.4); resultando.
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(tI, + b)* = 2r(tI, + b) + Q((tI)* + (tI;)*) = 0, (2.5)

La ecuacion (2.5) es una funciéon que solamente depende del pardmetro #; por lo
tanto, para conocer el punto sobre la superficie solamente es necesario resolver
la ecuacién (2.5) para t. Cabe mencionar que para el caso general se tendria
que cumplir que G(¢) = 0. Desarrollando y reacomodando los términos de ¢ en

potencias obtenemos que

P2+ 0+ QL) +2t(b—r)+b* =0 (2.6)

La ecuacion (2.6) es una ecuacion de segundo grado, cuyas soluciones estdn dadas

por

Iz(r—b) + \/Ig(r —b)2 = D212 + QI2 + QI2)?
ty = — .7)
I7 + QI7 + OF

La ecuacién (2.7) tiene dos soluciones: una para cada hemisferio de la superfi-
cie. La solucién se toma como aquella que nos proporcione el hemisferio “mas
préximo al origen de coordenadas”, el cual corresponde al signo negativo. Luego,

el punto P esta dado por la ecuacion (2.3), es decir por Ps,, = (t_I,,t_1I,,t_I,+b).

Dadas las coordenadas de los puntos sobre la superficie es suficiente informacion
para calcular el vector normal N en estas posiciones. Las normales a la superficie

estan dadas por

X3 VG s Vs
N Yoy 2.8)
|VG(-X9 y’ Z)l PSup
Explicitamente, para nuestro caso, resulta
~ XSupts YSupsSup X — T
N = ( S pQ ys pQS 14 ) (29)

2 2 '
xSW,QZ + ySusz + (ZSup —r)?
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Ahora estamos en condiciones de calcular el vector reflejado ﬁ el cual esta dado
en términos del vector incidente T y la normal N por la ley de la reflexion en su

forma vectorial, ver referencia [5]

R=T-2I-N)N. (2.10)

donde R = (R,, Ry, R;). Entonces sustituyendo directamente las ecuaciones (2.9)

y (2.2) en la ecuacion (2.10) tenemos que las coordenadas del rayo reflejado son

—XccpXSup — YeepYsup + al(k + D zsyp — 1]
Ry = —xccp — 2xSup ) ) )
Xsup T Voup + [(k+ Dzgyp — ]
R, = —y 2 —XccepXsup — YeepYsup + al(k + 1)zsyp — 1]
y — —J)JCCD — Sup
xgup + ygup + [(k + Dzsyp — r1?
—XcCpXSup — YceDYsup + al(k + 1) zsyp — 1]

x%,,,p + y.%up + [(k + I)ZSup - r]2

b

R, = —a-2[(k+ 1)z —r]
(2.11)

donde R = (R, Ry, R;). Ahora que tenemos un punto sobre la superficie y el vector
direccioén R, podemos encontrar el punto correspondiente en la pantalla nula por
medio del mismo procedimiento que se utiliz6 para encontrar al punto Pgy.

Consideremos una nueva recta cuyos puntos P estdn descritos por la ecuacion

P; = Ps,, + wR. (2.12)

En general, la pantalla nula puede tener diferentes formas y estar descrita por
una funcién del tipo H(x,y,z) = 0, verbigracia una pantalla nula cilindrica,
elipsoidal, cénica o plana. En nuestro caso, utilizaremos una pantalla cénica.
Como se aprecia de la figura 2.4 y 2.6, el eje del cono descansa sobre el eje Z, que
coincide con el eje Optico, y su centro estéd localizado a una distancia & -cantidad
que representa su altura, la base descansa sobre el plano XY. En el momento en
que z = 0, el radio es s. Entonces, si las coordenadas de los puntos sobre el cono

son Ppanr = (Xpants YPants ZPant), €ste se puede describir por
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2 N

2
Xpant T y%’am :(/’l) (zZPant + h)2’ (2.13)

donde s/h = tan6, siendo 6 el dngulo de apertura del cono, ver la figura. 2.6.
Siguiendo los mismos pasos que para encontrar los puntos sobre la superficie,

sustituimos la ecuacioén (2.12) en la (2.13), lo cual nos conduce a

AW?+Bw+C=0 (2.14)

donde los coeficientes A, By C estdn dados por las igualdades (2.15)

A =R} +R; +tan’0R;
B = Rexgup + Ryysup — tan*0R (zsup + h) (2.15)

2 2 2 2
C = Xsup + Ysup +1an O(zsup + h)

De esta manera queda definida la ecuacion de segundo grado para w. La solucién
consta de dos valores: wy y w_, que representan un punto mds cercano al origen
y el otro mds alejado, respectivamente; en nuestro caso siempre elegiremos a wy.
Por lo tanto, queda definido el punto sobre la recta y asi mismo sobre la pantalla
nula Pp,,;. En el caso cuando la pantalla nula esté descrita por una ecuacion mas
general, se tendria que resolver una ecuaciéon H (w) = 0. Esto termina con los pasos
necesarios para mostrar la transformacion que sufren los puntos en el CCD hasta
llegar a la pantalla nula. El proceso anterior se hizo para un punto en particular,
pero se puede trasladar a cada uno del conjunto completo de puntos que se hayen

en el patron inicial.

En la préctica, construir un cono de papel a partir de una hoja es bien conocido. El
método a seguir es recortar una seccion polar de una hoja de papel para después

enrollarla y asi formar el cono, ver la figura 2.6.

Por lo tanto, para construir la pantalla nula hemos de ir ain un poco més lejos.

Debemos pues encontrar la transformacion entre ambas superficies, es decir, entre
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a) b)

Figura 2.6 Mapeo sobre un plano de la pantalla nula cénica. En la imagen
a) aparece el cono “enrrollado”, mientras que en la imagen b) el cono estd

“desenrollado” en un plano.

el “cono enrrollado” y el “extendido”. La transformacion que buscamos puede ser

deducida de la figura 2.6 y queda expresada por las ecuaciones

R
p= , (2.16)
send
a = Bsend, 2.17)

donde « representa la coordenada angular y p la radial del punto P sobre el plano,
respectivamente, ver imagen 2.6 b; mientras que, para el mismo punto en un corte
transversal del cono, S es la coordenada angular y R la radial. Notese que el valor

de p es el mismo en cualquier espacio.

Queda por tanto finalizada la transformacion inversa, es decir, partiendo de la
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imagen hasta encontrar al objeto y de este hasta su forma en un plano (hoja de
papel). Es por tanto factible construir la pantalla nula adecuada a cualquier patrén

de puntos que se escogan en el CCD.

2.3. Simulacion numérica de laimagen generada por

una pantalla nula

En esta seccion se desarrolla un esquema tedrico para realizar una simulaciéon
numérica de la evaluacion de una superficie con una pantalla nula cénica. La moti-
vacion principal de este desarrollo estd basada en construir una referencia a partir

de la cual podamos analizar los resultados que se obtengan en un experimento.

En la seccion pasada se tratd, recogiendo lo mds importatne, el problema siguien-
te: dada una imagen (en el plano de deteccién) y una superficie (descrita por
z = f(x,y)), entonces ;Cudl es el objeto (pantalla nula) que la produce, ver las
figuras 2.1 y 2.4. En esta seccion se aborda el problema inverso: dado un objeto
(pantalla nula disefiada para una superficie de referencia especifica) y una su-
perficie (con deformaciones y/o descentramientos o simplemente una superficie
diferente a la de disefio tomada como referencia) ;Cuadl es la imagen que se genera?
Algo semejante pasa con el método de las pantallas nulas ya que su objetivo es
resolver la siguiente pregunta: dada una imagen y un objeto ;Cudl es la superficie
que relaciona ambos elementos? La solucion al dltimo punto se presenta en el

capitulo 4 y es la reconstruccion de la superficie, ver figura 2.7.

Cabe afiadir, que en cada caso el proceso para encontrar la solucién es diferente.
Sin embargo, hay tres elementos en comun: en primer lugar, el uso del trazo exacto
de rayos para describir la formacion de la imagen (en cierta manera permite hallar
una relacion entre el objeto y su correspondiente imagen); en segundo lugar, el

célculo de los vectores normales (que proporcionan informacién sobre la pendiente
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Imagen (plano

de deteccién)

Figura2.7 Los treselementos principales del método de las pantalla nulas aparecen
en un circulo de color: la superficie en rojo; la imagen en amarillo y el objeto en

azul.

de la superficie de prueba) y finalmente, el hecho de que la superficie puede ser

descrita analiticamente por medio de una funcion.

Comencemos primero por replantear el problema en términos de que sea posible
encontrar una solucién, esto es, encontrar la imagen dada la pantalla nula (obje-
to) y una superficie, ver figura 2.8. Partimos de un objeto puntual identificado por
Ppant = (Xpants YPants ZPant) €0 la pantalla nula, del cual sale un rayo, cuya direccion
estd representada por el vector T, que incide en el punto Psy, = (XSups YSups ZSup)

sobre la superficie, descrita por la funcion zg,, = f(Xsup, Ysup), y que inmediata-
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mente después se refleja, generando asi un rayo, cuya direccion estd representada
por el vector ﬁ, que se dirige hacia el diafragma Py4 = (0,0, b) para, finalmente,

formar su imagen en el plano de deteccion, ubicado en z = —(a + b).
X

pant Superficie de referencia

PPant

Figura 2.8 Existe un solo rayo, que brota en el punto Pp,,,, y que al reflejarse
sobre la superficie en el punto Pg,,,, de acuerdo a la ley de lareflexion, eventualmente

llegara al diafragma Py 4. Los rayos no necesariamente estan sobre el plano X Z.

En términos explicitos el vector I se puede calcular a partir de las coordenadas de
un punto Pp,,; en la pantalla nula asi como de las coordenadas del punto Pg,, sobre
la superficie, el cual se requiere encontrar; luego la direccién del rayo incidente es

como se muestra en la expresion siguiente

'f _ (xSup — XPant> YSup — YPant> ZSup — ZPanl)

, (2.18)

\/(xSup - xPam)2 + (ySup - yPant)2 + (ZSup - ZPant)2
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Mientras que el vector R, se puede expresar en términos de un punto sobre la

superfice y de las coordenadas del diafragma, es decir

(_xSupa —YSup> b- ZSup)

R - |
\/(xSup)2 + (ySup)2 + (b - ZSup)Z

(2.19)

Notemos que para determinar la posicion del punto imagen solo es necesario
conocer el vector reflejado R, ya sea que se calcule de manera directa o bien, co-
menzando por conocer el vector incidente I y después utilizar la ley de la reflexion.

En cualquier caso, se puede calcular el punto Pg,,.

Entonces, para determinar las coordenadas del punto Pg,, sobre la pantalla nula,
considerémosalas como variables por ser determinadas. Dicho lo cual, tendriamos
que buscar 3 condiciones para calcularlas. La primera, y mas inmediata, es que las
tres variables estédn relacionadas por zg,, = f(Xsup, Ysup). Las otras dos condicio-

nes yacen en la ley de la reflexion, tal y como discutiremos mds adelante.

Notémos que el rayo incidente y el reflejado forman un plano; este contiene al
vector normal N = (N, N ,N;), por lo cual solo dos de sus componentes son
linealmente independientes, ddndo lugar a las dos condiciones restantes. Sin em-
bargo, utilizar la ley de la reflexion en la forma de la ecuacion (2.10) y expresar
al vector normal como en la ecuacidén (2.8) resulta muy complicado por el dlgebra
involucrada, por lo cual se presenta una manera mds prictica y simple de obtener

el mismo resultado.

Para encontrar el vector normal a la superficie N, primero, tomemos la derivada
parcial del punto Pg,, respecto de la variable xg,,, lo cual resulta en el vector

P, = (1,0, %), el cual es tangene a la superficie; después, calculemos la
up
Oy
’ aySup
este también es tangente a la superficie. Un vector normal puede obtenerse tomando

derivada parcial del punto Pg,, respecto de yg,,, cuyo valor es P, = (0, 1

el prodcuto cruz entre P, y P, resultando
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N:(— of of 1),

s s (2.20)
axSup 8ySup

Es importante mencionar que esta expresion no dependen de los vectores I y
R, pero si guarda una relacion directa con ellos. Por lo tanto, para deducir una
expresion donde aparezcan explicitamente ambos vectores, consideremos a la ley

de reflexion, ver la ecuacion (2.10); de esta se desprende lo siguiente:

—~ o~

N=——-L (2.21)
-2(I-N)

En general, los vectores normales N de las ecuaciones (2.21) y (2.20) son diferentes
solo por su magnitud, y no por su direccién. La relacién que guardan ambos se
puede encontrar entre los cociente de sus coordenadas respectivas (donde la norma
del vector se cancela). Por lo tanto, el resultado de dividir las coordenadas x e y

por la coordenada z e igualar ambas expresiones es

R, -1 R, —1
s b of KoL 9f (2.22)
R-L  ox R—-L_ dy

Este resultado es importante ya que del lado izquierdo se muestra la representacion
geométrica del vector normal y del lado derecho se encuentra la funcién que la
describe. Para terminar, recordemos que empezamos suponinedo que la superficie
se puede describir como f(xsup, Ysup) = Zsup Y que se cumplen las ecuaciones
(2.22), entonces tenemos un sistema de no lineal de 3 ecuaciones para 3 incognitas.
Resolviendo dicho sistema de ecuaciones para cada punto sobre la pantalla nula
es posible encontrar los puntos en la superficie que cumplen la ley de la reflexion
y cuyo vector reflejado R pasa por el diafragma, en el capitulo 3 utilizaremos lo

desarrollado hasta el momento para estudiar la sensibilidad de la prueba.

Para hallar los puntos sobre el plano de deteccion, simplemente se deben encontrar

la interseccion del rayo reflejado con dicho plano. Asi el problema queda resuelto.
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Cabe mencionar que este procedimiento es vélido para cualquier superficie.!

El desarrollo anterior lo ocupamos en la siguiente seccion para estudiar la sensi-
bilidad de la prueba bajo las condiciones de trabajo (las cuales se tratardn a detalle

hasta el capitulo 4).

2.4. Sensibilidad de la prueba

La sensibilidad de esta prueba se entiende como la identificaciéon de una cota mini-
ma para los pardmetros que describen a la superficie de prueba, de tal manera que
si dicho valor es rebasado, entonces la diferencia entre la distribucién de puntos
sobre el plano de deteccion y la de disefio serd medible con el método de las
pantallas nulas. Dicha cantidad estd relacionada con la alineacion del sistema, la
exactitud en la posicion de los puntos sobre la pantalla nula, la caracterizacién de
la lente de la cdmara y el tamafio de cada pixel de esta, por mencionar los més

evidentes.

24.1. ;Como calcular la sensibilidad?

La idea es realizar la simulacién numérica de la prueba de varias superficies, ver
seccion 2.3, variando los pardmetros que la describen y comparar el patron de
puntos producido Ps en el plano de deteccion y la distribucién ideal P; (con la
cual se disefo la pantalla nula), ver la referencia [8]. Al conjunto de valores que

representan la distancia entre P; y Ps la denotamos por AP, ver figura 2.9.

Nos centraremos en el modelo de superficie que hemos utilizado, ver la ecuacion

(2.4); en este caso los pardmetros a considerar son: el radio de curvatura r y la

IEste es un sistema de 3 ecuaciones no lineales, por lo que, matemdticamente, pueden haber

multiples soluciones o ninguna; sin embargo, el experimento nos indica que existe una solucién.
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Figura 2.9 Patrones generados en el CCD por una pantalla nula cuadrada para
una superficie con un radio de curvatura r = 7.8 mm cuando estd centrada en el
origen zg = 0 mm (malla cuadriculada y puntos negros), y el caso de una simulacién

numérica, cuando tiene un defoco de zg = —2 mm (puntos rojos).

constante de conicidad k, y otra cantidad muy importante es el piston (que estima
la alineacion de la superficie respecto al origen). No es de extrafiarse que exista
una relacion directa entre estos pardmetros y las diferencias AP. No obstante, si
para cada eleccion de pardmetros observamos el comportamiento de AP seria muy
complicado visualizar el comportamiento general, por lo cual se opta mejor por

trabajar con su valor rms que lo denotamos AP,,;.

A continuacién se llevan a cabo 121 simulaciones de la prueba de superficies,
cuyos pardmetros estan dentro de la siguiente region: 7.7mm < r < 7.9mm. y
—0.1mm < zo < 0.1mm -con pasos de 10 um partiendo desde un extremo. Esas
cantidades las comparamos contra los valores de la superficie de disefio que son

r="78 mmy zo =0 mmy asus diferencias las llamamos Ar y Az, respectiva-
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mente (y la constante de conicidad k se tomé como 0). En la figura 2.10 mostramos
la relacion entre cada par de puntos (Ar, Azp) y el valor correspondiente de AP,

en un mapa de elevacion.

10
9
8
—_ 7
\E; 6
2 5
o o4
4 2
J -
2 }
1
0 | |
90 -60 -30 0 30 60 90
Ar(mm)
a) b)

Figura 2.10 Figura a) relacion entre Ar y Azp con el valor rms de la distancia entre
los puntos ideales y los simulados numericamente AP,.,,,s. Figura b) Si hacemos un
corte transversal de la superficie para zgp = 0, entonces obtenemos un perfil solo en

términos de AP, 5 y 1.

En este mapa podemos apreciar de manera sencilla que la cantidad AP,,,,; depende
tanto del valor de r como de zg. Por otra parte, es claro que la relacién que existe
entre r y AP, es lineal y también lo es, aunque menos evidente, la relacion entre
20 Y AP,s. En general, es decir, si considerdramos mds pardmetros para describir

a una superficie, tendriamos una hipersuperficie.

En lo que respecta a la sensibilidad de la prueba, tome en cuenta una coordenada
(Ar, Azp) en el mapa, entonces el valor que tiene AP,,,; en ese punto puede ser
tomado como una estimacion de la distancia que existe entre cada par de puntos
del patrén ideal respecto del simulado en el CCD. Ahora bien, considerando que
la cdmara tiene un tamafné de pixel de 2.7um; esto implica que solo podré ser
identificado un cambio apreciable ente ambos patrones de puntos siempre que el

valor de AP,,,; sea mayor que 2.7 um, ver la figura 2.10 a).
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Por lo tanto, en la grafica de Ar contra Azg (ver la figura 2.10 b)) los dos puntos
de interseccion entre la linea de color rojo (APy,,,s = 2.7; um) con la linea de color
azul delimitan dos zonas en el eje de Ar ,que se encuentra mds o menos entre —30
y 30 um. La que se encuentra entre ambos puntos, consta de las diferencias en el
radio Ar que no se puede reconocer con el CCD, mientras que la exterior, a los

cambios en radio que se pueden detectar.

Como es mas sencillo ver cortes de dichas superficies, entonces tanto para la cons-
tante de conicidad k como para el piston zg, se realizé una simluacién: para k,
tomé puntos de forma que —100 um < k < 100 um en pasos de 10 um y para zg
el intervalo fue —0.6mm < zo < 0.6mm en pasos de 50 um -en ambos casos el
radio de curvatura fue r = 7.8 um. Se muestran dos gréficas, una respecto al valor

de Azp y la otra respecto a Ak, ver figura 2.11.
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Figura 2.11 Relacién entre la diferencia de la constante de conicidad Ak y del

pistén Azg con el valor de AP, ;.

Una vez més aparece el comportamiento lineal entre las variables. Para el caso de
la gréifica de Ak contra AP,,,s y considerando que el tamafio del pixel de la cdmara

es de 2.7 um, entonces una diferencia en la constante de conicidad, respecto a
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la superficie de disefio, aproximadamente igual a +30um se podrian captar en el
CCD. Por otra parte, en la figura de la diferencia de Azp después de un despla-
zamiento de +150um podriamos registrar alguna diferencia (respecto al patrén

original) en la cdmara.

Para terminar, las zonas comprendidas entre ambas intersecciones (en todas las
graficas) son zonas en las que es posible que se encuentren dificultades para di-
ferenciar las posiciones del patrén ideal con respecto del patrén producido en la
prueba. Por otro lado, podemos aprovechar estas gréficas para estimar si es viable

o no realizar las pruebas e incluso plantear un procedimiento para caracterizarlas.

Si tomamos una superficie y la desplazamos sobre el eje Z, es decir, modificamos
el valor del piston lo suficiente, entonces podriamos reconocer una cambio en la
cantidad AP,,,; y ademds, caracterizar la superficie mediante un procedimiento

parecido a una triangulacidn, ver las referencias [24, 1].



Capitulo 3

Calculo de normales: reconstruccion

de la superficie

Este capitulo consta de dos partes: la primera, trata sobre el cdlculo de las normales
de la superficie de prueba, asi como de el método para reconstruir la forma de la
superficie; la segunda, ademas, aborda el planteamiento de un modelo matemaético

para calcular las curvaturas sagital y meridional.

3.1. Reconstruccion de la forma de la superficie

Para recuperar la forma de la superficie se hace uso de una propiedad geométrica
que cualquier superficie posee, ver la figura 3.1, a saber que en cualquier punto el

vector normal a la superficie es perpendicular al vector diferencial de posicion.

Dada la expresion analitica de una superficie G(x, y, z) = 0 mediante el uso de la
ecuacion (2.8) es posible encontrar el vector normal N a la superficie en cualquier

punto siempre y cuando la funcién sea continua y sus derivadas también lo sean.

. s . . ez -
Definimos una trayectoria sobre la superficie cuyo vector de posicién es r (1) =

39
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Trayectoria

Superficie de prueba

Figura 3.1 En cualquier trayectoria (rojo) definida sobre una superficie, el vector

normal N siempre es perpendicular al elemento diferencial de posicién d7 .

(X5up(8), Ysup(s), zsup(s)), donde s representa la parametrizacion de la curva en
términos de la longuitud de arco recorrido. En general, el vector tangente a la
curva, en cualqueir punto, siempre es perpendicular al vector normal -esto es una

propiedad de las curvas sobre una superficie.

Cualquier punto sobre la trayectoria_r)(s) cumple que G(x(s), y(s), z(s)) = 0, por
lo tanto para calcular la diferencial de la funcion basta usar la regla de la cadena,

ver la ecuacién (3.1)

dG =VG-d7 =0 (3.1)

donde d7 = (dx, dy, dz) es un elemento diferencial de posicion. Esta expresion
nos indica que el vector VG vy el elemento diferencial de posicién d7 son

perpendiculares entre si. Como mencionamos antes, el vector normal N tiene
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la misma direccion que VG , por lo tanto también se cumple la ecuacion

N-d7 =0 (3.2)

Llevando a cabo el producto punto de la expresion anterior y despejando al término

dz obtenemos

N N
dz = ——2dx — —dy, (3.3)
N, N

Si integramos esta expresion a través de una trayectoria C obtenemos la siguiente

expresion

Ny Ny
—z0=— | —dx+ —dy, 34
Lm0 LNZ x N, Y 4)

Es preciso notar que la expresion antes mencionada es exacta, es decir, si conocié-
ramos los vectores normales N en cada punto de la trayectoria C de integracion,
podriamos conocer los valores de elevacion de la superficie. Por lo tanto, habria-
mos acabado con el problema de reconstruir la superficie de prueba. Sin embargo,
evaluar las normales y realizar la integracién numérica son aproximaciones las

cuales introducen errores que deben ser reducidos.

3.1.1. Integracion Numérica: regla del trapecio

Debido a que los datos de los centroides de las imdgenes reflejadas de la pantalla
nula por la superficie de prueba son discretos, la integral (3.4) tiene que ser tratada
de igual manera; para lo cual se usard una aproximacion apropiada: se necesita
algin método para resolver la integral de manera numérica. En este trabajo se
utilizard el método del trapecio, ver [25, 26], para calcular la integral (3.4). El
motivo esta sustentado por 3 razones: la primera, por que puede ser aplicado para
puntos que no estén espaciados de manera equidistante; el segundo, porque utiliza

solamente 1 punto de referencia para iniciar el proceso de integracién y tercero,
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que dicho método ya se ha probado en repetidas ocasiones en pruebas de superfi-
cies utilizando pantallas nulas y los resultados han sido mds que satisfactorios, ver

referencias [27, 28].

Para empezar, el significado geométrico de la integral de una funcién f(x) definida
en el intervalo [a, b] es el area contenida entre la curva y el eje X. El método del
trapecio consiste en aproximar dicha integral por una suma de 4reas -que como su

nombre lo indica corresponden a trapecios.

Consideremos una particion del intervalo [a, b] en € partes y cuya longuitud estd
dada por Axy = xp41 — xg para k = 1,...,{ ydonde x; = ay x¢+1 = b, como se
ilustra el la figura 3.2 a). El tamafo de cada subintervalo no tiene por que ser el
mismo. La base de cada trapecio estd dada por Axy y tiene dos alturas: f(xx+1) y
Jf(xr). Se puede mostrar que el drea de un trapecio Ag es (f (xx+1) — f(x)) A xi /2.
Asi pues, el valor de la integral S sobre todo el intervalo se puede aproximar

nﬁ?diante la suma de todas las dreas Ay comg se representa en la siguiente ecuacion

A y= ) A y=fx)

a) b)

Figura 3.2 Descripcién del método del trapecio. a) Se muestra en una primera
aproximacién del drea de la curva descrita por y = f(x) como el drea de un trapecio
(narajna). b) De manera cualitativa, cuando la cantidad de particiones aumenta en el
intervalo [a, b], también lo hace la exactitud del area aproximada respecto de la que

hay bajo la curva.
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4
S Y G = F (3.5)
k=1

Se puede mostrar que, a medida que el nimero ¢ de datos se incremente sobre todo
el intervalo, la suma se aproximard de manera mds excacta al valor de la integral,
ver figura 3.2 b). El error E} que se comete con este método en cada subintervalo
(que esté en color blanco) puede ser calculado mediante la siguiente expresion,

ver referencias [29, 25]

Ep = —f"(a) &% xi/12 (3.6)

donde @ es un punto dentro del subintervalo [xg, xx+1]y f” es la segunda derivada
de f. Por lo tanto, el error asociado al valor de la integral S sobre todo el intervalo

[a, b] estard dado por

4 2
E= Z _Ld s Xk (3.7)

En el caso de una integral de linea, como la ecuacuén (3.4), la funcién depende
de mds de una variable. Pero atin asi, el mismo razonamiento puede ser aplicado,
una vez mds, para cada variable por separado. Si queremos calcular la integral de
la funcién z = (f1(x, y), f2(x, y)) definida en un intervalo [a, b] X [c, d], entonces

la integral se puede aproximar como

S = {[fl (Xk+1 Yir1) — f1(xx, )’k)]% + [f2(Xk415 Yir1) — f2(xx, )’k)]%}

(3.8)

De la misma manera, el error total E7 asociado al uso del método del trapecio para

¢
k=1
calcular la integral de linea, al ser aditivo, estd dado por

4
1 92 02
Er = —— Z{—f 3+ L a3 yk} (3.9)
k y
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Con esto queda definida la forma en que se resolverd la integral presentada
en la ecuacién (3.3), asi como una cota para el error que se genera por dicha

aproximacion. En particular, para la siguiente eleccion:

fi(x,y) = Nx/Nz f2(x,y) = Ny/Nz (3.10)

la integral (3.4) se puede expresar como

¢
2041 — 21 R Z{[_(xkﬁ,)’lcﬂ) -

AXg
N. —= (X ,Vk)] [_(xk+1,yk+1)

- ﬁj(xk, w|=E G

donde z; se toma como el primer punto sobre el camino de integracion y en general
z¢ denota la elevacion de la superficie zg,,. A continuacién, explico brevemente
como se calculan los argumentos de la ecuacion (3.11), para nuestro caso particular

del método de pantallas nulas.

3.1.2. Calculo de normales

Para calcular las normales que aparecen en la expresion (3.11) es conveniente
utilizar la ley de la reflexion en su forma vectorial, en particular la forma que toma
en la ecuacion (2.10). Podemos ver que el vector R — T tiene la misma direccién
que el vector N; por lo tanto, dividiéndolo por su norma, es claro que otra forma

de expresar la ecuacion (2.10) es la siguiente

. R-T
N=——, (3.12)
IR =1

En el caso mds general, no conocemos las posiciones de los puntos sobre la su-
perficie, por lo cual tampoco conocemos los vectores normales de la superficie de
prueba Np, ver figura 3.3. Sin embargo, es posible aproximar sus valores median-
te los vectores Ny de una superficie de referencia utilizando, como una primera

aproximacion, la superficie de disefo de la pantalla nula (ver Seccién 2.2). Se
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ha mostrado que los errores en la determinacion de las normales es minimo, ver
referencia [10]. Sin embargo, si la superficie de referencia difiere de la superficie
de prueba, se utiliza un método iterativo, el cudl discutiremos a continuacién, ver

[1, 28, 19].

Una vez que se ha realizado la prueba de una superficie con el dispositivo
experimental, la informacion con que se cuenta son los puntos imagen (centroides)
en el CCD correspondientes a los puntos objeto de la pantalla nula Pp,,;. En ese
caso, como en la seccion 2.2, se construye el vector incidente f, el cual parte de
un punto sobre el CCD Pccp, ver figura 3.3, y se dirige hacia el diafragma de la
cdmara Pp;, s, generando una recta, ver la ecuacion (2.3). Después, se calcula la
interseccion de la recta con la ecuacion que describe a la superficie de disefio,!
ver ecuacion (2.4), encontrando al punto Ps,, = (t_I,t_I,,t_I; + b), donde 7_
estd dado por la ecuacion (2.7). Por otra parte, los vectores reflejados R se pueden
aproximar utilizando al punto en la pantalla nula Ppy, = (Xpants YPants ZPant) y al

punto Pg,, que acabamos de calcular, lo cual explicitamente es

(xSup — XPant> YSup — YPant> ZSup — ZPant)

R = (3.13)
\/(xSup - xPant)z + (ySup - )’Pant)2 + (ZSup - ZPant)2
Ahora podemos calcular N como
—~ Ny, Ny, N
Nk = ( » V) (3.14)

N2+ N2+ N2

cuyas coordenadas se desprenden de la expresion (3.12) y dan como resultado

LAqui se toma la superficie de referencia como aquella con la que se disefio la pantalla nula,

suponiendo que cumple con las hipétesis mencionadas.
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Superficie de disefio

Pant

Figura 3.3 Esquema de la prueba de una superficie.

XSup — XPant
N, L

— + XCcCD
\/(xSup - xPant)2 + (ySup - yPant)2 + (ZSup - ZPtmt)2 \/x%'CD + y%‘CD +a?
N. = YSup = YPant + Yccp
y =
\/(xSup - xPant)z + (ySup - yPam)2 + (ZSup - ZPant)2 \/X%CD + y%CD +a?
Nx _ ZSup — ZPant + a
\/(xSup - xPam‘)z + (ySup - yPant)2 + (ZSup - ZPant)2 \/x%’CD + y%CD +a?
(3.15)

Después de elegir las trayectorias de integracion, podemos recuperar la forma
de la superficie con la ecuacién (3.11). Por lo tanto, para cada punto sobre el

CCD, y su correspondiente en la pantalla nula se pueden conocer las coordenadas
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que describen a cada punto Ps,,1 = (Xsupl, Ysupls Zsup1) sobre la superficie.
Finalmente, a este conjunto de puntos se le puede ajustar una superficie del tipo

z = f1(x, y), por ejemplo la dada por

_ 7z — x0)? + (y — 0)?
z=" Vs e lil[c(i I)XO) o) ]+Z0+Tx(x—XO)+Ty(y—YO), (3.16)

donde r es el radio de curvatura, k es la constante de conicidad, xg es el
descentramiento en el eje X, yp en el eje Y, zo es el defoco o piston en el eje

Z, T, eslainlcinacién o tilt en el eje X y Ty en el eje Y.

3.1.3. Precision en la estimacion de las normales

Aqui la motivacion de obtener una expresion que se acople mejor a los datos expe-
rimentales ha sido el motor para proponer un método para mejorar la estimacioén

de las normales. A continuacion, se describe la propuesta.

Partamos del hecho que hemos aproximado la integral (3.4) mediante el cdlculo de
(3.11). Los datos que resultaron de este proceso son las coordenadas de elevacion
ZInt—1 -cuyo indice representa la primera vez que se ha realizado la integracion. Lo
cual nos lleva a hacernos la siguiente pregunta: ;Cuédles son las coordenadas x7,,,—
e yim—1 de la superficie correspondientes a las elevaciones z;,;—1? Recordemos
que las coordenadas del punto real en la superficie de prueba se pueden expresar
en términos del vector incidente T que pasa por el diafragma de la camara, ver

ecuacion (2.3). Por lo tanto, las coordenads x e y son

1
Xint-1 = I_x(ZInt—l - b)
¢ (3.17)

Vini-1 = I_y(Zlnt—l -b)
Z

donde I, I, e I, son las coordenadas del rayo que incide en el CCD, b correspon-

de a la posicion del diafragma sobre el eje z, ver la figura 2.4. En resimen, las
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coordenadas de los puntos sobre la superficie Prp—1-1 = (X115 Yint—15 Zint—1) S€
pueden conocer apartir de z;,;—1. Conocidas todas las posiciones podemos ajustar,
como se ha mencionado antes, una superficie a los puntos que resultaron de este

proceso, por una funcion f1(x, y) = z, ver la ecuacion (3.16). Esta nueva superficie
(ajustada) f7 podria servirnos nuevamente como inicio para volver a calcular los

vectores normales Nz de manera iterativa, ver figura 3.4.

Pcdp

Superficie de Referencia

Pant

Figura 3.4 En este caso la superficie que se utiliza como referencia (azul) tiene

una forma y posicién con un mayor grado de similitud a la de prueba (roja) respecto
de la superficie de disefio, ver figura 3.3.

Por lo tanto, partiendo del vector T, una vez mas, se calcula su interseccion con la
superfice recién ajustada, cuya solucion estd dada por (2.7). Después el cdlculo de
ﬁ, mediante la ecuacion (2.10), nos permite conocer los nuevos vectores normales
Ng; pero esta vez con una mayor grado de precision. Con esta informacion, se

pueden construir los cocientes de la expresion (3.11). La integracion numérica
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da como resultado las nuevas coordenadas de los puntos sobre la superficie por
integracion Pry—2 = (X1n1—2, Yint—2, Zine—2)- Finalmente, se realiza un nuevo ajuste

f2(x,y) = z para dichos datos, ver la ecuacion (3.16).

Aproximacion de los puntos sobre la

superficie de prueba P = (x2, y2, 22)

Calculo de los vectores

normales N

Integracion: célculo de [Tteracion|
la coordenada z

Calculo de las

coordenadas x e y

Ajuste de una funcién fi

Figura 3.5 Diagrama de flujo del método iterativo de calculo de normales.

El procedimiento descrito se puede repetir tantas veces como se requiera, de
forma que para la n-ésima iteracién tendremos los puntos en la superficie
Proi—n = (XInt=ns> Yint—n> 2Int-n) 'y una funcién de ajuste para dichos puntos
fn(x,y) = z, ver figura 3.5. Por otra parte, hay que tomar en cuenta lo siguiente:
los valores de la sagita pueden diverger o converger dependiendo del sistema en
conjunto y del nimero de iteraciones, por lo cual es importante tomar un criterio
para escoger el nimero de iteraciones que se llevaran a cabo, este se discutird en

el capitulo 4.
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3.2. Radios de curvatura sagital y meridional

Ademds de la forma de la superficie, expresada por medio de su elevacion
z = f(x,y), existe otra forma de entender y trabajar con la topografia corneal,
y esta es por medio de los radios de curvatura, ver [4]. Estas cantidades tienen
una gran importancia tanto en oftalmologia como en optometria. Se utilizan para
el diagndstico de deformaciones corneales, como el queratocéno o astigmatismo.
Sin embargo, este no es el tnico motivo, también se utilizan tanto para obtener
informacion sobre el poder refractivo de la cornea ya sea antes y/o después de
someter a un paciente a una cirugia corneal, asi como para el disefio de lentes

intraoculares, ver referencias [3, 4].

De entrada empecemos por sentar las bases para definir a la curvatura. Dada una
curva de clase C2, existe, para cada punto sobre ella, un marco de referencia
denominado sistema de Frenet-Serret, ver las referencias [30, 31]. Este consta de 3
vectores mutuamente ortogonales y ademds unitarios que forman una base en R>,
Estos son: el vector tangente a la curva?, el vector normal n y el vector binormal

b. Dichas cantidades estdn relacionadas por las férmulas de Frenet-Serret, como

se muestra a continuacion.

dt

% = Kn

G+ (3.18)
ds

db _

5 =™

donde « es la curvatura, T es la torsion, y s es el pardmetro de la curva que represen-
ta la longuitud de arco recorrido, ver la figura 3.6. La curvatura también se puede
definir como el inverso del radio de curvatura del circulo que mejor aproxima a la
curva en un punto dado P, también llamado circulo osculador (del latin osculari

"besar"), es decir, k = 1/p.
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<)

Trayectoria
P(s)

t

Figura 3.6 Trayectoria P parametrizada por la longuitud de camino recorrido s.
En cada punto estdn definidos el vector tangentef, el vector normal n'y el binormal

b. El ciruclo osculador es el circulo que mejor describe a la curva en un punto.

Se deduce inmediatamente que la curvatura depende de la trayectoria. Un resultado
conocido como el teorema de Gauss en el campo de la geometria diferencial, en
particular respecto de la curvatura de una superficie, ver [32], establece la exis-
tencia, en cada punto sobre una superficie S, de dos direcciones que yacen sobre
dos secciones normales de la superficie? y donde la curvatura toma dos valores
extremos: un valor mdximo y un minimo K; y K, respectivamente. Ademads, estas
dos direcciones son perpendiculares, se denominan direcciones principales y se

llaman a K; y K3 curvaturas principales, ver figura 3.7.

En general, el cdlculo de las curvaturas principales requiere informacién previa, es
decir, las direcciones principales. No obstante, para una superficie de revolucién
es posible calcularlas. Consideremos una superficie descrita por f(p) = z donde

las coordenadas en el eje X e Y se pueden expresar como sigue

2Una seccién normal se considera como aquel plano que intersecta a la superficie de forma
que la curva descrita por dicha interseccién posee un vector normal i que coincide con el vector

normal de la superficie N.
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Figura 3.7 Planos principales (secciones normales) de una superficie en el punto
P(s); ambos son perpendiculares. La interseccién de E; y E, con la superficie S son

dos curvas, cuyas curvaturas toman valores extremos: un maximo y un minimo.

X = pcos6 (3.19)

y = psenf
donde p y 6 representan la coordenada radial y angular, respectivamente. En este
caso se cumple que una de las direcciones principales coincide con el plano me-
ridional y la otra es prependicular a la primera y se llama plano sagital, ver las
referencias [31, 30] y la figura figura 3.8. La primera, se conoce con el nombre de
curvatura meridional, k., tangencial, instantdnea o real y da lugar a curvas lla-
madas meridianos, esto es, donde 6 = constante; mientras que la segunda, como
curvatura sagital, ks, y cuyas curvas asociadas son conocidas como paralelos. El
plano meridional se caracteriza por dos aspectos: el primero, por que las trayec-
torias definidas sobre este son radiales y el segundo, por contener la generatriz,
esto es, al eje Z. El plano sagital es perpendicular al primero, sin embargo no

necesariamente se cumple que la coordenada radial p sea constante.
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Superficie

Figura 3.8 Esquema del la superficie de prueba y el plano de deteccién (CCD). El
plano meridional (verde) contiene tanto al rayo principal como al eje Z (eje dptico)

y el plano perpendicualr a este (azul fuerte) se le conoce como paralelo.

Para una superficie de revolucién ambas curvaturas se pueden calcular como se

muestra en las siguientes ecuaciones

ksag = dz/dp
8= ol + (dz/dp)2] 12
(3.20)
d*z/dp?
kmer =

[1+ (dz/dp)*1/?

Para poder calcular dichas cantidades en base a los vectores normales N
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proporcionados con el método de las pantallas nulas, se puede mostrar, ver

referencia [19], que las curvaturas estdn dadas por las siguientes ecuaciones

Ne Ny
xNz+yNz

ksag = ~ N
(x2 + )22 + y2 + (e + y30)2 ]2

Con estas ecuaciones es posible calcular los valores de la curvatura sagital
mediante los vectores normales N. Y la curvatura meridional queda en términos
de las derivadas de dichos vectores. Por lo tanto, si queremos conocer el radio
de curvatura meridional tenemos que calcular los cocientes %—z y % para un
superficie de revolucidn descrita por una funcién f(p) = z, donde p = /x2 + y2.
Supongamos entonces que tenemos una superficie como la descrita por la ecuacion
(2.4), entonces el vector normal estd dado por la ecuacién (2.9). Tomando los

cocientes coorespondientes, se puede mostrar, ver la referencia [19], que

& 3 X
Ny [r2=(k+ D(x%+y2)]1/2
(3.22)
Ny y
Ny [r? = (k+ D)(x? + y?)]1/2

donde k es la constante de conicidad y r el radio de curvatura. Si reemplazamos
estas ecuaciones y sus derivadas en el par de ecuaciones (3.21) se encuentra que

las curvaturas sagital y meridional estdn dadas por el siguiente par de ecuaciones
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1
ksag = 72— k(x2 + y2)2]12
(3.23)
2
kmer = s

[rz _ k(xz + y2)2]3/2
Estas expresiones resultan ser una forma general de expresar la curvatura de una
superficie conica, ver [33]. Entonces el problema de calcular los radios de curvatura
se reduce, por un lado, a calcular los vectores normales, y por el otro, a calcular los
pardmetros que mejor ajusten los valores de los vectores normales, como primera
aproximacion. Para este ultima cuestion se plantea la siguiente solucion: tomamos
las ecuaciones 3.22 las elevamos al cuadrado y las sumamos entre si, entonces

dicha cantidad puede ser expresada como sigue

(Ny)2+(Nx)2 _ X +y” (3.24)

N AN T = e+ D2 )]
Esta funcidn, que solo depende de la distancia radial, puede ser utilizada para cal-
cular los pardmetros que mejor ajusten a los vectores normales, es decir, encontrar
r'y k. Con dichos valores se pueden calcular las curvaturas sagitla y meridional

mediante el par de ecuaciones 3.23.



Capitulo 4

Topografia corneal con pantallas

nulas

A continuacion se describe el proceso de calibracién de un topégrafo corneal
basado en una pantalla nula cénica. Dicho proceso se aborda de la siguiente ma-
nera: primero, se da una breve explicacion de la construccion del dispositivo; en
seguida, se trata el procedimiento necesario para la captura y andlisis de imagenes;
después, de la informacién obtenida, se recupera la forma de la superfice, asi como
los radios de curvatura sagital y meridional de la superficie de prueba; ademds, se
realiza un anélisis de la sensibilidad del topdgrafo corneal. Finalmente, se realiza
la prueba de una cérnea humana utilizando el topdgrafo corneal cénico, asi como
los resultados obtenidos. En la figura 4.1 se muestra el diagrama de flujo del pro-

cedimiento a seguir para la caracterizacion del topografo.

4.1. Topdgrafo corneal con una pantalla nula conica

Si un dispositivo ha de funcionar como un topdgrafo corneal basado en una pan-
talla nula conica, entonces su construccion ha de llevarse a cabo intentano que

las condiciones del disefio, presentadas en la seccién 2.2 para pantallas nulas, se

56
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Disefio de una pantalla nula y construccién

del topografo corneal

Prueba de una superficie: captura de la

imagen de la pantalla nula

Analisis de

calculo de los centroides

la imagen:

Calculo de los vectores normales de

forma iterativa

Integracion y ajuste

de una funcion

Calculo de las curvaturas

meridional y sagital

Figura4.1 Diagrama de flujo para el proceso de calibracién del topégrafo corneal.
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reproduzcan de la manera mds precisa posible, esto con la finalidad de obtener

resultados fiables.

Este proceso inicia considerando un hecho importante: la pantalla nula cénica esta

hecha de papel, esto por diversas razones: esto reduce los costos de construcciéon

y al mismo tiempo, por la facilidad de su produccion, permite variar diversos

parametros de la pantalla nula. Sin emabargo, debido a la falta de rigidez de este

material, se utiliz6 un soporte mecanico con el propdsito de proporcionar estabi-

lidad mecdnica a la pantalla nula cénica.
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4.1.1. Caracterizacion del soporte mecanico de la pantalla nula
conica

El soporte para dar estabilidad a la pantalla nula se fabric6 en las instalaciones del

CCADET. Este es un cilindro hecho de acrilico con una cavidad cénica (donde la

pantalla nula cénica es colocada), ver la figura 4.2. Debido a que las medidas del

soporte con que se ordend resultaron alteradas, el primer paso fue su caracteriza-

cién con el propdsito de conocer sus dimensiones de manera precisa para disefiar

la pantalla cénica apropiada.

Los pardmetros medidos son: las dimensiones del cilindro y las de la cavidad
conica. En el primer caso, simplemente se midi6 la altura y el radio de la base; en
el segundo caso, se tuvieron que medir 3 parametros: 2 radios rq, r y una altura
h (cuyo valor es mds pequefio que la altura real del cilindro). A continuacion se

explica el procedimiento para tomar dichas medidas.

Figura4.2 Soporte de acrilico para dar estabilidad a la pantalla nula. Es un cilindro
con una cavidad cénica; la cual tiene dos aberturas circulares, cuyos radios son r; y

rp y separadas por una distancia A.
En un primer intento, asigné 3 valores a ry, r y h para generar un cono de papel,
el cual lo inserté dentro de la cavidad conica. Basado en la diferencia entre ambos

conos, modifiqué los primeros 3 valores de manera tal que el cono de papel se
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ajustard mejor a al cavidad. Este mismo proceso lo llevé a cabo el nimero suficiente
de veces hasta que me resultd imposible determinar un cambio adequado en los

pardmetros, los valores de tales mediciones se pueden ver tabla 4.1.

Pardmetro | Simbolo | Tamafio
Radio Mayor r 70.57 mm
Radio Menor r 23.95 mm

Altura h 105.9 mm
Angulo 0 33.68°

Tabla 4.1 Caracteristicas del soporte de acrilico para la pantalla nula. El valor del

angulo fue calculado utilizando la ecuacion (2.16).

4.1.2. Ensamble del topografo corneal conico

A continuacion se esboza los pasos para armar el topégrafo corneal cnico. Antes
de disefiar completamente la pantalla nula, primero tuve que armar todo el dispo-
sitivo, por razones que se explicardn mds adelante. Empecé por colocar el soporte
de acrilico en una mesa de altura variable, esto para reproducir las condiciones de
altura que se presentan al momento de la revision de la cérnea de un paciente. Para
evitar el rodamiento del soporte sobre la mesa, a este se le ajusté con una cinta

metdlica (enredada a su alrededor) fija a la mesa.

Para capturar las imdgenes utilicé una cimara Edmund Optics con un sensor CCD,
cuya una drea es de 2560 pixeles x 1920 pixeles -cada pixel tiene un tamafo de
2.2m p. Para poder enfocar las imagenes se le coloco una lente con distancia focal
f de 25 mm. Dicho conjunto se colocé en la abertura central mds pequefa del
soporte de acrilico, de forma que la pestafia circular del soporte embonara en la

parte interior de la pestafia de la lente.

La superficie de referencia que se decidi6 utilizar para calibrar el topégrafo corneal
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fue una esfera con un radio r = 7.8 mm. Finalmente, la pantalla nula se ilumin6
con una ldmpara fluorescente circular, la cual se colocé por fuera y cerca de la
orilla de la abertura mds grande del soporte de acrilico. El dispositivo final se

puede ver en la figura 4.3.

a) b)

Figura 4.3 Imagen a): dispositivo experimental o topdégrafo corneal ensamblado.

Imagen b): superficie de calibracién con un radio de r = 7.8 mm.

El dltimo elemento que se agrego fueron 2 anillos espaciadores con un grosor total
de Smm, esto para aumentar el drea efectiva utilizada en el CCD para capturar la

imagen. Estos se colocardn entre la lente y la camara.
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4.1.3. Parametros para el disefio de una pantalla nula conica

En el método de pantallas nulas, las distancias a, b, el didmetro de la superficie D,
el tamaio del sensor CCD d, no son todas independientes y se escogen para que
la imagen completa de la superficie cubra toda el 4rea del plano de deteccidn, ver
la figura 4.4. En este trabajo en particular no fue posible llevar a cabo esto, debido
a que las dimensiones del cono son fijas y se tendrian que realizar algunos ajustes
al sistema para poder tener la imagen completa de la pantalla nula sobre el CCD.
En la figura 4.4 se muestra un esquema de las variables utilizadas. A partir de la

ecuacion (2.1) es fécil ver que

D
d=-2 (4.1)
b+ B
X
ﬁ |
b |
P A
N i
d |
Z
N4 :
CCD I V/

Superficie de Referencia

Figura 4.4 Parametros del sistema dptico. La superficie de referencia se considera
en general como una cénica, ver ecuacioén (2.4). Las cantidades que aparecen se

pueden relacionar mediante el uso de semejanza de tridngulos.
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El valor de B es la coordenada sobre el eje Z correspondiente a D y su valor se

puede encontrar mediante la sutitucién en la ecuacion (2.4) del término D. Reco-

2

nociendo que xg, »

+ ygup = D/2, entonces se tienen los siguientes dos casos

1
G112} s

B = (4.2)
SD—;, SiQ=0

Para el caso de la superficie de referencia D se debe calcular directamente. Una

vez hecho lo cual el valor de 8 queda también determinado.

Para la caracterizacion del topdgrafo corneal conico se usa una superficie esférica
de referencia de didmetro 9 mm, y radio de curvatura r = 7.8 mm, ver la referencia
[34].

Por otra parte, el valor de b se midi6 directamente, mientras que a es tomada como
aproximadamente igual a la distancia focal de la lente mds el grueso de los anillos
espaciadores que se utilizaron. Asi pues, de la ecuacién 2.1, solamente el valor
d queda por conocer y estd en funcion de los pardmetros principales del sistema,
esto es, el area cubierta en el CCD por la imagen formada debido a la pantalla nula

queda fija.

Para caracterizar apropiadamente el topdgrafo corneal cénico se disefio una panta-
lla nula conica, ver Seccion 4.2, tomando en cuenta los pardmetros que se muestran
en la tabla 4.2. Aqui la sagita méxima £ se calcula a partir de la ecuacion (4.2) y

el valor de la longitud del CCD d se obtiene de la ecuacion 2.1

El motivo por el cual se utilizaron anillos espaciadores es el siguiente: la adicion

de estos repercute en el valor a de modo que el valor de d aumenta, ya que estas
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Parametro Simbolo | Tamafio (mm)

Distancia del CCD al microagujero a 30

Distancia del microagujero al origen b 117.5
Didmetro D 9.4

Sagita maxima B 1.57

Area utilizada en el CCD d 2.43
Radio de curvatura r 7.8

Constante de conicidad k 0

Tabla4.2 Pardmetros de disefio para el dispositivo experimental, ver la figura 4.3.

cantidades son proporcionales, ver ecuacion (2.1). La eleccion del grosor se baso
en intentar cubrir la mayor 4rea en el CCD. y al mismo tiempo tener una imagen

enfocada adecuadamente.

4.2. Prueba de una superficie de referencia

A continuacién explico la eleccion de la distribucién de puntos y construccion
de la pantalla nula cénica que se utilizard para probar la supeficie de calibracion.
Después, nos concentramos en la adquisicion de imagenes asi como en su proce-

samiento. Para terminar, se presentan los resultados de la integraciéon nimerica.

4.2.1. Diseiio y construccion de una pantalla nula conica

Una vez calculados los valores ry, r2, h y d para generar un cono de papel, asi
como el drea total que se puede ocupar en el CCD, entonces se puede disefiar la
pantalla nula adecuada, ver las tablas 4.1 y 4.2. Solo falta escoger el patrén de

puntos (mirillas); los mds comunes son una distribucién de puntos cuadrada y otra
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radial, ver por ejemplo las referencias [12] y [10]. Aqui, se propone utilizar como
mirillas (targets) un arreglo cuadrado de puntos asi como uno semiradial, ver la

figura 4.5.

La distribucion semiradial, ver figura 4.5 a), se disefio para generar una densi-
dad mds uniforme como el caso de una pantalla cuadrada, pero manteniendo la
distribucion radial, ver la referencia [1]. El problema de la distribucién radial es
que dado un nimero de rayos, estos pueden quedar muy juntos en el centro, pero
dejan un espacio cada vez mayor entre ellos a medida que se alejan del origen.
La distribucion propuesta consta de 3 capas, cada una de las cuales correspon-
de a una distribucion radial de puntos. La capa central se relaciona con la que
se encuentra en medio en tanto que la primera tiene la mitad de rayos (15) que

la segunda (30) y la tltima capa tiene a su vez el doble de rayos (60) que la segunda.

Cada distribucion tiene una cantidad diferente de puntos: por ejemplo, el arreglo
cuadrado tiene 484 puntos, mientras que el radial posee 465. La pantalla nula se
disefio en forma tal que cada puntos sobre el CCD debe ser un circulo con el
propdsito de que cuando se obtenga la pantalla nula, sus puntos o mirillas tengan
forma de gota, ver la referencia [9], en forma tal que al reflejarse por la superficie
de prueba tenga en el plano de la imagen circulos perfectos si la superficie es per-
fecta y/o no hay desalineaciones del sistema de prueba. El radio de cada mancha
sobre el CCD se escoge de 0.012mm, para garantizar que el calculo del centroide
se realice sobre un niimero adecuado de pixeles, ver la referencia [35], en este caso

el namero de pixeles es

En lo que respecta a la construccién de la pantalla nula, que sigue el procedimiento
indicado en la seccion 2.2, mediante el trazo exacto de rayos se calcula el patron
de puntos objeto (pantalla nula) a partir de la distribucién seleccionada de puntos

sobre el CCD (semiradial o cuadrada), ver la figura 4.5.
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Figura 4.5 Distribuciones de puntos que se utilizaron para disefiar una pantalla
nula cénica. Figura a), un patrén radial de 465 puntos -el drea que cubre estd
completamente ajustada al pardmetro d. Figura b), una distribucién cuadrada de 484

puntos -se utilizé una mayor 4rea.

Posteriormente, una vez conocidas las coordenadas de los puntos sobre la panta-
lla, entonces por las ecuaciones (2.16) y (2.17) se realiza una transformacion de
coordenadas: la cual permite “desenrrollar” la pantalla nula cénica en una seccién
polar, esto se hace para poder implimirla en una hoja de papel, ver la figura 4.6.
Noétese como algunas manchas tienen forma de gotas parecidas a elipses. Final-

mente, una vez impresas las pantallas nulas son enrolladas para formar un cono de

papel, ver la figura 4.7.

4.2.2. Adquisicion y andlisis de las imagenes

Utilizando el dispositivo, mostrado en la figura 4.3, se realizaron dos pruebas para
la misma superficie de referencia: primero, utilizando una pantalla nula con la dis-

tribucién cuadrada de puntos, y después, con la semi radial. Una vez montado el
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Figura 4.6 Pantalla nula cénica “extendida”. El dngulo de la seccion polar (verde),
asi como su radio (azul) fueron calculados mediante las ecuaciones (2.16) y (2.17).
La pestaifia se agrega como zona libre de manchas con la finalidad de adherirla al

otro lado para formar y fijar el cono.

sistema, la interfaz propia de la cimara sirvié como medio para capturar las image-

nes en la computadora, ver figura 4.8; nétese como las manchas son casi circulares.

Las imdgenes son guardadas en un archivo digital (en formato bmp, de forma tal
que la intensidad luminosa en cada pixel estd asociada a un valor de gris entre 0
y 255 - siendo el O la intensidad mds baja y 255 la mds alta. Dichos valores se
acomodan en una matriz N X M, donde M es el numero de pixeles horizontales y

N es el nimero de pixeles verticales.

Cada mancha negra en la imdgen corresponde a punto en la pantalla nula; su forma
y posicion nos da informacion tanto sobre la deformacion que sufrié el objeto
correspondiente en la pantalla nula al reflejarse sobre la superficie de prueba de
manera cualitativa y cuantitativa. Para el caso de la pantalla cuadrada se recu-
peraron 355 puntos de un total de 484, mientras que para la pantalla radial se
recuperaron 465 puntos de los 465 puntos totales. Esto se debe, por un lado, a que
el patrén de puntos cuadrados ocupaba mds drea de la necesaria y, por otro lado, a

que la configuracién semiradial tiene mds puntos en el drea de interes.
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a) b)

Figura 4.7 Pantallas nulas “enredadas”. Imagen a), patrén cuadrado e imagen b),
partén semiradial. La linea negra que se aprecia en la imagen b) indica el lugar donde
esta la pestafia del cono “desenrrollado” y que se utiliza para unir ambos lados. Para

ello se utiliz6 cinta adhesiva que tiene pegamento por ambos lados.

Para encontrar las coordenadas de los puntos imagen asociados a los puntos en
la pantalla nula, se proponé utilizar el centro geométrico de la mancha.! Dichos

valores los calculé como se muestra en el siguiente par de ecuaciones.

IOtra forma de calcular los centroides es considerando el valor de la intensidad en cada pixel,
asi como la ventana adecuada donde se encuentra la mancha, ver, por ejemplo, las referencias

[35, 36] para un estudio sobre estos aspectos



68 CAPITULO 4. CALIBRACION DE UN TOPOGRAFO CORNEAL CONICO

Figura 4.8 La imagen a) corresponde a la imagen capturada cuando se probo la
superficie de calibracién con la pantalla cuadrada, mientras que la imagen b) es la

imagen resultante cuando se ocup6 la pantalla semi radial.

YCG =

§$I

Il
—_

(4.3)

M-

Il
—_

YceG = Vs

l
donde X ¢ e X ¢ son las coordenadas de los centros geométricos, k es el nimero
de pixeles que conforman una mancha y x; e y; son las coordenadas de cada pixel,
expresadas en milimetros, de cada mancha. Aqui se pone de manifiesto que fue
necesario delimitar la region donde cada mancha negra se encontraba. Para ello
desarrollé un algoritmo en MATLAB capaz de realizar dicho proceso, ver la figura
4.9.



4.2. PRUEBA DE UNA SUPERFICIE DE REFERENCIA 69

Seleccion de la region de interés en la imagen

Reconocimiento del pixel cuya

intensidad es un minimo global

(en la imagen)

Todos los pixeles dentro de un radio
de 13 um se toman como parte de la

mancha

[Si] Determinar si el pixel estd No|

en el centro de una mancha

Se calcula el centro geométrico y Se extrae esa zona del area

esa zona se retira de la imagen para de busqueda

que no sea analizada nuevamente

Figura 4.9 Diagrama de flujo del algoritmo para el reconocimiento de manchas.

La idea base del funcionamiento de dicho programa es la siguiente: las manchas
negras son zonas donde la intensidad es muy baja (no necesariamente ) compa-
rada con las zonas iluminadas, ver figura 4.10 a). A partir de ello, cre€ una rutina
que permitiera encontrar las coordenadas de aquellas dreas con valores minimos
de intensidad, los cuales, comtinmente, se localizaban al centro de las mancha.
Después, para delimitar la frontera de cada mancha, a partir de la posicién del
pixel calculado, a todos los pixeles que se encontraran dentro de una vecindad
con un radio igual al que idealmente se esperaria de la mancha (0.0012mm) los
consideré como candidatos para el calculo de los centros geométricos, ver imagen

4.10. Por dltimo, verifiqué que dichos pixeles coincidieran con la mancha mediante
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la revision individual; encontré que todos los pixeles se localizaban dentro de la

mancha correspondiente.

a) b)

Figura 4.10 Esquematizacién de la seleccién de los pixeles que conforman cada
mancha recuperada del patrén cuadrado de puntos figura b). La imagen a) muestra
la intensidad como funcién de la posicién en pixeles de la zona encerrada por un

cuadrado blanco de la imagen b); los picos indican la posicion de cada mancha.

4.2.2.1. Caracterizacion de la lente por distorsion

Una vez calculados los centros geométricos de cada mancha, estos valores fueron
corregidos por la aberracion de distorison producto de la lente de la camara, la cual
provoca que las posiciones sean desplazadas. Dicha aberracion es la tinica que se
encuentra presente si hacemos la suposicion de que el diafragma se comporta como
un punto por donde pasan los rayos. Esta afecta la coordenada radial de los puntos
y se debe a que no todos los puntos de la imdgen sufren la misma magnificaciéon
transversal Mr. La forma de representar a la coordenada radial de los puntos con
distorsién p, en la imédgen en términos de la de los puntos objeto p, es mediante

el siguiente par de ecuaciones en coordenadas cartesianas, ver [37, 38]
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a) b)

Figura 4.11 En la imagen a) se muestra la fotografia capturada por la cdmara del
patrén de calibracion; las figuras que rodean a algunas manchas son referencias.
En la imagen b) aparecen las zonas recuperadas de cada mancha (de color blanco)

después de que la imagen fue procesada.

Xg=Mx +E(x2+y2)x ,
? o 0me (4.4)

Ya = My, + E(X2 + y2)Yo,

donde E representa la distorsion de la imagen y p, = x + y5 ¥ pa = X + y5. Se

puede mostrar que este par de ecuaciones se puede reducir a la siguiente expresion

3
_ ra, Erq

= —_ 4.5
My M;‘ (4.5)

Po

Para conocer ambos coeficientes, se puede realizar un ajuste a la expresion (4.5) si
se cononocen tanto p; como p,. Esto se pudo llevar a cabo gracias a un patrén de
referencia de puntos desarrollado en el CCADET: en el cual se disefio y construy6
mediante serigrafia un patrén cuadrado de manchas circulares oscuras sobre una
base de vidrio, ver la figura4.11. Dado que las posiciones relativas entre los objetos

se encuentran a una distancia conocida, podemos conocer a p,.
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Se captur6 una imagen del patrén de calibracion cuando este ocupaba la posicion
correspondiente a la que tiene la esfera de calibracion en la figura 4.11. Después, se
procesé la imagen mediante el programa que disefié en MATLAB para recuperar
los centros geométricos de cada mancha y asi conocer el valor de p;. Después, se
realiz6 el ajuste por minimos cuadrados a la ecuacion (4.5) con el programa Origin
Pro 9 y usando el algoritmo de Levenberg-Marquart, ver la referencia [39] y la
figura4.12. Los resultados fueron los siguientes: el coeficiente asociado a la distor-

siénes E = 3.3x107%mm ™" (barril) y la magnificacién transversal es My = 0.186.

Célculo de los centros geométricos de

cada mancha

Calculo de la distancia radial pg

Asociacion entre los puntos con y sin distorsion

Cdlculo de los coeficiente £ 'y My mediante el

ajuste de la ecuacion 4.5

Correccion por distorsion de los centroides de las

pantallas nulas semi radial y cuadrada

Figura 4.12 Diagrama de flujo del algoritmo para la correccién de las posiciones

de las manchas debido a la aberracion por distorsion.

Finalmente, las posiciones de los centros geométricos de la imagenes 4.8 (de la
distribucion semi radil y de la cuadrada) fueron corregidos por distorision segin

la ecuacién (4.5). Tanto los puntos asi obtenidos, como los que idealmente se
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esperaban estdn en la figura 4.13.
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Figura4.13 Gréficas de los puntos esperados (azul), ver figura 4.5, y de los puntos

recuperados y sin distorsién (rojo). En la imagen a) se muestran dichos puntos

para la pantalla con una distribucién cuadrada de puntos y en la imagen b) para la

distribucion radial.

4.2.3. Seleccion de trayectorias y calculo de normales

Para reconstruir la forma de la superficie es necesario resolver numéricamente la

integral (3.4) como ya se explicé anteriormente en el capitulo 3. Por un lado, se

deben calcular los valores de los vectores normales y por el otro lado, construir

las trayectorias de integracion. En ambos casos, el primer paso es encontrar las

posiciones de los puntos sobre la superficie de disefio que provienen de los rayos

que nacen de los centroides en el CCD y que pasan por el orificio central del

diafragma; esto como ya se indicé en la seccion 3.1.2.

En lo que respecta a la seleccion de las trayectorias; estas se escogen tomando

en consideracidn que el error cometido al aproximar la integral (3.4) por medio
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de la regla del trapecio es proporcional entre cada par de puntos sucesivos de la
trayectoria al cubo de la distancia que hay entre ellos, ver ecuacion (3.9). Por lo

tanto, algunas de las ticticas para escoger las trayectorias se enlistan a continuaciéon

= Division del camino entre dos puntos en subintervalos mas pequefios.
= Seleccién de un recorrido con una longuitud tan pequefia como se pueda.
= El punto inicial es el mismo para todas las trayectorias.

m Evitar cambiar de direccion de manera consecutiva.

Para explicar de manera visual la forma de trabajar del algoritmo utilizado en esta

seccion se agrega la figura 4.12

Asociacion univoca entre los puntos ideales

y los centros geométricos

Calculo de los puntos correspondientes sobre la

superficie de referencia Pg,,

|}

Construccion de los caminos permitidos entre

cada par de puntos Pg,,

Seleccion de un punto incial

PSup—inicial

L

Cdlculo de las trayectorias partiendo de

PSup—inicial

Figura4.14 Diagrama de flujo del algoritmo para la seleccion de trayectorias tanto

de la distribucion semi radial como de la cuadrada.

Con la finalidad de reducir el error asociado al tamafo del recorrido, utiliz€ una

funcién en MATLAB que permite conocer el camino mds corto entre dos puntos
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que se encuentran en una red? y que se basa en el algoritmo de Dikjstra, ver [40].

Las trayectorias asi definidas se muestran en la figura 4.15
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Figura 4.15 Imagen a), trayectorias de integracion para la pantalla nula cuadrada;
las zonas de rojo mds intensa es donde se recorre varias veces el mismo camino para
llegar a diferentes posiciones. Imagen b), trayectorias escogidas para la pantalla nula

semi radial. En cada caso el punto azul P; es el inicio de todas las trayectorias.

4.2.4. Reconstruccion de la superficie, radios de curvatura:

sagital y meridional y poder refractivo

Ahora estamos en condiciones para recuperar la forma de la superficie mediante el
proceso de cdlculo de normales sucesivo propuesto en el capitulo 3. Tanto para la
pantalla nula con una distribucién de puntos semi radial como para la cuadrada, el
nimero de veces que se calcularon los vectores normales fueron 5, esto ya que sus
valores no cambiaban mads alla de la cuarta cifra significativa comparado con las
2 cifras significativas que tiene el radio de curvatura (r = 7.8mm) de la superficie

de calibracién.

2Aqui se entiende por red como el conjunto de puntos que estdn unidos entre si por caminos

preestablecidos y cuya longuitud estd definida.
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A los datos obtenidos de dicho proceso se les ajustd la expresion (3.16) que re-
presenta una esfera y que considera transformaciones rigidas que nos permitirdn
caracterizar los datos de manera global. Cabe mencionar que el ajuste se realizé
con la funcién Fit de MATLAB, cuyo algoritmo, seleccionado como una opcidn,

fue el algoritmo de levenberg-marquardt

4.2.4.1. Pantalla nula con una distribuciéon semiradial de puntos

Para reconstruir la forma de la superficie se llevé a cabo el cdlculo de las normales
considerando a la superficie de disefio como primera aproximacion de la superficie
de prueba, y posteriormente se realizé la integracion numérica. A los datos

recuperados se les ajusto el siguiente modelo metemético

Z=r-— \/r2 —[(x = x0)? + (y = ¥0)?1 + 20 + T (x = x0) + Ty(y — yo),  (4.6)

Dicho modelo incluye la constante de conicidad k, asi como el radio de curvatura
r, el piston zg los descentramientos xg € yo, asi como los tilts 7, y Ty en el eje X e

Y, respectivamente. Los resultados se muestran en la tabla 4.3

El ajuste se realiz¢ iterativamente con la finalidad de mostrar el cambio de los para-
metros cada vez que se calculaban los vectores normales. Podemos observar que la
forma de la superficie, definida basicamente por el radio r, converge a un valor de
forma tal que difiere del valor ideal por 0.2 %. También es claro que a partir de la 3
iteracion los valores practicamente no cambian. Por otro lado, una manera til y co-
mun para visualizar los resultados es el uso del mapa de elevacion: este consiste en

tomar la diferencia entre elevaciones del conjunto de datos resultantes y los ideales.

Para llevar a cabo dicha diferencia resulta razonable considerar que la superficie de
calibaracion esté posicionda segun lo indican los pardmetros del ajuste, es decir,

X0, Y0, 20, I y Ty. Entonces calculamos Az como la diferencia de elevacion entre
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Iteracién | T, x 1073 T, x 10~* | r(mm) xo(um) | yo(um) | zo(um)
1 1.71 -5.52 7.82 2.64 1.81 -29.6
2 1.77 -4.85 7.82 3.05 2.29 -29.6
3 1.76 -4.74 7.82 2.93 2.39 -29.6
4 1.76 -4.74 7.82 2.94 2.39 -29.6
5 1.76 -4.75 7.82 2.94 2.38 -29.6

Tabla 4.3 Pardmetros del ajuste realizado a los resultados de la integracién
utilizando una pantalla nula con una distribucién semiradial de puntos. Se realiz6 5
veces el proceso de cdluclo de normales y en cada caso se obtuvieron las elevaciones
a las cuales se les ajustd la expresion (4.6) con la funcién FIT de MATLAB, ver

también la figura 3.5.

las posiciones de los puntos sobre la superficie de calibracion y de los puntos

evaluados con el método de pantallas nulas, ver figura 4.16.

Superficie de calibracion

Diferencia de elevacion

Superficie ajustada

S

Puntos experimentales

<

Z

Figura 4.16 Mapa de elevacion. La diferencia en elevacion Az (verde) puede
calcularse ya sea entre los puntos en la superficie ajustada (azul) o los puntos recién

integrados (negros) y la superficie de calibracién (rojo).

A continuacioén se presenta el mapa de elevacion correspondiente a la dltima ite-
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racion que se realizo, ver figura 4.17

Figura 4.17 Diferencia de elevacion Az entre los valores reales y los ideales como

funcién de la posicion.

Del mapa de elevacion se obtienen dos cantidades importantes: el valor rms y el
valor pico valle PV de las diferencias en sagita. Tanto el valor rms3 asi como el
valor PV 4 nos permiten caracterizar la distribucion de la desviacion de los resul-
tados respecto de los valores esperados. En este caso el valor rms de la diferencia

de elevacion Az, es 1.97um y el valor pico valle Azpy es 15.5um.

Por otra parte, derivado de la seccion 3.2, se calcularon las curvaturas sagital
y meridional. Para ello, primero se llevé a cabo el ajuste de la ecuacion (3.22)
utilizando los vectores normales calculados con el método de las pantalla nulas;
este ajuste se realizd, una vez mds, con la funcién Fit de MATLAB y con el mismo
algoritmo levenberg-marquardt. El resultado de dicho ajuste fue el siguiente: para
el radio de curvatura, rp;r = 7.92mm, mientras que la constante de conicidad dio

un valor de kr;r = 0.119. Después, utilizando las ecuaciones (3.23) calcule ambas

3El valor rms es la raiz cuadrada del promedio de una serie de valores.
4El valor PV, de una serie de valores, es la diferencia entre el valor mds grande y el mds

pequeiio.
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curvaturas. Estos valores se suelen representar en mapas con una escala de colores,

como se muestra en la figura 4.18

0.13

0.129

0.128

0.127

0.126

— .

43210-12234 43210-1

23 -4

Curvatura sagital Curvatura meridional

Figura 4.18 Mapa de las curvaturas sagital y meridional. Los colores calidos o
rojos indican zonas donde la curvatura es mayor, mientras que los colores frios o

azules representan una curvatura menor, es decir, zonas donde es mds plana.

La escala de colores permite visualizar como es la curvatura en cada punto asi
como el cambio que existe en diferentes zonas. Este mapa se caracteriza porque los
colores célidos (rojos y amarillos) representan una cuvatura mayor que aquellas
donde los colores son frios (azules y morados). La distribucién de los radios de
curvatura meridional y sagital, esto es, el inverso de la curvatura como funcién de

la distancia radial de los puntos sobre la superficie se presenta en la figura 4.19

El valor rms de 1a desviacion que tiene la distribucion del radio de curvatura sagital
respecto del valor ideal del radio de la esfera de calibracion es RM Sg,, = 61.9 um,
mientras que el valor pico valle es PVs,, = 0.33 mm. Para el radio de curvatura
meridional el valor rms de la distribucion es de RM Sy, = 88 um, en tanto que
el valor pico valle es de PV);,., = 0.42 mm. Es claro que los valores calculados se

alejan del valor esperado sobre todo en la zona central de la superficie recuperada.
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Figura 4.19 Distribuciones de los radios de curvatura sagital rs,, y meridional

rsag como funcion de la distancia radial p. La linea roja indica el valor del radio de

la superifice de calibracién: r = 7.8 mm.

4.2.4.2. Pantalla nula con una distribucion cuadrada de puntos

A continuacion se presentan los resultados para el caso de la prueba de la super-

ficie usando una pantalla nula cénica con una distribucién cuadrada de puntos.

Primero, el ajuste iterativo de los valores de elevacion, obtenido de integrar los

vectores normales, se presentan en la tabla 4.4

Iteracion | T X 1072 | Ty, X 1073 | Ar(um) | xo(um) | yo(um) | zo(um)
1 -1.00 1.96 41.6 -60.8 39.6 | -32.0
2 -1.01 2.04 43.9 -61.6 | 402 | -32.1
3 -1.02 1.98 44.0 -62.0 | 39.8 | -32.1
4 -1.01 2.04 433 -61.6 | 402 | -32.1
5 -1.02 1.98 44.9 -62.0 | 39.8 | -32.1

Tabla 4.4 Parametros del ajuste realizado a los resultados de la integracion. Se

realizé 5 veces el proceso de cdluclo de normales asi como ajuste.
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Cabe notar que el valor del piston zg, sefialado en la tabla, serd el valor real solo
si el sistema completo estd alineado. El mapa de las diferencias de elevacion entre
los valores resultantes de la integracion y los de la superficie de calibracion ideal

(como se describi6 antes) se muestran en la figura 4.20

Figura 4.20 Diferencia de elevacion Az entre los valores reales y los ideales.

Por una parte, respecto a la diferencia de elevacién Az su valor rms Az, €s
3.88um y el valor pico valles Azpy es 24.8um. Por el otro lado, los mapas de
elevacion tanto cuando se probd la superficie de calibracién con una pantalla nula
con una distribuciéon de puntos cuadrada como con una semi radial, muestran un
comportamiento similar. Sin embargo, la prueba utilizando la distribucion radial

dio mejores resultados.

En relacion con las curvaturas, el ajuste de la ecuacién (3.23) con los vectores
normales dio los siguientes resultados: el radio de curvatura fue de r = 7.9mm y
la constante de conicidad resulto ser £ = 0.185. Para estos valores se calcularon

las curvaturas, cuyos mapas de color se muestran en la figura 4.21.

Podemos observar que la curvatura sagital y meridional son similares en la zona



82 CAPITULO 4. CALIBRACION DE UN TOPOGRAFO CORNEAL CONICO

4 321 0-1-2-3-44 4 321 0-1-2-3-4

X(mm) X(mm)
Curvatura sagital Curvatura meridional

Figura 4.21 Mapa de las curvaturas sagital y meridional.

donde se muestra un minimo (azul). Sin embargo, estos mapas difieren de los ma-
pas que resultaron de la prueba de la pantalla nula con una distribucién semiradial
de puntos; esto en parte se debe a que la superifice no estd en la misma posicion
(incluyendo el efecto de los tilts) y por lo tanto sus vectores normales también
son diferentes. En cuanto a la distribucion de los radios de curvatura, las graficas

correspondientes se presentan en la figura 4.22.

El valor rms de la desviacion que tiene la distribucion del radio de curvatura sagital
respecto del valor ideal del radio de la esfera de calibracion es rmsg,, = 95.2 um,
mientras que el valor pico valle es PVs,, = 0.5mm. Para el radio de curvatura
meridional el valor rms de la distribucién es de rmsyz., = 0.37mm, en tanto que
el valor pico valle es de PVj,, = 0.95 mm. Es claro que los valores calculados se
alejan del valor esperado sobre todo en la zona central de la superficie recuperada

y mds adn para el radio meridional.

Hasta aqui se ha presentado cuanto ha sido posible respecto a la calibracion del
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0.128
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Figura 4.22 Distribucién de puntos para los radios de curvatura sagital rg.e y
meridional rps.,-. La linea roja precisa la posicién del radio de curvatura de la

superficie de calibracion, r = 7.8 .

sistema, asi como de la desviacion que tienen los resultados respecto a los valores

ideales.

4.3. Prueba de una cornea humana con el topografo

corneal

Como vimos en la seccién 4.2.4.1, la pantalla nula cénica con una distribucion
semi radial de puntos dio mejores resultados en valor rms y pico valle PV en la
diferencia de elevacion respecto al los resultados obtenidos con la pantalla nula
cuadrada; ademds, los pardmetros de ajuste fueron mds cercanos a la esfera de
calibracion, ver las tablas 4.3 y 4.4. Debido a esto se decidio realizar la prueba
de una cornea utilizando una distribucion semi radial de puntos. El dispositivo
experimental fue el mismo que el que se utilizo en el capitulo anterior; sin embar-

go, debido a que no contamos con una mentonera adecuada, el paciente tuvo que
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hacer su mejor esfuerzo por permanecer quieto durante la prueba. La imagen que

se capturd se muestra a continuacion en la figura 4.23.

Figura 4.23 Foto de la cérnea de mi ojo derecho tomada con el topdgrafo
construido en las secciones pasadas y utilizando una pantalla nula con una

distribucién semiradial de puntos.

Para capturar esta imagen fue necesario desplazar el topdgrafo a una seccién de la
mesa mds adecuada para que el paciente pudiera colocar su cara en la posicion ade-
cuada. A partir de la imagen 4.23 podemos reconocer los siguientes tres elementos
inmediatos: el primero, vemos que las pestafias cubren una parte importante del
area que se pretende evaluar; el segundo, la iluminacién no es homogénea a lo
largo de la imagen y finalmente, el nimero y tamafo de los circulos negros son
pocos y pequefios. Por otra parte, dos rasgos que no son visibles en la imagen son
las dimensiones del rostro del paciente y sus facciones; estas, al ser del tamano del

dispositivo, dificultan un posicionamiento adecuado de la cérnea del paciente.
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4.3.1. Adaptaciones al topografo corneal

Por lo anterior y para realizar una mejor evaluacion, se plante6 hacer las siguientes
modificaciones al dispositivo experimental: en primer lugar, aumentar la cantidad
de puntos asi como el tamafio de estos; en segundo lugar, y considerando las
facciones de la cara, disefiar una pantalla nula que considerasé que la cornea se
encuentra alejada de la pantalla nula y finalmente, modificar el sistema de ilumi-

nacion.

4.3.2. Diseiio y construccion de una pantalla nula conica para

la evaluacion de una cornea

Para la construccion de la pantalla nula se consideré que la superficie de disefio,
descrita por un radio de curvatura r = 7.8 y una constante de conicidad k = —0.2,
estaba desplazada una distancia Az = 15 mm sobre la parte positiva del eje Z a
partir del origen,> ver la tabla 4.5; dicha distancia est4d determinada por la distan-
cia focal de la lente que utiliza la cdmara. Notémos que este cambio no afecta el

proceso de disefio de la pantalla nula desarrollado en el capitulo 2, ver la figura 4.24.

Para construir la pantalla nula se utilizaron 900 puntos, esto para cubrir la mayor
drea posible con una densidad mayor de puntos. El tamafio de cada mancha fue de
0.13mm. Por otra parte, la cantidad Az se midi6 directamente cuando el valor de
la distancia focal era maximo, esto para propiciar el mayor espacio posible entre

el topdgrafo y la cara del paciente, lo cual dio como resultado Az = 15 mm.

SEs lo mismo considerar que la superficie estd en el origen y que la pantalla nula y el plano de

deteccién son los elementos desplazados.
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Parametro Simbolo | Tamafio (mm)

Distancia del CCD al microagujero a 30

Distancia del microagujero al origen b 117.5
Distancia del cono al vértice Az 15
Didmetro D 12

Sagita maxima B 2.67

Area utilizada en el CCD d 2.43
Radio de curvatura r 7.8

Constante de conicidad k -0.2

Tabla4.5 Pardmetros de disefio para el dispositivo experimental, ver la figura 4.24.

Superficie de

referencia

D — 7

~)

P3

Figura 4.24 Corte tranversal del nuevo disefio del topdgrafo, el cual considera que
la superficie de prueba se encuentra desplazada una distancia Az = 15 . Todos los

demads elementos son los mismos, ver figura 2.4.
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4.3.3. Ensamblaje del nuevo topografo corneal

Finalmente, la cdmara sigui6 siendo la misma. Adicionalmente, al soporte de acri-
lico se le agregd un cinturdn con luz led por fuera para mejorar la iluminacion. La

pantalla nula se coloc una vez mads, la imagen del dispositivo final se muestra en
la figura 4.25

Figura4.25 Version final del topografo corneal. Los cambios fueron los siguientes:
la posicion relativa de la pantalla nula con la superficie de prueba, el nlimero y tamfio

de las manchas, y el sistema de iluminacién (cinta LED).

Debido a que el soporte de acrilico es semi transparente, el cinturén de luz led
es muy prdctico para iluminar la pantalla nula -ya que la cara del paciente tapa
parcialmente la luz del ambiente, lo cual genera una zona mds oscura y por tanto

mas dificil de evaluar.

4.4. Prueba de una cornea humana

El dispositivo, bdsicamente, mantuvo las mismas caracteristicas; a pesar de esto,
y debido en parte al espacio y los instrumentos, realizar una nueva calibracion del

sistema result imposible. Por estos motivos la prueba de una cérnea humana se
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llevé a cabo, una vez mds sin un soporte para la cara del paciente, simplemente de
manera exploratoria. La imagen de la cérnea de un paciente, asi como los centroi-

des recuperados se muestra en la figura 4.26

a) b)

Figura4.26 En laimagen a) se muestra la fotografia capturada de la prueba hecha
ala cérnea de mi ojo derecho. En la imagen b) aparecen las zonas que logré recuperar

despues de analizar la imagen a) mediante un algoritmo morfoldgico.

El andlisis de la imagen no se pudo llevar a cabo con el algoritmo que disefié para
recuperar los centroides producidos por la superficie de referencia. No obstante,
en este caso ocupe una funcién de MATLAB llamada imextendedmin, la cual es de
tipo morfoldgica, esto es, de lo que se refiere a la teoria que se encarga de analizar
estructuras espaciales y de instensidades en imagenes, ver referencia [41]. Este
tipo de funciones ya se ha integrado para resolver problemas similares, ver por

ejemplo la referencia [42]. Aun asi tuve quitar el ruido manualmente.

Se recuperaron 536 puntos -de un total de 900. Una vez mds, los centroides se
calcularon como el centro geométrico, ver ecuacion (4.3), las trayectorias se esco-

gieron con el algoritmo de Dijkstra, ver la figura 4.28.
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imextendedmin

Eliminacié manual de zonas no deseadas

Figura 4.27 Diagrama de flujo del algoritmo del proceso de andlisis de la imagen

de la cérnea de la figura 4.26.

4.4.1. Reconstruccion de la superficie, radios de curvatura:

sagital y meridional y poder refractivo

Para reconstruir la forma de la superficie se llevo a cabo el calculo de las normales
considerando a la superficie de disefio como primera aproximacion de la superficie
de prueba, y posteriormente, como en las secciones anteriores, se realizd la
integracion numérica. A los datos recuperados se les ajusté el siguiente modelo

metematico

_ 2 _ _ 2 _ 2
o= I U DI P P O, 7 ey (5 (47

Dicho modelo, a diferencia del anterior, incluye la constante de conicidad k. El
célculo de las normales y el ajuste se realizd, una vez més y de la misma manera

que en la secciones pasadas; los resultados se muestran en la tabla 4.6
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Figura 4.28 Trayectorias elegidas, a partir de los puntos de la imagen 4.26, con el

algoritmo de Dijkstra -para realizar la integracién.

Iteracién | Ty x 1072 | T, x 1071 | k| r(mm) | xo(mm) | yo(mm) | zo(mm)
1 -6.51 333 | -0.755| 6.68 | -0.52 | 3.02 0.35
2 -6.73 339 | -0.776 | 6.67 | -0.53 3.06 0.37
3 -6.65 337 | -0.773| 6.68 | -0.53 3.05 0.36
4 -6.65 337 | -0.773| 6.68 | -0.53 3.05 0.36
5 -6.65 337 | -0.773| 6.68 | -0.53 3.05 0.36

Tabla 4.6 Pardmetros del ajuste realizado a los resultados de la integracion. Los
valores esperados para la coérnea son: radio de curvatura r = 7.8 y constante de
conicidad k£ = -0.2.

Notemos que los términos de descentramiento xg, yo Y zo son grandes, esto se

debe en parte a la alineacion del sistema, pero sobre todo a la posicién de la cara

del paciente en el momento de tomar la imagen. En lo que respecta al radio de

curvatura r y a la constante de conicidad k sus valores se alejan, evidentemente,

de los valores que tiene la superficie de disefio, lo cual se debe, por una lado, a

la foma de la cérnea y, por el otro, posiblemente, a su posicion fuera de lugar.
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Aun a pesar de esto, la solucion converge en lo que respecta a los valores de los

pardmetros; sin embargo, la solucién no necesariamente es a la correcta.

Debido a que en este caso no tenemos certeza de la forma de la superficie el mapa
de elevaciones se tomard como la diferencia entre los puntos sobre la superficie
reconstruida y sus correspondientes en la dltima superficie ajustada. En la figura

4.29 se muestra dicha diferencia de elevacion.

Figura 4.29 Mapa de elevacion. Diferencia en sagita Az entre la superficie de
disefio y la superficie descrita por los pardmetros del 5’ ajuste realizado a los
resultados. Las posiciones esquematicas de los puntos correspondientes se muestran

como manchas ne gras.

El valor rms de la distribucion de la diferencia de elevaciones es Az, = 5.24um
y el valor pico valle es de Azpy = 45.5um. Estos resultados en principio muestran
que los datos los pardmetros no ajustan del todo bien a los datos obtenidos. Por otra
parte, una cantidad importante, en términos clinicos, se refiere al valor derivado
de la curvatura sagital K., que es el poder refractivo D, cuyas unidades son el
inverso de distancia m~! o poder diéptrico D. Dicha cantidad, segiin el modelo

de Gullstrand para el ojo [3] puede ser calculada como se muestra en la siguiente
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ecuacion

D= : (4.8)

re

donde r¢ es el radio de curvatura o el inverso de la curvatura sagital, n y n” son el
indice de refraccion del aire y el de la cérnea, respectivamente. Cominmente, la
diferencia se toma como n’ —n = 0.3375.¢ La ecuacion (4.8) solamente es vilida en
el area central de la cérnea, cerca 3mm del vértice de la cOrnea. Si una cérnea sana
se encuentra directamente en aire, entonces el miximo valor que puede tener el
poder refractivo es, aproximadamente, 42D, ver referencia [3]. A continuacion se

anexan los mapas del poder refractivo y de la curvatura meridional en la figura 4.30.

4f 60
3_ 4
2.d 50
e 1 40
£ ol
= ‘ 30
>~ 1.
2 20
34 ‘ N ‘ F 1, ‘ ‘ = : ‘ ‘ F 10
4 3210-1-2-23-44 4 3210-1-2-23-44
X(mm) X(mm)
Poder refractivo sagital Poder refractivo Meridional

Figura 4.30 Mapas del poder refractivo de la curvatura sagital y meridional
-calulados mediante la ecuacién (4.8). Los colores cdlidos (rojos, amarillos)
corresponden a una curvatura alta, mientras que los colores frios (azules y morados)

hacen referencia a zonas donde la curvatura es pequeiia.

El mapa de poder refractivo correspondiente a la curvatura sagital estd en un inter-
valo mds cercano a los datos esperados de lo que estd al mapa correspondiente a la

curvatura meridional. En cambio el rango de valores que toma el poder refractivo

6Esto depende del modelo de ojo que se este utilizando, verbigracia Topcon y Carl Zeiss toman

el valor de la diferencia como 0.3320.
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meridional es muy grande y sa aleja del rango correcto; esto lo sé ya que tuve la
oportunidad de obtener el mapa refractivo de la cérnea de mi ojo derecho con un

topdgrafo Sirius, ver imagen 4.31

Figura 4.31 Mapa del poder refractivo sagital de la cérnea de mi ojo derecho. En
la zona central el valor que toma el poder refractivo es cercano 43 D, mientras que

en la periferia decrece su valor hasta aproximadamente 30 D.

T ——— 267
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N / i 22 '
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/é\ 7.5 ’g 18 /
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67 . 10,
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Figura4.32 Distribucién de los radios de curvatura sagital r5,, y meridional g,
como funcién de la distancia radial p. El comportamiento que muestran ambos es

similar y coincide con el comportamiento general de una cérnea.

La similitud en el comportamiento entre los mapas que se calcularon y los de un
topdgrafo comercial es inegable; sin embargo los rangos que se manejan atin son

inadecuados. Por otra parte, la distribucion de los valores del radio de curvatura
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se muestran a continuacion en la figura 4.32

Existe una clara similitud entre ambas distribuciones y parecen comportarse ade-
cuadamente en lo que respecta a una cérnea, ya que cerca del origen el radio de
curvatura es en principio pequefio, y conforme nos acercamos a la periferia resulta
que crece. Esto coincide con el mapa de curvatura ya que en la periferia hay un valor

mds pequeio de la curvatura, en tanto que en la zona central estd cantidad aumenta.

El valor rms de la distribucion del radio de curvatura sagital rg,, es de 2.54 mm,
en tanto que el valor pico valle PV es de 3.69 mm. En cambio para el radio de
curvatura meridional el valor rms es de 3.27mm, y el valor pico valle es de 21mm.
Dichos valores todavia se encuentran en un rango poco util para generar un diag-

nostico adecuado de alguna patologia; sin embargo, pueden ser mejorados.

Hasta aqui termina la descripcion del trabajo realizado.

A partir de este punto se pueden realizar una serie de mejoras en puntos clave
al topdgrafo corneal basado en el método de las pantallas nulas. Estas son las
siguientes: la primera, es estudiar cuales son las dimensiones apropiadadas de una
pantalla nula coénica para la topografia corneal, asi como las distribuciones de
puntos correspondientes; la segunda, se enfocaria en mejorar la estabilidad meca-
nica del topdgrafo, del paciente y aumentar la calidad de la imagen mediante una
iluminaciéon més adecuada, la tercera consiste en desarrollar algoritmos compu-
tacionales mads eficientes tanto en tiempo de ejecuciéon como en la precision de los

resultados.



Capitulo 5
Conclusiones

= Propusé una nueva distribucion de puntos de tipo semiradial para la
pantalla nula cénica, la cual demostré ser una buena candidata como futura
investigacion. Ademads, se mostré que un dispositivo basado en ella puede
recuperar la forma de la superficie de calibracién con un error rms de 2 um
(respecto a una esfera); valores que no solo estdn dentro del rango usual
proporcionado por los topdgrafos corneales comerciales, sino que ademds

se posicionan entre los mds exactos.

= Se evalud una cérnea humana con un topdgrafo corneal y de primera mano
parece factible su futuro desarrollo e implementacion en las pruebas clinicas.
También, se reconocieron muchos aspectos clave a tomar en cuenta en el
proceso de evalucacion y reconstruccion: las facciones de la cara (pestafas,
nariz); distancia de trabajo; andlisis de las imdgenes; configuraciones de

puntos en la pantalla nula, por mencionar algunas.

= Se espera que los resultados de este trabajo sirvan para fortalezer y sentar
bases firmes donde posteriores trabajos puedan conducirnos no solo al
desarrollo de dispositivos capaces de mejorar los resultados de este trabajo,
sino que también a la implementacion directa en diferentes sectores de la

sociedad.
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