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Resumen

El presente trabajo consiste en estudiar las consecuencias que se derivan de
aplicar la teorfa de la Relatividad General pseudo-compleja a la modelaciéon de un
disco de acrecién en el entorno de una estrella compacta considerando los térmi-
nos de correcciéon que aparecen en la teoria. Algunas diferencias que aparecen en
la nueva teoria respecto a la Relatividad General estandar son: la posibilidad que
tienen las particulas orbitando en el disco de alcanzar un maximo en la velocidad
angular y como consecuencia la prediccion de un anillo oscuro, la modificacién en
el concepto de ISCO permitiendo a las particulas acercarse mas al objeto compac-
to y la posibilidad de evitar el corrimiento al rojo infinito. Estas modificaciones
implican que un disco de acrecién en la teoria pseudo-compleja luce siempre mas
brillante, lo cual es comprobado mediante la implementacién de una simulacion
numérica.

El contenido de este trabajo se distribuye a lo largo de 3 capitulos:

En el Capitulo 1 se da una presentacion basica de la teoria estandar de la rela-
tividad. Se comienza con una seccién que da un breve panorama historico tanto
de la evolucién de la teoria como del origen del problema de los agujeros negros.
En la siguiente seccion se da un resumen de la teoria de la Relatividad Especial,
pues si bien esta no es de utilidad en el entorno de objetos compactos si pre-
senta una serie de conceptos que sirven como primer acercamiento a una teoria
que revoluciond nuestra interpretacion de fenémenos fisicos, se exponen ademas
algunas consecuencias de construir esta teoria respetando el principio de inva-
riancia de la velocidad de la luz. La siguiente seccién trata finalmente algunos
conceptos de la teoria geométrica de la gravedad, se introducen primero los prin-
cipios de equivalencia que fundamentan a la Relatividad General, posteriormente
se dan algunas herramientas de la geometria diferencial para poder entender el
cardcter geométrico de las ecuaciones de campo de Einstein. Mas adelante se
exhiben someramente las soluciones estacionarias mas relevantes en funcién de
sus parametros caracteristicos, haciendo luego énfasis en describir la estructura
gométrica de los escenarios asociados a las soluciones neutras de Schwarzschild y
Kerr. Se finaliza el capitulo con una exposicién acerca de la formacion de agujeros
negros estelares.

El capitulo 2 es de vital importancia para la comprensién del modelo fisico para
discos de acrecion. Primeramente se da un eshozo de la formacion de estas es-
tructuras y una serie de fenémenos que las caracterizan al ocurrir en condiciones
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extremas. En las siguiente seccién se presentan las hipdtesis fundamentales del
modelo de Page y Thorne para discos de acrecién, asi como la expresion para
el flujo de energia segtin dicho modelo, éste tltimo resultado serd de utilidad en
la interpretacién de las simulaciones de los discos. Como parte de esta misma
seccion, se analiza la mecdanica de particulas sujetas a un potencial efectivo, el es-
tudio se hace considerando potenciales cada vez mas complejos, para comprender
finalmente la contribucion de cada término en el potencial de Kerr. Dos concep-
tos de relevancia que se mencionan en esta seccién son el de arrastre relativista
y el de ISCO, éste ultimo se deriva del estudio de la estabilidad de é6rbitas. En
la seccion final de este capitulo se desarrolla el concepto de corrimiento al rojo
gravitacaional como manifestacion de la dilatacién del tiempo, se desrrollan al-
gunos calculos con el fin de comprender este efecto para la emision cuya fuente
se encuentra en el disco de acrecién.

En el capitulo 3 se encuentran los resultados mas importantes de este trabajo.
Se presentan primero las razones por las cudles la consideracién de una extensién
algebraica pseudo-compleja de la Relatividad General tiene sentido. En la primer
seccion se explica la manera de operar con variables pseudo-complejas, se presen-
ta también un nuevo principio variacional que propone hacer uso de los divisores
de cero para obtener las ecuaciones de campo de la teorfa. En las siguientes sec-
ciones se desarrolla la fisica de las particulas que orbitan en el disco de acrecién
de una estrella compacta cuyo espacio-tiempo exterior corresponde a la solucion
de Kerr pseudo-compleja. En el analisis se utilizan algunas de las hipdtesis del
modelo de Page y Thorne, con el cual se puede obtener la velocidad angular co-
mo observable; sin embargo, se deben incorporar al modelo las correciones que se
derivan de resultados caracteristicos en la nueva teoria, en particular la aparicién
de un maximo en la velocidad angular implica considerar una modificacién para
la distribucién de la energia en el disco. Otra observable analizada en este capitu-
lo es el corrimiento al rojo, efecto que también presentard un comportamiento
distinto respecto al caso de la teoria estandar presentado en el capitulo 2. Final-
mente, aplicando el formalismo de Hamilton-Jacobi se obtienen las ecuaciones de
evolucién que seran integradas por un algoritmo de ray-tracing para obtener las
simulaciones de discos de acrecion.
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Introduccion

If it disagrees with experiment it is wrong, in that simple

statement is the key to science.

Richard Phillips Feynman

La motivacién basica que justifica aplicar una propuesta a extensién de la
teoria de la Relatividad General es de caracter filosofico, pues se busca prevenir
la existencia de regiones excluidas del universo observable, esto significa que se
debe evitar la aparicion de horizontes de eventos, y no solo eso, eliminar las sin-
gularidades que estos contienen. La existencia de ambas' situaciones en la teoria
estandar podrian indicar que esta puede ser una teoria incompleta. La Relati-
vidad General pseudo-compleja pretende ser una extension algebraica efectiva
de la teoria estandar; por supesto, como esta teoria busca generalizar, entonces
recupera las predicciones ya conocidas en el campo débil, y propone una posi-
ble soluciéon en campos extremadamente fuertes. Un cambio importante en la
extension pseudo-compleja, es que esta incorpora (debido a un principio variacio-
nal modificado) una contribucién de energia oscura en las ecuaciones de campo;
asi, el colapso gravitacional que lleva a la formacién de un agujero negro, es in-
terrumpido por dicha energia que funciona como una fuerza anti-gravitacional,
obteniendo como unico posible resultado la formacion de una estrella oscura muy
densa sin un horizonte de eventos. Esta extension es propuesta en 2009 por el Dr.
Peter Hess y el Dr. Walter Greiner.

Se tienen ya distintas aplicaciones con estructura pseudo-compleja que pueden
ser interesantes (las cuales no serdn tratadas en este trabajo), algunas de interés
cosmolégico y otras en teoria cuantica de campos. En el primer caso se enfoca en
el estudio de la singularidad encontrada para tiempos tempranos del Universo,
hablamos del Big Bang. Al aplicar esta extension al modelo de Robertson-Walker,
se predice un Universo que podria dejar de acelerarse a tiempos muy remotos; en
el segundo caso, se cuenta con una longitud minima que permite una teoria sin

"Como bien es sabido, la Relatividad General predice la existencia de agujeros negros, lo cual
desafortunadamente implica la existencia de un horizonte de eventos, limitando de esta manera
el estudio de la region del espacio-tiempo que este delimita. Mas aun, la teoria predice en algu-
nos casos que el espacio-tiempo se curva infinitamente en el entorno local de una singularidad,
siendo imposible evitar esto ain usando cualquier cambio de coordenadas.
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infinidades, resultando en una teoria mas simple.

Es necesario considerar que el Principio de Equivalencia de Einstein y algunas
predicciones de la Relatividad General han sido corroboradas mayoritariamente
en campos gravitacionales débiles, estos resultados son de gran importancia para
la astrofisica del sistema solar. Diversos experimentos en éste limite han sido exi-
tosos (84):“Eot-Wash” | “Lunar Laser Ranging”, “Hughes—Drever”, entre otros.
De hecho, en el contexto del formalismo post-Newtoniano parametrizado (PPN')
se han propuesto diversos parametros para clasificar diversas teorias métricas de
la gravedad, dos de ellos asociados a las pruebas clasicas de la Relatividad Gene-
ral". En campos gravitacionales que no son débiles también se tienen ahora dos
evidencias que no descartan a la Relatividad General como un modelo efectivo: el
descubrimiento y andlisis del sistema binario Hulse-Taylor y la reciente deteccion
por el proyecto LIGO de las ondas gravitacionales (1) (lo cual era esperado por
una gran parte de las teorias de la gravedad). Por supuesto, la extensién pseudo-
compleja también predice la existencia de ondas gravitacionales (un estudio de
este fenémeno puede ser encontrado en (68)), por lo cual serfa interesante poder
aplicar la teoria en modelaciones numéricas.

A pesar de las evidencias y experimentos que hemos citado, la Relatividad
General no ha sido probada en las cercanias de un horizonte de eventos (jain no
se ha probado la existencia de estos!), pues con observaciones directas no se han
logrado estudiar regiones muy cercanas al radio de Schwarzschild, quedando de
esta manera una incégnita acerca de la fisica alrededor de objetos muy compactos,
en cuyo entorno local el campo gravitacional es muy fuerte. Las observaciones
directas de estas regiones en el futuro seran una prueba para cualquier teoria
que propone explicar la fisica en esas condiciones extremas. El interés de este
trabajo se localiza en este rango extremo para el campo gravitacional, por tanto la
motivacién es predecir la apariencia del entorno de un objeto compacto haciendo
uso de la teoria pseudo-compleja. El objetivo de este trabajo es en gran medida
obtener los resultados esenciales que permitiran describir a dichas regiones, las
cuales se encuentran en las cercanias de un objeto que usualmente es identificado
como agujero negro. La simulacién de un disco de acrecién correspondiente a un
objeto compacto que rota es la clave para lograrlo, y por tanto los resultaldos
tedricos a desarollar se concentraran en la fisica de particulas orbitando en el
disco. La simulacién se realiza con la ayuda de un cédigo computacional (79)
basado en el método de ray-tracing y cuyo sustento yace en el formalismo de
Hamilton-Jacobi. La métrica asociada al espacio-tiempo de interés corresponde
al exterior de un objeto con espin, identificada como la solucién de Kerr pseudo-
compleja, esta métrica es considerada en la simulacién.

"Por sus siglas en inglés, PPN: Parametrized Post-Newtonian.
"Las tres pruebas cldsicas de la Relatividad General son: dilatacién del tiempo, defleccién de
la luz y la precesién en el perihelio de Mercurio.
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Capitulo 1

Teoria Estandar

Spacetime tells matter how to move, matter tells spacetime

how to curve.

John Archibald Wheeler

1.1. Un poco de historia

La teoria de la Relatividad Especial se di6 a conocer en el ano milagroso'
para Albert Einstein, 1905. Con este logro se concreté la investigacién de grandes
cientificos del momento, como lo fueron principalmente: el fisico holandés An-
toon Lorentz, el matematico francés Henri Poincaré y el geémetra ruso-aleméan
Hermann Minkowski. Por un lado, ésta teoria ofrecia ya suficientes ideas revolu-
cionarias y poco evidentes, ya que se exhiben por primera vez transformaciones
que mezclan el espacio y el tiempo, de tal manera que éstos no parecen tener
una naturaleza del todo distinta. Es en base al andlisis de la relacion que existe
entre sistemas inerciales que las transformaciones se derivan, y por lo cual cobran
sentido fisico, pero cabe agregar, que la idea original detrds de éstas residia en
conseguir una manera de dejar invariantes a las leyes del electromagnetismo an-
te cualquier observador inercial. Y aunque fueron estudiadas antes por Lorentz
y Poincaré (26); ellos no lograron interpretar el impacto que estas tenfan en la
concepciéon del tiempo y el espacio.

Einstein decidié incorporar las transformaciones de Lorentz a la teoria especial,
ya que cumplen los dos postulados primordiales que exigia en su modelo fisico, el
Principio de Relatividad y la Universalidad de la velocidad de la luz; mas ain, se
percaté de que dichas transformaciones llevaban consigo informacién acerca de
la simetria entre el espacio y el tiempo, la cual no era incorporada en la Relati-
vidad de Galileo. Esta conexién conceptual es en gran medida el aporte que hizo

"En 1905 Albert Einstein publicé cuatro articulos en la revista cientifica Annalen der Physik
que revolucionaron la fisica del momento, estos trataron nuevos conceptos como el efecto
fotoelétrico, el movimiento Browniano, la Relatividad Especial y la equivalencia masa-energia.
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1. TEORIA ESTANDAR

Einstein a la Relatividad Especial; no obstante, ain faltaba una consideracion
importante acerca del espacio-tiempo, la geometria de éste. Esto fue resuelto tres
anos después, en 1908, debido a que Minkowski propone la idea de representar
a los eventos fisicos en una variedad plana de cuatro dimensiones dotada con
una métrica Lorentziana (una variedad pseudo-Riemanniana con signatura (1,3))
(26), la cual conocemos ahora como espacio-tiempo de Minkowski.

La teoria de la relatividad elaborada hasta entonces no inclufa un ingrediente
muy importante...un campo gravitacional. La proposiciéon que sirvié para encon-
trar el camino hacia la Relatividad General se atribuyé tnicamente a Einstein:
“las leyes de la fisica deben permanecer invariantes no sélo para observadores
inerciales, esto deberia suceder también para observadores acelerados”. La clave
se encontraba en una idea que parece muy simple: “una persona estando en caida
libre no siente su propio peso”. Como consecuencia de sus pensamientos, poste-
riormente propuso que la fisica en un sistema acelerado debe diferir de aquella
en un sistema inercial inicamente por la presencia de un campo gravitacional
efectivo, asentdndose de esta manera una equivalencia entre la concepcién de
aceleracion y campo gravitacional, el principio de equivalencia. El concepto de
sistemas inerciales en presencia de un campo gravitacional entonces se redefinié
como aquellos asociados a observadores que no se sienten acelerados; es decir, se
encuentran en caida libre.

Uniendo las piezas disponibles hasta ese momento, Einstein se percaté que era
necesario distorsionar el espacio-tiempo de Minkowski para incluir los detalles
atribuidos a un campo gravitacional; es decir, necesitaba crear una teoria de la
gravedad en un espacio-tiempo curvo. Afortunadamente en el siglo XIX Karl F.
Gauss y Georg F. Riemann ya habian desarrollado las herramientas necesarias
para construir la teoria de la Relatividad General, la geometria de espacios cur-
vos. Después de una década de arduo trabajo Einstein publicé en noviembre de
1915 su obra maestra: “Zur allgemeinen Relativitatstheorie”. En ésta se expone la
generalizacién a la teoria de 1905 y se dan a conocer las ecuaciones que describen
a un campo gravitacional. Un ano después (en 1916) se establecieron las llamadas
pruebas clasicas de la Relatividad General, afortunadamente para Einstein dos de
las tres pruebas se corroboraron antes de su muerte (26): la precesién en el pe-
rihelio de Mercurio y el efecto de deflexién que sufre la luz en las proximidades
del campo gravitacional del Sol. La tercera prueba acerca del corrimiento al rojo
gravitacional tuvo que esperar hasta 1959 para ser confirmada.

Paralelamente al interés mostrado respecto a la confirmacion experimental de la
Relatividad General, diversos esfuerzos en el ambito tedrico se estaban gestando,
uno de los cuales trataba del estudio del colapso gravitacional de una estrella.
Las consecuencias de éste fenomeno ya se habian estudiado casi dos siglos atras,
a finales del siglo XVIII y con conocimiento tinicamente de la teoria de la gravita-
cién de Newton, J. Michell concibid la idea de que estrellas muy masivas podrian
ejercer suficiente atraccion gravitacional en su entorno como para evitar que in-
cluso la luz fuera incapaz de escapar. El problema fue resuelto analiticamente
una década después (en 1796) por P. Laplace (36); la idea consiste en proveer
a una particula de una energia cinética inicial de tal forma que logre superar al
potencial gravitacional debido a un objeto esférico de masa M y radio R; es decir,

4



1.1 Un poco de historia

el problema se convierte en encontrar la velocidad de escape v.s.. Considerando
la conservacién de la energia, la solucién para un objeto esférico con distribucion
de masa uniforme esta dada por

2GM

Vose = T (1.1)
donde se ha escrito en forma explicita a la constante de gravitacién G para con-
textualizar el calculo en la teoria Newtoniana.

Asumiendo que podemos considerar a nuestro planeta como un objeto esférico,
con la solucién dada en 1.1 se puede estimar la velocidad de escape (en unidades
del SI) de la Tierra en vez ~ 11.2 ’%m Si se comprime al planeta de tal manera
que la velocidad de escape sea la de la luz, entonces jel radio terrestre deberia ser
de un centimetro! (36). Este resultado expone de manera concisa la razén por la
cual la comunidad cientifica prestaba poca atencién al problema de los agujeros
negros cuando la Relatividad General era una teoria recién conocida, no se co-
nocia objeto alguno suficientemente masivo y compacto.

Fue en enero de 1916 que el fisico aleman
Karl Schwarzschild encontré la primera so-
lucién a las ecuaciones de campo de la Re-
latividad General, esta describe la geometria
del espacio-tiempo para una particula pun-
tual con masa y sin rotacién (ver Figura 1).
Dos anos después Hans Reissner y Gunnar
Nordstrom encuentran otra solucién, la cual
extiende la solucién de Schwarzchild per-
mitiendo que el cuerpo masivo tenga carga
eléctrica. No obstante, el evento que inaugu-

Towr 2a1 189 °

Glaher Dut. Alad Wisg, (1108

{Tber das Gravitationsfeld eines Massenpunkt
nach der Emstemischen Theorie.
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(Vorgelegt am 13, Jansar 1916 fn. oben 5. 423)
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ra la época dorada de la fisica de los agujeros
negros' es la obtencién en 1963 por el ma-
tematico neozelandés Roy Kerr de una métri-
ca que describe a un agujero negro con espin,
su propuesta es para muchos la solucién exac-
ta mas importante a una ecuacién de la fisi-

e+ Feldgleichungens ——

ca; ademas, en el campo de la astrofisica es
la méas prometedora dado que se sabe que las
estrellas rotan.

Desde el descubrimiento en 1962 de la pri-
mera fuente compacta de rayos X, asi como

Figura 1: Publicacién (de dominio publico)
de Schwarzschild en las memorias de la Aca-
demia Prusiana de Ciencias. Una traduccién
al inglés se encuentra en arXiv.

''Se llama asi al periodo de importantes avances en el entendimiento de la fisica alrededor de
objetos compactos, culmina con la prediccion de la radiacion de Hawking. Mas informacién en
el sitio del departamento de Fisica y Astronomia de la Universidad de Canterbury.

"'Scorpius X-1 es la segunda fuente de rayos X més brillante en el cielo (después del Sol) y la
primera en ser descubierta fuera del Sistema Solar. Se trata de un sistema binario en el cual
se han detectado pulsos de rayos X (QPO’s) cuya duracién no supera unos pocos minutos y
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1. TEORIA ESTANDAR

la observacién del primer quasar y pulsar en 1963 y 1968 respectivamente (72),
el estudio de objetos compactos se ha convertido indudablemente en un tema de
interés astrofisico tanto tedricamente como en el campo de la observacion.

1.2. Resumen de Relatividad Especial

La Relatividad Especial (RE) es una teoria que logra exhibir por primera vez
simetria entre espacio y tiempo; sin embargo, como no se considera a la gravedad,
no logra establecer la conexién que existe entre esta y la geometria del espacio, y
por tanto se limita al estudio de la fisica en un espacio-tiempo plano dotado con
una forma de medir distinta a la Euclidiana. Sin embargo, muchos conceptos que
surgen en ésta, seran de utilidad al momento de ser generalizados en la Relativi-
dad General. De hecho, para estudiar el Sistema Solar (por citar s6lo un ejemplo),
se tiene en este caso una teoria de campo débil"; es decir, se puede concebir como
una teorfa con un campo tensorial h,, en un espacio-tiempo muy parecido al de
Minkowski (el espacio-tiempo en RE).

Creemos que la fisica en RG se reduce a la de RE cuando el espacio es localmente
plano (localmente inercial). De hecho, existe una relacién entre esta afirmacion
y un resultado” en el campo de la geometria diferencial, este ultimo asegura que
toda variedad diferenciable Riemanniana es localmente plana; sin embargo, Fins-
tein sélo se enterd de la existencia de dicho teorema después de haber postulado
su equivalente fisico. Esta relacién nos lleva a citar un concepto bésico para desa-
rrollar la RE, el cual es el de sistema inercial. Este concepto es un artificio muy
idealizado, el cual sélo puede concebirse para hacer fisica en entornos donde existe
un campo gravitacional muy débil.

Supongamos que un observador del espacio-tiempo puede corroborar las siguien-
tes cartacteristicas en su entorno:

I Cualquier par de objetos que permanecen en reposo relativo uno respecto
al otro, la distancia entre ellos es constante en el tiempo.

IT Cualquier par de relojes que estan sincronizados, si permanecen en reposo
relativo uno respecto al otro, entonces seguiran sincronizados.

III La geometria del espacio a cualquier tiempo constante ty es Euclideana.

Un sistema inercial de coordenadas es aquel que determina un observador que
verifica las propiedades I-IIT en su entorno (71), y en RE siempre pensaremos
que son sistemas bien definidos.

con frecuencias cercanas a 1 Hz.

'Para construir una teoria de campo débil, se supone que podemos escribir a la métrica en dicho
€aso COMO Gy = Nyuy + Ry, donde hy,, es una perturbacién muy pequena (‘ hw| < 1).

" Localmente una variedad diferenciable se puede ver como la imagen de una parte del espacio
tangente correspondiente. De hecho, utilizando el concepto de geodésica en la variedad, me-
diante la funcién exponencial (15) se logra dotar localmente a la variedad de un sistema de
coordenadas inerciales, de tal forma que la métrica se reduce a la de Minkowski.
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1.2 Resumen de Relatividad Especial

Debido a que nos interesa poder establecer una comparacion causal entre eventos
para sistemas inerciales, es necesario primero dar una definicién imprescindible
en RE, esta es la del concepto de simultaneidad. Consideremos un evento' P
del espacio-tiempo de Minkowski. Se consideran simultdneos todos los eventos
cuya coordenada temporal coincida con la de P, mientras dicha coincidencia
sea verificada por los relojes mas cercanos a los puntos de ocurrencia de dichos
eventos".

Conocidos ya los conceptos basicos en RE, es momento de enunciar los postulados
con los cuales se fundamenta esta teorfa (74)

PI Principio de Relatividad: las leyes de la fisica son las mismas para todos los
sistemas inerciales; asi, si para O son verificadas en su forma mas simple,
la validez de estas no se ve afectada cuando consideramos a un sistema O
que se traslada uniformemente respecto a O.

PII Principio de invariancia de velocidad de la luz: la velocidad de la luz es
absoluta y universal para todos los sitemas inerciales. Cualquier par de
observadores no acelerados, miden la velocidad del mismo fotén con un
valor de ¢ = 3 x 10® m/s, independientemente de la velocidad relativa de
desplazamiento entre ellos.

Nota: A partir de ahora se usard la convencién del sistema geométrico de unidades para la

velocidad de la luz (¢ = 1), a menos que se indique lo contrario en un caso particular.

Figura 2: Un observador en la hipersuperficie
del presente emite un fotén en el vacio, cuya tra-
yectoria corresponderd a una semi-recta de pen-
diente 1, suponiendo que su libertad espacial se
rest/ringe al un plz;nol, entonces el fotén se {iespla— OBSERVADOR— PRE5ENTE
zard por el cono de luz futuro. Dado que ninguna

particula viaja a velocidad v > 1, entonces el inte-
rior del cono de luz futuro es el conjunto de even-
tos en conexién causal-futura con el observador.
Anélogamente, el cono de luz pasado es el con-
junto de eventos en conexién causal-pasada con
el observador. Se concluye que cualquier evento COND p yz PASADC
fuera del cono de luz no tiene relacién causal con M —

el observador. .

Con el postulado PI se concluye que no existen velocidades absolutas™ me-
didas por observadores inerciales, excepto el caso de la velocidad de un fotén.

'"Un evento consiste de un elemento del espacio-tiempo al que se han asignado coordenadas
espaciales de su sitio de ocurrencia, y también se ha etiquetado con el tiempo registrado por
el reloj que se localiza en dichas coordenadas

"Esto discrepa de la nocién usual de simultaneidad, donde se consideran eventos simultaneos
a aquellos que ocurren a un mismo tiempo medido por el reloj de un mismo observador.

"Previo a la existencia de la Relatividad Especial, la no existencia de velocidades absolutas

ya era bien conocido por Galileo. Més tarde, esto es corroborado formalmente al permane-
cer invariante la fisca de la teoria Newtoniana cuando es experimentada por observadores
inerciales.




1. TEORIA ESTANDAR

Con el postulado PII se consigue darle sentido a la causalidad de eventos en el
espacio-tiempo, siendo este el primer gran aporte de Einstein. En Figura 2 se
presenta el cono de luz, el cual es un modelo geométrico para visualizar la division
del espacio-tiempo en funcion de la causalidad.

Para concluir esta introduccién, vamos a presentar una herramienta que resulta
importante cuando queremos conocer la manera analitica de relacionar los even-
tos entre sistemas de referencia inerciales. Consideremos dos observadores O y O
moviéndose uno respecto del otro, supongamos sin pérdida de generalidad que O
se desplaza en la direccion preferencial’ x a velocidad constante v > 0 respecto de
O. Entonces, para un mismo evento P, la relacion que existe entre las coordena-
das z® y % estd dada por las transformaciones de Lorentz (consultar derivacién
en (64)); es decir

at = Aa¥, (1.2)
donde
v —vy 0 0
_ — 00
VT (1.3)
0 010
0 0 01

La matriz en 1.3 representa explicitamente a un boost (71) de velocidad v en
direccion x, en esta aparece el factor de Lorentz" ~y, el cual estd dado (64) por

1

v = Vi (1.4)

El boost que presentamos en 1.3 representa sélo a una de las 6 posibles trans-

formaciones del grupo de Lorentz™.

1.2.1. Resultados fundamentales en el espacio-tiempo de

Minkowski

Un hecho de vital relevancia en RE es la invariancia del intervalo entre eventos,
implicando asi que las distancias en el espacio-tiempo son independientes del
observador inercial que las mide. Si se define la distancia entre dos eventos (tan
cercanos como queramos) P y Py como ds? = —dt? + dz* 4+ dy* + dz* respecto al

"Esto siempre es factible al redefinir la orientacién adecuada para el sistema inercial O.

'~ aparece de manera natural al deducir la transformacién lineal A~

"El grupo de Lorentz en el espacio-tiempo de Minkowski estd determinado por 6 generadores
independientes: 3 boost (rotaciones hiperbdlicas que involucran a una direccién espacial y el
tiempo) y 3 rotaciones espaciales (una respecto a cada eje espacial).
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1.2 Resumen de Relatividad Especial

observador O, y la distancia segtin el observador O entre los mismos eventos est4,
dada por ds? = —dt? + dz? + diy* + dz?, entonces la invariancia del intervalo esté
expresada (64) matemdticamente como

Nuwdatdz” = npydada”, (1.5)

donde 7,4 es el tensor métrico de Minkowski, el cual esta determinado por la
forma en que definimos el intervalo entre eventos, es decir

-1 0 0 O
0 +1 0 0
Nap = . (16)
0O 0 +1 0
0O 0 0 +1

El tensor métrico en 1.6 se ha presentado en coordenadas cartesianas por la
forma que se ha adoptado hasta ahora para definir a los eventos en el espacio-
tiempo. No obstante, se pueden construir diferentes representaciones si se adoptan
coordenadas distintas, por ejemplo, el mismo objeto puede ser representado en
coordenadas esféricas como

-1 0 0 0
0 +1 0 0

7705 = (17)
0 0 +r? 0

0 0 0 +r2sin’6

El conocimiento de la forma de medir en el espacio-tiempo de Minkowski permite
dotar a este de una estructura causal. Supongamos que una particula o senal
puede seguir una trayectoria arbitraria (es decir, supondremos por el momento que
podemos ignorar el postulado PII) que une los eventos P; (el origen) y Py (evento
arbitrario). La naturaleza tensorial del 4-vector tangente Upim (la 4-velocidad es
un tensor de tipo (1,0)) en un instante sobre dicha trayectoria permite que este
pueda ser evaluado por el tensor métrico dado en 1.6. Los tres posibles resultados
permiten establecer las siguientes definiciones para ﬁpms como 4-vector en el

espacio-tiempo

t

espacialoide si n(ﬁpmst, U)pmst) >0
ﬁp’inst = Ilulo Si n(ﬁpinst7 Upinst) = O : (18)
temporaloide si U(Upmst, ﬁpmst) <0
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De esta manera, en la Figura 2 las trayectorias sobre el cono tienen estructura
nula, aquellas que unen un evento dentro y fuera del cono (a velocidad constante)
tienen estructura espacialoide y finalmente aquellas que unen dos eventos dentro
del cono (a velocidad constante) tienen estructura temporaloide.

Nos interesa ahora presentar otros dos resultados fisicos importantes en RE:
la dilatacion del tiempo y la contraccion de Lorentz. Sin embargo, antes vamos
a esbozar un método de naturaleza geométrica para la calibracién de sistemas
de referencia inerciales, esto 1ltimo sera 1til en la visualizacién de los dos resul-
tados. Dada la naturaleza no euclidea del espacio-tiempo de Minkowski, no se
puede esperar en este caso que el conjunto de puntos restringidos a un plano que
equidistan de un punto fijo sea necesariamente una circunferencia. Si tomamos
como punto fijo al origen del espacio-tiempo, y considerando que la forma de
medir en este caso esta dada por 1.6, es posible demostrar que dicho conjunto
corresponderd a una hipérbola. Consideremos entonces por simplicidad los even-
tos coplanares P = (¢,2,0,0) y P, = (0,0,0,0), la distancia entre ellos esta dada
por

Aspp =—(t —0)* + (z — 0)> + 0 + 0

= —t* 4+ 2% = +a® para a € R constante, (1.9)
de donde se tiene que
As%p t? 2
bR _ 4+ T (1.10)
+a? +a?  +a?

Es facil ver que 1.10 respresenta a dos' posibles hipérbolas equilateras en el plano
t —a , todos los eventos P en dicho plano que la satisfacen serdn equidistantes al
evento en el origen P;. Note que dependiendo del signo tomado en el término 4-a?
se tendran intervalos As%gpi temporaloides o espacialoides respecto al cono de luz
del evento P;. Ademas, por la invariancia del intervalo entre eventos 1.5, se tiene
que Ashp = Ashp (el sistema con barra O se relaciona con O = P; mediante
1.2), de esta manera, las coordenadas ¢, T también satisfacen la ecuacién 1.10 de
las hipérbolas. Algunos conceptos presentados hasta ahora pueden ser visualiza-
dos en la Figura 3.

Finalmente, tomando cualquier evento P sobre la hipérbola (con término a?) en
interseccién con el eje temporal ¢, podemos asegurar que el correspondiente evento
P localizado en la interseccién de la misma hipérbola con el eje £ tendra la misma
coordenda espacial (es decir, z = T), pues ambos resuelven la misma ecuacién.
De esta manera podemos calibrar el eje expacial Z para O. Si ahora consideramos
un evento P’ en la interseccién de la hipérbola (con término —a?) con el eje x,
podemos hallar de manera andloga al caso anterior, su correspondiente evento P’
sobre el eje z (y la misma hipérbola que P’) tal que sus coordenadas temporales

"Una hipérbola por cada signo de 4a?, ambas comparten las asintotas pero se extienden en
distintos cuadrantes.
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1.2 Resumen de Relatividad Especial

coinciden (es decir, t = t). Queda de esta manera calibrado también el eje tempo-
ral del sistema de referencia O. Con ayuda de estos hechos es sencillo demostrar
los efectos de dilatacién del tiempo y la contraccién de Lorentz que exponemos a
continuacioén.

Figura 3: Representacién geométrica de un
boost en direccién = entre sistemas inerciales. El
sistema z’ — t’ se desplaza velocidad 0 < v < 1
respecto del sistema t — x. Se exhibe la simetria
entre espacio y tiempo al coincidir el dngulo ¢
entre t —t’ y « — @’ respectivamente (el dngu-
lo se relaciona con la velocidad relativa mediante
tanh~' v = ¢). El conjunto de hipérbolas acota-
das en la regién v < 1 correponden a conjuntos de
eventos equidistantes (respecto del origen) tem-
poraloides, mientras que las hipérbolas en la re-
gién v > 1 corresponden a eventos equidistantes
espacialoides.

Consideremos nuevamente los mismos observadores inerciales ya citados, el
observador O mide un intervalo temporal Af; ¢ entre los eventos ;' y Py con un
reloj cuya linea de mundo pasa por ellos. Por otro lado, el observador O mide el
intervalo At;; entre los mismos eventos. El tiempo medido por O transcurre mas
lento (71), esto se puede ver a continuacién

AF )
At = ——=— = vAt;¢. 1.11
f \/1——U2 Y f ( )

Debido a que 0 < v < 1, es claro ver que At;y < At;s; es decir, jel tiempo se
dilat6 para O!. Note que en 1.11 queda definido el factor v de Lorentz (64).

Ahora, supongamos que se dispone de una barra de longitud /5 medida por el ob-
servador O, dicha longitud es considerando a la barra en resposo desde su sistema
de referencia; sin embargo, para el observador O dicha barra estd moviéndose a
la misma velocidad que lo hace O (v > 0 en direccién z). Nuevamente a partir
de un simple andlisis geométrico (71), es posible demostrar que la longitud lp de
la misma barra que mide O en un instante es menor y esta dada por

l,
lo=15vV1—0v2=2. (1.12)

~
De manera andloga al caso anterior, como 0 < v < 1, se tiene que lp < l3; es
decir, jse ha contraido la barra para O!.

'Se debe recordar que P; es el evento compartido en el origen de O y O.
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1.2.2. Cinematica relativista

Presentamos ahora tres ob jetos de naturaleza vectorial que son importantes en
esta teorfa fisica: la 4-velocidad U, el 4-momento 7 y la 4-aceleracién @. Sabemos
que una particula en general puede describir un movimiento acelerado, por tanto
no existe en general un sistema de referencia respecto del cual estas estan en
reposo a lo largo de su linea de mundo; sin embargo, podemos suponer que en
una vecindad espacio-temporal muy pequena existe un sistema momentdneamente
en reposo (SMR) respecto del cual si sucede.

En el SMR la linea de mundo de la particula no tendra componentes espaciales
(pues estd en reposo), y por tanto localmente tendrd unicamente componente
temporal, entonces cualquier vector tangente a esta linea serd paralelo (71) al
elemento temporal ¢; de la base para dicho sistema de referencia. De esta manera,
si consideramos como parametro temporal al tiempo propio" T, conseguimos que

- _, dT d7 o
U:€0:7:’77:(7a’7v)7 (113)
T dt

donde se ha usado (74) que ydT = dt y U es la 3-velocidad.

Aprovechando esta definicion, en el SMR es posible demostrar que U.-a =0 ,
y ademads se tiene (74) que

L dU @7

Considerando ahora la masa en reposo m de la particula (la masa medida en el
SMR), tenemos (74) que

7P =mU =" p"p*p°) = (my,m7), (1.15)
donde p® = E es la energfa de la particula.
Como caso particular y debido a que posteriormente utilizaremos este resulta-
do, si consideramos que el SMR se desplaza a velocidad v > 0 en la direccion x

de un sistema inercial O, entonces de 1.13 y 1.15 tenemos que la 4-velocidad (70)
y el 4-momento po en O estan dados por

UO = (7771}7 070) y 13—5 = (m77 m7U7070)' (116)

'Fisicamente 7 es el tiempo medido por el reloj comovil que pasa por los eventos de interés,
mientras que matematicamente desempena el papel de parametro por longitud de arco, con-
cluyendo asi que el vector velocidad esta normalizado.

"'Esto coincide con el hecho de que el vector normal 7 a una curva diferenciable « es siempre
ortogonal al vector tangente ¢, cuando el parametro es la longitud de arco.
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1.2 Resumen de Relatividad Especial

Con la herramienta que hemos citado vamos a derivar ahora la famosa relacion
(usada ampliamente en fisica de particulas, por citar un ejemplo) relativista entre
el momento (espacial) y la energfa total de una particula (masiva y no masiva).
Esto es sencillo de 1.13 y 1.15, ya que por un lado se tiene que

77(37 ﬁ) = E>0 : E)0 =-1= n(ﬁa ]_?)) = m2€0 : E)0 = _m27 (117)
y por otro lado se tiene que
N 2 2 2
n(P.7)=—E*+(p')" + (p*)" + ()" (1.18)

Al igualar 1.17 con 1.18 y hacer un simple despeje para la energia se tiene que

(1.19)

Consideremos ahora como aplicacién de los ultimos resultados a un fotén con
energia I respecto de un sistema de referencia O. Como estas particulas viajan a
la velocidad de la luz, entonces sus lineas de mundo son trayectorias nulas. Con-
siderando la relacién 1.18, se tiene entonces que su momento p debe satisfacer

(. 7)) =—E*+ (") + ()" + (*)" =0. (1.20)

De 1.20 es claro que la energia de dicho fotén debe ser igual a la magnitud de
su momento espacial, entonces de 1.19 concluimos que m = 0, jla masa en reposo
de un fotén es nulal. Ahora podemos encontrar un resultado para el corrimiento
en la frecuencia por efecto Doppler. Sin perder generalidad podemos pensar que
dicho fotén tiene frecuencia v y se mueve en la direcciéon z del sistema O. Si
el sistema O tiene velocidad v relativa a O en la misma direccién que el fotén,
utilizando 1.16 y considerando que E = hv para el fotén, podemos encontrar que
la frecuencia 7 para el fotén relativa a O estd dada (71) por

R
D:( ”> v, (1.21)
1+4+v
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1.3. Resumen de Relatividad General

El primer paso que Einstein da para concluir que la gravitacién no trata de la
descripcion de un campo propagandose por el espacio-tiempo, sino de la descrip-
cion de la geometria de este ultimo mediante el tensor métrico es proponiendo el
Principio de equivalencia. Existen tres versiones de este principio (15), el Princi-
pio de Equivalencia Débil (PED), el Principio de Equivalencia de Einstein (PEE)
y el Principio de Equivalencia Fuerte (PEF), y cada uno se distintgue por la ge-
neralidad de su contexto de aplicacién.

El PED establece que existen trayectorias inerciales en el espacio-tiempo, las
cuales son tomadas por cualquier particula de prueba sujeta tnicamente a la
gravedad. Se puede ademas asegurar que si nos restringimos a regiones suficiente-
mente pequenas del espacio-tiempo, entonces resulta indistinguible para cualquier
observador el movimiento de particulas en caida libre en (1) un sistema uniforme-
mente acelerado o (2) sujetas a un campo gravitacional. El hecho de restringirnos
a una regién local no permite que las variaciones del campo gravitacional sean
detectadas.

Imaginemos ahora que un fisico experimental se encuentra en un sistema aislado
del exterior (no puede observar el exterior), entonces el PEE establece que no
existe experimento local alguno (ya no se restringe a cuerpos en caida libre) con
el cual se pueda distintguir si dicho sistema esta en aceleracion uniforme o si esté
sometido a un campo gravitacional externo; de esta manera, las leyes de la fisica
en dicha region local se reducen a las de la Relatividad Especial. Este principio
es motivado por la idea que tuvo Einstein acerca de que la gravedad debe ser
universal, la gravedad debe afectar a todas las formas de energia-momento (no
sélo a particulas masivas) de la misma manera.

Finalmente, cuando se extrapola el PEE a cualquier ley de la fisica, entonces ob-
tenemos el PEF. Motivado por esto, Einstein establece el principio de covarianza,
el cual enuncia que cualquier ley de la fisica que es vélida en un espacio-tiempo
plano con coordenadas inerciales, debe seguir siendo valida cuando la escribimos
en su forma tensorial (independiente de coordenaas) en un espacio-tiempo que
puede tener curvatura.

Debido a que los principios de equivalencia citados se restringen a regiones locales
del espacio-tiempo, esto parece sugerir que la accién de la gravedad se manifiesta
debido a la curvatura intrinseca de la variedad considerada. Motivados por es-
te hecho, si consideramos a un objeto en caida libre (afectado por la gravedad)
en alguna regién local del espacio-tiempo, entonces aquel observador (también
expuesto a dicho campo) para el cual dicho objeto no estd acelerandose sera de-
nominado como un sistema local de referencia.

Como observacion final, debido a que no existen objetos que sean indiferentes a
la presencia de un campo gravitacional ', diremos que un objeto en movimiento
libre en dicho campo no esté acelerado.

'Razén por la cual, no existe una referencia respecto de la cual medir la aceleracién que un
campo gravitacional causa.

14



1.3 Resumen de Relatividad General

1.3.1. Geometria y gravedad

Con el andlisis que hemos expuesto hasta ahora, podemos concluir que el

lenguaje més tutil para tratar a la Relatividad General, es el de la geometria
diferencial. Esta subseccion tiene como propdsito presentar un recuento breve
de los conceptos bdsicos para tener por un lado una interpretacion basica del
carcacter geométrico de las ecuaciones para el campo gravitacional y por otro
lado la herramienta para analizar la cinematica de particulas en un espacio-tiempo
dado. En este resumen se asumira un conocimiento basico de geometria diferencial
y el empleo de la notacion tensorial, un tratamiento extenso y con aplicacion a
la RG del material presentado puede ser encontrado en (21).
Debido a que la geometria del escenario fisico donde se llevan a cabo los eventos
es de vital interés en esta teoria, comenzamos por recordar una definicion para
el concepto de wvariedad diferenciable. En nuestro caso cualquier espacio-tiempo
considerado cumplird las caracteristicas de dichas estructuras; no obstante, es
de interés particular tener presente qué es una wvariedad pseudo-Riemanniana,
para lo cual necesitaremos también recordar qué es una métrica general sobre
dichas variedades. En la siguiente subseccién estas métricas representaran a las
soluciones de las ecuaciones de campo y también es en funcién de estas que
partiremos en la subseccién 2.2.2 para hacer un analisis mecdnico de trayectorias
de particulas.

Definicién 1. (49) Una n-variedad diferenciable de clase C es un par (M, A),
donde A es un atlas maximal R™-valuado, y tal que la topologia inducida por A

hace a M una variedad topoldgica.

Figura 4: La estructura diferenciable (C") de la n-variedad M exige que toda transicién de la forma
Do = P 0 bt ba (Ua NUG) — ¢5(Ua NUg) sea al menos un difeomorfimos C”, si toda transicén
es C'°° entonces se dice (73) que M es suave. A las parejas {Ua, ¢a} se les llama cartas, y a sus inversas
{Va, da'} parametrizaciones.

El hecho de que una variedad M (ver Figura 4) sea variedad topoldgica,
nos garantiza que sus abiertos locales son homeomorfos a abiertos de R". Mas
aun, como el calculo usual en R™ se ha construido sobre conjuntos abiertos, y
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1. TEORIA ESTANDAR

considerando que A nos ofrece una coleccién de difeomorfismos de clase C" para
las cartas consideradas, podemos dotar a M de una herramienta matematica
poderosa en RG, el cdlculo tensorial.

Definicién 2. (/9) Una métrica pseudo-Riemanniana es un campo tensorial g €
To(M) que cumple ser simétrico, no degenerado y con indice constante en M.
Particularmente, si anclamos el campo g en p € M, decimos que g, € T3 (T,M)

es un tensor métrico para el espacio tangente T,M.

La defincién anterior no hace explicito que g es campo tensorial positivo de-
finido en M, permitiendo asi la posible existencia de espacios en la variedad que
logren definir un indice positivo para la métrica (ind(g) > 0). Esto se traduce
en afirmar que en cada espacio tangente T,M se tiene un subespacio W, < T,M
de dimensién méxima tal que ind(g,) = dim W,, y ademds g, [w, es negativo
definido.

Con el contenido expuesto hasta ahora ya tenemos la estructura geométrica bésica
deseada para un escenario fisico en RG, al par (M,g) le llamamos (58) variedad
pseudo-Riemanniana. A continuaciéon veremos cémo un caso particular de este
tipo de variedades nos da una caracteristica general de un espacio-tiempo fisico
en términos de la forma del tensor métrico.

Una n-variedad pseudo-Riemanniana de tipo (M7,g,) es conocida (49) como va-
riedad Lorentziana cuando r =n — 1y v =1, y es el modelo general de espacio-
tiempo usado en RG si nos restringimos a n = 4. El tipo de métrica usada en las
varied_a}de_:f Lorentzianas es de la forma g,(7,7) = — > 2’y + >0 a'y

para z,y € T,M. Como caso especial, el espacio-tiempo en el que se desarolla
la Relatividad Especial se identifica con la variedad (R},n), concluimos que el
espacio-tiempo de Minkowski es una variedad Lorentziana. Asi también hemos
mostrado en qué sentido la RE se reduce a un caso muy limitado de la RG.

Un concepto implicito en los indices r y v para la definicién que hemos cita-
do de variedad Lorentziana es el de signatura, el cual se debe tomar en cuenta
al momento de realizar los cdlculos en RG. Consideremos una base ortonormal
B =A{ei,...,€i,...,e,} para el espacio T,M. Si ind(g,) = k > 0, podemos obtener
una base B ordenada a partir de j, de tal forma que g,(e;) = —1 para 1 <i <k
y gp(e;) = +1 para k+ 1 < j < n. Llamamos (58) signatura de la métrica g, al
arreglo (—1,—1,...,—1,+1,+1, ..., +1) respecto a 3.

Tal vez el concepto geométrico méas importante en RG es el de curvatura, el
cual por supuesto también tiene todo un formalismo matematico que lo sustenta.
Basta citar que las ecuaciones de campo de Einstein, relacionan la curvatura
local del espacio-tiempo con la distribucién de energia-momento en dicha region,
y nosotros estamos particularmente interesados en conocer algunas soluciones
a dichas ecuaciones. La curvatura en una variedad depende de los coeficientes
de una conexion, y estos a su vez pueden o no depender de la manera en que
medimos en dicho conjunto. En particular, si queremos sacar provecho fisico a la
consideracién de espacios que no son planos en una teoria como la Relatividad
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1.3 Resumen de Relatividad General

General, necesitamos dotar a la variedad de una métrica, y por tanto, la conexién
y a su vez la curvatura pueden quedar definidas de manera tnica a partir de la
métrica. Comenzamos presentando el siguiente resultado:

Teorema 1. (/9) Para una variedad pseudo-Riemannina dada (M,g), existe una
unica conexion métrica V, tal que es libre de torsion, T = 0. Esta inica conexion

es llamada la conexion de Levi-Civita para (M,g).

Un resultado verificable (15) que complementa al teorema anterior es que
los coeficientes para la conexion citada estan determinados por los simbolos de

Christoffel

1
FZU = §gap(augup + augpu - apg;uz)- (122)

El tensor de torsién definido por los coeficientes de una conexién I tiene compo-

nentes de la forma T, = I}, — '} . Si consideramos a los sfmbolos de Christoffel
recien definidos, notamos que estos son simétricos en sus indices covariantes, de
donde podemos asegurar que

T, =0, —T), =0. (1.23)

Esta es la propiedad citada en el Teorema 1; es decir, los simbolos de Christoffel
son los coeficientes asociados a una conexion libre de torsion.

Podemos ahora escribir la derivada covariante' que generaliza” como operador
a la derivada parcial en términos de la métrica y con los coeficientes 1.22 de la
conexién como factor de correccién™. Para cualquier tensor S € T} (T,M), su
derivada covariante serd un tensor S’ € T (T,;M) con componentes dadas (83)
por

(S/)M1M2~-~uk

— L2 bk
_VUS ViVg...V]

— H1p2- E Hi Q1A
_aUS Viva...V] + Fa)\S

viv2...VjVj41

mva...v;

- Z ngj SHIMZ.“Mkl/L..A...I/l' (124)
J

Finalmente, una propiedad importante acerca de la conexiéon dada que permite
simplificar cdlculos en RG es la compatibilidad con la métrica, esto se expresa

"En este caso se suele llamar derivada covariante a la conexion de Levi-Civita.

'La derivada covariante es un operador independiente de coordenadas arbitrarias que se reduce
como operador a la derivada parcial en un espacio plano con coordenadas inerciales.

"' Los coeficientes de la conexién permiten que la derivada covariante se transforme como tensor,
cancelando los términos que hacen a la derivada parcial un objeto no tensorial.
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1. TEORIA ESTANDAR

CO11O

vo—g,uu =0. (125)

La conexién de Levi-Civita V también permite definir a lo largo de una
trayectoria x#(\) sobre la variedad, al operador derivada covariante direccional
(g\ d“”“V Con este nuevo operador podemos comparar un campo tensorial de-
finido en puntos cercanos sobre la variedad conectados por la trayectoria x*(\), lo
cual se logra mediante el transporte paralelo. Si consideramos un tensor S definido
en dos puntos cercanos, podemos conocer qué tanto cambia entre estos respecto
al tensor que resulta de desplazar a S de manera paralela sobre la trayectoria que
une ambos puntos. La manera de expresar matematicamente que S ha sido des-
plazado paralelamente (i.e. no hay cambio) es mediante la ecuacion de transporte

paralelo

D H1p2.. - dx®
S) S v U - (1.26)
(d)\ ey AA et

donde se ha supuesto que S es de rango arbitrario y por tanto se cumple en
general la relacion 1.24.

El hecho de trabajar con una conexién compatible con la métrica, permite dedu-
cir facilmente a partir de 1.25 que la métrica siempre satisface 1.26, por lo cual
siempre es transportada paralelamente. Con este hecho, podemos demostrar que
cualquier par de campos vectoriales transportados paralelamente ' con componen-
tes VH*y Vv preservaran su producto escalar o norma (en caso de que V* = V”)
esto queda claro del siguiente calculo simple

-2 )

0 0
D nY v D Y42
=< 9uv V V + gpy + g#uv
—— ——
guv satisface 1.26 hipétesis hipétesis

Como se puede inferir en la introduccién de este capitulo, cuando considera-
mos a la gravedad como una caracterizacon geométrica del espacio, el movimiento
de toda particula (masiva o no masiva) estara determinado por trayectorias iner-
ciales cuando no existen fuerzas externas presentes. En la teoria Newtoniana las
trayectorias inerciales seguidas por una particula libre corresponden a rectas, las

"Desde que la ecuacién de transporte paralelo es valida para campos tensoriales de rango arbi-
trario, entonces es valida para cualquier campo vectorial suave, basta que apliquemos el caso
correcto de 1.24 en 1.26.
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1.3 Resumen de Relatividad General

cuales como sabemos minimizan la distancia entre dos puntos fijos en el espacio
plano (no Lorentziano). Este resultado sigue siendo cierto en espacios curvos,
pues las trayectorias inerciales que toman particulas libres cumplen minimizar la
distancia de recorrido, a dichas trayectorias en general se les denomina geodésicas.
La aplicacién mas importante en RG de la ecuacién 1.26 reside en establecer una
expresion para la geodésica que seguird una particula libre en una variedad con
curvatura arbitraria. Consideremos que z#(\) es la trayectoria que une a la pa-
reja de puntos sobre la variedad que nos interesan, una caracteristica que debe
cumplir z#(\) para ser geodésica es transportar paralelamente a su propio vector
tangente (83) % a lo largo de todo el intervalo para A. Desde que el campo vec-
torial tangente es un caso particular de campo tensorial podemos asegurar que la
ecuacion geodésica esta descrita a partir de 1.26 como

D dxz*  dPat dx? dx°®
_ w7 T ). 1.28
dX\ d\ d\? t e d\ d)\ ( )

El tiempo propio 7 es el parametro natural para describir la trayectoria de una
particula mediante la ecuacién geodésica. El parametro A en 1.28 es llamado
pardametro afin si estd relacionado con 7 mediante una transformacion afin de la
forma

A=ar+f, (1.29)

donde a y 3 son constantes.

Recordemos ahora la definicion de 4-momento dada en 1.15 para una trayec-
toria con parametro 7. Si sustituimos a p* en la ecuacién de transporte paralelo
1.26 obtenemos una versién de la ecuacion 1.28 cuya interpretacién fisica es que
la particula se mueve sobre geodésicas en la direccion que apunta' su 4-momento,
se tiene de esta manera

PVt = 0. (1.30)

Desde que la naturaleza causal del 4-vector tangente a una trayectoria x*(\) se
define a partir de la negatividad (anulacién o positividad) de su evaluacion por
la métrica g(z*(\), 2#(N)), la aplicacién del resultado dado en 1.27 a la geodési-
ca descrita por 1.30 (intercambiando al 4-momento por la 4-velocidad) permite
asegurar que una particula fisica seguird una geodésica puramente temporaloide
(o nula) pues el producto escalar es conservado.

'La relacion entre el 4-momento y la 4-velocidad es proporcional a la masa de la particula.
Una particula sobre una trayectoria sigue la direccién de su 4-velocidad y por tanto de su 4-
momento, pero la 4-velocidad es el vector tangente a la trayectoria y por tanto si se satisface la
ecuacién geodésica este vector es transportado paralelamente, de donde el 4-momento también
lo cumplira.
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1. TEORIA ESTANDAR

Hemos tratado hasta ahora con objetos geométricos que nos permiten gene-
ralizar conceptos a espacios que no son planos; sin embargo, ninguno de estos
objetos tiene como funcién describir la curvatura intrinseca de la variedad. To-
da la informacién acerca de la curvatura de una variedad esta codificada en un
objeto tensorial que posteriormente aparecera en las ecuaciones que describen al
campo gravitacional. Debido a que hemos considerado particularmente una co-
nexién métrica, la descripcion de la curvatura en la variedad va a depender del
tensor métrico. Como se cita en (49), en general se tiene que para una variedad
pseudo-Riemannina dada (M,g) con conexién métrica V de Levi-Civita, el ten-
sor tipo (1,3) de curvatura asociado es el tensor de curvatura de Riemann, cuya
aplicacion sobre tres campos vectoriales X, Y y Z estd determinada por

R, XIYVZ7 =X VYV, Z°) — YAV A(XV, Z°)
— (XY =Y O XNV, Z". (1.31)

Una manera de interpretar la utilidad del tensor de Riemann es que éste objeto nos
permite conocer localmente la medida en la que el tensor métrico en la variedad
no es equivalente al de un espacio plano, lo cual es una manifestacién de que la
curvatura afecta la definicion de una isometria local. Un ejemplo que resulta facil
de imaginar en el cual la curvatura es determinante es el siguiente: en un espacio
plano un vector permanece invariante cuando es transportado paralelammente a
lo largo de una trayectoria cerrada, en cambio si el espacio tiene curvatura puede
suceder que el vector que ha recorrido paralelamente la trayectoria completa
no coincide con el vector al inicio de ésta; es decir, ha sido transformado. De
la expresion en 1.31 podemos identificar a X* y Y* como las componentes de
los vectores que localmente definen la trayectoria, mientras que a Z° como las
componentes del vector que es transportado palalelamente, de tal manera que
R?,,,, s la transformacion aplicada en la trayectoria.

Sabemos que la conexién que hemos usado hasta ahora es libre de torsién, lo cual
permite encontrar (15) una manera util de representar al tensor de Riemann que
es equivalente a la dada en 1.31, la expresion esta dada en funcion de los simbolos
de Christoffel como

R = Oy — 0,10, + 10, T0, —T0 T (1.32)

Es claro de la definicién para los simbolos de Christoffel en 1.22 que el tensor de
Riemann en 1.32 esta determinado por la métrica; mas ain, como la dependencia
involucra explicitamente a las primeras derivadas de sus componentes, se sigue
inmediatamente que si la métrica es constante para un sistema de coordenadas
entonces R?, , = 0. Ademas, sabemos que la relacién anterior es una ecuacién
tensorial, de donde concluimos que es valida para cualquier sistema coordenado.
Por otro lado, si se tiene que R, ,, = 0 entonces es posible encontrar coordenadas

para las cuales la métrica tiene componentes constantes' (15). Se concluye que el

"Por ejemplo, la métrica del espacio-tiempo de Minkowski expresda en 1.7 no tiene componen-
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1.3 Resumen de Relatividad General

tensor de Riemann provee un criterio para saber cuando una métrica arbitraria
estd describiendo a una variedad plana o con curvatura intrinseca (en cuyo caso
Ry #0).

Las propiedades de simetria y antisimetria del tensor de Riemann pueden ser
estudiadas considerando' su forma con sus cuatro indices covariantes. El tensor
tipo (0,4) obtenido lo podemos descomponer ademds en dos partes (83): la parte
con traza no nula y la parte libre de traza. De particular interés es la parte con
traza no nula, de la cual podemos extraer al tensor de Ricci considerando la traza
definida por el segundo y cuarto indice (o equivalentemente por el primero y el
tercero), quedando definido entonces como

Ryy=R_7. (1.33)

El tensor de tipo (0,2) definido en 1.33 es simétrico (R,, = R,,) debido a que
el tensor (0,4) de Riemann es simétrico ante la permutacién de indices no conse-
cutivos (Rpouw = Rywpe)- El tensor de Ricci permite ademads definir al escalar de
curvatura R a partir de su traza como

R=R7. (1.34)
Para finalizar, presentamos a continuacién al tensor de Finstein, el cual es de
tipo (0,2) ya que se puede construir a partir de la métrica, el tensor de Ricci y
el escalar de cuvatura como

1
9a,8 = Ra,@ - §ga/39%. (1.35)

El tensor de Einstein en 1.35 es simétrico ya que el tensor de Ricci lo es y la
métrica también. Otra propiedad muy importante de este objeto desde el punto
de vista de la Relatividad General es que se cumple (83) la siguiente identidad"

1.3.1.1. Ecuaciones de campo de Einstein

Las ecuaciones de movimiento de un sistema fisico se pueden derivar aplicando
el principio de accion estacionaria a la accién 8 del sistema, este principio es
fundamentado en el calculo variacional una vez que se conoce el Lagrangiano
del sistema. Para el caso gravitacional, utilizando los principios de equivalencia

tes constantes; sin embargo, como el tensor de Riemann es nulo sabemos que deben existir
coordenadas para las cuales la métrica es constante, la expresion en 1.6 es el caso citado.

" Actuando con la métrica por la izquierda se tiene que R,qp = gp>\R>‘a e

""Debido a que el tensor de Riemann cumple con la identidad de Bianchi (83), es ficil demos-
trar que el tensor de Einstein cumple la relaciéon 1.36, la cual evidentemente es de caracter
puramente geométrico.
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1. TEORIA ESTANDAR

v la condicién de obtener una teoria covariante en el espacio-tiempo, se puede
derivar una densidad Lagrangiana de la forma £ = \/=gL(g,dg,dg*), donde se
hace explicito que se ha dotado al espacio-tiempo con una métrica g. La forma
explicita de esta densidad a partir de la cual se encuentran las ecuaciones de
campo, esta expresada en la accion de Einstein-Hilbert

8[g) = 1667@ /d%\/fg(rk —2A), (1.37)

donde R es el escalar definido en 1.34 y A es la constante cosmoldgica.

La variacién de la funcional en 1.37 estd dada (30) por

1 68 o 3
V—006gss 167G

(9“‘3 + Agaﬁ> , (1.38)

donde aparece el tensor de Einstein definido en 1.35.

A partir de 1.38 obtenemos (30) las ecuaciones de campo en el vacio
1
Ry = §:Rglw + Agu, = 0. (1.39)

Sin embargo, el caso mas general se da cuando incluimos la presencia de materia,
para lo cual se debe considerar también la accién de Einstein-Hilbert modificada

8 [0,9] = © / N ) (1.40)

donde ®4 son las componentes de variables dindmicas de campos de materia.

La variacién en este caso estd dada (30) por

08

58
W@ gl = | day/—g | =260 " 5Gus | - 1.41
08 [, g] / T/ g<5®A5 +5ga/36g a) (1.41)

Se asume que las ecuaciones dindamicas de los campos de materia se satisfacen,
de esta manera se cumple que

08,
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1.3 Resumen de Relatividad General

Por otro lado, la variacion respecto a la métrica satisface

9m _ Y Irpep (1.43)
0Gap 2c

donde T,z es el tensor asociado a la distribucién de energia-momento.

Finalmente, al considerar la accién total 8[g] + §,, [®, g|, y resolver el proble-
ma de encontrar el extremo respecto a variaciones en la métrica, se encuentran
(30) las ecuaciones de campo de Einstein

1 G
Ry — iﬂqu,j + A9 = — T (1.44)

ot

Las ecuaciones de campo en 1.44 describen por un lado a la gravedad como
la manifestacién de la accién que tiene la curvatura del espacio-tiempo sobre la
materia, y por otro lado cémo la curvatura es la reaccién del propio espacio-tiempo
a la presencia de una distribucién de energia-momento. La ley de conservacion
de la distribucién de energfa-momento (V#T),, = 0) comparada con la identidad
geométrica dada en 1.36 para el tensor de Einstein determinan la consistencia' de
las ecuaciones del campo gravitacional.

1.3.2. Principales soluciones de tipo estacionario

En esta seccién se presentan las cuatro soluciones basicas a las ecuaciones
de campo 1.44 cuando consideramos que A = 0 y no existe distribucién exterior
de materia 7T}, = 0. Las dos soluciones eléctricamente neutras son de particular
interés para el desarrollo hecho en la seccién 3.2, por tanto sélo estas seran anali-
zadas con breve detalle en 1.3.2.1; sin embargo, su derivaciéon matematica y una
discusion extensa sobre la fisica en dichas variedades se puede encontrar en (19).

Definicién 3. (5) Si una solucion a las ecuaciones de campo definiendo un
espacio-tiempo es tal que todas las componentes de la métrica no dependen del
tiempo coordenado y ademds la métrica permanece invariante ante inversiones

temporales (t — —t), entonces se dice que la solucion es estdtica.

En la definicién anterior describimos un tipo muy particular de solucién; sin
embargo, existe otro que describe a un espacio-tiempo con una métrica indepen-
diente del tiempo, pero que no resulta permanecer invariante bajo la inversion
temporal, a dicha solucién (o equivalentemente, a dicho espacio-tiempo) la llama-

"'Si consideramos la constante cosmolégica A, entonces basta recordar que trabajamos con una
conexion compatible con la métrica 1.25.
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1. TEORIA ESTANDAR

mos estacionaria’. Soluciones de este tipo son las que nos interesan, mas aun, es
preciso mencionar que otra restriccion de las soluciones que presentaremos es que
estas describen un espacio-tiempo asintéticamente plano, lo cual es esperado si
la concentracion de materia estd confinada en una region compacta. Esta tltima
caracteristica permite asegurar" que conforme r — 0o entonces la variedad es
asintoticamente vacia, lo cual se traduce (76) a requerir que R, = 0 y por tanto
a grandes distancias el espacio-tiempo luce como el de Minkowski.

Tanto las soluciones estaticas como las estacionarias son las mas simples; a
pesar de esto, estas resultan ser un buen modelo para un objeto compacto estatico
o con rotacién estable, por tanto son de interés astrofisico. Por otro lado, este tipo
de soluciones satisfacen ecuaciones elipticas a diferencia de las soluciones dinami-
cas, las cuales satisfacen ecuaciones hiperbdlicas, por tanto son matematicamente
més sencillas de obtener (5). Las principales soluciones estacionarias describen a
estrellas inactivas o ciertos agujeros negros, y dentro de este conjunto de solucio-
nes las mas sencillas son las de simetria esférica. Un caso de interés lo constituyen
las soluciones a las ecuaciones de Einstein sin campos de materia, para las cua-
les citamos a continuacién un resultado (demostracién en (35)) que asegura que
la métrica de Schwarzschild es la solucién isotropica con simetria esférica més
general.

Teorema de Birkhoff. (712) Cualquier solucién con simetria esférica de las

ecuaciones de Einstein en el vacio es isométrica a la solucidn de Schwarzschild.

Una interpretacion fisica de este resultado es que el espacio-tiempo en el exte-
rior de una estrella esférica que ha consumido su combustible nuclear serd descrito
por la solucién independiente del tiempo de Schwarzschild, atin cuando la estrella
se modifique en el tiempo en el proceso de colapso, por lo cual la suposicion de
que el objeto sea estatico no es necesaria.

La métrica de Schwarzschild describe el campo gravitacional exterior de un obje-
to compacto de masa m y simetria esférica, sus componentes estan definidas en
coordenadas (t,7,6, ) (36) por

(1 2m) 0 0 0
0 (1-2)7" ¢ 0
. G _ 1.45
Iu 0 0 .2 0 ( )
0 0 0 72 sin? 0

"Un claro ejemplo de solucién estacionaria que no es estatica es la solucién de Kerr, esto se debe
a que su componente g, no es nula. Aunque sus componentes no dependen del tiempo, una
inversién temporal (t — —t) equivale a cambiar el signo del momento angular, y por tanto se
obtiene un objeto rotando en sentido contrario; sin embargo, si se considera simultaneamente
una inversién azimutal (¢ — —¢) entonces se vuelve a hacer un cambio de direccién en la
rotacién, manteniendo finalmente la geometria invariante (35).

""Desde que sélo nos interesan las variedades en el exterior de los agujeros negros, estos cumplen
la condicién de ser asintdticamente simple (débilmente) que se cita en (76).
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1.3 Resumen de Relatividad General

Una solucién no estatica, pero si estacionaria y que desprecia campos de ma-
teria es la de Kerr, la cual describe el campo gravitacional exterior de un objeto
compacto de masa m con momento angular por unidad de masa (parametro de
espin) a = %, a diferencia del caso anterior este objeto rota y sélo posee simetria
axial. Dado que es de interés describir las érbitas de particulas de prueba alre-
dedor de objetos compactos, para esta solucion y el par restante es usual optar
por las coordenadas de Boyer—Lindquist, las cuales permiten derivar de manera
sencilla a partir del Hamiltoniano cuatro cantidades de movimiento conservadas.
Esta eleccién de coordenadas extiende a las del caso de Schwarzschild incluyendo
a los parametros propios de cada solucién. Las componentes de la métrica de Kerr
en coordenadas de Boyer-Lindquist estan definidas (3) por

_ (1 _ 2mr> 0 0 _2mra?sin? ¢
p? p?
0 20 0
Juw = , 1.46
r 0 0 0 (1.46)
_2mra;2311129 0 0 (7,,2 +a4+ 2mra;2sin2 9) sin2 @
donde
p* =% =1r*+a’cos® b, (1.47)
A =7r%—2mr + d®. (1.48)

Nota: La definicién p? := 3 en 1.47 implica que a partir de ahora se puede usar de manera

indistinta tanto p? como ¥ para hacer referencia a 1.47.

Otra solucion estatica a las ecuaciones de campo fue encontrada en 1916 por Hans
J. Reissner, la cual fue publicada en la revista Annalen der Physik en un articulo
llamado “Uber die Eigengravitation des elektrischen Feldes nach der Einsteins-
chen Theorie”. En dicho trabajo se describe el campo gravitacional debido a una
masa puntual m con carga eléctrica @); sin embargo, poco tiempo después Gunnar
Nordstrom generalizié dicha solucién a un objeto cargado de simetria esférica. A
dicha versiéon extendida se le denomina solucion de Reissner-Nordstrom, y las
componentes de la métrica estdn dadas en coordenadas (¢,7,6, ) (2) por

(12 =) 0 0 0
_ 2m @) -
G = 0 (1 Pt 0 0 . (1.49)
0 0 r? 0
0 0 0 r2sin® 6
donde k. = —— es la constante de Coulomb.

4meq
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Finalmente, si consideramos ahora a un objeto compacto con carga eléctrica ()
y con rotacion asociada a un parametro de espin a = %, entonces una solucién
estacionaria y con simetria axial que describe el exterior de dicho objeto deberd
considerar ambos pardmetros (ademds de su masa m). La solucién es la de Kerr-

Newmann, y en coordenadas de Boyer—Lindquist estd dada (2) por

2mr—Q? (2mr—Q?)asin® 0
- (1 _ T) O 0 B - as:
0 0 0
G = A : (1.50)
0 0 X 0
(2mr—Q*)asin? ¢ (2mr—Q?)a®sin? 0
_% 0 0 r2 4+ a2+ %

donde ¥ estd dada por 1.47 y A (difieriendo del caso de Kerr en 1.48) estd dada
por

A =7r*—2mr+a® + Q> (1.51)

Las observaciones astronémicas no han localizado candidatos con carga eléctri-
ca apreciable, si bien podemos atribuirle el nombre de agujero negro a las solucio-
nes de Reissner-Nordstrom y Kerr-Newmann, no podemos asegurar que modelen
a un objeto astrofisico real.

Bajo la suposicion de considerar objetos compactos aislados, existe una con-
jetura (no probada) que propone que sélo tres pardmetros observables desde el
exterior caracterizan a un agujero negro: masa m, carga eléctrica () y momento
angular J. Toda la informacién que ingresa al horizonte de eventos (incluyendo
la materia misma que conforma al objeto compacto) es inaccesible para obser-
vadores externos, por dicho motivo Jacob Bekenstein acund' la frase que daria
nombre a la conjetura: “los agujeros megros no tienen pelo”. Si suponemos que
la conjetura es cierta, entonces sélo existen los cuatro tipos basicos de agujeros
negros ya presentados, de los cuales el mas general estd descrito por la solucion
de Kerr-Newman. Los siguientes tres teoremas son algunos de los avances" que
se han hecho en camino a la prueba de la conjetura citada:

Teorema de Hawking. (3/) Un agujero negro estacionario debe tener un ho-
rizonte con topologia esférica; y debe ser estdtico (con momento angular cero) o

axialmente simétrico, o ambos.

Teorema de Israel. (42) Cualquier agujero negro estdtico con un horizonte de

topologia esférica tiene campos externos determinados unicamente por su masa

' Bekenstein también sugiere por primera vez un teorema relacionado a la conjetura, posterior-
mete publicé una correccién (9).
" Actualizaciones sobre teoremas relacionados pueden ser encontrados en (65).
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m y su carga Q; mds aun, aquellos campos externos se describen por la solucion

de Schwarzschild st QQ = 0 y la solucion de Reissner—Nordstrom si Q) # 0.

Teorema de Carter. (17) Todos los agujeros negros estacionarios, axialmente
simétricos, sin carga y con horizontes de eventos de topologia esférica se encuen-
tran en dos familias disjuntas no deformables una en la otra. Los agujeros negros

en cada familia tienen campos gravitacionales externos determinados unicamente

por dos pardmetros: la masa m y el momento angular J.

1.3.2.1.

La solucion estatica de Schwarzschild re-
presenta el escenario relativista andlogo al
problema clasico analizado por J. Mitchell y
Laplace. De hecho, cuando v, = 1 se ob-
tiene r = 2m (G = 1,¢ = 1) de acuerdo a
1.1, este caso es valido en el contexto de la
Relatividad General; sin embargo, hay que
enfatizar que la restriccién de causalidad im-
puesta en RG implica considerar a la velo-
cidad de la luz como un limite para la velo-
cidad de particulas fisicas, lo cual no era un
requisito en la versién Newtoniana. Podemos
entonces asegurar que en el espacio-tiempo
descrito por la métrica en 1.45, a partir de la
superficie determinada por r = 2m incluso
los fotones no podran escapar, y por tanto
cualquier evento encerrado (con r < 2m) en
su interior no podra ser observado; es decir,
un horizonte de eventos (ver Figura 5)" en
el espacio-tiempo de Schwarzschild esta de-
finido por dicha superficie. De 1.45 es fécil
verificar que g'' = (g11)7!, identificamos al
horizonte de eventos como la superficie en la
cual se cumple que g'* = 0.

Debido a que ninguna particula puede esca-
par cuando cruza el horizonte de eventos, los
conos de luz deben inclinarse de tal forma

Estructura de las soluciones neutras (Q = 0)

Figura 5: Horizonte de eventos para un agu-
jero negro de Schwarzschild en un diagra-
ma con coordenadas (v, r, 0, ¢) de Eddington-
Filkenstein. El tiempo coordenado t en 1.45
se indica por la flechas en las lineas de mun-
do, el pardmetro t’ se define como t' = r +v.
Los “fotones saliendo” son aquellos que es-
tando en la regién r > 2m tienen libertad
de alejarse de la captura gravitacional. Los
“fotones entrando” son aquellos que se diri-
gen hacia el horizonte. Cuando los fotones se
internan en la regién r < 2m la inclinacién
de los conos indica que nada podré escapar a
la captura gravitacional, toda particula serd
atraida a la singularidad en r = 0.

que el futuro causal queda restringido al interior del horizonte para una particula

'Las coordenadas de Eddington-Filkenstein (v,r,0,¢) se obtienen al analizar las geodésicas
radiales de fotones, y son de interés particular en estudios de colapso gravitacional. Con estas
coordenadas ademds se logra derivar la métrica de Schwarzschild para las coordenadas de
Kruskal-Szekeres, las cuales sélo incluyen la singularidad de curvatura en r = 0.
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fisica; es decir, el horizonte de eventos actiia como una membrana con flujo de
particulas en un sélo sentido. El caso expuesto es particular, en general se tiene
que el horizonte de eventos se caracteriza por ser una hipersuperficie nula; es de-
cir, una superficie cuyo vector normal siempre es nulo (7*n, = 0) y para la cual
sélo una direccién tangente reside en el cono local de luz (3).

Para un espacio-tiempo estacionario, llamamos superficie de limite estacionario
al lugar geométrico en el cual una particula permanecerd en reposo respecto a
un observador en el infinito, de tal forma que estas particulas seguirdn lineas de
mundo de la forma z(\) = (X, o, 00, po) para las cuales dr = df = dp = 0. Para
el caso de un fotén, aseguramos que si reside en tal superficie éste nunca llegard
al observador, razén por la cual a este lugar geométrico se le conoce también
como superficie de corrimiento al rojo infinito. Esta superficie estara definida por
todos aquellos puntos de la variedad para los cuales gog = 0. Notemos de las
componentes de la métrica dada en 1.45 que ggg = 0 cuando r = 2m; es decir, jel
horizonte de eventos y la superficie de limite estacionario coinciden en el caso del
espacio-tiempo de Schwarzschild!.

Analizamos ahora la estructura del espacio-tiempo de Kerr. Para determinar
las hipersuperficies relevantes y la singularidad de curvatura se complementara
el comportamiento de la métrica dada en 1.46 con informacion procedente de
coordenadas convenientes para su visualiazacion, las coodenadas “Cartesianas”
de Kerr-Schild (¢, z, vy, z). El elemento de linea en este sistema esta dado (16) por

ds* = — dt? + da* + dy* + d2?

2mr3 r(zdr +ydy)  a(yde —zdy) =
—d 1.52
r4 4 a?2? a? +r? * a? +r? R (1.52)

donde 7 no es una coordenada, sino una funcién r = r(x,y, z) sujeta implicita-
mente a

2
2yt 422 =t P (1-%). (1.53)
r

El caso de Kerr es mas rico en estructura, basta notar que todas las componentes
dadas en 1.46 para coordenadas de Boyer-Lindquist exhiben comportamientos
andmalos para determinados valores de sus pardmetros. A continuacién exhibimos
explicitamente tales situaciones

A) gll:%:() si A=7r%—2mr+a®=0.

B) 900:—<1—2;§T> =0 si p2=r%+a’cos’f = 2mr.

C) g11 = goo = 0 y {g03,goo,ggg} — {OO} si pZ = 7’2 + CL2 C0829 =0.

De 1.46 se puede obtener que g'' = (g11)~', de tal forma que la relacién en
A) determina (en analogia con el caso de Schwarzschild) hipersuperficies nulas.
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Ahora, la definicién para el parametro A se puede reescribir como

A =r? = 2mr +m? — (m? — ) = (r — m)® — (\/mf
- {(7’ —m)+ (m)} [(r —m) — (m)]

=(r —ry)(r—ro), (1.54)

donde se han hecho las siguientes identificaciones que permitiran determinar al
horizonte de eventos exterior e interior (3)

ry =m+vVm? — a? (1.55)
r_ =m—vVm? — a?. (1.56)

Si consideramos a 1.55 y 1.56 en 1.53 se obtiene

2

2
P+ = (mi\/mQ—a2> v 1= : S as
(m +vm?2 — a2>

de donde se obtienen por simple manipulacién algebraica las ecuaciones de los
elipsoides determinados por

.1'2 +y2 22
1= + . (1.58)

(mj:\/m)Q—i—a? (m v —a?)

De 1.55 y 1.56 se tiene que r_ < r; asi, la relacién 1.58 representa a dos elipsoides
concéntricos, el horizonte exterior (para ry) encerrando al horizonte interior (para

r_).

La condicién en B) permitird encontrar el lugar geométrico de corrimiento al
rojo infinito. Todos los calculos son andlogos al caso anterior, pues la relacién
72 + a® cos? § — 2mr = 0 puede ser reescrita como

0=(r— m)2 — <\/m>2 = [r — rerng] [7" — Tergi] , (1.59)

donde se han hecho las siguientes identificaciones para determinar las hipersupe-
ficies de limite estacionario (3)

Terg, =M+ Vm? — a?cos? ), (1.60)

Terg. = m —Vm? — a?cos? 6. (1.61)
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Al introducir 1.60 y 1.61 en 1.53, podemos obtener después de un arreglo conve-
niente la siguiente relacion

$2 +y2 22
1= + . (1.62)

P)
<m + v/m? — a? cos? 9) + a? <m + v/m? — a? cos? 6)

A las superficies determinadas por
1.62 se les conoce como superficie de
limite estacionario exterior (SLEX) y
superficie de limite estacionario interior
(SLEI), para 7Teyy, Y Terg. respectiva-

R < M
/ mente. La regién encerrada por estas
op ! ;‘ ) superficies es tal que ninguna particula
% puede permanecer en reposo y de hecho
b 2 . debe tener un movimiento progrado con
_,_,I"'.-._‘-_‘"‘--._‘_\_ —

e ~ el objeto compacto (36), esta es una nue-
va caracteristica del espacio-tiempo de
Kerr que no existe en el caso de Sch-
2 -1 0 i 2 warzschild, pues debe considerarse que
Figura 6: Aprovechando la simetrfa axial, se  ahora cualquier particula estd sometida a
Z;‘lfj’itr? om0 (‘zfrieof’;;ﬁ ’“jn eit?)‘ft‘ﬁfs ﬁ?p;l: un arrastre del propio espacio-tiempo de-
superficies nulas interior/exterior se muestran en bido a la rotacion del objeto Compacto y
Ssr;‘j;/ Ivr‘fifiir‘::ifgil‘; arsnr‘jgt)z 51: :}EESI;Z z‘;“iizf al efecto atractivo del pozo gravitacional.
Los pliegues de la SLEI son parte de un anillo de Sin embargo, las superficies mencionadas
singularidad. no necesariamente actian como un hori-
zonte de eventos, ya que es factible que
una particula estando en la region entre la SLEX y el horizonte de eventos exte-
rior pueda escapar al infinito (81), a dicha regién se le conoce como ergosfera. La
ecuacién en 1.62 aparenta caracterizar a las dos superficies como elipsoides; sin
embargo, la dependencia en 6 provoca una deformacion continua, de tal forma
que en los polos 6 € {0, 7} la ergésfera exterior se une con el horizonte exterior,
mientras que la ergésfera interior se une con el horizonte interior.
La disposicion de exterior a interior de las superficies que hemos citado es clara de
las relaciones 1.55-1.56 y 1.60-1.61, se tiene que reqq. < 17— <74 < Tepg, ;5 €8 decir,
el horizonte de eventos exterior encierra al horizonte interior y a la SLEI (ver
Figura 6), razén por la cual estas superficies no son de mucho interés fisico. Dos
casos limite a considerar se determinan por los valores extremos para el parametro
de espin. Note que si a = m, los horizontes convergen a un horizonte de eventos
(para ry =r_ =m) (16). Por otro lado, si a = 0 se tiene que el horizonte interior
v la SLEI desaparecen, mientras que el horizonte exterior y la SLEX convergen
a una superficie esférica de tal forma que la ergosfera desaparece, en este caso la
superficie esférica se identifica con el horizonte de eventos del espacio-tiempo de
Schwarzschild (con r = 2m) (3).

"

La condicién en C) se relaciona con una singularidad que no es de coor-
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denadas; sin embargo, se introducird primero una herramienta para analizar el
comportamiento de la curvatura en una variedad, posteriormente se hara explicito
que la condicién dada en C) se manifiesta como una consecuencia de un compor-
tamiento singular. Ya sabemos por el principio de equivalencia que las particulas
(masivas o fotones) que son afectadas sélo por la gravedad se mueven en tra-
yectorias inerciales llamadas geodésicas. Sin embargo, no todas las geodésicas en
cualquier espacio-tiempo pueden ser definidas continuamente a partir de cierto
tiempo propio o parametro afin, lo cual implica la existencia de “agujeros” o “bor-
des” en dicha regidn, a este fenémeno se le denomina (78) incompletitud geodésica.
Se cree que una densidad inifinita de materia en el espacio-tiempo puede ser la
causa de dicho fenémeno, en el caso de Schwarzschild se considera que la masa
de una estrella colapsa a un punto, mientras que en el caso de Kerr esto sucede
en un anillo (ver Figura 6).

De relevancia fisica son las singularidades de curvatura, las cuales implican que
la curvatura del espacio y el campo gravitacional se vuelven infinitos en dicha
region. Una manera de probar que dichas singularidades no son removibles es
caracterizandolas en funcién del comportamiento anomalo de un objeto que de-
pende del tensor de curvatura de Riemann y que es invariante ante cualquier
transformaciéon de coordenadas, dicho objeto es el escalar de Kretschmann, el
cual se define (20) a partir de 1.32 como

K = Rupu RO, (1.63)

En (37) se presenta el escalar de Kretschmann' para el caso de la solucién més
general que hemos presentado 1.50, la expresién obtenida es

8 . ~ ~ o~
K=————|6m*(r® — 15a®r*0* + 15a*r*0* — a®¢°)
(r2 + a202)6
— 12mQ%r(r* — 104120 + 5a*0")

+ QY7rt — 34d*r%0% + Ta*0Y) |, (1.64)

donde se considera el cambio de variable 6 = cos 6.

Podemos entonces deducir dos singularidades de interés a partir de la expre-
sién dada en 1.64, en el caso de la solucién de Schwarzschild (1.45) este escalar
se obtiene al pedir que a = 0y @ = 0, resultando una expresién que se puede
confirmar en (22)

- 48m?

K==3

(1.65)

"El resultado se obtiene mediante calculo simbdlico haciendo uso de Mathematica.
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El otro caso es menos restrictivo, si unicamente pedimos en 1.64 que Q = 0 se
obtiene la condicién para la singularidad de curvatura en la solucién de Kerr, el
cual se puede confirmar en (21)

48m?(r? — a?cos® 0) [(r? + a® cos® 0)* — 16r2a” cos® 0]

K
(r2 4+ a?cos? 0)8

(1.66)

Tanto la singularidad en la solucién de Schwarzschild como la del caso de Kerr
son irremovibles, lo cual implica que dichas singularidades residen intrinsecamente
en el espacio-tiempo. Para localizar las singularidades de acuerdo a 1.65 y 1.66
consideremos ahora la solucion de Kerr expresada en 1.52. Adicionalmente vamos
a considerar la transformaciéon de las coordenadas en la métrica de Kerr (en
coordenadas de Kerr) a la versiéon que damos en 1.52, la cual estd dada en (81)
por

x =(rcosy + asinp)sin b, (1.67)
y =(rsing — acosp)sinb, (1.68)
z =rcosf. (1.69)

Las dos condiciones para que el escalar de Kretschmann en 1.66 sea divergente
son

> 3
I
oy 2
—~ —
= =
BN |
— (e
SN— S~—

lo cual es evidente que es equivalente a la condicién C) (16).

La condicién 1.71 implica que la singularidad estd en el plano ecuatorial, cuando
consideramos a esta en 1.69 y sustituimos en 1.53 se obtiene

22+ =r? +dd (1.72)
Finalmente al sustituir la condiciéon 1.70 en 1.72 se tiene que
2’ +y? =ad? (1.73)

por lo cual se concluye que la singularidad de curvatura de la solucién de Kerr
yace en una circunferencia de radio a contenida en el plano ecuatorial, el anillo
de singularidad. Como caso particular, notemos que 1.66 se recude a 1.65 cuando
a = 0, por tanto la singularidad de la soluciéon de Schwarzschild se encuentra a
partir de pedir en 1.73 que el parametro a se anule, se concluye que dicha singu-
laridad se encuentra en el centro del agujero negro.
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Finalmente, aunque las dos soluciones estudiadas exhiben un comportamien-
to singular en la curvatura en cierta regién del espacio, también se tiene un
comportamiento “opuesto” a grandes distancias. Debido a que ambas soluciones
corresponden a un espacio-tiempo en el exterior de una distribucion aislada de
materia, significa en particular que a grandes distancias el campo gravitacional
debido a la distribucién se vuelve despreciable. Notemos que conforme m — 0
se tiene que 1.45 — 1.7. Andlogamente si m — 0 tenemos que 1.52 — 1.6, por
lo cual concluimos que tanto la solucién de Schwarzschild como la de Kerr son
asintoticamente planas.

1.3.3. Formacién de Agujeros Negros

Las estrellas supermasivas son objetos astrofisicos autogravitantes, esto quie-
re decir que son afectadas por su propio campo gravitacional, y por tanto son
susceptibles a ser paulatinamente aplastadas por éste. En su proceso de muerte,
estas estrellas liberan una gran cantidad de energia debido a procesos nucleares
como para generar suficiente presién de radiacién que contrarreste su colapso gra-
vitacional, siendo esta su unica defensa al aplicar cierta resistencia temporal. A
continuacion se esboza la explicacion de la formacién de un agujero negro segin
la teorfa de evolucién estelar. Para considerar argumentos de indole topolédgica
que sostienen la existencia de agujeros negros, se puede consultar (35).

En los nicleos estelares se lleva a cabo la
nucleosintesis, la cual consta de varias fases
de fusién nuclear hasta obtener °°Fe o 56 Nj
(dependiendo la relacién de cantidad de neu-
trones respecto a protones) (63), liberando
de esta manera energia a lo largo de estas
etapas. La estrella comienza por utilizar sus
reservas de hidrogeno, para cuando este com-
bustible se va agotando se ha producido ya
cierta cantidad de helio y el colapso es frena-
do temporalmente, estando ahora la estrella
en un estado cuasi-estatico. Sin embargo, en
el proceso anterior la estrella ya se ha com-
pactado un poco, pues el equilibrio mecénico
entre presion de radiacién y fuerza gravita-  Figura 7: Sistema binario capturado por el
cional no se logré de manera constante a lo  felecopio ?ﬁﬁiﬁe?gﬁb Sirius A sz;z:;d
largo de todo el proceso. Dependiendo aho-  enana blanca compafiera.
ra de la masa inicial de la estrella, el estado
cuasi-estdtico tendra una duracién de alrededeor de 10'° afios para estrellas con
una masa M < M, mientras que este serd de una duracion aproximada de a lo
més 2 x 107 afios para estrellas con una masa M > 10M,. La conclusién es que
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estrellas mas masivas agotan mas rapidamente sus combustibles; y por tanto se
contraen antes que estrellas del primer tipo.

Si después de la primera contraccion la estrella seguia siendo muy masiva, enton-
ces eventualmente el colapso se reiniciard. Nuevamente se elevard la temperatura
del nucleo, permitiendo de esta manera que sucedan reacciones termonucleares
que lograran estabilizar a la estrella, como la conversién del helio (He) en car-
bono (C'). Para estrellas que después de esto conservan una masa muy grande,
este proceso continuara hasta obtener un nicleo de Fe o Ni. Finalmente, debido
al principio de exclusién de Pauli aparecen dos posibles destinos de estabilidad
para estos objetos autogravitantes: la estrella se convierte por presién de degene-
racién de electrones en una enana blanca (ver Figura 7) si su masa no sobrepasa
el limite de Chandrasekhar (M < 1.4My); de no ser asi, tendra origen una estrella
de neutrones debido a la presién por degeneracién de neutrones.

En la formacion de una estrella de neu-
trones, el ntcleo afectado emite una onda de
choque desde su interior. Esta onda logra ca-
lentar al nucleo a temperaturas del orden de
10" K, y al no perder toda su energfa en esta
primera etapa, logra llegar hasta la superficie
de la estrella (ver Figura 8). Se piensa que
esta onda de choque podria ser suficiente' pa-
ra causar una supernova al entrar en contac-
to con la superficie estelar (63). Finalmente,

Figura 8: Superficie de estrella de neutro-
cuando la masa de la estrella de neutrones re- nes antes de explotar. Simulacién completa

ito ti Sitio de la NASA.
sultante del proceso descrito tiene una masa " "2 9

superior al limite de Tolman-Oppenheimer-

Volkoff™ el colapso tiene como destino un agujero negro. Como resultado colateral
del colapso gravitacional se presenta una distorsion creciente del espacio-tiempo
local a medida que el objeto compacto se hace més denso, finalizando con una
singularidad de curvatura que estarda escondida (segin la conjetura de censura
cdsmica de Penrose) en la regién que tiene como frontera al horizonte de eventos
(ver Figura 9), quedando de esta manera excluida de ser observada.

Es creido hasta la fecha que agujeros negros cargados eléctricamente son im-
probables, dado que dichos objetos serfan neutralizados por cuerpos con carga
opuesta que se verian atraidos en su entorno (63); por tanto, nos enforcaremos
en soluciones neutras. En el pasado se creia que las soluciones neutras al vacio y
altamente simétricas eran meramente una contruccion matematica, y dado que
no se puede esperar que las estrellas reales que colapsan cumplen dichas condicio-
nes previamente, entonces deberia existir una cantidad abrumadora de diferentes

'Si no fuera este el caso, a la onda de choque se le puede sumar también la contribucién de la
energia gravitacional liberada al ser el nicleo previamente compactado.

"En la actualidad se han hecho correcciones al limite de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (13),
estableciendo como condicién un rango de entre 1.5My a 3Mg como cota minima para la
masa de la estrella; sin embargo, no se ha convenido en un modelo definitivo.
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tipos irregulares de agujeros negros sin carga. Sin embargo, se ha demostrado que
solo existen dos soluciones neutras, la de Kerr y la de Schwarzschild.

Una explicacién que se da para lo-
grar la simetria en el proceso del colapso
gravitacional, es que conforme la estre-
lla es aplastada esta radia energfa en for-
ma de ondas gravitacionales, y justo en
ese proceso se “radia’su asimetria (63).
Maés adn', si consideramos estrellas con
cierto momento angular inicial, estas ro-
tardn cada vez mds rapido (33) confor-
me el colapso gravitacional las compacta
(por conservacién de momento angular).
Considerando o no ademas materia exte-
rior con momento angular que es atrapa-

I l Sol
'Enana
blanca

Estrella de
neutrones

ieo (s

negro

Horizonte
4—de
evenlos

Figura 9: Distorsién del espacio-tiempo depen-
diendo la densidad de objetos distintos. Un aguje-
ro negro contiene un horizonte de eventos que no
permite la salida de informacién.

da y pasa a formar parte de la distribu-
cién, se tiene que el agujero negro tendrd un momento angular neto, conjeturando
de esta manera que los agujeros de Kerr son los que deben predominar.

Las evidencias indirectas mas remotas de agujeros negros, se encuentran en
sistemas binarios (dos objetos astrofisicos orbitando uno respecto del otro), los
cuales consisten de una estrella visible y un companero oscuro y compacto. Un
detalle importante, es que en algunos de estos sistemas binarios se puede calcular
la cota inferior para la masa del companero compacto; mas aun, aplicando un filtro
a estos sistemas, algunos cumplen tener como compafiero un objeto astrofisico de
masa' superior a (2 — 3) M, (63). La interpretacién para dichos objetos masivos,
es que no deberian ser considerados ya como estrellas de neutrones estables, y
por tanto son fuertes candidatos a ser agujeros negros.

Ademaés de los candidatos citados en sistemas binarios, existe en el presente la
suposiciéon de que cada galaxia activa contiene un agujero negro supermasivo
en su centro, con masas en un intervalo de (10° — 10%) M. De hecho se tienen
evidencias para suponer que en el centro de nuestra galaxia existe un agujero
negro con una masa aproximada de 4 x 10°M. Se pronostica en este caso que
este objeto compacto no tiene un disco de acrecion, es decir, parece estar inactivo.

"Otra argumentacién viene de considerar perturbaciones no axialmente simétricas del campo
gravitacional en el proceso de colapso, los momentos multipolares de la distribucién de materia
se expulsan, formando en el exterior un agujero negro de Kerr rotante (62).

"' Estos objetos pensados como un gas de Fermi degenerado cumplen estar dentro de las predic-
ciones de modelos corregidos del limite de Tolman-Oppenheimer-Volkoff.
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Capitulo 2

Discos de acrecion

I believe there are no questions that science can’t answer

about the physical universe.

Stephen William Hawking

Debido a la existencia de un fuerte campo gravitacional alrededor de un objeto
central masivo, la materia en sus proximidades es atraida y puede acumularse a su
alrededor, esto depende de su movimiento previo a ser “capturada” por el objeto.
Existen tres posibles destinos para dicha materia: una particula podria simple-
mente aproximarse al objeto central y continuar una trayectoria sin retorno, otra
particula podria tener una trayectoria tal que va directo al objeto central y otras
pueden permanecer orbitando dicho objeto.

Un escenario que sirve para entender me-
jor el fenémeno de acrecién se trata de los
sistemas binarios (ver Figura 10), en los
cuales una estrella gigante es paulatina-
mente consumida por una companera de
alta densidad, esto es debido a que la ma-
teria superficial de la estrella es fuerte-
mente atraida por la companera compac-
ta. Toda la materia que es atraida posee
un cierto momento angular (pues la es-
trella gigante de donde proviene rota len-
tamente debido a sus dimensiones) y por Figura 10: Representacién artistica del sistema

tanto existe una Componente centrifu- GRO J1655-40, capturado por el Chandra X-ray
.. , , Observatory. Se detectaron QPO’s en este sistema

ga en el movimiento de éstas particulas, v se cree que el compafiero es candidato a ser un
cuando esta Componente no es suficien- agujero negro. La luz emanando del disco se debe
X a la liberacién de energia del gas proveniente de

te para contrarrestar el efecto atractivo la estrella al avanzar a través del disco y/o debido

: : : _ a friccién en el mismo. La masa aproximada para
gr&VltaCIOHal del ObJetO compacto enton este objeto es de m = (6.30 &+ 0.5) M mientras

ces dichas particulas son Capturadas. El que se estima el pardmetro de espin en a = (0.92+
conjunto de todas estas particulas cap- ~ %2™
turadas forma un disco de acrecién. Otro
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2. DISCOS DE ACRECION

escenario con discos de acrecion se encuentra en los nicleos de galaxias, el objeto
compacto suele ser supermasivo y el material de acrecién proviene principalmente
de gas interestelar.

Se cree que el mecanismo por el cual el objeto compacto se hace méas masivo

(de aqui el origen del concepto de acrecion) es la redistribucion del momento an-
gular (56). Para que una particula en el disco de acrecién avance hacia el objeto
central, esta debe transportar parte de su momento angular a la materia vecina
(logrando que esta materia receptora aumente su velocidad orbital, y mantenien-
do el momento angular total de toda la materia en el disco) para lograr que la
componente gravitacional en la energia total gane impacto. El resultado final es
un disco de acrecion conformado de particulas con mayor velocidad angular orbi-
tal conforme disminuye la distancia al objeto central. Las particulas mas internas
al transportar un poco de su momento angular son atraidas irremediablemente
al objeto central, aumentando asi la masa de este.
Un fenémeno de particular interés en un disco de acrecién es la emision de radia-
cion térmica. Debido al seccionamiento radial de velocidades orbitales en el disco,
la continua provisién de materia garantiza que existird friccién continuamente,
aumentando asi la temperatura de las particulas a medida que se acercan al obje-
to compacto. Las altas temperaturas que se generan en algunas regiones resultan
en la emisién de rayos X muy energéticos, lo cual puede ser corroborado al ob-
servar centelleos cuasi-periddicos que se atribuyen a un objeto que orbita cerca
del borde interior del disco, a dicho objeto se le denomina QPO". Los QPO’s han
sido observados en los centros de galazias activas (43) y objetos compactos en
sistemas binarios (11).

Otro tipo de fenémeno observado
que también es fuente de emisién de
rayos X son los llamados jets de
particulas. Estos han sido observa-
dos en galaxias activas como Pictor
A (86) y M8T7 (60). Se sugiere que
grandes concentraciones de plasma
en el disco de acrecion pueden dar
origen a la presencia de un inten-
so campo magnético, el cual se ve
distorsionado por el efecto de arras-
tre relativista (efecto tipo Lense-
Figura 11: Se detectaron jets en el nicleo de la galaxia ThiI'I'iIlg para objetos Compactos que

activa Hércules A, donde se especula que existe un aguje- R
ro negro supermasivo. Esta imagen (de dominio piiblico) I'Otan) alrededor de un ObJ eto cen-

resulta de la colaboracién entre el proyecto de radioas- s 5 fh11
tronomia Karl G. Jansky Very Large Array (VLA) y el tral con espiil (80) _Algunas part1C}1
Hubble Space Telescope. las cargadas en el disco responderan

a dicho campo y seran expulsadas a

velocidades relativistas, a medida que las particulas se internan en una zona donde

"Por sus siglas en inglés: Quasi-Periodic Oscillation, oscilacién cuasiperiodica.
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2.1 El modelo de Page y Thorne

el campo magnético forma una hélice estas son propulsadas con mayor velocidad
y colimadas (52), el resultado observado se denomina jet.

La emisién de radiacién por parte del material del disco presentard un despla-
zamiento en su longitud de onda por el corrimiento al rojo gravitacional. La
informacién interpretada de este efecto relativista puede ser 1til para conocer la
distribucién de temperatura en la superficie del disco, tambien se podria estimar
la velocidad con que la materia se acerca al objeto central a través del disco. Otra
aplicacion de este tipo consiste en la medicion del espin de un posible agujero ne-
gro que rota (asumiendo que la métrica en su exterior corresponde a la de Kerr),
analizando en este caso la amplia linea' espectral k., que resulta de la emision
en rayos X por parte de dtomos de fierro (Fe) en materia gaseosa que orbita el
disco.

2.1. El modelo de Page y Thorne

La estructura de un disco de acrecién promediada en el tiempo es estudiada

en (59), el caso que se analiza en dicha publicacién es el de un espacio-tiempo
estacionario, asintoticamente plano y de simetria axial, lo cual asegura su validez
para el caso de la solucién de Kerr.
La deduccién del flujo de energia emitida por la superficie del disco (promediada
en el tiempo) es el anélisis principal en el modelo de Page y Thorne. Este resultado
es producto de la consideracién de la conservacién de" la masa en reposo (V -
pou™t = 0, donde u™! y py son la velocidad instantdnea de las particulas y
la densidad de la masa en reposo, respectivamente y medidas en el SMR.), la
energia (V- £ = 0) y el momento angular (V - J = 0). Ademas de las leyes de
conservacién, se agregan en el analisis las siguientes suposiciones basicas :

1. Eldisco de acrecion reside en un espacio-tiempo cuya geometria corresponde
al entorno del objeto compacto, y se considerara despreciable su influencia
en la métrica.

2. El plano central del disco yace en el plano ecuatorial determinado por el
objeto compacto.

3. El disco es geométricamente delgado™ y épticamente grueso' (un soporte a

estas suposiciones se puede encontrar en (47)), lo cual implica que su grosor
Az = 2h a una distancia r cumple que Az < r.

' Se considera que la linea es afectada por corrimiento al rojo gravitacional y el efecto de arrastre
relativista, de este modo resulta en una amplia linea espectral.

"En la formulacién de las leyes de conservacién en (59) se parte de la forma diferencial para
construir la forma integral de estas, para la cual se hace uso explicito del tensor de energia-
momento propuesto.

""En el trabajo de Page y Thorne esta condicién permite usar coordenadas especificas (t, ¢, 1, 2)
para el disco de acrecién, tal que la métrica incluye parametros que dependen de la altura z
respecto del plano ecuatorial.

V' Un disco de acrecién es (6) geométricamente delgado y épticamente grueso cuando la energfa
gravitacional de las particulas que conforman al disco puede ser eficientemente radiada.
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2. DISCOS DE ACRECION

4. Existe un intervalo temporal At el cual es suficientemente pequeno de tal
forma que se puede despreciar cualquier cambio en la métrica y suficiente-
mente grande como para considerar que el flujo de materia (hacia el interior
del disco) a través de un radio r es grande comparado con la materia con-
tenida entre 7 y 2r.

5. Las particulas se mueven sobre geodésicas circulares en el plano ecuatorial
(idealizando que se puede despreciar cualquier tipo de fuerza de presién
radial al ser comparada con la de tipo gravitacional debida al objeto com-
pacto). Conforme algunas particulas se mueven en espiral hacia regiones
con radios inferiores liberan energia gravitacional, de la cual se almacenara
solo una pequena parte en el interior del disco y el restante se emitird al
exterior.

6. La tnica energia emitida por el disco es a través de los fotones; es decir,
el disco sélo emite energia en forma de radiacién. Ademads, se despreciara

todo flujo interno de energia excepto en la direccién vertical a la superficie
del disco.

7. Se propone el tensor de energia-momento (sin hacer suposiciones acerca de
la distribucién presente)

T=p(l+IMNu®@u+t+u®kq+qu, (2.1)

donde II es la energia interna especifica, t es el tensor de esfuerzos' (orto-
gonal a la 4-velocidad, t - u = 0) en el sistema en reposo, q es el 4-vector
de flujo de energia (ortogonal” a la 4-velocidad, q - u = 0).

El resultado obtenido para el flujo de energia F' como funcién del radio r (una
derivacién detallada es encontrada en (68) y (59)) es

F(r) = 74w\/fgf’ (2.2)

donde ¢ representa al determinante de la métrica y My es™ el flujo de materia a
través del disco. Ademas, la funcién de flujo normalizado f estd dada por

ow

" OL
_ _ -2 o z
f= o (E—wL,) /T(E wL,) o dr, (2.3)

donde w corresponde con la expresion dada en 2.41, mientras que el caso de E'y
L, corresponden a las expresiones dadas en 2.38 y 2.39 respectivamente.

'Los esfuerzos se originan a través de las interacciones entre particulas de 6rbitas distintas.

""La relacién q - u = 0 hace referencia a que las particulas se mueven dentro del disco, mientras
que la energia se emite en la direccion perpendicular al plano del disco.

" Como resultado de las leyes de conservacién se encuentra que My es independiente de la
coordenada radial.
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2.2 Orbitas circulares

Debido a que las particulas con mayor velocidad angular transportan energia
a través de colisiones a particulas con menor velocidad angular, y considerando
que en RG la velocidad angular aumenta conforme las particulas se acercan al
objeto compacto, se tiene entonces que existe un transporte de energia siempre
a radios superiores. Esta informacién esta codificada en la funcién f, el limite
inferior en la integral que aparece en 2.3 sirve para considerar que el transporte
de energia se da a partir de un radio de estabilidad marginal (r.,,), por otro lado,
el limite superior indica el radio r en el cual se da la emisién por radiacion de la
energia transportada.

2.2. Orbitas circulares

El analisis de dérbitas circulares es de particular interés astrofisico, dado que
los modelos sencillos para el disco de acreciéon de un objeto compacto supone que
las particulas viajan en trayectorias con dicha geometria; ademaés, estudiando el
disco de acrecién se espera obtener informacion acerca del propio objeto cen-
tral. Ya sabemos que la materia acumulada alrededor del objeto compacto debe
perder momento angular conforme se desplaza a regiones mas internas del disco
de acrecion, liberando asi energia de amarre gravitacional. Sin embargo, existe
un acercamiento maximo a partir del cual ninguna particula puede mantenerse
de manera estable en una érbita circular, este concepto es de relevancia' en es-
te trabajo y se denomina ISCO" (ver Figura 12). Cualquier particula seguird
trayectorias en espiral hacia el objeto compacto a partir de distancias radiales
menores a la correspondiente en la ISCO.

Figura 12: Ilustracién (de dominio publico) proporcionada por el Goddard Space Flight Center, la cual
estd basada en la observacion del Swift J1644+57. En dicho evento se cree que una enana blanca fue
completamente destruida por un objeto compacto en la constelacién Draco, un andlisis de este suceso se
encuentra disponible en arXiv. Esta figura permite visualizar los fenémenos fisicos mencionados hasta el
momento en un disco de acrecion.

"Por ejemplo, si se conoce la ISCO se podria proponer una estimacién de las dimensiones del
objeto central, permitiendo asi establecer cotas para la masa y momento angular del objeto.
"Por sus siglas en inglés: Innermost Stable Circular Orbit, 6rbita circular estable més interna.
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2. DISCOS DE ACRECION

En esta seccidon se presenta el andlisis de potenciales efectivos en dos contextos
distintos: el caso del limite Newtoniano y la extension relativista. En el primer
caso veremos que el concepto de ISCO no estd definido debido a que toda 6rbi-
ta circular puede ser estable. Esto ya no sera cierto en el segundo caso, donde
presentamos dos potenciales efectivos para soluciones disitintas a las ecuaciones
de campo, encontraremos que existen restricciones sobre el momento angular y
energia de una particula que determinaran cuéando es posible encontrar érbitas
estables.

2.2.1. El campo central Newtoniano

En el limite Newtoniano el movimiento de una particula de prueba de masa
m en un campo central se confina en un plano debido a la conservacién de su
momento angular L. Considerando también la conservacion de la energia E de la
particula, es posible motivar (48) el hecho de que la parte radial del movimiento
puede depender de un potencial efecetivo V5.
En un campo central la energia potencial U de la particula sélo puede depender
de su distancia r a la fuente del campo, por tanto se tiene que U = U(r). Usando
coordenadas polares' (7, ), el Lagrangiano del sistema estd dado entonces por

L= Sm(i® + 723 ~ U(r). (2.4)

A partir de 2.4 se tiene entonces que la energia mecanica de la particula estd dada
por E = sm(r? 4+ r2¢?) + U(r); sin embargo, el momento angular en este caso es
L = mr%p, de modo que la energfa se puede reescribir como

1 1 L2
E=-mi?t-—"_ . 2.
2mr + 53 + U(r) (2.5)

En 2.5 la parte no cinética de la energia contiene al potencial U(r) y al término
de cardcter repulsivo" %mL—:Z,, el cual aparece debido a la rotacion de la particula
respecto de la fuente del campo. Podemos entonces concluir que el movimiento de
la particula estara sujeto a un potencial total que considera un agente repulsivo
y una fuerza determinada por el gradiente de la energia potencial U(r), a dicho

potencial lo llamaremos potencial efectivo, y en este caso estd dado por

1 L2

VeI = S

Ul(r). (2.6)
"Dado que la particula se mueve en un plano, las coordenadas cilindricas se reducen a las
polares, la coordenada z serd constante, lo cual también implica que Z = 0 y por tanto no
aparecera en el Lagrangiano dicha velocidad generalizada.

' Este término es cominmente identificado como energia centrifuga.
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2.2 Orbitas circulares

La primera aplicacién de nuestro interés se tiene al considerar el movimiento de
una particula de masa m en el campo gravitacional de una masa puntual M, tal
que M > m (ver Figura 13).

Nota: Con fines de comparacion respecto al caso relativista, usaremos ahora la unidad geométri-
ca G =1y consideraremos que m = 1.

Para este problema se tiene entonces que U(r) = —%, y por tanto segin 2.6
un potencial efectivo dado (45) por

Vy= - — (2.7)

Al considerar en este caso un campo central en el
que U(r) ~ % podemos asegurar (48) que el mo-
vimiento de la particula se puede realizar sobre
trayectorias cerradas. En este caso la particula
tendra segun 2.5 en todo momento una energia
dada por

E=-f24-= (2.8)

En el caso general de campo central en 2.4, cuan-
do la velocidad radial es nula (7 = 0) ex1§te U pooura 13: Sobre una esfera de radio r
punto de retorno para la coordenada radial, Io  una particula con masa m seré atraida
: : : s radialmente por una fuerza F' = mf,

cual implica que la trayectoria pu‘ede estar limi dada 1a similitad con el modelo para
tada a barrer ciertos valores radiales', notemos  dos particulas cargadas se ha elegido a
: . f vy am como el campo y la carga gra-

que en dichos puntos la fuerza efectiva es nula y vitacional, respectivamente. Para wna
da origen a un balance entre el potencial efectivo  fuente de masa M, la teorfa de Newton

y la energia total de la particula. Regresando a fzzczz}‘afipirg@‘una energfa poten-
nuestro caso de interés, como la energia en 2.8 se
conserva, esto quiere decir que el potencial efec-
tivo tiene un valor extremo en una trayectoria
permitida para la cual permanece constante la coordenada radial, r = r4,. Se
concluye que el potencial efectivo a lo largo de trayectorias circulares debe sati-

sacer

OVy
or

Tsco

— 0. (2.9)

Supongamos que 2.9 se cumple en el caso del potencial efectivo 2.7, resolviendo

"Un caso podria ser el de encontrar una regién radial permitida r_ < r < r,, lo cual implicaria
que la trayectoria de la particula estd acotada en todo momento por la seccién entre dos discos
concéntricos con radios r_ y r4, respectivamente.
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2. DISCOS DE ACRECION

para la coordenada radial se encuentra

L2

o = —. 2.10

oo = 72 (2.10)

La particula se encuentra en una orbita circular estable a una distancia de la
fuente del campo dada por 2.10, ya que

2 ([ 3L?
S e (R V'
s r3 < 2r )

Como observacion final, sabemos que no importando la relacién entre dos constan-
tes positivas a y 3, el comportamiento conforme r — 0 de la funcién D(r) = 55—
es divergente, D(r) — oo. Considerando que la dependencia radial del potencial
efectivo en 2.7 se sujeta al comportamiento citado, se concluye que conforme la
coordenada radial disminuye la energia centrifuga predomina sobre el término
atractivo, asegurando de esta manera que la particula no podréa alcanzar a la
fuente del campo. Finalmente, notemos que para cada valor (no nulo) dado del
momento angular L de la particula se puede tener una érbita circular estable, el
radio 7., de dicha trayectoria estara determinado por 2.10. Concluimos que no
existe una orbita circular estable mads interna.

0*Vy
or?

= >0 (2.11)

Tsco

2.2.2. Potenciales con captura relativista

Si queremos analizar el movimiento de una particula alrededor de un ob-

jeto compacto, el tratamiento es a grandes rasgos semejante al expuesto en la
seccion anterior. Primero se consideran cantidades de movimiento conservadas,
posteriormente se encuentra un potencial efectivo a partir de dichas cantidades
y finalmente se analiza el potencial para conocer la estabilidad de drbitas. Sin
embargo, debido a que la Relatividad General es una teoria geométrica de la gra-
vedad, es sabido que para soluciones que describen el entorno de un agujero negro
el potencial efectivo incluye mas informacion que el caso anédlogo en la teoria de
gravitacién Newtoniana, la cual se retringe a describir un campo gravitacional de
accion a distancia.
El primer fisico en estudiar el movimiento de particulas en el espacio-tiempo de
Schwarzschild fue J. Droste, el 27 de mayo de 1916 fue cuando reporté sus re-
sultados' (24) a la Academia de Ciencias de Holanda. El espacio-tiempo definido
por la métrica de Schwarzschild es el primer caso interesante a considerar, pues
se tiene un objeto central atractivo de simetria esférica, el cual se puede pensar
como una extension relativista del caso Newtoniano analizado anteriormente.

" Johannes Droste trabajé bajo supervisién de Hendrik A. Lorentz (desde 1913). Droste encuen-
tra en dicho reporte la solucién de Schwarzschild en la forma dada por 1.45.
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2.2 Orbitas circulares

El movimiento estable de particulas se dard a lo largo de trayectorias que extre-
man el lapso de tiempo propio (en el caso de particulas masivas) o de parametro
afin (en el caso de particulas sin masa) a lo largo de la linea de mundo (66).
Considerando intervalos infinitesimales ds? a lo largo de una trayectoria que une
los eventos P; y Py, es posible determinar el intervalo total S3, , COMO

Py Py Py dz* drV
SZ ., = ds? —/ ydxtdx” —/ S ds?
P; Py /PZ B Iu P, Iu ds ds

Py Py
= / Guiti’ds® = / 20 ds’. (2.12)

P; P;

~
por 3.14

Al encontrar el extremo para 2.12 obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange

d <8L> oL _y, (2.13)

ds \9ir) — 9xr

La expresién en 2.13 describe de manera equivalente la ecuacion de geodésicas
dada en 1.28, una derivacién de este hecho se encuentra en (41). La ventaja de
usar las ecuaciones de Euler-Lagrange, es que podemos olvidarnos del célculo de
los simbolos de Christoffel, los cuales implican derivadas de la métrica y conocer
las componentes de la métrica inversa, como se puede ver en 1.22.

Para trabajar con la expresion 2.13 necesitamos conocer explicitamente el Lagran-
giano en este espacio-tiempo, considerando 3.14 y la métrica de Schwarzschild en
1.45 se tiene que £ queda determinado por

om\ . om\ :
20 — — (1 — m) 2+ (1 — m) 72 4 120% + r?sin® 62, (2.14)
r r

Notemos que 2.14 no depende de las coordenadas t y ¢. Recordando que cualquier
coordenada ciclica implica la conservacion de una cantidad de movimiento, por las
ecuaciones de Euler-Lagrange en 2.13, tenemos explicitamente para estos casos

d (0L oL oL

d(&t)@to = gy — e (2.15)
d (0L oL oL

—_— —_— = — = = —_— = t ! 2.1
ds (8¢> dp ! = P oty e (216)

donde se han hecho las identificaciones con los momentos canénicos conjugados
dados por p, = %. Con esta misma identificacién podemos obtener a partir
de las componentes de la métrica en 1.45, una expresién explicita (19) de los
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2. DISCOS DE ACRECION

momentos
oL 2m\ -
== (1= ¢ 2.17
b ot < r > ’ ( )
oL om\
= (1= 2.1
P or ( r > " (2.18)
oL o
= — =7 6’ 219
P= (2.19)
oL 9 .o,
= = = 0. 2.20
Py e r*sin® 0 ( )

Identificamos las constantes de movimiento' en 2.15 y 2.16 con la energia E y el
momento angular L de la particula, respectivamente. Sustituyendo los momentos
encontrados en 2.17 y 2.20, obtenemos que

E = (1 — m) t, (2.21)

r

L = r*sin® 0. (2.22)

Nota: La energfa E'y el momento angular L pueden ser identificados con sus homénimos por

. . E L
unidad de masa en reposo myg; es decir, £ = — y L = —. De ahora en adelante esto queda
mo mo
convenido.

La conservacion del momento angular en un campo gravitacional con simetria
esférica implica que las geodésicas residen en un plano" invariante. Se elige el
plano ecuatorial por conveniencia, por lo cual se tiene la restricciéon 6 = % De

esta manera, el eje respecto al cual se conserva el momento angular es el z, por
lo cual la relacién en 2.22 se sustituye por

L. =1r%. (2.23)

De 2.23 y 2.21 podemos despejar t y ¢ respectivamente, después de sustituir estas
expresiones en 2.14 obtenemos

om\ om\ L2
1=20=— <1—m> E?+ (1—m> P2z (2.24)
T T T

donde se ha usado que 6= 0, y debido a la signatura elegida (—, +, +, +) se tiene

"Otra manera de identificar algunas de las constantes de movimiento es analizando las simetrias
del espacio-tiempo. En toda solucién estacionaria se cumplird 2.15 y si ésta posee al menos
simetria axial entonces 2.16 también se verificara.

""Una derivacién formal puede ser encontrada en (19).

46



2.2 Orbitas circulares

que 2L = —1. Ahora, 2.24 se puede reescribir de manera conveniente como

2 L2
E2:<1—'m><1+;>+f{ (2.25)
T T

donde notamos una estructura andloga a la versién Newtoniana en 2.8. En este
caso es necesario recordar que el Hamiltoniano del sistema es una constante de
movimiento, y ademads se tiene que

H = —pit + p7 + pob + pop — L

om\ om\ ! :
:_<L_m>ﬁ+<L-m> 72 4 20 4 r2sin? 092 — 0

r r
por 2.17-2.20
= 20 L
~
por 2.14
H=L. (2.26)

Debido a que en 2.26 demostramos que el Lagrangiano resulta coincidir con el
Hamiltoniano, concluimos que la derivacién de 2.25 se hizo considerando tnica-
mente cantidades conservadas de movimiento; més ain, en 2.25 identificamos que
se tiene un potencial efectivo dado (53) por

2 L? L? 2 2mL?
‘/S_(l_m> <1+§>_1+2_m_ mz. (227)
T

r

A diferencia del caso Newtoniano en 2.7, notamos que aparece aqui un término
extra de correccién relativista, el cual esta definido por un comportamiento pro-
porcional a T%; ma&s aun, el signo de este término indica que es de caracter atrac-
tivo. Consideremos ahora que para cualquier par de constantes positivas vy, d se

tiene que conforme r — 0 entonces ( %5 — T% — -00. Concluimos que la particula

puede ser capturada por el objeto central si se aproxima lo suficiente, una vez
que esto sucede eventualmente puede desaparecer tras el horizonte de eventos y
caer hacia la singularidad, este hecho parece indicar que puede existir una orbita
circular estable mas interna.

La primera condicién que pediremos a una érbita circular es que la coordena-
da radial sea constante

dr
= — = (. 2.28
T ( )
A diferencia del caso Newtoniano (en donde 7 = %) aqui se deriva respecto del
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2. DISCOS DE ACRECION

tiempo propio 7 para la trayectoria dada.
Con la condicién 2.28 la relacién 2.25 se simplifica como

E? = <1 - 2;”) (1 + fj) . (2.29)

Si queremos encontrar una Orbita circular estable, entonces necesitamos pedir
que el potencial sea un extremo en un radio constante r = r..;, pues sélo de esta
manera la relacién 2.25 satisface por compensacién a 2.29, entonces

OVs

— 0. 2.
o 0 (2.30)

Text

La condicién anterior utilizando la forma explicita de Vg en 2.27 se reescribe como

Vs L? m mL?
—= =22 4+2—+6—2=0 2.31
or Text Tg’xt - rgzt - T(Zil:rt ( )

LQ
& 2, = Zrgy +3L2 =0
m

ext

L? 12m?
& Texpt: = % 1+ 1-— 12

z

(2.32)

Cuando se evalua el potencial efectivo en las raices dadas en 2.32, se encuentra
que VS‘ < Vs|, L lo cual nos dice que el potencial debe alcanzar un minimo
exrt —

Text+4

€N Teyr, Y UL MAXIMO en rey_, localizando asi para un valor dado no nulo del
momento angular L, una dérbita estable y otra inestable, respectivamente. Para
encontrar una érbita al limite de la estabilidad debe suceder que para cualquier
perturbaciéon en tal trayectoria esta se vuelva inestable, por tanto se necesita en-
contrar un punto de inflexién.
De acuerdo a 2.32, un punto de inflexién debe suceder cuando exista una conver-
gencia de 7y, a reye, lo cual sélo se logra si la raiz en 2.32 se anula. Se concluye
que la particula debe tener un momento angular dado por L. = 2v/3m para que
el potencial efectivo se encuentre en el punto de inflexiéon. Cuando tomamos el
valor sugerido para el momento angular entonces se tiene de 2.32 que 7¢y, = 6m
es candidato a ser rysco, el cual es el valor de convergencia a r.,;_ deseado.
Debido a que la ISCO debe localizarse en un punto de inflexion, entonces de
acuerdo al potencial efectivo en 2.27 se debe satisfacer para re,;, = 6m que la
segunda variacién se anula, esto se corrobora a continuacion

0*Vy L? m mL?

=6—=2—4— —24—=

Or2 ra 3 ro
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2.2 Orbitas circulares

0*Vs ~(2v/3m)? ,om m(2v/3m)?
| T emyt  emp T Gy
2 [36012) - 36(4) - 36(8)] _
. { o 0, (2.33)

donde notamos que también se ha evaluado en un valor para el momento angular
L. = 2v/3m, el cual es condicién para conseguir el radio candidato.
Concluimos que en el espacio-tiempo de Schwarzschild existe una ISCO, el radio
de esta y el momento angular de la particula en dicha trayectoria estdan dados
(53) por

Tisco=06m y L..., =2V3m. (2.34)

Zisco

Ademds, si sustituimos 2.34 en 2.29 se encuentra la energia de la particula en la

ISCO
Eisco = a (235)

Para complementar esta subseccién, presentamos ahora los resultados para
el caso del espacio-tiempo de Kerr. La deduccién del potencial efectivo se puede
hacer de manera analoga al desarrollo hecho en la seccién 3.2 para el caso pseudo-
complejo; sin embargo, en (41) se puede encontrar un detallado anélisis incluyendo
la obtencion de los parametros de la ISCO. Una vez que suponemos que el disco
de acrecién cumple las hipdtesis dadas en la seccion 2.1, tenemos que el potencial
efectivo de una particula en el plano ecuatorial estd dado (44) por

2m  a*(E*—-1)—L?> 2m(L,—aFE)?
Vi=1-2"_ . _ .
r r

5 (2.36)

La primera dificultad que se encuentra en esta expresién es que no tiene la forma
de los casos analizados anteriormente (2.27 y 2.7), ya que ahora depende explici-
tamente de la energia de la particula; sin embargo, si tiene incorporado el término
de captura debido a la correccién relativista. Con el fin de encontrar una ISCO,
en (44) se propone considerar el siguiente “potencial” efectivo

- 1
Vi = B> = Vg = — [aE* = 2BE + 1], (2.37)
r

donde Vi corresponde al dado en 2.36, y se introducen las siguientes identifica-
ciones

a=(r*+a°)? - Ad®
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2. DISCOS DE ACRECION

B =a(r®+a®) — Ad| L.,
v=a’L: — A(r* + L2).

Para el nuevo “potencial” efectivo en 2.37, las condiciones para encontrar un
orbital circular de radio r,., contemplan nuevamente a las dadas en 2.28, 2.30
y 2.31 (evaludndolas en rg.,); ademds, en este caso se pedird' que Vi A 0.

Resolviendo las condiciones citadas para Vi, los valores para la energfa y el
momento angular de la particula estan determinados en (8) analiticamente por

|

3 1
2 —92 2 +
B r mr am 7 (2.38)

1
3 [/ 3 1 1\ 2
ri <7“2 —3mrz £+ Qamz)

I — +mz(r2 F 2am2rz + a?) 7 (2.39)

ri <r% —3mrz + 2am%)

o=

donde el signo + corresponde a movimiento progrado de las particulas (L, > 0),
mientras que el signo — corresponde a movimiento retrogrado (L, < 0) (ver
Figura 14). Esta misma convencién aplica para el resto de esta seccién. Cabe
mencionar que las érbitas circulares estables no existen para todo valor de 7,
estas solo existiran cuando los denominadores en 2.38 y 2.39 son reales, lo cual
es equivalente a pedir que

3 1 1
r2 —3mr2 &£ 2am? > 0, (2.40)

donde el caso en que se cumple la desigualdad estricta > corresponde a particulas
masivas, mientras que la igualdad sélo es factible para fotones™.

En (8) se encuentra una expresiéon para la velocidad angular de las particulas y
la condicién de estabilidad para orbitas circulares, las cuales estan dadas respec-
tivamente por

+m?
Wy =——1, (2.41)
r2 £ ams?
r? — 6mr 4 8ay/mr — 3a* > 0. (2.42)

El caso en que se satisface la igualdad en 2.42 corresponde a una ecuacién
cuya solucién es la coordenada radial de la ISCO; mas atn, el término de primer
orden en a correspondiente al momento angular en la solucién de Kerr permite

"Esta condicién es equivalente a pedir que en 7., se satisfaga la relacién VK|T = E2, lo cual
sco

se puede hacer evidente al considerar que en 2.37 también es cierto que 72 = V.
""Hay que considerar que los fotones pueden tener una energia por unidad de masa en reposo
FE infinita, ya que su masa en reposo es nula.
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2.2 Orbitas circulares

Figura 14: Las particulas en el disco de acreccién pueden orbitar en sentido contrario a la rotacién del
objeto central (derecha), a esto lo llamamos movimiento retrogrado. Si el caso es el contrario (izquierda)
se denomina movimiento progrado. Se sabe también que a mayor momento angular del objeto compacto
mayor serd el acercamiento del disco de acrecién.

concluir que la rotacion del objeto compacto tiene una influencia significativa'
sobre la ISCO, lo cual se ilustra en Figura 14. En (8) se da la solucién analitica
para 2.42 con el uso de las funciones auxiliares Z; y Zs, las cuales estan definidas
como

2\ 3 3 3
Zi=1+[1-2 (1+a) +(1—“) ,
m m
1
3a? 5\’
Z2: W—FZI

Finalmente se tiene que

N[

Tisco = M {3 +ZsF [(3—Z1) B+ Z1 + 225)] } . (2.43)

Notemos que cuando a = 0 se tiene que Z; = 3 y como consecuencia también
Zy = 3. Cuando sustituimos estos valores en 2.43 obtenemos r;s., = 6m, recupe-
rando por supuesto el resultado en 2.34 para el caso de Schwarzschild. Por otro
lado, en el caso extremo en que a = m se tiene que Z; = 1, Zy = 2 y por tanto
Tisco = M por lo cual las particulas tienen permitido orbitar en geodésicas circu-
lares a una distancia que es la mitad del radio de Schwarzschild.

Por otro lado, de la relacion para la velocidad angular en 2.41 se puede eviden-
ciar el efecto de arrastre relativista para particulas en movimiento retrogrado.
Notemos que rz —amz < 0 para r < aim3 cuando consideramos w_, lo cual
implica que para radios suficientemente pequenos una particula en movimiento
retrogrado se vera arrastrada a girar en el mismo sentido que el objeto compacto.
Una relacion para este efecto en el caso pseudo-complejo se encuentra en 3.49.

"Se acuerda en que 0 < a < m para la rotacién del objeto compacto, de aqui que a® < am < m?.
Ademas, adelante mostraremos que r;5., = m para el caso limite en que a = m, por tanto
m < r < oco. A partir de los hechos mencionados se deduce de 2.42 que conforme el pardmetro
de espin aumenta la ISCO serd més interna en movimiento progrado. La afirmacién se puede
también verificar en Figura 19
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2. DISCOS DE ACRECION

2.3. Corrimiento al rojo gravitacional

Como resultado de analizar previas soluciones' a las ecuaciones de campo 1.44,
G. Lemaitre encontré en 1927 una solucién no estacionaria de la cual se deduce
(50) la primera aproximacién a lo que conocemos ahora como ley de Hubble.
La verificacién de la expansién métrica del universo™ se dio a conocer dos anos
después, el andlisis hecho por E. Hubble se basé en los datos recopilados en el
Observatorio Mount Wilson. La base fenomenoldgica del estudio es el corrimiento
al rojo analizado en la radiacién emitida por nebulosas extragalacticas alejandose
del Sol, ahora conocido como corrimiento al rojo cosmolégico.
El hecho recién citado es una manifestacion muy importante de un fenémeno
en RG que se aborda desde el estudio del corrimiento en la frecuencia de la
radiacién electromagnética emitida por objetos astrofisicos. En esta seccion nos
interesa estudiar un comportamiento semejante en la radiaciéon emitida desde el
entorno inmediato de un escenario con condiciones extremas; sin embargo, en este
caso la naturaleza del fenémeno no yace en el movimiento relativo entre objetos
o la expansion del espacio, sino en la consideracion de los efectos que tiene la
presencia de un campo gravitacional intenso. La radiacién que se emite en tales
circunstancias sufre un corrimiento en su frecuencia cuando es observada desde
una regén mas lejana/cercana a la fuente del campo, lo cual es un efecto derivado
de la dilatacion gravitacional del tiempo.

Figura 15: Ilustracién (disponible en el sitio del ob-
servatorio Chandra) de dos tipos de fuentes de rayos
X. A la izquierda, el gas proveniente de una estre-
lla companera sigue trayectorias en espiral mientras
estd sujeto al intenso campo gravitacional de un agu-
jero negro. El corrimiento al rojo de la radiacién emi-
tida en el disco de acrecién aumenta conforme el gas
se aproxima al horizonte de eventos, una vez que este
es cruzado por el gas ya no existe emisién apreciable
y como resultado se tiene una regién completamen-
te oscura. A la derecha el objeto central en cuestién
es una estrella de neutrones, en este caso el corri-
miento al rojo aumenta de manera menos abrupta
que en el caso anterior. Debido a que la estrella si
tiene una superficie sélida, la colisén inminente del
gas con esta provoca una gran liberacién de energia
que da lugar a una regién muy brillante.

Dos observadores situados en una regién afectada por la gravedad (a distan-
cias distintas de la fuente del campo) miden un intervalo temporal distinto entre
la ocurrencia de dos eventos. Para el observador mas cercano a la fuente el tiem-
po transcurre mas lentamente, esta es una de las predicciones de la teoria de la
Relatividad General. Este efecto es en esencia distinto respecto a la versiéon en

' Lemaitre restringié su solucién para preservar la relacién radio/masa del universo y para que
esta fuera consistente con las velocidaddes radiales de alejamiento observadas en nebulosas
extragalacticas, resultados de las soluciones de A. Einstein y de W. de Sitter, respectivamente.

" Asumiendo el principio cosmoldgico, en 1922 A. Friedmann obtuvo por primera vez una so-
lucién cuya parte espacial incluye un pardmetro dependiente del tiempo (factor de escala);
ademas, deriva un conjunto de ecuaciones que determinan la expansion del universo.
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2.3 Corrimiento al rojo gravitacional

1.11 presentada en el capitulo anterior, pues en RE no existen fuentes de grave-
dad. La primera confirmacion de la dilatacion gravitacional del tiempo fue hecha
por R. Pound y G. Rebka en (61) el Laboratorio Jefferson de la Universidad de
Harvard en el ano 1959. El experimento se basa en un fenémeno cuantico bési-
co": supongamos que un objeto emite radiacion en la frecuencia que un receptor
puede absorber, si el emisor se mueve relativamente hacia el receptor entonces
existird un corrimiento al azul (aumento Doppler en la frecuencia) en la radiacién
observada; sin embargo, en presencia de un campo gravitacional se espera que
el cambio en la frecuencia se pueda contrarrestar completamente por un efecto
“inverso” (una disminucién en la frecuencia observada), el llamado corrimiento
al rojo gravitacional. Una vez que el receptor absorbe el fotén la dilatacion del
tiempo es confirmada y por tanto el corrimiento al rojo gravitacional también.
Una consecuencia de este fenémeno se da cuando la radiacién se propaga en
sentido opuesto al gradiante gravitacional, un fotén pierde energia conforme se
escapa de la fuente del campo; sin embargo, esto no implica una disminucién en
su velocidad (pues esta se mantiene constante en 1), sino en su frecuencia. Esto
es facil de aclarar, desde que la energia para un fotén estd dada por E = hv,
la dilatacién del tiempo implica una disminucién en la frecuencia v al alejarse el
fotén, de donde la pérdida de energia es evidente. Para agujeros negros galdcticos
en sistemas binarios el disco de acrecion alcanza temperaturas 10 veces mayores
a las del nucleo solar (del orden de 100 millones de Kelvin) (55), lo cual implica
que los fotones emitidos son muy energéticos (con frecuencias de rayos X). No
obstante, los efectos gravitacionales en estas condiciones son extremos, por tan-
to los fotones pierden mucha energia al alejarse del objeto compacto; es decir,
el corrimiento al rojo puede ser muy grande (ver Figura 15). Los sistemas de
este tipo mas brillantes emiten en rayos X mas de un millén de veces la energia
emitida por el Sol en todo el espectro electromagnético.

En este contexto, el corrimiento al rojo nos permite conocer la diferencia rela-
tiva entre la longitud de onda/frecuencia de la radiacién emitida a una distancia
r del objeto compacto A, = (1,.)7! y la detectada por un observador en el infinito
Moo = (Voo) ™! La relacién fundamental para esta observable esta dada (63) por

24+ 1= A N) =1 (Vo) T (2.44)

donde se ha supuesto la invariancia de la velocidad de la luz al considerar que se
debe cumplir la relacion 1 = A\v para una onda electromagnética en el vacio.

Si consideramos ahora la relacion inversa que existe entre el periodo y la frecuencia
de la onda, podemos reescribir 2.44 en funcién de los respectivos periodos At y
At como

At At — AT

"Un dtomo emite o absorbe un fotén con una frecuencia definida por el cambio de energia entre
estados cudnticos permitidos (transiciones de los electrones en el 4tomo).
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2. DISCOS DE ACRECION

donde se ha asumido que el parametro temporal para la particula que emite en
su sistema momentdneamente en reposo (SMR) corresponde al tiempo propio T,
mientras que el tiempo medido por el observador en el infinito se corresponde con
el parametro t.

En el caso de emision que nos interesa analizar se tiene la ventaja de que el
modelo de Page y Thorne considera que el disco de acreciéon reside en la variedad
descrita por la métrica, lo cual permitira relacionar el corrimiento al rojo con la
geometria del espacio. En efecto, el elemento de linea para la métrica no diagonal
de Kerr es'

ds® = goodt® + g11dr® + gopdd® + gz3dp® + 2gosdtdep. (2.46)

Considerando que la particula emite radiacién desde su SMR, todos los términos
espaciales en 2.46 son nulos. De modo que se tiene

ds® = | goo|dt?. (2.47)
Ahora, considerando que con la métrica se puede relacionar el tiempo propio 7

para el SMR de la particula en r con el tiempo ¢ del observador en infinito como"
ds®> = dr?, entonces de 2.47 se obtiene

d’7'2 = |goo|dt2. (248)

Vamos a suponer ahora que mientras un fotéon emitido se desplaza la métrica
entre la particula emisora y el observador no cambia en un periodo (i.e., goo €s
constante mientras se recorre una longitud de onda), de tal manera que al integrar
2.48 sobre dicho intervalo de tiempo se obtiene

/dT2 - |gOO’/dt2 = AT = \ |g00|At (249)

Finalmente, sustituyendo 2.49 en 2.45 tenemos que el corrimiento al rojo esta
dado (40) por

At — / At 1
2= 900l A _ ~1. (2.50)
V| goo| At vary

Desde que la métrica de Schwarzschild tiene como elemento de linea un caso par-
ticular del expresado en 2.46, la relacién para el corrimiento al rojo gravitacional
dada en 2.50 es valida también para la emision desde un hipotético disco de acre-
cién en el caso de un agujero negro estatico. Sustituyendo la componente goo de

" Recuerde que hemos considerado ¢ = 1, asf se tiene que los términos dt? = c2dt? y dtdp = cdtdyp
tienen unidades consistentes con el elemento de linea.
" Nuevamente debe considerarse que dr? = c2dr2.
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2.3 Corrimiento al rojo gravitacional

las soluciones 1.45 y 1.46 se tiene que el desplazamiento en la frecuencia esta
determinado respectivamente para Schwarzschild y Kerr como

zg = (1 - m)‘ —1, (2.51)

r

N

|

2mr B
=1-—-— — 1. 2.52
K < r2 + a? cos? 9) ( )

Lo primero a notar es que en 2.51 no existe dependencia respecto al angulo polar 6
ni el azimutal ¢, lo cual implica que la emisién por una particula con coordenada
radial » > 2m sufrird el mismo efecto de corrimiento al rojo finito que cualquier
otra emision a la misma distancia del objeto compacto. Otro detalle evidente es
que zg — oo conforme r — 2m; es decir, el tiempo en el cual un fotén escapa del
pozo gravitacional aumenta continuamente hasta hacerse infinito en el horizonte
de eventos, resultado que era esperado. Se concluye que la existencia de un disco
de acrecion a partir del cual existe emisiéon no presenta ninguna caracteristica
distinta a las ya citadas.

Para el caso en 2.52 de Kerr la dependencia en 6 tiene consecuencias cuando se
dan diferentes valores para dicha coordenada. De particular interés es considerar
la emision desde un disco en el plano ecuatorial, cuando consideramos 6 = 7 se
encuentra que el corrimiento al rojo corresponde al caso de Schwarzschild (2.52
se reduce a 2.51), por lo cual en este caso dicho efecto serd idéntico para fotones
emitidos desde anillos en el plano (pues no hay dependencia en la coordenada
azimutal ). Sin embargo, notemos de la expresion en 2.50 que en general z — 0o
cuando [goo| — 0, lo cual es equivalente a decir que el corrimiento al rojo diverge
cuando hay un cambio de signo en ggg. Para el caso de Kerr esto sucede en la
frontera que delimita exteriormente a la ergosfera, la cual sabemos que coincide
en el plano ecuatorial con el horizonte de eventos de la solucién de Schwarzschild,
esto es consistente con los resultados basados en la relacion 1.60 evaluada en dicho
plano (6 = 7).

. Qué pasa con la emision fuera del disco de acrecién? Definiendo la funcién o

a partir de 2.52 como o () = m, basta' con analizar el comportamiento de

- .
o para 0 € [0, 5) (pues ya estamos fuera del plano ecuatorial) con r y a como
parametros constantes. Dos cédlculos triviales para clasificar los extremos de esta
funcién son

0 4 2 cosfsinf

2 SRR 0 = 9=, (2.53)
00 [0.7) (r2 4+ a?cos?0) [0.7)

Do 4mra* ) 4a? cos® Osin” 0

S § — sin2g) 4 L8 IS I

a90% | ,_, (r2 4+ a® cos? 0)? (cos sin”0) + r2 4 a%cos?0 | |,_,

'El corrimiento al rojo en 2.50 depende de cos? 6, la cual es una funcién simétrica en el [0, 7],
por tanto basta analizar el comportamiento de z para la mitad del intervalo.
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Do dmra®
=22 =7 (2.54)
00%|,_, (r? 4 a?)?
Como () alcanza un méximo en § = 0 segin 2.54, entonces z = —~— — 1

\/o(0)

alcanza un minimo en dicho valor, y como zy es simétrica respecto a 6 concluimos
que existe un comportamiento decreciente del corrimiento al rojo hacia los polos'.

Para finalizar esta seccién, presentamos otra aplicacién actual del andlisis de
corrimiento al rojo gravitacional. Se sabe que la luz emitida desde la superficie de
objetos masivos sufre un corrimiento que es proporcional a su masa e inversamente
proporcional a su radio (~ ™) (77). Las enanas blancas poseen masas grandes
(~ Myg) y radios suficientemente pequenos (al menos 100 veces menores a Rg)
de tal forma que su relaciéon “* las convierte en objetos ideales de estudio, pues se
esperan grandes corrimientos al rojo. Otra cantidad estimable a partir del anélisis
del espectro estelar es su gravedad superficial (77), difiriendo del caso anterior en
la dependencia inversa cuadratica del radio (~ 7). Conocidas las dos relaciones
citadas, se puede estimar la masa y radio de estas estrellas. Uno de los casos
mas conocidos corresponde al objeto mas brillante en el cielo, se trata del sistema
formado por Sirius A y la enana blanca méas cercana que se ha detectado, Sirius B
(ver Figura 7). En 1971 Jesse L. Greenstein analizé el espectro de Sirius B, midié
su corrimiento al rojo y logré estimar el radio y masa estelar en » = 0.0078 R, v

m = 0.99M, respectivamente.

"La observacién de jets de particulas expulsadas en la direccién de los polos (0 € {0,7})
representa un obstaculo para analizar el efecto de corrimiento en tales valores para 6.
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Capitulo 3

Teoria Pseudo-Compleja

Physics concerns what we can say about nature./No
phenomenon is a physical phenomenon until it is an

observed phenomenon.

Niels H. Bohr/paréfrasis de John A. Wheeler

Anteriormente se han propuesto generalizaciones a la RG, dos ejemplos de
esto fueron el caso de Albert Einstein y el de Max Born. Por un lado, Einstein
propuso una extension compleja para su teoria, intentd unificar electrodinamica
y RG al considerar un campo complejo que incluyera al tensor métrico g,, como
parte real y al tensor electromagnético F), como parte imaginaria (25), y lograr
asi encontrar un vinculo mas general al que existe (mediante transformaciones de
Lorentz) en el caso de un espacio-tiempo plano entre campo eléctrico y magnético;
por otro lado, en un intento por reconciciliar la teoria cuantica con la relatividad
general, Born propone introducir el momento conjugado (a las coordenadas de
una particula) al elemento de linea (14), y lo hace de tal manera que dicha con-
tribucion aparece proporcional a un parametro que sélo es significativo a escalas
cuanticas.

En este trabajo, el interés radica en una teord relativista libre de singularidades
en el propio espacio-tiempo, ya que la existencia de estas implica que algunas
regiones fisicas de nuestro universo son inexplorables, lo cual por supuesto pue-
de indicar que la teorfa de la RG puede estar incompleta. En (46), se analiza el
espectro’ de particulas de las cinco" posibles teorias de gravitacién, se concluye
que la extension hipercompleja tiene una estructura que evita la existencia de
soluctones fantasma o taquiones, siendo de esta manera la tnica teoria extendi-
da que satisface la condicién. Para dicho tipo de extensién se adapta una teoria

"En el articulo citado se consideran campos gravitacionales débiles, en los cuales se puede escribir
el Lagrangiano en funcién de la energia cinética y potencial. La estructura del propagador
depende de la parte cinética del Lagrangiano, un andlisis del propagador permite diferenciar
si se describen particulas fisicas o no.

"RG representando la teorfa con estructura real algebraica sobre R, una extensién compleja so-
bre C, otra cuaterniénica sobre H y dos con estructura algebraica restringida, la hipercompleja
y la hipercuatenionica.
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3. TEORIA PSEUDO-COMPLEJA

simétrica' llamada Relatividad General Pseudo-Compleja (RG-pc), la cual hereda
las caracteristicas de la extension hipercompleja, descartando de esta manera a
particulas cuyo propagador no corresponde a soluciones fisicas o particulas con
masa imaginaria y cuya velocidad es superior a la de la luz.

Una investigacion importante para la teoria pseudo-compleja se realizd en
(82), donde se ha estudiado el efecto Cassimir alrededor de grandes concentra-
ciones de masa, se concluye” que a mayor concentracién de masa mayor seran las
fluctuaciones de vacio. Estas fluctuaciones son las que se pueden asociar a la pre-
sencia de energia oscura en el tensor de energia-momento. En RG-pc se interpreta
a dicha energia como un agente antigravitacional, y también se considera el efecto
que las fluctuaciones de vacio tienen sobre la métrica. En el proceso de colapso
de un objeto compacto dicho efecto tiene como resultado un espacio-tiempo sin
horizonte de eventos y sin singularidad; es decir, en grandes concentraciones de
masa se puede pensar que el mismo espacio-tiempo se distorsiona de tal forma
que se detiene el colapso gravitacional. De esta manera, se concluye que debido a
las fluctuaciones de vacio la energia oscura también contribuye a la deformacion
del espacio.

3.1. Analisis en el contexto Pseudo-Complejo

Asi como el andlisis complejo estd construido a partir de un algebra en el

conjunto C, de manera analoga en este trabajo se propone considerar el andlisis
sobre una nueva extension para el campo R. Definimos el conjunto de los nimeros
pseudo-complejos como D = {t + jz : t,x € Ry j2 = 1}, donde la variable j € D
es la unidad pseudo-imaginaria, difiriendo de la unidad imaginaria i € C respecto
a su cuadrado, ya que j2 =1 = —i2.
Como conjunto generador para el espacio pseudo-complejo D en este trabajo op-
tamos por la base diagonal™; es decir, cualquier elemento X en 1D estard represen-
tado de manera uinica como combinacién lineal de o, = % (1+j)yo=3501-1j)
(ver Figura 16). De esta manera, si consideramos dos elementos X, Y € D expre-
sados en la base diagonal {o,,0 } como X = X0, +Xo yY =Y,0, +Yo,
entonces las operaciones de suma y producto respecto a esta base estdn dadas
por

1. Suma: X +Y = (X; + Y )o, + (X +Y)o..
2. Producto: X Y = (X, Y, )o, + (X Y)o.

" Anteriormente se presenté una teorfa no simétrica propuesta por J. W. Moffat (54).

""En (82) se relizan célculos para determinar cémo la masa cambia la estructura del vacio en
una vecindad. Las fluctuaciones del vacio aumentan abruptamente a medida que se consideran
regiones mas cercanas al radio de Schwarzschild; sin embargo, se desprecia el impacto de este
efecto sobre la métrica.

""En Apéndice A trabajamos con la base {1, j} para D.
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3.1 Analisis en el contexto Pseudo-Complejo

Las expresiones en 1 y 2 para la suma y el producto nos sugieren que podemos
siempre operar de manera independiente las componentes de o, y o_de variables y
funciones pseudo-complejas. A partir de estas reglas de operacion, es facil mostrar
que D es un conjunto con divisores de cero. Si tomamos ahora X = X, 0, y
Y =Yoo parareales X, y Y arbitrarios, de acuerdo a la regla para el producto
tenemos

XY = (X)(0)os + (0)(Y)o. = 0. (3.1)

En particular o, 0 = 0, por lo cual se deduce que el conjunto de divisores de
cero' se corresponde con el cono de luz D..

Las coordenadas para una variedad plana en RG-pc permiten evidenciar que
la dimension real de estos conjuntos pseudo-complejos es 8, mientras que su di-
mension pseudo-compleja es 4. Una manera de hacer evidente esta afirmacion es
escribir las coordenadas de la forma

Xt =al + jat = ol + jlu, (3.2)

donde z! son las componentes pseudo-reales, xf son las componentes pseudo-
imaginarias, | es un factor de escala de longitud minima y u! respresenta una
4-velocidad™ en algin punto dado de la linea de mundo de una particula.

Aj
a.
Xy
R A A
,/’ Xr 1
X_
o_

Figura 16: Variable X, . representada en base diagonal {o4,0_} y canénica {1,j}, con componentes
X4, X_y Xr, X; respectivamente.

Un objeto importante en una teoria geométrica como la gravitacién, es conocer
la forma en que medimos distancias en una variedad, por eso se presenta de la
manera mas general en como son expresadas las funciones D-valudas, una métrica

"El conjunto de divisores de cero o cono de luz en D puede ser entendido de otra forma en
Apéndice A.

"'Esta caracteristica logra cierta analogia con la propuesta de Born, pues dicho factor de escala
minima permite introducir una 4-velocidad en el elemento de longitud de la teoria, de tal
manera que existe simetria entre coordenadas y velocidades.
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3. TEORIA PSEUDO-COMPLEJA

pseudo-compleja (18) tal que es holomorfa y tiene la forma

Juv = gfy + ]g;]w = g;j_uo—ﬁ- + G0 s (33)
donde gffl,, gfm gf[u Y g;, S€ suponen simétricas.

Es importante mencionar que se pueden construir todos los objetos geométricos
usados en RG de manera analoga en el caso pseudo-complejo (por ejemplo, se pue-
de obtener una conexién compatible con la métrica), una exposicién de geometria
diferencial pseudo-compleja puede ser encontrada en (40). Sin embargo, debido
a que trabajaremos sobre objetos proyectados al espacio real 4—dimensional sera
valido usar las herramientas de la geometria diferencial real.

De la relacion 3.3 para la métrica se puede obtener un elemento de linea
pseudo-complejo g, dX*dX"; sin embargo, sabemos que la naturaleza de las dis-
tancias fisicas exige que el elemento de linea en una teoria sea un objeto real.
Considerando la condicién citada basta con anular la parte pseudo-imaginaria
del elemento de linea pseudo-complejo para satisfacerla, complementando esta
restriccion con el método variacional estandar es posible obtener las ecuaciones
de campo en RG-pc. Es interesante enfatizar que en trabajos previos se habia con-
siderado un principio variacional modificado para una acciéon 8§ pseudo-compleja,
en (39) se ha mostrado que ambos métodos para obtener las ecuaciones de campo
son equivalentes. Cuando se aborda el problema variacional se tiene que conside-
rar que las componentes en o, y ¢_en la variacion son independientes, tenemos asi
que la condicién usual en este caso para extremos 68 = §8, 0, + 98 0. = 0 se tra-
duce en 684+ = 0. De cada componente en la variacién se puede obtener una teoria
real 4-dimensional; motivado por esto, en (70) se propone un principio variacional
modificado para restringir ese hecho y acoplar la estructura pseudo-compleja de
la teoria, esto se logra al proponer hacer uso de los ceros “generalizados”de la
extension algebraica en la condicion de extremos

5$eD. = 8= Ao (3.4)

Las variaciones en las componentes o, y o_son equivalentes (cada una respecto
a una componente simétrica de la métrica, g:[,, 0 g;“,), mostrando de esta manera
que podemos tomar cualquiera para obtener la teoria modificada. Si elegimos la
componente o_ como divisor de cero, se encuentran (40) las siguientes ecuaciones
de campo

9:1/ =0 y 9,&1/ = _7(TA)IU/7 (35)

. . £ _pk 1tk g
donde £ es la constante gravitacional, 57, = R, — 59, R™ son las componentes
del tensor de Einstein en este caso, las cuales a su vez estan dadas en funcién del

tensor de Ricci Rfy y el escalar de curvatura R* pseudo-complejos. Ademads, al
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3.1 Analisis en el contexto Pseudo-Complejo

usar el principio variacional modificado, el tensor de energia-momento 7" contie-
ne una contribucién no nula (40) que interpretaremos como energia oscura de
caracter anti-gravitacional.

Las ecuaciones de campo tienen que ser resueltas para cada componente diagonal
(40), mientras que la componente en o, coincide en este caso con la estructura
de las ecuaciones de RG en el vacio, la componente o_ incluye una distribucién
con energia oscura. Una vez que se obtiene la métrica pseudo-compleja, se debe
hacer la proyeccién' al espacio fisico 4-dimensional. Una condicién importante
para lograr dicha proyeccion es eliminar las componentes pseudo-imaginarias en
pardmetros y variables de la teoria. Para el caso de la métrica esto es

G (X, A) = g (2, A%, (3.6)

donde A representa a pardmetros pseudo-complejos con parte real A® y & repre-
senta a coordenadas reales (parte real de las coordenadas pseudo-complejas).

La deduccién de las soluciones pseudo-complejas a las ecuaciones de campo
3.5 que son analogas a las soluciones estacionaorias dadas en 1.45, 1.46 y 1.49
se puede encontrar en (18). La primera métrica que se presenté en RG es la de
Schwarzschild, para el caso en RG-pc sus componentes estdan determinadas por

S(1-m g B 0 0 0
. 0 (1-2m4 By 0 0 57)
e 0 0 2 0 '
0 0 0 r2sin® 6

En 3.7 aparece el pardmetro B = bm? describiendo el acoplamiento entre la masa
central y las fluctuaciones de vacio. La teoria pseudo-compleja propone una co-
rrespondencia fenomenoldgica entre dos hechos que no son considerados en RG:
por un lado, la naturaleza matemadtica instrinseca en RG-pc implica la presencia
de una aportacién al tensor de energia-momento que no aparece en la derivacion
de caracter variacional de las ecuaciones de campo en RG, por otro lado, existen
fluctuaciones de vacio que no han sido consideradas en RG. Dicho lo anterior, el
pardmetro B = bm? se deriva del ansatz para modelar la densidad de energia en
un tensor de energia-momento que incorpora la contribucion de la energia oscura
correspondiente a las fluctuaciones de vacio, se propone que la densidad decrece"
de manera proporcional a r~°. De este hecho se puede inferir que la teorfa pseudo-

"En (18) se cita que el método de proyeccién se puede relacionar con el hecho de despreciar
efectos de la longitud minima. Un ejemplo se da en (40), se demuestra que una condicién
necesaria para que el grupo de Lorentz pseudo-complejo SO, (3,1) ® SO_(3,1) sea reducido al
grupo de Lorentz estandar SO(3,1) es haciendo la identificacién [ = 0.

"En (80), donde no se considera ninguna perturbacién en la métrica, la densidad de energia

considerando las fluctuaciones de vacio decrece como %b
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3. TEORIA PSEUDO-COMPLEJA

compleja unicamente va a predecir comportamientos significativamente distintos'
a la teoria estdndar para distancias cercanas al radio de Schwarzschild; es decir,
en campos gravitacionales muy intensos.

La presencia del pardmetro B nos permite ademds determinar cuando la compo-
nente ggo de la métrica no cambia de signo, implicando de esta manera que se
puede evitar la aparicién del horizonte de eventos. En (40) se demuestra que el

valor extremo (minimo) de —ggo se encuentra en ry = (%)%, incorporando esto
en la condicién —ggg > 0 se encuentra como solucion la condiciéon B > %m? Este
resultado encontrado para el parametro B resulta funcionar también para el caso
de la solucién de Ker en RG-pc (40), evitando asi la aparicién del horizonte de

eventos y la superficie de corrimiento al rojo infinito.

3.2. Movimiento de una particula en el espacio-

tiempo de Kerr pseudo-complejo

Estamos interesados principalmente en estrellas negras galacticas, debido a
que estas permiten calcular la distancia a su centro simultaneamente de dos ma-
neras posibles, calculando por un lado el efecto de corrimiento al rojo y por otro
lado la frecuencia orbital de las QPO’s. Sin embargo, para conocer dicha distan-
cia en el segundo caso, debemos suponer que las QPQO’s se emiten localmente en
el disco de acrecién y orbitan alrededor de la estrella, analogamente a como se
observa en en el caso de los discos de acrecién en nicleos activos de galaxias. Es
de particular relevancia que ambos calculos en la teoria pseudo-compleja son con-
sistentes, mientras que éstos no son compatibles en el caso de la teoria estandar.
Un ejemplo explicito de este hecho es el del sistema binario GRO J1655-40 (ver
Figura 10), la medicién de frecuencia angular para las QPO’s observadas infiere
radios orbitales superiores a 15m, mientras que el analisis segin el corrimiento
al rojo predice radios aproximadamente de 2m (38). Otros ejemplos de sistemas
con discrepancias en RG son GX339-4, XTE J1752-223 y XTE J1550-564 (11).
Una de las aproximaciones que haremos, es que una QPO se puede modelar con
el movimiento orbital de una particula en el disco de acrecién. Pasamos ahora
al problema de estudiar orbitas de una particula de prueba como se hizo en la
seccion 2.2. Nos auxiliaremos del estudio de la estructura de un disco de acrecion,
para este caso consideraremos el modelo desarrollado por Page y Thorne expuesto
en la seccion 2.1, del cual se tomaran de momento las siguientes suposiciones a
lo largo de ésta seccién:

x El plano central del disco de acrecion reside en el plano ecuatorial del objeto
central.

'Es relevante que incluyendo los términos pseudo-complejos en el modelo del sistema binario
Hulse-Taylor, los resultados predicen correcciones significativas alejadas hasta 12 6rdenes de
magnitud respecto a la precision actual (69).
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3.2 Movimiento de una particula en el espacio-tiempo de Kerr pseudo-complejo

x El material del disco de acrecién orbita en geodésicas circulares.

Para analizar las trayectorias de particulas en cualquier espacio-tiempo, necesi-
tamos conocer primero la métrica en dicha variedad; mas atn, si la ambicién en
un futuro es comparar predicciones tedricas con las observaciones, entonces mas
vale desarrollar un modelo para el espacio-tiempo mas probable a ser observado.
Presentamos a continuacion la métrica de Kerr en su version pseudo-compleja

(69)
w .
—(1—§> 0 O —a%smze
0 20 0
Guv = s 3.8
" 0 0 % 0 (38)
-a¥sin?0 0 0 <T2 + a? + a’£ sin® (9) sin?
donde se han usado las siguientes identificaciones
Y = 1% + a*cos*d, (3.9)
A =714 a*—, (3.10)
B
Y =2mr — —. (3.11)

2r

La métrica presentada tiene signatura (—, +,+,+) y estd escrita en coordenadas
de Boyer-Lindquist, es facil notar que considerando la restriccién B = 0 se recu-
pera la solucién estdandar dada en 1.46. A partir de sus componentes se podran
construir expresiones esenciales en el desarrollo del modelo; ademés, explotando
la simetria de estas componentes también se facilitaran los futuros calculos. Por
ejemplo, una de las expresiones que sera 1util se cita a continuacion:

D = gg3 — 9s3900- (3.12)

Nuevamente con 3.8, podemos obtener el elemento infinitesimal de linea, el cual
también sera usado frecuentemente

ds® = Gudxtdx” = Goo(dx®)? + 2g03(da’dz?®) 4 gi1(dxt)? + goo(da?)? + gss(dx®)?

_ VN o Vo D 2
= (1 5 dt QaE sin” Odtdy + Adr + Xdb
+ <r2 +a’+ aQ; sin? 9> sin? 0dy?. (3.13)

Una vez conocida la forma de medir distancias en éste espacio-tiempo, po-
demos usar mecanica analitica para determinar el movimiento de las particulas.
Partimos del Lagrangiano, el cual estd determinado mediante la métrica y las
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3. TEORIA PSEUDO-COMPLEJA

velocidades generalizadas como

r .,
L= iglwl’“l’ = —if, (3.14)

donde ¢ = 0 para trayectorias nulas, ( = 1 para trayectorias temporaloides y
( = —1 para trayectorias espacialoides.

A partir de 3.14, sabemos que en el formalismo Lagrangiano se define el mo-

mento generalizado, p, = aaTL , el cual nos permitird conocer una expresion para
i

el Hamiltoniano del sistema en cuestién
H =itp, — L. (3.15)

Es posible obtener una expresion mas compacta para el Hamiltoniano en funcion
de la métrica, para lo cual seran ttiles las siguientes relaciones

Pu = g/wi’”, (316)
it = gMp,. (3.17)

De un anélisis (ver Apéndice B.1 para la obtenciéon del Hamiltoniano y las
relaciones 3.16, 3.17) simple obtenemos (16)

1

H=~g"pupr =

5 —EC, (3.18)

2

donde se ha usado el hecho de que p® = %, resultando esto en que el valor
numérico de H y £ coinciden al ser la contraccion de los 4-momentos.

Posteriormente también sera de utilidad contar con los momentos conjugados
para las coordenadas (t,7,6, ), los cuales se obtienen a partir de 3.16

P = Do = Gooi” + gosi® = gool + Gos, (3.19)
Pr=p1 = 911fo1 = gnr, ( )
Do = P2 = gooi® = G220, (3.21)
Pp = P3 = g30i” + g33i” = gaol + gas. (3.22)

Cuando describimos el movimiento de una particula sobre geodésicas se ase-
gura la conservacion de su masa en reposo my, su energia £/, su momento angular
L, y una constante que posteriormente presentaremos. Ahora, recordemos que
al encontrar simetrias en el Lagrangiano se determina una ley de conservacién.
Considerando entonces la simetria axial del espacio-tiempo de Kerr, obtenemos
que las rotaciones espaciales (rotaciones con dngulo azimutal ) dejan invariante

64



3.2 Movimiento de una particula en el espacio-tiempo de Kerr pseudo-complejo

al Lagrangiano. Analogamente, debido a que la solucién de Kerr es estacionaria se
tiene que las traslaciones temporales no afectan al Lagrangiano. De las simetrias
citadas obtenemos que

0L d (0 oL
% =0 luego, por 2.13 = Ts <8<,0> =0 = % = cte, (3.23)
oL d (0L oL
— =0 1 2.13 — | —1=0 — = cte. 3.24
e uego, por = 0 ( 5 ) = of = cte (3.24)

Anélogamente al caso de Schwarzschild (para RG) en 2.15 y 2.16 analizado en la
subseccién 2.2.2 del capitulo anterior, las relaciones 3.23 y 3.24 se deben interpre-
tar como la conservacién del momento angular L, y la energia F, respectivamente.
Una expresion explicita para estas cantidades conservadas se obtiene haciendo uso
de 3.14 a continuacion

oL o (1
l - - VN
T 05 0p (29“”1 v >

10, , . , N
=557 <900152 + 91172 + g6 + 9339 + 2903t<ﬂ)

20¢
=L, = 9031é + 933, (3'25)
oL 0 (1
—E —_ — = = v et
of ol <2g“ o )
1 a D) .9 12 -2 For
= 5@ (goot + 9117 + 92207 + g3z + 2903t‘)0)
= —F = goot + go3. (3.26)

Al comparar 3.19 con 3.26 y 3.22 con 3.25, notamos que —E =py y L. = p,,.
Ademas, usando en 2.13 la relacién que existe entre 3.24 con 3.26 y 3.23 con
3.25, tenemos una expresion alternativa para la conservacion de la energia E y
el momento angular L, de particulas sobre trayectorias geodésicas. Usando las
ecuaciones de Euler-Lagrange para t y ¢, y considerando las expresiones citadas
para la energia y el momento angular en términos de las componentes de la
métrica tenemos

d (0L 0L dE d, .
0_£ <8t'> _E_E—g(gootﬂwow), (3.27)
d (LN 0L dL. d, .
" ds e = 4 = 2 \ost + g330). 2
0 ds <6’¢;) Dy ds ds (gost + g33) (3.28)
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3.2.1. Velocidad angular en dérbitas geodésicas circulares

Debido a que estamos interesados en particulas orbitando sobre geodésicas
circulares, es de interés particular conocer la ecuacién de movimiento para la
coordenada radial r, la cual esta determinada de acuerdo a las ecuaciones de
Euler-Lagrange en 2.13 como

d (0L 0L

Con 3.14 podemos desarrollar por separado ambos miembros de 3.29, tenemos

por un lado
9L 0 (1 N 1[0\ .
5 = E <29uu$ € > ~ 9 (87"9‘“’> xrx
+ (;933) ¢ +2 (;903) tp. (3.30)

Por otro lado, tenemos que

oL 0 (1 .,
or ~ o \a% "t
1 8 D) .9 N2 22 [
=357 (goot + gur” + g220° + g339° + 2903t<P)
10, | .
=557 (our?) = gui

d (0L d .

Para lograr una notacién mas compacta, convenimos de ahora en adelante para
la coordenada radial, que %gm, = g:W. Asi, colocando 3.30 y 3.31 de acuerdo a
3.29, tenemos la ecuacién de la geodésica para la coordenada radial

75 20ut) = goot” + g + 928" + 953" + 290515 (3.32)

Es importante recordar que consideraremos las trayectorias de las particulas
una vez que estas ya estan limitadas al plano ecuatorial, como bien se cité al inicio
de esta seccion, asi, a menos que se indique lo contrario, tendremos entonces que

66
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la coordenada polar cumplird

g = (3.33)

LR

= 0= (3.34)
Debido a que en futuras situaciones consideraremos la restriccion citada, es conve-
niente tener una expresién para las componentes de la métrica en 3.8 restringida
al plano ecuatorial. Usaremos entonces 3.33 para considerar que cos*Z = 0 y
sin? 5 = 1. Ademds, debemos considerar las identificaciones 3.9 y 3.10, tenemos
entonces que

_ AT P ¥ (1 ¥
goo——<1—2>— (1 r2+a2008272r>_ <1 r2>’ (3:35)

Y r?+a’cos’ % r?
== = = 3.36
=N r2+a—1  r24+a?—1’ (3:36)
QQQZE:T’z‘I—(ZQCOSZg:TZ, (3.37)
2
_ 2w 2T _ 2., 2 a’y
933—(7“ +a’>+a 2>51 57 +a +m
2
— 24 +£ (3.38)
(I o T ay ay
= qg—sint-=—|—"" | =22, 3.39
Yo3 aZ sin 5 2+ a2cos? T r2 ( )

Para las dérbitas circulares la coordenada radial es constante, de manera que en
estas se cumple que 7 = 0. Considerando que se cumple 3.34 en las trayectorias
de interés, concluimos que 3.32 se transforma en una geodésica circular plana
determinada por

Gool” + gha” + 290t = 0. (3.40)

Esta ecuacién se puede reescrbir en términos de la velocidad angular w de las
particulas orbitando, basta considerar que

do

dy d o
- _d _ 7 3.41
R T A (3.41)
S
Asi, 3.40 queda sustituida por
Ghol? + ghawt* + 2g05t7w = 0. (3.42)
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La ecuacién 3.42 es un polinomio de segundo orden en w, resolviendo para la
velocidad angular tenemos que

! /2 . :
933 933

W4 =
Para expresar la velocidad angular de manera maés explicita, necesitamos consi-
derar las derivadas parciales respecto de la coordenada radial de las componentes
(considerando 3.33) goo, go3 v ¢33 dadas en 3.8

o(1-%) g(zm_ B 9 B
960 _ ( 2) _ ( r 2r3) — am- 37 p— —Rw(T), (344)
or or r2 2t
P 2@ m
PR G L) R IC N TR W
03 or or 72 Oy WAL/ ’
2 2 29 027 2
B e s ] IRt -)
933 = or =< a or
2m 3B
2 2
=2r—a <T2 - 27"4> =2r—a RW(T), (346)

donde la funcién R,(r) se define en 3.44.

Una vez que sustituimos 3.44-3.46 en 3.43 y simplificamos, obtenemos la siguiente
expresion para la velocidad angular

R,(r) 1
W4 = = . (347)
av/R,(r) £V2r 4+ %?T)

En 3.47 se extiende a la versién presentada para RG, pues si hacemos B = 0 se
recupera la expresion dada en 2.41. La solucion 3.47 es real inicamente cuando
R,(r) > 0,lo cual es equivalente a pedir que 7 > Zm (cuando se toma B = $m?).
El doble signo 4+ en 3.47 indica que la particula puede orbitar en dos sentidos
respecto a la rotacion del objeto compacto, para movimiento progrado se usa +,
mientras que para el caso retrogrado se usa —.

Desde que consideramos sélo distancias positivas (r > 0) y soluciones reales

(R, (r) > 0) es claro ver que siempre se satisfacen las siguientes relaciones

a/Ro(r) +V2r > a/R,(r) —V2r = |w|>wyl, (3.48)

donde se ha usado la convencién a > 0. Mas ain, analizando el denominador de
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3.2 Movimiento de una particula en el espacio-tiempo de Kerr pseudo-complejo

3.47 se hace evidente que el sentido de rotaciéon de una particula en movimiento
progrado no se verd afectado a grandes o pequenas distancias del objeto compacto;
sin embargo, esto no sucede para las particulas en movimiento retrogrado. A
grandes distancias la velocidad angular se mantiene negativa (w_< 0), lo cual es
equivalente a que se satisfaga a*R,,(r) < 2r. Por otro lado, cuando consideramos a
una particula acercandose lo suficiente al objeto central, entonces el denominador
de w_ < 0 puede cambiar de signo, lo cual implica que la particula ahora seguira
un movimiento progrado. Esto quiere decir que el efecto de arrastre relativista se
hace presente cuando se satisface que

a’R,,(r) > 2r. (3.49)

Para distancias radiales grandes, la teoria pseudo-compleja no ofrece un com-
portamiento distinto respecto a la teoria estandar; sin embargo, diferencias entre
ambas teorias aparecen para distancias radiales inferiores al radio de Schwarzs-
child (r = 2m), por tanto es de particular interés el movimiento progrado de
particulas. En RG la velocidad angular de las particulas en trayectorias esta-
bles siempre aumenta conforme consideramos érbitas con radios inferiores, esto
se puede ver en 2.41; sin embargo, en la teoria pseudo-compleja se alcanza un
méximo, el cual no depende del pardmetro de espin del objeto compacto (lo cual
es facil de ver en 3.47).

A continuacién encontramos un valor estimado para el radio que corresponde al
maximo en la velocidad angular, el cual se puede verificar en la Figura 17. Para
el movimiento progrado consideramos el signo positivo en 3.47 y calculamos su
derivada respecto de la coordenada radial, obtenemos

Ry (r)

RZJ(T) + 1
o - 24/Rus(r) B 2y/Ro(r) = V2r

(e ) (V) + var)
aBulr) 4 VErRL(r) _  Ru(r) _ V/Ru(r)
2 2/RO) 2 Var
(/B + var)

V2rR,(r) _ V/ Ru(r)
, 2¢/Ru(r) Var

a

W = = (3.50)
(a\/Rw(r) + @)
Ry (r)

La derivada de w, en 3.50 se anula cuando r = . Ahora, de la definicién en

R, (r)
3.44 para R, (r) obtenemos que

(r)=——+ —. (3.51)
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Velocidad angular en movmiento progrado

o4 3 ' I I [0} en RG—pc
\ * ®, en F?G

035 i\ —

03 3, b
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Figura 17: Para un objeto central con pardmetro de espin a = 0.995m , se grafica la velocidad angular
w para 6rbitas circulares como funcién del radio r, el caso mostrado es para movimiento progrado de
una particula masiva. En RG la velocidad orbital aumenta estrictamente conforme la particula se acerca
al horizonte de eventos, como se puede ver en 2.41. Para el caso de RG-pc (considerando B = %m3), la
velocidad angular alcanza un maximo wmae €n 1.72m (antes del radio de Schwarzschild r = 2m). Alrededor
de wmaz la pendiente de la velocidad angular es pequena en una vecindad; es decir, para radios cercanos al
méximo la friccién entre secciones del disco disminuye debido a que no hay gran diferencia de velocidades,
lo cual propiciard que exista poca emisién de radiacién térmica. Conforme el radio disminuye la caida
abrupta en w implica que la friccién aumenta. El comportamiento en RG-pc de w a grandes distancias
converge al caso de RG pues la presencia del término proporcional a B pierde relevancia, consiguiendo de
esta manera un disco de acrecién con la misma apariencia en la lejania. Una caracteristica importante es
que el tiempo orbital de las particulas en RG-pc siempre es mayor que en RG, y este aumenta para radios
pequenos (r < 1.72m) mientras que en RG siempre disminuye.

Finalmente, concluimos que el maximo se encuentra (usando B = $m?) apro-
ximadamente en

N

58

’rwmaz - 4

~ 1.72m. (3.52)

Hasta ahora sdlo hemos considerado trayectorias que se derivan de un prin-
cipio variacional (las cuales son estables); es decir, geodésicas descritas por las
ecuaciones de Euler-Lagrange; sin embargo, las particulas se pueden desplazar
sobre 6rbitas més generales (no necesariamente estables), para las cuales la tinica
restriccon se limita a pedir que el elemento de linea corresponda al de una particu-
la fisica, ds? < 0. Como caso extremo tenemos a los fotones, los cuales se mueven
a lo largo de trayectorias nulas, es decir, se cumple que ds? = 0 para sus lineas de
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3.2 Movimiento de una particula en el espacio-tiempo de Kerr pseudo-complejo

mundo. Considerando a fotones en movimiento sobre geodésicas circulares en el
plano ecuatorial, tenemos en este caso que dr = 0 y df = 0. Con las restricciones
citadas, la relaciéon 3.13 para el elemento de linea se convierte en

0=ds*=— <1 — g) dt* + <r2 +a® + aQ; sin? 9) sin? fd >

—Qa; sin® Odtdp. (3.53)

Identificando en la relacién anterior a los elementos de la métrica dados en 3.8,
podemos reescribir a 3.53 de manera m&s compacta como

0 = goodt?® + g33dp® + 2gpsdtde. (3.54)

Finalmente, haciendo uso de 3.41, podemos escribir a 3.54 en términos de la
velocidad angular @ de los fotones orbitando

0= goodtQ + gggaJthZ + 2g03d)dt2 - (gOO + 933(112 + 2goga})dt2

= 0= goo + g330° + 2003%- (3.55)

En este caso, las raices del polinomio de segundo orden en @ estan dadas por

Dy = _ 903 4 (903)* — 933900 (3.56)
933 (933)?

En 3.56 agregamos + para considerar a fotones en movimiento progrado (+)
y retrogrado (-) respecto al objeto central. Notamos ademds la similitud con
la velocidad angular para particulas masivas en Orbitas circulares estables dada
en 3.43; no obstante, en este caso la expresion no esta dada en términos de
las derivadas de las componentes de la métrica. Una vez que consideramos la
forma explicita de la solucion de Kerr pseudo-compleja en 3.8 e incorporando la
condicién 3.33, obtenemos que 3.56 se puede escribir como

aRgy(r) £ \/a2 + 72 [1 - f%w(r)}

Wy = — , (3.57)
a? [1 + R@(r)] +r?
donde
~ 2m B
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Notemos que en 3.56 se tiene incluida la expresién para D de 3.12, cuando esta es
positiva si se pueden considerar dos raices reales para la velocidad angular, @.
En (18) se muestra que el valor del pardmetro B para el cual D = (go3)* — g33900 =
a®+ 121 — Ry(r)] > 0 es B = $3m?. Si ademds de considerar este valor minimo
para B acoplamos la condicion encontrada en la velocidad angular de particulas
masivas (r > %m) se tiene que Ry(r) > 0. Esto permite deducir de 3.57 por un
lado que |@wy| > |w_| y por otro lado que wy > 0 y w_ < 0 para movimiento
progrado y retrogrado respectivamente', lo cual era esperado.

El caso de los fotones orbitando en movimiento progrado o retrogrado delimitara
la regién (r vs w) en donde las particulas masivas pueden orbitar circularmente
(de manera estable o inestable), esto se debe a que los fotones representan el
caso limite al desplazarse sobre trayectorias nulas. Nuevamente la teoria pseudo-
compleja consigue un comportamiento distinto, pues se permite a las particulas
masivas desplazarse en un rango mas amplio de velocidad angular respecto al
esperado en RG para particulas cercanas (r < 3m) al objeto compacto. Conforme
se consideran particulas a distancias mayores (r > 3m) la regién de velocidades
angulares que delimitan los fotones son practicamente iguales en ambas teorias.
Ademés, las curvas para movimiento retrogrado y progrado en RG se unen debido
a un acentuado efecto de arrastre relativista para distancias menores al radio de
Schwarzschild, mientras que en RG-pc el arrastre relativista no logra unir ambas
curvas (en (67) se muestra una grafica de estos efectos).

3.2.2. Corrimiento al rojo de la radiacién emitida en el
disco de acrecion

Concluido ya el anélisis de la velocidad angular de particulas en érbitas cir-
culares estables e inestables simulando a QPO’s, nos interesa también analizar
el corrimiento al rojo de la emisién que tiene lugar en tales condiciones, como
mencionamos al inicio de esta secciéon. Dado que las QPO’s residen en el disco
de acrecién, entonces es de interés aplicar la formula para corrimiento al rojo
dada en 2.50 cuando nos restringimos al plano ecuatorial (de manera que con-
sideraremos el dngulo polar § = 7). Tomando la componente goo de la métrica
pseudo-compleja dada en 3.35 y considerando la identificacion para @ en 3.11
tenemos

1 1
= 1= L ~ 1L (3.59)

v/ 1900l 1_27”:72‘5 \/r2=2mr+ 2

Sustituyendo la componente goy de 3.7 en 2.50 es evidente que volvemos a obtener
la expresion 3.59; es decir, el corrimiento para la solucién de Kerr restringida al

Z =

'Para distancias pequenas w_ se aproxima a cero. En RG la superficie caracterizada por w_ =0
se corresponde con la ergosfera.
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3.2 Movimiento de una particula en el espacio-tiempo de Kerr pseudo-complejo

plano ecuatorial coincide con el caso de Schwarzschild en RG-pc. A diferencia del
estudio en RG dado en el capitulo anterior, en este caso se tiene que para el radio
de Schwarzschild (r = 2m) no se presenta un corrimiento al rojo infinito. Cuando
tomamos como valor limite B = g—‘;m?’ se tiene en este caso un corrimiento finito
dado por

om om 3v3
z = —1:

m3 m2 2
Jemp? — @my + e

Analicemos ahora lo que sucede cuando consideramos un valor ligeramente supe-
rior para el parametro B, consideremos B = (% + 6) m3 (e > 0 pequeno). Con-
forme se consideran distancias cercanas a la superficie de la estrella (r — %m) se
tiene para el denominador en 3.59

B 4 4 3m? (64
I 2_9 . Zm)2 — (2m)= el
Tiglm\/r mr+ o \/(Sm) (m)3m+2(4m) <27+6>
24

24 3 V3y/e
_ 2 _ 2 . 22,
9m 9m+8m6 2\@m

(3.61)

Sustituyendo 3.61 en 3.59 se tiene finalmente que

(D)) - (D o

De resultado anterior podemos concluir que en RG-pc se puede obtener un co-
rrimiento al rojo que si bien puede ser muy grande sigue siendo finito (z < 00).
Ademas, es claro que si tomamos el valor minimo para el pardmetro B (tomando
el limite cuando € — 0 en 3.62) encontramos que z — oo para fuentes de emisién
muy cercanas a la estrella. Se puede concluir que en RG-pc existe la posibilidad
de observar una superficie estelar muy oscura y en el peor de los casos (¢ = 0) no
visualizar nada debido a un corrimiento al rojo infinito (ver Figura 18).

En general si se consideran constantes r y a, el comportamiento de z en
RG-pc cuando consideramos emisién fuera del disco (0 € [O, Z)) es decreciente
a medida que la fuente de emisién se acerca al eje determinado por los polos
(0 € {0,7}) (67), lo cual como fue mostrado en el capitulo anterior también es
cierto en RG. No obstante, si nos interesamos en una inclinacién polar particular
(0 fijo) y consideramos distancias cada vez menores el corrimiento en RG crece
abruptamente (de hecho, diverge estrictamente para a = m y r — m en los
polos), mientras que en RG-pc el corrimiento puede permanecer acotado (z < 1
en los polos) (67).
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Corrimiento al rojo para la solucién de Kerr en el plano ecuatorial

20 . : : _ .
corrimiento al rojo en RG-pc
corrimiento al rojo en RG -------
18 1
16 - |
14 | |

corrimiento al rojo z
-
(=]
T

im]

Figura 18: Se muestra el corrimiento al rojo gravitacional para la emisién con fuente en el plano ecuatorial

(0 = ) en el caso de una estrella compacta (en RG-pc y considerando B = %mg) y un agujero negro (en
RG) con un pardmetro extremo de espin a = 0.995m. La RG-pc no difiere en su prediccién respecto a RG
para grandes distancias (r > 3m); sin embargo, para r < 3m la diferencia entre ambas teorias gradualmente
se hace significativa, pues para distancias convergiendo al radio de Schwarzschild en RG el corrimiento al

rojo diverge.

3.2.3. El potencial efectivo pseudo-complejo

Sabemos que en general para una particula en un espacio-tiempo correspon-
diente al exterior de un objeto compacto, se puede demostrar que su movimiento
depende de un potencial efectivo V¢, el cual codificard el comportamiento re-
pulsivo o atractivo de la particula respecto del objeto dependiendo su distancia
respecto de este. Es decir, se cumple la siguiente relacion para la energia

1 1
5E2 = 57‘«2 + VE< (3.63)

Notemos que en este caso partimos de una relaciéon para la energia %2 de una
particula, mientras que en 2.25 consideramos una energia £?; sin embargo, com-
parando con 2.8 recobramos la descripcién del movimiento clasico de una particula
con masa unitaria.

Motivados por este hecho, encontraremos una expresion para el potencial efectivo
en el caso pseudo-complejo. Para encontrar dicho potencial, serd 1til obtener una
expresién para £ y ¢ en términos de la energfa E y el momento momento angular
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3.2 Movimiento de una particula en el espacio-tiempo de Kerr pseudo-complejo

L.. Notemos primero que 3.25 y 3.26 forman un sistema de ecuaciones con las
incognitas deseadas, el cual se puede escribir en forma matricial como

. t L,
do3z 933 | = . <3. 6 4)
Joo 9o3 ¥ -E
La solucién al sistema 3.64 para £ y ¢, es segtin el método de Cramer
T
L. g33| (903 L: gosL. + g3
i -FE go3| |90 -E 9(2)3 — 933900
= , = ) (3.65)
¥ go3 933 go3 933 —go3ll — gooL
2
goo goz| |Goo Go3 903 — 933900

Sustituyendo 3.12 en 3.65 obtenemos de manera independiente y simplificada

i go3L. + g3z &
0

. —903E — gooL.

¥ = D -

(3.66)

(3.67)

Ahora bien, como en 3.63 tenemos un término cinético proporcional a 72, haremos
uso del Lagrangiano dado en 3.14 para reproducirlo en la teoria pseudo-compleja.
La idea es relacionar resultados encontrados con los coeficientes acompanando a
las componentes de la métrica, por lo cual primero lo desglosamos como

1. , . . N
L= 5(900152 + g1 + G296 + g330° + 2go3tp). (3.68)

Sustituyendo en 3.68 a  y ¢ obtenidas de 3.66 y 3.67 respectivamente, y consi-
derando también a 3.34 obtenemos

Lz+ E ’ . - E— Lz ’
2L = goo <903 D933 ) +gn7"2+ggg< Jos Dgoo )

49 gosL. + g3 —go3E — gooL-
Jo3 D D .

Si desarrollamos los cuadrados y productos en 3.69, pasamos el término con
72 al miembro izquierdo y agrupamos con factores E* L? y FL. los términos

(3.69)
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simplificados en el miembro derecho, obtenemos

. 1
2L — gi17” = ﬁ[gooLi (go0gss — 9(2)3) + 2903 E L. (900933 — 933)

+ 933 E* (go0gss — 953)]- (3.70)

Sustituyendo ahora 3.12 en los factores en paréntesis de 3.70, y despejando a 72

obtenemos

. 1 2L
? = ——[gooL2D + 2903 EL.D + gs3E° D] + ==
gD g11
=D [900L? + 2903 E L. + gssE* + 2DL). (3.71)
11

Finalmente, considerando en 3.71 que las particulas solo se desplazan sobre tra-
yectorias temporaloides (la signatura convenida para la métrica no ha cambiado);

: . 1 . :
es decir, en sus trayectorias se cumple que £ = et tenemos la expresion de tipo

cinético buscada

. 1
i = ——(gs3E” + gooL2 + 2903 EL. — D). (3.72)
gD

Para obtener una relacion como la dada en 3.63, sumamos en 3.72 ahora un cero

1
conveniente que involucre a £?, y multiplicando por 3 obtenemos

1., 1 5 1 9 9 1,

- ZE? = FE L 2003FE L, — D -F

27“ -+ 5 2911D(933 + gools, + 2903 ) + 5
gLl 1 [(g33 — g11D)E* + goo L + 2903 EL, — D]. (3.73)
2 2 2g11D 33 11 0044 03 z . .

De la relacién 3.73 por simple inspeccién deducimos que el potencial efectivo VE©
es

Vie = _T[(%s - 911D>E2 + QOOLz +293EL. — D]. (3.74)

Podemos obtener ahora una expresién para el potencial Vi incluyendo pardme-
tros de manera mas explicita, lo cual se puede lograr sustituyendo en 3.74 la
métrica de Kerr pseudo-compleja. Sin embargo, debemos recordar que el caso
que nos interesa es para las trayectorias confinadas en el plano ecuatorial, en
la subseccién anterior se han calculado las componentes de la métrica para este
caso en 3.35-3.39. La identificaciéon que se hizo para D en 3.12 también se debe
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simplificar con las expresiones citadas, ocupando 3.35, 3.39 y 3.38, tenemos que

2 2
D = gis — gssgoo = <Tf> + <r2 +a®+ GT;/}> <1 _ :f;)
2 2 2 2 2
() e () (%) (%) - ()
=D=r"+d -y (3.75)

Como paso intermedio, sustituimos 3.36, 3.38 y 3.75 en los primeros factores
fuera y dentro del corchete en 3.74, obtenemos

1 1 1

= - = —, (3.76)
2g11D 9 (T2+22_¢> (r2 4+ a2 — o) 22
2 2(,.2 2 2
+a® — ) a’p
T S S U a2+ LY 3.77
Js3 gi1 4+ a” + 7“2 r2+a2—1/; a” + 7"2 ( )

Ahora, de la sustitucién de 3.76, 3.77, 3.35, 3.39 y 3.75 en 3.74 se tiene

1
V= {(1 + ﬂ) WE? 1% —a? 44— 2B, — (1 - ﬂ) Lg} (3.78)
Si incluimos en 3.78 la identificacion para ¢ dada en 3.11 y simplificamos adecua-
damente, obtenemos una expresién para el potencial efectivo pseudo-complejo que

nos permitird comparar las modificaciones respecto de los potenciales efectivos
obtenidos en RG

r r2 r3

_|_7

B
T s ta B

La expresién que acabamos de obtener incluye explicitamente al potencial efectivo
de Kerr estandar dado en 2.36, de tal manera que podemos reescribir a V. en
funcion de Vi como

(3.80)
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Como caso ilustrativo, sabemos que el espacio-tiempo de Schwarzschild es la
restriccion del caso de Kerr sin rotacion. Considerando esta observacion en el
caso pseudo-complejo, podemos derivar el potencial VI que regird el movimiento
de particulas en dicho espacio-tiempo esféricamente simétrico y estatico, esto se
obtiene de 3.79 al pedir que a = 0, obteniendo

1 2 L? omlIL?
vie=_ 1oy T
2 r 72 73

donde notamos que se incluye ahora al potencial de Schwarzschild para RG dado
en 2.27, de manera que podemos reescribir a 3.81 como

B

4

o1
_|_

St (3.81)

.1 BlL2 1
Vi =Vt |t (3.82)

La aparicién en 3.80 y 3.82 del término antigravitacional proporcional a %5 (con-

siderando que B > 0) es de relevancia para distinguir a la teoria pseudo-compleja

de la estdndar, ya que este evitara la captura debido al término atractivo pro-

porcional a —T%,, el cual en RG provoca una caida inevitable a lo que se identifica

en esa teoria como una singularidad. Esto es facil de ver al corllgsiderar que para
a

cualquier par de constantes positivas a y 3 se tiene que -5 — 5 > 0 para r su-

ficientemente pequeno. El factor % de proporciéon que aparece para Vs v Vi en

3.80 vy 3.82 se debe a que partimos de considerar una particula con energia %2 en
3.63 al derivar la expresién para el potencial Vi~ .

Como hemos hecho con anterioridad, el estudio del potencial efectivo de un
sistema nos permite analizar las orbitas de particulas en el espacio-tiempo co-
rrespondiente al Lagrangiano del que se deriva. En este caso, para particulas en
orbitas circulares estables e inestables, relaciones para la energia £ y momento
angular L. en funcién de la velocidad angular w seran de utilidad para dicho es-
tudio. De dichas expresiones se puede extraer el caso limite de fotones orbitando
circularmente, como se hizo en' 2.38 y 2.39 en relacién a la desigualdad 2.40. Para

el caso pseudo-complejo se tiene

2
B2 - (900 + gozw) (3.83)

—goo — 2gozw — gzzw?’
12— (gos + g33w)? (3.84)
® =00 — 29w — 933W2. .

La deduccién de estas expresiones (ver en Apéndice B.2) no considera en ningin
momento condiciones para extremos en el potencial efectivo, por tanto son vélidas
incluso para oOrbitas circulares inestables. Lo primero a notar es que el denomi-

"En ese caso no se involucra a w expliticamente pero si se rescata una interpretacién para
movimiento progrado y retrogrado.
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3.2 Movimiento de una particula en el espacio-tiempo de Kerr pseudo-complejo

nador en ambas debe ser positivo (ya que el numerador lo es); més atin, cuando
el denominador se anula éste se corresponde con la ecuacién para encontrar la
velocidad angular de fotones en drbitas circulares dada en 3.55. La restriccién
sobre la positividad de E? y L? se puede entender en funcién de las raices para
3.55, basta con escribir 3.83 y 3.84 en términos de w, y w_ como

{Ra(r)1 — aw] - 1}2

YTl R} @ - - o)

: (3.85)

, {(r2 + a®)w + aRs(r)jaw — 1]}2
- - , (3.86)
{r2+ a1+ Ro(r)]} @4 - w)(w— o)

donde w, y w_ estan dadas explicitamente por 3.57. Se ha considerado también
a R;,(r) de 3.58 para expresar las componentes de la métrica 3.35, 3.39 y 3.38.
La velocidad angular w de una particula masiva satisface w_ < w < @, cum-
pliéndose de esta manera las condiciones de positividad para E? y L2. Los limites
en que w = w,; uw = @_ son validos sélo para fotones en movimiento progrado o
retrogrado respectivamente, y es fuera del rango acotado por dichos limites que
la positividad de E? y L? en 3.85 y 3.86 deja de ser valida.

Centrando ahora nuestra atencion en la estabilidad de drbitas circulares, pode-
mos utilizar el potencial efectivo en 3.74 de manera andloga a los casos estudiados
en la seccién 2.2. El potencial VE* debe alcanzar un extremo en 6rbitas circula-
res estables, por tanto se debe satisfacer que (V};C)TLZTSCO = 0. De esta manera
se puede asegurar que en dichas trayectorias se satisface de acuerdo a 3.63 que
%2 = VI lo cual claramente es cierto sélo si el potencial compensa la ausencia
del término cinético cuando no existe una fuerza efectiva. Es de particular interés
saber si se cumplen las condiciones en la teoria pseudo-compleja para la existencia
de una orbita circular al limite de la estabilidad. La condiciéon para encontrar la
ISCO reside en saber si se satisface que (V};C)M‘T:mm = 0 para algtin radio 7;sc,.
En Apéndice B.3 encontramos haciendo uso de las condiciones que ya hemos
citado y las relaciones en 3.83 y 3.84 que la ISCO se encuentra al satisfacerse que

0 =g45(g00 + gosw)* + 9o0(go3 + g33w)? — 2905900 + Gosw) (o3 + gasw)
+ (goo + 2903w + gssw®) D" (3.87)

En Figura 19 se muestran las regiones de estabilidad /inestabilidad para 6rbitas
de particulas en movimiento progrado de ambas teorias. Los potenciales efectivos
considerados en regiones estables cumplen que (V.s),, > 0, mientras que en re-
giones inestables satisfacen (V.r),» < 0. La gréfica sirve también para visualizar
el acercamiento del disco de acrecion respecto al objeto compacto en funcién del
parametro de espin, en general en RG-pc se observa un mayor acercamiento pa-
ra cada valor del parametro de espin. Una notable diferencia aparece en RG-pc
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cuando el parametro de espin se encuentra entre a = 0 y a = 0.416m, ya que una
particula desplazandose por el disco de acreciéon puede internarse en la zona de
inestabilidad (al sobrepasar la ISCO una particula se acerca en trayectorias es-
pirales hacia el objeto compacto) y posteriormente en principio nada impide que
mediante algin mecanismo se pueda reincorporar a una 6rbita circular estable (la
denominada “primera” érbita estable). Para la regiéon en que a > 0.416m 6rbitas
estables circulares en RG-pc siempre son factibles; es decir, en dicha regiéon el
potencial efectivo siempre alcanza un minimo.

Estabilidad de érbitas en movimiento progrado

5]
' I "prilmera" orbita estable Ien RG-pc
e, Gltima érbita estable en RG—pc ====-=-
ultima orbita estable en RG -++-+--+
e, r=43m -
5 S " -, - —
4 -\ \‘\ .‘..‘I'O. N
E ‘.- “-.
3 ‘ o, -
2 .'a.' -
1 L 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

a[m]

Figura 19: Esta gréafica se ha disenado mediante un estudio numérico de las condiciones 3.88 y 2.42, asi
como del andlisis de los potenciales 3.79 y 2.36 en (68), se considera B = %m?’. La regién por encima
de la linea azul (punteada) corresponde a particulas en érbitas estables en RG (y RG-pc), mientras que
por debajo de esta las particulas estdn en érbitas inestables cayendo hacia la singularidad existente en la
teorfa estdndar. En dicha linea se encuentra la ISCO para el caso de Schwarzschild (a = 0) en r = 6m
(correspondiendo con 2.34) y para el caso limite de Kerr (a = m) se encuentra en r = m, como fue
comentado al final de la subseccién 2.2.2. La correspondiente regién de inestabilidad en RG-pc (y por tanto
de inestabilidad también en RG) se representa en lila claro, esta regién estd acotada por la linea donde se
encuentra la ISCO correspondiente representada en verde (punteada) y rojo. La regién complementaria es
de estabilidad, en esta se encuentra una caracteristica particular cuando a > 0.416m, las particulas pueden
alcanzar un mdximo en su frecuencia a cierta distancia del objeto compacto (un caso se muestra en la
Figura 17), y por tanto en este caso se predice la existencia de un anillo oscuro.

La condicién para la velocidad angular de particulas en 6rbitas circulares estables es que r > %m (con

B = %m3), en esta grifica la linea gris (punteada) representa el limite radial para dicha condicién. Las
soluciones para w4 son imaginarias en 3.47 cuando una particula supera dicho limite ya que ha penetrado
la superficie de la estrella, regién que no es considerada en la solucién de Kerr en RG-pc. En la gréfica se
puede observar que en RG-pc las particulas pueden orbitar de manera estable atin cuando se encuentran
muy cercanas a la superficie de la estrella, mientras que en RG se pueden acercar (ya que no existe estrella)
a distancias menores (r < %m) s6lo para valores muy cercanos al méximo pardmetro de espin (a = m).

Una vez que consideramos sustituir en 3.87 las componentes de la métrica de
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Kerr pseudo-compleja dadas en 3.8, se obtiene'

0 =r[25B% + 2Br*(11r — 32m) + 8r*(6m* — Tmr + 2r7)] (3.88)
+ 8a'r®(2mr* — 3B)(4mr* — 3B)
3 r 2 2 2
+ 16a m(SB —2mr®)(3B — 4mr®)[B + r*(r — 4m)]

+ a®[—24B%* + 8 B*r*(26m + 3r) — 2Br°(256m* — 40mr + 15r%)
+ 8mr®(32m? — 8mr + 3r?)]

o
dmr? — 3B

+ 8ar? (3B — 4mr?)[3B* + 2Br?(r — Tm) + 8m?*r* — 2r°].

Cuando consideramos B = 0 la expresion anterior se reduce por supuesto a la
condicién impuesta a la ISCO para el caso de Kerr en RG dada en 2.42.

3.3. Ray-tracing

Dentro de las predicciones de la teoria pseudo-compleja que difieren de la
teoria estandar, se encuentra que las particulas pueden acercarse mas a un objeto
central supermasivo para gran parte de los valores del parametro a de espin, y en
general su movimiento sera mas lento conforme se acercan a dicho objeto. Estas
predicciones podrian verificarse si logramos observar que los discos de acrecién de
una estrella oscura son mas brillantes respecto a la teoria estandar, corroborando
asi los detalles modificados en el concepto de la ISCO.

Figura 20: Disco de acrecién (de domino publico) en el sistema IGR J17091 (candidato a agujero mds
pequeiio localizado por el satélite RXTE), diseio del NASA /Goddard Space Flight Center/CI Lab. Se
adapta la imagen para visualizar el método de ray-tracing. La linea blanca continua representa el trayecto
nulo distorsionado de un fotén en el intenso campo gravitacional, el fotén alcanza al observador en infinito.
La respectiva linea punteada considera a un fotén con un efecto de segundo orden, pues este alcanza a dar
una vuelta (o fraccién de esta) al objeto compacto antes de llegar al observador.

Si suponemos que existe materia acumuldndose en el entorno de un objeto
compacto entonces podemos considerar que dicha concentracion es una posible

'La expresién 3.88 se obtiene en (68) con uso de cdlculo simbélico (Mathematica).
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fuente de emisién de luz. Apoyandose de este hecho se puede aplicar una técni-
ca computacional para describir el entorno del objeto central, nos referimos al
algoritmo de Ray-tracing (trazado de rayos). La idea consiste en seguir las tra-
yectorias nulas de fotones en el espacio-tiempo curvo (ver Figura 20), cuya fuente
se encuentra en el disco de acrecién del objeto estudiado, el cual en este caso es
una estrella oscura con entorno descrito por la solucion pseudo-compleja de Kerr.
Usando esta técnica es posible hacer un esbozo del disco de acreciéon del obje-
to central, logrando asi una reproduccion visual de las predicciones del modelo
pseudo-complejo.

Mediante esta técnica es posible también calcular los perfiles de lineas de emision
K, del hierro (Fe). Estas lineas son producto de la radiacién en rayos X en di-
chas zonas, identificadas por Oscilaciones Cuasi-Periddicas (10) (QPO’s), y son
observables ideales en campos gravitacionales intensos. Analizando las lineas de
emision se puede obtener informacién acerca de la periodicidad de las QPO’s y
el corrimiento al rojo, en (68) ya se han calculado estas lineas en RG-pc.

Es importante senalar que en (27) se hace referencia a posibles observaciones del
agujero negro en el centro de nuestra galaxia, de la misma manera en (28) y
(23) se cita el caso de la galaxia M87 (la cual contiene un AGN'). En publica-
ciones como (31), se creyé que se habfa acercado una nube de gas al centro de
nuestra galaxia (especificamente a Sagittarius A*), por lo cual se especulaba que
esta podria disgregarse en la zona de acrecién. Asi, la prediccién de la apariencia
del entorno de objetos compactos se ha tornado cada vez més interesante, pues
podria servir en un futuro para refinar detalles tedricos comparando los resulta-
dos observacionales con los computacionales. Dados los argumentos anteriores,
no es sorpresa que distintos grupos de investigacién ya han trabajado antes con
el método de Ray-tracing, como lo son: (29), (57) y (7).

Figura 21: El observatorio ALMA es un arreglo de 66 antenas que funcionard como un interferémetro
al combinar las sefiales de los reflectores de cada antena (para lograr esto se debe tomar en cuenta el
tiempo de recorrido de las distintas sefiales, por tanto la localizacién de las antenas debe ser estratégica),
permitiendo asi simular a un enorme telescopio. Los reflectores metéalicos captaran radiacién de cuerpos
astrofisicos con longitudes de onda milimétricas y submilimétricas.

De manera complementaria, el proyecto observacional Fvent Horizon Telesco-
pe trabaja actualmente en el caso de la galaxia M87 y Sagitario A*, se sabe que
en el segundo caso (un objeto central con una masa aproximada de 4 x 10°M

"Por sus siglas en inglés: Active Galactic Nucleus. Es una regién en el centro de una galaxia
con grandes cantidades de emisién de radiacién que pueden deberse a la existencia de un disco
de acrecion perteneciente a un objeto compacto supermasivo. A las galaxias con un AGN se
les denomina galazias activas.
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en el centro de la Via Lictea) se han tenido avances considerables implementan-
do la técnica VLBI'y se espera tener resultados en esta década. Actualmente,
la propuesta de la teorfa pseudo-compleja ha sido considerada (con clasificacién
“Alternative theories of Gravity”) como candidata a competir con otros proyectos
para ser evaluada por el proyecto ALMA"™ (75), el cual también utiliza la técnica
VLBI (ver Figura 21).

3.3.1. Aplicacion del formalismo de Hamilton-Jacobi

El simulador particular que aplica el algoritmo de ray-tracing empleado aqui
es GYOTO™, mismo que fue desarrollaldo en 2011 para el observatorio de Paris
(79). La funcién principal del algoritmo reside en la integracién de ecuaciones de
movimiento para geodésicas nulas o temporaloides en el espacio-tiempo de Kerr;
sin embargo, el cédigo ha sido disenado de tal manera que se puede adecuar pa-
ra probarlo con distintas métricas analiticas e incluso aproximaciones numeéricas.
Una caracteristica de eficiencia computacional muy importante de GYOTO es
que se consideran unicamente a fotones que si llegan al observador. Una manera
de asegurar esto es lanzando los fotones desde la posicion del observador y recons-
truir la geodésica nula hacia atras en el tiempo hasta que éste llegue a la fuente
de emisién. De otra manera, el método implicaria considerar todas las posibles
trayectorias nulas de fotones emitidos, incluso aquellas de fotones que no llegan
al observador, resultando en un derroche de tiempo en los calculos numéricos.
En el caso de la solucién de Kerr para RG, las ecuaciones de movimiento a inte-
grar siguiendo la sugerencia dada en (51) para el Hamiltoniano estdn dadas (79)
por 3.121-3.128. Para dicho caso las funciones R y © son

R(r) = [(7"2 +a®)E — aLZ]2 —A [m%rQ + (L. —aFE)* + C} , (3.89)
L2
0(0) = C—cos*0 |a*(mg — E*) + —4— | , (3.90)
sin® 6

donde se debe considerar la identificacén de A dada en 1.48; ademas, la constante
de Carter para la solucién de Kerr esta determinada por

L2
C = pj + cos® 0 [aQ(mo — E%) + — ] . (3.91)
sin“ 6
En la realizacién de las simulaciones de discos de acrecién presentadas en (68) se
ha implementado por primera vez GYOTO con el codigo modificado para el caso

de RG-pc. La constante de Carter estd dada por 3.111 o 3.112, mientras que las
funciones R y © se determinan con 3.113 y 3.114, respectivamente; ademas, todas

"Por sus siglas en inglés: Very Long Baseline Interferometry.
"Por sus siglas en inglés: Atacama Large Millimeter /submillimeter Array.
MGYOTO: General relativitY Orbit Tracer of Observatoire de Paris.
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estas relaciones consideran a la identificacion para A dada en 3.10. El objetivo
de esta seccion es la derivacién de las ecuaciones de movimiento' 3.121-3.128 a
ser integradas por el cédigo en el marco de la teoria pseudo-compleja.

Sabemos que la implicacion fisica que determina el desplazamiento de las
particulas a lo largo de geodésicas es la conservacién™ en general de cuatro can-
tidades para el espacio-tiempo de Kerr. El cédigo de Gyoto considera en cada
iteracion la conservacion de estas cantidades para la reconstruccion de la geodési-
ca, una vez que el foton llega a la fuente en el disco de acrecion, se vuelve a
realizar una integraciéon para calcular la intensidad emitida (79). Vamos a dedu-
cir a continuacién una expresién para la constante de Carter.

Comenzamos el analisis presentando la ecuacién de Hamilton-Jacobi

28 1., [0S S
_ — _ g
ax 27 (azu ax”) ' (8.92)

Para aplicar el formalismo de Hamilton-Jacobi de manera efectiva, Carter ha
propuesto en (16) la siguiente funcién principal (funcién generadora)

1
§==3CA— Bt — L+ S0 + Sr, (3.93)
donde
A := pardmetro afin, (3.94)
S, := funcién dependiente sélo de r, (3.95)
Sp = funcion dependiente sdlo de 0. (3.96)

La funcién 3.93 nos ayudara a encontrar la constante buscada mediante el método
de separaciéon de variables. Primero recurrimos al desarrollo de la suma sobre p
y v en 3.92, apoyandonos de la simetria de la métrica obtenemos

9S o [0S 08 [0S 89S . [0S 8S
2—~=0 |51 1297 | == 1t9 | 555
oA 0x0 0xV 0xY 0x3 Oxt Ozt
(0505, (0508
0x? 0x? Ox3 0x3
'Las ecuaciones de movimiento coinciden en estructura en RG y RG-pc, pero consideran parame-
tros distintos ya que en el segundo caso se considera B # 0.
'"Tanto la conservacién de la energia y el momento angular se atribuyen a la simetria del espacio-

tiempo considerado, la conservacion de la masa en reposo se debe a que el Hamiltoniano del
sistema no depende del pardametro afin.
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S 5 [0S\ . s [0S0S WA
— - 2 -7 -
=2 Y <8t> T2\ Bras) T \ar
9S\* 4 [0S\’
+g% (ae) +g% (&o) : (3.97)

Sustituyendo ahora la funcién principal 3.93 en cada término de 3.97, tenemos

_1 _ 00/ 2 03 [ 1 95: ’
2( 24)—9 (—=E)"+297 (—-FL.)+g By
2S,\* .
22 33 2
+g <69> +9g7 (L)

2 2
& —(=g¢"E? - 2¢®EL, + ¢" (%ﬁ) + g% <%de’> +gPLE (3.98)

Para proceder necesitamos ahora considerar las componentes contravariantes de
la métrica inversa, las cuales estan dadas por

(r2 +a2)2 —a?Asin? 0

- TA 0 0 - ;X
A
g = 0 g 0 0 (3.99)
1
0 0 5 0
ay A—a?sin®@
A 0 0 Y Asin? 0

Sustituyendo las componentes de 3.99 en 3.98 encontramos la siguiente expresion

(r? +a®)? — a®Asin®6 | ar) A (95’
== SA E+2<EA>ELZ+2<ar)
1 /0S\° [A—da?sin®0) _,
— | = — | L. 3.100
+E<69)+<2A5m29 : (3-100)

Distribuyendo adecuadamente y pasando el factor ¥ al miembro izquierdo de
3.100 se consigue

oy (r? + a2)2

95, \?  [0Sy\? 1 ) a’\ o,
+A<8r> +<89> +<sin20> Lzo—| 5] G
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Podemos acoplar los términos definidos por (1) y (4) de 3.101 y reescribirlos de
manera conveniente como

O+ @:—% [(r2 + a2)2 E? + a2L§]

1
=X (r* + a2)2 E*+2(r*+a®) EaL, +a*L?
completan?ig cuadrado
1 2 2
==X [(r + ¢*)E — aL.]* -2 a(rA+a) EL..  (3.102)

Anélogamente hacemos con los términos definidos por (2) y (3) de 3.101

1

sin’ @

®+@-

(a? sin* 0E? + L?)

1
= a’sin* 0E? + 2 (7"2 + a2) EalL, —|—Lz

S
completando cuadrado
1
=y [asin®0F L.])* + 2aBL.. (3.103)
S11

Con las equivalencias dadas en 3.102 y 3.103, podemos reescrbir a 3.101 como

2 2
—(Y=A <65’"> + (as") + 2a (1/}) EL, - L (% + a*)E — aL.]’

or 00 A A

(r? + a?)
A

1
~2a EL. 4 5 [asin®0F - L.)* +2aEL. . (3.104)

Sin
©)

Ahora corroboremos que los términos definidos por (5), (6) y (7) en 3.104 se
anulan. Partimos de que

) 2
(0 (rAJra)le

&) +(® +(»=2aEL, (3.105)

Considerando la definicién de A dada en 3.10 en la seccién anterior, tenemos
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que 3.105 se convierte en

il +a2+1

2
() +(6)+(1)=2aFL, M =2aEL.(-1+1)=0.

Hemos por tanto conseguido expresar de manera simplificada a 3.104 como

—(¥=A (a&")Q + (a&))? 1 [(r? + a®)E — aL.]”

or 00 A
[asin?0E — L.]" . (3.106)

®

+—
sin?

De la ecuacién 3.106, el término (8) se puede transformar en

1
= %0 [a*E?sin® 0 — 2aE L, sin® 0 + L?]
sin
LQ
= a’F*sin®0 — 2aFEL, + —=

sin®#

= a’E*(1 — cos®0) — 2aEL, +

2
z

L?— 12
sin26’+ z #

2
z

L in% 6
sin2f Li (21220> —a'E*cos”§
2

L
= [aE — Lz]2 + 7;9 [1 — sin? 9} — a’E?%cos’ 6
sin

= [a®E® — 2aEL, + L] +

2

L
S ®) = (aE—L,)* + < - — a2E2) cos? 0. (3.107)

sin’ @

La relacién resultante 3.107 y la definicién 3.9 para ¥ son sustituidas en 3.106,
obteniendo

2 2
—(r? — Ca® cos® 0=A (6&) + <8S6> . [(r*+a*)E — aLz]2

or AN
—fi(r)
L2
+(aE — L) + < _ 59 —a’E? | cos? 6. (3.108)
T —pm  \®B

Consideremos ahora las siguientes identificaciones para ciertas funciones R(r) y

6(0)
(dd%)? U (d;;e)g _o. (3.109)
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Con ayuda de las identificaciones 3.109 y las definiciones de fi(r) y f2(r) dadas
en 3.108, podemos simplificar a 3.108 como

2
z

2 _E2
sin @ +a’(¢ )

cos’d. (3.110)

A + folr) — ¢r? — i _o4

VT
dependencia en r

TV
dependencia en 6

La dependencia funcional en ambos miembros de 3.110 evoca el método de
separacién de variables, por lo que la igualdad sélo sera vélida si ambos cumplen
ser una constante, esta es la llamada constante de Carter C.

Ahora, sustituyendo de 3.108 las funciones f1(r) y fo(r) explicitamente en 3.110,
podemos escribir ambos miembros como

1
C=—[(?+a*E—aL.]” — (aE — L.)* — (r? — 5, (3.111)
A A
2
C=0+ |—2 +d°((— E*) | cos0. (3.112)
sin® 0

A partir de estas tltimas relaciones, podemos despejar para © y R, obteniendo

R=[(?+a)E —aL.]” - A [(aE L)Y+ + C’} , (3.113)

L2 2 2
Sin§9+a (C-F)

0=C- cos? 0. (3.114)

Seguiremos a continuacion la aproximacion dada en (51) para el Hamiltoniano
propuesto en el caso de Ray-tracing. Dicho Hamiltoniano considera parcialmen-
te la forma dada en 3.18 de la seccién 3.2; sin embargo, incluye una funcién
f = f(r,0.p,p,) a determinar. Usando las componentes contravariantes para la
métrica de 3.99, la propuesta es

A 1
p2+7pg+f(rvevptaptp)- (3115)

H=og5pr + 55

Considerando que trabajamos con la funcién principal' de Hamilton S, y auxi-
lidndonos de las identificaciones en 3.109, tenemos que

2 2
dr dr A?
'S se corresponde con una funcién generadora Fy = Fy(q, P,t) del tipo 2 expuesta en (32),

se satisfacen asi las relaciones p; = —%Z 2y Q; = —gf;? entre las viejas (g, p;) y nuevas (Q;, P;)
i 2
coordenadas candnicas.
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95\ ? 955\ 2
2 — —
i (5) - (5 e a1

Asi, sustituyendo 3.116 y 3.117 en 3.115, obtenemos que el Hamiltoniano es

R

)
= oY A —l— -~ —I— f(r 0,1, D). (3.118)

Ocupando la relacién 3.18 para el Hamiltoniano, podemos de la ecuacién 3.118
despejar f = f(r,0,p.,p,)

1 R S) 1 _<R+A@>

frfpope) = =50~ 558 ~an = 3¢~ T oma (3:119)

Finalmente, con 3.119 podemos ahora reescribir al Hamiltoniano en 3.115 como

Aoy L, (R+ae) 1
5 = oo + i (ij>—2g (3.120)

Tenemos ahora informacién suficiente para determinar la evolucién del sistema
en el espacio fase, basta con utilizar las ecuaciones canénicas de movimiento' para
el Hamiltoniano dado en 3.120. Usaremos también la relacién p; = g—; para los
momentos en las ecuaciones para f y ¢, la cual se cumple segiin la naturaleza de la
funcién principal S que usamos. Ademads, se debe considerar que R depende de F,
L, y r, mientras que © depende de E, L, y 6 segin 3.113 y 3.114 respectivamente,
por otro lado se tiene que A depende de r, mientras que Y depende de r y 6 segiun
3.10 y 3.9 respectivamente. Obtenemos finalmente que

. OH 0H 1 0
t=——— = —F—% R+ AO 3.121
o(x)  F = savop T A9) (3.121)
t
’ —é (3 122)
r= Epr) :
|
== 12
0 Epg, (3 3)
OH OH 1 0
= = = — R+ AO 3.124
o(z) L oAx o, 1T A9) (3.124)
%)
. 10 (A , 10 , 0 [R+A®©
r=— == | = - = _—, 12
P 28r(2>pr 2 r ( )p0+8r( DAY ) (3-126)
'Las ecuac1ones canénicas de movimiento de un Hamiltoniano H = H(q, p, t) estdn dadas (32)
OH

por ¢; = $X y p; = 5L
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19 (A\, 10 (1\, 0 (R+A®
Po == 3525 (Z) Pr= 5% (E) Pyt 55 (ME) ; (3.127)

p, =0. (3.128)

Del anélisis de la estructura del espacio-
tiempo de Kerr que se hizo en el capitulo 1
(ver 1.3.2.1), sabemos que la apariencia de
éste puede cambiar al variar el angulo po-
lar 6. Considerando que no se tiene certeza
acerca de la orientaciéon con la cual futuros
proyectos observacionales logren capturar los
Figura 22: Disco de acrecién a 45° de incli- escenarios buscados, es importante entonces
nacién y parametro de espin a = 0.0m (RG obtener simulaciones del entorno del objeto
:lé?ul‘;gl;f;:; upgsci;gg ;eljoieéicshez)l’lnﬁgﬂﬁ compacto visto desde distintos angulos. En
den. las Figuras 22-31 se muestran las simula-

ciones generadas por Gyoto al considerar las
ecuaciones 3.121-3.128 en el espacio-tiempo de Kerr pseudo-complejo. Los grados
de inclinacién senalados en cada simulacién corresponden a la coordenada 6 del
observador respecto del cual se aplica el ray-tracing.

Efectos de desplazamiento en la frecuen-
cia ya estan incorporados en las simulacio-
nes, se contempla el corrimiento al rojo gra-
vitacional y el efecto Doppler causado por el
movimiento de las fuentes de emision en el
disco. La intensidad en una imagen del caso
pseudo-complejo corresponde a su escala de
minimo a maximo segun la lectura del archi-

Figura 23: Disco de acrecién a 45° de incli- . . . ,
nacién y parametro de espin a = 0.3m (RG a vo' .FIT correspondiente si el parametro de

la izquierda, RG-pe a la derecha). En ambas — ogpin g est4 en el intervalo [0.0, 0.4] m, mien-
simulaciones el disco de acrecién se aproxima

més al anillo de Einstein. tras que se usa escala logaritmica si el inter-
valo es [0.5,0.9] m. En el caso de la imagen
correspondiente de teoria estandar se maneja la escala pseudo-compleja para ob-
tener una relaciéon de intensidades comparativa entre ambas teorias.
Un aspecto cualitativo de relevancia en las simulaciones con ray-tracing para la
teoria pseudo-compleja es que esta predice entornos mas brillantes para los obje-
tos compactos, lo cual es evidente en todas las simulaciones mostradas. Un primer
argumento a citar se apoya en el comportamiento del potencial efectivo (ver Fi-
gura 19), evidentemente para la mayor parte de los valores que puede tener el
pardmetro a de espin las particulas en RG-pc pueden alcanzar radios inferiores
a los correspondientes en RG, lo cual implica una mayor liberaciéon de energia
de amarre gravitacional, de esta manera existe en general mayor flujo de energia
distribuyéndose a través del disco de acrecién.

"Los archivos .FIT son tratados con SAOImage DS9, el cual es un software para andlisis de
tablas de datos para generacién de imagenes astronémicas.
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3.3 Ray-tracing

Otro cambio interesante aparece en el
transporte de energia en relacion a la dis-
tribucién de velocidades de rotacién de las
diferentes secciones del disco. Como conse-
cuencia de la existencia de un maximo en
la velocidad angular w en un anillo de radio
Tw,ass SECCIONES con radios menores y mayo-
res tendran velocidades de rotacion inferiores
al anillo citado, por lo cual existird transpor-
te de energia desde el anillo en 7, . hacia
estas secciones. El comportamiento de la dis-
tribucion debe ser considerado en la funcién
del flujo de energia normalizado f,. para el

Figura 24: Disco de acrecién a 45° de incli-
nacién y pardametro de espin a = 0.6m (RG a
la izquierda, RG-pc a la derecha). En el caso
de RG el disco de acrecién se aproxima al ani-
llo de Einstein sin cubrirlo, mientras que en
RG-pc este ha sido cubierto y ha aparecido
un anillo oscuro.

caso de RG-pc, en la Figura 17 se muestra esta distribucién para el caso extre-
mo en que a ~ 1lm. La integral en 2.3 debe dividirse en los casos r < 1y, .. v
T > Tw,..., PUes el cambio de signo en la pendiente de w a partir de r,,,,,, debe ser
contrarrestado de tal forma que se garantice la positividad del flujo de energia a
través del disco. Se define en este caso la funcién de flujo normalizado como

S R SR T S T

fpc: )

(B WL [ (B - wl)dedr  sir<r,

(3.129)

donde w estd dada por 3.47, la energia F y el momento angular L, por 3.83 y
por 3.84 respectivamente.

La validez de este resultado se debe a que
el modelo que se ha usado como base para el
disco de acrecion es el de Page y Thorne; sin
embargo, es en (68) que se realiza la modi-
ficaciéon dada en 3.129. El flujo de energia
como funcion de la coordenada radial dado
por 2.2 va a diferir en RG-pc tinicamente por

la funcién normalizada f, ya que My es cons-
tante' cuando varia dicha r y el determinante
de la métrica en RG-pc es idéntico al del ca-
so en RG (ver Apéndice B.4). No obstante,
como se muestra en (69) la funcién f,, alcan-
za un minimo cuando el parametro de espin
permite la existencia de wy,q., v este se en-

Figura 25: Disco de acrecién a 45° de incli-
nacién y pardmetro de espin a = 0.9m (RG a
la izquierda, RG-pc a la derecha). En ambas
simulaciones el disco de acrecién ha cubierto
al anillo de Einstein; sin embargo, inicamen-
te para el caso de RG-pc aparece un anillo

oscuro.

cuentra en 7, . =~ 1.72m, coincidiendo con la posicién del anillo oscuro como

era esperado.

"De hecho en (79) por simplicidad se asume que My = 1.
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Figura 26: Discos de acrecién en teoria estandar a 70° de inclinacién y parametro de espin variando en
0.1m de a = 0.0m hasta a = 0.4m. El disco de acrecién se aproxima paulatinamente al anillo de Einstein
sin lograrlo cubrir; como es comentado en la Figura 14, a mayor rotacién el disco puede acercarse més al
objeto compacto.

Figura 27: Discos de acrecién en teoria pseudo-compleja a 70° de inclinacién y pardmetro de
espin variando en 0.1m de a = 0.0m hasta a = 0.4m. A diferencia del caso anterior, en RG-pc la
simulacién es mds brillante debido a la mayor liberacién de energia gravitacional. Es claro que el
borde interior del disco en RG-pc logra alcanzar radios inferiores (conforme el pardmetro a se incre-
menta) respecto al caso anterior para RG, ya que el anillo de Einstein y el disco se encuentran mas cercanos.

Figura 28: Discos de acrecién en teoria estdndar a 85° de inclinacién y pardmetro de espin variando en
0.1m de a = 0.5m hasta a = 0.9m. El borde interior del disco de acrecién si se ha recorrido més al agujero
negro, pero no lo suficiente para cubrir el anillo de Einstein.
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Figura 29: Discos de acrecién en teoria pseudo-compleja a 85° de inclinacién y pardametro de espin
variando en 0.1m de a = 0.5m hasta a = 0.9m. Debido a que las particulas puedes alcanzar un méaximo en
la velocidad angular para este rango de valores del pardmetro a se observa en cada simulacién la aparicién
del anillo oscuro, lo cual no sucede en el caso para RG. El disco de acrecién en este caso ya no parece tener
un borde interior acercandose més a la estrella, una vez que las particulas pueden alcanzar un maximo en
w la tdnica restricciéon que tienen las particulas en el disco es impuesta por las dimensiones de la estrella,
el disco basicamente ha alcanzado su superficie en este rango para a. El anillo de Einstein esta totalmente
cubierto.

Figura 30: Comparacién de discos de acrecién a 30° de inclinacién. El pardmetro asociado a cada simula-
cién es: discos superiores con a = 0.1m (teoria estdndar a la izquierda, teoria pseudo-compleja a la derecha)
y discos inferiores con a = 0.3m (teoria estdndar a la izquierda, teoria pseudo-compleja a la derecha).
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3. TEORIA PSEUDO-COMPLEJA

Figura 31: Comparacién de discos de acrecién a 30° de inclinacién. El pardmetro asociado a cada simula-
cién es: discos superiores con a = 0.5m (teoria estdndar a la izquierda, teoria pseudo-compleja a la derecha)
y discos inferiores con a = 0.7m (teoria estandar a la izquierda, teoria pseudo-compleja a la derecha).
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Conclusiones

Como resultado general, se observa que la teoria pseudo-compleja predice una
apariencia diferente del disco de acrecion en la regién que abarca aproximada-
mente desde distancias cercanas (pero mayores) al radio de Schwarzschild hasta
las proximidades de la superficie de una estrella oscura. Esto se atribuye a que
las correcciones asociadas al parametro B modifican el comportamiento de todas
las observables estudiadas, de tal manera que a distancias cada vez menores el
impacto sobre las observables se va acentuando. Para distancias lejanas las correc-
ciones son despreciables y por tanto ambas teorias coinciden en sus predicciones,
lo cual implica que el disco lucira muy parecido al caso en que se considera que
el objeto central es un agujero negro en la teoria estdndar. Se concluye asi que
el acoplamiento de la energia oscura con la métrica en la teoria pseudo-compleja
determina una importante diferencia cualitativa en la modelacién del disco de
acrecion alrededor de objetos compactos.

A continuacién se resumen los principales aspectos estudiados, el resultado ob-
tenido en cada caso afecta de manera distinta a la apariencia del disco de acrecién:

I Velocidad angular

El estudio de trayectorias geodésicas circulares permitié conocer el compor-
tamiento de la velocidad angular de las particulas orbitando en el disco.
Se encontrd que las particulas pueden alcanzar un méximo recorrido angu-
lar por unidad de tiempo cuando alcanzan una distancia r ~ 1.72m. Esto
a su vez implicé dos resultados que se relacionan entre si: (1) en la teoria
pseudo-compleja la energia fluye en ambas direcciones a partir del radio aso-
ciado al maximo en la velocidad angular, mientras que el comportamiento
estrictamente decreciente (conforme r aumenta) para la velocidad angular
en la teoria estandar implica que la distribucién comienza a partir de las
secciones mas internas del disco, y (2) se predice la aparicién de un anillo
oscuro en la coordenada radial asociada al maximo en la velocidad angular
(para a > 0.4m), lo cual se debe a la disminucién del rozamiento entre sec-
ciones cercanas. El anillo aparece efectivamente en todas las simulaciones
que cumplen la condicién para el parametro a.

II Corrimiento al rojo gravitacional
Analizando la componente ggo de la métrica pseudo-compleja se determiné
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111

el comportamiento del corrimiento al rojo gravitacional de la radiacién cu-
ya fuente de emisién se encuentra en el disco de acreciéon. Debido a que
en la teoria pseudo-compleja se puede evitar la aparicién de la superficie
de limite estacionario, se encuentra que el corrimiento al rojo gravitacional
puede ser muy grande pero permanece finito; sin embargo, como se ha con-
siderado justo el valor minimo para el pardmetro B (para B < g—‘;m?’ ya no
desaparecen el horizonte de eventos y la superficie de limite estacionario), el
corrimiento al rojo puede aumentar abruptamente y dejar de ser finito. Es-
to contrasta con el comportamiento del mismo fenémeno en RG, ya que en
la teoria estandar la superficie de limite estacionario no puede desparecer.
Se concluye que para un parametro B superior al valor minimo el objeto
central lucird como una estrella muy oscura, y aun considerando el valor
minimo para el parametro B se consigue mayor visibilidad del entorno para
radios menores al radio de Schwarzschild.

Potencial efectivo

El estudio de la estabilidad de drbitas se realiza a partir de un analisis
del potencial efectivo. Se obtiene que el disco de acrecién puede alcanzar
regiones mas cercanas al objeto compacto para la mayor parte de los valores
que puede tomar el parametro a de espin. Para a < 0.4m la ISCO tiene un
comportamiento similar al de RG (aunque siempre alcanza distancias més
cercanas al objeto central); sin embargo, para a > 0.4m la ISCO en RG-pc
ya no aparece, lo cual coincide con la aparicién del anillo oscuro. Ademas,
considerando que a mayor proximidad del disco de acrecién mayor serd la
liberacion de energia gravitacional, entonces complementando este hecho
con la distribucién de la energia debido al comportamiento de la velocidad
angular se predice un disco de acrecién mas brillante respecto a la teoria
estandar. Este hecho es reproducido evidentemente en cada simulacién.
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Apéndice

A. DMatematica elemental pseudo-compleja

El material de esta seccion tiene como finalidad ser un primer acercamiento
a la matematica pseudo-compleja, motivo por el cual se presentan conceptos ma-
teméticos béasicos que son bien conocidos en andlisis matemaético real o complejo,
si se desea profundizar en cualquiera de estos conceptos se puede consultar (4).
A diferencia del material expuesto en la seccién 3.1, trabajaremos con la ba-
se {1,j} para el conjunto pseudo-complejo D. En este caso contamos con las
siguientes definiciones para las operaciones binarias elementales entre cualquier
par de elementos w =t + jz, @ =t + jT € D:

1. Suma: w+ @ = (t+)+j(x+7) = (t+ 1,z + 7).
2. Producto: ww = (tt + x&) + j(17 + at) = (tt + 27,17 + xt).

Observacion: En estas definiciones se ha introducido la notacién de elementos en D como
parejas ordenadas, como suele hacerse en C. De ahora en adelante se usard cualquiera de las

dos notaciones.

Si a un nimero arbitrario pseudo-complejo X, lo expresamos respecto a las bases
{1,j} v {o4,0.} como X = (Xg)1 + (Xpr)j vy X = X;0 + X 0_ respectiva-
mente, entonces la relacién que existe entre sus componentes en ambas bases esta
dada por

1
XR:i(X++X7)7 (130)

1
Xpr=5(X: = X), (.131)
X, =Xp+ Xpr, (.132)
X =Xp— Xpy. (.133)

Dadas estas reglas de transformacién, cualquier resultado que exponemos a con-
tinuacion puede ser reinterpretado con la base que sea més conveniente convenga.
Las operaciones 1 y 2 cumplen las propiedades de asociatividad, conmutatividad,
y distributividad (del producto sobre la suma); sin embargo, esto no basta para
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que D forme un cuerpo. De hecho, este conjunto equipado con las operaciones
citadas, no admite un elemento inverso bajo el producto para todo elemento no
nulo en D, y por tanto D no forma una estructura algebraica con divisién. Para
justificar la tltima afirmacién se necesitan antes dos definiciones.

Definicién 4. Sea w € D, se define el elemento conjugado a w =t + jxr como
w=t-—jx.

Definicién 5. Se define el modulo al cuadrado' de w =t + jx € D como ]w|2 =

ww = t? — x2.

Ahora, definiendo w=! = hﬂ%? concluimos que si w = a+aj (a € R arbitrario),
entonces ]w|2 = a? — a? =0, y por tanto, estos elementos no tienen inverso bajo
producto. Es claro que el subconjunto de D para el cual ningtin elemento tiene
inverso, se corresponde con un cono de luz en el “espacio-tiempo (1 + 1)”definido
por el plano correspondiente a . Se denotara a este cono como el conjunto Dk.
El hecho expuesto anteriormente, nos sugiere investigar més acerca de la estruc-
tura causal en ID. De hecho, existe una relacién de orden que nos permitira definir
una norma en este espacio, con la cual podemos dotar al mismo de una definicién

de limite e incluso se podria inducir una topologia.

Definicién 6. Sean w,w € D, definimos la relacion binaria < entre estos ele-
mentos como w < w si se cumple que wy < Wy yw_ < w_, dondewy =t+zy
w_ =t—T.

Observacién: La relacién < entre wy y w_ se debe entender como la de orden usual en

R; ademas, si cambiamos < por < se tiene la relacion estricta esperada.

Una consecuencia inmediata de interés causal y una aplicacion analitica se de-
rivan del estudio de la relacion < en D. Se tiene que los conjuntos DT = {w €
D:w>0yD ={weD:w < 0} se identifican con los interiores de los
conos futuro y pasado de D, respectivamente. El conjunto D' a su vez puede
ser identificado con el dominio de la funcién logaritmica y el rango de la funcién
exponencial en sus versiones pseudo-complejas. Cabe aclar que estas funciones
cumplen la siguiente propiedad con la que ya estamos familiarizados

elos(w) — 4, para w =1+ jxr >0, (.134)
donde
w 2 w" .
v = Z = e'(cosh(z) + jsinh(x)), (-135)
n=0

"Bajo esta definicién |w 2e R; sin embargo, si|z| > |t| = |w 2 < 0, lo cual difiere del modulo
J g
positivamente definido en C.
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1
log(w) = 3 In(t* — %) + jtanh ™ <f) . (.136)

Tenemos ahora herramienta suficiente para considerar una funcién norma en
el plano pseudo-complejo, || - || : D — RT. Para cada w € D, consideramos w, y
w_ para definir la norma de w como

loll = \/lws | +ho-|* = V/2(2 + 22), (-137)

donde| - | es la funcién valor absoluto usual R-valuada.

La funcién || - || en .137 por supuesto cumple las tres propiedades esenciales para
ser norma, y satisface ademaés la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Es decir, para
w,wy, we € D se tienen las siguientes propiedades respecto a || - |[|:

L. |lw|]| >0 (JJw|| =0 < w = 0), no negatividad.
2. ||wy + wal] < ||wy|| + ||wz||, desigualdad del triangulo.
3. || Aw|| =|A] |lw] (A € R), homogeneidad/escalabilidad absoluta.

4. |Jwyws|| < ||wy||]|ws]|, desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Consideremos ahora una region abierta U C D y una funcién f: U C D +— D.
Debido a que el dominio y rango de f son subconjuntos de D, podemos escribir
a f como

fw) = ft,x) =u(t,z) + jou(t, z), (.138)
donde u, v son funciones reales C'*°.

Para la variable w € U, decimos que la derivada de f en wy € D existe si el
siguiente limite se verifica

lim fwo + Aw) — f(wo) — f'(wo)Aw
llwj—0 [|wl|

=0. (.139)

Cuando se satisface este limite para cada w € U, entonces decimos que f es
holomorfa en U.
Por otro lado, es posible demostrar que para una funcion D-valuada se satisface
la siguiente identidad

if = g+ 9L 4

50 5500 (.140)
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ili 9 _1(0 4 ;0 o0 _ 1[0 ;0
donde se utilizan los operadores - = 3 <8t +]ax> Y 595 = 3 <8t jaw).
Podemos entonces resumir la holomorficidad de una funcion f D-valuada para
una regiéon abierta U con las siguientes equivalencias:

1. f es holomorfa (segtn la condicién dada en .139).

2. Se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann pseudo-complejas %Z = %

y %z,f = % (considerando .140 para f).

3. f cumple la ecuacion de restriccion g—é = 0 (implicando que df = g—idw y
9 0 %) o )
f=5 =5 tis =515

Aplicaciones relevantes de los resultados acerca de la holomorficidad de fun-
ciones pseudo-complejas se encuentran al considerar la integracion a lo largo de
una trayectoria 7y (en el plano pseudo-complejo) que es al menos suave a pedazos.
Esta integral esta dada por

/f(w)dw = /(u+jv)(dt+jdx)dw = /udt+vdx+j/vdt+udm. (.141)

Y v Y

Considerando la integral definida en .141 y bajo hipdtesis especificas, en (4) se
muestra que existe un andlogo pseudo-complejo al teorema fundamental del calcu-
lo y dos resultados analogos al teorema de Green y de Cauchy del andlisis real y
complejo, respectivamente.

B. Calculos complementarios de Capitulo 4

B.1. Obtencién de Hamiltoniano

Introduciendo el Lagrangiano 3.14 en la definicién de momento generalizado
y derivando, tenemos

oL 9 (1 L\ 1 i\ ., L 9
=—=— | s9uv@ i | = guv — | i + 4 .
Pr="9i, = 01, \ 27" 2k i i

Distribuyendo ahora los términos y considerando que la suma con la delta de
Kronecker equivale al producto con una matriz identidad

]_ / 4 ]. 4 ! ]- v 1 7
= ) # 4§ ) = S+ S
1 1

= §gpuj3y + §guujju = §guuj7y + igul/iy = gm/j:y
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L DPp = Gt (.142)

A partir de .142, podemos obtener una expresién para *, basta con que utilicemos
el hecho de que la contraccién con componentes covariantes y contravariantes de
la métrica permite bajar y subir indices, respectivamente

. )\ >\ . )\ . .)\
Py = G’ = gVp, = gV g’ =gV, =

oodt =g, (.143)

Utilizando ahora el Lagrangiano dado en 3.14 y la relacion .143 en el Hamiltoniano
dado en 3.15, tenemos

. .

H=i"p, — L = (W%) P — §gwx“x
1 v

=<g‘“m) Pu = 59 (g’“px) (g Epg)

1 1
=g"p.px — 30> (539”5195) = g"\pupr — P2 (gAgpg)
1 1 1

=g"\pupx — 59’\§pxpe = g"pupr — gg”pum = ig“ApupA

1
L H= §gﬂ)‘pﬂp)\_ (144)

B.2. Expresiones para E? y L?

Notemos primero que el cociente entre 3.67 y 3.66 es w de acuerdo a 3.41

W & 903 — gooL-
t gosL. + g3

& goswl, + gsswE = —gosE — goo L.

& F=- <W> L. (.145)
Joz + gssw

oL, =— <9°3+g33“> E. (.146)
Joo + Gosw

Considerando que estamos en 6rbitas circulares, entonces 7 = 0, aplicando esto
en 3.72 tenemos que

0=
gD

(933E2 + QooLi +2gp3EL, — D)
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= g B” + gooLz +2gpsEL, =D
por 3.12 = g33E% + gooL? + 2903 EL. = 935 — 933900- (.147)

Sustituyendo .146 en .147

2
gos + gssw Jo3 + g3zw
9(2)3 - 9339002933E2 + goo <0333> E2 - 2903 <0333> E2
goo T Yosw goo + Josw

-5 | o) (148)

donde

X = 933(g00 + 903W)2 + goo(go3 + 933w)2 — 2903(g03 + g33w)(goo + gosw). (.149)

Desarrollando x de .149 tenemos

X(9r)=900933 + 2900903933w + s 933w” + Goodos + 2900go3gssw
+900992,3W2 - 2900933 - 293300 — 24009039g33w — 29(2)3933W2
:983(—900 — 2go3w — 933002) - 900933(—900 — 2go3w — 933w2)
=(—9goo — 2903w — 933002)(933 — 900933)- (.150)

Sustituyendo ahora .150 en .148

(—900 — 2go3w — 933012)(933 - 900933)
(900 + gozw)?

ggg — 933900 = E?

(900 + gosw)?

B = .
—g00 — 2903w — g33w?

(.151)

El caso para obtener L? es andlogo al anterior, después de sustituir .145 en .147
y simplificar

2 2 X
903 — 933goo=L7, [}
0 T (903 + gssw)?

_J2 (—goo — 2go3w — g33w2)(g§3 - 900933)
- (Gos + gz3w)?

(gos + g33w)?
— 00 — 2903w — g33w?

. L2:

z

(.152)
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B.3. Extremo para potencial efectivo pseudo-complejo

A continuacién obtendremos una expresion explicita para el limite de la con-
dicion de estabilidad en érbitas circulares. Se parte de la existencia de un radio de
orbita circular estable r,., para el cual eso sucede, por tanto se deben satisfacer
las condiciones siguientes:

oV,
02‘/6 sco
Wf = 0. (.154)

Lo primero que podemos asegurar acerca del potencial V,; en ry., es que tendra
un valor constante & bien definido, el cual se determina evaluando 3.74 en r.,:

§=Ves

Tsco

1
_297[(933 — g11D)E2 + gooLg -+ 2903ELZ — D] . (155)
1 T'sco

El hecho de que en ry, estamos en una érbita/geodésica circular, nos permite
asegurar que podemos usar las expresiones para E, E? y L? de .145, .151 y .152
respectivamente en 3.74, obteniendo asf

1
§= [ (933 — 911.D)(goo + gosw)? + goo(gos + gzsw)?

- 2911D?9
— 2903(goo0 + gosw)(gos + gssw) — DV}, (.156)

donde

0 = —goo — 2903w — gaw’. (.157)

Consideremos ahora que podemos escribir al potencial para alguna funciéon T de
la siguiente forma

T
Vep = — + &, 1

donde T se determina a partir de un simple despeje al igualar 3.74 con .158, se
tiene entonces que

T = [(g33 — guD)E* + gooL? + 2g0s EL. — D] + 2g11 DE. (.159)
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La expresién .158 satisface .155 en 7y, solo si se cumple que

T

= 0. (.160)

Tsco

Ahora derivamos .158 (considerando que £ es una constante), obteniendo

WV 1

1 (911D),
T’
or 2

— T
guD (911D)2

(.161)

Cuando evaluamos .161 en 7., considerando la condicién .153, obtenemos que

! / (91 D)’ ﬂo =0
gllD Tsco foco (911D>2 Tsco \\7;163
por .160
=T =0 (.162)

donde Y’ se obtiene al derivar .159

T = { (95 — (91 D)'] E* + gio L2 + 2903 EL. — D’} +2(guD)'¢. (.163)

Derivamos ahora .161, obteniendo

82‘/31“ _ (gllD)lT/ . 1 T (gllD)/
or? (g11D)? guD (gHD)2

(911D)” (911D)2 - [(911D)2}/ (911D)/
(guD)"

2 T’

+

(.164)

Evaluando .164 en r,., y considerando la condicién .154, se tiene que

(guD)’ YTO 1 " (guD) ﬂo
(gllD)2 Tsco R:iz gllD Tsco feco (gl]-D)2 Tsco \:ﬁt}
por .162 por .162
!
(911D)H (gllD)2 - [(91117)2} (911D)I XTO 0
+ =
(9uD)* =

750 bor 160
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Vg 1 , 0
67'2 Tsco n 2911D Feeo Tsco =
0*V,;
87.2 Tsco ' Tsco - 07 (165)

donde Y” se puede obtener a partir de la derivacion de .163

T = { (945 — (guD)"] E* + ggoL2 + 29, EL, — D”} +2(guD)"¢

= 955 B* + goo L2 + 2903 EL. — D" + (911 D)" (26 — E?). (.166)

La condicion de estabilidad se expresa de manera simplificada en .165, pues el
problema se ha reducido a la anulacién de T” en ry.,; sin embargo, vamos ahora
a demostrar que el término 26 — E? de .166 se anula siempre que se consideran
orbitas en geodésicas circulares, el cual es nuestro caso. Bajo estas condiciones,
usaremos a continuacién la forma de ¢ dada en .156 y la forma de E? dada en
.151. Procedemos a desarrollar cada término por independiente, posteriormente
veremos que se satisface la relaciéon 26 = E? (lo cual es equivalente a la propuesta
original).

Por un lado se tiene

1

28 =- [ (933 — 911D)(g00 + gosw)2 + goo(gos + 933w)2
gllD’l? N———

«

— 2603(go0 + gosw)(gos + gzsw) — D). (.167)

Distribuyendo « en .167, podemos reescribir 2¢ como

(goo + gosw)* 1

Y g1 DV
————

B

26 = [933(g00 + Gosw)* + goo(gos + gzaw)”

— 2903(g00 + Gosw)(go3 + gssw) — D). (.168)

Por otro lado, tenemos de acuerdo a .151 y .157 que

(900 + gosw)?

E? =
19 Y

(.169)

y notamos que el término 3 en .168 coincide con E? en .169, por lo cual podemos
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reescribir 2¢ como

1
28 = g Di ——1[933(g00 + 90300)2@ + goo(gos + 933w)2

©

— 2903(g00 + Goaw)(gos + gssw) — DY _ |+ E°. (.170)
® @

A partir de .170 es claro que 2§ = E? sélo si [(1)+(2) — (3) — (@)] = 0, veamos

que esto es cierto'. Comenzamos con sustituir en (4) a D y ¢ de 3.12 y .157,
respectivamente. Asi, tenemos que

@) — @ = goo(gos + gs3w)? + (92 — googss) (goo + 2903w + gssw?)
= 900(903 + 2903933 + 93300°) + go(Goo + 290w + gsaw®)
— 900933(goo + 2903w + gzzw”)
= (@) — (@) = g35(g00 + 2903w + g33w”) + ooz — GooJ33- (.171)

Desarrollando el cuadrado de (1) en .170 y sumando .171, se tiene que

O+ @~ @ = 933900 + 2900903w + gasw?) + g3 (goo + 2goaw + gazw?)
+ 900933 - 950933
_ 2 9 2 2 2
= g33(2g00g03w + Gozw™) + 9o3(goo + 2903w + g33w”) + Goodos
= 2[g00go3gssw + 933933002 + 9009(2)3 + 933W]~ (.172)

Ademas, si desarrollamos (3) de .170 tenemos

(3) = 2903[900903 + Joogszw + 93300 + 903933602]
= 2{900933 + gooGozg3zw + 933W + 933933w2]~ (.173)

Notamos ahora que las expresiones en .172 y .173 son iguales, por lo que conclui-
mos que

(O+@-G-@]=0 = 26=E (.174)
Sustituyendo .174 en .166 encontramos la siguiente simplificacién
Y = g5 B + goo L2 + 29, L. — D", (-175)

Evaluando la expresion anterior en 7., es equivalente a restringir los valores de

"'Se distintguirdn términos comunes por color a ser eliminados en cada ecuacién.
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E'y L, sobre una geodésica circular con dicho radio, entonces auxiliandonos por
ultima vez de .145, .151 y .152 obtenemos

" —g, (900 + gosw)? " (go3 + gz3w)?
—900 — 2903w — g33w? —goo — 2gozw — gzw?

- 296/3 (900 + go3w)(gos + gssw)
—goo — 2go3w — g33w?

Tsco

—- D" (.176)

Finalmente, por la condicién de estabilidad en .165 y el resultado encontrado en
176, concluimos que las drbitas circulares alcanzan el limite de su estabilidad si
se satisface que

0 = g55(go0 + 903&))2 + 9o0(go3 + 933W)2 — 2005(g00 + Gosw)(gos + gssw)
+(goo + 2gosw + gssw?)D". (.177)

B.4. Determinante de la métrica pseudo-compleja

La métrica de Kerr en RG-pc difiere del caso estandar basicamente en la
aparicién del pardmetro B. Si se demuestra que su determinante ya no depende
de este parametro entonces coincide con el determinante de la métrica de Kerr
en RG, el cual es reportado en (81) como g = —X%sin?#. El calculo es simple
debido a que la métrica es un tensor simétrico, por la forma no diagonal que esta
tiene segun la expresion 3.8 tenemos

goo 0 0 go3
g1 0 0 0 0 gos
0 g 0 O
Ipe = =goo| 0 g22 0| —=9gs0|gin O O
0 0 g2 0
0 0 g3 0 g2 0
930 0 0 gs3
0 go3 2
= 000911922933 + 930911 0 = 900911922933 — (930) g11922
922
= J11922 [900933 - (930)2] = —gugeD. (:178)
3.12
por 3.

El calculo entonces se centra en simplificar la expresion para D, la diferencia con
el caso hecho en 3.75 es que ahora no hay restriccion para . Sustituyento en .178
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las componentes dadas en 3.8 se obtiene que

2
- (1 — g) <r2 +a®+ an sin? 9) sin®f — (—a;bJ sin? 9) ]
2 [ 2
— Z;sinZH - (1 — g) (7‘2 + aZ) — (1 — ;) (aQE sin? 9) — aﬂ; sin? 9]
2 [ 2 2
= zAsinQ@ - (1—%) (7"2+a2) —ansiHQQ—F%/m—%]

22
:KsinQH —(r2+a2)+r2g —i—%—%—coﬁ&)]

22
Gpe = A

22 ) Q/} 22
= —sin®0 |- (P +a®) + (r* + a’cos® ) = | = ——sin®0 |- (r? +a®) + ¢
A ~— ) A N
i =X por 3.9 =-A por 3.10
S Gpe = -Y2sin? . (.179)

Debido a que en la métrica pseudo-compleja sélo los pardmetros A y ¥ dependen
de B de acuerdo a 3.10 y 3.11, concluimos con el resultado en .179 que las métricas
en RG y RG-pc coinciden.
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