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INTRODUCCION

El propédsito de la presente tesis es desarrollar el tema de Difusiones entrelazadas, tratando de
exponer de manera clara y detallada los resultados que aqui se presentan. El trabajo esta principal-
mente basado en el articulo Intertwinning diffusions and wave equations de Suomik Pal y Mykhaelo
Shkolnikov, aunque, para poder ofrecer argumentos mas completos y calculos con mayor detalle,
se ha cambiado la estructura de la exposicién y se han adaptado algunos de los argumentos (y de
los enunciados de los teoremas) alli encontrados.

El concepto de entrelazamiento surge de manera natural al estudiar las propiedades de los procesos
de Markov, en particular, al buscar condiciones bajo las cuales una funciéon de un proceso de Mar-
kov es de nuevo de Markov. El Capitulo 1 da una breve discusién acerca de estas condiciones y de
las ideas que motivaron la definicién de entrelazamiento. Debido a que este capitulo estd destinado
a servir de introduccién, la explicacion de algunas de las nociones y de la notaciéon usada ahi es
diferida hasta el Capitulo 2.

El Capitulo 2 contiene algunas definiciones y teoremas citados frecuentemente a lo largo de la tesis.
Si bien la ideologia del trabajo es la de tratar de argumentar la mayoria de los enunciados hechos;
debido a que se quiso conservar la fluidez y a que la mayoria de los resultados son de conocimiento
general, en este capitulo se han omitido casi todas las demostraciones. Aun asi, para beneficio del
interesado, se ha proporcionado una referencia precisa acerca de dénde encontrar cada una de ellas.
Los Capitulos 3 y 4 desarrollan el tema principal, donde se define formalmente lo que es un entre-
lazamiento, tanto para semigrupos de transicién como para difusiones homogéneas. En el Capitulo
3 se prueban los principales teoremas del texto. Finalmente, en el Capitulo 4 se proporcionan ejem-
plos de entrelazamientos y se demuestran algunas pequenas generalizaciones o enuncian algunas
propiedades.
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CAPITULO 1

FUNCIONES DE PROCESOS DE MARKOV

Para motivar lo que se discutird en el capitulo, se planteard lo siguiente: considérese un sistema
dindmico discreto que se desarrolla de manera homogénea a través del tiempo y el cual evoluciona
“sin memoria”, para el cual podemos pensar que la posicién actual depende exclusivamente de la
posicién anterior, por lo que podemos escribir z,+1 = f(x,), donde z;, es la posicién al tiempo n. Si
se considera que en dicho sistema existe algin tipo de perturbacién aleatoria, entonces puede mo-
delarse por una cadena de Markov (X,,),en, donde ahora se tiene la relacién X, 11 = f(X,, Upt1)
para alguna sucesién de variables (U, )nen 1.1.d. Se estd interesado en medir alguna cantidad aso-
ciada a este sistema, la cual cambia también respecto al tiempo y cuyas mediciones forman otro
proceso (Yy,)nen. Se asume que el proceso del sistema y el de mediciones estan relacionados de
manera que existe una funcién ¢ tal que para cada n, se tiene ¢(X,) = Y, o, de manera més
general, que existe una sucesién de variables aleatorias (V;,)nen i.i.d. e independientes del proceso
(X )nen tales que Y, = ¢(X,, V). Esta situacién corresponde al caso en el que las mediciones no
pueden ser efectuadas de manera precisa, por lo que la informacion recolectada incluye algin tipo
de ruido. Para efectos de estimacién, se quisiera saber si el proceso (Y, )nen €s de nuevo una cadena
Markov. Esto es equivalente a la existencia de una sucesién de variables aleatorias i.i.d. (W),)nen ¥y
de una funcién g tal que Y41 = g(Yn, Wi41). De existir tal funcién, se debe satisfacer la relacién

¢(f(Xn7 Un+1)7 Vn-‘rl) = g(¢(Xn7 Vn)7 Wn-‘rl)

Esta igualdad expresa la idea de que una vez obtenida una muestra de X,, se puede obtener una
muestra de Y,,11 de dos maneras: obteniendo primero una muestra de X,, 1 segin f y después una
de Y, +1 segin ¢ u obteniendo primero una muestra de Y,, con ¢ y luego una de Y, 41 a través de
g. De manera grafica, se tiene el siguiente diagrama



Xn f Xn+1
¢ ¢
Yn Yn+1

Esto indica, de cierto modo, qué camino seguir en el problema de encontrar criterios suficientes
para que el proceso (Y,,)nen sea de Markov. En este capitulo solo se tratara de resolver esta cuestién
cuando el proceso (Y;,)nen depende solamente del proceso (X, )nen, es decir, cuando Y;, = ¢(X,,)
para cada n.

Antes de dar una primer respuesta general, se continuard con el caso en el que X es una cadena de
Markov con espacio de estados numerable (por lo que el espacio de estados de Y también se puede
pensar numerable). En este caso, se quisiera demostrar que

P(YnJrl = yn+1‘YO =Yo,--- 7Yn = yn) = P(Yn+1 = yn+1|Yn = yn)a neN (11)
Usando la propiedad de Markov de la cadena X,

P(Yo=yo0,--s Ynt1 = Yn+1)
PYo=uvyo,.--, Y, =1yn)
B Zwl,---wn P(Xo=x0,...,Xpn =Tpn, Ynt1 = Yn+1)
- doiran P(Xo =20,..., X5 = 7y)
Z:pl,...,xn P(Yn-i-l = yn-l—l‘Xn = xn)pxo,...,zn
Zzl,...,xn Pzg,...,.zn

P(Yn—i—l = yn+1|}/0 = Yo, -- 7Yn = yn) =

donde las sumas se extienden sobre todos los posibles valores de los x; para los cuales ¢(x;) = y; y
Pzo,...an = P(Xo = x0,..., Xy = x,). De manera similar,

Con el fin de obtener una igualdad entre estos cocientes, se puede imponer la condicién

P(Yot1 = ynt1|Xn = 2p) = P(Yoi1 = yn1| X = xiz) siempre y cuando ¢(z,) = (b(a:;z) = Yn-



Asumiendo esto, si x € ¢1(y,) es fijo, entonces

Exl,-.-,xn P(Yoi1 = Ynt1|Xn = xn)pxo,...,xn
>ty Prosn

Z:pl,...,xn P(Ynt1 = Ynt+11Xn = T)Pao,....0n
>y Prossn

P(Yot1 = Ynt1|Xn =2) 320, 4 Pro,nn
Zml,l..,xn Pzy,...;xn

= P(Yot1 = yn1|Xn = 2)

P(Yn—i—l = yn+1|Yb = Yo, - - -uYn = yn) =

y del mismo modo, P(Y,4+1 = yn+1|Yn = yn) = P(Ynt1 = Yn+1|Xn = ), por lo que (1.1) se cumple
v Y es cadena de Markov.

Como se puede observar, lo inico que hizo falta para obtener una respuesta en este caso particular
fue la ecuacién (1.2). Generalizando esta condicién se obtiene una primer respuesta a la pregunta
planteada:

Teorema 1.1. [Criterio de Dynkin] Sea X un proceso de Markov con semigrupo de transicion
(Py)>0 y espacio de estados (E,&). Asimase que ¢ : (E,&) — (F,.F) es medible y satisface

?(A) € F paratodo A€ &. (1.3)

Si, mds aun, para cada C € F se cumple

Py(z,¢7H(0)) = Ri(2',¢71(C)) st ¢(z) = ¢(a) (1.4)

entonces el proceso Y = ¢(X) es de nuevo un proceso de Markov bajo P, para cualquier medida
micial v.

Demostracion. Para t > 0, definase Q; : F' x .# — |0, 1] por

[ Pz, 97Y(0)) si y = ¢(x) paraalginz € E,
Qt(yvc) - { Ot si y ¢ (b(E)

Se afirma que (Q¢)s>0 es un semigrupo de transicién. Por (1.4), Q; estd bien definida y es claro que
Q(y,-) es una medida, pues es la medida constante 0 o la medida imagen de P;(z,-) bajo ¢ para
alguna x € E. Dado D € %, se tiene

L O)THD) NG(B) U [Qu(-, C) (D) \ ¢(E)]
= o(Pi(-, 6~ (CO)THD) UQ:(- O)"H (D) \ ¢(E)]



Como ¢ satisface la ecuacion (1.3) y P;(-, ¢~ 1(C)) es medible, se tiene ¢(P;(-, ¢~ 1(C))~H(D)) € F
y debido a que Q;(-,C)~1(D)\ ¢(E) siempre es igual a ) 0 a F'\ ¢(E), se concluye que Qy(-,C) es
medible para todo C' € %. Asi, si y = ¢(x),

Qt+s(y7 C) = Pt+S (SC, d)_l(c))
::(/;z%<x,dy>fz<y,¢—ch>>

:La@m@wmm
B /FQt(ya dy')Qs(y', A)

donde en la iltima igualdad se ha hecho un cambio de variable, usando de nueva cuenta que Q¢(y, -)
es la medida imagen de Pj(x,-) bajo ¢. Se concluye que Qs = Q¢Qs. Para cualquier z € E, la
igualdad Q¢(¢(z),C) = Py(z, 6 (C)), puede escribirse como (Q;1¢)o¢ = Py(140¢). Por linealidad
y el método de aproximacién estdndar, se sigue que para cualquier f : £ — R* medible,

(Quf) oo = Fi(fo9). (1.5)

De este modo,

By (f(o(Xe)lo(Xu, u < 8)) = Pros(f © 9)(Xs)
= [(Qi-sf) o ¢](Xs)
= (Qi-sf)(¢(X5))

por lo que Y es un proceso de Markov respecto a la filtracién (o(X,,u < t));>0 y en particular,
respecto a la filtracion inducida por él mismo. O

La prueba hace ver que solo es necesario comprobar que (1.3) se satisface solo para los conjuntos
de la forma P;(-,¢~(C))~Y(D) con C,D € .#. Usando esto, se probard que dado un movimiento
browniano d-dimensional, (X;)i>0, si ¢ : R? — [0,00) es la funcién norma, entonces el proceso
definido por Y; = ¢(X;) = | X¢|, para t > 0 es un proceso de Markov (el cual es el conocido proceso
de Bessel d-dimensional). Aqui, F = [0,00) y .# = %(F) y consideramos a F inmerso en R? a
través de la inclusién en la primer coordenada. Dado C un boreliano en F, ¢~1(C) es una unién
de esferas d — 1 dimensionales centradas en el origen que pasan por cada punto en C, por lo que
¢~ 1(C) es invariante bajo rotaciones. El semigrupo de transicién del movimiento browniano (P;)¢>o
tiene densidades definidas por p;(z, z) = (27t) =12 exp(—|z — 2|2 /(2t))), por lo que si |z| = |y| para
algin y € RY, se tiene que probar que

[ enty P exp(—lo— sPjeonds= [ ent) ep(-ly - sP/20)dz (10)
() »—1(0)



Sea R : R? — R? una rotacién tal que R(y) = z (la cual existe porque |z| = |y|). Como R™!
también es una rotacién, entonces R~1(¢~1(C)) = ¢~ 1(C). Al hacer un cambio de variable, se
tiene

| nt)y P exp(—lo - 2P /20))ds = [ (20t) /2 exp(— | — R()[2/(20)))d
¢~ 1(C) R

Lo cual muestra que en este caso se cumple (1.4). Ahora, (1.4) implica quesiz € P;(-,¢~1(C))~1(B)
para algin boreliano B € %(E), entonces ¢~ (¢(z)) C Pi(-,¢71(C))"1(B). Como ¢~1(¢(x)) es
una d — l-esfera, el conjunto Py(-,¢~1(C))~(B) es también una unién de esferas d — 1 dimensio-
nales centradas en el origen. Luego, la imagen bajo ¢ de Pi(-,¢~1(C))~!(B) es simplemente su
interseccién con [0, 00), por lo que ¢(P;(-, ¢~ 1(C))~1(B)) € ZB(E). Se sigue entonces que el proceso
de Bessel es de Markov.
Aunque el Teorema 1.1 da una primer respuesta a la pregunta planteada, ésta estd alejada de
ser satisfactoria, pues atin para espacios de estados y funciones ¢ con propiedades agradables, las
hip6tesis del teorema pueden no ser satisfechas. Por ejemplo, considérese E = R?, F = R, ambos
con sus o-algebras de Borel y ¢ la proyeccién en la primera entrada. Aunque en este ejemplo ¢
es infinitamente diferenciable y suprayectiva, se sabe que existe un conjunto A € Z(R?) tal que
#(A) & B(R), por lo que incluso en esta situacion, el teorema no puede ser utilizado.
Otra dificultad es que en general, podria ser complicado comprobar las hipdtesis del teorema para
funciones arbitrarias ¢, pues para verificar (1.3) hace falta hacerlo para todos los conjuntos A € &
(o al menos los de la forma Pi(-,¢~1(C))~1(B)), pues, contrario a la imagen inversa, la imagen
directa no se comporta bien respecto a la interseccién de conjuntos (en el sentido de que, en gene-
ral, no se tiene (AN B) = ¢(A) N ¢(B)). Asi, no es posible restringirse a clases més pequenas de
conjuntos y usar teoremas de extension como el de las clases mondtonas o el de los A — 7 sistemas.
Para tratar de remediar esto, obsérvese que la propiedad que permite finalizar la prueba es la
ecuacién (1.5). Si @ es el nicleo de transicién de E a F' inducido por ¢ (de modo que para una
funcién medible acotada f : FF — R, ®f = f o ¢), entonces, debido a (1.5), el teorema se puede
plantear de la siguiente manera: si existe una coleccién de nicleos de transicién (Q¢)i>0 en F' de
manera que

P,o = oQ)y, t>0 (1.7)
entonces Y es un proceso de Markov. La ecuacién (1.7) muestra que cierta condicién de “entrela-

zamiento” entre los nucleos es suficiente para obtener una respuesta satisfactoria.

Continuando en esta direccién, se pueden obtener ain mas condiciones de este tipo que ga-
ranticen que Y es de nuevo Markov: la probabilidad condicional P(Y; € C | o(Y,,u < t)) define



una funcién que depende solo de Y; y de C'. Sin embargo, la condicién Y; € C' es equivalente a la
condicién X; € A con A = ¢~1(C), por lo que se puede pensar que dicha funcién podria depender
solo de Y; y de A. Es decir, se deberia tener P(X; € A | o(Yy,u < t)) = L(Y;, A), donde, por las
propiedades de la probabilidad condicional, L deberia también definir un ntcleo de F' a E. Asi, si
Y ha de ser un proceso de Markov de nuevo, sus probabilidades de transicién deben estar dadas
por

Quf(Yo) = E[f(Y?) | Yo
=E[f o ¢(Xy) | Xo | Yo]'
= E[P(f o ¢)(Xo) | Yo
= LP(f o ¢)(Yp).

Usando notacién de composiciéon de ntcleos, esto es equivalente a @y = LP;® con ¢ definida
como antes. Aunque esto solo indica qué condiciones deberian ser satisfechas, hacen falta més
condiciones para garantizar que las probabilidades de transicién (Q);>¢ forman un semigrupo.
Antes de enunciar un teorema que resuelve esto, se enunciard un lema que serd requerido para la
demostracion.

Lema 1.2. Un proceso estocdstico X con valores en (E,&) es un proceso de Markov con respecto
a la filtracion (%)i>0 donde %y = o(Xy,u < t), probabilidades de transicion (Psy)is>0 y medida

inicial v si y solo si para cualesquiera 0 =ty < t1 < --- <tn y fo, f1,---, fn funciones medibles no
negativas,

E[lf[()fk(th)] :/Ey(dxo)fo(xo)/Epo,tl(xo,dxl)fl(xl).--[Eptn_l_tn(xn_l,dxn)fn(xn).

Teorema 1.3. Supdngase que existe un nicleo de transicion L de F a E tal que

1. L® = I, el micleo de transicion identidad en F, es decir, para cualquier funcion medible
acotada f, L(®(f)) = f23.

2. para cadat > 0, el nicleo de transicion Q¢ = LP,® de F' a F satisface la identidad LP; = QL.

Si X tiene distribucion inicial A = L(y, ), donde y € F, entonces Y es un proceso de Markov
con semigrupo de transicion (Q¢)i>0 y estado inicial y (en el sentido de que P\(Yo =y) =1).

! Aqui y en adelante, para una variable aleatoria Z no negativa o acotada y dos sigma dlgebras .7 y ¢, la esperanza
condicional iterada E[E[Z|¥] |.#] se denotard por E[Z|¥|.#]. Una notacién similar se usara al condicionar respecto a
variables aleatorias.

3Véase el Capitulo 2, Definicién ??



Demostracion. Por la condicion 2, se tiene
Qtrs = LP s® = LP.P;® = QLP:® = Q:Q;

y del mismo modo se ve que Qs = QsQ+, por lo que la familia (Q¢)i>0 es un semigrupo.
Si C € .7, la condicién 1 implica que

lo = L®lo = L(lg 0 ¢) = Llg1c) = L(-,¢7(C)) (1.8)

por lo que ¢~!(C) tiene medida cero respecto a L(y,-) si y ¢ C o la medida del espacio en caso
contrario. Asi, si ¢ : E — R es acotada y medible,

L{(®1c)gl(y) = L{(1c o ¢)g](y) = /E Lg-1c)(v)g(y) L(y, dy) = /¢1(C)g(y)L(y7dy)

Jp9y)L(z,dy) yeC
0 yg&C

~ o) /E 9(y) Ly, dy) = (1cLg)(y)

de donde se obtiene L[(®1¢)g] = 1¢Lg. Por linealidad, se sigue que L[(®f)g] = fLg para cualquier
funcién simple medible f : F' — R y usando el teorema de convergencia dominada, se sigue que

L(®f)g] = fLg
para cualquier funcién medible acotada f, lo que aunado a la condicién 2 implica
LE[(®f)g] = QeL[(®f)g] = Qe[fLg],  t=0. (1.9)
Se afirma que para cualesquiera ti,...,t, > 0, fi,..., fn funciones medibles acotadas en F'y g
medible acotada en F, se tiene
LP,[(2f1)Pu((@f2) -+ P [(Rfn)g]l] = Qu [[1Qu,[f2 - - - Qu, [ fn Lgl]]. (1.10)
Procediendo por induccién, el caso base se demostré en (1.9), por lo que se asume que el resultado
es cierto para algtin natural n. Asi, parati,...,tp+1 > 0y f1,..., fn+1 funciones medibles acotadas

en F'y g medible acotada en E, se tiene que h = P, [(® fr41)g] es una funcién medible acotada
en E, por lo que la hipétesis de induccién y (1.9) implican que

LP,[(®f1) P [(®f2) -+ Prp i (R fr41)g]l] = LPL [(Rf1) P [(Rf2) - - P, [(@ f) ]
= Qu [[1Qu[f2- - Qu, [fuLh]]]
= Qu [[1Qu[f2 - Qu. [[nL[Pr, 1 [(® frs1)9]]]]]
= Qu[[1Qu[f2 - Qurur [frnr1Lgl]]-



Asi, el lemay (1.10) con g = 1 implican que para 0 = tg < t; < -+ < tn y fo, f1..., fn funciones
medibles acotadas en F,

n

Ex [i[ofk(ﬁk)} =E\ [ I fee ¢(th)}

k=0

— / L(y, dxo) fo o ¢(xo) / Py, (w0, da1)f1 0 $(a1) - - / oy (et din) f © ()
E E E

= LP[(®fo) P, [(®f1) - Pr, [(®fn)gl]](y)
= Qol[foQt [f1--- Qu,[fuLg]]](y)

— f(y) /F Qe (s dyn) o) -+ /F Qb (Y1 ) fn )

Lo cual, por el lema 1.2, implica que Y es un proceso de Markov (homogéneo) con semigrupo de
transicion (Q¢):>0 y estado inicial y. O

Observaciones.

1. La condicion 1 del teorema implica dos cosas: que ¢ es una funcién suprayectiva y, asumiendo
que los conjuntos unitarios estdn en .%, que L(y, ¢ '({y}) = 1. Ambas afirmaciones son con-
secuencias de la ecuacién (1.8), pues, para la primera, ésta implica que si ¢~ 1(C) = ¢~ (D),
entonces 1¢ = 1p, por lo que C = D. En particular, como ¢~ (¢(E)) = ¢~ }(F) = E, se
tiene ¢(E) = F. La segunda afirmacién es clara tomando C = {y}, pues asf L(y, ¢~ ({y})) =
Loy (y) = 1. Se ve entonces que la condicién 1 es natural si se espera que L actiie como
distribucién condicional de X; dado Y;.

2. Debido a la discusién que precede al teorema, cuando la condiciéon 1 se cumple, la condicién
2 es equivalente a P(X; € A | o(Yy,u <t)) = L(Y:, A), lo cual se sigue de la ecuacién (1.9).

Podemos observar que el punto 2 del teorema 1.3 muestra de nuevo una relacién similar a la
de la ecuacion (1.7). Este tipo de relaciones son los que dan origen al concepto de entrelazamiento
y los resultados expuestos hasta ahora muestran que la relacién tiene interés en si misma. Los
entrelazamientos y sus principales consecuencias seran desarrollados en los Capitulos 3 y 4 en
donde se ha de restringir al contexto de las difusiones para poder utilizar mas herramientas de la
teoria de la probabilidad.



CAPITULO 2

DEFINICIONES Y RESULTADOS PRELIMINARES

Se comenzard dando algunas definiciones y resultados sin demostracion, los cuales se usarédn a
lo largo del trabajo. Las pruebas de éstos pueden hallarse en [2], [4], [7].

PROCESOS DE FELLER Y GENERADOR INFINITESIMAL

Definicién 2.1. Dados dos espacios medibles (E, &) y (F,.#), un nicleo o probabilidad de transi-
cién de E a F es una funcién N : E x.# — [0, 1] tal que para cada « € F, la funcién A — N(z, A)
es una medida de probabilidad en F'y para cada A € .Z fijo, la funcién z — N(z, A) es una funcién
medible en F.

_ Dado un nitcleo de transicion N de E a F' se puede definir un tnico operador lineal continuo
N de las funcions medibles acotadas en F' a las funciones medibles acotadas en E dado por

(N ) (z) = /F )N (x, dy).

Este operador es no negativo, en el sentido de que Nf > 0 si f > 0; satisface N1p = 1g v al ver
los espacios como espacios de Banach con la norma del supremo esencial, N es también continuo.
Si al contrario se inicia con un operador lineal continuo no negativo M de las funciones medibles y
acotadas en F a las funciones medibles y acotadas en F', se puede definir un nicleo de transicién
M por la férmula .

M(x, A) = (M1,)(x)

y este nucleo es tal que M = M. Debido a esta relacion, en todo el trabajo cualquier ntcleo de
transicion se considera también un operador lineal entre espacios de funciones medibles acotadas
y no se hace distincién entre la notacién de ambas nociones. Un semigrupo de transicion es en-
tonces una coleccién de nicleos de transicién (P;);>o tales que para cada t,s > 0, Pys = P.Ps,
donde, para una funcién adecuada f, la composicién de ntcleos de transicion se calcula como
(Ptps)(f) = Pt(Ps(f))

A partir de este momento y a lo largo de la seccién se dard por hecho que se tiene un espacio
métrico separable y localmente compacto E, el cual se piensa también como un espacio medible al
equiparlo con su o-édlgebra de Borel & = Z(F). Dendtese por Cy = Cy(E) a la clase de funciones

9
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continuas f : E — R tales que f(z) — 0 cuando x — oo, donde esto significa que para todo € > 0
existe un conjunto compacto K C F tal que |f(z)| < € cuando = € E \ K. El espacio Cj puede
convertirse en un espacio de Banach al dotarlo de la norma ||f|| = sup,cg |f(x)|. Usando esto, se
puede dar la siguiente definicién, donde un operador positivo es un operador que manda funciones
postivas en funciones postivas.

Definicién 2.2. Un semigrupo de Feller en Cy(E) es una familia (73);>0 de operadores lineales
positivos en Cy(E) tal que

i) To =1Id y || Ti|| < 1 para cada t,
i) Ty+s = TiT, para cualesquiera s,t > 0y
iii) limyg [|T3f — f]| = 0 para cada f € Co(E)

Cuando las condiciones (i) y (ii) son satisfechas por un semigrupo (7})¢>0, la dltima condicién
es de hecho equivalente a la siguiente

iii’) lmy o Ty f(x) = f(x) paracada f € Coy x € E.

Con cada semigrupo de Feller en Cy(E) se puede asociar una tinica funcién de transicién homogénea
(Py)i>0 en (E,&) tal que Ty f(x) = P.f(x) para cada f € Cp y € E. Una funcién de transicién
asociada a un semigrupo de Feller es una funcion de transicion de Feller. Un proceso de Markov
cuya funcién de transicién es de Feller es llamado un proceso de Feller.

Aunque los procesos de Feller poseen varias caracteristicas, aqui solo se estard interesado en la
definicién y propiedades de su generador, las cuales se describen enseguida.

Definicion 2.3. Sea X un proceso de Feller. Se dice que una funcién f € Cjy pertenece al dominio
D del generador infinitesimal de X si el limite

1
Alegg)lg(Ptf—f) (2.1)

existe en Cy. El operador A : D — Cy asi definido es llamado el generador infinitesimal del proceso
X o del semigrupo P;.

Si el rol del dominio D se quiere enfatizar, se dird que el proceso X (o su semigrupo) tiene
generador (A, D). Se procede entonces a dar una lista de propiedades del generador A.

Teorema 2.4. Sea (P;)i>0 un semigrupo de Feller con generador (A, D). Entonces, T;f € D para
toda f € D y se satisface

t
ﬂf—fz/o T, Afds, feD, t>0
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Mas aun, T, f es diferenciable en 0 si y solo si f € D, en cuyo caso

d
S(Tf) = TAf = ATf, 120
Demostracion. Consuiltese [4], pagina 372, Teorema 17.6. O

En la definicién usual del generador infinitesimal, se pide que el semigrupo (73):>0 sea de Feller,
sin embargo, esta condicion puede ser eliminida, en cuyo caso se tiene que sustituir Cy por el
conjunto

By ={J € Loo(E) | 1 |12 — f]| = 0}

Y, en este caso, el dominio del generador se extiende a las funciones f € By para las cuales el limite
en (2.1) existe y resultados andlogos a los de esta seccién se siguen cumpliendo (véase [7], pagina
291). Se entenderd, pues, que este es el dominio del generador cuando se hable de él (atin cuando el
semigrupo se de Feller) y si se requiere considerar solo las funciones en Cy, esto se hard explicito.

INTEGRACION ESTOCASTICA

Dada una semimartingala continua X, la variacién cuadratica de X serd denotada por (X, X).
Si K es un proceso progresivamente medible y localmente acotado, la integral de K respecto a X
se denotard indistintamente por

(K - X) :/O'stxs

Esto abarca el caso en el que X es solamente una martingala local o un proceso de variacion finita,
por lo que si X = M + A para M una martingala local y A un proceso de variacién finita, entonces

K- X=K - M+K-A

Si X = (X' ..., X% es una martingala d-dimensional y K = (K',..., K%) es un proceso para el
cual cada entrada es progresivamente medible y localmente acotada, entonces se escribe

. d .
/ K dX, :Z/ KIX!

Con esta notacién, se tiene el siguiente

Teorema 2.5 (Dambis, Dubins-Schwarz). Si M es una martingala local continua respecto a la
filtracion derecha por la continua (F)e>o tal que My =0 y tal que (M, M) = 00 y st se define

Ty = inf{s : (M, M)s > t}
entonces By = Mr, es un movimiento browniano respecto a la filtracion (Fr,)i>0 y My = By, -

Demostracion. Consultese [7], pagina 181, Teorema 1.6. O
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PROCESOS DE ITO Y DIFUSIONES

En esta seccién, a y b denotaran funciones a las matrices de tamafio dxd y a R?, respectivamente,
sujetas a las condiciones

i) a y b son Borel medibles y localmente acotadas,

ii) para cada x, a(z) es simétrica y no negativa definida, esto es, para cualquier A € R
> aij(@)Aid; > 0.

Con cada par (a,b) se asocia un operador diferencial de segundo orden

d

1
A=32 willg, aijrZ axz

7]_ =1

Asi, si C§° denota la clase de funciones infinitamente diferenciables en R? con soporte acotado, se
tiene

Definicién 2.6. Un proceso de Markov X en un espacio de probabilidad (Q2,.%,.%;, P, P,) con
espacio de estados R? es una difusion con generador A si

i) X tiene trayectorias continuas y

ii) Para cada € R? y cualquier f € C5°,

/ t Af(Xs)dSI

En esta situacién, se dice que X tiene covarianza o coeficiente de difusion a 'y deriva b.

Obsérvese que también se podria dejar que las funciones a y b dependan del tiempo, por lo cual
se obtendria, para cada tiempo s, un operador diferencial eliptico de segundo orden

1 d
As P Z: 8%8% + Z 81‘2

=1

Esto extenderia la definicién de difusion a la de difusion no homogénea. En este caso, se tendrian
medidas de probabilidad Ps , correspondientes al proceso iniciado en x al tiempo s y se requeriria

que para cada f € C§°, s < t,
t
[ Auttdu

Extendiendo esta definicién, se puede omitir la condicién de ser proceso de Markov, obteniendo la

Es,a:[f(Xt)] = f(x) + ES@

siguiente
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Definicién 2.7. Sea  un movimiento Browniano r-dimensional respecto a la filtracién (%) (de-
notado (:#;) — BM") definido en un espacio de probabilidad (2, .#,.%, P) y o (respectivamente,
b) un proceso predecible localmente acotado con valores en las matrices de tamano d x r (respecti-
vamente, ]Rd). Decimos que un proceso continuo y adaptado X es un proceso de It6 con covarianza
ool y deriva b si X satisface la ecuacién

t t
X = Xo+ / o(s)dps + / b(s)ds.
0 0
Si en particular se tiene dos funciones & y b definidas en R tales que o/(s) = 6(X,) y b(s) = b(X,)

v (X¢, Py, € R?) es un proceso de Markov, la férmula de Ité implica entonces que, para cualquier
funcién f € Cg°,

d
fXe) = 1 Xo) +Z/ 3% / Z 8:1518333 Z& #)0(Xo)ds

Al definir @ = 667, se tiene que a;; = Zizl 5ik5/t€j = Zizl Gik0jk, Por lo que

t d af ~ 1 d an d 3 .
E,[f(X)] = f(2) +Eo| | DS (XBX) +5 Y 5o (X0) Y 6u(Xe)au(X.)ds
i=1 " ig=1 """ k=1
= f(z) + Eq; ; Af(XS)ds]

- 2 = o .

donde A = 1 Z;‘i,j:1 aij(-)#axj + Z?:l bl()a%l’ lo que justifica que los procesos de Ito sean exten-
siones de las difusiones.

Pensado en el proceso candnico, un proceso de Markov con trayectorias continuas, (X¢)t>0, €s una
difusién si y solo si para cualquier funcién f € C§°, el proceso (Mtf )t>0 definido por

M = (X)) — F(Xo) /Af

es una martingala para cualquier E,. En efecto, para ver esto solo hace falta ver que esto es
equivalente a la condicién i) de la definicién 2.6. Si Mtf es una martingala y « € R%, entonces,

como M({ =0,
= B, [f(X)] - fla)— [ /0 Af<xs>ds]

que es la condicién ). Reciprocamente, si dicha condicién es la que se cumple, entonces, para

0 = E,[M{] = E.[M/] = E,

F(X0)— (o)~ /0 CAF(X.)ds

cualesquiera 0 < s, t, se tiene Ex, [Mtf} =0 (pues es E, [Mtf] = 0 para toda = € R?%). Luego, por la
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propiedad de Markov, si s < ¢,
Ex[Mtf ’ gs} = Ecc[Msf + Mtf - Msf | 95]

= MJ 4 E. | £(X) - £(X) ~ [ AF(X)du

por lo que (Mtf )i>0 es una martingala. Esta observacion lleva a la siguiente definicién.

= M{ +Ex,[M] ] = M]

Definicion 2.8. Una medida de probabilidad P en W es una solucién al Problema de la Martingala
. d 2 d .
relativo a A = % Zw«:l aij(')iax?azj +> i bi(')a%i si

i) P[Xo=12]=1

ii) para cualquier f € C§°, el proceso

M{ = £(X)) — f(Xo) - /O Af(Xs)ds

es una P-martingala con respecto a la filtracién (o(Xs, s < t)).
Se dice que el Problema de la martingala esta bien planteado si para cada x existe exactamente
una solucién.

En el contexto de la definicién (2.7), si nuevamente se tiene o(s) = &(X,) y b(s) = b(X,) para
dos funciones & y b definidas en R% y si Xy = z c.s., entonces la medida imagen de P bajo X,
X (P), es una solucién al problema de la martingala 7(x, oot,b).

Los ultimos resultados de esta seccién dan condiciones para saber cuando el problema de la martin-
gala estd bien planteado y si es que al obtener una solucién para cada x, el conjunto de soluciones
estd relacionado de manera que el proceso canénico es una difusién con A como su generador.

Teorema 2.9. Si el problema de la martingala 7(x,a,b) estd bien planteado y si para cada A €
B(RY) yt >0, la aplicacion x — P.[X; € A] es medible, entonces (X, Py, x € R?) es un proceso
de Markov con funcion de transicion Pz, A) = P,[X; € A], donde (X3) es el proceso candnico.

Demostracion. Constltese [7], pdgina 371, Teorema 1.9. O

Teorema 2.10. Sea (Q,.%;, P) un espacio de probabilidad filtrado, W = C(Ry,R%) y f y g dos
funciones predecibles acotadas a las matrices de tamarno d x r y a RY respectivamente. Asiumase
que existe una constante K tal que para cada t y w,

|t w) = f(t,w)] +[g(t, w) — g(t,w)] < K supfuw(s) = w'(s)].
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Entonces, existe un unico proceso X[, x € R?, t € Ry con trayectorias continuas con respecto a
ambas variables x y t, tal que para cada x,

t t
Xf—x—i—/ f(s,X,t)st—i—/ g(s,X*)ds P —cs.
0 0

donde By es un movimiento (F;)-Browniano estdndar.
Demostracion. Consiltese [7], pdgina 379, Teorema 2.4. O

El sentido de unicidad en este teorema es en el sentido de que si existe otro proceso Y;* que
satisfaga lo mismo, entonces Y;* y X}’ son indistinguibles.
Obsérvese que bajo las condiciones del Teorema (2.10), el problema de la martingala estd bien
definido, donde la solucién estd dada por P, = X*(P). Si Y; es el proceso canénico, entonces, por
continuidad, las aplicaciones z — P,[Y; € A] son medibles para cada A € Z(R%) y t > 0. Asi,
usando los Teoremas (2.9) y (2.10), se tiene

Teorema 2.11. Sean o y b funciones Lipschitz continuas de R¢ a las matrices de tamano d x d y
RY respectivamente y definanse f y g en Ry x W por f(s,w) = o(w(s)) y g(s,w) = b(w(s)). Sea X¥
el proceso del Teorema (2.10). Definase a la funcion de transicion P, por Pz, A) = P[X} € A].
Entonces, la funcion de transicion P, es de Feller.

Demostracion. Consultese [7], pagina 380, Teorema 2.5. O

RESULTADOS DE ANALISIS FUNCIONAL

Aqui se pensara que B es un espacio de Banach sobre el campo K, el cual puede ser R o C.

Definicion 2.12. Un operador lineal A con dominio D en B es llamado cerrado si satisface alguna
de las siguientes propiedades equivalentes

i) Para cualquier sucesién (f,) C D tal que f, — f y Af, — g para ciertos elementos f,g € B
se tiene f € Dy g = Af.

ii) La grdfica G = {(f,Af); f € D} es un subconjunto cerrado de B x B.
iii) El espacio By = (D, || - ||4) es un espacio de Banach para la norma de la gréfica
z]la = [lzll + [[Az], z € D
En general, se dice que un operador A es un operador cerrable si la cerradura de su grafica G
es la grafica de un operador A, el cual es llamado la cerradura de A. Obsérvese que A es cerrable
si y solo si las condiciones f, € D, f, = 0y Af, — g implican g = 0.

Cuando A es cerrado, un centro para A esta definido como un subespacio lineal D C D tal que la
restriccién A|p tiene cerradura A. En relacién la primer seccidn, se tiene lo siguiente
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Teorema 2.13. FEl generador A de un semigrupo de Feller es cerrado y para cualquier A > 0, un
subespacio D C D(A) es un centro para A si y solo si (A — A)D es denso en Cj.

Demostracion. Constltese [4], pagina 374, Lema 19.8. O

En el caso especial cuando S = R%, se dice que un operador A tal que C° C dom(A) es local
en C§° si cada vez que f se anule en una vecindad de = € R se tiene Af(z) = 0.
Regresando al caso general, se tiene lo siguiente

Definicién 2.14. Sea B* = {y* : B — K | y*es continua}. Para un operador densamente definido
(A, D(A)) en B, se define el operador adjunto (A*, D(A*)) en B* por

D(A*) = {z* € B* | existe y* € B* tal que 2" Az = y*x para todo x € D(A)}
A*z* = y* para z* € D(A")

Para enunciar el teorema siguiente, se requerird de la definicién de derivada en un espacio
de Banach y del problema de Cauchy abstracto. Dada una funcién v : R — B, se dice que u es
diferenciable en t si el limite

existe en B. A la funcién v asi definida se le llama la derivada de u.
El problema del valor inicial
{ w(t) = Au(t) t>0

w(0) = o (2.2)

es llamado el problema de Cauchy abstracto asociado a (A, D(A)) y el valor inicial z. Una funcién
u : Ry — B esllamada una solucion cldsica del problema de Cauchy abstracto si u es continuamente
diferenciable, u(t) € D(A) para toda t > 0 y la ecuacién ((2.2)) se cumple.

Teorema 2.15. Sea (A, D) el generador de un semigrupo de Feller (Ti)¢>0. Entonces, para cada
xz €D, la funcion
w:t—u(t) =T

es la unica solucion cldsica al problema de Cauchy abstracto.

Demostracion. Consultese (2], pagina 145, Proposicién 6.2. O



CAPITULO 3

DIFUSIONES ENTRELAZADAS

En este capitulo se expondran de manera detallada las pruebas de los Teoremas 1 y 2 de [6],
para lo cual se comenzara dando algunas definiciones previas.
Como se vio en el primer capitulo, al intentar responder la pregunta de cudndo una funcién de un
proceso de Markov es de nuevo un proceso de Markov, se obtienen relaciones de la forma QL = LF;,
donde (Q¢)t>0 y (Pr)t>0 son semigrupos de transicién y L es un nicleo de transicién. La primer
definicién formaliza esta relacién, obteniendo un lo que es conocido como un entrelazamiento.

Definicién 3.1. Sean (Q:)i>0, (P:)i>0 dos semigrupos de transicién en los espacios medibles
(E1,&1), (B2, &), respectivamente. Supéngase que L es un nucleo de transicién que manda funcio-
nes acotadas en &3 a aquellas en &7. Se dice que el par ordenado (@, P) estd entrelazado con enlace
L si para cada t > 0 la relacién QL = LP, se cumple (donde se considera que ambos lados son
operadores actuando en funciones medibles acotadas en &3). En este caso, se denota Q(L)P.

En lo subsecuente, se pensard que X y Y son dos difusiones homogéneas con semigrupos de
transicion (P;)i>0 y (Qt)i>0 v espacios de estados X C R™ y Y C R™.

Definicién 3.2. Una difusién Z = (Z!, Z?) con espacio de estados X x ) es llamada un entrela-
zamiento de las difusiones X y Y con enlace L si las condiciones siguientes se cumplen

(i) Z'y Z? tienen la misma distribucién que X y Y respectivamente y
E[f(Z) | 2§ =y} = (Lf)(y), (3.1)
para todas las funciones f medibles acotadas en X.

(ii) Los semigrupos de transicién P y @ estan entrelazados, Q(L)P (por el inciso anterior, el
semigrupo de Z! es también P y el semigrupo de Z2 es Q).

(iii) EIl proceso Z' es de Markov respecto a la filtracién generada por (Z!, Z?2).

(iv) Para cualquier t > 0, dada Z2, la variable aleatoria Z} es condicionalmente independiente de
J(ZSQ, s < t) y se distribuye condicionalmente de acuerdo a L. Esto es, para cualquier conjunto
medible A,

PlZ} € A|a(Z2,s <t)]=P[Z} € A| Z}] = L(Z}, A).

17
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. 1 2 . . 1 2 . .
e ) )
(v) Para cualquier t > 0, dadas Z, y Zj, las variables aleatorias Z; y Z; son condicionalmente
independientes.

En este caso, se escribe Z = Y (L) X.

En la ecuacién (3.1) se entiende que Lf es una de las funciones para las cuales se cumple que
(Lf)(Z3) = E[f(Z}) | Z3]. Supdéngase que para un proceso (Up)i>o, Ur = (U}, UE) existe algtin
proceso (1;);>0 independiente de (U});>o se tiene que U? es 0(%;,%,;) medible, donde (.%;)i>0 es
la filtracién generada por Ul y (%;)i>0 es la filtracién generada por 7. Si U! es de Markov con
semigrupo (73):>0, se sigue entonces, que para cualquier funcién f en X medible y acotada y
0<s,t,

E[f(Ulys) | o(Uu,0 < u < 8)] = E[f(Ufy) | 0(F5, %) | 0(Uu, 0 < u < 5)]
E[f(Uis) | Zs | 0(Uu,0 < u < 5)]

E[(Tif)(U,) | 0(Uu, 0 < u < 5)] = (Tf)(U;)

por lo que U! es de Markov respecto a la filtracion generada por (U',U?). Asfi, la condicién (iii)
captura la idea de que Z2 se obtiene a partir de Z' con posible ruido independiente. La condi-
cién (iv) se entiende mejor en el marco de un diagrama parecido al presentado en el primer capitulo

Qs
ZTQL Zt2+s
L L
Ztl Zt1+s

Las flechas verticales estdn invertidas respecto a aquel diagrama, pues aqui se representa la accién
que tienen las variables aleatorias respecto a las medidas. De este modo, dada una muestra de Z?
se puede condicionar segin ()5 para obtener una muestra de Zt2+s y luego condicionar a este valor
para obtener una muestra de Z} s segin L; o, usando la propiedad de entrelazamiento, este camino
deberfa ser equivalente a obtener un valor de Z} segin L y condicionar a este nuevo valor para
obtener una muestra de Z}, ; segin Ps. La condicién (iii) implica que el proceso (Z2, Z}, Z}. )i>0 es
de Markov. La condicién (iv) se pide entonces para que el proceso (Z7, Zt2+s, Z} ,)i>0 sea también
de Markov. Finalmente, la condicién (v) solo se usa para asegurar que la distribucién de conjunta
de Zy y Z; estd unicamente determinada por las condiciones (iii) y (iv).
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Considérese dos generadores infinitesimales

AX_ib‘i—’_}i - 0
N i—1 Z(‘):cl- 21 :la” 89528:5]

5]

SR B R 0?
A = Z’Yki +3 Z Pkl
= O 247 Oudy
donde b = (b;) es una funcién en R™ continua en el interior de X, v = (%) es una funcién en R"
continua en el interior de Y y a = (a;;) y p = (pr1) son matrices positivas definidas y simétricas de
tamanos m X m y n X n continuas en los interiores de X y ) respectivamente. Se supone ademas
que estos generadores cumplen las siguientes dos condiciones

Condicién 1. El problema de la martingala relativo a A% en X estd bien planteado en el sentido
de la Definicién 2.9 y su solucién es un proceso de Feller. Ademas que el conjunto de funciones
C§°(X) es un centro para AX. Se supone lo andlogo para AY.

Condicién 2. Se consideran las siguiente condiciones de regularidad para el nicleo L:

= [ estd definido como un operador integral

(L)) = /X Ay, ) f(z)de
mandando Cy(X') en Cy(Y).

» A(,x) es estrictamente positiva y continuamente diferenciable en ) para cada z € X fijo.
Se define V' = log A y se denota por V,V al gradiente de V' con respecto a y, por lo que

1,0 0

x) = — [ =—A( v, =—A(

(VyV)(-,2) A<6y1 (), (w’v))

Para un punto z € R™*" escribase z = (z,y) con € R™ y R™. Si f es una funcién de dos

variables, (z,y) — f(x,y), f. denotard la funcién obtenida al fijar la primer variable y similarmente
se define f,.

Teorema 3.3. Sean X y Y dos difusiones dadas como las soluciones de los problemas de la
martingala relativos a AX y AY respectivamente. Sea Z = (Z',Z?%) una difusion en X x Y cuyo
generador estd dado por

AZ = AN+ A +(V, V)V, (3.2)
y supdngase que A? satisface la condicion 1. Mds ain, supdngase que la condicidn inicial de Z
satisface

Pz} e B Z3=9) = [ Mpoyie, BeB®)

Si A es tal que



20

(i) A, estd en el dominio de AY en Co(Y) para todo x € X y AYA es continua en Y x X y
acotada en Y X K para cualquier K C X compacto,

(ii) la medida L, pertenece al dominio de (AX)* para todo y € Y (donde se ve al dual de Co(X)
como el espacio de medidas requlares en X ) y

(iii) la medida [(AX)*L,] es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue y su
densidad estd dada por (AY Ay).

entonces, Z =Y (L)X

La tltima condicién sobre A implica que, para toda f € D(AX) yy € Y,
| A D@ = [ (A P@L.ds)
X X
- /X F@)[(AY) L) () (3.3)
— [ (M) ()
X

y de la definicién del adjunto, este calculo muestra que la dicha condicién es equivalente a esta
igualdad. Al tomar la restricciéon a un subespacio més pequenio (por ejemplo, C§°(X)), AX es un
operador simétrico, por lo que la medida (AX)*L, tiene densidad A% A, y la condicién (iii) del
teorema se puede escribir como
ANy = AV A,

En general, esta es una ecuacién diferencial parcial hiperbdlica y en el caso en el que X y Y son
movimientos brownianos, se obtiene la ecuaciéon de onda unidimensional clasica. Esto conduce a un
primer ejemplo de la aplicacion de este teorema: se hallarda un entrelazamiento entre X = By + Z&
y Y = By + Z2, donde By y Bs son dos moviemientos brownianos independientes y (Z¢, Z3) son
variables aleatorias que satisfacen la ecuacién (3.1). Obsérvese que lo generadores de X y Y son

2 2 . . - 1 ,
% y 8%2 respectivamente, los cuales satisfacen la Condicién 1. Considérese el niicleo

1
A =
R e TR
Obsérvese que AYA(y,z) = %. Asi, AYA, € Cy y Ay € D(AY). Como

aa—;A(:n, y) = g—;zA(y, x), al integrar por partes se obtiene la ecuacién (3.3).

Definase el operador

02 0?

oa2 " by
__mw) o PP
1+ (y—2)20y 022 Oy?

AZ = (V,V)pV, +
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Sean o : R? — R?*2 y b : R? — R? dadas por o(x,y) =Ly b(z,y) = (0, —%), con I la matriz
identidad. Se tiene entonces que o y b son funciones Lipschitz continuas, por lo que el Teorema (3.3)
implica que AZ satisface la Condicién 1 y existe un proceso de Feller Z = (Z*, Z?) con condicién

inicial (Z¢, Z2) y generador A?, que, por el Teorema 3.3, es un entrelazamiento de X y Y.

Algunos lemas se requerirdn para la prueba del Teorema 3.3. De aqui en adelante, se pensard que
el espacio de probabilidad sobre el que se trabaja es el espacio candénico de trayectorias continuas
C([0,00), X x Y) con la o-algebra (producto) de Borel, .#, y con medida de probabilidad P dada
por la distribucién de Z. En el espacio se define la filtracién continua por la derecha (.%;):>0 gene-
rada por las proyecciones y completada respecto a la familia de medidas (P;).cxxy, €l conjunto de
soluciones al problema de la martingala para A iniciando en z € X x ). También se definen las
filtraciones (Z{X)i>0 v (FY )i>0 definidas como las filtraciones continuas por la derecha y comple-
tas (respecto a (P,)) generadas por las primeras m y las tltimas n proyecciones respectivamente.
Obsérvese que estas filtraciones son subfiltraciones de (%)>0.

Lema 3.4. Para cada funcion f € C°(X x V), la funcién A, f. pertenece al dominio de AY y se
satisface

AV (Apfe) = Aa( AT f2) + (VA p(Vy ) + fu(AYAy) (3.4)
Si f € CP(Y), se cumple la misma ecuacion con f en lugar de fy.

Demostracion. Solo se probara el caso en el que f € C5°(X x Y), pues la prueba es andloga. Sea
z € X y A, una funcién continua en R” con soporte compacto contenido en el interior de Y, la
cual, ademds, coincide con A, en una vecindad abierta del soporte de f,. Sea ¢ una funcién de
densidad en R" con soporte compacto e infinitamente diferenciable. Para cada ¢ € N, sea ¢, dada
por ¢q(y) = ¢"¢(qy). Las funciones ¢, tienen las siguientes dos propiedades

i) El didmetro del soporte de ¢, tiende a cero cuando ¢ tiende a infinito y

ii) Si g : R™ — R es una funcién continua, la sucesién de funciones (gq),en dada por

9y — §)b(5)di = / 9(@)bgly — §)di

Rn

galy) = (f % &) (y) = /

n

es infinitamente diferenciable y converge a g puntualmente. Si ademds, g es uniformemente
continua en un conjunto, la convergencia es uniforme sobre este. En particular, la convergencia
es uniforme en conjuntos compactos.

Para cada g € N, sea ¢q 2(y) = Az*qﬁq. Por la propiedad (i) de la sucesion (¢q)qen, €l soporte de g 4
eventualmente estara contenido en el interior de Y, por lo que g, € Cy(Y) para ¢ suficientemente
grande. Ademsds, %goq,z(y) = (%Ax) * ¢g, 1 € {1,...,n}, de donde

Pgax — A,y Vogr — V/N\q,x uniformemente en el soporte de f;. (3.5)
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Usando que C§° es un centro para AY | existe una sucesién de funciones (Arz)ren que converge
a A, uniformemente y tales que la sucesién (AY Ay ;)qen converge a AY A, uniformemente. Asi,
diferenciando bajo la integral, para cada ¢ se tiene AY (A, xg) = (AY A, ;) * g donde g es cualquier
funcién en C§°(Y). El lado derecho de esta igualdad converge uniformemente a (AY A;) * g, por lo
que, al usar que A es cerrado, se obtiene

AY(Az *g) = (AYAm) xg, g€C5 ()

Luego, como A es un operador local y A, = AQQ en una vecindad abierta del soporte de f,, para
cada ¢ € Ny y en dicha vecindad, se tiene AY (A, * ¢,)(y) = AY (Ay * ¢g)(y). Asi,

AV p e = AV (A x dy) = AY (Ap x @) = (A A,) % ¢y — AY A, uniformemente en el soporte de f,.

(3.6)
Ahora, como cada ¢, . f, es infinitamente diferenciable con soporte compacto, cada una de ellas
esta en D(AY), por lo que la regla de Leibniz implica que

AY(SOq,xfx) = SDq,oc(Afo) + (vqu,w)/P(vyf) + fx(AYSpq,:v) (3.7)

Fuera del soporte de f,, cada uno de los sumandos en el lado derecho de (3.7) se anula, por lo que
(3.5) y (3.6) implican que

AV (g0 fe) = Ae(AY f2) + (VN p(Vy ) + fo(AYA,) uniformemente en Y (3.8)

Por (3.5), (¢q,2fz)qen converge uniformemente a A, f; en ), por lo que la ecuacién (3.8) y el que
AY sea cerrado implican que A, f, € D(AY) y

AY(Amfac) = Am(Awa) + (vyA),p(vyf) + f:v(AYAac>
como se queria. O

Lema 3.5. Si f € C{°(X x ), entonces la funcion F : Y — R dada por y — (Lf,)(y) pertenece
al dominio de AY y

AP = [ A Bt ) (39)
Si f € C§°(X), la funcién Lf pertenece al dominio de AY y

ALH) = [ (AT (@) (3.10)

X

Demostracion. Primero se probard el caso en el que f € C§°(X x V). Sea K el soporte de f y
Ky la proyeccién de K en X, por lo que Ky es compacto. Para cada n € N sea {X"}1<,<r,
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una particién finita de Kx en conjuntos medibles con didmetro menor a n~! y sea 27 € A",
r=1,..., R,. Definase la sucesién de funciones F;, : Y — R dada por

Ry
r=1
donde m es la medida de Lebesgue en R™. Obsérvese que para cada n, F,, € AY y
Ry
AYFn = ZAY(Ax?fx?)m(Xrn)'

r=1

Ahora, como f se anula fuera de K, las funciones Af y AY (A.f.) son uniformemente continuas en
X xY) (recuérdese que AY es un operador local), por lo que para cada € > 0 existe N € N tal que
para todo n > N y (71,9), (x2,y) € X x Y tal que |71 — 22| < n~!, se tiene

’A(y7x1>f($17y) - A(y,$2)f($2, y)‘ <& vy |AY(A$1f&?1)(y) - AY(Amzfm)(y)‘ <e (3'11)

Por lo tanto,

Ry
F) = Fao)] = |3 [ (M) ) = Ay f e )

r=1 T
Ry

<> [ A )~ My ()l da
r=1 T
Ry,

< dx = em(Ky)
;/;16 & X

De donde se obtiene que F), converge uniformemente a F y, de manera similar, se ve que AY F},
converge uniformemente a |, AY (A, f.)(-)dz. Usando que A es un operador cerrado, se obtiene la
ecuacién (3.9).

Para el caso en el que f € C§°(X), la prueba procede igual haciendo las correspondientes correc-
ciones notacionales, salvo en la ecuacién (3.11), en donde se tiene que hacer uso de que A esta
acotada en el conjunto ) x K para garantizar que las desigualdades se cumplen. O

Antes de enunciar el siguiente lema, se hard la siguiente observacién: dada una sucesién de
funciones (fx)ren en Co(X x V) que converge uniformemente a una funcién f, se tiene

/)\(-,a:)fk(x, -)da;—>/ A, z) f(z,-)dz uniformemente en ). (3.12)
X X
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En efecto, esto se sigue al considerar el siguiente calculo

/ Ay, ) f(z,y)da — / Ay, @) o, y)de
X X

— ‘LA(y,x)(f(x,y)—fn<m,y))dw

< /X Ay )| — fallvsyda
1 = Fullaxy

y esta ultima expresién converge a 0 cuando n tiende a infinito. Un resultado similar se obtiene al
fijar x € X e integrar sobre ).

Lema 3.6. Sea f € D(A?) y g € D(AY). Supdngase que para cierto to > 0, la distribucion
condicional de Z'(to) dada Z*(to) es L. Entonces, para cada t > 0, las funciones
u(t): Y =R,y E[f(Z(t +t0), Z2(t + 1)) | Z°(to) = y]
(

) ) (3.13)
v(t): Y =R, y—=E[g(Z°(t+1t)) | Z°(to) = y]

estdn en el dominio de AY, las funciones t — u(t) y t — v(t) son continuamente diferenciables
con respecto a la norma uniforme en Co(Y) y

au(t) = AV u(t) av(t)

En particular, bajo las hipotesis del Teorema 3.3, esto se cumple con tyg = 0.

= AYu(t), t>0

Demostracion. Solo se probard el lema para u, pues la prueba para v es similar haciendo los justes
necesarios.
Para cada t > 0, definase la funcion

wt): X xY =R, (2,y) = E[f(ZYt+to), Z2(t + t0)) | Z (to) = x, Z (o) = y).
Como la distribucién condicional de Z! dado Z2 es A, se tiene entonces que
u(t)(Z%(to)) = E[f(Z'(t + to), Z*(t + t0)) | Z%(t0)]
E[f(Z'(t +t0), Z°(t + t0)) | Z'(to), Z*(to) | Z%(t0)]
E[w(Z' (to), Z%(t0)) | Z*(to)]

/ w(x, Z2(to))A(Z%(to), x)dx
X

por lo que se puede tomar u(t)(y) = [, w(t)(x,y)A(y, z)dz. Obsérvese que por homegeneidad del
proceso Z, w(t) es simplemente la accién del semigrupo de Z al tiempo t sobre f, por lo que el
Teorema (2.4), implica que w(t) pertenece al dominio de A? para cada t > 0 y se satisface

w(t) = AZw(t)
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Ahora, por la observacién hecha antes del presente lema, v también es diferenciable respecto a la
norma uniforme en Cy y su derivada estd dada por

alt)(y) = /X Ay, )i (t) (2, y)da = /X Ay, 2) AZw(t) (z, y)da (3.14)

Por la Condicién 1, C§°(X x )) es un centro para A, por lo que existe una sucesién (wy,(t))xen en
C§°(X xY) que converge a w(t) uniformemente en X' x Y y tal que AZwy,(t) converge uniformemente
a A%w(t). Por la definicién de V se tiene que

AAZ = AA® + AAY + AV, V) pV, = [AAY + (VAN pVy + (AYAL)] + [AAT — (AVAL)]

Usando la ecuacién (3.3) y los lemas 3.4 y 3.5, se sigue que la integral de la derecha en (3.14) se
puede escribir como

/X Ay, 2) A (w(t))(y)dz = Tm | Ay, 2) A% (1)) (y)da

k—o0 X

= lim | ([AAY + (V,A) oV, + (AYAL)] + [AAY — (AY AL (wi (1)) (y)da

k—oo Jx

— lim | [AAY + (V,A) 0V, + (A" A (wr(t) o (y)de

k—o0 X

= lim [ AY(Au(wi)(t)z)(y)dz

k—o0 X

hm AV [ A (wi(t))o(y)de
k—o0 X

(3.15)

donde el limite se entiende de manera uniforme en y. Usando entonces que A es cerrado, se sigue
u(t) = [ As(wi(t))2(-)dz pertenece a D(AY) y

- /X Ay, 2) A% (w(t))2 () = iu(t).

Lema 3.7. Z' es un proceso de Feller con respecto a la filtracion (fftx)tzo.

Demostracion. Sea f € C(X). Si mp, : X X Y — X es la proyeccién candnica en X, la funcién
f o my, pertenece a C§°(X x V), por lo que la férmula de It6 implica que

. _m—i—n (fon-m i fowm)
A = i omn(ze) = Y- Q2T (700714 LS a2 e (Ze)ds

i=1 1,j=1

53y ,okz(Zz)*az(f °1n) (7,)ds.
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Aqui, las primeras m parciales de f o, coinciden con las parciales de f y udltimas n parciales de
f om, se anulan, por lo que esta expresién se reduce a

—~ Of

US(EZD) = 3 5 (B +

- 1 f 1
Z 7*] Z 85[7181‘] (Z)

l\.’J\»—l

Lo cual implica que Z' satisface el problema de la martingala asociado a AX. Como se tiene que
X(0) y Z& tienen la misma distribucién, se debe tener entonces que Z' y X son idénticamente
distirbuidos. En particular, como el problema asociado a AX estd bien definido, Z' es de Feller
respecto a su filtracion. O

En los siguientes lemas, se hara uso de que cualquier funcién medible acotada puede ser apro-
ximada por una sucesién de funciones en C§° unifomemente acotada. Usandoel Teorema de la
convergencia dominada, solo hace falta ver que los enunciados se satisfacen cuando se restringe a
este conjunto.

Lema 3.8. Los semigrupos de transicion (Qt)t>0 y (Pr)i>0 satisfacen la relacion Q(L)P
Demostracion. Solo hace falta ver que para cualquier funcién f € C§°(X) se satisface
QiLf=LPf

Usando la definiciéon de L, esto es equivalente a mostrar que para cualquier ¢ > 0, se cumple

/AZt, x)dx

Con este fin, definase

o—y

/ Az, y)E[f(Z}) | Z} = x)da (3.16)

.

v(t): X >R, z+— /){A(m,y)E[f(Ztl) | Z) = 2]dx

u(t): Y —->R, y—E

/A(Zf,m)f(a:)dx z:
X

Por el Lema 3.6, u(0) (que estd dada por y — [, A(z,y)f(x)dz) pertenece al dominio de AY. Por
lo tanto, el otra aplicacién del mismo lema implica que u es una solucién al problema de Cauchy
con valor inicial

alt) = AV u(t), u(0)(y) = /X Az, ) f(z)dz (3.17)

Por el Teorema 2.15, la solucién a (3.17) es tnica y para probar (3.16) solo hace falta ver entonces
que el lado derecho de (3.16), dado por L(v(t)), también resuelve (3.17).
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Por el Lema 3.7 y el Teorema 2.4, v es diferenciable con respecto a la norma uniforme en Cy(X) y
0(t) = AXv(t) para todo t > 0.

Ahora, si (v;(t))ien es una sucesién de funciones en C§°(X) tal que v;(t) — v(t) uniformemente en
Xy AXv(t) = AXo(t) también uniformemente, se tiene que la observacién hecha antes del Lema
3.6 implica que

Luy(t) = Lo(t) y L(AXv(t)) = L(AXv(t)) uniformemente en . (3.18)
Sin embargo, (3.3) y el Lema 3.5 implica que, para cada | € N,
LAY u®)0) = [ A4S u®)addo = [ (AN @)z
— A [ A ult)e)ds = A (Lu) )
X

De donde (3.18) y el que A" sea cerrado implican que L(AXv(t)) = AY (Lv(t)). Usando una vez
mas la observacién antes del Lema 3.6, se obtiene

%Lv(t) = Li(t) = L(AXv(t)) = AY (Lo(t))
lo que significa que Lv también satisface (3.17). O

Lema 3.9. Para cualquier t > 0, condicionado a Z?, la variable aleatoia Z} es independiente de
FY 1y se distibuye condicionalmente de acuerdo a L.

Demostracion. Obsérvese que probar esto es equivalente a probar que para cualquier funcién
f € C(X) y cualesquiera 0 = tg < t; < --- <ty =t,81 G=0(Z2 Z%(t1),..., Z2(t)), se satisface

E[f(Z) | 6] = (Lf)(Z)
La prueba se hard por induccién. Para k = 1, se debe mostrar que si g € C§°()), entonces
Elf(2)9(Z}) | Z5) = EI(Lf)(2})9(Z7) | Z5) (3.19)
Para dichas f y g, definase

u(t): Y =R, y=E[f(Z)9(Z}) | 25 =y
o(t): Y = R,y E(Lf)(27)9(Z7) | Z5 = Y]
Se desea mostrar que las funciones u y v son iguales y , por el Teorema 2.15, solo hace falta ver

que ambas satisfacen el mismo problema de Cauchy con valor inicial.
Se tiene u(0) = v(0), pues, por hipétesis, la distribucién condicional de Z} dado Z2 es A. Por
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los lemas 3.5 y 3.4, la funcién (Lf)g pertenece al dominio de AY, por lo que el Lema 3.6 y los
comentarios posteriores a su demostraciéon implican que v satisface la ecuacion

o(t) = AV u(t)

Deffnase h : X x ) — R dada por h(z,y) = f(z)g(y). Asi, h € C*(X x V) C D(A?), por lo que
otra aplicacion del Lema 3.6 implica que se satisface

u(t) = AV u(t)

que era lo que se queria probar.
Supéngase ahora que (3.19) es valida para algin k € N. Asi, la esperanza condicional de Z(t)

dado (Z3,...,Z%(tx)) es de nuevo L. Para probar el paso inductivo, se puede repetir el argumento
para k = 1 con el proceso de Feller (Z(tj + t));>0 después de condicionar con (ZZ,. .., Z2(t;)), lo
cual finaliza la prueba. O

Lema 3.10. Los procesos Z2 y'Y tienen la misma distribucion.

Demostracion. Solo es necesario ver que se tienen las correctas funciones de transicion, es decir,
para cualquier f € C§°(Y) y 0 < s,t se tiene

E[f(ZEs) | FL1 = (Quf)(Z2) (3.20)
Definanse

ut): Y =R, y—E[f(Z2,) ]| Z2 =y
w(t): X xY =R, (x,y) =~ E[f(Z2,) | Zs =2, 27 =y].

Usando que Z es un proceso de Markov respecto a (%;)i>0 y que f (Z2) es funcién de Z;, el Lema

3.9, implica lo siguiente

E[f(Z2) | #S1=Elf(Z) | s | 7]
E[f(Z})] 25, 23| 7]
Elw(t)(Z;, Z7) | 7.]
E

( s
[w(

)
024,231 23 = [ wle. ZDNZE 2)da
X
Sin embargo, de la demostacién del Lema 3.6, se ve que también se tiene la igualdad

u 2 = w\x 2 2 x)ax
(1)(22) /X (2, Z2)N(Z2,2)d
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por lo que u(t)(Z?) = E[f(Z{,,) | 7.
Por el Lema 3.6, u resuelve la ecuacién

at) = A u(t), u(0)=f

y si se define v por v(t) = Q:f, el Teorema 2.4 implica entonces que v también es diferenciable y
satisface

o(t) = AYo(t), v(0)=f

Por la unicidad enunciada en el Teorema 2.15, se sigue que u(t) = v(t) para cada t > 0y, en
particular,

E[f(Z0) | 73] = u(t)(Z2) = v(t)(Z) = (Quf)(Z])

como se queria. O
Lema 3.11. EIl proceso Z' es un proceso de Markov con respecto a la filtracion generada por Z.

Demostracion. Fijese 0 < s < t. Se debe demostrar que, para cualquier funcién f € C5°(X), se
tiene

E[f(Z) | 771 =Elf(2) | Z;]

S

Como Z es un proceso homogéneo de Markov y f(Z}) es funcién de Z;, se tiene

Elf(Z)) | I1 =Elf(2)) | Z3, Z2) = E[f(Z'(t - 5)) | Zg, 2]

S

Por lo que solo es necesario demostrar que, condicionado a Zsl, Z} es independiente de Zg y por
homegeneidad, se puede considerar s = 0.
Definase

v(t): X =R, z—E[f(Z})]| Z} = 1]
w(t): X xY =R, (x,y) = E[f(Z})| 2 ==,22 =y

Usando la observarcién previa al Lema 3.7, se puede considerar a f como una funcién en D(A%),
por lo que el Teorema 2.4 implica que se satisface

u(t) = AXu(t), w(t) = AZw(t), u(0)=w(0)=f

Y atin otra aplicacién de la misma observacién implica que se tiene AXu(t) = A%u(t), por lo que el
Teorema 2.15 implica entonces que u(t) = w(t), que a su vez implica lo que se quiere demostrar. []

Por el punto (iii) en la Definicién 3.2, se tiene, para f y ¢ funciones medibles acotades en X'y
t >0,

Elg(Z) | Zy. Z5) | Z]
Pyg)(Zy) | Z3)

E[f(Z0)9(2)) | Z5) = Elf(Z

~— —
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Cuando f =14 y g = 1p para ciertos conjuntos A, B € #(X), esto se puedo escribir como
P[Zy € A, Z} ¢ B| Z%] = / Pi(x, BYA(Z3, x)dx (3.21)
A
lo que da una expresion para la distribucién condicional de (Z&,Ztl). Similarmente, por la con-

dicién (iv) de la Definicién 3.2, se tiene, para g y h funciones medibles y acotadas en X y Y
respectivamente,

Elg(Z)h(Z}) | Z5) = Eh(Z})Elg(Zy) | 0(Z2,0 < s < t)] | Z5]
= E[n(Z})(Lg)(Z}) | Z3)
= Qu(h(Lg)) (%)

por lo que al tomar g = 1 y h = 1¢ para ciertos B € B(X) y C € £()), se puede escribir
PzteB.zeC|B) = [ Lu.BQZd) = [ [ Apo@Bapa  (322)
C BJC

por lo que en particular Z' tiene distribucién condicional dada por [ B fy Ay, 2)Q:(Z3, dy) dx. De
esto vemos que la medida P[Z} € -, Z2 € C | Z2] es absolutamente continua respecto a la medida
P[Z} € - | Z3] y esta ltima es absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue en X
Asf, la derivada de Radon-Nikodym de P[Z} € -, Z? € C | Z3] respecto a P[Z} € - | Z] esta dada
por el cociente de las derivadas respecto a la medida de Lebesgue, es decir, por

Jo My, 2)Qi(Z3, dy) / Qt (23, dy)
fy ( )Qt Z()7dy fy Qt Z[)ady)

v(Z2,x,C) = (3.23)

Obsérverse que por definicién de v, se satisface la relacién v(Z3, Z},C) = P[Z? € C | Z}, Z3).
Ahora, si dadas Z} y Z2, Z} y Z? son independientes, entonces, para A, B € B(X) y C € B(Y),
las ecuaciones (3.21) y (3.23) implican que, por desintegracién,

P(Zy € A, Z} € B, Z{ € C'| Z§) = ENla(Z5)18(ZElLc(Z}) | Zo, 24, Z3) | Z5)
=E[14(Z)16(Z)E[c(Z}) | Zi, Z5) | Z]

// v(Z3,%,C)Py(x,di)A(Z2, x)dx
///fy y1,20)Q¢(Z3, dy1) Py(er, duo) (22, 2)d

yo; Zo Qt Zga dyO)
Definiendo a (R:):>0 como el semigrupo de transicién de Z, se satisface

Ri(Zy, 23, B x C) = P1Z; € B, Z{ € C'| Zy, Z3),
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por lo que, al ser L la distribucién condicional de Z} dado ZZ, se sigue
PlZy € A, Z} € B, Z{ € C | Z§] = E[1a(Z)E[L5(Z))1c(2}) | Z5, Z3) | Z3)]
= / Ry(x, Z3, B x C)L(Z3, dx)
A
De donde concluimos que la densidad de P[Z}€-,Z} € B,Z? €C|Z3 respecto a

L(Z3,") es Ry(-, Z3, B x C). Pero estas dos medidas son de absolutamente continuas respecto a
a la medida de Lebesgue, por lo que debe tenerse

) Q Z ?d
ZO7 fB fC lezilelt)((ZOz)yl) Pt(Z(%, d.@l)

A(Zg ) (3.24)

Z2
fy (G121 Qt (Z5,din)

En conclusién, si el punto (v) de la Definicién 3.2 se satisface, entonces la el semigrupo de transicién
tiene la forma expresada en la ecuacién (3.24) y, siguiendo los pasos en orden inverso, se tiene que,
de hecho, la ecuacién (3.24) implica el punto (v) en la Definicién 3.2, por lo que son afirmaciones
equivalentes. Considerando que los puntos (i) a (iv) ya han sido probados en los lemas anteriores,
para finalizar la prueba del Teorema 3.3, solo hace falta probar la ecuacién (3.24). Algunos otros
lemas seran necesarios para este fin.

Ri(z,Z3,Bx C) =

Lema 3.12. Al tiempo t > 0, la ley de la difusion Z es absolutamente continua con respecto a la
ley de la difusion producto 7= (Z1 Z2) en X x Y con generador AX + AY y condicion inicial
Zy = Zy y la densidad correspondiente estd dada por

exp (/0 ((VyV)(ESQ,Zl))/d]\/i\g(s) — ;/0 H(vyv)(232721)||2 )ds> (3.25)

donde My es la parte de martingala local de Z* y HyHi 72 = y'p(Z2)y.

Demostracion. En el espacio filtrado, (C([0, 00), X' x y) , (Z1)t>0) considérese la distribucién de
Z P.Sio:Y — R™™ es tal que oo’ = p, entonces Z 72 satisface la ecuacién

t t
7} =72 _/ o—(zg)st+/ v(Z%)ds
0 0

donde (Bi)i>0 = (Btl,BtZ, ..., B{")¢>0 es un movimiento Browniano n-dimensional respecto a P.
Asi, de la definicién de M2 se sigue entonces que M2 Zo + fo 2)dBs.
Para simplificar la notacién, sea K(s) = (VyV)(Zg, Z1). Definanse los tiempos de paro

t
:, > 2’\ >
Tn 1nf{t_0‘/0 \K(S)Hp(zg)ds_n}, neN
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y la martingala local L dada por
Li=K(s)-Mp=)» K'-Mj

donde K’ es la i-ésima entrada del proceso K y similarmente se define ]/\4\5 Asi,

n

<M2,Mj ZZUZkU]l (B* BY = Zozkajk—p” 2

k=11=1
Por lo que
n n n o m
(Lo Ly =SS KK (W, M) = S0 S KK - piy(22) / 1K ()|
i=1 k=1 i=1 k=1
De la definicién de los tiempos de paro, se concluye que (L™, L™ )., = (L, L), < n. Por lo tanto

E

1
exp <2<LT"7LT">00>] < exp (Z) < 00

El criterio de Novikov implica que el proceso D™ definido por

n T 1 T T
DI = exp (Lt" - L n>t>

tATh o 1 tATh 9
e [ R@RE - 5 [ KO g

es una martingala uniformemente integrable y se puede definir una medida Q™ en .# de manera
que las restricciones a las o-dlgebras %, satisfacen Q) = (n) - Py, como una consecuencia
del Teorema de Girsanov y del Teorema de caracterizacion de Levy, el proceso B = (B,...,B")

definido por Bi=pi - (B, L) es un movimiento Browniano respecto a QM.
Como (BI, L)y = [ > _ K*(s)oy, ( 2)ds, entonces, para cada i € {1,...,n},

t
/ 0i;(Z22)dB] + / Zaw Z%)d(B’, L)
0
t
/ 0i;(Z2)dBI + / ZZK’“ $)oij(Z2)or;(Z2)d(B’, L)

=170 ]lkl

[ out@ani+ [ k567

=170 0 k=1

n

t
Z/ a,](ZQ)ng =
1 0

j=

M:

j=1

<
I

[
NE

<
Il

I
NE

<
Il
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Escrito en forma diferencial, estas igualdades dicen que

0(Z})dB, = o(Z7)dB; + K (s)p(Z7)dt
Y recordando la definicién de K y de 2, esto significa que 7 satisface la ecuacién diferencial
estocéstica para Z en el intervalo [0,¢ A 7,]. Por la Condicién 1, la ley de dicha solucién es tnica,
por lo que en los conjuntos {7, > t}, P = Z QM) = Q" « P (recuérdese que Z es el proceso
candnico) y la densidad estd dada por (3.25).
Por la continuidad de V, V' y p, con probabilidad uno se tiene

/HK ()12 72y s < o0

por lo que los eventos {7, > 1} crecen a un evento con probabilidad 1 respecto a ]3, lo cual concluye
la demostracion. I

Lema 3.13. En la notacion del lema anterior, para cada t > 0, las densidades definidas en (3.25)
se pueden escribir como
JE) A(Zt‘f’ZtlE,)
lefﬁr)l - . = (3.26)
j=1 (Qtj—tfflAZ#thj_l)
J

a lo largo de una subsucesion adecuada, donde, para e > 0, J(g) es el menor entero mayor o igual
que t/e y t: = (je) Nt para j =1,2,...,J(e).

Demostracion. Primero, se afirma que las densidades en (3.25) se pueden escribir como el limite
casi seguro

J(s

1fm ex / ZZ,Z dMs(s) — = /
gen (3 [ 0-33

t]l

V) (Z2,Zk I 5 ds> (3.27)
p(Z3)
a lo largo de una subsucesion adecuada. En efecto, por el Teorema 2.5, la diferencia entre las
integrales estocésticas en (3.27) y las andlogas en (3.25) se puede escribir como un movimiento
browniano estandar evaluado en la variacién cuadratica de esa diferencia. Calculos similares a los
hechos en el lema anterior dan una expresion exacta para estas variaciones cuadraticas, por lo que,
gracias a la continuidad V,V y p en el intervalo [0, t], todas las variaciones cuadraticas convergen
simultaneamente a cero casi seguramente cuando ¢ tiendo a 0. Se sigue que la diferencia entre las
integrales converge a cero en probabilidad y, por lo tanto, a lo largo de alguna subsucesién. La
continuidad uniforme de V,V y el acotamiento uniforme de p en conjuntos compactos muestra
también que la diferencia entre los términos de variacién acotada en los exponentes en (3.25) y en
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(3.27) tiende a cero casi seguramente, lo que da la representacién en (3.27).
Ahora, para cada j = 1,2,...,J(¢), se tiene

SO SRR 5 A
log A(Z%, Z};)— log A(Z%il, Ztl;) = /t (V,V)(Z2, Ztlj)dMg(s)
j—1
AY A 5, (3.28)
t; th. N 1 t; PR
[0 s [ NI s

j
Para ver esto, considérese, como en el Lema 3.4, una aproximacién de Az, por una sucesiéon de
t&

funciones en Cy(Y) infinitamente diferenciables ( )gen tales que

<pq72t1§
J

P, 71 — A21 s Vgp 71 — VA21 y .AYQO 71 — .AYA21 .
94e & 944 t< 944 t&
J J J J J J
donde todas las convergencias son uniformes en ). Como el generador de 72 es AY | la regla de It6
implica que, para cada g € N,

tE€
. ~ J ~ —
oz (B8 = 0,20 B2 ) = [ (Yo, )(Zd0E(s)
J j—1 J

t; N
[ A, 7 2

£
j—1 J

Por lo que al tomar el limite se obtiene

_ R t; o
Mgy (Z2) = Mgy (B ) = /t (VA 2y )(Z2)d5ho(s)
J

51 *
Zt? J

J i—1

tj N
+/ (A Az )(Z2)ds

£
tj—l J

Usando que A es estrictamente positivo, una nueva aplicacién de la regla de Itd a esta igualdad
implica (3.28). Sustituyendo (3.28) en (3.27) se obtiene

1) Az (ZE) 5 Az
(-
t

Im [[ —2=—ex j(Z?)ds). (3.29)
el e AZ#(Z%A) A
J
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Si o(e™) se usa para denotar funciones tales que lim.0e "0(¢") = 0, entonces, para cada
j=1,2,...,J(¢), se tiene

1A exp( - /t§ 5 (22)ds>
Aztle (Z%—l) 51 Az, ’
_ 1
AV A1
AZtls(ZQ_ <1+ft§ ) 23:”'( )ds + o ))

_ 1 J
S AG(ZE )+ (A AL )(ZE (5 —t5) + ofe)
- ' ’ 1
N A (Z) o TN QeAY A )(2%71)d5+0(6)

1
(Qt§7t§,1A2tl§)(2t2§71) +o(e)

donde en la tercer igualdad se ha usado la propiedad (iii) en la Definicién 2.2 y en la dltima igualdad
se ha usado que, segin el Teorema 2.4, %Qtf = @AY f para cada f € Co(Y) y t > 0.

Por la continuidad uniforme de AY' A, y de A en conjuntos compactos, y puesto que se asume que
AY A, es acotada en conjuntos de la forma Y x K para cada z € X y K C X compacto, todos los
términos o(e) convergen a cero uniformemente en j (aunque, por supuesto, pueden depender en la
trayectoria de Z ). Luego, (3.28) se puede escribir como

3

J() NZ2(), Z}:)
lim J

0 Qs Az )(ZE ) +ole)
J

Por continuidad y debido a que A es estrictamente positivo, existe un § > 0 (que puede depender
de la trayectoria de Z) tal que ¢ < A(Z3(sq), Z1(s1)) para cada s1,s2 € [0,1], lo cual implica que
< (Qtﬁ—ti A )22 1) para cada j = 1,2,...,J(¢). Tomando el logaritmo del cociente entre
- t& J—
J



36

este limite y (3.26), se obtiene

0 < lfmlog (ﬁ (1 ofe) >> = lfmglog (1 n o(e) >
=0\ (@547, (22 ))) =0 (Qus—s_, Az ><Z2 )

=1 i1 J=1 51
clo 7% 5
=limJ =1 1H)=0
lim J(€)o(e) = limo(1)
de donde se sigue el lema. O

Demostracion del Teorema 3.3. Como se mencioné anteriormente, el punto (i) de la Definicién 3.2
ya han sido demostrados en los lemas 3.7 y 3.10, y los puntos (ii), (iii) y (iv) en los lemas 3.8, 3.11
y 3.9 respectivamente, por lo que solo hace falta probar el dltimo punto, el cual es equivalente a la
igualdad en la ecuacién (3.24). Sea (R;);>0 los operadores definidos por el lado derecho de (3.24),
es decir,

y17 171)
x 7 7d ®P .’E,d(];
y / fy y1,x1 Qt y’dyl)Qt(y yl) t( 1)

de manera que cada R; es un nucleo de transicién y, de hecho, la coleccién (Rt)tzo forma un
semigrupo de transicién (informalmente, cada operador representa la probabilidad de ir de un
estado del proceso Z a otro, de manera que primero se considera la componente x, se muestrea
conforme a P, y luego, utilizando la regla de Bayes, se muestrea la componente y condicionada al
valor nuevo de la componente z y el antiguo de la componente ).

Sea Z un borehano en X X Y. Usando la notacién del Lema 3.12, denotamos por Eala esperanza
respecto a P. Asi, como Zo = Zo y el semigrupo de transicién de 7 es (Rt)t>0 = (P ® Qt)r>0, €l
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Lema 3.13 implica lo siguiente:

76) A(Z%, Z})

lim I 1:(Z) | Zo
H (Q5-5.82,)(Z )

J(E) A(Z\ffa Z\tlf)
J
= 1
J=1 Qts-—tE ;)<Zt2§—1)
: A(y1,21)
= h’mlnf/ T
10 Jaxy (QuAsy)(Z5)

Ay2, z2) 2} 1 2
. Ris_y- (2,dZ%) - -
/Xxy (Qug—ts Awy) (11) 5=t )
/ Lz(2() AW 200) 5
X xY Qt_t3(5>71AIJ(5) (yJ(E)—l)

= h/I?ulJnf RtiRtE,ti . Rt t€ 12)(Z0) = Rt(Z(], Z)

P[Zt€Z|Z0

< lim inf E
el0

Ry (Zo,dZ") - -

50, (Zu(e) -1, 425 ()

J(e)— 1(

donde la desigualdad se debe al Lema de Fatou, la segunda igualdad al Lema 1.2 y la ultima
igualdad a que (R;)i>0 es un semigrupo de transicién. Considerando ahora al complemento de Z
en X x ), se obtiene la desigualdad contraria, por lo que P[Z; € Z | Zy] = Ri(Zp, Z) y al ser Z
arbitrario, se concluye que (R¢)¢>0 es el semigrupo de transicién de Z. O

El Teorema 2 de [6] es un cierto tipo de resultado opuesto al Teorema 1 del mismo. En este se
identifica a los generadores de entrelazamientos de difusiones. Sean AX y AY los generadores defi-
nidos previamente que siguen satisfaciendo la Condicién 1y X y Y las correspondientes difusiones.
Astimase que existe un proceso de Feller Z que satisface los puntos (i), (ii) y (v) en la Definicién
3.2 y las siguientes dos hipdtesis

(iii)> Para cualquier ¢t > 0, dada Z}, las variables aleatorias Z3 y Z} son condicionalmente inde-
pendientes.

iv)’ Para cualquier ¢t > 0, dada Z?, las variables aleatorias Z7 y Z} son condicionalmente inde-
i 0Y 4
pendientes.

Asi, se tiene el siguiente

Teorema 3.14. Supdngase que el generador de Z satisface la Condicion 1 y el nicleo L satisface
la Condicion 2. Ademds, supdngase que

(i) Ay estd en el dominio de AY en Co(Y) para todo x € X,

(ii) la medida L, pertenece al dominio de (AX)* para todoy € Y y
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(i4i) para toda v € X, AY A, es continua y existe una vecindad abierta acotada U(x) de x tal que
AY A, estd uniformemente acotada en Y x U(x).

Entonces, el generador de Z estd dado por (3.2) y para cada funcién f € D(AX) N Co(X), la
relacion

LAXf = AYLf (3.30)
se cumple. Mds aiin, para cada funcién f € AX con soporte compacto se cumple (3.3), es decir,
J A D@m= [ (AN @, yed

y esto se satisface para toda f € AX N Co(X) en losy € Y para los cuales AYA.(y) € L'(X)
(respecto a la medida de Lebesgue).

Obsérvese que si X estd acotado, entonces esta ultima condicién se cumple para toda y € Y
debido a la condicién (iii) del teorema.

Demostracion. Sean f y g funciones medibles acotades en X' y t > 0. Por la condicién (iii)’, se
tiene

Ef(Z)9(Z)) | 23) = B (Z)Elo(2)) | 23, 23) | 23
= E[f(2)Elo(2}) | 2] | 23]
= E[/(2)(Pig)(Z4) | 23
- L(f(Pg))(2})

Elg(Z})(Z}) | Z3) = Bh(Z})Elg(Z}) | 25, 27 | Z3)
= E[n(Z7)El9(Z}) | 27 | 23]
= E[h(Z})(Lg)(Z}) | Z§)]

Esto muestra que las ecuaciones (3.21) y (3.22) siguen cumpliéndose y se puede proceder como
antes del Lema 3.12 para probar que el semigrupo de transiciéon de Z tiene la forma dada por la
ecuacién (3.24). En particular, para cualquier funcién h en Co(X x ),

i) 4= [, M

y de nuevo, la distribucién de Z; es absolutamente continua respecto al producto de las leyes de
X(t) y Y(t).

Pi(Zy, dx)Qu(Z5, dyn) (3.31)
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Por el Teorema de Stone-Weierstrass, el conjunto de funciones h en X' xY de la forma h(z,y) = f(x)g(y)
donde f € C§°(X) y g € C5°(Y) es denso en Cy(X x )). Por el Teorema (2.13), A es un operador
cerrado y ya que C§°(X x )) es un centro para A, solo hace falta identificar la accién de A en
funciones h(z,y) = f(z)g(y) donde f y g son como antes. Mds atn, como el operador es local,
podemos asumir que al fijar x € X, el soporte de f estd contenido en U(x).

Por hipoétesis, para cualquier 1 € X', A;, pertenece al dominio AY . Por lo tanto, por el Lema 3.4
muestra que A, g pertenece al dominio de AY . Haciendo h(z,y) = f(x)g(y) en la ecuacién (3.31),

el Teorema 2.4 implica que

Elf(Z})9(Z}) | Zo) =
/ A(Z5,21)9(Z8) + t(AY (9As,))(Z5) + tei(t, 21, Z5)
X A(y07x1) +t(AYA961)(Z[2)) —l—t€2(t,$1,Z§)

(3.32)

f(xl)Pt(Zé,d:cl)

donde

ften ) = 1 [ QA (0Aa))(ZD) - (A (aho))ds

t
St Z8) = 7 [ (QuATAL)(Z]) — (A Asy)ds
0

En vista de la ecuacién (3.4) y la continuidad de A, V,A y AYA, las funciones AY (Ag) y AYA
estdn uniformemente acotadas en Y x U(x) (recuérdese que U(z) es acotado) por lo que ambos ¢;
y €2 convergen a cero cuando ¢ tiende a 0 uniformemente en z; € U(x).

Aplicando la igualdad

ai + tas + tas _ ai " tagbl — a1bs n tagb% — a1b1bs + t(alb% + a1babs — asb1by — agblbg) (3 33)
by +tby +1tb3s by b? b} + tb? (by + b3) ‘

a la fraccion en (3.32), el lado derecho de ésta se puede escribir como

oy (A (9A:))(Z8) — 9(Z8) (A Ay, )(Z8)
/X <g(ZO) t A(yo, x1)

+t53(t,x1,zg)>f(xl)Pt(Zg,dxl) (3.34)

donde una expresién explicita de £3 se puede obtener a partir de (3.33). Obsérvese que el numerador
de e3 depende de A, Ag, A A, AY (gA,), €1 v 2. Por continuidad de las primeras cuatro funciones
y debido a que €1 y €2 convergen a 0 uniformemente en z; € U(z), el numerador converge también
a cero uniformemente en xq. Para t suficientemente pequena, el denominador es estrictamente
positivo y al ser U(x) acotado, se sigue que el denominador estd uniformemente acotado por abajo
por un nimero positivo. Luego, €3 converge a 0 uniformemente en z7 € U(z).

Expandiendo el producto en (3.32), se analizard el comportamiento de cada sumando cuando ¢
tiende a 0:
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1. Puesto que f pertenece a D(AX), se tiene
/Xg(Zg)f(l’l)Pt(Zé, dr1) = f(Z5)9(Z3) + t(A 1) (Z5)9(Z5) + o(t)

2. Por la ecuacién (3.4) y la continuidad en z; de las funciones involucradas,

X A(yo, 1)

:t/ (VyA(Z3,21)) p(Z23)Vg(Z5) + M Z5, 21) (A 9)(Z5)
x A(Z3, 1)

f(z1) P2y, day)

2 T /
- t/X <WP(Z3)VQ(Z§) + (Ayg)(Z§)> f(xl)Pt(Z&,de‘l)

_ t(<vyv<zg, 24 p 22V (22 + <Ayg><zg>) F(Z8) + o)

3. La convergencia uniforme en x; € U(z) de 3, muestra entonces que
/ tes(ty o, Z2) f(21 = Po(Z2, dar) = oft)
X

Todo esto es vélido sin especificar la condicién inicial Zjy. Al tomar como condicién inicial Zy = zo = (x, yo),
de lo anterior se obtiene que

E.o[f(Z1)9(Z7)] = f(w0)g(yo) + AZ(fg)(20) + o(t)

donde A? esté definido por (3.2). Esto implica entonces que el generador de Z en la funcién fg
estd dado por A% (fg) como se querfa.

En este punto, solo hace falta probar que se cumple (3.3) y (3.30). Para obtener (3.30), sea
f € Co(X) una funcién en el dominio de A¥X. Usando la relacién de entrelazamiento, se obtiene

LP,—Lf _QLf—Lf
t t

(3.35)

Como f estd en el dominio de A%, se tiene % — AX en Cy(AX) y debido a la continuidad de L,
se tiene entonces que el lado izquierdo de (3.35) converge a LAX f en Cy()). Asi, el limite en Cp())
del lado derecho de (3.35) existe, lo cual implica por definicién que Lf € D(AY)y AYLf = LAX f
como se querfa. Finalmente, para obtener (3.3), sea f una funcién en AX con soporte compacto.
Como los semigrupos (P;)i>0 ¥ (Q¢)¢>0 estdn entrelazados, se tiene LP;f = Q¢Lf para cada t > 0.
Por el Teorema de Fubini, esto es equivalente a

| Ao BN = [ fe@awis yeyizo
X X
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de donde se obtiene

/A Ptf /f QtA ) Aa(®) 4, yeV,t>0 (3.36)

Ya que A, es integrable respecto a la medida de Lebesgue en X y P tf ! converge uniforme-
mente a .AX f, por el Teorema de convergencia dominada, el lado 1zqu1erdo de 3.36 converge a
[ (AX ) (@)A(y, 2)da.

Asumiendo primero que el soporte de f estd contenido en algin U(z') para algin 2’ € X, el lado
derecho de (3.36) se puede escribir como

[ 1@ @RI =2 gy [ (A A ) + F@)er (0,
X U(a’)

donde ¢7 estd definido como antes. Por las observaciones hechas anteriormente, 1 converge uni-
formemente a 0 en U(z') y debido a que tanto f como U(z’) estdn acotados, una nueva apli-
cacién del Teorema de convergencia dominada implica que 1 [, f(z)((QiAz)(y) — Au(y))dz —
[ (AY A)(y) f(x)dz. Igualando ambos limites, se obtiene (3.3).

Si f tiene soporte compacto arbitrario, podemos cubrir el soporte de f con una cantidad finita de
los U(x), considerar las intersecciones con dichos U(x) y proceder a hacer ajenos estos conjuntos,
de manera que se obtiene una particién del soporte de f en los cuales se satisface (3.3). Debido a
la linealidad de A¥X y de la integral, dicha relacién se sigue cumpliendo atin en este caso.

Si para algin y € Y la funcién (AYA.)(y) es integrable (respecto a al medida de Lebesgue) y
f € AX N Cy(X), se puede considerar una sucesién de funciones en C$(X), (fa)n>o0 tales que

o=y AXfn — AX fen Cy(X). Asi,

[ A DA 1) (@) = @A A )] <

[ M) (A P@) - (A 1) (@) )da
X

X(fn(w) — F(@)) (A Ag) (y)d

< JAXf - AX S /X Ay, z)de
Ny / (AY A, (y)|da
X

y debido a la integrabilidad de A, y (AYA.)(y), la tiltima expresién converge a 0, lo cual concluye
con la prueba. 0



CAPITULO 4

PROPIEDADES Y EJEMPLOS

Este capitulo estd dividido en dos secciones. En la primer seccion se demostraran algunos
teoremas relacionados con difusiones, asi como algunas de sus propiedades y generalizaciones del
teorema 3.3. En la segunda seccion se enunciaran ejemplos de difusiones entrelazadas, asi como
procesos en los que los semigrupos estan entrelazados segun la Definicién 3.2, en los cuales se
discutira la posible aplicacion de los teoremas 3.3 y 3.14.

PROPIEDADES DE LOS ENTRELAZAMIENTOS

En el teorema 3.3 se impuso la condicién de que A, fuera una medida de probabilidad para
cada y € ) y que cumpliera la ecuacién 3.3. Supdéngase que solo se pide que la ecuacién (3.3) sea
satisfecha y que Ay sea densidad de una medida positiva y finita con masa total 7(y) = [, A(y, z)dx.
Se puede definir una densidad normalizada

Ay, z)

§(y,z) = W)

y un operador de transicién = correspondiente a £. El teorema 4.1 muestra que = es enlace de un
entrelazamiento entre el semigrupo (P;);>0 y un semigrupo obtenido a partir de (Q¢)>0.

Teorema 4.1. Supongase que el proceso Y satisface la condicion 1 y tiene condicion inicial Yo = yo.
Sea (FY )i>o0 la filtracion natural aumentada generada por Y. Asimase que la variacion total de
la medida (.AX)*Ly estd localmente acotada al variar y y que la funcion T es continua. Entonces,
el proceso (7(Y3))i>0 es una semi martingala local positiva respecto a (F )i>o.

Sea Y un proceso de Feller cuyo generador A satisface

AT =71 AY (1¢)

—

4.1)
para funciones ¢ para las cuales T¢ € D(AY). Entonces, su semigrupo (QF )i>o satisface QT (Z)P.

Por la ecuacién 3.3, la variacién total de la medida (AX)*L, estd localmente acotada al variar
y si y solo si la funcién [, |AY A, |dx estd localmente acotada.

Obsérvese que la ecuacién (4.1) indica que el proceso Y es en realidad la transformada h de Doob
de Y.

42
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Demostracion. Para R > 0, definase

vp =f{t > 0|Y: & Br(yo)} (4.2)

donde B, (o) es la bola abierta de radio R alrededor de yy. Por continuidad de Y, cada vg es un
tiempo de paro y vg — oo cuando R — oo, por lo que para demostrar el lema, solo hace falta ver
que el proceso (7(Yinug)t>0 €s una martingala. Sean 0 < s <ty A € .%,. Hay que probar

E[7(Yinvp)1a] = E[7(Ysnvg)1a] (4.3)

Sea (fn)nen una sucesion en Cy(X) de funciones crecientes no negativas que convergen a la funcién
y 1
constante 1 y para cada n, definase g, = fo P f.ds. Ahora,

P . 1 t+1 1 1
‘igﬁ**gﬁ'::* }%j%ds'_ (/ﬂ ngnds
t t ), t /s
1 t+1

1 t
=3 Psfnds — t/ P, fnds
1 0

1/t 1/t
= / Piisfnds — / P, fnds
t Jo tJo

1 [t 1 [t
6 /0 Pfuds) — 7 /0 Py fyds

Esta ultima expresiéon converge a P f, — f, cuando t — 0, lo cual muestra que g, esta en el dominio

de AX vy AXg, = P f, — fn. Por el teorema de Fubini y el teorema de la convergencia dominada,
se tiene

]E[T(Yt/\vR)lA] - E[T(YS/\UR)lA} = / E[A(Yt/\vR7x)1A - A(Ys/\vRv r)14]dz
X (4.4)
= lim [ E[AYirvg )14 — A(Ysnog, ©)1a]gn(x)de

n—oo X

La férmula de Dynkin implica que el término dentro de la esperanza se puede escribir como

tAVR
AW ipom 2)1a = AVapon, )14 = 14 / AY A, (Ya)du

SAUR

Para cada n, se sigue que |gn(AY Az)(Yurvg)| < |9nll|(AY Az) (Yurog )| v por hipétesis, esta funcién
es integrable en z. Luego, (4.4) se puede escribir como

Iim E
n—o00 AUR

tAVR
1,4/ /AYAI(Yu)gn(ZL‘)dIL‘d’LL] = lim E
s X n—oo

tAVR
1A/ /Ax(Yu)AXgn(x)d:Edu]
s X

ANVR

= lim E

n—oo

L [ mares - fn><x>dmdu]

ANVR
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Por el teorema de convergencia monétona, Pf, — f, — 0 puntualmente en X y ya que P; es una
contraccion, entonces | Py f,(x) — fn(x)| < 2, de donde

[Ae(Yu) (PLfn = fn)(2)] < 2A(Yy, @). (4.5)

Esta dltima funcién es integrable en X', por lo que el teorema de convergencia dominada implica
que

/ A (Yo)(PrLfn — fn)(z)dz — 0

para cada u € [s A vg,t A vg]. Por la ecuacién (4.5), se obtiene

1BAUT¢AUT }ﬁj% fﬁ)($)d1¢ §;2T(YL)1FAUTJAUH(U)

y como T es continua, la expresién de la derecha estd acotada para cualquier trayectoria en el
intervalo [0,t], por lo que a partir de una aplicacién del teorema de convergencia domina, se
concluye que

Efr(Yinug) 1] — Elr (Yans)1a] = lim ]E[lA o / V(P — fn)(x)da:du] 0.

SAUVR

Para demostrar la tltima afirmacién, obsérvese que para cualquier funcién fD(AX) y y € ), la
ecuacion 3.3 implica

/ F(@) (A, (y)da = / r(y)" f (@) (A A (y)de
X X
- / r(y)" Ay, 2) (A f) (2)de = / £(y, 2) (A f) (2)de
X X

por lo que el enunciado se sigue por un procedimiento similar al de la demostracion del Lema 3.8
(con Z, &, (QF)i>0, X y Y en lugar de L, A, (Q1)i>0, Z' y Z? respectivamente). O

Supéngase que Y es un proceso tal que para cada ¢t > 0, la distribucién de Y es absolutamente
continua respecto a la distribucién de Y en .%) y la densidad correspondiente estd dada por
7(y0) ~17(Y;) (esto es posible si, por ejemplo, la martingala local (7(Y;))i>0 es en realidad una
martingala). Asi, se tiene el siguiente

Proposicion 4.2. Supdngase que T estd acotada inferiormente por o > 0. Entonces, el proceso Y
es un proceso de Feller cuyo generador es A™.
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Demostracion. Para demostrar la propiedad de Markov es suficiente demostrar que para h € C§°
y0<s<t,

Eh(Y:) | 73] = 7(Ys) ' Ques(Th)(Ys) (4.6)

Con este fin, sea A € .ZY . Por hipétesis,

Elr(V2)"1Qi_a(rh) (Va)14] = T(lyO)E[Qts(Th)(Y(s))m

— E[E[(rh)(Y))1a | #Y]] = E[h(Ti)14].

Para demostrar la propiedad de Feller, considérese la aplicacién y — 7(y) "1Q:(7h)(y) para alguna
h € Cy(Y) y 0 < t, cuya pertenencia a Cy()) hay que demostrar. Aproximando uniformemente a h
por funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto, se puede asumir que h € C§°(Y).
Asi, Th € Co() por lo que la continuidad de y — 7(y) "1 Q:(7h)(y) se debe a la propiedad de Feller
para Y. Luego,

I7(90) ' Qu(rh)(wo)| = |E[7(30) "B (Y)h(YD) | ]|

sup{rielle € supp(h)) gy vy — Sup{relle € suwph)) o, 3

Y debido a que (Q¢)r>0 es de Feller, la expresion del final converge a cero cuando yp — oo y por
la Definicién 2.2, el semigrupo de Y es de Feller. Finalmente, la formula para el generador se sigue
de la ecuacion (4.6). O

Para obtener otra extensién del teorema 3.3 se puede considerar una extensién del diagrama
presentado al inicio del capitulo anterior. Esto es, supdéngase que se tienen tres procesos de Markov
ZY, Z? y Z3 con semigrupos de transicién (P)i>0, (Qt)i>0 vy (Rt)t>0 respectivamente de manera
que los semigrupos satisfacen R(E)Q y Q(L)P para ciertos operadores estocasticos de transicién
entre los espacios de estados correspondientes. Consideraciones parecidas a las del inicio del capitu-

lo anterior sugieren el siguiente diagrama
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717,
L L
% 2,
L L
72—

El siguiente teorema muestra que este diagrama se puede obtener al considerar una iteracién del
acoplamiento construido en el teorema 3.3.

Teorema 4.3. Supdngase las hipdtesis del teorema 3.3. Sea S otra difusion con espacio de estados

S C R¥ y generador
k

(4.7)

Zhj:

k
0 1

S _ . -
A _;m@siJrQ

el cual satisface la Condicion 1. Asimase que L manda las funciones en Co()) a funciones en

Co(S) y es el operador inducido por el A, el cual es estrictamente positivo y definase V = log A.
Considérese la difusion Z = (Z', Z?,Z3) con estado de espacios X x Y x S y generador

82
08;08;
1 L

AZ = AKX 4 A + A+ (Y, V) pV, + (VV) 0V,

Supdngase que la densidad condicional de Z3 dado Z3 es A y que la densidad condicional de Z§
dados Zg Y Zg es A (por lo que, en particular, condicionado a Zg, Zé es independiente de Zg).
Si A es tal que

(i) Para caday € ), /~\y estd en el dominio de AS y ASA es continua en S x Y y acotada en
S x K para cualquier subconjunto compacto K C Y,

(ii) Para s €S , L estd en el dominio de (AY)* y
(iii) la medida (AY)*Ls es absolutamente continua y su densidad estd dada por (ASA,).

entonces, Z = S{L)(Z', Z?)
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Demostracion. Por la forma del generador de Z, al aplicar la férmula de It6 a funciones de (Z1, Z?)
se ve que (Z1, Z?) resuelve el problema de la martingala asociado con el generador 3.2, por lo que
el teorema 3.3 implica que que (Z', Z?) es el entrelazamiento construido en dicho teorema. Sea
AZN7 ¢ generador correspondiente.

Usando las hipotesis acerca de las distribuciones condicionales de Z&, Zg y ZS’ y que los genera-
dores AZ"Z* y A satisfacen la Condicién 1, se obtiene que las difusiones (Z', Z2) y S satisfacen
nuevamente las hipétesis del teorema 3.3 y si L es el operador definido por

L'f(s) = Xxyf\(s,y)A(y,w)f(m,y)dwdy

para f una funcién medible y acotada en X' x ), entonces, por el teorema de Fubini, L satisface la
Condicién 2, por lo que para poder aplicar el teorema 3.3 solo hace falta verificar que la medida L/,
se encuentra en el dominio de (AZ"+Z 2))* y la medida (AZ"%*)* L, tiene densidad dada por A5 (Ay)A.
Setin la observacion hecha al final del enunciado del teorema 3.3, esto es equivalente a

| AP e A s)A i a)dady = [ (AR (A0 ) dody
XxY XxY

para toda f € D(.Azj’ﬁ) y s € 8. Sin embargo, por el punto (iii) del teorema, A% A, es la densidad
de la medida (AY)*Ls, por lo que

| A7 e R A dedy = [ fpAadA) L,
XxY AxY (4-8)

= AY (folh)(y)A(s, y)dzdy
XxY

s , 1 2 .
y esta es la ecuacién que se demostrard. Usando que el operador A% 4", un argumento de aproxi-
macién muestra que podemos asumir que f € C§°(X x V). Asi, por el Lema 3.4, se tiene

AT (foha) ()M (s, y)dady = / As,9) [Aa (A7 £2) + (VAY (V) + £o(AYAD)| (2, y)dedy

XY XxY

- / R(s,9) (2, y) (AY Ay) (z, y)dady
XxY

/. y Als, 9) [Ac(AY £2) + (VA p(Vy )] (2, y)dady
(4.9)

Por el teorema de Fubini y la ecuacion 3.3, la primer integral en la tltima integral es igual a

/ A(s,y) / Ay, 2) (A f) @) dedy = [ R(s,y)Ay, @) (AX ) (2)dady
Yy X

Xx)Y

y al sustituir esta expresién en la ultima igualdad de (4.9) se obtiene (4.8). O
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Observacion. Es claro que, cuando las hipdtesis sean satisfechas, este teorema se puede utilizar
para crear acoplamientos (Z!, Z2,..., Z%) usando cualquier niimero de difusiones.

El siguiente resultado podria ser interpretado como una regla de Bayes para entrelazamientos.
Supéngase que Q(L)P para algunos semigrupos (P;):>0, (Q¢)¢>0 y un nucleo de transicién L. Se
quiere saber bajo qué condiciones existe otro nucleo de transicién L de manera que P(DQ. Antes
de enunciar un teorema que responda esto, se dard una definicién preliminar

Definicién 4.4. Se dice que dos semigrupos (P;)i>0 y (lf’t)tzo en R? est4 en dualidad con respecto
a una medida de probabilidad v si se satisface

d d
/ (P, f)gdv = / f(Pig)dv paratoda fy g medibles y acotadasy todot >0 (4.10)
R R

Se dice que (P;)¢>0 es reversible con respecto a v si lo anterior se cumple con (pt)tzo = (P})t>0-

La definiciéon puede enunciarse de la siguiente manera: el proceso de Markov con semigrupo
(Py)t>0 y distribuciénn inicial v, es de nuevo un proceso de Markov al mirarse hacia atrds en el
tiempo y su semigrupo de transicién es (pt)tzo-

Considérense los semigrupos (P)i>0 ¥ (Qt)e>0 de dos difusiones como en la Condicién 1 y un
operador de transicién estocdstico L tal que Q(L)P. Supéngase que existen semigrupos (f)t)tzg y
(Qt)tzo y dos medidas de probabilidad v y 1o tales que

A~

(i) Los semigrupos (P;)i>0 ¥ (pt)tzo estan en dualidad con respecto a v1 y (Q¢)i>0 v (Qt)t>0
estdn en dualidad con respecto a vs.

(ii) El soporte de las medidas v y v, son los conjuntos X y ) y son absolutamente continuas
con respecto a la medida de Lebesgue con funciones de densidad h; y ho respectivamente.

(iii) Para cualesquiera medidas de probabilidad p y v en X y ) respectivamente, se tiene las
convergencias débiles

1 [ 1
lim = [ pPsds=viy lim — | vQsds =1y (4.11)
0 t—oo t Jg

t—oo t

Teorema 4.5. Sea A la densidad correspondiente a L y supdngase L manda funciones continuas
y acotadas en X a funciones continuas y acotadas en Y. Definase

Aey) = M) 2 (1.12)

y sea L el operador de transicion correspondiente. Entonces,

N A~

(i) El operador L es estocdstico y P(L)Q.
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(ii) Supéngase que las hipo:tesis delA teorema 3.3 son satisfechas para cada una de las tercias
(P)iz0, (Qu)i>0, L y (Pr)e>0, (Qt)iz0, L y (Ri)i>0 y (Ri)i>0 son los semigrupos correspon-
dientes a los entrelazamientos Q(L)P y P(L)(Q) construidos a partir del teorema 3.3 respec-
tivamente.

Sea v3 la medidad de probabilidad en X X Y con densidad dada por Aho. Entonces, los semi-
grupos (Ry)i>0 y (,Rt)tzo estdn en dualidad con respecto a vs.

Observemos que si A es uniformemente continua o continua y acotada, entonces, por el teorema de
convergencia dominada, L automaticamente satisface las hip6tesis del teorema.

Demostracion. Primero se probard que el operador L es estocdstico, lo cual, por su definicién, es
equivalente a mostrar que

/ Ay, z)ha(y)dy = hi(x) paracadaz € X (4.13)
Yy

Para ver esto, sea f una funciéon continua y acotada en X, v una medida de probabilidad en ) y
= vL. Asi, usando que Q(L)P y el teorema de Fubini,

/X f@)h(@)dz = 1 (f) = lm ~(uB)(/)

t—oo t
= Jim (v Q0) (L)
= w9(Lf)
- /y (LF) (9 haly)dy /X f(x) /y Ay, 2)ha(y)dyde

Usando la densidad de las funciones continuas y acotadas, se sigue la ecuacién (4.13).
Para probar que P (L)@, considérese funciones continuas y acotadas f y g en X y ) respectivamente.
Para t > 0 fijo, la relacién (4.10), el teorema de Fubini y Q(L)P implican

[ B fm(an) = [ Lo)a) (P @ (@)do
X X
= [ (] A2awhaty) (Pt
- [ ([ swa)@n@r)swhady (4.14)
y X
= /y (LPf)(y)g(y)ha(y)dy

_ /y (QiLf) (1)g(y)va(dy)
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Por otro lado, calculos similares muestran que

@@ swmin) = [ ([ Awo)@a)wmti) @i

-/ ( /y Qi) ()9 (va(dy) f(x)da

= [ (] @Aawms@ir)tpmian)
- /y (QuLS)(W)g(y)aldy)

(4.15)

Por lo tanto, la primer expresién en (4.14) es igual a la primer expresién en (4.15). Al ser f
arbitraria, se sigue que (Ptﬁg)hg (Lth)hg casi seguramente respecto a la medida de Lebesgue.
Luego, debido que hy es casi seguramente positiva y a la continuidad, se concluye que PlLg= Lth,
por lo que PtLg = LQt Finalmente, solo hace falta mostrar que los semigrupos (R¢)t>0 ¥ (Rt)t>0
estan en dualidad con respecto a v3. La ecuacién (3.24) da una expresién para el primer semigrupo
y, de manera ané}oga, se olA)tiene una expresién andloga para el semigrupo (Rt)tzo en términos de
los semigrupos (F;)i>0 v (Q¢)e0-

Considérese el entrelazamiento Z2(L)Z! con distribucién inicial v5 y sea t > 0 fijo. Puesto que
Z2 tiene distribucién vy se sigue, por la condicién (i) de la Definicién 3.2 que Z} tiene también
distribucién v,. Puesto que condicionado a Z2, Z} tiene distribucién dada por L se tiene entonces

P(Z; € A, Z} € B] = E[1(Z})L(Z}, A)]

:/BL(y,A)hQ(y)dy:/A/BA(y’:L,)hQ(y)dydx (4.16)

donde A y B son borelianos de X' y ) respectivamente. Luego, la distribucién conjunta de (Z}, ZE)
est4 dada también por v3. Por lo tanto, v3 es una distribucién invariante de (Z!, Z2). Si se demuestra
que dado (Z}, Z?), la distribucién condicional de (Z4, Z?) estd dada por (R;)¢>0, el Lema 1.2 implica

d
/R (Ruf)gdvs = Elg(Z8, 23)1(Z}, 22)
:E[f(Ztl?Zz) (ZO7Z0) |Ztl’22]]

lg
=Elf(Z},Z})(Reg)(Z}, Z})]

/ f(Rig)dvs

por lo que la dualidad deseada se seguiré al demostrar que (Rt)tzo da dicha distribucién condicional.
Dénotese por A a la distribucién condicional de (Z¢, Z2) dado (Z}, Z}?). Se quiere demostrar que

Mo axs) = [ [ M@w, dy) By, d') (4.17)
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Para demostrar (4.17) se procedera de manera andloga a cuando se obtuvo una expresién para
(R¢)t>0 antes del Lema 3.12.
Para conjuntos borelianos A, B,C' y D en la o-dlgebra adecuada,

PlZt e A, z2eB,Zzl cC,z? e D] = / Az, y, A x B)us(dz x dy)
CxD

de donde se sigue que A(-, A x B) es la derivada de Radon Nikodym de la medida P[Z} € A, Z3 €
B,(Z},Z}) € ‘] respecto a v3.
Para cualquier funcién medible y acotada f en X y 3/ € ), se tiene

/X F@) QA = QDA
— (LR)())W)

- /X F(@) (B ) (@) () da

Al ser f arbitraria, se concluye que (Q:A.)(y') = %Ptf\y/ casi seguramente respecto a la medida
de Lebesgue en R™. Luego, por el Lema 1.2, con E=Ax By F=Cx D,

P[Z(0)e E,Z(t) € F] = /A/Bhg(y)A(y,a:)Rt(m,y,C x D)dydzx

= ho(y) Ay, 2)A(Y', ') / x, dx’ x
B /A/B/C/D (Qiha)(y) Qi(y, dy') Pz, dz’)dyd

_ ha(y)* Ay, z)A(y, o) B ) e
= /A/;/C/; hl(x/)(PtAy)(I/) Qt(ya dy )Pt( 7d )dyd

= 1 hg(y)A(y,a:)A(y',x') , v . dx"dx
_/A/Chl(x/) /Rn 15(y) (PtAy ) Qi(Ay1p)(y)va(dy) Pi(x, dz’)d

N e A L a! z,dz)dx
- e /Rth<1B<;A_><x/)>A<yv Lo () (y)dyPu(, da')d
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A INA (! /
/ / e / ) @(13 Tt )>1c(96 JA(a,y) Py, da’)dady
. A,
- . A A.
:/D/Chl(m)A(x;y)Pt<1AQt<1B(PtA)(x)>)dwdy

Lo cual muestra que, al igual que v, la distribucién conjunta de (Z3, Z3, Z}, Z?) es absolutamente
continua con respecto a la medida de Lebesgue. Asi,

hi(z)A(z,y) P <1AQt< Pf;)(w)>>
Az,y,Ax B) =

como se queria. 0

EJEMPLOS

En esta seccién se comenzaréd exhibiendo algunos ejemplos de procesos de Markov cuyos se-
migrupos estan entrelazados y después se procederd a mostrar algunos ejemplos de difusiones
entrelazadas. Los primeros dos de ellos pueden hallarse en [1]. La siguiente proposicién es la base
para mostrar los entrelazamientos que se contemplan ahi:

Proposicién 4.6. Sean (Xi)i>0 y (Yi)e>0 son dos procesos definidos en el mismo espacio de proba-
bilidad (2, F, P) con espacios de estados E y F' respectivamente y (F)i>0 y (% )i>0 dos filtraciones.
Supdngase que se satisfacen las siguientes cuatro condiciones:

1. (9)i>0 es subfiltracion de (F)i>0.

2. X es adaptado a (F)i>0 y Y es adaptado a (9;)e>0.
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3. X es de Markov respecto a (F)e>0 con semigrupo (P;)i>0 yY es de Markov respecto a (%)1>0
con semigrupo (Q¢)e>0-

4. Existe un nicleo de transicion L : E — F tal que para cada funcion medible no negativa f se
tiene

E[f(Xy) | 4] = (Lf)(Y:) paracadat>0

entonces, para cada t,s > 0

QiLf(Y,) = LPf(Yy) cs. (4.19)
Obsérvese que si los semigrupos son de Feller, la condicién (4.19) implica entonces
Q:L = LP, (4.20)
es decir, Q(L)P.

Demostracion. La ecuacién 4.19 se obtiene al calcular E[f(X;ys) | ¥] de dos maneras distintas:
por un lado, se tiene

E[f(XH-s | gs] = E[E[f(Xt-i-s | 5%H-s ‘ gs]
= E[Lf(Y;H—s) ’ gs]
= QuLf(Ys).

Y, por el otro lado, se tiene
E[f(XH-S) ’ gs] = E[E[f(XH—S | Fs | gs] = E[Ptf(XS) ’ gs] = LPtf(Y:?)
O

Ejemplo 1. El primer ejemplo ha sido discutido ya después de la demostraciéon del Teorema de
Dynkin en el Capitulo 1. En este caso, Y es un movimiento browniano n-dimensional, X; = |Y}|
paratodot > 0,.7 = ¢ lafiltracién generada por Y y L estd dada por Lf(y) = f(|y|) para cualquier
funcién medible acotada (obsérvese que se intercambié el nombre de los procesos respecto a los de
aquel capitulo para obtener el entrelazamiento en el orden dado por la proposicién 2). Ahora,

E[f(X1)g(Yo) | Yi] = Lf(Y1)E[g(Yo) | Yi] = E[f(X¢) | V|E[g(Y0) | Y?]

E[f(Xo0)g(Y1) | X, Yo] = Lf (Yo)E[g(Y2) | Xy, Yo] = E[f(Xo) | X4, Yo]E[g(Y?) | Xi, Yol

lo cual muestra que las condiciones (iv)’ y (v) del Teorema 3.14 son satisfechas. Se afirma que, sin
embargo, L no admite una densidad A. De ser asi, se podria tomarf = 14}, por lo que

1= £(0]) = LF(0) = /RA(O, 2)f(2)dz = /{0} A0, )dz = 0
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lo cual claramente no es posible. Asi, no todas las condiciones del Teorema 3.14 son satisfechas.
Usando que la ecuacién diferencial estocastica para X es

YE o
dX; = —Ldyy
t - X, t

entonces, para cualquier f € Co(R™1) y estado inicial z = (z,y)

n—1 [t Of

XS,Y XS,Y
2 Jo 8Inﬂ( Z

an vi o ey
2 — (X5, YY) = X, Ys) Xsd
+ Z axn+1a$z( )X - a‘Tn+1( ) ’

por lo que el generador de (X, Y') tiene términos cruzados de la primer variable con todas las demaés,
por lo que no es de la forma enunciada en el Teorema 3.3.

Ejemplo 2. Para o, 8 > 0, sean X y X los cuadrados de dos procesos de Bessel independientes
de dimensiones 2« y 23, respectivamente, los cuales inician en 0. Sea X = X®y Y = X + X8
(por lo que Y es también el cuadrado de un proceso de Bessel de dimensién 2(« + 3)) y sean .F
y ¢ las filtraciones generadas por el par (X,Y) y Y respectivamente. En las funciones medibles
acotadas en [0, 00), definase el operador de transicién estocastico L, g por

1
Losf(y) = B(;m /0 Flyz)=2 (1 — 2)PNdz

donde B es la funcién beta. Después de un cambio de variable, se puede ver que la densidad de
este operador esta dada por

Soolvs) = () (13) ew @ (2

Si los semigrupos (Q¢)t>0 y (P)t>0 son los asociados a X y Y respectivamente, se tiene la siguiente
Proposicién 4.7. Para cadat >0, QLo g = Lo gP:, es decir, Q{Lqg)P.

Demostracion. La identidad se obtendrd como consecuencia de la proposicién . Por inversién tem-
poral, los procesos (thf‘/t)tzo y (tQXlﬁ /t)tZO son cuadrados de procesos de Bessel independientes
de dimensiones 2a y 23, respectivamente.

Sea H una funcional medible no negativa y sea f una funcién Borel medible no negativa. Asi,

E[H (Y, u < t)f(X7)] = E[H (Y1, u < ) f(£2X11)] (4.22)
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Sea H; = H(u?Y7,,,u < t). Puesto que (t?Y} ;)0 es de Markov respecto a ¢,
E[H (Yy,u < t)f(X{)] = E[H f(£°X7),)] = E[E[H, | Y] f(£° X1 ]-

Usando que para dos variables aleatorias independientes U, g y Uq+s con distribuciéon Beta(a, 3)
y Gamma(o + 3, 1) respectivamente y dos variables aleatorias independientes U, y Ug con distri-
bucién Gamma(a, 1) y Gamma(f,1) se tiene

d Ua

Ua Uars) & (2 Un + Us)

( o, O‘+B) Ua + Uﬁ « B8

entonces, manteniendo la notacién y notando que Lo g f(z) = E[f(2Uqp),

B (Vi < /(7)) = B[E(HR | Yy (P50

= E[E[H, | Y1) f(£*UsY1)0)] (4.23)
= E[HtLa,Bf(tzyl/t)]
=E[H(Yy,u < t)Lagf(Yy)]

Comparando las ecuaciones (4.22) y (4.23) y observando que H es arbitraria, se obtiene
E[f(X{) | 9] = Lagf (V). (4.24)
]

Obsérvese que la ecuacién (4.24) verifica la condicién (iv) de la Definicién 3.2 y, en particular,
se satisface la condicién (iv)’ del Teorema 3.14. La condicién (v) del mismo teorema se satisface por
ser los estados iniciales constantes. Sin embargo, A, g no satisface las condiciones de regularidad
impuestas (pues no es estrictamente positiva), por lo que el Teorema 3.14 no puede ser aplicado.
Como en el ejemplo anterior, el generador de la difusién (X,Y’) contiene términos cruzados, por lo
que no tiene la forma del Teorema 3.3.

Ejemplo 3. Supongase que los espacios de estados X y Y de las difusiones X y Y son compactos
y que X tiene una distribucién estacionaria p en X con densidad continua positiva h. Asi, para
cualquier funcién continua f € D(AX),

/ (AX f)(@)h(x)de = / (AX )pu(de)
X X
1

= lim 7 X(Ptf)(ff) = f(@)u(dz) =0

donde la tercer igualdad se debe al Teorema de convergencia dominada (por ser f acotada) y la tlti-
ma igualdad a que y es una distribucién estacionaria (por lo que ambas integrales [ (P, f)(x)u(dx)
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v [y f( ) calculan E,[f(Xo)]). Asi, si u es una funcién continua en X' x Y que satisface (3.3),
para cualquler constante M, la funcién u + M f es también una solucién de (3.3) y, en particular,
para M suficientemente grande se obtienen soluciones positivas. Por lo tanto, las funciones u+ M f
proveen entrelazamientos de acuerdo al Teorema 4.1.

Podrl’a preguntarse céomo afecta la elecciéon de M al entrelazamiento. Asumiendo que 7(y) =
[vu v u(z,y)dr es continuamente diferenciable en y, el generador de la transformada h de Doob de Y’
asociado con u + M f segun el Teorema 4.1 y el Lema 3.4 es

(Vr)
T+ M

ATM = AY 1 (Vlog(T 4+ M)) pV, = AY + pVy

(obsérvese que AY7 = 0, pues debido a la compacidad, la prueba del Teorema 4.1 muestra que
7(Y) es en realidad es una martingala). Si adicionalmente la tercia (AX, A™M u + M f) satisface
las hipétesis del Teorema 3.3, el generador del entrelazamiento correspondiente estad dado por

X Y (Vr) (Vyu)'
A+ A +<T+M+u+Mf)pvy

lo cual muestra como las diferentes elecciones de M afecta a las difusiones que involucra.

Para ejemplificar esta construccién considérese X =) = [—1,1] y sea
d d? d d2
A= — + (1—2H)—, AV =(1-2 1—y?)—

Si f y g son dos funciones C?, entonces

1 1
/ (AP @)gla)dn = / (—2f'(x) + (1 — 22) 1" (2))g(x)da

-1

1
— (1 - 2?) [ @)gla) L — / (1— ) f(2)g (x)dz
1

por lo que AX coincide con (AX)* en las funciones C? (en el sentido de que, si p es la medida
inducida por f € D(AX) N C?([-1,1]), entonces (AX)*u tiene densidad AX f). El operador A%
tiene eigenfunciones (f,)nen tal que el eigenvalor asociado a f,, es n(n + 1) y, del mismo modo, el
operador AY tiene eigenfunciones (g, )nen de manera que el eigenvalores de g,, también es n(n+1),
(constltese, por ejemplo, [10], pdgina 73, Teorema 3.16). Por lo tanto, las funciones de la forma

u(z,y) = 352 enfn(2)gn(y) satisfacen (3.3) siempre y cuando 3572, [enlll fallcollgnlloo < o0y



o7

> ey (4 Denl | flloollgnlloo < oo

Para finalizar el ejemplo, hace falta hallar una distribucién estacionaria para X con densidad en
[—1,1]. Se afirma que la distibucién uniforme v en dicho intervalo satisface esto. Si se denota
por h la densidad de v, entonces h es constante, por lo que AXh = 0. Asi, por lo demostrado
anteriormente, para cualquier funcién f en C5°([—1,1]),

1 1
/ AX (o (dr) = / 9(2) (AN ) (2)dz = 0
-1 1

y, por lo tanto,

1
E,[f(X))] = / ELLF(Xi)w(da)

_ /_11 (@) + Es [/Ot AX F(X,)ds | ()
_ / " f@)w(de) + / 1 / "B AN f () dsu(d)

_ R / / AXP, f(z)v(dx)ds = E,[f(Xo))

lo cual demuestra que v en efecto es una distribucion estacionaria. Luego, las funciones de la forma

M43 | enfn(®)gn(y) satisfacen (3.3) y son positivas para todo M > 232 1 57 |e, ||| fullool|gn llsos
dando origen a entrelazamientos de X y transformadas h de Doob de Y.

Ejemplo 4. Para exponer el siguiente ejemplo, se utilizard el siguiente lema

Lema 4.8. Para m > 1, sea u una funcion de densidad en R™ dos veces diferenciable y estricta-
mente positiva. Sea vy, = ™2 /T(1 +m/2) el volumen de la esfera unitaria m-dimensional. Para

r > 0, definase
1

v(r,z) = p— /83(0 5 u(z +1z)0(dz) (4.25)

donde B(0,1) es la bola unitaria centrada en 0 y 0 es la medida de Lebesque en su frontera (por lo
que la integral es solo una integral de superficie). Entonces, v es una solucion positiva de
—10v 1% 1
—— ==-A 4.26
2r ar + 2ar2 277" (4.26)
Demostracion. La prueba estd basada principalmente en las ecuaciones obtenidas en la demostra-
cién del Lema 1 de la pagina 71 en [3]. Alli, se demuestra que

ov r /
—(z,1) = —— Au(x + rz)dz
o @) = [ Bl bra)ds

2 _
8—2(35, r)= 1/ Au(z +rz)0(dz) + 71 / Au(z +rz)dz
or MYm JoB(0,1) Mm%V B(0,1)
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de donde se sigue el lema, ya que A v(r,z) = m—,lym faB(o 3 Au(z +12)0(dz) O

Por el Teorema de Fubini,

/ v(r,z)dr = 1/ / u(z + rz)dzf(dz) = 1/ 0(dz) =1
m mYm JoB(0,1) JR™ MYm JoB(0,1)

por lo que el operador inducido por v es estocéstico. Esto permite usar el Teorema 3.3 para cons-
truir entrelazamientos de movimientos brownianos multidimensionales con procesos de Bessel de la
misma dimensién. Obsérvese que estos entrelazamientos son distintos a los provistos por el ejemplo
1.

De manera méas general, el Teorema 4.1 implica que cualquier solucién positiva de (4.26) da ori-
gen a entrelazamientos de movimientos brownianos multidimensionales con transformadas h de
procesos de Bessel de la misma dimension. Las posibles transformadas h de dichos procesos son
caracterizadas por la siguiente proposicién

Proposicién 4.9. Sea v una solucidn positiva de (4.26) conm > 1. Supdngase que [pn |Agu(r, z)|dx
estd localmente acotada conforme r varia y que la integral T(r) = me u(r,x)dx es finita para todo
r > 0 y continua en r. Entonces, existen constantes a,b € R tales que 7(t) = a + br?>=™ sim > 2
y 7(r) = a+blogr sim = 2. En particular, si limsup, |7(r)| < oo, entonces T es constante.

Demostracion. Dendtese por Y al proceso de Bessel. Segun la observacion hecha después del enun-
ciado del Teorema 4.1, las condiciones en v permiten aplicar dicho Teorema para concluir que 7(Y)
es una martingala local. Por las proposiciones 3.2 y 3.5 del Capitulo VII de [7], 7 es una funcién de
escala para Y y, salvo una transformacion afin, existe solo una de ellas. Finalmente, en el segundo
parrafo de la pagina 446 en [7] se da una expresién para las funciones escala de Y, donde se ve que
si m > 2, la funcién se puede tomar como y — —y?>~™ y si m = 2, se puede tomar y — 2logy en
su lugar. O
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