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Capitulo 1

Introduccion

Existen distintas generalizaciones del concepto de carcaj con potencial y mutacion donde la F-algebra subyacente, siendo F
un campo, es reemplazada por algebras mas generales, ver [9], [17], [18] y [20].

La motivacion para el desarrollo de [I0] tiene sus raices en las llamadas dlgebras de conglomerado (ver por ejemplo [11] y
[15]). En [IT] se desarrollan aplicaciones de la teoria de carcajes con potencial a las dlgebras de conglomerado. La importancia
del estudio de las algebras de conglomerado radica en sus interacciones con distintas areas de las matemaéticas; por ejemplo,
permea en las siguientes areas: teoria de representaciones de algebras, algebras preproyectivas, dlgebras de Calabi-Yau, teoria
de Teichmiiller, geometria de Poisson, sistemas integrables discretos, entre otras.

Ahora detallaremos los fundamentos dados en [I0]. Sea @ = (Qo, @1, h,t) un carcaj donde Qo denota el conjunto de
vértices, @1 el conjunto de flechas, h : Q1 — Qo es la cabeza de la flecha y t : Q1 — Qg es el término de la flecha. Sea K un
campo fijo y sea R el K-espacio vectorial con base el conjunto {e; : i € Qo} donde e; denota el idempotente asociado al vértice
i. Si definimos e; - e; = §; je; entonces R tiene estructura de K-algebra conmutativa. Sea A el K-espacio vectorial que tiene
como base al conjunto de flechas Q. Entonces A tiene estructura de R-bimédulo al definir e;a = §; p(qya y ae; = ady(q),; para
cada i,j € Qo y a € Q1. Para cada t > 0, sea A, el K-espacio vectorial que tiene como base a todos los caminos de longitud
ten Qy A’ =R.

El &lgebra completa de caminos, R{{A)) de @ es el K-espacio vectorial que consiste de todas las combinaciones lineales
(posiblemente infinitas) de caminos en ). Es decir:

R((A) = 4'
t=0

donde la estructura multiplicativa es la que se obtiene al concatenar los caminos. También se tiene el algebra de caminos:
o0
R(A) =P A’
t=0

la cual es una subdlgebra densa de R{(A)) con respecto a la topologia m-ddica, donde m es el ideal generado por las flechas.

Definicién 1.1. Un potencial en A es un elemento de R{{A)) que es una combinacién lineal (posiblemente infinita) de ciclos.
Diremos que dos potenciales Py P’ son ciclicamente equivalentes si P — P’ pertenece a la cerradura del K-espacio vectorial
generado por todos los elementos de la forma ay ---a; — as - - - a;a; donde aq - - - a; es un ciclo.

Definicién 1.2. Un carcaj con potencial es una pareja (A4, P) donde P es un potencial en A de manera que no existen dos
caminos ciclicamente equivalentes que aparezcan en la descomposicién de P.

La suma directa de dos dlgebras con potencial (A, P) y (A’, P’) (en el mismo conjunto de vértices subyacente) es el 4lgebra
con potencial (A&® A", P+ P').

El concepto para comparar dos algebras con potencial es el de equivalencia-derecha. Diremos que dos algebras con potencial
(A, P) y (A’, P’) son derecho-equivalentes si existe un isomorfismo de dlgebras ¢ : R{{A)) — R((A’)) con ¢|r = idr tal que
©(P) es ciclicamente equivalente a P’. Para cada a € @y se define la derivada ciclica 9, como la K-transformacién lineal
continua actuando en ciclos aq - - - a; de la siguiente forma:
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l
Oa(a1 -+ a1) = aa,Gjq1---@ay -+ a;

Jj=1

donde d4,q; es la delta de Kronecker y extendemos 9, por linealidad y continuidad; definiendo asi 0,(P) para cualquier poten-
cial P. Dado un potencial P, el ideal Jacobiano J(P) se define como la cerradura del ideal bilateral de R{{A)) generado por
todos los elementos 9,(P) donde a recorre todas las flechas de Q). Se define el dlgebra Jacobiana como el cociente R{(A))/J(P).

En [I0, Proposition 3.7] se prueba que el ideal Jacobiano es invariante bajo isomorfismos de dlgebras que dejan fijo al
algebra R. De manera mds precisa: si ¢ : R{(4)) — R((A4’)) es un isomorfismo de dlgebras con ¢|r = idr entonces

p(J(P)) = J(p(P)).

Definicién 1.3. Diremos que un 4lgebra con potencial (A, P) es trivial si P € A2 y A = {0,(P) : a € Q1}. Diremos que un
potencial P es reducido si no aparecen 2-ciclos en la descomposicion del potencial P.

Uno de los resultados importantes de [10] es el siguiente teorema de descomposicién.

Teorema (Splitting Theorem,[I0, Theorem 4.6]) Para cada &lgebra con potencial (A, P) existe un dlgebra con po-
tencial trivial (A¢riy, Piriy) y un potencial reducido (Ared, Preqd) tal que (A, P) es derecho-equivalente a la suma directa
(Atrivs Prriv) ® (Areds Pred). Més atin, la clase de equivalencia-derecha de cada una de las dlgebras con potenciales (Atri, Piriv)
Y (Ared, Preq) estd determinada por la clase de equivalencia-derecha de (A, P).

Ahora recordaremos la definicién de mutacién de un dlgebra con potencial (A, P) dada en [10, p.82]. Sea (A, P) un 4lgebra
con potencial, sea k un vértice y supongamos que alguno de los espacios e; Aep o exAe; es 0. Reemplazando a P con un
potencial ciclicamente equ1valente podemos suponer que e Pe, = 0. Bajo estas condiciones se le asocia a (A, P) el algebra

con potencial (A P) donde A = ¢, Ac;, @ AeyA® (exA)* @ (Aex)* y €, = 1 — eg. Al potencial P se le asocia el potencial P
dado por:

P=[P]+ > [ba)a*b*
a,beQ1:h(a)=t(b)=k

y [P] se obtiene al sustituir [apa,11] en cada factor apay41 que cumpla t(a,) = h(apt1) = k para cualquier ciclo a - - - aq que
ocurra en el desarrollo del potencial P.

Definicién 1.4. Se define la mutacién ux(A, P) del dlgebra con potencial (A, P) con respecto a k, como la parte reducida
del dlgebra con potencial (4, P).

En este trabajo desarrollamos una teoria de potenciales sobre dlgebras tensoriales completadas donde el algebra subyacente
S es un producto directo finito de anillos con divisién que contienen centralmente al campo base F' y cada factor de S es de
dimension finita sobre F.

La motivacién para el desarrollo de este trabajo es realizar una generalizacion de [I0] con la intencién de que ello permita
extraer los fundamentos y estructura algebraica subyacente de la teoria de carcajes con potencial.

El resultado principal de la tesis es el Teorema[8:6] En dicho teorema se prueba que dada cualquier matriz anti-simetrizable
B = (b;;) € Z"*" con anti-simetrizador D = diag(d,...,d,) con la propiedad de que para cada j, d; divida a b;; para toda
i, entonces dada cualquier sucesién ki, ks, ..., k; de elementos de {1,...,n} existe una realizacién por especies de B y un
potencial P para dicha realizacion, tal que la sucesién de mutaciones fig, P, fik, ik, P - - -, ik, - - - b, P estd definida.

Cabe mencionar que esta tesis es, esencialmente, una unién de los articulos [4] y [5].

n

Sea F' un campo fijo arbitrario, S = H D; un producto directo finito de anillos de divisién D; que contienen centralmente
i=1

al campo base F' y cada factor D; es de dimensién finita sobre F. Sea Z = @F y M un S-bimddulo de dimensién finita

n
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sobre F. En el capitulo [3| introducimos el dlgebra Fs(M), la cual es la completacién (M)-ddica del dlgebra tensorial Ts(M)
donde (M) es la cerradura del ideal bilateral generado por M. Se da una caracterizacién (similar a la dada en [10]) de
los isomorfismos de dlgebras continuos ¢ : Fg(M) — Fs(M'). También se define el concepto de S-bimddulo Z-libremente
generado y se estudian sus propiedades. En el caso de [10] se tiene que D; = F paratodai € {1,...,n}, S=ZyMy=M =A
donde A es el F-espacio vectorial generado por las flechas del carcaj Q. En este caso se verifica que M es Z-libre ya que
el morfismo multiplicacién pjp; admite como inverso al morfismo M — S ®s M ®¢ M dado por m — 1 ® m ® 1. En el
capitulo [4] siguiendo a [23], definimos la derivada ciclica y las derivadas ciclicas asociadas a un elemento del S-dual derecho
de M. En el capitulo [5| para cada potencial P en Fg(M), definimos un ideal bilateral cerrado R(P) de Fs(M). Nuestra
definicién estd dada en términos de un conjunto de generadores Z-libres de M y F-bases de cada factor inescindible de S.
Una propiedad importante que se establece de R(P) es que es invariante bajo isomorfismos de élgebras ¢ : Fg(M) — Fs(M')
que fijan a S. Esto en particular implica que R(P) no depende de la eleccién de un conjunto de generadores Z-libres de M.
En el Apéndice se prueba también que R(P) = J(P) donde J(P) es el ideal Jacobiano en el sentido de [9] y [I8]. En el
capitulo [6] se define el concepto de equivalencia-derecha entre dlgebras con potencial y se establecen algunas propiedades. En
el capitulo 7] le asociamos a cada potencial P de Fg(M) un morfismo de S-bimédulos X : M* — Fg(M); dicho morfismo
tiene un papel muy relevante en los capitulos restantes. También se establece un teorema de descomposicién similar al dado
en [10] y [I8]. En [I8] se toma un carcaj con peso (Q,d); esto es, ) es un carcaj sin lazos y d = (d;)icq, es una tupla que

asigna un entero positivo d; a cada vértice i de ). Ademds se asume que (d;,d;) = 1 para cada i # j y se hacen las siguientes
n

suposiciones: se toma una extensiéon F/F, siendo F el campo subyacente fijo, una extensién de grado d = H d; y se asume
i=1
que F' contiene una rafz primitiva de la unidad de orden d y que Gal(FE/F) es un grupo ciclico. Entonces estas suposiciones
implican la existencia de una eigenbase Br de E/F con la propiedad de que el producto de cualesquiera dos elementos basicos
es un F-multiplo de otro basico. En contraste con [18] no asumimos coprimalidad de los grados de las extensiones [D; : F]
ni que F' contenga una raiz primitiva de la unidad de cierto orden fijo. En este capitulo se imponen ciertas condiciones sobre
las F-bases de cada factor inescindible de S y se ve que si existe una extensién de campos E/F tal que Gal(E/F) es soluble
y F contiene una raiz primitiva de la unidad de orden [E : F], entonces E/F tiene una base que cumple dichas condiciones.
De esta manera se puede desarrollar una teorfa de potenciales relajando las hipdtesis sobre las extensiones. En el capitulo [J]
n

se introduce el concepto de mutaciéon de algebras con potencial. Tomamos 1 = Z e; una descomposicién de la unidad de S
i=1

en idempotentes primitivos ortogonales de S y asumiremos que la parte ciclica de M es trivial, esto es, para cada 1 < i <n
se tiene e;Me; = 0. Como en [10], para cada k € {1,2,...,n} se define la mutacién de un édlgebra con potencial (Fg(M), P)
en k siempre que se cumpla la siguiente condiciéon: para cada 1 <7 < n, e;Mey # 0 implica exMe; =0y exMe; # 0 implica
eiMej, = 0. Primero, se introduce una nueva dlgebra con potencial (Fg(urM), urP) v se desea eliminar la parte cuadratica
de piP; en caso que esto sea posible se obtiene un algebra con potencial (Fg (M), fir. P). En este caso diremos que /iy, P estd
definido. Se proporciona una condicién en términos de X** que indica cuando esto es posible. Un resultado central de este
capitulo es que la mutacién de algebras con potencial es involutiva, mdédulo equivalencia-derecha. También se prueba que si
i P esté definido, entonces el algebra Fg(M)/R(P) es de dimensién finita sobre F siy s6lo si Fg(urM)/R/ (1 P) también
es de dimension finita sobre F'. Ademads, se define el espacio de deformaciones de un algebra con potencial y se prueba que es
invariante bajo mutaciones. En la seccién 8.3 veremos como asociar una matriz anti-simetrizable al S-bimédulo M de manera
que las matrices asociadas a M y pi M estan relacionadas a través de la mutacién en el sentido de Fomin-Zelevinsky [15]. En
la seccién 8.4 se prueba que si F' es un campo infinito y M es un S-bimédulo tal que para cada par de enteros (i, j) en [1, n)>?
cumpliendo que e;Me; # 0 implica ejMe; = 0 entonces para cada sucesién ki, ..., k; de enteros en [1,n] existe un potencial
P en Fs(M) tal que fig, - - - fig, P esté definido. En el capitulo |§| se introduce el concepto de representaciones decoradas y se
establece un resultado similar al dado en [10]: la mutacién de representaciones decoradas es una involucién. Finalmente en el
capitulo [10| se prueba que existe una casi equivalencia de Morita, en el sentido de Ringel [21], entre las dlgebras Jacobianas
que estan relacionadas mediante mutacién, dando lugar asi a una generalizacién de los resultados dados en [7].



Capitulo 2

Preliminares

Definicién 2.1. Un anillo topolégico es un anillo (R, +, -) con estructura de espacio topoldgico tal que la suma y el producto
son continuas como aplicaciones R X R — R donde R x R tiene la topologia producto.

El concepto de anillo topoldgico fue introducido por David van Dantzigﬂ en su tesis doctoral titulada "Studien tber topol-
ogische Algebra".

Algunos ejemplos de anillos topolégicos son Q,R y C con sus topologias usuales. Los anillos topoldgicos son objeto de
estudio en el anélisis, por ejemplo: C(X) el anillo de todas las funciones continuas real-valuadas definidas en un espacio
compacto X o C.(X) el espacio de todas las funciones continuas real-valuadas con soporte compacto definidas en un espacio
localmente compacto X.

Definicién 2.2. Si X es un conjunto, una base para una topologia sobre X es una coleccion B de subconjuntos de X
(lamados elementos bdsicos) tales que:

(1) Para cada x € X, existe al menos un elemento bésico B € B tal que = € B.
(2) Sean B; y Bs elementos de B. Si z € By N By entonces existe Bs € B tal que € By C By N Bs.

Si la coleccién B satisface las condiciones anteriores se define la topologia T generada por la base 5 como sigue: U C X
es abierto si y sélo si para cada x € U existe B € Btalquex € BCU.

Definicién 2.3. Un anillo filtrado R es un anillo junto con una sucesién decreciente de ideales R =1y D I1 O I O I5... tal
que I,1I,, C I+, para toda n,m € N. A la coleccién {I,, : n € N} se le llama una filtracién de ideales.

Un caso importante que se estudia es cuando m es un ideal bilateral del anillo R y se considera la filtraciéon dada por los
ideales I,, = m™. A dicha filtracién se le conoce como filtracién m-adica.

Proposicién 2.1. Sea R un anillo filtrado con filtracion {I,, : n € N} entonces el conjunto {x + I, : x € R,n € N} forma
una base para una topologia en R. A la topologia generada se le llama topologia asociada a la filtracién.

Demostracion. Veamos primero que la primera condicién de una base para una topologia se cumple. Dado x € R se tiene
que z =x + 0 € x + [; ya que un ideal es, en particular, un subgrupo aditivo de R, luego contiene al elemento 0. Resta ver
que la segunda condicién se cumple. Supongamos que z € (x + I,,) N (y + I,,,) donde x,y son elementos de Ry {n,m} C N.
Definamos k = max{n,m} y veamos que z + I}, C (z + I,) N (y + L,). Sea z + j un elemento arbitrario de z + I, i.e j € I.
Dado que z € (x + I,) N (y + I,,) entonces z = x + j; con j; € I, y a la vez z = y + jo con js € Ip,. Como k = max{n,m}
entonces I, C I, e [,y CI,,. Porlotanto z+j=x+4+j1+j Cx+ 1, yaquej € I C I,y j1 € I,,. De manera similar se sigue
que z2+j=y+j+jo Cy+ I, En consecuencia z + Iy C (z+ I,) N (y + L,). Ademds por definicién z + Ij es un elemento
de la base que contiene a z. Lo anterior prueba que dicha coleccién forma una base para una topologia. O

IMatemético holandés (1900-1959) trabajé en el estudio de metrizacién de anillos, grupos y campos.

6
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oo

Observacién 2.1. La topologia asociada a una filtracién {I,, : n € N} es Hausdorff si y sélo si ﬂ I, = {0}. Siun anillo tiene
n=1

la filtracién I-adica entonces a la topologia que genera la base definida anteriormente se le conoce como topologia I-ddica.

Proposiciéon 2.2. Sea R un anillo filtrado con filtracion {I,, : n € N}. Entonces la suma y producto son operaciones continuas,
es decir R tiene estructura de anillo topolégico.

Demostracion. Recordemos que si (X,71) y (Z,72) son espacios con topologias 7; generadas por bases B; con i € {1,2}
entonces f : X — Z es continua si y sélo si para cada x € X y para cada bésico V' € Ba, que contiene a f(z), existe un
elemento basico U € B; que contiene a z y tal que f(U) C V. Probemos primero que + : R X R — R es una funcién continua.
Sea (r,s) € R x Ry sea z+ I, un abierto bésico que contiene a 7+ s con n € N. Observe que (r+ I,,) x (s + I,,) es un abierto
bésico para la topologia producto que contiene al elemento (r, s). Del hecho que (x + I,) + (y + I,) C  +y + I,, se sigue que
la aplicacién suma es continua. La continuidad del producto se deriva del hecho que (z + I,)(y + I,) C x4+ y + I,. O

Supongamos ahora que R es un anillo filtrado con filtracién {I, : n € N} tal que m I, = {0}. Definamos una funcién

n=1

d: R x R — R como sigue: d(z,z) =0y d(x,y) = 2~ mex{keN: 2=y €Ik} i 4 £ 4 Note que la condicién ﬂ I, = {0} implica
n=1

que d esté bien definida para todos los pares (z,y) € R X R.

Proposicién 2.3. La aplicacion d definida anteriormente es una métrica en R.

Demostracion. De la definicién de d es claro que d(x,y) = 0 si y sélo si z = y. También es evidente que d(z,y) = d(y, x),
luego basta mostrar que se cumple la desigualdad triangular. Para probar esto vamos a proceder por casos. Si ocurre que
x = y entonces d(z,y) + d(y,z) = d(y,z) y claramente d(y,z) > d(y, z), luego podemos suponer que todos los puntos z,y, z
son distintos entre si. Sea n; el mayor entero tal que x —y € I,,,, n2 el mayor entero tal que y — z € I,,, ¥ ns el mayor entero
tal que  — z € I,,,. Definamos r = min{ni,n2}. La igualdad z — z = (v — y) + (y — z) implica que  — z € I, y por lo tanto
r < ngz. Pero entonces —ng < —r de donde se deduce que:

d(z,z)=2"" <277
<92™m 4o
=d(z,y) +d(y, z)

Por lo tanto d(z,2) < d(z,y) + d(y, z) como se querfa mostrar. O

o0
Lo anterior muestra que si R es un anillo filtrado con filtracién {I,, : n € N} tal que ﬂ I, = {0} entonces la filtracién
n=1
asociada genera una métrica en R.

De la teorfa de espacios métricos se sabe que si (X, d) es un espacio métrico entonces la coleccién de todas las bolas abiertas
Bg(z,€) de radio €, para € X y € > 0, es una base para una topologia sobre X, denominada topologia métrica inducida
por d.

Definicién 2.4. Si (X, 7) es un espacio topolégico se dice que X es metrizable si existe una métrica d en el conjunto X que
induce la topologia 7.

Definicién 2.5. Sea R un anillo filtrado con filtracién {I,, : n € N} y supongamos que ademds R tiene la topologia asociada
o0

a la filtracién. Si ﬂ I, = {0} entonces R es un espacio metrizable.

n=1
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Demostracion. Vamos a mostrar que la métrica d : R x R — R definida por: d(z,z) = 0 y d(z,y) = 2~ mer{keN: 2—y€li} g
x # y induce la topologia asociada a la filtracién. Primero notemos que dado N € Ny x € R se tiene que B(z, 21\%1) =z+1y.
Sea x € Ry e > 0, veamos que B(x,¢€) es un conjunto abierto en la topologia asociada a la filtracién. Sea N lo suficientemente
grande tal que 2V ~1e > 1. Por lo tanto B(z, e sxn=1) C B(z,¢€) pero por la observaciéon Bz, 2N1_1) =z + Iy, luego z + Iy C
B(x,€). Reciprocamente, sea x + I un elemento bésico para la topologla asociada a la filtracién y sea z € x + I,. Nuevamente
por la observacion z + I, = B(x, %%1) en particular z € B(z, 5= smer) € 2 + I y por lo tanto x + I} es un conjunto abierto en
la topologia métrica inducida por d. Se concluye que dichas topologias coinciden. O]

Definicién 2.6. Sea I un conjunto parcialmente ordenado y sea {R; : i € I} una familia de anillos. Supongamos que para
i,7 € I con j > i existen morfismos de anillos p;; : R; — R; tal que:

() pji 0 prg = pui si i < j < k.
(b) pi; = idg, para cada i € I.
Se dice entonces que el par ((R;)ier, (i4ji)i<jer) forma un sistema inverso de anillos y morfismos.

Definicién 2.7. Se define el limite inverso del sistema inverso ((R;)icr, (f4ji)i<jer) como:
fm R; := {(Ti)iel € [T Ril myi(ry) =risii < j}
i€l

Notar que para cada i € I se tiene la restricciéon de la proyeccién natural m; : 1&1 R; — R;.

Proposicion 2.4. Propiedad universal del limite inverso. Si S es cualquier anillo con la propiedad que para cada i € I existen
morfismos de anillos f; : S — R; con f; = pi;j o f; para i > j, entonces existe un unico morfismo de anillos f : S — L m R; tal
que los tridngulos laterales del siguiente diagrama conmutan:

S

f

|
1
|
|
|
1
|
v

@R

S

Demostracion. Sea f: S — lim R; dada por f(s) == (fi(s))ier. Observe que si i > j entonces p;;(fi(s)) = f;(s) y por lo
tanto Im(f) C 1&11 R;. Sean 81, so elementos de S, entonces usando el hecho que f; es, en particular, un morfismo de grupos
se tiene que

f(s1+s2) = (fils1 + 52))ier

= (fi(s1) + fi(s2))ier

= (fi(s1))ier + (fi(s2))icr
f(s1) + f(s2)

Por otro lado

f(s182) = (fi(s152))ier
= (fi(s1)fi(s2))ier
= (fi(s1))ier(fi(s2))ier
= f(s1)f(s2)

Lo anterior muestra que f es un morfismo de anillos, la unicidad de f se sigue al componer con las proyecciones ;. O
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Supongamos ahora que R es un anillo e I es un ideal (bilateral) de R. Notemos que en R se tiene la filtracién I-ddica:
RDODIDI?’DI?D ..

Sean n,m € N y supongamos que n < m. Observe que el ideal I™ esta contenido en el nicleo de la proyecciéon natural
R — R/I"™, luego por el teorema de Noether se tienen morfismos naturales de anillos

Fom t RJI™ — R/IM

Por construccion se sigue que el par ((I"™)nen, (fmn)n<men) forma un sistema inverso de anillos y morfismos. Consideremos
entonces el limite inverso @ R/I"

@R/I" = {(rn + I")pen € H R/I" |ry, = rymod I™ para toda m > n}
neN

Se define la completacion de R con respecto a I como Ry = @R/I".

En este trabajo haremos uso de la siguiente proposicién.
Proposicion 2.5. Sean M y N grupos abelianos y sean R, S, T anillos.

1. 8i M es un R— S bimédulo y N es un R — T bimddulo entonces Homp(M,N) es un S — T-bimddulo a través de:
(sf)(x) = flas) y (fO)(z) = f2)t;
2. SiM esun S — R bimddulo y N es un T — R bimddulo entonces Homp (M, N) es un T — S-bimodulo a través de:

(tf) (@) =tf(z) y (fs)(x) = f(sx)



Capitulo 3

El algebra de series formales

3.1 El Algebra de series formales

n
Definicién 3.1. Sea F' un campo y sean D1, ..., D, anillos de division que contienen a F' en su centro, sean S = H D,y M
i=1
un S-bimédulo de dimensién finita sobre F'. Definamos el dlgebra de series formales sobre M como el conjunto:

Fs(M) := {Z a(i) : a(i) € M®7'}

=0

> i)+ b(i) = (ali) + b(i))
1=0 =0 =0

y el producto como

donde a(i)b(5) es la imagen de a(i) ® b(j) en M®(+9) bajo el isomorfismo canénico de S-bimédulos:

M® g M®I 5 MOE+))
Notemos que Fs(M) es una F-dlgebra unitaria bajo estas operaciones. La unidad multiplicativa 1 de Fs(M) estd dada por:
lgsit=0
i) =40
0sii#0
donde 1g denota el elemento unitario del algebra S.

Para cada elemento no-nulo a en Fg(M), definamos v : Fs(M) — N como sigue:
v(a) :=min{i € N: a(i) # 0}
La aplicacién v induce una métrica d en Fg(M):

d:fs(M) X.Fs(M) —R

10
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dada por d(a,b) = 27v(@=b) i g % by 0 en otro caso. Se tiene que d es una métrica en Fs(M) que induce la topologia
(M)-4dica, donde (M) es el ideal bilateral de Fg(M) generado por M. Con esta métrica, Fg(M) es un dlgebra topoldgica.

Sea Ts(M) = @ M®* el 4lgebra tensorial de M sobre S y sea m(M) el ideal bilateral de Tis(M) generado por M, entonces

=0

—

Ts(M )m( my = Fs(M) como dlgebras topoldgicas. Por lo tanto, el dlgebra Fg(M) es la completacién del dlgebra tensorial
Ts(M).

Para cada entero j > 1, definamos:

Fs(M)ZI :={a € Fs(M) : a(i) = 0 para cada i < j}
Se tiene que Fg(M)=Z7 es un ideal bilateral cerrado de Fs(M).

Definicién 3.2. Sea 7 := {T}};en una sucesién de elementos de Fg(M). Diremos que 7 es sumable si para cada u € N, el
conjunto:

F(ryu) :={i € N: T;(u) # 0}

es finito. Si 7:= {T;};cn es sumable entonces definimos la serie E T; como

>Cn)w= Y Tw

1€F(T,u)

Proposicién 3.1. Sea 7 = {T; }ien una sucesion de elementos de Fs(M). Para cadan € N, sea J,, = Z T;. SiT es sumable

i<n
entonces lim J, = ZTi con respecto a la métrica d.
n—oo
Demostracién. Sea € > 0y elijamos N € N tal que 2Ve > 1. Como 7 es sumable entonces para cada u € {0,1,..., N} se tiene
N
que |F(1,u)| < co. Sea T = U F(r,u) y pongamos k = mazx T. Sin > kyue {0,1,..., N} entonces J, (u) — (Z ﬂ) (u) =
u=0
0. Luego si n > k entonces v (Jn — ZT’) > N. Por lo tanto:
d(Jn 1) <27V
<€
Se sigue que nl;ngo In = Z T;. O

Sean 7 = {T}}ien y 7' = {T}}jen sucesiones de elementos de Fs(M). Definamos 7" = {T}'}sen como:

R /
T = ) TT;
i+j=s

Proposicién 3.2. Sean 7 = {Ti}ien, 7" = {T}}jen sucesiones de Fs(M). Si ambas sucesiones son sumables, entonces

{T"}sen es sumable y ZTS” = (Z E) (Z TJ’)

Demostracion. Sea u € Ny para cada entero ! € [0, u] definamos:

Jy=F(r, 1) x F(r',u—1)
J=J7
=0

Como 7 y 7/ son sumables entonces J es un conjunto finito. Sea sg = max{i+ j: (i,5) € J}, entonces:



CAPITULO 3. EL ALGEBRA DE SERIES FORMALES 12

F(r",u) C[0,8] NN
Luego F(7”,u) es finito y por lo tanto 7 es sumable. Sea u € N, entonces:

>Cmw= > mw

SEF (7" ,u)

=§OJT;'<u>
—Z Z u—l)

1=0 (i,5)eJ;
Por otra parte:

u

)= > no|| X Twe-

=0 \ieF(r,l) JEF (" u—1)
- Y T
1=0 (i,5)€
Esto completa la demostracién. O

Las siguientes Proposiciones y dan una caracterizacion de los isomorfismos de dlgebras Fg(M) — Fg(M') que
fijan el dlgebra S, similar a la que se da en [I0, Proposition 2.4] y [I8, Proposition 4.9].

Proposicion 3.3. Sean M y M’ S-bimddulos y sea ¢ : M — Fg(M') un morfismo de S-bimddulos tal que ¢(M) C Fg(M')=!
Entonces existe un tinico morfismo de dlgebras ¢ : Fs(M) — Fs(M') que hace conmutar el siguiente diagramas:

My——" Fg(M)

{ -7
9

Fs(M')

donde i es la inclusion M — Fg(M).

Demostracidn. Por la propiedad universal de Ts(M) existe un tnico morfismo de dlgebras ¢ : Ts(M) — Fg(M') que hace
conmutar el siguiente diagramas:

M4>TS (M)

|

fS(M’
donde j es el morfismo inclusién de M en Tg(M). Sea a = Za(u) un elemento de Fg(M). Como ¢(M) C Fg(M')=!
u=0

entonces ¢ (a(u)) € Fs(M')Z" para cada entero u > 1. Por lo tanto la sucesién {¢(a(u))}yuen es sumable. Definamos

¢ : Fs(M) = Fs(M') como ¢(a Z Y(a(u)). Se tiene que ¢ preserva sumas. Veamos que ¢ preserva productos. Sean
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a1, as elementos de Fg(M), entonces la Proposicién implica que:

a1a2 Z ¢ a1a2

=> ¢ > ai(i)a(y)
= i+j=u
=3 Y b))
u=01i+j=u
= ( 1/}(@1@))) > (as(h))
=0 7=0
= ¢(a1)P(az)

La unicidad de ¢ se sigue de la continuidad y unicidad de v en Ts(M) y por el hecho de que Ts(M) es denso en Fg(M). [

Sea ¢ : Fs(M) — Fs(M) un morfismo de dlgebras tal que ¢|s = ids. Como Fg(M)Z! = M @ Fs(M)=2, entonces la
restriccién de ¢ a M induce un morfismo de S-bimédulos ¢g : M — M @ Fs(M)Z2, el cual estd determinado por un par de
morfismos de S-bimédulos (¢, ¢(?)):

oM M — M
¢ M — Fg(M)=?
Proposicién 3.4. Supongamos que ¢(Y) = idy; entonces ¢ es un isomorfismo de dlgebras.

Demostracion. Sea v = idrg(nr) — ¢, entonces 1 es un endomorfismo de S-bimédulos. Veamos que para cada entero positivo
u se tiene Y(M®*) C Fg(M)Z"*1. Si u = 1 entonces la hipétesis ¢(1) = idy; implica que:

Y(m) =m —¢(m)
=m — ¢o(m)
=m— (¢ (m) + ¢ (m))
=m—m—¢%(m)
=0 (m)

como ¢ : M — Fs(M)Z2, entonces 1(m) € Fs(M)Z2. Probemos el caso general mediante induccién. Supongamos que la
afirmacién se cumple para u y veamos que se cumple para v+ 1. Sea n @ m € MOt = M® @4 M, entonces:

Y(n®m)=n®m — ¢(n®@m)
=nm — ¢(n)p(m)
=nm — ¢(n)m + ¢(n)m — ¢(n)p(m)
= (n—¢(n))m+ ¢(n)(m — ¢(m))
= ¥(n)m + ¢(n)y(m)

Notemos que n € M®“, entonces por hipétesis de induccion 1(n) € Fs(M)Z%+L y por ende ¥(n)m € Fg(M)Z"+2. Por otro
lado, n € M®* y como ¢(M) C Fs(M)=! entonces ¢(n) € Fg(M)=". Por lo tanto ¢(n @ m) € Fg(M)Zu+2,
(o]

Veamos ahora que 9(Fg(M)Z%) C Fg(M)Z"*+1. Sea a € Fg(M)Z*, entonces a = Za(u+ k) donde a(u+ k) € MOW+k),
k=0
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En consecuencia:

=3 latu+ k)

)+ v(alu+k))

k=1

Como a(u) € M®" entonces la contencién ¢(M®*) C Fg(M)Z4! implica que ¥(a(u)) € Fs(M)=4*+1. Notemos también que
Y(a(u+k)) € Fs(M)="+1 y entonces se sigue que ¥(a) € Fg(M)=u+L,
Observemos que la sucesién {1*(a)};cn es sumable. Definamos p : Fs(M) — Fg(M) como:

(@)=Y v'(a)
i=0
Por construccién ¢ = id — ¢, lo que implica que ¢ = id — 1. Entonces ¢p = (id — 1»)p. Como 1 es continuo entonces:

(¢p)(a) = (id —)(p(a))
(id — 1) (Zzz; )

— (; W(a)>

V(@)=Y ¢ (a)

&F“ﬂg

~
Il
=]

M

i=0 i=0
=%(a)
= id(a)
=a
Luego ¢p = idrg(nr). Similarmente pg = idrg(ps) y por lo tanto ¢ es un isomorfismo de dlgebras. O

Proposicién 3.5. Sea ¢ : Fs(M) — Fs(M') un morfismo de dlgebras tal que ¢|g = idg. Sea pg = (1), ¢?)), entonces ¢ es
un isomorfismo de dlgebras si y sélo si pV) es un isomorfismo de S-bimddulos.

Demostracion. Supongamos primero que ¢ es un isomorfismo de dlgebras, entonces existe p : Fg(M') — Fs(M) tal que pp =
idzg) Yy ¢p = idrg(mry. Como ¢ls = idg entonces p|s = idg. Luego p(M') C Fg(M)=! y por lo tanto p|n = (p©, p))
donde p(® : M" — M y pM) : M" — Fg(M)Z? son morfismos de S-bimédulos. Sea m € M’, entonces:
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La unicidad de la suma directa implica que m = ¢ (p(®)(m)). Ahora, sea m € M, entonces ¢(m) = ¢o(m). Por lo tanto:
$(m) = ¢V ( ) + 63 (m)
p(@(m)) = p(¢™M (m)) + p(¢) (m))
= p(6™(m)) + p(¢® (m))

= p (¢ (m)) + p (61 (m)) + p(6®) (m))

como pM (¢ (m)) y p(¢ (m)) son elementos de Fg(M’')Z2 entonces p(® (¢ (m)) = m, lo que muestra que #M) es un

isomorfismo de S-bimoédulos. Supongamos ahora que ¢ es un isomorfismo de S-bimédulos. Definamos p = (pM)~1!
M’ — M. Por la Proposicién [3.3) E 3| se sigue que p’ induce un morfismo de dlgebras p : Fg(M') — Fs(M). En consecuencia:
(po¢)(m) = p(¢(m))
= p(¢o(m))
p(¢(1)(m)+¢2)( ))
= p(¢ (m)) + p(¢®) (m))
= (") (W (m)) + p(¢' (m))
=m + p(¢* (m))

Por lo tanto (po @)y = (idar, p o (;5(2)). Aplicando la Proposicién se tiene que ¢ tiene inverso izquierdo. Un argumento
similar muestra que ¢ tiene inverso derecho y por lo tanto ¢ es un isomorfismo de algebras. O

Definicién 3.3. Sea ¢ el automorfismo de &lgebras de Fg(M) correspondiente a un par de morfismos de S-bimédulos
(6™, $?) como en la Proposicién Si (1) = idy,, diremos que ¢ es un automorfismo unitriangular.

3.2 Bimoéddulos libremente generados

n
Sea F' un campo. En el resto de la tesis se asumiran las siguientes hipdtesis: S = HDZ- es un producto directo finito de
i=1
anillos de divisién que contienen a F' en su centro y cada anillo D; tiene dimensién finita sobre F'. Sea {eq,...,€,} un sistema
n

de idempotentes primitivos ortogonales de S y sea Z = Z Fe;. Notemos que Z es un subanillo del centro de S. Sea M un

i=1
S-bimodulo de dimension finita sobre F.

Definiciéon 3.4. Diremos que M es Z-libremente generado por un Z-subbimédulo My de M si ocurre que el morfismo
multiplicacién pps : S®z Mo ®z S — M dado por pp(s1 @ m® sa) = symss es un isomorfismo de S-bimédulos. En este caso
diremos que M es un S-bimoédulo que es Z-libre.

Definicién 3.5. Un elemento m € M es legible si m = e;me; para algunos idempotentes e;,e; de S.

Definicién 3.6. Sea C un subconjunto de M. Diremos que C es una S-base local derecha de M si cada elemento de C es
legible y para cada par de idempotentes e;, e; de S se tiene que C Ne;Me; es una Se; = Dj-base para e; Me;.

Una S-base local derecha C induce una base dual {u,u*},cc donde u* : Mg — Sg es el morfismo de S-médulos derechos
dado por u*(v) =0siveC\{u} y u'(u) =e; si u=e;ue,.

Proposicion 3.6. Sea M un S-bimdédulo Z-libre, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) M es Z-libremente generado por My y T es una Z-base local de M.

(i) T es un subconjunto de elementos legibles de M que genera a M como S-bimddulo y tal que si N es un S-bimddulo, X
cualquier subconjunto de elementos legibles de N y si existe una funcion ¢o : T — X con ¢o(e;Me; NT) C X Ne;Nejy,
entonces existe un dnico morfismo de S-bimddulos ¢ : M — N tal que ¢l = ¢p.
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Demostracion. Veamos que (i) implica (ii). Es claro que T genera a M como S-bimédulo. Sea Ny el F-subespacio vectorial de
N generado por X; como X consiste de elementos legibles entonces Ny es un Z-subbimoédulo de N. Dado que T es una Z-base
local de My, entonces para cada e;Mye; se tiene que T'(¢,7) = T Ne;Moe; es una F-base de e;Mpe;. Por lo tanto, existe una
F-transformacién lineal ¢; ; : e;Mpe; — e;Npe;. Dicha transformacién induce un morfismo de Z-bimédulos ¢ : My — Ny tal
que la restriccién de ¢; a cada e;Moe; es ¢; ;. El morfismo ¢; induce un morfismo de S-bimédulos:

10¢1©1: S0z My®z 85— S5®z No®z S 5 N
donde upy estd dado por multiplicacién. Por lo tanto, existe un morfismo de S-bimddulos:
¢o: M — N

tal que ¢upyr = pn(1 ® ¢1 ® 1). Luego para cada a € T, ¢(a) = pup(1®@a®1) = pun(1 @ ¢1(a) @ 1) = ¢1(a) = ¢o(a).
La unicidad de ¢ es clara. Veamos ahora que (ii) implica (i). Sea T un subconjunto de M que consiste de elementos legibles
que satisfacen (ii). Sea My el F-subespacio vectorial de M generado por T'; notemos que My es un Z-subbimédulo de M.
Consideremos el morfismo multiplicacién ups : S ®z Mo ®z S — M, como T satisface (ii) entonces existe un morfismo de S-
bimédulos ¢ : M — S®z My®z S tal que ¢(a) = 1®a®1 para cada a € T. Entonces pprd(a) = ay dup(l®a®l) =1@a®1.
Como los elementos de T generan a M como S-bimédulo y los elementos 1 ® a® 1 generan a S ® 7 My ®z S como S-bimdbdulo,
entonces ¢ es el morfismo inverso de pps. Esto prueba (i). O

Definicién 3.7. Si T es un subconjunto de M que cumple (i) de la Proposicién entonces diremos que 7' es un conjunto
de generadores Z-libres de M.

Observacion 3.1. Si f : M — N es un isomorfismo de S-bimédulos y T es un conjunto de generadores Z-libres de M,
entonces f(T') es un conjunto de generadores Z-libres de N.

Lema 3.1. Supongamos que M es Z-libremente generado por el Z-subbimédulo My de M. Sea X un conjunto de generadores
de M, como S-bimddulo, tal que cada par de idempotentes e;,e; satisface card(X Ne;Me;) = dimpe; Moe;. Entonces X es
un conjunto de generadores Z-libres de M.

Demostracion. Sea T una F-base de My que consiste de elementos legibles, entonces T es un conjunto de generadores Z-
libres de M. Por hipétesis, para cada par de idempotentes e;, e; existe una biyeccién ¢; ; : T Ne;Me; — X Ne;Mej. Sea
¢o : T — X la biyeccién que extiende las biyecciones ¢; ;. Entonces existe un morfismo de S-bimédulos ¢ : M — M tal que
d(T) = ¢o(T) = X. Por lo tanto, ¢ es sobreyectiva y como dimpM < oo entonces ¢ es un isomorfismo de S-bimédulos. En
consecuencia, X = ¢(7T') es un conjunto de generadores Z-libres de M. O

Lema 3.2. Sean T y X conjuntos de generadores Z-libres de M, entonces:

(a) Para cada par de idempotentes e;,e; sean T(i,j) = T Ne;Me; y X(4,5) = X Ne;Mej. FEntonces card(T(i,j)) =
card(X(i,7)).

(b) Eziste un isomorfismo de S-bimédulos ¢ : M — M tal que ¢(T) = X.

Demostracion. Sean My y Ny los Z-subbimddulos de M generados por Ty X, respectivamente. Entonces M = SRz My®zS =
S ®z No®z S. Para cada e;, e; se tiene:

dimpeiMej = dsz(elS RF eiMoej RF S€j> = didjdimFeiMoej
donde ds = dimpesS para s = i, j. Similarmente, tenemos que:
dimpeiMej = didjdimpeiNoej

En consecuencia, card(T(i,j)) = dimpe;Moe; = dimpe;Noe; = card(X (i, j)). Aplicando la Proposicion se obtiene
que existe un isomorfismo de S-bimédulos ¢ : M — M tal que ¢(T) = X. O

Definicién 3.8. Sea L una Z-base local de S'y 7' una Z-base local del Z-subbimédulo My. Entonces T = {sa|s € L(c(a)),a €
T}, donde e, (q)ae,(q) = a, es una S-base local derecha de M. En este caso diremos que T es una base especial de M como
S-médulo derecho.



Capitulo 4

Derivaciones

En este capitulo se construye una derivacion ciclica, en el sentido de [23], en el dlgebra Fs(M). A diferencia de la construccién

dada en [I0] p.69] no se requiere considerar el espacio H (M ®d @ M ®l). La motivacién para construir una derivacion ciclica
d,1>0

es para definir un ideal bilateral de Fg(M), andlogo al ideal Jacobiano definido en [I0]. Este ideal serd estudiado con mayor

detalle en el Capitulo 5.

Definicién 4.1. Sea A una F-dlgebra asociativa unitaria. Una F-derivacién de A en un A-bimédulo W es una F-transformacién
lineal D : A — W tal que D(ab) = D(a)b+ aD(b) para todo a,b € A.

Definicién 4.2. Una derivacion ciclica en A, en el sentido de Rota-Sagan-Stein [23], es una F-transformacion lineal h: A —
Endp(A) tal que:

h(ajasz)(a) = h(a1)(aza) + h(az)(aay)
para todo ai,as,a € A.

Ejemplo 4.1. Supongamos que A es una F-dlgebra conmutativa y D : A — A es una F-derivacion. Entonces hP : A —
Endp(A) dada por hP(a)(b) = D(a)b, es una derivacion ciclica.

Definicién 4.3. Sea A una F-dlgebra asociativa unitaria. Dada una derivacién ciclica h : A — Endp(A) definimos la derivada
ciclica asociada como 8" (a) = h(a)(1).

Entonces:
8" (araz) = h(a1)(a2) + h(az)(a1)

en particular 6" (ayas) = 6"(azay).

Una manera de construir una derivacién ciclica es la siguiente: supongamos que D : A — W es una F-derivacién donde
W es un A-bimédulo y u : W — A es una F-transformacion lineal tal que u(aw) = u(wa) para toda a € A, w € W. Entonces
hP : A — Endr(A) dada por hP(a)(b) = u(D(a)b) con a,b € A es una derivacién ciclica y la correspondiente derivada ciclica
0 estd dada por d(a) = u(D(a)).

Supongamos que S, My y M son como en la Definicién Sean A =Tg(M)y W = A®yz A. Existe una F-derivacién
A:A—Wtal queparas €S, A(s) =1®s—s®1yparam € My, A(m) =1 m.

n
El morfismo u : W — A se construye de la siguiente manera. Sean a,b € Tg(M), entonces la funcién ¢ (a,b) = Z e;bae;,
i=1

es bilineal. Veamos que es Z-balanceada. Sea s = e;c € Z, donde ¢ € F, entonces ¢ (as,b) = Z ejbase; = e;bace; = ce;bae;.

J
Por otro lado:

17
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Y(a, sb) = Zejsbaej = ce;bae; = (as,b)
j
Asf que existe un morfismo u : W — A tal que u(a ® b) = ¢(a,b). Es claro que si w € W y a € A entonces u(aw) = u(wa).
Por lo tanto, existe una derivacién ciclica h en A tal que h(a)(b) = u(A(a)b) y d(a) = u(A(a)).
En el resto del trabajo usaremos la siguiente notacién, si w € W'y a € A pondremos wda := u(wa). Entonces h(a)(b) =
A(a)Qb. Ahora extendamos h : Ts(M) — Endp(Ts(M)) a una F-transformacién lineal, la cual por abuso de notacién
denotaremos también por h:

h: fs(M) — EndF(fs(M))

oo oo
como sigue: para cada f,g € Fs(M) con f = Zfi’ g= Zgi7 fi,g; € M®? definimos

=0 =0
h(f)g) = ( > h(fi)(gj))
s=0 \i+j=s

n

En lo que sigue, dados a, b, f € Fg(M), [a,b] denota el conmutador ab —ba y feye = Z e fe;.
i=1
Proposicién 4.1. Para cada f, f1, f2,9 € Fs(M) se tiene

(i) h(f1f2)(g) = h(f1)(f29) + h(f2)(g9f1)-

(ii) Sila sucesion {u;}ien de elementos de Fs(M) es sumable, entonces las sucesiones {h(u;)(g)}:, {h(f)(u;)}:i también son
sumables y

1=0 =0
D h(f)(ui) = h(f) (Z u)
=0 =0

(iii) Sis €S, entonces

Demostracion. (i) Supongamos que f; = Z f1)is Z f2)is 9= Zg2 donde (f1)i, (f2)i,9; € M®. Entonces

h(fif2)(g Z ( > h((fif)i) )

s=0 i+j=s

S IDNDI

s= Oz+j sl+m=1

= Z F2)m(95)) + h((F2)m) (95 (F)1))

s=0 l+m+j=

Q

J

:Z > h((fl)l)( > (fz)mgj) 30> h(f2)m) ( > gj(fl)l)

s=0l4+u=s m-+j=u s=0 m+v=s jH+l=v
S ID SRTISTTFARED DI SEATAMNIAN
s=01l4+u=s s=0 m+v=s

= h(f1)(f29) + h(f2)(9f1)
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(ii) Como la sucesién {u; };en es sumable, entonces

oo n

E u; = lim E U;
n—oo

i=0 i=0

(Z ) =h (JLH;OZ%)
=0
= lim h (Z uz> (9)
=0
= lim > h(ui)(g)
1=0

= Zh(ui)(g)

Por lo tanto

La otra identidad se prueba de manera analoga.
(iii) Supongamos primero que f,g € Ts(M), entonces

h(sf)(g) = A(sf)0g = A(s)fOg + sA(f)0g
A(f)0gs+(1@s—s®1)0fg

h(f

h(f

(gs) + (ng)cyc - (fgs)cyc

)
)(gs) + I8, fgleye

oo oo
Supongamos ahora que f = Z fi,g= Z g; donde f;,g; € M®'. Entonces
i=0 i=0

=3 > hlsfu)g(v)

=0 utv=1t
o0
= Z fu U S +Z Z fugv cyc
1=0 u+v=1 1=0 u+t+v=1
= h(f)(gs) + [s, fgleye
El otro caso se puede probar de manera similar. O

Corolario 4.1. Sean f1, fa,..., fi,9 € Fs(M), entonces:
h(fife--- fi)(g) = h(f1)(f2- .- fig) + h(f2)(fs-. frgfr) + ...+ h(fi)(gfr .- fi-1)

Demostracion. El caso | = 2 se sigue de la proposicién anterior. Supongamos ahora que el resultado se cumple para [ — 1y
probemos que se cumple para [. Se tiene

h(fifa-.. fica(fi-1f1))(9) =

(fu)(fao fimnfig) + .o+ W fice)(ficrfigh - fims) F R(fica fi)(gfr - fio2)
(f)(fa-. fisrfig) + .o+ h(fice)(ficrfighi - fima) F R(fic)(figfr - fi2) FR(f1)(gfr-- - fi1)

O

h
h

Corolario 4.2. Si f =mimsy...m; donde m; € SMy y o € Fs(M), entonces

h(f)(a) = (mima...mya+ma...muams + ...+ mams ... My—1)eye
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oo
Demostracion. Notemos primero que para m € SMyy f € Fs(M), donde 5 = Z Bi, se tiene
i=0

h(m)(B) = h(m)(B:)
=0

=Y Am)0s;
=0

oo

Z(l ®m)QB;

i=0

= Z(mﬁz>cyc

i=0

= (mﬂ)cyc

Entonces
h(mims...my)(a) = h(mq)(ma...mua) + h(ma)(ms ... mamq) + ...+ h(my)(amy ... myj_1)
= (mima ... M) ceye + (M2 ... muamy)eye + ... + (Muamy ... mu_1)eye

y el resultado se sigue. O

Definicién 4.4. Para cada f € Fg(M), definimos

Proposicién 4.2. Sean fi,...,fi € Fs(M), entonces

6(frfa-- f) = R(fO)(fa - 1) + R(f2)(f3 - fufr) + .+ RO (fr - fien)
Demostracion. Se sigue del Corolario [£.2} O

Notemos que si f € Fg(M) entonces 6(f) = Z6(eifej) = Zé(eifei) = 0(feye)-
i i

Definicién 4.5. Dado un S-bimédulo N, definimos la parte ciclica de N como Ny := Z ejNej.
j=1

Proposicién 4.3. Sean my,...,m; elementos legibles de SMy tales que 0 # my ...my € (T's(M))cye, entonces:
(5(m1m2...ml) =mima... M +Mo...MmMmq1~+...+mmq...Mmj_1

Demostracion. Como myms ...my es un ciclo, entonces:

My = €r(1)M1€r(2), M2 = €p(2)TN2€x(3),- - -5 TN = Er(1)TTUECr(1)
Luego
o(mimg...my) = A(mimsg ... my)O1
= (A(my)ma...m;+miA(me)ms...mi+ ... +my...my_1A(my)) 01
=((1®@mi)ma...m+m(l@mo)ms...m+...+mq...m_1(1®@my)) 01
por ende

(1 & ml)mg oomyOl = Zeimlmg LooMme; = mimeo .. My

3
m1(1 ® ma)ms...mO1l = E e;imsa ... MyM1e; = My ... MMy
i
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En general:
mi... mi_l(l ® mi)mi_H .omyOl = Z €Mm;Mig1 ... MM ... M;_1€;
i
=My ... MYmMy...M;—_1
lo que prueba el resultado. O
Definiciéon 4.6. Sea ¢ un elemento de M* = Homg (Mg, Ss). Para cada mq,...,mqg € M definimos 1,(my...mgq) =

P(mi)ma...mq y extendemos 1, a una F-transformacién lineal:
Uu: Ts(M) — Ts(M)
declarando ¢.(s) = 0 para cada s € S. Ahora extendemos v, a una F-transformacién lineal ¢, : Fs(M) — Fs(M) como

sigue

Vu(f) = _Zzw*(fi)

donde f = Zf’ y fi € M®°,
i=0

Definicién 4.7. Si ¢ € Homg(Mg,Ss) y f € Fs(M), entonces la derivada ciclica de f, con respecto a v, se define como:
Oy (f) = . (5(f))

Notar que 0y (f) = dy (feye)-

Observacién 4.1. (i) oy(fife... fi) = u(h(f1)(f2... f1)) + ...+ (R(fi)(f1 - fi=1))

(i) Sima,...,mq son elementos legibles de SMy y mq...mq es un elemento no-cero de (T's(M))cye con 6(mq ... mgq) # 0,
entonces

dyp(mame...mq) = Y(mi)ma...mg+ Y(ma)ms...mi+ ...+ ¥(mg)my ... mg_1

Demostracion. (i) Esto se sigue de la Proposicién
(ii) Se sigue de (i) al notar que para a € Ts(M), h(m;)(a) = A(m;)Oa = (M) cye. O

Sea T una Z-base local de SMy, entonces T es una S-base local derecha de Mg. Sea {u,u*},er la correspondiente base
dual.

Observacién 4.2. Cada m € M satisface:
m= Z uu*(m)

ademds m € SM si y solamente si para u € T, u*(m) € Z.

Definicién 4.8. Un potencial P es un elemento de Fg(M)yec-

Proposicion 4.4. Sea M’ un S-bimdédulo Z-libremente generado. Supongamos que ¢ : Fs(M) — Fs(M') es un isomorfismo
de dlgebras con ¢|s =idg. Sea P un potencial en Fs(M). Entonces

5((P)) = h(d(u))(¢(64P))

ueT

Demostracion. (1) Supongamos primero que P es de la forma m; ... mgy donde m; € SM,. Entonces
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5(¢(P)) = 6(d(m1) ... ¢(ma)) = h(d(m1))(¢(m2) ... p(ma)) + ... + h(¢(ma))((m1) - - . (ma-1))

Sea {u,u*},er la correspondiente base dual como en la Observacién Como m; € SMy, entonces u*(m;) € Z. Por lo
tanto

h(@(mi))(@(mig1) - d(ma) ... d(mi1)) = Y h(e( N(B(mis1) ... d(ma) - .. d(mi_1))

luego por (iii) de la Proposicién se tiene

h(d(ma))(@(mit1) ... d(ma) ... d(mi—1)) = Y h(g( mi)¢(mit1) ... ¢(ma) . .. (mi-1))

Por lo tanto

= Z h(p(u)) (qb <Z w(mg)migr...my ... mi1>>
=Y h(g(w)) ($(6u-(P)))

ueT

(2) Supongamos ahora que P es de la forma P = Qt donde @ es un potencial como en (1) y ¢ € S. Entonces t() también
tiene la forma de (1). Por lo tanto

3(A(Qt) = 6(p(Q)) = 3(t(Q)) = Y h(d(w))(¢(5u = h(¢ u= (Q1)))

ueT ueT

(3) Supongamos ahora que P € M®!. En este caso P = Z @, es una suma finita de elementos @), como en (2). Por lo

v
tanto

= "5(0(Qu) = DD h(¢(w) (@0 (Qu)) = > h((w))(¢(du-P))

v ueT ueT

(o9}
(4) Finalmente, supongamos que P = Z P; donde P; € M®'. Entonces
i=0

1=0

=) (W) (65 P,))
=0 ueT

=" h(d(u)) (Z o(8 P))
ueT i=0

como se queria mostrar. O

Definicién 4.9. Se define el conmutador [Fg(M), Fs(M)] como la cerradura del F-espacio vectorial generado por todos los
elementos de la forma ab — ba donde a,b € Fg(M).

Definicién 4.10. Diremos que dos potenciales P y P’ de Fg(M) son ciclicamente equivalentes si P — P’ € [Fs(M), Fs(M)].

Definicién 4.11. Sea P un potencial en Fg(M). Diremos que P es reducido si P € Fg(M)Z? y cuadratico si cada sumando
de P pertenece a (M®?),,..
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Definicién 4.12. Sean A y B subconjuntos de Fg(M), entonces AB es la cerradura del conjunto formado por todas las
sumas finitas de la forma Z asbs donde a; € Ay bs € B.

S

Definicién 4.13. Sea T una Z-base local del Z-subbimédulo M. Diremos que una funcién b : T — Fg(M)=2 es legible si

para cada a € e;Me; NT se tiene b(a) € e;Fs(M)=?e;.

Recordemos que una funcién legible induce un morfismo de S-bimédulos b : M — Fg(M)=? y un automorfismo de &lgebras
¢y 2 Fs(M) — Fs(M) tal que para cada a € T, ¢p(a) = a + b(a).

El siguiente lema sigue la linea de razonamiento dada en [I0, Lemma 4.11].

Lema 4.1. Sea @ un potencial reducido en Fs(M) y sea ¢ un automorfismo de Fg(M) dado como arriba. Entonces el
potencial p(Q) —Q — Z $5(€)ba()0c(Q) es ciclicamente equivalente a un elemento de Fg(M)='1?, donde I denota la cerradura

ceT
del ideal bilateral de Fs(M) generado por el conjunto {b(a)}aer-

Demostracién. Supongamos primero que (Q = ¢; ...cq donde ¢; € T. Para cada ¢; = s(c;)a(c;) se tiene

P(ci) = ci + s(ei)b(a(ci))
Entonces

Q) =c1...ca+ s(cr)bla(cr))ea...cqa+ c1s(ea)blalca))es...ca+ ...+ c1...ca—18(ca)bla(cq)) + p

donde p es un producto de la forma z; ... x4, cada x; pertenece a {c1,...,cq,s(c1)b(a(cr)),...,s(ca)b(a(cq))} y existen x;, xj,
i # j, pertenecientes a {s(c1)b(a(cy)),...,s(ca)b(a(cq))}. Entonces

s(e1)blaler))ea ... cq + ers(ca)blalce))es . ..ca+ ...+ c1...ca—18(cq)blaleq))
es ciclicamente equivalente a

s(er)b(alcer))ea ... ca+ s(ea)b(alca))es .. .cqcr + ... + s(cq)bla(cq))er - - - ca—1
d
y este tltimo elemento es ciclicamente equivalente a Z s(c;)b(a(ci))de; (Q). Cada uno de los términos x4 ... x4 es ciclicamente
i=1
equivalente a un elemento de la forma a;b(a(c,))azb(a(e,)) con ag un producto de al menos un z,. Asi que el elemento en
cuestion es ciclicamente equivalente a

xsa/b(a(cu))azb(a(cv))

El elemento a’b(a(c,))as pertenece a I y es el producto de d — 2 elementos x;, uno de ellos es z; = b(a(cy)) € Fg(M)=?;
entonces o' b(a,) € I N Fg(M)29+1, Se sigue que:

d d
Q) =Q+ Z s(ci)blai)dc, (Q) + Z vib(a(ci)) + 2

donde v; € Fs(M)=!(Fs(M)29"1 N1) y z € [Fs(M), Fs(M)] N Fs(M)=*+1.

o0

Supongamos ahora que @ es un potencial en Fg(M). Entonces Q = ZQS’ con Q, € M®%; cada término Q, es una
s=2

suma finita de elementos de la forma mymsy...ms; donde m; € M y cada m; es una suma finita de elementos de la forma

n;t; con n; € SMy, t; € S. Por lo tanto cada @, es una suma de elementos de la forma nitinots ... nsts y este elemento es
ciclicamente equivalente a (tsn1)(t1n2) ... (ts—1ns) donde t;n;411 € SMy. Como T es una Z-base local de SMy, entonces cada
uno de estos elementos es una suma finita de elementos de la forma hcy...cs con h € F'y ¢; € T. Por lo tanto, podemos

o
asumir que @ = Z h,,7; donde h,, € F'y v; = cica...cq;, ¢ € T. Pongamos I(7;) = d;. Como ¢ es continuo, entonces
j=2
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= Z h“/j ¢(’V]’)

luego

7]"‘2 s(ci)bla(cs) 'YJ"’ZU Y5)ab(a) + 2(v;)

a€eT
donde (7)o € Fs(M)ZHFs(M)'OD2N 1) y 2(v;) € [Fs(M), Fs(M)] N Fs(M)Z!)+1 Se sigue que
(Vi) = Z cB(Vj)ea

ceT
con B(j)e.a € Fs(M)ZH3)=1N]. La serie Z Be,a(7;) es sumable, cada f.,q(7;) € I'y como I es cerrado entonces Z Be,a(v) €
Vi Vi
I. También la serie Z z(7y;) es sumable y pertenece a [Fg(M), Fs(M)]. En consecuencia
2l

=Q+ ZS(C)b(a(C))dc( Z (Zﬂca ) Zz(’y)
ceT ceT,aeT v

el segundo sumando de la expresién anterior pertenece a Fg(M)Z11? y el tiltimo sumando pertenece a [Fs(M), Fs(M)]. Esto
termina la demostracién. O



Capitulo 5

El ideal R(P)

Sea P un potencial en Fg(M). En este capitulo definimos R(P), un ideal bilateral de Fg(M), el cual es invariante bajo
isomorfismos de dlgebras que fijan S; esto es, dado cualquier isomorfismo de dlgebras ¢ : Fg(M) — Fs(M'), con ¢|s = idg,
entonces ¢(R(P)) = R(¢(P)). Se verd que este ideal coincide con el ideal Jacobiano usual en el sentido de [10].

También en el Apéndice se prueba que R(P) coincide con el ideal Jacobiano en el sentido de [9] y de [I§].

Sea L una Z-base local de S'y T' una Z-base local de My. Para cada a € e;Me; pongamos o(a) =iy 7(a) = j.

Definicién 5.1. Sea P un potencial en Fg(M), entonces R(P) es la cerradura del ideal bilateral de Fs(M) generado por
todos los elementos X« (P) := Z (sa)+ (P)s donde a € T'. En lo que sigue, T denotard la base especial de Mg inducida

s€L(o(a))
por la Z-base local T' de Mj.

Ejemplo 5.1. Consideremos el potencial P = x1x5 ... 2, € (M®™)eye, donde cada z; € T, entonces:
Xax(P) =22...2,5(21)00(21),a + 23 - TnZ15(22)0(25),0 + - + 21+ Tpn15(Tn)0a(a,),a

Si ademds t1,...,t, €S y Q = t1x1t2xs ... t,T,, entonces:

Xo+(Q) = tawa .. . tpxnt18(21)00(z, )0 + - F 1101+t 1Tn 1608(Tn)0a(z,),a
Demostracion. Probaremos que la segunda igualdad se cumple ya que la primera es consecuencia de la segunda. Se tiene:

X (Q) = Y (sa)1(5(Q))s
s€L(o(a))
= Z (sa)i(tiz1toxe .. . tyxy +taa .. . tpTptiz + ... F tTpt1®y ..ty 12p—1)S

s€L(o(a))

El i-ésimo término de la suma anterior es Z(Sa):(tixiti+1xi+1...tnxntlxl...ti_lxi_l)s = Z(sa)*(tixi)qs donde g =
S S

tis1Tip1 .- tpntizy .. ti_yaz;_1. Como z; € T, entonces x; = rb donde r = s(z;), b = a(x;). Por lo tanto:
Z(sa)*(tixi)qs = Z(sa)*(t,-rb)qs = Z(sa)* Z(w*(tir)wb)qs

= Z s*(ti7)qs0p,a

= Z qs™ (t;ir)sdp,q

S

= qtiréb,a
= qt;s(x;)0p,a

25
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Esto prueba la afirmacion. O

En el caso de [I0] se tiene que D; = F para cada i € {1,...,n} y entonces cada base L(i) consta del elemento identidad
1 € F. Ademas como S = I entonces e;M*e; = HomF(ejMoei,F). En este contexto My = M es el F-espacio vectorial

generado por todas las flechas del carcaj. Asi que X,«(P) = Z O(sa) (P)s = 04 (P) para cada flecha a. De esto se infiere

seL
que R(P) coincide con el ideal Jacobiano definido en [I0} p.67].

Notemos que X+ (P) estd dado en términos de L y T. Supongamos que ahora tomamos otra Z-base local L’ de S y la
misma Z-base local T de My, entonces se tiene otra base especial para Mg, la cual se denotara por (1) . Para s € L(u) se tiene:

/
s = E Cs,5'5

s’'eL’

con cs o € F'y ¢g 0 # 0 implica s’ € L(u). Para cada a € T' se tiene X(,-y (P) usando la Z-base local L’ de S.

Veamos que X« (P) es independiente de la eleccién de una Z-base local para S.

Proposicién 5.1. Para cada potencial P de Fs(M), Xq-(P) = X4y (P).

Demostracion. Para © € T' se tiene x = s(z)a(x) = E Cs(z),s'S'a(x). En consecuencia:
s'el’

T= ), Coy
ye(T)
donde c; .y € F'y oy = Cs(a),s'(y)- Notemos que ¢, # 0 implica que a(z) = a(y). Entonces si P = t1x1t22s ... 1,2, con

t,eSyux; € T, se tiene:

P = E Cay,yiy Coo,yin - - - Cmn-,yq‘,ntlyithyiQ < tnYi,

T1yeenyin

donde y;,,...,y;, € (T). Por el Ejemplo X(a+y (P) es igual a:

Z Cx1,yi, Co2,yiy « * * Canyiy, (t2yi2 e tnyi7zt15/(yi1)6a(yi1),a +...Fhy, - 'tn_lyinfltns/(yin)604('!!1'")70')

Ul yeensln
Entonces
Z Ca1,yiy Coa,yiy + -+ Can iy, toYiy - - - tnyintlsl(yh)da(yil),a
11 ’ig,...,in
= Z Caa,yiy +* Can,yiy, toViy - - - tn¥i, U1 Z Ca1,yiy S/(y’il )60«(?/11)7@
12,.ney Tn 71
= Z Cxo,yiy ++ Con\yiy, L2y, -tnyint15(xl)5a(x1),a
i2 ..... in
=12T2 ... tnl‘ntls(l‘l)(sa(ml)’a
Similarmente:
Z Cax1,yiy Coo,yiy - - Can,yiy, 13Yig - - - tnyintlyithS/(yiz)6a(yi2),a =t3%3... tnxnt1x1t25($2)5a(zg),a
i17i21~~7in
continuando de esta manera se obtiene que Xy« (P) = X4y (P). O

Lema 5.1. Sea q € (Fs(M)=1).ye yt € S, entonces para cada a € T':
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> (sa)i(tg—qt)s =0

s€L(o(a))
Demostracion. Supongamos que ¢ = raq; donde r € S'y q; € Fs(M)Z!. Entonces:

Z (sa);(tragi)s = Z (sa)* (w*(tr)wa)qss

s€L(o(a)) s,weL(o(a))

= Z s*(tr)qrs

s€L(o(a))
= Z q18*(tr)s
s€L(o(a))
= qilr
Por otro lado, Z (sa)*(qt)s = Z )q1ts = gitr. Esto completa la prueba del lema. O
s€L(o(a)) s€L(o(a))
El siguiente teorema muestra que el ideal R(P) se preserva bajo isomorfismos de dlgebras que fijan a S. Este es un resultado

andlogo al dado en [I0, Proposition 3.7] y [18, Proposition 5.5].

Teorema 5.1. Sea ¢ : Fs(M) — Fs(M') un isomorfismo de dlgebras con ¢|s = ids y P un potencial en Fs(M). Entonces:
¢(R(P)) = R(¢(P))

Demostracion. Sea T una Z-base local de My. Para cada a € T Ne;Me; definamos L(a) = {sa}scriy. Sea T= U L(a)
acT
esto es, T es la base especial de Mg. Por lo tanto

Xar(@(P)) = > w*(3(¢(P))s(w) = > w* [ > h(d(sh)) (8(8sp)-P)) | s(w)
wel(a) weL(a) sbeT
= ) (Z h(sqs(b))(qb(é(sb)*P))) s(w)
wel(a) sbeT
= > w (Zh (D3 >>) sw) + Y w*<2[s,q]cyc) s(w)
wEi(a) sbeT 111€ﬁ(a) sbeT

donde g = ¢(bd(sp)- P) es un elemento ciclico, asi que [s, g] también es ciclico. Por lo tanto [s, ¢lcyc = [s,¢]. Usando el Lema

5.1| se obtiene que Z w* Z [$,q]eye | $(w) = 0. Entonces
wel(a) sbeT

Xa(6(P)) = w’ (Z h(6(0))(¢(3(sp)- P)s) | s(w)

:Zw*( h(é )( > ¢>5(gb)*P>()
weL(a) beT s€L(o(b)
(Z h(a:(b))) (6(Xpe P)) s(w)
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donde ¢(b); € M®?. Tenemos que Z w* (Z h(qﬁ(b)z)) (¢(Xp= P))s(w) es una suma de elementos de la forma
wel(a) beT

> wr (Z h(m .. .mﬁ)) (¢(Xp-P))s(w)

wel(a) beT

con m; € SMy y t € S. Entonces por el Corolario [£.2] y Lema [5.1] la suma anterior es igual a

> wr (Z h(m .. m)> (tdp(Xp-P))s(w)

wel(a) beT

y a su vez la expresién anterior es igual a

Z (w*(my)...m;a+w*(ma) ...miamy + ...+ w*(my)amy ... my_1) s(w)
weL(a)
donde o = ¢(tXp+ P). Entonces la suma anterior es una suma de elementos de la forma x¢(tXp(P))y = ¢(x1tXp+ (P)y1)
donde ¢(z1) =z y ¢(y1) = y. Como ¢(R(P)) es cerrado, entonces X« (¢(P)) C ¢(R(P)) y por ello R(¢(P)) C ¢(R(P)).

Aplicando esto a ¢! se obtiene R(P) = R(¢~1(¢(P))) C ¢~ (R(P)). Consecuentemente ¢(R(P)) C R(¢(P)) y el resultado
se sigue. O

Observacién 5.1. El Teorema implica que R(P) no depende de la eleccién del Z-subbimédulo My y también de la
Proposicién se deduce que R(P) tampoco depende de la eleccién de una Z-base local para S.



Capitulo 6

Equivalencia de potenciales

En este capitulo se introducen los conceptos de equivalencia-derecha y potencial trivial, andlogos a los dados en [I0]. La nocién
de equivalencia derecha serd el concepto que se usard para identificar, salvo permutacién e isomorfismo, dos potenciales. Se
concluye el capitulo probando que el tomar sumas directas con potenciales triviales no-afecta al dlgebra cociente Fg(M)/R(P).

Proposicién 6.1. Supongamos que f,g € Fs(M)Z2 y fg € (Fs(M))eye- Para cada a € T se tiene que

Xa*(fg): Z 5(Sa)*(fg)s

s€L(a)

pertenece a Fs(M)ZY(f) + (f)Fs(M)Zt + Fs(M)ZHg) + (g) Fs(M)=1.

Demostracion. Supongamos que f = Z fi con f; € M®'. Entonces cada f; es una suma de elementos de la forma my ...m;t

con my,...,m; € SMyytes. Entoxigezs
> (sa)* (h(£)g)s =D > (sa)*(h(fi)(9))s
s€L(a) 1=2 s€L(a)

cada Z (sa)*(h(fi)(g))s es una suma de elementos de la forma
s€L(a)

y el dltimo término es igual a

Z ((sa)*(mq)...m;(tg) + (sa)*(mz)...mitgmy + ... + (sa)*(m;)tgmy ... m;j_1) s
s€L(a)

y este elemento pertenece a Fs(M)='{(g) + (g)Fs(M)=!. Por lo tanto
> (sa)* (h(£)(9))s € Fs(M)=!(g) + (9)Fs(M)=".

s€L(a)

Similarmente

> (sa)*(hlg)())s € Fs(M)Z'(f) + (/) Fs(M)>!

s€L(a)

Las siguientes Proposiciones y estdn basadas en [10, Proposition 4.10].
Proposicién 6.2. Sean P y P’ potenciales reducidos en Fs(M) tales que P’ — P € R(P)?, entonces R(P) = R(P’).

29
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Demostracién. Como P es un potencial reducido entonces X,-(P) € Fs(M)=2. Se tiene que R(P)? es la cerradura del
conjunto formado por todas las sumas finitas de la forma Zasbs donde as,bs € R(P). La Proposicién [6.1] implica que

S

. <Z asbs> pertenece a Fs(M)Z'R(P) + R(P)Fs(M)Z!. Si z € R(P)?, entonces z = lim «,, donde cada a, es una

n=rco
suma finita de la forma » b con as,bs € R(P). Por lo tanto X (z) = lim Xo- () € Fs(M)Z'R(P) + R(P)Fs(M)=!
Por hipétesis, P = @ + P’S donde Q € R(P)?, y por ello X+ (P) = X4+ (Q) + Xo+ (P'). Usando nuevamente la Proposicién
se obtiene que X, (Q) € Fs(M)Z'R(P)+ R(P)Fs(M)='. De lo anterior se infiere que
R(P) € R(P') + Fs(M)='R(P)Fs(M)=" + R(P)Fs(M)=!
Entonces
R(P) C R(P') + R(P)Fs(M)=* + Fs(M)='R(P)Fs(M)=! + Fs(M)=*R(P)

continuando de esta manera se obtiene

R(P) )+ Zfs (P)Fs(M)="""
C R(P )+f5( )=
para cada n. Por lo tanto R(P) estd contenido en la cerradura de R(P’) y por ende R(P) C R(P’). Entonces P — P’ €
R(P)? C R(P")? y por ello P — P' € R(P')?, luego R(P) = R(P'). O

Proposicién 6.3. Supongamos que P y P’ son potenciales reducidos en Fs(M) tales que P' — P € R(P)?, entonces existe un
automorfismo de dlgebras ¢ de Fg(M) tal que ¢p(P) es ciclicamente equivalente a P’ y ¢p(u) —u € R(P) para cada v € Fg(M).

Demostracion. Primero probemos la siguiente

Afirmacién 6.1. Eriste una sucesion de funciones b, : T — Fs(M)Z2NR(P), con ¢y, = ¢o = id, que satisface las siquientes
condiciones:

(i) bp(a) € Fs(M)Z"T1 N R(P).

(i) P’ es ciclicamente equivalente a ¢odp, .., _, | P+ Z s()bp(a(c))oe (P)
ceT

Construiremos las funciones b,, mediante induccién en n.

Supongamos primero que n = 1. Entonces el potencial P’ — P es ciclicamente equivalente a Z b(a)Xq~(P) con b(a) €

a€T
R(P) C Fs(M)=2 (ya que P es reducido). Por lo tanto b(a) € R(P) N Fs(M)=2. Entonces P’ es ciclicamente equivalente a:

P+ Y b(a)ia)-(P)s
a€T seL(a)
este tltimo elemento es ciclicamente equivalente a:

P+ Z Z sb(a)d(sq)- (P) = P + Z s(c)b(a(c))de~(P)

a€T s€L(a) ceT



CAPITULO 6. EQUIVALENCIA DE POTENCIALES 31

Asf que by : T — Fg(M)=? dada por by (a) = b(a) satisface (i) y (ii). Supongamos ahora que para n > 1, hemos construido las
funciones by, ba, . .., b, que cumplen (i) y (ii). Consideremos ¢, , se tiene ¢y, (a) = a + b,(a) y by(a) € Fs(M)Z"*t1 N R(P)
para toda a € T.

Por el Lema [4.1} el potencial Py := ¢, (P) — P — Z )dex (P) es ciclicamente equivalente a un elemento de

ceT
Fs(M)=11% donde I es la cerradura del ideal bilateral de Fs (M) generado por los elementos b, (a). Como b, (a) € Fg(M)="T1n
R(P) entonces I C Fgs(M)Z"+t1 N R(P). De lo anterior se infiere que Py es ciclicamente equivalente a un elemento de:

Fs(M)=1(Fs(M)="+1 N R(P))? C (Fs(M)="*2 N R(P))R(P)

Por otro lado, Py es ciclicamente equivalente al potencial:

= bula(e)de- (P)s(c)

CET
—P = bala) > S(a)(P)s
a€T s€L(a)
= ¢, (P) = P=> by(a)X
acT
Luego ¢y, ( Z b, (a) X4+ (P) es ciclicamente equivalente a Py y Py es ciclicamente equivalente a un elemento de R(P)?2.

acT
En consecuencia, ¢, (P)— P es ciclicamente equivalente a un elemento de R(P)2. Por la Proposicién R(¢, (P)) = R(P)
y por el Teorema R(¢s, (P)) = ¢, (R(P)). Notemos que un elemento de (Fs(M)="*2 N R(P))R(P) es de la forma
i(r)
lim u, donde u, = leyl con z; € Fg(M)Z""2N R(P) y y; € R(P). Ademés z; = ¢y, (2}), yvi = ¢, (y}) para ciertos

r—00
i=1

rh € Fs(M)Z"*2N R(P), y. € R(P).
Luego

i(r)

szyz = Pb, 7")

donde 2, € (Fs(M)="*2N R(P))R(P).
Entonces rlggo Up = rlggo on,, (20) = O, (rlggo zr) y Thjg(} 2, € (Fs(M)Z""2 1 R(P))R(P).
De lo anterior se infiere que ¢ (P)— P — Z s(e)bp(alc))de (P) es ciclicamente equivalente a un elemento de la forma ¢ (2)

con z € (Fs(M)Z"+2 N R(P))R(P). <

Por lo tanto, —z es ciclicamente equivalente a un elemento de la formas:

Z u(a)Xa* (P)

acT
con u(a) € Fs(M)Z"t2NR(P). Se tiene que Z u(a) X, Z Z (a)d(say+ (P)s y este elemento es ciclicamente equiv-
a€T a€T seL(a)
alente a Z Z 5u(a)d(sq)+ (P) = Z s(c)u(a)de~ (P). En consecuencia, ¢, (P)— P — Z dex (P) es ciclicamente
a€T seL(a) ceT ceT

equivalente a

~u, | D s(c)u(a)se(P)

ce’f

Definamos by, +1 : T — Fs(M)=2 mediante b,,11(a) = u(a) para cada a € T. Entonces
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G0 Gb_y Db, (P) = 0. bb,_, | P =Y s(c)bn(a(c))de-(P)

ceT

es ciclicamente equivalente a

—¢g ... P, Z s(¢)bpy1(a)de (P)

ce’f“

Por consiguiente, ¢g ... ¢y, dp, (P)+ ¢o ... b, Z s(¢)bp+1(a)de (P) | es ciclicamente equivalente a:
ceT

G0 b, [P =D s(c)bnlalc))des (P)

ceT

Por hipétesis de induccién, este ultimo elemento es ciclicamente equivalente a P’. Esto prueba (i) y (ii) de la afirmacién
5.1.
Completemos la prueba de la Proposicién Notemos que la condicién (i) implica que para cada u € Fg(M):

BoPby - - - Py b, (1) — PP, - - - Db, (u) € Fg(M)="H1

Por lo tanto, la sucesién {@ods, ... ¢, (u) }nen es de Cauchy, luego convergente. Consecuentemente, existe un automorfismo
de élgebras ¢ de Fg(M) tal que para cada u € Fg(M), ¢(u) = lim ¢oep, - .- ¢p, (u). En particular:
n—oo

¢(P) = lim ¢oey, - - - ¢b, (P)
n—oo
Para cada n se tiene:

Gop, - by, (P) = P’ =Y s(c)bala(c)de- (P) + 2o
ceT

donde z, € [Fs(M),Fs(M)] satisface z,41 — 2z, € Fs(M)Z"*L. Por lo tanto {z,}nen es de Cauchy y z = li_>m Zn €
[Fs(M), Fs(M)]. Ademés, 7, = Zs(c)bn(a(c))dc* (P) € Fs(M)Z""3. Por consiguiente:

ceT
¢(P) =P — lim r, + lim z,
n—oo n—oo
=P +z
Se concluye que ¢(P) es ciclicamente equivalente a P, como se querfa mostrar. O

Definicién 6.1. Un élgebra con potencial es un par (Fs(M), P) donde P es un potencial en Fg(M) y Meye = 0.

Definicién 6.2. Sean (Fs(M),P)y (Fs(M'), P") algebras con potencial. Una equivalencia-derecha entre estas dos dlgebras
es un isomorfismo de dlgebras ¢ : Fs(M) — Fs(M') con ¢|s = ids y tal que ¢(P) es ciclicamente equivalente a P’.

Definicién 6.3. Sea P un potencial cuadrético en Fg(M). Diremos que P es trivial si el S-bimddulo generado por { X« (P) :
a €T} esigual a M.

Veamos, como en [I0, Proposition 4.5] y [I8, Proposition 7.8], que el tomar sumas directas con potenciales triviales no
afecta al dlgebra cociente Fg(M)/R(P).

Proposiciéon 6.4. Sean P y P’ potenciales reducidos en Fs(M) y W un potencial trivial en Fs(C) donde C' es un S-bimdédulo
Z-libremente generado. Supongamos que existe una equivalencia-derecha entre (Fs(M & C),P+W) y (Fs(M @ C), P’ +W),
entonces existe una equivalencia-derecha entre (Fs(M), P) y (Fs(M), P’).
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Demostracion. Supongamos que M y C son Z-libremente generados por los Z-subbimédulos My y Cy, respectivamente.
Entonces M = SMyS y C = SCyS. Por lo tanto, M & C = S(My & Cy)S = S ®z (Mo Cy) ®z S. Sea Ty una Z-base local
para My y T una Z-base local para Cj. Se tiene que Ty UT¢ es una Z- base local para My &® Cy. AbOClada a la Z-base local
Ty de Mo tenemos una S-base local derecha Ty para Mg; similarmente, existe una S-base local derecha TC para C's. Por lo
tanto, Th; U T es una S-base local para (M @ C)g. Se tiene:

(1) Fs(MaC)=Fs(M)a L
donde L es la cerradura del ideal bilateral de Fg(M @ C) generado por C. Se tienen las siguientes igualdades:

2) R(P+W)=R(PP)a&L
(3) R(P'+W)=R(P)&L

En efecto, R(P+W) es la cerradura del ideal bilateral de Fg(M @C') generado por los elementos X o+ (P+W) donde a € Ty UT¢.
Sia€ Ty, Xo-(P+ W) Zé(sa (P+W)s= > 0 (P)s. SiacTo Xe:(P+W) = Y ay(P+W)s =
s€L(a s€L(a) s€L(a)

Z (sa)=(W)s. Por lo tanto, R(PJrW) es la cerradura del ideal bilateral de Fg(M @C') generado por los elementos X, (P),
s€L(a)
con a € Ty, v los elementos X« (W) donde u € T¢; estos tltimos elementos generan a C' como S-bimédulo (ya que W es un
potencial trivial en Fg(C')). Esto prueba (2) y la igualdad (3) se puede establecer de manera similar.

Sea ¢ un automorfismo de algebras de Fg(M @ C') con ¢|s = idg y tal que ¢(P + W) es ciclicamente equivalente a P+ W.

Entonces (3) implica que:

P(R(P + W)

R(o(P +W))
(P +W)
(PhYe L

R
R

Por lo tanto:
4) ¢R(P+W))=R(P)®L
Sea p: Fs(M & C) - Fg(M) la proyeccién candnica dada por la descomposicién en (1). Consideremos el morfismo
Y =pod|rs : Fs(M) — Fs(M)

Notar que ¢ esta determinado por un par de morfismos de S-bimédulos (V) : M@ C — M&C'y ¢ : MeC — Fs(Ma&C)22.
Como ¢ es un automorfismo de Fg(M @ C) entonces ¢1) es un isomorfismo de S-bimédulos y por lo tanto tiene una forma
matricial:

|:¢}\4,M ¢}\/I,C:|

bom b0

De las contenciones C C L C R(P) & L se infiere que ¢(C) C ¢(R(P) @ L) = ¢(R(P + W)) = R(P') @ L, donde la tltima
igualdad es consecuencia de (4). Como P’ es reducido entonces R(P') € Fs(M)=2. La igualdad ¢}, o = mar0 ¢V ooc implica
que ¢}, o = 0. Por lo tanto ¢}, es un isomorfismo de S-bimédulos. Como 9|y = podly : M — M & C & Fs(M)=2
entonces 1! = qb}w’ 2 v por ende (M) es un isomorfismo de S-bimédulos. En consecuencia, 1 es un automorfismo de algebras
de Fs(M). Notemos que ¥ (R(P)) es un subconjunto cerrado de Fg(M) y por lo tanto p~1((R(P))) = ¢(R(P)) + L también

es cerrado. Como ¢! es un automorfismo de Fs(M @ C') tal que P + W es ciclicamente equivalente a ¢~ (P’ + W), entonces
¢ Y (R(P") + L es cerrado. Entonces

R(P’) 4+ ¢(L) es un subconjunto cerrado de Fg(M @ C')

Veamos que se tiene la siguiente contencion:

LC R(P')+¢(L)
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De (4) se infiere que ¢(R(P)) € R(P') @ L. Como R(P) € Fg(M)=? entonces ¢(R(P)) C Fs(M @ C)Z2. Si z € ¢(R(P))
entonces z =y + A con € R(P') C Fs(M)Z2 y A € L. Por lo tanto, A =z — pu € Fs(M ® C)Z2N Ly porello A € UL+ LU
donde U = Fg(M @& C)Z'. Consecuentemente:

(5)  ¢(R(P)) CR(P")+UL+ LU

Luego: L C R(P') + L = R(P"+ W) = R(¢(P + W)) = ¢(R(P + W)) = ¢(R(P) + L) = ¢(R(P)) + ¢(L) € R(P') + ¢(L) +
UL + LU. De lo anterior se tiene que L C R(P') + ¢(L) + UL + LU. Al sustituir esta ecuacién en el lado derecho de (5),
obtenemos:

LCRP)Y+¢(L)+URP)+d(L)+UL+LU)+ (R(P')+¢(L)+ UL+ LU)U
R(P") + ¢(L) + UL + ULU + LU?

repitiendo el proceso para cada n > 0, se deduce que:

L C R(P") 4 ¢(L +ZU’“LU" kC R(P') 4 ¢(L) + U™
k=0

Por lo tanto, L estd contenido en la cerradura de R(P’) + ¢(L) y por (3) se tiene que este conjunto es cerrado, asi que
L C R(P') + ¢(L). De esto se infiere que L C R(P’') 4+ ¢(L). Usando la simetria entre R(P) y R(P’) se obtiene

LCR(P)+¢~'(L)
y aplicando ¢ a esta expresién
(6)  &(L) S H(R(P)+L
En consecuencia:
(1) p(8(L)) € p(p(R(P)) = P(R(P))

Se sigue que ¢(P+W) = ¢(P)+ (W) es ciclicamente equivalente a P'+W. Por lo tanto, p(¢(P))+p(¢(W)) = (P)+pp(W)
es ciclicamente equivalente a p(P’ + W) = P’. Esto implica que ¢ (P) — P’ es ciclicamente equivalente a —p(¢(W)). Como
W € C®2, entonces:

p(6(W)) € p(¢(C®?)) = (C¥?) = $(C)?

Usando (7) se infiere que p(¢(C)) C p(¢(L)) C ¥ (R(P)). Entonces ¥(P) — P’ es ciclicamente equivalente a un elemento de
G(R(P))? = R(5(P))>.

Por la Proposicién existe un automorfismo de dlgebras p de Fs(M) tal que p(p(P)) es ciclicamente equivalente a P’
Esto completa la demostracion. O



Capitulo 7

Potenciales cuadraticos

En este capitulo se dan dos condiciones que se impondran sobre cada F-base de cada factor D; = ¢;5 y se daran ejemplos
de algebras que cumplen estas condiciones. También se establece una caracterizaciéon de los potenciales triviales del algebra
Fs(M). Finalmente se introduce el concepto de potencial escindable; con esta nocién se prueba que si un potencial es escind-
able entonces se tiene un teorema andlogo al llamado Splitting theorem dado en [10, Theorem 4.6]. El concepto de potencial
escindable serd crucial en el siguiente capitulo ya que permitird definir la nocién de mutacién de un potencial.

Recordemos que para cada i € {1,2,...,n}, L(i) = LNe;S es una F-base de D; = ¢;S. En el resto del trabajo usaremos
la siguiente notacién: si e; € L(i), entonces e es la F-transformacién lineal D; — F tal que (e;)*(e;) = 1y (e;)*(t) = 0 si
t € L(i) \ {e;}. Asumiremos que cada base L(i) satisface las siguientes dos condiciones:

(a) e; € L(i) y si s,t € L(i) entonces e} (st~!) # 0 implica s = t; similarmente, e} (¢t ~!s) # 0 implica s = t.
(b) Si c(i) = [D; : F] entonces char(F) { c(i).

Tales bases existen: por ejemplo, sea A una F-dlgebra asociativa donde F' es un campo. Diremos que una F-base de A,
como espacio vectorial, es semi-multiplicativa si el producto de cualesquiera dos elementos de la base es un F-multiplo de un
elemento de la base. Si L(i) es una F-base semi-multiplicativa de D; y char(F) t [D; : F], entonces la base L(i) cumple (a) y

(b).
Ejemplo 7.1. Sea H el anillo de los cuaterniones, entonces {1,i,j,k} es una base semi-multiplicativa.

Observacién 7.1. Supongamos que L; es una F-base para la extensiéon de campos Fy/F y Lo es una Fj-base para la exten-
sién de campos Fy/F;. Si ambas bases Ly y Lo satisfacen la condicién (a), entonces la F-base L := {zy : x € L1,y € Lo} de
F5 también satisface la condicién (a).

En efecto, dado y € Lo se tiene la Fj-transformacién lineal y* : Fy, — F; inducida por la base dual de Ly y también dado
x € Lj se tiene una F-transformacion lineal z* : F; — F. Por lo tanto, si zy € L entonces la composicion z*y* : Fo — F
es una F-transformacién lineal. Notemos que z*y* = (zy)*. Supongamos ahora que zy,z1y1 € L y que 0 # e*(zy(z1y1) ).
Entonces 0 # e* (zy(z1y1) ") = e*(zzy  e*(yy; ). En particular e*(yy; ') # 0 y por lo tanto, como Ly satisface la condicién
(a), y = y1. De lo anterior se deduce que e*(zz; ') # 0 y como L; también satisface (a) entonces = = 1.

La observacién anterior proporciona el siguiente

Ejemplo 7.2. Sea E/F una extension finita de campos. Si Gal(E/F) es un grupo soluble y F' contiene una raiz primitiva
de la unidad de orden [E : F|, entonces la extension E/F tiene una base que cumple (a).

En contraste con las suposiciones dadas en [I8, p.55] este ejemplo muestra que no es necesario pedir solubilidad sobre el
grupo de Galois Gal(E/F) ni que el campo base F' contenga una raiz primitiva de la unidad de orden [E : F| para poder
desarrollar una teorfa mas general de algebras con potencial. Posteriormente veremos que ain sin estas condiciones sobre las
extensiones, es posible definir la mutacion y establecer la involutividad de la misma.

35
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Proposicién 7.1. El conjunto {s~'|s € L(i)} es una F-base de D;.

Demostracién. Basta mostrar que {s~!|s € L(i)} es linealmente independiente sobre F. Supongamos que se tiene una
combinacién lineal:
Z Aes 1 =0

s€L(1)
con As € F. Sea t un elemento arbitrario de L(¢), entonces:
Ave; + Z s =0
s#t

Por lo tanto:

0=¢e | e + Zs*us =\ + ZASe;(s*H&) =\
s#t t#s

luego \; = 0 para cada t € L(4). O

En lo que sigue, si s € L(i) entonces (s~ !)* denota la F-transformacién lineal D; — F dada por (s71)*(t7}) =1sit =s
y 0sit+#sparate L(i).

Proposicién 7.2. Para cada s,t,t1 € L(i) se tiene:

Z (r ) (s (st) = Oe,

reL(i)

Demostracion. Tenemos:

st = Z r*(st)r

reL(i)

R D D M (T

r1€L(7)

Por lo tanto:
tlt= Y () st st
r,r1€L(7)
Aplicando e} en ambos lados:
Seen =y () (s (st)e; (')
r,r1€L(3)

Yo T s (st)

reL(i)

Lo que completa la prueba. O
Proposicién 7.3. Para cada 7,71, € L(i) se tiene:
> T s = b,
teL(i)

Demostracion. Definamos matrices cuadradas de orden ¢(i) con entradas en F como sigue. Sea A = [a, 4(s)] donde a, 4(s) =
p*(sq) y B = [by.n(s)] donde by (s) = (h=1)*(g~'s™!). Usando la Proposicién se tiene que BA es la matriz identidad.
Por lo tanto, AB = I y se tiene el resultado. O

Proposicién 7.4. Para cada s,s1,t € L(i) se tiene:
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Demostracion. Tenemos:

Por lo tanto:

Do T s et (st) = 6y

reL(i)

st = Z r*(st)r

reL (i)

st = > ) s eyt

71 EL(Z)

aplicando e en ambos lados

lo que completa la prueba.

Proposicién 7.5. Para cada r,r1,t € L(i):

Do sty ) (s T = 6y

seL(i)

37

Demostracion. Definamos matrices cuadradas de orden ¢(i) con entradas en F' como sigue. Sea A = [a, 4(t)] donde a, () =

q*(pt) y sea B = [by 5 (t)] donde by 1 (t) = (g~ 1)*(t"1h~1). Por la Proposicién AB =T lo que implica BA = 1.

O

Sea P un potencial en Fg(M). Para cada 1) € M* definimos X (¢)) = Zwsfl (6(P))s € Fs(M), donde por abuso de

notacién 1s~! denota el morfismo ()s71), de la Definicién Se tiene entonces una F-transformacién lineal:

seL

XPM* < Fe(M)
Notemos que si 1) = e;1e; entonces X (1) = Z Ys~H(5(P))s.

seL(z)

Proposicién 7.6. La aplicacion X¥ : M* — Fs(M) es un morfismo de S-bimédulos.

Demostracion. Claramente X es un morfismo de S-médulos izquierdos. Resta ver que X es un morfismo de S-médulos
derechos. Basta mostrar que si 1) = ejie; y s € L(i), entonces X (1ps7!) = XF(p)s~1. Usando la Proposicién se tiene:

XPws™) = Y ¢sTlw  (6(P))w

weL(1)

= D> ()T e er T (E(P)) (ws)s T

w,reL(7)

= > T T e (6(P))rar (ws)s T

w,r,r1 €L(7)

> i 6(P)n

r,r1€L(7)

r,r1€L(1)

reL(i)
= X" (y)s7!

Z i (ws)(r ) (sTtwh) | 57!

weL(1)

Z 1/)7“_1(5(P))r15w15_1

S e EP)r | s
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O
Proposicién 7.7. El ideal R(P) es igual a la cerradura del ideal bilateral generado por los elementos X (1)) con ¢ € M*.

Demostracidn. Por definicién, R(P) es la cerradura del ideal bilateral generado por todos los elementos X« (P) con a € T.
Luego basta mostrar que si ¢ € M* entonces X (¢)) € R(P). Se tiene que los elementos (sa)* forman una S-base local

izquierda para gM*; entonces existen elementos As , € S tal que ¥ = Z As,a(sa)*. Por lo tanto:

sa

Xp(dj) = Z/\s,aXP((Sa)*) = ZAs,aXP(a*Sil) = Z/\s,aXP(a*)Sil

y por ende X7 (1) € R(P). O

Supongamos que P es un potencial cuadratico en Fg(M), entonces el morfismo X induce un morfismo de S-bimédulos:

XP M= M
Observacién 7.2. Sea P un potencial cuadratico en Fg(M). El potencial P es trivial (ver Definicion [6.3) si y sélo si el
morfismo X* : M* — M es un epimorfismo de S-bimédulos y por lo tanto un isomorfismo.

l
Ejemplo 7.3. Supongamos que P = Zaibi donde {ay,...,a;,b1,...,b;} es un conjunto de generadores Z-libres de M,

i=1
entonces P es trivial.

Demostracion. Se tiene:

XPap)= Y aisTH(8(P))s

s€L(o(ay))

1
= ars™? (aib; + bsa;) | s =b,
R )

s€L(o(ay)) i=1
De manera similar se verifica que X ¥ (b*) = a,,. Por lo tanto, {a1,...,a;,b1,...,b} € Im(X?) y como X* es un morfismo
de S-bimédulos entonces Im(X %) es un S-subbimédulo de M que contiene a los generadores {ai,...,a;,b1,...,b}. En
consecuencia, X© es sobreyectivo. O

Observacién 7.3. Un S-bimédulo M es Z-libremente generado si y sélo si M = @ (D; ®F D;) donde m(i, j) es un entero

m(i,j)
positivo.

Dado un potencial cuadréatico P, usaremos la siguiente notacién: pondremos Z(P) = Im(X?) donde X¥ : M* — M es el
morfismo de S-bimédulos inducido por el potencial P.

Definicién 7.1. Diremos que un potencial P € Fg(M) es escindable si Z(P(?)) es Z-libremente generado, donde P(?) denota
la componente cuadratica de P.

Definicién 7.2. Sea P un potencial en Fg(M). Definimos Zo(P) = Z(P®?).

Proposicién 7.8. Sea ¢ : Fs(M) — Fs(M) un automorfismo de dlgebras determinado por el par (1), ¢?) y sea P un
potencial en Fs(M), entonces Za(¢(P)) = ¢ (Zp(P)). En particular, si ¢ es unitriangular entonces Zo(¢(P)) = Za(P).
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Demostracion. Para cadam € M, ¢(m) = ¢V (m) + ¢ (m) donde ¢V (m) € M, ¢?)(m) € Fs(M)=2. Entonces (¢(P))? =
»M(P@) y por lo tanto Zz(p(P)) = Z(¢™M (P?)). Sea ¢ : Fs(M) — Fs(M) el automorfismo de algebras que extiende a
»M). Entonces:

Il
= =
£ O D

I
+ %
=
1
[\
3

—~

lo que completa la prueba. O
Lema 7.1. Sean a,a’ € T(i,7), y € M. Entonces:

Xo-(a'y) = Yda,ar
Demostracion. Supongamos que y = Z fs.+,psbt donde sb € e;Me, y fs+p € F, entonces sb # a para toda sb € e;Me,,.

s,teL,bET
En consecuencia:

Xor(ay) = Z fo.t.0Xax(asbt)

s,teL,bET
= Y fon Y (ra)* (8(asbt))r
s,tEL,bET rel
= Y fow Y (ra)* (8(tasb))r
s,tEL,bET reL
= Z fsit.b Z(ra)*(tasb + sbta)r
s,tEL,bET rel
= Z fs,t,bSbt
s,teL,beT
=Y
lo que completa la prueba del lema. O

Sea M un S-bimédulo Z-libremente generado y sea K el conjunto de todos los pares (7, j) tales que e;Me; # 0, e;Me; # 0
y dimp(e;Me;) < dimp(e;Me;). Sean N~ = Z ejMe;, N< = Z eiMe;j y N = Z (e;Me; +ejMe;).
(i,5)ek (i,5)ek (i,5)ek

Proposicién 7.9. Sea P un potencial cuadrdtico en Fs(M), entonces P es ciclicamente equivalente al potencial

Q=Y ax(a")

acT<
donde T< =TNN<.

Demostraciéon. Es claro que P es ciclicamente equivalente a un potencial de N< ®g N~. Por lo tanto, P es ciclicamente
equivalente a un potencial que es una F-combinacién lineal de elementos de la forma taz donde t € L(o(a)),a € T<, z € N~.
De esto se infiere que P es ciclicamente equivalente a un potencial de la forma ) = Z ay, donde y, € N~. Sea ag € T,

aeT<
entonces por el Lema [7.1]

XP(a5) = X%(af) = Z Xag (a¥Ya) = Yao

aeT<
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O

Definicién 7.3. Sea P un potencial cuadratico en Fs(M). Diremos que P es maximal si el morfismo X* : M* — M induce
un monomorfismo entre (N<)* y N~.

Observacion 7.4. Como S ®p S°P es un algebra auto-inyectiva finito-dimensional, entonces todo S-bimédulo proyectivo
es un S-bimédulo inyectivo. En particular, si IV es un S-bimddulo Z-libremente generado entonces N es un S-bimoédulo
inyectivo. Esto implica que cualquier S-subbimédulo de M que sea Z-libremente generado tiene un complemento en M y este
complemento también es Z-libremente generado.

Corolario 7.1. Sea P un potencial mazimal en Fs(M), entonces P es ciclicamente equivalente a un potencial de la forma:
Q=) af.
aeT<

donde el conjunto {fa}tacT< estd contenido en un conjunto de generadores Z-libres de N=.

Demostracion. Como P es un potencial maximal entonces el morfismo X7 : M* — M induce un morfismo inyectivo de S-
bimédulos X* : (N<)* — N> y por lo tanto X* induce un isomorfismo de S-bimédulos entre (N<)* y Im(X*). Por lo tanto,
Im(X7T) estd Z-libremente generado por f, := XF(a*) donde a € T<. Como Im(X?) y N> son Z-libremente generados,
entonces por la Observacién existe un S-subbimédulo, Z-libremente generado, N’ de N> tal que Im(X*)@® N’ = N>. Se
sigue que si U es un conjunto de generadores Z-libres de N’ entonces {f,}aer< UU es un conjunto de generadores Z-libres
de N~. O

Veamos que cada potencial trivial es ciclicamente equivalente a un potencial como en el Ejemplo
Proposicién 7.10. Sea P un potencial trivial en Fs(M), entonces P es ciclicamente equivalente a un potencial de la forma

m
Z hig; donde {h1,...,hun,g1,...,9m} €s un conjunto de generadores Z-libres de M.
i=1

Demostracion. Sean M< = Z eiMej y M~ = Z e;Me;. Notemos que P es ciclicamente equivalente a un potencial de la

] ]
1<j 1>]
forma:

P = Z aX”?(a*)
a€TNM<

Como P es trivial entonces el conjunto { X (a*) : @ € TN M<} es un conjunto de generadores Z-libres de M~>. Por lo tanto,
{a:ace TNM<}yU{XP(a*):a€TNM<} esun conjunto de generadores Z-libres de M. O

La siguiente caracterizacion es similar a la que se da en [10, Proposition 4.4] y [18, Proposition 7.6].

Proposicién 7.11. Sea P un potencial trivial en Fs(M), entonces dada una Z-base local T de My, existe un automorfismo
v : M — M de S-bimddulos tal que su extension a un automorfismo de dlgebras ¢ de Fs(M) satisface que ¢p(P) es ciclicamente

m
equivalente a Z a;b; donde {a1,...,am,b1,...,b;}="T.
i=1

Demostracién. Por la Proposicién P es ciclicamente equivalente a un potencial

Q= Z higi
i=1

donde W = {hq,..., hm,G1,..-,9m} s un conjunto de generadores Z-libres de M. Por lo tanto, existe un automorfismo de
S-bimédulos ¢ : M — M con (W) =T. Sea ¢ la extensién de ¢ a un automorfismo de dlgebras de Fg(M). Se concluye que
m

@(P) es ciclicamente equivalente a Q = Z a;b; donde {ay,...,am,b1,..., b} =T. O
i=1
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Proposicién 7.12. Sea P un potencial cuadrdtico escindable en Fs(M), entonces P es derecho-equivalente a un potencial
l

de la forma Q = Z a;b; donde {ay,...,a;,b1,...,b;} es una Z-base local de un Z-sumando directo de My.

i=1

Demostracion. Sea P un potencial cuadrético, entonces la Proposicién implica que P es ciclicamente equivalente al
potencial

Q=) aX"(a")

aeT<

Sea V = {z1,...,2} un conjunto de generadores Z-libres de Im(X?*). Entonces para cada a € T< se tiene:

XP(G*) = Z tizisi

i€l(a)

para cierto conjunto finito I(a) y t;,s; € S. Luego:

Q: Z Z atizisi

a€T< i€l(a)

Por lo tanto, @ es ciclicamente equivalente a un potencial de la forma:
Q=) zhy
J

donde h; € M. Dado que Im(X*) y M son Z-libremente generados, entonces por la Observaciénexiste un S-subbimdédulo
M, de M, Z-libremente generado, tal que M = M; $Im(X P ). Sea T} una Z-base local de M, entonces existe un automorfismo
de S-bimédulos ¢ : M — M tal que ¢(Th UV) = T. Sea ¢ el automorfismo de dlgebras Fg(M) que extiende ¢, entonces
©(Q") es ciclicamente equivalente al potencial:

Q"= Z bgy

begp(V)

donde g, € M. Por el Lema g = X" (b*). Como P es ciclicamente equivalente a Q' entonces ¢(P) es ciclicamente
equivalente a Q”. Por lo tanto, Z(Q") = Z(¢(P)) = ¢(E(P)) = S¢p(V)S. Luego g, € SH(V)S y por ende Q" es un potencial
cuadrético en Fg(So(V)S) con Z(Q") = So(V)S; asi Q" es un potencial trivial. El resultado se sigue al aplicar la Proposicién
11 O

N
Sea P = Zaibi + P’ un potencial en Fs(M) donde A = {ay,b1,a2,bs,...,an,by} estd contenido en un conjunto de
i=1
generadores Z-libres T de M y P’ € Fs(M)>3. Sea L; el complemento de A en T. Sea N; el F-subespacio vectorial de M
generado por A y sea Ny el F-subespacio vectorial de M generado por Li, entonces M = M; & My como S-bimédulos donde
M1 == Sle y MQ = SNQS

Probemos el siguiente teorema de descomposicion. Cabe mencionar que este teorema es la extensién del llamado Splitting
theorem dado en [10, Theorem 4.6] y [18, Theorem 7.10].

Teorema 7.1. Eziste un automorfismo unitriangular ¢ : Fs(M) — Fs(M) tal que ¢(P) es ciclicamente equivalente a un
N

potencial de la forma Z a;b; +P" donde P" es un potencial reducido contenido en la cerradura del dlgebra generada por Moy,

i=1
N

Y Zaibi es un potencial trivial en Fg(M).
i=1

Primero establezcamos el siguiente.

Lema 7.2. El potencial P es ciclicamente equivalente a un potencial de la forma:
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N
P1 = Z (albz + a;v; + ulbl) + P//

i=1

donde a;,b; pertenecen a un conjunto de generadores Z-libres de M, v;,u; € Fs(M)Z2 y P" € Fs(M)Z3 es un potencial
reducido contenido en la cerradura del dlgebra generada por Ms.

o0
Demostracion. Supongamos que P’ = Z D,, donde D,, € M®" y n > 3. Ahora escribamos cada D,, como D, Zu(n)

n=3
donde u;n) € M®". Sea ay, donde k € {1,2,...,N}, tal que aj aparece en la descomposiciéon de ug.n) = Mj1...Mjn.
Supongamos que m;; = a; para algin ¢ € {1,2,...,n}. Entonces:

Mg 1M 1T TG 41 MM g = T 1T -1 AT 4412115
= ak (M im0 1y ion) + (g1 mya1) (@emg i myn) = ak(my g mgpm;i..m;i1))
Notemos que m; i 1...mj,mj1..mj ;1 € M= y el sumando derecho pertenece al conmutador. Luego

AP = ol + 55

donde v\ € Fs(M)>"~1 y =) € [Fs(M), Fs(M)] 0 M®".

Supongamos ahora que {m;1,m;z2,...,m;j,} N{ai,...,an} =0 pero que {m;1,mj2,...,m;n} N {b1,...,bn} # 0. Sea

bi, donde k € {1,2,...,N}, tal que by aparece en la descomposicién de u(.n)

j Supongamos que m;; = b para algin
i€{1,2,...,n}. Entonces

mj,l...bkbj i1 My = (m]- i1 M5 1) bk + ((mj 1...mj i,lbk)(mj,wl...mj,n) — mj7i+1...mj,nmjyl...mj’i,lbk)

Por ende “.5‘ ™ = /\(n)bk + w(k) donde )\(") € Men=1 y w € [Fs(M), Fs(M)] N M®™. Por lo tanto

Z u(n)

Yy (o =57+ Xibs + ) +¢7))
k=1 j

=

= Z(akv;”k + )‘Zkbk?) =+ hn,k + tn,k
k=1 j

donde hy, i, € [Fs(M), Fs(M)] N M®™ y t, 1 € M®™ es un potencial contenido en la cerradura del dlgebra generada por M.
En consecuencia

P:

n

M8

3
Il
w

M

D
N
Z CL]{UZIC + A;l,kbk) + hn,k + tn,k
3 \k=1

3
3
[

i Zv]k ZAM be +Zh +Zt

n=3 n=3 n=3

ZG&Z%){ZVQ@+ZM+Z%
n=3 n=3 n=3 n=3

J

1
- [+ 11

ol
Il

Z akvjk+u]kbk)+P"—|—h
17
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oo oo o0 o0
donde vj j, := Z Vs Uk 1= Z Al ks P’ = Z tny h= Z hy,. Por construccion, vily, A7y € M®™=1) para cada n. Como
n=3 n=3 n=3 n=3
n > 3 entonces v; ) € Fs(M)Z2. Similarmente, )\Zk € Fs(M)=2. Dado que cada t,, es un potencial contenido en el dlgebra
o0

generada por My, entonces P’ = Z t, es un potencial reducido contenido en la cerradura del 4lgebra generada por Ms. Por
n=3

lo tanto

N
PZZakbk-i-Pl

E
[

N
arby + Z Z(akvk’j + Uijbk) +P'+h
1 k=1 j

(akbk + apvr + ukbk) +P'+h

M= TM=

~
Il
-

N
Lo anterior implica que P es ciclicamente equivalente al potencial Z(aibi + a;v; +ub;) + P". O
i=1

Siguiendo a [I0] definimos el concepto de profundidad de un automorfismo de dlgebras de Fg(M).

Definicién 7.4. Un morfismo de dlgebras ¢ : Fs(M) — Fs(M) tiene profundidad d si ¢|s = 1g y si para cada m € M se
tiene ¢(m) = m + m’ donde m’ € Fg(M)Z4+1.

Definicién 7.5. Diremos que un potencial P € Fg(M) es d-escindable si:
N
(

P= a;b; + a;v; + uibi) +P

=1

>d+1

donde los elementos a;, b; pertenecen a un conjunto de generadores Z-libres de M, u;,v; € Fg(M) y P’ es un potencial

reducido contenido en la cerradura del algebra generada por Ms.
El siguiente lema estd basado en [10, Lemma 4.8].

Lema 7.3. Sea P un potencial d-escindable en Fs(M). Entonces existe un isomorfismo de dlgebras ¢ : Fs(M) — Fs(M)
que tiene profundidad d y tal que:

¢(P)=P+h
donde h € Fg(M)Z2¥+2 0 [Fg(M), Fs(M)] y P es un potencial 2d-escindable.

Demostracion. Por hipétesis, P tiene la forma:

P=

)

N
(aibi —+ a;v; + Uzbi) + P/

=1

donde los elementos a;, b; pertenecen a un conjunto de generadores Z-libres T'de M, u;,v; € Fs(M)Z9T! y P’ es un potencial

reducido contenido en la cerradura del dlgebra generada por Ms. Sea ¢ : Fg(M) — Fs(M) el automorfismo unitriangular

dado por ¢|s = 1, dlas) = as — us, ¢(b;) = b; — v; v ¢(c) = ¢ para cada ¢ € L1. Veamos que ¢ tiene profundidad d. Sea
m € M, entonces m = Z)\iai)\; + Zﬁibzﬂ{ + Z’chk%/g donde i, X, Bi, Bl Yk, Vi, € S. Aplicando ¢ se obtiene:
i i k
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=D _ohiaiX) + 3 o(Bibif)) + ; VKRR

= 2 o0)9(as0) + 2 #BIS0IS(E) + D mer

= Z Ai(ai) i + Z Bic(bi) B + ;wcm,@

—Z)\ X+Z@ i — i) 6’+kacm@

= Z/\ X+ ZB, bif3; + Zykcmk ZA i Zﬂzvzﬂ

=m+m'
Como P es d-escindable entonces m’ := — Z Nt Ny — Z BiviBi € ]—'S(M)Z‘Hl; luego ¢ tiene profundidad d. Por otro lado,

ug) = us + ul, ¢(vs) = vs + v} donde ul, v, € Fs(M M)224+1 Entonces:
P(us) = o O(vs) = 55 Vs

¢(P) = Z ((a; — wi)(b; — vi) + (@; — u)(vi +v)) + (u; +ul)(b; —v;)) + P’

%
= (aib; + av) + ujb;) + Py + P’

i

donde P, = — Z (wiv; + usv) + ulv;) € Fg(M)Z2?+2. Aplicando el Lema tenemos que

P =) (an) +ulb)+ P’ +h
donde u!,v" € Fg(M)22+1 h € Fg(M)22+2 N [Fs(M),Fs(M)] y P" es un potencial reducido contenido en la cerradura
del algebra generada por M,. Por lo tanto:

o(P) = Z (a;b; + a;v} + ub;) + Py + P’
—Z a;b; + a;v; + ulb; +Z (a;v) +u}b;))+ P + P" +h

- Z (aib; + a; (V) +v') + (U + u)b;) + P + P" + h

Sea P = Z (aib; 4 a; (v, +v)') + (U} + u)b;) + P' + P". Entonces P es un potencial 2d-escindable y h € Fg(M)224+2 0

(Fs(M), Fa(M).
O

Probemos ahora el Teorema [7.1]

Demostracion. Aplicando repetidamente el Lema se obtiene una sucesién de potenciales ]51-7 una sucesiéon de elementos
h; € [Fs(M), Fs(M)] y una sucesién de automorfismos unitriangulares ¢; con las siguientes propiedades:

(a) ¢; tiene profundidad 2°.
(b) P; es un potencial 2i-escindable.

() hip1 € Fs(M)?'+2.
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(d) ¢i(P;) = Piy1 + hit1.

Consideremos la sucesién de automorfismos {¢, }nen. Como ¢, 11 tiene profundidad 27! entonces, para cada a € Fg(M) se
tiene:
bns10n - 01(0) = bndn 1. 61(a) € Fs(M)=*""

Entonces para cada a € Fg(M) la sucesion {¢p,dn—1(a)...¢1(a)}lnen es de Cauchy y por ende ILm On .. ¢1(a) existe. Se

obtiene asi el siguiente automorfismo:
o= lim ¢,...¢1
n—oo
Por lo tanto
o(P) = nl;n;o On - D1(P)

Entonces

Qj)n e ¢1(P) = Pn+1 + hn+1 + ¢n(hn) + ¢n¢n71(hn71) + ...+ (bn . ~-¢1(h1)

Notemos que ¢, (hy,) € Fs(M)Z2"+2. Por lo tanto la sucesion {hni1 + ¢n(hn) + Gndn_1(hn_1) + ... 4 én ... d1(h1) }nen es
convergente y por ello { P, },,en también es convergente.
El potencial P, es 2"-escindable, entonces:

N N
Py=> aibi+ Y (aiv] +up'b;) + P,
i=1 i=1
_ N
donde ul}',v?* € Fs(M)Z? y P! pertenece al algebra generada por My. La sucesion {t, },en dada por t, = Z (a;vi + ug'b;)
i=1
converge a 0 y por lo tanto la sucesién { P! },en es convergente. Se obtiene:

d(P)= lim ¢, ...01(P)

n— o0
N

=> aibi+P' +h
i=1

donde P’ = lim P! es un potencial reducido contenido en la cerradura del dlgebra generada por M,. Ademads:
n—oo

h= nh_{réo(hn—l-l + (bn(hn) + ¢n¢n—l(hn—1) +...+ ¢n¢n—1 e ¢1(h1))

N
pertenece a [Fg(M), Fs(M)]. Como ¢(P) = Z abi+P'+hyh € [Fs(M),Fs(M)], entonces ¢(P) es ciclicamente equivalente

i=1
N

a E a;b; + P’, como se queria probar.
i=1



Capitulo 8

Mutacién de potenciales

En la primera parte de este capitulo se define el concepto de mutacién de un potencial. Uno de los resultados importantes
de este capitulo es el Teorema en donde se prueba que la mutacién de un potencial es una involucién en el conjunto de
clases de equivalencia-derecha de potenciales reducidos. Este teorema es una extensién de uno de los resultados principales
de [10]. En las secciones 8.1 y 8.2 se establecen algunos invariantes que se preservan bajo mutacién. Mas precisamente, se
prueba que la mutacién preserva la finitud de la dimensién de las dlgebras cociente Fs(M)/R(P) asociadas a dlgebras con
potenciales (Fg(M), P) y que también la rigidez, en el sentido de [I0, p.88], es invariante bajo mutacién. Posteriormente en
la Proposicién se prueba que una matriz anti-simetrizable B = (b;;) € Z"*", con anti-simetrizador D = diag(ds,...,d,),
y con la propiedad de que d; divida a b;;, para cada 7 y para cada j, admite una realizacién por especies. Finalmente en
el Teorema se demuestra el resultado central de la tesis: dada cualquier matriz anti-simetrizable B = (b;;) € Z™*™ con
anti-simetrizador D = diag(d, ..., d,) con la propiedad de que cada uno de los elementos d; divida a cada b;;, para cada i y
para cada j, entonces dada cualquier sucesion ki, ko, ..., k; de elementos de {1,...,n} existe una realizacién por especies de
B y un potencial P para dicha realizacién, tal que la sucesién de mutaciones jig, P, fik, itk P - - -, i, - - - bk, P estd definida.

Sea L una Z-base local de S, entonces para cada i se tiene que L(i) = L Ne;S es una F-base de D; = ¢;5.

Sean My y Ms S-bimédulos Z-libremente generados de dimension finita sobre F'. Supongamos que 7} y 15 son conjuntos
de generadores Z-libres de M; y M, respectivamente. En lo que sigue, si a es un elemento legible de M; o M5 tal que
eiae; = a pondremos o(a) = i y 7(a) = j. Para cada u = 1,2 una S-base local derecha de (M,,)s esté dada por T, = {sa :
a €T, sec Lo(a)} y una S-base local izquierda de g(M,,) esté dada por T, = {as : a € T}, s € L(r(a))}. Analizaremos los
morfismos de S-bimédulos de M; a Fs(Ma)=! mediante el anélisis de morfismos de S-médulos derechos. Primero notemos
que

Fs(My)2' = (P sbFs(My)
sbGTg

Un morfismo de §'—médulos derechos ¢ : My — Fg(Ms)=! estd completamente determinado por las imdgenes de los elementos
de la base local T7 de (My)s:

(A) p(sa) = Y thCl s

theTy

donde los elementos Cip, sq € €,(5)Fs(Mz) estdn determinados de manera tnica.

Proposicién 8.1. Sea ¢ : (M1)s — (.FS(MQ))§1 un morfismo dado en la forma de (A), entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) ¢ es un morfismo de S-bimddulos.

1) Para cada s € L(o(a)) y s1 € Dy(q) Se tiene
(a)

Z T*(Slt)ctb,sa = Z w*(sls)Crb,wa

teL(o(b)) weL(o(a))

46
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(iii) Para cada r € L(o(b)) y s1 € L(o(a)) se tiene

Z T*(Slt)ctb,a = Urb,sia
€L(a(b))

Demostracion. Veamos que (i) implica (ii). Por un lado
p(s18a) = Z w*(s18)p(wa) = Z w*(818)r0Cp wa
weL(o(a)) b,w

y por otro lado
s1p(sa) Z 51t0Cp sa = Zr 518)rbCl, sa

th,r

Como ¢(s1sa) = s1¢p(sa) entonces (ii) se cumple. Notemos que (ii) implica (iii) al poner s = e,(4) en (ii). Resta mostrar que
(iii) implica (i). Sean a € T1 y s1 € L(c(a)). Entonces

o(s1a) ZrbCrb sia = Z r*(518)rbCp.0 = s1(a)

rb,te L(o(b))

Luego si z € D,(q) vy 51 € L(o(a)) se tiene ¢(zs1a) = Z r*(zs1)p(ra) = Z r*(zs1)rp(a) = zs19(a) = zp(s1a).
reL(o(a)) reL(o(a))
Esto completa la demostracién. O

Estudiemos ahora los morfismos de S-bimédulos ¢ : M; — Fs(M3)=! determinados por los morfismos de S-médulos
izquierdos. Sabemos que 77 = {as:a € T1,s € L(7(a))} es una S-base local izquierda para g(M7). Tenemos

Fs(Ms)z! = @ Fs(Ms)b
breTs

luego

= Z Das,brbr

breTs
donde, como anteriormente, los elementos Dgg pr € fs(Mg)eg(b) estan determinados de manera tnica.

Proposicién 8.2. Sea 1) un morfismo de S-mddulos izquierdos dado en la forma de (B). Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) ¥ es un morfismo de S-bimddulos.

(ii) Para cada a € Ty, b€ Ty, s € L(7(a)), 7 € L(7(b)), s1 € Dy(q) se tiene:

Z Dawbrw 551 Z Dasbt’r tsl)

weL(r(a)) teL(7(b))

(#ii) Para cada a € Ty, b € To, v € L(7()), s1 € L(7(a)) se tiene:

ael, Z Da th tsl)

teL(7(a))
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Demostracién. Veamos que (i) implica (ii). Tenemos las siguientes igualdades:

Ylassi) = ) wi(ssi)dlaw) = Y w(s51) Dawbrbr

weL(T(a)) w,b,r

(as)sy = ZDQS pebts, = ZDas,btbrr*(tsl)

b,t,r

Entonces (ii) se sigue de la igualdad v¢(ass1) = 1 (as)s;. Para ver que (ii) implica (iii) basta poner s = e;(,) en (ii). Resta
mostrar que (iii) implica (i). Tenemos:

P(asy) Z Dy prbr = Z D pir* (ts1)b

breTs br,t

= Z Dg pibtsy = (a)sy
bt

Entonces para z € D;(q) y 51 € L(7(a)):
Y(as12) 21/1 ar)r*(s1z) = ¥(a)s1z = ¥(asy)z

lo que prueba (i). O
En lo que sigue, *M = Homg(sM,s S) denota el dual izquierdo de M.

Proposicién 8.3. Sea M un S-bimddulo Z-libremente generado por el Z-subbimddulo My y sea L' = L\ {ey,...,e,}. Sea
oN = {h €* M|h(My) € Z,h(Mot) = 0,t € L'}, entonces *M es Z-libremente generado por el Z-subbimédulo oN .

Demostracion. Notemos que gN es un Z-subbimédulo de *M. Los elementos *(as) generan a *M como S-médulo derecho,

luego cada elemento de *M puede ser escrito en la forma Z (*(as))ws,q = z 571(*a)ws,a donde ws o € Sy T es

s€L(7(a)),a€T sa
una Z-base local de My. En consecuencia, el morfismo de S-bimédulos dado por multiplicacién:

p:S®z (0N)®z S —=*M
es un epimorfismo. Entonces para cada par de idempotentes e;, e; se tiene un epimorfismo:
w:D; @z (0(N)®z D;j — e;(*M)e,;
Notemos que D; @z (oN) ®z D; = D; ®p e;(oN)e; @p D; y dimpe;(oN)e; = dimpe; Moe;. Por lo tanto:
dimp(D; ®z (0N) ®z D;) = dimp(e;Moe;)dimp(D;)dimp (D)
Por otro lado:
e; Homg(sM,s S)e; = Homg(e;Me;, D,)
= Homp, (D; ®F e;Moe; ®r Dy, Dj)
= Homp(ejMoe; @ Dj, Dj)

Lo anterior implica que dimpe;(*M)e; = dimp(e;Moe;)dimp(D;)dimp(D;), asi que el morfismo p: e,S ®z (oN) ®z Se; —
e;(*M)e; es de hecho un isomorfismo de S-bimédulos, lo que completa la prueba. O

Observacién 8.1. Un argumento similar muestra que el dual derecho M™* estd Z-libremente generado por el Z-subbimédulo
No ={h € M*|h(My) € Z,h(tMy) =0,t € L }.

Sea k un entero en [1,n]. Supondremos que se cumplen las siguientes condiciones:

Mcye = 0y para cada 4, e;Mey # 0 implica e, Me; = 0y exMe; # 0 implica e;Mey = 0.
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Siguiendo a [I0, p.79], usando el S-bimédulo M, definimos un nuevo S-bimédulo ppM = M como sigue:

M = ¢ Mep, @ Mepx M @ (e M)* @* (Mey,)

donde €, = 1 — ;. También definimos M = M & (exM)* @* (Mey). Entonces la inclusién M — M induce un morfismo
inyectivo de algebras:

Y .7:5'(M) — ]:5(]/\4\)
Similarmente, la inclusién de purM en Fg (J\/I\ ) induce un morfismo inyectivo de dlgebras:

o~

i/l.kM : fs(,ukM) — fs(M)
Proposicion 8.4. Sii # k, j # k, entonces:
iM(ei}"S(M)eka(M)ej) g Im(i/LkM)

o0

Demostracion. Sea z € e;Fs(M)epFs(M)e;, entonces z = Zz(u) donde z(u) € e;Fg(M)epFs(M)ej. Luego in(z) =

u=3

(o)
ZZM(Z(U)) Entonces basta mostrar que ins(2(u)) € Im(iy,ar). Se tiene que z(u) € e;ME"Mep ME e, para ciertos
u=3

enteros positivos n(1) y n(2). Entonces basta mostrar que L = eiM®”(1)ekM®"(2)ej estd contenido en la imagen de i,, ar.
Probemos esto mediante induccién en n = n(1) +n(2) > 2. Sin = 2 entonces L = e; MepMe; esté contenido en la imagen de
i, M- Supongamos que la afirmacion se cumple para n’ < n y veamos que se cumple para n. Los elementos de L son sumas de
elementos de L' = e;Me;, Me;,, M ... Me;,,,MexMe; Mej, M Me;. Entonces se tienen las siguientes posibilidades:
(1) Si todos los is y j: son distintos de k, entonces:

eiMe;, Mei,M ... MMe;,,, C (e’kMe’k)l(l)

e ejl(2)71

y por lo tanto L’ estd contenido en la imagen de iy, as. Similarmente,

eleesz s ejz(z)quj c Im(iukM)

y luego L’ esta contenido en la imagen de 4, as.
(2) Supongamos que existe algin is con s = k y ninguno de los j, es igual a k. Entonces, como antes:

eleehM e ejm)_lMej g Im(zukM)

eiMeilMeQM...Meil(l) Ce;MsWep Ms(2)

Cii)

donde s(1) + s(2) < n. Entonces por hipdtesis de induccién se concluye que L' estéd contenido en la imagen de iy, .

(3) Algtn j; = k y ninguno de los i,,s es igual a k. En este caso se procede como en el anterior.

(4) Algtn js = k y algtn 4, = k. Por hipétesis de induccién, e;Me;, Me;, M ... Me;,,, vy ej;Me;, M ...ej ., , Me; estin
contenidos en la imagen de i, ps. Se sigue que L’ estd contenido en la imagen de i,, rs. Por lo tanto cada z(u) estd en la
imagen de i,, s y por ende z también. O

Corolario 8.1. Sii# k, j # k, entonces ip(e;Fs(M)e;) C Im(ip,ar).

oo
Demostracion. Sea z = Zz(u) € e;Fs(M)e; donde z(u) € M®*. Cada z(u) es una suma de elementos que pertenecen a
u=1
S-submédulos L de la forma e;Mej, Me;j, ...e;, ,Me;. Sitodos los js son diferentes de k, entonces L C (€,Mey)®" y por
lo tanto ips(L) estd contenido en la imagen de i,,3. Si algin e;, = k entonces L C e;Fs(M)erFs(M)e; y aplicando la
Proposicién se infiere que ip7(L) esta contenido en la imagen de i,, 1. Por lo tanto cada iy (z(u)) pertenece a Im(i,, ar)
y por ello iy (z) también pertenece a Im(i,, ar), como se afirmaba.
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Lema 8.1. El S-bimodulo MepM estd Z-libremente generado por el Z-subbimddulo MyexSerMy. Si T es una Z-base local
de My entonces U = {asbla € TN Mey,s € L(k),b € TNexM} es una Z-base local de MyeySer M.

Demostracion. Consideremos el isomorfismo de S-bimédulos dado por multiplicacion:
pr S ®z My ®z S — M
La multiplicacion en el dlgebra tensorial induce un isomorfismo de S-bimdédulos:
UM @ S @z Moy ®z S®sS®@z My®z S — M ®s M

este morfismo induce un isomorfismo

v:SQ®z MyQyz Sep ®gerS Rz MyRyz S — Mep M
y este tltimo isomorfismo induce un isomorfismo de Z-bimdédulos

p:(My®yz Ser) ®g (xS ®z Mo) — MoerSe, My

La composicién determina un isomorfismo:

v(1®@p t®1):S®z (MyerSerMy) @z S — MepM

dado por multiplicacién. Esto prueba la primera parte del lema. Probemos la segunda parte. Notemos que existe un
isomorfismo de Z-bimoédulos:

0 : Moep, @p Dy @p e Mo — (Mo ®7z Ser) ®s (exS ®z M)

Una Z-base local de Mpex ®p Dy ®p exMy estd dada por todos los elementos a ® s ® b donde a € T N Myey, s € L(k),
b € T NepMpy; luego los elementos po(a ® s ® b) = asb forman una Z-base local para MoerSerMy. Esto completa la
demostracion. |

Lema 8.2. uipM estd Z-libremente generado por el siguiente Z-subbimddulo:
exMoér, ® MoepSer Mo ® er(oN) @ Noey,

Demostracion. El isomorfismo pys 0 S ®z My ®z S — M induce el siguiente isomorfismo: u : €S @z My ®z Sex, — e Mey.
Por otro lado, se tiene un isomorfismo de S-bimédulos S ® 7 €z Moer @z S — €S Rz My ®z Seé. La composicién induce un
isomorfismo dado por multiplicacién:

S ®zexMoer @z S — e Meéy,
Por la Proposicién [8.3] existe un isomorfismo de S-bimdédulos dado por multiplicacién:
SRz No®z S — M*
asi que se obtiene un isomorfismo de S-bimédulos:
S®z No®z Ser, = M*ey
También se tiene un isomorfismo de S-bimédulos:
S®z Noer @z S — S®z Ny @z Sep,
La composicién de los tltimos dos isomorfismos induce un isomorfismo de S-bimédulos dado por multiplicacién:
S ®z Noer, @z S — M ey,
Similarmente, por la Proposicién [8.3| existe un isomorfismo de S-bimoédulos dado por multiplicacion:
S®zer(oN)®z S — ex("M)
y aplicando el Lema [8:1] se obtiene un isomorfismo de S-bimédulos:
S @z (éxMoér, & MoegSer My @ e (oN) @ Noeg) @z S — M

lo que completa la prueba del lema. O
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Proposicion 8.5. Eziste un isomorfismo de S-bimaédulos:
peM = M @ MeM & M*ep(*M)
y el S-bimddulo M & MeM @ M*e,(*M) estd Z-libremente generado por el Z-subbimédulo:
Moy & MyeSe My ® Noeksek(oN)
Demostracion. Se tienen las siguientes igualdades:
pi (M) = & (e M)éx © (M ey (M) © (M) e ® ex(* (1 M))
ek(Mk ) = exMey, @ Mep M © M¥ey,
ex(ppeM)e, = epMe, @ Mep M
(M)ex = (M*)er = (e M)
er(urM) = ex("M) =" (Mey,)

luego

“((weM)er) =" ((exM)*) = e M
(ex(peM))* = (*(Mey))" = Mey,

y por lo tanto
pi(M) = e Méy, © eyM © Mey, © Mep M & (M*)ej (M)
=M MeprM @ (M*)ei(*M)
lo que completa la prueba. O]
Consideremos las inclusiones:
Y fs(M) — fs(M\)
iMkM : ]:s(,ukM) — ]-‘3(1\7)

Sea u un elemento de Fg(M) tal que ip/(u) estd en la imagen de 4, ps. Denotaremos por [u] al tnico elemento de Fg(purM)
tal que 4, a7 ([u]) = i (u).

Lema 8.3. Sea P un potencial en Fg(M) tal que exPey, = 0, entonces existe un dnico [P] € Fs(urM) tal que i, m([P]) =
i (P).

o0
Demostracion. Sea P = ZP(U) donde P(u) € M®". Si P es cuadrético entonces podemos tomar [P] = P ya que P no
u=2
tiene 2-ciclos que pasen por k. Notemos que P(u) es una suma de elementos de L = ey Mes ... es_1Me,. Siocurre que algin
e; = ey, entonces 1 < i < syasi L C e M"We, M™?e,. Entonces s # k y aplicando la Proposiciénse obtiene que L esté
contenido en la imagen de i,, 5. Si ninguno de los e;_ es igual a k, entonces L C (e, Meég)". Por lo tanto P(u), y por ende
P, pertenece a la imagen de 7, 5. O

Lema 8.4. Para cada r,w € L(i), z € D(i) se tiene:
(i) r*(rw) # 0 implica w = e;.

(i) r*(rz) # 0 implica e} (z) # 0.

(%) r*(wr) # 0 implica w = e;.

(iv) r*(zr) # 0 implica ef(z) # 0.

Demostracion. (i) Se tiene rw = r*(rw)r + Z Ayu. Por lo tanto:
uFEr
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w=r*(rw)e; + Z Ao tu
uFEr

luego

ef(w) = r*(rw) + Z el (r7tu) = r*(rw)
uFEr
asi que si 7*(rw) # 0 entonces w = e;.

(ii) Tenemos z = e} (z) + Z Aww. Entonces rz = ref(z) + Z Awrw. De lo anterior se infiere la siguiente igualdad:

w#e; w#e;
r*(rz) = ef(z) + Z Aw? ™ (rw) = e} (2)
w#e;
lo que prueba (ii). El inciso (iii) se prueba de manera similar a (i) y (iv) se sigue de (iii). O

De manera similar a [I0, p.79] y [I8 p.73] asociamos a cada potencial P de Fg(M), con exPey = 0, un nuevo potencial
Mk(P) de ]:S(,UkM)-

Definicién 8.1. Sea P un potencial en Fs(M) tal que exPe, = 0. Se define:
pe(P) == [Pl+ > [btsal((sa)")(*(bt))
sa€y T, bteTy
La siguiente proposicién extiende el Lema 5.3 dado en [I0, p.80] y el Lema 8.4 dado en [I8| p.75].

Proposicién 8.6. Sea ¢ : Fs(M) — Fs(M) un automorfismo unitriangular, entonces existe un automorfismo unitriangular
¢ de Fs(M) y un automorfismo ¢ de Fs(puiM) tal que:

dinvg =ime

(bZMkM =ty MP

o D (sa)sa) | = Y (sa)(sa)”

saGkT s(LEkT

o Do) =D (@)

bteTy, bteTy

Demostracion. Consideremos los S-bimédulos ey M y Mey,. El S—bim(’)dlﬂo ex M esta Z-libremente generado por T = TNexp M
y Mey, estd Z-libremente generado por T, = T'N Mey. Se tiene que ;T = {sala € T,s € L(k)} es una S-base local derecha
para (exM)g. El automorfismo ¢ induce un morfismo de S-bimédulos:

0 :exM — epFs(M)Zr = ey M Fs(M)

Para cada elemento sa € T se tiene:

QO(SG,)Z Z Talcral,sa

ray EkT

donde Cra, sa € €r(a)Fs(M)er(q) ¥y C = [Cra;,sa] €s una matriz de tamano my x my, donde my = card(kT). La matriz C

pertenece a U, el F-subespacio My, m, (Fs(M)) cerrado bajo multiplicacién, cuyos elementos son las matrices U = [tyq, sa]

tales que Ura, sa € €r(ay)Fs(M)er(q). Se tiene que U es una F-dlgebra cuya unidad es lyy = [0rq;,5a€r(a;)]- Como ¢ es

unitriangular entonces, para cada sa se tiene ¢(sa) = sa + A(sa) con A(sa) € Fg(M)=2. Por lo tanto, C = Iy + R donde
oo

R € U es una matriz con coeficientes en Fg(M)=!. Se sigue que la matriz D = Iy + Z(fl)iRi es la inversa de C en

i=1
U. Consideremos ahora el S-bimédulo (exM)*. Recordemos que la coleccién de todos los elementos de la forma a*s™!,
a € T,s € L(k) es una S-base local izquierda para g(exM)* =g (M*ey). Se tiene que D = [Dgq tq,] cont Dyg rq, € Fs(M).
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Definamos la matriz D = [_Da*s—lﬂzft—l] donde Dg«g-1q:t-1 = Dsajta,- Sea ¢ @ MTe, — ]—'S(]\//.T)M*ek el morfismo de
S-modulos izquierdos dado por:
* _1 Z D *g—1 ai *E— 1a1t_

ajt—?!

Para ver que ¢ es un morfismo de S-biméddulos basta mostrar (por la Proposicién [8.2]) que para cada a,a1 € T,s,w € L(k)
se cumple la siguiente igualdad:

Dors—taiw—r = P Dgegrpr(w ) (r7's™h)

reL(k)

Entonces basta mostrar:

9& way T ZDQ 7"":1 ( -t 71)

Para mostrar esto, consideremos la matriz D = [Dsa wa,) €n U donde:

sa ,awai ZDG 7‘(11 ( _18_1)

Tomando s = e, (4) se obtiene Dawa, = ZDa,ml (w™)*(r™Y) = Dy e, Veamos que D es el inverso de C' en U. Primero

probemos que para cada r,t € L(k) se tiene la siguiente igualdad: Chrq, sy0, = Zw* (tr™'52)Ctay way-

w
Por (ii) de la Proposicién|8.1[se tiene que para cada sa,t € L(k)y $1 € Dyg: Z t*(51%1)Clyar 5000 = Z w”(5152)Cray was
t1€L(k) weL(k)

Tomando s; = tr~! en la igualdad anterior se obtiene:

Z t*(triltl)ctlal,&zag: Z w*(tT7152)Cta1,wa2

t1€L(k) weL(k)

Sit*(tr~1t;) # 0 entonces el Lemaimplica que €} (r~'t;) # 0 y por lo tanto t; = 7. De aqui se obtiene la igualdad deseada.
Se tienen las siguientes igualdades:

E 2 § E 1 71
Dsa,ral Cral , 8202 Da tal t )Cral ,S2a2

rai rai

—ZZme*tlﬂ<t@%wg

rai

= Z Z Z Z Da’tal (r_l)*(t_ls_l)w* (tr_132)cta1,wa2
ay t w r

=233 3 Dagarw” () (7T 52) Cran e
a; t w T

=> ; > Datayw” (t (Z(rl)*(tlsl)r1> 32> Ciaywas

T

*x( —1
= § § § Da,tal Otal,wagw (5 52)
ay t w

_182)

= 62(57152)5&@2

X
= Oawas W (s

>

= Osa,szas

de donde se infiere que D=C"1enlU. Por lo tanto D=D y por ende ¥ es un morfismo de S-bimédulos. Consideremos
ahora el S-bimédulo Mey. Se tiene que Tj, = {bs|b € T, s € L(k)} es una S-base local izquierda para s(Mey). Entonces ¢
induce un morfismo de S-bimédulos ¢ : Mep, — Fg(M)Mey. Entonces para cada bs € Tj:
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= Z Dbs,blrblr

b17‘
con Dysp,r € €o)Fs(M)eqp,). La matriz D = [Dysp,r] es una matriz de tamafio ny x ny donde ny = card(Tk). La
matriz D pertenece a V, el F-subespacio de My, »,(Fs(M)), cuyos elementos son las matrices V' = [Ups,p,r] CON Ups p,r €

eo(b)Fs(M)eq(p,). El F-subespacio V es una F-dlgebra con unidad dada por Iy, = [5(,57(,17-6[,(1,)]. Dado que ¢ es unitriangular,

entonces D = I, + R donde R € V tiene coeficientes en Fs(M)=!. Entonces la serie I + Z )'R' es igual a C = D™, el

i=1
inverso de D en V. Sea C = [Cps,p,r] ¥ consideremos el S-bimédulo *(Mey) = ef M. Una S-base local derecha para (ejM)s

estd dada por la coleccién de todos los elementos *(bs) = s~1(*b) donde b € Ty, s € L(k). Sea p: ex(*M) — ek(*M)fg(JT/[\) el
morfismo de S-médulos derechos dado por:

p(sTHCD) = Y T b)Crmr oy s (o)

’r‘fl(*bl)

donde Cy.~1(+p,) s—1(+p) = Ch,rps- Para ver que p es un morfismo de S-bimédulos basta mostrar que los elementos Cy.—1(«p, ) -1 (+p)
satisfacen (iii) de la Proposicién esto es:

Coirps, = »_ () (577 )Chyup

teL(k)

para cada b, by € Ty, r,s1 € L(k). Para mostrar esto, consideremos la matriz C = [C’blr’bs] €V donde:

Coprps = 3 () (s ) Chyip

teL(k)

Tomando s = e; se obtiene C’bmb = Chp,rp. Probemos que C = D~!. Primero veamos que la siguiente igualdad se cumple
para cada b,by € Ty, s,r,t € L(k):

Dbs,blr: Z wa,bltw*(sr_lt)

weL(k)
Por (ii) de la Proposicién [8.2] se tiene que para cada s; € Dy: Z Dy py 1w (s81) = Z Dy py1,t"(t151). Tomando
weL(k) t1€L(k)
Z Dy by 1™ (sT Z D pyt, £ (107 't).
weL(k) t1eL(k)
Por (iv) del Lema|8.4|se obtiene que t*(t;7~'t) # 0 implica e} (t17~ ') # 0y por ello t; = r. Por lo tanto: Z Dy pyiw* (s77 1) =

weL(k)
Dps p,r ¥ se sigue la igualdad deseada. Se tienen las siguientes igualdades:

A —1 —1,-1
§ DbS,blTCbl’l‘,bzsl - § Dbs,blr(r )*(81 t )Cb1t7b2
bi,r t,by,r

Z wa,bltU)* (Sr_lt) (r_l)* (Sl_lt_l)cblt,bz

t,r,b1,w

D DowytCoyrppw™(s(r™ ) (st H)r ')

t,r,b1,w

= " Dyt Chyepw™ (s(s7 1))

t,b1,w

= 5b,b2 68,81

= 61}8,1)251

lo que muestra que p es morfismo de S-bimédulos. Se tiene entonces un morfismo de S-bimédulos:

$o = (9.0, p) : M @ (M*)er @ ex(*M) — Fs(M)
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dicho morfismo satisface que para cada z € M, ¢o(z) = z+ A(2), con A\(z) € ]-'S(]\/Z)ZQ, donde ¢, ), p también tienen esta
propiedad. Por lo tanto, ¢¢ se puede extender a un automorfismo unitriangular ¢ de Fg(M). Entonces:

(uM) = g(exMey) © p(MexM) ® dex M) © ¢(M*ey,)

Notemos que ¢(exMeéy) = ip(exp(M)éy). Por el Corolario se tiene que ¢(exMeéy) € Im(iy, ar). Entonces ¢(MepM) =
dling(MepM)) = iy (p(MerxM)) = ip(plexrMerMey)) = ip(erp(M)epp(M)er) C i (epFs(M)er). Aplicando la Proposi-
cién se infiere que inr(€xFs(M)ex) estd contenido en la imagen de iy, p y por lo tanto ¢p(MerM) C Im(iy, ar). Tam-
bién ¢(ex(*M)) = Plex(*M)eér) C er(*M)erFg(M)eér. Notemos que ef M y €xFg(M)és estan contenidos en Im(%,, ar)-
En consecuencia, ¢(ex(*M)) € Im(iy,ar). De manera similar se prueba que ¢((M*)er) C Im(iu,ar). Se concluye que
¢(peM) C Im(iy, ar). De lo anterior se deduce que ¢ induce un morfismo de S-bimédulos:

Qo M — Fs(purpM)

tal que @i, pr = 9, mPo. Entonces g se puede extender a un automorfismo de dlgebras ¢ de Fg(upM) tal que @iy, pr = €, m -
Se tienen las siguientes igualdades:

10) Z (sa)(sa)* | = Z 7a1Cra; ,saDsa tas (taz)” = Z(ral)(ral)* = Z (sa)(sa)*

saGkT rai,sa,taz rai saGkT

o Do) = Y C0rr)CorueDosas(bas) = Y (“(b1))(bt)

thTk bt,bir,bas thT}c
O

Teorema 8.1. Sea ¢ un automorfismo unitriangular de Fs(M) y sea P un potencial en Fg(M) con erPey = 0, entonces
existe un automorfismo unitriangular ¢ de Fs(upM) tal que $(urP) es ciclicamente equivalente a py(o(P)).

Demostracion. Tomemos el automorfismo ¢ de }'3(]\/4\ ) de la Proposicién Notemos que ¢ induce un automorfismo de
algebras ¢ de Fs(upM). Se tiene uy(P) = [P] + Ag, donde:

Ap= > [btsa]((sa)")("(bt))
SaEkT,thTk
El potencial Ay es ciclicamente equivalente a
A= > (*(bt))[btsal(sa)®
sa€, T bteTy

Como pui P es ciclicamente equivalente a [P] + A}, entonces @(uP) es ciclicamente equivalente a ¢([P]) + @¢(A},). Aplicando
el morfismo 4, »s a la Gltima expresién se obtiene:

iwert (P([P]) + A(AL)) = Gy ar ([P]) + Glpuns (A}) = Ging (P) + di Y. ((0)btsal(sa)”
saEk'f",thTk

=im(p(P)) + ¢ Y COt))inubtsal(sa)”

sa€,T bteTy,

—ialePl+o [ 3 (00 (btsa)(sa)”

sa€,T,bteTy

=iuule(P)]+ Y ((0)(bt)(sa)(sa)"

sa€,T,bteTy
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Por lo tanto

T (PUP) + @A) = drr | [p(P)]+ D ("(b))[btsal(sa)*
saGkT,thTk

Se sigue que
¢([P1+ Ay) = [p(P)] + AL = ur(p(P))
En consecuencia, ¢(uP) es ciclicamente equivalente a g (@(P)). O

Lema 8.5. Sea X una base local para (exM)s yY una base local para s(Mey). Entonces Z [yz](z*)(*y) es ciclicamente
yeY,xeX

equivalente a Z [btsa]((sa)*)(*(bt)).

bteTy,,sacy,T

Demostracion. Existe un automorfismo de S-bimédulos 9 : M — M tal que ¥(X) =4 Ty YY) = T}, Entonces

)= Y (50)Bsam

sa€,T,7(a)=7(b)

(9 (b)) = > Vib,sa(50)°

SaEkT,T(a):T(b)
donde /Bsa,tba VYtb,sa S DT(a)~ Luego
Otb,t/br € (b) = Z €r(b)Vtb,saBsat'b
saGkT,T(a):T(b)

Para cada idempotente e;, consideremos las matrices B; = [Bsa,2)r(a)=r(x)=e; Y Gi = [Vsa,2]7(a)=r(z)=e;- Usando la notacién
de la Proposicién [B:6] se tiene que las matrices B y G pertenecen a Y. Entonces B es el inverso de G en Y. De manera
analoga:

P(as) = Y oasp(bt)

bteTy

*((as)) = Y (“(b1)put,as

bteTy,

donde la matriz [04s,:] € V es el inverso de la matriz [py,q5] € V. Por lo tanto:

Z [yx](x*)(*y) = Z Owv,bt [btsamsa,u%i,s%’((Sla/)*)(*(b/tl))pb’t’,v

yeY,z€X v,bt b/t €Ty u,sa,s't' €T

- > 0o 1501 B (') (61

v,bt b/t €Ty u,sa,s't' €T

y el ultimo potencial es ciclicamente equivalente al potencial
> porir w0upe btsal((s'a))) (W) = Y [btsal((sa)*)(*(bt))
v,bt,b't' €Ty ,sa,s't' €1 T bteTy,sac,T

lo que completa la prueba del lema.
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Teorema 8.2. Sea ¢ : Fg(M1) — Fs(M) un isomorfismo de dlgebras con p|g = ids y sea P un potencial en Fs(My) con
e Per, = 0, entonces existe un isomorfismo de dlgebras ¢ : Fg(ppMi) = Fs(pupM) tal que G(urP) es ciclicamente equivalente

a p(p(P))-

Demostracion. Consideremos el isomorfismo de S-bimédulos ™M) : My — M. Sean jyr, : My — Fs(My) y ja : M — Fs(M)
las inclusiones. Entonces jpro™) : M; — Fg(M) es un morfismo de S-bimédulos. Por la Proposicién existe un tnico
isomorfismo de dlgebras ¢ : Fs(M7) — Fs(M) que hace conmutar el siguiente diagrama:

Notemos que ¢ ~! es un automorfismo unitriangular de Fg(M) y claramente ¢ = (o ~1)1. Esto muestra que ¢ es igual
a la composicién de un isomorfismo de dlgebras de Fs(M7) — Fs(M), inducido por un isomorfismo de S-bimédulos My — M,
con un automorfismo unitriangular de Fg(M).

Por el Teorema basta establecer el resultado cuando ¢ es inducido por un isomorfismo de S-bimédulos ¢ : M; — M.
Supongamos entonces que ¢ es inducido por un isomorfismo de S-bimédulos ¢ : M7 — M. Sean T; y T conjuntos de
generadores Z-libres de My y M, respectivamente. Entonces ¢ induce isomorfismos de S-bimédulos

¢1 cepMier, — epMeéy,
&% . Miex My, — MeM
y el morfismo ¢! : M — M; induce un isomorfismo de S — Dj-bimédulos
(0~1)" : (exMr1)" — (exM)*
y un isomorfismo de Dy — S-bimddulos
(7). *(Myier) — *(Mey)

Dichos isomorfismos inducen isomorfismos de S-bimédulos: purM — upMi, M7 — M y estos morfismos a su vez inducen
isomorfismos de dlgebras:

¢ Fs(uMy) = Fs(punM)
(% : fs(]@) — fs(]/\j)

tales que (ﬁiukM = iMkM(ﬁ y éiM = ipr¢. Entonces
i 11 (B[P)) = G ar ([P)) = ding(P) = ing (6(P)) = i na ([6(P)])
y por lo tanto ¢([P]) = [¢(P)]. Se tiene
peP = [P] + > [b'tsa’]((sa’)")("(b'1))
bte(Th)w,sa’ €xTy

Ademés:

i G([V'tsa"]) = iy na ([V'tsa])

= qgiM (b'tsa’)

= Jinr(b't)ding (sa)
in(B(b't))ine (¢(sa’))
i (p(b't)p(sa’))
= i ([B(0't)B(sa)])
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luego G([t'tsa’]) = [6(b't)p(sa’)].

Por otra parte, para cada sa’, s;a’ €5 1} se tiene:
) ) 1

O((sa')*)(d(s1a)) = (671)"((sa')")(é(s1a1))
((sa')" 0 ¢~ 1)(d(s1a)))
(sa') (¢~ (¢(s101)))

( /

)" (s1a1)

= 6sa/,sl at €r(a)

a
sa

Se sigue que ¢((sa’)*) = (¢(sa’))*. De manera analoga se prueba que ¢(*(b't)) =* (4(b't)). Por lo tanto:

S P) = [6(P)] + > [6('t)d(sa")]((d(sa’)")(*(6(b't)))
b'te(Ty)r,sa’ €11
Usando el Lema [8:5] se infiere que el dltimo potencial es ciclicamente equivalente a:
[P+ > [btsal((sa)")(*(bt) = ui(S(P))
bteTy,sac,T

lo que completa la demostracion. O

Si M satisface la siguiente condicién: para cualquier idempotente e;, e; Mey # 0 implica exMe; = 0y e Me; # 0 implica
e;Mey, = 0, entonces py (P) = P estd definido siempre y cuando P sea un potencial en Fg(M) que satisface e, Pey, = 0. Ahora
definimos py(P) para cualquier potencial P de Fs(M).

Para cada m > 1, sea A(T),, el conjunto de todos los elementos no-cero = en Fg(M) tales que:

z = t1(z)ar(z)ta(x) ...t (z)am (T)tms1 (x)
donde a;(z) € T,t;(z) € L(o(ai(z))) para cada ¢ = 1,...,m y tmy1(x) € L(7(a (:1:))) Para cada m > 2 sea B(T),, =
A(T)m N Fs(M)eye. Claramente B(T),, es una F-base de (M®™).,.. Sean A(T U ATy, y B(T) = U B(T)m.
Dado un potencial P en Fg(M), entonces P puede ser escrito de manera tinica como -
o)
P=>" > fuP)
m=2z€B(T)m

donde f,(P) € F.

Sea k : B(T)mym — M®™ el morfismo definido como sigue: si x = t1(z)ay(z) ...ty (2)am(x)tmi1(z) € B(T)m y a1(x) &
T NexM entonces k(x) = x; si a1(x) € T NepM entonces k() = to(x)az(x) ...ty ()am (@) tmar ()t (m)al( ). Extendemos
o0

Kkt Fs(M)eye = Fs(M)cye como sigue: para cada potencial P = Z Z fo(P)x, sea k(P) = Z Z fo(P
m=2z€B(T)m m=2z€B(T)m
luego k es una F-transformacién lineal continua. Claramente ey (P)ey = 0.

Afirmacién 8.1. Sean z,y € A(T) tales que xy € Fs(M)cye, entonces k(xy — yx) = af — Ba donde o, 8 € é.Fs(M)éy,.

Demostracion. Si x,y no pertenecen a T N e, M entonces x(xy) = xy y k(yz) = yz y el resultado es inmediato. Supongamos
ahora que a;(x),a1(y) €x T =T Nex M. Entonces:

Ty = Z cuti(@)ar (z) .. tp(x)an(@)uar (y) - . . am(Y)tme1(y)
ueL(o(a1))
donde t,41(2)t1(y) = Z cull, ¢y € F. Similarmente:

u€L(o(a1))
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yr = Z dut1(y)ar(y) .. . tm(y)var(x) ... an(x)tp41(x)
vEL(0(ar))

donde t,,4+1(y)t1(z) = Z dyv, ¢y, € F. Se tiene k(zy) = Z cuta(x)az () ... am (Y)tmt1(y)ti(x)as(x), luego:
veL(o(ay)) u€L(o(a1))

k(zy) = ta()az(x) . .. an(@)tns1 (@)t (y)ar (Y)t2(y)az(y) - . - am(Y)tm+1(y)ti (z)ar (z)
Similarmente:
k(yz) = t2(y)az(y) - . - am(Y)tmt1(Y)t1(2)ar (z)t2(z)az(z) . . . an(@)tnr1(z)t1(y)ar (y)
Por lo tanto, k(zy — yx) = af — Ba donde:
a=to (x)ag (l‘) e an(l‘)tn—&-l(x)tl (y)al(y)
B =t2(y)az(y) - .. am(y)tms1(y)t1(z)ar(x)

Claramente «, 8 € €pFs(M)éy. Finalmente supongamos, sin perder generalidad, que aq(z) €x T v a1(y) €r T. Entonces,
como antes:

A(zy) = ta(2)a2(2) ... an (@)1 ()0 ()01 (9 (1)) - - - G (W) bs1 (1)1 ()1 ()
Alyz) = i (©)ar(y) - . am (9 bss (9)t1 (@)1 (@)t2(@)as (@) . . b (€)an (@)t (@)

luego k(zy — yz) = af — Ba, donde a = ta(x)as(x)...an(x)thr1(x), 8 = t1(¥)a1(y) ... am(Y)tme1 (W)t (x)ar(z) y , 8 €
exFs(M)ey. Esto completa la demostracién. O

Definicién 8.2. Diremos que un potencial P es 2-maximal si P(?) es maximal.
Observacion 8.2. Si P y @ son potenciales derecho-equivalentes, entonces P es 2-maximal si y s6lo si @) es 2-maximal.

Demostracion. Recordemos que K es el conjunto de todos los pares (3, j) tales que e;Me; # 0, e;Me; # 0y dimpe;Me; <
dimp e;Me;. Notemos que P es 2-maximal si y sélo si para cada (i,j) € K se tiene dimp e;=2(P)e; = dimp e;Me;. Sea
¢ el automorfismo de algebras de Fg(M) tal que ¢(P) es ciclicamente equivalente a (). Entonces por la Proposicién
Z2(Q) = Z2(¢(P)) = ¢M(Z2(P)). Por lo tanto, dimp e;Z2(Q)e; = dimp ¢V (e;Z2(P)e;) = dimp e;Z2(P)e; = dimp e;Me;,
como se afirmaba. O

Definicién 8.3. Para cualquier potencial P en Fg(M) definimos puy P = pug(k(P)).

Proposicién 8.7. Si P y Q son potenciales ciclicamente equivalentes en Fs(M), entonces upP es ciclicamente equivalente

a prQ.
Demostracion. Se tiene que P — ) = li_>m u,, donde cada u, es una suma finita de elementos de la forma AB — BA con
A, B € Fg(M). Supongamos que A = Z fl@)x, B = Z g(z)x, entonces AB — BA = Z f(@)g(y)(zy — yx).

z€B(T) z€B(T) z,y€B(T)
Notemos también que k(zy — yz) = QuyBry — BaoyQay donde agy, Bey € éFs(M)é,. Entonces k(P — Q) = lim s(uy,).
N N N N - n—00

Ademés:

it (1P = Q)]) = lim_ing(s(un)) = T nr ((un)]) = igynr ( lim [i(usn)])

n— oo n—0o0

luego [k(P — @)] = lim [k(uy)]. Por otro lado:

in((AB=BA) = Y f(@)g()in(uyBuoy — Boyatay)
z,yeB(T)
= Z f(@)g(y) (ins(Qwy)ing (Bay) — inr (Bay)ing (azy))
z,yeB(T)

=l M Z F(@)9(y)([ay)[Bay] — [Baylloay])

z,yeB(T)
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Por lo tanto, [K(AB ~ BA) = 3" f(2)g(y)([0ey][Bay] — [Bay][0rey])- Entonces [x(AB — BA)] € [Fs (M), Fs (. M)]

z,yeB(T)
y por ende [k(P — Q)] € [Fs(puM), Fs(urM)]. De esto se infiere que [k(P)] es ciclicamente equivalente a [k(Q)]. En
consecuencia, pg(k(P)) es ciclicamente equivalente a py(k(Q)). O

Proposicién 8.8. Sean P € Fg(M)eye y Q € Fs(M1)cye. Supongamos que P es derecho-equivalente a @, entonces pp P es
derecho-equivalente a Q.

Demostracion. Sea ¢ : Fg(M) — Fs(M;) un isomorfismo de dlgebras, con ¢|g = idg, tal que ¢(P) es ciclicamente equivalente a
Q. Porla Proposicién wr (d(P)) es ciclicamente equivalente a pg(Q). Aplicando el Teorema se deduce la existencia de un
isomorfismo de dlgebras ¢ : Fg(pupM) — Fs(uxMy) tal que ¢(u P) es ciclicamente equivalente a iy (¢(P)). Consecuentemente,
i P es derecho-equivalente a Q. O

Teorema 8.3. El potencial p2(P) es derecho-equivalente al potencial P®W donde W es un potencial trivial en Fs(Mey M &
M*ep(*M)).

Demostracion. Recordemos que existe un isomorfismo de S-bimddulos A : p2 M — M & MeM & M*ey,(*M). Este morfismo
tiene las siguientes propiedades:

(1) Si p = mywimaws ... mswsmg11 donde m; € exMeéy, y w; € Mep M, entonces A(p) = mq[wi]ma[ws] ... ms[ws]msy1 donde
para cada w € Me, M, [w] denota la imagen de w bajo el morfismo inclusién de MeyM en M @ MexM & M*ey,(*M).

(2) A(*((sa)*)) = sa y A((*(bt))*) = bt. Entonces se obtiene la siguiente igualdad:

AuiP) = A[P)+ Y ([btsa}[(sa)*(*bt)] + [(sa)*(*(bt))](bt)(sa))
bt,sa
el elemento anterior es ciclicamente equivalente a:
MIP]) + > ([btsa] + (bt)(sa)) [(sa)* (* (b))
bt,sa
Aplicando la Proposicién [8.5] se infiere que:
T=TU{asb:a € Ty,s € L(k),be, T} U{a*t*bla € Ty,t € L(k),b € T}

es un conjunto de generadores Z-libres de M @& MeM & M*er(*M). Sea 1 el automorfismo de M & MepM @ M*ei(*M)
dado por (b) = —bsi b €, T y la identidad en el resto de los generadores Z-libres de 7. Entonces wA(;LiP) es ciclicamente
equivalente a:

M[P]) + Y ([btsa] — (bt)(sa))[(sa)* (* (bt))]
bt,sa
Para cada bt y sa se tiene

[btsa] = Z r*(ts)[bral

reL(k)

(bt)(sa) = Z r*(ts)bra

reL(k)

Por lo tanto
[btsa] — (bt)(sa) = Z r*(ts)([bra] — bra)
reL(k)
Por otro lado:

[(sa)* (") = [a*s™ "t (0] = Y (1) (7 Hla"r ()]

r1€L(k)
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Entonces A(u; P) es ciclicamente equivalente a:

MIPD+ D | D r(ts)(bra] - bra) Do ) (s latr (D)

bt,sa \reL(k) rieL(k)

=MPD+ D, | Do rrs)(ral —bra)(ry ) (st (D))

boa,r,ry \t,s€L(k)

=M[P)+ Y, ((Bra]—bra)la™ry CO)]) [ D rr(ts)(r ) (7T

b,a,r,r1 t,s€L(k)
=MP)+ Y (bra] —bra)a*ry (“D)]dr.r, i
b,a,r,ry
= \([P]) + Z([bra} —bra)[a*r~(*b)]ck
b,a,r

donde hemos usado la Proposicién y ¢ = [Dy : F]. Consideremos el automorfismo ¢ de Fs(M & MepM @& M*er(*M))
definido como sigue: para cada generador [bra], se tiene ¢([bra]) = [bra]+bra y ¢ es la identidad en el resto de los generadores
de 7. Entonces gfn/))\(,u%P) es ciclicamente equivalente a:

SA([P]) + Y [bra]fa™r~" ("b)]ex
b,a,r

El potencial P es una suma de elementos de la forma hjw;howshs ... hswshs11 donde cada h; es un elemento de la subélgebra
generada por Sy e, Meéy, v cada elemento w; es de la forma bra con b € Ty, a €, T,r € L(k). El potencial A\([P]) es una suma
de elementos de la forma hy[wy]haws]hs ... hs[wsy1] y por ello ¢(A[P]) es una suma de elementos de la forma:

hl([wl] + wl)hg([wg] =+ 7U2)h3 .. hs([ws+1] + ws+1)

y este elemento es ciclicamente equivalente a un elemento de Fg(M & MepxM @& M*er(*M))=! contenido en la subédlgebra
generada por S'y M & Mep M. Se obtiene la siguiente igualdad:

SA(PD) + Y [ralla*r ™ (*b)lex = P+ Y _[bra] ([a*r " (*b)]ex + f(bra))
b,a,r b,a,r

donde f(bra) € Fs(M & MeyM & M*ex(*M))Z'. Tomemos ahora el morfismo de S-bimédulos ¢ de Fs(M @& MepM &
M*ep(*M)) dado como ¢ ([a*r~1(*b)]) = ¢, ' ([a*r~1(*b)] — f(bra)) y la identidad en el resto de los generadores de 7. Sea

QZJ = (¢07 12}1) donde:

o : M @& MepM & M*e(*M) — M & Me,M & M*e,(*M)
Uy M@ MeM ® M*ep(*M) — Fs(M & MeM & M*ey(* M))=!

entonces 1[)0 es un automorfismo ya que si tomamos la base local de (M @& MepM @ M*e,(*M)) inducida por T y las bases
L(i), junto con los elementos s[a*r~1(*b)], s € L(c(a*)), entonces 1y tiene la siguiente forma matricial:

cC 0
D Id
donde C es de la forma:
(651 0 0
0 as O 0
... Q3 0
0 0 Oy,

Se sigue que 12) es un automorfismo de algebras y ﬁ(mb)\(uﬁP) es ciclicamente equivalente a:
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P+ Z [bra][a*r—(*)]

b,a,r

El potencial cuadritico W = Z[bra] [a*r~1(*b)] es un potencial trivial en Fg(MerM @& M*ei(*M)). Esto completa la
b,a,r

prueba. O

Proposicién 8.9. Sean M = M, & My y M = N; & Ny dos descomposiciones del S-bimddulo M. Sea P = P=3 4+ P2 un
potencial con respecto a la descomposicion M = My @ My tal que P es trivial en Fs(Ms). Similarmente, sea Q = Q=3 +Q®
un potencial con respecto a la descomposicion M = N1@BNy donde QP es trivial en Fs(Nz). Si P yQ son derecho-equivalentes,
entonces P23 es derecho-equivalente a Q=3.

Demostracion. Sea ¢ : Fg(M) — Fg(M) un automorfismo de algebras tal que ¢(P) es ciclicamente equivalente a Q. Si
#(M) = M entonces ¢(P)=? es derecho-equivalente a Q=2 ya que ¢(P=3) = ¢(P)=3. Supongamos ahora que ¢ es unitriangular,
entonces Ny = Z(Q?)) = Z5(Q) = Z5(P) = M,. Por la Proposicién PZ3 es derecho-equivalente a Q22. Supongamos
ahora que el morfismo ¢ estd dado por un par de morfismos (¢1), $(?)). Sea ¢ el isomorfismo de algebras de Fs(M) inducido
por el par (¢(),0). Entonces 1) = ¢~ es unitriangular. Claramente (M) = M y M = ¢o(M;) @ ¢(M,), y con respecto a
esta descomposicién ¢(P) = ¢(P)Z3 @ p(P)?). Como ¢ es unitriangular y 1)¢(P) es ciclicamente equivalente a Q, entonces
©(P)Z? es derecho-equivalente a Q=3. Dado que p(PZ3) = ¢(P)Z3, se concluye que PZ? es derecho-equivalente a Q=3. [

Proposicién 8.10. Sean M y N S-bimddulos Z-libremente generados y sea ¢ : Fg(M) — Fs(N) un isomorfismo de dlgebras
con ¢|s = ids. Sea P = PZ3 @ P®? un potencial en Fs(M) donde P?) es trivial. Si ¢(P) es ciclicamente equivalente a un
potencial Q = Q=% & QP donde QP es trivial, entonces PZ3 es derecho-equivalente a Q=3.

Demostracion. Supongamos que ¢ estd determinado por el par (¢(1),¢(2)) donde ¢ : M — N es un isomorfismo de S-
bimédulos. Sea p : Fs(M) — Fg(N) el isomorfismo de dlgebras inducido por el par (¢),0). Entonces p(P) = p(P)Z* &
p(P)?), p(P)23 = p(PZ3) y p(P)® = p(PP). Por lo tanto, p(P) es derecho-equivalente a Py P es derecho-equivalente a
Q; luego p(P) es derecho-equivalente a (. Por la proposicién anterior se infiere que p(P)2? es derecho-equivalente a Q=2. En
consecuencia, P23 es derecho-equivalente a Q=3. O

Definicién 8.4. Sea P un potencial en Fg(M), donde M estd Z-libremente generado por el Z-subbimédulo My. Diremos que
P es reducible si existe un automorfismo de 4lgebras ¢ de Fs(M) tal que ¢(P) es ciclicamente equivalente a Q = Q=3 @ Q?,
con respecto a una descomposicién de S-bimédulos M = M; @ Ms, donde Q=3 es un potencial reducido en Fg(M;) y Q@ es
un potencial trivial en Fg(Ms). Aqui My y My son Z-libremente generados por Ny, Ns respectivamente y My = Ny @ No.

Observacion 8.3. Notemos que la Proposicién implica que si P es un potencial reducible entonces el correspondiente
potencial Q=3 estd bien definido médulo equivalencia derecha.

Veamos que la Definicién [8.4] es equivalente a la Definicién [7-1]
Teorema 8.4. Sea P un potencial en Fg(M). Entonces P es reducible si y sélo si P es escindable.

Demostracion. Supongamos primero que P es escindable, entonces existe un automorfismo de dlgebras ¢ de Fs(M) tal que

#(P) es ciclicamente equivalente a Q = Q2 @ Q@ con respecto a una descomposicién de S-bimédulos M = M, @& M,

donde Q@ es trivial en Fg(Ms). Entonces ¢(V)(Z5(P)) = Z2(Q) = My y como My es Z-libremente generado se infiere

que Zo(P) = (M)~ 1(My) también es Z-libremente generado. Supongamos ahora que Zy(P) es Z-libremente generado.

Por la Proposicién existe un automorfismo de algebras ¢ : Fg(M) — Fs(M) con ¢(M) = M y tal que ¢(P?) es
¢

ciclicamente equivalente a un potencial de la forma @ = Z a;b; donde {ay,...,as,b1,...,b:} es un conjunto de generadores
i=1
Z-libres de Ny, un Z-sumando directo de My. Entonces @ es un potencial en Fg(M;) donde My = SNyS. Por lo tanto,
#(P) = ¢(P)2® + Q + w donde w € [Fs(M),Fs(M)]. Usando el Teorema 7.1} se infiere que existe un automorfismo
unitriangular ¢ : Fg(M) — Fs(M) tal que o(¢(P)=3 + Q) = Q1 & Q + w1 donde @ es un potencial reducido en Fg(Ms) y
M, esté Z-libremente generado por N’, un Z-subbimédulo de My tal que My = No@ N’. Ademds w; € [Fs(M), Fs(M)]. En
consecuencia, @(P) = ¢(¢(P)23 + Q +w) = Q1 ® Q + ¢(w) + wy donde (w) + wy € [Fs(M), Fs(M)]. Se concluye que P
es reducible, como queriamos probar. O
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Definiciéon 8.5. Diremos que p P estd definido si pi P es escindable; esto es, existe un automorfismo de dlgebras ¢ de
Fs(urM) y una descomposiciéon de S-bimédulos up M = My & Ms, tal que ¢(uP) es ciclicamente equivalente a un potencial
Q= Q=*® Q@ donde Q=3 es un potencial reducido en Fg(M;) y Q) es un potencial trivial en Fg(My).

Definicién 8.6. En el contexto de la definicién 8.5, pondremos /i, P := Q=3, /1M = M, y llamaremos a la correspondencia
(M, P) — (uxM, i P) la mutacién en k.

Notemos que la Proposicién [B.9] implica que la mutacién iy, P es tinica médulo equivalencia-derecha.

En [I0, Theorem 5.7] y [I8, Theorem 8.10] se prueba que la mutacién es una involucién en el conjunto de clases de
equivalencia-derecha de potenciales reducidos. Veamos que también en nuestro caso este resultado sigue siendo valido.

Teorema 8.5. Sea P un potencial reducido en Fs(M) tal que i P estd definido. Entonces pifir, P estd definido y es derecho-
equivalente a P.

Demostracién. Primero probemos que px (i P) estd definido. Veamos que Za(puy /i P) estd Z-libremente generado. Como
1 P estéd definido, entonces existe un automorfismo de édlgebras ¢ de Fs(urpM) tal que ¢(u,P) es ciclicamente equivalente a
1k P @ W5 con respecto a una descomposicion ppM = M @ C; donde Wi es un potencial trivial en Fg(Cy). Por el Teorema
existe un isomorfismo de &lgebras 1 : Fs(uiM) — Fs(M @& Cs), donde Cy = MepyM & M*ep(*M), y tal que 1 (uiP)
es ciclicamente equivalente a P @ W5 donde W5 es un potencial trivial en Fs(C3). Aplicando el Teorema se obtiene un
automorfismo de dlgebras ¢ de Fs(u2 M) tal que ¢(u3 P) es ciclicamente equivalente a i, (¢(uux P)). Notemos que i (¢(pux P))
es derecho-equivalente a puy /iy P & W1, con respecto a una descomposiciéon de S-bimédulos i M = pg M & C;. Supongamos
que 9 estd determinado por el par (™) 4(?)). Como (1} P) es ciclicamente equivalente a P @ W, entonces:

P (Za(up P)) = B2 (¥ (i P)) = Eo(P & Wa) = Cy

Dado que Cs es Z-libremente generado y 1)(*) es un automorfismo de S-bimédulos, entonces = (12 P) es Z-libremente generado.
Del hecho de que (U2 P) es ciclicamente equivalente a fux(é(uxP)) se infiere que E2(d(u2P)) = Za(ur(p(uxP))). Como
2602 P)) = 6N (Z (42 P)), entonces ¢V (Z2(12P)) = Ea(u(6(uP))) = S (unfinP & Wi) = a(uusi P) & C4, de donde
Zo(prprP) es Z-libremente generado. Por lo tanto, uguxP es derecho-equivalente a ﬂkQP @ W3 donde W3 es trivial. En
consecuencia, P @ Wy es derecho-equivalente a uiP y este ultimo es derecho-equivalente a prd(upP). Ademés, prd(urP)
es derecho-equivalente a puy /i P ® W, y también este tltimo es derecho-equivalente a 1,2 P @ W3 @ W,. Consecuentemente,
P & W, es derecho-equivalente a /1,2 P @ W3 @ W, donde tanto P como 4i;,2P son potenciales reducidos y Wy, W5 @ W son
potenciales triviales. Aplicando la Proposicién se infiere que P es derecho-equivalente a ji,2P = ji fiy, P.

O

8.1 Un invariante de la mutacion

En esta seccién fijamos un entero k € [1,n] y estudiamos el efecto de la mutacién iy en el dlgebra cociente P(M, P) =
Fs(M)/R(P). Usaremos la siguiente notacién: dado un S-bimédulo B, definimos:

ch,lfc = e Beg
Establezcamos ahora el siguiente lema, el cual tiene su origen en [I0, Proposition 6.1] y [I8] Proposition 10.1].

Proposicién 8.11. Sea (Fs(M),P) un dlgebra con potencial. Entonces las dlgebras P(M, P); ;. y P(uxM, pxP);, ;. son
isomorfas.

Demostracion. Primero notemos que (puxM); ;. = My ;. © MepM.
Lema 8.6. Existe un isomorfismo de dlgebras entre Fs((pxM); ) v Fs(M); i

Demostracion. Usando el Corolario se obtiene que iy (€xFg(M)éxr) € Im(iy, ar). Por lo tanto, existe un morfismo de
algebras p : € Fs(M)ér, — Fs(urM) que hace conmutar el siguiente diagrama:
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enFs(M)éx — "= 5 Fs(uuM)

iMl -
ZHkM

o~

Fs(M)

Veamos que p(epFs(M)e) C Fs(exprMer). Como M=Ma (exM)* ®* (Mey), entonces .7-'5(]/\/[\) = Fs(M) & B’ donde
B’ es la cerradura del F-espacio vectorial generado por todas las series formales que contienen elementos no-nulos de
(exM)* o de *(Mey). Similarmente, Fs(upM) = Fs(exprMer) ® B” para cierto F-subespacio vectorial B”. Ahora, sea
u € epFs(M)er, entonces p(u) =« + b donde v’ € Fg(épurMey) y b’ € B”. Aplicando iy, ps en ambos lados se obtiene
que ipr(w) = iy (u') + i, (V). Notemos que ing(u),ip, v (u') € Fs(€purMer) y i m(D') € B”. De esto se infiere que
i (b)) = 0y como iy, a es inyectiva entonces b = 0. Por lo tanto, p(u) = v’ donde v’ € Fg(éxurMey). Esto prueba la
afirmacion.

Se sigue que existe un morfismo inyectivo de algebras:

p: e_k]:s(M)e_k — fs(e_kukMe_k)

Definamos f : MepM @ e Mey, — € Fs(M)eéy, como sigue: f = ide pme, ¥ f([u]) = u en otro caso. Por abuso de notacion, sea
f la extensién de f a un morfismo de 4lgebras de Fg(€,urMer). Entonces f = p~! asi que p es un isomorfismo de 4lgebras.
Esto completa la prueba del lema. O

Lema 8.7. Eziste un epimorfismo de dlgebras:
P(M, P);, ;. = P(ueM, pieP)j, i

Demostracion. Basta probar las siguientes dos afirmaciones:

Fs(ueM)g i = Fs((peM);, ) + R(pwP)y 1

)

p(R(P);. ) € Fs((meM); 1) N R(ueP)y 1
Primero probemos que Fs(uxM); i = Fs((eM);, 1) + R(uxP)y 1.-

Sea P un potencial en Fg(M). Recordemos que P es ciclicamente equivalente a un potencial P’ € Fs(M);, ; v que py(P)
es ciclicamente equivalente a ju;(P’). Luego, podemos asumir que P € Fg(M); ;. Para dicho potencial P, ju(P) se define
€Omo:

pe(P) =p(P)+ > [btsal((sa)*)(*(bt))
sa€,T bteTy

Notemos que el conjunto {dgc : d € TNMey,q € L(k),c € ex MNT} es una Z-base local de MyeySerMy. Fijemos un elemento

[dgc] y calculemos X ((4q¢])~ Z [btsa)(sa)*(*(bt)) | . Primero notemos que:
sa€,T bteTy,

Z [btsa](sa)* (*(bt)) Z Z r*(ts)[bral Z (riH* (st Ha r(*D)

sa€,T bteTy sa€,T bteT), \r€L(k) r1€L(k)

> Y rs)lral(r ) (T (@t (D)

sac,T,bteTy, mr1E€L(k)
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Aplicando X |44+ a la expresién anterior y usando la Proposiciéon se obtiene:

Xldge]- > Yo r)bra () (T @) | = Y Y ) ) (T ()

sa€, T bteTy, mr1€L(k) t,s€L(k) r1€L(k)

> Yo )Y (s | ()

ri€L(k) \t,seL(k)
Ckc*q—l(*d)
= cr(qe)*("d)
Por lo tanto, todos los elementos (qc)*(*d) pertenecen a Fg((uxM);, ;) + R(pnP)j .-
Continuemos con la prueba del Lema' Sea x € Fg(urM); ;,, entonces & = nyu donde cada 7, es un producto de ele-
e

mentos en L = ey Mej, U Mep, M U* (Mey) U (exM)*. Pongamos 7, = 1 ..., donde cada x; € L. Si x; € ej (M), entonces
i > 1y xi—1 € (M*)eg; luego x;_1x; € M*ep(*M). Similarmente, si ©; € M*e entonces i < l(u) y ;41 € ep(*M)
y por ende x;x;41 € M*er(*M). Como los elementos (gc)*(*d) generan (eyM)*e;(Mey) como S-bimédulo, entonces
(exM)*er(Mex) C Fs((ueM)y ;) + R(pwP);, ;- Lo anterior implica que cada v, € Fs((uxM);, ;) + R(ueP);, ;- Conse-
cuentemente, x € Fs((ueM);, 1) + R(pwP);, j,» como se afirmaba. Encontremos ahora una expresion alternativa para . P. Se
tiene:

u(P)=p(P)+ Y [btsa]((sa)")(" (bt))

sa€,T bteTy,

= p(P) + Z Z [bra)a *(*b) Z r*(ts)(rfl)*(s_lt_l)

a€,T,b€Ty r,r1€L(k) s,teL(k)

= p(P) + ¢, Z Z [bra]a*r~(*b)

a€xT,bET reL(k)

Tenemos las siguientes igualdades:

Xo (ugP) —ckZ Z )[bra]

beTy reL(k)

Xop(urP) = ¢ Z Z [bra]a*r~!

a€xT reL(k)
X[bra]* (,ukp) = X[bra]* (p(P)) + Cka*ril(*b)

Veamos que si P es un potencial en Fg(M)SYN, para algtin N > 2, entonces p((R(P)) 1) € R(kP) 1
N

Supongamos que P = Z v, donde cada 7, es de la forma zizs... Ty (u) CON T; € T. Para cada Yu, sea C(u) el subconjunto
u=1
del grupo simétrico Sy, que consiste de todas las permutaciones ciclicas ¢ de S,(,) tales que w.1) = scb. Definamos

Vi = Te(1)Te(2) - - - Te(n(u))> €NtoONCces:
Ve = scbreacze

donde 2. = Z¢(3) - - - Te(n(u))- Por lo tanto:

N
Xy (P) = Z Z TclceZeSc

u=1ceC(u)

Sea V' € T' N e, Myey,, entonces:
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N
b/Xb* Z Z b Tcar Z(‘
u=1 ceC(u

Notemos que un conjunto de generadores Z-libres de ui M es el conjunto pupT = (T NexMoex) U{[bra] : b € Ty, r € L(k),a €k
TIU{*b:be T} U{a*:a € T}. Sea (urT) la S-base local de i M que consiste de todos los elementos ry donde r € L(u),
Y € T NeyppMe,.

N
Consideremos ahora p(P) = Z (7). Se tiene:
=1

Yu = H1T1, Tl 12T 05 « - - sT] T 41 Hs+1

donde cada p; es un producto de elementos en T N ewSMye, donde u,v # k y para cada l;, x;, = s(x;,)b. Entonces:

p(yu) = plpn) @, @i, 41l p(p2) [T w1, 4] - - p(ps) w1 20, 41]p(1s41)
Cada p(p;) es un producto de elementos pertenecientes a e,SMoe, donde u,v son distintos de k y cada [z;,2,,,] =
s(xy,)[bs(x,41)a(xy,41)]. En consecuencia, p(v4) = ¥1-..¥Y¢wu) donde cada y; € ppT. Sea C'(u) el subconjunto de Sy
que consiste de todas las permutaciones d tales que y41) = s[bra] para ciertos a € Ty,r € L(k). A esta permutacién le

(d))

corresponde una tinica permutacién c(d) € C(u) tal que p(7.)? = p(va Por lo tanto:

Xiprap- (p(P)) = Z Z p(zc)se

u=1ceC(u),re=r,ac=a
P(leb* (P)) = Z [blra]X[bra]* (p(P))

reL(k),a€,T

Sea a € T. Consideremos el subconjunto D(u) de Sn(u) que consiste de todas las permutaciones c tales que x.1) = rca.
Entonces para cada ¢ € D(u), 7 = reaz.s.b para algin b € T}. Entonces:

N
:Z Z ZeScbre

u=1ceD(u)

Notemos que R(P); ; es la cerradura del ideal bilateral en Fg(M);, ;. generado por los elementos b’ X« (P) donde b,b" € T,
junto con los elementos X« (P)a’ donde a,a’ € T, y Xy (P) con w € T N ey(wyMer(w), o(w), 7(w) # k.
Sea a’ € T}, entonces:

p(X ZZ (2¢)8clbered’]

u=1ceD(u)

N
S Y pz)sclral)

beTy ,r€L(k) u=1c€D(u),be=b,rc.=r

= Z X[b'ra}* (p(P))[bra’]

beTy,reL(k)

También:

p(V Xy (P)) = > [Vra]Xpa-(p(P))
a€rT,reL(k)

= Y [VraXpa(mP) - e Y [rda ()

a€,T,reL(k) a€,T,reL(k)

= Y WraXpeas (e P) = Xp (s P)(°D)
a€,T,reL(k)



CAPITULO 8. MUTACION DE POTENCIALES 67

Por otro lado:

p(Xa* (P)CL/) = Z X[bra]*(p(P))[bra/]
beTy,reL(k)
= Z Xiprap+ (i P)[bra’] — Z cra*r~t(*b)[bra]
beTy,reL(k) beTy ,reL(k)

= Z X[bra]*(ﬂkp)[bra/] — a*X(a/)*(,ukP)
beTy,reL(k)

Siw e TnNe,Mye,, donde u,v # k, entonces:
p(Xw* (P)) = Xy (p(P)) = X+ (ka)
Esto prueba que p((R(P)); 1) € R(uxP);, ;, para potenciales P en el dlgebra tensorial T's(M).

Veamos ahora que si P es un potencial reducido en Fg(M); ;, entonces p(R(P); ;) € R(urP); - Sea h € e R(P)ég.
Basta mostrar que p(h) € R(urP);; + Fs(ueM)=N para cada entero positivo N. Por el resultado anterior, p(h) €
R(ui P=N); j + Fs (e M=

El ideal R(u, P<?V) es la cerradura del ideal generado por todos los elementos de la forma X, (ux P<2Y) donde w € uxT.
Notemos que Xy~ (NkPSQN) = Xu~ (p(PSQN) + Ag) = X (p(P) + Ag) — X (p(P>2N)) = Xy (e P) — X (p(P>2N))- Se
obtiene que

X (s (P=*N)) € R(uxP)j, j + Fs (e M)=N

Por lo tanto p(h) pertenece a la cerradura de R(juxP); ;.- De lo anterior se infiere la contencién p(R(P); ;) € Fs((urM); ;)N
R(uxP) i v la prueba del Lema termina. O

Para finalizar la prueba de la Proposicién 811} es suficiente con probar que el epimorfismo a del Lema [8.7] es de hecho
un isomorfismo. Para ello, construyamos el inverso izquierdo 8 : P(uxM, #kp);;,;; — P(M, P)kk Definimos § como la
composicién de los siguientes morfismos. Primero, aplicamos el epimorfismo P(uxM, peP);, . — P (M), pr (1 P));, 1
definido en la misma forma que o. Recordando la prueba del Teorema[8:3]y usando la notacién que se introdujo ahi, aplicamos el
isomorfismo P (uu (pe M), pu(piP));, . = P(M&M', P+ W); ; inducido por el automorfismo 1)¢pA. Finalmente, aplicamos el
isomorfismo P(M@&M', P+W); i — P(M, P); ; inducido por la Proposicién Sea p la proyeccién Fg(M);, ;, — P(M, P);, ;-
Se tiene que SBa fija los generadores p(c) y p(asb) donde ¢ € T NéxMe, a € TN Meg, be TNexM y s € L(k). O

Proposicién 8.12. Si el dlgebra cociente P(M, P) es finito-dimensional, entonces P (M, i P) también es finito-dimensional.

Demostracion. Veamos, como en [I0, Lemma 6.5] y [I8, Lemma 10.5], que la finitud de la dimensién de P(M, P) se sigue de
otra condicién.

Lema 8.8. Sea J C (M) un ideal cerrado de Fs(M). Entonces el dlgebra cociente Fs(M)/J es de dimension finita si ocurre
que la subdlgebra Fs(M); 1./ J; ;. es de dimension finita. En particular, el dlgebra cociente P(M, P) es de dimension finita si
y solo si lo es la subdlgebra P(M, P); ;.

Demostracion. Dado un S-bimédulo B, pondremos:
Bk,fc =epBe, = @Bk,j, ch,k = éepBe, = @Bi,k
J#k i#k
Hay que mostrar que si Fs(M); ;./J; ;. es de dimensién finita entonces también lo es cada uno de los espacios Fs(M), ;/J, i
Fs(M)i /i 1 ¥ Fs(M )i/ I k- Haremos el caso Fs(M )k 1/ Jkk; los casos restantes se prueban de manera analoga.

Sea T una Z-base local de My y sea L una Z-base local de S. Entonces T = {sa:a € T,s € L(c(a))} es una S-base local
derecha para Mg. Sean:

TﬁMk’,;_ ={ry,re,...,m}
TOM, = {ti,ta,. .t}
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Notemos que Fs(M)pr = Di D EB” rifs(M)fCJ;tj. Se sigue que existe una F-transformacién lineal sobreyectiva:
[ Dy x Matxg(Fs(M); 1) = Fs(M)kx/ Tk

dada como sigue:
fd,D)=m(d+ (r1 ra... 1)D(t1 ta... t)T)

donde 7 es la proyeccién canénica Fg(M)gr — Fs(M)gx/Jxx y T denota la transpuesta. Notemos que Mat;xq(J; ;) €
ker(f), asi que existe un isomorfismo de F-espacios vectoriales:

Dy x Matyy ¢ (Fs (M) 1)

Matlxq(Jka o ./—"S(M)k k/Jk .

~

para cierto F-subespacio ~. Se sigue que Fg(M)g 1/ Jk ks €s isomorfo a un cociente de Dy x Mat;x, (]:S(M);; il i k) Por lo
tanto Fs(M)g k/Jkk es de dimensién finita, como se queria probar. O

Para finalizar la prueba de la Proposicién supongamos que P(M, P) es finito-dimensional. Entonces por la Proposicién
P(prM, py, P);, ;, también es de dimensién finita. Aplicando el Lema se concluye que P (urM, p P) también es finito-

dimensional.

O
Usando las Proposiciones y se tiene el siguiente

Corolario 8.2. Sea (Fs(M), P) un dlgebra con potencial, donde P es un potencial reducido en Fs(M) y prpP es escindable.
Sea (Fs(pM), i P) un dlgebra con potencial obtenida de (Fs(M),P) mediante la mutacion en k. Entonces las dlgebras
P(M, P); i y P(ueM, piP);, ;. son isomorfas, y P(M, P) es finito-dimensional si y sélo si P(iM, i, P) lo es.

Se sigue que la mutacién preserva la finitud de la dimensién de las dlgebras P(M, P) asociadas a dlgebras con potenciales

8.2 Rigidez

Siguiendo a [10] definimos el espacio de deformaciones de un 4lgebra con potencial (Fg(M), P).

P(M,P)
P(M,P),P(M,P)]"

Definicién 8.7. Sea (Fs(M), P) un dlgebra con potencial, el espacio de deformaciones De f (M, P) es el cociente 5

Proposicién 8.13. Existe un isomorfismo de dlgebras Def (M, P) = Def(M, P) donde M= weM y P = P

Demostracion. Podemos suponer, salvo equivalencia ciclica, que P € €;Fs(M)¢yc€. Entonces:

>1
Def(M,P) = g2k ey R<P>@,,;+[:<(AZ[>)§ D]
Similarmente:
Def(M, P)= Sk,fc+[P(;(’g7::fg(ﬁ’g)k,k]
Aplicando la Proposicién se infiere que Def(M, P) = Def(M7 ﬁ) O

Definicién 8.8. Un édlgebra con potencial (Fs(M), P) es rigida si Def(M, P) = 0.
Combinando las Proposiciones y se obtiene el siguiente corolario, andlogo al dado en [10, p.88].

Corolario 8.3. Supongamos que un dlgebra con potencial (Fs(M), P) es rigida y ppP es escindable, entonces la mutacion
(1M, 1 P) también es rigida.

El siguiente lema extiende la Proposicién 8.1 dada en [10] p.91].

Lema 8.9. Toda dlgebra con potencial (Fs(M), P) reducida y rigida es 2-aciclica.



CAPITULO 8. MUTACION DE POTENCIALES 69

Demostracion. Notemos que (Fg(M),P) es rigida si y sélo si cada potencial de Fg(M) es ciclicamente equivalente a un
elemento de R(P). Supongamos que M no es 2-aciclico, entonces existen 4,j con ¢ # j tales que e;Me; # 0y e;jMe; # 0.
Elijamos a € e;Me; NT y b € ejMe; NT. Como M.y = 0 entonces R(P)qy. € Fs(M)Z3. Se sigue que el potencial Q = ab
no es ciclicamente equivalente a un elemento de R(P). Esto completa la prueba. O

8.3 Realizacion de potenciales

Sea M un S-bimédulo Z-libremente generado por el Z-subbimédulo My y sea (Fs(M), P) un algebra con potencial reducido,
2-aciclica y tal que pupP es escindable. Supongamos que el dlgebra con potencial reducido (Fs(fxM), Fs(ixP)) obtenida
de (Fs(M), P) mediante la mutacién en algiin entero k de [1,n] también es 2-aciclica. Para cada i € [1,n], definamos
d(i) := dimpD;. Asociamos a M una matriz B(M) = (b; ;) € M,,(Z) definida como sigue:

b, ; = dimp(e; Moe;)d(j) — dimp(ejMoe;)d(j)
Lema 8.10. La matriz B(M) es anti-simetrizable.
Demostracion. Notemos que d(2)b; j = d(i)d(j)dimp(e; Moe;) — d(i)d(j)dimp(e;Moe;). Por otro lado:
—d(j)bj,i = d(i)d(j)dimp(e;Moe;) — d(i)d(j)dimp(e; Moe;)
Se sigue que d(i)b; ; = —d(j)bji. O

La matriz B(fpM) = (b;;) asociada a iz M esta dada por:
bij = dimpe;(M)oe;d(j) — dimpe;(M)oe;d(j)

donde MO = e Mpey, ® MoepSer Mo @ ex(oN) ® (No)eg.

¢ Supongamos primero que ¢ = k. Entonces e;(M)oe; = ex(M)oe; = ex(oN)e;. Por lo tanto:

m = dimper(0N)e;d(j) — dimpe;(No)erd(j)
= dimp(ejMoek)d(j) — dimp(ekMgej)d(j)
= —[dimp(exMoe;)d(j) — dimp(ejMoey)d ()]

= —bi;

e Supongamos ahora que j = k. Entonces e;(M)oe; = e;(M)oer = e;(No)eg. Por lo tanto:

b@k = dimFei(No)ekd(k) — dimpek(oN)eid(k)
= dimF(ekMOei)d(k) — dzmp(ezMoek)d(k)
= —[dimp(e;Moer)d(k) — dimp(exMoe;)d(k)]
= —bi

e Asumamos ahora que i,j # k. En este caso:

ei(M)oe; = e;Moe; ® e; MoerSexMoe;
Se obtiene:
E = dimp(e; Moe; ® e;MoepSerMoe;)d(j) — dimp(ejMoe; @ e; MoerSepMoe;)d(j)
= dimp(e; Moe;)d(j) + dimp(e;Moer)dimp (e Moe;)d(k)d(j) — dimp(e;Moe;)d(j) — dimp(ejMoer)dimp(ex Moe;)d(k)d(4)
Por otra parte, b; b ; es igual a:

[dsz(ezMOek)d(kJ) — dimp(ekMOei)d(k)] [dimF(ekMoej)d(j) — dimp(ejMoek)d(j)]
= dsz(ezMOek)dsz(ekMOe])d(k)d(j) — dimF(eiMOek)dimF(ejMOek)d(k)d(j) — dzmp(ekMoez)dsz(ekMoej)d(k)d(])—i—
dimp (e; Moey)dimp (ex Moe;)d(k)d(j)
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Procederemos por casos.

Caso 1. Supongamos que b; ;, > 0y b; ; > 0. Entonces dimpeyMye; = dimpe; Mge, = 0. Por lo tanto:

b@j = dlmF(evMoe])d(]) + dsz(elMoek)dsz(ekMoe])d(k:)d(j) — dzmp(e]]\/[oez)d(])
= bi,j + dimp(eiMOek)dimF(ekMoej)d(k:)d(j)

y i 1bi j es igual a dimp(e; Moer)dimp(epMoe;)d(k)d(j). Se concluye que E =b;; + bi by,

Caso 2. Supongamos que b; ;b ; = 0. Asumamos que b; ;, = 0, el otro caso se establece de manera andloga. Se tiene la
igualdad dimpepMoe; = dimpe; Mper, = 0. En consecuencia, b; ; = dimp(e;Moe;)d(j) — dimp(e; Moe;)d(j) = b; ;.

Caso 3. b;;, <0y bi; <0. Entonces dimpe; Moep = dimpepMoe; = 0. Luego:
b ; = dimp(e;Moe;)d(j) — dimp(e; Moey)d(j) — dimp(e; Moey)dimp (ex Moe;)d(k)d(j)
= b; j — dimp(e;Moey)dimp (ex Moe;)d(k)d(j)

v bi kbi,j = dimp(ej Moey)dimp (e Moe;)d(k)d(j). Se obtiene m =b;; — birbr ;.

Caso 4. b, < 0y by; > 0. Entonces dimpe;Moe, = dimpe;Moer, = 0. Se sigue que E = dimp(e;Moe;)d(j) —
dimp(ejMOei)d(j) = b@j.

Caso 5. b;;, > 0y by ; <O0. Se tiene dimpepMoe; = dimpeMpe; = 0. Se obtiene:

b ; = dimp(e;Moe;)d(j) — dimp(e; Moe;)d(j) = bi ;.

En consecuencia, las entradas de la matriz B(fiz M) son:

_bi,j SIZ:kOJZk

B(WM)Z o bi,j si bi,kbk,j S 0
J bi,j + bi,kbk,j si bi,k}a bk,j >0

b@j — bi,kbk,j si bi,k, bk,j < 0.

Entonces la matriz anti-simetrizable B(fizM) se obtiene mediante la mutacién de la matriz B(M) en el sentido de Fomin-
Zelevinsky [15].

Definicién 8.9. La matriz B(M) se llama la matriz de intercambio de M.
La siguiente definicién fue tomada de [I7, p.14].

Definicién 8.10. Sea B = (b;;) € Z™*™ una matriz anti-simetrizable y sea I = {1,...,n}. Una realizacién por especies de
B es una pareja (F, M) tal que:

1. F = (F;)ier es una tupla de anillos de divisién;
2. M es una tupla que consiste de un F; — F; bimédulo M;; para cada (4,5) € I? tal que bij > 0;

3. para cada (i, j) € I? tal que bi; > 0, existen isomorfismos de F}; — Fj-bimddulos

HOHlFi (Mij7 Fz) = HOHle (M”, F])7

4. para cada (i, j) € I? tal que b;; > 0 se tiene dimp, (M;;) = b;; y dimp, (M;;) = —bj;.

Proposicién 8.14. Sea B = (b;;) € Z™*™ una matriz anti-simetrizable con anti-simetrizador D = diag(ds, . ..,dy). Si para
cada j, d; divide a b;; para toda i, entonces la matriz B admite una realizacion por especies (F, M) tal que M = @Mi,j es

4,J
Z-libremente generado y ademds la matriz de intercambio de B es igual a M.
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n
Demostracion. Sea G := @ Zg,. Como G es un grupo finito, entonces existe una extensién de Galois E/F tal que Gal(E/F) =

=1
G. Para cada i definamos F; := Fiz(H;), el campo fijo de H;, donde H; = Zg, x ... x {i} X ... X Zgq, . Entonces F;NF; = F
y [F; : F] = d;. Como el morfismo multiplicaciéon F; ® p F; — F;F} es suprayectivo y dimp F; @ F; = dimp F;F}, entonces el

ij

compuesto F;F} es isomorfo a F; @ F;. Pongamos S := HF“ Z = @F y para cada i # j definamos M;; := (F; @F FJ)?

o

i=1 n
si b;; > 0. Entonces la matriz de intercambio de M := @ M;; es igual a B. O
4,J

8.4 No-degeneracion
En esta seccién supondremos que el campo base F' es infinito.

Sea B un conjunto no-vacio y sea F'P el F-espacio vectorial que consiste de todas las funciones f : B — F.

Definicién 8.11. Una funcién H : FB — F es polinomial si y sélo si existen elementos 1, s, ...,2; de B y un polinomio
Py € F[Z1,2s,...,2)] tales que H(f) = Py(f(z1),..., f(z1)) para cada f € FB.

Si H y G son funciones polinomiales FB — F entonces el producto HG es la funcién que manda cada f € FB en el
elemento H(f)G(f). Claramente HG también es polinomial.

Supongamos ahora que h : B — [P es una funcién, entonces para cada = € B; se tiene una funcién h, : FE — F dada

por hy(f) = h(f) ().

Definicién 8.12. Diremos que una funcién h : FB — FBr es polinomial si para cada € By, la funcién hy : FB — F es
polinomial.

Veamos ahora que la composicién de funciones polinomiales es polinomial.
Lema 8.11. Sean hy : FP — FBv y hy : FB1 — FB2 funciones polinomiales, entonces hohy también es polinomial.

Demostracion. Sea x € By y consideremos la funcién (hs), : FP' — F. Entonces existe un polinomio P € F[Zy,..., 7] tal
que para cada g € FB1 (ha).(g) = ha(g)(z) = P(g(x1),...,9(x1)) y ciertos elementos x1,...,7; € By. Para cada z1,...,1;

existen polinomios Q1,...,Q; € F[z1,...,2,] tales que (h1)z, (f) = Q1(f(y1)s-- s f(W)), -+ (M), (f) = Qu(f (1), -, f ()
para ciertos yi,...,y, € By cada f € FB. Por lo tanto, para cada f € FB:

(h2h1)e(f) = P(ha(f)(1), ..., ha(f)(z1))
= P(Ql(f(y1)7 B -af(yv»v . '7Ql(f(yl>7 . >f(yv)))

Entonces poniendo R(Zy,...,7Z,) = P(Q1(Z1,...,2Zy),...,Qi(Z1,...,Zy)) se obtiene (hah1).(f) = R(f(y1),..., f(yp))-
O

Para cada n > 2, elijamos una F-base B, de (M®"),,. y sea B = U B,,. Dado un potencial P en Fg(M) se tiene

n=2
P= Zcbb con ¢, € F.
beB
En lo que sigue, c¢(P) denotard al elemento de F? tal que ¢(P)(b) = ¢,. Para cada m > 2, definamos BZ™ = U B,y
n>m
B=m = | J B,.
n<m

o0
Sea M’ otro S-bimédulo Z-libremente generado, B/, una F-base de (M’)%’é y sea B’ = U B!,. Supongamos que se tiene
n=2

una F-transformacion lineal ¢ : Fg(M)cye — Fs(M')cye tal que ¢(Fs(M)=") C Fs(M')=" para cada n > 1. Entonces ¢ es
continua. Veamos que existe una funcién polinomial ¢ : FB — FB' tal que para cada potencial P € Fg(M):
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c(o(P)) = ¢(c(P))

En efecto, para cada x € B, se tiene ¢(x) = Z Oy cOn Qg y € F. Sea ¢ : FB — FB' definida como sigue. Para cada
ye(B’)zn
f€FByye B!, definamos:

> f(@)aay,

reEBS™

Sea f = ¢(P), entonces P = Z(Z flx )

zeB,

s ( 5 f(w)fb(w)) (S e

n=2 \z€B, n=2 y€e(B’)zn

Por lo tanto, ¢(P) = Z Z Z f@agy |y= Z ¢(f)(y)y. En consecuencia ¢(¢(P)) = ¢(c(P)), lo que prueba la

n=2ye(B,)" \zeB=n yeB’
afirmacion.

Sea F[Z;)zcp el anillo de polinomios en las indeterminadas Z, con coeficientes en F. Sean B y B’ conjuntos no-vacios
y consideremos indeterminadas Z, y Z, para cada x € B, y € B’, respectivamente. Si T € F[Z,),ep y [ € FB entonces
definimos T(f) := T(f(z))zep. Similarmente, se define T(g) para g € FB' y T € F[Z,],ecn'.

Si T € F|Z,)sep definimos Z(T) := {f € FB : T(f) # 0}.

Definicién 8.13. Sea T € F[Z;],cp. Diremos que una funcién g : Z(T') — F es regular si existe un polinomio G € F[Z,].ep

y un entero no-negativo u tal que para cada f € Z(T), g(f) = ;’E%) =G()T(f)~*. Una funcién h: Z(T) — FB' es regular

si para cada y € B’, la funcién hy : Z(T) — F dada por hy(f)

h(f)(y) es regular.

Notemos que la composiciéon de una funcién regular y una polinomial es regular.

Sea K el conjunto de todos los pares (i, ) tales que e;Me; # 0, e;Me; # 0, dimpe;Me; < dimpe;Me; y sea N~ =

Z ejMei,N<: Z eiMej.

(3,5)EK (3,5)EK
Sea £ un S-subbimédulo de N>, Z-libremente generado, tal que (N<)* &2 N> /L. Sea £; un S-subbimédulo de N7,
Z-libremente generado, tal que N~ = L& L. Sea {w,...,ws} un conjunto de generadores Z-libres de £ y {wsy1, ..., Wsit}

generadores Z-libres de £. Sea B(T),, la F-base de (M®™).,. que consiste de todos los elementos no-cero de la forma
x = t1(x)ay (x)t2(x) ... tm(T)am (2)tme1(z) donde t;(z) € L(o(a;(x))), tmt1(z) € L(t(am(x))), ai(z) € T, y sea B(T) =

U B([D)

En lo que sigue, usaremos la siguiente notacién: 7> =T NN~ y T< =T N N<. Sea W la F-base de N~ asociada a un

conjunto de generadores Z-libres {w1,...,ws1¢} de N~. Notemos que W = Wy U Wy donde W; es el conjunto que consiste
de todos los elementos no-cero de la forma z = t(2)w(z)r(z), t(z),7(2) € L, w(z) € {w1,...,ws} y Ws consiste de todos los
elementos no-cero de la forma z = t(z)w(z)r(z), t(z),r(2) € L, w(z) € {wst1,.-.,Wstt}. Sea a € T< y x € B(T)2, entonces

cada elemento X, (x) puede ser escrito en la forma Z Caw(2)w donde ¢q q(x) € F.

weW
Entonces para cada potencial P en Fg(M) con f=¢(P)y a€T<:

(2) * Z Zf Cau) w:Z Z f Caw w

z€B(T)2 weW weW \zeB(T):
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Notemos que el conjunto de todos los elementos no-cero de T" = {ta*r : t,7 € L,a € T<} es una F-base de (N<)*. Para cada
y € T’ se tiene:

XP(2>(y>: Z Z f Ca(y w’( ) t(y)wlr(y)

weW'’ \zeB(T)»

:Z Z Z F(@)Catyy . (2 AL () |

weW \w €W zeB(T)2

donde t(y Z )\t(y)w W)y )\iu(y)wlr(y) € F. Consideremos la matriz cuadrada (ky . )yer wew,:

weW
Z Z F(@)Cay) ()AL W)

w' €W xzeB(T)2

Entonces la correspondencia P +— det(ky ;) es una funcién polinomial Ty,. Se tiene Ty (P) = Ty (c(P)) donde Ty, (Z;) =
det(ky,w) y:

Eyw= > > ZeCagur (2) AL ()

w' €W z€B(T)2

Sea ¢ 1 Fg(M)eye = Fs(M)eye la F-transformacion lineal tal que para cada z € B(T) \ (N ®g N), ¢(x) = x; si ocurre que
x = t1(z)ag (x)ta(x)az(x)ts(x), © € N @g N y ar(x) € T< entonces ¢(x) = a1(x)ta(x)az(z)ts(x)t1(x); si a1(z) ¢ T entonces
az(x) € T< y ponemos s(z) = ag(x)t3(x)ti(x)ar(x)ta(x). Claramente P y ¢(P) son potenciales ciclicamente equivalentes y
por ende X4« (P) = Xy« (s(P)). Usando la Proposicién se obtiene

S(P)= ) aXe (PP) +¢(P2?)
a€eT<
Recordemos que para cada par (4, j) en K se tiene dimp e;Me; < dimp e;Me; y por lo tanto |[T<Ne;Me;| < |T> Ne;Me;|. En
consecuencia, podemos enumerar los elementos de T'< como {ay, ..., as} y los elementos de T~ como {b1, ..., bs,bs+1,...,bs1t}
de tal manera que a,, € e;Me; siy sblo si b, € e;Me; para cadau=1,...,s.

Sea P un potencial en Fg(M) tal que c(P®) € Z(Ty,), entonces P(?) es maximal; luego N> = Im(XP(z)) @ L para
algtin S-subbimédulo Z-libremente generado £ de N~. Notemos que un conjunto de generadores Z-libres de N~ estd dado
por los elementos X« (P(Q)), donde a € T<, junto con los elementos de {wgy1, ..., wsit} donde este Gltimo conjunto genera
Z-libremente a £. Por lo tanto, existe un isomorfismo de S-bimédulos ¢ : M — M tal que para cada a ¢ T, ¢*(a) = a;
¢ (X (0 (PP@)) =b; paracada i =1,...,s y ¢F (wep;) = bsy; € T>. Entonces:

Zajb +¢ P>3))

Calculemos las coordenadas de ¢ (¢(P)).

Asociado al conjunto de generadores Z-libres {wy, ..., wsy} se tiene una F-base W de N~. Similarmente, existe una

F-base Y’ de N> asociada al conjunto de generadores Z-libres que consiste de todos los elementos X @ (a*), donde a € T<,
junto con los elementos wgy1,...,wsy¢. En consecuencia, la matriz de cambio de base de Y’ a W tiene la forma:

50 1

donde A(P) = [ky.w(P)|yer wew, ¥y las entradas de la matriz A(P) son funciones polinomiales en ¢(P). Entonces la matriz
de cambio de base de W a Y estd dada por:
[ A(P)1 O]

~B(P)A(P)~' I
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y los coeficientes de esta matriz son funciones regulares en Z(Lyy).

Por lo tanto, para cada w € W, w = Z Buw.y (P)y’ donde cada By, (P) es una funcién regular en Z(Ty,). Si z es un
yleyl
elemento de la F-base de N~ determinada por 7, entonces x = Z Az,ww donde A; ,, € F'. En consecuencia:
weWw

Tr = Z /\ac,wﬂw,y/(P)y,
w,y’

Se sigue que ¢ (z) = Z Mo wBuy (P)Y (y) v o7 (y') pertenece a la F-base determinada por 7. Luego, para cada x € B(T),,
w,y’

of (z) = Z Qg (P)x’ donde cada oy, (P) es una funcién regular en Z(T'y,). Se obtiene:
2’ €B(T)m

PPN =2 > Y e (P)f(a) ]

m=2z'€B(T)m \2EB(T)m

Por lo tanto, la aplicacién ¢ : Z(Tyw) — Fs(M)eye dada por ¢(P) = ¢ (¢(P)) es una funcién regular y:

P(P) = Zaibi +p(P)=?

Consideremos ahora la F-transformacion lineal § : Fg(M)eye — Fs(M)cye dada como sigue. Si 2 € B(T)p,, con
m > 2,y a;(x) € {a1,...,as,b1,...,bs} ponemos £(z) = . Si z € B(T),,, con m > 2, y si para algun j, aj(z) € T<;

entonces elegimos j minimo. Si j = 1 entonces &(z) = ay(z)ta(x) ... am(x)tmyr(x)ti(x) € M®™; si j > 1 entonces
(@) = aj(@)tj41(2) ... amtmer (@)t (@)ar (z) .. .a;—1(2)t;(x) € ME™.
Si ninguno de los a; pertenecen a T pero algtn a; es igual a b;, con i € {1,..., s}, entonces elegimos ¢ maximal con respecto

a esta propiedad; si ¢ = m entonces ponemos &(x) = tyy1(2)t1(z)ar(z) ... tm(x)am (z); si i < m definimos:
(@) = tip1(@)ai1(x) .t () (2) tmar (@)t (2)ar () . .t 1 (x)a;(z) € MO™
Claramente P y £(P) son ciclicamente equivalentes.
Sea B(T); m el conjunto de todos los elementos z € B(T),, tales que t1(x) = 1 y ai(x) = a;; para cada a; definimos

p(z) como a;p(x) = x. Similarmente, B(T),, ; es el conjunto de todos los elementos = € B(T),, tales que a;(x) ¢ T< para
i=1,...,my an(x) =b;; en este caso definimos A(z) como A(x)b; = x.

Dado un potencial P en Fg(M) con coordenadas f, definimos un automorfismo unitriangular ¢ de Fg(M) como sigue.
Para cada i € {1, ..., s} sea:

" (a;) = a; - Z Z f(@)A(z)

m=3z€B(T)m,i

") =bi= > Y fx)p(x)

m=3 IEB(T)i,m

v ¢(a) = a para el resto de los elementos a de T.

Definamos 7 : Fg(M)eye — Fs(M)eye como 7(P) = ¢ (P); notemos que 7 es polinomial. Entonces la composicién
76 ¢ Fg(M)eye = Fs(M)eye es una funcién polinomial. El Teorema implica que si P es un potencial de la forma
S

P= Z a;b; + P237 entonces:

i=1
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1. La sucesién {(7¢)"(P)}nen converge a Q(P) donde Q(P) = Zaibi + Q(P)23, M = My ® M’, M; es Z-libremente
i=1

generado por {ay,...,as,b1,...,bs} y M’ es Z-libremente generado por todos los elementos de T que no pertenecen a
{al,...,as,bl,...,bs}.

2. Para cada © € B(T),, existe un natural Ny tal que si f denota a las coordenadas de Q(P), entonces f(x) =
c((1¢)™(P))(x) para toda n > Nj.

Sea M un S-bimédulo, Z-libremente generado, tal que (M®?).,. = {0}. Recordemos que para un entero k en [1,...,n] la
notacién M denota al S-bimédulo e Mey, & MerM @ (e, M)* @* (Mey). Sea K el conjunto de todos los pares (i, j) tales que
eiMe; #0, e;Me; # 0y dimp(e;Me;) < dimp(e;Me;). Para i # k se tiene:

exMe; =* (e; Mey), eiMey, = (exMe;)*
Por lo tanto, (i,k) y (k,7) no pertenecen a K. Supongamos ahora que i # k y j # k, entonces:
eiMej =eMe; @ e;MepMe;
ejZ\/Zei =ejMe; ®e;MepMe;
Luego si (i,7) € K hay dos posibilidades:

dimpe;Me; < dimp(e;MerMe;)

dimp e, MepMe; < dimp(ejMe;)

Sea N = Z (eiZ\Ajej +ej Mei) y sea T el conjunto de generadores Z-libres inducido por el Lema Denotemos por B(f)m

(i.5)ek
o
la F-base asociada a ((M)Qbm)cyC y B(T) = U B(T),,. Sea s(i,j) el ntimero de generadores Z-libres de e;N<e; y t(i, j) el
m=2

nimero de generadores Z-libres de ejj\7 ~e;. Por lo tanto:
dis(i,j)dj = dimF 61‘./V<€j S dimF 6j/i7>€i = djt(’t,j)dl

entonces s(i,j) < t(i,j) y por lo tanto existen conjuntos de generadores Z-libres {a1,...,as}, {B1,-..,Bs, Bst1,- -+ Pstt} de
N< y N7, respectivamente, tales que a;j3; # 0 para cada j =1,...,s.

Definamos pj, M como el S-subbimédulo de M generado por el complemento de {aq,..., a5, 51,...,0s} en T.

Proposicién 8.15. Sea Py un potencial en Fs(M) tal que para algin k € [1,n], (ux(Po))® es mazimal. Entonces eiste
un polinomio T(Zy) tal que T(c(FPy)) # 0 y una funcion reqular ¢ : Z(T(Z;)) — Fs(p), M) tal que para cada potencial P en
Fs(M) con T(c(P)) # 0, se tiene u(P) = ¢p(P).

Demostracién. Se tiene que Py = pu(k(Pp)). Por hipétesis, Py = i ((k(P))® es maximal, luego N> = Im(X2) @ £ para
algin S-subbimédulo L, Z-libremente generado, de N>, Sea {w1,...,ws} un conjunto de generadores Z-libres de Im(X?)
y sea {wsi1,...,Wst¢} un conjunto de generadores Z-libres de L. Denotemos por W a la F-base asociada a este conjunto
de generadores Z-libres de N>, Entonces, existe una funcién polinomial Ty : .7-'5(]\7 ) — F tal que si P’ es un potencial
en Fs(M) y Tw(P') # 0, entonces XF' : (N<)* — N> es inyectiva. La composicién ¢1 = ppr : Fs(M) — Fs(M)
es polinomial, luego induce una funcién polinomial ¢; : F' B(T) — FB(T) Entonces se obtiene una funcién polinomial
Twer : Fs(M) — F y esta funcién estd determinada por un polinomio 7(Z;) € F[Z:],ep(r) tal que Tw¢1(P) = T'(c(P)).
Como Tw (¢1(Pp)) # 0 entonces T'(Z;) # 0. Por lo tanto, existe una funcién regular Z(Tyw ) — fS(M)CyC que manda P’ en
Q(¥(P")). En consecuencia, existe una funcién regular:
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¢2 1 Z(Tw) = Fs(M)eye

dada por ¢2(P) = Q(¢(¢1(P))). Consideremos la proyeccién M —» W, M; dicho morfismo induce un morfismo = : fs(M)cyc —
Fs(p,M). Sea ¢ = o : Z(Tw) — Fs(u, M), entonces ¢ es una funcién regular y por construccién ¢(P) = p3, P para cada
P € Z(Tw). Esto termina la demostracion.

O

Proposicién 8.16. Sea ki, ko, ...,k una sucesion arbitraria de elementos de {1,...,n}. Sea Py un potencial en Fg(M)
tal que la sucesion [ig, ... [, Po existe, entonces existe un polinomio T € F[Z.]zep(r) y una funcion regular ¢ : Z(T) —
Fs(poey - - poey M) eye tal que Py € Z(T) y para cada P € Z(T), fig, - .- fix, P existe y fig, - .. fix, P = ¢(P).

Demostracion. Probemos esto mediante induccion en . El caso I = 1 se sigue de la proposicién anterior. Supongamos entonces
que la afirmacién se cumple para [ — 1 y probemos que se cumple para [. De la proposicién anterior se infiere la existencia de
un polinomio 71 € F[Z;],cp(r) y una funcién regular:

¢1 : Z(Tl) — ]:S(/JklM)cyc

y la correspondiente funcién regular asociada ¢ : Z(T1) — FBUaT) con Py € Z(Ty), tal que para cada P € Z(T}), jig, P
existe y es igual a ¢1(P). Por hipétesis de induccién, existe un polinomio Ts € F[Zy]yeB(ule) y una funcién regular:

P2 : Z(T2) - ‘Fs(lu’k'l "'/u‘klM)cyc

y la correspondiente funcién regular asociada ¢, : Z(Ty) — FBWri16™) con py Py € Z(Ty), y tal que para cada P’ €

Z(T»), ik, - - - f, P’ existe y es igual a ¢o(P’). Como ¢, es regular, entonces para cada y € B(ux,T') existe un polinomio
Gy € F[Zg|zep(r) tal quesi f € Z(T1):

(@,)y(f) = &, (N ) = Gy(f (@) /Ta (f (@)™

para cierto niimero natural m(y). Similarmente, como ¢, es regular, entonces para cada u € B(uk, ..., T) y 9 € Z(T>)
existe Hy, € F[Zylyep(u,, 1) tal que si g € Z(T5):

(6,)u(9) = &, (9)(u) = Hulg(y))/Ta(g(y))™

para cierto nimero natural m(u). Consideremos el polinomio T5(Gy(Z,)) € F[Z;]zep(r). Veamos que este es un polinomio
no-nulo. En efecto, por hipétesis pug, Py € Z(T3), asi que si fo = ¢(FPp) entonces:

0 # To(c(pr, Po)(y)) =

para cierto nimero natural t. Por lo tanto, To(Gy(fo(x)))
no-nulo T(Z;) := T»(Gy(Z,))T1(Z;). Claramente Z(T) C Z(T1) y si f € Z(T'), entonces:

Ta(¢, f) = To(Gy(f(2)))/T1(fo(x))" # 0
luego la imagen de Z(T') bajo el morfismo ¢, estd contenida en Z(7T5) y la composicién de los morfismos:
Z(Ty) 2 Z(T2) B Folun, - - pixy M)eye

da lugar a una funcién regular ¢. Luego si P € Z(T') entonces P € Z(T1); asi que jig, P estd definido y fig, P = ¢1(P). Como
¢1(P) € Z(T3), entonces fig, - . . fik, (fi, P) esté definido y es igual a ¢2¢1(P) = ¢(P). Esto completa la demostracion. O

Lema 8.12. Sea k un elemento de {1,2,...,n}. Entonces existe un potencial P € Fg(M) tal que la mutacion piP estd
definida.
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Demostracion. Sean s,t elementos distintos de {1,2,...,n}. Como M es Z-libremente generado por My, entonces:

esMexMe, = Ds @p esMoer, @p Dy, @p,, Dy, @ e, Moer @p Dy
= D; ®r esMoer, Qr Dy, QF e Moer @p Dy

Para cada [, ¢, definamos:

m?q i = dimp et Mpe,
dr L= dlmF D,-

Entonces dimpe;MepMe; = dsmgkdkm%tdt y dimpe;Megs = dtmgsds.

Recordemos que K= {(s,t) : dimp e, MeyMe; < dimperMes} U{(s,t) : dimpesMe; < dimp etMepMes}. Sea (s,t) € K
y supongamos que dimp e;MeiMe; < dimp e;Meg, luego dsmg’kdkmg’tdt < dym} .d,. Esto implica que mgykdkmg,t <m,.
Definamos:

Xy = {(s,1) : my pdpmy , < my }
Xy = {(s,1) : m pdkmi ;> my }

Dado un elemento (s,t) en Xy elijamos F-bases {h1,ha, ..., hise by {91592, Gi(s,)> Gis,t) 415 - - > Gr(s,t) ) de esMoer @p

Dy, ®F exMyey v e Moes, respectivamente. Similarmente, dado (a,b) € X, elijamos F-bases {h}, k), ..., h;(a By e h;(a b)},
{91, Gp(ap } de eaMoer ®F Dy @F exMoey y ey Moeq, respectivamente. Consideremos el siguiente potencial reducido:
I(s,t) p(a,b)
= D> D mgi+ Y. D hig
(s,t)eX; i=1 (a,b)eXy i=1
Entonces
I(s,t) p(a,b)
(P)®) = (ueP)® = 37 > halgi+ D Y [hilg]
(s,t)eX; i=1 (a,b)EXQ i=1

Como X “+P)® manda un conjunto de generadores Z-libres de (J\7 <)* en un subconjunto linealmente independiente de N >,

entonces (uP)?) es maximal. Se sigue que la mutacién jiy P estd definida. O
Teorema 8.6. Sea B = (b;;) € Z™*" una matriz anti-simetrizable, con anti-simetrizador D = diag(di,...,d,) y sea
ki, ko, ...,k una sucesion arbitraria de elementos de {1,2,...,n}. Si para cada j, d; divide a b;; para toda i, y si ademds el

campo base F de la realizacion de la Proposicion 8.14 es infinito, entonces para dicha realizacion existe un potencial P tal que
la mutacion fig, - - - g, B, P estd definida.

Demostracion. Procedamos mediante induccion en [. El caso base [ = 1 se sigue del Lema Supongamos entonces que la
afirmacién se cumple para [ — 1. Por hipétesis de induccién, existe un potencial @ € Fg(ur, M) tal que fig, - . . ik, Q existe.
Por el caso base, existe un potencial Q' € Fg(M) tal que g, Q' existe. Usando la Proposicién se obtiene un polinomio
T € F|Z:lveB(u, 1) tal que T(c(Q)) # 0 y para cada potencial Q" € Fs(u, M) con T(c(Q")) # 0, entonces fig, .. . fix, (Q")
existe. Aplicando nuevamente la Proposicién se obtiene un polinomio 7" € F[Z;].ep(u,, ) con T'(c(Q')) # 0 y tal
que para cada potencial Q" € Fg(M) que satisfaga T'(c(Q"")) # 0, entonces fix, (Q") existe. Como el polinomio producto
T'T € F|Zy|veB(u, 1) €s no-nulo y F es infinito, entonces existe un potencial Qo € Fs(uk, M) tal que ¢(Qo) € Z(T'T'). Luego
T'(c(Qo)) # 0y T'(c(Qo)) # 0. La primera condicién implica que jix, Qo existe; la segunda condicién implica que fig, . . . fik, (Qo)
existe. Por construccion, jig, Qo € Fs ik, piie, M) = Fs(M). Usando el tltimo isomorfismo se obtiene un potencial Py € Fg(M)
y una equivalencia-derecha Py ~ fix, Qo. Como T'(c(Qo)) # 0, entonces fig, . . . fix, (Qo) existe. En particular esto implica que
Iky (Qo) existe. Esto da lugar a una equivalencia-derecha entre iy, (Qo) v fik,fik, Po y por lo tanto fig,fix, Py existe. Del
hecho de que fig, . .. fix, (Qo) existe se infiere que fig, fir, (Qo) también existe. Usando la equivalencia-derecha entre fig,(Qo) ¥y
ik, bk, Po se obtiene que jig, fig, ti, Po existe. Repitiendo este proceso se obtiene el resultado deseado. O



Capitulo 9

Representaciones decoradas

En este capitulo, motivados por [I0] y [18], se introduce la nocién de representacién decorada. El objetivo de este capitulo es
extender la Definicién de mutaciéon de algebras con potencial a nivel de representaciones. El resultado central es el Teorema
[0:2 en el cual se prueba que la mutacién de representaciones decoradas es involutiva. En el resto de la tesis supondremos que
para cada entero ¢ € [1,n], cada F-base L(i) de D;, cumple las siguientes igualdades:

frw™te) = w(2f7) (9-1)
fr(zw) = (W) (f12) (9-2)
Z(wf) = (w) (fz7) (9-3)

para toda f,w,z € L(i). Notemos que en y uno puede reemplazar z € L(i) por z € D;, ya que ambas expresiones son
lineales en z. Similarmente, uno puede reemplazar en f € L) por feD,.

Observacién 9.1. Si L(4) es una base semi-multiplicativa de D(i) entonces L(i) satisface y
Demostracion. Supongamos que f*(w~'z) # 0 entonces w™1z = c¢f para un tnico ¢ € F*; luego f*(w~lc) = c¢. Por otro
lado, w*(zf~1) = w*(2(2 *wc)) = w*(we) = c y la igualdad se sigue. Un argumento similar muestra que [9.2] y [9.3| también
se cumplen. O

Observacién 9.2. Supongamos que L; es una F-base para la extension de campos F; /F' y Ly es una Fi-base para la extension
de campos Fy/Fy. Si Ly y Lo satisfacen y entonces la F-base {zy : © € L1,y € Lo} de F/F también satisface

0102 yP3

Demostracién. Supongamos que tanto L; y Lo satisfacen Sean f = fifo, w = wiws, z = 212 donde f1,w1,21 € L1 y
f2,w2, 22 € Ly. Entonces:

Frw™2) = £ f5 (wi wy  2021)
= fi(wi 21 fy (wy 22))
= fi(witzwi (22 f5 1)
A R T )
= (wyw2)* (z122(f1f2) ™)
_ w*(zf_l)

como se afirmaba. Las igualdades [0.2] y [0-3] se prueban de manera anéloga. O

Observacién 9.3. Si la base L(i) satisface entonces para cada f,z € L(i) se tiene:

S Fw =

weL(1)

78



CAPITULO 9. REPRESENTACIONES DECORADAS 79

Demostracion. Z fflw 2w = Z w*(zf Hw = 2f L. O

weL(7) weL(i)

Observacién 9.4. Si la base L(i) satisface entonces para cada r,v € L(i) se tiene:

Z )t~ =r"ty (9.4)

teL(i)

Demostracion. Z ottt = Z E Y (o)t = o, .
teL(i) teL(i)
Definicién 9.1. Sea (Fg(M),P) un dlgebra con potencial. Una representacion decorada de (Fg(M), P) es una pareja

N = (N,V) donde N es un Fg(M)-mddulo izquierdo, finito-dimensional sobre F', anulado por R(P) y V es un S-mdédulo
izquierdo de dimensién finita sobre F.

Equivalentemente, N es un Fg(M)/R(P)-mé6dulo izquierdo y de dimensién finita sobre F'. Para cada v € Fg(M) denota-
mos por uy =u: N — N el operador multiplicacién u(n) = un.

Sean (Fs(M), P) y (Fs(M'), P") algebras con potencial. Sean N = (N, V) y N/ = (N’, V') representaciones decoradas
de (Fs(M),P) y (Fs(M'), P'), respectivamente. Una equivalencia-derecha entre las representaciones AN/ y N’ es una terna
(p,1,n) donde:

e v: Fg(M) — Fg(M') es una equivalencia-derecha entre (Fs(M), P) y (Fs(M'), P').
e ¢p: N — N’ es un isomorfismo de F-espacios vectoriales tal que ¢ o uy = ¢(u)n- 0 ¢ para toda u € Fg(M).

e 7:V — V' es un isomorfismo de S-moédulos izquierdos.

Observacién 9.5. Supongamos que M®™ = (0 para n > 0y que Fs(M)qy. = {0}. Entonces una representacién decorada,
con V = 0, se puede identificar con un médulo izquierdo sobre el dlgebra tensorial Ts(M). En el caso que el dlgebra subyacente
S sea un producto directo finito de copias del campo base F', entonces Ts(M) se puede identificar con un dlgebra de caminos.
Por lo tanto, en este caso una representacion decorada, con V' = 0, es una representacion de un carcaj en el sentido clasico.

Sean My, Ms S-bimdédulos Z-libremente generados y sean 17 y T5 conjuntos de generadores Z-libres de M; y Ms, re-
spectivamente. Sean P; y P, potenciales en Fg(My) y Fs(Ms). Consideremos el potencial Py + Py € Fg(M; @ Ms). Sea
N = (N, V) una representacion decorada del dlgebra con potencial (Fs(My @ Ms), Py + P2). Se tiene un morfismo inyectivo
de dlgebras Fg(M;) — Fs(My @ Ms); luego, por restriccién de escalares, N es un Fg(M;)-mddulo izquierdo. Denotaremos

este médulo por N|z,(nr,). Veamos que R(Py) anula a N|r (a,). Sea a € T, entonces Xq- () = Z d(sa)- (P2)s = 0.
s€L(o(a))

Por lo tanto, Xo«(Py + P) = X4 (P1) € R(P1 4 P2). Se sigue que M|z ) = (N|£g(a1,), V) es una representacion decorada

del algebra con potencial (Fs(My), Py).

La siguiente proposicién generaliza [I0, Proposition 10.5] y [I8, Proposition 12.4].

Proposicién 9.1. Sean My y My S-bimddulos Z-libremente generados y sean P, P’ potenciales reducidos en Fs(My) y W un
potencial trivial en Fs(Ma). Sean Ny N' representaciones decoradas de Fs(My & Ms) con respecto a los potenciales P+ W
y P'+W. Si N es derecho-equivalente a N, entonces N'|ry(nr,) es derecho-equivalente a N'| zg(ar,)-

Demostracion. Sea (¢,v,n) : N'— N’ una equivalencia-derecha de representaciones decoradas. Entonces:

(a) ¢ es un automorfismo de algebras de Fs(M; © Mz) con ¢|5 = idg tal que ¢(P + W) es ciclicamente equivalente a P’ + .
(b) ¥ : N — N’ es un isomorfismo de F-espacios vectoriales tal que sin € N y u € Fg(M; ® Mz) entonces (un) = ¢p(u)ip(n).
(¢) n:V — V' es un isomorfismo de S-médulos izquierdos.

Sea L la cerradura del ideal bilateral de Fg(M; @ Ms) generado por Ms, entonces por la Proposicién
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1. Fs(My® M) = Fs(M;) @ L
2. R(P+W)=R(P)o® L
3. R(PP+W)=R(PP)® L

donde R(P) (respectivamente R(P’)) es la cerradura del ideal bilateral en F(M7) generado por todos los elementos X, (P)
(respectivamente X« (P’)) donde a € Ty, siendo T; un conjunto de generadores Z-libres de My. Sea p : Fg(M; & My) —
Fs(M7y) la proyeccién candnica inducida por la descomposicién (1). Por la Proposicién existe un isomorfismo de algebras:

p=DpOdFsa) : Fs(Mi) — Fs(My)

tal que P’ — p(P) es ciclicamente equivalente a un elemento de R(p(P))%. Por la Proposicién existe un automorfismo
de dlgebras A de Fg(Mi) tal que Ap(P) es ciclicamente equivalente a P’ y A(u) — u € R(p(P)) para cada v € Fs(M;). Por
definicién de representacién decorada, R(P+W)N =0y R(P'+ W)N’ = 0. Dado que L estd contenido tanto en R(P + W)
y en R(P"4+ W), entonces LN =0y LN’ = 0. Por lo tanto, para cada u € Fs(M; & M) y n € N:

U(un) = ¢(u)y(n)
Notemos que ¢(u) = pd(u) + v’ donde v’ € L, entonces ¢p(u)(n) = pop(u)(n) = p(u)y(n). Luego:
P(un) = p(u)i(n)

Como P’ — p(P) es ciclicamente equivalente a un elemento de R(p(P))?, entonces existe z € [Fg(M), Fs(M)] tal que
P’ + z — p(P) € R(p(P))?. Usando la Proposicién [6.3] se obtiene:

R(P') = R(P' + 2) = R(p(P))

Consideremos ahora el automorfismo Ap de Fg(M;). Dicho morfismo satisface que Ap(P) es ciclicamente equivalente a P’;
ademds para cadan € N y u € Fg(M) se tiene:

P(un) = p(u)ip(n)
y Ap(u) = p(u) + w donde w € R(p(P)) = R(P’). Por lo tanto:

P(un) = Ap(u)p(n)

Esto prueba que (Ap,%,n) es una equivalencia-derecha entre las representaciones N|rz (a) ¥ N'|£g(amy), como se queria
probar. O

En lo que sigue, usaremos la siguiente notacién: dado un S-bimédulo B, definimos:

ch,fc = ¢, Bey,

Consideremos ahora el isomorfismo de algebras p : Fs(M); ; — Fs((pxM);, ;) definido en el Lema Sea P un potencial
reducido en Fg(M); ;. Supongamos primero que:

N
(A) P=>" furu
u=1

donde fy, € F'y Yy = @1 ... Ty(y) cON T; € T. Sea b e Ty fijo y sea N, el conjunto de todas las u € [1, N] tal que para algin
x;, a(z;) = b. Para cada u € Ny, sea C(u) el subconjunto de todas las permutaciones ciclicas ¢ del conjunto {1,...,n(u)} tal
que To(1) = scb. Para cada ¢ € C(u) definamos ¢ = Te(1)Te(2) - - - Te(n(u))- Entonces v = scbreacze donde ze = T3 . .. Te(n(u)) -

Por lo tanto:
Xb* (P) = Z Z furcaczcsc
uENp ceC(u)
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Por otro lado

X[bra]*(p(P)) = Z Z fup(’ZC)SC

uENy ceC(u),re=r,ac.=a

=p Z Z JuzeSe

u€N (b) ceC(u),re=r,ac=a

Definamos Y{prq)(P) := Z Z fuzeSe. Entonces:

uENy ceC(u),re=r,a.=a

X[bra]*(p(P)) = p(YV[bTG] (P))

Notemos que si P es un potencial en Fg(M)=""? entonces Yjp.q(P) € Fs(M)=", luego si (P,)n>1 es una sucesion de Cauchy
Fs(M) entonces (Yjprq)(Pn))n>1 también es de Cauchy. Supongamos ahora que P es un potencial arbitrario en Fg(M),
entonces:

P = lim P,

n—r oo

donde cada P, tiene la forma dada en (A). Definamos:

w = lim Yv[bra] (Pn)

n—oo

Por lo tanto:

X[bra]*(p(P)) = lim X[b’ra]*(p(Pn))

n—roo

= nlgr;o p(Y[bm] (Pn))

= p( }/[bra](Pn))

lim
n— o0
= p(w)

Entonces ponemos Ypq(P) := w. Luego X< (0(P)) = p(Yjpra)(P)). Recordemos que para cada potencial P en Ts(M) se
tienen las siguientes igualdades:

pW Xy (P)) = > [VraXpeq-(p(P)) (9.5)
reL(k),ae,T
p(Xe-(P)a) = > Xipra(p(P))[bra’] (9.6)

beTy,reL(k)
Por continuidad, las férmulas anteriores se cumplen para cada potencial P € Fg(M). Se tienen las siguientes igualdades:

pW'Xp-(P)) = Y p(b'ra)p(Yipra)(P))

reL(k),a€,T

=p Z blrayr[bra] (P)
reL(k),ac,T

Como p es inyectiva, entonces:

VXpe(P)= Y braYp,q(P) (9.7)
reL(k),a€,T

Similarmente:
Xo+(P)d' = > Yja(P)brd (9.8)
bET,, reL(k)
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Para cada 1) € M* y para cada entero positivo n se tiene una F-transformacién lineal v, : M®" — M®"=1) dada por
Pe(M1@Ma®...0my) = Y(Mm1)M2®...@m,. Este transformacién induce una F-transformacién lineal ¢, : Fg(M) — Fg(M).
Similarmente, si n €* M existe una F-transformacién lineal .1 : M®" — M®®=1D dada por .n(mi ® ... ® mpy_1 @ my) =
m; ® ... ®my,_1n(m,). Supongamos ahora que b’ € Ty, entonces b'ey, = b’ y por ende ex(V)* = (V')*. Como X% es un
morfismo de S-bimédulos, entonces ey Xp+ (P) = X3« (P). Aplicando el morfismo (b')* : Fs(M) — Fs(M) al lado izquierdo de
[9.7 se obtiene:

Xp+(P) = ex Xp= (P) = Z exTaYprq) (P) (9.9)
reL(k),ac,T

Por lo tanto:
Xp(P)= Y raYq(P) (9.10)
reL(k),a€,T
Sea H el conjunto de los elementos no-cero que son de la forma as donde a €, Ty s € L. Notemos que H es una S-base
local izquierda de gM; para x € H denotamos por *z €* M el morfismo dado por *z(y) = 0siy € H\ {z} y 2*(z) = ¢;
donde e;z = x. Aplicando el morfismo *(a’) a[9.8se obtiene:

Xox (P) = Z }/[bra] (P)b’l" (911)
beTy,reL(k)
Sea N = (NN, V) una representacion decorada del dlgebra con potencial (Fg(M), P) y supongamos que k satisface (Mey Qg
M)¢ye = {0}. Definamos:

Nin - @ Dk KF Nr(a)
a€,T

Nout = @ D, ®F Na(b)
beTy,

Para cada a €, Ty r € L(k) consideremos la proyeccién 7, : Ny, = Dy @ Ny(qy y el morfismo 7;., : Dp @ Nyq)y = Nr(q)
dado por ., (d ® n) = r*(d)n. Sea & : Dy ®r Nr(q) — Ni, la inclusién y definamos £, : Ny(q) = Di ®r Nr(q) como el
morfismo dado por £, (n) =r @ n.

Entonces para cada r,r; € L(k) se tienen las siguientes igualdades:

ﬂ—;’laé-;’a = 5T,T17;dNT(a) (912)
Trabra = 1N, (9.13)
Para cada a €, T'y r € L(k) definamos las siguientes transformaciones F-lineales:
Tra = ToaTy : Nin — N
fra = f;f:'a : N‘r(a) — Nin
entonces se tienen las siguientes igualdades:
eralgra = 6r1a1,7‘aidNT(a) (914)
Z 57“0,71-7“(1 = ide (915)

reL(k),a€,T

Similarmente, para cada r € L(k) y b € T}, se tiene la proyeccién canénica 7, : Ny — Dr®@pNo) ¥ Ty, Dk ®@p Ny — No)
denota el morfismo dado por 7, (d ®@n) = (r~1)*(d)n.

Definimos ahora &, : Nyu) — Dip ®p N,y como el morfismo dado por &,.(n) = r~' ® n para cada n € Ny y & ¢
Dy @F Ny) — Nout es el morfismo inclusion. Entonces para cada r,r; € L(k) y b € T}, se tienen las siguientes igualdades:

ﬂ-llﬂ‘lgl/)’r‘ = 57‘1,T‘idNa(b) (916)
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ﬂ-l/)rfl/yr = idNa(b) (9'17)
Definamos las siguientes F-transformaciones lineales:
Ebr = §zl,le,r : Na(b) — Nout
Tor = T Tp ¢ Nowt — Ny

Entonces para cada r,ry € L(k) y b,b; € Ty se tiene:

7Tb1r1§br = 5b1T1,bT7;ng(b) (918)

> Gy =idy,, (9.19)

bET, reL(k)

Definamos un morfismo de Dg-médulos izquierdos « : Ny, — Nj como el morfismo tal que para cada a €, T,r € L(k) se
tiene:

ara(n) = ran

para cada n € Np(4).

Similarmente, definimos § : Ny — Ny como la F-transformacion lineal tal que para toda b € Ty, r € L(k):
T B(n) = brn

para cada n € Ny.
Finalmente, el morfismo 7 : Noy: — Nyy es el morfismo de Di-moédulos izquierdos tal que el morfismo vVrqps = TraYEps :
Ny — N;(q) donde r,s € L(k), a €, T, b € T}, esta dado por:

’Yra,bS(n) = Z T*(S_lw)y[bwa] (P)”
weL(k)
para cada n € Ny (-
Proposicion 9.2. El morfismo 3 es un morfismo de Dy -mddulos izquierdos.

Demostracién. Por linealidad basta probar que si ¢ € L(k) y n € Ny, entonces S(cn) = ¢f(n). Usando la Proposicién se
obtiene:

Ben) =c¢ Z ¢ YpmyBen) = ¢ Z c L™t @ bren)

beTy,reL(k) beTy,reL(k)

=c 3 Ut @b
bETy,rr1,m2€L(K)

=c Z Z ra(re)(ry D () | (r7 ! @ bran)

beTy,r1,72€L(k) \reL(k)

=c Z r-tebrn

bET, reL(k)
= cB(n)
como se afirmaba. O

Lema 9.1. Se tiene ay =0 y v3 = 0.
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Demostracion. Primero veamos que oy = 0. Basta probar que para toda r € L(k), b € Ty, ay&,, = 0. Sean € N, (), entonces

por [0.10y [0.T5
afygbr(n) = Oﬂ‘de’ngr(n) = Z O‘fsaﬂsa’)/gbr(n)

SEL(k),LLEkT

= Z Oégsa'}/sa,br (TL)

s€L(k),a€,T

= Z sas™ (r™ W) Yipuae) (P)(n)

s,2weL(k),a€,T

= Z 5as™ (r~'w)Yjpuae (P)(n)

s,weL(k),a€,T
= Z r_lwaY[bwa] (P)n
weL(k),a€xT
=r 1 Xy (P)n
=0
Veamos ahora que v/ = 0. Basta probar que para toda r € L(k), a €; T se tiene 7,758 = 0. Sea n € Ny, entonces por

Oy PI%
’/Trafyﬂ (n) = ’/Tra’}/ide‘,tﬁ = Z 71—7’(1"}/€bs7rbsﬂ(n)

beTy,s€L(k)

= Z ’Yra,bsﬂ'bsﬂ(n)

bETy,s€L(k)

Z 5" (wr™")Yjpua) (P)(bsn)

bETy,s,weL(k)

= Z Y[bwa](P)bwr_ln
beTy, weL(k)

= Xq-(P)r~'n

=0

1

Lema 9.2. Para cada m € Ny, a €, T se tiene me, o(r—tm) = mpq(m).

Demostracién. Primero notemos que para cada a; € Ty n € Ny(q,):

r () =T (sen) =rTlson= ) ueu( = D G, (W ()

uweL(k) ueL(k)
Entonces:
Tﬁlgsal( ) 715(1165(11 Z galfual )TL) = Z gual (U*(rils)n)
ueL(k) ueL(k)
Ahora sea m € N;,, entonces usando y se obtiene:
Weka(rilm) = Z Wekarilfsalﬂsal (m)

s€L(k),a1€,T

= Y Terabua (W0 8) Mg, (M)

s, u€L(k),a1 €T

Z er(r71s)mea(m)

seL(k)

= Tra(m)
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v el lema se sigue. O

9.1 Premutacién de una representaciéon decorada

Consideremos el algebra con potencial (]-"S(M ), P). Recordemos que:

M =¢eMe, ® Mep,M ® (ekM)* o* (Mek)
P:=[Pl+ > [btsa]((sa)")("(bt)

sa€,T bteTy,

Siguiendo a [I0] y a [18], a una representacién decorada N' = (N, V') del algebra con potencial (Fg(M), P) le asociaremos una
representaciéon decorada i (N) = (N, V) de (Fs(M), P) como sigue. Primero pondremos:

y definamos Nk y Vk como sigue:

ker(a)

N, = ker®) .
N S imly) & im(y)

—im(B)
= ker(B)
Vie= ker(5) Nim(a)

® Vi

Sean

J1 =

Jo : Zm(’y) — Ny, (920)

Jg:‘

J4:Vk—>Nk

las correspondientes inclusiones y sean

II, : N —

Iy : Ny — im(y) (9.21)

II5: Ny —
H4:Nk—>Vk

las correspondientes proyecciones candnicas.

Observacién 9.6. Supongamos que M es Z-libremente generado por My y sea X un S-médulo izquierdo de dimensién finita
sobre F. Para dotar a X de una estructura de Ts(M)-médulo izquierdo basta dar un morfismo de S-médulos izquierdos
M ®g X — X. Sean i y j enteros distintos en [1,7n]. Entonces:

Homp, (e;Me; ®s X, X) = Homp, ((D; ®F e;Moe; @F Dj) @p, €; X, €;X)
= Homp, (D; ®F e;Moe; @ (D; @p, €;X),e;X)
= Homp, (D; ®F e;Moe; @ e; X, e;X)
= Homp(e;Moe; @p e; X, €, X)



CAPITULO 9. REPRESENTACIONES DECORADAS 86

Por lo tanto, Homg (s (M ®sX),s X) = @ Homp(e;Mpe;@re;j X, e; X) como F-espacios vectoriales. Se sigue que un morfismo
i,

de S-médulos izquierdos M ®gX — X estd determinado por una colecciéon de F-morfismos lineales 8; ; : e;Mpe;Qpe; X — e;X.

Entonces para cada ¢ € ey Moer() se tiene un operador multiplicacion cx : X)) — Xy() definido como cx(z) :=

00(0),7’(0) (C & :17)

Por el Lema se tiene que M esté Z-libremente generado por el siguiente Z-subbimédulo:

(M)() = e Moey, & MyerSep My & ek(ON) ® Noeg

Para dotar a N de una estructura de TS(M )-médulo izquierdo N procederemos por casos, dando la accién de cada sumando

de (M)g en N.

e Supongamos primero que i,j # k. Entonces:
ei(ﬁ)oej = €iM0€j D eiMoekSekMoej
Supongamos que ¢ € e;Moe;. Por hipétesis, i, # k y por ende o(c) y 7(c) son ambos distintos de k. Entonces N, (o) = Ny (¢
v NU(C) = Ny(c)- Entonces ponemos c3 = cy. Supongamos ahora que ¢ es un elemento de la Z-base local de e; MoexSer Moe;,
entonces ¢ = p(bra) para ciertos b € T Ne;Mey, r € L(k) y a € T NepMe;. En este caso definimos p(bra)y := (bra)y.

Recordemos que {*b : b € T'} es una Z-base local de ¢N y {a* : a € T'} es una Z-base local de Ny. Entonces {*b: b € Ty} es
un conjunto de generadores Z-libres de ex(*M) y {a* : a €; T} es un conjunto de generadores Z-libres de M*e,. Supongamos
que b = e, (p)be, entonces 7(*b) = o(b). Por lo tanto:

Nip = @ Dy ®F Ny(=p)
bET),
= P Dr ®r Nog)
beTy,
= {Vout
y por ende N;, = Noy:. Un argumento similar muestra que Noy: = Nip.

Se tienen inclusiones:

j : ke’r(’)/) - Nout
i:im(y) = Nin
j' i ker(a) = Nip

y proyecciones candnicas:

m : ker(y) — Ij:j:((;))
ker(a ker(a)

Siguiendo a [10] introducimos los siguientes morfismos, que llamaremos escindantes :

(a) Elijamos un morfismo Dy-lineal p : Noy: — ker(7y) tal que pj = idjep ().
(b) Elijamos un morfismo Dj-lineal o9 : ker(a)/im(y) — ker(a) tal que m202 = idyer(a) /im(y)-

e Supongamos ahora que ¢ # k y j = k. Entonces ei(M)Oek = ¢e;(No)ek. Sea a €, T, entonces 7(a*) =k y o(a*) = 7(a).
Definamos una F-transformacion lineal
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N(a*) : N}c — NT(G,)

como sigue:
N(a*)J; =0
N(a*)Jy = ¢; 1o, 4t
Na') B (9.22)
N(a™)J3 = ¢}, Tepaj 02
N(CL*)J4 =0
donde ¢, = [Dy : F].
e Sea v = iy donde v’ : Nyt — im(7). Supongamos ahora que i = k y que j # k. Entonces:
ei(M)Oej = Ek(oN)ej
dado que j # k entonces Nj = N; = e;N. Para cada b € T}, definamos una F-transformacién lineal:
N( b) : Na(b) — Nk
como sigue:
Hlﬁ(*b) —T1PEbey,
LN (*b) = .
27( ) Y fb K (923)
IIsN(*b) =0
IyN(*b) =0

La construccién anterior dota a N de una estructura de Ts(M)-médulo izquierdo. Para ver que N es de hecho un médulo

sobre el dlgebra Fg(M) basta notar que el Fg(M)-médulo izquierdo N es nilpotente [0, p. 98] y por lo tanto N es anulado
por (M)™ para n suficientemente grande.

Lema 9.3. Sea p: Fs(M); ;. = Fs((uxM);, ;) el isomorfismo de dlgebras dado en el Lema . Sea uw € Fs(M);, 1., entonces
p(u)w = un-.
Demostracién. Primero notemos que Fg(M) = S M ® Fs(M)=2. Sea u € Fs(M);, 1, entonces u = s+m+z donde s € €5,
me M yae (Fs(M)=?), .. Porlo tanto:

plu) = 5 +m + p(2)

Por continuidad y linealidad de p, basta considerar el caso cuando = es de la forma s(z1)zis(z2)...s(x;)z;, donde s(z;) €
L(o(z;)) y ¢; € T. Probaremos el resultado mediante induccién en [. Supongamos primero que 2 = s(x1)x18(z2)ze y podemos
suponer que x18(x2)xe € MoyerSer My, entonces:

p(x) = s(z1)p(z15(2)22)
Por lo tanto
pla)n = s(@1)p(a1s(w2)az)n
como [byrasly = (bgras) N entonces p(bgras)n = byrasn. Se obtiene
pla)n = s(ar)p(ers(za)aa)n
= s(x1)x18(22)T2N
=2an
Supongamos que la afirmacién se cumple cuando la longitud de = es menor que n. En consecuencia

x = s(xy)z18(x2)xs ... s(x—2)xi—os(xi—1)x1—18(2)) 7Y
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Usando el hecho de que p es un morfismo de algebras junto con el caso base [ = 2, se obtiene

(s(z1)

(s(x1)xy ... (wp—2)x1—2)s(x1—1) p(Ti—18(T)) T )N
(s(z1)xy ... s(x1—2)x1—2)s(xi—1)x1-18(2))T;IN
(s(z1)

s(x1)zy ... s(w_2)m_2)n/
donde n' := s(zj—1)zi—18(x))zin. Como s(x1)xy ... s(xi—2)r;—2 tiene longitud menor que I, entonces

p(s(z1)zy ... s(x—2)xi_2)n’ = s(x1)z1 ... s(x)_2)T]_oM’

Por lo tanto

p(z)n = s(x1)xy...s(x1_2)x1_on'
=s(x1)xy ... s(xi—2)xi—as(xi—1)zi_15(x) 21N

=an
de donde se infiere que p(x)n = zn. O
Proposicién 9.3. La pareja iy (N) = (N, V) es una representacién decorada de (Fs(M), P).

Demostracién. Hay que probar que R(P) anula a N. Basta mostrar que (X, (ﬁ))ﬁ = 0 para cada elemento ¢ de la Z-base

local de (M )o. Procederemos por casos.

e Supongamos que ¢ € T N e Myer y sea n € N. Entonces por el Lema (9.3

como N = (N, V) es una representacién decorada de (Fg(M), P), entonces X, (P)n = 0.

e Supongamos ahora que ¢ = p(bra) donde b € Ty, r € L(k) y a €, T. Recordemos que se tiene la siguiente igualdad

X[b'r‘a]*(P) = X[bra]*(p(P)) + Cka*r—l(*b)

donde ¢, = [Dy, : F]. Calculemos ahora la imagen del operador (cya*r~'(*b))7. Sea n € Ny, entonces usando y
el Lema [9.2] se obtiene:

ek N(a*)r "N (*b)(n) = ex N (a*)r~! (=m1p&pe, (1), =7 Eper (1), 0,0)
= cxN(a*) (=17 T1p&be, (n), =17 &pe,, (n), 0,0)
= ey, Mepat (=771 Eper ()
= —Tera (1717 €pe,, (n))
= ~Tra (’Ylfbek (n))
= —Yra,bey, (n)

= _ Z r*(elzlw)Y[bwa](P)n
weL(k)

= Z 7 (W) Ypwa) (P)1
weL(k)
= 7Y*[b'ra] (P)n
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y usando el Lema
(X[bra]*(p(P))ﬁ(n) = X[bm]*(p(P))n = p(Y[bm] (P))n

= Yv[bra} (P)n
De lo anterior se infiere que (X[bm](jg))ﬁ = (Xppra) (p(P))) 5 + (cka*r=1(*b))5 = 0, como se querfa mostrar. Resta probar
que R(P)- N = {0} para el resto de los elementos de la Z-base local de (M)O. Probemos que (X~ (ﬁ))ﬁ = 0 para cada
a €, T. Recordemos que X« = Z Z _1 p(bra). Entonces

beTy reL(k)

<Xa*<ﬁ>>N=(ck 3 r‘l(*bm(bm)) o Y Chplbra)y

beTy,reL(k) N beTy,reL(k)

Sea n € Ny(q). Usando [9.19)y [9.23} se obtiene:

Xo-(P)n)=cr Y. 17t (=m1ppe, (bran), =y &, (bran), 0,0)
beTy,reL(k)

=—c Z 7 1 pEpe,, (bran), Z 17 &e,, (bran), 0,0

beTy ,reL(k) beTy,reL(k)

= —cy, Z Tpr e, (bran), Z 7' e, (bran), 0,0

bET),reL(k) bET),reL(k)

=—c > mp&emeBlan), > A'&rmeBan),0,0

beTy,reL(k) beTy,reL(k)
= —Cg (7('15(0/]1)7 ’ylﬂ(an)a 07 0)
= (0,0,0,0)

por el Lema ﬂ Entonces (Xa*(ﬁ))ﬁ = 0 para cada a €; T. Finalmente, probemos que (X*b(ﬁ))ﬁ = 0 para cada b € Tj.

Recordemos la siguiente férmula: X*(b)(ls) =ck Z p(bra)a*r~!. Sea n € Ny, entonces
a€,T,reL(k)

X(Py=a Y plra)N(a)r'n)

a€,T,reL(k)

=c Y. plra)N (Z JIL(r~'n )

a€,T,reL(k)

Cr Z (p(bra)cl; Tepailla(r™in) + p(bra)cglﬁekaj'ogﬂg(r_ln))
a€,T,reL(k)

Z p(bra)me, oilla(r~1n) + Z p(bra)me, of' oollz(r~tn)

a€rT,reL(k) a€Ty,reL(k)
=b Z TATe,q (7,711—[2(”)) +b Z TATe,q (7”710'2]._.[3(71))
a€,T,reL(k) a€,T,reL(k)
= Z ram.q(Ilan) + b Z ram. (02llz(n))
a€LT,reL(k) a€,T,reL(k)
=b Z aramra(Mon) + b Z &raTrg (02113(0))
a€,T,reL(k) a€,T,reL(k)

= ba(Ilyn) + ba (o2113(n))
—0
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por el Lema Esto prueba que R(]B)N =0. O

Definicién 9.2. Llamaremos a la pareja iz (N) = (N, V) la representaciéon decorada premutada.
Se tiene el siguiente resultado, andlogo al de [10, Proposition 10.9] y [I8, Proposition 12.9].

Proposicién 9.4. La clase de isomorfia de la representacion decorada p(N) = (N,V) no depende de la eleccion de los
morfismos escindantes.

Demostracion. Sea p : Noyt — ker(7y) tal que pj = idyer(4) donde j : ker(y) — Ny es el morfismo inclusién. Supongamos
que existe otro morfismo p’ : Noy¢ — ker(7) tal que p'j = idger(4). Entonces la restriccion del morfismo p’ — p al subespacio
ker(y) es el morfismo cero. Como v : Nyyt — Ny, entonces Nyt /ker(y) = im(y). Consideremos los siguientes morfismos:

ker(y) =2 Nout — Nous/ker(y) 2 im(y)

Por la propiedad universal del conticleo de j, existe un tinico morfismo lineal £ : im(y) — ker(y) que hace conmutar el
siguiente diagrama:

’

~

ker(y) —— Nou: im(7)

v-p -
[
ker(y)

se sigue que p’ = p + £+ para cierto morfismo lineal & : im(y) — ker(7y).

Sea o3 : ker(a)/im(y) — ker(a) tal que mo02 = idyer(a)/im(~)- Supongamos que existe otro morfismo og : ker(a)/im(y) —
ker(a) tal que moof = idker(a)/im(v)- Por la propiedad universal del nticleo de ma, existe un tinico morfismo lineal 7 :
ker(a)/im(y) — im(v) que hace conmutar el siguiente diagrama:

ker(a)‘/im(v)
) .
im(y) ker(a) —————— ker(a) /im(v)

Por lo tanto, 05 = 02 + 7 para cierto morfismo lineal 7 : ker(a)/im(y) — im(7). o
Sea N'(a*) el morfismo definido en con gy reemplazado por o5. Similarmente, sea N'(*b) el morfismo definido en
con p reemplazado por p’. Construyamos un automorfismo lineal ¢ : N — N’ tal que N(a*) = N'(a*)y y Y N(*b) = N'(*b).

Como N, = ]f::((g)) & im(y) IZZ((S‘))

@ Vi, entonces 1 tiene una representacién matricial. Definamos ¢ como:

I m¢ 0 0
|0 I -—-n O
v= 0 0 I o0
0o 0 o0 I

donde I es la transformacion identidad. Notemos que v es invertible. Se tiene:

I mé 0 0
S _ o ‘ 0 I -5 0
N'(a )¢:(0 ck,lwekaz Ckl’iTekaj/O'é 0) 0 0 In 0
0 0 0 I

= (0 ¢ Tepai  —C} 'Tepain + ¢ ' Mepad'oh  0)

(

(0 ¢y 'mepai ¢ 'Mepa(—in+j'oh) 0)

= (0 ¢ Tepal € 'Tera(—in+j'o2 +3j'n) 0)
(

—1 . 1 .y
0 ¢ Tepal € Tepal 02 0)
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Por otro lado

—mi(p ‘|: £ )&bey,
UNCy = | T
0

*Wlp/é.bek
_Pylgbek
0
0

=N'("b)

Sea p: N — N el morfismo definido como pj =idsij#ky g =1. Supongamos primero que a € T, dy € D;(4), d2 € Dy,
y w € Nj. Entonces:
p(dia*dow) = dia*daw
= dlﬁ(a*)(dgw)
= d\N'(a")¢(daw)
= dya”dap(w)
Supongamos ahora que b € Ty, di € D, da € Dy y n € Ny(p), entonces:

@(d1("b)dan) = (d1(*b)dan)
= 1(d1N(*b)(d2n))
= dip(N(*D)(d2n))
= di N'(*b)(dan)
= d1("b)d2p(n)

Por lo tanto, para cada u € Fg(urpM) se tiene un diagrama conmutativo:

P uN
N ——
|+
——
N/

=

N —— N’
Esto prueba que las representaciones ix(N) = (N, V) y (N’,V) son derecho-equivalentes. O

Sea N = (N, V) una representacién decorada de (Fg(M), P). Supongamos que existe un isomorfismo de dlgebras ¢ :
Fs(M) — Fs(M') tal que ¢(P) es ciclicamente equivalente a P’ donde P’ es un potencial en Fg(M’). Por el Teorema
R(P') = R(¢(P)) = ¢(R(P)). Usando la representacién N = (N, V) construimos una representacién decorada N = (N, V')
de (Fs(M'),p(P)) como sigue: ponemos N = N como F-espacios vectoriales y dado u € Fs(M') y n € N definimos
usn = Y(u)n. Claramente R(P’ )J/\}' = 0. Cuando sea necesario enfatizar la dependencia del morfismo ¢, denotaremos N
por N =¢"" N.

Proposicién 9.5. Sea ¢ : Fg(M) — Fg(M) un automorfismo unitriangular y sea N = (N, V) una representacién decorada
de (Fs(M), P) donde P es un potencial en Fs(M) tal que exPe, = 0. Entonces:

(a) Eziste un automorfismo unitriangular ¢ : Fs(uprM) — Fg(uprM) tal que p(piP) es ciclicamente equivalente a pu(p(P)).

(b) Eziste un isomorfismo de representaciones decoradas 1 : [ig(N) — fn(N).
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Demostracion. Notemos que (a) es consecuencia inmediata del Teorema Probemos (b). Sean &, By 4 los morfismos
asociados a la representacién N. Recordemos que T = {sa : a €, T,s € L(k)} es una S-base local para (exM)s. Se tiene
que p(sa) = Z 7a1Cra, s Para ciertos elementos Cra, sq € €r(ay)Fs(M)er(q)-

reL(k),a1 €T
Definamos C' : N;;, — Ny, como la F-transformacion lineal tal que para toda r,s € L(k), a,a1 € T, el morfismo :

Tra, Csa NT((I) — N‘r(al)
estd dado por
Tray Csa (n) = ‘Pil(cml,sa)n

para cada n € N,(,). Veamos que &C = a. Basta probar que para toda a € T,r € L(k) se tiene 6C&.q = rq.
En lo que sigue, dado h € Fs(M) y n € N entonces h *n = ¢~ (h)n denota el producto en N.

Se tiene:

0Cta(n) = Y &&ayTsa; Cra(n)

s€L(k),a1€,T

Z &§5a1 (<P_1(Csa1,Ta)n)

s€L(k),a1€,T

= Z say * (p—l(csal,ra)n

s€L(k),a1€,T

—1
"2 g Salcsal,ra n

se€L(k),a1€,T

=" (p(ra))n

=ran

= ara(n)
y por lo tanto &C' = a. De esto se infieren las siguientes igualdades

ker(a) = C~ ' (ker(d))

im(a) = im(&) (0.24)

Similarmente, para cada b € Ty, y s € L(k):
(p(bS) = Z Dbs,blrblr

reL(k),by €Ty,

para ciertos Dys p,r € €o(5)Fs(M)eq (b, ).

Entonces existe una F-transformacién lineal D : Ny — Noyt tal que para toda r,s € L(k), b,by € Ty, se tiene:
7Tbngbl?“(n) = wil(Dbsybl"‘)n

para cada n € Ny(,). Veamos que DB = (. Basta probar que para toda b € Ty, s € L(k) se tiene WbsDB = mps3. Sean € Ny,
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entonces

WbSDB(n) = Z 7TbsD£b1r7Tb1TB(n)

reL(k),bi €Ty,

- Z ¢_1(Dbs,b1r)((b1’l“) *n)

reL(k),bi €Ty

= Z ‘P_I(Dbs,blr)@_l(blT)n
reL(k),b1 Ty

—1
=@ E Dbs,bﬂ'blr n
reL(k),bi €T

= o Hp(bs))n
= bsn

= 71—bsﬁ(n)
Por lo tanto, DB = 3, como se afirmaba. En consecuencia

im(8) = D(im(83))
ker(3) = ker(3)
Lema 9.4. Se tiene la igualdad 4 = CvD.
Demostracion. Recordemos que se tiene un isomorfismo de dlgebras:
p:Fs(M) . — Fs((M)y 1)
podemos considerar a p como monomorfismo
p: efkfs(M)efk — efkfs(ukM)efk
Por la Proposicién [8.0] se tienen isomorfismos de dlgebras:
¢ : Fs(M) — Fs(M)
@ Fs(urM) — Fs(puM)
donde M := M & (egM)* ®* (Mey) v
ine 2 Fs(M) — Fs(M)

iﬂkM : fs(,dkM) — fs(M)

son las inclusiones. También se tienen diagramas conmutativos

Fs(puM) —2— Fs (M)

J,iﬂk M lek M

Fs(M) —2— Fs(M)
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Veamos que el diagrama anterior induce un diagrama conmutativo

Fs(M);,; — Fs((ud); ;)

J@ P

Fs(M);,;, — Fs((u); 1)

En efecto, por un lado i,, mpe = inmg y por otro lado
ileM@p = ¢7;ukMp = ¢ZM =1ipp

como 4, \s es inyectiva entonces pp = @p.

Sea A : Ts(upM) — Ts(upM) ®z Ts(ueM) la derivacién asociada a Ts(ugpM). Definamos los siguientes morfismos:

p* e Ts(M) — Ts(urM)
"p: Ts(M)ey, — Ts(urM)

como p(2) = p(26) ¥ *p(2) = pliz).
Lema 9.5. Para z € Tg(M); ;, se tiene Ap(z) = (pF @ (Fp)A(z).

Demostracion. El Ts(jup M )-bimédulo Ts(pupM) @z Ts(purM) es un Ts(M);, ;-bimédulo a través del morfismo p. Se tiene que
A es una Ts(M) i i-derivacion, p* @ (¥p) es un morfismo de Ts(M); ;-bimédulos y A es una derivacién de Ts(M). Por lo

tanto, Ap y (p* @ (¥p))A son derivaciones de Ts(uM). Como Ty (M)}, ;, estd generada, como F-algebra, por €S, e Moey y
MyDy My, entonces basta probar la igualdad para z € €5 U e, Moer U Mo Dy M.
Si z € €35, entonces:

Ap(z) = 1@ p(2) = p(2) @ 1 = 6 ® p(2) — p(2) @ €. = (p" @ (Fp))A(2)
Si z € e, Myéy, se tiene:
Ap(z) = 1@ p(2) = 6, @ p(2) = (0* @ (Fp))A(2)
Para z = mirms con my € exMpeg, r € D, y mao € e Myéyg, se tiene:

Ap(mlrmg) =1® p(mirme) = € ® p(mirms)

y
(0" ®@" p)A(mirms) = (p* ( p))(A(mi)rma +miA(rmz))
= (p" @" p)(1 @ myrma + m1 ® rmy)
= ® p(mlrmz) +miei, ® ("p(rmsz))
= ¢ ® p(myrms)
lo que completa la prueba del lema. O

Lema 9.6. Para oo € Tg(M);  y z € Fs(M);, ;, se tiene:
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Demostracion. Se puede verificar que si la igualdad se cumple para toda « y para cada z, y para toda 3 y para cada z,
entonces se cumple para toda af y para cada z. Por lo tanto, basta probar la igualdad para « € €;5 U e Moéer, U MyDy Mj.
(i) Supongamos primero que « € €;.S. Se tiene

(0" @ (*p))A()0p(2) = (0" © (*p)) (1 © a —a®1)0p(z)
= (€x ® p(a) — p(a) @ €x)Op(2)

= cyc(p(a)p(z) — p(2)p(a))

= p(eyc(az — 2a))
P (A(@)02)

(ii) Si v € e Myeg, entonces

(0" @ (")) A(@)0p(2) = (p* @ (Fp))(1 ® a)Op(2)
= (ex ® p(a))0p(2)
= cyc(p(a)p(2))
= p(cyc(az))
= p*(A(@)02)

(iii) Finalmente, si « = mirms donde my € e Myey, r € Dy, y mo € ex Myey,, entonces:

(0" ® (*0)) A(mirma)0p(z) = (o ® (%)) (1 ® marms +my ® 11m2)0p(2)
(ex ® p(mirm2))Qp(z)

cye(p(mirmez))

= p*(A(mirms)02)

Uniendo los resultados del Lema [0.5] y Lema [0.6] se infiere el siguiente
Lema 9.7. Sea a € Ts(M); ; y z € Fs(M);, ;.. entonces:

Ap(e)0p(2) = p*(A(a)02)
Sean r,s € L(k),a €, T y b € T. Sean € Na(b), entonces:
ﬁsa,br(n) = Z s*(r_lw)sa_l (Yv[bwa]((p(P))) n.
weL(k)

Se tiene

Ademés X(pq)- (P(p(P)) = lim Z,, donde:

uU—» 00

Z, = Z Z sp(bwa)) ( (@(c )<u+1)<>¢’(Xc* (P(P))) s

SEL(o (b)) ceTy 4

Sea v un entero positivo arbitrario y sean «, 8 € Fs(M). Escribiremos o = 8 (v) si @ — 8 € Fg(M)~?. Claramente para
toda a € Fg(M) y cualquier entero positivo v, se tiene a = o= (v).

Notemos que si h € Ts(M)>" y z € Fg(M), entonces A(h)Qz € Fs(M)~". Por lo tanto, si o, € Tg(M) y a = 8 (v),
entonces A(a)0z = A(B)0z (v) para toda z € Fg(M).

Sea h € Fs(M); ;.. Probemos que:
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p(h=2"+3) = p(h)="+1 (v +2)

96

En efecto, como h — h=2V+3 € Fg(M)Z2v** entonces p(h) — p(h=2"+3) € Fg(u,M)Z"*2, de donde p(h) = p(h=2"+3) (v + 2).

En consecuencia, p(h) = p(h)SUt! (v +2).

Sea v > 0 tal que Fg(M)=YN = 0. Para cada i > 1 se tiene Z,; — Z, € Fs(uxM)=*! y por ello
e p N Zowi) =07 07 (Zy) (04 1)
luego
lim o~ p~H(Zu)n = ¢ ' p~ (Zu)n
U—r 00

Definamos

W(c)zsolpl( > Gplbwa))” (A@E=)04(Xe (0(P)))) ) n.

s€L(o(b))
Establezcamos el siguiente lema.

Lema 9.8. Sic € e, Mye, NT, entonces W(c) = 0.

> Gspwa))” (Alp(p(0)=2)0gp(X - (P))) ) n

(sEL(a(b))

> (Gpwa)) (Alp(p(0)=2)0pp(Xe- (P))) ) n

s€L(a (b))

Usando el Lema [0.7] se infiere que

W(c)zwlpl( S (splbwa))* (o (A<¢<c><2”+3><>w<xc*<P>>>>s)n

se€L(o(b))

Sea z = @(X¢+(P)). Entonces W (c) es una suma de elementos de la forma:

o ip7t ( Z (sp(bwa))* (p" (A(my ...oy7)02)) s) n

se€L(o(b))

donde my,...,m; € SMy y r € 5.

Entonces
Z (sp(bwa))* (p* (A(my...myr)0z)) s
s€L(o(b))
es igual a

Z (sp(bwa))* (pk (A(my...m)r0z))s+g

s€L(o (b))
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donde

g= Z sp (bwa)) pk (my...mA(r)0z)) s
= Z sp (bwa))* (rp(cyc(egzmy ...my)) — p(cyc(exzmy ...my))r) s
€L(o(
Usando el Lema [5.1] se deduce que g = 0. Por lo tanto:

W(c)=¢ tp! Z (sp(bwa))* (pk (A(my...my)0rz))s | n

s€L(o(b))
entonces W(c) es una suma de elementos de la forma:
o o7t ((sp(bwa))* (p(exmy .. .myrzmy ...m;_1))s)n
Si i =1 entonces z = Z zizy donde z; € € M; en cuyo caso
(sp(bwa))*(p(egmuregzmy ...my_1)) = (sp(bwa))* (p(epmyr)p(érzmy ... mi_1€x)) =0
luego W(c) es una suma de elementos de la forma

et ((sp(bwa))* (p(€xmimiya) plazB))s) n

donde m;m; 1 € MepM. Se sigue que W (c) es una suma de elementos de la forma ¢~ (a)p = (2)p =1 (B)n.

X+ (P), entonces W(c) € R(P)N =0, lo que termina la prueba del lema.

De lo anterior se obtiene la siguiente férmulas:

() 07 (Yipwa) (p(P))n = ¢~ p~ 1 (Z})n
donde

7 = Z Z (sp(bwa))* (A(@(p(bﬂ”al)))§1)+1<>¢(Xp(b17“a1)(p(P)))) s

s€L(o(b)) b1 €Ty, reL(k),a1€,T

S 3 spbwa)) (A@(p(bi7a)) =108 (Ve (P)) ) s

s€L(o(b)) biray

Z Z sp(bwa)) ( (pcp(blral))<”+1<>ps0( b17-a1](P))> S

s€L(o(b)) biray

asi que en (*) podemos reemplazar Z, por el término:
S Gplbwa) (Alpleiran) = ) 0pe (Vs (P)) 5
birai s€eL(o(b))

Usando el Lema se obtiene:
S (splbwa)” (0 (Alp(brrar) =200V ran (P)))) s

biray seL(o(b))
y el tltimo término puede ser reemplazado por:

D> (splbwa)) (0" (Alp(bir) =2 0(a1) =) 00(Yibyra,) (P)))) 8

biray s€eL(o(b))

Como ¢~1(2)

97
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el cual a su vez puede ser reemplazado por S = 57 + So, donde:
Si= Y Y (splbwa)” (p* (Alp(br1) =)0 (rar Yy, ray) (P)))) s
s€L(o(b)) biray

Sa= > > (splbwa))* (p* (Ale(a1)=2"F)00(YVipyray) (P)br1))) s

s€L(o(b)) biray
Usando [9.7] se obtiene la igualdad:
Sa= ) D (sp(bwa))” (p* (Alp(a)=*"**)0p(Xa; (P)))) s

s€L(o(b)) a1
de donde:
7 (Vpwa ((P)))n = @~ p 7 (S)n + 07 p ™ (S2)n
(i) Veamos que ¢~ 1p~1(S3) C R(P).

Sea z = ¢(X,: (P)), entonces ©(a1)=?"*3 es una suma de elementos de la forma my ...mt donde m; € SMy, t € €.S. Por

lo tanto, S es una suma de elementos de la forma:
(sp(bwa))*(p(exm; ... mytzmy ... m;_1)€x)s
Si i =1, entonces (sp(bwa))*(p(€xmy ... my...m;i_1)€x)s es igual a
(sp(bwa))*(p(exmyer)p(extzmy ... my_1)ex)s =0
Si @ < [, entonces
(sp(bwa))*(p(exgmy; ... mytzmy ... m;_1)ex)s = (sp(bwa))* (p(exmy ... my)p(tzmy ... mi_1€;))s

Se sigue que Sz es una suma de elementos de la forma p(azf), asi que ¢~ 1p~1(S2) es una suma de elementos de la forma
e )™ (2)¢ 1 (B). Como ¢~ (2) = Xa: (P), entonces ¢~ 'p~!(S2) € R(P). Esto termina la prueba de (i).

De lo anterior se infiere la igualdad ¢~ (Yjpuwa) (¢(P)))n = ¢~ 1p~ 1 (S1)n.

(ii) Probemos que ¢~ 1p~1(S1) = vy + 1o, donde v; € R(P) y vy es una suma de elementos de la forma:

Z Z(sp(bwa))*p(e_kmi T2, T M;_1€L)S
s€L(o(b)) ra1
donde 2, = cp(ralY[blml](P)).
Notemos que cp(b1)§2v+3 es una suma de elementos de la forma mims...m; donde my,...,m;_1 € SMy 'y m; € exMey.
El elemento ¢(b1) es una suma de elementos de la forma my...m; donde my,...,m;_1 € SMy y m; € é,Mej. Entonces
@ 1p71(S)) pertenece al F-espacio vectorial generado por ¢~ !p~1(T;) donde T; es el F-espacio vectorial generado por ele-
mentos de la forma:

u; = Z Z(sp(bwa))*p(efkmi Y2y, T .M_1€L)S
se€L(o(b)) Ta1

Veamos que si i < [, entonces ¢~ 1p~1(T;) C R(P). Se tiene:
u; = Z (sp(bwa))* (p(epm;...mi—1)) p(mywp,my ... M;_1€)S
se€L(o(b))
donde wy, = (P(Xb’f(P))'
Se sigue que wu; es una suma de elementos de la forma p(awy, 3) vy por ende ¢~ 1p~1(u;) es una suma de elementos de la

forma o~ (a) Xp: (P)o ™" (8). Esto completa la prueba de (ii).
Se tiene
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(p(bl) = Z Dbl,b’r’b/'r/

b'r!
entonces
(p(bl)§2v+3 — Z(Dbl,b’r’)g2v+2b/7’1
b'r’
Ademas

p(ra)) = g r"a' Crrrgr ray

r'al

ZT‘al = Z T/,a/Cr”a’,T‘al ()0(}/[1317'@1] (P))

r'al

Por otra parte, (D, ) <2°*2 es una suma de elementos de la forma myms ... m;_1s” donde cada m; € SMy y s” € L(a(b')).
Entonces, ¢(b1)<?*T3 es una suma de elementos de la forma mymsy ...m;_15"b'r’.

En lo que sigue, pondremos z(bi17a1) = @ (Y[, ray])-

De lo anterior se infiere que ¢! (Yjpuq)(2(P)))n es una suma de elementos de la forma:
) Y o (s p(bwa))* (p(exH)))
b sl s et
donde:
H =s"br"r"a'Crrar rayz(birar)my .. .my_18'n
= Z s"Vwi (r' " w1 Crrgr pay z(birar)my . ..my_18'n

wy €L (k)

Los términos no-nulos de () son aquellos con s’ = s”, b =¥, o’ = a, w; = w. En consecuencia:

o7 Yiowa (p(P))n=" > " (r'r")o ™ (Crranar)Yipihar) (P)e ™ (Day v

h,r’, v a1,b1
Luego:
Fsapr(n) = D 8 (7 w)e ™ (Vpwa) (9(P)))n
weL(k)
= Z S*(T'illl))w*(TIT/I)(P71(Cr”a,hal)}/[blhal](P)Soil(DblvbT’)n

w,h,r’,r" a1,b1

= Y 50T ww ()T (Coraan) Yierha (P)e ! (Do o)

w,h,r’,r" a1,b

St DD wi(rw | @ (Crrannan ) Yipahar) (P (D )
h,r’ ' a1,by weL(k)

= Z 3*(Tﬁlr/rﬁ)ipil(CT”a,hm)Y[blhal](P)<P71(Db1,br’)n
h,r’,r'" a1,b1
Por (iii) de la Proposicién [8.1| y (iii) de la Proposicién se cumplen las siguientes igualdades:
QP_I(CT”a,hm) = Z (r/,)*(hu)@_l(cua,m)

ueL(o(a))

o (Do) = > ()W) (Do)
veL(T(b1))
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de donde
Ysa,or (1) = > s (r= ") (") (hw) o™ (Cua,an) Yipshar ] (P) () (0) ™ (Do, o)

h,r',r'" ay,b1,u,v

= Y SR ()97 (Cuaed) Yieha) (P)e” (Do po)n

h,r",a1,b1,u,v

= Y s vhw)e (Cuaan)Yibhan (P)9 " (Do o)

h,a1,b1,u,v

Por otro lado, usando nuevamente (iii) de la Proposicién y (iii) de la Proposicién se ve que la entrada (sa,br) de
(C~yD)(n) estd dada por

Yoo )T RS (w0 e (Cuasan ) Yibinar) (P)e ™ (Diy o)

s’ t' h,a1,b1,u,v
Usando [0.4] se tiene
o)) st (Suyrt ) = Y ST (()T((#) T h)s"u) (vt

s’ t' h,u,v st/ h,u,v

= Z vhu

hyu,v
lo que implica que 4 = CyD, completando la prueba del Lema [9.4]
De la identidad 4% = CvD se deducen las siguientes igualdades:
ker(7) = D(ker(9))
im(v) = C™'(im(%))
Terminemos la prueba de la Proposicién Establezcamos una equivalencia-derecha (,1,n) entre las representa-

ciones ug(N) y (./\7 ) Primero, definimos @ : Fs(urM) — Fs(urM) como la equivalencia-derecha entre las dlgebras
(Fs(ueM), ueP) y (Fs(uxM), ure(P)) dada por el Teorema Sea fin(N) = (ﬁ, ?) Si i # k, entonces N; = N; y:

(9.26)

ker(oc

im(%) @ Vk

o ker(®) nioca
Ny = m(3) @ im(9y) ®

Para cada i € {1,2,3,4}, sean J; y II; las correspondientes inclusiones y proyecciones asociadas a N r andlogas a las dadas en
y Se tienen también inclusiones:
J i ker(§) = Nowt

y proyecciones:

_ o ker(9)

71 : ker =
1 () — im(3)

— ker(d ker(&)

Como 4 = CyD entonces 4D~! = C. Por lo tanto, D~! induce un isomorfismo
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D!t ker(y) — ker(4)

tal que ijl = D7'j. Adem4s, D! envia im() en im(ﬁ). En consecuencia, D~! también induce un isomorfismo

—1 . ker(y) ker(%)
D im(B) im(3)

tal que D 'm = T Dy L Por otro lado, el isomorfismo C induce un isomorfismo

Cy :im(y) = im(5)
tal que iC7 = Ci. La igualdad &C = a implica que C' también induce un isomorfismo C5 : ker(a) — ker(&). Se sigue que

existe un isomorfismo

Q . ker(a) _> ker(&)

©im(y) im(¥)

tal que Cmo = o Cs.

~

Para construir la representacién py (V) elegimos los siguientes morfismos escindantes:

Pp=D7'pD : Npu — ker(%)

Ker(a
Ty = CyooC 1 'er(ix) — ker(&)
im(9)
Se tiene pj = idyer(5) ¥ T202 = idxer(a), im(5)- Definamos
Y:N = ﬁ

como sigue: si i # k entonces 1; : N; = N; — N; = N; es el morfismo identidad; en otro caso:

1/}k : Nk — Nk
es el morfismo tal que para cada i # 7, ﬁiwaj =0y

My Ji =D

oty do = C4

sy ds = C

Myt Js = idy,

Veamos que para cada z € T y n € Nr(zy:
wa(z) (Zn) = @(2)11[}7'(2) (TL)
Supongamos primero que z = a* donde a €, T'. En este caso 7(z) = o(a) =k y o(z) = 7(a) # k. Por la Proposicién

Play=" Y (CNawait™

teL(k),a1 €T
de donde

N@@)= > (C ata * Nap)t™?

teL(k),a1€T
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donde * denota la accién de Fs(M) en N. En este caso hay que probar la siguiente igualdad:

Por un lado, N(a*)J; = 0. Por otro lado:
N(@(a"))uny

3> (C Y asay ¥ N(ai)t

a1€,T teL(k)

= Z (Cil)a,ml * N(ai)tiljlﬁﬂ/’kﬁ
a1€,TteL(k)

= Z (CYastay * N(a})Tot ™ Tt Jy = 0
a1€xT teL(k)

y por ende N(a*)J; = N(3(a*))hJ. Consideremos ahora N(a*).Jy. Por se tiene N (a*)Jy = ¢; ' Tepal

RE@N o= 3 (C s * N Tt
a1€,TteL(k)

= Z (C™Vastar * N(ai) Tt Tty
al GkT,tGL(k)

-1 —1 = 1T
= § (C™ N astar * €, Tepayit™ 1oty Ja
a1€xT teL(k)

~1 —1 =1
= E (C )a,tal *Cp Megay Ut C1

a1€,T,teL(k)

- CI:1 Z (Cil)a,tal * ﬂ-ekaltilci

a1€ T teL(k)

= 021 Z (Cil)a,tal * Tya, C

a1€, T teL(k)

= CI:1 Z ‘pil((cil)a,tal )ﬂ'tal Cgrazﬂ'ragi

a1,a2€,T,rteL(k)

0131 Z 30_1((0_1)a,ta1)‘P_l(ctahraz)wrazi
ay,a2€,T,r,te L(k)

clzl Z (‘D_l ((C_l)a,talctal,raz) 7T7‘a2i

ay,a2€LT,rteL(k)

-1 .
=, Tepal

Por lo tanto, N(a*)Jy = ﬁ(@(a*))wkb. Para J3 se tiene N (a*)J3 = ¢; ' Tepad' o2 y

N(B(a")wrs = > (€ Naa, * N(a}) Tt~ st s
alekT,tEL(k:)

= Y e ((C Natar) T, j72C

ar€x T teL(k)

= C;ZI Z (p_l ((C_l)a,tal) 7rta1 Cj/JQ

ar€x T teL(k)

= Clzl Z 90_1 ((C_l)a,tal) Wtalcfra{]rrazjloé

a1,a2€,T,t,reL(k)

= ‘31;1 Z 9071 ((Cil)a,tal) @71(Cta1,ra2)ﬂra2j/02

ay,az€T,t,reL(k)

-1 -/
= Ck Teral 02
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(9.27)

. Por otra parte:
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y
Nelaeds= > (C Naa, * N(a})Tat TythyJy = 0.
a1 €T teL(k)

lo que prueba
Supongamos ahora que z =* b donde b € Ty,. En este caso 7(z) = a(b) # k y o(z) = 7(b) = k. Por la Proposicién
peyy= > D e

’I‘EL(k)) b1 €Ty

Hay que probar la siguiente igualdad

UeN(*b) = N(B(*D)) (9.28)
Por un lado, ¢, N (*b) = I 4px 1IN (*b) = —D ‘71 ppe,.. Por otro lado:
LN (3(*)) = > P LN () e (D7 byrs)

by €Ty, reL(k)

= Y T EBe e (D)

T‘EL(k),bl €Ty

Z N -1
- - 7Tlp£b1 rTThy 7'D gbek
reL(k),bi €Ty,

= —T1PD " &pe,

= —mD;'pDD &,

= —71D7 ' pee,

= =D~ ' 11p&pe,
lo que implica

Ly N(*b) = TN (B(*b))
Consideremos ahora el morfismo:
Yt Noyy — im(7)

donde 4 = ﬁ\’ . Ahora consideremos II5. Se tiene:

Mot N (*b) = oty LI N (*b) = —C17/ &pe,

LN@CY) = > TLNCh)e (D7)
reL(k),b1 €Ty

== Y T (D )

TEL(k),bl €Ty

= - Z :Y\/Tilgbleksail((Dil)blﬁb)

TEL(]C),bl €Ty

= - Z 7/§b1T7TblTD71§bek

TEL(k)7b1 €Ty
-1
= *VID gbﬁk
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Ademads:
IC1Y €per, = CirY'€pey, = CYEper, = D bpey, = 17/ D™ 6,

Como i es inyectiva, entonces C19'&pe, = 7' D™ &pe, . En consecuencia:

Ly N (*b) = TLN (3(*b))

Finalmente:

390 N (*b) = T3¢y J3II3N (*b) = 0

LN@ECb) = >, r TNCb)e (D7) p) =0
reL(k),bi €Ty,

Myt N(*b) = Mgty JallaN (*0) = 0

MN@CD) = Y. v TLNCb)e (D) =0
TEL(k),b]ETk

lo que completa la prueba de la Proposicién [9.5] O

Teorema 9.1. Sea ¢ : Fs(My) — Fs(M) un isomorfismo de dlgebras con @5 = ids y sea N' = (N,V) una representacion
decorada de (Fs(Mi), P) donde P es un potencial tal que e Pey, = 0. Entonces eziste un isomorfismo de dlgebras:

¢ Fs(peMy) — Fs(puM)
que satisface las siguientes condiciones:
(a) ¢(uxP) es ciclicamente equivalente a ux(p(P)).

(b) Eziste un isomorfismo de representaciones decoradas v : jir(N) — /7;;(/\7)

Demostracién. El inciso (a) es consecuencia inmediata del Teorema Notemos que ¢ es igual a la composicién de un
isomorfismo de dlgebras Fs(M;) — Fg(M), inducido por un isomorfismo de S-bimédulos My — M, junto con un automorfismo
unitriangular de Fg(M). Por la Proposicién basta probar el resultado cuando ¢ es inducido por un isomorfismo de S-
bimédulos ¢ : M7 — M. Sea T7 un conjunto de generadores Z-libres de M7 y sea T un conjunto de generadores Z-libres de
M. Asociada a la representaciéon N se tienen los siguientes Dy-médulos izquierdos:

Niln = @ Dy ®F NT(a)
a€rTh

Nolut = @ Dk QF Na(b)
be(T1)x

y asociada a la representacion N también se tienen los siguientes Dj-modulos izquierdos:
Nip = @ Dy ®F Nr(a)
ac,T
Nouw = €D Dr ®r Ny

beTy,

Sean v; : NL ., — Nl oy : Niln — Ny, B1: Ny — N}, los morfismos asociados a la representacién Ny 7 : Nout — Nin,

out m?
o : Ny, — Ny, B: N — Ny los morfismos asociados a la representaciéon N.

Para cada a; € Ty, r € L(k) se tiene:

(b(ral) = Z Tlacr’a,ral

r'€L(k),a€,T



CAPITULO 9. REPRESENTACIONES DECORADAS 105

Para cada by € (Th)k,t € L(k) se tiene:
(bit) = Z Dy, 1 b bt

bET, t' € L(k)

donde Crgrays Doytper € S. Sea C : NY — Ny, la F-transformacién lineal tal que para cada r,r’ € L(k), a,a; € T, el
morfismo:

ﬂr/acfral : Nr(al) — Nr(a)
estd dado por mqC&rq, (n) = Cpg re,n. Similarmente, definimos D : Nyt — N, L. como la F-transformacién lineal tal que
para cada t,t' € L(k), b,b; € T}, el morfismo:

Tyt D&t * No)y = No(by)

estd dado por 7y, D€y (n) = Dyt pr .

Veamos que aC' = a1, DB = 31. Sea n € N;(,,), entonces:

O‘Céral (Tl) = Z (157'/11’777“’(1’05?111 (n)

rla’ €Ty

= Z ot (r'a’Crigr pay ) n = gb*lqﬁ(ral)n

r'a’ €Ty

=rain = a1&rq, (N)

de donde aC' = ;. Supongamos ahora n € Ny ), b1 € (T1)r v t € L(k), entonces:

Tt DB(n Z Tyt D o B(10)

bt' €Ty,

Z Dy, .0t ( (bt )n)

bt/ETk

=¢! Z Dy, 1. p:bt'n

bt’ €Ty,
= ¢ 'o(bit)n
= bitn = my,¢P1(n)

luego DB = ;.
Veamos ahora que 4 = Cy;D. Sean br € Tk, saep T y n € Nyp). Se tiene:
Fsapr(n) = D 8 (7 w)e ™ (Vpwa (9(P)))n
weL(k)
También:
9071 (Y—[bwa](ﬁp(P))) = @71/)71 (X[bwa](psa(P))) = Piliﬁil (X[b'wa](@p(P)))
Sea
= {p(Cl) €T N e_lee_k} U {Cf{ a1 €k Tl} U {*bl 1 by € (Tl)k} U {p(b17’a1) 1 b € (Tl)k,al S92 Tl,r S L(k)}

el conjunto de generadores Z-libres de p;M; asociado a T7. Similarmente, sea T* el conjunto de generadores Z-libres de pi M
asociado a T'. Entonces

X @P)) = S 3 (splbwa)) (A(e)02(c)s

s€L(o(b) ce(y)! |
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donde 2(c) = 3(Xc(p(P))).

106

Los elementos del conjunto (Tl) ;. son elementos de la forma p(c1), donde ¢; € Ty N €xMéx, o elementos de la forma

p(biray), donde by € (Th)g, a1 €k Tl, re L(k). Calculemos W(cy) donde ¢y € Th NexMey.

Wier)= > (sp(bwa))*(A(gp(c1))0z(p(cr))s

seL(o(b))

Entonces ¢p(c1) = p(p(c1)) = p(d(cr an ¢i)t; donde r;,t; € Sy ¢; € TNepMéy.

7

Usando el Lema [5.1] se obtiene:

=3 > (splbwa))” (Alp(e)0tiz(plen))ri) s

i s€L(o(b))

=Y > (sp(bwa))* (p(ei)tiz(pler))ri) s = 0.

i se€L(o(b))

Por lo tanto

Xpwa@(0(P)) = > D (sp(bwa))*(Agp(biha1))0z(p(brhar)))s

SEL(U(b)) biha;

B(p(brhar)) = pelbihar) = p(é(b)othar) = 3" (@) ('r") Doy by p(6'w' ") Crrrar iy

b el w!
Usando nuevamente el Lema [5.1] se obtiene:
Xipwal (¢(p(P))) = > (sp(bwa))” ((w')*(r'r")p(b'w'a”)Crorarr pay 2(p(brhar)) Dy, pr) s
s€L(o(b)),bihar,b ', r'" a’ w'
En consecuencia
X[bwa] (@(p(P))) = Z W*(T/TI/)CT”a,halZ(P(blhal))Dbl,br’
bihay,r!r'

Notemos que

z(p(brhar)) = G(X(byhar] (P(P))) = Gp(Yipsha) (P)) = po(Ypyhar) (P))
esto da la igualdad

Xpwa) (P(p(P))) = pp > w(r'r")Crrana, Yipshar) (P) D, o

bihay,r’ v’
Por lo tanto

Asapr(n) = Z 5" (r~tw) Z w*(r'r")Crrra,hay Yibs hay) (P) Dby o
weL(k) bihay,r’ v’

= Z s*(r= v )Crrra hay Yibr hay) (P) Doy

’ 1"
bihai,r’,r

Un argumento similar al dado en la prueba del Lema muestra que Jsq,5r(n) s igual a (Cy1D)sq.pr(n). La construccion

de la equivalencia-derecha deseada es andloga a la dada en la prueba de la Proposicién

O

A continuacién se presenta una proposicién que extiende los resultados dados en [I0, Proposition 10.10] y [18, Proposition

12.10].
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Proposicion 9.6. La clase de equivalencia-derecha de la representacion jig(N) estd determinada por la clase de equivalencia-
derecha de la representacion N .

Demostracion. Sea N'= (N, V) una representacién decorada de (Fs(M), P) y sea N' = (N’, V') una representacién decorada
de (Fs(M'), P"). Supongamos que dichas representaciones son derecho-equivalentes, entonces existe un isomorfismo de dlgebras
¢« Fs(M) — Fs(M'), con g = ids, tal que o(P) es ciclicamente equivalente a P’. Recordemos que asociada a la
representacion decorada N' = (N, V) se tiene una representacién decorada N = (]v, V) de (Fs(M'),o(P)) donde N=N
como F-espacios vectoriales, y para cada u € Fs(M') y n € N ponemos u *n := ¢~ (u)n. Sea 1 : N — N el isomorfismo
de F-espacios vectoriales inducido por la equivalencia-derecha entre N' y N’. Notemos que 1) es un isomorfismo de Fg(M’)-
médulos izquierdos ya que si u € Fg(M') y n € N entonces ¢(un) = (o~ (u)n) = (o~ (u))(n) = uth(n). Veamos ahora
que:

(a) fin(N) es derecho-equivalente a fig (N).

(b) ux(N) es derecho-equivalente a jux(N”).

Notemos que (a) se sigue del Teorema Probemos (b). Consideremos los potenciales ciclicamente equivalentes ¢(P) y
P’ en Fs(M'). Por la Proposicién se tiene que uk(p(P)) es ciclicamente equivalente a i P’, en particular ug(o(P)) es
derecho-equivalente a ju, P’ a través del morfismo identidad idzg (., ar/)-

Se tiene que ¥ induce los siguientes isomorfismos de F-espacios vectoriales:
Yi s Nin — N,
n ’
1/}0 : Nout — Nout
Sea p =1~ : N’ — N, entonces p también induce isomorfismos de F-espacios vectoriales:
!/
pPi - Nzn — N’in
!
po: N,

out

— Nout

Sean vy, : N, — Nj y p : Nj, = Ny, los morfismos inducidos por ¢ y p. Entonces se tienen las siguientes igualdades:

Yo = 0/1/31'
B = o
S
wwl =710 (9.29)
pra’ = ap;
ﬁpk = poﬁ/
piY’ = Vpo

Notemos que t; induce un morfismo ker(a) — ker(a/) y p; induce un morfismo ker(a’) — ker() tal que p; = (i) L.
Por lo tanto, ¢; induce un isomorfismo entre ker(a) y ker(o/). Similarmente, ; induce un isomorfismo im(v) — im(y'), 1o
induce un isomorfismo ker(y) — ker(y') y también v, induce un isomorfismo im(3) — im(3’).

Para construir N’ elegimos morfismos escindantes (p’,c’) en términos de los morfismos escindantes (p,o) de N de la
siguiente manera:

(9.30)

ker(a) ker(a’)
im(7v) im(v')

donde 11 es la restriccién de ¢, a ker (), ¥ es la restriccién del isomorfismo ¥+ Nip — NI aker(a)y s :
es el isomorfismo inducido por 0.
Definamos 9 : N — N7 como el morfismo (U ]VZ — N/ para toda i # k, y sii = k entonces 9 es el morfismo dado en forma

diagonal por los morfismos anteriores. Sean dy € Dy, b € Ty y d2 € D). Probemos que la siguiente igualdad se cumple para
cada n € Ny):
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U(d1(*b)da - n) = d1(*b)da - 1b(n)

Primero consideremos el lado izquierdo. Se tiene

P(dy(*b)dy - n) = P(di N (*b)(dgn))
—d171PEbey, (dZn)
—J —d1Y'&pe,, (dan)
- 0
0
Por otro lado
dy (*b)ds - h(n) = d1 ("b)da - ¥(n)

—dy 7P/ Epe,, (datp(n))
—d1Y &pe,, (datp ()
0
0

Probemos ahora que I} (1/J(d1N(*b)(d2n))> =TI} (d1(*b)ds - ¥(n)). Por un lado

I (SN (") (d2n)) = 74 (~drt1pEne, (dan)
y por otro lado
IT} (d1("b)dz - p(n)) = —di 1P Gpe, (d2tp(n))
= —dy 71 Pobe, (dan)
Por [0.30] p'tbo = ¥1p, luego
—dy )P Pobpey, (dan) = —dymih1 e, (dan) = 75 (—d1tp1p&pe, (dom))

Consecuentemente IT) (J(dlﬁ(*b)(dgn))) = II} (d1(*b)ds - ¥(n)), como se queria probar.
Veamos ahora que I (&(dlﬁ(*b)(dgn))> =11} (d1(*b)d2 - 1(n)). Se tiene

I (SN CD)(d2n))) = i &, (dan)
= —d17 Yobpe, (dan)
= —d17'€pe, (d2tb(n))
=TI (d1("D)d2 - ¥ (n))
Seana €, T, dy € Dr(q), d2 € Dy w € N},. Probemos la siguiente igualdad
U(dya*dy - w) = dya*dath(w)
Se obtiene lo siguiente
P(dia*daw) = ¥ (dicy  Terailla(dow) + dicy ' Teyaf o215 (dow))
= dicj, 'Y (Tepailla(dow)) + dicy, ' (epaj o213 (dow))

Por otro lado
dya*datp(w) = di N (a*)(doth(w))
= dlcglw;kai@ﬂg(dgw) + dw;lﬂ'ekaj’a’QEQ(Hg(dgw)))

lo que termina la prueba de (b).

108
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9.2 Mutacion de representaciones decoradas

Sea (Fs(M), P) un &lgebra con potencial donde P(?) es escindable. Por el Teorema existe una descomposicién de S-
bimédulos M = M; @ E3(P) y un automorfismo unitriangular ¢ : Fg(M) — Fg(M) tal que ¢(P) es ciclicamente equivalente
a Q2% @ Q® donde Q=* es un potencial reducido en Fs(M;) y QP es un potencial trivial en Fg(Z(P)).

Sea N = (N, V) una representacién decorada de (Fs(M), P). Entonces A es una representacién decorada de (Fg(M), Q=36
Q®@). Por lo tanto, N|£¢(ar,) es una representacién decorada de (Fs (M), Q22).

Definicién 9.3. Llamaremos a la representacion decorada N | 75 (a1y) la parte reducida de N y la denotaremos por N,..q.
Sea k un entero fijo en [1,n] y sea M = M; & Ms un S-bimédulo Z-libremente generado tal que para cada i, e;Mey # 0

implica exMe; = 0 y similarmente e Me; # 0 implica e;Mey = 0.

Sea T7 un conjunto de generadores Z-libres de M; y sea T, un conjunto de generadores Z-libres de Ms. Sea P; un potencial
l

en Fg(My) y sea W = Zcidi un potencial trivial en Fg(Ms), donde {cy,..., ¢, d1, ..., di} = Ts.
i=1
Supongamos que e Pie; = 0 y consideremos el potencial P = P; + W en Fg(M; & Ms). Como ej Peg, = 0, entonces:

pr(P) = pp(Pr) + W
estd definido. Notemos que:
M = p My & Mo

Sea N’ = (N,V) una representaciéon decorada de (Fg(M), P). Recordemos que fix(N)|zg(u,n,) €5 Una representacion
decorada de (Fs(prMi), urP1). Recordemos también que Nz (ar,) es una representacion decorada de (Fs(My), Py).

Lema 9.9. Se cumple la siguiente igualdad: [i(N|rgar)) = (i (N))|Fs () -

Demostracién. Sea Ty un conjunto de generadores Z-libres de (M) y sea T un conjunto de generadores Z-libres de (Ms)o.
Entonces

l
W = Z csdg
s=1

donde Ty = {¢1,...,¢,dy,...,d;}. Notemos que e, To = Thep = 0. Se tiene:
NiFson) = Nizs), V)
Sea N' = N|r¢(am,). Para i # k tenemos N'’; = N! = N; = N;. Por otra parte:
vt = D Dk ®r Nowy = @ Dk @ Nogy = Nou
be(Ty)k beTy

Similarmente N/, = N;,. Sean o/ : N;, — N;, 8’ : N, — N/,, vy v : N,,, — N, los morfismos asociados a la

representacién N’. Claramente o = o y 8 = '. Ademés:
Yr[bra] (Pl + W) = }/[bra] (Pl)

y por ende v = 7'. Se sigue que N’} = Nj. Por lo tanto, N’ = N como S-médulos izquierdos. Como la accién de Fg(px M)
en N’y N es la misma, se tiene la afirmacién probada.
O]

Proposicién 9.7. Sea (Fs(M), P) un dlgebra con potencial donde P es escindable. Supongamos que e Per =0 y (M ®g
exM)eye = 0. Dada una representacion decorada N de (Fs(M), P), la representacion decorada de (N )req es derecho-
equivalente a i (Nred)red-
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Demostracion. Por el Teorema [7.1] existe un automorfismo unitriangular
©1 - fs(M) — fs(M)

y una descomposicién de S-bimédulos M = M; ® Z5(P) tal que ¢ (P) es ciclicamente equivalente a @ + W donde @ es un
potencial reducido en Fg(M;) y W1 es un potencial trivial en Fg(Z2(P)). Entonces py(¢1(P)) es ciclicamente equivalente a
1k (Q) + Wi. Del Teorema se infiere la existencia de un automorfismo unitriangular:

oo Fs(pnMr) — Fs(prMy)
y una descomposicién de S-bimédulos
pe My = Mz & E2 (i (Q))

tal que @2 (urQ) = Q1+ Wa donde @1 es un potencial reducido en Fg(Mz) y W3 es un potencial trivial en Fs(Z2(ux(Q))). Sea
(2 el automorfismo unitriangular de Fg(urM) que extiende a @9 y tal que @2 es la identidad en Fg(E2(P)). Consideremos
ahora el automorfismo @1 de Fg(uiM) dado por el Teorema Entonces:

(a) @1(prP) es ciclicamente equivalente a py (¢1(P)).

(b) Existe un isomorfismo de representaciones decoradas pig(N) — pr (P N).

donde #*\ denota la representacion N (para enfatizar la dependencia de ¢1). Se tiene que 9391 (uxP) es ciclicamente
equivalente a Dok (w1(P)) v el dltimo potencial es ciclicamente equivalente a @a(ur@ + W1) = wa(ur(Q)) + Wi; ademads, el
ultimo potencial es ciclicamente equivalente a Q1 + W7 + Ws y

pM = My @ Ea(purQ) © Z2(P)

donde @1 es un potencial reducido en Fg(Mz) y Wi 4+ Ws es un potencial trivial en Fg(Za(up@) ® E2(P)). Entonces la repre-

sentacion (1ig(N))req es isomorfa a #2 (1 (P N)) 74 (a)- Por el Lema P21k (PPN £ (up My ) € isomorfa a 2 [ (P N 7 (s ))-
Se sigue la afirmacion. O

Definicién 9.4. Sea N = (IV, V) una representacién decorada de un dlgebra con potencial (Fs(M), P) donde P es reducido
y purP es escindable. Se define la mutacién de la representacién decorada A en k como:

Mk(N) = /E(N)Ted

Corolario 9.1. La correspondencia N +— i (N) es una transformacion bien definida en el conjunto de clases de equivalencia-
derecha de representaciones decoradas de dlgebras con potencial reducido.

Uno de los resultados centrales de [10] y de [I8] son los Teoremas 10.13 y 12.11 donde se prueba que la mutacién, a nivel
de representaciones decoradas, también es involutiva. Veamos que este resultado se sigue cumpliendo en este contexto.

Teorema 9.2. La mutacion ui de representaciones decoradas es una involucion; esto es, para cada representacion decorada
N de un dlgebra con potencial reducido (Fs(M), P), la representacion decorada ui(N) es derecho-equivalente a N.

Demostracion. Sea N = (N, V) una representacion decorada de (Fs(M), P). Primero notemos que:

M%(N) = px (r(N))
= 1k (i (N))red
= /71; (%(N%ed)red

En vista de la Proposicién 1k (FE(N),og)rea es derecho-equivalente a fix (ix(N)),oq = Hr-(N)rea- Por lo tanto, basta
mostrar que ,kaz (N),.oq €s derecho-equivalente a A. Escribamos la representacién ,1722 (N) como (N, V) y esta representacion

estd asociada al dlgebra con potencial (]-"S(uﬁM ), ,uiP). Por la Proposiciéon y por el Teorema se tiene
piM = M @ MeM ® M*ep(*M)
PeP = P+ ([btsa][(sa)*("bt)] + [(sa)* (*(bt))](bt)(sa))

bt,sa
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Por el Teorema existe un automorfismo de dlgebras ¢ : Fs(uiM) — Fs(uiM) tal que ¢ (ui P) es ciclicamente equivalente
a P@®W donde W es un potencial trivial en Fg (MerM @ M*e(*M)). Dicho automorfismo v se restringe a un automorfismo

Yo @ Fs(M) — Fs(M

i (N)rea se puede realizar como (N, V) y esta representacion esté asociada al dlgebra con potencial (Fg(M

accién de Fg(M

Veamos que @ : Nyt
Tenemos

) en N esta dada por u-n = ¢y ' (u)n.

a&r(n) = Y Wun)Tuw(-por(n)

— im(8).

Sea x € Nyyy, entonces © = E
bET,,reL(k)

Probemos que ker (@)

alx)= >

asi que @(z) = 0 si y s6lo si II; Z
bET,,reL(k)

I, >

beTy, ,reL(k)

Il, >

bETy,reL(k)

luego si @(x) = 0 entonces implica que

Por otro lado, si @(z) = 0 entonces por [9.31

weL(k)

weL(k)

= Z a{w(*b)w*(r_l)n

weL(k)

weL(k)
= N(r~'(*b))(n)
= 'N(*b)(n)

Eoror (). Por lo tanto

afbrﬂ'br (I)
beTy,reL(k)

- ¥

bETy,,reL(k)

rT N (D) (e ()

r YN (*D) (- ( = 0 para cada i € {1,2,3,4}. En consecuencia
r YN (*D) (- ( P P, Tor (2)
beTy,r eL(k)
,1 1.7
N(*b) (mp-(x Y Evey, Tor (z)

beTk,rEL(k)

Z r_lﬁbekm,r(x) € ker(v)

bET, reL(k)

>

bET, ,reL(k)

1p§bekﬂ'br (z) € im(B). Notemos que

) tal que wo@ = —bparacada b e Ty y to(z) = = para cada © € T \ T). Entonces la representacion
), P); ademés la

= N;, — N}, es la F-transformacién lineal tal que para cada b € Ty y © € L(k), @&y = r"*N(*b).

(9.31)

(9.32)

(9.33)
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Z Tﬁlpgbekﬂ'br(x) =P Z rilfbekﬂ'br(-r)

beTy,reL(k) beTy,reL(k)

Usando y el hecho de que p es inverso izquierdo de la inclusion inclusién j : ker(y) — Nyt se obtiene

p Z T_lgbekﬂ-br(x) = Z T_lgbekﬂ-br(x)-

beTy ,reL(k) beTy,reL(k)
Finalmente, notemos que

Z rilgbek Ty () = Z Eoror ()

beTy ,reL(k) beTy,reL(k)

y por [9.19 Z Eormpr () = x. Por lo tanto, @(z) = 0 si y s6lo si Z 7 p€he, Ty (2) = = € im(B). De lo anterior
bETy,reL(k) bETy,reL(k)
se infiere la igualdad:

ker(a@) = im(8) (9.34)
Consecuentemente, II;a(z) = —mp y [lsa = —'. Por lo tanto
. ker(y) .

im(a) = m(3) @ im(y) @ {0} & {0} (9.35)

Veamos ahora que 3 : N — Nous = Nip es la F-transformacién lineal tal que para cadar € L(k)ya € T, 703 = N(a*)r—L.
Se tiene

WTQB(TL) = Z 7"-7"a€a"’wTra*’LUB(n)
weL(k)

= Z TralarwN (a*w)(n)

weL(k)
= Z o (W' ® N(a*w)(n))

weL(k)

~N (o Y e | ()

weL(k)
Por la Observacién [9.3 Z r*(w™Hw = r~1. Se sigue que
weL(k)
mraB(n) = N(a*r™)(n) = N(a*)(r~'n)

Probemos ahora la siguiente igualdad:

ker(5) = 11‘;1"((;)) @ {0} @ {0} @V, (9.36)

4
Sea w € Ny, entonces w = Z JiIL;(w). Supongamos ahora que B(w) = 0, entonces m,,3(w) = 0 para cada r € L(k) y

=1
a € T. Usando el Lema [0.2) se obtienen las siguientes igualdades:
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O—Wraﬁ Zﬂ'raﬂ JlHl( ))

- Zﬁ(a*) (Jir ™ML (w))

=N(a*)Jo (r'a(w)) + N(a*)J5 (r~3(w))

= ¢ "Mepat (r ' a(w)) + ¢ ' Tepad'o2 (1~ s (w))

= ¢ ' Tra (T2 (W) + ¢, ' g (502115 (w))

= ¢ ' ra (il (w) + j'o21l3(w))
Como esto es cierto para todas las proyecciones 7,,, entonces

0 =il (w) + j'o2ll3(w) = Iz (w) + o115 (w) (9.37)

Se tiene que Ilx(w) € im(vy). Aplicando w2 a donde mp : ker(a) — Ifrf((j)) es la proyeccién canénica, se obtiene
ma0ll3(w) = 0. Como M09 = idyer(a)/im(v), entonces Ilz(w) = 0. Sustituyendo II3(w) = 0 en se infiere que IIy(w) = 0.

Consecuentemente

ker(B) = 3= @ {0} © {0} @ Vi
lo que completa la prueba de También se tiene la siguiente igualdad
im () = ker(a) (9.38)
Probemos ahora la siguiente férmula
7 = B (9.39)
Primero, calculemos Y{,«(+p)(1xP) donde a €5, T,b € Ty, w € L(k) y Ay es el siguiente potencial

Ap= Y [atsar]((sar)")("(bat)

say EkT,bltETk
Notemos que Ay es ciclicamente equivalente al siguiente potencial
Z aifs i H(*by)[batsay].
sal,blt
Por lo tanto

Al = Z Z (7 (s~ Yo* (ts)atvr H(*by) [brvas]

sa1,bit v,v1€L(k)

S s et s)ajer (b fbrva]

sa1,b1 v,v1,t€L(k)

Recordemos de la Proposicion [7.5}
D vt (o) (s = Gu,
teL(k)
y por ende

Al = Z Z aiv™ (*by)[bivay]

sa1,b1 veL(k)

Z Z Yair(*by)[brva]

say,by v,re L(k)

Por lo tanto
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Z Z Hair(*by)][brva]

say,b1 v,reL(k)
Fijemos a €, T, w € L(k) y b € T,. Entonces
Xarwen) (P(A)) = Y w (v™")[bva]
s,veL(k)

Notemos que

Yiarwen)) (1rP) = p~ " (X(grweny (p(1P)))
= 0" (Xarwen) (p(AL)))
= p_l (X[a*w(*b)](p(Agc)))

y por lo tanto

Yo w(=p) (1 P) = Z w* (v [bva] = cx Z w* (v 1) [bva)

s,v€L(k) veL(k)

De lo anterior se infieren las siguientes igualdades

T Vesa(n) = Y (171)" (W) Vigrw(on)) (1 P)m

weL(k)
=cp Z (t~H* (sw)w* (v~ 1) [bva]n
v,weL(k)
= Z =1 Z w* (v Hw | [bualn
veL(k) weL(k)
= ¢ Z th H[bvaln
veL(k)

Por (t=1)*(sv™1) = v*(ts). Luego
Tt VEsa(n) = C Z v*(ts)[bvaln

veL(k)

= [b Z *(ts) va]n

veL(k)

= ¢ [btsaln

cibtsan

= cpmptfasa(n)
Como consecuencia directa de [0.34] [0.95} [9.56], [0.38] y [0.39] se obtienen las siguientes igualdades
ker ()

ker(@) = im(B), im(@) =

()
ker(F) = §ox ) @ (0} {0} © Vi im(5) = ker(a),

ker(7) = ker(Ba),im(7) = im(Ba).

@ im(y) & {0} & {0},
(9.40)

Por lo tanto

I ker(3) _
Vi = ker (B)Nim(@) Vi
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yasi?:V.

Por otro lado

~ ker(¥ - ker (o 7
- ZR o ERaT,

y por [0.40]

~ ker . im ker
Ny = lfer((BaOS) ® lm(ﬂa) ® im((ﬁﬁ(j) ® ker(ﬁe)r'(frl(a)

Ahora hagamos las siguientes observaciones:

(a) el morfismo « induce un isomorfismo ker(Sa)/ ker(a) Sy ker(8) Nim(«);

(b) el morfismo /3 induce un isomorfismo im(«a)/(ker(8) N im(«)) LN im(Ba);

(c) el morfismo 3 induce un isomorfismo Ny /(ker(8) + im()) 2% im(8)/ im(Sa).
(d) existe un isomorfismo ker(3)/(ker(8) Nim(«)) Sy (ker(8) + im(a))/im(cx).

Usando estos isomorfismos, podemos identificar N con el siguiente espacio

ker(B)+im(«)

= f . im(a
Ny — (ker(ﬁ) N 1m(a)) ® ker(,@)lgir)n(oc) ® ker(ﬂf\fim(a) ®

a través del morfismo

66 0 0 0
0 6, 0 0
f= —1
0 0 63" 0

Se tienen proyecciones candnicas

ker(Ba)
ker(a)
im (5)
m(fa)
im(o)
ker(83) Nim(c)
— _ N
ker(8) + im(«)
ker(8) + im(«)
im(a)

71 : ker(Ba) —

o ! 1m(ﬁ) —

73 im(a) —
Tyt N
75 : ker(B) + im(a) —

e inclusiones

i1 im(F) = Nows
i : ker(Ba) — Ny,
i3 : im(Ba) — N
J i ker(@) — Nowt

Ahora escogemos morfismos escindantes de la siguiente manera.

(a) Sea p: Nj, — ker(Ba) un morfismo de Dy-médulos izquierdos tal que pig = idyer(Ba)-

(b) Sea @ : im(8)/im(Ba) — im(B) un morfismo de Di-médulos izquierdos tal que T2F = idim(5)/im(8a)-

im(a)
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Para cada a €, T, existe una F-transformacién lineal

= . im(« . ker im(a
N(a) : NT(a) - (ker(ﬁ) N lm(a)) ® ker(ﬁ)éir)n(a) ® ker(ﬁf\jrkim(a) b : (,16121—(’_&) o)
tal que
M, N(a) = —0171Pbera
5N (a) = =05 '7'¢e,a
3N (a) = 4N (a) = 0

Sea n € N;(4). Entonces

_elflﬁfeka(n) = —bth (ﬁfeka(n) + ker(a)) = —o@feka(n)
_92—1(7/(5%11(”))) = _Hgl(ck/@afeka(n)) = _Ckﬁ3a£eka(n)

luego el morfismo ﬁ(a) toma la siguiente forma:

o N(a) = —c,T306e (9.41)
3N (a) = TI4N(a) = 0

Similarmente, para cada b € T}, existe una F-transformacién lineal

N(b) : (ker(8) Nim(a)) © ks @ frbmey © ) — N,

dada por
N(b)J, = N(b)Js =0
ﬁ(b)jg = Clzlﬂbekggtgg
ﬁ(b)jg = C;lﬂ'bek5603

Para completar la prueba del Teorema resta construir un isomorfismo de F-espacios vectoriales 1 : ﬁk — Ny, tal que
¢N(CL) = O‘ﬁeka
7rbe;C ﬂ"/} = N(b)
para cada a €; Ty b € Tj,. Elijamos secciones
o1 :ima/(ker fNima) — ima

o : (ker 8+ ima)/im(a) — ker 8 + im «
o3 : Ni/(ker 8 + im ) — Ny,

de manera que cumplan

im(o1) = a(kerp), im(2) C ker(8), im(fos) = im(7)

Definamos ) : ﬁk — N}, como

. 1. 1 .
¢ = [—21 —Cp, 1201 —C,. 03 —230'2]
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donde

i1 : ker(f) Nim(a) — Ny
ig :im(a) = Ny
iz : ker(8) + im(a) — Ny

son las inclusiones. Mostremos ahora que o
YN (a) = e, a (9.42)

Como P : Ny, — ker(Ba) es retraccién, entonces Ny, = ker(p) @ ker(Sa). Por otro lado, como ker(«) C ker(Sa) entonces
existe un submédulo L C ker(Sa) tal que ker(a) @ L = ker(S«). Por lo tanto, N;, = ker(p) @ ker(a) @ L.

Sea n € Ny (), entonces &, q(n) € Nip. Se sigue que &, 4(n) = n1 + na + n3, de manera tnica, para ciertos elementos
nq ker(p), na € ker(a) y ng € L. En consecuencia:

o‘geka(”) = a(ny +ng +n3) = a(ny +n3)

Por otra parte

(dJﬁ(a)) (n) = 1/) (_aﬁgemx(n)v _Ckﬁ?)ageka(n)v 0, 0)
=ap(ny +na +n3) + c;lckalﬁga(nl +n3)
= ap(ng + n3) + a(n1)
= a(ng +n3) + a(n)

= a(ny + n3)
= afeya(n)
lo que completa la prueba de [9.42]
Veamos ahora que
The, 1) = N (b) (9.43)

Sean n; € ker(5) Nim(a), ng € im(a),ng € Ni,ng € ker(5) + im(a). Por lo tanto

N(b) (nl,?g(n2),ﬁ4(n3),ﬁ5(n4)) = C;lﬂbekggagfg(nQ) + C;lﬂ'bek359374(ng)
= clzlb “No + c,;lb N3
= Ck_:l 0_1(1))77,2 —+ Ck_:l’l/)()_l(b)ng
= fcglbng — c,;lbng
Por otra parte
They, BY(R) = Tpe,, B (—n1 — ¢ Hi201T3(n2) — ¢, 'o3Ta(ng) — i3027s5(n4))

como ny € ker(B) y im(o2) C ker(5), entonces la expresién anterior es igual a

m,ekﬂ(fc;ligalﬁg(ng) - cglogﬁl(ng)) = Wbekﬁ(fcglng — clzlng)

= fc,:lbng — clzlbng

y M se sigue. Finalmente, extendemos ¢ a un isomorfismo de F-espacios vectoriales P N — N definido como la
identidad en @NZ

i#k
O



Capitulo 10

Casi equivalencia de Morita

En este capitulo, Fg(M)/R(P)-mod), denota la categoria de los Fs(M)/R(P)-médulos izquierdos, de dimensién finita sobre
F, médulo el ideal de los morfismos que se factorizan a través de sumas directas del Fg(M)-mddulo izquierdo simple asociado
a k. Se prueba que existe una casi equivalencia de Morita, en el sentido de Ringel [21], entre las dlgebras Jacobianas que estén
relacionadas mediante mutacion.

Para cada Fg(M)/R(P)-médulo izquierdo N, de dimensién finita sobre F', elegimos morfismos escindantes (py, (02)n).
Sea u: N — N' un morfismo de Fg(M)/R(P)-médulos izquierdos. Entonces u induce Dy-morfismos lineales:

Uout * Nout = Nows
Uip : Nin — N},
tal que para cada a,a; € T,7,m € L(k)
Tr 0y Winkra = Oryay rall
y para cada b,by € Ty, 7,1 € L(k)
T, YoutEor = Obyry brth
También se tienen Dj-morfismos lineales
a: N — Ngjaq e Niln %N,i
B2 Nk = Nousi 1 : Nip = Noyy
7t Nout = Ninim1 : Noyy = N,
Se tienen las siguientes igualdades

UpQ = Q1 Ui Uout B = Bruk

UinY = Y1UWout
El morfismo u,,; induce Dy-morfismos lineales:

uq : ker(y) — ker(vq)
uy :im(B) — im(S;)

Similarmente, u;, induce Dg-morfismos lineales:

ug @ im(y) — im(vyq)
us : ker(a) — ker(ay)

El morfismo u; induce un Dj-morfismo lineal:
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uy : ker(y)/im(f) — ker(y1)/im(B)
analogamente, el morfismo ug induce un Dg-morfismo lineal:

ug : ker(a)/im(y) — ker(aq)/im(y1)
asi que se tiene un Dyg-morfismo lineal:

h=u; ®us @ us :Nk%mk
Entonces definimos un morfismo de S-mdédulos izquierdos
w:N— N

como u; = u; para cada i # k y Uy = h.

Definicién 10.1. Siguiendo a [I1] diremos que u € Homg(gL1,s L2) estd concentrado en k si u; : e;L1 — e; Lo es el morfismo
cero para toda i # k. Notemos que un morfismo de Fg(M)-médulos izquierdos u : Ly — Lo se factoriza a través de sumas
directas del Fg(M)-médulo izquierdo simple en k si y sélo si u estd concentrado en k.

Lema 10.1. Sea u: N — N' un morfismo de Fs(M)/R(P)-mddulos izquierdos de dimension finita sobre F. Entonces existe

un morfismo de S-mddulos izquierdos p(u) : N — N1, concentrado en k, tal que T+ p(u) es un morfismo de Fs(piM)-mddulos
izquierdos.

Demostracion. Sean (p = pn,02 = (02)n) ¥ (p1,02,1) los morfismos escindantes asociados a N y N, respectivamente.
Entonces se tienen los siguientes diagramas conmutativos con renglones exactos:

0 —— im(y) — ker(a) —— ker(a)/ im(y) — 0
bk
0 —— im(y;) — ker(a) L ker(ap)/im(y1) —— 0
luego ﬂ% (uzoy — 02,1U3) = U3TM202 — U3 = Ug — Uy = 0. Por lo tanto, existe un morfismo de S-médulos izquierdos

p1 = u30y — 091Uz : ker(a)/im(y) — im(~y).

Similarmente, se tiene un diagrama conmutativo con renglones exactos:

0 —— ker(y) ] Nout

bk

Oerr(Wl)L)Noutl n im(7y;) 0

y por ende (u1p — Prtout)j = U1PJ — PrUout] = U1 — Prjrur = ug — ug = 0.

De lo anterior se infiere que existe un morfismo de S-moédulos izquierdos:

po :im(y) — ker(m1)

tal que pay = pruout — u1p- o
Definamos p(u) : N — N1 como sigue: p(u);, = 0 para toda i # k y p(u), : N — N1 es el siguiente morfismo de S-médulos
izquierdos:

0 71'% p2 0
0 0 f1
0 0 0

Veamos que el morfismo @ + p(u) es de hecho un morfismo de Fg(uxM)-médulos izquierdos.
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Sea n € N,(). Por un lado

(T+ o)) (VD)) = (—uyapse, (1) = 71027Epe, (7). —10278c, (), 0)
= (_F%ulpfb@c (n) - W}PQ’Y&)% (n)’ _u27£bek (n)7 O)

y por otro lado

NIC*b) (o) (n) = (=71 P1&ber (Ua(v) (1)), =V1€ber, (Ua(p) (n)), 0)
(_ﬂ-}pl Uout (gbek (n))a —Y1Uout (gbek( ))7 )
= (77T}u1p§bek (n) — ﬂ%pQ'}/gbek (n), —u2VEbey, (n),0)

Por lo tanto
(+ p(w)) N(b) = NT(*)uoqr
Ahora, para cada a € Ty, = € ker(v)/im(y), y € im(y), 2z € ker(«)/im(v) se tiene
u‘r(a)N(a*)(ma Y, Z) = Cglur(a) (ﬂ-ekai(y) + ﬂ-ekajloé (Z))
= ¢ (meafrua(y) + 7, 0j1uso2(2))

y por otra parte

Ni(a") (U+m) (2,y,2) =ﬁ(a*)(( 1(2),u2(y), s (2)) + (71 p2(y), p1(2),0))
= ;! (7h,ai1ua(y) + 7, o d102.1us(2) + 78, i1p1(2))
= o o (mh aiun(y) + w1 (02,1u5(2) + p1(2)))

i (Teaiiua(y)

. Tevai12(y) + 78, o j1us02(2))

de lo cual se infiere que u, ()N (a*) = N'(a*) (U + p(u)), como se queria probar. O
Proposicién 10.1. Existe un funtor fiel iy, : Fs(M)/R(P) — mody, — Fs(urM)/R(uP) — mody,

Demostracién. Primero definimos un funtor G : Fs(M)/R(P) — mod — Fs(urM)/R(pP) — mod;, como G(N) = N y dado
un morfismo de Fg(M)/R(P)-médulos izquierdos u : N — N, definimos:

G(u) =1+ p(u): N — NI

Si v : N - N? es un morfismo de Fg(M)/R(P)-médulos izquierdos, entonces G(vu) = vu + p(vu). Como p(u) estd

concentrado en k y 7 = ¥ @, entonces G(vu) = G(v)G(u). Por otra parte, p(idy) = 0y por ende G(idy) = idy asi que G es
un funtor covariante y de hecho es aditivo. o

Notemos que G(u) = 0 si y s6lo si @+ p(u) estd concentrado en k, lo cual ocurre si y sélo si u estd concentrado en k y esto
ultimo ocurre si y solamente si u estd concentrado en k, como se queria mostrar. O

Sea ¢ : Fg(M) — Fs(M;) un isomorfismo de dlgebras tal que ¢|g = ids y sea P un potencial en Fg(M).
En lo que sigue, J(M, P) denotard al dlgebra cociente Fg(M)/R(P).

El isomorfismo ¢ induce un funtor

H, : J(M,P)—mod — J(Mi,¢(P)) — mod
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dado como sigue. En objetos, H,(N) =¥ N; esto es, H,(N) = N como S-médulos izquierdos, y dado n € N y z € Fg(My),
z-n = ¢ 1(2)n. Claramente, HOmJ(M’P)(N,Nl) = Hom j(ar, o(p)) (¥ N,¥ N1). Por lo tanto, definimos H,(u) = u. Esto da
una equivalencia de categorias

H,:J(M,P)—mod — J(M,p(P)) —mod (10.1)

Supongamos ahora que M = M; & My y @ = Q1 + W donde Q1 es un potencial reducido en Fs(M;) y W es un potencial
trivial en Fg(Ms). Entonces el funtor restriccién

res : J(M,Q) — mod — J(My, Q1) — mod (10.2)

también da una equivalencia de categorias.

Por otro lado, por el Teorema [8.3] existe una equivalencia-derecha
¥ Fs(upM) — Fs(M @ M')

tal que ¢ (pui P) es ciclicamente equivalente a P+ W donde W es un potencial trivial en Fg(M’). Entonces usando y
se obtienen equivalencias de categorias

Hy : J(uiM, g3 P) — mod — J(M & M', P+ W) — mod (10.3)
res: J(M & M',P+ W) —mod — J(M, P) — mod (10.4)

componiendo los funtores anteriores se obtiene una equivalencia de categorias
G(Y) = resHy : J(ui M, i P) — mod — J(M, P) — mod (10.5)

En lo que sigue, dado N € J(M, P) — mod, denotaremos por gN el S-médulo izquierdo subyacente N. En particular,
sG(Y)(N) =s N.

Lema 10.2. Sean A y B F-categorias y sean C : A — B y D : B — A F-funtores. Supongamos que D es fiel y que existe un
isomorfismo natural id 4 = DC'. Entonces C es fiel y pleno. Mds atun, si D es pleno, entonces idg = CD.

Demostracion. Para cada X € Ob(A) existe un isomorfismo
¢x : X - DC(X)

Sea u € Hom 4 (X, X1). Por naturalidad se tiene un diagrama conmutativo

X —% DO(x)
u DC(u)
DX,

X —— DC(Xl)
entonces ¢x,u = DC(u)px. Por lo tanto, si C(u) = 0 entonces u = 0. Esto prueba que C es fiel. Ahora sea h €
Homp(C(X),C(X1)). Definamos
A=o¢x D(h)x : X = X,

Como el siguiente diagrama conmuta
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entonces \ = QS;(}DC’(/\)(;SX. Por lo tanto D(h) = DC(X) y por ello h = C()\). Se sigue que C es pleno. Supongamos ahora
que D es pleno. Como id4 = DC entonces para cada Y € Ob(B) existe un isomorfismo ¢p(y) : D(Y) = DCD(Y'). Por ser
D pleno entonces ¢p(yy = D(¢y) para cierto ¢y € Homp(Y,CD(Y)). Veamos que 9y es natural. Sea f € Homp(Y,Y7).
Tenemos que probar que el siguiente diagrama conmuta

Y —2% eD(y) (10.6)

Jf lCD(f)

"
Y —3 CD(Y7)

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

DY) —22% pep(y)

JD(f) DCD(f)

PD(vy
D(Y1) —3DCD(Y1)

entonces DCD(f)¢pryy = dpvy)D(f). Esto implica que DCD(f)D(vy) = D(y,)D(f). Como D es fiel se sigue que
CD(f)vy =9Ywify conmuta, como se queria mostrar. O
Por existe una equivalencia de categorias
G() =resHy : J(uiM, i P) — mod — J(M, P) — mod

y este funtor induce un funtor G(¢); en la categoria cociente J(M, P) — mody, la cual es la categoria J(M, P) — mod, médulo
el ideal de morfismos que se factorizan a través de sumas directas del médulo simple en k. Por lo tanto, se tiene un funtor

Gk : J(uiM, p3 P) — mody, — J(M, P) — mody,
Proposicién 10.2. Existe un isomorfismo natural de funtores id j(ar py—mod, = G(w)kﬂi,

Demostracion. Sea u € Hom j(ns, py—mod, (IV, N1). Usando la construccién dada en la Proposicién se tiene

jn(u) =T+ p(u) =uy : N = Nt

fir (u) = fir(u1) =01 + p(us) = ug : N — NT
Usando la notacién del Teorema se tienen isomorfismos de J(u2 M, ui P)-médulos izquierdos

V' G)piiN — N
V) Q)i Nt — Nt

Resta mostrar que el siguiente diagrama conmuta en J(M, P) — mody:

GWWiEN — s (10.7)

J{’Uéz lu
¥

G()rfizN —— N*

pero esto se sigue del hecho de que ut)’ — ¢jus estd concentrado en k. Esto completa la demostracion. O
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Proposicion 10.3. FExiste un isomorfismo natural de funtores
PG (V) kfir = id gy, My, P)—mody -
Demostracion. Por la Proposicion el funtor
fue I (M, e P) — mody, — J(ui M, pu2 P) — mody,

es fiel, luego G(¢)ifir; también es fiel. Por el Lema y la Proposicién el funtor fix es pleno. Por lo tanto, G(v)kjik
es pleno. El resultado se sigue aplicando el Lema [10.2] O

Teorema 10.1. Sea P un potencial en Fs(M). Si upP es escindable, entonces existe una equivalencia de categorias:
wi 2 J(M, P) —mody, — J(fi, M, i, P) — mody,

Demostracidn. Como P es escindable, entonces existe un isomorfismo de algebras ¢ : Fg(upM) — Fs(m,M @ M'), con
@5 = ids, y tal que p(uxP) es ciclicamente equivalente a fi;, P + W donde W es un potencial trivial en Fg(M’). Por y
10.2| existe una equivalencia de categorias

G(@) : ‘](:UkM7 /“Lkp) —mod — J(ﬁkMa ﬁkp) — mod
que induce una equivalencia de categorias
G(o)k : J (M, ppP) — mody, — J (i, M, 7, P) — mody,

Por las Proposiciones y las categorias J(M, P) — mody v J(urM, i P) — mody son equivalentes; entonces, se
obtiene una equivalencia de categorias

pr : J(M, P) —mody, — J(fi, M, fi, P) — mody

como se deseaba mostrar.



Capitulo 11
Apéndice

En este capitulo veremos las relaciones de este trabajo con [9] y [I§]. Para ello, primero establezcamos algunos resultados
auxiliares.

Proposicion 11.1. Sea P un potencial de la forma ayas...a, € MSZ cona; € M,i=1,...,n. Entonces:

1

X:(P) = Z (a*(s_lal)ag covap +a* (s ag)as . . anay + ...+ a* (s tan)ay ... an,l) s

s€L(o(a))

Demostracion. Podemos suponer que a; = t;m;r; con r;,t; € S, m; € T. Entonces P = tymyritomors ... rp_1tpMmpry. El
potencial P es ciclicamente equivalente a P’ = x1x5 ... x,, donde

1 =mirity, Tz = Marats, ..., Tn_1 = Mp_1Tn—1ln, Tn = MpTnt1
donde cada z; € MyS. Usando el Lema [5.1] se tiene
X, (P) =X, (P) = Z (sa)i(z12g...xp)s + Z (sa)i(zaxs ... xnx1)8 + ...+ Z (sa)i(zpxy ... Tp_1)s

s€L(o(a)) s€L(o(a)) s€L(o(a))
Luego
Y a)i(@my.an)s = Y (sa)i(mime. . wuamarat)s = Y (sa)i(a1...an)s
s€EL(o(a)) s€EL(o(a)) s€L(o(a))
Similarmente
Z (sa)i(xoxs ... xQpx1)s = Z (sa)i(toxoxs ... xpymry)s = Z (sa)i(ag...ana1)s
seL(a(a)) seL(a(a)) seL(a(a))
Z (sa)i(xpxy ... Tp_1)s = Z (sa)i(xpxy .. .Mp_1Tp_1tn)s = Z (sa)i(anay ...an—1)s
s€L(o(a)) s€EL(o(a)) s€L(o(a))

Lema 11.1. Si o € e;Fg(M)e;, t € D(i), entonces

t Z wlaw | = wlaw | t
weL(i) weL(i)

124
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Demostracion. Basta probar el resultado cuando ¢t = s~! con s € L(i). Usando la Proposicién se tiene

st wlow | = Z rH* (s rwHrawss ™!

weL(%) w,r€L(1)
= Z rra(r ) (s o ey (ws)rp st
w,r,r1 €L(1)
= Z rta Z (r=H* (s tw et (ws) | risT?
r,r1€L(%) weL(1)
= Z r_laémlrls_l
r,r1€L(7)
= Z rlars™!
reL(i)

Proposicion 11.2. Si P =ay ...a, es un potencial, con a; € M y v € M*, entonces

Xy(ar...an) = Z Vu(srar ... an)s + Zw*(s_lag coapal)s+ ..+ Zzp*(s_lanal e Op—1)S

seL seL seL

Demostracion. Basta probar el resultado cuando ¢ = a*g con g € S'y a € T. Usando la Proposicién [I1.1]y Lema [I1.1]se tiene

Xa*q(P):XP(a*)q: Z aX(s tayag...an)sq+ ... + Z at(stapay ... an_1)sq

s€L(o(a)) s€L(o(a))
= Z ai(gs tay...an)s+ ...+ Z ai(gs tanar ... .an_1)s
s€L(o(a)) s€L(o(a))
= Z (a*q)«(s7rar...an)s+ ...+ Z (a*q)« (s tanay .. .an_1)s
s€L(o(a)) s€L(o(a))
— Z w*(sflal...an)s—i—...—l— Z w*(sflanal...an,l)s
s€L(o(a)) s€L(o(a))
y el resultado se sigue. O
Veamos ahora la relacién con [9]. En [9] se toman grupos abelianos finitos 'y, ..., T, K un campo algebraicamente cerrado

y se desarrolla una teoria de especies con potencial considerando como algebra subyacente al producto finito de las dlgebras de
grupo K[I'1] x ... x K[I';,] y bimédulos sobre esta dlgebra. Veremos que esta construccién puede ser descrita con la teorfa de
S-bimddulos Z-libremente generados y derivaciones ciclicas dada en este trabajo. Ademads, probaremos que R(P) coincide con
el ideal Jacobiano J(P) en el sentido de [9]. Sea S = K[I'1] X ... x K[I',] y tomemos o; : K[I';] — S la inclusién. Denotemos
por ¢; al elemento o(1;) en donde 1; es la unidad en T';. Entonces la unidad 1 de S se descompone como

n
1= Zei
i=1

Sea M un S-bimédulo, entonces M = @ e;Me;.
0,J
Definicién 11.1. Siguiendo a [9] diremos que M es globalmente libre si siempre que e;Me; # 0, entonces
67;M€j = K[FZ] ®K CZji,j ®K K[Fj]

en donde T; ; es un K-espacio vectorial de dimensién finita. Supondremos que (M ®g M)y = {0}.
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A un S-bimédulo globalmente libre le podemos asociar una matriz antisimétrica Z = (z; ;) € Z"*™ en donde z; ; = 0
si e,Me; = e;Me; = 0, y en otro caso z;; = dimg T} j — dimg Tj;. Definamos una matriz B = (b; ;) € Z"*" mediante
bij; = z;d; en donde d; es el orden del grupo I';. Notar que B es una matriz anti-simetrizable con anti-simetrizador
D = diag(ds,...,d,). Consideremos ahora el carcaj @ = (Qo, Q1) asociado al S-bimédulo M; esto es, Qo = {1,...,n} y

existe j —= i si y s6lo si e;Me; # 0. A cada camino no-trivial i — j le corresponde el K[I';] — K [T;]-bimédulo

A4§ =My, ®s...0s My,

n
endonde y =a,...a; cona —%ben Q; y M,, =epMe,. Sean Z = ZK@Z' y My = @Kei ®Kk 1;,; @k Kej. Entonces M
i=1 ]
estd Z-libremente generado por M. Ahora, como en el Capitulo EL consideremos la derivacién

A :TE(AI)—%-TE(AI)QQZ{IE(Af)

tal que A(s) = 1® s—s®1 paras € Sy A(m) = 1 ® m para m € My. Se define también un morfismo F-lineal
u:Ts(M)®zTs(M) — Ts(M) como u(a®b) = cyc(ba). Se tiene asi una derivacién ciclica h : Ts(M) — Endp(Ts(M)) dada
por h(a)(b) = u(A(a)b) y la correspondiente derivada ciclica ¢ : Ts(M) — Ts(M) dada por §(a) = h(a)(1l) = u(A(a)). La

derivada ciclica anterior se puede extender a una derivada ciclica ¢ : Fg(M) — Fg(M) de la siguiente manera. Si f = Z I,

n=0
con f, € M®" entonces se define
8(f) =2 6(f)
n=1
Notemos que para cada i € {1,...,n} los elementos del grupo I'; forman una base K-base L(7), de K[I';], la cual de hecho

es multiplicativa y por lo tanto cada base L(i) satisface la condicién (a) de la pagina 35 del Capitulo 7] Sea L = U L(3).
i=1
Entonces para cada potencial P de Fs(M) se tiene

Xy(P) =Y u(s'8(P))s

seL

De la Proposicion se tiene que para un potencial P de la forma P =ay...a, con a; € M:

Xy (P) = Zw* (3_1(a1...an +as...ana; +...+ana1...an,1)s)
seL

Veamos ahora que cualquier ¢ € M* se puede escribir como ¢(m) = Z p(mh)h™" con p : M — K una K-transformacién

helL
lineal. Sean

0 : Homg (M, K) — Homg(M, S)
X : Homg(M, S) — Homg (M, K)

dados como sigue: 0(€)(m) = Z ¢(mh)h™! y para m € M definimos x(¢)(m) = Zei(w(mei)) donde ¢, : K[I';] — K es
her i=1
la K-transformacién lineal que manda Z cgg €n c.. Veamos que para cada ¢ € Homg (Mg, Ss) se tiene 8(x(¢)) = ¢. Sea

g€l
m € Me;, entonces:

Ox(¥)(m) = Y x(@)(mh)h™" = ei((mh)h™ = Y ei((m)h)h ™"

heT; hel'; hel';
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se tiene que ¥(m) € K[I;] asi que ¥(m) = Z cgg con ¢y € K. Por lo tanto ¢;(¢(m)h) = ¢; Z cggh | = cp-1. Entonces
gel; gel;

O(x(¥))(m) = D cpih™ =(m).

her,
De lo anterior se infiere que R(P) = J(P) en el sentido de [9].

Observacién 11.1. En [9] las matrices que se consideran son matrices antisimetrizables por la derecha. En [18], al igual que
en esta tesis, las matrices que se consideran son antisimetrizables por la izquierda.

Observacién 11.2. En nuestra versién del trabajo [9] la matriz B asociada al S-bimddulo M es la matriz transpuesta de la
matriz asociada en [9].

Observacion 11.3. De acuerdo a la Proposicién las matrices anti-simetrizables B € Z"*" que se realizan por medio
de especies (F,M), con M un S-bimédulo Z-libremente generado, son aquellas matrices enteras B = (b;;) tales que su
anti-simetrizador D = diag(ds, ..., d,) cumple que para cada j, d; divide a b;; para toda i. Toda esta clase de matrices B
satisfacen que BD™! es una matriz antisimétrica con coeficientes enteros, asi que todo este tipo de matrices son realizables
por S-bimédulos Z-libremente generados. Notemos también que toda la clase de matrices que aparecen en el Ejemplo 14.4
de [18] cumplen la condicién de la Proposicién de la tesis y por lo tanto son realizables por S-bimédulos Z-libremente
generados.

Observacién 11.4. Veamos que la Proposicién 6.6 de [9] es cierta Gnicamente en el caso en que (d;,d;) = 1 para toda
i # j. En [9) a cada matriz antisimetrizable B = (b; ;) con anti-simetrizador D = diag(di,...,d,) se le asocia S =
K[I']xK[I'g]x...x K[I'y,] en donde I'; es el grupo ciclico de orden d,. Para cada b; ; > 0 se le asocia el K[I';] — K[I';]-bimédulo

M;; = K[Z)d;b;;Z)

como d; y d; dividen a d;b;j, el grupo ciclico Z/d;b;;Z contiene un tnico subgrupo de orden d; al que podemos identificar
con I'; y un tnico subgrupo de orden d; al que podemos identificar con I';. Entonces las inclusiones de K[I';] y K[I';] en
M, ; inducen una estructura de K[I';] — K[I';]-bimédulo en M; ;. Supongamos que con la estructura anterior M; ; es un
K[I';] — K[I';]-bimédulo libre. Entonces existe un isomorfismo de K[I';] — K[I';] bimédulos

’Lﬁ:MiJ‘ —>K[Fz] ®QrV QK K[FJ]

en donde V' es un K-espacio vectorial de dimensién finita. Sea V = {v1,...,v;} una K-base para V, entonces el conjunto de
elementos g; ® v, ® g; con g; € I';,g; € T'j y v, € V forman una K-base para K[I';] ®x V @k K[I';]. Sea h € I'; NT';. Como
Z/d;b;;Z es un grupo abeliano entonces hz = zh para toda z € Z/d;b;;Z. Por lo tanto, como ¢ es un isomorfismo entonces
hw = wh para toda w € K[I';] ®x V @ K[I';]. En particular se tiene h(eQ@v ®¢) = (e®Qv1 ® e)h = e®Qv1 ® h lo que implica
que h = e. En consecuencia, I'; N T'; es el subgrupo trivial.

Reciprocamente si I'; NI'; = {e} entonces I;,I'; =I'; x I'; y por lo tanto
K[Z/d;b;;Z) = K[I'; xTjle® K[['; xTjlze & ... & K[I'; x T'j]z,
en donde e, 29, ..., 2, es un sistema de representantes de las clases izquierdas de I'; x I'; en Z/dibijZ. Se tiene
K[l; xT;] = K[I;] @Kk K[T;]

de aqui se sigue que K[Z/d;b;;Z] es un K[I';] — K[I[';]-bimédulo libre. Por lo tanto M; ; es un K[I';] — K[I';]-bimédulo libre
siy sélo si (d;,d;) = 1.

Comparemos ahora con los resultados de [I8]. En [I8] se toma una matriz antisimetrizable B = (b; j) € Z"*™ con anti-
simetrizador D = diag(ds,...,d,) tal que (d;,d;) = 1 para toda i # j. A la matriz B se le asocia un carcaj con peso (@, d)

donde d = (dy,...,d,) y hay bé{”' flechas de j a ¢. Sea d = mcm(dy,...,d,), F' un campo que contiene una raiz d-ésima
J

primitiva de 1. Sea E/F una extensién ciclica de grado d, y F;/F la subextension ciclica de E/F de grado d;. Sea Bg una

F-base de E como en [18] y sea B; = BgNF; una F-base de F;. Sea S = HFi, oF, : F; < S la inclusién canénica, e; = o, (1)
i=1
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n
y Z = ZF@Z-. Consideremos los F; — Fj-bimédulos M; ; = @ F; ® F; y pongamos M = @M” Finalmente pongamos
i=1 :j—i i,
e;Moe; = @ Ze; ®p Zej, entonces My es un Z-subbimédulo de M y M estd Z-libremente generado por M.
aj—i

Veamos que en el caso de [I8] se tiene que Xy« (P) = 9,+(P) para cada flecha a. Notar que podemos suponer que P es,
salvo equivalencia ciclica, de la forma P = wgajwias...w;_1a; donde wg, w1,...,w;_1 € Bg y a; € 1. Usando el Ejemplo
b1 se tiene

X+ (P) =wias ... wi—1aqwWo0g,q, + Waa3 ... Wi—1G;WeA1W100,q, + - .. + WoA1W1A2 . .. Wi—2Q1—1W—10q,a,

lo cual coincide con la definicién de 9, (P) dada en [I8] p.62]. Por lo tanto R(P) = J(P) en el sentido de [I§].
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