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Introduccion.

Dado un espacio X, una familia de subconjuntos de X que comparten
una caracteristica en particular es un hiperespacio de X. Denotamos por
CL(X) al hiperespacio de subconjuntos cerrados y no vacios de X mien-
tras que al hiperespacio de subespacios compactos y no vacios le llamaremos
K(X). Dotaremos a ambos hiperespacios de la topologia de Vietoris (vea
Definicion 2.1.1). El presente trabajo es un estudio de un hiperespacio de
creacion relativamente reciente: el hiperespacio de las sucesiones convergen-
tes no triviales. Denotaremos a este hiperespacio como S.(X).

Una sucesion convergente no trivial S de un espacio X es un subcon-
junto numerable de X que tiene un elemento llamado lim S con la siguiente
propiedad: para cualquier vecindad V' de lim S se satisface que S\V es finito.

En el Capitulo 1 se establecen, se recuerdan y estudian algunos conceptos
de la topologia general. El conocimiento y dominio de este capitulo sera
necesario para entender nuestro texto.

El Capitulo 2 es una revisién y concentracion de algunos resultados acerca
de la topologia de Vietoris para los hiperespacios CL(X) y K(X) y una
seccion dedicada al estudio de la métrica de Hausdorft.

En el Capitulo 3 definiremos al hiperespacio de sucesiones convergentes y
le daremos una topologia asociada a la topologia de Vietoris para K (X). Por
su importancia para estudiar y diferenciar al hiperespacio S.(X) de algin
otro hiperespacio, exhibiremos algunas propiedades intrinsecas del hiperes-
pacio S.(X) en la Seccion 3.2; tal es el caso del Lema 3.2.9, en donde veremos
que el conjunto de vietoricos celulares (vea Definicion 3.2.8) de un espacio
X es una base para S.(X). Ademas, encontraremos algunas condiciones sufi-
cientes y /o necesarias para que el hiperespacio S.(X) posea alguna propiedad
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particular. Como ejemplo, en el Teorema 3.2.11 se establecen dos condiciones
equivalentes al hecho de que S.(X) sea denso en C'L(X). La Seccion 3.4 tie-
ne como objetivo probar que los hiperespacios de sucesiones convergentes de
[0, 1], de [0, w;] y del espacio de los nimeros irracionales con la topologia que
hereda de R no son homeomorfos dos a dos. Los resultados de esta tltima
seccion (Seccion 3.4) estan basados en el articulo de S. Garcia-Ferreira y Y.
F. Ortiz-Castillo llamado " The hyperspace of convergent sequences"[4].

El Capitulo 4 tiene resultados acerca de conexidad por trayectorias en el
hiperespacio de sucesiones convergentes. En |4, Theorem 2.4, p. 5| se probo
que el hiperespacio S.(R) es conexo por trayectorias, lo que sirvié como base
para nuestra Secciéon 4.1, en la que encontraremos resultados originales sobre
la conexidad por trayectorias en los hiperespacios de sucesiones convergentes
de R™ (Corolario 4.1.12), de las variedades conexas en el cubo de Hilbert
(Teorema 4.1.15) y de las dendritas locales (Corolario 4.1.14). Estos resulta-
dos pueden sugerir que si un espacio X es conexo por trayectorias, entonces
Se(X) también lo es. La Seccion 4.2 presenta un contraejemplo de esta situa-
cion en el Teorema 4.2.9, el circulo de Varsovia. En [4, Question 2.14, p. 8] se
realiza una pregunta interesante: jes X conexo por trayectorias cuando S.(X)
lo es? Esta pregunta es resuelta de manera afirmativa para el caso en el que
X es un espacio métrico en el articulo de D. Maya, P. Pellicer-Covarrubias
y R. Pichardo-Mendoza llamado "General Properties of the Hyperspace of
Convergent Sequences"|9]. Nuestra Seccion 4.3 desarrolla la teoria necesaria
para la demostracion de este resultado en el Teorema 4.3.26.

Ademas del contenido de esta tesis, se conocen algunos resultados acerca
de S.(X), por ejemplo: en [4, Theorem 2.12, p. 7| se prob6 que si un es-
pacio X es conexo por trayectorias, entonces su hiperespacio de sucesiones
convergentes es conexo y en [4, Theorem 3.2, p. 9| se demostr6 que ningin
hiperespacio de sucesiones convergentes satisface la propiedad de Baire. En
[4, Question 2.9, p. 7| se pregunta: jexiste algin dendroide cuyo hiperespa-
cio de sucesiones convergentes no sea conexo por trayectorias? A manera de
respuesta, en |9, Example 4.14, p. 11] se exhibe un ejemplo de un dendroide
cuyo hiperespacio de sucesiones convergentes no es conexo por trayectorias.

Debido a que se alejan de los propositos de esta tesis y a que se trata de
resultados bastante conocidos, no se incluiran algunas de las demostraciones
de los capitulos 1y 2, en cuyo caso si daremos las referencias pertinentes para
la consulta de las mismas. En cambio, realizaremos las pruebas completas y
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detalladas de los resultados en los capitulos 3 y 4, puesto que son los que
conciernen directamente a S.(X).

Todos los espacios de este texto seran 75 a menos que se indique lo con-
trario.

Felipe de Jestus Lopez Ortega
Facultad de Ciencias

Universidad Nacional Auténoma de México
2016
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Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo estableceremos los conceptos necesarios para adentrarnos
en la teoria de hiperespacios y la conexidad por trayectorias.

1.1. Notacidén y convenciones.

Sea A un conjunto. Utilizaremos la siguiente notacion relacionada con A:

e Denotaremos como P(A) al conjunto potencia de A.
e Denotaremos por |A| al cardinal de A.

e Si todos los elementos de A son conjuntos, nos referiremos a la uniéon e
interseccion de los elementos de A, respectivamente, por |JA y [ A.

Sea f una funcién con dominio A y contradominio B. Sean C'y D dos
conjuntos tales que C' C Ay D C B, denotamos a la imagen directa de C
bajo f como f[C] y a la imagen inversa de D como f~![D]. Al dominio A
también se le identificara como Dom( f), mientras que a la imagen f[A] se le
identificara como Im(f).

El conjunto de ntimeros racionales serd llamado @Q, mientras que el con-
junto de nimeros irracionales serd I y generalmente tendran la topologia de
subespacio de R.

11



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES.

El espacio [0, 1] siempre tendra la topologia de subespacio de R.

Usaremos indistintamente a w para denotar al conjunto de los nimeros
naturales y al primer cardinal transfinito también.

Diremos que un conjunto es numerable si su cardinal es w.
El primer ordinal transfinito y no numerable serd w;.
Para cada n € w, S™ denotara a la esfera unitaria en R"*+!,

Dado un conjunto X, usualmente utilizaremos 7x para denotar a la topo-
logia que se le dé a X; si no resulta ambiguo, escribiremos simplemente 7. De
esta forma, (X, 7) sera el espacio topoldgico X con la topologia 7. A menos
que se requiera hablar de la topologia 7, escribiremos simplemente X para
referirnos al espacio (X, 7). Si 7 es la topologia inducida por una métrica d,
entonces (X, d) denotara al espacio métrico X con la métrica d.

Si (X, 7) es un espacio topologico y A es un subconjunto de X, usaremos
T4 para denotar a la topologia que hereda A como subespacio de X.

Sean X un espacio topologico y A C X. Denotamos la cerradura, el inte-

rior, la frontera y el exterior de A en X, respectivamente, por: ZX, intx(A),
Ox(A), extx(A) o simplemente A, int(A), I(A), ext(A).

Sean (X, d) un espacio métricoy A, B C X.

e Siz € X y 0 < e denotaremos a la bola abierta de radio € con centro
en z por B.(z). En caso de posible confusién escribiremos B?(z) para
remarcar que se usa a la métrica d.

e El didmetro de A es el supremo de las distancias entre los elementos de
A, que denotamos como diam(A).

e La distancia entre A y B, que denotamos como dist(A, B), es el infimo
de las distancias entre los elementos de A y los de B.

Dado un subconjunto no vacio A de nimeros reales, denotaremos por
inf A, sup A, max A y min A al infimo, al supremo, al méximo y al minimo
de A, respectivamente.
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Nota 1.1.1. A menos que se indique lo contrario, todos los espacios topolo-
gicos de este texto seran T5.

A lo largo de este texto, nos referiremos por espacio a los espacios topo-
logicos Th.

1.2. Definiciones.

Definicién 1.2.1. Dados un espacio X y x € X, decimos que un subconjunto
V de X es una vecindad de x en X si x € int(V).

Definiciéon 1.2.2. Sean (X, 7) un espacio y € X. Un subconjunto B C
P(X) es una base local de vecindades de x en X si:

1) para cualquier V' € B se tiene que z € int(V);

2) para cada U € 7 tal que x € U, existe algin W € B con la propiedad
de que W C U.

Definiciéon 1.2.3. Sean X un espacioy x € X. Decimos que X es localmente
conero en x si existe una base local de vecindades abiertas y conexas de x
en X.

Si X es localmente conexo en cada elemento de X, se dice que X es
localmente conexo.

Definicién 1.2.4. Un espacio X es conexo por trayectorias si para cualquier
pareja de elementos x y y de X existen a,b € R tales que a < by una funcion
continua f : [a,b] — X tal que f(a) =z y f(b) =v.

Definicién 1.2.5. Un espacio X es arcoconexo si para cualquier pareja x y
y de elementos distintos de X existen un subespacio A de X tal que x,y € Y
y un homeomorfismo f : [0,1] — A que satisface que f(0) =z y f(1) =y.

Definicién 1.2.6. Un espacio X es localmente conexo por trayectorias si
para cualquier z € X existe una base local de vecindades conexas por tra-
yectorias de .
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Definiciéon 1.2.7. Un espacio X es localmente arcoconezro si para cualquier
r € X existe una base local de vecindades arcoconexas de .

Definicién 1.2.8. Un espacio X es un continuo si es conexo, métrico, com-
pacto y no vacio. Los subespacios de algin espacio X que satisfacen ser
continuos son llamados subcontinuos de X.

Definicién 1.2.9. Una dendrita es un continuo localmente conexo y sin
subespacios homeomorfos a S*.

Ejemplo 1.2.10. Sean

A = {(z,|sen (Z)]) e R* | z € (0,1]},
B = {(z,y) eR*| (@5 +y* =1 N y<0}
y C = {0} x[0,1].
El espacio U = AU B U C con la topologia de subespacio de R? es conocido
como el circulo de Varsovia (vea Figura 1.1). El espacio U es un continuo y
no tiene subespacios homeomorfos a S! pero no es localmente conexo en los

puntos de C', por lo que no es una dendrita. El circulo de Varsovia serd muy
importante en la Secciéon 4.2.

Figura 1.1: Circulo de Varsovia
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Ejemplo 1.2.11. Puesto que S C [-1,1] x [—1,1], se tiene que [—1,1] X
[—1, 1] no es una dendrita a pesar de ser un continuo localmente conexo.

Ejemplo 1.2.12. El espacio ([—1,1] x {0})U ({0} x [-1, 1]) con la topologia
de subespacio de R? es un ejemplo de una dendrita.

Definicién 1.2.13. Sea X un continuo. Diremos que X es una dendrita
local si para cada x € X, existe una vecindad (compacta) de x la cual es una
dendrita.

Ejemplo 1.2.14. El espacio
{t. L) eR* | new\{0} At e[0,1]}U([0,1] x {0})

con la topologia que hereda de R? es conocido como el abanico armdnico (vea
Figura 1.2) y no es una dendrita local.

Demostracion. Llamemos X al abanico armoénico. Notemos que X no es lo-
calmente conexo en los puntos de (0,1] x {0}, por esta razéon X no es una
dendrita. Por otro lado, toda vecindad de (1,0) en X debe tener una can-
tidad numerable de puntos de la sucesion {(1,2) | n € w\{0}}, por lo que
toda vecindad compacta y conexa de (1,0) es homeomorfa a X mismo. Asi,
(1,0) no tiene vecindades que cumplan ser dendritas, por lo tanto el abanico
armonico no es una dendrita local. [

Figura 1.2: Abanico armonico
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Ejemplo 1.2.15. El espacio S* es un ejemplo de dendrita local que no es
una dendrita.

Definicién 1.2.16. Sea X un espacio vectorial sobre R con topologia 7.
Decimos que X es un espacio vectorial topoldgico si la suma y el producto
por escalar en X son funciones continuas.

Definicién 1.2.17. Sea o € (w\{0})U{w}. Un espacio A es una a-variedad
si para cada r € A existe una vecindad abierta V' de x que es homeomorfa a
R,

Definiciéon 1.2.18. Sea X un espacio vectorial sobre R. Un subconjunto D
de X es convero si para cualquier par de elementos a y b en D y cualquier
t € [0,1] se cumple que bt + a(1 —t) € D.

Definicién 1.2.19. Un espacio vectorial topologico es localmente convezo si
existe una base local de vecindades convexas para cada x € X.

Ejemplo 1.2.20. Si n € w, entonces R” es un espacio vectorial topologico
localmente convexo.

Si (X, 7) es un espacio topologico (no necesariamente Ts), entonces:

e Al conjunto de los subconjuntos cerrados y no vacios de (X, 1) lo deno-
tamos como C'L(X, 7). En caso de que se deba hablar de la topologia
de 7, escribiremos C'L(X, 7), en otro caso escribiremos C'L(X).

e Denotaremos por K (X, 7) al conjunto de subespacios compactos y no
vacios de (X, 7) y la coleccion de subcontinuos de (X, 1) serda C'(X, 7).
A menos que se requiera hablar de la topologia 7, escribiremos sélo
K(X) y C(X) para referirnos a K(X,7) y C(X, 1), respectivamente.

Observacion 1.2.21. Debido a que s6lo consideramos espacios 15, es verdad
que K(X) es un subconjunto de CL(X). Es esta razon por la que posterior-
mente, al darle topologia a C'L(X), K(X) tendré la topologia de subespacio
que hereda de C'L(X). Similarmente ocurrira con C'(X) como subespacio de
K(X).
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1.3. Resultados preliminares.

En esta seccion hablaremos de los resultados previos que requerimos en el
desarrollo de nuestra teorfa y del espacio [0,w;] (vea Definicion 1.3.12) para
usarlo como ejemplo de algunas propiedades. Como muestra, en el Ejem-
plo 1.3.16 exhibimos que el espacio [0,w;| tiene dimension cero (vea Defini-
cion 1.3.3).

1.3.1. Resultados generales.

Nuestro primer teorema es muy conocido y lo usaremos en la prueba del
Lema 4.3.11.

Teorema 1.3.1. |5, Teorema 5.22, p. 292].
Sean X eY espacios métricos. St X es compactoy f: X — Y es una funcion
continua, entonces f es uniformemente continua.

Proposicion 1.3.2. Sean X un espacio y A y B subconjuntos de X tales
que A es abierto y B es cerrado, entonces A\B es abierto en X y B\A es
cerrado en X.

Demostracion. La demostracion se sigue del hecho de que A\B = AN(X\B)
v que B\A = BN (X\A). O

Definicién 1.3.3. Un espacio X tiene dimension cero si posee una base
cuyos elementos son abiertos y cerrados al mismo tiempo.

Observacion 1.3.4. Debido a que en un espacio conexo los tinicos subcon-
juntos abiertos y cerrados son el total y el vacio (y a que tinicamente estamos
considerando espacios T3), obtenemos que cualquier espacio conexo con mas
de un elemento no puede tener dimension cero.

Por otro lado, en un espacio discreto X sucede que {x} es un subconjunto
abierto de X para cada x € X, de donde {{z} | x € X} es una base para
X. En un espacio discreto X se cumple también que {z} es un subconjunto
cerrado para cada z € X. Concluimos asi que todo espacio discreto X tiene
dimensién cero.

Ejemplo 1.3.5. FEl espacio I con la topologia de subespacio de R tiene di-
mension cero.
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Demostracion. Recordemos que el conjunto
{(a,b) | a,be QAa < b}
es base para la topologia usual de R. Luego,
B={(a,b)NI|a,be QAa<b}

es base para la topologia de I. Notemos ahora que B posee la siguiente ven-
taja: para a,b € Q, se cumple que (a,b) NI = [a,b]NI. Asi, podemos concluir
que los elementos de B también son cerrados en I. O

Proposicion 1.3.6. Si un espacio X tiene dimension cero, entonces todo
subespacio de X también tiene dimension cero.

Demostracion. Sea A un subespacio de X. Consideremos una base B de
conjuntos abiertos y cerrados de X y el conjunto {bN A € P(A) | b € B},
este conjunto es una base de conjuntos abiertos y cerrados para A. O]

Definicién 1.3.7. Sean f : A; — By y g : Ay — B; funciones. Se dice que f
y g son compatibles si para todo a € A; N Ag se cumple que f(a) = g(a). La
union de estas funciones es fUg: Ay U Ay — By U By y esta definida como:

(f Ug)(a) = { Moy maciy

Un conjunto de funciones F es llamado sistema compatible de funciones
si cualesquiera dos funciones f € F y g € F son compatibles. En este caso,
la union de este sistema es la funcion JF : U;cr Dom(f) — User Im(f)
que extiende a cada f € F en el dominio Ufe}" Dom(f), es decir, para cada
f € Fycadaa € Dom(f) se cumple que | JF(a) = f(a). (Vea |6, Teorema
4.55, p. 60]).

Definicién 1.3.8. Dado un conjunto X, una coleccion {U, }aeca de subcon-
juntos de X es una cubierta para X si X C (J, .4 Ua.

Definicion 1.3.9. Una cubierta {U,},ca para un espacio X es localmente
finita si, para cada x € X, existe una vecindad V de x tal que V sé6lo interseca
una cantidad finita de elementos de la cubierta.
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Lema 1.3.10. (Lema del pegado). |3, Proposicion 2.1.13, p. 71].

Sean X y'Y espacios, {F,}aca una cubierta cerrada localmente finita de X
Y {fataca una familia de funciones compatibles y continuas f, : Fo — Y,
entonces | J,c 4 fo : X =Y es una funcion continua.

Corolario 1.3.11. Sean X un espacio y {zo,...,x,} C X tal que para cada
i€ {l,...,n} existe una trayectoria en X que conecta a x;_y con x;, entonces
existe una trayectoria en X que conecta a xo con x,.

Demostracion. Realizaremos la prueba por inducciéon sobre n.

B.I. Para n = 2. Sean f; : [0,3] = X y fo: [3,1] — X trayectorias en
X que conecten a xy con x; y a Ty con Iy, respectivamente. Como
fi(3) =z = fo(3) se tiene que {fi, fo} es una familia compatible de
funciones. Por el Lema 1.3.10 concluimos que la funcion f: [0,1] — X
definida como f = f1U f5 es una trayectoria en X que conecta a xg con

To.
H.I. Supongamos que para algin n > 2 se satisface el corolario.

PI. Sea A = {zg,...,x,11} € X tal que existe una trayectoria en X
que une a z;_; con x; para cada ¢ € {1,...,n + 1}. Debido a que
|A\{z,11}| = n + 1, se sabe por hipotesis de induccién que existe una
trayectoria en X que une a xy con z,. Ademas, existe una trayectoria
en X que conecta a x, con z,,1. Aplicando el caso base a los puntos
2o, Tn ¥ Tpy1 € termina la demostracion. O

1.3.2. El espacio [0, w;].

Por su importancia para nuestros ejemplos, dedicamos una breve sub-
seccion al estudio del espacio [0,w;]. En la Seccion 3.4, particularmente en
la demostracion del Teorema 3.4.1, encontraremos las consecuencias de los
resultados de esta subseccion.

Definicién 1.3.12. Dado un conjunto totalmente ordenado (X, <) con al
menos dos elementos, para cada a,b € X tales que a < b definimos los
subconjuntos I, ={r € X |z <a}, D,={r € X |a<z}y(ab)={zx¢€
X | a < x < b}. Entonces, la coleccion

B={L|zeX}U{D; |z e X}U{(z,y) |2,y e XNz <y}
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es base para alguna topologia de X (vea [1, Ejemplo 1.38, p. 25]). Se le conoce
a B como la base candnica para la topologia del orden de X con respecto al
orden <.

Usualmente utilizaremos la notacion [a,b) y (a,b] para referirnos a los
conjuntos {z € X |a<xz<b}y{re X |a<az <b}, respectivamente.

Denotaremos como [0, w;] al espacio wy U{w; } con la topologia del orden.

Teorema 1.3.13. Sean X un espacio, B una base para X yx € X. Si existe
una base local numerable C de x, entonces existe una base local numerable D
de x tal que D C B.

Demostracion. Sea C = {C,, | n € w}. Para cada n € w, existe B,, € B tal
que
€ B, CC,.

Veamos que {B,, | n € w} es la base local que buscamos. Sea U un subconjun-
to abierto en X tal que x € U, entonces existe n € w tal que x € C,, C U. Por
construccion, x € B,, C C,, C U. De esta forma aseguramos que {B,, | n € w}
es una base local numerable para x y ademas, {B,, | n € w} C B. O

Teorema 1.3.14. El espacio [0, w;] no tiene una base local numerable para
w1.

Demostracion. La prueba se hara por contradiccion.

Supongamos que [0,w;] tiene una base local numerable para w;. Por el
Teorema 1.3.13, w; posee una base local numerable, digamos B = {B, |
n € w}, formada solo por conjuntos bésicos canoénicos de [0,w;]; es decir,
para cada n € w, existe a, € [0,w;) tal que (a,,wi] = B,. Puesto que B
es numerable, existe algin b < w; tal que a, < b para cualquier n € w.
Asi, wy € (bywi] y b € ({Bn | n € w}. Luego, ningun n € w cumple que
B,, € (b, w1], hecho que contradice que el conjunto B sea base local numerable
para wy. ]

Corolario 1.3.15. El espacio [0,w] no es metrizable.

Demostracion. Por el Teorema 1.3.14 se tiene que [0,w;] no es primero nu-
merable, por lo tanto, no puede ser metrizable. O

Ejemplo 1.3.16. El espacio [0,w:] tiene dimensidon cero.
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Demostracion. Sea
A={(a,b+1)|a<b<w}U{(a,w]]|a<w}U{{0}}.

De la Definicion 1.3.12 obtenemos que para cualquier a,b < w1, se tiene que
(a,b+1)y (a,w;] pertenecen a la base canonica de [0, w;]. Ademaés, se cumple
que

(a,w1] = [0,w1]\[0,a+1)y
(a,b+1) = [0, \((b,wi] U[0,a+1));

por lo tanto, (a,w;] v (a,b+1) son subconjuntos cerrados en [0, w;]. También,
[0,1) = {0} = [0,w:1]\(0,w], por lo que {0} es abierto y cerrado en [0, w].
De esta manera, los elementos de A son abiertos y cerrados en [0, w].

Veamos ahora que A es una base para [0, w;]. Para w; y 0, los conjuntos
{(a,w1] | a < w1} y {{0}} son bases locales, respectivamente. Sean entonces
x € (0,w) y U una vecindad de z. Sabemos que existen a,b € [0,w;] tales
que x € (a,b) C U. De esta forma, z < by por lo tanto, (a,x + 1) C (a,b).
Como (a,z + 1) € A, concluimos que A es una base para [0, w]. ]

1.3.3. Compacidad

El objetivo del presente trabajo no es estudiar la compacidad en el hi-
perespacio de sucesiones convergentes. Sin embargo la compacidad es una
propiedad que no puede separarse del estudio del hiperespacio K(X) y por
tanto, estara presente a lo largo de nuestro texto.

Lema 1.3.17. Sean (X, d) un espacio métrico, A € K(X) y U un subconjun-
to abierto de X tal que A C U, entonces eziste 6 > 0 tal que|J, ., Bs(a) C U.

Demostracion. Notemos que si U = X, entonces | J,. 4 Bs(a) € X = U para
cualquier 6 > 0. Supongamos entonces que U # X, de esta forma, X \U # 0.
Como A es compacto y X\U es un subconjunto cerrado de X ajeno a A, se
tiene que dist(A, X\U) > 0; proponemos a 6 como dicha distancia. Ahora, si
b € Bs(a) para algin a € A, entonces d(a,b) < ¢ y por lo tanto b ¢ X \U; asi,
b € Uy deducimos que Bjs(a) C U. Concluimos que |J ., Bs(a) C U. O

a€A

Para nuestro siguiente resultado, pedimos al lector recordar que todos
nuestros espacios son Hausdorff (vea Nota 1.1.1).
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Lema 1.3.18. Sean X un espacio y A y B subespacios compactos de X y
ajenos, entonces existen subconjuntos abiertos U y 'V de X tales que: A C U,
BCVyUNV =40.

Demostracion. Sea ag € A. Para cada b € B, existen subconjuntos abiertos
y ajenos U, y V, de X tales que a9 € U, y b € V. De esta forma, B C
Upe Vo- Como B es compacto, existen by, by, ..., b, € B que satisfacen que
B C ULy Vi, Sean Voo = Uiy Vi, ¥ Usy = iz Us,- Notemos que si z €
Nizg Us, = U,,, entonces = € Uy, para cada i € {0,...,n}, y por lo tanto
x ¢V, para cada ¢ € {0,...,n}; de este modo se tiene que = & J_, Vi, =
Vao- Ast, Uy, vy Vi, son subconjuntos abiertos en X, ag € U,,, B C V,, y
Usy N Voo = . Repitiendo el proceso para cada a € A, encontramos dos
subconjuntos abiertos U, y V, de X talesqueac U,, BCV,y U,NV, = 0.

Notamos ahora que A C (J,. 4 Us. Por la compacidad de A, inferimos que
existen aog,...,a € A tales que A C U?:o Ua,- Sean

y veamos que son subconjuntos ajenos. Si x € U NV, entonces existe j que
cumple que: j € {0,...,k} y que z € U,;. Como ademés = € V,,, deducimos
que r € U,;NV,;, lo cual es absurdo. Concluimos que U y V' son subconjuntos
abiertosen X, ACU, BCVyUNV =40. O

Corolario 1.3.19. Si (X, 7) es un espacio compacto, v € X y A€ T es tal
que x € A, entonces existe U € 7 tal que x € U C U C A.

Demostracion. Por el Lema 1.3.18 se tiene que para x y X\ A, existen V' y
Uerttalesque x e U, X\ACV yUNV = (. Luego, U C X\V y por lo
tanto

UCX\VCX\(X\A) =4

como se queria. ]

Lema 1.3.20. Sean X un espacio y { Ao, ..., An} un conjunto de subespacios
compactos de X 1y ajenos por pares, entonces existen subconjuntos abiertos
Vo, ..., Vi de X tales que A; C V; para cadai € {0,...,n} y ViNV; =0 si
N

Demostracion. Realizaremos la prueba por induccion.
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B.I.

H.I

P.I.

Para n = 1 usamos el Lema 1.3.18, asi aseguramos que existen tales
subconjuntos abiertos para Ay y A;.

Supongamos que el lema se satisface para cualquier subconjunto de k
subespacios compactos y ajenos de X.

Sea A = {Ay, ..., A} un conjunto de k+1 subespacios compactos de X
y ajenos por pares. Particularmente para A\{ Ay} se cumple la hipotesis
de induccioén; es decir, existen subconjuntos abiertos Vg, ..., Vi1 de X
tales que A; C V; para cada ¢ € {0,...,k — 1} y que V;NV; = 0 si
i # j. Notamos ahora que (| J.A)\Ax y A son compactos y ajenos. Por
el Lema 1.3.18, existen subconjuntos abiertos U y V de X tales que
(UANA, CU, A, CV yUNV = 0. Finalmente, VoNU,...,V,_1NU
y V son subconjuntos abiertos de X que satisfacen: A; C V; N U para
cualquier ¢ € {0,...,k — 1}, A, CV y ademas,

VinU)N(V;nU)CVinV;=0sii#j
y (VinU)nvV CcunV =0.

Asi terminamos la demostracion. O

Definiciéon 1.3.21. Un espacio X es secuencialmente compacto si cada su-
cesion de X tiene una subsucesion que converge en X.

Los teoremas 1.3.22 y 1.3.24 son resultados muy conocidos, de modo que
no incluiremos una demostracion de ellos pero si una referencia para consultar
sus respectivas pruebas

Teorema 1.3.22. [3, Teorema 4.1.17, p. 256].
Sea X un espaco métrico. Son equivalentes:

1) X es compacto;

2) X es secuencialmente compacto.

Lema 1.3.23. |7, Proposicion 12.1, p. 98].
Sean X un espacio topoldgico y K, L y B subconjuntos de X . Son equivalen-

tes:

1.

KNL=0,KNL=0yKUL = X\B.
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2. Fziste un subconjunto no vacio G de X\B abierto y cerrado en X\B
tal que K CG y GN L= .

Teorema 1.3.24. (Teorema del cable cortado).|7, Teorema 12.9, p. 101].
Sean X un espacio compacto y E y F dos subconjuntos cerrados de X. Si no
existe un subespacio conexo A de X tal que ANE # 0 y ANF # () al mismo

tiempo, entonces eristen dos subconjuntos K y L de X tales que £ C K,
FCL KNL=0, KNL=0yKUL=X.

Corolario 1.3.25. Sean X un espacio compacto y E y F dos subconjuntos
cerrados de X . Si no existe un subespacio conexo A de X tal que ANE # ()
y ANFE # 0 al mismo tiempo, entonces existen dos subconjuntos abiertos y
cerrados K y L de X talesque EC K, FCL, KNL=0yKUL=X.

Demostracion. Del Teorema 1.3.24 sabemos que existen dos dubconjuntos
K'y L de Xtalesque EC K', FCL KNl =0, KNL =0y
K'UL' = X. Usando el Lema 1.3.23 sobre K', L', y B = (), se obtiene que
existe un subconjunto G de X que es abierto y cerrado en X tal que K/ C G
y GNL' =0. Como K'UL' = X, se concluye que GUL' = X. Asi, K =Gy
L = L’ son subconjuntos abiertos y cerrados en X tales que £ C K, FF C L,
KNL=0yKUL=X. m

1.3.4. Conexidad

Teorema 1.3.26. Sean X un espacio y {Ag, A1,..., Ay} un conjunto finito
de subespacios conexos de X. Si A; N A1 # 0 para cualquier i € {0,...,n—
1}, entonces |J;_, Ai es conezo.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre n en la prueba.

B.I. n = 1. Sean Ay y A; subespacios conexos de X tales que Ag N A # ().
Sea x € Ag N A;. Tomemos dos subconjuntos U y V' abiertos relativos
de Ay U A, tales que

AgUA; =UUV. (1.1)

Luego, x € U o x € V. Sin pérdida de generalidad asumiremos que
x € U y de esta forma

AN A NU # 0. (1.2)
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Si AgNV # (), entonces (1.1) y (1.2) demuestran que UN Ay y V N Ay
forman una disconexiéon para Ay, lo cual es absurdo. Concluimos que
Ag NV = (. Suponiendo que A; NV # 0, (1.1) y (1.2) probarian que
VNA;y Un Ay forman una disconexion para A;, contradiciendo que
A; es conexo. Deducimos que A; NV = (). Hemos demostrado que
VN (AgUA;) = 0. Sin embargo V' C Ag U Ay, por lo que V' debe ser
vacio. Asi, Ay U A; es conexo.

H.I. Supongamos que el resultado se tiene que para n.

P.I. Sea {Ay,...,A,+1} un conjunto de subespacios conexos de X que cum-
ple que A; N A;y1 # 0 para cualquier i € {0,...,n}. Notemos que
{Ao, ..., A,} satisface la hipotesis de induccion y por lo tanto |J;_, A;
es conexo. Por otro lado, § # A, N A, 41 C (Ui 4i) N A,11. Aplicando

el caso base a {{J;_, A, Apt1}, llegamos a que U?:Ol A; es conexo. [

Teorema 1.3.27. |2, Teorema 4.2, p. 113].
Un espacio X es localmente conexo si y solo si para cada subconjunto abierto
U de X se cumple que las componentes conexas de U son abiertas en X.

Notaciéon 1.3.28. En nuestro siguiente resultado, la componente conexa por
trayectorias de z en X sera denotada por Cp(x).

Teorema 1.3.29. St X es un espacio conexo y localmente conexo por tra-
yectorias, entonces X es conexo por trayectorias.

Demostracion. Sean x € X y y € Cr(x). Como X mismo es un subconjunto
abierto de X, sabemos que existe una vecindad conexa por trayectorias V'
de y tal que V' C X. Usando que V C Cr(y) = Cr(x), concluimos que y €
int(V') C Cr(z), por lo que Cr(z) es un subconjunto abierto de X.

Probemos ahora que Cr(z) es un subconjunto cerrado de X. Sea z €
X\Cr(z) y consideremos una vecindad conexa por trayectorias W de z. No-
temos que W N Cr(xz) = 0 y entonces W C X\Cr(z). Deducimos que z €
int(W) C X\Cr(z), lo cual es suficiente para probar que X \Cr(z) es abierto
en X.

Hemos probado que Cr(z) es un subconjunto abierto y cerrado de X.
Partiendo de que X es un espacio conexo, se sigue que un subconjunto abierto
y cerrado de X es () o X mismo, ergo, Cr(z) = X. ]
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Las demostraciones de los teoremas 1.3.30, 1.3.31 y 1.3.32 son extensas y
rebasan los objetivos de esta tesis, por lo que no se incluird una demostracion
de ellos pero si las referencias pertinentes para su consulta.

Para nuestro siguiente resultado, pedimos al lector recordar que nuestros
espacios son Ty (vea Nota 1.1.1).

Teorema 1.3.30. [12, Corolario 31.6, p. 222|.
Un espacio X es conexo por trayectorias si y solo si es arcoconezo.

Teorema 1.3.31. [8, Corolario 2, p. 301].
St X es una dendrita, entonces para cualquier par de elementos distintos a
y b en X, existe un unico arco en X cuyos puntos extremos son a y b.

Teorema 1.3.32. |8, Teorema 4, p. 301].
Todo subcontinuo de una dendrita es una dendrita.

Teorema 1.3.33. Si X es una dendrita, entonces X es localmente arcoco-
nero.

Demostracion. Sea x € X. Probaremos que el conjunto de vecindades arco-
conexas de z en X es una base local de vecindades de x.

Sea U un subconjunto abierto de X tal que x € U. Usemos que X es
un espacio T3 para encontrar un subconjunto abierto W de X que satisface
que z € W C W C U. De la conexidad local de X sabemos que existe un
subconjunto abierto y conexo V de X tal que x € V' C WW. Notemos ahora
que

reVCVCWCU

y que V es conexo. Por el Teorema 1.3.32 obtenemos que V es una dendrita
y por el Teorema 1.3.31 podemos deducir que V es arcoconexo. Es asi como
probamos que V es una vecindad arcoconexa de z en X que ademas satisface
que V C U. Concluimos entonces que X es localmente arcoconexo. O

Teorema 1.3.34. Toda dendrita local es localmente arcoconexa.

Demostracion. Sean X una dendrita local y z € X. Veamos que el conjunto
de vecindades arcoconexas de x en X es una base local de vecindades para
x.

Sean U un subconjunto abierto de X tal que x € U y D una vecindad de z
que cumpla ser una dendrita. Notemos que z € int(D)NU C Dy que int(D)N
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U es un subconjunto abierto tanto en X como en D. Por la arcoconexidad
local de D (vea Teorema 1.3.33) podemos encontrar una vecindad arcoconexa
Vde x en Dy tal que V C int(D) N U. Usando que int(D) N U es abierto
en X, deducimos que intp (V') es abierto en X también. Hemos probado que
V' es una vecindad arcoconexa de x en X que ademés satisface que V' C U.
Concluimos entonces que X es localmente arcoconexo. O

Corolario 1.3.35. Toda dendrita local es arcoconeza.

Demostracion. Sea X una dendrita local. Recordemos que X es un continuo
y por lo tanto, es conexo. De los teoremas 1.3.34, 1.3.29 y 1.3.30 se sigue el
resultado. ]

Teorema 1.3.36. El espacio RY con la topologia producto es localmente
CONVETO.

Demostracion. Sea x € R¥ y supongamos que x = {x,, | m € w}. Propone-
mos al conjunto

{HBT,"(J:m)x II ® | ng/\|B|€w/\Tm€R+}7

meB mew\B

el cual mostraremos que es una base de vecindades convexas de .

Sea U un subconjunto bésico de la topologia producto de R tal que
x € U. Es decir, existe un subconjunto finito A de w y un subconjunto
abierto U, de R para cada n € A tales que

v=1Jv.x [] ®

neA new\A

Para cada n € A, sea ¢, > 0 tal que B, (z,) C U,. Nombremos

V=]]B.()x [[ ®

neA new\A

Inmediatamente notamos que x € V C U, por lo que nos limitaremos a
demostrar que V' es un subconjunto convexo de R¥. Sean a = {a, | n € w}
y b= {b, | n € w} elementos de V, en particular, a,,b, € Bc(z,) para cada
n € A. Tomemos t € [0,1] y observemos que bt + a(1 —t) = {b,t + a,(1 —
t) | n € w}. Se sabe que B, (z,) es un subconjunto convexo de R, luego
bpt +a,(1—1t) € B,, (z,) para cada n € A. Concluimos que bt +a(l—t) € V
y por lo tanto, V' es un subconjunto convexo de R¥. Es asi como probamos
que R¥ es localmente convexo. O
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Teorema 1.3.37. Sean o € (w\{0})U{w} y X una a-variedad, entonces X
es localmente conexo por trayectorias.

Demostracion. Sea x € X. Probaremos que el conjunto de vecindades de x
que son conexas por trayectorias es una base local de x. Sean U una vecindad
abierta de x homeomorfa a R* y h : R* — U un homeomorfismo.

Tomemos una vecindad V de x en X. El conjunto V NU es una vecindad
de x tanto en X como en U. Como h es un homeomorfismo, se tiene que
R~ [V N U] es una vecindad de h~'(z) en R®. Usemos el Ejemplo 1.2.20 o
el Teorema 1.3.36, segiin corresponda, para encontrar una vecindad convexa
W de h=!(z) tal que W C h'[V N UJ. El hecho de que W es un subespacio
conexo por trayectorias de R* implica que h[W] es conexo por trayectorias
también. Notemos ademés que h[WW] C V NU C V. Finalmente, puesto que
h es un homeomorfismo y U es un subconjunto abierto de X, deducimos
que h[W] es una vecindad conexa por trayectorias de = en X. Con esto
terminamos la demostracion. O

Corolario 1.3.38. Si a € (w\{0}) U{w} y X es una a-variedad conexa,
entonces X es arcoconezo.

Demostracion. De los teoremas 1.3.37, 1.3.29 y 1.3.30 se sigue el resultado.
O



Capitulo 2

Los hiperespacios CL(X) y K(X).

El objetivo de este trabajo es estudiar el hiperespacio de sucesiones con-
vergentes de un espacio X . Hablaremos primero sobre los hiperespacios C'L(X)
y K(X) con la topologia que usualmente se les asocia, debido a que el hiper-
espacio de sucesiones convergentes es un subespacio de estos hiperespacios.

2.1. Topologia de Vietoris en C'L(X).

Recordemos que para un espacio topologico X (no necesariamente 7T5) he-
mos asignado la notacion C'L(X) para referirnos al hiperespacio de subcon-
juntos cerrados y no vacios de X. En nuestra siguiente definicién presentamos
una de las topologias que més cominmente se le da a CL(X).

Definicion 2.1.1. Sean (X, 7) un espacio topologico (no necesariamente 75)

v {Uy,...,U,} = U una coleccion finita de subconjuntos de X. El vietdrico
de U seré el conjunto

Uy={zZeCLX,7)| ZC|JUNVii€{0,....n} - (ZnU; #0))}.
Algunas veces denotaremos por (Uy, ..., U,) al vietorico de U. Se sabe que
B={U)eP(CLX))|UCTAIn(ncwAn=|U|)}

29
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es base para una topologia de CL(X,7) (vea |7, Teorema 1.2, p. 3]). A la
topologia generada por dicha base se le conoce como topologia de Vietoris
para CL(X, 7).

Los vietoricos tienen algunas propiedades muy agradables, como las que
presentamos a continuacion. La primera de ellas nos da una manera alterna-
tiva de verificar cudndo un vietorico se encuentra contenido en otro.

Lema 2.1.2. Sean X un espacio y{Uy, ..., U}, {Vb, ..., Vi} dos colecciones
de subconjuntos no vacios de X . Las siguientes condiciones son equivalentes:

1‘ <U0,...7Un> Q <‘/0,...,Vk>;

2. U, Ui C Uf:ovj y dado j € {0,... k}, existe i € {0,...,n} tal que
U, CV,.

Demostracion. Supongamos que (U, ..., U,) C (Vo,...,Vi).Seax € U;_, Ui,
elegimos z; € U; para cada i € {0,...,n}. El conjunto A = {z,z¢,...,2,}
es finito y no vacio, por lo que A € K(X). Por construccion se tiene que
ANU; # 0 para cada i € {0,...,n}. Como ademas A C (J_, U;, entonces
A€ (Uy,...,U,). Luego, A € (Vy,..., Vi) y por lo tanto z € A C U?:ovj-
Deducimos entonces que | J;_, U; C U?:o Vj.

Sea j € {0,...,k}. Probaremos a continuacion que existe ¢ € {0,...,n}
tal que U; C V;. Si, por el contrario, para cada ¢ € {0,...,n} existe y; €
U;\Vj, consideramos entonces al conjunto D = {yo, ..., y,}. Observamos que
D es un subconjunto finito y no vacio de X, de lo cual se sigue que D € K(X).
Ademas ocurre que D NU; # () para cada i € {0,...,n} y que D C |J;_, U..
De esta forma, D € (Up,...,U,). Por otro lado, D N'V; = ( y entonces
D ¢ (Vy,...,V,), lo cual es una contradiccion a la hipotesis. Ergo, para
algtn i € {0,...,n} se cumple que U; C V.

Supongamos ahora que |J;_,U; C U;?:OVJ- y que dado j € {0,...,k},
existe i € {0,...,n} tal que U; C V. Sea F' € (Uy,...,U,), entonces F' C
Ui, Ui € UfZOVj. Sea j € {0,...,k}. Veamos ahora que F'NV; # 0.
Por hipotesis existe iy € {0,...,n} tal que U;, C V;. Recordando que F' €
(Ug, ..., Uy,) obtenemos que U;, N F # (0 y asi, F'N'V; # ). Concluimos que
F e (Vy,..., Vi) como se queria. ]
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Lema 2.1.3. Sean X un espacio y A una familia finita de subconjuntos ce-
rrados y no vacios de X, entonces (A) es un subconjunto cerrado de C'L(X).

Demostracion. Sea A € CL(X)\(A). Por la Definicién 2.1.1 obtenemos dos
Casos.

Caso 1. Existe algin U € A tal que A C X\U.
Notemos que el conjunto C = (X\U) es un subconjunto abierto de
CL(X) que satisface que A € C. Como ademas todo B € C satisface
que B C X\U, entonces C C CL(X)\(A).

Caso 2. AN (X\JA) #0.
Para este caso, consideramos el subconjunto C = (X, X'\ |J.A). Puesto
que | J A es un subconjunto cerrado de X, se tiene que C es un subcon-
junto abierto de C'L(X). Usando la hipotesis de este caso y el hecho de
que X U (X\JA) = X, podemos deducir que A € C. Finalmente, si
B e C, entonces BN(X\UA) # 0y asi, B € CL(X)\(A). Se concluye
que C C CL(X)\(A).

Hemos demostrado que en cualquier caso, siempre existe un subconjunto

abierto C de CL(X) tal que A € C C CL(X)\(A) y por lo tanto, (A) es un
subconjunto cerrado de C'L(X). O

Lema 2.1.4. Sean X un espacio yiUo, .., Up} una familia de subconjuntos
no vacios de X, entonces <U0, e Un>: (Uo,...,Up).

Demostracion. Sean F' € <U0, o ,Un> v (Vo, ..., Vi) un elemento de la base
para la topologia de Vietoris de CL(X) tal que F' € (Vg,..., V). Para cada
j € {0,...,k} tomemos y; € F NV, en consecuencia, {yo,...,ys} < F.
Puesto que F' C |, U, obtenemos que {yo,...,u} C Ui, Ui = Ui, Us.
Sea j € {0,...,k}. Usando el hecho de que y; € |J_,U; vy de que V; es una
vecindad abierta de y;, aseguramos que

n
existe y; € V; N U Us. (2.1)
i=0
Similarmente, para cada i € {0,...,n}, tomemos z; € FNU;. De esta forma,

{zo,...,x,} C F y entonces {zg,..,x,} C U?:o V;. Seai € {0,...,n}. Como
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szo V; es una vecindad abierta de x; y ademas, z; € U;, entonces

k
existe z; € U; N U V. (2.2)

J=0

Nombremos A = {xz(,..., 20, v, ...,y.}. De (2.1) y (2.2) deducimos que
ACUL,Un U;?:()Vj. También se sigue que «} € U; para i € {0,...,n}y
que y; € Vj paracada j € {0,...,k}. Inferimos de esta manera que ANV; # 0
para cualquier j € {0,...,k} y que ANU; # () siempre que i € {0,...,n}.
Hemos probado que A € (Uy, ..., U,)N{(Vo, ..., Vi), lo cual es suficiente para
justificar que F' € (Uy,...,U,).

Probemos ahora que (Up,...,U,) C (Uy,...,U,). Del Lema 2.1.2 sa-
bemos que (Up,...,U,) € (Uyp,...,U,) y por el Lema 2.1.3 tenemos que
(U, ...,U,) es un subconjunto cerrado de C'L(X); con lo cual, concluimos
que (Up,...,U,) € (Ug,...,U,) como se queria. a

Teorema 2.1.5. [10, Teorema 4.9.7, p. 163].
Para un espacio X son equivalentes:

i) X es compacto y metrizable;

ii) CL(X) es compacto y metrizable.

2.2. El hiperespacio K(X).

Dado un espacio X, asignamos ya la notacion K (X) al hiperespacio de
subespacios compactos y no vacios de X. A fin de dotar de una topologia a
K (X) recordemos la Observacion 1.2.21. Le daremos a K(X) la topologia
de subespacio que hereda de C'L(X) una vez que se le asocia la topologia de
Vietoris.

Notacién 2.2.1. Dados un espacio X y una cantidad finita de subconjuntos
U, ..., U, de X el simbolo (U, ..., U,)k denotara al conjunto (Uy, ..., U,)N
K(X).

Observacion 2.2.2. 51 X es un espacio compacto, entonces un subconjunto

de X es cerrado si y solo si es un subespacio compacto de X. Por esta razon
ocurre que CL(X) = K(X).
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Corolario 2.2.3. Si X es un espacio mélrico y compacto, entonces K(X)
también lo es.

Demostracion. El resultado se sigue de la Observacion 2.2.2 y el Teore-

ma 2.1.5. ]

La siguiente es una propiedad muy util de K (X), la usaremos en la de-
mostracion del Teorema 2.2.5.

Lema 2.2.4. Sea X un espacio. Si B es una base para X, entonces
B ={(B)x | BC BA|B| €w}
es una base para K(X).

Demostracion. Sean F' € K(X)y V una familia finita de subconjuntos abier-
tos de X tal que F' € (V). Para cada « € F, definimos

Vi=({{VeV|zeV}

Como V] es abierto para cada © € F' y B es una base para la topologia de
X, entonces

para cada x € F, existe V,, € B tal que x € V, C V..

Notemos que

FclJv.clYv (2.3)

zeF

Sabemos que F' € K(X), por lo tanto existe F’ C F' tal que F’ es finito
yF CUyep Ve Sea D ={V eV |VNF =0}y elijamos yy € FNV
para cada V' € D. De esta forma, si F”' = ' U{yy | V € D}, entonces F" es
finito, x € FNV, para cadax € F" y

Fclyv.c | v (2.4)

€ F’ xeF"

de este modo aseguramos que F € ({V, | x € F"})k. Finalmente, mostra-
remos que ({V, | z € F"})k C (V)k. Tomemos V' € V y analicemos los
posibles casos:
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Caso 1. SiVNF #10.
En este caso existe x € VN F' C F" y por lo tanto, V, C V.

Caso 2. SiVNF =0.
Para este caso, V € Dy por tanto existe yy € F”"NV tal que V,,, C V.

Usando que F' C F”, (2.3), los casos 1 y 2 y el Lema 2.1.2, concluimos que
{Vp]xe F"} )k C (V)i y entonces B es una base para K(X). O

Teorema 2.2.5. Si X es un espacio con dimensidon cero, entonces K(X)
también tiene dimension cero.

Demostracion. Sea B una base de subconjuntos abiertos y cerrados de X.
Por el Lema 2.2.4 sabemos que B’ = {(B)x | B C BA|B| € w} es una base
para K(X). Resta demostrar que todo elemento en B’ es un subconjunto
cerrado de K(X).

Si {Up,...,U,} C B, entonces U; = U; para cada i € {0,...,n}, de
donde (Uy,...,Un)k = (Uo,...,Up)k = (Uo,...,Uy,)x por el Lema 2.1.4.
En consecuencia, (Uy, ..., U,)k es cerrado en K(X). O

A veces necesitaremos tomar union sobre subconjuntos de K (X). Nues-
tros siguientes dos resultados nos dan informacion al respecto.

Teorema 2.2.6. Sean X un espacio y T un subespacio compacto de K(X).
FEl congunto |JT es un subespacio compacto de X yT C K(JT).

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de |J7. Como T' C K(X), para
cada F' € T existe un subconjunto finito Ur de U el cual es una cubierta
abierta de F. Para cada F' € T nombremos Vp = | JUr y observemos que
F C Vg, por lo que F' € (Vp)i para cada F' € T. Obtenemos que el con-
junto {{(Vp)k | FF € T} es una cubierta abierta para 7' en K(X). Usemos
ahora que T es un espacio compacto para encontrar Fy,...,F, € T tales
que {(Vi)k, ..., (VE,)x} sea una cubierta finita de T en K (X). Luego, para
cada F € T existe k € {0,...,n} tal que F' € (Vg )k, de donde F' C Vp,.
Asi, T C U;_, Vr,- Hemos demostrado que |J;_,Ur es una subcubierta
finita de U para |J T, lo que es suficiente para probar que |J7T es compacto.
Finalmente, cada F' € T es compacto y cumple que F' C |J T, de manera que
TCKWUT). m
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Teorema 2.2.7. Sea X un espacio. La funcion | : K(K(X)) - K(X) dada
por | J(A) = J A estd bien definida y es continua.

Demostracion. Por el Teorema 2.2.6, la funcion | J esta bien definida.

Sean B € K(K(X))y UB = B. Tomaremos una familia finita de sub-
conjuntos abiertos U = {Uy, ..., U,} de X tal que B € (U) k. Encontraremos
un subconjunto abierto 4 de K (K (X)) tal que B €y JU C (U)k.

Sean U = U y U; = (U;,U) i para cada i € {0,...,n}. Proponemos
U= <U07"'7un>K-

Notemos que il es efectivamente un subconjunto abierto de K (K (X)).
Para cada i € {0,...,n}, sea x; € U; N B y elijamos B; € B tal que
x; € B;. De esta forma, B; € (U;,U)k y asi,
BNU; # 0 para cada i € {0,...,n}.

Tomemos A € B y observemos que A C |JB = B. Recordando que B €
(U)K, se infiere que B C U. Por esta razon A C U y, como A # (), existe
Jj € {0,...,n} tal que ANU; # 0, lo cual es suficiente para mostrar que
A € U;. Deducimos que B C |J_,U; y por tanto,

B e (2.5)

Probaremos ahora que
Ui € @)« (2.6)
Sea D € il y llamemos D = JD.

Six € D, entonces existe £ € D tal que x € E. Por definicién de vietérico
se tiene que D C |J_ (U;, U) k. De esta forma, existe ¢ € {0,...,n} tal que
E € (U;,U)k. De modo que E C U, de donde x € U. En consecuencia,

DCU. (2.7)

Escojamos F; € D NU; para cada i € {0,...,n}. Luego, E;, N U; #
para toda i € {0,...,n}, por lo que podemos tomar y; € E; N U; para cada
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i €{0,...,n}. Debido a que E; € D para cada i € {0,...,n}, se asegura que
y; € D; es decir,

y; € DNU,; para cada i € {0,...,n}. (2.8)

Los enunciados (2.7) y (2.8) demuestran que D € (U) g, lo que implica (2.6).
Finalmente, (2.5) y (2.6) justifican que B € y J[U] C (U)k. En otras
palabras, | J es continua. ]

Nuestros siguientes dos resultados son mas bien técnicos, pero seran de
utilidad en la Seccion 4.3, en especifico en la demostracion del Lema 4.3.3.

Teorema 2.2.8. Sea X un espacio. Sean las sucesiones (en el sentido tra-
dicional de sucesion) {A, }new, {Bnlnew € K(X) y A, B € K(X) tales que
lim, .. A, = A ylim,_,.. B, = B. Si A, C B, para toda n € w, entonces
ACB.

Demostracion. Supongamos por el contrario que existe © € A\B. Por el
Lema 1.3.20 existen dos subconjuntos abiertos U y V de X tales que

reUBCVyUNV =0 (2.9)

Luego, A € (U, X)g. Usando que lim,,_,., A, = A, aseguramos que existe
N € w que cumple que A, € (U, X) para cualquier n > N. Asi, A,NU # )
para cada n > N y por lo tanto

B, NU # () para cada n > N. (2.10)

Por otro lado, de (2.9) se tiene que B € (V) g, por lo que existe N’ € w tal
que B,, € (V) siempre que n > N'; es decir,

B, CV para cada n > N'. (2.11)

Por (2.10) y (2.11) se sabe que Byyn NU # 0y By € V, pero esto
contradice (2.9). La contradiccion viene de suponer que z existe. Concluimos
que A C B. O]

Lema 2.2.9. Sea X un espacio. S1 A es un subespacio compacto y conexo
de K(X) y S € A, entonces cada componente conexa de | J A intersecta a S.
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Demostracion. Supongamos por el contrario que existe una componente co-
nexa A de |J A tal que SN A = (). Por el Teorema 2.2.7 sabemos que |J A es
compacto, de donde A € K(X) también. Luego, el Corolario 1.3.25 asegura
la existencia de dos subconjuntos cerrados y ajenos U y W de | J A (por lo
que también son subconjuntos cerrados de X) tales que

SCU ACWyUuw=|JA (2.12)
Del Lema 2.1.4 se sigue que
(U v (W, X) g son subconjuntos cerrados de K (X) (2.13)
y, por hipotesis y (2.12), tenemos certeza de que
Se(UgnNA. (2.14)

Como A C (JA es no vacio, se deduce que existe algin C' € A tal que
C N A # (. Gracias a (2.12) se cumple que A C W, asi que CNW # (; es
decir que

Ce AN (W, X) k. (2.15)

Notemos que si S’ € A, entonces S’ C [ JA. De aqui, (2.12) deja claro que
S’ C U, o bien S"NW = (). De esta forma, que S’ sea un elemento de A
implica que S’ € (U)k, o bien S’ € (W, X)g, con lo que probamos que

AC (U U W, X)x. (2.16)

Ahora, si S € (U), se infiere que S” C U, lo que justifica que S'NW = ()
y por lo tanto S’ &€ (W, X)k; en otras palabras

(U)yg N (W, X)) = 0. (2.17)

Finalmente, (2.16), (2.17), (2.13), (2.14) y (2.15) demuestran que (U)x y
(W, X )k forman una disconexion de A en K(X), en contradiccion al hecho
de que A es conexo. O

Teorema 2.2.10. |7, Lema 13.2, p. 106]
Sea X un espacio mélrico y compacto. La funcion didm: K(X) — R U{0}
que a cada elemento de K(X) le asigna su didmetro, es una funcion continua.

Teorema 2.2.11. [7, Corolario 3.7, p. 19|
Si X es un espacio métrico y compacto, entonces C(X) también lo es.
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2.3. La métrica de Hausdorff.

Dado un espacio métrico X, es deseable encontrar una métrica para K (X)
que relacione su topologia con la métrica de X. Una métrica con esta propie-
dad es la métrica de Hausdorff, la cual conoceremos en la Definicién 2.3.3.
Nuestra intencién no es hacer un estudio sobre la métrica de Hausdorff, de
manera que sélo introduciremos algunos resultados bésicos que serdn usados
posteriormente y no incluiremos las pruebas de resultados mas elaborados.
Como siempre, las referencias de los resultados que no sean probados seran
incluidas para su consulta.

El objetivo de esta seccion es presentar las herramientas necesarias para
las demostraciones de la Proposiciéon 4.3.9 y del Lema 4.3.14 principalmente.

Al estudiar hiperespacios de espacios métricos es conveniente recordar el
concepto de nube, el cual definimos a continuacion.

Definicién 2.3.1. Dados un espacio métrico X, FF C X y € > 0, definimos:

N(F) = | Bc(x).

zeF
A N(F) se le conoce como la nube de radio € alrededor de F' en X,

Lema 2.3.2. Sean (X, d) un espacio métrico y A, B y C subconjuntos de X .
Si €,6 > 0 son tales que A C N(B) y B C Ns(C), entonces A C Neys(C).

Demostracion. Sea a € A. Por definicion existe b € B tal que a € B(b
Como b € N;(C), entonces existe ¢ € C tal que b € Bs(c). Asi, d(a,c)
d(a,b) + d(b,c) < €+ 9 y por lo tanto, a € B.ys(c). Concluimos que A
Neis(O).

~—

LTINIA

Definicién 2.3.3. Sea X un espacio métrico con métrica acotada. Definimos
la funcion H : K(X) x K(X) — R como

H(A,B) = inf{e > 0| AC N.(B) A B C N.(A)}.

Se sabe que H es una métrica para K(X) (vea [11, Teorema 0.2, p. 2|) y es
comlnmente conocida como métrica de Hausdorff.

Teorema 2.3.4. Sea (X,d) un espacio métrico. Sean A, B € K(X) y e > 0.
Si H es la métrica de Hausdorff para K(X), entonces H(A, B) < € si y sdlo
st AC N(B) y BC N.(A).
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Demostracion. Asumiremos primero que H(A, B) < e. De las definiciones
de infimo y de H(A, B) se sabe que existe § > 0 con las propiedades de
que H(A,B) < § <€, A C Ns(B) y B C Ns(A). Luego, A C N(B) y
B C N.(A).

Supongamos que A C N.(B)y B C N(A). SillamamosU = {Ns(A) | § €
(0,€)} obtenemos que N.(A) = [JU y por lo tanto, U es una cubierta abierta
para B. La compacidad de B demuestra que existe un subconjunto finito A
de (0,¢) tal que B C (Jso5 Ns(A). Nombremos ¢’ = méx A y observemos que
B C Ng(A). Similarmente, para A existe 6" € (0,¢) tal que A C Ny (B).
Concluimos que max{¢’, 8"} € (0,¢), que A C Nyasoy(B) y que B C
Niax{s' 571 (A). Hemos probado que H(A, B) < max{¢’,0"} <e. O

Teorema 2.3.5. |11, Teorema 0.13, p. 16].
Dado un espacio métrico y compacto X, la topologia generada por la métrica
de Hausdorff para K(X) coincide con la topologia de Vietoris.

Teorema 2.3.6. |10, Teorema 4.9.13, p 164]
Un espacio X es metrizable si y sdlo si K(X) es metrizable.



40

CAPITULO 2. LOS HIPERESPACIOS CL(X) Y K(X).



Capitulo 3
El hiperespacio S.(X).

En este capitulo introduciremos una nueva definicién de sucesion conver-
gente, para dar lugar a un hiperespacio del que poco se sabe atin. Comenza-
remos presentando al conjunto S.(X) y posteriormente se le dara topologia
a partir de lo visto en el Capitulo 2.

3.1. Sucesiones convergentes no triviales.

Definiciéon 3.1.1. Un subconjunto S de un espacio X es una sucesion con-
vergente no trivial si:

1. S es numerable;

2. existe un elemento x € S tal que para cualquier vecindad V' de x en X
se cumple que S\V es finito.

Proposicion 3.1.2. Sean X un espacio y S una sucesién convergente no
trivial de X. Si x,y € S satisfacen el punto 2 de la Definiciéon 3.1.1 para S,
entonces T = y.

Demostracion. Haremos la prueba por contradicciéon. Supongamos que x #
y. Debido a que X es un espacio T5 es que podemos tomar dos subconjuntos
abiertos de X y ajenos U y V tales que x € U y y € V. De la hipotesis se
deduce que S\U y S\V son finitos. Usando que U y V' son ajenos obtenemos

41
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que SNV C S\U. Observemos ahora que S = (SNV) U (S\V), de donde
S es la union de dos conjuntos finitos, por lo que S es finito. Esto es una
contradiccion al punto 1 de la Definicion 3.1.1. Ergo, x = v. [

En vista de la Proposicion 3.1.2, dada una sucesioén convergente no trivial
S, al elemento al que hace referencia el punto 2 de la Definicién 3.1.1 le
llamaremos el limite de S y lo denotaremos por lim S. También diremos que
S converge a x. Al conjunto de las sucesiones convergentes no triviales de un
espacio (X, 7) lo denotamos como S.(X, 7) o simplemente como S.(X).

Definicién 3.1.3. Dados un espacio X y S € S.(X), una enumeracion de
S serd un listado de los elementos de S, de forma que a cada elemento en .S
se le asocie un tinico niimero natural.

Con esto tltimo en mente, usulamente identificaremos a .S con el conjunto
{z,, | n € w}.

Nuestra definicion de sucesion convergente es diferente a la idea que se
tiene tradicionalmente. La diferencia radica en que usualmente se piensa en
una sucesién como una funcién, mientras que nuestra definicién hace referen-
cia a la imagen de dicha funciéon cuando la imagen no es finita. En los espacios
que estamos estudiando (i.e. espacios T3) se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.1.4. Sean X un espacio y S € S.(X), entonces S\{lim S} es
discreto.

Demostracion. Sean x = 1im S'y y € S\{x}. Para concluir bastara demostrar
que {y} es un subconjunto abierto de S. Como X es T3, sabemos que existen
subconjuntos abiertos ajenos U y V de X tales que x € U y y € V. Por
el punto 2 de la Definicion 3.1.1 se cumple que S\U es finito. Sea S\U =
{y,z1,..., 2 }. Consideramos A = (2, X\{z}) NV, entonces A es abierto
en X y ademas AN S = {y}, por lo tanto {y} es abierto en S como queria
probarse. O

En el articulo |4], la condicién de que S\{lim S} sea discreto es parte de
la definicion de sucesiéon convergente no trivial; sin embargo, dicha condicion
es una consecuencia de la Definicion 3.1.1 como hemos visto.

A continuacion presentamos un ejemplo de una sucesién convergente no
trivial, la cual nos serd de utilidad en el Teorema 3.4.1.
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Ejemplo 3.1.5. El conjunto wU {w} es una sucesion convergente no trivial
en [0,wq] y converge a w.

Demostracion. El conjunto wU{w} es numerable. Asi, de la Definicion 3.1.1,
basta probar sélo el punto 2.

Sea U una vecindad de w en [0, w;], entonces existen «, 8 € w; tales que
w € (a,B) CU. De aqui, « < w y por lo tanto o € w. Finalmente, es verdad
que

(WU{wh\U € (wU{wPh\(@, B) = {0, L,..., a},

el cual es un conjunto finito. De esta forma, w U {w} € S.([0,w;]) y converge
a w. [

Observacién 3.1.6. Para un espacio X, una sucesion S € S.(X) y un
subespacio A de X tal que S C A, es verdad que S es una sucesiéon conver-
gente no trivial como subconjunto de A, por esta razén podemos afirmar que

Se(A) € Se(X).

Posteriormente (en la Proposicion 3.2.4), después de haber dotado de
topologia a S.(X), seremos capaces de afirmar que la topologia de S.(A)
coincide con la topologia que hereda como subespacio de S.(X).

El siguiente lema técnico ayudara a reconocer cuanto se puede modificar
una sucesion convergente no trivial de forma que el nuevo conjunto adn sea
una sucesion convergente no trivial.

Lema 3.1.7. Sean A un subconjunto finito de un espacio X y S € S.(X),
entonces:

1) SUA € S.(X) y converge a lim S.

2) Si K C S estal quelimS € K y |K| = w, entonces K € S.(X) y
lim K =1im S.

3) Silim S ¢ A, entonces S\A € S.(X) y converge a lim S.

4) Si Y es un espacio, f : X — Y es una funcidn continua y f[S] es
numerable, entonces f[S| € S.(Y') y converge a f(limS).
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Demostracion. 1) Como A es finito deducimos que
S| < [SUA]<[S]+[A] = |5],
entonces S U A es numerable. Si V' es vecindad de lim S entonces
[(SUANV] = [(S\V) U (A\V)] < [S\V]+ [A\V].

Sabemos que S\V es finito y A también, por lo que se tiene que |S\V|+|A\V/|
es finito. Concluimos que SU A € S.(X) y que converge a lim S.

2) Si V' es una vecindad de lim S en X, entonces K\V C S\V. Por
hipotesis sabemos que S\V es finito, por lo tanto K\V es finito y asi K €
Se(X).

3) Se sigue inmediatamente de 2).

4) Por hipotesis se sabe que f[S] es numerable. Sea V' una vecindad de
f(lim S) en Y. Debido a que f es una funcion continua y a que f(lim S) € V,
ocurre que f~[V] es una vecindad de lim S en X. Usando el punto 2 de la
Definicién 3.1.1 conseguimos que S\ f~![V] es finito. Usemos que f[f~'[V]] C
V para ver que f[S]\V C f[S]\f[f'[V]]. Luego, gracias a que

FISNFLFHVIT C FIS\F V]

es que
FIS\V € FIS\FHV]].

Finalmente, como f es una funciéon y S\f~'[V] es finito, concluimos que
FIS\Sf7'[V]] es finito, de donde f[S]\V es finito también. Deducimos que
f1S] converge a f(lim S). O

Observacion 3.1.8. Sean X un espacio, S € S.(X) y sea U una familia de
subconjuntos abiertos de X tal que S C [JU. Sea V € U tal que lim S € V.
Como S\V es finito, se deduce que S puede ser cubierto por una cantidad
finita de elementos de U, mostrando asi que S es compacto. Ademas, como
X es T, se tiene que S es cerrado en X.
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3.2. Propiedades de S.(X).

En vista de la Observacion 3.1.8, a partir de este momento consideraremos
a S.(X) como subespacio de K(X) con la topologia de Vietoris. Asi,

B = {U) N S:(X) € P(K(X)) | U) € B}
es una base para la topologia de S.(X).

Notacion 3.2.1. Dados Uy,...,U, € X yU = {Uy,...,U,}, usaremos la
notacion (Uy, . .., Uy,). para referirnos al conjunto (U, ..., U,)N Se(X) v (U).
para hacer referencia de (U) N S.(X).

La siguiente observacion nos dard maneras alternas de referirnos a los
vietoricos en S.(X), lo cual serd muy util en secciones posteriores.

Observacion 3.2.2. Sea X un espacio. Dados Wi,..., W, € P(X) se tiene
que:

(Wi, .., W)NS(X) = (W, ... , W )NK(X)NS(X) = (W, ..., W) kNS(X).
Por otro lado, si A C X entonces:

(Wi, ..., W) N K(A)) N S(A) = (Wh,..., W)k N S(A).

El siguiente lema sera necesario para probar la Proposiciéon 3.2.4, la cual
serd importante tener presente al momento de considerar funciones continuas
que tengan por contradominio el hiperespacio de sucesiones convergentes pa-
ra algin subespacio del principal espacio en cuestion. Como ejemplo de lo
anterior, si X es un espacio y A C X, mostraremos que una trayectoria en
Se(A) es una trayectoria también en S.(X).

Lema 3.2.3. Sean X un espacio, A C X, n € wy{Uy,...,U,} C P(X),
entonces (Uy, ..., Up) NS(A) = (ANUy,...,ANU,) N S(A).

Demostracion. Del Lema 2.1.2 se deduce que (ANUy, ..., ANU,) C (Uy, ..., Uy,);
de aqui,

(ANUs,..., ANUY N S(A) C (Up, ..., Us) N Su(A).



46 CAPITULO 3. EL HIPERESPACIO Sc(X).

Ahora, si S € (Uy,...,U,) N S:(A), entonces S C Ay S C J,Ui; de

esta forma

SQ(OU,-)HA:O(UZ-HA).

Debido a que S € (Uy,...,U,), se asegura que S NU; # () para cada i €
{0,...,n}; como ademas S C A, entonces S N (U; N A) # () para cada
i € {0,...,n}. Por lo tanto, S € (ANUy,...,ANU,) vy entonces S €
(ANUy,...,ANU,) NS.(A), lo cual prueba que

(Un, ..., Uy N Se(A) C (AN, ..., ANUL) N Su(A).
O

Proposicion 3.2.4. Sean (X, 7) un espacio y A C X, entonces la topologia
71 que hereda S.(A) como subespacio de S.(X,T) coincide con la topologia To
que se le asocia como hiperespacio de (A, T4).

Demostracion. Sean A € 71y S € A. Por la Observaciéon 3.2.2 existen n € w
y {Uo,..., Uy} C 7 tales que S € ((Up,...,Un)r N S(X)) N S(A) C A
Puesto que S.(A) C S.(X), se tiene que

(Uos- .., Up) i O Su(X)) OV Su(A) = (Up, ..., U) e N Su( A).

Del Lema 3.2.3 se sabe que (Up, ...,U,)k NS(A) = (ANUy,...,ANU,)gN
Se(A) y como ANU; € T4 para cualquier i € {0,...,n}, la Observacion 3.2.2
garantiza que (Uy, ..., U,) g NS.(A) € 1o. Asi, dado que S € (Uy, ..., U,) kN
Sc(A) C A inferimos que A € 7.

Sean ahora B € 75 y S’ € B. Gracias a la Observacion 3.2.2 sabemos que
existen Vp,..., Vi € 7 tales que S’ € (ANVy, ..., ANVy)k NS.(A) C B. Del
Lema 3.2.3 se obtiene que

(ANVo, ..., ANViyg NS(A) = (Vo, ..., Vi) g N S.(A)

y, de esta forma, existe W € 7y (a saber W = (Vi ..., Vi) g N S(X)NS.(A))
tal que S’ € W C B. Concluimos que B € 7. O

Ahora que hemos propuesto una topologia para S.(X) es justo preguntar-
se si nuestra propuesta es también un espacio bajo nuestros pardmetros; es
decir, si S.(X) es siempre Ts. De aqui la importancia del siguiente resultado.
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Teorema 3.2.5. Sea X un espacio topoldgico (del que no tenemos sequridad
que sea Ty). Son equivalentes:

a) X es un espacio Ty;
b) K(X) es un espacio Ty.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio Ty y sean Ay B subespacios
compactos, distintos y no vacios de X. Usemos que A # B para suponer sin
pérdida de generalidad que existe a € A\B. Por el Lema 1.3.18 sabemos que
existen dos subconjuntos abiertos U y V de X que satisfacen que a € U,
B C V vy, ademéas, U NV = (). Notemos ahora que A C U U X = X, que
a€ ANU yquea € ANX, por lo que A € (U, X)g. De forma similar,
BCVyBNV £, porlo tanto B € (V).

Demostremos ahora que (U, X)) N (V) = (). Sea C € (U, X), entonces
CNU # 0, de lo cual se deduce que existe c€ CNU. Como VNU = 0, se
tiene que ¢ € V', lo que es suficiente para probar que C' Z V' y asi, C' & (V).
Hemos probado que todo elemento en (U, X)x no puede ser un elemento de
(V)i es decir, (U, X)x N (V) = 0 como se queria. En consecuencia, K(X)
es un espacio 75.

Supongamos ahora que K(X) es un espacio Ty. Sean x e y elementos
distintos de X. Puesto que {z} y {y} son elementos distintos de K(X),
existen dos subconjuntos abiertos Q y €' de K(X) tales que {z} € Q, {y} €
'y QN Q' = 0. Consideremos dos subconjuntos béasicos Wy W' de K(X)
que cumplan que {z} € W C Q y que {y} € W' C ; en otras palabras,
existen subconjuntos abiertos Wy, ..., W,, W{, ..., W, de X tales que W =
Wo,....Wa)k y que W = (W[,..., W) k. Nombremos

D:ﬁmyyzﬁm.
1=0

1=0

Los conjuntos D y D’ son subconjuntos abiertos de X. Veamos que D y D’
son tales que z € D,y € D'y DN D' = (). Del hecho de que {x} € W se sabe
que {x}NW; # () para cada i € {0,...,n}, de manera que x € W; para cada
i € {0,...,n}. Similarmente, y € W/ para cadai € {0,..., m}. Inferimos que
x € Dy también que y € D'. Para ver que D es ajeno a D’ tomemos z € D,
lo que quiere decir que z € W; para todo i € {0,...,n}; esto basta para
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afirmar que {z} € W. Partamos ahora de que W N W' = () para garantizar
que {z} ¢ W'. Luego, {z} € |~y W/ o bien, hay algin j € {0,...,m} para
el cual {z} "W} = 0. De cualquier forma, existe algtn j € {0,...,m} tal que
z & Wi, ergo, z ¢ D'. Hemos demostrado que D N D' = {). O

Corolario 3.2.6. Si X es un espacio Ty, entonces S.(X) también es un
espacto Th.

Definiciéon 3.2.7. Una familia celular de conjuntos en un espacio X es una
familia de subconjuntos abiertos y no vacios de X, cuyos elementos son ajenos
por pares. A la coleccion de familias celulares finitas de un conjunto X se le
denotara por €(X).

Definicion 3.2.8. Se dice que (Uy, ..., U,) es un vietdrico celular si

(U, ..., U} € €(X).

El concepto de vietorico celular sera especialmente ttil al estudiar al hi-
perespacio de sucesiones convergentes no triviales. La razon de esto es que
usar el siguiente teorema (Teorema 3.2.9) de forma adecuada simplifica no-
tablemente algunas demostraciones.

Teorema 3.2.9. Sea (X, 7) un espacio. El conjunto
D= {<807"'7Bt>c ’ {Bov"'7Bt} € Q:(X>}

es base para la topologia de Vietoris de S.(X,T).

Demostracion. Por definicion sabemos que D es un conjunto de elemen-
tos de la topologia de Vietoris de S.(X). Tomemos S € S.(X). Sea A =
{Uo,...,U,} C 7 tal que S € (A)., demostraremos que

existen Vg, ..., V,, € 7 tales que S € (Vy, ..., V) C (A).
yVinV;=0sii#j.
Para cada s € S, definimos
U=({U€ecA|seU}

Si llamamos x = lim S, entonces S\U, es finito. Sean F' = {i € {0,...,n} |
r & U}t yy € U NS para cada i € F. Observemos que el conjunto {y; €
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X | i € F} es finito, de lo cual inferimos que (S\U,) U {y; | i € F'} también
es finito. Nombremos ahora B = (S\U,) U{y; | i € F'} y r = |B|. Por el
inciso 3) del Lema 3.1.7 se sabe que S\B € S.(X) y por lo tanto es un
subespacio compacto de X. Ademéas, B también es finito, lo que implica que
B es compacto. Usando el Lema 1.3.18 podemos encontrar dos subconjuntos
abiertos y ajenos W; y Wy de X tales que S\B C W, y que B C W2
Utilizamos ahora el Lema 1.3.20 para encontrar una coleccion {VO, o Vi }
de subconjuntos abiertos y ajenos de X tales que |V N B| =1 para cualquier
i € {0,...,7 — 1}; nombremos b; al tnico elemento en B N V. Asi, B =
{bo,...,b,_1}. Para cada i € {0,...,r — 1}, sean

Vi=WenVinUy, y V, = WiNU,,
de esta forma, V; es un subconjunto abierto de X y ademas
VinV, CVinV,=0sii#jyjie{0,...,r—1}
También se tiene que
VinV, CWonWy=0siie{0,...,r—1}.

Como B C S, b; € V; para cualquier i € {0,...,r—1} y S\B C V,, es verdad
que S € (Vo, ..., Vi)

Ahora probaremos que (Vy, ..., V;). C (A).. Por construccion se sabe que
ViCU, CUAparaie{0,...,r—1} y que V,, C U, CJA, por lo tanto
Ui_o Vi € U A. Elegimos U € A, analizaremos los posibles casos.

Casol. SiBNU = 0.
En este caso, x € U y entonces V. C U, C U.

Caso 2. Si BNU # 0.
Aqui, existe b; € BN U para alguna j € {0,...,r — 1} y entonces
V; C Uy, CU.

Finalmente, por el Lema 2.1.2 concluimos que (Vp, ..., V,). C (A).. ]

Notacién 3.2.10. Sea X un espacio. Usaremos la notacion Lx para hacer
referencia del conjunto {z € X | 35(S € S.(X,7) Az =1im S)}.
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Teorema 3.2.11. Sea (X, T) un espacio. Los siguientes enunciados son equi-
valentes:

1) El hiperespacio S.(X,T) es denso en CL(X,T);
2) para cada U € T\{0}, existe S € S.(X,7) tal que S C U;

3) el conjunto Lx es denso en (X, T).

Demostracion. Supongamos que S.(X,7) es denso en CL(X, 7). Sea U €
7\{0}, entonces (U) # (. Asi, existe S € S.(X,7) tal que S € (U) y por
definicién de vietorico, S C U.

Supongamos ahora que para cualquier U € 7\{(}, existe S € S.(X,7)
tal que S C U. Para ver que Lx es denso en (X, 7) tomemos V € 7\{0}.
Por hipétesis sabemos que existe S € S.(X, 1) tal que S C V' y por lo tanto,
lim S € V. De esta forma Lx NV # () y concluimos que Ly es denso en
(X, 7).

Finalmente, supongamos que Lx es denso en (X, 7). Sea (A) un sub-
conjunto bésico y no vacio de CL(X, 1), es decir que A es un subconjunto
finito y no vacio de 7\{0}. Mostraremos ahora que (A) N S.(X,7) # 0. To-
memos U € A. Usando la hipdtesis de este caso, existe S € S.(X, 7) tal que
lim S € U. Del punto 2 de la Definiciéon 3.1.1 tenemos que U NS es numera-
ble. Por el punto 2) del Lema 3.1.7, es verdad que UNS € S.(X, 7). Elegimos
ahora algin zy € V para cada V € A\{U}. Del punto 1) del Lema 3.1.7 se
sigue que si

S'=(UNnS)ufzy € X |V e A{U}},

entonces S’ € S,.(X, 7). Como ademéas S'NV # () para cualquier Ve Ay S’ C
|J A, entonces S’ € (A) y por lo tanto, S.(X,7) es denso en CL(X, 7). [

El Teorema 3.2.11 nos muestra que no es particularmente dificil que S.(X)
sea denso en C'L(X) (y por lo tanto en K (X)). Debido a que nuestros espacios
son todos T, la compacidad de S.(X) supondria que S.(X) es cerrado en
K (X). Lo anterior nos sugiere que la compacidad es una propiedad que rara
vez lograremos ver en S.(X).
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3.3. Funciones inducidas.

Hablaremos ahora de la funcién inducida, la cual resultara muy 1til cuan-
do se trate de pasar de un hiperespacio a otro.

Definicién 3.3.1. Dados dos espacios X y Y y una funcién f: X — Y, la
funcion inducida se define como

~

f:P(X)—= P(Y) dada por f(A) = f[A].

A la restriccion de f : K(X) — K(Y) le llamaremos 2/, mientras que deno-
taremos por f. a la restriccion flg, (x) : Se(X) = Sc(Y).

Observacién 3.3.2. Si X e Y son espacios y f : X — Y es una funcion,
entonces:

1) La restriccion f|CL(X) : CL(X) — CL(Y) esta bien definida si y solo
si f es cerrada.

2) Suponiendo que f es continua, se tiene que las restricciones 2/ K(X) —
K(Y)y flex) : C(X) = C(Y) estan bien definidas.

Ver cuando la restriccion f. : S.(X) — S.(Y) esta bien definida supone
un problema menos evidente.

Teorema 3.3.3. Sean dos espacios X e Y y f: X — Y wuna funcion con-
tinua. Si para cada y € Y se cumple que f~'[{y}] es finito, entonces la
restriccion f.: Se(X) — S.(Y) estd bien definida.

Demostracion. Sea S € S.(X). Notemos que si f[5] es finito, entonces alguna
fibra de la imagen de S es numerable, lo que contradice la hipotesis. Por el
inciso 4) del Lema 3.1.7 concluimos que f[S] € S.(Y). O

Teorema 3.3.4. Sean X e Y espacios y [ : X — Y wuna funcion continua
y cerrada, entonces f|CL(X) : CL(X) — CL(Y) es continua. De la misma
forma, si f es continua, entonces la restriccion 2/ : K(X) — K(Y) es
continua sin necesidad de que [ sea cerrada.
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Demostracion. Sean C' un subconjunto cerrado y no vacio de X y U =
{Up,...,U,} una familia de subconjuntos abiertos de Y tal que f[C] €
(U). Ya que f es continua, la imagen inversa de abiertos es abierto, por
lo que el vietorico (f~HUo),...,f '[U,]) es abierto en C'L(X). Probemos
que C € (f~1[Up), ..., fU,]). Del hecho de que f[C] € (U) sabemos que si
i € {0,...,n}, entonces f[C]NU; # Oy que f[C] C UU. Asi,sii € {0,...,n},
se tiene que C'N f~1[U;] # 0 y también

CC f‘l[U Ui = _Uf-l[Ui].

Por lo tanto C € (f U], ..., f~'[U,]). Veamos ahora que

flereo[{(f~ O], -, [ UL € U).
Si A e (f7YUy,..., [ YU,]), entonces AN f~U;] # 0 para cada i €
{0,...,n} y ademas A C U, f'[U;] = f UL, Uil; luego, para cualquier
i €{0,...,n} se cample que f[A]NU; # 0y que f[A] C U;_, U;. Concluimos
que f[A] € (U) y asi florx) es continua. La prueba para la continuidad de
27 se puede hacer de manera similar. O

Corolario 3.3.5. Sean dos espacios X e Y y f : X — Y wuna funcion
continua y supongamos que f. estd bien definida, entonces las restricciones
f’c(x) y fo son funciones continuas.

Demostracion. Puesto que C(X) y S.(X) son subespacios de K(X) (vea
Observacion 3.1.8) y 2/ es continua si f lo es, entonces 27|c(x) y 27|s,(x) son
continuas si f lo es. Ademas, como nuestros espacios son Ty, es verdad que
K(X) C CL(X) y asi 2/[ccx) = flow) v 2/ ]s.x0) = fe- O

Teorema 3.3.6. Si X e Y son espacios homeomorfos, entonces S.(X) es
homeomorfo a S.(Y).

Demostracion. Sean f : X — Y un homeomorfismo y g = f~*. Como f y g
son funciones inyectivas y continuas, por el Teorema 3.3.3 y el Corolario 3.3.5
se sabe que f.: S.(X) = Sc(Y) y ge : Se(Y) = S.(X) estan bien definidas y
son continuas. Mas atn, si A € S.(X) y B € S.(Y) se tiene que

ge(fe(A)) = glf[A]l = f ' [fIAll = A

y que
fe(9(B)) = flg[B)] = fIf'[B]] = B,

por lo que f, tiene inversa continua y por lo tanto es un homeomorfismo.

]
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3.4. Algunos hiperespacios de espacios particu-
lares.

Ahora somos capaces de hablar sobre algunos ejemplos de hiperespacios
usando las herramientas que hemos presentado en las secciones anteriores;
veremos que S.([0, 1]), S.([0,w1]) ¥ S.(I) son espacios no homeomorfos dos a
dos. Para ello introducimos los siguientes resultados.

Teorema 3.4.1. El hiperespacio S.([0,w1]) no es metrizable.

Demostracion. Usaremos 7 para referirnos a la topologia que ya estableci-
mos en [0, w;]. Demostraremos que el hiperespacio S.([0,w;]) no es primero
numerable.

Sea S = w U {w,w;}. Del Ejemplo 3.1.5 y el punto 1) del Lema 3.1.7,
deducimos que

S € S.([0,w]).

Bastara probar que cualquier familia numerable de conjuntos basicos de
Se([0,w1]) no puede ser una base local para S. Tomemos una familia nu-
merable de conjuntos basicos {V,, | n € w} de S.([0,w]) tal que S € V,, para
toda n € w; es decir, para cada n € w existe una familia finita ¥V, C 7 que
satisface que V,, = (V,,).. Para cada n € w, elegimos U,, € V,, que cumpla que
wy € U,. Notemos que [0,w] es un subconjunto cerrado de [0, w;]. Del hecho
de que wy € [0,w] y la Proposicion 1.3.2 conseguimos que w; € U,\[0,w] € T
para todo n € w. Por el Teorema 1.3.14 sabemos que {U,\[0,w] | n € w} no
es base local para wy, por lo que existe A € 7 tal que w; € Ay U,\[0,w] £ A
para cada n € w.

Consideremos un subconjunto basico («,w] tal que a > wy (o, wq] C A,
entonces

Un\[0,w] Z (o, wy] siempre que n € w.

Para cada n € w escogemos z,, € (U,\[0,w])\ (e, w;]. Sea n € w. Observemos
que [0,w] = [0,w + 1) y que (U,\[0,w])\(cv,w1] = U, \([0,w] U (v, wq]) para
cualquier n € w, de donde

T, € [0,w+ 1) U (a,wi] para cualquier n € w. (3.1)
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Sea k € w. Gracias a que z, € Up y a que S € Vj, podemos afirmar que
S U{xr} € Vi Por otro lado, por (3.1) estamos seguros de que

SU{zi} & {[0,w+1), (a, wil)e
Concluimos que
Vi Z ([0,w + 1), (o, wr]) para cualquier n € w.

Sin embargo, S € ([0,w + 1), (a, w1])¢; por lo tanto {V,, | n € w} no es una
base local para S.

Finalmente, S.([0,w;]) no es primero numerable y como tal, no es metri-
zable. O]

Lema 3.4.2. Sean X un espacio y A C X, si existe S € S.(X\A), entonces
la funcion f: A — S.(X) definida por f(z) = S U{z} es un encaje.

Demostracion. La funcion f esta bien definida por el inciso 1) del Lema 3.1.7.
Six,y € Aentonces z,y € S,y si ademés = # y, entonces SU{z} # SU{y};
por lo tanto, f es inyectiva.

Mostremos que f es continua. Recordemos que los vietéricos celulares forman
una base para la topologia de Vietoris de S.(X) (vea Teorema 3.2.9). Sean
x e Ay Uy,...,U, subconjuntos abiertos y ajenos dos a dos de X tales que

SU{ay et = (Up,...,Upe

Por la definiciéon de vietérico sabemos que x € Uy para algin k < n, entonces
x € U,NA eincluso U, N A resulta ser un subconjunto abierto no vacio de A.
Veamos que f[Up N A] CU. Como SU{z} € U, entonces (SU{z})NU; # 0
siempre que i € {0,...,n}; por lo tanto, sik #iyi € {0,...,n} sabemos que
SNU; # 0. De aqui, para cualquier z € U, N A se tiene que (SU{z})NU; # 0
para todai € {0,...,n}; ademas f(z) = SU{z} C U, U;, asi que f(z) € U.
De esta forma f[Uy N A] C U, por lo tanto f es continua en x y asi, f es
continua en A.

Ahora veamos que la imagen directa de un subconjunto abierto de A ba-
jo la funcién f es un subconjunto abierto en f[A]. Sea V un subconjunto
abierto de A no vacio, eso significa que existe un subconjunto abierto W de
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X tal que WNA=1V.Seay € f[V], de esta manera y = f(z) para algin
x € V. Gracias a que S y {x} son subespacios compactos y ajenos de X,
podemos usar el Lema 1.3.18 para encontrar dos subconjuntos abiertos V; y
Vo de X que cumplen que ViNVo =0, S C Vi y que {z} C Vo, CW. Asi que
(V1,Va)e N f[A] es un subconjunto abierto en f[A] y

f(z) = SU{x} € (Vi,Va)e N fIA].

Ya que V5N S = () y por la definicion de vietorico, es verdad que si SU{z} €
(V1,Va)e N f[A] para alguna z € A, se infiere que z € Va; puesto que Vo C W
entonces (V1, Vo) .N f[A] C fIW N A] = f[V]. Esto tltimo prueba que f(z) €
int ¢4 (f[V]) y se deduce que f[V] es abierto en f[A] como se pretendia.
Concluimos que f es un encaje. ]

Corolario 3.4.3. Sea X un espacio con un subespacio A homeomorfo a X.
Si existe S € S.(X\A), entonces S.(X) tiene un subespacio homeomorfo a
X.

Demostracion. Por el Lema 3.4.2 tenemos que la funcion f : A — S.(X)
definida por f(z) = S U {x} es un encaje, por lo que f[A] es un subespacio
de S.(X) homeomorfo a X. O

Ahora veremos que S.([0,1]),S.([0,w;]) ¥ Sc(I) son espacios no homeo-
morfos dos a dos.

De los ejemplos 1.3.5 y 1.3.16 se sabe que los espacios I y [0, w;] tienen
dimension cero. Ha sido probado ya en el Teorema 2.2.5 que si X tiene dimen-
sion cero, entonces K (X) tiene dimension cero. Se sigue que tanto K ([0, w])
como K (I) tienen dimension cero. Por la Observacion 3.1.8 es verdad que
Se([0,w1]) ¥ Se(I) son subespacios de K ([0,w:]) v K(I), respectivamente. Co-
mo tener dimension cero es una propiedad hereditaria (vea Proposicion 1.3.6),
obtenemos que S.([0,w;]) y S.(I) tienen dimension cero.

Por otra parte, de la Observacion 1.3.4 se deduce que el espacio [0, 1]
no tiene dimension cero. Por el Corolario 3.4.3 sabemos que S.([0, 1]) posee
una copia de [0, 1]. Asi, si S.([0, 1]) tiene dimensién cero, entonces [0, 1] tiene
dimension cero (vea Proposicion 1.3.6), lo cual es falso. Concluimos que

Se([0,1]) no es homeomorfo a S.([0,w;]) ni a S.(I).
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Por otro lado, el Teorema 2.3.6 asegura que K(I) es metrizable, por lo
tanto S.(I) es metrizable. Finalmente, probamos ya en el Teorema 3.4.1 que
Se([0,w1]) no es metrizable. Deducimos entonces que

Se([0,w1]) no es homeomorfo a S.(I).

Una pregunta interesante que sigue abierta es la siguiente:

Pregunta 3.4.4. ;Es S.(Q) homeomorfo a S.(I)?



Capitulo 4

Conexidad por trayectorias.

La intencion de este capitulo es estudiar la conexidad por trayectorias de
S.(X) a partir de las propiedades de X. Encontraremos algunas condiciones
suficientes para que un hiperespacio S.(X) sea conexo por trayectorias, tal y
como hacemos en el Teorema 4.1.11, el cual sera aplicado para probar el Co-
rolario 4.1.14 y el Teorema 4.1.15. Ademas, en la Seccidén 4.3 probaremos que
para un espacio métrico X, la conexidad por trayectorias de X es necesaria
para la conexidad por trayectorias de S.(X).

4.1. Algunas clases de hiperespacios conexos por
trayectorias.

En esta seccidon veremos que los hiperespacios de sucesiones convergentes
de R", de las a-variedades y de las dendritas locales son conexos por tra-
yectorias; a fin de lograr esto empezaremos con un lema técnico. Las ideas
presentadas en esta seccion partieron de generalizar |4, Theorem 2.4, p. 5|,
el cual dice que el hiperespacio S.(R) es conexo por trayectorias.

Lema 4.1.1. Sean X un espacio y dos sucesiones convergentes no triviales
So=A{xn | new} ySi={y,| ne€w}en X. Sise satisface que:

1. zog =1im Sy = lim 57 = yo;

57
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1

2. para cualquier k € w\{0}, existe una trayectoria ay, : [;15

va de x a Yp Y

,%]—>X que

3. para cada vecindad U de xq en X, existe N € w tal que para cualquier

k> N es verdad que ak[[k_}rv %H CcU;

entonces la funcion h: [0,1] — S.(X) definida como:
So, sit = 0
h(t) =
{zo, 21, ., Tp_1,08(t), Yhs1, Ykio,---}, SItE [k+1’ =] para alguna k € w

es una trayectoria en S.(X) que va de Sy a S.

Demostracion. De la definicién de h se sabe que

h(l) = {x()?al(l)?y% .- } = {yanlay% .- } = Sl'

Sit € (0,1], mostremos que A(t) toma un solo valor. Notemos que si

11 11
t €m0 les
para alguna k € w, entonces t = k+1’ en tal caso
hhﬁ,%}(t) = {xo,xh sy Tl—1, Oék(k%l),?/mhykua .- }
y
h’[ﬁ $]( ) ={z0,71,... >$k>ak+l<k+;_1)vyk+2ayk+3a .1
Como ajr1(317) = Yrs1 ¥ ar(37) = Tk, Obtenemos que

). (4.1)

(e ] VR

Rl () = Al

Para concluir que h estd bien definida, observemos que los incisos 1) y 3)
del Lema 3.1.7 aseguran que siempre que t € [, ] para alguna k € w, se
cumplird que h(t) € S.(X).

k+17 Kk

Veremos ahora que para todo k € w\{0} resulta que h|[ﬁ 1) es continua.
+ 7

Sean k € w\{0}, t € [55, 4] ¥ sea (U, ..., Un)c un subconjunto bésico de
Se(X) tal que h(t) € (Up,...,Un)cy que U;NU; = D sii # j (recordemos que
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el Teorema 3.2.9 presenta una base particular para la topologia de S.(X)).
Supongamos que oy (t) € Uy, entonces

0 # nt)\{ax(t)} < U Uiy (4.2)
(h(t)\{ax(t)}) NU; # 0 para cualqui_er ie{l,...,m}. (4.3)

Por la continuidad de «j sabemos que existe r > 0 tal que ax[B,(t) N
[#17 %H C Uy, entonces para cualquier A € B, (t) N [ﬁl,%] se tiene que
ar(A) € Up. Usando (4.2) y (4.3), para cualquier A\ € B,(t) N[5, 1] se
cumple que

h(N) = {zo,z1,. .., 21,06 (N), Ygt1,- .-}
= (h(O)\{o(®)}) U {an(N)}
€ (Uoy.. ,Un)e

Por lo tanto, la restriccion hlji5, 1] es continua. Luego, de (4.1) y el Le-
ma 1.3.10 deducimos que h|¢ ] es continua.

Comprobemos ahora la continuidad de h en 0. Debido al Teorema 3.2.9,

seré suficiente considerar subconjuntos abiertos y ajenos Vy,...,V,, de X

tales que Sy € V = (Vi, ..., Vin)e. Supongamos que xy € Vy. Por hipotesis
11

existe N € w tal que ay[[;77, ;]| € Vo para cualquier k¥ > N. Afirmamos que

h[[0, )] C V. (4.4)

) N+1
Sea t € (0, 75) vy sea i > N + 1 tal que t € [, 1]. Por definicion sabemos
que

h(t) = {xo, 71, ..., i1, (1), Yis1, Yira, - - - }- (4.5)
Notemos que

{ai(t), Yis1, Yigo, - -} S Vo y que {xo, x1,..., 2,1} C 5 C U V. (4.6)
=0

Puesto que x, € V para todo k > Ny Sy NV, # () para cualquier j €
{0,...,m}, en adicion a que Vo N'V; =0 si 0 # j, podemos concluir que

{zo,21,..., 2,21} NV; # 0 para todo j € {1,...,m}. (4.7)
Finalmente, de (4.5), (4.6), (4.7) y dado que o[[77, 1]] € Vb, se sigue que

h(t) € V, lo cual prueba (4.4). Por lo tanto h es continua. O
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Para espacios vectoriales topologicos hemos definido a los conjuntos con-
vexos ya (vea Definiciéon 1.2.18). En los proximos resultados usaremos ideas
relacionadas con la convexidad de conjuntos. Para ello definimos a continua-
cion el concepto de trayectoria natural.

Definiciéon 4.1.2. Sea X un espacio vectorial topologico. Dados x,y € X, la
trayectoria natural de x a y con dominio [a,b] C R sera la funciéon continua
[ :la,b] = X definida por f(t) =z + =2(y — z).

El hecho de que X sea un espacio vectorial topologico garantiza que las
trayectorias naturales sean funciones continuas.

Teorema 4.1.3. Sea X un espacio vectorial topoldgico localmente convexo
y sean Sy y Sy elementos de S.(X) tales que lim Sy = lim S;. Entonces Sy
y S1 estdn conectadas por una trayectoria en S.(X). Mds ain, si B es un
subconjunto convero de X y Sy, S1 C B, entonces la trayectoria se puede
construir de manera que su imagen se quede contenida en S.(B).

Demostracion. Sean {z, | n € w} y {y, | n € w} enumeraciones de Sy y
Sy, respectivamente, tales que lim Sy = xg y lim S; = yy. Para cada k €
w\{0} tomamos la trayectoria natural f; en X con dominio [=7, ;] que va
de x; a yi. Sea U una vecindad de x5 en X. Usemos que X es un espacio
vectorial topologico localmente convexo para encontrar una vecindad convexa
A de z( tal que A C U. Por el punto 2 de la Definiciéon 3.1.1 sabemos que
existe N € w tal que zy,y, € A para cualquier & > N, por consiguiente
f’f“k—iv %]] C A C U siempre que k > N + 1. Del Lema 4.1.1 deducimos que
la funcion h : [0,1] — S.(X) definida por:

h(t)_ S(), sitzO;
B {x())xlv ceey Th—1, fk(t)a Yk+1, Yk+2, - - '}7 sit € [ﬁ) %] para alguna kew

es una trayectoria en S.(X) que une a Sy con Sj.

Finalmente, si en adiciéon suponemos que B es un subconjunto convexo
de X que satisface que Sy, S; C B, podemos concluir que h(t) € S.(B) para
cualquier ¢t € [0, 1]. O

Corolario 4.1.4. Sean o € (wW\{0}) U {w} y So,S1 € S.(R*) tales que
lim Sy = lim S, entonces Sy y S1 estin conectadas por una trayectoria en
Sc(RY). Si ademds Sy y Sy estdn contenidos en un subconjunto convero B
de R®, entonces la trayectoria puede ser construida de forma que su tmagen
quede contenida en S.(B).
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Demostracion. Sabemos que R* es un espacio vectorial topologico localmente
convexo (vea Teorema 1.3.36), por lo que el resultado se sigue directamente
del Teorema 4.1.3. O]

Para nuestros propositos, serd conveniente considerar un tipo particular
de sucesion cuya existencia se restringe a R.

Definicién 4.1.5. Una sucesion S € S.(R) con limS = zy es mondtona
creciente si existe una enumeracion {z,, | n € w} de S tal que z,, < x,4q
para cada n € w\{0} y =9 > =z, para toda n € w. Una sucesion S con
lim S = ¢ es mondtona decreciente si existe una enumeracion {x, | n € w}
de S tal que z,, > x,,41 para cualquier n € w\{0} y z¢ < x,, para todan € w.
En cualquier caso decimos que la sucesion es dirigida.

Lema 4.1.6. Sea S € S.(R) tal que imS = min S, entonces cualquier
conjunto A C S no vacio tiene elemento mdrimo. Similarmente, si lim .S =
max S, entonces cualquier conjunto A C S mno vacio tiene minimo.

Demostracion. Supongamos que limS = minS y sea A C S no vacio. Si
A = {lim S}, entonces lim S es el maximo de A. Supongamos entonces que
A\{lim S} # 0. Sea a € A\{lim S}, por hipotesis se tiene que lim S < a y
por lo tanto lim S € (—o0, a). Luego, A\(—o0,a) es finito y no vacio y como
tal, tiene maximo; éste ademas coincide con ser el maximo de A.

La segunda parte del lema se puede probar de manera similar. O

Teorema 4.1.7. Sea S € S.(R), entonces S es mondtona decreciente si y
solo st lim .S = min S. Similarmente, S es mondtona creciente si y solo si
lim S = max S.

Demostracion. Supongamos primero que lim S = min S. La enumeracién que
presentaremos serd la mas natural en vista del Lema 4.1.6.

Sea ag = lim .S. Por el Lema 4.1.6 sabemos que S tiene méaximo, sea a;
tal maximo. Recursivamente, para cada n € w\{0, 1} definimos a a,, como el
méximo del conjunto S\{ai,...,a,_1}. En particular,

a,_1 > a, para cualquier n € w\{0,1}. (4.8)

Para concluir que S es una sucesion monoétona decreciente bastara demostrar
que {a, | n € w} = S, para ello probaremos que S C {a, | n € w}. Sea
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s € S,sl s =1mS, entonces s = ap € {a, | n € w}. Si s # lim S, entonces
s > lim S y podemos considerar el conjunto C' = S\ (—o0, s). Por el punto 2
de la Definiciéon 3.1.1 es verdad que C' es finito, ademas s € C'y por lo tanto
C es no vacio. Sea C' = {xy, ..., x} ordenado de mayor a menor. Observemos
que

x; > s > r para cualesquiera : € {1,...,k} y r € S\C.

El proceso de recursion alcanza a s en el paso k, pues coincide con ser el
minimo de C.

Supongamos ahora que S es mondtona decreciente. De la Definicion 4.1.5
se concluye que s > lim S para cualquier s € S\{lim S} y entonces min S =
lim S.

Similiarmente, usando minimos en lugar de maximos se puede probar que
si lim .S = max .S, entonces S es una sucesion mondtona creciente.

Anéalogamente al caso decreciente, de la Definicion 4.1.5 se concluye in-
mediatamente que: si S es mondétona creciente, entonces lim S = max S. [

Observacion 4.1.8. De la Observacion 3.1.8 sabemos que si S,.5” € S.(R),
entonces S y S’ son subespacios compactos de R y por lo tanto son acotados.
Luego, existen a,b € R tales que a # by S, 5" C (a,b) o bien, si se prefiere,
S, 8" C |a,b].

Lema 4.1.9. Cualesquiera dos sucesiones convergentes no triviales Sy y Sy
de R dirigidas en el mismo sentido estan conectadas por una trayectoria en
Se(R). Si ademds, So, S1 C [a, b] para algunos a,b € R, entonces la trayectoria
se puede construir de forma que su imagen quede contenida en S.([a,b]).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que ambas sucesio-
nes son mondtonas crecientes. Sean {z,, | n € w} y {y, | n € w} las enume-
raciones de Sy y Sy, respectivamente, que corresponden a la Definicién 4.1.5
y recordemos que lim Sy = x¢ y que lim .S; = yq. Para cada n € w sea f, la
trayectoria natural con dominio [0, 1] que va de z, a y,. Definimos la fun-
cion g : [0,1] — S.(R) como g(t) = {f.(t) | n € w}. Ocurre entonces que
9(0) ={zn [ n €w} =Sy y que g(1) = {y, [ n € w} = Si.

Mostremos primero que

g(t) es numerable para cada t € [0, 1]; (4.9)
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para ello, dada t € [0, 1], basta probar que para todo n € w es verdad que
frnia1(t) > fu(t). Notemos que

fn+1 (t) - fn(ﬂ = Tp41 + t(yn-i-l - xn-&-l) - (.%'n + t(yn - .%'n))
Tp+1 — Tp — t<xn+1 - xn) + t<yn+1 - yn)
= (1 - t) (anrl - xn) + t<yn+1 - yn)

Parat € [0, 1) se tiene que (1 —1t)(zp41 —xn) > 0y t(Ynt1 —yn) > 0, mientras
que si t = 1 ocurre que f,11(1) — f,(1) = ypy1 — yn > 0. Asi concluimos que
fog1(t) > fo(t) para cualesquiera ¢ € [0,1] y n € w, y esto prueba (4.9).
Observemos que

im f,(t) = lim z, + t(y, — 2,) = 20 + t(yo — 7o) = fo(?)

n—0o0 n—0o0

para cada ¢, lo que muestra que g(t) € S.(R) y converge a fy(t). Por lo tanto,
g esta bien definida y para cada t € [0, 1] se cumple que {f,(t) | n € w} es
dirigida en el mismo sentido que Sj.

De la Observacion 4.1.8 sabemos que existen c¢,d € R tales que ¢ # d y
So,S1 C (¢,d) C [e,d]. Usando ahora que (¢, d) es un conjunto convexo y que
So, 51 C (¢, d), estamos seguros de que f,(t) € (¢,d) para cualesquiera n € w
y t € [0,1]. Por lo tanto g(t) € S.((c,d)) C S.([e,d]) para cualquier ¢ € [0, 1].

Para probar que g es continua fijemos t € [0,1]. Sea U = (Uy,...,Up,).
un elemento de la base exhibida en el Teorema 3.2.9 para S.((c,d)) y tal que:
Uy, ..., U, son subconjuntos abiertos y ajenos de (c,d) que satisfacen que
g(t) € (Uy,...,Up).. Utilizamos la Observacion 3.1.8 para asegurar que ¢(t)
es compacto. Notemos ademas que ¢(t) C |U;_, U; asi, por el Lema 1.3.17
sabemos que existe 0 > 0 tal que

U Bs(fi®) € |J Us- (4.10)

kew

Sean V = (t — ic t+-2)N[0,1] y r € V. Mostraremos a continuacién que

si fi(t) € U; para algin i € w y algin j <n, entonces f;(r) € U;. (4.11)
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Para ello notemos que:

|fi(r) = i) = |z +r(yi — 2i) — (20 + t(yi — 23))|
r = t||yi — il
< d_c(d—c) = 0.

e (4.10) se sigue que g(r) C Up_o Ur y mas particularmente que f;(r) €
s5(fi(t)) € Up—o Us. Haciendo uso de que B;( fi(t)) es conexo, que U;NU;, = ()
ij#kyque fi(t) € Uj, obtenemos que Bs(fi(t)) C U;. Asi, deducimos que
fi(r) € U; como se queria.

Del hecho de que g(t) € (Uy,...,U,)., podemos asegurar que para cual-
quier j € {0,...,n} siempre existe i € w tal que f;(t) € U; y por (4.11), obte-
nemos que f;(r) € U;; concluimos que g(r)NU; # () para cada j € {0,...,n}.
Luego, es verdad que g(r) € U. En consecuencia, g es continua.

Por ultimo, si Sy, S; C [a, b] para algunos a,b € R, la convexidad de [a, b]
garantiza que f,(t) € [a,b] para cualesquiera n € w y t € [0,1]. Por ende,
g(t) € S¢([a,b]) para cualquier t € [0, 1]. O

Teorema 4.1.10. Si A € {(0,1),[0,1],[0,1)}, entonces S.(A) es conexo por
trayectorias.

Demostracion. Fijemos Sy € S.(A) tal que lim Sy = % Demostraremos que
cada S € S.(A) esta conectada por una trayectoria en S.(A) con Sy.

Usemos el hecho de que S y Sy son compactos (Observacion 3.1.8) para
definir o’ = min(SUSp), b’ = max(SU Sy), a = min{d’, 1} y b = méx{¥’, 3}.
De esta manera, a y b son tales que

1
SO,SQ[a,b]QAya<§<b.

Segtin sea el caso, tomamos S’ € S.([a,b]) de tal forma que lim S" = lim S’ y
ademés, lim S = min S’ en caso de que lim .S = a, o bien, lim S’ = max .S’ en
otro caso. De esta manera, el Teorema 4.1.7 asegura que S’ es una sucesion

dirigida. Elegimos S; € Sc([a,b]) de modo que lim S; = min S; = 1 en caso
de que lim S = a o que limS; = maxS; = % en cualquier otro caso. El

Teorema 4.1.7 asegura que S; esta dirigida en el mismo sentido que S’.
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El Corolario 4.1.4 muestra que existe una trayectoria en S.([a,b]) que
conecta a Sy con Sy y otra més que va de S’ a S. Ademaés, por el Lema 4.1.9,
existe una trayectoria en S.([a,b]) que une a S; con S’. Asi pues, apliquemos
el Corolario 1.3.11 al conjunto {Sp, S1,S’,S} para concluir que existe una
trayectoria en S.(A) que conecta a Sy con Sy, por lo tanto, S.(A) es conexo
por trayectorias. O

Teorema 4.1.11. Sea X un espacio conexo por trayectorias. Son equivalen-
tes:

1. para cualesquiera S,S" € S.(X) tales que lim S = lim S’, eziste una
trayectoria en S.(X) que conecta a S con S';

2. S.(X) es conexo por trayectorias.

Demostracion. Por definicion, la condiciéon 2 implica la condicién 1.

Supongamos entonces que siempre que S y S’ sean dos sucesiones en
Se(X) tales que lim S = lim 5, existird una trayectoria en S.(X) que las
conecte.

Sean Sy S en S.(X). Como X es arcoconexo (vea Teorema 1.3.30),
existe un subespacio A de X, homeomorfo al intervalo [0, 1], que tiene por
puntos extremos a lim.S; y lim Sy. Elegimos S5 y Sy en S.(A) tales que
lim S3 = lim S} y lim Sy = lim S;. Usando nuestra hipotesis, existe una tra-
yectoria en S.(X) que conecta a S; con S3 y otra mas que une a Sy con
Ss. Del Teorema 4.1.10 y el Teorema 3.3.6 obtenemos una trayectoria en
Se(A) C S.(X) que va de S3 a Sy. Finalmente, apliquemos el Corolario 1.3.11
al conjunto {S1, 53, Sy, S2} para concluir que hay una trayectoria en S.(X)
entre S; y Ss. O

Corolario 4.1.12. Para cualquier o € (w\{0}) U{w} se cumple que S.(R%)
es conezxo por trayectorias.

Demostracion. El resultado se sigue del Corolario 4.1.4 y el Teorema 4.1.11.
O

Lema 4.1.13. Si X es una dendrita local y S, 5" € S.(X) son tales que
limS = lim S’, entonces S y S’ estdn conectadas por una trayectoria en
Se(X).
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Demostracion. Sean {z,, | n € w} y {yn | n € w} enumeraciones de S
y S, respectivamente. Supongamos que lim S = xg = yo = limS’. Sea A
una vecindad de xy que cumpla ser una dendrita. Sea N € w para la cual
Tn,Yn € A siempre que n > N. Para cada par de puntos a y b en A, gracias
al Teorema 1.3.31 podemos usar la siguiente notacion: si a # b denotamos
por ab al inico arco en A cuyos puntos extremos son a y b. En caso de que
a = b, el simbolo ab denotara al conjunto {a}.

Asi, para cualquier n > N existe una trayectoria a, : [n%l, %] — TplYn

tal que an(%ﬂ) =1,y an(%

) = yn. Observemos que

si &, = y,, entonces «,(t) = x, para toda t € [#17 %}
Paran € {1,..., N — 1}, el Corolario 1.3.35 nos permite considerar sencilla-
mente alguna trayectoria o, : [#1, 1] — X que conecte a x,, con y,.

Sea U una vecindad de x, entonces xy € int(A) Nint(U) y notemos
que int(A)N int(U) es abierto en X. Usemos que X es un espacio T3 para
encontrar un subconjunto abierto V de X tal que zo € V C V C int(A)N
int(U). Apliquemos el Teorema 1.3.34 para hallar una vecindad conexa W
de zg en X tal que xg € W C V. Luego, tenemos que

W CV Cint(A)Nint(U) C ANU.

Dado que W es conexo y compacto, W es un subcontinuo de A. Gracias al
Lema 1.3.32 podemos asegurar que W es una dendrita. Debido a que Sy S’
convergen a Iy, existe N € w con N’ > N tal que z,,y, € W para cualquier
n > N'.Sean > N'. A continuacion mostraremos que ay,[[=7, =] € U, lo
cual es inmediato si z,, = y,. Supongamos entonces que ,, # y,: nuevamente
por el Teorema 1.3.31 tenemos que en W existe un tinico arco cuyos puntos
extremos son , y . Sin embargo, oy, [, £]] es el imico arco en A que
tiene por puntos extremos a x, v ¥,; de esta manera, an[[%ﬂ, %H CWCU.
Del Lema 4.1.1 obtenemos que una trayectoria en S.(X) une a S con S’. [

Corolario 4.1.14. Si X es una dendrita local, entonces el hiperespacio
S.(X) es conexo por trayectorias.

Demostracion. Del Teorema 1.3.35 se sabe que X es conexo por trayecto-
rias. El Lema 4.1.13 y el Teorema 4.1.11 aseguran que S.(X) es conexo por
trayectorias. O
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Teorema 4.1.15. Sean a € (wW\{0}) U{w} y X una a-variedad coneza,
entonces S.(X) es conexo por trayectorias.

Demostracion. Sean S y S € S.(X) tales que limS = lim S’. Tomemos
{z, | n € w}y {yn | n € w} enumeraciones de S y ', respectivamente, y
supongamos que lim S = xg y que lim S = yy. Sean U una vecindad abierta
de xg homeomorfa a R* y N € w tal que x; y yi estdn en U para cada k >
N. Debido a que X es conexo por trayectorias (Corolario 1.3.38), podemos
considerar una trayectoria fj entre xy y yx para cada k € {1,...,N — 1}y
con dominio [, 1]. Sea h : R* = U un homeomorfismo. Para cada k > N,
consideremos a la trayectoria natural f, que va de h™1(z;) a h™(y) en R*
y que tiene dominio [k%l, %] Obtenemos ahora que h o fj, es una trayectoria
en X que conecta a x; con y; para cada k > N.

Sea V' una vecindad de z(. El conjunto V NU resulta ser una vecindad de
zo y recordando que h es un homeomorfismo, se tiene que h~[V N U] es una
vecindad de h™!(zg) en R®. Puesto que R® es un espacio vectorial topologico
localmente convexo (Teorema 1.3.36), existe una vecindad convexa W de
h™(zg) en R tal que W C h™'[V N U]J. En consecuencia, h[W] CV NU y
usando que h es un homeomorfismo se puede inferir que h[WV] es una vecindad
de g en U. Como U es un subconjunto abierto de X, el conjunto h[W] es
una vecindad de xg en X y por lo tanto, existe N’ € w tal que x y yx
estan en h[IW] siempre que k > N’. Sea k > N’ + N. Tenemos que h~'(x},)
y h™1(y.) estan en W el cual es un conjunto convexo, por lo que la imagen
de la trayectoria natural f; queda contenida en W. Luego, h o f; es una
trayectoria en X que conecta a xj con y; cuya imagen queda contenida en
RW] CV NU C V. Aplicando el Lema 4.1.1 concluimos que S y S” estan
conectadas por una trayectoria en S.(X).

Finalmente, el Corolario 1.3.38 y el Teorema 4.1.11 muestran que S.(X)
es conexo por trayectorias. (]

4.2. Un contrajemplo importante.

Dado un continuo X, se sabe que el hiperespacio C'L(X) es conexo por
trayectorias (vea |7, Theorem 14.9, p. 113|). En esta secciéon veremos un
contraste entre esta situacion y la de S.(X). Probaremos que no todos los
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espacios conexos por trayectorias tienen un hiperespacio de sucesiones con-
vergentes conexo por trayectorias. Dicha prueba fue realizada en [4, Example
2.8, p. 6]. Aqui presentamos una prueba detallada que resuelve los problemas
de la demostracion original.

Lema 4.2.1. Sean X un espacio y [ : [0,1] — S.(X) una funcion continua.
Si C es subconjunto cerrado y no vacio de |J f[[0,1]] y

w=hf{se€[0,1] | f(s)NC # 0},

entonces f(u) N C # 0.

Demostracion. Llamemos A = {s € [0,1] | f(s)NC # 0}. Debido a que f es
una funcion continua y a que S.(X) es un subespacio de K(X), el conjunto
f1[0,1]] es un subespacio compacto de K(X). El Teorema 2.2.6 demuestra
que | f[[0,1]] es un subespacio compacto de X, con lo que probamos que
U f1[0, 1]] es un subconjunto cerrado de X. Como C' es un subconjunto ce-
rrado de | f[[0, 1]], se tiene que C' es un subconjunto cerrado de X también,
de esta forma X\C' es un subconjunto abierto de X.

Para continuar, supondremos que f(u) N C = (), de donde f(u) C X\C.
Luego, f(u) € (X\C). y por la continuidad de f, el conjunto f~'[{X\C).]
es un subconjunto abierto de [0,1] que satisface que u € f~'[(X\C).]. Sea
e > 0 tal que

u€ (u—eut+e)N0,1] C fFIHX\C).].

Usemos que u = inf A para encontrar algin ¢ € [u,u + €) N[0, 1] que cumpla
que

fync #90. (4.12)
Notemos que t € (u—e,u+€)N[0,1] C f[(X\C)], es decir, f(t) € (X\C).
y entonces f(t) C X\C. De esta forma

feync=0. (4.13)

Hay una contradiccion entre (4.12) y (4.13). Concluimos que f(u) N C #
0. O

En lo que sigue, probaremos resultados concernientes al circulo de Varso-
via ¥ expuesto en el Ejemplo 1.2.10. Es por esta razéon que recordaremos la
notacion de dicho ejemplo y la respetaremos en el resto de esta seccion:
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A = {(z,|sen (Z)|) e R* | z € (0,1]},
B = {(z,y) eR*|(z—3)*+y> =7 A y <0},
C = {0} x10,1]

vU = AUBUC.

El objetivo de esta seccion es probar que S.(0) no es conexo por trayec-
torias (Teorema 4.2.9), pero para ello hara falta exponer primero una serie
de resultados técnicos.

La siguiente funcion sera usada en el resto de esta seccién. Se recomienda
tener presente su definicion.

Definicion 4.2.2. Sea 2 : A — (0,1] la proyeccion sobre la primera coor-

denada, es decir, Q((x,[sen (Z)])) = z. Para cada ¢ € (0,1] nombraremos
Qg = Q7Y(0,9)].

Proposicion 4.2.3. La funcion Q) es un homeomorfismo.

Demostracion. Proponemos Q7' : (0,1] — A como Q7 (z) = (z,[sen (Z) ).
Luego, tanto Q! como € son funciones continuas y cumplen que Q00 (z) =
zy que Q1o Q((z,|sen (;—r) ) = (x, |sen (;—r) ). O

En el resto de esta secciéon usaremos la siguiente notaciéon para referirnos
a las componentes conexas.

Notacion 4.2.4. Sean X un espacio y x € X, denotaremos a la componente
coneza de v en X por Cx(x).

Lema 4.2.5. Sean D un subespacio conexo de B y q € (0,1) tales que
Q'(q) € D.

a) Si DNC #0, entonces didm(D) > 1.
b) Sip € (q,1] es tal que Q1 (p) € D y digm(D) < 1, entonces D C Q.
Demostracion. Para demostrar a) probaremos que

B C D o bien, que Q, C D. (4.14)
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Supongamos por el contrario que existen x € B\D e y € ,\D, esto implica
que
D C U\{z,y}. (4.15)

Llamemos x = (x1,22) e y = (y1,¥y2). Notemos que L\{z,y} es la union de
los conjuntos abiertos y ajenos: {(a,b) € A|a >y} U{(a,b) € B|a >z}
a quien llamaremos U, y U\ (U U{z, y}) a quien llamaremos W. Observemos
que C' C W y por hip6tesis se tiene que C' N D # 0; deducimos que

DNW #9. (4.16)

Por otro lado, y € Q,, de donde ¢ > y; y por lo tanto Q7 '(q) € U; se sigue
que
QO '(q) eUND. (4.17)

De (4.15), (4.16) y (4.17) obtenemos que U N D y W N D forman una dis-
conexion para D, lo cual es absurdo. Esto prueba (4.14). En consecuecia
diam(D) > min{diam(B),diam(£2,)} > 1.

Ahora probaremos b). Por a) sabemos que DNC = (). Como Q7(p) & D,
entonces D C Q,UBUQ (p,1]]. Dado que D es conexoy Q7(¢) € DN,
concluimos que D C ). ]

Corolario 4.2.6. Sean p € (0,1] y V' un subconjunto abierto de U tal que
diam(V) < 1. Supongamos que exziste z € VN Q,. Si Q' (p) € Cy(z2),
entonces Cyng,(2) = Cy(2).

Demostracion. Por el inciso b) del Lema 4.2.5 se tiene que Cy(z) C €2, por
lo que Cy(2) es un subespacio conexo de €, NV y asi, Cy(2) C Cyng,(2).

Por otro lado, Cyng,(2) es un subespacio conexo de V'y z € Cyngq,(2).
Se sigue que Cyng,(2) € Cy(2). O

Lema 4.2.7. Sea S € S.(0) tal que para cualquier s € (0,1] se cumple
que SN Qg # 0. Sean p € (0,1] y V' un subconjunto abierto de U tal que
diam(V) <1 y lim S € V, entonces:

1) SNV NQs #0 para cada s € (0,1];

2) existe 2 € SNV NQ, tal que Q7 (p) € Cy(2).
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Demostracion. Sea s € (0,1]. Del punto 2 de la Definicion 3.1.1 sabemos que
S\V es finito y en caso de ser vacio la afirmacion 1) se cumple inmediata-
mente. Supongamos que S\V es no vacio y sea

_— { min{Q(z) € (0,1] | z € S\V}, si (S\V)N A # 0;
N 1, si (S\V)NA=10.

Por hipotesis tenemos que S N Quiim,sy 7 O y notamos que si w € SN
Qmin{m,s}, entonces w € SNy Q(w) < m, de donde w € SNV N, Asi
demostramos 1).

Probemos ahora 2). Observemos que en caso de que Q7' (p) € V, por 1) la
afirmacion 2) se cumple de inmediato. Asumiremos entonces que Q~!(p) € V.

Llamemos D = Cy(Q7!(p)). Sea n € w tal que = < p y usemos 1) para
encontrar algin z € SNV N Q% Probaremos que z ¢ D. Como

diam(D) < diam(V) < 1,

el inciso a) del Lema 4.2.5 demuestra que DNC' = (). Si suponemos que z € D,
obtenemos que Q~'[[Q(2), p]] C D. Puesto que Q7'[[15, 1]] € Q7'([Q(=2), p]],
11

deducimos que Q_l[[n—H, ~]] € D, lo cual implica que

diam(V) > diam(Q'[[-1, L]]) > 1.

n+1’n

Hemos encontrado una contradiccion y podemos afirmar que z € D. En otras
palabras, probamos que z satisface 2). O

Lema 4.2.8. Sean f:[0,1] — S.(U), t € [0,1], p € (0,1] y z €V tales que
f es una funcion continua y z € f(t)NY,. Sea U una familia celular finita de
subconguntos abiertos de U tal que f(t) € (U). y que diam(U) < 1 para cada
UecU. Sea Ve U aquel que cumple que z € V. Llamemos D = Cynq,(2).
Sean ademds a,b € [0,1] tales que t € [a,b] C f~H[(U).], entonces:

i) D es un subconjunto abierto de B.
Mds ain, si Q' (p) € Cy(z), entonces

i) DN flla,b]] es un subconjunto cerrado de Q.
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Demostracion. Comencemos observando que (2, es un subconjunto abierto
de . De la Proposicién 4.2.3 sabemos que €2, es homeomorfo a (0,1), por
lo que es localmente conexo. Notemos ahora que V' N €2, es un subconjunto
abierto de €2,. Usando el Teorema 1.3.27 obtenemos que D es un subconjunto
abierto de €2, y por lo tanto también es un subconjunto abierto de °U.

Supongamos ahora que Q!(p) € Cy(z). El Corolario 4.2.6 demuestra
que D = Cy(z), de donde D es un subconjunto cerrado de V. Conseguimos
entonces que V\ D es un subconjunto abierto de V' y asi,

VA\D es un subconjunto abierto de . (4.18)

Como f[[a,b]] C (U)., entonces | f[a,b]] € JU. Los elementos de U son
ajenos por pares, asi que

valJslle bl = (J e\ J W

Wel\{V}

Luego, el Teorema 2.2.6 y la Proposicion 1.3.2 comprueban que
VN U flla, b]] es un subconjunto cerrado de J. (4.19)

Utilizamos ahora que D C V para hacer notar que D = V\(V\D). De esta
forma

Dl fllatl) = (V\NVAD) N flla. b))
= (VnlJ e, )\(V\D).

Por (4.18), (4.19) y la Proposicion 1.3.2 conseguimos que D N f[[a, b]] es
un subconjunto cerrado de ‘3. O]

Concluimos esta seccién con un resultado que significa més de lo que su
enunciado dice. El siguiente, es el ejemplo de que no todo espacio conexo
por trayectorias tiene un hiperespacio de sucesiones convergentes conexo por
trayectorias.

Teorema 4.2.9. El hiperespacio S.(0) no es conexo por trayectorias.
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Demostracion. Sean Sy = {(0,+) € U | n € w\{0}} U{(0,0)} y 51 =
{(£,0) € U | n € w\{0}} U {(0,0)} y supongamos que existe una funcion
continua f : [0, 1] — S.(U) tal que f(0) =Sy y f(1) = S1. Sea

A={se[0,1] |Vt e0,s] = Jg(ge (0,1 A F(E)NQ, = 0))}.

Observemos que 0 € A, por lo que A es no vacio. Sean r = sup A y U una
familia celular finita de subconjuntos abiertos de U tal que f(r) € (U). y
didam(U) < 1 para cada U € U. La continuidad de f asegura que existe v > 0
tal que

re(r—a,r+a)n[0,1 C fHU).). (4.20)

Continuaremos la prueba por casos.

Caso 1 Existe p € (0,1] tal que f(r) N, = 0.

Puesto que S; N # 0 para cualquier s € (0, 1], r debe ser distinto de
1; es decir que r € [0, 1).
Sea ty € (r,r + ) N[0, 1] tal que f(to) N Qs # 0 para cada s € (0, 1].
Por (4.20) sucede que f(ty) € (U).. Sea V € U tal que lim f(ty) € V.
Usemos el Lema 4.2.7 para hallar algin z € f(tp) N2, NV tal que
Q'(p) & Cv(z). Llamemos D = Cq, v (2). Por el Lema 4.2.8 tenemos
que

D es un subconjunto abierto de U (4.21)

Dn U fllr, to]] es un subconjunto cerrado de . (4.22)

Sean E = DN f[[r,to]] y M = {s € [, to] | f(s)NE # 0}. Recordando
que z € f(to) N D, obtenemos que ty € M, es decir, M es no vacio. Sea
u = inf M. Por el Lema 4.2.1 y (4.22) tenemos que f(u) N E # 0, lo
que implica que f(u) N D # 0y asi, f(u) N, # 0. Retomando que
f(r)N gy, =0, aseguramos que

r < u. (4.23)

Llamamos W = (U U {D}).. Dado que u € [r, ], (4.20) asegura que
f(u) € U). y como f(u) N D # (), deducimos que f(u) € W. Por
la continuidad de fy (4.21) llegamos a que f ][;io] [W)] es una vecindad
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abierta de u en [r, ty]. Por otro lado, si existe algin s € f|[;1t0} (W]N[r, u),
entonces f(s)ND 7& 0, hecho que contradice que u = inf M. Es asi como
probamos que f| i V1N [, u) = (), pero esto y (4.23) contradicen que

fl rto][ ] es una vecindad abierta para u en [r,ty]. Por lo tanto, este
caso no puede ocurrir.

Para todo p € (0, 1] se cumple que f(r) N, # 0.

En este caso sabemos que f(r) # Sy, de donde 0 < r. Sea t;, €
(r— a,r)N[0,1]. Como ty < r, entonces existe ¢ € (0, 1] que satisface
que

flto) Ny = 0. (4.24)
Sea U € U aquel que cumple que lim f(r) € U. Por (4.20) ocurre que
fllto, r]] € U)e (4.25)

Del Lema 4.2.7 podemos hallar
ze fir)nQ,NU (4.26)
tal que Q'(q) & Cuy(z). Sean D = Co v (z) y E = DN flto,r]].

Nuestro Lema 4.2.8 asegura que

D es un subconjunto abierto de U (4.27)

mientras que
E es un subconjunto cerrado de Q. (4.28)

Gracias a (4.26) encontramos que r € {s € [to,7] | f(s) N E # 0} y si
lamamos M’ = {s € [to,r] | f(s)NE # 0} y u = inf M’', el Lema 4.2.1
y (4.28) revelan que f(u)NE # (). Se prueba entonces que f(u)ND # ()
y yaque D C Q,, se sigue que f(u) N, # 0; de (4.24) concluimos que

to < u. (4.29)

Hacemos W = (U U {D}).. Por (4.25) se tiene que f(u) € (U). v a
partir de que f(u) N D # () se implica que f(u) € W. La continuidad

de f asegura que f|, T][ ] es una vecindad abierta de w en [tg, r]. Como
antes, si s € f\[t AWV N [to, u), entonces f(s) N D # 0, contradiciendo
que u = inf M’. Si por otro lado, f; T][ ] N [to,u) = (), encontramos

una contradiccion a que f\[to W] es una vecindad abierta de u en
[to, 7]. En consecuencia este caso es imposible también.
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De cualquier forma llegamos a un absurdo. Deducimos que f no puede
existir y, asi, S.(¥) no es conexo por trayectorias. ]

4.3. Resultados en espacios métricos.

Nuestra tltima seccién estd dedicada a probar que si X es un espacio
meétrico, entonces la conexidad por trayectorias de S.(X) implica la conexidad
por trayectorias de X (Teorema 4.3.26). Dicho resultado fue originalmente
probado en [9, Theorem 4.12, p. 11].

Notacion 4.3.1. Dado un espacio X, usaremos la notacion {z,}nc, para
referirnos en el sentido tradicional de sucesion a la funcion f @ w — X,
definida por f(n) = x,.

Observacion 4.3.2. Sea « : [0,1] — S.(X) una funciéon continua. Si x,y €
[0, 1] son tales que = < y, entonces af[x,y]] € K(S.(X)) C K(K(X)). Luego,
por el Teorema 2.2.7 conseguimos que |J o[z, y]] € K(X).

A partir del Lema 4.3.3 y hasta el Teorema 4.3.26 tratamos con resultados
acerca de S.(X) cuando X es un espacio métrico. En el resto de esta seccion,
X sera algin espacio métrico y d denotard a alguna meétrica acotada que
genere a la topologia de X.

Lema 4.3.3. Sea o : [0,1] = S.(X) una funcion continua. Para cada € > 0,
existe 6 > 0 con la siguiente propiedad: si x,y € [0,1] son tales que 0 <
y—x < 0 y L es una componente conexa de | J o[z, y]], entonces diam(L) < e.

Demostracion. Procederemos por contradicciéon en la prueba.

Supongamos que para cada n € w\{0} existen z,,y, € [0, 1] tales que:
0 <y, — @, < Ly existe una componente conexa L, de |Ja[[z,, yn]] que
cumple que diam(L,) > e. Notemos que [z,,y,] € C([0,1]) para cualquier
n € w\{0}. Debido a que C([0, 1]) es un espacio métrico y compacto (vea Teo-
rema 2.2.11) y al Teorema 1.3.22 obtenemos que {[Zn, Yn]}new\ {0} POS€E una
subsucesion que converge a algin A € C([0,1]). Sin pérdida de generalidad
asumiremos que es {[Zn, Yn] fnew\ {0} quien converge. Puesto que A es un subes-
pacio conexo y compacto de [0, 1], podemos afirmar que A = [z, y] para algu-
nos x,y € [0,1]. Por el Teorema 2.2.10 y el hecho de que didm([z,,y,]) < =
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para cada n € w\{0}, deducimos que didm([z,y]) = 0. Concluimos entonces
que
r=y. (4.30)

Para cada n € w\{0}, por la Observacion 4.3.2 se tiene que |J [z, y,]] es un
espacio compacto, de donde L,, es un espacio compacto también. Méas atn, si
llamamos Y = [J«[[0, 1]], llegamos a que L,, € C(Y) para cada n € w\{0}.
Gracias a que Y es métrico y compacto, el Teorema 2.2.11 muestra que C(Y')
es también un espacio métrico y compacto. Luego, el Teorema 1.3.22 revela
que { Ly, }new {0y tiene una subsucesion que converge a algin L € C(Y). Como
diam(L,) > € para cada n € w\{0} y la funciéon didm es continua, deducimos
que
diam(L) > e.

Usemos el punto 2) de la Observacién 3.3.2 para mostrar que sucede que
{a][zn, Yn) Fnewfoy € K(K(X)). Si2* : K[[0,1]] = K(K(X)) es como en
la Definicion 3.3.1, utilizamos el Corolario 3.3.5 para evidenciar que 2 es
una funcion continua. Asi, la sucesion {a[[y,, Yn]] fnew\ (0} cOnverge a o[z, y]]
en K(K(X)). Con el Teorema 2.2.7 justificamos que {{J a[[n, Yn]] }new 10} €
K(X) y que ademaés, converge en K(X) a | a[x, y]]. Finalmente, como L,, C
U a[[zn, yn]] para cada n € w\{0}, de (4.30) y el Teorema 2.2.8 obtenemos
que L C [Ja[{z}] = a(z). La conexidad de L asegura que |L| = 1, lo cual
contradice que didm(L) > e. O

Observacion 4.3.4. Si ) es algiin ntimero real positivo que satisface el Le-
ma 4.3.3, entonces cualquier nimero real positivo ¢’ que cumpla que ¢’ < §
satiface el Lema 4.3.3.

A lo largo de esta seccion, estableceremos notacion (como se hace en
la Notacion 4.3.5) que serd fundamental para el entendimiento de nuestros
resultados. Sugerimos al lector tener presente estos conceptos para facilitar
la lectura.

Notacion 4.3.5. Sea « : [0,1] — S.(X) una funciéon continua. Para cada
€ = % € R con n € w\{0}, denotaremos por ¢,, a aquel real positivo que el
Lema 4.3.3 asegura que existe.

1

En vista de la Observacion 4.3.4, asumiremos que 6, < - para cada

n € w\{0}.



4.3. RESULTADOS EN ESPACIOS METRICOS. 7

Notacién 4.3.6. Sea « : [0,1] — S.(X) una funciéon continua. Para cada
n € w\{0}, elegimos alguna particion {t?' | i € {0,1,...,m,}} del intervalo
[0,1] tal que 0 =t <t} < ... <t} =1y t}—1t7, <6, para cualquier
ie{l,...,mu}.

Llamaremos P, = {t} | i € {0, 1,...,m,}}, mientras que h(n) = m,, para
cada n € w\{0}.

Lema 4.3.7. Sean « : [0,1] — S.(X) una funcion continua y p € «(0).
Sin € w\{0}, entonces para cada i € {1,...,h(n)} existe una componente
coneza L; de |Ja([t? 1, t7]] tal que Lia N L;Na(t?) #0 yp e Ly.

Demostracion. Sea n € w\{0}. Puesto que p € «(0), tenemos que p €
Ua[[th, t7]]. Sea Ly la componente conexa en |Ja[[ty,t}]] de p. Por el Le-
ma 2.2.9 sabemos que Ly Na(t}) # 0. Tomemos y; € LiNa(t}) C Y ([}, t5]]
y sea Lo la componente conexa en | J«[[t}, t4]] de y;. De esta forma y; €
Ly N Ly N a(t}). Usando este método podemos definir recursivamente para
cada i € {1,...,h(n)} una componente L; de |Jal[t!" |, t?]] que satisface la
conclusion del lema. ]

Notacién 4.3.8. Sean « : [0,1] — S.(X) una funciéon continua y p € «(0).
Dadosn € w\{0} ei € {1,...,h(n)}, llamaremos L!" a la componente conexa
de J o[t 1, t"]] que el Lema 4.3.7 asegura que existe.

i—17 "4
Proposicion 4.3.9. Sean « : [0,1] — S.(X) una funcion continua e Y =

Uallo, 1]].

a) Si H es la métrica de Hausdorff para K(Y), entonces H induce la
topologia de Vietoris en K(Y);

b) la funcion D :[0,1] x K(Y) — R dada por
D((s1, K1), (52, K3)) = |81 — so| + H(K1, Ky)
es una métrica que induce en [0,1] x K(Y') la topologia producto;

c) K([0,1] x K(Y)) es un espacio compacto y la mélrica de Hausdorff H”
inducida por D coincide con la topologia de Vietoris para K([0,1] X
K(Y)).
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Demostracion. Por la Observacion 4.3.2 y el hecho de que X es metrizable sa-
bemos que Y es un espacio compacto y metrizable. El Corolario 2.2.3 asegura
que K(Y) es un espacio compacto y metrizable. El Teorema 2.3.5 garantiza
que la topologia generada por la métrica de Hausdorff H para K(Y) es la
misma que le es asignada por la topologia de Vietoris como subespacio de
K(X). Luego, la funcién D es una métrica que induce en [0,1] x K(Y) la
topologia producto, por lo que

[0,1] x K(Y) es un espacio metrizable también. (4.31)
Como [0,1] y K(Y') son espacios compactos,
[0,1] x K(Y) es un espacio compacto. (4.32)

De (4.31), (4.32) y el Corolario 2.2.3 obtenemos que K([0,1] x K(Y)) es un
espacio compacto y metrizable. El Teorema 2.3.5 prueba que la métrica de
Hausdorff HP en K([0,1] x K(Y)) le induce la topologia de Vietoris. O

Notacion 4.3.10. Dada una funciéon continua « : [0,1] — S.(X), en lo que
resta de la seccion, H sera la métrica de Hausdorff para K(|J«[[0,1]]), D
serd la métrica dada por

D((s1, K1), (52, K2)) = [s1 — 82| + H(Ky, K3)

en [0,1] x K({J«[[0,1]]) y HP sera la métrica de Hausdorff para K ([0,1] x
K(Uef[0,1]]))-

Lema 4.3.11. Sea o : [0,1] — S.(X) wuna funcion continua. Sit € [0,1]
yU € C(X) son tales que a(t) € (U)., entonces ezisten r,n > 0 tales que
N.(a(t) NU) C U para cualquier U € U y, siempre que |s1 — So| < 1, se
cumplird que H(a(s1),a(s2)) < r.

Demostracion. Sea U € U. Como U € €(X) y a(t) € (U)., se tiene que

at)nU=at)\ |J W (4.33)

veu\{U}

Usando que a(t) € K(X), la Proposicion 1.3.2 y (4.33) llegamos a que a(t)N
U € K(X) para cada U € U. Del Lema 1.3.17 se sabe que existe 7y > 0 tal
que N, (a(t)NU) C U. Sear =min{ry | U € U}. Asi, r es tal que N,(a(t)N
V) C V para cualquier V' € U. Recordemos que [0, 1] es un espacio compacto,
por lo que el Teorema 1.3.1 asegura que « es uniformemente continua. Luego,
el inciso a) de la Proposicion 4.3.9 nos indica que para r, existe n > 0 tal que
H(a(s1),a(se)) <rsi|sy— s <. O
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Notacién 4.3.12. Sea « : [0,1] — S.(X) una funcién continua. Dados
t€[0,1] y U € €(X) tales que a(t) € (U)., lamaremos r(U) y n(U) a los
reales positivos que el Lema 4.3.11 afirma que existen.

Notacién 4.3.13. Dados « : [0,1] — S.(X) una funcién continua y p €
a(0), para cada n € w\{0} llamaremos A, = |J; (")([t? LM x {L?}) (vea
Notacion 4.3.8).

Lema 4.3.14. Sean « : [0,1] — S.(X) una funcion continua y p € a(0).
SeanY =Ja[[0,1]],t € [0,1] yU € €(X) tales que a(t) € {U).. Si para cada

n € w\{0} tomamos j, € {1,2,...,h(n)} tal quet € [t} _,,17 ], entonces:

i) existe una subsucesion {An, frew de {An}tnecw\fo} que converge en
K([0,1] x K(Y));

i) existen un conjunto numerable ' C w y w; € a(t) tales que
By (wy) Na(t) N L;l:k # (0 para todo k € T';
4

iii) eriste 1 € w tal que:

a) HD(AnM,Ank) < min { rtd) 0t } para cualquier k > u,

b) R
c) B%{)(wt) Na(t)N L?:H # 0.

Demostracion. Para cada n € w\{0} y cada i € {1,...,n} se tiene que L}
es compacto y por lo tanto, A,, es un subespacio compacto de [0, 1] x K(Y);
es decir, {A,}newfoy € K([0,1] x K(Y)). Por el Teorema 1.3.22 existe una
subsucesion {An, brew de {Ay}new\ (o} que converge en K ([0,1] x K(Y)). Lo
anterior demuestra 7).

Del Lema 2.2.9 aplicado a A = of[t}* g _1,t]nk]] y S = «(t), se sigue que
a(t) N Lk # () para cada k € w. Si para cada k € w tomamos z; € a(t) N
L;ka C «(t), el Teorema 1.3.22 garantiza que {2 }re, tiene una subsucesion

{2k, }1cw que converge a algun z € a(t). Proponemos

Wy = 2.
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Debido a que {z, }ie, converge a w; y a que @ > 0, existe N € N tal

que z, € Brw (w;) siempre que [ > N. Definimos
4
F:{klewllzN}
Luego, 2z € Bray (wy) Na(t) N L;l:k para cada k € I, lo que demuestra ii).
4

Llamemos M = min{@, @} Usando que {A,, }re, €s una sucesion
convergente y por lo tanto es una sucesion de Cauchy en K([0,1] x K(Y)),
llegamos a que existe N’ € w tal que

HP(A,,,A,,) < M para cualesquiera s,k > N’ (4.34)

Finalmente, como I' es un conjunto numerable, estamos seguros de que existe
pwel Cwtal que

1
p > max{N’, M} (4.35)

Por (4.34) y (4.35), p satisface a). De (4.35) se sigue directamente que pu
satisface b). Recordando que p € I' se concluye que p satisface c). O

Notacion 4.3.15. Sean « : [0, 1] — S.(X) una funciéon continua y p € «(0).
Dados n € w\{0}, t € [0,1] y U € €(X) tales que «a(t) € (U)., elegi-
mos un nimero j, € {1,2,...,h(n)} tal que t € [t7 ¢} ] (vea Nota-
cion 4.3.5), mientras que I'(U), w; y p(U) serdan aquellos que los incisos
i1) y 41i) del Lema 4.3.14 afirman que existen. Conservaremos la notacion
{An, }rew para referirnos a la subsucesion de {A; }ncu\ 0} que converge en

K([0, 1] x K (U ef[0,1]]))-

Lema 4.3.16. Sean « : [0,1] — S.(X) una funcion continua y p € «(0).
Sean t € [0,1] y U € €(X) tales que a(t) € (U).. Sea k > p(U). Ezxisten
Le{1,2,... h(ng)} ys € [6%,, %] tales que |s—t| < Ty L C B,y (wy).
Demostracion. Llamaremos r = r(U),n =nU), p = p(U) y M = min{%, 1}.
Por el punto c) de 7ii) del Lema 4.3.14 podemos tomar z € Br (w;) Na(t) N
LZ‘L‘H. Debido a la eleccion de L;I:L; (vea Notacion 4.3.8 y Lema 4.3.3), sabemos
que diém(L?:H) < i Luego, si x € L?:H, entonces d(z,w;) < d(x,z) +
d(z,wy) < n—lu + 7 v asi,

jnu -
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Usando que pu < n, y el punto b) de 7ii) del Lema 4.3.14 se llega a que

Lt C B yo(w) C By (w) C By(w,). (4.36)

o +3

Utilizando ahora el punto a) de i) del Lema 4.3.14 y el Teorema 2.3.4,
conseguimos que

Asi, como
(t, L?:ﬂ € [tyr _iotin I x {Ljr } C Ay,
entonces existen [ € {1,...,h(ng)} v s € [t;*,, 1] tales que
(s, L") € [, 7] < {L" ) © Ay, (4.37)
y D((t, L;:N),(S,L;lk)) < M. (4.38)

De esta forma, por la deﬁnicién de D (vea Notacion 4.3.10) y de M, obtene-
mos que |s — t| + H(L} L”’“) < min{%, 7}, de donde

|s — ¢t <— y H(Ln“ L) <

»-blﬁ

Es por esto que
L C Ni(L?;j ). (4.39)

Finalmente, debido a (4.36), a (4.39) y al Lema 2.3.2, estamos seguros de
que
L™ € Byiz(we) € By (wy).
O]

Definicion 4.3.17. Sean « : [0, 1] — S.(X) una funcion continua, p € a(0),
t € [0,1] y U € €(X) tales que a(t) € (U).. Sea k > u(U). Dados [ €
{1,2,...,h(nk)} y s € [t]*,, ;"] tales que |s —t] < ”(M , definimos

Inp+1

L UL . UL, S <

L ):{ L UL U UL, st <1
(Vea Notacion 4.3.8, i. e., revisar la definicion de los conjuntos L').

Lema 4.3.18. Sean S € S.(X) ye > 0. SiU € €(X) es tal que S € (U).,
entonces Ne(S) = Upyey Ne(SNU).
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Demostracion. Si x € N(S), entonces existe y € S tal que z € B(y). Como
S e (U)., existe Uy € U que cumple con que y € Uy. Luego, y € SNUy y por
lo tanto x € N.(S N Up); es decir que x € (Jy oy Ne(SNU).

Supongamos ahora que x € |J;;¢y Ne(S N U). Inferimos que existe U € U
tal que z € N (SNU), de donde existe y € SN U con la propiedad de que
r € B(y). Particularmente sabemos que y € S, por lo que x € N.(S). O

Lema 4.3.19. Sean « : [0,1] — S.(X) una funcion continua y p € «(0).
Seant € [0,1] yU € €(X) tales que a(t) € U).. Sea k > u(U). Sean r(U) y
n(U) como en la Notacion 4.5.12. Sean | € {1,2,... . h(ng)} y s € [t 1]
tales que |s —t| < @
i) Si jn, <1 (vea Notacion 4.3.15) y q € [t?:kfl,t?k], entonces
H(a(t),alq)) <rlU).

ii) Similarmente, sil < j,, y q € [t?fl,t?:k], ocurre que H(a(t),a(q)) <
r(U).

Demostracion. Tomaremos r = r(U), n = n(UU) y p = uw(U). El caso ii) se
resuelve de manera similar al caso i), de modo que analizaremos solo este
ultimo.

Debido a la eleccion de §,, (vea Notacion 4.3.5), es verdad que 9§, < n—lk
Retomando que k > p y el punto b) del inciso i) del Lema 4.3.14, llegamos

aque%§%§%<g;esdecir
8o, < 2, (4.40)
2
Sea q € [t?:k_l, t/*]. Probaremos primero que
It —q| <n. (4.41)

Recordando la eleccion de j,,, bajo el supuesto de que s < ¢ ocurre que
| = jn,, por lo que ¢ € [t7* _,,t'* |. Luego, de (4.40) se sigue que |t — ¢| <

Jng —17 “gny,

On, <M, lo cual prueba (4.41) si es que s < t.

Asumamos pues que t < s. De esta forma, [t?:kfl’ k] = [t?:kfl’ tHyu[t, sju

(s,t;*]. Revisemos entonces los posibles casos.
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Caso 1. Siq € [t}* 71,t)
Gracias a la eleccién de Jn,, €s verdad que |t —q| < t-;l:k_l — ka .
De la eleccion de la particion P,, (vea Notacién 4.3.6) se sabe que

t;l:k_l — t?kk| < Oy, . Por (4.40) se infiere que

n
t—al S I =t < < 5.

Caso 2. Si g € [t, s], entonces

|t—qyg|t—s|<g.

Caso 3. Si g € (s,1"].
La desigualdad del triangulo nos dice que |t —¢q| < |t — s| + |s — q|.
Nuevamente, la forma en que elegimos a la particiéon P, y a [ aseguran
que |s — q| < dy,. Por hipotesis se cumple que |t — s| < 2. Finalmente,
con la desigualdad (4.40) justificamos que

n mon
t—q| < |t — —gl <246, <24-L=
=gl <t =s|+]s—ql < 5+ 0n < 5+ 5=

En cada caso obtenemos (4.41); asi, el Lema 4.3.11 garantiza que H(a(t), a(q))
<. ]

Lema 4.3.20. Sean « : [0,1] — S.(X) una funcion continua y p € «(0).
Sean t € [0,1] y U € €(X) tales que a(t) € (U).. Sea k > u(U). Si s € [0,1]
es tal que |s —t| < @, entonces existe U € U tal que Li(s) C U.

Demostracion. Nombremos r = r(U) y Li(s) = Li(s). Sea j,, como en la
Notacion 4.3.15 y tomemos | € {1,2,...,h(ng)} tal que s € [t*,,¢"]. Los
casos | < Jn, ¥ Jn, <l se resuelven de forma similar; demostraremos el lema
solo tomando el caso j,, <.

De la definicion de Lg(s) se sigue que

) < el Ak (4.42)

Por el Lema 4.3.19 sabemos que H(«(t),a(q)) < r para cualquier ¢ €
[tk _1.4*]; es decir que of[t}* 1, )*]] € B (a(t)). Luego,

Uellt;: i 70 € No(a(t)). (4.43)
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Por hipétesis tenemos que a(t) € (U).. Aplicando el Lema 4.3.18 conseguimos
que
N (e(t)) = | No(a(t) N D). (4.44)
veu
Usando ahora el Lema 4.3.11 podemos decir que

U M(atynu) cJu. (4.45)

veu
Demostramos con (4.42), (4.43), (4.44) y (4.45) que

Li(s) < | Ju. (4.46)

Los lemas 4.3.7 y 1.3.26 prueban que Lg(s) es conexo. Debido a que U €
¢(X), a (4.46) y a que Li(s) es conexo encontramos que Lg(s) C U para
algin U € U. En otras palabras, se ha probado el resultado. O

Lema 4.3.21. Sean « : [0,1] — S.(X) una funcion continua y p € «(0).
Seant € [0,1] y U € €(X) tales que a(t) € (U).. Sea k > u(U). Si s € [0,1]
es tal que |s —t| < @ y Uy € U es tal que w, € Uy (vea Notacion 4.53.15),
entonces Lt (s) C Up.

Demostracion. Llamaremos n = n(Ud) y r = r(U). Gracias al Lema 4.3.16
es que se pueden tomar lp € {1,2,...,h(ny)} v so € [t;*,1F] tales que
[so—t] <3

LyF C By(wy). (4.47)
Debido a que w; € a(t) N Uy, obtenemos que
B, (w;) C Ny(aft) N o). (4.48)
Ademas, el Lema 4.3.11 revela que
N, (a(t) N Uy) C U, (4.49)
De (4.47), (4.48) y (4.49) se sigue que
L C U, (4.50)

Para continuar, el Lema 4.3.20 afirma que existen algunos U, U € U que
satisfacen que Lf(sg) C U’y que Li(s) C U. Si recordamos la definicion
de L{(s0), nos damos cuenta de que L;* C Lj(so). Es gracias a este hecho
y a (4.50) que deducimos que U’ = U. Como L;‘:k C Li(s) N Li(sp), el
Lema 1.3.26 asegura que Lt (s) U Lt (sg) es conexo. Finalmente, a causa de
que U € €(X) es que Uy = U. Por lo tanto Lt (s) C U,. O
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Lema 4.3.22. Sean « : [0,1] — S.(X) una funcion continua y t € [0, 1].
Para cada p > 0 ezisten V € €(X) y Vo € V tales que a(t) € (V). y
wy € Vo C B,(wy).

Demostracion. Dividiremos la prueba en dos casos.

Caso 1 Si w; = lim «(t).
Bajo el supuesto de que a(t) C B,(w), bastard tomar V, = B,(w;) y
V= {V}.

Asumiremos entonces que «(t)\B,(w;) # 0. El punto 2 de la Defini-
ciéon 3.1.1 afirma que «(t)\ B,(w;) es un conjunto finito y por lo tanto, es
un subespacio compacto de X. Como a(t)NB,(w;) = a(t)\(c(t)\B,(wy)),
a(t)\B,(w;) es finito y lima(t) ¢ a(t)\B,(w;), el punto 2) del Le-
ma 3.1.7 demuestra que a(t) N B,(w;) es un subespacio compacto de
X, ademas, a(t) N B,(w;) es ajeno a «(t)\B,(w;). Luego, por el Le-
ma 1.3.20 se sabe que existen dos subconjuntos abiertos U y W de X
tales que a(t)\B,(w;) C U, a(t) N B,(w;) CW y UNW = (. Notemos
ahora que
a(t) N B,(wy) € By(wy) NW C B, (wy).

De modo que {B,(w,) "W, U} =V y B,(w;) NW =1, funcionan para
nuestros propoésitos.

Caso 2 Si wy # lim «(t).
El punto 2) del Lema 3.1.7 asegura que a(t)\{w:} € S.(X). Usemos
el Lema 1.3.20 para hallar dos subconjuntos abiertos y ajenos U y
W de X tales que w, € Uy a(t)\{w;} € W. De esta manera, V =
{UNB,(w;), W}y Vo =UnN B,(w,) satisfacen el lema. O

Lema 4.3.23. Sean « : [0,1] — S.(X) una funcion continua y p € a(0). Sea
€ [0,1]. Para cada p > 0 existe ky € w tal que ) # a(t) N L;L:k C B,(wy)
para cualquier k > ky.

Demostracion. Sea p > 0. Usemos el Lema 4.3.22 para encontrar V € €(X)
y Vo € V tales que a(t) € (V). v w € Vi C B,(w;). Proponemos ko = p(V)
(vea Notacion 4.3.15). Sean k > pu(V) y s € [0,1] tal que |s — t| < @
Del Lema 2.2.9 aplicado a A = af[t;, —1,t;, |] v S = a(t), se tiene que

0 # a(t) ﬂL?:k para cualquier k € w, en particular esto ocurre para cada k >
p(V). Finalmente, como Lj* C Lj(s) (vea Definicion 4.3.17), el Lema 4.3.21
demuestra que a(t) N L C Li(s) C Vo C B,(wy). O
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Corolario 4.3.24. Sean o : [0,1] — S.(X) una funcion continua y p € a(0).
Sit € [0,1], entonces la sucesion {a(t) ﬂL?fk trew converge a {wy} en K(X).

Demostracion. Sea € > 0. Por el Lema 4.3.23 existe ky € w tal que
0 #a(t)n L;L:k C B(w;) para cualquier k > k. (4.51)
Sea k > ko. De (4.51) inferimos que
a(t) N L;L:k C N.({w}). (4.52)

Por (4.51) también es verdad que existe z € a(t)ﬂL;ifk C B.(w;). Esto quiere
decir que w; € B(z) y por lo tanto,

wy € Ne(a(t) N L?:k) (4.53)

Finalmente, de (4.52), (4.53) y el Lema 2.3.2 se obtiene que H(a(t)ﬁL?:k, {w;}) <
¢ para cada k > kg, lo que termina la demostracion. O

A continuacion probaremos el Teorema 4.3.25, el cual sera la piedra an-
gular en la demostracion del Teorema 4.3.26. Todos los resultados previos de
esta seccion (de la Observacion 4.3.2 al Corolario 4.3.24) fueron realizados
pensando en la demostracion del Teorema 4.3.25.

Teorema 4.3.25. Sean « : [0,1] — S.(X) una funcidn continua y p € «(0).
FEziste una funcion continua v : [0,1] — J[[0,1]] C X tal que v(0) = p y
(1) € a(1).

Demostracion. Definimos v : [0,1] — |J«[[0,1]] como ~(t) = w; (vea Nota-
cion 4.3.15). Sea t € [0, 1]. Probaremos que ~y es continua en t. Sea € > 0.
Por el Lema 4.3.22 existen W € €(X) y Wy € W tales que a(t) € (W), y
wy € Wy C Be(wy). Sea s € [0, 1] tal que [s —t| < @ (vea Notacion 4.3.11).
Basta probar entonces que d(~(s),v(t)) < e.

Para cada k € w, sea ar € {1,2,...,h(ng)} tal que s € [t;* |, ;] El
Lema 4.3.23 asegura que existe ks € w tal que

0 # a(s) N Lyt C Be(w,) para cualquier & > k. (4.54)

Sea r > max{ks, p(WW)} (vea Notacion 4.3.15). Del Lema 4.3.21 conseguimos
que
Ly(s) € Wy C Be(wy). (4.55)



4.3. RESULTADOS EN ESPACIOS METRICOS. 87

Debido a que L* C Ll (s) y a (4.54), se tiene que
0 # als) N Lix © Li(s) N By (w,);

es decir, existe
ze L (s)N Be (ws). (4.56)

Gracias a (4.55) comprobamos que z € Be(w;) N Be(w;), de donde

d(7(),7(5)) = d(w,, ws) < d(wy, 2) + d(z, ws) < % + g -

Hemos probado que v es continua.

Recordando que p € L7} para cada n € w\{0} (vea Notacion 4.3.8),
se llega a que p € «(0) N L}* para toda k € w; es decir, {p} C a(0) N
Li*. El Corolario 4.3.24 afirma que {wo} = limy_, (0) N L}*. Luego, del
Teorema 2.2.8 estamos seguros de que

{p} C lim a(0) N L{* = {wo}.
k—o00

Inferimos que v(0) = wy = p y por construccion se sabe que y(1) = w; €
a(1), lo que termina la demostracion. O

Concluimos este trabajo con el resultado més importante de la Sec-
ciéon 4.3.

Teorema 4.3.26. Sea X un espacio métrico. Si S.(X) es un espacio conexo
por trayectorias y no vacio, entonces X es conexo por trayectorias.

Demostracion. Sean S € S.(X) y w € S\{limS}. Por el punto 3) del Le-
ma 3.1.7 se tiene que S\{w} € S.(X). Por hipotesis existe una trayectoria
a:[0,1] = S.(X) tal que a(0) = S y a(l) = S\{w}. Del Teorema 4.3.25
se sabe que existe una funcion continua v : [0,1] — X tal que v(0) = w y
(1) € S\{w}. Notemos que v(1) # w, lo que demuestra que la componente
por trayectorias de w en X tiene més de un punto. Sea C' la componente por
trayectorias de w en X.

Probemos ahora que X C C. Sean p € X, S’ € S.(C) v S; = S"U{p}.
El punto 1) del Lema 3.1.7 prueba que S; € S.(X). Por hipotesis sabemos
que hay una trayectoria en S.(X) que une a S; con S’, nuevamente por el
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Teorema 4.3.25 existe una funcioén continua ' : [0,1] — X tal que v (0) =p
y 7 (1) € " C C. Debido a que 7/(1) € C, existe una trayectoria en X que
une a 7'(1) con w. Aplicando el Lema 1.3.11 al conjunto {p,~'(1), w}, se sigue
que existe una trayectoria en X que va de p a w; es decir, p € C. Hemos
probado que X C C' y por lo tanto, X es conexo por trayectorias. O
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