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Introduccion

La ecuacion de Vlasov surge de la teoria cinética y nos proporciona una descripcion
estadistica en el espacio fase de un sistema de N particulas las cuales no interactian
directamente entre ellas si no que lo hacen mediante un campo macroscopico generado
por el conjunto. Los campos que se consideran dentro de la descripcién dependen de la
situacion fisica del modelo, particularmente en gravitacion el campo es descrito por las
ecuaciones de Einstein y en la aproximacién newtoniana por la ecuacion de Poisson. El
sistema puede ser utilizado para describir la dinamica de galaxias o cimulos de ellas,
debido a que la ecuacién de Vlasov, trata indistintamente al conjunto como “particulas”
ocasionando que la estructura interna del sistema sea irrelevante. La ecuacion de Vlasov
es empleada en cosmologia para modelar materia oscura no bariénica ( [1], p. 323), en
este caso, las particulas son particulas elementales.

En general, partiendo de condiciones iniciales arbitrarias, no existe una solucion
analitica a la ecuacion de Vlasov y por ello son necesarias aproximaciones numéricas.
En este trabajo se pretende estudiar a la ecuacién de Vlasov junto con la ecuacion
de Poisson que acoplados se denominan el sistema Vlasov-Poisson. Se estudiaran los
métodos upwind, diferencias centradas y métodos TVD para la integracion en el espacio
fase de la ecuacién de Vlasov manteniendo la parte continua en el tiempo. Debido a
que la ecuacién de Vlasov conserva su estructura en relatividad general [2], los métodos
utilizados seran la base para estudiar materia oscura en relatividad numérica.

El problema completo es representado en un espacio fase de seis dimensiones requi-
riendo de un gran costo computacional resolver el problema entero. Ademads de sim-
plificar el sistema fisico reduciéndolo al caso clasico, asumiremos que el sistema posee
simetria esférica. Al imponer simetria esférica en el problema, los grados de libertad se
reducen siendo posible describir al sistema con la magnitud de la posiciéon espacial y
los momentos radial y angular de la distribuciéon de particulas.

Vi1



Capitulo 1

Teoria cinética

En la descripcion del comportamiento y propiedades de un sistema macroscépico
(sistemas conformados por una gran cantidad de particulas que dependiendo de la
escala de observacién pueden formar gases o galaxias) resulta impractico obtener su
completa descripcién a partir de resolver las ecuaciones de movimiento de las particulas
individuales una vez impuestas las condiciones iniciales. Dicho esto, pareceria que al
incrementar el nimero de particulas lo hace también la complejidad e irregularidad
del sistema dado que el nimero de grados de libertad también aumentan, sin embargo
surgen leyes estadisticas debido a la presencia del gran nimero de particulas que nos
permiten estudiar su comportamiento los cuales no podrian ser descritos en la practica
por el solo uso de la mecanica clasica.

1.1. La funcién de distribucion

En mecénica, el estado de una particula en un instante se describe mediante la po-
sicién ¢ y su respectivo momento p. Cuando la particula posee s grados de libertad, el
nimero de coordenadas espaciales empleadas para describirlo es s junto con el mismo
nimero de momentos asociados. De esta forma, establecemos un sistema de 2s coor-
denadas (¢, pn) donde el subindice n toma los valores de 1,2, ...s y nos referiremos a
esta construccién como el espacio fase.

Cualquier punto dentro del espacio fase representa un estado del sistema y corres-
ponde a valores particulares de las coordendas ¢, y momento p,,, ademas si el estado de
la particula cambia con el tiempo, el punto en el espacio fase cambiard y se movera a
lo largo de una trayectoria denominada trayectoria de fase [3].

Consideremos ahora un sistema macroscépico de muchos cuerpos y que ademés es
cerrado (que no interactua con otros cuerpos). Una parte del sistema que es muy pe-
quena comparada al total pero aiin macroscépica se llamara subsistema. Un subsistema
no es un sistema cerrado y en consecuencia interactia de una forma muy compleja con
el resto de subsistemas haciendo que resolver completamente la dinamica de los mismos
sea una tarea casi imposible. Sin embargo a pesar de la complejidad de las interacciones
podemos utilizar una descripcién estadistica del sistema.

A diferencia de la mecéanica clasica, la descripcion estadistica del sistema ahora se
rige por la funcion de distribucion f(t,q,p) en el espacio fase de una particula. En
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general, f es una funcién de las coordenadas generalizadas (denotadas por ¢), de los
momentos canénicos (denotados por p) y del tiempo ¢.

En el espacio fase, denominamos dw = dgdp a un elemento de volumen, donde dg
y dp representan el producto de las diferenciales de todas las coordendas espaciales y
todos los momentos respectivamente. En nuestro contexto, el producto fdr es el nimero
promedio de particulas en un elemento de volumen d7 que tienen un valor de ¢ y p en
un intervalo ¢, p y ¢ + dgq,p + dp. Notemos que por definicién f(t,q,p) > 0.

A diferencia de la mecanica usual que nos proporciona informacion precisa sobre el
movimiento de las particulas, la estadistica nos dice la densidad de probabilidad de
que el sistema se encuentre en un estado y por lo tanto no podemos obtener un valor
preciso asociado a una cantidad fisica A(g,p) si no que obtendremos la probabilidad
de que A(q,p) tome un valor dado. Es asi que para obtener un valor promedio A es
necesario multiplicar cada valor de A por su correspondiente probabilidad e integrar
sobre todos los posibles estados.

XZ/A(q,p)f(q,p) dq dp . (1.1.1)

Por ejemplo, algunas cantidades fisicas que inmediatamente se obtienen son

p(x) Z/f(x,p) dp , (1.1.2)
ji(x)—/pif(x,p) dp | (1.1.3)

N = [ flap) dadp. (1.1.4)

donde p, j; y N es la densidad, corriente y niimero de particulas respectivamente y el
subindice ¢ representa la corriente en una de las direcciones coordenadas (por ejemplo
i=x,y,2).

Aunque la funcién f se entiende como la funcion de distribucién en el espacio fase, en
ocasiones es util expresarla en coordenadas que no sean las coordenadas generalizadas
y momentos candnicos, lo cual se vera en los siguientes capitulos.

1.2. La ecuacidon no colisional de Boltzmann

Al evolucionar los estados del sistema, lo hacen también los puntos del espacio fase y
en consecuencia la funcion de distribucion f evoluciona en el tiempo. El movimiento de
los puntos de fase puede ser visto como un flujo de “particulas” en el espacio fase (puntos
del espacio fase) de 2s dimensiones y conforme evoluciona, el nimero de particulas debe
ser conservado [4]. En consecuencia podemos emplear la ecuacién de continuidad, la cual
para un fluido es

dp B
E—FV-(pv) =0, (1.2.1)

donde p es la densidad y v es la velocidad del fluido. La ecuacién anéloga para la funcién
de distribucion es
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of N
SV (W) =0 (1.2.2)

en donde w son las coordenadas del espacio fase w = (q,p) y W son las derivadas
temporales ¢ y p dadas por las ecuaciones de movimiento. La divergencia en el espacio
2s-dimensional debe ser calculada como

o0 =0
Ve (fW) =) ——(fd) + > (fp) - (1.2.3)
= O = Opi
Utilizando las ecuaciones de movimiento de Hamilton reescribimos la divergencia
_9H . -0H
“= Ip; b= dq;

) 0 . 0 ,,.
V- (fw) = Z (9_qz<f%) + Z 8pi(fpi)
i=1 i=1
B L [Of . dq¢;  Of . op;
= ; (aqiqz T gy TPt fapi)
ZS: 8f8H+f ®H 9f9H  OH
i1 dq; Op; 9q;0p;  Op; O Opi0q;

_ ~(0HOf OHOf
N ;(api 0¢;  0q; 8pi) ’ (1.2.4)

donde se ha usado que 0*H/0q;0p; = 0*H/0p;0q;. Al sustituir la expresién anterior
(1.2.4) en la ecuacién (1.2.2) obtenemos la ecuacién no colisional de Boltzmann.

of = [(OHOf OHOIf
ZJ — =0 . 1.2.
ot * — <8pi dq;  0q; 8]%) 0 (:25)

1.3. El gas de Vlasov

La ecuacion no colisional de Boltzmann nos proporciona una descripcién estadistica
de un conjunto de particulas cuyas interacciones se limitan a la acciéon de un campo
macroscopico colectivo generado por el conjunto de particulas, es decir, la interaccion
no es directa entre ellas si no que interactian con el campo creado de forma colectiva,
ademas anadimos que en particular no existen las colisiones de particulas dentro del
modelo. A este tipo de particulas se les denomina gas no colisional o gas de Viasov [5].

Los campos que se consideran dentro de la descripcién dependen de la situacion fisica
del modelo. En fisica de plasmas las interacciones son electromagnéticas y los campos
son descritos por las ecuaciones de Maxwell. En gravitacion, los campos son descritos
por las ecuaciones de Einstein o en la aproximacion de Newton por la ecuacién de
Poisson [6], los dos tltimos modelos pueden ser usados en dindmica estelar y cosmologia
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para describir a sistemas autogravitantes tales como galaxias o cimulos de estrellas,
cuerpos que a pesar de la escala pueden ser tratados como particulas debido a que el
tiempo de cruce entre los cuerpos es mayor que el tiempo necesario para perturbar la
velocidad significativamente de uno de ellos. Incluso la ecuacién de Boltzmann puede ser
utilizada en la descripcion de materia oscura la cual puede ser vista como no colisional
debido a que las interacciones débiles y gravitacionales entre sus particulas [7] son
despreciables a escalas galacticas.

1.4. El sistema Vlasov-Poisson

En términos de coordenadas cartesianas el hamiltoniano se escribe como

1 2 2 2
H = 50, +p, +p2) + ®(2,y,2,1) (1.4.1)

donde m es la masa de las particulas (las cuales asumimos que son indénticas) y ® es
el potencial gravitacional. En estas coordenadas la ecuacion de Boltzmann es

Of < (pi0f 0 0f
—_ — - = 1.4.2
ot + ; (m Ox;  Ox; Op; 0, ( )

donde (21,2, 23) = (2, Yy, 2) ¥ (p1, P2, P3) = (Pzy Dy, P2) ¥ €l potencial se obtiene a partir
de resolver la ecuacion de Poisson:

V20 = 47rGmp . (1.4.3)

Al sistema de ecuaciones (1.4.2)-(1.4.3) se les conoce como el sistema Vlasov-Poisson
[8] v describe a un gas de Vlasov autogravitante. En el caso de que las particulas se
muevan unicamente bajo la accion de un potencial de fondo ®.,; no es necesario resolver
la ecuacién de Poisson y en su lugar tomamos al potencial ® = &,,,.

Soluciones analiticas a la ecuacion de Boltzmann pueden ser obtenidas si conside-
ramos un estado de equilibrio. En un potencial estacionario ®(t,x) = ®(x), el ha-
miltoniano H es constante a lo largo de las trayectorias fase (H es una integral de
movimiento), en consecuencia, si f es una funcién no negativa de H, f reprensenta un
sistema en equilibrio.

1.5. El sistema Vlasov-Poisson en simetria esférica

Los sistemas que poseen simetrias son relativamente mas sencillos de analizar en
comparacion del modelo completo, ademas, son un buen punto de inicio para el estudio
posterior de sistemas mas complejos. Como primera aproximacion consideraremos un
sistema en simetria esférica.

Primero, realizamos un cambio de coordenadas cartesianas (z,y, z) a coordenadas
esféricas (r,0, v)

r =rsinfcosy , y=rsinfsing , z=rcosf . (1.5.1)



1.5. EL SISTEMA V-P EN SIMETRIA ESFERICA

Posteriomente, obtenemos la expresion para los momentos conjugados a partir del la-
grangiano en coordenadas esféricas y p; = 0L/0q;

L= S0+ +r%sin’ 05%) - 0(r,6,0) | (1.5.2)
pr = mr, (1.5.3)
pe = mr’é, (1.5.4)
p, = mrisin®0y . (1.5.5)

Para expresar los momentos conjugados cartesianos en coordenadas esféricas, utili-
zamos la regla de la cadena en las transformaciones de coordenadas

pr = mi=m(rsinfcosep + 76 cos f'sin o — r¢ sin @ sin ®) , (1.5.6)
py = my= m(7sin 0'sin ¢ + 6 cos 0 sin ¢ + 1 sin 6 cos ) | (1.5.7)
p. = mi=m(icosf —rfsinb) . (1.5.8)

Sustituimos las expresiones para los momentos en coordendas esféricas

Dy = pr—l—zﬁcosesingo— pfp siny | (1.5.9)
r rsin 6
py = prsiHHSingp—{—@cosﬁsin(ij Pe cos g (1.5.10)
r rsin 6
P, = prCOSQ—@SiDQ. (1.5.11)
r

Antes de obtener el vector de momento en coordenadas esféricas, recordemos que
en coordenadas esféricas, los vectores ortogonales esféricos estan relacionados con los
cartesianos por

7 = sinfcosp T +sinfsing y+ cosf z , (1.5.12)
6 = cosfcosyp &+ cosfsing §—sind 2, (1.5.13)
O = —sinpT+cospy. (1.5.14)

Luego, reescribimos el momento de coordenadas cartesianas a esféricas, utilizando las
expresiones para los momentos cartesianos en coordenadas esféricas y los vectores uni-
tarios ortogonales y obtenemos

ﬁ = pr"f‘py@'f_pzé

— pir e Lo (1.5.15)
r rsind

Ademas, con el cambio de coordenadas el hamiltoniano se reescribe como

1 P2 P2

om \"" 2 r2¢in%6
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donde p,, py, p, son los momentos conjugados a 7,0, ¢ respectivamente. Utilizando la
ecuacion no colisional de Boltzmann (1.2.5) y el hamiltoniano (1.5.16), obtenemos la
ecuacién no colisional de Boltzmann en coordendas esféricas.

of ' p-0f | py Of pp  Of
ot * m Or + mr2 06 + mr2sin? 0 Op
S i or
or  mrd3  mr3sin?6 ) op,

0P pi, cosf \ of 0POf
(BT N9 R0 1.5.1
( 20 mr?sin® 9) Opg O Dy 0 (1.5.17)

Para imponer simetria esférica, necesitamos que la funcién de distribucion sea unifor-
me en todas las direcciones angulares del espacio fase. Es claro que para tener simetria
esférica en el espacio la funcion de distribucién y el potencial gravitacional debe depen-
der unicamente de r.

En el espacio de momentos resulta ttil realizar un cambio de coordenadas en términos
de la magnitud del momento angular [? y de su direccién 1. La expresién para el
momento angular y su magnitud en coordenadas esféricas es

[=FxP=—L% §4pyo, (1.5.18)
sin @
p2

2 =p2+ =2 1.5.19

9" sin?6 ( )

Ademas definimos a 1) como el angulo que nos indica la direccién del momento angular

Pp Sin 0)

Dy

Y = arctan ( (1.5.20)

Imponer simetria esférica en el espacio de momentos significa que f tnicamente
depende de la magnitud del momento angular total, al realizar el cambio de variables
en el espacio de momentos (p;, pg, py) a (pr,1%,v), la magnitud del momento es |P| =
p? +1%2/r? y con ello concluimos que la funcién en el espacio de momentos solo puede
depender de p, y 2.

Pedir que la funcién de distribucién dependa de las coordenadas p, y [ anaden una
dependencia en la coordenada angular # por lo que la derivada Jpf no es nula en
general. Sin embargo resulta que al calcular las contribuciones angulares en la ecuacién
de Boltzmann, éstas se eliminan entre si. En el célculo, la contribucion angular ¢ y p,,
es nula, para 6 y pg se tiene

poOf | dpy OF
r200  dt Opg

po Of  picos Of
r200 ' r2sin®0 Opy



1.5. EL SISTEMA V-P EN SIMETRIA ESFERICA

El dltimo paso consiste en cambiar las derivadas 0p y 0,, a derivadas del momento
angular utilizando la regla de la cadena

po [ 2cosf ,\ Of pLcosh Of of
A= — |- —+ = (2py) ==

r? < Sin?’@p“’) 12 "~ r2sin® 0 Opy (2po) ol?
= 0.

Con los cambios de coordenadas, la ecuacién de Boltzmann en simetria esférica se
obtiene a partir de la ecuacién (1.5.17)

o nal(080) Y or
or mr3 ) Op.

ot mor

con f = f(r,p,,1?). En simetria esférica la ecuacién de Poisson para el potencial gravi-
tacional se reduce a una ecuacion diferencial de segundo orden

0. (1.5.21)

2
P + 24 _ ArGmp . (1.5.22)
dr?  rdr

La ecuacién (1.5.21) junto con la ecuacién de Poisson (1.5.22), forman el sistema
Vlasov-Poisson en simetria esférica. Al pedir simetria esférica en el espacio fase, reduci-
mos el nimero de grados de libertad del problema: de siete dimensiones (seis del espacio
fase mas una temporal) a 4 dimensiones (tres del espacio fase y una temporal).

La funcién de distribucién depende de 7, p,, 2. Sin embargo, en la ecuacién de Bol-
tzmann en simetria esférica no hay ninguna contribucion de la derivada respecto al
momento angular, por lo tanto, la evoluciéon en una superficie de momento angular
constante esta desacoplada de la evolucion de otra superficie de momento angular cons-
tante. Fisicamente, los dos resultados anteriores (la nula contribucién angular y que no
exista una derivada del momento angular en la ecuacién ) se puede entender como una
consecuencia de la conservacién del momento angular y por ello la evolucién se confina
a superficies de momento angular constante.

Es conveniente expresar los elementos de volumen en las nuevas coordenadas (r, p,., [?).
El elemento de volumen del espacio de posiciones es

dV, = r?sinfdr df dy . (1.5.23)

Para el elemento de volumen del espacio de momentos debemos realizar las trans-
formaciones correspondientes para pasar de (ps,py,p:) a (pr,Po,P,) ¥y por ultimo a

(p"" l27 ¢)'

dV, = dp, dp, dp.

1

" Zsind dpr dpo dpy

1
= ——dp, dI*d
52 P Y

l
= Sdp didy. (1.5.24)

7



1.5. EL SISTEMA V-P EN SIMETRIA ESFERICA

Con los elementos de volumen podemos escribir en las coordenadas (r,p,,1) a la
densidad p, corriente j y al nimero de particulas N de las ecuaciones (1.1.2),(1.1.3)
(1.1.4) respectivamente. La simetria esférica nos permite integrar sobre las variables
angulares del espacio de posicién (6, ¢) y momentos (1))

2 o0 o0
plt,r) = T—Z/ / L f(t,r,p,1) dp, dl (1.5.25)
0 —o0o
. o 0o 00
jt,r) = 7’_2/ / lpr f(t,r,pr, 1) dp, dl (1.5.26)
0 —o0o
N(t) = 47r/ p(t,r) ridr . (1.5.27)
0

Debido a que la ecuacién (1.5.25) diverge en el origen. En lugar de graficar p, es
conveniente realizar la inspeccién con la cantidad

pe(t,r) = 4mr?p(t,r) (1.5.28)

La cual representa al nimero de particulas sobre la superficie de un cascarén esférico
de radio r y denominaremos como “densidad por cascarones”. Con esta definicién, el
nimero de particulas es simplemente:

N(t) = /000 pe(t,r) dr . (1.5.29)



Capitulo 2

Métodos numeéricos

Generalmente, utilizamos ecuaciones diferenciales en derivadas parciales para re-
presentar un proceso fisico debido a que las funciones asociadas son dependientes del
espacio y tiempo. Una vez obtenidas las ecuaciones de las teorias fisicas, es frecuente
que las ecuaciones sean imposibles de resolver de forma exacta debido a que no es po-
sible construir una solucién analitica ni los métodos para encontrar su soluciéon. Con
la excepcién de casos ideales en los que es posible resolver las ecuaciones, es necesario
utilizar una aproximaciéon numérica.

Los métodos numéricos que se presentan en esta seccién son los implementados para
resolver de forma numérica el sistema de Vlasov-Poisson en simetria esférica. Notamos
que la ecuacién sin colisiones de Boltzmann que conforma el sistema es del tipo de
la ecuacién de adveccion en dos dimensiones y por ello los métodos numéricos seran
orientados a resolver la ecuacién de adveccion.

2.1. Diferencias finitas, consistencia, estabilidad y convergen-
cia.

Resolver una ecuacién diferencial significa encontrar una funcién que satisface ciertas
relaciones entre sus derivadas en una regién del espacio tiempo y ademas de algunas
condiciones a la frontera. Esto implica que debemos considerar el valor de la funciéon en
cada punto del espacio para todos los tiempos lo que equivale a un nimero infinito de
datos desconocidos. Para encontrar los valores de la funciéon por medio de una aproxi-
macién numérica, es necesario reducir el namero de variables desconocidas a un valor
finito.

En el método de diferencias finitas, reducimos el dominio continuo de la funcién a
un conjunto de puntos discretos denominados malla computacional. La distancia entre
dos puntos consecutivos temporales se denota por At y la distancia entre dos puntos
adyacentes espaciales Az. Una vez construida la malla computacional, el siguiente paso
es reemplazar las ecuaciones diferenciales por un sistema de ecuaciones algebraicas
construidas a partir de aproximar los operadores diferenciales por diferencias finitas
entre los valores de la funcién entre puntos cercanos en la malla. Obteniendo asi, un
sistema de ecuaciones para cada punto de la malla que involucra al punto de interés y
a sus vecinos.



2.1. DIFERENCIAS FINITAS

Previamente a encontrar las formas en diferencias finitas de los operadores, es nece-
sario revisar la precision con al que las soluciones obtenidas por el método se asemejan
a la solucion real. Empezamos escribiendo una ecuacion diferencial de la forma general

Lu=0 (2.1.1)

Donde u denota el conjunto de funciones de las coordenadas del espaciotiempo (t,x)
y L representa un operador diferencial actuando sobre u. Ademas, denotamos por ua
a la aproximacién discreta de u evaluada en los puntos de la malla y a LA a la versién
en diferencias finitas del operador original. Con ello, la versién en diferencias finitas de
la ecuacién diferencial es

Laua =0 . (2.1.2)

El introducir a A nos permite indicar la dependencia explicita de que nuestro esque-
ma en diferencias finitas depende del tamano de la malla At,Ax. Dado que realizamos
una aproximacion a la ecuacion diferencial, el comportamiento de ua es importante
en el limite cuando A tiende a cero. Para estudiar el comportamiento, primeramente
definimos al error de truncado de la aproximacién por diferencias finitas como

A = Lau . (2.1.3)

El error de truncado es el resultado de aplicar la aproximacién del operador diferencial
a la solucién original, el cual no necesariamente debe ser cero pero debe de aproximarse
a medida que A disminuye.

Ademas, definimos el error de solucién ex como la diferencia de la solucién a la
ecuacion diferencial entre la solucion a la ecuacion en diferencias finitas

€A = U— UA - (2.1.4)

Un requisito minimo para cualquier aproximacion en diferencias finitas es que el
error de truncado tienda cero a medida que el tamano de Az y At disminuyen (un
refinamiento de la malla).

ilgh TA — 0.
Es decir, en el limite, el operador en diferencias finitas debe reducirse al operador dife-
rencial original. Cuando obtenemos esta propiedad, decimos que nuestra aproximacion
es consistente.
La consistencia es necesaria para cualquier aproximacion en diferencias finitas. En
el limite, tipicamente el error de truncado se aproxima a cero como una potencia del
parametro A y decimos que una aproximacion es de orden n si

Ii ~ A" . 2.1.5
A1£n>0 TA ( )
Sin embargo, la consistencia es unicamente una propiedad local. En la préctica,

se necesita una propiedad que nos permita garantizar que toda la soluciéon numérica
tienda a la solucién exacta, a ésta propiedad se le llama convergencia. Una aproximacion

10



2.1. DIFERENCIAS FINITAS

converge si el error de solucién ex a un tiempo fijo tiende a cero a medida que la malla
es refinada.

Inicialmente el error de solucién es cero (en t = tg) dado que u = ua, al calcular las
iteraciones, el método por diferencias finitas introduce errores y en general ex # 0. Un
esquema puede ser consistente pero no convergente, al realizar las iteraciones el error
acumulado en cada paso de tiempo puede no estar acotado de tal forma que diverge en el
limite continuo haciendo inservible el método. Analiticamente es dificil verificar si una
aproximacién es convergente, no obstante, de forma numérica es sencillo comprobar si la
solucion aproximada converge, el problema ahora es verificar si la solucién aproximada
realmente converge a la solucion del problema.

Un ultimo concepto que debemos considerar es el de estabilidad, para ello introdu-
cimos la notacion

upy = u(t = nAt,x = mAzx) . (2.1.6)

En esta notacién, x puede representar varias dimensiones por lo que m puede representar
a cada indice espacial y ademads se han fijado At y Ax.
La norma L?, media cuadrética o RMS (del inglés Root Mean Square) se define como

[l =

1/2
Ax2|u;|2] : (2.1.7)

donde la suma es sobre todos los puntos espaciales de la malla. Una aproximacion en
diferencias finitas se dice que es estable si para cualquier ¢ > 0 existe una constante C;
independiente de x y t tal que

| < Cellui (2.1.8)

en el limite cuando Az y At tienden a cero. La norma de la funcién en ¢ esta acotada
por la norma a t = 0 multiplicada por una constante que es independiente de Ax y At.
Esta condicién puede ser vista como la version discreta de un problema de Cauchy bien
definido en un sistema de ecuaciones diferenciales [9]. Una aproximacién inestable no
es util en la practica debido a que la solucion de la ecuacién en diferencias finitas no
permanece acotada en un tiempo t y para cualquier incremento de tiempo At.

Convergencia es una propiedad que en la practica siempre es deseada y el Teorema de
equivalencia de Lazx [10] nos permite establecer una correspondencia con la estabilidad
del sistema la cual es una propiedad mas sencilla de probar.

Teorema de equivalencia de Lax:

Dado un problema de valor inicial que esta bien definido, y una aproximacion por di-
ferencias finitas que es consistente, entonces, la estabilidad del sistema es una condicion
necesaria y suficiente para convergencia del mismo.

11



2.2. OPERADORES EN DIFERENCIAS FINITAS

2.2. Operadores en diferencias finitas

Los operadores diferenciales en diferencias finitas son obtenidas por medio de una
expansién en serie de Taylor alrededor del punto de interés (z,t). Sea u una funcién con
k derivadas continuas. Denotamos por (n,m) al punto (¢t = nAt,z = mAx) y por ul,
a la funcién u evaluada en (n,m). Utilizamos una expansiéon de Taylor de u alrededor
del punto (n, m) evaluada en los puntos (n,m + 1) y (n,m — 1):

Uy g = Uy, + (Opu) Az + %((fﬁu)(Axf + é(@i’u)(Ax)?’ +o (2.2.1)

u (O2u)(Ax)> 4 -+ . (2.2.2)

n
m—

1 1
L =ur — (Oyu)Azx + é(fﬁu)(Axf ~ &
De ambas expresiones podemos extraer la primera derivada en x

un

Dot — ufnz% - %(8§u)(Aa:) e (2.2.3)
Opu = %_A—z%_l + %(8§u)(Ax) — (2.2.4)
Definimos los operadores de derivada espacial posterior y anterior.
Ofup, = W , (2.2.5)
o, upn = % : (2.2.6)

En ambos operadores el error de truncado es Ax y por lo tanto ambas aproximacio-
nes son a primer orden. Si bien el desarrollo se ha hecho en la coordenda espacial, los
operadores temporales pueden ser definidos de forma andloga. Una aproximacion a se-
gundo orden puede ser obtenida restando la expresion (2.2.2) de (2.2.1) y multiplicando
por 1/2

B = et it g Sl A) - (22.7)

Asi la derivada central es definida como el promedio de los operadores anterior y
posterior lo que nos proporciona una aproximacion a segundo orden

L e ) . (2.2.8)

_ 1 .
Opury, = 5 (0; + 0, ) Um = SA (um+1 S

Ademas, restando las ecuaciones (2.2.1) y (2.2.2), podemos obtener un operador a
segundo orden para la segunda derivada espacial

n

n —
P e Lt 2 ¥ Uy (2.2.9)

’ (Az)?

12



2.3. ESTABILIDAD DE VON NEUMANN

2.3. Anadlisis de estabilidad de Von Neumann

La estabilidad de un sistema en diferencias finitas puede ser estudiada de forma
general mediante el andlisis de estabilidad de Von Neumann. Para ello, escribimos al
sistema en la forma:

u*tt =B u", (2.3.1)

donde u™ es el vector solucion al tiempo n y B es la matriz de evolucién. Luego,
expandimos en una serie de Fourier a u:

ut(x) =) (k) ¢ *x, (2.3.2)

donde la suma es sobre todos los vectores de onda k que pueden ser representados en
la malla. Si reemplazamos la expansion en serie de Fourier en la ecuacién (2.3.2)

Pt =B " . (2.3.3)

en el que B es la transformada de Fourier de la matriz B también conocida como la
matriz de amplificacion. La condicién de estabilidad en el espacio de Fourier corresponde
a pedir que ningtin modo de Fourier debe ser amplificado, es decir, que el valor propio
mas grande de B sea menor o igual a 1. La condicién anterior es llamada la condicion
de estabilidad de Von Neumann.

Para ejemplificar en anélisis de Von Neumann, consideremos la ecuacion de adveccién
en una dimension

ou ou
—+v—=0, (2.3.4)
ot ox
donde u es la funcion de onda y v su velocidad la cual asumimos constante. Usamos
la malla x,, = mAz | t, = nAt, u!, = u(t,,x,) con n,m enteros para realizar la
aproximacién en diferencias finitas. Una primera soluciéon numérica puede ser obtenida
si aproximamos J;u por una derivada posterior en el tiempo y d,u por una derivada
centrada en el espacio

n+l _ ., n un _ un
Um = Um 0wt — Bmet g (2.3.5)

At Ax
n+1

Si resolvemos para u,."", obtenemos una aprozimacion explicita, esto es, que involucra
a los pasos de tiempo n,n — 1 para obtener el siguiente paso n + 1

n n vAl n n
um+1 = Uy, — E(um—s—l - um—l) : (236)

Esta aproximacion es conocida como el Método de Fuler. Regresando al andlisis de
estabilidad, consideremos un modo de Fourier de la forma

T (2.3.7)

Si sustituimos la expresién anterior en la ecuacién de diferencias finitas, encontramos

13



2.3. ESTABILIDAD DE VON NEUMANN

Al ikAx

_ . _—ikAx
& =1 VoAs (e e )
At

Para que el sistema sea estable, debemos pedir que || < 1. Pero tenemos:

€] =1+ ov? (ﬁ)QsinQ(k:Ax) (2.3.9)
- Az ’ o

por lo que |£] > 1 para toda k, lo que implica que el sistema es incondicionalmente
inestable: el sistema es inestable para cualquier eleccion de At y Az y por lo tanto
impréctico.

Un método a segundo orden en el tiempo y espacio se obtiene si expandimos en una
serie de Taylor a segundo orden

(AL)?
2

u(t + At,x) = u(t,x) + At Ou + Oju+ -+

A 2<At)2 2

= u(t,r) —vAt Oyu+v Tﬁxu +-- (2.3.10)
En la segunda linea, usamos la ecuacién de adveccion para reemplazar las derivadas
temporales por derivadas en el espacio. Si aproximamos las derivadas espaciales por
derivadas centradas en el espacio obtenemos la aproximacion en diferencias finitas de

Laz- Wendroff.

2.2

uerl = Uy, — 7<um+1 - umfl) + T(uerl - 2um + um71> ; (2311)
donde p = At/Ax. Nuevamente, realizamos un andlisis de estabilidad de Von Neumann
considerando un modo de Fourier u?, = £me™*2% encontramos que

€ =1+ v?p*(cos(kAx) — 1) — i vpsin(kAzx) . (2.3.12)

Imponiendo que |¢| < 1 obtenemos la condicién de estabilidad para la aproximacién de
Lax-Wendroft

vp < 1= vAt < Ax . (2.3.13)

Esta relacién es conocida como la condicién de Courant—Friedrich—Lewy (CFL) y a
p como el parametro de Courant. La condicién CFL puede interpretarse de una forma
geométrica: El dominio de dependencia numérico debe de ser més grande que el dominio
de dependencia fisica. En caso contrario, seria imposible que la aproximacion numérica
converja a la solucién exacta debido a que se omitiria informacién relevante del problema
fisico dentro del dominio numérico.

La interpretacion geométrica anterior es sélo valida para las aproximaciones explici-
tas, una aproximacion implicita, involucra los pasos n y n 4 1 para conocer el paso de
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2.4. DISIPACION Y DISPERSION

tiempo n + 1 y en general en ese tipo de aproximaciones se resuelven a partir de un
sistema de ecuaciones invirtiendo una matriz no trivial la cual requiere de un mayor
tiempo de cémputo comparada a una aproximacion explicita. Sin embargo, una apro-
ximacién implicita tiene mejores propiedades de estabilidad de von Neumann que las
explicitas.

2.4. Disipaciéon y dispersion

El descomponer a nuestra soluciéon en una serie de Fourier es 1til para describir la
estabilidad del sistema pero ademas nos permite estudiar el comportamiento de la so-
lucién. Nuevamente consideremos el caso en una dimension de la ecuacién de adveccion
y suponemos que la solucién a ella es de la forma

u(z,t) = e” etk | (2.4.1)

donde la frecuencia compleja w es una funcién del nimero de onda real k

w=w(k) . (2.4.2)

Al ser w un ntimero complejo, la parte imaginaria nos dara la tasa de crecimiento
o decaimiento de un modo de Fourier en el tiempo. Una ecuacion diferencial cuyas
soluciones permiten una parte negativa imaginaria de w se llama una ecuacion disipativa.
Por otro lado, una ecuacion es no dispersiva si la parte real de w es una funcién lineal de
k y dispersiva si no lo es. La ecuacién (2.4.2) es conocida como la relacion de dispersion.

La ecuacién de adveccién admite soluciones del tipo (2.4.1). En este caso, la relacién
de dispersion es w = vk y por lo tanto, la ecuacién de adveccién es no dispersiva y
no disipativa, aunque, al aproximar la soluciéon por diferencias finitas, en general, estas
propiedades no son preservadas [10].

2.5. Meétodos numéricos para la ecuacién de adveccion

En las secciones previas, se presentaron dos aproximaciones numéricas para resolver
la ecuaciéon de adveccién: el método de Euler y la aproximacién en diferencias finitas
de Lax-Wendroff. No obstante, el anélsis de von Neumann muestra que el método de
Euler resulta ser incondicionalmente inestable y la aproximacion de Lax-Wendroff es
complicada de generalizar a problemas de mas dimensiones.

Existen otros métodos usados en diferencias finitas para resolver la ecuacion de ad-
veccion. Por ejemplo, en lugar de tomar diferencias centradas en el espacio, podemos
tomar las diferencias hacia un lado, sin embargo, cuando se realiza el procedimiento de-
bemos de considerar la direccién del flujo de informacién para obtener sistemas estables,
a este tipo de métodos se les llama upwind.

El método recibe su nombre debido a que la eleccién del operador de derivada (an-
terior o posterior) corresponde con la direccién del flujo. El método upwind es estable
mientras la condicién CFL sea valida aunque el modelo es s6lo a primer orden de
precision en el espacio y tiempo.
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2.6. METODOS CONSERVATIVOS

n+l1 n n n

m - um_vp(um_um—l) UEO )
n+1 __ n n n

m = Uy — Up(um—H - m) v < 0.

Una aproximacion a segundo orden en el espacio y a primer orden en el tiempo,
se obtiene al reemplazar las derivadas espaciales ladeadas por sus aproximaciones a
segundo orden, las cuales se obtienen si utilizamos las aproximaciones en serie de Taylor
(2.2.1),(2.2.2) y la aproximacién de ], en el punto (n,m — 2)

3upy, —4un _ +up, o
m m m > 2. .
AL v>0, (2.5.3)

Una aproximacion andloga se tiene para v < 0

n
Opup, =

Uy AUy, — 3ug

Opuy, = A m v<0. (2.5.4)
x
n+l __ n o % n o n n
U = U (Bup, — dupy, ¢ +upy, ) v>0, (2.5.5)
uttl =y — %(—uﬁl“ + 4wy, — 3uy,) v<0. (2.5.6)

Un método implicito conocido como el método de Crank-Nicholson se obtiene al
promediar las derivadas espaciales en los puntos (n,m) y (n,m + 1)

%7:rl = U, — e [(Um+1 — Up_1) + (um—:-ll - Umtll)} ‘ (2.5.7)

Esta aproximacién es a segundo orden en el espacio y tiempo para cualquier valor
de p y ademés es la base para un método que se presentard en la siguiente seccion.

2.6. Meétodos conservativos

Los métodos de diferencias finitas frecuentemente tienen problemas con soluciones
discontinuas, en las que los métodos a primer orden introducen una gran disipacion
mientras que los métodos a segundo orden provocan oscilaciones espurias (fendmeno
de Gibbs). Una forma de lidiar con estos problemas consiste en introducir disipacion
artificial [10] acorde al problema a resolver. Una forma més sistemética consiste en
construir métodos mas inteligentes que puedan lidiar con las discontinuidades de la
solucion.

En el caso particular de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales con la siguiente
estructura en n dimensiones espaciales

8u+§3flj() 0 (2.6.1)
i u) =20, .0.
(915 - 8xj

J=1
donde u es un vector de m cantidades conservadas o variables de estado que evolucionan
en el tiempo. Al sistema anterior se le conoce como un sistema conservativo. El que u

sea una variable conservada significa que al integrar sobre un dominio €2, la cantidad
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2.6. METODOS CONSERVATIVOS

/u sy (2.6.2)

Q

permanece constante en el tiempo, ademas, definimos como el flujo en la coordenada
J ala funcién f7(u). En el sistema debemos de especificar las condiciones iniciales y
posiblemente condiciones a la frontera para obtener una solucién tinica.

Consideremos la ecuacién de Burgers (la cual es una generalizacién no lineal de
la ecuacién de adveccién) que nos provee de soluciones discontinuas ain cuando las
condiciones iniciales son suaves

Ou +ud,u=0. (2.6.3)

Una forma natural de resolver obtener su solucion por medio de diferencias finitas
podria obtenerse mediante un ligero cambio al método de upwind suponiendo que u > 0,

At

't = — EUYT;(UTT; —up ) - (2.6.4)

Aunque el método es bueno para soluciones suaves y estable mientras v > 0y
At/Axz < 1, la aproximacién no converge a la solucién cuando hay discontinuidades.

Afortunadamente, existe una forma de resolver el problema y consiste en escribir
el método en una forma de conservacion que significa que el método debe de tener la
forma

At
Upy = Uy, — A_gj [Fm+1/2 - Fm71/2 s (265)
con F;:ll//é una funcién que depende de los valores w,, y u,_; (junto con algunos

vecinos). A la funcién F' se le conoce como el flujo numérico. La ecuacién (2.6.5) puede
ser entendida como la versién numérica de la forma integral de la ley de conservacion si
pensamos a u), no como el valor u(x,t) en un solo punto si no como el promedio sobre
la celda [10].

Una forma sencilla de obtener métodos numéricos en su forma conservativa consiste
en utilizar la forma conservativa de la ecuacion diferencial. Para la ecuacion de Burgers,
su forma conservativa es

O+ 0,(u?/2) =0, (2.6.6)

la cual es claramente equivalente a (2.6.3), lo cual conlleva al siguiente método de
upwind

At
n+l _ n n\2 n 2
Upy = Uy — IAT [(um) - (um—l) } ) (267)
donde tomamos F:;E//Qz = (u™)?. En este método, las discontinuidades se propagan a

la velocidad correcta.
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2.6.1. Meétodo de Godunov

El método de Godunov consiste en resolver el problema de Riemann (el problema de
valor inicial compuesto por una ecuacion de conservacion junto con los datos constantes
a trozos que tiene una sola discontinuidad) en cada celda para obtener el valor de la
funcion en el siguiente paso de tiempo.

Comenzamos por definir una funcién constante por tramos %", cuyo valor es igual al
de uy, en una celda con bordes entre los puntos medios de la malla z,,_1 /2 < @ < @412,
luego resolvemos el problema de Riemann en cada borde. La ecuaciéon puede ser resuelta
sin problemas para intervalos de tiempo cortos tales que los frentes de onda de celdas
vecinas no se intersectan.

Finalmente, usamos a 4" para calcular el flujo numérico

/2 1 t+At .
Fm+1/2 ~ At ) J@ (@12, t)) dt (2.6.8)

donde f(u) es el flujo exacto. La integral es trivial de calcular, puesto que por cons-
truccion 1" es constante en el punto z,,41/2 sobre el intervalo (t,t + At). Si denotamos
a la constante por w*(ul}, up, ), obtenemos

n+1/2 %/ n n
Fr e = Flu(ul ) - (2.6.9)

El problema ahora es calcular w*(u,,up, . ;) y para ello se pueden utilizar métodos
aproximados que resuelven el problema de Riemann.

El método de Godunov apesar de ser simple, posee una desventaja importante:
debido que u"™ es constante a trozos el método tiene una precision a primer orden.

2.6.2. Métodos TVD

Para obtener aproximaciones en diferencias finitas con al menos precisiéon a segun-
do orden, que ademé&s no provoquen oscilaciones cerca de discontinuidades, debemos
usar aproximaciones llamadas métodos de alta resolucion. Recordemos que los méto-
dos numéricos que hasta ahora se han descrito seran utilizados para resolver de forma
numérica el Sistema Vlasov-Poisson, y para ello debemos encontrar la evolucién de la
funcion de distribucién que por definicién es siempre positiva. Si utilizamos métodos
de alta resolucién para evolucionar a la funcion de distribucién, un requisito indispen-
sable es pedir que el método preserve la monotonia de la solucién, es decir, si los datos
iniciales son monotoénos la solucién debe mantener la propiedad durante la evolucion,
dando como resultado que la solucién no tenga oscilaciones espurias, de lo contrario en
regiones en las que la funcién de distribucién sea cercana a cero no se podria garantizar
que la funcién tome siempre valores positivos.

La construccién de métodos de alta resoluciéon y que preserven la monotocidad de
la solucién requiere de resolver un problema: Godunov demostré que un método en
diferencias finitas, lineal y que preserve la monotonia de la soluciéon es a lo mas a
primer orden. Esto implica que debemos construir métodos no lineales para obtener un
método mayor o igual de segundo orden que preserve la monotonia de la funcién.

Existen dos formas de construir métodos no lineales que preserven la monotonia
de la solucién, a estos métodos se les conoce como limitadores de flujo y limitadores
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2.6. METODOS CONSERVATIVOS

de pendiente [11]. Apesar de que ambos conceptos estan relacionados, inicamente se
realizara la descripcion de los limitadores de pendiente.

La idea de un limitador de pendiente consiste en generalizar el método de Godunov
reemplazando la funcién constante a trozos por una funcién mas precisa tal como una
funcién lineal a trozos o incluso parabdlica. Por ejemplo, en una celda, aproximamos
nuestra funcién por

U= Up + op(x —20) con T E [Tp1/2, Tmi1/2) (2.6.10)

donde o, es la pendiente calculada por medio de los datos del sistema. Para la ecuacion
de adveccién con v > 0 si elegimos

Um41 — Um
= 2.6.11
om At (2611
y evaluamos en flujo en el punto (z,, + At,t" + At/2) obtendremos

n+1/2 n n
Friile = vl + on (1l —vp)Az/2)
v n n
20— o)y — ) (2.6.12)
que es el método de Lax-Wendroff el cual no es una buena elecciéon para soluciones
discontinuas.
Otras elecciones para la eleccién de pendientes son

_ n
= VU, +

e Limitador “minmod” de Sweby:

1 :
Om = <E> X minmod (U1 — Uy Uy — Upp—1) - (2.6.13)

donde la funcién minmod se define como:

a silal < |bly ab>0,
minmod(a,b) = ¢ b si|b| < |a| y ab >0, (2.6.14)
0 siab<0.

e Limitador “superbee” de Roe:

1
Om = (E) x maxmod (¢ ¢(?)) | (2.6.15)
donde la funcién maxmod elige el argumento mayor (a contrario de minmod) y

a,(ﬁ), 07(3) estan dados por

JS) = minmod ((Upmi1 — Um), 2(Um — Um—1))
c® = minmod (2(tUpi1 — Um), (tUm — Um_1)) - (2.6.16)
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e Limitador MC (monotonized central-difference limiter)

1 . Um, — Um—
Om = (A—$> X minmod (%; Z(Um - um—l)a 2(um+1 - um)) : (2'6'17)

e Limitador de van Leer:
1 2<um+1 - um)(”?ﬂ - umfl) )
= , 2.6.18
’ (Aaj) ((Um+1 = Up) + (U — Um—1) ( )

si el numerador es positivo y 0, = 0 en caso contrario.

Notemos que los limitadores son igual a cero cuando se encuentran sobre un extremo
local lo que implica que los métodos son a primer orden en esos puntos (el método
se reduce a upwind). Ademas, los limitadores son construidos para garantizar que la
variacién total de la solucién numérica definida como

TV () = Jtm — ] , (2.6.19)

nunca aumenta. Con estas propiedades, los métodos se llaman total-variation-diminishing
(TVD). Los métodos TVD por construcciéon no pueden generar oscilaciones espurias,
de lo contrario, necesariamente incrementarian la variacion total de la funcién.

Las expresiones para las pendientes han sido propuestas suponiendo que la veloci-
dad caracteristica del sistema es positiva. En el caso de que la velocidad sea negativa
debemos usar 0,41 para el punto (m,n), es decir, el valor de la pendiente es

1v >
om =4 Hv20, (2.6.20)
Omi1 siv<0.

2.7. Método de lineas

Todos los métodos introducidos han sido completamente discretos en las direcciones
espacial y temporal, aunque en ocasiones es conveniente considerar las aproximaciones
numéricas en dos partes, discretrizar la parte espacial y dejar la parte continua en el
tiempo. Procediendo de esta forma, obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias en el tiempo que podemos resolver numéricamente usando cualquier método
para ecuaciones diferenciales ordinarias. A este método se le conoce como el método de
lineas.

El método de lineas tiene la ventaja de desacoplar la eleccién del método de dife-
rencias en la parte espacial de la temporal, lo que nos permite cambiar el orden de
convergencia de la parte espacial o temporal sin depender una de la otra.

Empezamos por escribir al sistema en la forma

Ou = S(u) , (2.7.1)
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2.7. METODO DE LINEAS

donde S es un operador diferencial que actia sobre el espacio. Si usamos un método
de diferencias finitas, podemos obtener un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales
ordinarias de la forma

du
P 2.7.2
o = Su. (2.7.2)

donde u es un vector construido de los valores de la funciéon u en cada punto de la
malla.

Como ejemplo, consideremos la ecuacién de adveccién y supongamos que realizamos
una discretizacion en el espacio usando derivadas centradas.

du,, v
e Uy — Uy - 2.7.3
o oAy (Umt1 ~ Um) (2.7.3)
Un primera solucién a primer orden en At puede ser obtenida por medio del método

de Euler

du

— = 2.74

M st @74
ut =" 4+ AtS(u") . (2.7.5)

No obstante, el andlisis de von Neumann muestra que es incondicionalmente inestable
por lo que no es usado en la préctica, sin embargo, es la base del método Crank-
Nicholson iterado.

La idea del método de Crank-Nicholson iterado es desarrollar una serie de aproxi-
maciones a la aproximacién implicita de Crank-Nicholson (2.5.7), la cual vista como un
método de lineas se escribe como

w = u" AtS(u") (2.7.6)
At

= 4 - [S@™) + S, 1=2,...,N, (2.7.7)

urtt = ) (2.7.8)

con N > 2. El método toma como paso inicial el método de Euler que aproxima la
fuente al siguiente paso de tiempo y luego promedia las fuentes del paso de tiempo
anterior y el actual. Cuando N — oo se recupera el método de Crank-Nicholson

wtt—yn 1 n 1
—x =5 S+ S (2.7.9)

Para fuentes lineales, el método iterativo puede ser reescrito en la forma

At
a0 — 75(@*(1—1)), l=1,...,N —1, (2.7.10)
un-i—l — un—f—AtS(ﬂ*(N_l)), (2711)
con u*® y @*® relacionadas por @*® = (u" + w*?). En sistemas lineales, el método

iterativo de Crank-Nicholson tiene las siguientes propiedades [10]
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2.7. METODO DE LINEAS

1. Un sistema estable se obtiene al considerar al menos tres pasos (N > 3). El caso
N = 2 es suficiente para obtener una precision a segundo orden pero es inestable.
La estabilidad de las iteraciones vienen en un numero par de pasos: 1 y 2 son
inestables, 3 y 4 son estables, 5 y 6 son inestables y el patréon continua.

2. Las iteraciones convergen solo si la condicién CFL es valida, de otra forma las
iteraciones divergen.

Ambos puntos nos permiten concluir de que tomar tres iteraciones es suficiente para
obtener un sistema estable dado que obtenemos un sistema a segundo orden que es
estable mientras la condicion CFL no se viole.

Un tercer tipo de método es conocido como los métodos Runge-Kutta. Escribimos a
nuestro sistema de la forma (2.7.4) y el método Runge-Kutta a segundo orden es

ut o= u"+AtS(u")/2, (2.7.12)
u"tt = U™+ AtS(u*) . (2.7.13)

Desafortunadamente, el andlisis de von Neumann [12] muestra que esta aproximacién
es incondicionalmente inestable (la aproximacion es la misma que el método iterativo
de Crank-Nicholson con N=2).

Un método estable se obtiene al utilizar un método de Runge-Kutta de un orden
mayor a dos. Por ejemplo, el método de Runge-Kutta a tercer orden visto como un
método de lineas [13].

ke o= S, (2.7.14)

Un método Runge-Kutta a cuarto orden se obtiene al tomar cuatro valores interme-
dios antes de avanzar el paso de tiempo

ey = S(u”) (2.7.18)

Ambos métodos son estables mientras la condicién CFL sea valida.
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2.8. Integracion numérica

Las cantidades fisicas de nuestro sistema se obtienen a partir de integrar la funcién
de distribuciéon. Un método de integracion a segundo orden de precisiéon es conocido
como el método trapezoidal y consiste en aproximar el intervalo de integracién por el

area de un trapezoide
/abf@) de ~ (b—a) lw} | (2.8.1)

En una malla con N + 1 puntos igualmente espaciados donde el espacio h estd dado
por h = (b—a)/N ya=mx<a1 <...<ay_1 =>b,laaproximacién a la integral

esta dada por
b
| #a) do

2.9. La ecuacion de adveccion en dos dimensiones

N-1

Z(f@kﬂ) + f(@r)) - (2.82)

k=0

o | S

En las secciones previas, inicamente se ha considerado el problema en una dimensién
espacial. Los métodos pueden ser extendidos a mas de una dimension y en el caso
particular del Sistema Vlasov-Poisson nos interesa en el caso bidimensional.

En dos dimensiones espaciales, un sistema de leyes de conservacién toma la forma

Ou+ 0y f (u) + Oyg(u) =0, (2.9.1)

donde u(z,y,t) € R™, f(u)y g(u) son los flujos en las direcciones x y y respectivamente.
Suponemos que los puntos de la malla (¢, z,y) estdn dados por (t = nAt,x = iAz,y =
jAy) vy el valor de la funcién u cada punto es uj;.

Una forma sencilla de extender los métodos es cosiderar nuevamente los puntos
intermedios entre los puntos de la malla y tomar el promedio @;; de @ sobre (i, 7) en la
celda [1’@'71/2,1’#1/2] X [yj71/2>yj+1/2]-

La forma integral de la ley de conservacion tiene la forma

d 1 itz )
auu’(t) = _Aa;‘Ay / f(U(fL'i+1/2,y, t)) - f(u(l'ifl/%ya t)) dy
Yj—1/2
1 Tit1/2 )
T AzlAy / 9(a(, yjs1/2,)) — g(U(z, yj-1/2,1)) dx . (2.9.2)
Tj-1/2

Luego los flujos estan dados por las expresiones

1 Yj+1/2 ~
Fiyrja5 = A_/ fu(@iv1y2,y,t)) dy (2.9.3)
Yj—1/2
1 Tit1j2
Giji2 = - / 9(a(x, yj41/2,1)) do . (2.9.4)

Tj-1/2
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Finalmente obtenemos

d 1 1
Euij(t) = AL [Fit1/25 — Fiiyo] — Ay (Gijr12 — Fjo1o] (2.9.5)

Para obtener la evolucién en el tiempo se pueden emplear los integradores presen-
tados en la seccion de métodos de lineas proporcionandonos aproximaciones mayores a
primer orden en el tiempo. Los calculos de los flujos pueden ser realizados implemen-
tando los limitadores de pendiente para obtener una precision de segundo orden en el
espacio [14].

Ademas, la condiciéon CFL es ligeramente distinta para el caso en més dimensiones
espaciales. En N dimensiones se tiene

At 1
v, < 2.9.6
Ax — /N ( )

donde V, es la velocidad en la direccion x.

2.10. Pruebas de convergencia

Al realizar los calculos numéricos es importante verificar la convergencia correcta
de nuestro método. Recordemos que los cédlculos son aproximaciones a la solucién de
la ecuacién diferencial y a menos que conozcamos el comportamiento del error (el cual
deberia reducirse a medida que refinamos la malla) no podemos asegurar que la solucién
aproximada se acerca a la exacta.

Una prueba de convergencia nos permite conocer de forma cuantitativa el comporta-
miento del error de la solucién. Para realizar el andlisis debemos notar que la soluciéon
de una aproximacion en diferencias finitas estable puede interpretarse como una funcién
continua cuya representacion puede hacerse como una serie de potencias del pardmetro
de discretrizacion A

ua(t, ) = u(t, ) + Aey(t,x) + Aley(t,x) + - -, (2.10.1)

donde u(t,x) es la solucién original de la ecuacién diferencial y e;(t,z) es el error a
diferentes érdenes de A. Si una aproximacion es de orden n tenemos

ei(t,z) =0 Vi<n. (2.10.2)

Para probar la convergencia de nuestra aproximacion, supongamos que conocemos
la solucién exacta de la ecuacion diferencial y realizamos dos calculos a distintas reso-
luciones Ay y Ay con 7 = Ay /Ay > 1. En cada caso, el error de solucién es

€A, = U —Up, , €A, = U —Up, , (2.10.3)
posteriormente tomamos la norma [2 de cada error de solucién y calculamos el cociente

_ leadl
leaall”

c(t) :

(2.10.4)
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donde ¢(t) es conocido como el factor de convergencia, el cual en el limite continuo de
una aproximacion de orden n se debe de comportar como:

, A"
lim ¢(t) = (—) r'. (2.10.5)
A—0 AQ

En las pruebas de convergencia tipicamente el r = 2, con lo que ¢(t) ~ 2" y se realizan
varias pruebas para comprobar la convergencia a medida que la malla se refina.

Sin embargo, el analsis anterior se realizé suponiendo que conocemos la solucién
analitica, lo que no es posible en la mayoria de los casos. Por ello, optamos por mostrar
que la solucién numérica converge a algin factor continuo. En este analsis necesitamos
de tres calculos a diferentes resoluciones A; > A, > Aj y definimos el factor de
convergencia como

||uA1 - U'AQH
ot) 1= notr T Thell (2.10.6)
||UA2 - uA3||
y en el limite
, (A=A

Si la proporcién entre los pardmetros se mantiene constante Ay /Ay = Ag/A3 =7,
el factor de convergencia se reduce a

ilinm c(t) =r". (2.10.8)

Debido a que se calculan las normas de los errores, el analisis de convergencia es
global. Una forma de revisar la convergencia local consiste en graficar ua, — ua, y
ua, — ua, como funciones de la posicion para compararlas de forma cualitativa. Si los
errores son reescalados de forma apropiada, al multiplicar ua, — ua, por 7" deberia
coincidir aproximadamente con ua, — ua,.

2.11. Solucion numeérica de la ecuacion de Poisson

En el caso autogravitante es necesario resolver la ecuacion de Poisson

V20 = 47p | (2.11.1)

donde ®(r) es el potencial gravitacional y p(r) la densidad de masa. La expresién en
simetria esférica se reduce a

d*®(r) N 2dd(r)
dr? rodr
Para resolver la ecuacién por medio del método de Runge-Kutta a segundo orden,

reducimos el orden de la ecuacién a uno de primer orden introduciendo una variable
auxiliar

= dmp(r) . (2.11.2)

dd(r)

: (2.11.3)
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que no es otra cosa que el negativo de la fuerza F'(r) = —W(r). Con ello, el sistema
se reescribe como

v 2
d dff) + 20 (r) = dmp(r) . (2.11.4)
Antes de implementar el método de Runge-Kutta, es necesario recordar que tenemos
una division entre r y por ello el origen debe ser tratado de forma distinta.
Expandimos a ¥(7) en una serie de Taylor para r < 1. Si pedimos que en el origen
la fuerza sea regular W(0) = 0 y cortamos la aproximacién a segundo orden, ¥ es de la
forma

U(ry~ar, r<l, (2.11.5)

con a una cosntante. Si sustituimos en la ecuacién (2.11.4), encontramos el valor de a

a= 4W§(0) . (2.11.6)

En r < 1, el valor de ® y ¥ es entonces:

B(r) %0)7”2, (2.11.7)
U(r) =~ Mp—?fo)r. (2.11.8)

Debido a que usamos una malla desplazada Ar/2; las condiciones iniciales son eva-
luadas en r = Ar/2. Posteriormente resolvemos el sistema de ecuaciones diferenciales
de forma simultdanea usando el método de Runge-Kutta a segundo orden (ecuaciones
(2.7.12) y (2.7.13)).

Una vez calculado el potencial, notemos que lejos debe de comportarse como 1/r, lo
cual no ocurre debido a que el valor de ® se obtuvo al integrar directamente a ¥ sin
incluir una constante de integracién (eq. 2.11.7). Por ello debemos restar una constante a
® para que cumpla esta condicién. El valor de la constante puede ser obtenido sabiendo
que lejos ¥ &~ —1/r?. Esta condicién implica que

U —1/rP=-®/r. (2.11.9)
Y por lo tanto, si r es muy grande

O+rU=0. (2.11.10)

Dado que el valor original no es cero (® esta desplazada por una constante), restamos
a ® el valor de la ecuacién anterior en el maximo valor numérico de r (la frontera
numérica).

P — - ((I)(Tmax) + rmax@(rmaz)) : (21111)
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Capitulo 3

El sistema Vlasov-Poisson sin
momento angular

En esta seccién se describiran la aplicacion de los métodos numéricos para resolver el
sistema Vlasov-Poisson en simetria esférica. Se discutiran las condiciones en la frontera
numérica empleando casos simplificados del problema completo y la modificacién al
potencial efectivo el cual es singular en el origen debido al uso de coordenadas esféricas.

En las siguientes expresiones se usara el sistema de unidades geométrico en el que la
velocidad de la luz es ¢ = 1 y la constante de gravitacion es G = 1.

3.1. Flujos de la ecuacién sin colisiones
de Boltzmann

Recordemos que la ecuacion de Boltzmann en simetria esférica estd dada por la
ecuacién (1.5.21)

0.

of n pr Of 0P 12 af
ot mor ar  mr3) dp,
Notemos que el momento p, es independiente de la coordenada r y el término aso-
ciado a la fuerza es independiente de p,. Podemos entonces reescribir la ecuacién en su
forma de conservacion

of 0 1pr 0 0P I? B
% "ot * o HW‘WM—O' 311
De esta forma, los flujos en la direcciéon r y p, son
_
Fr = I (3.1.2)
0P 2
- - (E _ W) f. (3.1.3)

Para derivar las condiciones en la frontera numérica, consideraremos el caso con
momento angular nulo (I = 0) y tomemos como m = 1 a la masa de las particulas, con
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ello los flujos se reducen a

Fr = pof, (3.1.4)
0P
Fp o= -2 (3.1.5)

3.2. Potenciales de prueba
Para las pruebas del cédigo se tomaran dos tipos de fuerza:

1. La fuerza debida a un potencial gravitacional de fondo ® de una estrella de den-
sidad constante con masa M = 1y radio R = 1. Las expresiones para el potencial
y la fuerza (F(r) = —d®/dr) son

1r2=3) sir<1,
B(r) = {2_1 et 321)
F(r) = -r sir <1, (32.2)
-1 sir>1. o

2. La fuerza provocada por particulas autogravitantes para lo cual debemos de resol-
ver la ecuacion de Poisson

V20 = 47p |

que en simetria esférica es

2d 2d4dd
— + —— =47p . 2.
dr? + r dr e (3.2.3)

3.3. La funcién de distribuciéon sin momento angular

En el caso sin momento angular escribimos la funcién de distribuciéon como

f(r,pr, 0o, py) = f7(r, )0 (pe)d(py/ sin ) (3.3.1)

Donde las delta de Dirac se han tomado sobre las componentes ortonormales del
momento angular (eq 1.5.18). Transformamos las delta de Dirac de la base pg y p,,/ sin 6
a la base de [ y 1 mediante la regla de transformacion:

1 - -
d(x —xq) = mé(x —Xo) , (3.3.2)

donde las coordenadas x estan relacionadas a X mediante el jacobiano J(x,X).
Aplicando la regla de transformacion junto con las expresiones de [ y 1 en términos
de pg y p, (ecuaciones 1.5.18 y 1.5.19), obtenemos

()0 (ps/ sin6) = T0()O(Y) (3.3.3)
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Con ello, las expresiones para la densidad y la corriente son:
1 [ .
p(t7 7’) = 7‘_2 f <t7 r, pT) de 5 (334)
. 1 [ i
](ta T) = T_2 Pr f (t, T7pr) dpr . (335)

3.4. Condiciones de frontera

Debido a que es imposible representar en su totalidad el espacio fase se usard una
malla rectangular con los puntos {(r,p;)|Rmin < 7 < Ruaz, |Pr] < |Pmaz|} para re-
presentar el espacio fase computacional. Utilizamos N, puntos en la direccién p, y N,
puntos en la direccion r igualmente espaciados.

Notemos que debido a que los flujos F son calculados en los puntos intermedios de
la malla, al incluir la frontera usaremos N, + 1 y IV, + 1 puntos en las direcciones 7 y
P, Tespectivamente.

Al ser un dominio finito, debemos imponer condiciones de frontera artificiales que
permitan a las “particulas”dejar la malla de la forma mas limpia posible. A este tipo
de condiciones se les conoce como condiciones de frontera absorbentes.

Dentro de las condiciones de frontera absorbentes existe un tipo llamado condiciones
de fronteras radiantes y en el caso de la ecuacion de adveccion en una dimension para
un pulso que se propaga con velocidad v > 0 en direccién x, las condiciones apropiadas
de radiacion son

Ou+vo,u = 0 en la frontera derecha , (3.4.1)
u = 0 en la frontera izquierda . (3.4.2)

Estas condiciones nos permiten que datos iniciales con soporte compacto dejen la
frontera derecha sin ninguna reflexion y que la frontera izquierda no introduzca nueva
informacion, aunque en realidad al implementar las condiciones se genera un poco de
reflexion cuando el pulso abandona el dominio. Si el pulso viaja con una velocidad v < 0
debemos invertir las condiciones de frontera

Ou+vo,u = 0 en la frontera izquierda , (3.4.3)

u = 0 en la frontera derecha . (3.4.4)

En ambos casos, la condicién de frontera estd escrita en la forma de una ecuacién de
conservacién permitiéndonos incluirlas de forma sencilla. Las condiciones de frontera
radiantes deben de ser implementadas para la malla en r y p, para que la funcién de
distribucién abandone el dominio de la manera mas limpia posible. Para una seccion
con p, constante de la malla, en la direccion r, la velocidad del pulso es p,, mientras
que para una r constante, la velocidad del pulso es —9®/0r.

Junto con las condiciones de frontera numérica, debemos considerar el tipo de fuerza
del sistema para elegir el valor de R,,;, de la malla:
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3.5. CONDICIONES INICIALES

1. Potencial de fondo: En este caso R,.;, puede ser arbitrario.

e R,.i:» > 0: las condiciones de frontera apropiadas son las de radiacién.

e R,..n = 0: Recordemos que las expresiones para la densidad y corriente son
singulares en el origen (r = 0). Para evadir el problema de calcular cantidades
cerca del origen, utilizaremos una malla desplazada por Ar/2 (la mitad del
pardmetro de tamano de las celdas en la direccién r) y en el limite recuperamos
el dominio original. Al incluir el origen, la inica frontera espacial por la que las
particulas podrian abandonar el dominio es cuando r = R,,,4.. Esto se debe, a
que en el espacio fase, una particula que atraviesa el origen cambia la direccion
de su momento radial (p, — —p,) indicando que ahora la particula se aleja
del mismo. Con esta observacién, podemos calcular los flujos de la ecuacion
sin perder particulas en r = 0. Para ello, extendemos el eje de la posicion
radial r considerando posiciones negativas (como si se tratase de un plano
cartesiano xy en el que x es r y y es p,) y pedimos simetria de la funcién de
distribucién respecto al origen, es decir f(t,r, p,) = f(t,—r, —p,) para todo ¢.
En esta construccion, la evolucién original se encuentra en el sector con r > 0.
Al pedir este tipo de simetria, copiamos la evolucion del primer cuadrante en
el tercero y el cuarto en el segundo. Con ello podemos recuperar los flujos que
atraviesa el origen por la izquierda, insertandolos a su derecha con un cambio
en el signo de su momento.

2. Autogravitante:

Debido a que en este caso, se resuelve la ecuacion de Poisson, es necesario que
R,.;n» = 0 para establecer las condiciones de frontera adecuadas. Nuevamente, al
tener r = 0 dentro de la malla, es necesaria repetir la construccién descrita en el
punto anterior cuando R,,;, = 0 para el caso del potencial de fondo. En este caso,
cuando el momento angular es nulo [ = 0, las particulas caen al origen debido a
que el potencial gravitacional se vuelve singular en r = 0, por lo que es necesario
[ > 0 para obtener una simulacién estable.

3.5. Condiciones iniciales

3.5.1. Funcién estacionaria

De las distintas formas de obtener el flujo numérico, comparar el nimero de particulas
y la evolucién de la densidad de un estado nos permite observar la dispersién de los
métodos numéricos. En particular, resulta tutil utilizar un estado estacionario debido a
que en estos estados, la distribucién permanece estatica al ser una funcién de la energia
(o el Hamiltoniano para una particula) f = f(€), con:

1
E=d(r)+ §p2 : (3.5.1)

con ®(r) la energia potencial. Una forma sencilla para la funcién de distribucién es el
modelo de Plummer o estrellas politrépicas [7,15]
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f(&€) = (3.5.2)

KE32 §i€<0,
0 si€>0.

Donde K es una constante de normalizacion y n > 5 para obtener una funcién estable.

3.5.2. Perfil gaussiano

Como condicién inicial se pretende tomar un paquete gaussiano de la forma
f(t = 07 r, pr) = Ae—(r_ro)z/o'z—(P—po)z/O'% ) (353)

donde A es una constante de normalizacién. Sin embargo, debido a que la gaussiana es
distinta de cero auin para distancias grandes, el tomar esta funcién de distribucién no
asegura que se cumpla la condicién f(t,7,p,) = f(t,—r, —p,), la cual es importante si
tenemos al origen dentro de la malla, ademés de que debemos de calcular la constante
A para normalizar la funcién al nimero inicial de particulas.

Una condicién inicial que cumpla con la condicién de frontera en r = 0, se obtiene
tomando

No

TOR0p

[~ (r=70)* /o3 ~(p—p0)?/0}

f(t = 0>Tapr) =

+€-(T‘+To)2/03—(p+po)2/0§] , (3.5.4)
cuya normalizacion es inmediata. La integral de esta funcion puede realizarse desde
r € (—00,00) y pr € (—00,00) obteniendo que la constante Ny corresponde al nimero
total de particulas iniciales.

3.5.3. Funcién de soporte compacto autogravitante

Notemos que la densidad de particulas obtenida a partir de las anteriores funciones
de distribucion es distinta de cero en todo el espacio. Este hecho es importante en el caso
autogravitante debido a que cerca del origen, la densidad de particulas p(r) se comporta
como 1/r? resultando en un potencial ®(r) que va como In(r) causando inestabilidades
numéricas cerca del origen.

Una forma de establecer condiciones iniciales que garanticen no tener particulas en
el origen a t = 0 consiste en usar funciones de soporte compacto, de esta forma tomando
intervalos At pequenos podremos obtener el tiempo en el que las particulas llegan al
origen. Existen diversas formas de poner datos iniciales de soporte compacto, una forma
muy sencilla es utilizar dos cosenos independientes en r y p,. Por ejemplo:

M. _ _
flt=0,rp,) = — {1 + cos (ﬂ'T TO)} {1 + cos <7rp po)} : (3.5.5)
0r0p oy, Op

silr—rol <o./2y |p—po] < 0p/2y f =0 en otro caso. En el caso autogravitante
es tutil interpretar a p como la densidad de masa y no de particulas debido a que se
obtiene directamente la densidad para resolver la ecuacién de Poisson, de esta forma, la
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constante de normalizacion M, corresponde a la masa inicial del sistema. En este caso,
la condicién de simetria f(r,p) = f(—r,—p), no es necesaria debido a que, a un radio
finito en r y p,, en consecuencia f = 0 en el origen, por lo que inicamente necesitamos
de un pulso inicial.
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3.6. Meétodos numéricos implementados

El cédigo de evolucion estd basado en el método de lineas para la diferenciacién
en el tiempo implementando el método de Crank-Nicholson iterativo de tres pasos.
Comparamos los flujos obtenidos en las direcciones r y p, por los siguientes métodos

1. Upwind a primer orden.

2. Diferencias centradas (método a segundo orden).
3. Upwind a segundo orden.

4. Limitadores de pendiente:

e minmod.
e MC.
e van Leer.

e Superbee.

El potencial gravitacional puede ser uno de fondo o el generado por la propia inter-
accion de las particulas. En el caso autogravitante resolvemos la ecuacién de Poisson
por el método de Runge-Kutta a segundo orden (seccién 2.11).

Por 1ltimo, las integrales que nos proporcionan la densidad, corriente y ntimero de
particulas son obtenidas por medio del método trapezoidal.

3.6.1. Eleccién del método numérico para calcular los flujos

Al realizar aproximaciones numeéricas, debemos recordar que surgen dos fendémenos
asociados a ella: la disipacién y la dispersién. El método para calcular los flujos debe
de elegirse tal que reduzca estos dos fenémenos, los cuales son notorios si analizamos el
nimero total de particulas y la densidad de un estado estacionario. En estos estados,
el nimero de particulas y la forma de la densidad deben permanecer constantes. En
las aproximaciones numéricas, la disipacién se observa como la disminucion del nimero
total de particulas y la dispersién provoca un cambio en la forma de la densidad.

Realizamos las pruebas considerando una malla rectangular para representar el es-
pacio fase. Tomamos R, = 0V Rpae = 100, prge = 3.0, Ar = 0.04 y Ap = 0.04.
Empleamos como potencial de prueba el que corresponde a la estrella de densidad
constante (3.2.1). El tamano de la malla en la direccién temporal At es tomada a
partir de calcular la condicién CFL (2.9.6) en dos dimensiones tomando como At =
1/v/2 x min(Ar/pmaz, Ap/| Fnazl|), donde F0, = 0P/0r. La integracién temporal se
calcula usando el método de Crank-Nicholson iterado de tres pasos. La prueba fue
realizada tomando como condicién inicial a la funcién (3.5.2) con n = 5.

La figura 3.1(a) muestra el porcentaje de particulas obtenido por el método de
diferencias centradas a segundo orden. Recordemos que establecimos condiciones de
frontera radiante en nuestro espacio fase numérico y por ello el nimero de particulas
debe ser monétonamente decreciente. En la grafica 3.1(b) se observa que el perfil de
densidad mantiene su forma, pero la grafica del nimero de particulas oscila entre el
nimero inicial debido a que el método de diferencias centradas a segundo orden es
ruidoso.
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Figura 3.1: (a)Porcentaje del nimero de particulas iniciales obtenido al usar el método de diferencias
centradas. (b) Evolucién del perfil de densidad p. obtenido por el mismo método.
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La figura 3.2 muestra el porcentaje las particulas iniciales que permanecen en la
malla después de un lapso de tiempo ¢ = 300 para los métodos upwind a primer orden
y upwind a segundo orden. Upwind a primer orden claramente es mas disipativo que el
mismo a segundo orden. Upwind a segundo orden conserva el nimero total de particulas
y la forma del perfil de densidad (fig. 3.3(a)), sin embargo cerca del origen, durante la
evolucién, la densidad toma valores negativos (fig. 3.3(b)) debido a que la funcién de
distribucién f es negativa en esa zona, violando la condicién de que f > 0.

100 % ===

9% | 1
98% | -
97% |- A

96% + .

95 % I I I I I I LY
0 20 40 60 80 100 120 140

t

Figura 3.2: Upwind a primer orden (linea discontinua) y upwind a segundo orden (linea continua).
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Figura 3.3: La grafica superior, muestra la densidad p. del sistema estacionario obtenida por el método
upwind a segundo orden. La gréfica inferior muestra que la densidad para el método de upwind a

segundo orden toma valores negativos en la evolucion.
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La figura 3.4(a) compara el porcentaje de particulas obtenido por tres métodos
TVD. La linea continua representa al limitador superbee, la punteada al limitador de
van Leer y la discontinua al limitador minmod. Los limitadores minmod y van Leer son
maés disipativos que el limitador superbee y debido a ello, los limitadores minmod y van
Leer no mantienen la forma del perfil de densidad 3.5(a) y 3.5(b). Los limitadres MC y
superbee conservan casi en su totalidad el numero de particulas. En la figura 3.4(b) se
compara el limitador superbee (linea discontinua) y el limitador MC (linea continua).
La conservacion de particulas es ligeramente mejor para el limitador MC, pero ambos
podrian ser empleados para calcular el flujo.

Atn cuando la disipacién de ambos limitadores es casi nula ( la diferencia con el
nimero inicial de particulas para t = 300 es menor a 0.01 %), podemos discernir entre
los limitadores observando las correspondientes graficas de densidad. La figura 3.5(c)
muestra la grafica de densidad para el limitador superbee y la figura 3.5(d) para el
limitador MC. En ambas figuras, las diferencias son claras, mientras que el limitador
MC mantiene la forma de la curva de densidad, el limitador superbee tiende a aplanar
las regiones de menor densidad y lo compensa incrementando la altura de la curva. El
comportamiento puede interpretarse como una difusién (o dispersién) del método, el
cual conserva apropiadamente el nimero de particulas pero debido a la difusién no se
mantiene la forma inicial de la densidad. Por este motivo, las pruebas para el caso del
sistema Vlasov-Poisson con momento angular nulo se realizaran con el limitador MC.
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(a) Limitador superbee (linea continua), limitador van Leer (linea punteada) y li-

mitador minmod (linea discontinua).
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(b) Limitador superbee (linea punteada) y limitador MC (linea continua.)

Figura 3.4: Comparacién del porcentaje del nimero de particulas iniciales obtenido los limitadores

minmod, van Leer, superbee y MC.
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(b) Evolucién del perfil de densidad para el limitador van Leer.
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(c) Evolucién del perfil de densidad para el limitador superbee.
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(d) Evolucién del perfil de densidad para el limitador MC.

Figura 3.5: Densidad p. del sistema estacionario obtenida por los limitadores (a) minmod, (b)van Leer,
(¢c) MC y (d) superbee. El tunico perfil de densidad estable es el obtenido por el limitador MC.
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3.7. Perfil gaussiano bajo la influencia de una estrella de den-
sidad constante

Para las simulaciones se usé una malla rectangular para representar el espacio fase.
Tomamos R,.in =0V Ryee = 10, Prae = 3. A fin de analizar la convergencia usamos
tres resoluciones distintas Ar = 0.04,0.02,0.01 y Ap = 0.04,0.02,0.01. Utilizamos
como condicién inicial el perfil gaussiano dado por la ecuacién (3.5.4) con los pardmetros
o, =0.5,0,=0.2519=3,po =0y Ny = 100 y el potencial de prueba que corresponde
a una estrella de densidad constante (3.2.1). El paso temporal At, se elige de la condicién
CFL en dos dimensiones (2.9.6), At = 1/v/2xmin(Ar/pmaz, Ap/|Finaz|), donde Fipa, =
0P /0r. La integracién temporal se calcula usando el método de Crank-Nicholson iterado
de tres pasos.

Las figuras 3.6, 3.7 y 3.8 muestran la simulacién con las resoluciones mas altas en
Ar v Ap. At = 0 se muestra la distribucién gaussiana como condicion inicial. En
t = 5, debido a que la distribucion no posee momento angular, las particulas cruzan el
origen cambiando la direcciéon del momento radial y en consecuencia las particulas se
alejan del origen. En ¢ = 30, al poseer una distribucién en los momentos radiales, las
particulas se dispersan debido a la desaceleracién que sufren por la accién del potencial
gravitacional. El proceso se repite indefinidamente alcanzando un estado de equilibrio
como se muestran en las capturas a t = 50 y t = 100, en las que la forma de la funcién
de distribucion en el espacio fase es casi idéntica.

t=0
3 300
2 250
1 200
£ 0 150
-1 100
) 50
-3 0
0 2 4 6 8 10

Figura 3.6: Distribucién gaussiana como condicién inicial.
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Figura 3.7: Evolucién de la funcién de distribucién gaussiana en el espacio fase bajo el potencial de

una estrella de densidad constante. Las capturas de la evoluciéon son a t =5 y t = 30. El tiempo de las
capturas se indica en la parte superior de cada grafica.
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Figura 3.8: Continuacién. Las capturas son a tiempo ¢t = 50 y ¢t = 100.
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Para verificar la convergencia de la solucién realizamos un test de convergencia utili-
zando la ecuacién de continuidad para la funcién de distribucién (apéndice A). Debido
a que utilizamos aproximaciones numeéricas, la ecuacion de continuidad numérica no es
idénticamente cero si no que es igual a un valor residual € el cual deberia converger
a cero con el orden de nuestra aproximacion. En este caso, al usar aproximaciones a
segundo orden, € debe converger a cero a orden O(A?).

Las graficas de convergencia de la ecuacion de continuidad son mostradas en las
figuras 3.9, 3.10 y 3.11. Las resoluciones mas finas fueron escaladas por 4 y 16 respecti-
vamente para verificar la convergencia (figura 3.9 y 3.10). Al inicio de la evolucién (en
t = 1)la convergencia es correcta (figura 3.9) pero debido a que los métodos TVD son
a primer orden en las vecindades de los extremos la convergencia local de la soluciéon
es mejor que O(A) pero no O(A?) (en t = 100, la figura 3.11 estd reescalada por 2 y 4
para A/2 y A/4) respectivamente.

1 T T T T
A
AJ2 x4 e
AJ4x16
7T
=
X
./;
>
_l’_ -
S
t=1
_15 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10

Figura 3.9: Valor residual de la ecuacién de continuidad a ¢ = 1. Para la prueba de convergencia usamos
mallas con espaciados A, A/2 y A/4.
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Figura 3.10: Valor residual de la ecuacion de continuidad a ¢ = 100. Los resuidos fueron reescalados
por 4 y 16 para A/2 y A/4 respectivamente.
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Figura 3.11: Valor residual de la ecuacién de continuidad a ¢ = 100. Los resuidos fueron reescalados
por 2 y 4 para A/2 y A/4 respectivamente.
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3.7.1. Equilibrio del sistema

En un sistema con N particulas, las fuerzas gravitacionales tienden a agrupar al
sistema, mientras que la energia cinética lo dispersa. En un estado estacionario, el par
de acciones estan en equilibrio y puede ser observado mediante el teorema del virial
(apéndice B).

Cuando el sistema se encuentra en equilibrio, el promedio de la energia cinética K
y el promedio de la fuerza efectiva multiplicada por la distancia denominada como el
virial rF(r) se relacionan mediante

2(K) + (rF(r)) =0, (3.7.1)

donde (K) y (rF(r)) representa el promedio sobre todo el espacio fase, y la fuerza
efectiva F'(r) se obtiene del potencial efectivo de la ecuacién no colisional de Boltzmann
F(r)=—0%®(r)/or.

De forma numérica se puede determinar si el sistema ha alcanzado un estado de
equilibrio graficando (K) y —% (rF(r)) con respecto a t. Si el sistema ha alcanzado el
equilibro, ambas graficas deben de sobreponerse.

La figura 3.12, muestra el promedio en el espacio fase de la energia cinética, el
potencial y el virial, mostrando que las oscilaciones en los promedios decaen hasta
alcanzar un valor constante. La figura 3.13 muestra las gréficas de (K) y —1 (rF(r)),
las cuales coinciden en el equilibro.

60 T T T T
) —
/r' —
40 t 1
(rE(r)) ——
20
0 F .
20 | N
40 | 4
60 | N
-80 | N
_100 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100

t

Figura 3.12: Promedio en el espacio fase de la energfa cinética (K), el potencial (®(r)) y el virial

(rE(r)).
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O ! ! ! !
0 20 40 60 80 100
Figura 3.13: La gréfica inferior muestra el promediotde la energia cinética y el virial multiplicado por

—1/2. En el equilibrio ambas curvas coinciden.

3.8. Particulas autogravitantes con condiciones iniciales de so-
porte compacto

Las condiciones iniciales de soporte compacto nos garantizan que la densidad de
particulas es cero a una distancia finita. Durante la evolucién del sistema podemos
determinar numéricamente el tiempo en que la distribuciéon llega al origen observando
el comportamiento del nimero de particulas y el tiempo que les toma viajar a las
particulas al origen debe de corresponder al tiempo de la simulacién antes de que el
codigo falle (antes de obtener una divergencia en el nimero de particulas o en la funcién
de distribucién).

Como ejemplo, tomamos R, =0y Riae = 1.5, Prmaz = 25. Con cuatro resoluciones
distintas Ar = 0.01,0.005,0.0025,0.00125 y Ap = 0.1,0.05,0.025, 0.0125. Utilizamos
como condicién inicial la expresién (3.5.5) con los parametros o, = 0.5, 0, =1, 19 = 1,
po = 0.0 y My = 1. Las figuras 3.14 y 3.15 muestran la simulacién con las resoluciones
mas altas en Ar y Ap. En t = 0 se muestra la forma inicial de la funcién de distribucién.
A los tiempos t = 0.1 y t = 0.3 muestran la caida del sistema al origen. En t = 0.44 se
muestra la funcién de distribucion antes de que cruze el origen y el potencial sea singular.
Para cada resolucion, la distribucion llega a r = 0 en to = 0.45116, ta/» = 0.45012,
tasa = 0.44956, ta/s = 0.449265. Donde A indica la resolucién de la malla y los tiempos
se obtuvieron cuando el numero de particulas del sistema diverge. Utilizando el factor
de convergencia c(t), definido por la ecuacién (2.10.6), obtenemos que el factor de
convergencia para A, A/2y A/4 es 1.85 y para A/2, A/4y A/8 es 1.89 mostrando que
los tiempos convergen a primer orden, debido a que los métodos TVD son a primer
orden cerca de los maximos locales, los cuales al ser particulas autogravitantes dirigen
la estructura de la evolucién de la funcién de distribucién.
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Figura 3.14: Capturas de la distribucion de particulas autograviantes sin momento angular a los tiempos
t =0y t=0.1. Los tiempos de las capturas se indican en la parte superior de las gréficas.
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Figura 3.15: Capturas de la distribucion de particulas autograviantes sin momento angular a los tiempos
t =0y t=0.1. Los tiempos de las capturas se indican en la parte superior de las graficas. La ltima
captura a t = (.44 corresponde a instantes antes de que la distribucién llegue a r = 0.
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Capitulo 4

El sistema Vlasov-Poisson con
momento angular

El analisis del sistema Vlasov-Poisson sin momento angular nos permitié determi-
nar algunas caracteristicas para el problema con momento angular. Las condiciones de
frontera, potenciales gravitacionales y métodos numéricos son idénticos por lo que en
esta seccion se describiran las diferencias entre ambos casos.

4.1. Flujos

Anteriormente se derivé los flujos en el caso general de simetria esférica

frzjﬁa
m

oo 12
o = —(E—w)f-

Donde @ es el potencial gravitacional. Podemos reescribir el flujo en la direccion p, si
definimos un potencial efectivo como la suma del potencial gravitacional y el potencial
centrifugo

1 2
q)eff = q)grav + Qm_ﬂ y (411)
de esta forma, el flujo en p, es
a@eff
F, = — ) 4.1.2
Pr ar f ( )
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4.2. Potencial modificado

Los potenciales gravitacionales que se incluirdan dentro del potencial efectivo son los
descritos anteriormente: el potencial de una estrella de densidad constante o el caso
autogravitante (ecuaciones 3.2.1 y 3.2.3).

La diferencia entre el potencial puramente gravitacional y el potencial efectivo al
incluir momento angular, es el comportamiento cerca del origen. En el tultimo caso,
observemos que la derivada del potencial efectivo cerca del origen tiende a infinito por
el factor de I/mr® que introduce el potencial centrifugo. En la practica este término
es problematico debido a que para altas resoluciones en el espacio, el término diverge
incluso cuando el dominio numérico estd desplazado Ar/2 del origen y con ello aunque
de forma analitica el potencial no diverge, en la computadora representa un “infinito”.
Inclusive, suponiendo que el potencial no diverge en el origen, la condicién CFL nos
restringe a tener pardmetros At muy pequenos (del orden de 107% unidades de tiempo
del sistema) causado por la aparente divergencia del potencial en el origen.

Una forma de resolver el problema consiste en modificar el potencial centrifugo su-
mando una constante al denominador

1 P — 1 i (421)
2 mr?2 2m(r? +€2) ’ o

donde el pardmetro € lo elegimos considerando el radio minimo al que una particula
en infinito con energia cinética radial £ = ﬁpz y por conservacion de la energia
debe ser igual a la energia debida al debido al potencial centrifugo en el radio minimo
d; = ﬁp/rz. Con ello el radio minimo es

l

meLZB

Toin = (4.2.2)

Tomando € = r,,;,/10, el potencial se ve modificado en un 1 % cerca del radio minimo
y evita que tienda a infinito cerca del origen. El valor de p puede ser determinado por
el momento maximo de la funcién de distribucion o el momento maximo del dominio
numérico y mantenemos el valor del radio minimo en todas las resoluciones para obtener
convergencia.

4.3. La funcion de distribucién con momento angular constan-
te

Incluir el momento angular en la distribuciéon implica agregar una dimension en la
evolucién del codigo. De evolucionar a f en tres dimensiones (t,7,p,), al agregar el
momento angular, f depende ahora de cuatro variables (t,r, p,,[). Para reducir el costo
computacional, fijaremos [ como una constante, obteniendo asi la misma dimension
de la malla numérica para ambos casos. Al fijar el momento angular, la funcién de
distribucién toma la forma

ft,rprl) = f(t,r,p)0(l — o) , (4.3.1)
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4.4. ORBITAL CIRCULAR ESTABLE

donde [y es el momento angular de la funcion de distribuciéon. Con ello, las expresiones
para la densidad y corriente son:

27l o
p(t,r) = 7,—20 / fr(t,r,p,) dp; (4.3.2)
, 27l o .
](t,T’) - 70 prf (tvrr; pr> dpr . (433)

4.4. Orbital circular estable

Al incluir un potencial centrifugo, es posible encontrar determinar el momento an-
gular necesario para obtener érbitas circulares en el potencial efectivo:

12

Desp(r) = Pyrav(r) + o2 (4.4.1)

donde ®,,,,(r) es el potencial gravitacional. Una particula bajo este potencial experi-
mentara una fuerza igual a:

0D, ¢¢(r
Falr) = -2
0P yran(r) 112
= — —— 4.4.2
or Jrmr3 ( )

La particula se mantendra a un radio orbital constante r,,;, si la fuerza efectiva sobre
ella es nula. Como caso particular, tomamos el potencial de fondo de la estrella de
densidad constante (ec. 3.2.1) y pedimos que el radio de la dérbita sea mayor que el
radio de la estrella. Para un radio mayor al de la estrella, su potencial tiene el valor de

O, (r) = —1/r . Por lo tanto, la fuerza efectiva que experimenta la particula es:
1 102
Feff(’f’) = —ﬁ + Eﬁ s T Z 1 . (443)

El momento angular orbital se obtiene al resolver F,s (7o) = 0 para [. Con ello:
Lorb = /MTorb - (4.4.4)

4.5. Condiciones iniciales

De la misma forma que en el caso sin momento angular, usaremos una distribucion
que sea funcion de la energia para observar la dispersion del método numérico. Al haber
estudiado en la seccion anterior los métodos numéricos, inicamente probaremos con los
limitadores de pendiente MC y superbee por ser los que muestran menor dispersion.

En el caso con momento angular, en la funcién de distribucién (3.5.2) debemos incluir
el momento angular

52



4.6. COMPARACION DE LOS LIMITADORES

1 12
£=2(r) + 3 (p,% + ﬁ) : (4.5.1)
KE 32 §i€<0
E) = ’
f(€) {0 SSE>O0.

Al fijar el valor del momento angular a [y, omitiendo ligeras modificaciones usaremos
como condiciones iniciales el perfil gaussiano descrito por la ecuacién (3.5.4) cuando
el potencial gravitacional es el de una estrella de densidad constante y la funcién de
distribucién con soporte compacto cuando se pruebe el caso autogravitante (3.5.5) para
evitar singularidades en el potencial.

1 Ny

t=20 p) = —
f( 7T7p ) 27_‘_l0 7T0'7n0p

e (o) ot (Ppo)? o}

o~ (r=10)? /02~ (p—p0)? /7

, (4.5.2)

]”(15:(),1“,pr):L Mo [1+Cos (WT_TO)l X

2ly o,0) oy
{1 + cos (’/Tp — po)} : (4.5.3)
Op

4.6. Comparacion de los limitadores

Realizamos las pruebas considerando una malla rectangular para representar el es-
pacio fase. Tomamos R,.in = 0 Y Rpar = 35, Pmae = 3.0, Ar = 0.05 y Ap = 0.05.
Empleamos como potencial de prueba el que corresponde a la estrella de densidad cons-
tante (3.2.1) con distintos momentos angulares para la distribucién [ = 0.5,1.5,3. El
tamano de la malla en la direccién temporal At es tomada a partir de calcular la condi-
ciéon CFL (2.9.6) en dos dimensiones, en el que At = 1/2 x min(Ar/pmaz, Ap/|Fmaz!),
donde F},q; = 0®.s¢/0r. La integracion temporal se calcula usando el método de Crank-
Nicholson iterado de tres pasos. La prueba fue realizada tomando como condicién inicial
a la funcion (4.5.1) con n = 5.

Discernimos entre los limitadores observando las correspondientes graficas de densi-
dad. Las figuras 4.1, 4.3 y 4.5 muestra la grafica de densidad para el limitador MC y las
figuras 4.2, 4.4 y 4.6 para el limitador superbee. Las diferencias son minimas aunque se
observa la misma tendencia que en el caso sin momento angular: el limitador superbee
tiende a aplanar las regiones de menor densidad y lo compensa incrementando la altura
de la curva, este comportamiento debe acentuarse al reducir el momento angular hasta
obtener el caso cuando [ = 0. Por este motivo, las pruebas para el caso del sistema
Vlasov-Poisson con momento angular se realizaran con el limitador MC.
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Figura 4.2: Limitador superbee con 1=0.5
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Figura 4.4: Limitador superbee con 1=1.5
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Figura 4.6: Limitador superbee con 1=3
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4.7. PERFIL GAUSSIANO BAJO LA INFLUENCIA DE UNA ESTRELLA DE DENSIDAD
CONSTANTE

4.7. Perfil gaussiano bajo la influencia de una estrella de den-
sidad constante

Para las simulaciones se us6 una malla rectangular para representar el espacio fase.
Tomamos R, = 0, Ry = 20 , Pmae = 3 con tres valores del momento angular
central [ = 1.5,2.5 vy lgp = l,np = 2.23 que corresponde al momento angular orbital
necesario para que el centro de la gaussiana describa una érbita circular bajo el potencial
efectivo (4.1.1). Para analizar la convergencia usamos tres resoluciones distintas Ar =
0.2,0.1,0.05 y Ap = 0.1,0.05,0.025. El parametro At, se elige de la condicion CFL
en dos dimensiones (2.9.6), At = 1/v/2 x min(Ar/pmaz, Ap/|Fmaz|), donde Fae =
0P.f¢/0r. Utilizamos como condicién inicial el perfil gaussiano dado por la ecuacién
(4.5.2) con los parametros o, = 1.0, 0, = 0.25, 79 = 5, po = 0y Ny = 100 y el potencial
de prueba que corresponde a una estrella de densidad constante (3.2.1). La integracién
temporal se calcula usando el método de Crank-Nicholson iterado de tres pasos.

Las figuras (4.7) y (4.8) muestran la simulacién con las resoluciones mas altas en Ar y
Ap con lp = 1.5. At = 0 se muestra la distribucion gaussiana como condicién inicial. En
t = 10, la funcién de distribucién alcanza el radio minimo 7,,;, = 0.75. A esta distancia,
la accién del potencial centrifugo repulsivo es mayor que la atraccién gravitacional, por
lo que las particulas son deflectadas y dispersadas. En ¢t = 50 debido a que no todas
las particulas son frenadas por el potencial gravitacional, estas escapan del dominio
numeérico, mientras que las particulas que fueron dispersadas por el potencial repulsivo,
son nuevamente atraidas por la accién predominante del potencial gravitacional. A
t = 120 se muestra el equilibrio de la funcién de distribucion, en el que las acciones de
dispersién y aglomeracion han alcanzado el equilibrio.

Las figuras (4.9) y (4.10) muestran la simulacién con las resoluciones mas altas en
Ar v Ap con lg = 2.5. A t = 0 se muestra la distribucién gaussiana como condicién
inicial. En ¢ = 100, la funcién de distribucién alcanza el radio minimo 7,,;, = 1.25. A
esta distancia, la accion del potencial centrifugo repulsivo es mayor que en el caso con
[ = 1.5, lo que ocasiona que las particulas son dispersadas a una mayor distancia y
que el numero de particulas que escapan del sistema aumente. En ¢t = 250 el sistema
comienza a relajarse y a t = 350 el sistema ha alcanzado una configuracién estable.

La figuras (4.11) y (4.12) muestran la simulacién con las resoluciones mas altas en Ar
y Ap con lg = lyp. A t = 0 se muestra la distribucion gaussiana como condicion inicial.
En t =100 y t = 250, aunque las particulas se han dispersado, se observa una zona que
permanece estable a r = 5, la cual corresponde al radio orbital. A ¢ = 500, se observa
que la funcion de distribucién ha alcanzado el equilibrio y la zona que corresponde al
momento angular orbital se mantiene estable.
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Figura 4.7: Distribucién gaussiana como condicién inicial con momento angular Iy = 1.5 bajo el

potencial de una estrella de densidad constante y captura a ¢ = 10.
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Figura 4.8: Capturas a t = 50 y ¢t = 120. En la tdltima captura la funcién de distribucién ha alcanzado

el equilibrio.
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Figura 4.9: Distribucién gaussiana como condicién inicial con momento angular | = 2.5 bajo el potencial
de una estrella de densidad constante. En ¢t = 100 la funcién de distribucién alcanza el radio minimo
Tmin = 1.25.
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Figura 4.10: Capturas a t = 250 y t = 350. En la ultima captura el sistema ha alcanzado el equilibrio.
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Figura 4.11: Distribucién gaussiana como condicién inicial con momento angular I = [, = 2.23 y
captura a t = 100. En ¢ = 100 notamos una region de mayor densidad a r = 5.

0 ) 10

r

15 2

62



4.7. PERFIL GAUSSIANO BAJO LA INFLUENCIA DE UNA ESTRELLA DE DENSIDAD
CONSTANTE

t = 250

~
IS
0 5 10 15
T
t = 350
1.4
1.2
S
-1 0.8
<
L1 06

(@)
ot
—
o
—
ot

Figura 4.12: Capturas a t = 250 y ¢t = 350. En ambas capturas se nota una regiéon de mayor densidad
en 7 = 5 que corresponde al radio orbital para la condicién inicial.
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De forma andaloga al caso sin momento angular, para verificar la convergencia de las
soluciones realizamos varias pruebas de convergencia utilizando la ecuacién de conti-
nuidad para la funcién de distribucién (apéndice A). Las gréficas de convergencia de la
ecuacién de continuidad son mostradas en las figuras (4.13) y (4.14), (4.15) las cuales
muestran convergencia a segundo orden al principio de la simulacién y debido a que los
métodos TVD son a primer orden en las vecindades de los extremos, los tiempos finales
convergen a primer orden.
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Figura 4.13: Valor residual de la ecuacion de continuidad a t = 2 y ¢t = 250 de la funcién de distribucién
con momento angular [ = 1.5. Para la prueba de convergencia usamos mallas con espaciados A, A/2
y A/4.
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Figura 4.14: Valor residual de la ecuacion de continuidad a t = 2 y ¢t = 350 de la funcién de distribucion

con momento angular [ = 2.5.
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Figura 4.15: Valor residual de la ecuacion de continuidad a t = 2 y ¢t = 350 de la funcién de distribucién

con momento angular [ = [,,..
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4.7.1. Equilibrio de los sistemas

El colapso a un sistema estable, esta relacionado por la razén 2K/|rF(r)|. Por el
teorema del virial, 2K /|rF(r)| debe tender a uno y mientras menor sea el cociente, la
relajacion serda mas violenta. El valor del cociente para [ = 1.5,2.5 y [, es 0.28,0.51
y 3.51 respectivamente. Las figuras (4.16), (4.17) y (4.18) ejemplifican la observacion
anterior. Mientras que el tiempo aproximado de relajacion t¢,.; en el sistema con [ = 1.5
es de t.¢ ~ 80, para [ = 2.5 s t, ~ 400 y con Iy €Sty ~ 600.

lo=15
1 T
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05 (rB(r)) —— 1
0 F o
-0.55 g
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-1.5 F g
-2+ o
_25 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140
t
lo=15
0.7 \
e
—3 (rF(r)) —— |
_01 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140

Figura 4.16: Promedio de energia cinética (K), el potencial (®(r)) y el virial (rF(r)) respecto al tiempo
para la funcién de distribucién con [ = 1.5. En el equilibrio, las curvas de la energia cinética y el virial
multiplicado por —1/2 coinciden.
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Figura 4.17: Promedio de energfa cinética (K), el potencial (®(r)) y el virial (rF(r)) respecto al tiempo
para la funcién de distribucion con [ = 2.5. En el equilibrio, las curvas de la energia cinética y el virial

multiplicado por —1/2 coinciden.
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Figura 4.18: Promedio de energia cinética (K), el potencial (®(r)) y el virial (rF(r)) respecto al tiempo
para la funcién de distribucién con I = [,,5. En el equilibrio, las curvas de la energia cinética y el virial

multiplicado por —1/2 coinciden.
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4.8. FUNCION DE SOPORTE COMPACTO AUTOGRAVITANTE

4.8. Funcién de soporte compacto
autogravitante

En las simulaciones se usé una malla rectangular para representar el espacio fase.
Tomamos R, = 0y Rpae = 20, Pruae = 1.5. A fin de analizar la convergencia usamos
tres resoluciones distintas Ar = 0.1,0.05,0.025 y Ap = 0.1, 0.05, 0.025. Utilizamos como
condicién inicial la funcién con soporte compacto (4.5.3) con los pardmetros o, = 1,
op =1,1790 =95, p0 =0y My = 0.125 con dos valores del momento angular central
lo = 1.5 y 2. Los valores del momento angular fueron elegidos debido a que si [y <
Pmaz = 1.5, la funcién de distribucion se acerca al origen y el potencial numérico se
vuelve singular. Cuando [y > 2 las particulas se dispersan fuera del dominio numérico.

La integracion temporal para ambas simulaciones se calcula usando el método de
Crank-Nicholson iterado de tres pasos. El parametro At, se elige de la condicion CFL
en dos dimensiones (2.9.6) At = 1/v/2 x min(Ar/pmaz, Ap/|Frnaz|), donde Fpue =
O0®.rs/0r. Notemos que al no tener un potencial estatico, At debe de calcularse en
cada paso de tiempo.

La figuras (4.19), (4.20) y (4.21) muestran la simulacién con las resoluciones mas
altas en Ar y Ap con [y = 1.5. A t = 0 se muestra la distribucion de soporte compacto
como condicién inicial. En t = 30 y t = 60 se observa el colapso de la funcién de
distribucién. En ¢ = 200 y ¢t = 400, se observa la zona de mayor densidad se encuentran
a radios distintos pero la forma final de la funcién de distribucién se conserva.
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Figura 4.19: Condicién inicial de soporte compacto con [y = 1.5.
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Figura 4.20: Capturas a t = 30 y ¢ = 60.
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Figura 4.21: Capturas a t = 200 y t = 400. Notemos que en ambas figuras, la forma de la funcién de

distribucion es similar.
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4.8. FUNCION DE SOPORTE COMPACTO AUTOGRAVITANTE

Las figuras (4.22), (4.23) y (4.24), muestran la simulacién con las resoluciones mas
altas en Ar y Ap con [y = 2. A t = 0 se muestra la distribuciéon de soporte compacto
como condicién inicial. En ¢ = 20 y ¢ = 60 se observa el colapso de la funcién de
distribucién. En ¢ = 200 y ¢ = 1200, se observa el mismo comportamiento que en
el caso anterior, la zona de mayor densidad se encuentran a radios distintos pero la
forma final de la funcién de distribucién se conserva. Notamos que la dispersion de las
particulas es mayor debido a que el potencial centrifugo es mas intenso.
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Figura 4.22: Forma inicial de la funcién de distribucién con [y = 2.
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Figura 4.23: Capturas de la evolucién a ¢t = 30 y ¢ = 60.
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Figura 4.24: Forma estable de la funcién de distribucién a ¢ = 1200.
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Las gréaficas de convergencia de la ecuacion de continuidad son mostradas en la figura
(4.25) y (4.26), las cuales muestran de forma similar al caso de pontencial de fondo,
convergencia a segundo orden al principio de la simulacién y debido a que los métodos
TVD son a primer orden en las vecindades de los extremos, los tiempos finales convergen
a primer orden.
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Figura 4.25: Valor residual de la ecuacion de continuidad durante la evolucion de la funcién de distri-
bucién con momento angular [ = 1.5. Para la prueba de convergencia usamos mallas con espaciados
A, A2y A4
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Figura 4.26: Valor residual de la ecuacion de continuidad durante la evolucion de la funcién de distri-
bucién con momento angular [y = 2.0. Para la prueba de convergencia usamos mallas con espaciados
A, A2y A4
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4.8. FUNCION DE SOPORTE COMPACTO AUTOGRAVITANTE

4.8.1. Equilibrio del sistema

En el caso autogravitante, la energia cinética tiende a dispersar el sistema, mientras
que la energia potencial, paulatinamente frena la dispersién tendiendo a aglomerar a
las particulas. Sin embargo, el potencial gravitacional no poseer la suficiente intensidad
para mantener al sistema estable, nuevamente se produce una dispersiéon por lo que
se vuelve un proceso ciclico. La acciéon de ambos efectos producen oscilaciones de las
energias cinéticas y potencial del sistema.

Las figuras (4.27) y (4.29) muestran las gréficas de la energfa cinética, potencial y
el virial cuando la funcién de distribuciéon tiene un momento angular [ = 1.5y [ = 2
respectivamente. Para [ = 1.5 el periodo de las oscilaciones es de 7 = 58.92 y para [ = 2
es de 7 = 130.22. La diferencia en los periodos de oscilacion se deben a que el potencial
centrifugo reduce la accion del potencial gravitacional. Debido a que la energia cinética
oscila, el teorema del virial no se verifica. Las curvas de la energia cinética y el virial
estan desfasadas por completo, figuras (4.28) y (4.30).
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Figura 4.27: Promedio de energia cinética (K), el potencial (®(r)) y el virial (rF(r)) respecto al tiempo
con lg = 1.5.
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Figura 4.28: Promedio de la energia cinética comparada con la grafica del virial multiplicada por —1/2

con lp = 1.5.
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Figura 4.30: Promedio de la energia cinética comparada con la grafica del virial multiplicada por —1/2

con lp = 2.
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Conclusiones

En este trabajo, se construyé un cédigo numérico para la integracion del sistema
Vlasov-Poisson en simetria esférica.

Inicialmente, se introduce la teoria cinética relacionada con la ecuacién de Vlasov
en simetria esférica y se argumenta que en simetria esférica, la funcién de distribucion
depende tnicamente del tiempo, posicion, momento radial y magnitud del momento
angular f = f(r,p,,[?). Una vez impuestas las condiciones de simetria, se obtuvo la
expresion para el elemento de volumen en el espacio fase que es necesario para calcular
cantiades fisicas.

Posteriormente, reescribimos la ecuacion de Vlasov en su forma de conservacién
permitiéndonos separar la integraciéon en el tiempo de la integracién en el espacio fase.
En el espacio fase, los flujos numéricos fueron calculados por los métodos de diferencias
centradas, upwind a primer y segundo orden y los limitadores de pendiente (métodos
TVD). La integracion temporal fue realizada utilizando el método de Crank-Nicholson
de tres pasos.

Las pruebas numéricas iniciales, se realizaron para el caso en el que el momento an-
gular de la funcion de distribucion es nulo. Debido a la singularidad que aparecen en las
expresiones de la densidad y corriente en simetria esférica se decidié utilizar una malla
numérica desplazada Ar/2 del origen. La disipacién de los métodos se comparé utilizan-
do una funcién de distribucion estacionaria utilizando el potencial de una estrella como
funcion de distribucién una estrella politrépica de densidad constante. Obteniendo que
en general los limitadores de pendiente conservan el ntimero de particulas y dentro de
estos el limitador MC genera menor dispersién de la densidad de particulas.

Las siguientes pruebas en el escenario sin momento angular consistieron en usar dos
tipos de distribuciones: una gaussiana bajo la interaccion gravitacional de una estrella
de densidad constante y otra de soporte compacto autogravitante. En el primer caso, se
observo un amortiguamiento de las oscilaciones de la energia cinética y del producto de
la distancia por la fuerza efectiva verificando el teorema del virial. En el segundo caso,
unicamente se obtuvo el tiempo para el cual la funcién de distribucién llega al origen
volviendo el potencial singular y en consecuencia se produce un error dentro del cédigo.

Cuando se incluye momento angular, para reducir el costo computacional, se fija el
valor del mismo y con ello la dimension de la malla es igual al caso sin momento angular.
En este escenario, al potencial centrifugo se anade un término en el denominador que
evita la singularidad en el origen y modifica el potencial en 1% cerca del radio minimo
al que las particulas pueden llegar. Considerando que en las simulaciones anteriores los
limitadores de pendiente son los que presentan menos disipacion, se procedié a observar
la disipacion al incluir momento angular en una funcién de distribucion estacionaria.
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Nuevamente, el limitador MC mostré una menor disipacion en el nimero de particulas
y una menor dispersién al mantener la forma inicial de la densidad.

En las simulaciones posteriores, como distribucion inicial, se tomé un paquete gaus-
siano con distintos valores del momento angular y de forma similar al caso anterior, se
observo la virializacién de estos sistemas.

Por 1ltimo, en el caso autogravitante con momento angular se observaron configu-
raciones estables para distribuciones iniciales de soporte compacto para los cuales la
energia cinética y potencial oscilan obteniendo un comportamiento ciclico de aglome-
racion y dispersién.
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Apéndice A
La ecuacion de continuidad

La ecuacion de Boltzmann sin colisiones fue derivada a partir de una ecuacién de
continuidad para la funcién de distribucién. Utilizando la ecuacion de Boltzmann sin
colisiones podemos derivar la ecuacion de continuidad para las particulas, para ello,
recordemos la ecuacién de Boltzmann en simetria esférica

Of | pr0f _0%(r) Of

ot mor or Op,’

donde ®(r) es el potencial efectivo definido como la suma del potencial gravitacional y
12
272"

(A1)

el repulsivo originado por incluir el término de momento angular ®(r) = D g4, (1) +
Si integramos la ecuacién (A.1) sobre el espacio de momentos

of 5 prOf 4 B o®(r) 0f 5
8tdp+ m(?rdp or ﬁprdp_

0. (A.2)

Notemos que en el primer término, la derivada respecto a t puede ser sacada de la
integral dado que el elemento de volumen no depende del tiempo, de la misma forma,
el dltimo término se anula debido al teorema de la divergencia del cual obtenemos
f(t,r,p) = 0 para valores suficientemente grandes de p implicando que las particulas
no pueden viajar con velocidad infinita. En el segundo término, p, no depende de r pero
el elemento de volumen si depende de r, recordemos que tiene un factor de 1/7? debido
al cambio de coordenadas cartesianas a esféricas, por ello, es necesario sacar primero el
término 1/r? y luego la derivada respecto a r de la integral, de esta forma obtenemos

0 1 0 .
&/f d?’p‘i‘mg pf &Pp =0, (A.3)

donde d®p* es el elemento de volumen sin el factor de 1/r%. Integrando en el espacio de
momentos recuperamos la ecuacién de continuidad en simetria esférica.

dp 1 9(jr?)
ot mr? Or
Si multiplicamos por m y cambiamos la derivada respecto a r por una divergencia,
obtenemos la forma de la ecuacién de continuidad en su versién mds conocida (recor-
dando que estamos en coordenadas esféricas e imponiendo simetria esférica)

=0, (A.4)
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Donde p,, es la densidad de masa y j la corriente de particulas.
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Apéndice B
El teorema del virial

El teorema del Virial nos permite determinar si el sistema ha alcanzado un estado
estacionario. Para derivar la ecuacion del virial, partimos de la ecuacién de Boltzmann
sin colisiones en simetria esférica y la multiplicamos por p, e integramos en todo el
espacio de momentos

of 3 pof o%(r) Of
/8tprdp+ m@rdp or  Op,

en el segundo término no podemos sacar la derivada respecto a r sin antes recordar que
el elemento de volumen en el espacio de momentos tiene un factor de 1/r? y por ello es
necesario proceder como en la derivacion de la ecuacion de continuidad.

) _
p;Of 1 0 9 | Op?
mor  mr2or prfdp = mr? Or ' (B2)

DPr d3p =0, (Bl)

donde hemos definido a p2 = [ p? f d®p*. En el tltimo término podemos sacar el término
de la derivada del potencial de la integral, luego usamos el teorema de la divergencia
empleando una superficie lo suficientemente grande para calcular la integral restante
sobre f

— / g}ipr d’p=— fp.|, + /f d’p (B.3)

el primer término de la derecha es nulo si suponemos que f(¢, 7, p) = 0 en la frontera de
la superficie (fisicamente implica que las particulas no pueden tener un momento infini-
to) y tiende més répido a cero que p, en la frontera. El segundo término lo reconocemos
como la densidad de particulas

of
— P d’p=p. B.4
/ op P =r (B4)
La ecuacién (B.1) es reescrita como

of = 1 dpz  0%(r) _
8tppo+mr2 or " or p=0. (B:5)

Ahora, multiplicamos por r e integramos sobre todo el espacio de posiciones
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2
// —p,r &p Pr+ m1r2 88];74 dr + /raq(;—(r)p Er=0. (B.6)

r

Simplificamos el segundo término desarrollando el elemento de volumen del espacio de
posiciones

2 9,2 2
Amr” Op; dr = 4—7Taprr dr . (B.7)

mr?2 Or m Or

Realizamos una integracién por partes

> 47 Op? At - >4
o, dr:—ﬂprr‘o / il pdr . (B.8)
o m or m 0

El primer término es nulo si suponemos que p2(r) = 0 (el cual representa la densidad
de energia cinética en el infinito), ademads, notemos que el ultimo término puede ser

reescrito como
_ P; 3, 13
prdr d p d°r (B.9)

donde ahora el cuadrado del momento radial se realiza sobre todo el espacio fase.
La integral corresponde al doble del promedio de la energia cinética radial en todo el
espacio fase, por ello definimos a (K (¢)) (en analogia con la energia cinética en mecénica

clasica), como
——//pTdf3 dr (B.10)

El dltimo término de la ecuacién (B.6) es conocido como el “virial” y es el promedio
de la fuerza por la distancia en todo el espacio fase

(rF(r)) = - aq(; // o2(r) fcl3 &Pr (B.11)

Por 1ltimo, utilizando la ecuacién de continuidad e mtegrando por partes se puede

mostrar que
1 .
3 / —257’2 d*r = /]7" Pr = —//fp,,r &p dr (B.12)

De esta forma, si derivamos respecto al tiempo la ultima parte de la ecuaciéon anterior

(B.12)
dp
3 3. 2
// P dpdr = 2875/ d’r

_ /gt§r2 &r . (B.13)

Por lo tanto
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1 [ 0% 2 43, _
5| 9" d°r =2(K(t)) + (rF(r)) . (B.14)

Con ello hemos relacionado la suma de la energia cinética y el virial con la segunda
derivada de la densidad. En un estado estacionario p = 0, lo que implica

2(K(t))+ (rF(t,r)) = 0 (B.15)

La expresion anterior es conocida como el teorema del Virial. Notemos que cuando el

potencial ®(r) es de la forma r", el Virial toma el promedio del potencial multiplicado
por n y por lo tanto

2 (K(t)) —n (D(t,r)) =0 . (B.16)
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