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Simbología 

 

 Lista de símbolos 

𝑓𝑖  Fugacidad del componente 𝑖 puro 

𝑓𝑖  Fugacidad del componente 𝑖 en la mezcla 

F Distancia del plano tangente 

g Distancia del plano tangente adimensional 

𝑔∗  Función objetivo 

G  Energía libre de Gibbs 

𝒉 Constante de la mezcla, ec. (1.85) 

H  Matriz Hessiana 

�̂�  Inversa de la matriz Hessiana 

I  Matriz Identidad 

J Matriz Jacobiana 

k Diferencia de potenciales químicos adimensional 

K  Diferencia de potenciales químicos 

𝐿, 𝐿∗  Líneas tangentes 

M  Matriz base para el método de Hooke-Jeeves. 

𝑛𝑐  Número de componentes de la mezcla 

N Número de moles de la mezcla 

P  Presión 

q  Ecuación (2.8) 

Q  Calor 

r  Radio de convergencia, ec. (2.18) 

R  Constante de los gases 

s  Ecuación (2.7) 

S  Entropía 

T  Temperatura 

U  Energía interna 

v Volumen molar 

V  Volumen 

𝑦𝑖   Fracción mol del componente 𝑖 en la fase de prueba 

𝒀  Variable independiente, ec. (1.88) 

𝑧𝑖   Fracción mol del componente 𝑖 en la mezcla 

Z Factor de compresibilidad 
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 Símbolos griegos 

𝛼  Variable de iteración, ec. (2.14) 

𝛽  Gradiente, ec. (2.19) 

𝛿  Matriz generadora, ec. (2.25) 

휀  Parámetro de convergencia del método Hooke-Jeeves 

𝜂  Número de moles de la fase de prueba  

𝜇𝑖   Potencial químico del componente 𝑖 puro 

�̂�𝑖 Potencial químico del componente 𝑖 en la mezcla 

𝜉  Cambio de variable 

𝜌 Parámetro del método de Hooke-Jeeves 

𝜑  Coeficiente de fugacidad del componente 𝑖 puro 

�̂� Coeficiente de fugacidad del componente 𝑖 en la mezcla 

𝜔  Factor acéntrico 

 Subíndices y superíndices 

c Propiedad reducida 

i, j  Índice de componente 

L  Denota fase líquido 

r Propiedad reducida 

t  Contador de iteración 

T  Denota propiedad total o matriz transpuesta 

V  Denota fase vapor 

°  Estado de referencia 

#  Denota propiedad de gas ideal 

*  Denota punto estacionario 
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Introducción 

Para diversas industrias, y en particular la industria petrolera, el comportamiento de fases de los 

fluidos y mezclas que son tratados, transportados y procesados es de esencial importancia para el 

manejo apropiado de los mismos. En el caso de fluidos de yacimiento, el comportamiento de fases 

se utiliza para evaluar las reservas de un yacimiento, para generar su plan óptimo de desarrollo y de 

explotación, para diseñar, dimensionar y construir instalaciones apropiadas y para determinar la 

cantidad y la calidad de los fluidos producidos. 

Para un fluido de composición conocida, sometido a una Temperatura y Presión dadas, existen 

diversas aproximaciones para resolver el problema de equilibrio de fases. Una solución es resolver 

un problema Flash, es decir, proponer un número arbitrario de fases y resolver el problema de 

equilibrio restringido por el balance de materia. Esta solución es ampliamente utilizada para fluidos 

de yacimiento que típicamente presentan dos fases, el aceite y el gas. Sin embargo, para ciertos 

fluidos, como los resultantes de procesos de recuperación mejorada mediante inyección de gas (CO2 

y CH4) o fluidos con alto contenido de agua, las fases que se pueden presentar a ciertas condiciones 

de Temperatura y Presión no se conocen necesariamente de antemano. Este problema es complejo, 

ya que el problema Flash puede tener múltiples soluciones, es decir, se pueden encontrar 

soluciones, aparentemente validas, de equilibrios Líquido – Vapor, Líquido – Líquido e inclusive 

Líquido – Líquido – Vapor para un mismo fluido a unas mismas condiciones de Temperatura y 

Presión. Para poder discriminar cuál de las aparentes soluciones es, desde el punto de vista de la 

termodinámica, estable, Michelsen [1] propuso una metodología que permite atacar este problema 

mediante un Análisis de Estabilidad. Esta metodología permite determinar si una fase dada es 

termodinámicamente estable o no, con el uso del criterio del plano tangente de Gibbs. Se propone 

una fase de prueba que busca disminuir la energía de Gibbs, y si se encuentra, la fase es inestable. 

El análisis de estabilidad involucra encontrar el mínimo de una Función objetivo (Energía de Gibbs) 

o resolver un sistema de ecuaciones altamente no lineales correspondientes al gradiente de tal 

Función. Para poder resolver el problema de análisis de estabilidad, en este trabajo se desarrolló un 

módulo computacional programado en lenguaje Fortran®. Para tal propósito, se exploraron dos 

métodos numéricos de minimización local sin restricciones, el quasi-Newton BFGS y el Hooke-

Jeeves. También se exploró una combinación de ambos. Este módulo se utilizó para generar los 

diagramas de fase de 6 mezclas de hidrocarburos reportadas en la literatura y calificadas como 

“complejas y desafiantes”. 

En el capítulo 1 se muestran los antecedentes del equilibrio de fases, así como el fundamento 

teórico del análisis de estabilidad y se deducen los criterios de equilibrio y de estabilidad. En el 

capítulo 2 se describen los métodos numéricos utilizados en este trabajo, así como el método 

híbrido propuesto a partir de los dos primeros. Se menciona también la estrategia de inicialización 

de los cálculos. En el capítulo 3 se describen las rutinas desarrolladas para el cálculo del análisis de 

estabilidad. Finalmente, en el capítulo 4 se muestran los diagramas de fase calculadas con las rutinas 

desarrolladas para las 6 mezclas estudiadas.  
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Objetivo 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Desarrollar un módulo computacional para resolver el análisis de estabilidad de una a tres fases de 

mezclas multicomponentes, y poder aplicarlo para la construcción de “envolventes de fase”, 

utilizando el lenguaje de programación FORTRAN 90®. 
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1. Análisis de estabilidad 

1.1. Antecedentes 
 

El equilibrio es un estado donde las propiedades macroscópicas de un sistema permanecen 

constantes. Puede utilizarse como modelo explicativo, para entender el equilibrio físico, un sistema 

aislado, que se define como un sistema que no puede intercambiar ni materia ni energía con los 

alrededores. 

La segunda ley de la termodinámica establece que para el sistema A mostrado en la figura 1, la 

entropía tiende a un máximo a medida que el sistema se aproxima al estado de equilibrio [2]. 

 

Figura 1. Supersistema con paredes rígidas y adiabáticas formado por: Sistema en estudio (A), confinado en 

un recipiente cerrado, y el sistema (B) un baño térmico a cierta presión lo suficientemente grande para 

mantener las propiedades constantes de A. 

Cuando el sistema A alcance el equilibrio, también lo hará el supersistema. Para el supersistema 

mostrado en la figura 1, el criterio de máxima entropía es [2]: 

𝑑𝑆𝑇 = 𝑑S𝐴 + 𝑑S𝐵 ≥  0        (1.1) 

La igualdad se cumple en el equilibrio, mientras que la desigualdad indica el proceso del sistema 

para alcanzar el equilibrio, que se caracteriza por la generación de entropía. 

De la primera ley de la termodinámica: 

𝑑𝑄 = 𝑑𝑈𝐴 + 𝑃𝐴𝑑𝑉𝐴        (1.2) 

Donde 𝑑𝑄 es la cantidad de calor que transfiere el sistema A al sistema B.  

Y de la segunda ley: 

𝑑𝑆𝐵 =  −
𝑑𝑄

𝑇𝐵         (1.3) 

 



10 
 

Cuando el sistema A esté en equilibrio con el sistema B, se cumple que: 

𝑃𝐴 =  𝑃𝐵 = 𝑃          (1.4) 

𝑇𝐴 =  𝑇𝐵 = 𝑇          (1.5) 

Al sustituir 𝑑𝑄 de (1.3) en (1.2), se obtiene que: 

𝑑𝑆𝐵 =  −
𝑑𝑈𝐴+𝑃𝐴𝑑𝑉𝐴

𝑇
         (1.6) 

Al reemplazar 𝑑𝑆𝐵 de la ecuación (1.6) en la ecuación (1.1), se obtiene: 

𝑑𝑆𝑇 = 𝑑𝑆𝐴 −
𝑑𝑈𝐴+𝑃𝐴𝑑𝑉𝐴

𝑇
 ≥  0       (1.7) 

Se multiplica la ecuación anterior por – 𝑇 para obtener: 

𝑑𝑈𝐴 + 𝑃𝐴𝑑𝑉𝐴 − 𝑇𝐴𝑑𝑆𝐴  ≤  0       (1.8) 

Los términos de la ecuación se pueden agrupar en una sola diferencial, porque la temperatura y 

presión son constantes: 

𝑃𝐴𝑑𝑉𝐴 = 𝑑(𝑃𝐴𝑉𝐴)         (1.9) 

  𝑇𝐴𝑑𝑆𝐴 = 𝑑(𝑇𝐴𝑆𝐴)         (1.10) 

 Por lo que la ecuación (1.8) se puede reescribir como: 

𝑑(𝑈𝐴 +  𝑃𝐴𝑉𝐴 − 𝑇𝐴𝑆𝐴)  ≤ 0       (1.11) 

La definición de la energía de Gibbs es [2]: 

𝐺 = 𝑈 + 𝑃𝑉 − 𝑇𝑆        (1.12) 

Que es el argumento de la diferencial de la ecuación (1.11), por lo que: 

𝑑𝐺 ≤ 0          (1.13) 

La ecuación (1.13) expresa que, para un sistema a temperatura y presión constantes, el estado de 

equilibrio es aquel donde la energía de Gibbs 𝐺 es un mínimo [3]. 

La ecuación (1.12) es una definición de la energía de Gibbs. La ecuación fundamental de la 

termodinámica en términos de la energía de Gibbs, para sistemas cerrados homogéneos, es: 

𝑑𝐺 = −𝑆𝑑𝑇 + 𝑉𝑑𝑃         (1.14) 

De la ecuación (1.14) se observa que la energía de Gibbs es una función de la temperatura y de la 

presión. En el caso donde se tiene un sistema que puede intercambiar materia, surge otra variable, 

la cantidad de moles 𝑵, y para un sistema de 𝑛𝑐 componentes se tiene: 

𝑵 =  (𝑁1, 𝑁2, . . , 𝑁𝑛𝑐)         (1.15) 
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Entonces, se tiene que la energía de Gibbs es: 

𝐺 = 𝐺(𝑇, 𝑃, 𝑵)          (1.16) 

La diferencial total de la ecuación (1.16) es: 

𝑑𝐺 =  (
𝜕𝐺

𝜕𝑇
)

𝑃,𝑁
𝑑𝑇 + (

𝜕𝐺

𝜕𝑃
)

𝑇,𝑁
𝑑𝑃 + ∑ ∑ (

𝜕𝐺

𝜕𝑁𝑖
)

𝑇,𝑃,𝑁𝑗≠𝑖
𝑑𝑁𝑖

𝑛𝑐
𝑖=1     (1.17) 

Si se compara (1.17) con (1.14), se observa que: 

(
𝜕𝐺

𝜕𝑇
)

𝑃,𝑁
=  −𝑆          (1.18) 

(
𝜕𝐺

𝜕𝑃
)

𝑇,𝑁
=  𝑉          (1.19) 

El potencial químico se define como: 

�̂�𝑖 = (
𝑑𝐺

𝑑𝑁𝑖
)

𝑇,𝑃,𝑁
          (1.20) 

La ecuación (1.17) se puede reescribir como: 

𝑑𝐺 = 𝑉𝑑𝑃 − 𝑆𝑑𝑇 + ∑ �̂�𝑖𝑑𝑁𝑖
𝑛𝑐
𝑖=1         (1.21) 

El potencial químico �̂�𝑖, debe ser una función que dependa de la temperatura, la presión y la 

composición del sistema [3]. 

Con la ecuación (1.21), se puede describir un sistema conformado por dos (o más) fases, donde cada 

fase es la región del sistema donde las propiedades macroscópicas, tienen el mismo valor en todos 

los puntos. 

Para un sistema aislado formado por dos fases (𝐴,𝐵), como el mostrado en la figura 2, la energía de 

Gibbs para cada fase es: 

𝑑𝐺 𝐴 = 𝑉𝐴𝑑𝑃𝐴 − 𝑆𝐴𝑑𝑇𝐴 + ∑ �̂�𝑖
𝐴𝑑𝑁𝑖

𝐴𝑛𝑐
𝑖=1       (1.22) 

𝑑𝐺𝐵 = 𝑉𝐵𝑑𝑃𝐵 − 𝑆𝐵𝑑𝑇𝐵 + ∑ �̂�𝑖
𝐵𝑑𝑁𝑖

𝐵𝑛𝑐
𝑖=1       (1.23) 

 

 

Figura 2. Sistema aislado formado por dos fases. Las fases están formadas por 𝑛𝑐 componentes. 
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El intercambio de materia solo se puede dar entre las fases del sistema. La energía de Gibbs del 

sistema es la suma de las contribuciones de cada fase: 

𝑑𝐺 = 𝑑𝐺 𝐴 + 𝑑𝐺𝐵         (1.24) 

Si se aplican las restricciones de temperatura y presión constantes, las ecuaciones (1.22) y (1.23) se 

reducen a: 

𝑑𝐺𝐵 = ∑ �̂�𝑖
𝐵𝑑𝑁𝑖

𝐵𝑛𝑐
𝑖=1          (1.25) 

𝑑𝐺𝐵 = ∑ �̂�𝑖
𝐵𝑑𝑁𝑖

𝐵𝑛𝑐
𝑖=1          (1.26) 

Se reemplazan (1.25) y (1.26) en (1.24), para obtener que: 

𝑑𝐺 = ∑ �̂�𝑖
𝐴𝑑𝑁𝑖

𝐴𝑛𝑐
𝑖=1 +  ∑ �̂�𝑖

𝐵𝑑𝑁𝑖
𝐵𝑛𝑐

𝑖=1         (1.27) 

Las sumatorias que se pueden agrupar en una sola sumatoria: 

𝑑𝐺 = ∑ (�̂�𝑖
𝐴𝑑𝑁𝑖

𝐴 + �̂�𝑖
𝐵𝑑𝑁𝑖

𝐵)𝑛𝑐
𝑖=1         (1.28) 

Como el sistema consiste de dos fases, y es cerrado, la cantidad de materia del sistema es: 

𝑑𝑁𝑖 = 𝑑𝑁𝑖
𝐴 + 𝑑𝑁𝑖

𝐵         (1.29) 

La cantidad de materia del sistema es constante, por lo que: 

𝑑𝑁𝑖
𝐴 + 𝑑𝑁𝑖

𝐵 = 0         (1.30) 

Se despeja 𝑑𝑁𝑖
𝐵 para obtener que: 

𝑑𝑁𝑖
𝐴 = −𝑑𝑁𝑖

𝐵         (1.31)  

Se reemplaza (1.31) en (1.28), y se llega a que: 

𝑑𝐺 = ∑ (�̂�𝑖
𝐴 − �̂�𝑖

𝐵)𝑑𝑁𝑖
𝐴𝑛𝑐

𝑖=1         (1.32) 

Al sustituir (1.32) en (1.13), se obtiene que: 

∑ (�̂�𝑖
𝐴 − �̂�𝑖

𝐵)𝑑𝑁𝑖
𝐴𝑛𝑐

𝑖=1 ≤ 0        (1.33) 

El equilibrio entre A y B, queda definido por el potencial químico. En el equilibrio, se cumple que: 

�̂�𝑖
𝐴 = �̂�𝑖

𝐵,  𝑖 = 1,2, … , 𝑛𝑐       (1.34) 

Para un sistema de múltiples fases (𝐴, 𝐵, . . , 𝑛𝐹), el criterio de equilibrio de fases es: 

�̂�𝑖
𝐴 = �̂�𝑖 

𝐵 = . . . =  �̂�𝑖 
𝑛𝐹, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛𝑐      (1.35) 
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1.2. Marco Teórico 

El análisis de estabilidad es una de las maneras en las que se ha abordado el resolver el problema 

del equilibrio de fases cuando la información del número de fases de una mezcla no se conoce de 

antemano [3]. 

El análisis de estabilidad considera una mezcla de 𝑛𝑐 componentes a una temperatura, presión y 

composición (𝑧1, 𝑧2, … . , 𝑧𝑛𝑐). Se asume que la mezcla se divide en dos fases [1], y que el número de 

moles de la nueva fase tiene es una cantidad infinitesimal 𝜂, con una fracción mol  (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛𝑐). 

En la figura 3 se hace una representación del proceso de división de la mezcla. 

 

Figura 3. Proceso de formación de una nueva fase de la mezcla, a temperatura y presión constantes. 

El número de moles para la mezcla y la nueva fase es: 

N𝑖  =  𝐍 z𝑖         (1.36) 

η𝑖  =  𝛈 y𝑖         (1.37) 

𝐺0 representa la energía de Gibbs para la mezcla, 𝐺𝐼 para la energía de Gibbs de la mezcla después 

de la formación de la fase nueva, y 𝐺𝐼𝐼 la energía de Gibbs para la fase nueva. 

El cambio en la energía de Gibbs es la diferencia entre el estado inicial y el estado final del sistema, 

que, para el proceso anterior, es: 

𝛥𝐺 =  (G𝐼  +  G𝐼𝐼) – G0        (1.38) 

La energía de Gibbs para la mezcla (estado inicial) es: 

G0  =  G(𝐍)          (1.39) 

La ecuación anterior expresada en términos del potencial químico es: 

G0  =  ∑ N𝑖 μ𝑖(𝐳)𝑛𝑐
𝑖=1

1        (1.40) 

                                                           
1 La energía de Gibbs y el potencial químico son funciones de la temperatura, la presión y de la composición, pero como la 
temperatura y la presión se mantienen constantes, se omiten. 
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Y la energía de Gibbs para las nuevas fases (estado final) es: 

G𝐼  =  G(𝐍 − 𝛈)         (1.41) 

G𝐼𝐼  =  G(𝛈)         (1.42) 

Se reemplazan los términos de la energía de Gibbs (1.39, 1.41 y 1.42) en (1.38): 

ΔG =  G(𝐍 − 𝛈) +  G(𝛈) –  G(𝐍)      (1.43) 

La ecuación (1.43) se puede desarrollar en series de Taylor alrededor del punto 𝐺0, se omiten los 

términos de segundo orden en adelante. Con el cambio de variable ξ𝑖  =  N𝑖  −  η𝑖, el desarrollo en 

series de Taylor es: 

G(𝐍 –  𝛈) =  𝐺(𝐍) + [
𝜕𝐺(𝑵)

𝜕𝜉1

𝜕𝐺(𝑵)

𝜕𝜉2
⋯

𝜕𝐺(𝑵)

𝜕𝜉𝑛𝑐
] . [

𝜉1 − 𝑁1

𝜉2 − 𝑁2

⋮
𝜉𝑛𝑐 − 𝑁𝑛𝑐

]   (1.44) 

Al aplicar la operación producto interior se obtiene: 

G(𝐍 – 𝛈) =  G(𝐍) +
𝜕𝐺(𝑵)

𝜕𝜉1
 (𝜉1 − 𝑁1) +

𝜕𝐺(𝑵) 

𝜕𝜉2
(𝜉2 − 𝑁2) + … +  

𝜕𝐺(𝑵)

𝜕𝜉𝑛𝑐
 (𝜉𝑛𝑐 − 𝑁𝑛𝑐)   (1.45) 

Por regla de la cadena: 

𝜕𝐺(𝑵) 

𝜕𝜉𝑖
=  

𝜕𝐺(𝑵)

𝜕𝑁𝑖
         (1.46) 

Se elimina el cambio de variable ξ𝑖  de (1.45) para obtener: 

G(𝐍 –  𝛈) =  G(𝐍) +
𝜕𝐺(𝑵) 

𝜕𝑁1
(−𝜂1)  +  

𝜕𝐺(𝑵)

𝜕𝑁2
 (−𝜂2)  +  … +  

𝜕𝐺(𝑵) 

𝜕𝑁𝑛𝑐
(−𝜂𝑛𝑐)  (1.47) 

La ecuación (1.47) se puede reescribir como: 

G(𝐍 –  𝛈)  =  G(𝐍) −  η ∑ 𝑦𝑖  
𝜕𝐺(𝑵)

𝜕𝑁𝑖

𝑛𝑐
𝑖=1       (1.48) 

O en términos del potencial químico como: 

G(𝐍 – 𝛈)  =  N ∑ μ̂𝑖(𝒛)𝑛𝑐
𝑖=1  −  η ∑ 𝑦𝑖  μ̂𝑖(𝒛)𝑛𝑐

𝑖=1      (1.49) 

Y para G𝐼𝐼, en términos del potencial químico: 

G(𝛈)  =   η ∑ 𝑦𝑖  μ̂𝑖(𝐲)𝑛𝑐
𝑖=1        (1.50) 

Se sustituyen (1.40, 1.49 y 1.50) en (1.43), para obtener que: 

𝛥𝐺 = G0  −  η ∑ (𝑦𝑖  μ̂𝑖(𝒛))𝑛𝑐
𝑖=1 + η ∑ (y𝑖 μ̂𝑖(𝒚))𝑛𝑐

𝑖=1  – G0    (1.51) 
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La ecuación anterior se reescribe como: 

𝛥𝐺 =  − η ∑ 𝑦𝑖  (�̂�𝑖(𝒚) − �̂�𝑖(𝒛))𝑛𝑐
𝑖=1       (1.52) 

La cantidad de moles 𝜂 es una cantidad arbitraria siempre positiva, por lo que se puede omitir, por 

lo que la ecuación (1.52), es: 

𝐹(𝒚) = ∑ 𝑦𝑖  (�̂�𝑖(𝒚) −  �̂�𝑖(𝒛))𝑛𝑐
𝑖=1        (1.53) 

A la ecuación (1.53) se le llama ecuación del plano tangente de Gibbs. Una explicación geométrica 

de la ecuación (1.53) se da a continuación. 

En la figura 4 se muestra la energía molar de Gibbs de mezcla para una mezcla binaria a cierta 

temperatura y presión. Suponer que la mezcla tiene en un punto A, una composición 𝑧2
𝐴 a la entrada. 

La energía molar de Gibbs de la mezcla (𝛥𝑔𝑀1) esta dada por la intersección de la línea vertical a 

𝑧2
𝐴 y la curva 𝛥𝑔𝑀, y la energía de la de la mezcla de dos fases (𝛥𝑔𝑀2) por la intersección de la línea 

vertical 𝑧2
𝐴 con la línea tangente 𝐿, a los puntos estacionarios de la curva. En los puntos de tangencia, 

los potenciales químicos de los componentes de la mezcla son iguales (�̂�𝑖
𝐿 =  �̂�𝑖

𝑉) [5].  

Si la composición de entrada de la mezcla se ubicara en los puntos 𝑧2
𝐵 o 𝑧2

𝐶, es decir, cualquier punto 

por debajo de 𝑦2
𝐿 o por arriba de 𝑦2

𝑉, no se cumple la igualdad de potenciales químicos, por lo que 

un equilibrio con otra fase nueva no es posible. 

 

Figura 4. Gráfica de ∆𝑔𝑚  vs. 𝑦2. 

En la figura 5 se tiene la misma gráfica, pero ahora se dibujan dos líneas tangentes, una a la 

composición de la mezcla 𝒛 y otra a una composición 𝒚. La línea tangente en 𝒛, 𝐿 es igual a: 

𝐿 =  ∑ 𝑦𝑖  �̂�𝑖(𝒛)𝑛𝑐
𝑖=1         (1.54) 

Y la línea tangente en 𝒚, 𝐿∗  igual a: 

𝐿∗ =  ∑ 𝑦𝑖  �̂�𝑖(𝒚)𝑛𝑐
𝑖=1         (1.55) 

Se define el plano tangente 𝐹(𝒚) como la diferencia de 𝐿 a 𝐿∗ [5]. 

𝐹(𝒚) = ∑ 𝑦𝑖  (�̂�𝑖(𝒚) −  �̂�𝑖(𝒛))𝑛𝑐
𝑖=1        (1.56) 

L 
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La ecuación (1.56) es la misma que (1.53), por lo que podemos decir que 𝐹(𝒚) es, geométricamente, 

la distancia entre los planos tangentes de la energía molar de Gibbs en la composición 𝒛, a la energía 

molar de Gibbs en 𝒚. 

Para sistemas multicomponente, el plano tangente se convierte en un híper-plano y la curva de la 

energía de Gibbs en una híper-superficie [1]. 

 

Figura 5. Gráfica de ∆𝑔𝑀  vs. 𝑦2 

En los puntos de tangencia, es decir, los puntos estacionarios, se cumple que: 

𝜕𝐹(𝒚)

𝜕𝑦𝑖
= 0         (1.57) 

Al derivar la ecuación (1.56), y utilizar la expresión de Gibbs-Dühem, los puntos estacionarios del 

plano tangente se convierten en: 

�̂�𝑖(𝒚) −  �̂�𝑖(𝒛)  =  𝐾        (1.58) 

Donde 𝐾 es una constante. En los puntos estacionarios, 𝐾 es la distancia vertical entre el plano 
tangente 𝐿 y el plano tangente 𝐿∗ [1], como se puede observar en la figura 5. 

Por ejemplo, si se tiene el caso de una mezcla ternaria, las derivadas de las funciones 𝐹(𝒚) con 

respecto a las composiciones (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) son: 

𝜕𝐹

𝜕𝑦1
 =  

𝜕

𝜕𝑦1
[𝑦1(�̂�1(𝒚) −  �̂�1(𝒛))] +  

𝜕

𝜕𝑦1
[𝑦2(�̂�2(𝒚) −  �̂�2(𝒛))] + 

𝜕

𝜕𝑦1
[𝑦3(�̂�3(𝒚) − �̂�3(𝒛))] (1.59) 

𝜕𝐹

𝜕𝑦2
 =  

𝜕

𝜕𝑦2
[𝑦1(�̂�1(𝒚) −  �̂�1(𝒛))] +  

𝜕

𝜕𝑦2
[𝑦2(�̂�2(𝒚) −  �̂�2(𝒛))] +  

𝜕

𝜕𝑦2
[𝑦3(�̂�3(𝒚) −  �̂�3(𝒛))] (1.60) 

La composición del último componente, que es una variable no independiente, es: 

𝑦3  =  1 – 𝑦1 – 𝑦2        (1.61) 

De la ecuación (1.59), tenemos que el primer término es: 

𝜕𝐹

𝜕𝑦1
[𝑦1 (�̂�1(𝒚) −  �̂�1(𝒛))] = 𝑦1 (

𝜕�̂�1(𝒚)

𝜕𝑦1
−  

𝜕�̂�1(𝒛)

𝜕𝑦1
) +  

𝜕𝑦1

𝜕𝑦1
 (�̂�1(𝒚) −  �̂�1(𝒛))  (1.62) 
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Y el resto de la ecuación (1.59) es: 

𝜕𝐹

𝜕𝑦1
[𝑦2 (�̂�2(𝒚) −  �̂�2(𝒛))] = 𝑦2 (

𝜕�̂�2(𝒚)

𝜕𝑦1
− 

𝜕�̂�2(𝒛)

𝜕𝑦1
) + 

𝜕𝑦2

𝜕𝑦1
 (�̂�2(𝒚) −  �̂�2(𝒛))  (1.63) 

𝜕𝐹

𝜕𝑦1
[𝑦3 (�̂�3(𝒚) −  �̂�3(𝒛))] = 𝑦3 (

𝜕�̂�3(𝒚)

𝜕𝑦1
− 

𝜕�̂�3(𝒛)

𝜕𝑦1
) + 

𝜕𝑦3

𝜕𝑦1
 (�̂�3(𝒚) −  �̂�3(𝒛))  (1.64) 

Las derivadas de los potenciales químicos en función de 𝒛 son iguales a cero: 

𝜕�̂�1(𝒛)

𝜕𝑦1
=

𝜕�̂�2(𝒛)

𝜕𝑦1
=  

𝜕�̂�3(𝒛)

𝜕𝑦1
= 0       (1.65) 

La derivada de 𝑦3 con respecto a 𝑦1, en (1.61), es:  

𝜕𝑦3

𝜕𝑦1
=  −1         (1.66) 

Con (1.62-1.66), la ecuación (1.59) se puede reescribir como: 

𝜕𝐹

𝜕𝑦1
=  𝑦1 (

𝜕�̂�1(𝒚)

𝜕𝑦1
) +  𝑦2 (

𝜕�̂�2(𝒚)

𝜕𝑦1
) + 𝑦3 (

𝜕�̂�3(𝒚)

𝜕𝑦3
) +  (�̂�1(𝒚) −  �̂�1(𝒛)) −  (�̂�3(𝒚) −  �̂�3(𝒛)) (1.67) 

La expresión de Gibbs-Dühem establece que: 

∑ 𝑦𝑖  
𝜕𝜇𝑖

𝜕𝑦𝑗

𝑛𝑐
𝑖=1 = 0         (1.68) 

La expresión de Gibbs-Dühem para el caso ternario es: 

𝑦1 (
𝜕𝜇1(𝒚)

𝜕𝑦1
) +  𝑦2 (

𝜕𝜇2(𝒚)

𝜕𝑦1
) +  𝑦3 (

𝜕𝜇3(𝒚)

𝜕𝑦3
) = 0     (1.69) 

 Con (1.69), la ecuación (1.67) se reduce a: 

𝜕𝐹

𝜕𝑦1
=  (�̂�1(𝒚) −  �̂�1(𝒛)) − (�̂�3(𝒚) − �̂�3(𝒛)) = 0    (1.70) 

Por lo tanto: 

(�̂�1(𝒚) − �̂�1(𝒛)) =  (�̂�3(𝒚) −  �̂�3(𝒛))      (1.71) 

Un procedimiento similar se puede aplicar para 
𝜕𝐹

𝜕𝑦2
, donde se llega a: 

(�̂�2(𝒚) −  �̂�2(𝒛)) =  (�̂�3(𝒚) − �̂�3(𝒛))      (1.72) 

De las ecuaciones (1.71) y (1.72) se concluye que: 

(�̂�1(𝒚) − �̂�1(𝒛)) =  (�̂�2(𝒚) −  �̂�2(𝒛)) =  (�̂�3(𝒚) −  �̂�3(𝒛)) =  𝐾    (1.73) 

La ecuación anterior se puede generalizar para una mezcla de 𝑛𝑐 componentes en: 

(�̂�𝑖(𝒚) −  �̂�𝑖(𝒛)) = 𝐾,        𝑖 = 1, 2, … . , 𝑛𝑐     (1.74) 

Que es la misma que la ecuación (1.58) 
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Si se reemplaza la ecuación (1.74) en (1.56), se obtiene que, para los puntos estacionarios se cumple 
que: 

𝐹∗  =  ∑ 𝑦𝑖  𝑛𝑐
𝑖=1 𝐾 =  𝐾        (1.75) 

Donde 𝐹∗ es el plano tangente en el punto estacionario. Conviene trabajar la ecuación (1.56) 

términos de coeficientes de fugacidad, en vez del potencial químico, por dos razones. Primero, 

porque la fugacidad es una magnitud más próxima a nuestros sentidos físicos que el concepto 

abstracto del potencial químico [3], y porque el logaritmo del coeficiente de fugacidad se puede 

obtener mediante una Ecuación Cúbica de Estado, como se demuestra en el apéndice B. 

La fugacidad 𝑓𝑖 es una medida de la energía molar de Gibbs de una fase dada. Posee unidades de 
presión, así que, puede definirse como una presión modificada para representar la tendencia de 
escape de las moléculas de una fase a otra fase [6]. 

En un sistema homogéneo, la fugacidad del componente 𝑖 en la mezcla se define por [2]: 

�̂�𝑖 =  𝜇𝑖
°,# + 𝑅𝑇 𝑙𝑛 (

�̂�𝑖

𝑃0
) 2        (1.76) 

Es importante notar que, 𝜇𝑖
°,# es un potencial químico de referencia como gas ideal a 𝑇 y a una 

presión de referencia 𝑃0, mientras que �̂�𝑖 y 𝑓𝑖 están evaluadas a las mismas condiciones de 𝑇, 𝑃 y 
composición [2]. 

Para la mezcla y la nueva fase, la ecuación (1.76) se escribe como: 

�̂�𝑖(𝐳) =  𝜇𝑖
°,#  +  𝑅𝑇 𝑙𝑛 (

�̂�𝑖(𝒛)

𝑃0
)       (1.77) 

�̂�𝑖(𝐲) =  𝜇𝑖
°,#  +  𝑅𝑇 𝑙𝑛 (

�̂�𝑖 (𝒚)

𝑃0
)       (1.78) 

Si se resta (1.78) de (1.77) y el resultado se divide sobre 𝑅 𝑇, se obtiene que: 

�̂�𝑖(𝒚)− �̂�𝑖(𝒛)

𝑅𝑇
=  𝑙𝑛 (

�̂�𝑖 (𝒚)

𝑃0
) − 𝑙𝑛 (

�̂�𝑖 (𝒛)

𝑃0
)      (1.79) 

Para la mezcla y para la nueva fase, para cada componente 𝜇𝑖
° es igual, por lo que se eliminan. 

El coeficiente de fugacidad de 𝑖 en la mezcla se define como: 

f̂𝑖  =  P y𝑖  φ̂𝑖         (1.80) 

Se sustituye la ecuación (1.80) en (1.79) para obtener: 

�̂�𝑖(𝒚)− �̂�𝑖(𝒛)

𝑅𝑇
= 𝑙𝑛 (

P y𝑖 φ̂𝑖 (𝒚)

𝑃0
) −  𝑙𝑛 (

P z𝑖 φ̂𝑖 (𝒛)

𝑃0
)     (1.81) 

Aplicando las propiedades de los logaritmos a (1.81), se llega a: 

�̂�𝑖(𝒚)− �̂�𝑖(𝒛)

𝑅 𝑇 
= 𝑙𝑛(𝑦𝑖) +  𝑙𝑛(�̂�𝑖(𝒚)) −  𝑙𝑛(𝑧𝑖) −  𝑙𝑛(�̂�𝑖(𝒛))    (1.82) 

                                                           
2 La fugacidad es también función de la temperatura, la presión y de la composición, pero la temperatura y la 
presión se omiten. Este es también el caso del coeficiente de fugacidad. 
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Al dividir entre 𝑅𝑇 la ecuación (1.82) y sustituir en (1.56), el plano tangente es: 

g(𝐲)   =  ∑ 𝑦𝑖  (𝑙𝑛(𝑦𝑖) +  𝑙𝑛(�̂�𝑖) − ℎ𝑖)𝑛𝑐
𝑖=1       (1.83) 

Donde: 

𝑔(𝒚) =  
𝐹(𝒚)

𝑅𝑇
         (1.84) 

ℎ𝑖 =  𝑙𝑛(𝑧𝑖) +  𝑙𝑛(�̂�𝑖)        (1.85) 

En el punto estacionario se cumple, para la ecuación (1.83), que: 

𝑙𝑛(𝑦𝑖) +  𝑙𝑛(�̂�𝑖) − ℎ𝑖 = 𝑘,         𝑖 = 1, 2, … , 𝑛𝑐     (1.86) 

Donde: 

𝑘 =  
𝐾

𝑅 𝑇
          (1.87) 

Se define la variable: 

𝑌𝑖 =  𝑦𝑖  𝑒−𝑘         (1.88) 

Las variables 𝑌𝑖  pueden considerarse como número de moles, siendo su fracción mol la composición 

de la fase de prueba, es decir: 

𝑦𝑖 =  
𝑌𝑖

∑ 𝑌𝑗
         (1.89) 

Con las nuevas variables, se llega a la siguiente expresión: 

𝑙𝑛 (𝑌𝑖) + 𝑙𝑛 (�̂�𝑖) − ℎ𝑖 = 0       (1.90) 

1.3. Criterio de estabilidad 

El análisis de estabilidad utiliza como criterio de estabilidad la ecuación del plano tangente de Gibbs 

(1.83), el cual requiere que la energía de Gibbs se encuentre en un mínimo global [1], como lo indica 

la ecuación (1.13). 

Para el análisis de estabilidad se propone que, si la formación de una nueva fase de una mezcla se 

obtiene un descenso en la energía de Gibbs, el sistema es inestable como una fase. Esto es, una 

nueva fase genera una perturbación hacia un estado de equilibrio más estable. 

El criterio de estabilidad es, que el plano tangente 𝐹(𝒚) debe ser positivo sobre todo el intervalo 

restringido de las composiciones de prueba (Las restricciones de la prueba 𝑦𝑖  son: Primero, que 𝑦𝑖  

≥ 0 y segundo, que ∑ 𝑦𝑖 = 1), para que la mezcla sea estable, y 𝐹(𝒚) será positiva, si es positiva en 

todos los puntos estacionarios de la función, es decir, si 𝐾 > 0. [1]. 

 

Como el plano tangente 𝐹(𝒚) debe ser positivo, el criterio de estabilidad es: 
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g(𝐲)  =  ∑ 𝑦𝑖  (𝑙𝑛(𝑦𝑖) +  𝑙𝑛(�̂�𝑖) − ℎ𝑖)  ≥ 0      (1.91) 

Los puntos estacionarios son el sistema de ecuaciones dado por (1.90). 

La ecuación (1.91) es el criterio de estabilidad, mientras (1.90), es el criterio de estabilidad en 
términos de los puntos estacionarios. El análisis de estabilidad se convierte entonces en un 
problema de minimización, global o local o en un problema de encontrar la solución de un sistema 
no-lineal [1]. 

En la figura 5, la distancia del plano tangente 𝐹(𝒚) a la superficie de la energía molar de Gibbs de la 

mezcla es negativa en la región sombreada, por lo que, de acuerdo con el criterio de estabilidad 

(1.91), la mezcla es inestable. 

Michelsen [1] propone que se maneje un criterio de estabilidad diferente pero equivalente, en 

términos de la variable 𝑌𝑖  : 

𝑔∗(𝑌𝑖) = 1 +  ∑ 𝑌𝑖(𝑙𝑛 (𝑌𝑖) + 𝑙𝑛 (�̂�𝑖) − ℎ𝑖 − 1)𝑛𝑐
𝑖=1 ≥ 0    (1.91) 

Esta función tiene los mismos puntos estacionarios que (1.90), y en el punto estacionario, tienen el 

mismo signo [1]. La única restricción que tiene este nuevo criterio es que 𝑌𝑖 > 0. 

Entonces, el problema se trata de busca encontrar el mínimo de (1.91), con algún método de 

minimización, y evaluar en el mínimo la función objetivo 𝑔∗. Si en el mínimo se obtiene que 𝑔∗ es 

negativo, el sistema es inestable. 

El criterio de estabilidad se puede emplear no solo para equilibrios de dos fases, si no para 

equilibrios de tres y cuatro fases. Si el análisis a una fase detecta una inestabilidad, se procede a 

calcular las composiciones de las nuevas fases. Una vez calculadas, a ambas fases se les aplica un 

análisis de estabilidad. Si ambas dan una inestabilidad, se procede a aumentar el número de fases, 

como se puede observar en el siguiente diagrama: 
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El procedimiento se repite hasta encontrar el número de fases donde el análisis de estabilidad 

indique que todas las fases son estables. 

 

  

Análisis de estabilidad 
a la mezcla

Estable:

Una fase

Inestable:

Dos fases o más

Calcular 
composiciones de 
las nuevas fases

Analisis de 
estabilidad a las 

nuevas fases

Estable una o más 
fases:

Equilibrio 
encontrado

Inestable todas las 
fases:

Incrementar el 
número de fases

Figura 6. Algoritmo del análisis de estabilidad para conocer el número de fases de una mezcla. 
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2. Métodos de solución 

La dificultad de los cálculos del análisis de estabilidad consiste en la alta no-linealidad y una forma 

no convexa de la función objetivo [7], por lo que un buen método numérico es importante para 

localizar el mínimo de la función objetivo. 

Para este trabajo se implementaron los siguientes métodos de solución: un método de minimización 

sin restricciones del tipo Quasi-Newton, método sugerido por Michelsen [1], un método de 

búsqueda directa, y se exploró una forma híbrida entre ellos. 

2.1. Método Quasi-Newton BFGS 

Los métodos de tipo Newton se enfrentan al problema de resolver un sistema de 𝑛 ecuaciones con 

𝑛 incognitas, y para la minimización sin restricciones de una función. El problema de minimización 

se ataca al buscar un cero del gradiente de la función, ya que si 𝒙∗ es un mínimo de la función, 

entonces ∇𝑓(𝒙∗) = 0 [8]. 

El método de Newton se deriva de las series de Taylor. Para el caso multivariable de segundo orden, 

la iteración toma la siguiente forma: 

𝑓(𝒙∗) = 𝑓(𝒙𝒕) + ∇𝑓(𝒙𝑡) (𝒙𝑡+1 − 𝒙𝑡) + ⋯     (2.1) 

El criterio del mínimo es [9]: 

∇𝑓(𝒙∗) = 0         (2.2) 

Por lo tanto: 

∇𝑓(𝒙𝑡) +  ∇2𝑓(𝒙𝑡) (𝒙𝑡+1 − 𝒙𝑡) = 0      (2.3) 

El método de Newton toma la siguiente forma iterativa [9]: 

𝒙𝑡+1 = 𝒙𝑡 −  ∇2𝑓(𝒙𝑡)−1 ∇𝑓(𝒙𝑡)       (2.4) 

Donde ∇2𝑓(𝒙𝑡) es la matriz Hessiana 𝐻 de 𝑓 en 𝒙, es decir, ∇2𝑓(𝒙) es la matriz Jacobiana 𝐽 de 

∇𝑓(𝒙). 

Otra forma de escribir la ecuación (2.4) es como: 

(𝒙𝑡+1 −  𝒙𝑡) =  − 𝐽(𝒙𝑡) �̂�(𝒙𝑡+1)       (2.5) 

El método BFGS es llamado también método secante, por que satisface:  

𝐻(𝒙𝑡+1) s𝑡 =  q𝑡         (2.6) 

A la ecuación (2.6) se le llama la ecuación secante [9], donde: 

s𝑡 =  𝒙𝑡+1 −  𝒙𝑡         (2.7) 
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q𝑡 = 𝐽(𝒙𝑡+1) −  𝐽(𝒙𝑡)        (2.8) 

Los métodos de quasi-Newton son métodos donde la matriz Hessiana se obtiene con operaciones 

aritméticas en cada iteración [8]. Michelsen [1] propone utilizar el método BFGS de doble renglón, 

y que la matriz Hessiana sea reseteada a la matriz identidad en cada paso de la iteración.  

La aproximación por el método de BFGS de doble rango para la matriz Hessiana es [8]: 

𝐻𝑡+1 = 𝐻𝑡 + {
𝑞𝑞𝑇

<𝑠,𝑞>
−  

𝐻𝑠𝑠𝑇𝐻

<𝑠,𝐻𝑠>
}

𝑡

       (2.9) 

Reemplazando la identidad por la matriz Hessiana en la ecuación (2.9), se obtiene: 

𝐻𝑡+1 = 𝐼 +  {
𝑞𝑞𝑇

<𝑠,𝑞>
− 

𝑠𝑠𝑇

<𝑠,𝑠>
}

𝑡

       (2.10) 

Utilizando la fórmula de Sherman-Morrison-Woodbury [10], la inversa de la matriz Hessiana (�̂�𝑡+1) 

es: 

 �̂�𝑡+1 =  (𝐻𝑡+1) −1 = [𝐼 + (1 +  
<𝑞,𝑞>

<𝑠,𝑞>
)

𝑠𝑠𝑇

<𝑠,𝑞>
 −  (

𝑠𝑞𝑇𝐽+𝑞𝑠𝑇

<𝑠,𝑞>
)]

𝑡

   (2.11) 

Se reemplaza (2.11) en (2.5), para obtener que: 

[𝑥𝑡+1 −  𝑥𝑡] =  [𝐽 +  (1 + 
<𝑞,𝑞>

<𝑠,𝑞>
)

𝑠𝑠𝑇𝐽

<𝑠,𝑞>
 − (

𝑠𝑞𝑇𝐽+𝑞𝑠𝑇𝐽

<𝑠,𝑞>
)]

𝑡

    (2.12) 

La ecuación (2.12) se puede reescribir como: 

[𝑥𝑡+1 −  𝑥𝑡] =  [𝐽 +  
1

<𝑠,𝑞>
(< 𝑠 − 𝑞, 𝐽 > + 

<𝑞,𝑞><𝑠,𝐽>

<𝑠,𝑞>
) 𝑠 −  (

<𝑠,𝐽>

<𝑠,𝑞>
) 𝑞]

𝑡
  (2.13) 

Se utiliza la ecuación (2.13) para actualizar el valor de la variable independiente en el algoritmo del 

método. 

Implementación del BFGS – quasi-Newton 

Michelsen [1] sugiere utilizar como variable de iteración 𝛼𝑖, dada por 

𝛼𝑖 = 2 √𝑌𝑖          (2.14) 

La diferenciación de 𝑔∗ con respecto a 𝛼𝑖, es decir el Jacobiano, es: 

𝐽𝑖𝑗 =
𝜕𝑔∗

𝜕𝛼𝑖
=  √𝑌𝑖  (𝐿𝑛 (𝑌𝑖) + 𝐿𝑛 (�̂�𝑖) − ℎ𝑖)     (2.15) 

La matriz Hessiana viene dada por: 

𝐻𝑖𝑗 =
𝜕2𝑔∗

𝜕𝛼𝑖𝜕𝛼𝑗
= 𝛿𝑖𝑗 + (𝑌𝑖𝑌𝑗)

1/2 𝜕 𝑙𝑛 �̂�𝑖

𝜕𝑌𝑗
 +  

1

2
𝛿𝑖𝑗(𝐿𝑛 𝑌𝑖 + 𝐿𝑛 �̂�𝑖 − ℎ𝑖)  (2.16) 
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El segundo término de la ecuación (2.16) es igual a cero en el estacionario [1], por lo que 𝐻𝑖𝑗 se 

reduce a: 

𝐻𝑖𝑗 =  𝛿𝑖𝑗 +  (𝑌𝑖𝑌𝑗)
1/2 𝜕 𝑙𝑛 �̂�𝑖

𝜕𝑌𝑗
       (2.17) 

La evaluación de las derivadas parciales de la variable 𝑌𝑖  con respecto al logaritmo del coeficiente 

de fugacidad no es viable, y es por esta razón que se opta por un método de quasi-Newton. 

Muchas veces el método se aproxima a una solución trivial. Cuando la solución de la fase de prueba 

se acerca a la solución trivial, el radio de convergencia se aproxima a la unidad [11]. El radio de 

convergencia se define como: 

𝑟 =  
2 𝑔∗

𝛽
         (2.18) 

Donde 𝛽 se define como: 

𝛽 =  ∑ (𝑌𝑖 − 𝑧𝑖) 
𝜕𝑔∗(𝒀)

𝜕𝑌𝑖

𝑛𝑐
𝑖         (2.19) 

El criterio de convergencia utilizado es: 

∑(∆𝛼𝑖)2 < 𝑇𝑜𝑙         (2.20) 

Para una solución no trivial, y 

|𝑟 − 1| < 𝑇𝑜𝑙𝑅,  𝑔∗(𝑌𝑖)  <  𝑇𝑜𝑙𝐺      (2.21) 

Para una solución trivial. El criterio de convergencia dado por |𝑟 − 1| hace que el algoritmo de 

cálculo sea mucho más rápido. 

Algoritmo de cálculo [11] 

1. Evaluar los valores de ℎ𝑖 e inicializar 𝑌𝑖  

2. Un primer paso es calcular las nuevas variables a iterar. 

 𝛼𝑖
𝑡 = 2 √𝑌𝑖

𝑡  

3. Se calcula el valor del coeficiente de fugacidad con la ecuación de estado de Peng-Robinson, 

y se obtiene: 

𝐽𝑡 =  
𝛼𝑡

2
 (𝑙𝑛 𝑌𝑖

𝑡 + 𝑙𝑛 �̂�𝑖 − ℎ𝑖)       (2.22) 

4. Para una primera iteración, cuando 𝑘 = 0, 𝛼𝑖 se obtiene como: 

𝛼𝑖
𝑡+1 =  2 𝑒

(𝑙𝑛 �̂�𝑖 − ℎ𝑖)

2         (2.23) 

5. Repetir los siguientes pasos, hasta lograr la convergencia 

6. Obtener:  

 𝑌𝑖
𝑡+1 =  

1

4
 (𝛼𝑖

𝑡+1)
2
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 𝑦𝑖 =  
𝑌𝑖

∑ 𝑌𝑖
  

7. Calcular de nuevo el valor del coeficiente de fugacidad con PR. 

8. Actualizar las siguientes variables: 

 𝐽𝑡+1 =  
𝛼𝑡

2
 (𝑙𝑛 𝑌𝑖

𝑡 + 𝑙𝑛 �̂�𝑖(𝒚𝑡) − ℎ𝑖)  

 𝑠𝑡 =  𝛼𝑖
𝑡+1 − 𝛼𝑖

𝑡  

 𝑞𝑡 =  𝐽𝑖
𝑡+1 −  𝐽𝑖

𝑡  

9. Hacer: 

 𝛼𝑖
𝑡+1 =  𝛼𝑖

𝑡   

 𝐽𝑖
𝑡+1 =  𝐽𝑖

𝑡  

10. Calcular la inversa de la Hessiana con la ecuación (2.13), y hacer: 

𝛼𝑖
𝑡+1 =  𝛼𝑖

𝑡 + �̂�𝑡        (2.24) 

11. Calcular 𝑟 con (2.18) y revisar si se cumplió alguno de los criterios de convergencia: 

 ‖𝛼𝑡+1 − 𝛼𝑡‖  < 𝑇𝑜𝑙 

 |𝑟 − 1| < 𝑇𝑜𝑙𝑅 

 𝑔∗(𝑌𝑖)  <  𝑇𝑜𝑙𝐺 

12. Revisa el signo de 𝑔∗(𝑌𝑖) 

2.2. Método de Hooke-Jeeves 

Este método corresponde al tipo de métodos numéricos llamados métodos de búsqueda directa. 
Estos métodos no calculan ni aproximan las derivadas de la función objetivo. Basan los movimientos 
de búsqueda exclusivamente en los valores de la función objetivo. Estos métodos comparan una 
nueva solución con la solución anterior, para ver si se disminuye el valor de la función, es decir, los 
métodos aceptan nuevas iteraciones si se produce un descenso en el valor de la función [12]. Dentro 
de los métodos de búsqueda directa se encuentran los métodos búsqueda de patrón, al cual 
pertenece el método de Hooke-Jeeves. 

Los métodos de búsqueda de patrón se caracterizan por una serie de movimientos exploratorios 
que utilizan un patrón de puntos, independientes de la función objetivo. Los movimientos 
exploratorios se conducen sobre la iteración en curso antes de declarar una nueva iteración y 
actualizar la información [13]. 

El método requiere de una matriz base 𝑀 y una matriz generadora 𝛿. Se define el paso de prueba 
como: 

𝛿𝑖
𝑡 =  𝜌 𝑀𝑖

𝑡          (2.25) 

El parámetro 𝜌 controla el tamaño de paso de los movimientos exploratorios. 

Los puntos de prueba toman la siguiente forma: 

 𝑥𝑖
𝑡+1 =  𝑥𝑡 + 𝛿𝑖

𝑡        (2.26) 

Para el método, se genera un “anclaje temporal” que tiene se obtiene como: 

𝑥𝑖,0
𝑡+1 =  𝑥𝑖

𝑡+1 + (𝑥𝑖
𝑡+1 −  𝑥𝑡)       (2.27) 
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La función se evalúa en este punto de prueba y se acepta, como un “anclaje temporal”, aún si el 
“anclaje” no genera una mejora en la búsqueda del mínimo [13], es decir, aún si:  

 𝑓 (𝑥𝑖
𝑡+1 + (𝑥𝑖

𝑡+1 − 𝑥𝑡)) ≥ 𝑓(𝑥𝑖
𝑡+1) 

Los movimientos exploratorios dependerán de si la iteración temporal tuvo éxito o no. Si el 
movimiento fue bueno, el tamaño de paso y la matriz 𝛿 se reducen con el parámetro 𝜌. 

Los parámetros 𝜌 y 휀 definen el desempeño del método. Valores pequeños de 𝜌 provocará que el 
método sea más lento, porque implica cambios pequeños en los tamaños de pasos, lo cual hace que 
el algoritmo examine con más detalles los puntos vecinos en lugar de seguir adelante. El parámetro 
휀 determina el número de iteraciones que debe realizar el método, entre menor sea su valor, más 
iteraciones se realizan, generando valores más precisos de la solución, pero volviendo más lento el 
método. 

Para la implementación del método solo se requiere la evaluación de la función 𝑔∗ como función 
objetivo. La matriz base 𝐵 se obtiene con alguno de los estimados iniciales que se presentan en la 
sección siguiente. 

Algoritmo de cálculo [14]. 

1. Se hace un punto base a partir de un estimado inicial, y se evalúa la función 𝑔∗ 

2. Se hacen búsquedas locales en cada dirección, al cambiar paso a paso 𝑌𝑖  una distancia 𝛿𝑖
𝑡 

por cada lado, dado por la ecuación (2.27) y se evalúa la función objetivo para ver si un valor 
más bajo es obtenido, es decir, que se cumpla que: 

𝑓(𝒀𝑡+1) < 𝑓(𝒀𝑡)  
3. Si no hay decrecimiento de la función, el tamaño de paso se puede reducir y se hacen 

búsquedas a partir del mejor punto anterior. 

4. Si el valor de 𝑔∗ ha decricido, “un anclaje temporal”, 𝑌𝑖,0
𝑡+1 se localiza usando los puntos 

previos  𝑌𝑖
𝑡+1 y 𝑌𝑖

𝑡: 

𝑌𝑖,0
𝑡+1 =  𝑌𝑖

𝑡+1 +  (𝑌𝑖
𝑡+1 − 𝑌𝑡)      (2.28) 

5. Si el “anclaje temporal” da como resultado un valor menor de la función, una nueva 
búsqueda local se realiza sobre el “anclaje temporal”, se localiza un “nuevo anclaje” y se 
evalúa el valor de la función. Esta expansión se efectúa mientras la función decrece. 

6. Si el “anclaje temporal” no da como resultado en un valor menor de la función objetivo, una 
búsqueda se hace desde el mejor punto previo. 

7. Se revisa si se cumple el criterio de convergencia: 
휀 ≤ 𝑡𝑎𝑚𝑎ñ𝑜 𝑑𝑒 𝑝𝑎𝑠𝑜        (2.29) 

8. Revisar si no se obtuvo una solución trivial, y revisar el signo de 𝑔∗ 
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2.3. Método Híbrido 

El método híbrido hace referencia a la conjunción de los dos métodos numéricos empleados. La 

necesidad de crear un híbrido surge por las ventajas y las desventajas que presenta cada uno de los 

métodos empleados: 

 Quasi-Newton: La ventaja de este método es que toma poco tiempo realizar el análisis de 

estabilidad, pero tiene problemas en las regiones del crítico o cercanas al crítico para 

encontrar el mínimo correcto, aunque se utilice una buena cantidad de estimados iniciales. 

 Hooke-Jeeves: La ventaja de este método es que puede encontrar los mínimos en las 

regiones del crítico y cercanas al crítico, pero el método requiere demasiadas evaluaciones 

de la función, y esto hace que el tiempo de cómputo sea muy grande, sobre todo, para 

mezclas de muchos compuestos. 

El híbrido realiza las primeras iteraciones con el método de Hooke-Jeeves, para luego utilizar el 

método quasi-Newton. 

En las vecindades del crítico de una mezcla, se forma una nueva fase con una composición muy 

similar a la fase original, y el quasi-Newton cae en la solución trivial. La idea es acercar el quasi-

Newton a la solución para evitar que “caiga” en la solución trivial y llegue a la solución correcta, 

utilizando primero el método de Hooke-Jeeves. 

En la sección de resultados se hace una discusión del desempeño de los métodos y el híbrido. El 

desempeño de cada método se ve afectado por los parámetros de convergencia, y para el caso del 

híbrido, de la elección del número de pasos del Hooke-Jeeves. 

Otro factor que afecta el que se obtenga el mínimo correcto es por la inicialización que se le dé a la 

composición de prueba. 

2.4. Inicialización 

Como se mencionó antes, el que se obtenga una solución correcta del mínimo empleando estos 

métodos depende fuertemente de un buen estimado inicial, ya que ambos métodos localizan 

mínimos locales. Esto se debe a que los métodos localizan los mínimos en las vecindades de este. Si 

se tiene un líquido que forma un vapor, el mínimo se localiza para la fase de prueba con composición 

de un vapor. 

Un primer conjunto de estimados iniciales se obtiene al tratar a la fase de prueba como un líquido 

o un vapor: 

1) Vapor:  𝑌𝑖 = 𝑧𝑖  𝐾𝑤𝑖 

2) Líquido:  𝑌𝑖 =
𝑧𝑖 

𝐾𝑤𝑖
 

Donde  𝐾𝑤𝑖 para es la razón de equilibrio vapor-líquido, y cuyos valores se estiman con la 

correlación de Wilson: 
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𝐾𝑤𝑖 =  
1

𝑃𝑟𝑖
 𝑒

5.37(1+𝑤𝑖)(1− 
1

𝑇𝑟𝑖
)
       (2.30) 

Cuando se tienen múltiples equilibrios, este conjunto de estimados iniciales es insuficiente, por lo 

que Michelsen [1] propone otro conjunto de estimados iniciales: 

3) 𝑌𝑖 =  𝑒ℎ𝑖 

4) 𝑌𝑖 =  
1

2 (𝑌𝑖
𝑉+ 𝑌𝑖

𝐿)
 

El estimado inicial dado por 3) corresponde a un gas ideal hipotético, y 4) es la media aritmética de 

las composiciones de las fases vapor y líquido [1]. 

 

Otro conjunto de estimados iniciales propuesto por Li y Firoozabadi [4] utilizado en el presente 

trabajo es: 

5) 𝑌𝑖 = 𝑧𝑖  √𝐾𝑤𝑖
3  

6) 𝑌𝑖 =
𝑧𝑖

√𝐾𝑤𝑖
3  

También es posible que la nueva fase sea rica en un componente, por lo que otro conjunto de 

estimados iniciales es: 

7) 𝑌𝑖 =  
1−𝑌𝑠

𝑠−1
,  𝑌𝑠 = 0.999 

El conjunto dado por 7) corresponde a la elección de un compuesto 𝑠, como un componente clave. 

En principio, todos los componentes pueden ser seleccionados como componente clave. 

En total, se tienen 𝑛𝑐 + 6 estimados iniciales. Entre mayor sea la cantidad de estimados iniciales, se 

tendrán mejores posibilidades de hallar el mínimo, pero un conjunto mayor de estimados iniciales 

puede ocasionar que el tiempo de cómputo sea mucho mayor. Los resultados indican que con esta 

cantidad de estimados iniciales es suficiente para tratar cualquier mezcla. 

Parte del algoritmo del análisis de estabilidad es seleccionar un estimado inicial, hacer el análisis y 

ver el signo de 𝑔∗. Si es negativo, es inestable, y si es estable, se selecciona otro estimado inicial. Si 

se probaron todos los estimados iniciales sin encontrar un mínimo negativo, se puede decir que, 

según el algoritmo implementado, la mezcla es estable. 

Otro factor a considerar es cuando, al momento de calcular el logaritmo del coeficiente de fugacidad 

de la fase de prueba, se tiene el caso en el que se hay múltiples raíces del factor de compresibilidad, 

(ver apéndice A.3). Michelsen [1] sugiere que se seleccione el factor de compresibilidad con el que 

se obtenga la menor energía de Gibbs. 

El logaritmo del coeficiente de fugacidad se calcula utilizando una ecuación de estado cúbica. En el 

presente trabajo se utilizó la ecuación de Peng-Robinson (Apéndice A.1), con la regla de mezclado 

de Van der Waals (Apéndice A.2). 
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3. Módulo computacional para el análisis de estabilidad 

de fases 

Se parte del módulo Básicas, el cuál fue desarrollado por el Dr. Enrique Bazúa Rueda y el Dr. 

Fernando Barragán Aroche, en 1999, en el departamento de Ingeniería Química de la UNAM. A dicho 

módulo se le anexaron las rutinas para el análisis de estabilidad. 

Los programas del módulo Básicas empleados para el presente trabajo se enlistan a continuación: 

 Subrutina Prop 

 Subrutina Flash 

 Subrutina FlashLL 

 Subrutina FlashLLV 

Las subrutinas adicionadas al módulo tienen por objetivo realizar el análisis de estabilidad a una, 

dos y tres fases, con la ayuda de los métodos de solución descritos en la sección 2. También se tiene 

por objetivo el poder generar “envolventes de fases”, y poder identificar las fases y el tipo de 

equilibrio en los envolventes. A continuación, se enlistan los programas principales y los programas 

auxiliares desarrollados. 

 Programa pare el análisis de estabilidad a una fase: Subrutina Stab_test. 

 Programa para el análisis de estabilidad a dos fases: Subrutina Stab_test_two_phases. 

o Subrutina Sub_STTP_2 

 Subrutina para el análisis de estabilidad a tres fases: Subrutina Stab_test_three_phases. 

 Programa para generar “envolventes de fase”: Subrutina Envelope 

 Programa para identificar los equilibrios: Subrutina Type_Eql 

 Subrutinas auxiliares para inicializar el análisis de estabilidad 

o Subrutina Value_H 

o Subrutina Michelsen 

o Subrutina Inital_guess 

o Función Fmin 

 Programa para implementar el quasi-Newton: Función Quasi-Newton 

o Función Jac 

o Función Rad 

El programa para implementar el método de Hooke-Jeeves fue proporcionada por M. en C. César 

Carreón Otañez de la facultad de ciencias de la UNAM, versión original dada por Arthur Kaupe [14], 

versión en FORTRAN 90® dada por John Burkardt. 

 Programa para implementar el método de Hooke-Jeeves: Programa Hooke 

o Función Best_Nearby. 

o Subrutina Trivial. 

Los programas fueron desarrollados en lenguaje FROTRAN 90®. 
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3.1. Descripción de las rutinas del módulo Básicas utilizadas 

El módulo permite realizar el cálculo de propiedades con ecuaciones de estado, y cálculos 

termodinámicos del equilibrio de fases. 

3.1.1. Subrutina Prop 

Esta subrutina hace el cálculo del logaritmo de la fugacidad utilizando una ecuación cúbica de 

estado. Se debe especificar el tipo fase, como líquido o vapor, la composición de la mezcla, y la 

ecuación de estado a emplear. 

3.1.2. Subrutina Flash 

Rutina que realiza el cálculo Flash de una mezcla dada la presión, temperatura y composición, para 

un equilibrio líquido-vapor. Si se tiene un estimado inicial, se puede inicializar el cálculo de la 

composición de las fases del líquido y vapor, si no, se tiene una subrutina que hace la inicialización 

de la composición de las nuevas fases. 

3.1.3. Subrutina FlashLL 

Rutina que realiza el cálculo Flash de una mezcla dada la presión, la temperatura y composición, 

para un equilibrio líquido-líquido. Se puede inicializar el cálculo la composición de las fases de los 

líquidos como el caso del Flash, si no, se requiere de la elección de un componente clave para hacer 

la inicialización. 

3.1.4. Subrutina FlashLLV 

Rutina que realiza el cálculo Flash a tres fases, para un equilibrio Líquido-Líquido-Vapor, dando la 

presión, la temperatura y composición de la mezcla. Se puede inicializar el cálculo de las nuevas 

fases como en el caso del FlashLL, es decir, se requiere un componente clave. 
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3.2. Rutinas agregadas al módulo Básicas 

3.2.1. Subrutina Quasi_Newton 

En este programa se lleva a cabo el algoritmo del método Quasi-Newton BFGS, descrito en la sección 

2.1. El programa requiere de los programas auxiliares, la función Jac para la obtención de la matriz 

Jacobiana, y la función Rad para calcular el radio de convergencia. 

Variables de entrada 

Se requiere la información de la mezcla, un estimado inicial, el número de componentes de la 

mezcla, y los criterios de convergencia para una solución no trivial y para una solución trivial. 

Tabla 1. Variables de entrada para el programa Quasi_Newton. 

Variable Símbolo Descripción 

Composición de mezcla 𝑧𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las fracciones 
mol de los compuestos de la mezcla. 

Estimado inicial 𝐸𝐼 
Valor para seleccionar un estimado inicial, 
definidos en la sección 2.4. 

Número de compuestos 𝑛𝑐 
El número de compuestos que forma la 
mezcla. 

Criterio de convergencia 𝑇𝑜𝑙 
Tolerancia de la convergencia para la solución 
no trivial, definido por (). 

Criterios de salida 𝑇𝑜𝑙𝑅, 𝑇𝑜𝑙𝐺 
Definen los criterios de convergencia para 
una solución trivial, definidos por (). 

 

El programa terminará si se cumple alguno de los siguientes criterios de convergencia: 

 ‖𝛼𝑡+1 − 𝛼𝑡‖  < 𝑇𝑜𝑙 

 |𝑟 − 1| < 𝑇𝑜𝑙𝑅 

 𝑔∗(𝒀)  <  𝑇𝑜𝑙𝐺 

También se terminará si el valor de 𝑔∗ empieza a divergir, o si se llegó a un máximo de iteraciones. 
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Variables de salida 

El algoritmo calcula la composición de la fase de prueba y las variables  

𝑌𝑖, así como el número de iteraciones con las que se detuvo el método. 

Tabla 2. Variables calculadas por el programa Quasi_Newton. 

Variable Símbolo Descripción 

Composición de fase de 
prueba 

𝑦𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las fracciones 
mol de los compuestos de la fase de prueba. 

Variable 𝒀 𝑌𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las variables 
definidas por la ecuación (1.89). 

Número de iteraciones 𝑖𝑡𝑒 
Número de iteraciones para que el método se 
detuviera. 

 

En las figuras 7, 8 y 9 se muestra el diagrama de flujo del programa Quasi_Newton.  
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Figura 7. Algoritmo de cálculo subrutina Quasi_Newton (1). 

 

 

 

 

  

INICIO 

Llamar subrutinas de inicialización: 

 Value_H 

 Initial_Guess 

 Michelsen 

Cálculo de las variables para 𝑡 =  0, con: 

𝛼𝑖
𝑡 = 2√𝑌𝑖  

𝛼𝑖
𝑡+1 = 2𝑒𝑙𝑛(𝜑𝑖)−ℎ𝑖  

Llamar Función Jac 

Definir: 

 𝑇𝑜𝑙 

 𝑇𝑜𝑙𝑅 

 𝑇𝑜𝑙𝐺 

1 
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Figura 8. Algoritmo de cálculo subrutina Quasi_Newton (2). 

 

 

 

 

 

 

  

No 

Hacer: 

𝛼𝑡 =  𝛼𝑡+1 

𝐽𝑡 =  𝐽𝑡+1 

¿ 𝑆𝑒 𝑐𝑢𝑚𝑝𝑙𝑒 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑛𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑜𝑠  

𝑐𝑟𝑖𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎? 

Si 

Llamar Función Jac 

2 

3 

1 

Calcular: 

𝑔𝑡 =  𝐽𝑖
𝑡+1 −  𝐽𝑖

𝑡  

𝑠𝑡 =  𝛼𝑖
𝑡+1 −  𝛼𝑖

𝑡 

 

Llamar Función Fmin 

Fin 



35 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 9. Algoritmo de cálculo subrutina Quasi_Newton (3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Actualizar los valores de 𝛼 con: 

𝛼𝑡+1 =  𝛼𝑡 −  [𝐽 +
1

⟨𝑠|𝑔⟩
(⟨𝑠 − 𝑔|𝐽⟩ +  

⟨𝑔|𝑔⟩⟨𝑠|𝐽⟩

⟨𝑠|𝑔⟩
 ) 𝑠 −  

⟨𝑠|𝐽⟩

⟨𝑠|𝑔⟩
𝑔]

𝑡

  

Llamar funciones: 

 Fmin 

 Rad 

Calcular: 

‖𝑎𝑖
𝑡+1 −  𝛼𝑖

𝑡‖  

3 

2 
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3.2.1.1. Subrutina Jac 

Programa auxiliar al programa Quasi_Newton. En esta subrutina se calcula la matriz Jacobiana y los 

valores de las variables 𝑦𝑖  y 𝑌𝑖. 

Variables de entrada  

El programa requiere de la composición de la mezcla, la constante ℎ𝑖 y la variable de iteración del 

programa Quasi_Newton. 

Tabla 3. Variables de entrada para el  programa Jac. 

Variable Símbolo Descripción 

Composición de mezcla 𝑧𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las fracciones 
mol de los compuestos de la mezcla. 

Constante 𝒉 ℎ𝑖 
Vector de dimensión 𝑛𝑐, definido en la 
ecuación (1.85) 

Alfa 𝛼𝑖 
Variable de iteración del método, definida en 
la ecuación (2.14) 

 

Variables de salida 

El programa actualiza las variables 𝑦𝑖  y 𝑌𝑖, a partir de la variable de iteración, y calcula la matriz 

Jacobiana con respecto a la variable 𝛼. 

Tabla 4. Variables calculadas por el programa Jac. 

Variable Símbolo Descripción 

Composición de fase de 
prueba 

𝑦𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las fracciones 
mol de los compuestos de la fase de prueba. 

Variable 𝒀 𝑌𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 definido por la 
ecuación (1.89). 

Matriz Jacobiana 𝐽𝑖 
Vector de dimensión 𝑛𝑐, que corresponde a 
la matriz Jacobiana definida por (2.23) 

 

En la figura 10 se muestra el diagrama de flujo del programa Jac. 
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Figura 10. Algoritmo de cálculo función Jac. 

 

 

 

  

INICIO 

FIN 

Calcular el Jacobiano:  

𝐽𝑖 =
𝛼𝑖

2
[𝐿𝑜𝑔(𝑌𝑖) + 𝐿𝑜𝑔(𝜑𝑖) − ℎ𝑖]  

Llamar Subrutina Michelsen 

Calcular: 

𝑌𝑖 =  
1

4
 (𝛼𝑖)2 

𝑦𝑖 =  
𝑌𝑖

∑ 𝑌𝑖
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3.2.1.2. Función Rad 

Programa auxiliar al programa Quasi_Newton. En esta subrutina se calcula el radio de convergencia, 

definido en la ecuación (2.18). Cuando el valor del radio de convergencia se aproxima a un valor de 

uno, el programa Quasi_Newton se detiene para hacer otra búsqueda. 

Variables de entrada 

El programa requiere las composiciones de la fase de prueba y de la mezcla, y de la variable 𝑌𝑖.  

Tabla 5. Variables de entrada para el programa Rad. 

Variable Símbolo Descripción 

Composición de mezcla 𝑧𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las fracciones 
mol de los compuestos de la mezcla. 

Variable 𝒀 𝑌𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 definido por la 
ecuación (1.89). 

Composición de fase de 
prueba 

𝑦𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las fracciones 
mol del compuesto de la fase de prueba. 

 

Variables de salida. 

El programa solo regresa el valor del radio de convergencia. El cálculo requiere del Jacobiano, pero 

esta vez en función de la variable 𝑌𝑖, definido en la ecuación (2.15). 

Tabla 6. Variables calculadas por el programa Rad. 

Variable Símbolo Descripción 

Radio de convergencia 𝑟 
Parámetro de convergencia para una solución 
trivial, definido por (2.18) 

 

En la figura 11 se muestra el diagrama de flujo del programa Rad. 
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Figura 11. Algoritmo de cálculo función Rad. 

 

 

 

 

 

  

INICIO 

FIN 

Llamar programas:  

 Value_H 

 Michelsen 

Calcular:  

𝐽𝑖 = 𝐿𝑜𝑔(𝑌𝑖) + 𝐿𝑜𝑔(𝜑𝑖) − ℎ𝑖 

𝛽 =  (𝑌𝑖 −  𝑧𝑖) 𝐽𝑖 

Llamar función Fmin  

𝑟 = 2 
𝑔∗

𝛽
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3.2.2. Subrutina Hooke 

Programa proporcionado por M. en C. César Carreón Otañez. Este programa realiza el algoritmo 

para el método de Hooke-Jeeves, descrito en la sección 2.2. El programa requiere de los programas 

auxiliares, el programa Best_Nearby, y el programa Trivial. 

Variables de entrada 

El programa requiere de la composición de la mezcla, de la matriz generadora, con la variable 𝑌𝑖  

inicializada, el número de variables que corresponde al número de compuestos de la mezcla, el 

parámetro 𝜌, que controla el tamaño de paso a medida que el programa se acerca a la solución, y 

los parámetros de paro. 

Tabla 7. Variables de entrada para el programa Hooke. 

Variable Símbolo Descripción 

Composición de mezcla 𝑧𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las fracciones 
mol de los compuestos de la mezcla 

Punto de inicio 𝐵 
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con el estimado 
inicial 

Número de variables 𝑛𝑣 
El número de variables se define por el 
número de compuestos de la mezcla. 

Rho 𝜌 Parámetro que controla el tamaño de paso. 

Tolerancia 휀 
Criterio de convergencia del método, 
definido por (2.30). 

Máximo de iteraciones 𝐼𝑡𝑒𝑟𝑚𝑎𝑥 Número máximo de iteraciones. 
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Variables de salida 

El programa regresa el punto donde la variable encuentra un mínimo, y el número de iteraciones 

con las que se detuvo el método. 

Tabla 8. Variables calculadas por el programa Hooke. 

Variable Símbolo Descripción 

Variable independiente 𝐸𝑛𝑑𝑝𝑡 
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con el resultado de la 
variable 𝑌𝑖  en el mínimo. 

Número de iteraciones 𝐼𝑡𝑒𝑟𝑠 Número de iteraciones realizadas. 

 

El método se detendrá si se llegó al criterio de convergencia definido en (2.30), si se llegó al máximo 

de iteraciones, o si la función se ha evaluado más de 2 ∙ 105 𝑛𝑣 veces. Para este método no hay un 

criterio de convergencia cuando se tiene una solución trivial como en el quasi-Newton, por lo que 

se agregó una subrutina que descarta la solución en el caso trivial, la subrutina Trivial. 

Para el caso del híbrido, con la variable 𝑖𝑡𝑒𝑟𝑚𝑎𝑥 se define la cantidad de pasos que ha realizar por 

el programa Hooke antes de pasar al programa Quasi-Newton. 

La función objetivo se representa, para este programa y los programas auxiliares a este, como 𝑓(𝒀). 

En las figuras 40, 41, 42 y 43 se muestra el diagrama de flujo del programa Hooke. 
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Figura 12. Algoritmo de cálculo función Hooke (1). 

 

 

 

  

INICIO 

 Si 𝑌𝑖
0 = 0̅ 

𝛿 =  𝜌 

 Si 𝑌𝑖
0 ≠ 0̅  

 𝛿 =  𝜌  |𝑌𝑖
0| 

Para 𝑘 = 0, hacer: 

𝑌𝑖
𝑡 =  𝑌𝑖

0 

𝑇𝑎𝑚𝑎ñ𝑜 𝑑𝑒 𝑝𝑎𝑠𝑜 =  𝜌 

1 

Llamar Función Fmin 

Subrutina de inicialización (matriz base 𝐵) 

 Initial_Guess 

Definir: 

 𝜌 

 휀 

 𝑖𝑡𝑒𝑟𝑚𝑎𝑥 
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No 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 13. Algoritmo de cálculo función Hooke (2). 

 

 

 

  

No 

Si 

𝑡 < 𝑖𝑡𝑒𝑟𝑚𝑎𝑥 

y  

휀 < 𝑇𝑎𝑚𝑎ñ𝑜 𝑑𝑒 𝑝𝑎𝑠𝑜 

Si 

1 

𝑓(𝑌𝑖
𝑡+1) <  𝑓(𝑌𝑖

𝑡) 

FIN 
Llamar función Best_Nearby  

2 

5 

4 

Hacer: 

𝑡 = 𝑡 + 1 

𝑌𝑖
𝑡+1 =  𝑌𝑖

𝑡  

3 

Hacer: 

𝑒𝑛𝑑𝑝𝑡 =  𝑌𝑖
𝑡 

Llamar subrutina Trivial 

Hacer: 

𝑓(𝑌𝑖
𝑡+1) =  𝑓(𝑌𝑖

𝑡) 
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Figura 14. Algoritmo de cálculo función Hooke (3). 

 

  

No 

Si 

Localizar “Ancla temporal 𝑌𝑡” 

𝑌𝑡 =  𝑌𝑖
𝑡  

𝑌𝑖
𝑡 = 𝑌𝑖

𝑡+1 

𝑌𝑖,0
𝑡+1 = 𝑌𝑖

𝑡+1 + (𝑌𝑖
𝑡+1 −  𝑌𝑡) 

Llamar Función Best_Nearby  

𝑓(𝑌𝑖
𝑡) ≤  𝑓(𝑌𝑖

𝑡+1) 

Hacer: 

𝑓(𝑌𝑖
𝑡) =  𝑓(𝑌𝑖

𝑡+1) 

2 

4 

3 

Corregir el signo de δ 

 Si 𝑌𝑖
𝑡+1 ≤ 𝑌𝑖

𝑡 

𝛿𝑖 =  −𝑎𝑏𝑠(𝛿𝑖) 

 Si 𝑌𝑖
𝑡+1 > 𝑌𝑖

𝑡 

𝛿𝑖 =  𝑎𝑏𝑠(𝛿𝑖) 
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Figura 15. Algoritmo de cálculo función Hooke (4). 

 

 

 

 

 

  

Si 

No 

No 

5 

Reducir tamaño de paso y 𝛿𝑖 con: 

𝑇𝑎𝑚𝑎ñ𝑜 𝑑𝑒 𝑝𝑎𝑠𝑜 = (𝑇𝑎𝑚𝑎ñ𝑜 𝑑𝑒 𝑝𝑎𝑠𝑜) ∙ 𝜌 

𝛿𝑖 = 𝜌 𝛿𝑖  

¿ 𝐸𝑠 𝑓(𝑌𝑖
𝑡) ≤  𝑓(𝑌𝑖

𝑡+1) 

y  
휀 < 𝑇𝑎𝑚𝑎ñ𝑜 𝑑𝑒 𝑝𝑎𝑠𝑜? 

5 

3 

Si (0.5 |𝛿𝑖|)  
< 

|𝑌𝑖
𝑡+1 −  𝑌𝑖

𝑡| 

4 

5 
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3.2.2.1. Función Best_Nearby 

Programa auxiliar al programa Hooke. Busca el mejor punto (cercano) de la función, una coordenada 

a la vez. 

Variables de entrada 

El programa requiere de la composición de la mezcla, un punto calculado por el programa Hooke 

que se va a examinar, el mejor valor de la función obtenido por el Hooke en la iteración 

correspondiente, el número de variables y el tamaño de paso 𝛿. 

Tabla 9. Variables de entrada para el programa Best_Nearby. 

Variable Símbolo Descripción 

Composición de mezcla 𝑧𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las fracciones 
mol de la mezcla. 

Punto de inicio 𝑃𝑜𝑖𝑛𝑡 
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las variables a 
examinar. 

Valor anterior 𝑃𝑟𝑒𝑣𝑒𝑠𝑡 
Valor mínimo de la función probado en la 
iteración correspondiente.  

Número de variables 𝑛𝑣 El número de compuestos 𝑛𝑐. 

Delta 𝛿𝑖  Vector de dimensión 𝑛𝑐 definido por (2.26). 

 

Variables de salida 

El programa regresa el punto de entrada ya examinado y actualizado, el número de evaluaciones de 

la función objetivo y el valor mínimo encontrado para la función objetivo. 

Tabla 10. Variables calculadas por el programa Best_Nearby 

Variable Símbolo Descripción 

Variable actualizada 𝑃𝑜𝑖𝑛𝑡 
Vector de dimensión 𝑛𝑐 del punto que 
pudiera ser actualizado. 

Funciones evaluadas 𝐹𝑢𝑛𝑒𝑣𝑎𝑙𝑠 Número de evaluaciones de la función. 

Valor de la función 
objetivo 

𝑔∗ 
El valor mínimo de la función después de 
verificar los vecinos cercanos. 

 

En las figuras 16 y 17 se muestra el diagrama de flujo del programa Best_Nearby. 
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Figura 16. Algoritmo de cálculo función Best_Nearby (1). 

  

No 

Si 

INICIO 

Búsqueda a partir del mejor punto previo: 

𝑚𝑖𝑛𝑓 = 𝑓(𝑌𝑖
𝑡) 

𝑌𝑖
𝑡+1 =  𝑌𝑖

𝑡 

Hacer: 

𝑌𝑖
𝑡+1 =  𝑌𝑖

𝑡+1 +  𝛿𝑖  

Corregir el signo de delta:  

𝛿 =  −𝛿 

𝑌𝑖
𝑡+1 =  𝑌𝑖

𝑡 +  𝛿𝑖  

Llamar Función Fmin 

¿𝑓(𝑌𝑖
𝑡+1)  < 𝑚𝑖𝑛𝑓? 

Hacer:  

𝑚𝑖𝑛𝑓 =  𝑓(𝑌𝑖
𝑡+1)  

2 

1 

Llamar función Fmin 
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Figura 17. Algoritmo de cálculo función Best_Nearby (2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 Si  𝑓(𝑌𝑖
𝑡+1)  < 𝑚𝑖𝑛𝑓 

𝑚𝑖𝑛𝑓 =  𝑓(𝑌𝑖
𝑡+1) 

 Si 𝑓(𝑌𝑖
𝑡+1)  ≥ 𝑚𝑖𝑛𝑓 

𝑌𝑖
𝑡+1 =  𝑌𝑖

𝑡 

Hacer:  

𝑌𝑖
𝑡 =  𝑌𝑖

𝑡+1 

𝑔∗ = 𝑚𝑖𝑛𝑓 

FIN 

1 

2 
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3.2.2.2. Subrutina Trivial 

Esta subrutina se creó por la necesidad de descartar el mínimo localizado por el programa Hooke, 

cuando la solución corresponde a la solución trivial. 

Variables de entrada 

El programa requiere de la composición de la mezcla, la solución que encuentra el programa Hooke, 

y el número de variables. 

Tabla 11. Variables de entrada para el programa Trivial. 

Variable Símbolo Descripción 

Composición de mezcla 𝑧𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las fracciones 
mol de los compuestos de la mezcla. 

Variable 𝒀 𝑌𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 de las variables 
definidas en (1.89). 

Número de componentes 𝑛𝑐 
Cantidad de componentes que forman la 
mezcla. 

 

Las variables 𝑌𝑖  corresponden a las variables de salida 𝐸𝑛𝑑𝑝𝑡 del programa Hooke. 

Variables de salida 

El programa regresa un valor de cero si la solución del método corresponde a la solución trivial, si 

no se llama al programa Fmin para calcular el valor de 𝑔∗. 

Tabla 12. Variable calculada por el programa Trivial. 

Variable Símbolo Descripción 

Valor de la función 
objetivo 

𝑔∗ Valor de 𝑔∗ definido por (1.91) 

 

En la figura 18 se muestra el diagrama de flujo del programa Trivial. 
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Figura 18. Algoritmo de cálculo subrutina Trivial. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

No Si 

FIN 

Calcular: 

𝛿𝑖 =  𝑧𝑖 − 𝑌𝑖  

𝛿 =  ∑(𝛿𝑖)2  

¿Es 𝛿 > 1 × 10−15? 

Llamar Función Fmin  𝑉𝑎𝑙 = 0 

INICIO 



51 
 

3.2.3. Value_H 

Subrutina para calcular los valores de ℎ𝑖, definidos por la ecuación (1.56). Este programa hace uso 

de la subrutina Prop para calcular el coeficiente de fugacidad. 

Variables de entrada 

La única variable que se requiere para este programa es la composición de la mezcla de entrada. 

Tabla 13. Variable de entrada para el programa Value_H. 

Variable Símbolo Descripción 

Composición de mezcla 𝑧𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las fracciones 
mol de los compuestos de la mezcla. 

 

Variables de salida 

La única variable que calcula este programa es la constante ℎ𝑖. El programa define el tipo de fase 

que se tiene, si es un líquido o un vapor.  

Tabla 14. Variable calculada por el programa Value_H. 

Variable Símbolo Descripción 

Constante 𝒉 ℎ𝑖 Vector de dimensión 𝑛𝑐, definido en (1.85) 

 

En la figura 19 se muestra el diagrama de flujo del programa Value_H. 
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Figura 19. Algoritmo de cálculo subrutina Vaule_H.  

INICIO 

FIN 

Llamar subrutina Prop 

Entrada 

𝑧𝑖, Fase 

Salida 

𝜑𝑖
𝑉  

Llamar subrutina Prop 

Entrada 

𝑧𝑖, Fase 

Salida 

𝜑𝑖
𝐿  

Calcular:  

𝐺𝑉 =  ∑ {𝑧𝑖  (𝑙𝑛(𝑧𝑖) + 𝑙𝑛(𝜑𝑖
𝑉))}𝑛𝑐

1   

Calcular:  

𝐺𝐿 =  ∑ {𝑧𝑖  (𝑙𝑛(𝑧𝑖) + 𝑙𝑛(𝜑𝑖
𝐿))}𝑛𝑐

1   

 Si 𝐺𝑉  >  𝐺𝐿 

𝜑𝑖 = 𝜑𝑖
𝑣 

La mezcla es un vapor 

 Si 𝐺𝐿  ≥  𝐺𝑉 

𝜑𝑖 = 𝜑𝑖
𝐿 

La mezcla es un líquido 

 

ℎ𝑖 = 𝐿𝑜𝑔(𝑧𝑖) + 𝐿𝑜𝑔(𝜑𝑖) 

Fase = Vapor Fase = Líquido 
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3.2.4. Subrutina Michelsen 

Programa que selecciona el coeficiente de fugacidad de la fase con la menor energía de Gibbs. La 

ecuación de estado empleada para el cálculo de los coeficientes de fugacidad es la ecuación de Peng-

Robinson. Este programa hace uso de la subrutina Prop para calcular el coeficiente de fugacidad. 

Variables de entrada 

Las variables de entrada al programa son la composición de la mezcla y la variable 𝑌𝑖. 

Tabla 15. Variables de entrada para el programa Michelsen. 

Variable Símbolo Descripción 

Composición de mezcla 𝑧𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las fracciones 
mol de los compuestos de la mezcla. 

Variable 𝒀 𝑌𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 de las variables 
definidas por (1.89). 

 

Variables de salida 

El programa regresa el coeficiente de fugacidad, y define el tipo de fase que se tiene, si es un líquido 

o un vapor. 

Tabla 16. Variable calculada por el programa Michelsen. 

Variable Símbolo Descripción 

Coeficiente de fugacidad 𝜑𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con los coeficientes 
de fugacidad para 𝑦𝑖. 

 

En el caso de tener múltiples raíces, el programa define la fase de mezcla como un líquido o un 

vapor. 

En la figura 20 se muestra el diagrama de flujo del programa Michelsen. 
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Figura 20. Algoritmo de cálculo subrutina Michelsen.  

INICIO 

Llamar subrutina Prop 

Entradas: 

𝑦𝑖, Fase 

Salida: 

𝜑𝑖
𝑉 

Llamar subrutina Prop 

Entradas: 

𝑦𝑖, Fase 

Salidas: 

𝜑𝑖
𝐿 

 

𝐺𝑉 =  ∑ {𝑌𝑖  (𝐿𝑜𝑔(𝑌𝑖) + 𝐿𝑜𝑔(𝜑𝑖
𝑉) − ℎ𝑖)}𝑛𝑐

1   𝐺𝐿 =  ∑ {𝑌𝑖  (𝐿𝑜𝑔(𝑌𝑖) + 𝐿𝑜𝑔(𝜑𝑖
𝐿) − ℎ𝑖)}𝑛𝑐

1   

 Si 𝐺𝑉  >  𝐺𝐿 

𝜑𝑖 = 𝜑𝑖
𝑣 

La fase de prueba es un vapor 

 Si 𝐺𝐿  ≥  𝐺𝑉 

𝜑𝑖 = 𝜑𝑖
𝐿 

La fase de prueba es un líquido 

Llamar Subrutina Value_H 

FIN 

Fase = Vapor Fase = Líquido 
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3.2.5. Subrutina Initial_Guess 

Subrutina que hace los estimados iniciales para la fase de prueba, definidos en la sección 2.4. Con 

la variable 𝐸𝐼 se va seleccionando el tipo de prueba, una a la vez. 

Variables de entrada 

Las variables de entrada al programa son la composición de la mezcla y el valor para seleccionar un 

estimado inicial. 

Tabla 17. Variables de entrada para el programa Initial_Guess. 

Variable Símbolo Descripción 

Composición de mezcla 𝑧𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con la fracción mol 
de los compuestos de la mezcla. 

Estimado inicial 𝐸𝐼 
Valor para seleccionar un estimado inicial, 
definidos en la sección 2.4. 

 

Además de las variables de entrada especificadas en la tabla (13), el programa requiere de las 

propiedades de los componentes que forman la mezcla, como 𝑇𝐶 , 𝑃𝑐  𝑦 𝜔. 

Variables de salida 

El programa calcula las variables 𝑦𝑖  y 𝑌𝑖  para inicializar los cálculos de los métodos. 

Tabla 18. Variables calculadas por el programa Inital_Guess. 

Variable Símbolo Descripción 

Composición de fase de 
prueba 

𝑦𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las fracciones 
mol de la fase de prueba. 

Variable 𝒀𝒊 𝑌𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐, con la variable 
definida en (1.89). 

 

En total se tiene un conjunto de 𝑛𝑐 + 6 estimados iniciales. 

En la figura 21 se muestra el diagrama de flujo del programa Initial_Guess. 
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Figura 21. Algoritmo de cálculo subrutina Initial_Guess.  

INICIO 

FIN 

Calcular: 

𝑇𝑟𝑖 =  
𝑇

𝑇𝑐𝑖
  

𝑃𝑟𝑖 =  
𝑃

𝑃𝑐𝑖
  

𝐾𝑤𝑖 =  
1

𝑃𝑟𝑖
 𝑒

5.37(1+ 𝜔𝑖)(1−
1

𝑇𝑟𝑖
)
  

 

 Si 𝐸𝐼 = 1, fase de prueba como vapor 

𝑌𝑖 =  𝑧𝑖 𝐾𝑤𝑖 

 Si 𝐸𝐼 = 2, fase de prueba como líquido 

𝑌𝑖 =  
𝑧𝑖

𝐾𝑤𝑖
  

 Si 𝐸𝐼 = 3, fase de prueba como gas ideal 

𝑌𝑖 =  𝑧𝑖  𝑒ℎ𝑖 

 Si 𝐸𝐼 = 4, fase de prueba como la media aritmética 

𝑌𝑖 =  
1

2 (𝑧𝑖 𝐾𝑤𝑖+ 
𝑧𝑖

𝐾𝑤𝑖
)
  

 Si 𝐸𝐼 = 5 

𝑌𝑖 =  𝑧𝑖  √𝐾𝑤𝑖
3   

 Si 𝐸𝐼 = 6 

𝑌𝑖 =  𝑧𝑖  
1

√𝐾𝑤𝑖
3   

 Si  𝐸𝐼 = 6 + 𝑛𝑐, fase de prueba como un 

componente puro. 

𝑌𝑖 =  
0.001

𝑛𝑐−1
  

𝑌𝐸𝐼−6 = 0.999 

Calcular las fracciones mol:  

𝑦𝑖 =  
𝑌𝑖

∑ 𝑌𝑖
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3.2.6. Función Fmin 

Programa que calcula el valor de la función objetivo 𝑔∗. 

Variables de entrada 

El programa requiere de la composición de la mezcla, las variables𝑌𝑖, y el número de componentes 

que conforman la mezcla. 

Tabla 19. Variables de entrada para el programa Fmin. 

Variable Símbolo Descripción 

Composición de mezcla 𝑧𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las fracciones 
mol de los compuestos de la mezcla. 

Variable 𝒀 𝑌𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con la variable 
definida en (1.89). 

Número de componentes 𝑛𝑐 
Cantidad de componentes que forman la 
mezcla. 

 

Variables de salida 

El programa calcula el valor de la función objetivo. 

Tabla 20. Variable calculada por el programa Fmin. 

Variable Símbolo Descripción 

Función objetivo 𝑔∗ Valor de la función objetivo 𝑔∗ 

 

En la figura 22 se muestra el diagrama de flujo del programa Fmin. 
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Figura 22. Algoritmo de cálculo función Fmin. 

 

 

 

 

 

 

 

  

INICIO 

FIN 

Llamar Subrutina Value_H 

Calcular el valor de 𝑔∗: 

𝑔∗ =  1 +  ∑ {𝑌𝑖  (𝑙𝑛(𝑌𝑖) + 𝑙𝑛(𝜑𝑖) − ℎ𝑖 − 1)}𝑛𝑐
1   

Calcular la fracción mol de la 

fase de prueba: 

𝑦𝑖 =  
𝑌𝑖

∑ 𝑌𝑖
  

Llamar subrutina Michelsen 
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3.2.7. Subrutina Stab_Test 

Programa que define si una mezcla es estable o no, a una fase, con el criterio descrito en la sección 

1.3.  

Variables de entrada 

El programa requiere de la composición de la mezcla, que se defina el valor del estimado inicia, y 

escoger el método numérico. Para el híbrido primero se llama al programa Hooke, sin llamar al 

programa Trivial, y luego se pasa al programa Quasi_Newton. 

Tabla 21. Variables de entrada del programa Stab_Test. 

Variable Símbolo Descripción 

Composición de mezcla 𝑧𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las fracciones 
mol de los compuestos de la mezcla. 

Método 𝑀𝑒𝑡𝑜𝑑 Selecciona el método numérico a emplear 

Estimado inicial 𝐸𝐼 
Valor para seleccionar un estimado inicial de 
la fase de prueba, definidos en la sección 2.4. 

 

Además de las variables de entrada especificadas en la tabla (13), el programa requiere de las 

propiedades de los componentes que forman la mezcla, como 𝑇𝐶 , 𝑃𝑐  𝑦 𝜔. 

Variables de salida 

Tabla 22. Variables calculadas por el programa Stab_Test 

Variable Símbolo Descripción 

Composición de fase de 
prueba 

𝑦𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las fracciones 
mol de la fase de prueba. 

Variable 𝒀 𝑌𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con la variable 
definida en (1.89). 

Estabilidad 𝑆𝑡𝑎𝑏 
Define si la mezcla es estable o inestable. Si 
toma un valor de cero es estable, y si toma un 
valor igual a 1 es inestable. 

 

El programa se detendrá si se obtiene un valor de la 𝑔∗ negativo, que si es el caso se asigna un valor 

a 𝑆𝑡𝑎𝑏 de uno, que si es el caso, regresa el valor del 𝐸𝐼 con el que encontró la inestabilidad, o si se 

probaron todos los estimados iniciales. 

En la figura 23 se muestra el diagrama de flujo del programa Stab_Test. 
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Figura 23. Algoritmo de cálculo función Stab_Test. 

 
 
 
 

Si 

No 

No 

Si 

INICIO 

¿Se probaron 

todos los 𝐸𝐼? 
1 

FIN 

FIN 

¿Es 𝑔∗ < 0? 

1 𝑆𝑡𝑎𝑏 = 1 

FIN 

𝑆𝑡𝑎𝑏 = 0 

𝑃𝑟𝑜𝑏𝑎𝑟 𝑜𝑡𝑟𝑜 𝐸𝐼 

 Si 𝑀𝑒𝑡𝑜𝑑 = 1 

Llamar Quasi_Newton 

 Si 𝑀𝑒𝑡𝑜𝑑 = 2 

Llamar Hooke 

 Si 𝑀𝑒𝑡𝑜𝑑 = 3 

Híbrido 

 

1 
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3.2.8. Subrutina Stab_Test_Two_Phases 

Subrutina para el análisis de fases a dos fases. Programa a realizar si el programa Stab_Test encontró 

una inestabilidad. Este programa hace uso de las subrutinas Flash y FlashLL, para calcular las 

composiciones de las nuevas fases. Se requiere de un programa auxiliar, el programa Sub_STTP_2. 

Primero, el programa realiza simultáneamente un Flash y un FlashLL. Es posible que alguna de las 

rutinas, Flash o FlahLL, no encuentren una solución, esto quiere decir, que se obtengan valores 

negativos de una fase o que se llegue al máximo de iteraciones. Que se obtenga solución, quiere 

decir que: 

Para rutina FlashLL: 

 
𝑊

𝐹
> 0  

 
𝑊

𝐹
< 1  

Para rutinaFlash: 

 
𝑉

𝐹
> 0  

 
𝑉

𝐹
< 1  

Esto genera cuatro posibilidades:  

1) Que la rutina Flash resuelva y la rutina FlashLL no. 

2) Que la rutina FlashLL resuelva y la rutina Flash no. 

3) Que ambas rutinas tengan solución. 

4) Que ninguna de las dos rutinas encuentre solución. 

El algoritmo prosigue, con ayuda del programa auxiliar Sub_STTP_2, cuando alguno, o ambos, de las 

rutinas Flash o FlashLL tienen solución. Las composiciones de las fases calculadas se les se aplica un 

análisis de estabilidad, para determinar si se debe incrementar el número de fases, o si se llegó a un 

equilibrio estable, como se detalla en la figura 5. Esto da un total de ocho posibilidades, que se 

detallan en el algoritmo del programa. 
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Variables de entrada 

El programa requiere la composición de la mezcla, de la que se sabe es inestable, el método 

numérico, definir un estimado inicial e indicar si las rutinas Flash y FlashLL deben inicializarse o no. 

Tabla 23. Variables de entrada para el programa Stab_Test_Two_Phases. 

Variable Símbolo Descripción 

Composición de mezcla 𝑧𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las fracciones 
mol de los compuestos de la mezcla. 

Método 𝑀𝑒𝑡𝑜𝑑 Selecciona el método numérico a emplear. 

Estimado inicial 𝐸𝐼 
Valor para seleccionar un estimado inicial de 
la fase de prueba, definidos en la sección 2.4. 

Inicialización 𝐼𝑛𝑖𝑐 
Indica a las subrutinas Flash y FlashLL si deben 
generar un estimado de las composiciones o 
si ya se da un estimado inicial. 

 
Variables de salida 

El programa define si la mezcla es estable o inestable a dos fases. El programa, también establece, 

en el caso que la mezcla sea estable, el tipo de equilibrio que se tiene, que pueden ser Líquido-

Líquido o Líquido-Vapor. 

Tabla 24. Variables calculadas por el programa Stab_Test_Two_Phases. 

Variable Símbolo Descripción 

Estabilidad 𝑆𝑡𝑎𝑏 

Define si la mezcla es estable o inestable. Si 
toma un valor de cero es estable, y si toma un 
valor igual a 1 es inestable. 

Equilibrio 𝐸𝑞𝑙 

Define el tipo de equilibrio. Toma valores de 
1 para equilibrio Líquido-Líquido, de 2 para el 
equilibrio Líquido-Vapor y 4 en caso que sea 
inestable. 

 

En las figuras 24 y 25 se muestra el diagrama de flujo del programa Stab_Test_Two_Phases. 
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Figura 24. Algoritmo de cálculo subrutina Stab_Test_Two_Phases (1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Llamar subrutina STTP_2 Llamar subrutina STTP_2 

𝐹𝑎𝑠𝑒 = 1 𝐹𝑎𝑠𝑒 = 2 

INICIO 

1 
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Figura 25. Algoritmo de cálculo subrutina Stab_Test_Two_Phases (2). 

 
  

 Si Flash y FlashLL no resuelven 

o Equilibrio no encontrado 

𝑆𝑡𝑎𝑏 = 0 

Una fase 

 Si FlashLL resuelve y Flash no resuelve 

o Si fases del FlashLL estables: 

𝑆𝑡𝑎𝑏 = 0 

𝐸𝑞𝑙 = 1 

o Si fases del FlashLL inestables: 

𝑆𝑡𝑎𝑏 = 1 

𝐸𝑞𝑙 = 4 

 Si Flash resuelve y FlashLL no resuelve 

o Si fases del Flash estables: 

𝑆𝑡𝑎𝑏 = 0 

𝐸𝑞𝑙 = 2 

o Si fases del Flash inestables: 

𝑆𝑡𝑎𝑏 = 1 

𝐸𝑞𝑙 = 4 

 Si FlashLL y Flash resuelven: 

o Si fases del FlashLL estables, y fases del Flash inestables: 

𝑆𝑡𝑎𝑏 = 0 

𝐸𝑞𝑙 = 1 

o Si fases del Flash estables, y fases del FlashLL inestables: 

𝑆𝑡𝑎𝑏 = 0 

𝐸𝑞𝑙 = 2 

o Si fases del Flash y del FlashLL son inestables: 

𝑆𝑡𝑎𝑏 = 1 

𝐸𝑞𝑙 = 4 

1 

FIN 
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3.2.8.1. Subrutina Sub_STTP_2 

Subrutina auxiliar para el análisis de estabilidad a dos fases. En este programa se realizan las rutinas 

Flash y FlashLL, y en caso de que las rutinas Flash o FlashLL tengan solución, se realiza un análisis de 

estabilidad a las nuevas fases.  

Variables de entrada 

Las variables de entrada de este programa son las mismas que las del programa 

Stab_Test_Two_Phases, además de una variable para definir que rutina se debe realizar. 

Tabla 25. Variables de entrada para el programa Sub_STTP_2. 

Variable Símbolo Descripción 

Composición de mezcla 𝑧𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las fracciones 
mol de los compuestos de la mezcla. 

Método 𝑀𝑒𝑡𝑜𝑑 Selecciona el método numérico a emplear 

Estimado inicial 𝐸𝐼 
Valor para seleccionar un estimado inicial de 
la fase de prueba, definidos en la sección 2.4. 

Inicialización 𝐼𝑛𝑖𝑐 
Indica a las subrutinas Flash y FlashLL si deben 
generar un estimado de las composiciones o 
si ya se da un estimado inicial. 

Fase 𝐼𝑓𝑎𝑠𝑒 
Define si realiza un FlashLL para un valor de 1, 
o un Flash para un valor de 2. 

 

Variables de salida 

El programa establece si las fases calculadas por las rutinas Flash o FlashLL, son estables o inestables, 

además de definir para que rutinas, Flash o FlashLL, se obtuvo solución. 

Tabla 26. Variables calculadas por el programa Sub_STTP_2. 

Variable Símbolo Descripción 

Estabilidad 𝑆𝑡𝑎𝑏 

Define si la mezcla es estable o inestable. Si 
toma un valor de cero es estable, y si toma un 
valor igual a 1 es inestable. 

Solución 𝑆𝑜𝑙 
Define si alguno de los Flash encontró 
solución. 

 
En las figuras 26 y 27 se muestra el diagrama de flujo del programa Sub_STTP_2. 
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Figura 26. Algoritmo de cálculo subrutina Sub_STTP_2 (1). 

 

 

 

 

  

Si 

No No 

Si 

Llamar subrutina FlashLL 

Entrada: 

𝑧𝑖, 𝑖𝑛𝑖𝑐 

Salida: 

𝑥, 𝑤𝑙, 𝑖𝑡𝑒 

Llamar subrutina Flash 

Entrada: 

𝑧𝑖, 𝑖𝑛𝑖𝑐 

Salida: 

𝑥, 𝑦, 𝑖𝑡𝑒 

 

 Si 𝐼𝑓𝑎𝑠𝑒 = 1  Si 𝐼𝑓𝑎𝑠𝑒 = 2 

INICIO 

1 

¿ 
𝑊

𝐹
≤ 0 𝑦

𝑊

𝐹
≥ 1 ? ¿ 

𝑉

𝐹
≤ 0 𝑦 

𝑉

𝐹
≥ 1 ? 

𝑆𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒 = 0 

𝑆𝑜𝑙 = 0 

1 

𝑆𝑜𝑙 = 1 𝑆𝑜𝑙 = 1 
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Figura 27. Algoritmo de cálculo subrutina Sub_STTP_2 (2). 

 

 

 

 

No 

Si 

FIN 

Llamar Subrutina Stab_test 

1 

¿𝑆𝑡𝑎𝑏 = 0? 

Tomar composición de alguna de 

las fases calculadas 

FIN 

Llamar Subrutina Stab_test 

Tomar composición de la otra fase 

calculada 
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3.2.9. Subrutina Stab_Test_Three_Phases 

Subrutina para el análisis de estabilidad a tres fases. Programa a realizar si programa 

Stab_Test_Two_Phases encuentra una inestabilidad. Este programa utiliza la rutina FlashLLV, para 

calcular la composición de las nuevas fases de un equilibrio de tres fases.  

Variables de entrada. 

El programa requiere la composición de la mezcla, de la que se sabe es inestable a dos fases, el 

método numérico, definir un estimado inicial e indicar si la rutina FlashLLV debe inicializarse o no. 

Tabla 27. Variables de entrada para el programa Stab_Test_Three_Phases. 

Variable Símbolo Descripción 

Composición de mezcla 𝑧𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las fracciones 
mol de los compuestos de la mezcla. 

Método 𝑀𝑒𝑡𝑜𝑑 Selecciona el método numérico a emplear 

Estimado inicial 𝐸𝐼 
Valor para seleccionar un estimado inicial de 
la fase de prueba, definidos en la sección 2.4. 

Inicialización 𝐼𝑛𝑖𝑐 
Indica a la subrutina FlashLLV si debe generar 
un estimado de las composiciones o si ya se 
da un estimado inicial. 
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Variables de salida 

El programa define si la mezcla es estable o inestable a tres fases, y si el FlashLLV encontró una 

solución, es decir, que se cumpla que: 

 
𝑊

𝐹
> 0  

 
𝑉

𝐹
> 0  

 
𝑊

𝐹
< 0  

 
𝑉

𝐹
< 1  

Y que no se haya llegado al máximo de iteraciones. 

Tabla 28. Variables calculadas por el programa Stab_Test_Three_Phases. 

Variable Símbolo Descripción 

Estabilidad 𝑆𝑡𝑎𝑏 
Define si la mezcla es estable o inestable. Si 
toma un valor de cero es estable, y si toma un 
valor igual a 1 es inestable. 

Solución 𝑆𝑜𝑙 Define si el FlashLLV encontró una solución. 

 

En las figuras 28 y 29 se muestra el diagrama de flujo del programa Stab_Test_Three_Phases. 
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Figura 28. Algoritmo de cálculo subrutina Stab_Test_Three_Phases (1). 

  

Si 

No 

Subrutina FlashLLV 

Entrada 

𝑧𝑖 , 𝑖𝑛𝑖𝑐  

Salida 

𝑥𝑖, 𝑦𝑖 , 𝑤𝐿𝑖, 𝑖𝑡𝑒   

¿ 
𝑊

𝐹
≤ 0, ó 

𝑉

𝐹
≤ 0, ó 

1 −
𝑊

𝐹
−

𝑉

𝐹
≤ 0 ? 

𝑆𝑜𝑙 =  0 

𝑆𝑡𝑎𝑏 = 0 

FIN 

Llamar subrutina Stab_Test 

INICIO 

1 

Tomar la composición de 𝑥𝑖 

𝑆𝑜𝑙 =  1 
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Figura 29. Algoritmo de cálculo subrutina Stab_Test_Three_Phases (2). 

 

 
  

No 

Si 

Si 

No 

¿𝑆𝑡𝑎𝑏 = 0? 

FIN 

1 

Llamar subrutina Stab_Test 

¿𝑆𝑡𝑎𝑏 = 0? 

FIN 

Llamar subrutina Stab_Test 

FIN 

Tomar la composición de 𝑦𝑖  

Tomar la composición de 𝑤𝑙𝑖 
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3.2.10. Subrutina Envelope 

Programa que permite generar “envolventes de fase”, de Presión vs. Temperatura o composición 

de algún compuesto de la mezcla. 

El programa genera el envolvente al asignarle una temperatura o composición, como temperatura, 

se define una presión de entrada y calcula una presión en la cual se detecta una inestabilidad. 

Para encontrar la inestabilidad a la presión inicial se le aplica un análisis de estabilidad. Si se obtiene 

una inestabilidad, el programa se detiene y regresa la presión inicial, si es estable, se disminuye la 

presión restándole un incremento, se vuelve a realizar un análisis, hasta que se obtener la 

inestabilidad o llegar a una presión final. 

Surgen dos problemas al momento de llamar este programa, que se observa en la figura (5). a) La 

presión inicial este muy distante del punto de inestabilidad y el incremento es muy pequeño, y b) 

que el incremento es muy grande y se “salte” la inestabilidad. 

 

Figura 30. Envolvente tipo P vs. T o 𝑧𝑗. J denota algún compuesto de la mezcla. La región encerrada por las 

curvas es la zona de inestabilidad. El tamaño de la flecha representa el tamaño del incremento y el punto 
corresponde a las coordenadas donde se realiza el análisis. 

El primer problema ocasiona que el programa se vuelva muy lento porque requiere que se realicen 

más pruebas de estabilidad, mientras que el segundo ocasiona que los envolventes no se generen 

de forma adecuada.  

El algoritmo se diseñó para poder disminuir el tamaño del incremento una vez detectada la 

inestabilidad, y lograr una mejor “resolución” de la envolvente. 

La envolvente se calcula primero de una a dos fases, luego de dos a tres fases y finalmente de tres 

a cuatro fases. No detecta el tipo de equilibrio. 

Se puede hacer la envolvente de una presión superior a una inferior o de una presión inferior a una 

superior cambiando el signo del incremento, es decir, la dirección de las flechas en la figura (6) se 

puede invertir de arriba abajo, con un incremento positivo, o de abajo a arriba, con un incremento 

negativo. 

a) Problema 2 b) Problema 1 

P P 

T o 𝑧𝑗  

𝑃0 

𝑃0 

T o 𝑧𝑗  
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Variables de entrada. 

El programa requiere las variables la composición de la mezcla, el método numérico, definir un 

estimado inicial e indicar si las rutinas FlashLL y FlashLLV deben inicializarse o no. Además, se debe 

definir el tamaño del incremento y el intervalo de presiones para el que se va a buscar la 

inestabilidad. 

Tabla 29. Variables de entrada para el programa Envelope. 

Variable Símbolo Descripción 

Composición de mezcla 𝑧𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las fracciones 
mol de los compuestos de la mezcla. 

Método 𝑀𝑒𝑡𝑜𝑑 Selecciona el método numérico a emplear. 

Estimado inicial 𝐸𝐼 
Valor para seleccionar un estimado inicial de 
la fase de prueba, definidos en la sección 2.4. 

Inicialización 𝐼𝑛𝑖𝑐 
Indica a las subrutinas tipo Flash si deben 
generar un estimado de las composiciones o 
si ya se da un estimado inicial. 

Incremento 𝐼𝑛𝑐𝑟 Define el tamaño de paso para la presión. 

Número de fases 𝑃ℎ𝑎𝑠𝑒𝑠 
Define a cuantas fases se va a realizar el 
envolvente. 

Presión inicial 𝑃0 
Presión a la que se comienza la búsqueda de 
la inestabilidad 

Presión final 𝑃𝑓 
Presión a la que se termina la búsqueda de la 
inestabilidad. 

 

Variables de salida 

El programa define si se encontró una inestabilidad o no, y la presión a la que encontró la 

inestabilidad. 

Tabla 30. Variables calculadas por el programa Envelope. 

Variable Símbolo Descripción 

Estabilidad 𝑆𝑡𝑎𝑏 Define si la mezcla es estable o inestable. 

Presión  𝑃 Presión a la que encontró la inestabilidad. 

 

En la figura 31 se muestra el diagrama de flujo del programa Envelope. 
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Figura 31. Algoritmo de cálculo subrutina Envelope. 

  

Si 

Si 

No 

No 

INICIO 

 Si 𝐹𝑎𝑠𝑒𝑠 = 1  Si 𝐹𝑎𝑠𝑒𝑠 = 2  Si 𝐹𝑎𝑠𝑒𝑠 = 3 

Llamar subrutina Stab_Test 
Llamar subrutina 

Stab_Test_Two_Phases 

Llamar subrutina 

Stab_Test_Three_Phases 

¿𝑆𝑡𝑎𝑏 = 0? 𝑃 = 𝑃 − 𝐼𝑛𝑐𝑟 

1 

FIN 

1 

¿Disminuir 

incremento? 

𝑃 = 𝑃 + 𝐼𝑛𝑐𝑟 

1 

Definir nuevo incremento 
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3.2.11. Type_Eql 

Programa que define los tipos de equilibrio de un envolvente de fases. Programa a realizar posterior 

al programa Envelope. 

Una vez identificadas las regiones de una, dos, tres o cuatro fases, con el programa Envelope, con 

el programa Type_Eql se puede definir qué tipo de equilibrio se tiene en cada región, o en el caso 

de la región de una fase, que tipo de fase se tiene. 

Variables de entrada. 

El programa requiere del programa Envelope, por lo que requiere las mismas entradas que este, es 

decir, la composición de la mezcla, el método numérico, definir un estimado inicial e indicar si las 

rutinas Flash, FlashLL y FlashLLV deben inicializarse o no, definir el tamaño del incremento y el 

intervalo de presiones para el que se va a buscar la inestabilidad. 

Tabla 31. Variables de entrada para el programa Type_Eql. 

Variable Símbolo Descripción 

Composición de mezcla 𝑧𝑖  
Vector de dimensión 𝑛𝑐 con las fracciones 
mol de los compuestos de la mezcla. 

Método 𝑀𝑒𝑡𝑜𝑑 Selecciona el método numérico a emplear 

Estimado inicial 𝐸𝐼 
Valor para seleccionar un estimado inicial de 
la fase de prueba, definidos en la sección 2.4. 

Inicialización 𝐼𝑛𝑖𝑐 

Indica a las subrutinas Flash y FlashLL si deben 
generar un estimado de las composiciones o 
si ya se da un estimado inicial. 

Incremento 𝐼𝑛𝑐𝑟 Define el tamaño de paso para la presión 

Número de fases 𝑃ℎ𝑎𝑠𝑒𝑠 
Define a cuantas fases se va a realizar el 
envolvente. 

Presión inicial 𝑃0 
Presión a la que se comienza la búsqueda de 
la inestabilidad. 

Presión final 𝑃𝑓 
Presión a la que se termina la búsqueda de la 
inestabilidad. 
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Variables de salida 

El programa regresa el tipo de equilibrio, los cuales pueden ser: 

Región de una fase: 

 Líquido 

 Vapor 

Región de dos fases: 

 Líquido-Líquido 

 Líquido-Vapor 

Región de tres fases: 

 Líquido-Líquido-Vapor. 

Región de cuatro fases: 

 Líquido- Líquido-Líquido-Vapor 

El programa define los intervalos de presión para los que existe cada equilibrio. 

Tabla 32. Variables calculadas por el programa Type_Eql. 

Variable Símbolo Descripción 

Equilibrio 𝐸𝑞𝑙 

Define el tipo de equilibrio. Toma valores de 
1 para equilibrio LL, de 2 para el equilibrio LV 
y 4 para tres o más fases. 

Presión  𝑃 Presión a la que encontró la inestabilidad. 

 

En las figuras 32 y 33 se muestra el diagrama de flujo del programa Type_Eql. 
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Figura 32. Algoritmo de cálculo subrutina Type_Phase (1). 

  

No 

No 

Si 

Si 

INICIO 

Llamar subrutina Stab_Test 

¿𝑆𝑡𝑎𝑏 = 0? 

¿Líquido o Vapor? 

¿Líquido o Vapor? 

Llamar subrutina Envelope 

¿𝑆𝑡𝑎𝑏 = 0? 

¿Líquido o Vapor? 

𝐹𝑎𝑠𝑒𝑠 =  1 

𝐹𝑎𝑠𝑒𝑠 =  2 

1 

1 

Llamar subrutina Envelope 

¿𝑆𝑡𝑎𝑏 = 0? 

2 

¿Equilibrio Líquido-Vapor o 

Líquido-Líquido? FIN 
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Figura 33. Algoritmo de cálculo subrutina Type_Phase (2). 

 

 

 
  

No Si 

2 

¿Equilibrio Líquido-Vapor o 

Líquido-Líquido? 

𝐹𝑎𝑠𝑒𝑠 =  3 

Llamar subrutina Envelope 

¿𝑆𝑡𝑎𝑏 = 0? 

Equilibrio  

Líquido-Líquido-Líquido-Vapor 

Equilibrio  

Líquido-Líquido-Vapor 

FIN 
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4. Resultados 

Las rutinas desarrolladas se probaron en la generación de “envolventes de fase” de 6 mezclas de 

fluidos de yacimiento reportadas en la literatura y clasificadas como desafiantes [1], [4], [15], los 

cuales son: 

1. Fluido Mezcla ternaria 

2. Fluido Acid Gas 

3. Fluido Oil B 

4. Fluido Maljamar Reservoir Oil 

5. Fluido Maljamar Separator Oil 

6. PEMEX Gas Condensate Oil 

Para la elaboración de las “envolventes de fase”, se utilizaron los siguientes parámetros de 

convergencia para los métodos numéricos: 

Método quasi-Newton BFGS: 

Tabla 33. Parámetros para el método quasi-Newton. 

BFGS 

𝑇𝑜𝑙𝑅 𝑇𝑜𝑙𝐺 𝑇𝑜𝑙 

0.10 1.00×10-05 1.00×10-19 

 

Método Hooke-Jeeves: 

Tabla 34. Parámetros para el método Hooke-Jeeves. 

Hooke 

𝜌 ε 𝑖𝑚𝑎𝑥 

0.5 1.00×10-5 100 

 

Método Híbrido: 

Tabla 35. Parámetros para el Híbrido. 

Hooke BFGS 

𝜌 휀 𝑇𝑜𝑙𝑅 𝑇𝑜𝑙𝐺 𝑇𝑜𝑙 

0.5 1.00×10-07 0.10 1.00×10-05 1.00×10-19 

 

El método Híbrido se ejecutó con las siguientes modificaciones, con los demás parámetros 

constantes: 

 Híbrido 1: 5 iteraciones. 

 Híbrido 2: 10 iteraciones.  
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4.1. Mezcla Ternaria 

Datos del fluido [4]  

Tabla 36. Propiedades de los componentes de la mezcla ternaria. 

Componente z Tc (K) Pc (bar) ω 

C1 0.5 190.6 46 0.0115 

CO2 0.1 305.32 48.5 0.098 

H2S 0.4 369.83 42.1 0.149 

 

Tabla 37. Peso molecular y parámetros de interacción binarios de los componentes de la mezcla ternaria. 

Componente PM (g/mol) Ki,C1 Ki,CO2 

C1 16 --- --- 

CO2 30 0.1005 --- 

H2S 44 0.0755 0.0999 

 

Este sistema presenta una amplia zona de dos fases que contiene una zona con un equilibrio de tres 

fases, a bajas presiones y temperaturas. Tiene dos puntos críticos, y un punto bicrítico, como se 

observa en la figura 34. 
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Figura 34. Diagrama de fases de la mezcla ternaria tomado de Michelsen [4]. Este envolvente se calculó con 
la ecuación de estado Soave-Redlich-Kwong. 

 

De la gráfica 1 a la 4 se muestran los diagramas de fase para el fluido ternaria obtenidos con el 

módulo con los diferentes métodos. 
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Gráfico 1. “Envolvente de fases” del fluido mezcla ternaria con el método Híbrido con 5 pasos para el Hooke. 
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Gráfico 2. Envolvente de fases del fluido mezcla ternaria con el método quasi-Newton. 

Zona de una fase 

Zona de dos fases 
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Gráfico 3. Envolvente de fases del fluido mezcla ternaria con el método Híbrido con 10 pasos para el Hooke.  

 

 

Gráfico 4. Envolvente de fases del fluido mezcla ternaria con el método de Hooke. 

Las “envolventes” obtenidas con los métodos son muy similares, obteniéndose mejores resultados 

para la zona de tres fases con el método quasi-Newton y el híbrido con 5 iteraciones para el Hooke. 

En este caso, el tiempo de cómputo del Hooke es bajo, debido a ser un fluido con pocos 

componentes.  
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4.2. Acid Gas 

Datos del fluido [4]: 

Tabla 38. Propiedades de los componentes del fluido Acid Gas. 

Componente z Tc (K) Pc (bar) ω 

CO2 0.70592 304.211 73.819 0.225 

N2 0.07026 126.2 33.5 0.039 

H2S 0.01966 373.2 89.4 0.081 

C1 0.0686 190.564 45.992 0.01141 

C2 0.10559 305.322 48.718 0.10574 

C3 0.02967 369.825 42.462 0.15813 

 

Tabla 39.  Peso molecular y parámetros de interacción binarios de los componentes del fluido Acid gas. 

Componente PM (g/mol) Ki,CO2 Ki,N2 Ki,H2S 

CO2 44 --- --- --- 

N2 28 -0.02 --- --- 

H2S 34 0.12 0.2 --- 

C1 16 0.125 0.031 0.01 

C2 30 0.135 0.042 0.08 

C3 44 0.15 0.091 0.08 

 

Es el sistema con la “envolvente de fases” más diversa. Tiene una pequeña zona de vapor estable a 

bajas presiones, dos zonas de líquido estable y dos de equilibrio líquido-vapor, una de líquido-

líquido, y una zona de tres fases, como se observa en la figura 35. 
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Figura 35. Envolvente de fases de la mezcla de CO2 con el fluido Acid Gas a 178.8 K, tomado de Li, 
Firoozabadi [4]. 

 

De la gráfica 5 a la 8 se muestran los diagramas de fase para el fluido Acid Gas, con los diferentes 

métodos. 
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Gráfico 5. Diagrama de fases de la mezcla de CO2 con el fluido Acid Gas con el método híbrido con 5 pasos 
para el Hooke. 

 

 

Gráfico 6. Diagrama de fases de la mezcla de CO2 con el fluido Acid Gas con el método quasi-Newton.  
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Gráfico 7. Diagrama de fases de la mezcla de CO2 con el fluido Acid Gas con el método híbrido con 10 pasos 
para el Hooke. 

 

 
 

Gráfico 8. Diagrama de fases de la mezcla de CO2 con el fluido Acid Gas con el método de Hooke. 
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presiones la que genera pequeñas diferencias, donde el híbrido 2 es el método que, comparando 

con la figura 35 de la envolvente tomado de Li y Firoozadadi [4], presenta mejores resultados. Para 

este sistema, el Hooke toma un tiempo de cómputo considerable. 
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4.3. Oil B 

Datos del fluido [4]: 

 

Tabla 40. Propiedades de los componentes del fluido Oil B. 

Componente z Tc (K) Pc (bar) ω 

CO2 0.0011 304.211 73.819 0.225 

N2 0.0048 126.2 33.5 0.04 

C1 0.163 190.6 45.4 0.008 

C2 0.0403 305.4 48.2 0.098 

C3 0.0297 369.8 41.9 0.152 

iC4 0.0036 408.1 36 0.176 

nC4 0.0329 425.2 37.5 0.193 

iC5 0.0158 460.4 33.4 0.227 

nC5 0.0215 469.6 33.3 0.251 

C6 0.0332 506.35 33.9 0.299 

PC1 0.181326 566.55 25.3 0.3884 

PC2 0.161389 647.06 19.1 0.5289 

PC3 0.125314 719.44 14.2 0.6911 

PC4 0.095409 784.93 10.5 0.8782 

PC5 0.05791 846.33 7.5 1.1009 

PC6 0.022752 919.39 4.76 1.4478 
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Tabla 41. Peso molecular y parámetros de interacción binarios de los componentes del fluido Oil B. 

Componente PM (g/mol) Ki,CO2 Ki,N2 Ki,H2S 

CO2 44 --- --- --- 

N2 28 -0.02 --- --- 

C1 16 0.075 0.08 --- 

C2 30 0.08 0.07 0.003 

C3 44 0.08 0.07 0.01 

iC4 58 0.085 0.06 0.018 

nC4 58 0.085 0.06 0.018 

iC5 72 0.085 0.06 0.025 

nC5 72 0.085 0.06 0.026 

C6 84 0.095 0.05 0.036 

PC1 112 0.095 0.1 0.049 

PC2 161 0.095 0.12 0.073 

PC3 223 0.095 0.12 0.098 

PC4 304 0.095 0.12 0.124 

PC5 417 0.095 0.12 0.149 

PC6 637 0.095 0.12 0.181 

 

Este sistema presenta una zona de una fase, un líquido, y dos zonas de dos fases, una con un 

equilibrio líquido-líquido y una zona de líquido-vapor, y una estrecha zona de tres fases. Tiene un 

punto bi-crítico, en donde se termina la zona de tres fases a altas concentraciones de CO2, como se 

observa en la figura 36. 
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Figura 36. Envolvente de fases de la mezcla de CO2 con el fluido Oil B a 307.6 K, tomado de Li y Firoozabadi 
[4]. 

De la gráfica 9 a la 11 se muestran los diagramas de fase para el fluido Oil B, obtenidos con el módulo 

con los diferentes métodos. El método de Hooke no se muestra porque no se obtuvo. 

 



91 
 

 

 
 

Gráfico 9. Diagrama de fases de la mezcla de CO2 con el fluido Oil B a 307.6 K, con el método híbrido con 5 
pasos para el Hooke. 

 

 
 

Gráfico 10. Diagrama de fases de la mezcla de CO2 con el fluido Oil B a 307.6 K, con el método quasi-Newton. 
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Gráfico 11. Diagrama de fases de la mezcla de CO2 con el fluido Oil B a 307.6 K, con el método híbrido con 5 
pasos para el Hooke. 

Para este sistema no se generó la “envolvente” con el método de Hooke porque, al tratarse de una 

mezcla de 16 componentes, requiere de mucho tiempo de computo. 

El quasi-Newton, como se puede observar, presenta problemas cerca del punto bi-crítico a altas 

concentraciones de CO2. Los híbridos logran mejorar los resultados y generar mejores “envolventes” 

para este sistema. 
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4.4. Maljamar reservoir oil 

Datos del fluido [4] 

Tabla 42. Propiedades de los compuestos del fluido Maljamar reservoir oil. 

Componente z Tc (K) Pc (bar) ω 

CO2   304.211 73.819 0.225 

C1 0.2939 190.6 45.4 0.008 

C2 0.1019 305.4 48.2 0.098 

C3 0.0835 369.8 41.9 0.152 

nC4 0.0331 425.2 37.5 0.193 

C5-7 0.1204 516.667 28.82 0.2651 

C8-10 0.1581 590 23.743 0.3644 

C11-14 0.0823 668.611 18.589 0.4987 

C15-20 0.0528 745.778 14.8 0.6606 

C21-28 0.0276 812.667 11.954 0.8771 

C29+ 0.0464 914.889 8.523 1.2789 
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Tabla 43. Peso Molecular y parámetros de interacción binarios de los compuestos del fluido Maljamar 
reservoir oil. 

Componente PM (g/mol) Ki,CO2 Ki,C1 

CO2 44 --- --- 

C1 16 0.115 --- 

C2 30 0.115 --- 

C3 44 0.115 --- 

nC4 58 0.115 --- 

C5-7 90 0.115 0.045 

C8-10 126 0.115 0.055 

C11-14 174 0.115 0.055 

C15-20 240 0.115 0.06 

C21-28 336 0.115 0.06 

C29+ 536.7 0.115 0.06 

 

La “envolvente” no tiene zonas de una fase, tiene dos zonas de dos fases, y una zona de tres fases. 

Presenta dos puntos bi-críticos en los puntos donde termina la zona de tres fases, como se puede 

observar en la figura 37. 
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Figura 37. Envolvente de fases de la mezcla de CO2 con el fluido Maljamar reservoir oil a 305.55 K, tomado de 
Li, Firoozabadi [4]. 

De la gráfica 12 a la 15 se muestran los diagramas de fase para el fluido Maljamar reservoir oil, 

obtenidos con el módulo con los diferentes métodos. El método de Hooke no se muestra porque no 

se obtuvo. 
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Gráfico 12. Diagrama de fases de la mezcla de CO2 con mezcla Maljamar reservoir oil a305.55 K, con el 
método híbrido con 5 pasos para el Hooke. 

 

 
 

Gráfico 13. Diagrama de fases de la mezcla de CO2 con mezcla Maljamar reservoir oil a305.55 K, con el 
método quasi-Newton. 
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Gráfico 14. Diagrama de fases de la mezcla de CO2 con mezcla Maljamar reservoir oil a305.55 K con el método 
híbrido con 10 pasos para el Hooke. 

Para este sistema tampoco se generó la “envolvente” con el método de Hooke debido a que 

requiere mucho tiempo de computo.  

Las “envolventes” generadas con los híbridos y con el quasi-Newton para este sistema son muy 

similares porque, en este caso, el método quasi-Newton no presenta problemas en las vecindades 

de los bi-críticos.  
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4.5. Maljamar separator oil 

Datos del fluido [4] 

Tabla 44. Propiedades de los componentes del fluido Maljamar separator oil. 

Componente z Tc (K) Pc (bar) ω 

CO2   304.211 73.819 0.225 

C5-7 0.2354 190.6 45.4 0.008 

C8-10 0.3295 305.4 48.2 0.098 

C11-14 0.1713 369.8 41.9 0.152 

C15-20 0.1099 425.2 37.5 0.193 

C21-28 0.0574 516.667 28.82 0.2651 

C29+ 0.0965 590 23.743 0.3644 

  

Tabla 45. Peso molecular y parámetros de interacción binarios de los componentes del fluido Maljamar 
separator oil. 

Componente PM (g/mol) Ki,CO2 

CO2 44 --- 

C5-7 16 0.115 

C8-10 30 0.115 

C11-14 44 0.115 

C15-20 58 0.115 

C21-28 90 0.115 

C29+ 126 0.115 

 

Este sistema presenta un comportamiento similar al observado para el fluido Oil B. La zona de tres 

fases se vuelve muy angosta en ciertas regiones, por lo que se vuelve difícil de identificar, como se 

observa en la figura 38. 
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Figura 38. Envolvente de fases de la mezcla de CO2 con Maljamar separator oil a 305.55 K, tomado de Li, 
Firoozabadi [4]. 

De la gráfica 15 a la 17 se muestran los diagramas de fase para el fluido Maljamar separatot oil, 

obtenidos con el módulo con los diferentes métodos. El método de Hooke no se muestra porque no 

se obtuvo. 
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Gráfico 15. Diagrama de fases de la mezcla de CO2 con Maljamar separator oil a 305.55 K, con el método 
híbrido con 5 pasos para el Hooke. 

 

 
 

Gráfico 16. Diagrama de fases de la mezcla de CO2 con Maljamar separator oil a 305.55 K, con el método 
quasi-Newton. 
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Gráfico 17. Diagrama de fases de la mezcla de CO2 con Maljamar separator oil a 305.55 K, con el método 
híbrido con 10 pasos para el Hooke. 

 

 
 

Gráfico 18. Diagrama de fases de la mezcla de CO2 con Maljamar separator oil a 305.55 K, con el método 
Hooke. 

Para este sistema se pudo generar la “envolvente” con el método Hooke, pero requiere un tiempo 

de cómputo muy significativo. 

Las “envolventes” generadas con los híbridos, el quasi-Newton y el Hooke, para este sistema son 

muy similares. 
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4.6. PEMEX Gas Condensate A 

Datos del fluido [15] 

Tabla 46. Propiedades de los componentes del fluido PEMEX Gas Condensate A. 

Componente z Tc (K) Pc (bar) ω 

N2 0.01762 126.2 34 0.0373 

CO2 0.00953 304.21 73.83 0.2236 

H2S 0.00138 373.53 89.63 0.0942 

C1 0.61596 190.56 45.99 0.0115 

C2 0.05602 305.32 48.72 0.0995 

C3 0.02628 369.83 42.48 0.1523 

iC4 0.00389 407.8 36.4 0.1835 

nC4 0.01401 425.12 37.96 0.2002 

iC5 0.0054 460.4 33.8 0.2279 

nC5 0.0074 469.7 33.7 0.2515 

C6 0.02793 519.73 30.5 0.2987 

PC1 0.04102 563.595 30.527 0.3396 

PC2 0.069796 632.811 24.921 0.454 

PC3 0.060786 724.857 17.962 0.6634 

PC4 0.032821 820.911 12.419 0.9533 

PC5 0.010158 916.547 8.592 1.3164 
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Tabla 47. Parámetros de interacción binarios de los componentes del fluido PEMEX Gas Condensate A. 

Componente Ki,C1 Kbi,C1 Ki,CO2 

N2 --- --- -0.017 

CO2 --- --- --- 

H2S --- --- 0.0974 

C1 --- --- 0.0919 

C2 --- --- 0.1322 

C3 --- --- 0.1241 

iC4 --- --- 0.1200 

nC4 --- --- 0.1333 

iC5 --- --- 0.1219 

nC5 --- --- 0.1222 

C6 --- --- 0.1200 

PC1 0.14205 -0.36513 0.1200 

PC2 0.14205 -0.36513 0.1200 

PC3 0.14205 -0.36513 0.1200 

PC4 0.14205 -0.36513 0.1200 

PC5 0.14205 -0.36513 0.1200 

 

Este fluido presenta una región con un equilibrio de cuatro fases, un equilibrio Vapor-Líquido-

Líquido-Líquido. Contiene gases ligeros, como nitrógeno y metano, y compuestos muy pesados, 

agrupados en el pseudo-componente PC5 con un peso molecular de 916 g/mol, como se observa en 

la tabla 49. 

En las gráficas 22 y 23 se muestra, para ciertas temperaturas, el número de fases en equilibrio contra 

la presión.  
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Gráfico 19. Número de fases vs. Presión de la mezcla de 0.16 de fracción mol de CO2 con el fluido PEMEX Gas 
Condensate A, a una temperatura de 155 K, con el método Hooke. 

Para este sistema no se presentan las “envolventes de fase” porque sólo el Hooke es capaz de 

detectar la zona de cuatro fases. Además, se tuvieron que modificar los parámetros del método a: 

Tabla 48. Parámetros del método Hooke. 

Hooke 

𝜌 ε 𝑖𝑚𝑎𝑥 

0.3 1.00×10-7 100 

 

El Hooke requiere mucho tiempo de cómputo, porque se tiene un fluido de 16 componentes, y en 

la zona de tres a cuatro fases se tiene que realizar el análisis en todas las tres fases, por lo que se 

vuelve (costoso, ineficiente) obtener el diagrama de fases. Por esta razón, en la gráfica 23 se 

presenta, el número de fases al equilibrio a diferentes la presiones. 

El programa detecta que la zona de cuatro fases se encuentra entre las presiones de 9.65 bar a 11 

bar, a una temperatura de 155 K. 
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Conclusiones 

1. El análisis de estabilidad permite establecer el número de fases que se encuentran en equilibrio 

para una mezcla a una composición, temperatura y presión. 

 

2. Se programaron dos métodos numéricos que presentaron las siguientes ventajas y desventajas: 

a. quasi-Newton BFGS: Este método tiene la ventaja de realizar los cálculos del mínimo con 

poco tiempo de cómputo. La desventaja es que el método no encuentra el mínimo de la 

función en zonas donde la composición de la fase de prueba y de la mezcla son muy similares 

b. Hooke-Jeeves: Este método permite encontrar el mínimo de la función en zonas donde el 

método quasi-Newton tiene problemas. La desventaja es que, para mezclas con muchos 

compuestos, el método requiere de un tiempo de cómputo muy grande. No se encontró en 

la literatura la aplicación de este método en el análisis de estabilidad, probablemente a la 

desventaja que presenta. 

c. Se propuso un tercer método, el híbrido. Este método primero utiliza el método Hooke para 

acercar el estimado inicial hacia la solución, para cambiar al método quasi-Newton y que 

este obtenga la solución, inclusive en las zonas donde tiene problemas de encontrar el 

mínimo. Además, el Híbrido permite que, cuando el Hooke se acerque a una solución trivial, 

el Quasi-Newton se detendrá ahorrando mucho tiempo de cómputo. 

 

3. Los programas desarrollados permiten obtener los “diagramas de fase” de los sistemas 

seleccionados. El método recomendado para la obtención de los diagramas es el híbrido, porque 

funciona en zonas donde el quasi-Newton no lo hace, y requiere mucho menos tiempo de 

cómputo que el método de Hooke. Para el sistema PEMEX gas condensate, sólo el método Hooke 

permitió encontrar la zona de cuatro fases, por lo que se recomienda el método de Hooke para el 

equilibrio de cuatro fases. 

 

4. El conjunto de estimados iniciales permite identificar la inestabilidad en la mayoría de los casos. 

En las vecindades de los puntos bi-críticos, el hallar la inestabilidad depende fuertemente de que 

alguno de los estimados iniciales este muy próximo al mínimo de la función. 
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Apéndice A 

 

A.1 Ecuación de Estado Cúbica Peng-Robinson (PR). 

𝑃 =
𝑅 𝑇

𝑣−𝑏
−  

𝑎

𝑣2+𝑢 𝑏 𝑣+𝑤 𝑏2        (a.1) 

La ecuación (a.1) es la forma general de las ecuaciones de PR y SRK. Los valores de las constantes u, 

v y w para PR se dan en la tabla 1.  

Los parámetros a y b se obtienen con: 

𝑎 =  Ω𝑎  
(𝑅𝑇𝑐)2

𝑃𝑐
 𝛼         (a.2) 

𝑏 =  Ω𝑏  
𝑅 𝑇𝑐

𝑃𝑐
          (a.3) 

Donde  

𝛼 =  {1 + 𝑚(1 − √𝑇𝑟)}
2

        (a.4) 

𝑚 = 𝑟1 +  𝑟2 𝜔 +  𝑟3 𝜔2 +  𝑟4 𝜔3       (a.5) 

Los valores de las constantes se presentan en la siguiente tabla: 

Tabla a-1. Constantes de la ecuación de estado Peng-Robinson. 

U 2 

W -1 

Ωa 0.45723553 

Ωb 0.077796074 

r1 0.378893 

r2 1.4897153 

r3 -0.17131848 

r4 0.0196554 
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A.2 Regla de mezclado de Van der Waals. 

𝑎 = ∑ ∑ 𝑥𝑖 𝑥𝑗 𝑎𝑖𝑗
𝑛𝑐
𝑗=1

𝑛𝑐
𝑖=1          (a.6) 

𝑏 = ∑ 𝑥𝑖 𝑏𝑖
𝑛𝑐
𝑖=1           (a.7) 

𝑎𝑖𝑗 =  √𝑎𝑖  𝑎𝑗 (1 − 𝑘𝑖𝑗);      𝑘𝑖𝑗 = 𝑘𝑗𝑖       𝑘𝑖𝑖 = 0     (a.8) 

𝑎𝑖 =  Ω𝑎  
(𝑅𝑇𝑐𝑖)2

𝑃𝑐𝑖
 𝛼𝑖         (a.9) 

  𝑏𝑖 =  Ω𝑏  
𝑅 𝑇𝑐𝑖

𝑃𝑐𝑖
          (a.10) 

Para 𝑇r ≥ 1 

𝛼𝑖 =  {1 + 𝑚𝑖  (1 −  √𝑇𝑟𝑖) − 𝑞𝑖 (1 − 𝑇𝑟) (0.7 − 𝑇𝑟) }
2

     (a.11) 

Para 𝑇𝑅 ≤ 1 

𝛼𝑖 =  𝑒
{

2(𝐶𝑖−1)

𝐶𝑖
 (1−𝑇𝑟

𝐶𝑖)}
         (a.12) 

Con: 

𝐶𝑖 = 1 + 0.5 𝑚𝑖 + 0 .3 𝑞𝑖        (a.13) 

Además, necesitamos 𝐴�̅� que se define como: 

𝐴�̅� =  ∑ 2 𝑥𝑖 𝑥𝑗 𝐴𝑖𝑗           (a.14) 
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A.3 Cálculo del factor de compresibilidad. 

La ecuación de PR en su forma cúbica es: 

𝑍3 +  𝛼 𝑍2 +  𝛽 𝑍 +  𝛾 = 0        (a.15) 

Donde: 

𝛼 =  −1 + (𝑢 − 1) 𝐵         (a.16) 

𝛽 = 𝐴 − 𝑢 𝐵 − 𝑢 𝐵2 + 𝑤 𝐵2        (a.17) 

𝛾 =  −𝐴𝐵 − 𝑤 𝐵2 − 𝑤 𝐵3        (a.18) 

Se debe resolver la ecuación (a.15) para el factor de compresibilidad 𝑍. Se pueden tener dos casos, 

uno con raíces reales diferentes y el caso de una raíz real. Se definen las siguientes variables para 

identificar cada caso. 

𝐶 = 3 𝛽 − 𝛼2          (a.19) 

𝐷 =  −𝛼3 + 4.5 𝛼 𝛽 − 13.5 𝛾        (a.20) 

𝑄 = 𝐶3 + 𝐷2          (a.21) 

 Si 𝑄 ≤ 0, se tiene el caso de tres raíces reales diferentes 

𝜃 =  cos−1 [
−𝐷

√−𝐶3
]         (a.22) 

o Líquido: 𝑧 =  
1

3
 {𝛼 + 2√−𝐶  cos (

𝜃

3
+ 120°)}     (a.23) 

o Vapor: 𝑧 =  
1

3
 {𝛼 + 2√−𝐶  cos (

𝜃

3
)}     (a.24) 

 

 Si 𝑄 > 0, se tiene el caso de una raíz real 

o 𝑧 =  
1

3
 {𝛼 + (−𝐷 + √𝑄)

1/3
+ (−𝐷 −  √𝑄)

1/3
}     (a.25) 
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Apéndice B  

Cálculo del coeficiente de fugacidad con la ecuación de estado Peng-Robinson [2]. 

De la definición de fugacidad se obtiene que: 

𝑑�̂�𝑖 = 𝑅 𝑇 𝑑 𝑙𝑛(𝑓𝑖)         (b.1) 

Una relación de Maxwell para el potencial químico es: 

(
𝜕�̂�𝑖

𝜕𝑉
)

𝑇
=  − (

𝜕𝑃

𝜕𝑁𝑖
)

𝑇,𝑉,𝑁𝑗≠𝑖

        (b.2) 

Derivando (b.2) con respecto al volumen, despejando y sustituyendo (b.1) se llega a: 

(
𝜕𝑙𝑛(�̂�𝑖)

𝜕𝑉
)

𝑇
=  −

1

𝑅 𝑇
(

𝜕𝑃

𝜕𝑁𝑖
)

𝑇,𝑉,𝑁𝑗≠𝑖

        (b.3) 

Para un gas ideal, (b.3) es: 

(
𝜕𝑙𝑛(�̂�𝑖

≠)

𝜕𝑉
)

𝑇
=  −

1

𝑉
         (b.4) 

Restando la propiedad real (b.3) menos la ideal (b.4), se llega a: 

(
𝜕𝑙𝑛(

�̂�𝑖
�̂�𝑖

≠⁄ )

𝜕𝑉
)

𝑇

=  
1

𝑉
−

1

𝑅 𝑇
(

𝜕𝑃

𝜕𝑁𝑖
)

𝑇,𝑉,𝑁𝑗≠𝑖

      (b.5) 

De la definición de coeficiente de fugacidad: 

𝑧𝑖  �̂�𝑖 =  
𝑓𝑖

𝑓𝑖
≠⁄           (b.6) 

Reemplazando (b.6) en (b.5) 

(
𝜕𝑙𝑛(𝑧𝑖 �̂�𝑖)

𝜕𝑉
)

𝑇
=  

1

𝑉
−

1

𝑅 𝑇
(

𝜕𝑃

𝜕𝑁𝑖
)

𝑇,𝑉,𝑁𝑗≠𝑖

      (b.7) 

Integrando (b.7): 

∫ (
𝜕𝑙𝑛(𝑧𝑖 �̂�𝑖)

𝜕𝑉
)

𝑇
𝑑𝑉

𝑉

∞
=  ∫

1

𝑉
−

1

𝑅 𝑇
(

𝜕𝑃

𝜕𝑁𝑖
)

𝑇,𝑉,𝑁𝑗≠𝑖

𝑑𝑉
𝑉

∞
     (b.8) 

El lado derecho de (b.7) es la integral de una derivada, por lo que: 

𝑙𝑛 (𝑧𝑖  �̂�𝑖) =  ∫
1

𝑉
−

1

𝑅 𝑇
(

𝜕𝑃

𝜕𝑁𝑖
)

𝑇,𝑉,𝑁𝑗≠𝑖

𝑑𝑉
𝑉

∞
       (b.9) 

Despejando 𝑧𝑖: 

𝑙𝑛 𝜑�̂� =  ∫ [
1

𝑉
−

1

𝑅 𝑇
(

𝜕𝑃

𝜕𝑁𝑖
)

𝑇,𝑉,𝑁𝑗≠𝑖

] 𝑑𝑉
𝑉

∞
− 𝑙𝑛 (𝑧𝑖)     (b.10) 
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La ecuación de PR (a.1) en términos del volumen 𝑉 es: 

𝑃 =
𝑁 𝑅 𝑇

𝑉−N 𝑏
− 

𝑎 𝑁2

𝑉2+𝑢 𝑁 𝑏 𝑉+𝑤 (𝑁 𝑏)2        (b.11) 

Donde: 

𝑣 =
𝑉

𝑁
            (b.12) 

Se deriva 𝑃 con respecto 𝑁𝑖: 

𝜕𝑃

𝜕𝑁𝑖
=  

𝑅 𝑇

𝑉−N 𝑏
+  {

𝑁𝑅 𝑇

(𝑉−N 𝑏)2 +
(𝑎 𝑁2)(𝑢𝑉+2𝑤𝑁𝑏)

(𝑉2+𝑢 𝑁 𝑏 𝑉+𝑤 (𝑁 𝑏)2)2 (
𝜕𝑏𝑁

𝜕𝑁𝑖
) −

1

𝑉2+𝑢 𝑁 𝑏 𝑉+𝑤 (𝑁 𝑏)2 (
𝜕𝑎𝑁2

𝜕𝑁𝑖
)}  (b.13) 

Se sustituye (b.13) en (b.10) e integrando, se obtiene que: 

𝐿𝑛 𝜑�̂� =  −𝑙𝑛 (
𝑣−𝑏

𝑣
) +  (𝑧 − 1) (

1

𝑏

𝜕𝑏𝑁

𝜕𝑁𝑖
) + 

𝑎

𝑅 𝑇 𝑏 ∆
(

1

𝑏

𝜕𝑏𝑁

𝜕𝑁𝑖
− 

1

𝑎𝑁

𝜕𝑎𝑁2

𝜕𝑁𝑖
)

2

𝐿𝑛 {
𝑧+𝐵(∆+𝑢)

𝑧+𝐵(∆−𝑢)
}     (b.14) 

En términos adimensionales, el logaritmo del coeficiente de fugacidad se calcula como: 

𝐿𝑛 �̂�𝑖 =  −𝐿𝑛(𝑧 − 𝐵) + (𝑧 − 1)
𝐵𝑖

𝐵
+ 

𝐴

𝐵
(

𝐵𝑖

𝐵
− 

�̅�𝑖

𝐵
) 𝐿     (b.15) 

Si se definen las siguientes cantidades adimensionales:  

𝐴 =  
𝑎 𝑃

(𝑅 𝑇)2          (b.16) 

𝐵 =  
𝑏 𝑃

𝑅 𝑇
          (b.17) 

�̅�𝑖 =  (
1

𝑁2  
𝜕𝑎𝑁2

𝜕𝑁𝑖
)

 𝑃

(𝑅 𝑇)2         (b.18) 

�̅�𝑖 =  ( 
𝜕𝑏𝑁

𝜕𝑁𝑖
)

 𝑃

𝑅 𝑇
          (b.19) 

𝐿 =  
1

∆
 𝐿𝑛 {

𝑧+𝐵(∆+𝑢)

𝑧+𝐵(∆−𝑢)
}         (b.20) 

∆ = 2√2          (b.21) 
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