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Prefacio

Un espacio topolégico (X, 7) es metrizable si existe una métrica d cuya
topologia generada es 7. Un problema de gran importancia que surgio a
principios del siglo XX fue el de determinar condiciones bajo las cuales un
espacio topologico es metrizable. Buscando una solucion a este problema se
introdujeron los axiomas de separacion, la idea era encontrar una condicion de
separacién que hiciera a un espacio metrizable. Intuitivamente, los axiomas de
separaciéon son condiciones adicionales que se le piden a un espacio topoldgico
para determinar el grado en el que puntos y conjuntos del espacio en cuestion
pueden ser separados por medio de conjuntos abiertos.

En un curso béasico de topologia se estudian algunos axiomas de separa-
cién, como por ejemplo, los axiomas Tg, 17, Ty, T, T3% y Ty. Sin embargo, aun
después de la solucion del problema de metrizacion, fueron surgiendo nue-
vos axiomas que se nombraron de acuerdo a su relacién con los axiomas ya
establecidos. En el presente trabajo estudiaremos 17 axiomas de separacién
incluyendo los anteriormente mencionados.

En el segundo capitulo se definen los axiomas, se dan algunas caracteriza-
ciones de éstos y se estudian las relaciones que existen entre ellos. Una parte
importante de este trabajo son los ejemplos que demuestran que en realidad
cada axioma define una clase distinta de espacios topologicos.

Otro aspecto que analizaremos es el comportamiento de los axiomas bajo
subespacios, bajo funciones continuas y, por tultimo, bajo productos cartesia-
nos en el sentido siguiente:

Sea P una propiedad para un espacio topolégico X. Se dice que P es una
propiedad topolégica, si cada espacio Y homeomorfo a X tiene la propiedad
P. Anédlogamente, si X tiene una propiedad P y resulta que cada subespacio
Y C X también la tiene, entonces se dice que P es una propiedad hereditaria.

Sean {X; : ¢ € I} una familia de espacios topoldgicos y X = []..; X;. Si

iel
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6 PREFACIO

cada X; tienen cierta propiedad P, se dice que P es una propiedad multipli-
cativa siempre que el espacio X con la topologia producto tiene la propiedad
P. Inversamente, si el producto X tiene la propiedad P y resulta que cada
X, también la tiene, entonces P en una propiedad factorizable.

El tercer capitulo esta dedicado a estudiar condiciones bajo las que un
axioma de separacién es propiedad topoldgica, hereditaria, multiplicativa y
factorizable.

Finalmente, estudiaremos algunos axiomas de separaciéon en un espacio
X y su relacién con el conjunto 2¥ = {C C X : C # () y C es cerrado}
llamado el hiperespacio de cerrados de X.

Dado un espacio X que satisface el axioma 7} nos preguntamos: ; Qué axio-
ma satisface 2% ? Inversamente, si 2% cumple algiin axioma de separacién jel
espacio X también lo cumple? Responderemos a estas preguntas en un cuarto
capitulo para los axiomas Tqy, 17, Ty, T5 v T}.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos los resultados basicos que usaremos a lo
largo de este trabajo, asi como la notacién que serd requerida.

Si X es un espacio topolégicoy A C B C X, entonces denotaremos como
int A y A al interior y la cerradura de A (en X), respectivamente, y como
intp(A) y Clg(A) al interior y la cerradura de A en B, respectivamente.

Definicion 1.1. Sean X un espacio topologico y A C X. Se define el de-
rivado de A, el cual denotaremos por A’, como el conjunto A" = {x € X:
para todo U abierto tal que x € U, se tiene que AN (U \ {z}) # 0}. A los
elementos de A’ se les llama puntos de acumulacion.

Observacién 1.2. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Entonces A =
AUA.

Demostracion. Seax € AUA'. Sixz € A, entonces z € A. Si x € A’, entonces
para todo abierto U tal que x € U se tiene que AN (U \ {z}) # 0. Por lo
tanto, ANU # (. Asi tenemos que AU A’ C A.

Ahora tomemos r € A y supongamos que x ¢ A. Entonces para todo
abierto U tal que z € U, UNA # ). Como z ¢ A, se tiene que AN(U\{z}) #
(), porlo que z € A’. De esta manera A C AUA’ y por lo tanto A = AUA’. O

Cuando nos refiramos al conjunto R como un espacio topolégico, siempre
supondremos que tiene la topologia usual, a menos que se especifique lo
contrario.



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.3. Decimos que un conjunto no vacio A es numerable si
eziste una funcion inyectiva de A en N, es decir, si |A] <|N]|.

Definicién 1.4. i X es un espacio topologico y x € X, una vecindad
de x es un conjunto U C X el cual contiene un abierto V- C X que tiene
a x. La coleccion U, de todas las vecindades de x se llama el sistema de
vecindades de .

Definicién 1.5. Una base de vecindades de x en un espacio topoldgico
X es una subcoleccion B, tomada del sistema de vecindades Uy, la cual tiene
la propiedad de que cada U € U, contiene algin V € B,.

Observemos que U, queda determinado como sigue:

U, ={U C X : existe B € B, tal que B C U}.

Una vez que se haya fijado una base de vecindades de x, a sus elementos
les llamaremos vecindades bdsicas de z.

Diremos que una base de vecindades B, de x en X es una base local abierta
si cada uno de sus elementos es un subconjunto abierto de X.

El siguiente teorema se prueba en [10, Teorema 4.5 pdg. 33].

Teorema 1.6. Supongamos que X es un espacio topologico y que para cada
r € X, B, es una base local abierta en x. Entonces:

a) SiV € B,, entonces, v € V.
b) Si Vi, Vs, € By, entonces existe Vi € B, tal que V3 C ViN Vi,

¢) Para cada V € B, y toda y € V, existe V, € B, tal que V,, C V.

d) G C X es abierto si y solo si G contiene una vecindad bdsica de cada
uno de sus puntos.

Supongamos ahora que X es un conjunto y que, para cada x € X, tenemos
una familia no vacia B, de subconjuntos de X, tal que B, satisface a), b) y
c), si definimos a los abiertos como en d), lo que resulta es una topologia en
X tal que, para cada v € X, B, es una base local abierta en x.



Definicién 1.7. Si X es un conjunto, una base para una topologia sobre X
es una coleccion B de subconjuntos de X llamados elementos bdsicos tales
que:

a) Para cada © € X, hay al menos un elemento bdsico B que contiene a
x.

b) Si x pertenece a la interseccion de dos elementos bdsicos By y Ba,
entonces existe un elemento bdsico Bs que contiene a x y tal que Bs C
BN Bs.

Supongamos ahora que X es un conjunto y B una familia no vacia de
subconjuntos de X . Si B satistace a) y b), se define la topologia T generada
por B como sigue: Un subconjunto U de X se dice que es abierto en X (esto
es, un elemento de 7), si para cada x € U existe un elemento bdsico B € B
tal quex € By B CU.

Definicién 1.8. Una subbase S para una topologia sobre X es una colec-
cion de subconjuntos de X, tal que la familia de intersecciones finitas de los
elementos de S es una base para una topoldgia de X .

El siguiente resultado conocido como el Lema de la Subbase de Alexander,
se prueba en [10, 17S, pdg. 129].

Teorema 1.9. Sean X un espacio topologico Ty y P una subbase para X.
Entonces X es compacto si y solo si toda cubierta de X por elementos de P
tiene una subcubierta finita.

Lema 1.10. [12, Teorema 8.3 pdg.79] Sean X,Y espacios topoldgicos y f :
X — Y una funcion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f es continua.
b) La imagen inversa de cada subconjunto cerrado en'Y es cerrado en X.

¢) La imagen inversa de cada elemento de una subbase (base) para Y es
abierto en X (no necesariamente un elemento subbdsico o bdsico de

X).

d) Para cada x € X y cada vecindad abierta W de f(z) en 'Y, existe una
vecindad abierta V de x en X tal que f(V) C W.
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e) f(A) C f(A) para todo A C X.

f) f~4(B) C f~Y(B) para todo BCY .

Definicién 1.11. Sean X, Y espacios topologicos, AC X y f: X =Y una
funcién. Se define la restriccion de f a A como la funcion f|s : A=Y tal
que fla(a) = f(a) para toda a € A.

Teorema 1.12. [10, Teorema 7.5, pdg .45] Sean X,Y espacios topoldgicos.
SiACX yf:X =Y es continua entonces f|a es continua.

Definicién 1.13. Supongamos que tenemos una familia { Xs}ses de espacios
topologicos. Consideremos el producto cartesiano X = [[,cq Xs.

La topologia producto es la que tiene por base conjuntos de la forma
[Lscs Us que satisfacen las siguientes dos propiedades:

a) Us es abierto en X para cada s € S.

b) Existe F C S finito tal que Ug = X, para toda s € S\ F y Us # X
para toda s € F.

Sean {X}ses una familia de espacios topolégicos, X = [[, ¢ X, y consi-
deremos la familia de funciones {p;}scs, donde p; asigna a cada punto z =
{#s}ses € [[,eg X su coordenada z, € X;. Las funciones p; : [[,.¢ Xs = X;
son llamadas las proyecciones de Hse X sobre Xj.

El siguiente teorema se prueba en [10, Teorema 8.6, pag. 54].

Teorema 1.14. Sean {X,}ses una familia de espacios topoldgicos y X =
HSGS X,. Entonces las proyecciones p; - HSES Xs — X; son continuas y
abiertas.



Capitulo 2

Axiomas de separacion

El primer tratado sistematico de los axiomas de separacion es debido a
Urysohn. Una discusién mas detallada fue dada por Freudenthal y Van Est
en 1951. Estas dos investigaciones tratan sobre axiomas de separacién méas
fuertes que 7T7. El tnico axioma de separaciéon entre Ty y 17 que se conocia
hasta entonces se introdujo por J. W. T. Youngs quien lo encontré en el
estudio de espacios localmente conexos. Otro axioma fue sugerido por C. T.
Yang, quien observo que el conjunto derivado de todo conjunto es cerrado si
y sélo si el conjunto derivado de todo punto es cerrado. [14]

En este capitulo definiremos los axiomas de separacion, daremos formas
equivalentes de enunciarlos y veremos céomo estan relacionados entre si. Tam-
bién se determinara cuales axiomas son propiedades hereditarias.

2.1. Espacios 1

La primera clase de espacios que vamos a estudiar es la de los espacios
Tp.

Definicién 2.1. Un espacio topoldogico X es Ty, si para cada par de puntos
x,y € X conx # vy, existe un abierto U en X tal quex € U yy ¢ U oy € U

yx gU.

En 1935 se publico el libro Topologie I de Pavel S. Alexandroff y Heinz
Hopf. En dicho texto se indica que el axioma de separacién mas débil es el

11



12 CAPITULO 2. AXIOMAS DE SEPARACION

Ty. Fue introducido por Andreui M. Kolmogoroff. Por tanto, el axioma Tj se
conoce desde 1935.

El siguiente es un ejemplo sencillo de un espacio topoldgico Tp.

Ejemplo 2.2. El conjunto X ={a,b,c,d} con la topologia T = {{b},
{a,b},{b,c},{a,b, c},X,Q)} es un espacio Ty.

Demostracion. Observemos que para los puntos a y ¢, {b,c} es un abierto
que tiene a ¢ pero no a a, para a 'y d, {a,b} es un abierto que tiene a a pero
no a d, para ¢y d, {b,c} es un abierto que tiene a ¢ y no a d, por ultimo
notemos que {b} es un abierto que tiene a b pero que no tiene a ninguno de
los otros puntos, por lo tanto X es Tj. O]

Teorema 2.3. Ezisten espacios que no son Tj.

Demostracion. La topologia indiscreta en un conjunto X con més de un
punto es un espacio que no es Ty. Esto es porque X es el tinico abierto no
vacio y contiene a cualesquiera dos puntos distintos y, por tanto, no podemos
separar un punto de otro con ningun abierto. O

Antes de enunciar nuestro primer resultado sobre los espacios Tj, intro-
duciremos las siguientes dos definiciones.

Definicién 2.4. Sean X un espacio topologico y A C X . Se define el nicleo
de A denotado por A" como

A’\:ﬂ{GQX:AQG y G es abierto}.

Si A = A", entonces se dice que A es un A-conjunto.

Tomemos z € X y A C X. Notemos que si x € A, entonces x € GG para
todo abierto G tal que A C G, por lo tanto, z € ({{G C X : AC Gy G es
abierto}=A". Esto lo escribimos en la siguiente:

Observacion 2.5. En un espacio topoldgico X, se tiene que A C A" para
todo A C X.

Lema 2.6. Sea {U; : i € I} una famila de subconjuntos abiertos de X.

Entonces L = (,c; Ui es un A-conjunto.
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Demostracién. En efecto, sea z € L”. Entonces, 2 € ({GC X:LC Gy G
es abierto}. Tenemos que para toda i € I, L C U; y U; es abierto, lo que nos
dice que z € U; para toda i € I, y asi z € L. Por lo tanto L C L y luego
por la Observacion 2.5 obtenemos que L es un A-conjunto. ]

Definicién 2.7. Decimos que A C X es A-cerrado si A= LNC, donde L
es un A-conjunto y C' es un subconjunto cerrado de X.

El teorema que presentamos a continuacion, nos da otras maneras de
enunciar el axioma 7Ty donde se involucran nuestras definiciones anteriores.

Teorema 2.8. En un espacio topologico X, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) X esTp.
b) Para todo x,y € X, si x # y, entonces {x} # {y}.

¢) Para todo x € X, {z}' (el derivado de x) se puede escribir como union
de subconjuntos cerrados de X.

d) Para todo x € X, el conjunto {x} es A-cerrado.

Demostracion. a) = b). Sean z,y € X con z # y. Como X es Tj existe un
abierto U talquex e Uy y ¢ U oy € Uy x ¢ U, es decir, existe un abierto
Utalque{az}ﬂU—@nyUo{y}ﬂU—@yxEU luego = ¢ {y}
oy & {x}. Si x ¢ {y}, entonces, como z € {z}, tenemos que {z} Z {y}y
asi {y} # {«}. Andlogamente, si y ¢ {x}, entonces tenemos que {y} # {z},
lo cual prueba la afirmacién b).

b) = ¢). Tomemos z € X y veamos que {z} = U{@ :y € {z}'} la cual
es una unién de cerrados. L L
En efecto, si y € {z}', entonces, como y € {y}, se tiene que y € J{{y} : v €

{x}’}, as{ {z}' C U{@ cy € {x}’}

Ahora tomemos z € U{m Cy € {x}’} Tenemos que z € {y} para

alguna y € {z}’ = {}\{z}, luego {y} C {z} y y # x, por lo que {y} C {«},
yporh) @} 208 o -
Observemos que si z € {y}, entonces {z} C {y}, por lo que {z} C {y

y se tend@m :_@, lo cual no puede pasar, de manera que z ¢ {y}.
Entonces {y} C {z} \ {z} = {2}, y como z € {y}, tenemos que z € {z}',

ast U{{y} : v € {z}} C {«}, por lo tanto, tenemos la igualdad.
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c) = d). Sea x € X y supongamos que {z} = J,., Ci, donde C; es
un subconjunto cerrado de X para toda ¢ € J. Veamos que el conjunto L =
X\{z} = N;c; X\Cj es un A-conjunto, es decir,que L=({GC X :GD L
y G es abierto}.

Por la Observacién 2.5 sélo hay que demostrar que L* C L. Tomemos
z € L. Entonces z € G para todo G abierto tal que G 2 (1, ; X\ C}, notemos
que X\ C; es abierto para cada ¢, ademés cada uno de estos conjuntos contiene
a (V,e; X \ C; para cada i, por tanto tenemos que z € X \ C; para toda i,
luego z € (,c,; X \ C; = L. Asi L" C L y concluimos que L es A-conjunto.

Ahora probaremos que {z} = L N {z} . Para esto, recordemos que L =
X \ {z}. Entonces se tiene que:

L{a} = (X\{z}) n{z} = (X n{z}) \ {2} = {a} \ {2} = {a}.

Luego, {z} es la interseccién de un A-conjunto y el cerrado {z}. Con esto
hemos probado d).

d) = a). Para finalizar tomemos dos puntos distintos z,y € X. Por d),
{z} = LN C, donde C es cerrado y L es A-conjunto, es decir:

L:ﬂ{GQX:GQLyGesabierto}.

Notemos que x € C.Tenemos dos casos:
CasoI) y ¢ C. Entonces X \C es un abierto tal quey € X\C'yx ¢ X\C.

Caso IT) y € C. En este caso, puesto que {z} = LNC, se tiene que y ¢ L,
luego existe un abierto G tal que L C G pero y ¢ G, y como = € L resulta
que x € G.

Asi, en ambos casos encontramos un abierto que tiene a x y no tiene a y
o un abierto que tiene a y pero no a z, lo que significa que X es Tj. O]

Corolario 2.9. Un espacio topologico X es Ty si y solo si, para cada z,y € X
six € {y} y ademds y € {x}, entonces x = y.

Veamos que el axioma T se preserva bajo subespacios.
Teorema 2.10. Si X esTy yY C X, entonces Y es 1.

Demostracion. Sean x,y € Y con x # y. Entonces z,y € X y, como X es
To, existe un abierto U tal quex e Uy y ¢ Uoy € Uy x ¢ U. En cualquier
caso tomamos U NY, el cual es abierto en Y y tenemos que x € UNY y
y¢UNYoyeUNY yxzgUNY. Por lo tanto, Y es Tp. O
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2.2. Espacios T%l

En 1997, F. G. Arenas, J. Dontchev y M. Ganster [3], introdujeron por la
siguiente clase de espacios, que llamaron espacios Ti , en los cuales se puede
separar un punto de un conjunto finito ya sea con un abierto, o bien con un
cerrado.

Definicién 2.11. Un espacio topoldgico X es Ti’ st para todo F' C X finito

y para todoy € X \ F, existe U C X tal que F C U, y ¢ U y U es abierto o
cerrado.

Existen otras formas alternativas de enunciar el axioma 7T:. Para esto
. . . 4
definimos el concepto de conjunto localmente finito:

Definicién 2.12. Sea X un espacio topologico. Se dice que F' C X es local-
mente finito, si para todo punto x € X, existe un abierto U tal que x € U
y FNU es finito.

Teorema 2.13. Sea X un espacio topoldgico. Las siquientes afirmaciones
son equivalentes:

a) X esTh.

b) Para todo F C X localmente finito y cada punto y ¢ F, existe A C X
tal que F C A, y ¢ A y A es abierto o cerrado.

c¢) Para todo F C X finito, F es A-cerrado.

Demostracion. a) = b). Sean F' C X localmente finito y y ¢ F. Si F es
finito, entonces el resultado es inmediato por definicién. Vamos a suponer
que F' es infinito. Tenemos dos casos:

Caso I) y € F. Como y € F y F es localmente finito, existe un abierto U
tal que y € U y U N F es finito, digamos U N F={z1, xa, ..., x;}. Ademads,
como Yy € F, si tomamos un abierto V' tal que y € V, entonces tenemos que
UNV es un abierto que tiene a y. Se sigue que (UNV)NEF =V N(UNF) # 0,
es decir, V interseca a {xy, s, ...,z }. Por lo tanto, y € {x1,x9,..., 2k}

Ahora elijamos x € F'\ {21, 29, ...,2;}. Notemos que {z,z1,x9,..., 2%}
es finito y ya que y ¢ F', se tiene que y ¢ {x,x1, z9, ..., x}. De esta manera,
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por el inciso a), existe A, C X tal que {z,x1,29,..., 25} C Ay, y & A, y
A, es abierto o cerrado. Si A, fuera cerrado, entonces, {xy,xs,..., 2} C
A, = A, y como y € {x1,2s,...,2}, tendriamos que y € A,, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, A, es abierto.

Definamos A = U{Aw CX:xze F\{x, ... ,xk}} Tenemos que A
es abierto por ser unién de abiertos, F' C Ay y ¢ A, esto prueba el primer
caso.

Caso II) y ¢ F. Como y ¢ F, existe un abierto U tal que y € U y
UNF =1, de manera que X \ U es cerrado, y ¢ X \Uy X \U D F.

En ambos casos encontramos un abierto o cerrado que contiene a F'y que
no tiene a y. Esto concluye la prueba de b).

b) = a). Para esta implicacién, sélo hay que notar que todo subconjunto
finito de X es localmente finito.

a) = ¢). Sea F C X finito. Como X es Ty, para toda y ¢ F existe
A, C X talque FCA, y¢ A,y A, es abierto o cerrado.

Sean K={A,:y¢ F}, L={AcK:Aesabierto} yd={Ack: A
es cerrado} y definamos los siguientes conjuntos:

L=(¢ vy C=()%

Notemos que C' es cerrado por ser intersecciéon de cerrados. Ademas, por el
Lema 2.6 afirmamos que L es A-conjunto.

Como para toda A € I, FF C A tenemos que F' C LNC'. Ahora, tomemos
x € LN C y supongamos que = ¢ F. Entonces A, € Ky x ¢ A,. Si A, es
abierto, entonces, x ¢ L, lo cual es absurdo. Si A, es cerrado, entonces x ¢ C,
también una contradiccion. Con esto concluimos que L N C C F y se tiene
la igualdad entre estos conjuntos.

¢) = a). Sean F' C X finitoy y ¢ F. Por ¢), FF = LN C donde C es
cerrado y L es A-conjunto. Como y ¢ F, entonces y ¢ Loy ¢ C. Siy ¢ C,
entonces puesto que F' = LN C C C, tenemos que C' es un cerrado que no
tiene a y y que contiene a F'.

Siy ¢ L, entonces y ¢ G para algin abierto G que contiene a L, pero
F=LNC C L, de esta manera encontramos un abierto G tal que G O L D
LNC = F y no tiene a y. Por lo tanto, X es T%. O]
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El inciso b) del teorema anterior, describe, en apariencia, una nocién mas
fuerte de lo que significa ser T . Es lo mismo que separar puntos de conjuntos
4

localmente finitos (que no son necesariamente conjuntos finitos).

Con estas equivalencias y las del Teorema 2.8, resulta muy sencillo darse
cuenta de que la clase de los espacios T’ 1oes mas restrictiva que la de los
espacios Tj.

Teorema 2.14. Los espacios Ti son Ty.

Demostracion. Si X es Ti, entonces, la parte ¢) del Teorema 2.13 afirma que
todo subconjunto finito de X es A-cerrado, en particular para todo x € X,
el conjunto {z} es A-cerrado y, por el inciso d) del Teorema 2.8, tenemos que
X es Ty. O

Teorema 2.15. Existen espacios Ty que no son Ti’

Demostracion. Recordemos que en el Ejemplo 2.2, se probé que el espacio
X={a,b,c,d} con la topologia 7 = {{b},{a,b},{b,c},{a,b,c}, X, 0} es Tp.
Ahora veremos que este espacio no es Ti‘

Notemos que {b,d} C X es finito y a ¢ {b,d}. Como el tinico abierto o
cerrado que contiene a {b,d} es X y a € X, resulta que X no es Ti' O

Ahora damos un ejemplo de un espacio Ti )
Ejemplo 2.16. FEl espacio (Z,T) con la topologia:
T={0,Z} U{UCZ:0€U yZ\U es finito} es Ty

Demostracion. Sean F' C Z finito, digamos F = {ay,as,...,a,} yb € Z\ F.
Consideremos los siguientes dos casos:

Casol: 0 € F. Como b ¢ F, b # 0. Definamos U = Z\ {b} y notemos que
0€ UyZ\U = {b} es finito. Por lo tanto U es un abierto tal que F* C U

ybe¢U.

Caso II: 0 ¢ F. En este caso tomamos U = Z \ F. Tenemos que U es
abierto porque 0 € U y Z \ U = F el cual es finito, de manera que F' es
cerradoy b ¢ F.

En ambos casos encontramos un abierto o cerrado que contiene a F'y que
no tiene a b. Por lo tanto (Z,7) es T:. O
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Observacién: Si en nuestra definicion de espacio 71, cambiamos la pala-
bra “finito” por “numerable”, podriamos definir una nueva clase de espacios
que esta contenida en la de los espacios T1. Esto es, una versién numerable

4

de los espacios T1 a la que denotaremos como T{V .
1 1

Definicién 2.17. Un espacio topologico X es T , st para cada FF C X

numerable y para todo y ¢ F, existe U C X tal que FCU,y¢UvyUes
abierto o cerrado.

Es claro entonces que los espacios TN son T1 Ademas, el Ejemplo 2.16,
muestra que existen espacios T1 que no son TN Para probar esto tomamos

el conjunto N ={2n:n € Z\ {O}} el cual es numerable y observamos que
0 ¢ N.Si A es un subconjunto de Z tal que N C Ay 0 ¢ A, entonces, A
no es abierto ya que todos los subconjuntos abiertos no vacios tienen al 0.
Tampoco es cerrado, ya que los cerrados no vacios son subconjuntos finitos
o son iguales a Z.

Por lo tanto, el ejemplo anterior es un espacio T pero no T .
1 1

A continuacién vemos que el axioma T4, se preserva bajo subespacios.
4

Teorema 2.18. 5i X es Ti yY C X, entonces Y es Ti'

Demostracion. Sean F' CY finitoy y € Y\ F. Entonces F C X yy € X\ F.
Como X es T1 existe U C X tal que FF C U,y ¢ U y U es abierto o cerrado.
Tomamos UNY.. Si U es abierto (cerrado), entonces UNY es abierto (cerrado)
en Y. Demaneraque F CUNY, y¢ UNY yUNY es abierto o cerrado.
Por lo tanto, Y es T%. O

De manera silmilar se pueba que el axioma T se preserva bajo subespa-
4
cios.

2.3. Espacios Tp

Otra clase de espacios que vamos a estudiar, son los espacios donde el
conjunto derivado de un conjunto unitario es cerrado, llamados espacios 1.
Como se mencion6 al inicio del capitulo, este axioma fue sugerido por C. T
Yang [14].
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Definicién 2.19. Un espacio topolégico X es Tp, si para todo x € X, {z}'
es cerrado.

La siguiente observacién se utilizara en la prueba del préximo teorema:

Observaciéon 2.20. Si U es un abierto de un espacio topologico X y M es
un subconjunto de X tal que U N M' # (), entonces U N M # ().

Demostracion. Six € UNM’', entonces tenemos que x € M’, luego para todo
abierto V' tal que x € V, sucede que (V' \ {z}) N M # (0, y en consecuencia
V N M # (. En particular, ya que U es un abierto que tiene a z, tenemos
que U N M # 0. O

Otras maneras de enunciar el axioma de separacion T son las siguientes,
donde podemos notar que en realidad, en estos espacios no solo el derivado de
los conjuntos unitarios es cerrado, sino el derivado de cualquier subconjunto
lo es.

Teorema 2.21. En un espacio topologico X, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) X esTp.
b) Para cualquier M C X, M’ es cerrado.

c) Para cualquier x € X, existen un abierto U y un cerrado C, tales que

{z}=UnC.

Demostracion. a) = b). Para ver que M’ es cerrado, vamos a mostrar que
M C M.

Sea x € M'. Entonces para todo abierto U tal que € U, U N M’ # (). Por
la Observacion 2.20, para todo abierto U tal que x € U, U N M # (), luego
x € M = M U M'(Observacién 1.2).

Supongamos que x ¢ M’. Entonces existe un abierto U que tiene a z, tal
que (U\ {z})NM = (. Como x € M, podemos escribir:

{z} ={z} U[(U\{z}) n M] = {z} U U\ {zP] N ({zy UM) =UnNM.

Ahora, por hipétesis X es T, asi que {z}’ es cerrado, por lo tanto el conjunto
W =UnN(X\{z}') es un abierto que tiene a x puesto que ¢ {z}’'. Afirmamos
que W N M = (.
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En efecto, si existiera z € W N M’, entonces se tendria que z € [U N
(X \ {z})] N M’, de manera que z € (U N M’') \ {z}. Luego, para todo
abierto V' tal que z € V tenemos que z € V N (U N M'), de modo que
VNUNM)=(VnU)NnM # 0y, nuevamente por la Observacién 2.20,
(VNnU)NM =V n{x} # 0, por lo tanto x € V. Como esto ocurre para
todo abierto V' que tiene a z, se sigue que z € m Ademaés como z € M’,
yao ¢ M, z+#x Yaque {z} = {z} U {z}, tenemos que z € {z} lo cual
contradice el hecho de que z € (U N M') \ {2}, de donde concluimos que
WM =0.

Para terminar esta parte de la demostracion, notemos que por la afirma-
cién del parrafo anterior, tenemos un abierto W que tiene a x pero WNM' =
0, lo que significa que = ¢ M’, una contradiccién que surgié al suponer que
x ¢ M'. Por lo tanto debe ocurrir que z € M’ y, en conclusién, M’ C M’
Asi, el conjunto M’ es cerrado.

b) = c). Sea x € X. Entonces {z} es cerrado, luego X \ {x}’ es abierto.
Ahora veamos que {z} = {z} N (X \ {z}'). En efecto, {z} N (X \ {z}) =
(X Nn{z}) \ {z} = {z} \ {z} = {2}, de este modo tenemos que {x} es la

interseccién de un abierto con un cerrado.

c) = a). Si {} = UNC donde U es abierto y C' es cerrado, entonces
{V ={z}\ {2z} = {2} \ (UNC). Como = € C, {z} C C, de manera que
{£} =UNC =Un{z}, entonces {z} = {z}\ (Un{z}) = {z} N (X \ V),
la cual es una interseccién de dos cerrados. Por lo tanto, {z}’ es cerrado y X
€S TD. ]

Ahora veamos cémo se relacionan los espacios T con los espacios T4 .
4

Teorema 2.22. FEuxisten espacios T'p que no son Ti'

Demostracion. Como se vio en el Teorema 2.15, el espacio X={a, b, ¢, d} con
la topologia 7 = {{b},{a,b}, {b,c},{a,b,c}, X, 0}, no es Ti . Notemos que
{d},{a,d} y {c,d} son los complementos de los abiertos {a,b,c},{b,c} y
{a, b}, respectivamente, por lo tanto son cerrados, y como X es abierto y
cerrado tenemos que:

{a} = {a, b} N{a,d}, {b} = {b} N X {c} = {b,c; N{c,d} y {d} = X n{d},
de manera que para todo x € X, {x} es la interseccién de un abierto con un
cerrado, luego por la parte ¢) del Teorema 2.21, X es Tp. O

Teorema 2.23. Existen espacios Ti que no son Ip.
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Demostracion. En el Ejemplo 2.16 vimos que el espacio (Z,7) con la topo-
logia:

TZ{@,Z}U{UQZ:OEUyZ\Uesﬁnito}esTi.

Notemos que en este espacio {0} = {z € Z\ {0} : si U es un abierto con
x € U, entonces 0 € U}=Z\{0}, el cual no es cerrado porque su complemento
es {0} y éste no es abierto. Por lo tanto no es Tp. O

Con los dos resultados anteriores y el que ahora exponemos, se concluye
que los espacios T1 y T son independientes; sin embargo, ambos son 7j.
4

Teorema 2.24. Los espacios Tp son Tj.

Demostracion. Si X es Tp, entonces para todo x € X, {z}' es cerrado, de
manera que {x}’ se puede escribir como una unién de cerrados. Por lo tanto,
de acuerdo con la parte c) del Teorema 2.8, X es Tp. O]

Ejemplo 2.25. FEuxisten espacios Ty que no son Tp.

Demostracién. Vimos que el espacio (Z,7) con la topologia: 7 = {0,Z} U
{UCZ:0€UyZ\U es finito} es T pero no Tp (Ejemplo 2.23). Puesto
que es Ti , también es Tj. [

Como veremos en el siguiente teorema, el axioma Tp es una propiedad
hereditaria.

Teorema 2.26. Si X esTp yY C X, entonces Y es Tp.

Demostracion. Sea x € Y. Entonces x € X, como X es Tp por el inciso c)
del Teorema 2.21, {z} = U N C, donde U es abierto en X y C' es cerrado en
X. Notemos que {z} = (UNY)N(CNY), donde UNY es abierto en Y y
CNY escerrado en Y. Por lo tanto Y es Tp. O

2.4. Espacios T%

Norman Levin en el articulo Generalized closed sets in topology [4], publi-
cado en 1970, defini6 los conjuntos g-cerrados e introduce un nuevo axioma
de separacién que estudiaremos a continuacion.
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Definicion 2.27. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Decimos que A
es g-cerrado si para todo abierto U tal que A C U se tiene que A C U.

De la definicién anterior podemos notar que todo subconjunto cerrado de
un espacio topologico X es g-cerrado. Ademas, si consideramos el espacio to-
poldgico X={a, b, ¢, d} con la topologia 7 = {{b}, {a, b}, {b, ¢}, {a,b,c}, X, 0},
tenemos que {a} no es abierto ni cerrado, por lo que X \ {a} es un g-cerrado
que no es cerrado.

Definicién 2.28. Un espacio topologico X es T%, st todo subconjunto g-
cerrado A de X es cerrado.

Cuando definimos los espacios T% dijimos que se trataba de separar pun-

tos de conjuntos finitos (o localmente finitos) con abiertos o cerrados, después
vimos que podemos crear una nueva clase de espacios si en lugar de conside-
rar conjuntos finitos consideramos conjuntos numerables. Siguiendo con esta
idea, es natural preguntarse qué pasa si en lugar de conjuntos numerables
tomamos conjuntos arbitrarios. Resulta que entre las caracterizaciones de los
espacios T% que veremos a continuacién, es el inciso e) el que extiende a los
espacios Ti'

Teorema 2.29. En un espacio topologico X, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) X es T,.
b) Para todo x € X, {z} es abierto o cerrado.

c) Para todo A C X, A se puede escribir como la interseccion de subcon-
juntos abiertos o cerrados de X que contienen a A.

d) Para todo A C X, A es A-cerrado.

e) Para todo A C X y para toda x ¢ A, existe U C X tal que x ¢ U,
ACU yU es abierto o cerrado.

Demostracion. a) = b). Supongamos que X es T% y que {x} no es cerrado.

Entonces X \ {z} no es abierto. Ademéds, X es el tnico abierto tal que X \
{z} € X. Como X \ {z} C X, tenemos que X \ {z} es g-cerrado. Luego,
como X es T}, se tiene que X \ {z} es cerrado, y por lo tanto {x} es abierto.
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b) = ¢). Sea A C X. Notemos que X \ A = (J,cx\a{7}, de donde,

A=x\ U {ey= ) X\ o}

zeX\A zeX\A

Como para toda x € A, {z} es abierto o cerrado y para toda x € X \ A,
A C X \ {z} podemos concluir que A se puede escribir como la interseccién
de subconjuntos abiertos o cerrados que contienen a A.

¢) = d). Ahora tomemos A C X y supongamos que lo podemos expresar
como A = (1),¢; Za donde, para toda a € I, Z, es abierto o cerrado.

Sean

O ={ael:Z,escerrado} y Qo={aecl:Z,esabierto}.

Definimos L = (\,cq, Za ¥ C = [aeq, Za- Notemos que C' es una in-
terseccion de cerrados y, por lo tanto, es cerrado. Ademas por el lema 2.6
afirmamos que L es A-conjunto y por lo tanto A es A-cerrado.

d) = e). Sea A C X. Por hipotesis, A es A\-cerrado, entonces A = LN C
donde L es A-conjunto, es decir, L = ([{G C X : L C G y G es abierto} y
C' es cerrado. Tomemos = € X tal que ¢ A. Tenemos dos casos:

Caso I). x ¢ L. Como x ¢ L, tenemos que = ¢ G para algin abierto G
que contiene a L. Como G 2 L O LN C = A, tenemos que G es un abierto
que contiene a A tal que = ¢ G.

Caso I). z ¢ C. Como C' O C'N L = A tenemos un cerrado que contiene
aAdyxé¢C.

Asi, en ambos casos hemos encontrado un abierto o cerrado que contiene
a Ay que no tiene a x.

e) = a). Sea A C X un conjunto g-cerrado. Para mostrar que A es
cerrado, veamos que A C A. Tomemos # € A y supongamos que = ¢ A.
Entonces, por e), existe U C X tal que A C U, x ¢ U y U es abierto
o cerrado. Si U es abierto entonces, como A es g-cerrado, A C U asi que
x € U, lo cual no puede pasar. Si U es cerrado, entonces como A C U se
tiene que A C U = U, de manera que = € U, nuevamente una contradiccion.
En cualquier caso, suponer que = ¢ A nos lleva a una contradiccién, por lo
tanto tenemos que = € A, luego A C A. Como también A C A, tenemos que

A=Ay asi, A es cerrado. [
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Teorema 2.30. Los espacios T% son Ti'

Demostracion. Si X es T%, entonces, por la parte e) del Teorema 2.29, para

todo subconjunto M de X y todo punto y ¢ M, existe A C X tal que
M C A y¢ Ay A es abierto o cerrado, en particular si M es finito, entonces
tenemos que X es Ti : O

Teorema 2.31. FExisten espacios T% que no son T%.

Demostracion. En el Ejemplo 2.16 vimos que el espacio (Z,7) donde 7 =
{0,Zy U{U CZ:0€ Uy Z\U es finito} es un espacio T:. A continuacién
veremos que no es T’ 1.

Basta con observar que el unitario {0} no es abierto ni cerrado. No es abierto
porque Z \ {0} no es finito, y no es cerrado porque si lo fuera, Z \ {0} seria
abierto, pero esto no puede ser puesto que 0 ¢ Z \ {0}. Por lo tanto debido
a b) del Teorema 2.29, X no es Ty. O

Teorema 2.32. Los espacios T% son Tp.
Demostracion. El inciso b) del Teorema 2.29 afirma que para todo = € X,
{z} es abierto o cerrado, luego como X es abierto y cerrado, para toda x € X,

{z} = {x} N X, entonces {x} siempre es la interseccién de un abierto con un
cerrado, por lo tanto por la parte ¢) del Teorema 2.21, X es Tp. O

Teorema 2.33. FEuxisten espacios T'p que no son T%.

Demostracion. En el Teorema 2.22, vimos que el espacio X={a,b,¢,d} con

la topologia 7 = {{b},{a,b},{b,c},{a,b,c}, X, 0}, es un espacio Tp que no

es T 1. Entonces de acuerdo con el Teorema 2.30, X no puede ser T% . O
Veamos un ejemplo de un espacio T%.

Ejemplo 2.34. El conjunto X = {a,b} con la topologia 7 = {0, X,{a}},

llamado el espacio de Sierpinski, es un ejemplo de un espacio T%.

Demostracion. Observemos que {a} es abierto y {b} es cerrado, luego, segin
la parte b) del Teorema 2.29, X es T%. ]

Ahora veamos que el axioma 71 es una propiedad hereditaria.
2
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Teorema 2.35. Si X es T% yY C X, entonces Y es T%.

Demostracion. Sea x € Y. Entonces x € X, luego por el Teorema 2.29 inciso
b), {x} es abierto o cerrado en X, de manera que {x} NY = {z} es abierto
o cerrado en Y, por lo tanto Y es T%. O

2.5. Espacios T%

En 1995 los autores Julian Dontchev y Maximilian Ganster definieron los
espacios T% en su articulo [5]. Antes de definirlo necesitamos introducir otros
conceptos.

Definicién 2.36. Sea X un espacio topolégico. Decimos que un subconjunto
U de X es abierto regular si U = int U.

Observacién 2.37. a) Puesto que el interior (en X ) de cualquier subcon-
Junto de X es un abierto de X, tenemos que todo abierto reqular es abierto
en X.

b) St U C X es abierto en X, como U C U, se tiene que U = int U C
int U.

Definicién 2.38. Se define el d-interior de A C X, denotado por ints A,
como el conjunto

ints A = U{U CX:UCA y Ues abierto reqular}.

Se dice que un subconjunto A de X es d-abierto si A = ints A. Al comple-
mento de un subconjunto d-abierto se le llama 0-cerrado.

Definicién 2.39. Se define la -cerradura de A C X denotada por Cls A,
como el conjunto

Cls A = {x € X : para todo U abierto con x € U se tiene que int UNA # 0},
Observacién 2.40. Para todo A C X, int; A C intA y A C ClyA. En
consecuencia ints A C A y A C Cls A.

Demostracion. Si A C X y x € ints A, entonces x € U para algin abierto
regular U C A, luego z € U para algin abierto U C A, de modo que
x € int A, esto prueba que ints A Cint A C A.
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Por otro lado si € A, tenemos que para todo abierto U tal que z € U,
UNA # (), en particular esto ocurre con los abiertos regulares. Entonces

$€CL;Ayasi,A§Z§CL5A. O

Observacién 2.41. Si A C X es d-abierto, entonces X \ A = Cls(X \ A),

es decir, todo d-cerrado es igual a su d-cerradura.

Demostracion. Por la Observacion 2.40 tenemos que X \ A C Cls(X \ A).

Para probar la otra contencién, tomemos x € Cls(X \ A) y supongamos
que x € A. Puesto que A es d-abierto, x € U para algin abierto regular U C
A, entonces UN(X\ A) = int UN(X\ A) = 0, luego, x ¢Cls(X \ A) lo cual es
una contradiccion, por lo tanto z € X'\ A. Asi se tiene que Cls(X\A) C X\ A
y, por lo tanto, X \ A = Cls(X \ A). O

Observacion 2.42. Sean X un espacio topoldgico y x € X. Entonces {x}
es d-abierto si, y solo si {x} es abierto reqular.

Demostracion. Si {x} es d-abierto, entonces {x} = ints{z}, luego por defini-
cién {z} = |J{U C X : U C {a} y U es abierto regular}. Entonces U = {z}.
Por lo tanto {z} es abierto regular.

Por otro lado, si {x} es abierto regular, puesto que {x} es el tinico sub-
conjunto no vacio de {z}, {x} = |J{U C {z} : U es abierto regular}, por lo
que {z} = intg{x}, asi {z} es J-abierto. O

Definicién 2.43. Sean X un espacio topologico y A C X. Decimos que A
es dg-cerrado si para todo abierto U tal que A C U, se tiene que ClsA C U.

Observacion 2.44. Si A C X es dg-cerrado, entonces (Cls A)\ A no contiene
ningun cerrado distinto del vacio.

Demostracion. Sea F' C ClsA \ A cerrado. Entonces X \ F' es abierto y
A C X\ F, como A es dg-cerrado, tenemos que Cls A C X \ F luego,
tomando complementos, F' C X \ Cls A, asi tenemos que FF C Cls A\ Ay
F C X\ Cls A, por lo que F' = (. O

Ahora podemos introducir un nuevo axioma de separacion.

Definicién 2.45. Un espacio topolégico X es T%, st cualquier subconjunto
de X que sea dg-cerrado, es d-cerrado.
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A continuacién veremos otras formas equivalentes de definir un espacio
Ts.

4

Teorema 2.46. En un espacio topologico X las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) X esT 5.

b) Para todo x € X, {x} es d-abierto o cerrado.

c¢) Para todo x € X, {x} es abierto regular o es cerrado.

Demostracion. Por la Observacién 2.42,b) < ¢) es inmediato.

a) = b). Si {z} no es cerrado, entonces X \ {z} no es abierto, luego, X es
el tnico abierto tal que X \ {z} C X, y ademds Cls(X \ {z}) C X, es decir,
X \ {z} es dg-cerrado. Como X es Tj/4, se tiene que X \ {z} es d-cerrado
y, por la Observaciéon 2.41, X \ {z} = Cls(X \ {z}), por lo tanto {z} es
d-abierto.

b) = a). Sea A C X dg-cerrado. Queremos ver que A es d-cerrado, lo
que significa que A = Cls A. Por la Observacion 2.40, tenemos que A C A C
ClsA. Solo falta probar que Cls A C A, lo que hacemos a continuacion.

Sea x € Cls A. Tenemos dos casos:

Caso I). {x} es 0-abierto. Por la Observacién 2.42, {x} es abierto regular,
luego {z} =Int{z} y como x €ClsA tenemos {x} N A # (), es decir, x € A.

Caso IT). {z} es cerrado. Supongamos que x ¢ A. Entonces {z} C Cly A\
A, pero la Observacion 2.44, afirma que {z} debe ser vacio, lo cual es absurdo,
por lo tanto z € A.

En ambos casos tenemos que ClsA C A, esto prueba que ClzjA = Ay
asi A es d-cerrado. N

Teorema 2.47. Los espacios T% son T%.
Demostracion. Sea X un espacio T%. Tomemos = € X y supongamos que
{z} no es cerrado. Veremos que {z} es abierto.

Si{z} no es cerrado, entonces X \ {x} no es abierto, como el tnico abierto
que contiene a X \ {z} es X y ademds Cls(X \ {z}) C X, resulta que X \ {z}
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es dg-cerrado. Como X es T, X \ {z} es d-cerrado luego, {x} es d-abierto,
entonces por la Observacion 2.42; es abierto regular y por lo tanto abierto,
luego, por el Teorema 2.29, X es T%. O

Teorema 2.48. Fxisten espacios T% que no son T%.

Demostracién. El espacio de Sierpinski X = {a,b}, 7 = {0, X, {a}} es un
ejemplo de un espacio T1 que no es T 5. En el Ejemplo 2.34, vimos que es T1

Para ver que no es T notemos que {a} no es cerrado porque X \ {a} = {b}
no es abierto. Ademds {a} no es abierto regular porque {a} = X y int X =

X # {a}, por lo tanto el inciso c¢) del Teorema 2.46, nos dice que X no es
Ts. ]

4

El siguiente espacio es un ejemplo sencillo de un espacio T% .

Ejemplo 2.49. X = {a,b,c} con la topologia T = {{a,b},{a},{b},0, X},
un espacio T%.

o

S

Demostracién. En primer lugar notemos que {c} es cerrado.

En segundo lugar, observemos que los tinicos cerrados que contienen a
{a} son X y {a,c}, por lo tanto {a}=X N {a,c} = {a,c}. Ahora, los tinicos
abiertos contenidos en {a, c} son 0 y {a}, por lo que int{a, c}=0U{a} = {a},
y asi tenemos que int {a} = {a}, es decir {a} es abierto regular.

Por tltimo, para {b} tenemos que los tinicos cerrados que lo contienen
son X y {b,c}, entonces {b} = X N{b,c} = {b,c} y los tnicos abiertos
contenidos en {b,c} son @ y {b}, por lo tanto int{b,c} = QU {b} = {b} y
ast, int {b} = {b}, es decir {b} es abierto regular, luego, por el inciso c) del
Teorema 2.46, X es T%. O

Observacion 2.50. Los espacios Ts no se preservan bajo subespacios.
4

Demostracion. Consideremos el espacio X = {a,b,c} con la topologia 7 =
{{a,b},{a},{b},0, X}. En el Ejemplo 2.49 vimos que X es un espacio Ts. Si
tomamos el conjunto Y = {a,c} como subespacio de X, entonces tenemos
que Y tiene la topologia v = {Y N{a,b}, Y N{a}, Y N{0}, Y NO, Y NX} =
{{a},{a,c},0}, pero éste es el espacio de Sierpinski y en el Teorema 2.48,
vimos que este espacio no es T% . ]



2.6. ESPACIOS T, 29

2.6. Espacios T

En 1907 Friedrich Riesz introdujo el primer axioma de separacion cono-
cido como espacios T} [2, pag. 47].

Definicién 2.51. Un espacio topologico X es T}, si para cualesquiera x,y €
X con x #y, existen abiertos Uy V, tales que x e U\'V yy e V\U.

En el siguiente teorema veremos algunas caracterizaciones de estos espa-
cios.

Teorema 2.52. En un espacio topologico X las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) X esTy.

b) Para todo A C X, x € A" si, y sélo si, cada abierto U que tiene a x
contiene una infinidad de puntos de A, esto es, U N A es infinito.

¢) Para todo x € X, {z} = 0.
d) Para todo x € X, {x} es cerrado.

e) Para todox € X, {z} =({U C X :2 €U y U es abierto}.

Demostracion. a) = b).

Supongamos que x € A" y que existe un abierto U tal que x e Uy UN A
es finito. Entonces el conjunto U N (A \ {z}) también es finito, digamos U N
(A\{z}) = {x1, 29, ..., 21}. Notemos que = # x; para toda i € {1,2,... k},
luego, como X es T}, existen abiertos U; tales que z € U; vy z; ¢ U,.

Definamos V' = ﬂle U; y observemos que x € V' y V es abierto porque
es una interseccién finita de abiertos. Notemos que dada i € {1,2,... k},
V' no contiene a x; porque si x; € V, entonces x; ¢ U;, de manera que
VN {zy,z9,...,2x} =0, es decir, VN U N (A\ {z}) = 0. Esto contradice
el hecho de que x € A’ porque V N U es un abierto que tiene a x y por lo
tanto debe ocurrir que ) # (UNV)\{z}) NA=V NUN(A\{z}). De esta
contradicciéon concluimos que U N A es infinito.

Reciprocamente, si cada abierto que tenga a x contiene una infinidad de
puntos de A, entonces, x es punto de acumulacién de A, es decir, x € A’.



30 CAPITULO 2. AXIOMAS DE SEPARACION

b) = ¢). Sea x € X y supongamos que y € {z}. Como X es abierto y
y € X, tenemos X N {z} = {z} es infinito, lo cual es absurdo. Por lo tanto,

{z}' =0.

¢) = d). Si {z}=0, entonces {z} = {z} U {z} = BU {2} = {z}. Por lo
tanto, {z} es cerrado.

d) = e). Sean v € X y U,= [{U C X : U es abierto y z € U}. Es
inmediato que {z} C U,.

Veamos que U, C {z}. Supongamos que y € U, con y # x. Como {y} es
cerrado, entonces X \ {y} es un abierto que tiene a z, luego X \ {y} C U, y
por lo tanto y € X \ {y} lo cual no puede ocurrir. De esta contradiccién se
sigue que x =y y asi, U, C {z}.

e) = a). Sean z,y € X con xz # y. Por e) {x} = ({U C X : U es abierto
yreU}ly{y}=){U C X : U es abierto y y € U}. Como y ¢ {z} hay un
abierto U tal que z € U y y ¢ U. Andlogamente, como z ¢ {y} existe un
abierto V tal que y € V 'y = ¢ V. Por lo tanto X es T}. O]

Teorema 2.53. Los espacios T} son T%.

Demostracion. Sean X un espacio T} y € X. Por el inciso d) de Teorema
2.52, {x} es cerrado. Luego, por el inciso b) del Teorema 2.46, concluimos
que X es T% . O

Teorema 2.54. Fxisten espacios T% que no son Ti.

Demostracion. En el Ejemplo 2.49 probamos que X = {a,b,c} con la to-
pologia 7 = {{a,b},{a},{b},0, X} es un espacio Ts. Afirmamos que este

espacio no es T;. Basta observar que el unitario {b} no es cerrado, luego, por
el inciso d) del Teorema 2.52, X no es T3. [

Ahora veamos un ejemplo de un espacio 7.
Ejemplo 2.55. El espacio (N,7) con la topologia cofinita, 7 = {(),N} U

{UCN:N\U es finito} es T.

Demostracién. Siz,y € N con x # y, entonces los conjuntos N\ {z} y N\ {y}

son abiertos tales que z € N\ {y}, vy ¢ N\ {y} y y € N\ {z}, x ¢ N\ {z}.
Por lo tanto el espacio (N, 7) es Tj. O
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A continuacion veamos que los espacios T} se preservan bajo subespacios.

Teorema 2.56. St X esT) yY C X, entonces Y es T7.

Demostracion. Sea x € Y. Entonces, x € X y como X es T1, {x} es cerrado,
luego {z} NY = {x} es cerrado en Y. Por lo tanto, Y es T}. O

2.7. Espacios US

En el articulo [6] publicado en 1966, los autores M. G. Murdershwar y S.
A. Naimpally definieron una clase de espacios donde las sucesiones conver-
gentes tienen a lo mas un limite, los llamaron espacios semi-Hausdorff. Una
ligera modificacién a estos espacios definen una clase de espacios conocidos
como espacios US. [8] los cuales definimos acontinuacion.

Definicién 2.57. Un espacio topolégico X es US, si toda sucesion conver-
gente en X tiene un unico limite.

Teorema 2.58. Los espacios US son T.

Demostracion. Supongamos que X no es T;. Entonces, existen x,y € X, con
x # y tales que para todo abierto U tal que x € U se tiene que y € U. Por un
lado, observemos que la sucesién constante {z} converge a z. Por otro lado,
como para todo abierto U tal que y € U, sucede que x € U esto significa que
la sucesién constante {x} también converge a y, lo que contradice el hecho
de que X es US, por lo tanto X es T7. ]

Teorema 2.59. FExisten espacios T, que no son US.

Demostracion. Consideremos el espacio N con la topologia cofinita, 7 =
{0,N} U {U C N : N\ U es finito}. Ya vimos en el Ejemplo 2.55, que
(N, 7) es un espacio T3, ahora veamos que no es US.

Consideremos la sucesién {n}n,eny v € N. Como para abierto U que
tenga a x es de la forma U = N\ F, donde F' es finito, tenemos que existe
solo un numero finito de términos de la sucesién que no estan en U, en otras
palabras, para todo abierto que tenga a x, existe kK € N tal que n € U para
toda n > k, es decir lim,,_,,o n = x como esto pasa para toda x € N tenemos
que la sucesion {x, },en converge a cualquier punto de N y por lo tanto N no
es US. ]
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Ahora veamos un ejemplo de un espacio US. Este espacio serd utilizado
en la siguiente seccion.

NoOTA: Para este ejemplo estamos considerando a los intervalos [a, b] con
la topologia que hereda del espacio R con la topologia usual.

Ejemplo 2.60. Consideremos el conjunto X = [0,1] U [2,3] U {p,q} donde

p,q € [0,1]U[2,3] y p # q. Hagamos Y = [0,1]U{p} y Z = [2,3]U{q}. A
continuacion vamos a definir una subbase para X de la siguiente manera:

S ={U C[0,1] : Ues abierto en [0,1]} U{U C [2,3] : Ues abierto en [2,3]}
U{Y \ §: 8 es una sucesion convergente en R con su limite en [0, 1]}
}.

U{Z\ S:S esuna sucesion convergente en R con su limite en [2,3]
Afirmamos que el espacio (X, 7s) es US.

Demostracion. Sean {z, },en una sucesién en X y x € X de tal manera que
lim,, 00 ,, = . Demostraremos que {z,},eny NO converge a y para ninguna
y € X \ {z}. Consideremos los siguientes casos:

Caso I) = € [0, 1]. Tenemos cuatro subcasos:

Subcaso i) y € [2,3]. Entonces, podemos encontrar abiertos ajenos Uy y
U, contenidos en [0, 1] y [2, 3] respectivamente, tales que © € Uy y y € Us.
Como lim,, o x, = z, existe N € N tal que z,, € U; para toda n > N,
en consecuencia se tiene que {z,}n,eny N0 converge a y porque el abierto Uy
deja fuera a los términos {zni1,Zn42...} los cuales forman una cola de la
sucesion.

Subcaso ii) y € [0,1]. Andlogamente, existen abiertos ajenos U; y Us
contenidos en [0, 1], tales que x € Uy y y € Us. Como lim,, ., x,, = x, existe
N € N tal que z,, € U; para toda n > N, por tanto {x, },en no converge a

Y.

Subcaso iii) y = {p}. Sea U un abierto contenido en [0, 1] que tenga a x.
Entonces existe N € N tal que z,, € U para toda n > N. Consideremos el
conjunto C' = {z,, : n > N} U {z} el cual es una subsucesién de la sucesién
convergente {z,}nen con su limite, asi, el abierto Y \ C' es un abierto que
tiene a y y nuevamente al no contener a la cola C, resulta que {x, },en nO
converge a .
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Subcaso iv) y = {q}. Sea U un abierto en [0, 1] que tenga a z. Tomemos la
sucesién constante {2}, ésta es una sucesion convergente contenida en [2, 3],
por lo que el conjunto Z\ {2} es un abierto que tiene a y y que tiene a lo mas
un numero finito de términos de la sucesion {z, }nen, pues todos los demds
estan en U. Por lo tanto, la sucesién {x, },eny no converge a y.

Caso II) = € [2, 3]. Tenemos cuatro subcasos:
Subcaso 1) y € [0, 1].
Subcaso ii) y € [2, 3].
Subcaso iii) y = {p}.

Subcaso iv) y = {q}.

La prueba de este caso es similar al caso I) intercambiando los papeles
que juegan los intervalos [0, 1] y [2, 3].

Caso IIT) x = p. Tenemos tres subcasos:

Subcaso i). y € [0, 1]. Supongamos que lim,, ,,, x, = y sea U un abierto
en [0, 1] que contiene a y. Se tiene que existe N € N tal que xz,, € U para toda
n > N. Hagamos C' = {z, : n > N} U{y}, entonces Y \ C es un abierto que
tiene a x, pero puesto que no contiene a C' se tiene que {z, },en NO converge
a x, lo cual es una contradiccion.

Subcaso ii). y € [2, 3]. Supongamos que lim,,_,o , =y, sea U un abierto
en [2,3] que contiene a y. Existe N € N tal que z,, € U para toda n > N.
Hagamos C' = {z, : n > N} U{y}, entonces Z \ C' es un abierto que tiene a
x, pero puesto que no tiene puntos de C' se concluye que {z,, } nen N0 converge
a x, lo cual es una contradiccion.

Subcaso iii). y = ¢. Sea U un abierto subbdsico que contiene a x, como
x = p, tenemos que U = Y \ C, donde C' es una sucesion en [0, 1] con su limi-
te. Se tiene que el conjunto Z \ {2} es un abierto que tiene a y, pero puesto
que no contiene a ninguna cola de C' se concluye que {2, }nen n0 converge a y.
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Caso IV) x = q. Tenemos tres subcasos:

subcaso 1) y € [2, 3].
subcaso ii) y € [0, 1].
Subcaso iii) y = p.

La prueba es similar al caso III).

En cada caso hemos demostrado que la sucesién {x, },en no converge a
y para ninguna y € X \ {z}. Por lo tanto el espacio (X, 7s) es US. O

A continuacién veremos que el axioma US es una propiedad hereditaria.

Teorema 2.61. 5t X esUS yY C X, entonces Y es US.

Demostracion. Sea {x,},en unasucesion en Y y supongamos que lim,, o, x,, =
ay lim, yoox, =bcona,beY yas#b Comolim, .z, =aenY, para
todo abierto U en X tal que a € U, se tiene que U NY es abierto en Y que
tiene a a, por lo tanto existe k£ € N tal que x,, € U NY para toda n > k, de
donde z,, € U para toda n > k, luego {x, },en — @, en la topologia de X.

Anélogamente lim,,_,, x,, = b en X y asi tenemos que la sucesion {x, }nen
converge tanto a a como a b en X, esto es una contradiccion con la hipdtesis
de que X es US, por lo tanto Y es US. n

2.8. Espacios AB

Desde que los axiomas de separacion fueron introducidos, se han ido mo-
dificando o extendido con el fin de obtener nuevos axiomas independientes
de los establecidos. Por ejemplo cuando definimos el axioma Ti vimos que se
trata de separar un punto de un conjunto finito con un conjunto abierto o
con un cerrado, lo cual es equivalente a decir que dados un conjunto finito F’
y un punto z tales que x ¢ F, existe un abierto U que tiene a z y FNU = ()
o F CUyax¢U.Sien esta ultima afirmaciéon F' fuera un punto, entonces
se tendria la definicién de espacio Tjy. Analogamente, cuando definimos el
axioma T% , vimos que siguen la misma idea que los espacios Ti pero usando
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un conjunto A de cualquier cardinalidad en lugar de un conjunto finito F'
(Teorema 2.29, €)).

Nos damos cuenta que cambiando un punto por un conjunto finito o infi-
nito en la definicién de axioma Tj, obtenemos nuevos axiomas de separacion.

En un articulo publicado en 1965, C. E. Aull [7], introdujo una nueva clase
de espacios llamados espacios AB. La idea de esta nueva clase es hacer una
modificacién al axioma Tp, intercambiando puntos por conjuntos compactos
y pidiendo que el espacio sea T7.

Definicién 2.62. Un espacio topologico es AB si es T1 y para cualesquiera
compactos ajenos A, B C X, existe un abierto U tal que ACU y BNU =)
obien BCUyUNA=0.

Lema 2.63. Sean X un espacio topoldgico, x € X y {x,}nen una sucesion
que converge a x. Entonces {x, }nen U {2} es compacto.

Demostracion. Sea U = {U,}icr una cubierta abierta de {xp }neny U {2}. En-
tonces x € U; para alguna j € I. Como lim,_,., x, = z, existe & € N tal que
r, € U; para toda n > k, de manera que para xq, xs, ..., T, podemos elegir
a lo mas k abiertos Uy, Us, ..., U, € U tales que:

{zn}nen U{z} C <U Ui> uU;.

i=1
esto prueba que {z, },eny U {z} es compacto. O

Definicién 2.64. Decimos que una sucesion {T,}n,en €s eventualmente
constante si existe k € N tal que los términos x,, son iguales, para toda
n>k.

Lema 2.65. Sean X un espacio topologico Ty y {xp}nen una sucesion no
eventualmente constante en X que converge a x € X. Entonces existe una
subsucesion {x,, bren de {Tn}nen, tal que limy_ oo Tp, = T Y Ty, # Ty, para

k1.

Demostracion. Como lim, oo x, = x y {Z, }nen N0 es eventualmente cons-
tante, existe n; € N tal que z,, # x. Puesto que X es T3, el conjunto
U = X\ {x,,} es un abierto de X que tiene a z. Nuevamente, como
lim, ooz, = = v {Zn}nen N0 es eventualmnente constante, existe ny € N
tal que ny > ny y z,, # z. Otra vez dado que X es T3, el conjunto
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Uy = X \ {xn,,Tn,} es un abierto que tiene a z. Continuando con esta
construccion, tenemos que para toda k € N existe un ny € N y un abierto
Up = X \{Zn,, Tn, - ..y, } tal que z € Uy.

Tenemos que {x,, }ren €s la subsucesién buscada. En primer lugar no-
temos que debido a la construccion de nuestros conjuntos Uy, se tiene que
T, # Tn,, Para toda k # [. Ademds, como lim, ,., , = x , entonces para
cualquier abierto U que tenga a x, existe N € N tal que z, € U para toda
r > N, de manera que para cualquier ny > r la subsucesién {x,, } € U. Por
lo tanto {x,, }ren también converge a x. O

Teorema 2.66. Los espacios AB son US.

Demostracion. Supongamos que X no es US y sea {2, }neny una sucesiéon
convergente en X, tal que lim, ,oox, = a y lim, ,oox,, = b con a,b € X y
a # b. Entonces {x, },en no es eventualmente constante, de lo contrario se
tendria a = b. De acuerdo al Lema 2.65, podemos suponer que z; # x; para
toda i # j.

Por hipédtesis X es T, asi que {a} es cerrado, por tanto X \{a} es un abier-
to que tiene a b. Como lim,_, x,, = b existe ny € N tal que z,, € X\ {a} para
toda n > ng y por el Lema 2.63, tenemos que {b, Tpy11, Tng+2, Tng+3--- & €S
compacto. Andlogamente como {b} es cerrado, X \ {b} es un abierto que tiene
aaylim, o x, = a,entonces existe n; € N tal que {a, T, 11, Tn 12, Tny43--- }
es compacto.

Tomemos ne=max{ng,n, } y definimos los siguientes conjuntos:

C={b,pyt2,Tnyta...} ¥y D ={a, Tpy41, Tnyt3, Tnyts - - . . Notemos que es-
tos conjuntos definen dos subsucesiones de la sucesién convergente {x,}nen,
por tanto también son convergentes tanto a a como a b, ademéas C'y D son
dos compactos ajenos (Lema 2.63). Como X es AB, existe un abierto U tal
que C CUyUND=0oDCUyUNC = (. Supongamos que C C U,
puesto que b € C,b € U y como lim,_,, x,, = b , tenemos que existe £ € N
tal que x,, € U, para toda n > k, por lo que D NU # (), una contradiccion.
Similarmente si D C U, entonces, C N U # (). De esta contradiccién conclui-

mos que la sucesion {z, }neny no puede tener dos limites distintos, por tanto
a=>b. O

Teorema 2.67. Fuxisten espacios US que no son AB.

Demostracion. Sea X =

[0,1] U [2,3] U {p, ¢} donde p,q ¢ [0,1] U [2,3] y
p # q. Definamos Y = [0, 1] U

{rty Z=12,31U{q}.
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En el Ejemplo 2.60 vimos que (X, 7s) es un espacio US, donde S es una
subbase para X definida de la siguiente manera:

S ={U C[0,1] : U es abierto en [0,1]} U{U C [2,3] : U es abierto en [2, 3]}
U{Y \ S : S es una sucesién convergente en R con su limite en [0, 1]}

U{Z\ S:S es una sucesién convergente en R con su limite en [2, 3]}.

Recordemos que a los intervalos [a,b] los estamos considerando con la
topologia usual. Ademas usaremos el hecho de que los intervalos cerrados
[a,b] de R son compactos [1, Corolario 27.2, pag. 197].

Ahora veremos que este espacio no es AB. Para esto, vamos a utilizar el
Lema de la subbase de Alexander (1.9).

En primer lugar notemos que, debido a que el espacio X es US resulta
ser un espacio 77 (Teorema 2.58).

Definamos A = [0,1] U {q¢} v B = [2,3] U {p}, notemos que AN B = 0.
Vamos a demostrar que A y B son compactos. Haremos la prueba para A,
la prueba para B es andloga.

Sea {U, }aer una cubierta de A formada por abiertos subbdsicos de X .

Definamos B, = U, N [0, 1] para cada a € I. Observemos que los B, son
conjuntos abiertos en [0, 1] o conjuntos de la forma Y\ (CU{p}), donde C' es
una sucesiéon en [0, 1] con su limite. Debido a que toda sucesién convergente
con su limite en [0, 1] es un cerrado de [0, 1], tenemos que el conjunto Y\ (C'U
{p}) es un abierto en [0, 1], por lo tanto { B, }acr €s una cubierta de abiertos
usuales de [0, 1] y como éste es compacto, existen n € Ny aq,. .., tales que
0,1] = Ui~ Bai € U}, Uai, de manera que tomando cualquier subbésico de
la cubierta {U, }aer que tenga a g, digamos U,,, tenemos que A C (JI—, Ua,.
Esto demuestra que {U, }!_, es una subcubierta finita de abiertos subbdsicos
de A. Por lo tanto A es compacto.

Ahora probaremos que X no es AB. Sea U un abierto que contenga a
A. Entonces ¢ € U y por lo tanto existe un basico W tal que ¢ € W C U.
Sea W = U; N Us... " U, donde los conjuntos U; son abiertos subbaésicos
que tienen a g, es decir, son de la forma U; = Z \ C; donde cada C; es una
sucesién convergente con su limite en [2,3]. Se tiene que W = (_,(Z \
C;) = Z\ U, C;, por dltimo notemos que Z = [2,3] U {¢} es un conjunto
no numerable, mientras que |J;_, C; es un conjunto numerable, pues cada
sucesiéon C; determina un conjunto numerable. Por esta razén existe r €
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2,3]NW C BNW C BNU y asf tenemos que BNU # (), y por lo tanto X
no es AB. n

Sea X es un conjunto no vacio. A la topologia: 7 = {0} U{U C X : X\U
es numerable} se le conoce como la topologia conumerable y la denotamos
como (X, Ton)-

Ejemplo 2.68. Consideremos el siguiente espacio. Elejimos un elemento
a ¢ R y al conjunto R* =R U {a} le damos la siguiente topologia:

T={0,R*} U{U CR:R\U es numerable} U{R*\ U : U es compacto
en R}. Afirmamos que el espacio (R*,7) es AB.

Antes de ver la prueba debemos cerciorarnos de que (R*, 7) es un espacio
topoldgico.

En [12, Teorema 8.4, pag 246] se demuestra un resultado conocido como
la compactacién de Alexandroff. El teorema dice que cualquier espacio X
localmente compacto y 75 se puede encajar en un espacio compacto X* de
manera que X*\ X consta en un solo elemento.

Parte de la prueba de este teorema es ver que 7 = {0, X*}U{U C X : U
es abierto en X} U {X*\ U : U es compacto en X} es una topologia sobre
X*.

En la siguiente seccion, en el Teorema 2.74, vamos a demostrar que una
condicién necesaria y suficiente para que 7* defina una topologia sobre X es
que en X todo subconjunto compacto sea cerrado. También en el Lema 2.75
de la siguiente seccion se vera que el espacio (R, 7¢y) cumple esta propiedad
y por lo tanto (R*, 7) es un espacio topoldgico.

Ahora veamos que R* es AB.

Demostracion. Veamos que este espacio es Ty. Si z,y € R* con x # y y
x # a # y, entonces tenemos que R\ {x} es un abierto que tiene a y y no
tiene a x y R\ {y} un es abierto tal que tiene a = y no tiene a y.

En otro caso, si a = z, como sabemos que {y} es compacto, entonces
R*\ {y} es un abierto tal que tiene a a pero que no tiene a y, también R es
un abierto que tiene a y y no tiene a a, por lo tanto R* es T}.

Ahora tomemos dos compactos ajenos C'y D en R*. Primero notemos que
aé¢ Coa¢ D,estoes porque CND = (). Supongamos que a ¢ D, entonces
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D es compacto en R, tomando U = R* \ D, resulta que U es abierto tal que
C CUyDNU = . El caso donde a ¢ C es andlogo y as{ encontramos para
cada par de compactos ajenos, un abierto que contiene a uno y no interseca
al otro, por lo tanto el espacio es AB. O

Lema 2.69. Sea X un espacio topologico y Y C X. Si C CY es compacto
en'Y, entonces C' es compacto en X.

Demostracion. Sea U = {U, }ier, una cubierta de C' de abiertos en X. De-
finimos Uy = {U; N Y }ier, la cual es una cubierta de C' con abiertos de Y,
luego, como C' es compacto en Y, existe k € I tal que C C Ule{Ui NY}, de
manera que la familia {Uy,Us, ..., Uy}, es una subcubierta finita de U que
cubre a C', por lo tanto C' es compacto en X. [

Veamos que la propiedad AB es una propiedad hereditaria.

Teorema 2.70. Si X es AB yY C X, entonces Y es AB.

Demostracion. Sea Y C X. Por el Teorema 2.56, sabemos que Y es Tj.
Tomemos dos compactos ajenos C C Y y D C Y. Por el Lema 2.69, C'y
D son compactos en X. Ahora, debido a que X es AB, existe un abierto U
de X, talque C CUyUND=0oD CUyUNC = (. Tenemos que
Uy =UNY esun abiertoen Y, talque C CUy yUy ND =00 D C Uy y
Uy NC = (), esto prueba que Y es AB. O

2.9. Espacios KC

Otros espacios que han sido estudiados tltimamente, son aquéllos don-
de los subconjuntos compactos son cerrados. Estos espacios son llamados
espacios KC' [8].

Definicién 2.71. Un espacio topologico es KC' si todo subconjunto compacto
es cerrado.

El inciso ¢) del préximo teorema nos muestra que la definicién de espa-
cio K resulta de una modificacion al axioma de separacién 77 cambiando
puntos por conjuntos compactos.

Teorema 2.72. En un espacio topoldgico X las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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a) X es KC.

b) Para todo compacto C C X y todo punto x ¢ C, existen abiertos U y
V tales quex e U\ V yC CV\U.

¢) Para cualesquiera compactos C, D C X, tales que C N D = () existen
abiertos U y V tales que C CU\V y D CV\U.

Demostracién. a) = ¢). Sean C, D C X compactos tales que C' N D = (.
Como el espacio es KC' tenemos que C'y D son cerrados, luego U = X \ C
y V.= X \ D son abiertos tales que C CV\Uy D CU\V.

¢) = b) Es inmediato ya que para todo z € X, el unitario {x} es com-
pacto.

b) = a) Sea C' C X compacto. Tomemos x € X \ C, por b) podemos
hallar abiertos U y V tales que z € U\ V, C CV\U y CNU = (), entonces
tenemos que U es un abierto tal que x € U C X \ C, por lo tanto X \ C' es
abierto, entonces C' es cerrado y tenemos X es KC. [

Teorema 2.73. Los espacios KC son AB.

Demostracion. Como para todo x € X, {z} es compacto, si X es KC, en-
tonces, {x} es cerrado, y por lo tanto X es T} (Teorema 2.52, d)).

Ahora tomemos dos compactos ajenos C'y D. Como X es KC', tenemos
que C'y D son cerrados; luego, X \ C' es un abierto que contiene a D y
(X\C)NC = 0. Por lo tanto X es AB. O

Los siguientes dos resultados se utilizaron para definir la topologia del
espacio del Ejemplo 2.68. También nos seran tutiles en esta seccion.

Teorema 2.74. Sea (X,T) un espacio topoldgico no compacto y a ¢ X.
Definamos X* = X U{a}, entonces 7 = {0, X*} U{U C X : U es abierto
en X} U{X*\U : U es compacto en X} es una topologia sobre X* si y solo
st X es KC.

Demostracion. =) Sea C' un compacto en X. Entonces X*\ C' € 7% y como
X € 7" se tiene que (X*\C)NX = X\ C € 7*. Puesto que a ¢ X \ C
resulta que X \ C' € 7, luego C' es cerrado en X y obtenemos que X es KC.
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<) Ahora supongamos que X es KC. En primer lugar, notemos que
), X* € 7. En segundo lugar, tomemos dos abiertos U y V en X*. Tenemos
tres casos.

Caso 1) Sia ¢ UUV, entonces ambos son abiertos en X en cuyo caso su
interseccién es un abierto en X, luego U NV € 7%,

Caso 2) Sia € UNV, entonces U y V son el complemento en X de dos
compactos C'y D en X respectivamente. Como X es KC, entonces C'y D
son cerrados, ademéds UNV = (X*\ C)N(X*\ D) = X*\ (CUD) y puesto
que C'U D es compacto en X se tiene que UNV € 7%

Caso 3) Sia € U\ V, entonces tenemos que V es abierto en X y U =
X*\ C, donde C es compacto en X, luego UNV = (X*\C)NV = (X*N
VI\NC =V \C, como X es KC, se tiene que C' es cerrado en X, de manera
que V\C eryporlotanto V\C=UNV e r*

En cualquier caso para cada par de elementos U,V € 7* tenemos que
unver

Por tltimo sea {U, };c; una familia de elementos de 7*. Supongamos que
{U;}jes con J C I, son los elementos de 7* que tienen a a, es decir U; es el
complemento en X* de un compacto en X para cada j € J y que {U;}icn\s
son abiertos en X. Observemos que |J;.,U; = X\ [;c;C; donde Cj es
compacto en X. Como X es KC, entonces cada C; es cerrado en X, luego
Njes C; es cerrado en X contenido en un compacto C; entonces también es
compacto en X, de manera que Ujej Uy =X*\ ﬂjGJ C};, ademas

x\cHu J um=x\("G\ U ).

jeJ iel\J jed iel\J

Notemos que (;c; C; \ U,ep s Ui es un cerrado menos un abierto y esta con-
tenido en (), ; C; el cual es compacto en X, por lo tanto (\;c; Cj \ Uiep s Us
es compacto, de modo que X*\ (ﬂje} Ci\ UZ.GI\J UZ-) € 7*. Asi, tenemos que
la unioén arbitraria de cualquier famila de elementos de 7* también pertenece
a 7" y por lo tanto 7" en una topologia sobre X*. O

Lema 2.75. En el espacio (R, 7o), todo subconjunto compacto es finito, por
lo tanto (R, 7cn) es KC.

Demostracion. Supongamos que C' es un compacto infinito. Vamos a cons-
truir un subconjunto de C', de la siguiente manera: tomamos z; € C, luego
xo € C\ {21}, 3 € C'\ {x1,22} y asi sucesivamente. En general tenemos que
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el elemento z,, € C'\ {x1,22,...,2,_1}. Consideremos N = {z1,z5,...} el
cual es un subconjunto infinito numerable de C'.

Ahora definamos, para cada n € N, el conjunto U, = (R\ N)U{z,} vy
veamos que la familia {U, },en es una cubierta abierta de C.

Como cada U, = (R\ N)U{z,} =R\ (N \ {z,}), entonces R\ U,, =
N\ {z,}, por lo que U, es abierto para cada n € N, pues N \ {z,} es
numerable. Ademés (J)—, U,=(R\ N) U (U,_ {z.})=(R\N)UN =Ry
C C R. Por lo tanto, {U, },en es una cubierta abierta de C.

Luego, como C' es compacto, existe k € N tal que C' C Uzzlf U,, pero esto

no puede ser puesto que para toda n € N, |J'=F U, = (R\ N) U= {z,} =
(R\ N) U {21, 29,... 24}, pero z,,1 € C, sin embargo z,4, ¢ J'=} Uy,
entonces C' ¢ Uzzlf U,, lo cual contradice el hecho de que C' es compacto.
Esta contradiccion surgio al suponer que C' es infinito, por lo tanto concluimos

que C' es finito.

Por tltimo, como los cerrados en (X, 7o) son los subconjuntos nume-
rables de X, en particular todos los subconjutos finitos son cerrados, por lo
tanto en (X, 7¢n) todo compacto es cerrado, es decir, (X, 7cy) es KC. O

Teorema 2.76. Ezxisten espacios AB que no son KC.

Demostracion. En Ejemplo 2.68, probamos que el espacio R* es AB.
Veamos que el espacio R* no es KC.

Recordemos que R*=RU{a} dondea ¢ Ry 7 ={0,R*} U{U CR: R\U
es numerable} U {R*\ U : U es compacto en R}.

Consideremos A = [0, 1] U {a}.

Afirmamos que A es compacto. En efecto, sea U = {U, }ie; una cubierta
abierta de [0,1] U {a}. Entonces a € U; para alguna i € I. Como los abiertos
que tienen a a son de la forma R*\ U, donde U es un compacto de R y puesto
que por el Lema 2.75, todo compacto en R es finito, tenemos que U; contiene
a todos los elementos de R* excepto una cantidad finita de ellos, luego U;
contiene a todos los elementos de [0, 1] U {a} excepto un nimero finito, este
nimero finito de elementos que no estan en U; los podemos cubrir con una
cantidad finita de abiertos de U y asi tenemos que [0,1] U {a} es compacto
en R*.
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Por tltimo veamos que [0, 1]U{a} no es cerrado. Si suponemos que [0, 1]U
{a} es cerrado, entonces R*\ ([0, 1]U{a}) es abierto. Analicemos los siguientes
dos casos:

Caso I) R*\ (]0,1] U {a}) es de la forma U, donde R\ U es numerable.

En este caso notemos que el complemento en R de R* \ ([0, 1] U {a}) es
[0, 1], el cual no es numerable y por lo tanto no es abierto.

Caso II) R* \ (][0,1] U {a}) es de la forma R*\ U, donde U es compacto
en R.

En este caso notemos que a € R* \ U pero a ¢ R*\ ([0,1] U {a}). Por lo
tanto, R* \ ([0, 1] U {a}) no es abierto.

En ambos casos tenemos que R*\ ([0, 1]U{a}) no es abierto, luego [0, 1]U
{a} no es cerrado. Asi tenemos que [0, 1JU{a} es compacto pero no es cerrado
y por lo tanto el espacio no es KC'. O]

A continuacién veamos un ejemplo de un espacio KC'.

Ejemplo 2.77. El espacio (R, 7cn) es un espacio KC.

Demostracion. Observemos que los cerrados en este espacio son R y los sub-
conjuntos numerables de R. Sea C' un compacto en R, por el Lema 2.75,
tenemos que C' es finito, luego es numerable y por lo tanto es cerrado. Asi,

tenemos que en este espacio todo compacto es cerrado, es decir, el espacio es
KC. ]

Finalizaremos esta subseccion demostrando que los espacios KC' se pre-
servan bajo subespacios.

Teorema 2.78. 5i X es KC' yY C X, entonces Y es KC.

Demostracion. Sea C' C'Y compacto en Y. Por el Lema 2.69, C' es compacto
en X y como X es KC, tenemos que C' es cerrado en X. Finalmente notemos
que C'= CNY, por lo que C es cerrado en Y y asi, tenemos que Y es KC. [
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2.10. Espacios 15

Los siguientes espacios que estudiaremos fueron introducidos por Felix
Hausdorff en 1914 y son conocidos como espacios T o espacios de Hausdorff
2, pag. 47].

Definicién 2.79. Un espacio topologico X es Ty, si para cada par de puntos
r,y € X, con v # vy, existen abiertos U y V tales que x € U, y € V y
unv =4.

Antes de enunciar otras formas equivalentes de los espacios Ty, veamos el
siguiente lema:

Lema 2.80. Sean X un espacio topologico y U y V dos abiertos de X.
Definimos A = {(x,z) € X x X : x € X}. Entonces (U XxV)NA#£D siy
solo si UNV # .

Demostracion. (U x V)N A # () si, y solo si, existe (z,y) € (U x V)N A,
es decir, x =y, x € U y y € V o equivalentemente, z € U NV si, y solo si,
unv #4. O

Teorema 2.81. En un espacio topologico X, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) X esTs.

b) Para todo x # vy, existe un abierto U tal que v €U yy & U.

¢) Para todo x € X, {x} = ({U : U es abierto y v € U}.

d) A={(z,z):x € X} es cerrado en X x X.
Demostracion. a) = b). Sea x # y. Como X es Ty, existen ablertos U y V/
talesque z €e U,y e VyUNV =0. Porlotantox € Uy y ¢ U.

b) = c). Sea v € U con U abierto. Entonces x € U, de manera que
2 € (U : U es abiertoy z € U}.
Por otro lado, si z # y, entonces existe un abierto U tal que z € U y y ¢ U,
luego y ¢ ({U : U es abierto y € U} por lo que ({U : U es abierto y
v €U} C {x} y por lo tanto (\{U : U es abierto y x € U} = {x}.
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c) = d). Para ver que A es cerrado vamos a ver que X x X \ A es
abierto. Si (z,y) ¢ A, entonces ¥ # y, como por hipétesis {z} = N{U: U
es abierto y € U}, existe un abierto U tal que x € U y y ¢ U. Puesto
que UN (X \U) =0y ademas Uy X \ U son abiertos tales que x € U, y
y € X\ U, por el Lema 2.80, tenemos que (U x (X \U))NA = (), de manera
que U x (X \U) es un abierto en X x X tal que (z,y) € Ux (X\U) C X \A.
Luego X \ A es abierto, y por lo tanto A es cerrado.

d) = a). Sean z,y € X con x # y. Entonces (z,y) ¢ A. Como A es
cerrado, existe un abierto U en X x X tal que (z,y) € U C (X x X) \ A.
Luego, existe un abierto bésico U, tal que (z,y) € U, C (X x X) \ A, este
basico U, es de la forma V x W, donde V' y W son abiertos de X, de manera
quex €V yyeWycomoU,NA=(VxW)NA =0, por el Lema 2.80,
VNW = 0. Por lo tanto X es Tb. N

Lema 2.82. Sean X un espacio topologico Ty y C' C X compacto. St x €
X \ C, entonces ezisten dos abiertos U y V tales que x € U, C C V y
unv =19.

Demostracion. Sean X un espacio topolégico T, y C' C X compacto. Vamos
a probar que X \ C es abierto.

Tomemos z € X \ C. Como X es T, para cada y € C existen abiertos U,
yVytalquez e Uy, yeV,yU,NV, =0

Sea V = {V,},ec. Es claro que V es una cubierta abierta de C. Por la
compacidad de C, existen k € Ny y1,...,yx € C tales que C C Ule Vi, =
V', considerando los correspondientes abiertos Uy, ,U,,,...,U,, y tomando
U= ﬂle U,,, tenemos que U es abierto por ser una interseccién finita de
abiertos y ademas z € U.

También notemos que si z € V' entonces z € V. para algun y; € C por
lo tanto z ¢ U,,, de modo que z ¢ U. Asi tenemos U NV = ). O

Teorema 2.83. Los espacios Ty son KC.

Demostracion. Sean X un espacio topologico T, y C C X compacto. Del
Lema anterior (2.82), tenemos que para todo z € X \ C' existe un abierto U
tal que x € U C X \ C, de manera que X \ C' es abierto, por lo que C' es
cerrado y el espacio X es KC. O

Teorema 2.84. Ezisten espacios KC que no son Ts.
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Demostracion. El espacio (R, 7¢y) es un ejemplo de un espacio K C' (como lo
vimos en el Ejemplo 2.77); sin embargo no es Ty, como lo veremos enseguida.

Supongamos que es Ty y tomemos z # y € R. Entonces existen dos
abiertos U y V tales que x € U,y € V. yUNV = 0, pero como U y
V' son abiertos, tenemos que R\ U y R\ V son numerables, de manera que
(R\U)U(R\V) = R es numerable, lo cual no es posible. De esta contradiccién
concluimos que el espacio (R, 7on) no es Ts. ]

Aunque existen muchos ejemplos sencillos de espacios 15, a continuacién
daremos uno, que aunque no es complicado, es un poco mas elaborado, la
razén por la que lo veremos es porque lo utilizaremos en la siguiente subsec-
cion.

Ejemplo 2.85. Consideremos el conjunto de los enteros positivos 7. A
continuacion definiremos una famila B de subconjuntos de Z+.

Sean a y b dos enteros positivos distintos con b # 0 y definamos Nqp) =
{a+kb e Z" : k € Z}. Afirmamos que la familia B = {N(q) : med(a,b) = 1},
donde mcd(a,b) denota el mdximo comiun divisor de a y b, es una base para
una topologia sobre el conjunto Z* vy el espacio generado por B es Ty.

Antes de probar que la familia B, es una base probemos el siguiente:
Lema 2.86. Si 2 € N, entonces Nap) = Nizp)-
Demostracion. Sea x € N, p) vy consideremos y € N, p). Tenemos que y =
a + kb para alguna k € Z y puesto que x € N(qy), resulta que x = a + kb

para alguna ky € Z; luego, a = = — kib, por lo que y = (z — k1b) + kb =
T+ (k’ — kl)b S N(%b), y asi N(a,b) - N(a:,b)~

Ahora tomemos y € N(, ), entonces y = x+kb para alguna k € Z 'y, como
T € Niap), © = a+ kb para alguna k; € Z, luego y = (a + kib) + kb = a +
(k+k1)b € N(ap), de manera que Nz p) C Nigp) ¥ por lo tanto Nip) = Nz
siempre que x € Nqp). ]

Ahora veamos que en efecto B es una base y genera un espacio T5.

Demostracion. De acuerdo a la Definicion 1.7 tenemos que probar dos cosas:

1) Veamos que para todo = € Z* existe B € B tal que = € B.
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Es facil ver que para todo z € Z*, © € N 41y (simplemente tomemos
k=0).

2) Ahora veamos que si By y By son elementos de By x € By N By,
entonces existe By € B tal que x € By y B3 C By N Bs.

Sea & € N(gp) N N(cq). Como x = a + kb = ¢+ td, para algunas k,t € Z,
se tiene que med(x,b) = med(z,d) = 1. Entonces med(x,bd) = 1. Por lo
tanto N pq) es un elemento de B que tiene a x. Vamos a ver que, N pq) €
Nap)y N Nicay. Por el Lema 2.86, Np) = Np), ¥ Ned) = Ng,a), de modo
que € Ngp) N Nz q). Ahora, como para todo y € Ny, y = @ + kbd para
alguna k € Z, resulta que y € Np) ¥y y € Ng), es decir, y € N p) N Niga),
luego y € N(a,b) N N(Qd). Por lo tanto N(z,bd) - N(a,b) N N(qd).

Con esto hemos probado que la familia B es una base para una topologia
sobre Z*.

Veamos que este espacio es T5.

Sean a,b € Z*, con a # b. Supongamos sin pérdida de generalidad que
a < by sea p un primo tales que a < b < p. Entonces N(qp) ¥ Np,p), son dos
bésicos tales que a € N, ) ¥ b € N ).

Veamos que Ny N Npyp = 0. Supongamos que € Nigpy N Ny,
entonces x = a+kp = b+ kyp con k, ky € Z, de estas dos ecuaciones tenemos
que b —a = kp — kip = (k — k1)p de manera que p|b — a, pero esto es una
contradiccién, pues b—a < p. Por lo tanto N, ,) NN = 0y de esta manera
se concluye que el espacio es T5. O

El axioma 75 es una propiedad hereditaria.

Teorema 2.87. 5i X esTy, yY C X, entonces Y es Ts.

Demostracion. Sean x,y € Y tales que z # y. Entonces z,y € X, luego como
X es T, existen abiertos U y V en X talesquex e U,y € VyUNV = (.
Tomando Uy =UNY y Vi =V NY, resulta que Uy y Vy son abiertos en
Y tales que x € Uy,y € Vy y Uy N V3 = (. Por lo tanto Y es T. O
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2.11. Espacios T2%

Continuaremos nuestro estudio con una clase de espacios introducidos por
Pavel Urysohn en 1924, llamados espacios T},1. Estos espacios también son
. . 2
conocidos como espacios completamente Hausdorff.

Definicién 2.88. Un espacio topologico X es TQ% st para todo x,y € X con
x # vy, existen abiertos U y V tales que x € U,y €V y UNV = ().

Teorema 2.89. Los espacios Tz% son T.

Demostracion. Sea X un espacio T,1. Como para cualesquiera z,y € X
2

existen abiertos U y V tales que z € U,y € V' y UNV =0, se tiene que
UNV =0, porque U CUyV CV,yporlo tanto X es Ts. O

Para nuestro siguiente teorema utilizaremos el espacio que dimos en el
Ejemplo 2.85. Recordemos que el espacio en cuestién es el conjunto de los
enteros positivos Z* con la topologia que tiene como base a la familia B =
{N@p) : med(a,b) = 1}, donde med(a,b) es el maximo comin divisor de a y
b.

El siguiente resultado nos sera de utilidad:

Lema 2.90. Si N, es un abierto bdsico, entonces se tiene que el conjunto
bZ+ = {bz 1z E Z+} - N(a,b)-

Demostracion. Tomemos bk € bZ*T C Z* un abierto U tal que bk € U. Por
el Lema 2.86 existe un basico de la forma Ny tal que bk € Ny € U
para alguna t € Z con mcd(bk,t) = 1.

Veamos que Ny 1y N(ap) 7# 0 v asi tendriamos bk € N, ). En efecto, para
que exista un elemento z € Ny 1) N N(qp) se necesita que z = bk +xt = a+yb
para algunos x,y € Z, esto es xt — yb = a — bk, pero esta es una ecuacion
diofantina y sabemos que tiene solucién si y solo si med(b, t)|a— bk, lo cual es
cierto porque med(b,t) = med(bk,t) = 1, de manera que Nyg) N Ngp) 7# 0
y asi bk € N(a,b)- ]

Teorema 2.91. Euxisten espacios 1o que no son TQ%.
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Demostracion. Como ya lo mencionamos, utilizaremos el espacio del Ejemplo
2.85. A continuacién veremos que no es 7, .
2

Tomemos dos puntos distintos a, ¢ € Z*. Como el espacio es T, existen
abiertos U,V tales que a € U, c € V y UNV = (). Entonces por el Lema 2.86,
existen dos abiertos basicos de la forma N, ) y N(c,q) tales que a € Ny C U,
cc N(c,d) CVy N(a,b) N N(,;’d) = 0.

Por el Lema 2.90, tenemos que bd € N, y bd € N4y, de manera que
Nap) N Nica) 7 (), y por lo tanto el espacio no es Ty, . O
2

Veamos que los espacios 75, se preservan bajo subespacios.
2

Teorema 2.92. St X esT,, yY C X, entonces Y es'Ty, .
2 2

Demostracion. Sean x,y € Y con x # y. Entonces x,y € X, como X es
T, , existen abiertos ajenos U y V en X tales que x € U,y € V y Clx(U) N

Cl;(V) = (), de manera que UNY y VNY son dos abiertos en Y tales que z €
UNY yy € VNY. Ahora notemos que Cly (UNY) C Clx(UNY) C Clx(U) y
Cly(VﬂY) Q Clx(VﬂY) Q Clx(v>, por lo tanto Cly(UﬂY)ﬂCly(VﬂY) =

(). De esta manera concluimos que Y es Ty, . ]
2

2.12. Espacios funcionalmente Hausdorff

Definicién 2.93. Un espacio topolégico X es funcionalmente Hausdorff
si para todo x,y € X con x # vy, existe una funcion continua f : X — [0, 1],

tal que f(x) =0y f(y) = 1.

Teorema 2.94. Los espacios funcionalmente Hausdorff son T, .
2

Demostracion. Sean X un espacio funcionalmente Hausdorff y =,y € X con
x # y. Entonces existe una funcién continua f : X — [0, 1] tal que f(x) =0
y f(y) = 1. Tomemos los abiertos ajenos [0, %) y (%, 1] en [0, 1] y definamos
U=f10,3)yV=f"3,1]. Puesto que f es continua, U y V son abiertos
tales que 2 € U, y € V y ademés, por el Teorema 1.10, U = f~1[0, %) -

0.0 = £10. 2] Andlogamente, V = 73(2,1] € (2 1] = f1[2,1] y
como f7H0,35] N f71[2,1] = 0, tenemos que UNV = (. O
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Mas adelante en el Teorema 2.111, veremos que los espacios 75, no son
2

funcionalmente Hausdorf.

Por ahora terminaremos esta subseccion demostrando que los espacios
funcionalmente Hausdorff se preservan bajo subespacios.

Teorema 2.95. Si X es funcionalmente Hausdorff yY C X, entonces Y es
funcionalmente Hausdorff.

Demostracion. Sean x,y € Y, con x # y. Como z,y € X y X es funcional-
mente Hausdorff, existe una funcién continua f : X — [0, 1] tal que f(x) =0
y f(y) = 1. Definamos g = f|y. Entonces g : Y — [0, 1] es continua (Teo-
rema 1.12) tal que g(x) = 0y g(y) = 1, por lo tanto Y es funcionalmente
Hausdorff. O

2.13. Espacios Tj

En 1921 Vietoris, introdujo el axioma de separacién T3 [2, pag. 47]. Antes
de definirlo, definiremos una clase muy importante de espacios topoldgicos,
llamados espacios requlares.

Definicién 2.96. Un espacio topologico X es regular, si para todo cerrado
C C X ytodox e X\C, existen abiertos U y V tales que x € U,.C CV y
unv =4.

Teorema 2.97. En un espacio topologico X las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
a) X es regular.

b) Para toda x € X y todo abierto U tal que x € U, existe un abierto V
tal que x €V CV CU.

¢) Para toda x € X y todo cerrado C C X tales que x ¢ C existe un
abierto V tal quex € V y VNC = 0.

Demostracion. a) = b). Sean U C X abiertoy x € U. Tenemos que z ¢ X\U

el cual es cerrado, por lo que existen abiertos V'y W talesquez € V, X \U C
Wy VNW =, de manera que V.C X \ W, luego V C X\ W = X \ W
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porque W es abierto. Ahora como X \ U C W, tenemos que X \W C Uy
asiV CV CU.

b) = ¢). Siz € X\ C, donde C es un cerrado de X, entonces por b)
existe un abierto V tal que x € V.CV C X \ C luego, VN C = 0.

¢) = a). Sean C C X cerrado y = € X tales que = ¢ C. Por c) existe un
abierto V tal que z € V.y VN C = 0, luego €' C X \ V el cual es abierto, y
ademds V N (X \ V) =0, porque V C V. Por lo tanto X es regular. O

El inciso b) del teorema anterior, dice que para toda x € X y todo abierto
U que tenga a x, existe un abierto V tal que x € V. C V C U. A continuacién,
veremos que podemos cambiar la hipdtesis de que U sea cualquier abierto, y
restringirnos a los abiertos subbdsicos sin alterar el resultado.

Teorema 2.98. X es reqular si y solo si, para todo x € X, y todo abierto
subbdsico U de X, con x € U, existe un abierto V de X, tal que v € V C
VCu.

Demostracion. Sean x € X y U un abierto subbasico de X tal que z € U.
Entonces U es un abierto y como X es regular, por el teorema anterior,
tenemos que existe un abierto V de X, talquex € V CV C U.

Inversamente, supongamos que para todo x € X y todo abierto subbasico
U de X, con z € U, existe un abierto V de X, talquez € V. C V C U. Sea C
un cerrado tal que x ¢ C. Tenemos que x € X \ C el cual es abierto, entonces
podemos tomar un abierto bésico B de X tal que z € B C X \ C. Luego,
puesto que B es un basico de X, lo podemos escribir como una interseccién
finita de abiertos subbésicos, es decir, B = ﬂle U;, donde U; es un subbasico
para toda i € {1,...,k}.

Como para cada ¢ € {1,2,...,k}, se tiene que x € U;, por hipdtesis,
existen abiertos V; tales que x € V; C V,; C U;. Sean

k k
V=V v G=X\(V
i=1 =1

Observemos que V' y G son abiertos. Ademas x € V y como ﬂle V; C
ﬂlevi, resulta que V NG = 0. Por tltimo, ya que V; C U; para cada i €
{1,...,k}, tenemos ﬂle V; C ﬂle U; = B C X\C, tomando complementos
obtenemos que C' C G.

De esta manera concluimos que X es regular. ]
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Observaciéon 2.99. Si un espacio topologico X es regqular y Ty, entonces el
espacio es Ty y por lo tanto T.

Demostracién. Sean x,y € X con z # y. Si X es Tp, entonces por el inciso
b) del Teorema 2.8, tenemos que {z} # {y}, luego {z} Z {y} o {y} € {=}.

Si m Z @, entonces ¢ @, porque sl T € @, se tiene que m C
@, lo cual no es cierto. Ahora como X es regular, existen abiertos ajenos
UyV,tales que z € Uy {y} C V;luego, y € V, y asi dos abiertos ajenos
Uy V que tienen a = y y respectivamente. Analogamente, si {y} Z {z},
entonces podemos encontrar abiertos ajenos U y V talesquex e Uy y eV,
de manera que el espacio es T y por lo tanto T7. O

La siguiente clase de espacios que vamos a introducir, se definen comtinmen-
te como los espacios que son regulares y 77, sin embargo la Observacion 2.99
nos permite definir estos espacios como sigue:

Definicién 2.100. Un espacio topologico X es T3 si es reqular y Tj.

Debido a que los espacios T} son Ty, es obvio que los espacios regulares
que son 77, son T3, de manera que en los espacios regulares, la condiciones
Ty y 17 son equivalentes.

Teorema 2.101. Los espacio T3 son 15, .
2

Demostracion. Sean X un espacio T3 y z,y € X con x # y. Por la Observa-
cién 2.99, X es Ty, entonces existen abiertos ajenos U y V tales que z € U y
y € V, luego, como el espacio es regular, podemos encontrar dos abiertos U;
yVi,talesquex € U; CU, CUyye Vi CV; CV, puesto que UNV =0,
se sigue que U; N Vi = 0 v por lo tanto X es T2%. O

Teorema 2.102. Ezisten espacios Ty, que no son Ts.
2

Demostracion. Veamos el siguiente ejemplo:

Sea K = {1 :n e Z"} C R. Definamos B = {4 CR: A4 = (a,b) 0
A = (a,b) \ K con a,b € R}. Afirmamos que este conjunto es una base de
una topologia sobre R.

En efecto, de acuerdo a la Definicién 1.7 tenemos que ver que:
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1) Si z € R, entonces siempre existe un elemento B € B tal que = € B.

Esto es cierto, pues si x € R, entonces para cualquier € > 0, el intervalo
(x — €, + €) = B es un elemento de B tal que = € B.

2) Si z € By N By donde By, By € B, entonces existe un B3 € B tal que
T e B3 g Bl N BQ.

Para ver que 2) es cierto tomemos x € By N By. Tenemos tres casos:

Caso I): By y B son de la forma: By = (a,b) y By = (¢, d). Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que a < ¢ < b < d. En este caso, la interseccion
By N By es el intervalo (¢, b) € B, tal que = € (¢,b) C By N Bs.

Caso II): By = (a,b)\ K y By = (¢,d)\ K. Como en el caso I), supongamos
que a < ¢ < b < d. Tenemos que ((a,b) \ K)N((¢,d)\ K) = ((a,b) N (c,d)) \
K = (b,c) \ K y por lo tanto, es un elemento de B, ademds cumple que
z € (bye)\ K C (B \K)N (B \ K).

Caso III): By = (a,b) y Ba = (¢,d) \ K con a < ¢ < b < d. Aqui, tenemos
que By N By = (a,b) N ((¢,d) \ K)) = ((a,b) N (¢,d)) \ K = (¢,b) \ K y se
cumple que z € (¢,b) \ K C By N Bs.

En cualquier caso, dada x € Ry By, By € B tal que z € B; N By, existe
B3 € B con la propiedad de que x € Bg C B; N By. Por lo tanto B es una
base para una topologia sobre R.

Ahora veamos que el espacio es Ty .
Tomemos x,y € R con x < y. Definimos a = w—;y y 11,72 € R tales que
r <1 < a<ry<y. Por ultimo observemos que x € (x —r,x +71) y
y € (y—ra,y+7r2), ademds (x —ry,x+r1) N (y—re, y+7r2) = 0. Notemos que
(x—ry,x+mr)=[x—ri,x+r]y (y—re,y+1r2) = [y—ra, y+7r2], de manera
que, (x —ry,z+r)N(y—ro,y+ry) =[x —ri,x+r] Ny —ro,y+mr| =0,
por lo tanto el espacio es 75, .

2

Por ltimo veamos que (R, 75) no es regular. En primer lugar observemos
que K es cerrado pues para cualquier z € R\ K existe € > 0 tal que (z —
e, +¢€) \ K es un abierto que tiene a x y esta contenido en R\ K, por lo
tanto R\ K es abierto.

Si suponemos que el espacio es regular, entonces existen abiertos U y V'
tales que 0 e U, K CV y UNV =, luego podemos encontrar un abierto
bésico B tal que 0 € B C U, pero B no puede ser de la forma (a,b), porque
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si lo fuera, podemos hallar N € N tal que % € (a,b), pero % € K de manera
que (a,b) N K # ), 1o cual es una contradiccion.

Si B es de la forma (a,b) \ K, tomamos N € N tal que 5 € (a,b). Como
% € K C V, existe un bésico de la forma (c,d), tal que % € (¢, d) C V.
Finalmente tomamos w :méx{ﬁ’ c}yzeRtalquew < z < % Entonces
ze€ U,y z¢eVporloqueUNV # (), nuevamente una contradiccién, de
manera que el espacio no es regular y por lo tanto no es 7. O]

El axioma T3 es una propiedad hereditaria, como lo muestra el siguiente
teorema.

Teorema 2.103. Si X es T3 y Y C X, entonces Y es Ts.

Demostracion. Veamos que Y es regular. Sean C' C Y, cerrado en Y, y
x € Y\ C. Como C es cerrado en Y existe un cerrado D en X tal que
C=DnNY,luego como x € Y y x ¢ C tenemos que = ¢ D. Dado que X
es Ty, existen abiertos U y Ven X, talesquex €e U, D CV yUNV =),
definimos Uy = U NY y Vi =V NY. Entonces Uy y Vy son abiertos en Y,
y tenemos que z € Uy, C = DNY CVNY =Vy yademas Uy N Vy =
UNY)N(VNY)=UnNnV)NY = 0. Por lo tanto Y es regular, y por el
Teorema 2.56, Y es T, y concluimos que Y es T5. O

2.14. Espacios T3%

P. Urysohn definié el axioma de separacion 751 en 1925; sin embargo el
estudio, de estos espacios fue hecho por Tychonoﬁ'2 en 1930. Por esta razon,
estos espacios también son conocidos como espacios de Tychonoff [2, pag.
47].

Definicién 2.104. Un espacio topolégico X es completamente regular
si para todo cerrado C C X y toda x € X \ C, existe una funcion continua
f:X —10,1] tal que f(z) =0y f(y) =1 para todo y € C.

Teorema 2.105. Si X es completamente reqular, entonces X es reqular.

Demostracion. Sean C C X cerradoy z € X\ C. Como X es completamente
regular, existe una funcién f : X — [0, 1] tal que f es continua, f(z) =0y

f(y) = 1 para todo y € C'. Notemos que [0,3) y (%, 1] son dos abiertos ajenos



2.14. ESPACIOS Ty, 55

en [0,1] y como f es continua, f71([0,3)) = U y f~*(3,1] = V son abiertos
ajenos en X tales que x € Uy C' C V. Por lo tanto X es regular. ]

De acuerdo a la Definicion 2.104, podemos decir que un espacio topologico
X es completamente regular si dados z € X y un abierto U C X que
tenga a x, existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f(z) =0y
f(X\U) C {1}. En realidad podemos cambiar la hipdtesis de qu e U sea un
abierto cualquiera pidiendo que U sea un abierto subbésico como lo veremos
en el siguiente teorema.

Teorema 2.106. Sea X un espacio topologico y S una subbase de X. En-
tonces X es completemente regular si y solo si para todo x € X y cada V€ S
tal que x € V, existe una funcion continua f: X — [0,1] tal que f(z) =0y

FIXAV) € {1}

Demostracion. Supongamos que X es completamente regular. Sean x € X y
V € S tales que x € V. Se tiene que X \ V' es un cerrado tal que x ¢ X \ V.
Como el espacio es completamente regular, existe una funciéon continua f :

X — [0,1] tal que f(z) =0y f(X\V) C{1}.

Ahora, supongamos que para todo x € X y cada V € S tales que z € V,
existe una funcién continua f : X — [0, 1], tal que f(z) =0y f(X\V) C {1}.
Tomemos = € X y un cerrado C' en X tales que x ¢ C. Entonces X \ C' es un
abierto tal que z € X \ C. Como § es una subbase, sabemos que la coleccién
de intersecciones finitas de elementos de & es una base. Por lo tanto, existe
un abierto basico W tal que x € W C X\ Cy W =, V; donde, V; € S
para cada i € {1,...,n}.

Como z € W, se tiene que z € V; para cada i € {1,2,...,n}, de modo
que existe una funcién continua f; : X — [0,1] tal que fi(x) =0y fi(X \
Vi) € {1}. Tenemos que C C X\ W = X\ (ViNnV,,...,NnV,) = (X \
VU(X\V)U---U(X\V,), tomando f = max{fi, fo,..., fu} resulta que
f: X —[0,1] es continua (Lema 4.4), f(z) =0y f(C) C {1}. Por lo tanto
X es completamente regular. [

Teorema 2.107. Un espacio topologico X es completamente reqular si y solo
si para toda x € X y cada cerrado no vacio C en X tal que v ¢ C, existe

una funcion continua f : X — R tal que f(x) ¢ f(C).

Demostracion. Supongamos que X es completamente regular y sean z € X
y C un cerrado en X tales que x ¢ C. Como X es completamente regular,
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0y f(C) C {1} de

existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f(x) =
manera que f(C) C {1} = {1} y por lo tanto 0 = f(z) ¢ f(C).

Ahora tomemos x € X y supongamos que para cada cerrado no vacio
C en X tal que = ¢ C, existe una funcién continua f : X — R tal que

fx) ¢ f(CO).

Como estamos trabajando en R con su topologia usual podemos tomar
e >0 tal que [f(z) — ¢, f(z) + ¢ € X\ f(C). Observemos que

f(C) S F(C) SR\ [f(x) — € f(x) + e SR\ (f(2) — € f(z) +¢)

como R es un espacio completamente regular, porque es métrico (Lema 2.152)
y (f(z) —¢€, f(x)+€) es un abierto de R, existe una funcién continua g : R —
0.1] tal que g(f(x) = 0 y g[R\ (f(z) — €, f(z) + €)] C {1}. Definamos
h = go f, entonces h : X — [0,1] es una funcién continua tal que h(x) =
g(f(z)) = 0. Ademads si ¢ € C tenemos que f(c) € R\ (f(z) — ¢, f(x) + ¢€)
de manera que h(c) = g(f(c)) = 1, por tanto h(C) C {1} y asi el espacio es
completamente regular. O

Definicién 2.108. Un espacio topologico es Tgé st es completamente reqular
y To.

Teorema 2.109. Los espacios Tgé son Tj.

Demostracion. La prueba es una consecuencia directa del Teorema 2.105,
pues si X es completamente regular, el espacio es regular y como es Tj es
Ts. m

Teorema 2.110. Ewisten espacios T3 que no son T3%.

Demostracion. En R? definamos una familia de conjuntos:

T, = {{n} x (=1,1) : n € Z con n par}

Sea {t }ren la sucesién {1—%},@\1. Notemos que limy,_, t, = 1. Definimos
para toda n € Z impar y toda k € N, la familia CJ de subconjuntos de R?
como sigue:

Cp = {(x,y) ER*: (z —n)+9y° = th}

Sean X = J{T,,: n € Z con n par} y Xy = |J{C}}: n € Z con n impar}.
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Por tltimo tomemos dos puntos distintos a, b € R?\ (X;UX5) y definamos
X :X1UX2U{CL7b}.

A continuaciéon vamos a definir una base local para cada x € X.
Para cada n € Z impar y para cada k£ € N definimos el punto p} =

(n,ty) € X yseaP ={p}:n € Zenimpary k € N} C Xj.

1. Si x € Xj, entonces z es de la forma (n,y) donde n € Z es par y —1 <
y < 1. Escribamos L, = {(z,y) :n—1<z<n+1}N(X;UXy) y
B, ={L,\ F: Fesfinitoy z ¢ F}.

2. 1) Siz e Xoyx ¢ P, entonces B, = {{z}}.

ii) Si @ € P, entonces x € C} para alguna n € Z impar y alguna k& € N.
Definimos B, = {C}]! \ F: F es finito y « ¢ F'}.

3. Six = a, entonces para cada n € Z par, hacemos U,,(a) = {a}U{(z1,22) €
X1UXy:xp <n}y B, ={U.(a) :n €Z con n par}.

4. Si x = b, entonces para cada n € Z impar, definimos U, (b) = {b} U
{(x1,22) € X1 U Xy 12y >n} y By = |J{U,(b) : n € Z con n impar}.
Vamos a demostrar que la familia B, es una base local para cada x € X.
De acuerdo al Teorema 1.6, tenemos que demostrar tres cosas:

I) Si V € B,, entonces, x € V.
IT) Si Vi, Vo € B,, entonces existe V3 € B, tal que V3 C Vi N Va.
IIT) Para cada V € B, y cada y € V, existe V,, € U, tal que V,, C V.

El primer inciso se cumple debido a la forma en que se definio la familia
B, para cada x € X.

Para ver que se cumple IT), tomemos z € X y Vi, V, € B,. Veremos que
existe V3 € B, tal que V3 C V) NV, Esto lo hacemos por casos:

Caso 1) Si z € Xy, entonces V; = L, \ F, Vo = L, \ F, con Fy, F; finitos
y x ¢ Fy U Fy. Entonces tenemos que Vi NV, = (L, \ Fi) N (L, \ F3) =
L, \ (Fy UF,), puesto que Fy U Fy es finito y « ¢ F} U Fy, resulta que
Vi3 = L, \ (F1 U Fy) es un elemento de B, tal que V3 C V) N V5.

Casoil) Siz € Xoy x ¢ P, entonces Vi, =V, = V3 = {z}.
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Caso iii) Si x € P, entonces V; = Cp\ Fy, Vo = C¢\ Fy con F, F; finitos
vao ¢ FyUF, Porloque ViNnVy=(CP\ F1)N(CP\ F1) =Cp\ (FLU Fy),
y como Fy U F; es finito y « ¢ (Fy U Fy) tenemos que Vi = CF\ (F1 U Fy) es
un elemento de B, tal que V3 C Vi NVs.

Caso iv) Si Vi = Uy(a) vy Vo = Upn(a) con n,m € Z pares y n # m,
entonces suponiendo que n < m, Up(a) N Uy(a) = U,(a), de modo que
Un(a) C U,(a) N Uy (a). Andlogamente, si Vi = U,(b) v Vo = U (b) con
n,m € Z y n,m impares, entonces suponiendo que n < m, U, (b) N U,,(b) =

Uy (b), de modo que U,,(b) C U, (D) N U (D).

Ahora veamos que III) es cierto. Sean z € X y V' € B,. Consideremos los
siguientes casos:

Caso i) Si V es de la forma L, \ F' con F finito y = ¢ F y tomamos
y € L, \ F cony # x, como X; N (L, \ F) = {z} entonces tenemos que
y € X,. Puesto que L, NP = (), tenemos que y ¢ P, de manera que U =
{yteB, CV.

Caso ii) cuando V' es de la forma V' = {z} el unico elemento y € V es z,
de modo que si tomamos U = V' terminamos.

Caso iii) Si V es de la forma V = Cp \ F con F finito donde = ¢ F'y
tomamos y € V' con y # x, entonces y ¢ P. de manera que U = {y} € B, y
estal que U C V.

Caso iv) Si V es de la forma V = U,(a) o V = U,(b) y y € V, entonces
tenemos los siguientes subcasos:

a) y € X;. En este caso existe un conjunto de la forma L, \ F; con F
finitoy y ¢ Fy talque U =L, \ F, € B,yU CV.

b) y € X5. Si y € P existe un conjunto de la forma C}' \ Fy con F) finito
yy ¢ Fi,porloque U =Cp\Fy, € B,yU CV.Siy ¢ P, entonces
U={y}eB,, talque U CV.

¢) Siy = a, entonces para cualequiera numeros pares m > n, U = U, (a) €
B, es tal que U C V.

d) Si y = b, entonces para cualesquiera numeros impares m > n, U =

Un(a) € By, es tal que U C V.

Por lo tanto, por I), II) y III) tenemos que la familia B, es una base local
para cada x € X.
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A continuaciéon veamos que el espacio es T3.

Primero veamos que es T3, para esto tomemos = = (z1,22) € X y y €

Siy € Xj, entonces tenemos que L, \ {z} € By, el cual es un abierto que
tiene a y, ademas L, \ {z} C X \ {z}.

Siy € Xoyy ¢ P, entonces {y} € B,, por lo que {y} es un abierto
que tiene a y tal que {y} € X \ {z}. En caso de que y € P, tenemos que
Cp\ {z} € By, de modo que es un abierto que tiene a y, tal que C}' \ {z} C

X\ Az}

Si y = b, existe n € Z impar, tal que n > z1, de manera que U, (b) es
un abierto que tiene a y tal que U, (b) € X \ {z}. Andlogamente, si y = a,
existe n € Z par, tal que n < x1, de manera que U,(a) es un abierto que
tiene a y tal que U,(a) C X \ {z}. Por lo tanto, dada z € X y y € X \ {z},
encontramos un abierto U que tiene a y tal que U C X \ {z}, esto implica
que X \ {z} es abierto y por lo tanto {x} es cerrado, asi X es T}.

Antes de probar que el espacio es regular veremos lo siguiente:

Afirmacién 1: Si x = (21, 29) € X, entonces el conjunto L, \ F' donde
F es finito y = ¢ F es cerrado.

En efecto, tomemos y € X \ (L, \ F). Si y € X;, entonces, puesto que
y ¢ L, \ F, se tiene que y # x de manera que U = L, \ I donde F es finito,
es un abierto que tiene a y tal que U C X \ (L, \ F).

Siy € Xoyy ¢ P, entonces, {y} es un abierto que tiene a y tal que
{y} S X\ (Lo \ F).

Siy € P, entonces y € C} para alguna n € Z con n impar, y puesto
que el conjunto C} N (L, \ F') = F} tiene a lo mas un punto, resulta que
U = C}\ Fy es un abierto que tiene a y tal que U C X \ (L, \ F).

Si y = b, entonces tomamos n € Z par, tal que n > x; de modo que
el conjunto U = U,;1(b) es un abierto que tiene a y tal que U,;1(b) C
X\ (L; \ F). Andlogamente, si y = a, entonces tomamos n € Z impar, tal
que n < x; de modo que el conjunto U = U,,_1(a) es un abierto que tiene a
y tal que Uy 1(a) € X\ (L, \ F).

De esta manera tenemos que para toda y € X \ (L, \ F'), existe un abierto
U que tiene a y, tal que U C X \ (L, \ F'). Entonces X \ (L, \ F) es abierto,
luego L, \ F es cerrado.
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Afirmacién 2: Si z = (z1,22) € X», entonces el conjunto C} \ F, donde
F es finito y « ¢ F, es cerrado para toda n € Z con n impar y k € N.

Para probar esta afirmacion, Sean n € Z con n impar, k£ € N y tomemos

ye X\ (CE\F).

Siy € Xi, entonces, y ¢ C*\ F. Ademds, el conjunto CF N (L, \ F) = F;
tiene a lo mas un punto, de manera que U = (L, \ F') \ F}, es un abierto que
tiene a y tal que U C X \ (C}\ F).

Siy € Xoyy ¢ P, entonces {y} es un abierto que tiene a y tal que
{y} SX\(CI\F).

Siy € P,y € C} para alguna n € Z con n impar y k € N. Puesto que
T # y, tenemos que existe ky # k o m # n, tal que para la circunferencia Cf,
o Ot ocurre que y € CF \ Fi y CF \ F1 € X\ (C}'\ F) donde F; es finito o
yeCr\FLyClr\Fy C X\ (Cp\F) donde F; es finito.

Si y = b, entonces tomamos n € Z par, tal que n > z;, de modo que
el conjunto U = U,+1(b) es un abierto que tiene a y tal que U,41(b) C
X\ (CF\ F). Andlgamente, si y = a, tomamos n € Z impar, tal que n < z,
de modo que el conjunto U = U,,_1(a) es un abierto que tiene a y tal que
Uy 1(a) € X\ (CK\ F).

De esta manera tenemos que para todo y € X \ (Cp \ F) , existe un
abierto U de y, tal que U C X \ (C}'\ F'), entonces X \ (C} \ F) es abierto,
luego C} \ F' es cerrado.

Afirmacién 3: Sin € Z con n impar, entonces U, 12(b) C U, (b).
Sea x = (z1,22) € X \ Up(b). Tenemos tres casos:

i) Siz € Xy y x € P, entonces x € C}* para alguna m impar tal que m <
n. De manera que C}* es un abierto que tiene a z, tal que C}* NUp42(b) = 0.
Ahora, si x ¢ P como x; < n, entonces {x}, es un abierto que tiene a x tal
que {z} NUp,12(b) = 0.

ii) Si z € X3, entonces tenemos que L, es un abierto que tiene a x tal
que L, NUpi2(b) = 0.

iii) Si = a, entonces se tiene que para cualquier m € Z par, tal que
m < n+ 2, Up(x) NUp2(b) = 0.

De esta manera tenemos que si © € X \ U, (D), entonces existe un abierto
que tiene a x que no interseca a U, 2(b), esto significa que X \ U,(b) C



2.14. ESPACIOS Ty, 61

X \ Up12(b), por lo tanto U, ,2(b) C U, (b).

Afirmacién 4: Sin € Z con n par, entonces U,_o(a) C U,(a).
Sea x = (r1,29) € X \ Uy(a). Tenemos tres casos:

i) Si z € Xy y x € P, entonces x € C}*, para alguna m € Z impar
tal que m > n. De manera que C}" es un abierto que tiene a z, tal que
C" N U,—2(a) = 0. Ahora, si x ¢ P, entonces como z; > n, {z}, es un
abierto que tiene a x tal que {z} NU,,_2(a) = 0.

ii) Si x € X, entonces x pertenece a un abierto de la forma L, pero dado
que = ¢ U,(a), se tiene que L, N (U,_2(a)) = 0.

iii) Si * = b, entonces para cualquier m € Z impar tal que m > n, se
tiene que Uy, () NU,—2(a) = 0.

De esta manera tenemos que si © € X \ U, (a), entonces existe un abierto
que tiene = que no interseca a U, o(a), esto significa que X \ U,(a) C X \
U,—2(a), de manera que U, _2(a) C U,(a).

Ahora probaremos que X es regular.

Sean x = (x1,x2) € X y U un abierto tal que « € U, entonces existe un
elemento V € U, tal que V C U.

Si z € Xj, entonces existe un bésico local V de la forma V = L, \ F
donde F es finito y = ¢ F. Por la Afirmacién 1, z € L,\ F =L, \ F CU.

Siz € Xoyxz ¢ P, entonces V = {z} es un elemento de B,, tal que
xz € {z} = {x} CU. En el caso de que = € P, tenemos que existe un abierto
V =Cp\ F para alguna n € Z, k € Ny F finito, tal que x € C' \ F'. Por la
Afirmacién 2, 2 €e CP\ F =CpP\ F CU.

Si x = b, entonces existe n € Z impar, tal que b € U, (b). Observemos que
U,,+2(b) es un abierto que tiene a b, luego, por la Afirmacion 3, b € U, 2(b) C
Up2(b) CU,(b) CU.

En el caso de que = = a, tenemos que existe n € Z par, tal que a € U, (a).
Observemos que U,,_»(a) es un abierto que tiene a a, luego, por la Afirmacién

4, a € Uy_o(a) CUp_2(a) CU,(a) CU.

De esta manera hemos probado que para todo x € X y todo abierto U
que tenga a x, existe un elemento V € B,, tal que x € V C V C U. Por lo
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tanto, de acuerdo con el Teorema 2.98, y el hecho de que X es T}, resulta
que X es T3.

Ahora veamos que X no es completamente regular.

Sea f : X — R una funcién continua. Definamos para cada m € N el
intervalo I,, = (f(p}) — %, foRy) + %) con n € Z impar y k € N. Como f es
continua existe un abierto basico V,,, = O \ F,,, que tiene a p}, donde F,, es
un subconjunto finito de C}, tal que f(V;,) C I,,. Afirmamos que el conjunto

r={xeC}: f(p})# f(x)} es numerable.

En primer lugar notemos que (,cnfm = {f(p})}, de manera que si

T € ey Vm, entonces f(x) = f(py) es decir, si f(z) # f(p}), entonces
7 & (),en Vims POI lo tanto

Dy CCp\ () V= J €1\ Vi) = | Fn-

meN meN meN

Esta tultima igualdad es una unién numerable de conjuntos finitos, por lo
tanto es numerable. De esta manera concluimos que D} es numerable. Ahora
bien, Como Dj es numerable el conjunto D,, = J,oy Di también es nume-
rable y por lo tanto D = |J _y D, con n impar, es numerable. [16, Prop. 3,
péag. 97]

neN

Observemos que si x ¢ D, entonces x ¢ D} para ningunan,€ Zy k € N,
de manera que f(z) = f(p}) para toda = ¢ D.

Consideremos la funcién py : X — (—1,1) tal que f((x,y)) =y, es decir,
po es la proyeccién sobre la segunda coordenada. Entonces py(D) C (—1,1)
es numerable, de manera que existe y € (—1,1) \ p2(D). Ademds para toda
n € Z impar, el punto (n,y) ¢ D por lo que f(n,y) = f(p;~ ') = f(pi™).
Sea U un abierto que tiene a f(n,y) y notemos que hay una cantidad infinita
de circunferencias C}, una para cada k € N, de manera que si al conjunto
L) le quitamos un conjunto finito F', se tiene que para todo abierto basico
Ling) \ F' que tiene al punto (n,y), existe » € N tal que para cada k > r,
(Lny) \ F) NCR~" # 0. Para cada k > r tenemos que C;~' es un abierto
bésico que tiene a p;~!, como f es continua y f(n,y) = f(pp~') resulta
que f(C;~1) C U, de manera que para toda k > 7 se tiene que f(n,y) =
f(pi™) € U, esto demuestra que f(n,y) = limy o f(pi~"). De manera
similar se demuestra que f(n,y) = im0 f(p}™).

Para finalizar, sea U, (a) un abierto basico que tiene a a, como U, (a)
1

{a} U{(x1,22) € X1 UXy: 2y <n} con n par, se tiene que el punto p} €
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U, (a) y como f es continua f(U,(a)) C I,, = (f(pZ_l)—i, (pz_l)—l—%) para
cada n par y m € N, de manera que f(Uy,(a)) C NpenIm = {f0F )} =
{f(n,y)}. Andlogamente tenemos que para cualquier abierto basico U, (b)
que tiene a b, f(U,(b)) C {f(pi™)} = {f(n,y)}. Por lo tanto concluimos

que f(a) = f(b)-

Con esto hemos demostrado que para cualquier funcién continua f : X —
[0,1] se tiene que f(a) = f(b). Ademds ya probamos que X es 7. Por lo
tanto {a} y {b} son dos cerrados ajenos para los cuales no existe una funcién
continua que los separe, de manera que X no es completamente regular y por
lo tanto X no es T3, . O

2

En la subseccion 2.12 dejamos pendiente el siguiente resultado.

Teorema 2.111. Ezisten espacios T% que no son funcionalmente Hausdorff.

Demostracion. En el Ejemplo anterior 2.110, demostramos que X es T3, por
lo tanto es T}, 1 (Teorema 2.101). Sin embargo vimos que en este espacio para
cualquier funcién continua f : X — [0, 1] ocurre que f(a) = f(b). Por lo
tanto X no es funcionalmente Hausdorff.

]

Teorema 2.112. 5i X es Ty y Y C X, entonces Y es Ty1.

Demostracion. Sea x € Yy Cy un cerrado en Y tal que z ¢ Cy. Se tiene que
Cy = CNY donde C es cerrado en X. Como z ¢ Cy y x € Y, tenemos que
z ¢ C. Puesto que X es T, , existe una funcién continua f : X — [0,1] tal
que f(x) =0y f(C) C {1}; entonces la funcién f|y : Y — [0, 1] es continua
(Teorema 1.12) y cumple que fly(x) =0y f|y(Cy) C {1}. Por lo tanto YV’
es completamente regular; ademas, por el Teorema 2.56 resulta que Y es T}
de manera que Y es T3%. ]

2.15. Espacios T}

Los espacios de la siguiente clase son conocidos como espacios Ty, en
los cuales se separa cada par de cerrados ajenos con conjuntos abiertos. El
concepto de normalidad fue estudiado por Vietoris en 1921 [2, pdg.47].
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Definicién 2.113. Un espacio topologico X es normal, si para cada par de
cerrados ajenos Cy, Cs, existen abiertos Uy, U, tales que Cy C Uy, Cy C Uy
Yy U1 N U2 = @

Definiciéon 2.114. Un espacio topoldogico X es Ty si es normal y 1.

Teorema 2.115. En un espacio topologico X, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

a) X es normal.

b) Si C'C X es cerrado y U es un abierto de X tal que C'C U, entonces
existe un abierto V tal que C CV CV CU.

c) SiCy, Cy son dos cerrados ajenos, entonces existe un abierto U tal que
C’lgUyUﬂCb:Q).

d) Si Cy, Cy son dos cerrados ajenos, entonces existen abiertos Uy y Us
tales que C1 C Uy, Cy C Uy y Uy NUy = 0.

Demostracion. a) = b). Sean C un cerrado y U un abierto de X tales que
C C U. Se tiene que X \ U es un cerrado tal que (X \ U)NC = 0. Como
X es normal, existen abiertos U;, U, tales que X \ U C Uy, C C Uy y
Uy NUy; = ), de manera que Uy C X \ Uy y como X \ U; es cerrado, se
tiene que Uy C X \ U; = X \ U;. Ademéds, como X \ U C U, tenemos que
X\U, CUyporlotanto C CU, CU, C X\ U, CU.

b) = ¢) Sean Cy y C5 dos cerrados ajenos. Se tiene que X \ Cy, es un
abierto tal que C1 C X\ Oy, entonces por b), existe un abierto V' tal que
Ci,CVCVCX\Cy,porloqueVNCy=0.

¢) = d) Sean C y Cs dos cerrados ajenos. Por ¢) existe un abierto V' tal
que C; CV yVNCy =10, comoVyCyson dos cerrado ajenos, nuevamente
por ¢) existe un abierto W tal que Co CW y W NV = 0.

d) = a) Sean C) y Cy dos cerrados ajenos y U; y Uy abiertos tales que,
C,CU,Cy CUy,y U NU; =0, entonces como U; C Uy y Uy C Uy, se tiene
que Uy NUy = 0. O

Teorema 2.116. Un espacio topologico X es normal si y solo si, para todo
cerrado C C X y todo abierto U tﬂque C C U, existe una familia de abiertos
{Witien, tal que C C J,ex Wi y Wi C U para toda i € N.
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Demostracion. Supongamos que X es normal y sean C' C X cerradoy U C X
abierto tales que C' C U. Por el inciso b) del Teorema 2.115, tenemos que
existe un abierto V' C X, tal que C C V C V C U. En este caso hacemos
W; =V para toda ¢ € N.

Para la implicacién inversa tomemos dos cerrados disjuntos C'y D en X.
Se tiene que X \ D es un abierto que contiene a C luego, por hipétesis existe
una familia de abiertosﬂ/lfi}ieN tal que C C J,cxWi y Wi € X \ D para
toda 7, de manera que W; N D = (). Haciendo lo mismo para el cerrado D
y el abierto X \ C, se tiene que existe una familia de abiertos {V;}icn, tal
que D C U,y Vi vy ViNC = 0 para toda i. Definamos, para cada i € N,
Gi=Wi\ (Uj< V) y H; =V;\ (Uj<i W;), los cuales son abiertos en X para
cada i y hagamos U = | J;c Gi y V = U,en Hi-

Notemos que C' C U porque si z € C, entonces z € W, para alguna i,
pero C' NV, = () para toda i, de manera que € G; y por lo tanto z € U.
Anélogamente, D C V. Ademas U y V son abiertos porque cada G; es
abierto. Para finalizar veamos que U y V son ajenos. Tomemos i, 7 € N, y los
abiertos G; y H;. Sii < j, entonces H;NW,; = (), en consecuencia H;NG; = 0.
Si j <, entonces G; NV; = ), de manera que G; N H; = (), asi, tenemos que
G, N H; = 0 para toda 7,5 € N, por lo tanto U NV = (. O

Otra equivalencia de la normalidad, estd relacionada con contracciones
de cubiertas puntualmente finitas. Definimos estos conceptos enseguida.

Definicién 2.117. Sean X un espacio topolégico y U = {U; : i € I} una
cubierta abierta de i( Una contraccion de U es una cubierta abierta V =
{Vi:i €I} tal que V; C U; para toda i € 1.

Definicién 2.118. Sean X un espacio topolégico y U = {U; : i € I} una
cubierta abierta de X. Decimos que U es puntualmente finita, si para
toda x € X el conjunto A, = {\ € I : x € Uy} es finito.

Teorema 2.119. Un espacio topologico X es normal si y solo si, para toda
cubierta abierta de X puntualmente finita U = {U; : i € I}, existe una
contraccion ¥V ={V; i € I} de U.

Demostracion. Sea U = {U; : i € I} una cubierta abierta puntualmente
finita de un espacio topoldgico X . Utilizando el axioma de eleccién, podemos
suponer que I es un conjunto bien ordenado y denotemos por < esta relacién
de orden.
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Queremos construir una familia de abiertos V = {V; : ¢ € I'} que cumplan
las siguientes condiciones:

1) V; C U; para cada i € 1.
2) (Ur<s W) U (Uys; Ui) = X, para toda i € I.

Haremos la demostracion por induccién transfinita. Sea v € I y suponga-
mos construida la familia de abiertos {V; : i < A} que satisface 1) y 2), para
toda i < . Vamos a construir V, de manera que {V; : i < A} cumpla 1) y 2)
para toda i < 7.

Afirmamos que (U;., Vi) U (U;>, Ui) = X. En efecto, puesto que U es
puntualmente finita se tiene que si z € X, entonces el conjunto A, = {\ €
I : z € U,} es finito, digamos A, = {A1, \a,..., Ay} donde A\; < Ay <

- < An. Luego, si v € A,, entonces v < A\, y se tiene que = € UZ->V Us.
En otro caso, v ¢ A,, de modo que, v > \,. Aplicando la hipotesis de
induccion a A, tenemos que (Uy<y, Va) U (U, Ux) = X, pero observemos
que z ¢ Uy, Ux por lo que z € U,y Vi v Uyen, Va € U, Vie Por lo
tanto = € (U;, Vi) U (U5, Us) y tenemos que X C (U, Vi) U (U5, Us)-

Como V; y U; son abiertos de X, tenemos que (UKW Viyu (U, Ui) € X,

izy Tt
de esta manera tenemos que X = (U, Vi) U (U;s, Vi)

Consideremos el conjunto C, = X \ (U, Vi) U (U;>, Ui)) el cual es
cerrado, y notemos que por el parrafo anterior C,, C U,, luego, como X es
normal, por el Teorema 2.115 b), existe un abierto V, tal que C, C V, C
V,CU,yasf V={V;:i<~}, cumple 1) y 2) para toda i <, por lo tanto
se tiene construida la familia V = {V; : i € I'}, cumpliendo 1) y 2) para toda
1€ 1.

Para terminar, falta mostrar que V es una contraccién. Puesto que V
satisface 1), s6lo resta probar que V es una cubierta de X.

Sea x € X. Considerando el conjunto finito A, = {\ € [ : x € Uy} =
{A A2, A, donde Ay < Ay < oo <A, Por 2) X = (U, VA) U
(Ussn, Ur), pero como z ¢ [y, Uy, resulta que z € [J o, Vi, asi z € V;
para alguna ¢ € I, y por lo tanto V' es una cubierta abierta de X.

Inversamente, supongamos que para toda cubierta abierta puntualmente
finita U = {U; : ¢ € I} de X, existe una contracciéon ¥V = {V; : i € I}
de U. Tomemos dos cerrados ajenos 7, Cy en X, observemos que U =
{X'\ C1, X\ Cs} es una cubierta abierta de X puntualmente finita, entonces,
existe una contraccién V = {V;,V,} de U, de manera que V; C X \ O,
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Vo C X\Cy y ViUV, = X, luego, tomando U; = X\V; y Uy = X'\ Va, se tiene
que Uy, Uy son dos abiertos tales que, C; C (X\V1) = Uy, Cy C (X\V2) = Us
yUNUy; = (X\V)N(X\Va) =X\ (V1UV,) = 0. Con esto concluimos
que X es normal. O

Una de las caracterizaciones mas importantes de la normalidad fue dada
por Urysohn en 1925.

Teorema 2.120. Lema de Urysohn: Un espacio topologico X es normal si y
solo si para cualesquiera subconjuntos cerrados y ajenos A y B se tiene que
existe una funcion continua f: X — [0,1] tal que f(A) C {0} y f(B) C {1}.

Demostracion. Consideremos el conjunto numerable D = Q N [0, 1]. Vamos
a numerarlos de manera que 0,1 € D, sean los dos primeros elementos de
nuestra enumeracién, digamos D = {dy = 0,d; = 1,ds,ds,...}. Vamos a
probar que podemos hacer una asignacion, que a cada p € Q le asigna un
abierto U, con la propiedad de que si p,g € Q y p < g, entonces Up c U,
Mostraremos esto por induccién.

Definimos U; = X \ B el cual es abierto. Notemos que A C U; y como X
es normal, por el Teorema 2.115 b), existe un abierto Uy tal que A C Uy C
Uy C Uy. En general definimos D,, = {dy,di, ...,d,} y supongamos que U,
esta definido para todo p € D,, de tal manera que cumpla lo siguiente:

Para toda p,q € D,, con p < g, ocurre que Fp c U,.

A continuacién vamos a definir el abierto Uy, ,,. Sea D, 41 = D, U{d, 11}
Notemos que éste es un conjunto finito contenido en el intevalo [0,1], de
manera que, heredando el orden usual de R, tenemos que D, es un conjunto
bien ordenado, ademés d,,; # 0,1 por lo que d,,; no es el maximo ni
el minimo de D, i, de modo que d,,; tiene un inmediato sucesor ¢ y un
inmediato antecesor p; asi, tenemos que existen p,q € D, tales que p <
dni1 < qy (p,q) N D, =0, entonces por hipotesis de induccién los abiertos
U, y U, estan definidos de tal forma que U, C U,. Nuevamente por el Teorema
2.115 b), existe un abierto Uy, ,, tal que U, C Uy, ., C Uy,., C U,.

Afirmamos que para todo r,s € D, se cumple que si r < s, entonces
U, C U,

En efecto, si r,s € D,, entonces la afirmacién se cumple (hipdtesis de
induccién). Sir =d, 1 comop <71 < ¢, < sy q es el inmediato sucesor de
r tenemos que s > ¢, por lo que U, C U, C U,. Anédlogamente Si s = d,, 41
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como p < s <q,r <sypes el inmediato antecesor de s tenemos que r < p
por lo que U, C U, C Us.

Hemos probado que si p,q € D,, con p < g para cualquier n € N, entonces
los abiertos construidos U, y U, satisfacen que U, C U,,.

Ahora definimos para toda p € Q los conjuntos U, = X sip > 1y U, =0
si p < 0. De esta manera, dada z € X definimos Q(z) = {p € Q : z € U, }.
Notemos que este conjunto es no vacio porque contiene a todos los racionales
mayores que 1, y estd acotado inferiormente por el 0, porque no existe ningtin
racional z < 0, tal que z € U,.

De esta manera podemos definir f(z) = inf Q(x). Notemos que f sdlo
estd definida en [0, 1]. Esto es porque si x € X, entonces, Q(x) contiene a
todo nimero racional mayor que 1, porque cada x € X pertenece a U, cuando
p > 1, de manera que inf Q(z) ={p € Q: x € U,} < 1, y por lo tanto f sélo
toma valores en [0, 1].

Vamos a probar que f(A) C {0} v f(B) C {1}. Seaz € X,sixz € A
entonces, como A C Uy, se tiene que = € U, para cada p > 0, por lo que

Q@) ={peQ:p>0}einf{p € Q:p >0} =0, luego, se tiene que
f(z) = 0 para toda x € A, es decir, f(A) C {0}.

Si z € B, como U; C X \ B se tiene que = ¢ Uy, luego, = ¢ U, para

ninguna p £ 1, por lo que Q(z) ={p€eQ:p>1}einf{peQ:p>1} =1.
Entonces, se tiene que f(x) =1 para toda x € B, es decir, f(B) C {1}.

Para finalizar demostraremos que f es continua. Para ver esto probaremos
las siguientes dos afirmaciones:

Afirmacién 1: Para toda r € D, si x € U,, entonces f(z) < 7.

En efecto, si @ € U,, entonces, x € U, para toda s > 7, es decir Q(z) con-
tiene a todos los racionales mayores que r, de manera que f(z) = inf Q(z) <r

Afirmacién 2: Para toda r € D si x ¢ U,, entonces f(z) > r.

En efecto, si x ¢ U,, entonces, = ¢ U, para ninguna s < r, es decir Q(z)
no contiene ningun racional menor que r, de manera que f(x)inf Q(z) > r.

Ahora vamos a probar que f es continua.

Sean x € X y V un abierto bésico en [0, 1] tales que f(z) € V. Notemos
que V puede ser de la forma [0, d), (¢, 1] o (¢, d). Tomemos p, g € Q tales que
c<p< f(r) <q<d,y definamos U = U, \ U, el cual es abierto.
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Ahora, como f(x) < ¢, tenemos que, por la Afirmacién 2, z € U,, mientras
que, del hecho de que p < f(z) y la Afirmacién 1, x ¢ U,, de manera que
rzel.

Por tltimo veamos que f(U) C V. Tomemos = € U, entonces x € U, C
Uq, de modo que por la Afirmacién 1, f(x) < ¢, ademds, puesto que x € U,
se tiene que x ¢ U, entonces x ¢ U, luego, por la Afirmacion 2, f(z) > p,
por lo tanto, tenemos que p < f(z) < ¢, y asi f(z) € [p,q] C (¢,d) C V.
De esta manera, hemos encontrado, para cada x € X y cada abierto basico
V de [0,1] tal que f(x) € V, un abierto U tal que f(U) C V, esto significa
que la funcion f es continua. Con esto hemos finalizado la primera parte del
teorema.

Para la segunda parte del teorema sean A, B cerrados ajenosy f: X —
[0, 1] una funcién continua tal que f(A) C {0} y f(B) C {1}. Tomemos los
abiertos Uy = [0,3) v Us = (3,1] de [0, 1]. Entonces 0 € U1 y1le Ug, dado

que la funcién f es continua tenemos que, Vi = f ’I(Ul) = f- (UQ) son
abiertos en X tales que A C f~! ({0}) C f740,3)) = B C ({1} c
FH(5,1]) = Uz, ademds VinVy = 10, 3)Nf~ ( 1] = f1([0,3)Nn(3,1]) =
(), por lo tanto X es normal. O

Lema 2.121. (Lema de Jones) Sea X un espacio topoldgico. Si X contiene
un subconjunto denso D y un subespacio cerrado y discreto S tal que |S| >
2P entonces X no es normal.

Demostracion. Supongamos que X es normal. Observemos que para todo I C
S, los conjuntos I y S\ I son cerrados en .S, porque ambos son subconjuntos
de S el cual es un subespacio cuya topologia heredada es la discreta. Entonces
I'y S\ I también son cerrados en X, ademdas I N (S\ ) =

Sean I1,I; C S tales que I; # I, entonces I; y S\ I; son cerrados ajenos
en X. Igualmente se tiene que Iy y S\ I son cerrados ajenos en X. Como
X es normal existen abiertos Uy, Vi, Us, Vs tales que I C Uy, S\ I C Vi,
IQQUQ,S\IQQ%, Ulﬂ‘/l:@yUQQ‘/Q:@.

Veamos que Uy NV # (. Puesto que I; # I, se tiene que I \ I # () o
I\ I # (). Supongamos, sin pérdida de generalidad que I \ Iz # ), entonces
tenemos que, ) # I;\ I, = I; \ I C U1 NV, porque I\ I5 esté contenido en I
y en S\ I. Puesto que U;NV5, es un abierto de X, resulta que UyNVoND # ().
Por tltimo observemos que Uy NVoND CU ND yU NVonND Z Uy, ND
porque Uy N V5 = (). De esta manera tenemos que U; N D # Uy N D, es decir,
para cada par de subconjuntos distintos I, I, de S, existen dos subconjuntos
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distintos U; N D, Uy, N D de D, por lo tanto podemos definir una funcion
inyectiva f : P(S) — P(D) tal que para toda i, f(I;) = U; N D. Entonces
IP(S)| < |P(D)], es decir 21 < 2IPl' y como por hipotesis 2P < |S], resulta
que 2151 < 1S/, lo cual no puede ocurrir. De esta contradiccién concluimos
que X no es normal. O

Teorema 2.122. Los espacios Ty son Ts, .
2

Demostracion. Sean X un espacio topoldgico Ty, C'un cerradoen X y x € X

tal que x ¢ C. Puesto que los espacio Ty son T}, entonces para toda z € X

el unitario {z} es cerrado, luego por el Lema de Urysohn 2.120, existe una

funcién continua f: X — [0,1] tal que f(x) =1y f(C) C {1}, por lo tanto

X esTs,. [l
2

Ejemplo 2.123. Consideremos R con la topologia que generan los subconjun-
tos de la forma |a,b). A este espacio se le conoce como la recta de Sorgenfrey
y lo denotaremos por S. Afirmamos que este espacio es Ty.

Demostracion. Primero probaremos que S es normal. Sean A y B, dos ce-
rrados ajenos en S. Para cada a € A, existe un intervalo [a,r,) tal que
la,r,) N B = (. Andlogamente, para cada b € B existe un intervalo [b, )
tal que [b,73) N A = (. Tomemos U = U,cula,7a) ¥ V = Upeplsms)- Es
evidente que A C U y B C V, ademas para cada a € Ay b € B se tiene que
[a,r4) N [b, 1) = 0, de lo contrario si a < b, entonces se tendria que b € [a, 1)
y si b < a, entonces a € [b, 1) lo cual es imposible, por lo tanto UNV =0 y
as{ S es normal.

Como para cualesquiera z,y € S, con x < y existen dos abiertos ajenos
[z,9), [y,y+ 1), que contienen a z y y, respectivamente, se tiene que S es Ty
y por lo tanto 77, luego S es Ty. O

Para el siguiente teorema vamos a utilizar algunos resultados referentes a
productos de espacios 751 los cuales se demostrardn en el siguiente capitulo.
2

Teorema 2.124. Existen espacios Ts, que no son Tj.
2

Demostracion. Sea S la recta de Sorgenfrey. Demostraremos que S x .S es un
espacio T3, que no es Ty. En el Ejemplo 2.123 vimos que S es un espacio 7},
2

entonces, por el Teorema 2.122 es T5, , luego, de acuerdo al Teorema 3.42, el
2
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producto de espacios 75, también es 75, , de esta manera tenemos que S x .S
2 2

es Ty, .
2

Para demostrar que S x S no es normal utilizaremos el Lema de Jones
(2.121). Consideremos el espacio S x S. Observemos que el subconjunto D =
{(z,—x) : x € S} es cerrado y discreto. Ademds |D| = |R|y Q xQ C R xR,
es numerable y denso en S, entonces aplicando el Lema de Jones, tenemos
que S x S no es normal, y por lo tanto no es Tj}. O

El siguiente teorema es otra importante caracterizacion de los espacios
normales; afirma que en los espacios normales, es posible extender una fun-
cién continua definida en un cerrado, al espacio total.

Originalmente el resultado solo afirmaba que en ciertos espacios es po-
sible dar una extensiéon como la antes mencionada. En 1915 Tietze dio una
demostracion a este resultado valida para espacios métricos, por esta razon
el teorema es conocido como el teorema de extension de Tietze. En 1925 Ury-
sohn dio una demostracion mas general en la que caracteriza a los espacios
normales, esta demostracién es la que daremos aqui.

Teorema 2.125. Teorema de extension de Tietze. Sean X un espacio nor-
mal, A un subespacio cerrado de X y [a,b] C R, entonces:

a) Cualquier funcion continua f : A — [a,b], se puede extender a una
funcion continua g : X — [a,b].

b) Cualquier funcion continua f : A — R, se puede extender a una funcion
continua g : X — R.

Demostracion. Vamos a probar el inciso a) del teorema cuando f : A —
[—r, r] para cualquier r € RT, para esto dada r € R™ y una funcién continua
f A — [—r,r] construiremos una funcién continua g : X — R tal que,
lg(x)] < 37y |g(a) — f(a)] < 3r para toda z € X y toda a € A. Esto lo
hacemos como sigue.

Consideramos los conjuntos Iy = [—r, —37], I, = [—4r, 3] e Iy = [3r,7].

Estos tres intervalos tienen longitud 2r. Definimos B = f~'(I;) y C =
f7Y(I3) y notemos que B y C son cerrados ajenos en A, porque f es con-
tinua, y por lo tanto son cerrados en X. Como X es normal, por el Lema
de Urysohn (2.120), existe una funcién g : X — [—%r, %r], de tal forma que
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9(B) C{—3r}y 9(C) C {ir}, asf tenemos que |g(x)| < ir para todo z € X.
Ademas notemos lo siguiente:

i) Si a € B, se tiene que g(a), f(a) € 1.

ii) Si @ € C, entonces g(a), f(a) € I5.

iii) Si a ¢ BUC, entonces g(a), f(a) € I5.

De manera que |f(a) — g(a)| < 3r, para toda a € A.

Para probar el teorema, vamos a sustituir el intervalo [a, b] por el intervalo
[—1, 1] porque son homeomorfos. Sea f: A — [—1, 1] una funcién continua,
entonces tomando r = 1, existe una funcién continua g1+ X — R tal que
lg1(x)] < & para toda z € X y [f(a) — g1(a)| < 2, para toda a € A.

Ahora consideremos la funcién f — g;. Notemos que la imagen de A bajo

esta funcién es [— g, %] de manera que si ahora tomamos r = %, entonces

obtenemos una funcién g, : X — R, tal que, |g2(2)| < (5)(3), para toda
v € X yl|f(a) = gi(a) — g2(a)] < (3)? para toda a € A.

Supongamos que tenemos construidas las funciones gi, g . . . g, de mane-

ra que | f(a) — gi1(a) — ga(a) = - - — gn(a)| < (3)", para toda a € A. Tomando,
r = 2" obtenemos la funcién g1 : X — R, tal que |g,41(z)| < £(3)" para
toda z € Xy [f(a) — gi(a) — g2(a) = - — gn(a) = gnsa(a)] < (3 )71, para

toda a € A. Asi, por induccién tenemos definidas las funciones g, para toda
n € N.

A continuacién, definimos la funcién G : X — R, como G(z) = > | gn(x),
para toda x € X. Para probar que esta funcion esta bien definida, tenemos
que probar que la serie Y7 | g, (z ) es convergente. Para esto basta observar

que si definimos a, = g,(x) y b, = 5(3)""', entonces |an| < by, para cada

n € N. Ademds la serie, >~ | 3( )”_ = %anl(é) = 3Zn 0( )", pero
1.

esta es una serie geométrica, la cual converge a %( - L) =
B

Luego, utilizando el criterio M de Weierstrass [13, 9.4.6, pag. 335], se
tiene que G(x) = > 7 gn(x) es uniformente convergente. Finalmente en
(13, 9.4.2, pag. 334] se demuestra que si { f,, }nen €s una sucesién de funciones
continuas en un intervalo  C R tal que >~ f, converge uniformemente en
I a una funcién f, entonces f es continua en I. Por lo tanto G es continua.

A continuacién veamos que G(a) = f(a) para toda a € A. Sea s, =
> i, gi(z). Por definicién G(z) es el limite de la sucesién {s,(x) }ren, y como
|fla) =3 gi(a)] = |f(a) — sn(a)| < (3)" para toda a € A, tenemos que
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lim,, 00 Sn(a) = f(a), por lo tanto f(a) = G(a) para toda a € A.

Por 1ltimo notemos que G envia a X al [—1, 1], esto es porque |G(z)| <
LY, =1
3 2n=0\3 .

Hemos demostrado el inciso a). Para demostrar b), vamos a probar que
la imagen de X bajo G es todo R. Es suficiente con probar que la imagen de
X bajo G es el intervalo abierto (—1,1) porque éste es homeomorfo a R.

Sean f una funciéon continua y A C X tales que A es cerrado y f :
A — (—1,1). Podemos considerar a f definida en el intervalo [—1,1] es
decir, f : A — [—1,1]. Sabemos, por el inciso a), que existe una funcién
continua g : X — [—1,1] que extiende a f. Sea D = g~ '({—1}) U g ' ({1}).
Como ¢ es continua, tenemos que D es cerrado en X. Ademds, puesto que
g(A) = f(A) C (—1,1) tenemos que AN D = (). Luego, por el Lema de
Urysohn, existe una funcién continua o : X — [0, 1], tal que a(D) = {0} y

a(A) = {1}.

Definamos h(z) = a(x)g(x), la cual es continua por ser el producto de fun-
ciones continuas, ademds observemos que para cadaa € A h(a) = a(a)g(a) =
lg(a) = f(a). Por ltimo, notemos que si € D, entonces h(z) = 0g(x) =0
y siz ¢ D, tenemos que |g(x)| < 1, por lo tanto |h(x)| < 1|g(z)| < 1, de ma-
nera que h : X — (—1,1) es una extensién continua de f: A — (=1,1). O

El Teorema de extensién de Tietze también es una caracterizacién de los
espacios normales.

Teorema 2.126. Sean X un espacio topologico y A C X cerrado tal que
existe una funcion continua f : A — la,b] C R, de manera que se puede
extender a una funcion g : X — [a,b]. Entonces X es normal.

Demostracion. Sean A, B C X, dos cerrados ajenos. Definamos una funcién
f: AUB — [0, 1] de tal manera que f(A) C {0} y f(B) C {1}. Puesto que la
imagen inversa de cualquier cerrado en [0, 1] es ), X, A o B, es claro que f es
continua, entonces, por hipdtesis existe una funcién continua, g : X — [0, 1]
extensién de f, de manera que g|aup) = f|aup), luego g(A) = {0} y g(B) =
{1}, por lo tanto, por el Lema de Urysohn, resulta que X es normal. ]

Finalizaremos esta seccion con un ejemplo de un espacio Ty, pero antes
de mencionarlo demostraremos el siguiente lema.

Lema 2.127. Si un espacio topologico X es compacto y Ty, entonces X es
normal.
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Demostracion. Primero probaremos que X es regular. Sean C' C X cerrado,
yx € X\ C.Como X es compacto, se tiene que C' es compacto, luego puesto
que X es Ty, por el Lema 2.82, tenemos que existen abiertos ajenos U y V'
tales que x € U y C' C V. Por lo tanto X es regular.

Una vez probado que X es regular, demostraremos que X es normal. Para
esto sean C'y D dos cerrados ajenos en X. Dado que X es compacto, se tiene
que C'y D son compactos, luego como X es regular, tenemos que para cada
y € D existen abiertos ajenos Uy, V, tales que C' C U, y y € V,,. La familia
V = {V, : y € D} es una cubierta abierta de D. Entonces existen n € N y
Yiy .- Yo € D tales que V = J;_, V,, 2 D. Hacemos U = (;_, Uy,, ¢l cual
es abierto y observemos que C' C U. También notemos que si z € V| entonces
z € V,, para alguna ¢ € {1,2,...,n}, de manera que z ¢ U,,, luego z ¢ U.
Asi, tenemos que UNV = (.

De esta manera encontramos dos abiertos ajenos U y V tales que C' C U
y D C V. Por lo tanto X es normal. O

Definicién 2.128. Sean X un espacio métrico, A C X y & A. Se define la
distancia de x a A como d(z, A) = inf{d(z,y) : y € A} donde d(x,y) denota
la distancia del punto x al punto y.

Ejemplo 2.129. Sea I? = [0,1] x [0,1] € R?. Vamos a definir una base para
una topologia en I? de la siguiente manera.

Hagamos A = {(z,x) : x € [0,1]} la diagonal de I*. Para cada punto
p=(s,t) € I’\A y0 < e <1, definimos N(s,t) = (I \ A) N {(s,y) €
I’\A:|t—y| < €}, es decir, N.(s,t) es un segmento vertical abierto de radio
€ centrado en p.

Para los puntos (s, s) € A, tomemos F C [0, 1] finito tal que s ¢ F y de-
finamos M.(s,s) = I’N{(z,y) € I? : |s—y| < e yx & F}. Geométricamente,
M(s,s) es la region [0,1] x {(s,y) € I? : |s —y| < €} menos un mimero fini-
to de lineas verticales contenidas en esa region distintas de la linea vertical
{(s,y) € I? : |s — y| < €}

Afirmamos que la familia B = {M(s,s) : 0 <e < 1ys € [0, 1]}UN(s,t) :
0 <e<1uyl(st) ¢ A} forma una base para una topologia 75 para I°.
Ademds, el espacio (I*,75) es Ty.

Demostracion. Veamos que la familia B forma una base.

Sea (s,t) € N(s,t) N Ns(s,t). Como los bésicos de la forma N,(s,t) son
segmentos abiertos verticales centrados en (s,t), debe ocurrir que N,(s,t) C
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Ns(s,t) o Ns(s,t) C N(s,t). Tomamos r = inf{e,d} y tenemos que N, (s,t)
es un bésico de (s,t) contenido en N,(s,t) N Ns(s,t).

Para los puntos en la diagonal, tenemos que si (s, s) € M.(s, s)NMjs(s, s),
entonces (s,s) € {(x,y) € [*: |ly—s| <eyx ¢ Fi}n{(z,y) € [*: jy—s| < ¢
y ¢ ¢ Fy}, donde F} y F, son dos subconjuntos finitos de [0,1] tales que
s ¢ [1UF,. Sear = inf{e, d}. Se tiene que (s, s) € I?N{(x,y) € I? : ly—s| <r
y x ¢ Fy U Fy} el cual es un bésico contenido en M. (s, s) N Ms(s, s).

De esta manera tenemos que la familia B forma una base para una topo-
logfa sobre I2.

Ahora vamos a probar que I? con la topologia que define nuestra base,
es un espacio Ty, para esto veremos que 12 es compacto y 75, el Lema 2.127,
nos dara el resultado.

Primero veamos que 1% es Ty. Sean (s,t) y (w, z) dos puntos distintos en
I?, vamos a examinar dos casos:

Caso I) si t # z, entonces existen € , § > 0 tales que las regiones Ry =
0,1 x {(s,y) € I*: ly—s| <€}y Ry =1[0,1] x {(w,y) € I* : |y —w| <}
son ajenas, (esto lo podemos garantizar tomando ¢ = § = “;—Z|) luego si,
(s,t),(w,z) € A, entonces las regiones R; y Ry son dos bdsicos ajenos que
tienen a (s,t) y (w, z). Cuando los puntos (s, ), (w, z) € I?\ A, los segmentos
{(s,y) € I*: |ly—s| < e} y {(w,y) € I*: |y —w| < §}, son dos bésicos ajenos
que tienen a (s,t) y (w, z), respectivamente. Finalmente si un punto esta en
la diagonal, digamos (s,t) € A y el otro (w,z) € I* \ A, entonces R; y
{(w,y) € I* : |y —w| < 0} son dos abiertos basicos ajenos que tienen a (s, t)
y (w, 2).

Caso II) t = z. En este caso tenemos que (s,t), (w,z) € I*\ A o algin
punto, digamos (s,t) € A y el otro (w,2) € I? \ A. Si ambos puntos estan
fuera de la diagonal, entonces para cualquier € > 0, los segmentos {(s,y) €
I?:ly—s| < e}y {(w,y) € I* : |[y—w| < €} son dos abiertos basicos disjuntos
que tienen a (s,t) y (w, z), respectivamente. Si (s,t) € Ay (w,2) € I*\ A,
tenemos que la regién R; contiene a (w, z), luego el conjunto Ry \ {(w,y) €
I? : |y — w| < €} es un abierto bésico que tiene a (s,t) ajeno al bdsico
{(w,y) € I? : |y — w| < €} que contiene a (w, ).

De esta manera hemos comprobado que el espacio es T5.

Ahora veamos que el espacio es compacto. Sean {U,};,c; una cubierta
abierta de I? y B ={i € I : ANU; # 0}. Definamos p, : I* — [0, 1] como,
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po(z,y) = vy, es decir, ps es la proyecccién sobre la segunda coordenada.
Luego, {p2(U;) }icr es una cubierta abierta de [0, 1], el cual es compacto, de
manera que existe n € N tal que {p(U;)}, cubre a [0,1], luego {(U;)}1-,
cubre I? \ A donde A es una cantidad finita de segmentos verticales, pero
estos segmentos pueden ser cubiertos con un numero finito de elementos de
{Ui}ier, digamos {Uy, ..., Uy}, de manera que {(U;)}; U{Ui,...,Ux} es una
cubierta abierta finita de I?, por lo tanto I? es compacto.

Hemos visto que I? es un espacio compacto y T, entonces I? es normal,
luego como es T5, también es T} y por lo tanto es Tj. O

Observacion. Los espacios normales no se preservan bajo subespacios.

Demostracion. Consideremos el conjunto X = {a,b,c,d} y la familia 7 =
{0,{a}, {a, b},
{a,c},{a,b,c}, X}. Es facil ver que (X, 7) es un espacio topoldgico. Note-
mos que los cerrados de X son: 0,{b,¢,d},{c,d},{b,d},{d} y X. Como no
existen dos cerrados ajenos no vacios, resulta (por vacuidad) que el espacio
X es normal.

Sea Y = {a,b,c} C X. Si vemos a Y como un subespacio de X, entonces
su topologia es 7v = {0,{a},{a,b},{a,c},Y}. Notemos que {c} y {b} son
dos cerrados en Y no vacios pero no existen abiertos ajenos en Y tales que
{c} C U, y {b} C U,, por lo tanto ¥ no es un espacio normal. O

Es importante mencionar que los espacios Ty no se preservan bajo subes-
pacios. Daremos un argumento para demostrar ésto en la siguiente seccion
en el Teorema 2.137.

Aunque en general un subespacio de un espacio Ty no es Ty, el siguiente
resultado nos da una condiciéon para que tal subespacio sea Tj}.

Teorema 2.130. Sea X wun espacio topologico Ty. S1Y C X es cerrado,
entonces Y es Ty.

Demostracion. Sean C y Cs dos subconjuntos cerrados de Y tales que C7 N
Cy = ). Como Y es cerrado tenemos que C; y Cy son cerrados ajenos en
X. Luego, existen dos abiertos ajenos U; y U que contienen a C7 y Cy
respectivamente. Finalmente U; NY y U NY son dos abiertos ajenos en Y
que contienen a C4 y C5 respectivamente. Por lo tanto Y es normal.



2.16. ESPACIOS T 7

Para concluir recordemos que los espacios T se preservan bajo subespa-
cios (Teorema 2.56), por lo tanto Y es Tj. O

2.16. Espacios 715

Al final de la seccién anterior se demostré que la normalidad no es una
propiedad que se conserve bajo subespacios. Esto motiva la siguiente defini-
cion:

Definicién 2.131. Un espacio topolégico X es completamente normal
st todo subespacio de X es normal.

Definicién 2.132. Un espacio topologico X es Ts, si es Ty y completamente
normal.

Definicion 2.133. Sean X un espacio topoldgico y A, B C X. Decimos que
A y B estan separados si ANB =0y BNA=1{.

Teorema 2.134. Un espacio topologico X es completamente normal si, y
solo si para cualesquier par de conjuntos separados A, B C X, existen abier-
tos ajenos U y V tales que ACU y BCV.

Demostracion. <) Sean X un espacio topolégico y Y C X. Probaremos que
Y es normal; para esto, tomemos dos cerrados disjuntos A y B en Y. Como
Cly(A) = Y N Clx(A), tenemos que Clx(A)N B = Clx(A)Nn(BNY) =
(Clx(A)NY)N B = (Cly(A) N B) = 0. Andlogamente, Clx(B)N A =0, de
manera que Ay B estan separados en X; luego, por hipétesis existen abiertos
disjuntos U y V de X, talesque ACU y BC V. Tomando UNY yVNY,
tenemos dos abiertos disjuntos en Y, que contienen a A y B, respectivamente.
Por lo tanto, Y es normal.

=) Ahora supongamos que X es completamente normal, y sean A y B
dos conjuntos separados en X. Tomemos Y = X \ (AN B). Notemos que si
x € A, entonces x ¢ B, debido a que AN B = (), de manera que z ¢ AN B,
luego z € X \ (ANDB), por lo tanto A C Y. Andlogamente, si € B, entonces
¢ A, porque BNA = (), de modo que x ¢ AN B, entonces v € X \ (AN B)
yasi BCY.

Consideremos los conjuntos Cly(A) y Cly(B). Ambos son cerrados en
Y, ademds Cly(A) = Y N Ay Cly(B) = Y N B, de modo que Cly(A) N
Cly(B)=Y N (AN B) = (. Por lo tanto existen dos abiertos ajenos U; y V;
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en Y tales que Cly(A) CU; y Cly(B) C Vi, peroU; =Y NU y V1 =Y NV,
donde U y V son abiertos en X. Por ultimo notemos que Y también es
abierto en X y por lo tanto U; y V; son abiertos ajenos en X. Ademas,
A C Cly(A) C Uy y B CCly(B) C V), de esta manera encontramos dos
abiertos ajenos Uy y V; en X que contienen a A y B, respectivamente. [

Teorema 2.135. Los espacios Ts son Ty.

Demostracion. Si X es T, entonces X es T} y todos sus subespacios son
normales; en particular X es normal, por lo que X es T}. O

Teorema 2.136. Existen espacios Ty que no son T.

Demostracion. En el Ejemplo 2.129 vimos que el espacio I? con la topologfa
que tiene por base a la familia B es un espacio 7T}, sin embargo no es un
espacio Ty, como veremos a continuacion.

Consideremos los siguientes subconjuntos de 1*: A = A\ {(0,0)} y B =
(0,1] x {0}. Notemos que AN B = (). Afirmamos que B = B U {(0,0)}.

En efecto, en primer lugar observemos que (0,0) € B\ B porque todo
abierto basico que tiene a (0,0) es de la forma {(z,y) € I? : [0 —y| < ey
x ¢ F} con F C [0,1] finito y este conjunto siempre interseca a B. Por lo
tanto B no es cerrado.

Por otro lado veamos que B U {(0,0)} es cerrado. Si (s,t) ¢ BU{(0,0)},
entonces t > 0, luego, el niimero % > 0 es tal que el segmento abierto J =
{(s,y) € I? : |t —y| < L} no interseca a B U {(0,0)}, de manera que si
(s,t) € A entonces [0,1] x J es un bdsico que tiene a (s,t) que no interseca
a BU{(0,0)}, y si (s,t) ¢ A entonces J es un bdsico que tiene a (s,t) que
no interseca a B U{(0,0)}, por lo tanto para cada (s,t) € I*\ (B U{(0,0)})
hay un bdsico que tiene a (s,t) totalmente contenido en I*\ (B U {(0,0)}),

es decir, BU{(0,0)} es cerrado.

Como B no es cerrado pero B U {(0,0)} si lo es, se sigue que B=DBU
{(0,0)}. Por lo tanto, BN A = {).

Veamos que BN A = (). Sea (r,0) € B. Entonces r > 0, luego el niimero
£ > 0 es tal que el segmento J = {(r,y) € I? : [r —y| < £} es un abierto
bésico que tiene a (r,0) y no interseca a A\ {(0,0)}. Esto prueba que, para
cada punto (r,0) € B, (r,0) no estd en la cerradura de A, es decir BN A = ().

Hemos probado que A y B estan separados. Para finalizar, mostraremos
que no hay abiertos disjuntos que los contengan. Supongamos que U es un
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abierto que contiene a B, entonces para cada punto (r,0) € B existe un e,
tal que el segmento {(r,y) € I* : |r —y| < &} N I? es un bésico que tiene
a (r,0) contenido en U. Como [0, 1] es no numerable, hay una cantidad no
numerable de radios ¢,, luego, existe n € N tal que % < €, para una cantidad
infinita de ntimeros r, como cualquier abierto basico que tiene al punto (%, %)
es de la forma D =I?N{(z,y) € I*: | —y| < ey x ¢ F} donde F C [0,1]
es finito y % ¢ F, resulta que hay una cantidad infinita de puntos (r,0) € B,
cuyos abiertos bdsicos €, intersecan a D, y por lo tanto U N D # (), de modo
que todo abierto que contenga a B, interseca a un bésico de algin elemento
de A. Con esto concluimos que no existen abiertos disjuntos U y V tales que

BCU,ACV yUNV =0. Por lo tanto, I no es Ty. ]

Teorema 2.137. Los espacios Ty no se preservan bajo subespacios.

Demostracion. En el Ejemplo 2.129 vimos que el espacio I x [ es T}, sin
embargo, acabamos de probar que no es T5. (Teorema 2.136). Como este
espacio es 17 tenemos que no es completamente normal, es decir, contiene un
subespacio que no es normal y como el axioma 7T} se preserva bajo subespacios
(Teorema 2.56) podemos afirmar que tal subespacio no es Ty. O

Teorema 2.138. St X esT5 yY C X, entonces Y es Tx.

Demostracion. Sea Y C X. Como ser T es una propiedad que se preserva
bajo subespacios, sélo tenemos que probar que todo subespacio Z C Y es
normal.

Sea Z C Y. Notemos que por ser Z subespacio de Y, se sabe que Z
también es subespacio de X y como X es completamente normal, resulta
que Z es normal, asi tenemos que Y es T5. O

2.17. Espacios T

En esta seccién vamos a estudiar una clase de espacios conocida como
espacios Tg. La definicién de espacio perfectamente normal fue dada por Cech
en 1932 [2, pag. 47]. Antes de recordarla nos seran necesarias las siguientes
definiciones.

Definicién 2.139. Sean X un espacio topolégico y A C X.
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a) Decimos que A es un conjunto Gg, si A puede ser escrito como la
interseccion de una coleccion numerable de abiertos de X .

b) Decimos que A es un conjunto F,, si A puede ser escrito como la union
de una coleccion numerable de cerrados de X .

Definicién 2.140. Un espacio topologico X es perfectamente normal, si
es normal y todo subconjunto cerrado es un conjunto Giy.

Definicién 2.141. Un espacio topologico X es Ty si es Ty y todo subconjunto
cerrado es un conjunto Gy.

Lema 2.142. Sea X wun espacio topologico y A C X. Entonces A es un
conjunto Gs si y solo si X \ A es F,.

Demostracion. Sea A C X. Supongamos que A es Gs. Entonces A = (. 4,
donde cada A; es abierto en X para cada i € N, luego X\ A = X \[,cy 4i =
Uien(X \ 4;) la cual es una unién numerable de los cerrados X \ A;, por lo
tanto X \ A es Fy.

Inversamente, supongamos que X \ A es F,. Entonces X \ A = [J,.y C;
donde cada C; es cerrado en X, luego para cada i € N, X \ C; es abierto,
se tiene que A = X \ U;en Ci = [N;en(X \ Ci) la cual es una interseccién
numerable de abiertos, por lo tanto A es Gj. n

Teorema 2.143. Un espacio topologico X es Ty si es Ty y todo subconjunto
abierto es un conjunto F,.

Demostracion. Sea U un abierto en X. Entonces X \ U es cerrado, luego
X\ U es Gs por lo que X \ U = [,y Ui donde cada U; es abierto. Tomando
complementos se tiene que U = |, X \ U;. Por lo tanto U es F,. O

1€N
1€EN

Teorema 2.144. Un espacio topologico X es perfectamente normal si y solo
si para cada abierto U C X existe una familia de abiertos {U,}ien de X tales
que U C U;en Ui y Uy C U para toda i € N.

Demostracion. Supongamos que X es perfectamente normal y sea U un
abierto no vacio de X. Entonces por 2.143, U = |J,.y Ci donde cada C;
es cerrado. Como X es normal, por el Teorema 2.115 b), para cada i € N
existe un abierto U; tal que C; C U; C U; C U. Por lo tanto U C UieN U,y
U, CU para cada 7 € N.
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Para la implicacién inversa, sean C' un cerrado y U un abierto tal que
C' C U. Entonces por hipdtesis existe una familia {U;};cy de abiertos de X
tales que C C U C U;en Ui y U, C U para toda i € N, luego por el Teorema
2.116 resulta que X es normal.

Para terminar la prueba veremos que cada subconjunto abierto de X es
F,. Sea U un abierto en X. Se tiene que existe una familia {U; };cn de abiertos
de X tales que U C J,en Ui y U; C U para toda i € N, entonces U C UleN
y ademas | J;,.y U; C U. Por lo tanto U = |J,oy Us, es decir U es F,. O

Definicién 2.145. Sea X un espacio topologico y A C X. Decimos que A
es un conjunto-cero, si existe una funcion continua f : X — [0,1] tal
que f~10) = A. Decimos que A es un conjunto-cocero, si X \ A es un
conjunto-cero.

Teorema 2.146. (Teorema de Vedenissoff) Sea X un espacio topoldgico Tj.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) X es perfectamente normal.
b) Todo subconjunto cerrado de X es un conjunto-cero.
c¢) Todo subconjunto abierto de X es un conjunto-cocero.

d) Para todo par de cerrados disjuntos Cy y Cy, existe una funcion conti-

nua f: X —[0,1] tal que f71(0) =Cy y f71(1) = Cs.

Demostracion. a) = b). Sea C' un subconjunto cerrado de X . Entonces C' =
Nieny Un donde U, es abierto para cada n € N, ademéds notemos que para cada
neN, CN(X\U,) =0. Como X es normal, utilizando el Lema de Urysohn,
tenemos que para cada n € N existe una funcién continua f, : X — [0, 1]
tal que f,(z) = 0 para cada z € C'y f,(z) = 1 para cada x € X \ U,.
Definamos f : X — [0,1] como f(z) => 7, f”Q—(f) Observemos que f(z) =0
para toda z € C, ademas si « ¢ C, entonces z € X \ U,, para alguna n € N
y f(x) > 3= > 0 por lo tanto f~'(0) = C.

Para ver que f es continua observemos que < 2,L y como »_ >, zi
es una serie geometrica que converge a 1, se tlene por el criterio M de Weiers-
trass ([13, 9.4.6, pag. 335]), que la serie Z I28) converge uniformemente.
Por lo tanto f es continua.

b) < ¢). Si U es un abierto, entonces X \ U es cerrado. Luego, X \ U es
un conjunto-cero si y sélo si U es un conjunto-cocero.
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b) = d). Sean C; y Cy dos cerrados ajenos. Por b) C y Cy son conjuntos-
cero, de manera que existen funciones continuas f,g : X — [0, 1] tales que

f750) = Cy y g71(0) = Cy. Definamos h : X — [0,1] como h(z) = f(;;f;(m)

la cual esta bien definida porque f(x) + g(x) # 0 para toda = € X, pues
C1NCy = 0. Ademés es claro que h es continua y h=1(0) = Cy y h=1(1) = Cs.

d) = a). Por el Lema de Urysohn 2.120, tenemos que X es normal. Para
ver que todo cerrado es G5 tomemos un cerrado en X, C' # X. Entonces existe
x € X\ C, como X es T, tenemos que {z} es cerrado, luego por d) existe
una funcién continua f : X — [0,1] tal que f71(0) = C'y f~}(1) = {z}.
Definamos para cada n € N los conjuntos U, = ([0, 2"%)), se tiene que
C' = Npen Un, como f es continua y [0, 5:7) es abierto en [0, 1] para cada
n € N, concluimos que C' es una interseccién numerable de abiertos, por lo

tanto C' es Gj. O

Lema 2.147. Sean X un espacio normal y A C X. Si A es F,, entonces A
es un subespacto normal de X .

Demostracion. Escribamos A = UieNFi, donde cada Fj es cerrado en X.
Sean F cerrado en Ay V un abierto en A tal que F' C V', de manera que existe
un abierto U en X tal que V' = UNA. Consideremos los conjuntos FNF;, cada
uno de éstos es cerrado en F' 'y como F' es cerrado en A, resulta que F'NF; es
cerrado en F; y entonces también es cerrado en X. Como X es normal, por el
Teorema 2.116 existe W; abierto en X tal que FNF, CW; C W, C U, luego
Uien(Wi N A) es un abierto en A tal que F' C (J,oy(W; N A). Para finalizar
observemos que

ClA(UieN<WimA)) = Uien(WinA)NAC UieNVVimzmA cind=V
Por lo tanto, A es normal. m

Teorema 2.148. Los espacios Ty son Ts.

Demostracion. Sea X un espacio topologico Ts. Entonces es Ty y por lo
tanto T7. Ademas, todo subconjunto cerrado es Gy, luego por el Lema 2.142
tenemos que todo abierto es F,,, entonces por el Lema 2.147 se tiene que todo
abierto de X es un subespacio normal.

Sea A C X. Para ver que X es T5 vamos a demostrar que A es normal.
Tomemos dos cerrados ajenos F'y G en A, entonces F'= F' NAyG=G'NA
donde F’ y G’ son dos cerrados en X que por ser Tg resulta que F' y G’
son Gs. Definamos U = X \ (F' N G’), notemos que U es abierto en X,



2.17. ESPACIOS Tk 83

ademas es el complemento de un conjunto Gy, luego U es F,, entonces por
el Lema 2.147 U es un subespacio normal. Ademas U N F' y U N G son
dos cerrados ajenos en U, de manera que existen dos abiertos ajenos W,
y Wy en U, tales que UNF' C W; vy UNG C W, Podemos escribir
Wy =WiNUy Wy, =WiNU, con W{ y Wj abiertos en X, de esta manera,
puesto que U también es abierto en X tenemos que W; y W5 son abiertos
en X, por lo que Wi N Ay WyN A son dos abiertos ajenos en A. Notemos
que (FFNG)YNA =0 porque FNG = 0, luego A C X\ (FFNG), es
decir, AC U, porloque F = FNACF NnUCW,,yasi FC W nNA.
Anéalogamente, G = G'NAC G NU C Wy, yasi G C WyN A, por lo tanto
tenemos que W1 N Ay Wy N A son dos abiertos ajenos en A que contienen a
F v G respectivamente, esto demuestra que A es normal, y por lo tanto X
es completamente normal.

Para finalizar recordemos que, la propiedad T} se preserva bajo subespa-
cios (Teorema 2.56), por lo tanto A es Ti, luego, A es Ty, y asi, tenemos que
X es Ty . O

Teorema 2.149. FExisten espacios Ts que no son Tg.

Demostracion. Como ejemplo de un espacio T5 que no es Ty, consideremos
un conjunto no numerable X y tomemos un punto p € X. Definimos 7 =
{ACX: X\ Aesfinitoope X\ A}

Veamos que X es un espacio 5.

Es claro que es un espacio T} porque para cada punto x € X el conjunto
{z} es finito y por lo tanto es cerrado (Teorema 2.52, d)).

Veamos que X es completamente normal. Sean A, B C X tales que A y
B estan separados. Queremos encontrar dos abiertos ajenos U y V, tales que
ACUyBCV.

Sip ¢ AUB, entonces A y B son abiertos y ellos mismos son los abiertos
buscados U y V.

Supongamos que p € A\ B, entonces p € A C X \ B, por lo tanto B
es abierto. Afirmamos que B también es cerrado, porque si B no es cerrado,
entonces B es infinito, pero esto no es posible porque si W es un abierto que
tiene a p, entonces X \ W es finito, por lo que B & X\ W, es decir WNDB # (),
en consecuencia p € B, luego, tenemos que p € AN B, en contradiccién con
la suposicion de que A y B estan separados, por lo tanto B es cerrado.



84 CAPITULO 2. AXIOMAS DE SEPARACION

Asi, tenemos que B y X \ B, son dos abiertos ajenos tales que B C By
ACX\B.

Para finalizar, veamos que X no es perfectamente normal. Observemos
que {p} es un cerrado que no es G's, porque si lo fuera, {p} = (,oy Ai con A,
abierto para toda i, entonces X \ {p} = X \ ();en 4i = U,en(X \ 4;) y como
cada A; es abierto y tiene a p, entonces X \ A; es finito para cada i € N, de
manera que |J;cy(X \ 4;) es una unién numerable de conjuntos finitos, luego
X \ {p} es numerable, lo cual es imposible puesto que X es no numerable.
De esta manera, tenemos que X no es perfectamente normal, por lo tanto X
es un espacio 15 que no es Tg. ]

Teorema 2.150. Sea X un espacio topolégico perfectamente normal. S1Y C
X, entonces Y es perfectamente normal.

Demostracion. Sea Y C X. Tomemos un cerrado Cy C Y en Y, entonces
existe un cerrado C' en X tal que Cy = C NY. Como X es perfectamente
normal, por el Teorema 2.146 b), tenemos que C' es un conjunto-cero, es
decir, existe una funcién continua f : X — [0, 1] tal que f~1(0) = C, luego
fly +' Y — [0,1] es una funcién continua ([10, Teorema 7.5, pag. 45 |), tal
que f]3'(0) = Cy, por lo tanto Cy es un conjunto-cero y asf nuevamente por
el Teorema 2.146, Y es perfectamente normal. O

Recordemos la siguiente definicion,

Definicién 2.151. Sea X un conjunto no vacio. Una métrica o distancia
en X es una funcion d : X x X — R que cumple las siguientes propiedades
para cualesquiera x,y,z € X:

a) d(z,y) =0,
b) d(xz,y) =0 si y sdlo si x =y,
¢) d(z,y) = d(y, ), y

d) d(z,z) <d(x,z)+d(y, 2).

Decimos que el par (X, d) es un espacio métrico.

Lema 2.152. El conjunto R™ es un espacio métrico para toda n € N.
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Demostracion. Sabemos que para cualquier x,y,z € R” la funcién norma
[|l.|| : R® x R" — R cumple las propiedades a), b), ¢) y d) de la definicién
2.151, (cuando n = 1 la norma es el valor absoluto) por lo tanto R™ es un
espacio métrico. n

Dado un espacio métrico X con metrica d y € X, al conjunto B(x) =
{y € X :d(x,y) < €} se le denomina la bola de radio € centrada en z. En
[12, 2.1, pag. 182] se prueba que la coleccién de todas las bolas B.(x), para
cada z € X, forman una base para una topologia sobre X, a esta topologia se
le llama la topologia métrica inducida por d. Por tanto tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 2.153. Un espacio métrico es un espacio topélogico.

Finalizamos esta seccion demostrando que los espacios metricos satisfacen
el axioma Tg.

Teorema 2.154. Los espacios métricos son Tg.

Demostracion. Sea X un espacio métrico. Vamos a demostrar que X es nor-
mal y cada que cerrado de X es Gj.

Sean C, D dos cerrados ajenos en X. Para cada x € C, tomemos €, > 0
tal que B, (z) N D = (. Andlogamente para cada y € D, tomemos €, > 0
tal que B, (y) N C' = (. Observemos que los conjuntos U = J,. Be () ¥
V=UyepB @ (y) son abiertos y contienen a C'y D, respectivamente.

Veamos que UNV = (). Supongamos que existe a € UNV/, entonces existen
z € C,y € D tales que d(z,a) < £(x) y d(y,a) < %(y). Supongamos sin
pérdida de generalidad que €, > €,. Entonces d(x,y) < d(z,a)+d(a,y) < €,
pero esto implica que y € B, (x) es decir, B, (x) N D # 0, pero esto es una
contradicciéon. El caso en que €, < ¢, es similar. Por lo tanto U y V son

ajenos. Con esto hemos demostrado que X es normal.

Ahora tomemos un cerrado A C X. Consideremos para cada n € N el
conjunto A, = {z € X : d(x,A) < 1}, notemos que A, es abierto para cada
n € Ny ademéds A =(_, A,. Por lo tanto X es Gs. O
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Capitulo 3

Funciones y Productos

Sea X un espacio topolégico. Si X satisface alguna propiedad P y cual-
quier otro espacio Y homeomorfo a X también satisface dicha propiedad
diremos que P es una propiedad topologica.

En este capitulo veremos bajo qué tipo de funciones la imagen de un
espacio que satisface cierto axioma de separacién también lo satisface. Como
consecuencia sabremos que algunos axiomas de separacion son propiedades
topoldgicas.

Consideremos una familia de espacios topoldgicos {X; : i € I} y hagamos
X =1L, {Xi s i € I'}. Supongamos que para cada i € I, X; satisface cierta
propiedad P. Diremos que P es una propiedad multiplicativa si X satisface

la propiedad P.

Ahora supongamos que X satisface cierta propiedad P. Diremos que P
es una propiedad factorizable si X; satisface la propiedad P para cada i € I.

El segundo objetivo de este capitulo es saber bajo qué condiciones los
axiomas de separacién son propiedades multiplicativas o factorizables.

3.1. Funciones

Teorema 3.1. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion
abierta y biyectiva. St X es Ty, entonces Y es Ty.

87
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Demostracion. Sean y1,y2 € Y con y; # yo. Como f es biyectiva, existen
dos puntos distintos x1, 22 € X tales que f(x1) = 1 v f(z2) = y2. Puesto
que X es Ty, existe un abierto U en X tal que x1 e Uy o ¢ U o0z €U y
x1 ¢ U, luego, como f es abierta e inyectiva f(U) es un abierto en Y tal que
flz1) =y1 € f(U) y ademés f(z2) = y2 ¢ f(U) o f(U) es un abierto en Y
tal que f(z2) =y2 € f(U), y ademds f(xz1) =y ¢ f(U). Por lo tanto, Y es
TH. ]

Teorema 3.2. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y wuna funcion
abierta y biyectiva. St X es Ti entonces Y es Ti'

Demostracion. Sean F' = {y,...,y,} un conjunto finito y yo ¢ F. Como f
es biyectiva, existe zg € X tal que f(x¢) = yo, ademds como f es inyectiva,
el conjunto f~1(F) C X es finito y zg ¢ f~'(F). Luego, por hipdtesis, existe
AC X tal que f71(F) C A, 29 ¢ Ay A es abierto o cerrado.

Si A es abierto, f(A) es un abierto en Y tal que F' C f(A)y f(xo) = yo ¢
f(A); si A es cerrado, como f es biyectiva f(X \ A) =Y\ f(A) es un abierto
en Y que tiene a xg y (Y \ f(A)) N F = (), entonces, f(A) es un cerrado tal
que zo ¢ f(A)y F C f(A), por lo tanto Y es T:. O

Teorema 3.3. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion
biyectiva y abierta. St X es Tp, entonces Y es Tp.

Demostracion. Sea y € Y. Entonces existe z € X tal que f(z) = vy, luego
por el inciso ¢) del Teorema 2.21, {x} = C N U, donde U es abierto y C
cerrado. Como f es biyectiva y abierta tenemos que f es cerrada y f(z) =
fUNC)=fU)N f(C), de manera que f(U) y f(C) son un abierto y un
cerrado, respectivamente, en Y. Por lo tanto, nuevamente por el inciso ¢) del
Teorema 2.21 tenemos que Y es Tp. ]

Teorema 3.4. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion
abierta y biyectiva. St X es T%, entonces Y es T%.

Demostracion. Si y € Y, entonces existe x € X tal que f(z) = y. Como
X es Ty, se tiene que {z} es abierto o cerrado (Teorema 2.29). Si {z} es
abierto, se tiene que {f(z)} = {y} es abierto. Si {z} es cerrado, puesto que
f es abierta y biyectiva, se tiene que f es cerrada, luego {y} es cerrado en Y’
y por lo tanto Y es T%. O]

Teorema 3.5. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y un homeo-
morfismo. St X es T%, entonces Y es T%.
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Demostracion. Siy € Y, entonces existe x € X tal que f(z) = y. Como X
es T, se tiene que {z} es abierto regular o cerrado (Teorema 2.46). Si {z} es
abierto regular, como f es un homeomorfismo se tiene que {y} = {f(z)} =
f(int {z}) = int f{z} = int {f(2)}, por lo tanto {y} es abierto regular.

Si {x} es cerrado, puesto que f es abierta y biyectiva, se tiene que f es
cerrada, luego {y} es cerrado en Y y por lo tanto Y es T%. [

Teorema 3.6. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion
cerrada y suprayectiva. St X es I} entonces Y es Tj.

Demostracion. Sea y € Y. Como f es suprayectiva, existe x € X tal que
f(z) = y. Puesto que X es Ty, se tiene que {z} es cerrado (2.52), luego,
{f(x)} = {y} es cerrado, y por lo tanto Y es T}. O

Teorema 3.7. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion
abierta y suprayectiva. St X es US, entonces Y es US.

Demostracion. Sea {yn,}nen, una sucesién en Y que converge a dos puntos
c,d € Y. Como f es suprayectiva, para cada ¢ € N existe x; € X en X tal
que f(z;) = y;. Tomemos U, abierto en X, tal que U contenga un punto
x del conjunto f~!({c}). Puesto que f es abierta, f(U) = V, es un abierto
en Y que contiene a ¢, de manera que existe k£ € N tal que y, € V para
toda n > k. Luego f~'(V) es un abierto que contiene a f~'({y,}) para toda
n > k, esto significa que la sucesién {x,},en converge a cualquier punto de
f'({c}), como X es US, el conjunto f~!({c}) consta de un punto, digamos
f'({c}) = {a}, andlogamente, tenemos que la sucesién {z, },en converge a
un punto b € X, {b} = f71({d}), como X es US se tiene que a = b y en
consecuencia, ¢ = d, por lo tanto Y es US. O]

Teorema 3.8. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y wuna funcion
abierta y biyectiva. Si X es AB, entonces Y es AB.

Demostracion. Sean C; D C Y dos compactos ajenos. Como f es abierta
y biyectiva, tenemos que f~! es continua. Luego, f~*(C) y f~*(D) son dos
compactos ajenos en X. Como X es AB existe un abierto U tal que f~1(C) C
UyUnf~YD)=0o f~YD) CUyUNfYC) = 0. Puesto que f es abierta,
en cualquier caso se tiene que f(U) es un abierto en Y tal que C' C f(U) y
fU)ND=0oDC fU)y f(U)NC =0.

Por tltimo notemos que como X es T, por el Teorema 3.6, tenemos que
Y es T;. Por lo tanto Y es AB. H
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Teorema 3.9. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y abierta y
biyectiva. St X es KC' entonces Y es KC.

Demostracion. Sean C' C'Y compacto. Como f es abierta y biyectiva resulta
que f~!: Y — X es continua, por lo tanto f~1(C') es compacto, luego f~1(C')
es cerrado, porque X es KC. Por tltimo notemos que f(f~1(C)) = C es
cerrado pues f es cerrada. O

Teorema 3.10. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion
abierta y biyectiva. St X es Ty, entonces Y es 1.

Demostracion. Sean yi,ys € Y con y; # yo. Como X es suprayectiva, existen
puntos distintos x1, 2 € X tales que f(x1) = y1 v f(x2) = y2. Puesto que X
es Ty, existen abiertos ajenos U y V en X tales que z; € U y x5 € V, luego,
usando el hecho de que f es abierta, f(U) y f(V) son abiertos en Y tales
que f(x1) =w1 € f(U),y f(z2) =y2 € f(V). Ademads, como f es inyectiva,
tenemos que f(U)Nf(V) = f(UNV) = f(0) = 0. Por lo tanto Y es Tp. [

Teorema 3.11. Sean X y Y espacios topologicos y f: X — Y una funcion
abierta y biyectiva. Si X es TQ%, entonces Y es TQ%.

Demostracion. Sean yp,ys € Y con y; # y2. Como X es suprayectiva, existen

puntos distintos x1, 2o € X tales que f(x1) = 11 v f(x2) = y2. Puesto que

X es Ty, , existen abiertos ajenos U y V en X tales que vy € U, 2z € V' y
2

UNV = 0, luego, usando el hecho de que f es abierta, f(U) y f(V) son
abiertos en Y tales que f(x1) =y € f(U),y f(z2) = y2 € f(V). Ademas,

como f es inyectiva y para cualquier A C X se tiene que f(A) C f(A),
0. P

resulta que f(U)Nf(V) C f(U)Nf(V) = f({UNV) = f() = 0. Por lo tanto
JUO)NfV)=0yasiY es Ty, O

Teorema 3.12. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y un homeo-
morfismo. Si X es funcionalmente Hausdorff, entonces Y es funcionalmente
Hausdorff.

Demostracion. Sean yq, s dos puntos distintos en Y. Como f es biyectiva,
existen dos puntos distintos x1, 22 € X, tales que f(x1) = y1 v f(z2) = y2,
luego, por hipdtesis, existe una funcién continua g : X — [0,1] tal que
f(z1) =0y f(x;) = 1, entonces la funcién go f~! : Y — [0, 1] es continua
porque f~1 1o es, y es tal que (go f~H)(y1) =0y (go fH)(y2) = 1. Por lo
tanto Y es funcionalmente Hausdorff. n
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Teorema 3.13. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion
continua, abierta, cerrada y suprayectiva. St X es Ts, entonces Y es T;.

Demostracion. Por el Teorema 3.6, tenemos que si X es 77, entonces Y es
Ty, de manera que solo hay que probar que si X es regular, entonces Y es
regular.

Seany € Y y V un abierto en Y, tales que y € V. Como f es suprayectiva,
existe € X tal que f(z) = y. Consideremos U = f~1(V) el cual es abierto
en X porque f es continua, ademés z € U. Puesto que X es regular, existe un
abierto Z de X tal que x € Z C Z C U. Como f es continua, f(z) € f(Z )

f(Z) C f(Z). Finalmente, ya que f es cerrada f(Z) C f(Z C f(U) C

)
por lo tanto f(Z) es un abierto tal que f(z) =y € f(Z) C f(Z) C V, y
asi Y es regular y por lo tanto 75. O

Teorema 3.14. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y un homeo-
morfismo. Si X es TB%, entonces Y es T3%.

Demostracion. Por el Teorema 3.6, tenemos que si X es 717, entonces Y es
Ty, de manera que sélo hay que probar que si X es completamente regular,
entonces Y es completamente regular.

Sean y € Y y C un cerrado de Y tales que y ¢ C. Como f es suprayectiva,
existe x € X, tal que f(x) = y; ademas, f~1(C) = F es un cerrado en X tal
que x ¢ F, Luego, por hipdtesis, existe una funcién continua g : X — [0, 1],
tal que g(z) = 0y g(F) C {1}, entonces la funcién go f~: Y — [0,1] es
continua porque f~! lo es, y es tal que (go f~1)(y) =0y (go f~H)(C) C {1}.
Por lo tanto Y es completamente regular y asi Y es T3, .

2

Teorema 3.15. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y continua,
cerrada y suprayectiva. St X es Ty, entonces Y es Ty.

Demostracion. Por el Teorema 3.6, tenemos que si X es 717, entonces Y es
Ty, de manera que solo hay que probar que si X es normal, entonces Y es
normal.

Sean C'y D dos cerrados ajenos en Y. Como f es suprayectiva, y cerrada
f~YC) = A f~1(D) = B son dos cerrados ajenos en X, luego, por el Lema de
Urysohn 2.120, existe una funcién continua g : X — [0, 1], tal que f(A) C {0}
y f(B) C {1}. Entonces la funcién go f~' : Y — [0, 1] es continua porque
10 es, v es tal que (g0 f1)(C) € {0} y (g0 £~)(D) € {1}, por lo tanto,
nuevamente por el Lema de Urysohn, Y es normal y asi Y es 7T}. ]
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Teorema 3.16. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y continua,
cerrada y suprayectiva. St X es'Ts, entonces Y es Ts.

Demostracién. Sea W C Y un subespacio de Y. Entonces Z = f~1(W) es
un subespacio de X y por lo tanto Z es normal.

Notemos que f|z : Z — W es continua (1.12) y suprayectiva. Ademaés si
C es un cerrado en Z, entonces C' = F'N Z donde F es un cerrado en X,
luego, f|z(C) = f(C) =W N f(F) y como f es cerrada se tiene que f(C)
es cerrado en W, de manera que f|; es cerrada. Luego, por el Teorema 3.15,
W es normal. Por lo tanto Y es T5. O

Teorema 3.17. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y continua,
cerrada y suprayectiva. St X es Iy, entonces Y es Tg.

Demostracion. Para demostrar que Y es Ty, debemos probar que Y es Ty y
que todo abierto en Y es F,. Como el axioma T} se preserva bajo funciones
cotinuas, cerradas y suprayectivas (Teorema 3.15), basta probar que todo
abierto en Y es F.

Sea U un abierto en Y, como f es continua V = f~}(U), es un abierto
en X, pero por hipdtesis, en X, todo abierto es F,, por lo que escribimos
V = U,en Vi, donde V; es cerrado en X para toda i, luego, U = f(V) =
J(Uien Vi) = Uien f(Vi), la cual es una uniéon numerable de cerrados en Y,
porque f es cerrada. Esto muestra que U es F, y por lo tanto Y es Tg. [

3.2. Productos

En esta seccién estamos interesados en estudiar bajo qué condiciones los
axiomas de separacién que hemos definido son propiedades multiplicativas y
factorizables.

Sean {X; : i € I} una familia no vacfa de espacios topoldgicos no vacios
y X = [[,c; Xi. En esta seccién vamos a considerar a X con la topologfa
producto definida en 1.13.

El siguiente resultado nos sera de gran utilidad en los siguientes teoremas
de esta seccion.
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Teorema 3.18. Sean {X; : i € I} una familia de espacios topoldgicos no
vacios y X = [[,c; Xi. Sea s € I y para cada j € I\ {s} sea a; un elemento
de X;. Entonces

Ys:{xGHX,-::USEXS y para toda j € I\ {s} z; = a;}
el
es homeomorfo a X;.

En consecuencia, para cada s € I existe un subespacio Y, de X tal que Y
es homeomorfo a X;.

Demostracion. Sea ps : X — X, la proyeccién sobre X y ts = psly, @ Ys —
X, la restriccion de py a Y. Demostraremos que t, es un homeomorfismo,
para esto veremos que tg es biyectiva, continua y abierta.

Sean z,y € Y; tales que ts(z) = t5(y). Notemos que para j € I\ {s} se
tiene que x; = a; = y;. Ademds x; =t (v) = t,(y) = ys, por lo tanto z =y
y tenemos que t, es inyectiva.

Ahora tomemos un punto z; € X;. Consideremos el punto z = (z;);er € X
tal que z; = a; paratoda j € I\ {s} y x5 = z,. Entonces z € Y; y t5(x) = z,.
Por lo tanto X, es suprayectiva.

Como t, es una restriccion de la funciéon continua p, tenemos que t; es
continua [10, Teorema 7.5, pag. 45].

Ahora veamos que t, es abierta. Sea B un abierto basico en Y;. Entonces
B = [],c; Bi donde B; = {a;} para j € I\ {s} y B, es un abierto en X.
Notemos que ts(B) = By, por lo que t4(B) es abierto en X,. Entonces todo
abierto basico B en Y, es abierto en X,. Por tultimo, si U es un abierto en
Y, entonces U = | J,_; B;, donde cada B; es un abierto basico de Y, luego

icl el

icl

la cual es una unién de abiertos en X, luego t5(U) es abierto en X;. Asi,
concluimos que t, es abierta, por lo tanto ¢, es un homeomorfismo. O

Teorema 3.19. Sea {X; : i € I} una familia de espacios topoldgicos no
vacios. Entonces X = HZ.GI X; esTy sty solo si X; es Ty para toda 1 € 1.
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Demostracion. Supongamos que X es Ty y sea i € I, por el Teorema 3.18,
X, es homeomorfo a un subespacio de X y como la propiedad Tj se preserva
bajo subespacios (Teorema 2.10), se tiene que X; es Tg.

Ahora supongamos que X; es Ty para toda ¢ € I. Tomemos dos puntos
distintos © = (2;)ier v ¥ = (¥;)ier en X, entonces z; # y; para alguna i € I,
como X; es T, se tiene que existe un abierto U; de X; tal que z; € U; y
v ¢ Uoy; €Uy x; € Uy , en cualquier caso, p; '(U;) es un abierto en X tal
quex € p; " (U;) yy & p; ' (Ui) oy € p; {(Uy) vy x ¢ p; ' (Us), v por lo tanto X
es 1p. ]

Lema 3.20. Sean X y Y espacios topoldgicos no vacios tales que X X Y es
T1. Entonces X yY son Ti y ademas al menos uno de ellos es Tj.

Demostracion. Por el Teorema 3.18, cada uno de los espacios X y Y es
homeomorfo a un subespacio de X x Y y como la propiedad Ti se preserva

bajo subespacios (2.18), se tiene que X y Y son Ti'

Ahora supongamos que ninguno de los espacios X y Y es T7. Entonces
existen elementos distintos x1,2z9 € X tales que todo abierto que tenga a
x1 también tiene a o, es decir z; € {z3}. Andlogamente existen elementos
distintos y1,y2 € Y tales que y; € {y2}. Sea F' = {(x2,y1), (x2, y2), (x1,71)} C
X x Y, notemos que (x1,ys) ¢ F, como X XY es Ti’ existe A C X x Y tal

que FF C A, (z1,y2) ¢ Ay A es abierto o cerrado.

Si A es cerrado, entonces (X x YY)\ A es abierto, de manera que existen
abiertos U, V en X y Y respectivamente, tales que 1 € U y y, € V y
(U x V)NF =), pero, puesto que x; € {x5} se tiene que x5 € U, de manera
que (z2,y2) € U x V y como (x9,y2) € F resulta que (U x V)N F # (), una
contradiccion.

En caso de que A sea abierto, como (z1,y1) € F C A podemos tomar
dos abiertos U y V en X y Y, respectivamente, tales que xr1 € U, y; € V' y
UxV CA. Como y; € {y2} entonces, yo € V', de manera que (z1,y2) € A,
nuevamente una contradicciéon. Con esto concluimos que X es T} o Y es
T;. m

Teorema 3.21. Sean {X; : ¢ € I} una familia de espacios topoldgicos no
vacios. Si X = [[;c; Xi es Ti’ entonces X; es Ti para toda 1 € I, ademds,
existe a lo mds un factor X; que no es Tj.

Demostracion. Por el Teorema 3.18, X; es homeomorfo a un subespacio de
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X y como la propiedad T1 se preserva bajo subespacios (2.18), se tiene que
X; es Ti para toda i € I.

Supongamos que existe dos factores X; y X; que no son 77, como X; X X
es homeomorfo a un subespacio de X se tiene que X; x X; es Ti , pero esto
contradice nuestro Lema 3.20. 0]

Como consecuencia del Lema 3.20, tenemos que en general, el producto
de dos espacios Ti’ no es Ti’ por ejemplo, si consideramos el espacio (Z, 1)
con la topologia definida en el Ejemplo 2.16, se tiene que (Z, 7) X (Z, T), no es
T%, ya que (Z, ) no es Ty (porque no es Tp, como se vio en 2.23). De hecho,
si X es T% yY esT;coni= {i, %, %,D} pero no es T, entonces X x Y no
es Ti'

En el siguiente resultado daremos una condicién bajo la cual el producto
de dos espacios Ti es Ti'

Lema 3.22. Sea X y Y espacios topologicos no vacios. Si X es Ti y Y es
Ty, entonces X XY es T%.

Demostracion. Sean F' = {(x1,11),. .., (@n,yn)} C X XY vy (20,y0) € (X X
Y) \ F. Consideremos las proyecciones p; : X XY - X yps: X xY = Y.
Definamos

G={(zsy) €EF:yi=w}t v H={(ziv)€F y#uw}
y observemos que F'=GU H, xo ¢ p1(G) y yo ¢ p2(H).

Como p;(G) es un subconjunto finito de X y X es T%, existe A C X tal
que p1(G) C A, g ¢ Ay A es abierto o cerrado.

Si A es cerrado en X, entonces A x {yo} es cerrado en X x Y, ademas,
como G C p1(G) x {yo} v p1(G) € A, resulta que G C A x {yo} v (20, %0) ¢
A x {yo}. También, notemos que ps(H) es un subconjunto finito de Y, el
cual es T3, por lo que pa(H) es cerrado en Y, luego, el producto X X po(H)
es cerrado en X X Y, ademéds H C X X po(H) y (x0,y0) ¢ X X po(H). Sea
B = (A x {yo}) U (X x pa(H)) el cual es un cerrado de X x Y tal que
F=GUH C By (x,y) ¢ B. Por lo tanto esta caso esta resuelto.

Si A es abierto, entonces A x Y, es un abierto en X XY que contiene a G y
(z0,%0) € AX Y, pero como {yo} es cerrado en Y, el conjunto X x (Y \ {yo})
también es un abierto en X x Y que contiene a H, ademds (xo,yo) ¢ X X
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(Y \ {yo}), de manera que B = (A XxY)U (X x (Y \ {yo})) es un abierto tal
que F' C By (z9,y0) ¢ B. De esta manera concluimos que X x Y es Ti' [l

Ahora, es facil probar que el producto arbitrario de espacios T1 es Ti
siempre que todos los espacios sean 717, salvo a lo mas uno de ellos. Para esto
utilizaremos el hecho de que el producto arbitrario de espacios T} es 17, cuya
demostracion veremos un poco més adelante (Teorema 3.33).

Teorema 3.23. Sean {X; : i € I} una familia de espacios topoldgicos no
vacios tales que para cada i € I, X; es T1 y X =[[..; X;. Si todos los X;
son 11 salvo a lo mds uno de ellos, entonces X es T1

el

Demostracion. Observemos que X es homeomorfo a X; x [] i X, entonces
como el producto de espacios T} es T; (Teorema 3.33), tenemos el producto

cartesiano de un espacio Ti y un espacio 717, luego por el Lema 3.22, X es
Th. O

4

Teorema 3.24. Sea {X; : i € I} una familia de espacios topoldgicos no
Vacios.

a) Si X =[],c; Xi es Tp, entonces, X; es Tp para toda i € I.

b) Sil es finito y X; es Tp para toda i € I, entonces X = [],.; X es Tp.

Demostracién. a) Supongamos que X es Tp y seai € I, por el Teorema 3.18,
X, es homeomorfo a un subespacio de X y como la propiedad T, se preserva
bajo subespacios (Teorema 2.26), se tiene que X; es Tp.

b) Sea I ={1,2,...,n} y & = (7;)ic; € X = [][,¢; Xi. Por el inciso c) del
Teorema 2.21, tenemos que para toda ¢ € {1,2,...,n},{z;} = U;NC; con U;
abierto en X; y C; cerrado en X;. Entonces:

{x}—ﬂpz (U; N C;) Zﬂ ) N ﬂpz ~)ﬂﬂpi‘1(0

Como p; es continua, (), p; ' (U;) es abierto en X,y (i, p; '(C;) es cerrado
en X. Por lo tanto X es Tp. O

El siguiente teorema nos muestra que el producto infinito de espacios Tp
en general no es Tp.
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Teorema 3.25. Sea {X; : i € I} una familia infinita de espacios topoldgicos
no vacios Tp tal que X; no es Ty para ninguna i, entonces X = [[..; X; no
esTp.

el

Demostracion. Como para toda i, X; no es Ty, por el inciso ¢) del Teorema
2.52, existe z; € X; tal que {2} # 0. Sean z = (2)ic; € X y Y =[[,c; {2}
Vamos a probar que {2} no es cerrado en Y, donde {Z}} es el derivado de

{2} en el subespacio Y. Para esto primero veamos que {2}, =Y \ {Z}.

En efecto, es evidente que {2}, C Y\ {Z}. Por otro lado, sean & € Y'\ {2}
y U un abierto basico de & en Y, entonces p;(Z) € {z;} por lo que todo abierto
que contenga a p;(#) también contiene a z;, de manera que z; € p;(U) para
toda 4, entonces Z € U, por lo tanto & € {Z}} y tenemos que Y \ {2} C {Z}},

asi Y\ {2} = {2}}.

Ahora veamos que Y \ {Z} no es cerrado en Y. Sea U un abierto bdsico
que tiene a £ en Y, entonces U = Y N[, ., U;, donde [[,.; U; es un abierto
en X. Entonces existe J C [ finito tal que U; # X; es un abierto que tiene
a z; en X; para toda i € Jy U, = X, para toda i € I\ J. Puesto que
{2V = {z} \ {z:} # 0 para toda i, existe w; € {z} \ {z}. Tomemos un
punto g € Y tal que y; = z;sii € Jy y; =w; sii € I\ J, entonces g € U,
y 3 # Z, de manera que todo abierto que tenga a Z en Y contiene puntos de
Y \ {Z}, esto significa que 2 € Y \ {2} y por lo tanto Y \ {Z} no es cerrado.

Finalmente, puesto que Y\{2} = {2}} € Y y no es cerrado en Y, tenemos
que el subespacio Y no es Tp. De esta manera, tenemos que X no es Tp,
pues si lo fuera, cualquier subespacio también seria T'p. O]

El teorema anterior nos dice que si un producto infinito de espacios T
es Tp, entonces al menos un factor es T7.

Teorema 3.26. Sean {X; :i € {=1,...,n}} una familia finita de espacios
topoldgicos no vacios y X = [[_, Xi. Entonces X es T% sty solo si se da
una de las siquientes condiciones:

a) X; es Ty para toda i,

b) para alguna j € {1,...,n}, X; es T% pero no Ty y X; tiene la topologia
discreta, para toda 1 # j.
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Demostracion. =) Supongamos que X es T% y que a) no es cierto. Entonces
existe j € {1,...,n} tal que Xj es T% pero no T;. Demostraremos que X;
tiene la topologia discreta para toda ¢ # j. Sea i # j, supongamos que X;
no tiene la topologia discreta, entonces, existe z; € X; tal que {z;} no es
abierto en X;. Como X es T y no es Ty, existe un z; € X; tal que {z;} no
es cerrado en X;. Definamos © = (xy)ker € X, como X es T%, {z} es abierto
o cerrado. Sea py, la proyeccion sobre la k-esima coordenada, entonces, si {x}
es abierto, como la proyeccién p; es abierta, tenemos que p;(z) = {x;} es
abierto, una contradiccién. Si {z} es cerrado, entonces {zx} es cerrado para
toda k € {1,...,n}, por lo que p;(z) = {z;} es cerrado, nuevamente una
contradiccion. Por lo tanto, X; tiene la topologia discreta.

<) Ahora supongamos que a) es cierta. Como el producto de espacios T}
es T1 (lo cual se demostrara en el Teorema 3.33), tenemos que X es T, y por
lo tanto es T%.

Si la afirmacion b) es cierta, entonces para alguna j € {1,...,n}, X, es
T% pero no Ty, y X; tiene la topologia discreta para toda i # j. Sea x € X,
podemos escribir {z} = [[,_ {zx} = [l {7} x {z;}, como z; € X},
tenemos que {z;} es abierto o cerrado y puesto que X con k # j tiene

la topologia discreta, entonces, {x} es abierto o cerrado, por lo tanto X es
T.. [

2
Teorema 3.27. Sea {X; : i € I} una familia infinita de espacios topoldgicos

no vacios tales que para cada i € I, |X;| > 2. Entonces X = [[,.; X; es T%
sty solo si X; es T\ para toda v € 1.

il

Demostracion. Sea x € X. Podemos escribir {z} = [[,c,{=:}. Observemos
que para que {x} sea abierto en X, tiene que existir un conjunto finito J C [
tal que X; = {z;} para toda i € I\ J y {x;} es abierto en X; para toda
i € J, pero como |X;| > 2 para toda i, resulta que {x} no es abierto porque
no existe ningin abiero bésico contenido en {z}. Ahora, puesto que X es T%,
se tiene que {z} es cerrado, asi X es 17, y por el Teorema 3.33 resulta que
cada factor X; es T.

Ahora supongamos que X; es 17 para toda ¢ € I, entonces nuevamente
por el Teorema 3.33, resulta que X es T} y por lo tanto es T%. O]

Teorema 3.28. Sea {X; : i € I} una familia infinita de espacios topoldgicos
no vacios tales que para cada i € I, |X;| > 2. Entonces X = [[,.; X; es T%
sty solo si X; es T para toda v € 1.

il
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Demostracion. Si X es Tg, entonces es T%, luego, por el Teorema 3.27, X; es
T7 para toda 1.

Ahora supongamos que X; es T} para toda ¢ € I. Por el Teorema 3.33, X
es T y por lo tanto es T%. ]

Teorema 3.29. [10, Ejercicio 8.D.3 pag. 58] Si{X; :i € I} es una familia
de espacios topoldgicos no vacios, entonces para toda famila {A;}ier tal que
A; € X, para toda i, se tiene que [[,o; Ai = [],c; Ai-

Teorema 3.30. [10, Fjercicio 8.D.3 pag. 58] Si {X; :i € {1,...,n}} es
una familia finita de espacios topologicos no vacios, entonces para toda famila
{A; }ier tal que A; C X, para toda i, se tiene que int([[;_, A;) =[], int A,.

Lema 3.31. Sean {X; : i € {1,...,n}} una familia finita de espacios to-
poldgicos no vacios y X =i, X;. St U =[], U, es abierto reqular en X,
entonces U; es abierto reqular en X; para toda i.

Demostracion. Si U = [[;_, U; es abierto regular, por los Teoremas 3.29, y
3.30 se tiene:

U= ﬁUi = mt(ﬁ U;) = int(ﬁa») =[[int T2

=1 =1

de manera que U; = intU; y por lo tanto U; es abierto regular para toda
i. ]

Teorema 3.32. Sean {X; : i € {1,...,n}} una familia finita de espacios
topoldgicos no vacios tales que para cada v, X; es Tg y X =[I,-, Xi. Entonces
X es T%, sty solo si, se da una de las siguientes condiciones:

a) X; es Ty para toda i.

b) para alguna j € {1,...,n}, X; es T% pero no Ty y X; tiene la topologia
discreta, para toda i # j.

Demostracion. Supongamos que X es T sy que a) no es cierto. Entonces
existe j € {1,...,n} tal que X; es T% pero no T). Demostraremos que X;
tiene la topologia discreta para toda ¢ # j. Sea i # j, supongamos que X;
no tiene la topologia discreta, entonces, existe z; € X; tal que {z;} no es
abierto en Xj. Como Xj es T y no es Ty, existe un z; € X; tal que {z;} no
es cerrado en Xj;. Definamos & = (zx)ker € X, como X es T, {x} es abierto
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regular o cerrado. Sea py la proyeccién sobre la k-esima coordenada. Si {z}
es abierto regular, entonces como la proyeccion p; es abierta, tenemos por el
Teorema 3.31, p;(x) = {x;} es abierto regular y por lo tanto es abierto, pero
esto es una contradiccion. Si {z} es cerrado, entonces {z;} es cerrado para
toda k € {1,...,n}, por lo que p;(z) = {z;} es cerrado, nuevamente una
contradiccion. Por lo tanto, X; tiene la topologia discreta.

Ahora supongamos a) es cierta. Como el producto de espacios T} es T}
(3.33), tenemos que X es T, y por lo tanto es T%.

Si la afirmacién b) es cierta, entonces para alguna j € {1,...,n}, X, es
T% pero no T, y X; tiene la topologia discreta para toda i # j. Sea x € X,
podemos escribir {z} = [[,_ {zr} = [[ 2 {z} % {25}, como {z;} € X},
tenemos que {z;} es abierto regular o cerrado y puesto que Xj, con k # j
tiene la topologia discreta, entonces, {x} es abierto regular o cerrado. Por lo
tanto X es T% : O

Teorema 3.33. Sea {X; : i € I} una familia de espacios topoldgicos no
vacios. Entonces X = HZ.GI X; esTy siy solo si X; es Ty para toda i € 1.
Demostracion. Supongamos que X es 17 y sea @ € I, por el Teorema 3.18,
X, es homeomorfo a un subespacio de X y como la propiedad T} se preserva
bajo subespacios (2.56), se tiene que X; es T}.

Ahora supongamos que X; es T para toda ¢ € I. Tomemos dos puntos
distintos & = (x;)ie; v 4 = (yi)ier en X, entonces z; # y; para alguna ¢ € I,
como X; es T1, se tiene que existen dos abiertos U; v V; de X;, tales que
v, €Uy y; € Uy y ademas y; € V; y ; ¢ V;. Tomando Pi_l(Ui) y pi_l(‘/;) los
cuales son abiertos en X, se tiene que & € p; ' (Uy), § & p; *(Us) vy 9 € p; (Vi)
y & & p;*(Vi). Por lo tanto X es T;. O

Teorema 3.34. [1, Teorema 30.1, b) pag. 71] Sean X yY espacios topoldgi-
cos no vacios y f : X — Y. Si f es continua, entonces para cada sucesion
convergente {xp}n € N con lim, ooz, = x en X, la sucesion {f(z,)}nen
converge a f(x).

Teorema 3.35. Sea {X; : i € I} una familia de espacios topoldgicos no
vacios. Entonces X = Hid X; esUS siy solo si X; es US para toda i € 1.
Demostracion. Supongamos que X es US y sea ¢ € I, por el Teorema 3.18,
X, es homeomorfo a un subespacio de X y como la propiedad US se preserva
bajo subespacios, se tiene que X; es US.
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Ahora supongamos que X; es US para toda i € I. Sea {x,},en una
sucesiéon en X tal que lim, o 2, = @ = (a;)ier y limy, o0 T, = b= (b)ier,
con a # b. Entonces ay, # by, para alguna k € I, como p; es continua para
toda k € I, por el Teorema 3.34, {pr({n})}nen €s una sucesién en X que
converge a ag, pero también converge a b, y como X; es US, tenemos que
ar = by, lo que es absurdo. Esto prueba que a = b y por lo tanto X es
US. ]

El siguiente resultado muestra que el producto de dos espacios KC no
necesariamente es KC.

Ejemplo 3.36. La compactacion unipuntual de los racionales, Q* = QU{p}
donde p ¢ Q es KC, sin embargo Q* x Q* no es KC.

Demostracion. Sea C' C Q* compacto. Tenemos dos casos:

Caso I) p ¢ C. En este caso tenemos que C' C Q, entonces C' es compacto
en QQ, de manera que Q* \ C' es abierto en Q* y por lo tanto C' es cerrado en

Q.

Caso II) p € C. Supongamos que C no es cerrado en Q* . Entonces existe
x € Clg«(C) \ C = Clg«(CNQ) \ C, luego como C' C Q es compacto existe
una sucesion {x, fneny en C' N Q que converge a x [10, 17.4, pag. 118]. Como
x ¢ C'y cada x, pertenece a C, podemos suponer que los puntos x, son

todos diferentes. Para cada n € N podemos hallar un abierto U,, en QQ de tal
manera que U, N{z,, : m € N} = {z,}.

Definamos B = {z} U {x,, : n € N}. Notemos que B es compacto (Lema
2.63), entonces (Q* \ B) es abierto en Q*. Ademas la familia D = {U,, : n €
N} U(Q*\ B) es una cubierta abierta de C, pero D no tiene una subcubierta
finita para C', pues B es numerable. Esto contradice la compacidad de C'. De
esta manera concluimos que C' es cerrado y tenemos que Q* es KC.

Ahora veamos que Q" x Q* no es K|, para esto demostraremos que la
diagonal A = {(z,z) : € Q*} es un conjunto compacto que no es cerrado.

Definamos f : Q* — Q* x Q* por f(q) = (q,¢q) para toda g € Q*. Esta
es una funcién continua porque lo es entrada a entrada. Ademads, como la
imagen continua de un compacto es compacto, se tiene que f(Q*) = A es
compacto.

Sea K C Q compacto en Q. Notemos que {(Q*\ K) x (—¢,€) : e € R\ Q}
es una base local para el punto (p,0) € Q* x Q* .
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Afirmamos que ((—e, ) NQ) \ K # 0 para toda e € R\ Q. Si suponemos
que ((—€,6)NQ) \ K =0, entonces (—e,e) NQ C K.

Tomemos un nimero irracional z € (—e¢, €). Entonces existe una sucesién
{Yn}nen en (—¢,€) tal que lim, ooy = 2. De modo que {y,}nen €s una
sucesion en K que no converge a ningun punto de K, pues K C C. Esto
contradice la compacidad de K [10, 17.4, pdg. 118] y prueba que ((—¢,€) N

QN\K #0.

Tomemos = € ((—e,¢) N Q) \ K # (), y observemos que (p,0) € (Q* \
K) x ((—€,¢) N Q), pero también (z,z) € (Q*\ K) x ((—¢,¢) NQ), con esto
hemos mostrado que todo abierto que tiene a (p,0) interseca a la diagonal.
De modo que (p,0) € A, mientras que (p,0) ¢ A, por lo tanto la diagonal
A es un conjunto compacto que no es cerrado y asi tenemos que el espacio

Q* x Q* no es KC. O

Teorema 3.37. Sean X,Y espacios topologicos no vacios. St X es KC yY
es Ty entonces X XY es KC.

Demostracion. Sea C' un compacto en X X Y y definamos p; : X xY — X
como py(z,y) =x,y pe : X XY — Y como ps(x,y) =y, es decir P; y P, son
las respectivas proyecciones sobre X y Y.

Supongamos que C' no es cerrado, entonces existe (z,y) € C tal que

(z,y) ¢ C.

Primero veamos que x € p;(C). Sea W un abierto en X tal que x € W,
luego W x Y es un abierto en X x Y que tiene a (x,%) y como (z,y) € C se
tiene que (W x Y )NC' # . Por lo tanto, si tomamos (a,b) € (W xY)NC # 0,
resulta que a € Wy a € pi(C) es decir W N py(C) # 0. Hemos mostrado
que = € p1(C) el cual es compacto en X y puesto que X es KC' se tiene que
p1(C) es cerrado y asf tenemos que x € p;(C) = p1(C).

Ahora observemos que como (z,y) ¢ C'y x € p1(C) se tiene que (z,y) ¢
p;H(2)NC, y notemos que K = p;*(x)NC es compacto porque p; es continua,
{z} es cerrado y C' es compacto.

Consideremos p9(K) el cual es compacto en Y, ademds y ¢ po(K) de
manera que existen abiertos ajenos U y V tales que y € U, po(K) C V' y
UNV =0 (Lema 2.82), luego UNV =10 .

A continuacién definamos A = (X x U)NC. Veamos que x ¢ p;(A). Esto
lo hacemos nuevamente por contradiccién. Si x € p(A) existe z € p; ' () tal
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que (x,2) € A, entonces z € U y (r,2) € O, luego (x,2) € p;*(z)NC, es
decir (z,z) € K, por lo que py(x,2) = z € py(K), de manera que z € V,
asi tenemos que z € U NV, pero esto contradice que U y V son ajenos, por
lo tanto = ¢ p1(A).

Por 1ltimo notemos que A es cerrado en C, luego A es compacto, por
lo que p;(A) también es compacto y como X es KC, resulta que pi(A) es
cerrado en X. Ahora, como z ¢ py(A) = py(A), existe un abierto G en X tal
que z € Gy GNpi(A) = (), veamos que esto implica que (G x U)NC = 0,
de otro modo existe (a,b) € (Gx U)NC C (X x U)NC = A, de manera

quea € Gy pi(a,b) =a € p1(A), es decir a € GNp1(A), lo cual no es posible.

Hemos visto que (G x U)NC = (), pero G x U es un abierto en X x Y
tal que (z,y) € G x U, entonces (r,y) ¢ C, en contradiccién con nuestra
suposicion de que (z,y) € C, por lo tanto (x,y) € C y de esta manera
concluimos que C es cerrado. ]

Teorema 3.38. Sea {X; : i € I} una familia de espacios topoldgicos no
vacios. Entonces X = HZ.GI X; esTy sty solo si X; es Ty para toda i € 1.

Demostracion. Supongamos que X es Ty y sea ¢ € I, por el Teorema 3.18,
X; es homeomorfo a un subespacio de X y como la propiedad T, se preserva
bajo subespacios (Teorema 2.87), se tiene que X; es Tb.

Ahora supongamos que X; es Ty para toda ¢ € I. Tomemos dos puntos
distintos © = (2;)ier ¥ ¥ = (¥:)ier en X, entonces z; # y; para alguna i € I.
Como X; es Ty, se tiene que existen dos abiertos U; v V; de X, tales que
x; € U, yi € Vi y UiN'V; = (). Tomando los abiertos p; ' (U;) v p; *(V;) en
X, se tiene que x € ;" (Uh), y € p; (Vi) . v ademds p; (U3) Ny (Vi) =
p; H(U; N V;) = p; (D) = 0. Por lo tanto X es Ty. O

Teorema 3.39. Sea {X; : i € I} una familia de espacios topoldgicos no

vacios. Entonces X = [[,c; Xi es T% sty solo si X; es TQ% para toda @ € I.

Demostracion. Supongamos que X es 7,1 y sea ¢ € I. Por el Teorema 3.18,
. 2 .
X, es homeomorfo a un subespacio de X y como el axioma T},1 se preserva
2

bajo subespacios (Teorema 2.92), se tiene que X; es Ty

Ahora supongamos que X; es 7. »1 para toda ¢ € I. Tomemos dos puntos
distintos & = (2;)ier ¥ U = (¥i)ier en X, entonces z; # y; para alguna i € I,
como X; es Ty, , se tiene que existen dos abiertos U; y V; de X, tales que

2
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x; € U, yi € V; y U;N'V; = (). Tomando los abiertos p; ' (U;) v p; '(V;) en
X, se tiene que ep (U, g€ pZ YV;) , v ademds p; 1 (U;) Np; 1(V;) C
p; H(U) Np;H (Vi) = _I(U NV;) = p; 1 (0) = 0. Por lo tanto X es Tys. O

Teorema 3.40. Sea {X; : i € I} una familia de espacios topoldgicos no
vacios. Entonces X = [[,c; Xi es funcionalmente Hausdorff si y sélo si X;
es funcionalmente Hausdorff para toda i € I.

Demostracion. Supongamos que X es funcionalmente Hausdorff y sea i € I,
por el teorema 3.18, X; es homeomorfo a un subespacio de X y como el ser
funcionalmente Hausdorff se preserva bajo subespacios, se tiene que X; es
funcionalmente Hausdorff.

Ahora supongamos que X; es funcionalmente Hausdorff para toda i, y
tomemos dos puntos distintos & = (x;)ier, ¥ = (¥;)ies en X. Entonces existe
Jj € I, tal que z; # y;. Como X es funcionalmente Hausdorff, existe una
funcién continua f; : X; — [0,1] tal que f;(z;) = 0y f;(y;) = 1, por
lo tanto la funciéon f = fjop; : X — [0,1], es continua y cumple que
f(@) = (fop)(&) = [i(p;(£)) = fi(x;) = 0y f(§) = fiopi(®) = fi(p;(9)) =

fi(y;) = 1. Por lo tanto X es funcionalmente Hausdorff. O

Teorema 3.41. Sea {X; : i € I} una familia de espacios topoldgicos no
vacios. Entonces X = Hiel X; esTy siy solo si X; es Ty para toda i € 1.
Demostracion. Supongamos que X es T3 y sea ¢ € I. Por el Teorema 3.18,
X; es homeomorfo a un subespacio de X y como el axioma T3 se preserva
bajo subespacios (Teorema 2.103), se tiene que X; es T3.

Para la segunda parte probaremos primero que si cada factor X; regular,
entonces, X es regular. Supongamos que X; es regular para toda i € I.
Tomemos un punto & = (x;);e; en X, y un abierto subbésico U que tiene a
Z en X. Entonces existen ¢ € I y un abierto U; en X; tales que pl-_l(Ui) =U.
Puesto que X, es regular se tiene, por el Teorema 2.98 que existe un abierto
Vi en X;, tal que z; € V; C Cly,(V;) C U;; luego, p;*(V;) es un abierto
en X, tal que 2 € p; (Vi) C p;'(Clx(V;)) C p;'(U;) = U, recordemos
que p; : X — X; es una funcién abierta y continua por lo que Clx (V) =
Clx (p;*(Vi)) = p; *(Cly, (V7)) por lo tanto tenemos que V es un abierto en
X tal que x € V C Clx (V) C U, lo cual prueba X es regular.

Por dltimo, si X; es T5 para toda i € I, entonces X; es regular y T; para
toda ¢ € I, luego, por el Teorema 3.19, se tiene que X es Ty y por lo tanto
se concluye que X es Tj. O
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Teorema 3.42. Sea {X; : i € I} una familia de espacios topoldgicos no

vacios. Entonces X = [[,c; Xi es Ty siy solo si X; es Ty1 para toda i € 1.

Demostracion. Supongamos que X es T3% y sea ¢ € I, por el Teorema 3.18,
X; es homeomorfo a un subespacio de X y como el axioma Tgé se preserva
bajo subespacios (2.112), se tiene que X; es T

1.
2

Para la segunda parte supongamos que X; es completamente regular para
toda ¢ € I. Tomemos un punto & = (;);e; en X, y un abierto subbdsico U
que tiene a £ en X. Entonces existen ¢ € I y un abierto U; en X; tales que
p; (U;) = U. Puesto que X; es completamente regular y U; es un abierto de
x;, se tiene por el Teorema 2.106 que existe una funcién continua f; : X; —
[0, 1], tal que fi(z;) =0y fi(X;\U;) C {1}. Definamos f = f; o p;. Entonces
f es continua y ademéds f(x) = fi(pi(z)) = fi(z;) = 0. También notemos que
519 = (yiier € X\U = X\ p; ' (U;) = pi {(Xi) \ p; ' (Us) = p7 (X3 \ Uy),
entonces p;(9) = y; € Xi \ Uy, luego f(9) = fi(pi(9)) = fi(y;) = 1. Por lo
tanto, f(X \U) C {1} y asi, X es completamente regular.

Por ultimo, si X; es 151 para toda ¢ € I, entonces X; es completamente
regular y Ty para toda 7 € 7, luego por el Teorema 3.19, se tiene que X es 7T
y por lo tanto X es T31. O

Teorema 3.43. El producto de espacios T, no necesariamente es Ty.
Demostracion. En el Ejemplo 2.123, demostramos que la recta de Sorgenfrey
S es T}, pero en el Teorema 2.124 vimos que S X S no es Tj. ]

Teorema 3.44. Sea {X; : i € I} una familia de espacios topoldgicos no

vacios. S1 X = [],c; Xi es Ty, entonces X; es Ts para toda i € I.

Demostracion. Supongamos que X es T5 y sea ¢ € I, por el Teorema 3.18,
X; es homeomorfo a un subespacio de X y como el axioma Ty se preserva
bajo subespacios, se tiene que X; es T. [

Teorema 3.45. Sean X y Y espacios topologicos no vacios T1. St X XY es
Ts, entonces se da alguna de las siguientes condiciones:

a) X esTg.

b) Todo subconjunto infinito numerable de Y es cerrado.
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Demostracién. Supongamos que a) y b) no se cumplen. Entonces X no es Tg,
como X es T} se tiene que X no es perfectamente normal, es decir, existe un
cerrado W C X tal que W no es Gs. Sea N = {n; : i € N} un subconjunto
infinito numerable de Y que no es cerrado. Entonces existe p € Y tal que
p € N pero p ¢ N. Vamos a demostrar que M = (X x Y)\ (W x {p}) no es
un subespacio normal de X x Y.

Notemos que M es abierto en X x Y porque W x {p} es un cerrado en
X x Y. Definamos

H=Wx({Y\{p}) v K=(X\W)x{p}

y observemos que H = (W xY)N M y como W x Y es cerrado en X x Y
resulta que H es cerrado en M. Andlogamente, K = (X x {p}) N M y como
X X {p} es cerrado en X x Y, tenemos que K es cerrado en M.

Sean U y V abiertos de M tales que H C U y K C V. Definamos para
cada n; € N, el conjunto U; = {x € X : (z,n;) € U}. Como p ¢ N, se
tiene que para toda z € W el punto (x,n;) € H C U. Por lo tanto W C U;
para toda n; € N. Ademas U; es abierto en X para cada i € N. Entonces
W C N;en Ui y como W no es G, existe t € (),cy U; tal que t ¢ W, entonces
(t,p) € K y por lo tanto (t,p) € V. Notemos que como M es abierto en X xY
y V es abierto en M, entonces V' es abierto en X x Y. De manera que existen
dos abiertos Ay B en X y Y, respectivamente, tales que (t,p) € Ax B C V.
Como p € N y p € B, tenemos que BN N # (), es decir existe n; € N tal que
n; € B, luego el punto (¢,n;) € V' y como t € Uj, tenemos que (t,n;) € U,
por lo tanto U NV = ().

Con esto hemos probado que X XY no es T porque cualquier par de abier-
tos Uy V en M que contienen a H y K (cerrados en M), respectivamente,
se intersecan, por lo tanto M no es un subespacio normal de X x Y. O

Teorema 3.46. La recta de Sorgenfrey S es un espacio Tg.

Demostracion. En el Ejemplo 2.123, vimos que S es T}, ahora veremos que
S es perfectamente normal.

Vamos a demostrar que todo abierto U de S es F,. Por el Lema 2.142, se
tendra que todo cerrado es Gs.

Sea U = |J;c]ai, bi) un abierto en S'y definamos W = | J,,[a;, b;), el cual
es un abierto en R en la topologia usual contenido en U. Veamos que U \ W
es numerable.
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Tomemos dos puntos distintos z,y € U \ W y supongamos que = < y.
Entonces x y y son los puntos del extremo izquierdo de distintos intervalos
de la forma [a;, ;). Denotemos a estos intervalos como [z, h(z) v [y, h(y).
Notemos que [z, h(x))N]y, h(y)) = 0, esto es porque si [z, h(z))N[y, h(y)) # 0,
entonces < y < h(z) oy < x < h(y), lo cual implica que y € (z,h(z)) C W
oz € (y,h(y)) C W, pero esto es imposible. Ahora, sabemos que para cada
x € U\ W, existe un intevalo [z, h(x)) y para cada intervalo de esta forma,
siempre hay un nimero racional ¢(z) tal que z < ¢(z) < h(z), de manera
que existe una funcién inyectiva f : U\ W — Q tal que para cada z € U\ W,
f(z) = q(z). Esto prueba que U \ W es numerable.

Finalmente, como W es abierto en R se tiene que W es F, en R, luego es
F, en S (la topologia de Sorgenfrey contiene a la topologia usual), y como
U\ W es una unién numerable de conjuntos unipuntuales, los cuales son
cerrados en S porque S es T1, se tiene que, U \ W también es F, en S, por
lo tanto U = (U \ W) UW es F, en S. Esto prueba que S es perfectamente
normal y por lo tanto es Tg. O

Teorema 3.47. El producto de espacios Ts no necesariamente es Tx.

Demostracion. Por el Ejemplo 3.46, el espacio S (la recta de Sorgenfrey) es
Ts v por lo tanto es T5, sin embargo S X S no es normal, (Teorema 3.43), de
manera que S X S no es T5. ]

Teorema 3.48. Sea {X; : i € I} una familia de espacios topoldgicos no
vacios. Si X = Hie[ X, es Ty, entonces X; es Ty para toda i € 1.

Demostracion. Supongamos que X es Tg v sea i € I, por el Teorema 3.18,
X; es homeomorfo a un subespacio de X y como el axioma Ty se preserva
bajo subespacios, se tiene que X; es Tg. O

Teorema 3.49. El producto de espacios Ty no necesariamente es Tg.
Demostracion. Por el Ejemplo 2.123, el espacio S (la recta de Sorgenfrey) es

Tg. Sin embargo, S x S no es normal (Teorema 3.43), de manera que S x S
no es 7g. O
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Capitulo 4

Axiomas de separacion en
hiperespacios

Este tltimo capitulo esta dedicado a estudiar algunos de los axiomas de
separacién en el hiperespacio de cerrados de un espacio topolégico X deno-
tado como 2%. Discutiremos si dado un espacio topolégico X que satisface
algin axioma de separacién, el hiperespacio 2% también lo satisface y vice-
versa.

Comenzaremos definiendo el espacio 2% y le daremos una topologia.

Sea X un espacio topoldgico. Consideremos la colecciéon de los subcon-
juntos cerrados no vacios de X que llamaremos 2%, es decir:

2¥ ={C CX:0#0DyC es cerrado}.

Daremos a 2% una topologia cuya base definimos a continuacién.

Si S1,9,...,S, son subconjuntos de X, entonces definimos

(S, S, Sn)y ={Ce€2¥:CC|JSiyCnS;+#0para cada i}.

i=1
Teorema 4.1. Si X es un espacio topolégico y
B={(Uy,Us,...,Uy,) : U; es abierto en X para cada i y n € N},

entonces B es una base para alguna topologia en 2.

109
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Demostracion. Observemos que si A € 2%, entonces A € (X) € B.

Ahora tomemos (Uy,Us, ..., U,) v (V1,Vs,...,V,,) dos elementos en B.
Vamos a demostrar que (U, Us, ..., U,) N (V1, V5, ..., V,,) € B. Para hacer
esto, hagamos U = J;_, U; y V = J]~, Vi Demostraremos que

<U17U27"'7Un>m<‘/17V'27"'7Vm>
— (U, NV, UsOV,.. .U OV,ViOU Vo U,... Vi AU,

Sea K € (Uy,Us, ..., U,)N{(V1, Vs, ..., V,,) entonces, K C UNV. Notemos
que:

UNV=UnV)u((VnU) = (Um(m Vi)

i=1
m

= (Jvinu)u UUnV (4.1)

=1

zuc:

Por lo tanto, K C (J",(V; N U)) U (U, (U N V)).

Sabemos que K NU; # () para toda i < ny KNV, # 0 para toda
J < m, por tanto para cada z € K NU;, ocurre que x € K NU; NV, pues
K C V; andlogamente, para toda x € K NV}, se tiene que v € KNV; NU,
ya que K C U, de esta manera, obtenemos que K € (U1NV,U,NV, ..., U,N
viinUViuanU,...,V,, nU) y asi, (U,Us,...,U,) NV, Vo,.... V) C
UNv,U,NnV,.... U, NV, VinUVonU,...,V,,nU).

Para la otra contencién, tomemos K € (U1 NV, UsNV,... .U, NV, V1N
U VonU,...,V,,NU). Entonces KNU; # () para cadai < ny KNV, # () para
cada i < m. Ademds sabemos que K C (U2, (V; N U)) U (U, (U;NV)); se
sigue de la igualdad (4.1) que K CUNVyasi K C U, Uy K CU", Vi
Por lo tanto, K € (Uy,Us, ..., U,y N (V1, Vo, ..., V).

Con esto concluimos que B es una base para 2. O

La topologia generada por la base B se conoce como la topologia de Vie-
toris y a sus elementos basicos se les llama vietoricos.

Lema 4.2. Sean Vi, Vs, ...V, abiertos en X yV = (V1,V,,...,V,). Enton-
ces (Vi,Va, ..., Vi) = (Vi, Vo, ..., V)
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Demostracion. Tomemos K € (V,Va,...,V,) y sea W = (W, Wa, ..., W,,)
un abierto basico que tiene a K. Para ver que K € (V;,V5,..., V), veamos

que VNW # ).

Como K € W se tiene que K N W; # 0 para toda i < m, tomemos
r1 € K NW, también puesto que K € (V,Va,...,V,), se tiene que K C
U, Vi, de manera que existe j; tal que z; € V;, luego W1NV}, # 0. Elijamos
y1 € WiNVj;,. Tomemos zo € KNW5, entonces existe jo tal que o € m luego
Wyn'V;, # (. Elijamos y, € Wo N Vi, Si continuamos con esta construcciéon
para toda ¢ < m obtenemos que {y1,¥y2,...,Ym} € W.

Si ocurre que {y1,%2,...,Ym} € V, concluimos que VNW # (. En otro
caso supongamos que {yi, ¥z, ..., Ym+ & V. Como K € (V1,V,,..., V), se
tiene que K NV # () para toda ¢ < n, elijamos 2, € Vi N K, ademés como
K € W, ocurre que K C |, W, entonces z; € W, para alguna r; < m
lo cual implica que V4 N W,, # (. Tomemos my; € V4 N W,,, continuando
con esta construcciéon tomemos my € Vi, N W, para toda k < n. De esta
manera obtenemos que el conjunto {y1,%a, ..., Ym, M1,..., My} € VAW,
luego VNW # 0 y asf tenemos que K € (Vi,V,,...,V,), por lo tanto
Vi, Vo, .., Vo) (Vi Vo, V).

Para ver que (V1, Vs, ..., V,,) € (Vi, Vi, ..., V,) veamos que (V}, V5, ..., V},)
es cerrado.

Sea A € 28\ (V}, V4, ..., V,), tenemos 2 casos:

Caso I) A ¢ |J! Vi. En este caso existe z € A tal que = ¢ V; para

ninguna i < n, luego U = (X, X \ JI_, Vi) es un abierto que tiene a A y
que no interseca a (Vi,Va,...,V,), pues si existe K € (X, X \ U, Vi) N
(V1,Va, ..., Vi) entonces K N (X \ Ui, Vi) # 0, lo que significa que K ¢
U?, Vi lo cual contradice el hecho de que K € (Vy, Va, ..., V).

Caso H) ANV, = () para alguna i < n. Para este caso notemos que
AC X\V, porloqueU = (X\ V) es un abierto bdsico que tiene a A,
ademéssi K € (X\V) se tiene que KNV, = P por lo que K ¢ (V;,Va,..., V,).
Por lo tanto (X, X \ Vi (V1,Va, ..., V,,) = 0.

En ambos casos encontramos un abierto U que tiene a A y que no inter-
seca a (V1,Va, ..., Vy), es decir 2X\ (V1, Vs, ..., V,) es abierto y por lo tanto
(Vi, Vo, ..., V,) es cerrado.

Para finalizar, observemos que (Vi,Vs,...,V,,) € (Vi,Va,..., V) por lo
que (Vi,Va,....V,) € (Vi,Va,..., Vi) = (Vi, Vo, ..., V). Con esto conclui-
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mos la prueba del lema. O

Lema 4.3. Sean X un espacio topolégico y f,h : X — [0,1], dos funciones
continuas. Entonces F : 2% — [0,1] definida como F(K) = inf{f(x) : x €
K} y H : 25X — [0,1] definida como H(K) = sup{h(z) : x € K} son con
tinuas.

Demostracion. Primero observemos que F'y H estan bien definidas porque
ambas funciones toman valores en el intervalo [0, 1].

Veamos que F es continua. Sean K € 2% y € > 0, tomemos
U=1[0,1]Nn(F(K)—¢F(K)+e¢)

un abierto bdsico en [0, 1] que tiene a F'(K). Como F(K) = inf{f(z) : = €
K}, existe x; € K tal que F(K) < f(z1) < F(K)+e¢; luego, f(z1) € U. Dado
que f es continua, existe un abierto W en X tal que x; € Wy f(W) C U.

Definamos t = F'(K)—5 y C = [0,1]N[0,t]. Notemos que C'es cerrado en
[0,1] y como f es continua f~(C) es cerrado, luego X \ f~!(C) es abierto.
Consideremos el vietérico V = (X, W) N (X \ f~1(C)) como z; € KNW
tenemos que K € (X, W); ademas, f(K) C (¢, 1], por lo tanto f(K)NC =0,
de manera que K N f~H(C)=0yasi K € (X\ f71(C)), luego K € V.

Para finalizar tomemos A € V, entonces ANW # (), por lo que existe
z€ ANW,y como f(W) C U, resulta que f(z) € U. Ademés, F'(A) < f(z).
También, dado que A C X \ f~1(C) tenemos que f(A) C [0,1]\ C = (¢, 1].

Por lo tanto,
F(K)—e<t<F(A) < f(z) < F(K)+e¢

de manera que V es un abierto que tiene a K y para cualquier A € V se
tiene que F'(A) C U. Esto prueba que F' es continua.

Para demostrar que H es continua consideremos la funcién g : X — [0, 1]
dada por g(z) = 1—h(x). Por lo que hicimos para F', sabemos que la funcién
G(K) = inf{l — h(z) : * € K} es continua. Notemos que G(K) = 1 —
sup{h(z) : x € K} = 1 — H(x). Esto muestra que la funcién 1 — H es
continua. Por lo tanto la funcién H también lo es. O

Lema 4.4. Sean X un espacio topolégico y n € N. Si f; : X — [0,1] es una
funcién continua para cada i € {1,...,n}, entonces F': X — [0,1] definida
como

F(z) = max{fi(z), fo(x),..., fu(z)}

es continua.
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Demostracion. Vamos a demostrar que para cada abierto de la forma [0, b)
y (a, 1], se tiene que

n n

FH[0,0) = () £71(0,0) v F ' ((a,1]) = S ((a,1]).

i=1 =1

Para la primera igualdad, notemos que si z € F~1([0, b)), entonces F(z) €
[0,0), luego f;(x) € [0,b) para toda i € {1,...,n}, de manera que x €
f7([0,0)) y por lo tanto = € (N, £ ([0,b)).

Inversamente, si z € (N, f; '([0,b)), entonces f;(x) € [0,b) para toda
i€{l,...,n}, luego F(x) € [0,b) y se tiene que x € F~1([0,0)).

Para la segunda igualdad si x € F~*((a, 1]), entonces F(z) € (a, 1], luego
fi(z) € (a,1] para alguna i € {1,...,n} de manera que = € f; *((a, 1]) para
alguna i € {1,...,n} y por lo tanto z € U, f; ' ((a, 1).

Inversamente, si x € U, f; ' ((a, 1]), entonces = € f;'((a, 1]) para alguna
i € {1,...,n}, luego fi(x) € (a,1] para alguna i € {1,...,n} por lo que
F(x) € (a,1] y asi x € F~1((a, 1]).

Con esto tenemos que la imagen inversa de cualquier abierto basico bajo
F' es abierto y por lo tanto F' es continua. ]

Teorema 4.5. Sea X un espacio topologico. Entonces:

a) 2% es Ty.

b) Si X es Ty, entonces 2% es Ty. Ademds, el reciproco no es cierto.

Demostracion. Sean C;,Cy, € 2% distintos. Sin pérdida de generalidad su-
pongamos que C; \ Cy # (), entonces C; € (X, X \ Cy) y Cy ¢ (X, X \ Cy).
Por lo tanto 2% es Tj lo cual demuestra a).

Para b), sean C}, Cy € 2% distintos. Supongamos sin pérdida de generali-
dad que existe x € C \ Cy. Tenemos que (X, X \ Cy) es un abierto que tiene
a C1 y no tiene a Cy. Ademads, puesto que X \ {z} es abierto, (X \ {z}) es
un vietdrico que tiene a Cy y no tiene a C}, entonces 2% es Tj.

Para concluir ) consideremos un conjunto no vacio X con la topologia
indiscreta. Este es un espacio que no es T} pero 2% = {X} es Ty, pues {X}
es cerrado con la topologia de Vietoris. [
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Teorema 4.6. Sea X un espacio topolégico. Entonces 2% es Ty si y sélo si
X es regular.

Demostracién. Supongamos que 2% es Th. Tomemos un cerrado C C X y z €
X\ C. Notemos que C'y CU{z} son dos elementos distintos de 2%, entonces
existen dos abiertos ajenos U = (U1, Us, ..., Uy,) y V = (V1,Va,..., V,,) tales
que C € U y CU{x} € V. Como C € U, se tiene que C NU; # ) para
toda i € {1,...,n} y C C U;_, U;. Puesto que C' ¢ V y sabemos que
C C U~ Vi porque C U {z} € V, se tiene que C N'V; = (), para alguna
i€{1,...,m},lo cual implica que (CU{x})NV; = {x}. También observemos
que (CU{z})NU; # 0y como (CU{zx}) ¢ (U,Us,...,U,) tenemos que
z ¢ U Ui

Tomemos U = J_, U; y V = ({Vi : (CU{z})NV; = {z}}, entonces
C C Uy z € V. Para terminar demostraremos que U NV = ().

Supongamos que U NV # (. Entonces existe p € U NV, tenemos que
CU{p} elUy CU{p} € VperoU y V son ajenos, de esta contradiccién
concluimos que U NV = (). Esto demuestra que X es regular.

Inversamente, supongamos que X es regular. Para demostrar que 2% es
Ty, tomemos dos elementos distintos C;, Cy € 2%. Sin pérdida de generalidad
supongamos que C; \ Cy # (. Tomemos = € C; \ Cy, como X es regular,
existen dos abiertos ajenos U y V tales que x € U y Cy C V. Tomando (V')
v (X, U) se tiene que (V') es un abierto que tiene a Cy y (X, U) es un abierto
que tiene a Cf.

Veamos que (V) N (X,U) = (. Supongamos que F' € (V)N (X,U). En-
tonces F CV, Fe (X, U)y FNU # (), de modo que UNV # (), pero U y
V son ajenos. De esta manera vemos que (V)N (X, U) = () y concluimos que
2% es T. ]

Teorema 4.7. Sea X un espacio topolégico. Entonces las siquientes afirma-
ctones son equivalentes:

a) 2% es regular.
b) 2% es completamente reqular.
c) X es normal.

Demostracion. a) = c¢). Sean C' C X cerrado y U C X abierto tales que
C C U. Como (U) es un abierto que tiene a C' y 2% es regular, existe un
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abierto V = (V4,Va,...,V,) tal que C € ¥V €V C (U). Por el Lema 4.2
tenemos que V = (V4, V5, ..., V,,), por lo tanto W = J;_, V; es un abierto tal
que C' CW.

Veamos que W C U. Primero recordemos que W = Ui Vi = Ui, V.
Sea p € W, entonces p € Vj para alguna j € {1,...,n}. Como V; # ) para
toda i € {1,...,n}, elijamos un elemento p; € V; para cada i € {1,...,n}
con i # j.

Sea K = {&,gﬁ, oy Di—15Ds - ,Dj+1,Pn}- Se tiene que K es cerrado y
ademds K € (Vi,Va,...,V,) C (U) de manera que K C U y por lo tanto
p € U. Asi, tenemos que C CW C W C U y se concluye que X es normal.

¢) = b). Sean C € 2% y V = (V},Va,...,V,) un abierto bdsico que tiene
a C. Hagamos V = J;_, Vi y notemos que V es un abierto que contiene a
C. Como X es normal, existe una funcién continua f : X — [0, 1] tal que
f(C) € {0} y f(X\V) = {1}. Definimos F : 2¥ — [0,1] como F(C) =
sup{f(z) : x € C}. Por el Lema 4.3, sabemos que F' esta bien definida y es
continua.

Ahora, puesto que V; N C' # () para cada i € {1,...,n}, elijamos un
x; € V;NC. Como X es normal, resulta que X es completamente regular,
de manera que podemos hallar funciones continuas g; : X — [0,1] tales
que gi(z;) = 0y ¢;(X \ Vi) C {1}. Definamos para cada i € {1,...,n}, las
funciones H; : 2% — [0, 1] como H;(C) = inf{g;(x) : * € C'}, que nuevamente
por el Lema 4.3 resulta que cada H; es continua.

Para finalizar consideremos la funcién H : 2% — [0,1] definida como
H(C) =méx{F(C), H,(C), Hy(C),...,H,(C)}, por el Lema 4.4, H es con-
tinua. Veamos que H(C) = 0. Sabemos que f(C) = {0} y ademds como
z; € C'y gi(x;) = 0 se tiene que inf{g;(z) : x € C'} = 0 para toda ¢, de
manera que H;(C') = 0 para toda i, por lo tanto

H(C) =max{F(C), H,(C), Hy(C),...,H,(C)} = 0.
Por otra parte tomemos B € 2X \ V, luego B € V o BNV; = () para
alguna i € {1,...,n}.

Si B ¢ V. entonces, existe b € B tal que b ¢ V; para ninguna i €
{1,...,n} de modo que f(b) = 1. Se sigue que F(B) = 1 y por lo tanto
HX\ V) =1.

Si BNV; = () para alguna i € {1,...,n}, entonces B C X \ V; luego para
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cada b € B se tiene que ¢;(b) = 1, porque ¢;(X \ V;) = 1, de manera que
H;(B) =1y por lo tanto H(2% \ V) = 1.

Asi, hemos demostrado que la funcién continua H, es tal que H;(C) =0
y H(2X \ V) = 1, esto demuestra que 2% es completamente regular.

b) = a). Esta implicacién es directa del Teorema 2.105. O

En el siguiente ejemplo veremos que el hiperespacio de cerrados 2%, de un
espacio normal X, no necesariamente es normal. Primero veamos el siguiente
lema.

Lema 4.8. Sea X un espacio topoldgico Ty. Entonces Fo(X) = {A C X :
1 < |A| <2} es cerrado en 2%.

Demostracion. Veamos que 2% \ Fy(X) es abierto. Sea B € 2% \ F(X).
Entonces existen al menos tres puntos distintos 1, x9, x3 € B, como X es Ts
podemos encontrar tres abiertos Uy, Us, Uz en X, de tal manera que z; € U;,
para cada i € {1,2,3} y U;NU; =0, si i # j. Tomemos V = (Uy, Us, Us), el
cual es abierto en 2%. Ademés notemos que B € V y como V tiene al menos
a T1,T9, T3, resulta que V C 2%\ FH(X). Asi, se tiene que 2% \ Fy(X) es
abierto y por lo tanto F5(X) es cerrado. O

Ejemplo 4.9. Sea S la recta de Sorgenfrey (2.123). Entonces 2° no es nor-
mal.

Demostracién. Supongamos que 2° es normal. Por Lema 4.8 tenemos que
F»(9) es cerrado en 27, luego el Teorema 2.130 nos dice que F(S) es normal.

Por otra parte, sea A = {{z,—z} : x € Rt} C F,(5). Es claro que
|A| = |R|, pues f: A — R dada por f({z. —x}) = x es biyectiva.

Como S es separable, F5(S) es separable. [11, ejercicio 1.18 pég. §]

Ahora veamos que A es un subespacio discreto. Tomemos {z, —z} € A.
Si z = 0, entonces {0} = ([0,1)) N A es un abierto en A. Si z # 0, entonces
{z,—z} = ([—=,0),[x,z+1)) N A es un abierto en A. Por lo tanto concluimos
que A es discreto.

Ahora veamos que A es cerrado. Sea {p,q} € F5(S5) \ A. Consideremos
los siguientes casos:
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Caso 1) p=q # 0. Si p > 0, entonces {p} € ([p,p+ 1)) y como no hay
nimeros negativos en el intervalo [p,p + 1) se tiene que {[p,p+ 1)) N A = 0.
Si p < 0, entonces {p} € ([p,0)) y como no hay nimeros positivos en el
intervalo [p,0) se tiene que ([p,0)) N A = 0.

Caso 2) p =0y q # p. Si ¢ > 0, entonces {0,q} € ([0,3),[¢g,¢+ 1)) ¥
como no hay niimeros negativos en [0, 2) U[q, ¢+ 1) se tiene que ([0, £), [¢, ¢+

1)) NA=0.

Si ¢ < 0, entonces {0,q} € (g, %),[0, —2)). Veamos que ([q, %), [0,-4)) N
A =1. Sea {z, —z} € A. Supongamos que {z, —z} € ([q, 2) [0,—2)). Enton-
ces r € [q, ) owe€[0,-%). Siz e lgg) entonces x < £, de manera que
—x > —1, por lo que —x §é [0, —4). Andlogamente si z € [0, —2), entonces

—x ¢ |q, %) Por lo tanto ([q, 4),[0,—%)) N A =0.
Caso 3) p,q # 0y p # q. Sip,q > 0 podemos suponer que p < ¢. Entonces
{p,q} € {[p,0)) y como no hay nimeros negativos en [p,c0), se tiene que

(| ,oo))ﬂAz@

Si p,q < 0, podemos suponer que p < ¢q. Entonces {p,q} € ([—00,0)) y
como no hay nimeros positivos en (—oo,0), se tiene que ((—00,0))NA =10

Sip#qyp>0,q<0 tenemos dos subcasos.

Subcaso 1) |p| > |g|. Tenemos que {p, ¢} € ([g, Z5?), [p,>0)). Veamos que

(lg,2%), [p,0)) N A = 0. Sea {z,—z} € Ay supongamos que {z,—z} €
(lq, p;rq) [p,0)). Entonces z € [¢, 25%) 0 = € [p, 00). Si z € [¢, E57), entonces
x > ¢, por lo que —x < —q < p, por lo tanto —x ¢ [p,00), de manera
que {z,—z} ¢ ([g,25%), [p, 00)). Andlogamente si z € [p,00), se tiene que
—z ¢ [q,25%) y en consecuencia {z,—z} ¢ ([¢g,%?),[p,o0)). Por lo tanto

(la: 55%). [P, 00)) N A = 0.

Subcaso 2) |p| < |g|. En este caso tenemos que {p, ¢} € ([¢, 5), [p, I5%)).
Veamos que ([g, =), [p, 252 )> NA=10. Sea {x,—z} € A y supongamos
que {z,—z} € ([¢, &™), [p,55%)). Entonces z € [¢q, 5) 0 r € [p,59).
Sixz € g, p;rq), entonces r < p+q, por lo que —x > B4 por lo tanto
{z,—z} ¢ <[ =Lt [p, B51)). Analogamente si x € [p,B51), se tiene que
—x ¢ [¢, &) y en consecuencia {z, —z} ¢ (g, %), [p, I5)). Por lo tanto

([0, 21), [p, 220)) 1 A = 0. 2

Por los tres casos anteriores concluimos que F(.S) \ A es abierto, luego A
es cerrado en Fy(.S).

Por el Lema de Jones (2.121) tenemos que F5(S) no es normal. Sin em-
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bargo al principio de la prueba vimos que F3(S) es normal, de manera que
suponer que 2% es normal nos lleva a una contradiccién, Por lo tanto 2° no

O

es normal.
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